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ADYEETENCIA

La favorable acogida que & mis Lecciones ib Algebra
ha dispensado el publico inteligente, mereciendo ser reco-
mendadas en los programas oficiales del Gobierno y adop-
tadas de texto en varias academias preparatorias, me
estimula, una vez agotada la primera, & publicar una se-
gunda edicion de las mismas.

Escribi este tratado para que pudiera servir de guia a
los jévenes que se dedican & la Facultad de Ciencias y alas
carreras especiales. En esta segunda edicion, si bien me
propongo el mismo objeto, he introducido algunas ligeras
reformas,— que no alteran ni la extension ni el fondo de
la obra,—para que & la vez pueda ser (til & los que estu-
dian en los Institutos y colegios privados. A este fin, he
seflalado con un asterisco los parrafos que pueden pasar
por alto 6 de que puede prescindir el alumno de segunda
ensefianza; quedando asi un tratado de Algebra con la ex-
tension que ordinariamente se da a esta asignatura en los
referidos Institutos y colegios.

Para reducir algun tanto el volumen de la obra he
variado la forma de algunos calculos y suprimido los mé-
nos importantes. También han quedado suprimidas algunas
teorias por hallarse ya expuestas con igual extensién en la
segunda edicion de la Aritmética,

A pesar de haber revisado escrupulosamente los cél-
culos, y corregido las faltas de imprenta y otras de distinta
indole, de que la primera edicién adolecia, no abrigo la
pretensién de que ésta se halle exenta de defectos y mucho
menos de que satisfaga por completo las exigencias de to-
das nuestras escuelas.






LECCIONES DE ALOEBEA

PRIMERA PARTE

DE LAS OPERACIONES ETINDAMENTALES

LECCION PRIMERA

INTRODUCCION

Otjeto dftl 4lgebra.—Signos algebraicos.— Cantidad algebraica y sus diferentes clases;
términos sem”antes, sn reduccion y destruccion.

Objeto <lcl Algebro.

Todas las cuestiones matematicas, que son aquellas que
pertenecen a la cantidad, se pueden reducir a dos clases; a cuestiones
de nimeros 6 a cuestiones de cantidades propiamente dichas. Las
primeras, que son aquellas que se refieren & los nameros, ya sean
abstractos ya concretos, 0 representantes de cantidades, puesto que
expresan su valor, pueden corresponder a cualquiera clase de magni-
tud siempre que ésta sea comparable, 6 lo que es lo mismo,
medible.

Las segundas, que son aquellas que tienen lugar entre las canti-
dades mismas sin atender & su valor numérico, corresponden exclu-
sivamente a la extension ya sea lineal, ya de superficie 6 ya de volu-
men, que es lo que constituye la Geometria.

De aqui la division de las matematicas elementales en Aritmé-
ticay Geometria.

9. La Aritmética se subdivide en Aritmética propiamente dicha,
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y Algebra; de la primera ya nos hemos ocupado en el primer tomo
de esta obra, la segunda sera el objeto del presente.

3. Algebra es la parte de las matematicas que tiene por objeto
simplificar y generalizar la resolucién de las cuestiones relativas & los
numeros, determinando la serie de operaciones que hay que ejecutar
para hallar un cierto resultado.

4. Al ocuparnos en nuestras lecciones de aiutjiétiga de las
propiedades generales de los numeros, hemos visto lo conveniente
que es representarlos de una manera general por medio de signos
que, careciendo de los valores numéricos que cada uno de ellos pue-
da tener, expresen los nameros con las condiciones que se exigen
en la cuestion.

Estos signos son las letras del alfabeto, y con ellas se puede repre-
sentar cualquiera cantidad, haciendo uso de los acentos 6 indices,
como alli se dijo.

5. En aritmética el uso de las letras, si bien es conveniente, no
es de necesidad, puesto que sin él podrian demostrarse las pro-
piedades generales de los numeros y resolver los problemas relati-
vos & los mismos que alli corresponden; pero en el algebra es necesa-
rio: sin el auxilio de las letras no podria cumplir esta parte de las
matenialcas con el objeto que se propone.

En efecto, si empleasemos numeros particulares en la resolucién
de algun problema 6 cuestién, nos hallariamos, al llegar al resultado
final, con un nimero cuya formacioén, segun los datos del problema,
nos seria desconocida; porque una vez efectuadas todas las operacio-
nes tan liiégo como se presentan, ya no tendriamos rastro ni sefial
de ellas.

Si para evitar este inconveniente dejasemos indicadas todas las
operaciones que hay que ejecutar, tendriamos el de no poder distin-
guir bien los datos en el caso de que dos 6 mas tuviesen el mismo va-
lor y por lo tanto estuviesen representados por un mismo ndmero.

Si en vez de numeros empleamos letras, los datos no podran con-
fundirse, porque cada una expresara un numero diferente. Las ope-
raciones necesarias para obtener el resultado final quedaran todas
indicadas, por consiguiente sabremos de qué modo esta compuesto
dicho resultado segun los datos de la cuestion.

G. El resultado final de un problema que viene expresado por
las operaciones necesarias y suficientes hechas con los datos, consti-
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tuyc lo que se llama formula, y esta formula que resuelve la cues-
tion, es general y sirve para todos los problemas de una misma
«specie.

Asi, de la relacion D ('IOO-i-fi)=Vi; que en la regla de descuen-
to hemos hallado [Arit. 388), se deducen todas las formulas relativas
a los problemas de descuento sobre el valor actual de una letra; de
modo que el descuento, que es lo que alli se busca, esta dado por la

formula D = ----(-)—--r-]-,-,, y dando valores a V, iy t que representan
-hii

respectivamente el valor actual de la letra, el interés y el tiempo,

se obtiene lo que se pide en cada caso particular.

7. No siempre los datos que entran en una cuestion son nameros
ya determinados; muchas veces, y es lo mas general en algebra, son
resultados de varias operaciones hechas con numeros 6 cantidades,
en cuyo ca*so, estos resultados se dice que son funciones de los nime-
ros 6 cantidades de que dependen.

Ahora bien, ;qué confusion no habria en los calculos de la cues-
tién propuesta si .seefectuasen con dichos resultados indicados? Esa
confusion se evita sustituyendo cada uno de ellos por una letra que
lo represente.

La aritmética, por su naturaleza, no efectda calculos sino con nu-
meros determinados, mientras que el algebra no solo puede ejecutar-
los con nimeros determinados, que es la parte que tiene de comun
con aquella, sino que también los efectda con resultados de operacio-
nes indicadas, 6 sea, como ya hemos dicho, con funciones de otros
ndmeros, que es en lo que el algebra se diferencia de la aritmética:
fundado en esto, hay quien deOne la aritmética diciendo que es el
calculo de los nimeros, y el algebra el calculo de las funciones.

8. Habiendo tratado en aritmética con toda generalidad el cal-
culo de los nimeros, cualquiera que sea su naturaleza, Gnicamen-
te nos resta estudiar aqui el modo de efectuar las operaciones con las
letras que representan los nimeros 6 funciones, objeto principal de
esta primera parte.

Sabiendo el mecanismo de la composicion y descomposicién de la
cantidad, debemos ocuparnos de la cuestion principal del &algebra,
que consiste en establecer las relaciones que ligan entre si 4 las di-

ferentes cantidades de las que depende la resoluciéon de cualquiera
cuestion 6 problema.
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Sigaos algebrulcos.

9. Los signos de que nos hemos de valer para indicar las opera-
ciones y relaciones de igualdad 6 desigualdad, son los mismos que
hemos usado en aritmética.

40. Al coeficiente y expoliente se les da mayor latitud en algebra,
pues considerados en aritmética como numeros que expresan las ve-
ces que la cantidad a que afectan esta repetida por sumando 6 factor,
son por su naturaleza nameros enteros; al paso que aqui pueden ser
enteros, quebrados 6 inconmensurables, teniendo en cada uno de es-
tos casos interpretacion distinta.

Una cantidad afectada del coeficiente 3, indica la suma de tres
3
cantidades iguales & ella misma; pero el coeficiente 5 por ejemplo,

6 el nimero inconmensurable /T , no expresa la repeticiéon por su-
mando de la cantidad & que afecta, sino una parte de dicha cantidad
igual & la que el coeficiente es de la unidad.

1. Si el exponente no es un numero entero, no tiene la misma
significacion que alli se le di6: ya veremos el modo de interpretarlo
a su debido tiempo.

Cautlda«! algclti'Aica y sn.« dlfcrcntcia especies; términos sciucjaiitcs,
su rctluccioit y dcstriicciou.

12. Cantidad algeciidica es toda aquella que esta representa-
da con letras, y en la cual no sélo se considera el valor numérico,
sino también el modo que tiene de existir.

Las cantidades algebraicas, lo mismo que las numéricas, pueden
ser enteras y fraccionarias': cantidad algehraica entera, es aquella
que no tiene denominador, ni estd bajo de ningun radical; fiiaccio—
NAiuA, es la que tiene denominador.

Por esta definicion se comprende que la cantidad algebraica sélo
es entera 6 fraccionaria por su forma, y no por el valor numérico
gue representa; puesto que a, por ejemplo, cantidad algebraica en-
tera puede representar un numero no sélo fraccionario, sino tam-
bién inconmensurable: mientras que una cantidad algebraica fraccio-

naria— , puede representar una cantidad numérica entera.
b

La cantidad algebraica puede ser ademas racional é irracional:
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cantidad algebraica raciONal es aquella que no esta afectada del sig-
ilo radical; é irracional la que lo esta.

Esta definicion, como en el caso anterior, se refiere a la forma y
no al valor numérico.

'IS. Expresién algebraica cs cwA/5'wera reunion de letras 6 de
letras y nameros ligados por los signos ya conocidos. Asi, las letras a,
b, c, etc., son expresiones algebraicas y de las mas sencillas. Del
mismo modo lo es 3aH-5«6— ("a™b.

44. Término es cualquiei' conjunto de letras que no lleva inter-
puesto el signo -\-ni — . Asi, a es un término, 3a-b es otroy 3 a /b~
lo es también.

45. Monomio se llama la cantidad algehraica que tiene un solo
término; binomio la que tiene dos; trinomio ja que tiene tres; y en
general polinomio es la cantidad que tiene mas de tres términos.

46. Los términos pueden ser semejantes 6 n6: términos seme-
jantes son los que tienen las mismas letras con los mismos exponen-
tes: asi, 3a-6 y 5a”6 son términos semejantes; pero no lo seran 3a”6
y fiab”, porque aunque tienen las mismas letras, éstas no tienen los
mismos exponentes.

'17. Grado de in término entero €S la suma-de los expo-
nentes de las letras que lo constituyen, considerando con el exponen-
te 4, aquellas que expresamente no le tengan.

48. Si en un polinomio existen varios términos semejantes pre-
cedidos de un mismo signo, se pueden reducir a uno solo cuyo coe-
ficiente, afectado del mismo signo, sea la suma de los coeficientes
de dichos términos semejantes. Si hay varios términos semejantes
precedidos unos del signo -f- y otros del signo — , podran reducirse
lodos los que llevan el signo + , auno; y todos los del signo —, a
otro; y estos dos a uno solo, cuyo coeficiente sea la diferencia de
ambos coeficientes, afectada del signo que lleve el mayor. Es claro
que si los coeficientes fueran iguales, su diferencia seria cero vy el
término desapareceria.

Estas operaciones se conocen con los nombres de reducciény des
truccion de los términos semejantes.

Haciendo la reduccion y destruccion de los términos semejantes
en cada uno de los polinomios siguientes, se tendra:

4 3an6-h56'—
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2." + 2aH'+Aa'o-—7a"6'—

El término 3a-6 que lleva el signo H-y que esta suprimido por ser
principio de polinomio, se ha reducido con dando el resul-
tado -~Sa}b, que reducido con -i-arb, da el término 9ii"™6 que hemos
escrito: del mismo modo, reduciendo los términos-(-06™y H-96", se
tiene el resultadopor daltimo, hemos hallado el térmi-

no — 80 '6", reduciendo los dos términos — y — oa™b

En el segundo polinomio, los términos larb”™ y — 2a™6" se han re-
ducido a los términos oa*6"™y — a— Sa-ft", que con el
términose reduce &— el término se escribe en el

resultado, por no tener semejante con el cual pueda reducirse ni
destruirse; finalmente los términos — 36"y -1-3™ se destruyen, por
cuya razén no aparecen en el resultado.

LECCION I1I.

Cantidades negativas, modo de considerarlas.

Cantidades negativas, modo de couMidcrarlaH.

19. En aritmética sélo se considera el valor numérico de las
cantidades, prescindiendo de la posicién relativa que puedan tener
unas respecto de otras y de la manera que puedan influir en el re-
sultado de un problema, en el cual se consideran cantidades que tie-
nen distinto modo de existir; pero en el algebra no so6lo hay que
atender al valor numérico de las cantidades, sino también a su po-
sicién relativa y modo de existir.

Si upa cantidad x representa la diferencia de otras dos ay 6, lo
cual se consigna por laigualdad x —a—h o6 x —b u, se hallara el
valor numérico de dicha cantidad jr, restando del valor numérico de
la mayor de las cantidades a 6 6, el valor numérico de la menor.
Si X no expresara la diferencia en absoluto que h-ay entre a y 6,
sino que representase la cantidad que indica el resultado de la sus-
traccion U— 6, es decir, si se obtuviese simplemente la igualdad

x=a— 6, [1]
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no podria obtenerse aritméticamente el valor de ic, ni su significa-
cion, en el caso de ser a<h; puesto que el resultado pedido debe
ser tal, que sumado con el nimero b, ba de dar el numero a, lo
cual es imposible; pero si observamos que siendo le excedera
en una cierta cantidad d, tendremos b= a+i/6 a= b d;y sustitu-
yendo uno de estos valores, el de a por ejemplo, en la igualdad [1],
se convertiraGnx”~h~d-b 6x="-d; resultado que se llama ne-
gativo y que por mucho tiempo ha sido despreciado como expresion
gue carecia de sentido.

Examinando detenidamente este resultado y su procedencia, ve-
mos que nos indica una cantidad que deberia restarse de otra si la
hubiera; al paso que siendo a > 6, la diferencia d, valor que entonces
tendria x, nos indicaria una cantidad que deberia sumarse; por con-
siguiente, cada uno de estos valores obtenidos para x, tiende a un
fin diverso; el uno & disminuir y el otro a aumentar en cuanto ellos
valen, un cierto resultado. Estos valores considerados en absoluto,
nos dan una primera idea de los dos modos distintos como pueden
existir las cantidades; mas no basta la concepcion de estos dos mo-
dos de existencia, es necesario darles interpretacion fisica y real en
cada uno de los casos en que se presentan, siempre gque sean sus-
ceptibles de esta significacion; lo cual nos dara el medio de interpre-
tar el resultado de un problema, que de otro modo se hubiera des-
echado como imposible 6 absurdo.

Supongamos que el valor de a;= a— 6, nos indica la distancia que
hay de un punto fijo O, & otro movible M,

X' M (0] M A X

el cual se supone que, partiendo del punto O recorre hacia la dere-
cha, en la direccién OX, una distancia OA= a, y después ha retroce-
dido & la izquierda una distancia AM= &; de modo que, x=a b
representara en posicién y en magnitud la distancia que media entre
los dos puntos O y M de partida y de llegada.

Es evidente que si la cantidad a es mayor que b, el punto movi-
ble ai tiene que retroceder ménos que lo que anduvo en la direc-
cién OX; por consiguiente, el punto M estara a la derecha del ori-

gen O y & una distancia OM igual a la diferencia a—b, la cual
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suponemos ser d; luego x = a— h= d, nos expresa en magnitud y
posicién la distancia Oli.

Si se tiene a= h, es claro que el punto de partiday de llegada se
confunden en uno, puesto que la distancia que recorrié a la dere-
cha es igual a la que retrocedié: luego ic=a— 6= 0, nos indica la
distancia cero que separa a los dos puntos 6 sea el origen.

Si tenemos, por dltimo, ac”b, habiendo retrocedido héacia la iz-
quierda el punto movible una distancia mayor que la que anduvo a
la derecha, no solamente debié volver al origen, sino recorrer héacia
la izquierda una distancia OIF igual en valor numérico & la diferen-
cia d que hay entre los valores by a; pero este valor que esta dado
por la igualdad iT= a— h= —d, nos indica también en magnitud y
posicion la distancia O11™entre los dos puntos de partida y de lle-
gada.

Como los valores d y — d, hallados para x, dependen de los valo-
res generales que se les puede dar aay 6 en cualquier otro caso
de esta misma especie, tendran la misma significacion que en el an-
terior; de donde podremos concluir, que el valor positivo 6 negativo
hallado como soluciéon de un problema, nos puede indicar, si se trata
de la posicién de un punto con relacién a otro en una linea, la dis-
tancia a la que se halla dicho punto del origen, y el sentido de iz-
quierda a derecha 6 de derecha & izquierda en que se ha de tomar,
Ajando de antemano que el positivo indique uno de estos.

20. Si en la igualdad x = a — b representa x la fortuna de una
persona cuyo haber esta expresado por a, y lo que debe por h, es evi-
dente que la diferencia a— b—d expresard el caudal 6 fortuna de
dicha persona, siendo a'~h; si se tiene a =0, la fortuna se reducira
acero, es decir no tendra nada; pero si ac”b, entdneos la igual-
dad x = a — h se reducira, como anteriormente, ax = — d, cuyo re-
sultado nos indicara que la persona en cuestion no tiene fortuna,
sino un débito representado por d; puesto que siendo d el exceso
de lo que debe sobre lo que tiene, es claro que dando todo cuanto
posee, queda debiendo aln dicha cantidad.

Conviniendo en llamar positivas a las cantidades de dinero que
uno posee, y representandolas por cantidades precedidas del sig-
no -h, las deudas™ ¢ sean las cantidades que uno ha de pagar, seran
las negativas é iran precedidas del signo— : y reciprocamente, toda
cantidad precedida del signo — , indicara una deuda; y precedida
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del signo H-, sera posifiva y expresara una cantidad existente en
caja.

24. Del mismo modo, conviniendo en que los*grados de un ter-
mometro contados sobre cero sean positivos, y negativos los que se
cuenten bajo cero, é indicando los primeros con el signo -i-y con el
signo — los segundos, tanto el valor -\~d como el valor — d, hallados
para x por la igualdad x —a—h, en la cual x representa la tempe-
ratura que marca un termoémetro después de haber descendido b
grados desde la temperatura marcada por a grados, tendran una sig-
nificacion fisica, ya sea a=6, 6 a<ih.

Asimismo, tendra interpretacion fisica y racional el valor negati-
vo — ¢?, en todas aquellas cantidades que sean susceptibles de tener
dos modos de existencia enteramente opuestos; Unicamente no ten-
dra significacion, y si la tiene es la de indicar la imposibilidad del
problema de que proviene, en el caso de que la cantidad que repre-
sente no admita estos dos modos de existir.

22. Admitido que las cantidades, segun se consideran en alge-
bra, pueden tener dos modos distintos de existir, dando origen a
las cantidades positivas y negativas, nos vemos en la necesidad de
establecer un punto de partida U origen de ambas cantidades, el cual
no es otro que cero; de donde se deduce, que el cero en las canti-
dades algebraicas se considera bajo dos aspectos, 6 como carencia de
toda cantidad, 6 como limite donde concluyen las negativas y prin-
cipian las positivas.

Cuando la cantidad no es susceptible de existir sino de una ma-
ra, entonces el cero so6lo indica la carencia de toda magnitud.

23. También es necesario modificar la definicion de cada una
de las operaciones que se hacen con la cantidad, de manera que
comprenda no sélo a las que tienen un mismo modo de existir, que
es lo que hasta aqui hemos considerado, sino también & las que ten-
gan dos modos opuestos.

24. Este nuevo modo de considerar & las cantidades nos obliga
a establecer nuevas relaciones de magnitud; porque ahora no basta-
ra que dos cantidades tengan un mismo valor numérico para que
sean iguales, sino que ademas es necesario que tengan un mismo
modo de existir.

23. Si de un minuendo m restamos un sustraendo s y represen-
tamos la diferencia por d, se tendra rti—s=d. Si s, siendo menor
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gue m, suponemos que aumenta, la diferencia d sera una cantidad
positiva, cuyo valor disminuird a medida que s aumente. Cuando
s—m, d se convierte en cero; y si todavia suponemos que s sigue
aumentando, d ird disminuyendo y sera negativo, de modo que po-
dremos decir: 1.° que toda cantidad positiva es maijor que cero;
2.° que toda cantidad negativa es menor que cero; y 3.” que de dos can-
tidades negativas es mayor la que tiene menor valor numérico. Asi,
para indicar que una cantidad a es positiva 6 negativa, se establece la
relacion a~O 06 a<CO.

*W  No solo se puede admitir por analogia que las cantidades
negativas son menores que cero, y que de dos negativas es mayor la
gue tiene menor valor numérico, sino que también podemos conven-
cernos de ello directamente por el raciocinio, & pesar de parecer una
paradoja el decir que haya una cantidad menor que cero, 6 lo que
es lo mismo, menor que nada.

En efecto, miéntras que las cantidades se consideraron con un solo
modo de existir, no se admitieron las cantidades negativas, y cuando
se llegaba & resultados de esta especie, se desechaban como indicios
de una imposibilidad de la operacion 6 un absurdo en el problema;
y entonces el cero no representaba mas que la carencia de toda can-
tidad, en cuyo caso no se concebia ninguna que pudiese ser menor
gue cero; pero una vez admitidas las cantidades negativas como re-
presentantes de uno de los dos modos como la cantidad en general
puede existir, su valor absoluto no debe considerarse con relacién al
cero limite, sino con relaciéon al cero carencia de toda cantidad,
menor que el cual no es admisible ninguna otra.

Cuando el cero es considerado como limite, no es una paradoja el
decir que una cantidad negativa es inenor que cero, sino que por el
contrario es lo l6gico y natural. En efecto, no representando el cero
de un termdémetro la cantidad cero de calor, sino un origen de par-
tida conocido, con el cual se relacionan otros grados de temperatu-
ra, ;serda un absurdo decir que cuando el termémetro marque diez
grados bajo cero, 6 sean— 10°, haga ménos calor que cuando marca
cero? Es claro que no, y se comprobaria facilmente si el limite cero
a que nos referimos cambiase en la escala termomeétrica, 6 si esos
mismos grados de temperatura que hemos marcado con cero y— 10,
medidos en el termémetro centigrado, por ejemplo, los refiriésemos
al termometro de Fahrenheit, en el cual 32" equivalen al cero del
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centigrado, y— 10" de éste, a U" del de Falirenheit. Donde vemos
que el grado de calor marcado por cero es mayor que el marcado
por—10“.

Este mismo raciocinio empleado en las cantidades de longitud
contadas en una linea & derecha ¢ izquierda de un punto tomado
como origen, demuestra que el valor absoluto de una cantidad jic—
gativa es menor que cero considerado como limite, para lo cual bas-
taria solamente admitir el cero carencia a partir del cual se contasen
todas las cantidades y en un solo sentido.

Lo mismo sucederia si la cantidad se refiriese al tiempo trascur-
rido antes o después de una época, la cual se toma por cero 6 parti-
da: asi— 100 afios, con relacién al diluvio, exprcsaria una cantidad
de tiempo en absoluto, menor que la que expresa la época del dilu-
vio, si ambas las referimos al origen que supondremos serla crea-
cion.

27. Cuando el cero limite es el mismo que el cero carencia,
como sucede en las cantidades de dinero que una persona tiene 6
debe, no es tan facil formarse idea de la relacion de magnitud entre
cero y una cantidad negativa; pues el valor real de estas cantidades
es en este caso puramente convencional y solo por el efecto que pro-
ducen al reunirias coa otras positivas, podemos deducir que una
cantidad negativa sea menor que cero. En efecto, si hay dos perso-
nas de las cuales una tiene cero capital, pero que no tiene deudas, y
otra que tiene— 100 rs. de capital 6 sea una deuda de 100 rs., es
evidente que consideradas cada una en absoluto y sin otras condi-
ciones, tan pobre es una como otra, puesto que de nada pueden
disponer; pero si suponemos que estos mismos sujetos se asocian
con otros contribuyendo y formando un capital social con lo que
cada uno tiene, es indudable que el que no lleve nada, en nada al-
tera el capital de la sociedad, mientras que el que lleva la deuda le
disminuye en cuanto ella vale: luego si reuniendo & un capital una
deuda da un resultado menor que cuando se le une cero, se puede
admitir, en este sentido, que el capital negativo 6 deuda es menor
que cero. De otro modo: si cada una de esas dos mismas personas
recibe 100 rs., la que no tenia nada se hallard con 100 rs.; mas la
otra satisfaciendo, como debe, su deuda, se quedara sin nada; y
como es evidente que si las fortunas de dos personas reciben un
mismo aumento y los resultados son desiguales, dichas fortunas
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también lo son, siendo menor la correspondiente al menor resulta-
do, se sigue que el capital— 100 rs. es menor que cero.

28. Del mismo modo se demostraria que de dos cantidades ne-
gativas es mayor la que tiene menoi* valor numérico.

29. De todo lo dicho se deduce que las cantidades negativas de-
ben considerarse en un sentido enteramente invei'so al de las positivas”™
y si ja cantidad no tiene este doble modo de existir™ se considera coma
una imposibilidad en el problema de donde provienen.

LECCION 111,

Célculo de las cantil ules al®*ebraicas.—Valor numérico de las exiu'esiouos al*jebriiicas.

Calculo de las cantidades algcbralcas.

30. Consideradas en algebra las cantidades bajo el doble aspecto
de su valor numérico y modo de existir, debemos establecer la di-
ferencia que hay entre el calculo puramente aritmético y alge-
braico: diferencia de que ya nos hemos ocupado, aunque muy lige-
ramente en nuestras lecciones de aritmética.

31. Adicién es la reunion de varias cantidades algehraicas cuyo
valor numérico se toma en el sentido que indica el signo que a cada una
de ellas precede.

De esta definicion se deduce que la suma algebraica no lleva en-
vuelta la idea de aumento, pudiendo ser su valor numérico menor
que el de cualquier sumando.

32. La adicién se efectiia segun las dos reglas siguientes:

n Para turnar varias cantidades de un mismo signo”™ se escriben
unas a continuacion de otras dentro de paréntesis, se efectia la suma
de sus valores numéricos y al resultado se le pone el signo de los su-
mandos.

En efecto, como todos los sumandos expresan cantidades que se
han de tomar en un mismo sentido, la suma deberd tomarse en el
mismo, siendo su valor numérico igual a la suma de los valores nu-
méricos de los sumandos.
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Ejemplos. '1° (43)— H+8)H—4)—— 20
2" (—5)+ (—8)+ —2)+(—6)+ (~3)=—24

Observacién. El signo -h puede suprimirse en principio de dic-
cion, y siempre que indique que una cantidad es positiva: asi, el
primer ejemplo se escribira simplemente

3+3+8+4=20

2/~ Parasumar varias cantidades de distinto signo, se efectla la su-
ma de todas las que llevan el signo + , luégo la de las que llevan el sig-
no —, se halla la diferencia de sus valores numéricosy se pone al re-
sultado el signo de la mayor en valor numérico.

En efecto, toda cantidad afectada del signo + , tiende & aumentar
el resultado en tanto cuanto vale, cualquiera que sea el sitio que
ocupe entre los sumandos; y toda cantidad que lleva el signo—,
tiende a disminuir dicho resultado en su valor numérico; luego una
vez efectuadas las sumas de unas y otras cantidades, deberan tomar-
se una en un sentido y otra en el opuesto: por consiguiente el re-
sultado sera igual en valor numérico a la diferencia de los valores
numéricos de ambas sumas, permaneciendo en el sentido de la
mayor.

Ejemp. 3+(—5)+8+6+(—4)+(—3)+ G=23—12=M
9°8+(_9)+(—8+ 4+S="17—n=0
3°(_18)+12+M6)+(—13)+14= —47+26=—21

33. Sustraccién es el andlisis de la adicién y tiene yor objeto,
dada la suma de dos cantidades algebraicasy una de éstas, hallar la
otra.

De la definicién se deduce que para restar una cantidad algebraica
de otra, se escribe el minuendo, y & continuacion el sustraendo con signo
contrario, y se efectiia la suma algebraica que resulta.

La cantidad asi hallada sera la que se busca; porque componién-
dose del minuendo con el signo que tiene y del sustraendo con signo
cambiado, si le agregamos el sustraendo, éste se destruira a conse-
cuencia de hallarse repetido y con signos contrarios, quedando solo
el minuendo, que es lo que nos proponiamos.

Asi, 8— (5)= 8— 0= 3, 8— (10)= 8—10=—2,
8— (—6)= 8+ 6= 14, 8 — (4= —8—4= —12,
—8—(—12)= —8+12 = 4.

34. Multiplicaciéon. Multiplicar dos cantidades algebraicas es
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hallar otra que sea respecto de una de ellas en signo y magnitud, lo que
la otra es de la unidad positiva.

Do esta deflnicion se deduce que si la cantidad que hace de mul-
tiplicador es positiva ¢ lleva el signo 4-, el producto llevara el mis-
mo signo que tenga el multiplicando, y si es negativa 6 lleva el sig-
no —, el producto llevara signo contrario. El valor numérico del
producto siempre es igual al producto de los valores numéricos de
los factores: luego para multiplicar dos cantidades algebraicas, se
efectda el producto de sus valores numéricos y se le afecta el signo del
multiplicando- 6 signo contrario, segin que el multiplicador lleve el
signo-h 6 —.

Asi. (—ii)x4 —— 20, 5x(—A= —20,
(—ojx (— 4)="20.

Observacion. El producto lleva el signo 4 - cuando los dos fac-
tores tienen un mismo signo, y el signo — cuando tienen signos con-
trarios; lo que se enuncia en la practica diciendo: 4- por4-, 6 —
por—, da4-en el producto;y 4- por—,6— por 4-, da—.

30. Si hubiese méas de dos factores que multiplicar, se hallarla
el producto de los dos primeros, luégo el de éste por el tercero, des-
pués el del ultimo por el cuarto, y asi sucesivamente. Si todos los
factores no son positivos, el producto llevara el signo 4-0 — , segun
gue sea par 6 impar el nUmero de factores negativos.

Ejeviplos. 'l 8Xv—5)x4 x (— 3)— 480
2° 0x (—13)X(—2)x4-x(— S20

30. Division esel andlisis de la multiplicacién y tiene por objeto,
dado el producto de dos cantidades algebraicas y una de éstas, hallar
la otra.

Como el producto del divisor por el cociente ha de ser igual en
magnitud y signo al dividendo, cuando éste lleve el signo 4 -, el co-
ciente llevara el mismo que tenga el divisor, y si el dividendo tiene
el signo — , el cociente llevara signo contrario.

El valor numérico del cociente es siempre igual al cociente de los
valores numéricos del dividendo y divisor: de donde se deduce que,
para dividir dos cantidades algebraicas, se halla el cociente de sus va-
lores numéricos, y se le pone el signo del dividendo ¢ signo contrario

segun que el divisor lleve el signo 4- 6 — .
20 — 20 , 20 — 90

Asi, =4, ———=4,
6 5
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Donde observamos que el cociente lleva el signo 0 —, segun
que el dividendo y divisor tengan un mismo signo 6 signos con-
trarios.

37. Elevacién & potencias. La definicidbn de potencia que
liemos dado en aritmética, solo conviene al caso de ser entero el ex-
ponente; mas para definirla de un modo general, diremos que la "po-
tencia ENESIMA de una cantidad es otra que se forma respecto de la pri-
mera considerada como factor ¢ divisor, del mismo modo que el expo-
nente n lo es respecto de la unidad positiva 6 negativa considerada como
sumando.

Es decir, que si el exponente n es un nimero entero, la potencia
enésima de a sera igual al producto de n factores iguales & a: asi,
ai=ax.axa.... repetida n veces.

Si n es un numero fraccionario de la forma — , la potencia enesir-
m

ma de a expresara la cantidad que repetida m veces como factor nos
dé a”=a; es decir, la raiz emésima de a; porque en efecto, siendo n
la emésima parte de la unidad, repitiendo la m veces como sumando,

J_
da 1; luego la cantidad que represente la' expresion a = a”*, repe-

tida por factor el mismo nimero m de veces que se ha repetido el
expoliente ii para dar la unidad, nos debe dar el mismo resultado
de donde

] -i-_w,_
an~~V a.

. p .
Si n fuese de la forma — , nos expresarla p veces la emesima par-
m

te de la unidad, y como una emésima parte de la unidad considerada
como exponente de una cantidad, nos representa, segin acabamos
de ver, la raiz emésima de la misma cantidad, repitiéndola p veces

por factor hallaremos el resultado: luego
r

17t /wo.__m\} P

a =Vas><Va><Va... =(ya) =VaP: (*n'i. 309).
Si el exponente fuese un nimero inconmensurable, la potencia se-

ria el limite hacia el cual van aproximandose los resultados de sus-

tituir el namero inconmensurable por nimeros fraccionarios que se

le vayan aproximando cada vez mas.

Y por altimo, si el exponente n fuese negativo, siendo cualquiera
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SU valor numérico é igual & — m, la potencia a” expresaria la canti-
dad a considerada como divisor tantas veces como — ni contiene a la
unidad negativa: asi,

3 1 1 \
X —X —.
a a a
1 p
a 1 m_’ p
gh vya oT

De todo lo dicho anteriormente se deducen las reglas siguientes;

38. Para elevar una cantidad & una potencia cuyo exponente sea
un ndmero entero y positivo n, se repite por factor n veces. El resulta-
do sera negativo en el caso de ser negativa la cantidad é impar el
exponente.

Asi, 2= 8, = = (—2)3= —8.

39. Para elevar una cantidad & una potencia cuyo exponente sea

un ndmero fraccionario —, se eleva a la potencia m, y del resultado
' n

se extrae la raiz enésima.

Asi, — a).

N 40. Para elevar una cantidad a una potencia cuyo expon&nte
sea un numero inconmensurable, se reemplaza estepor nimeros fraccio-
narios que se le vayan aproximando cada vez mas, y los resultados
obtenidos expresai‘dn el valor de la potencia con un error tanto mas
pequefio cuanto mayor sea la aproximacion de los nimeros fracciona-
rios al inconmensurable.

Sea, por ejemplo, el numero inconmensurable p el exponente de

m m-\-\
la potencia & que hemos de elevar la cantidad Y ~

dos nimeros que comprenden & . La potencia a™” se hallara
m o4l

comprendida entrea ” ya “ , de modo que tomando por el valor
m  Onl

de a™” cualquiera de las dos expresiones a”™ 6 a , el error que

se comete sera menor que la diferencia que hay entre ambas expre-
siones, la cual sera evidentemente tanto mas pequefia cuanto mayor
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sea n,. pudiendo ser dicha diferencia, como mas adelante demostra-
rémos, menor que cualquiera cantidad por pequefia que sea.

41. Para elevar una cantidad & una potencia cuyo exponente sea
negativo, pudiendo tener un valor numérico cualquiei'a, se parte la uni-
dad por la misma potencia de la cantidad cuyo exponente sea positivo.

. !

Asi,

42. Extraccion de raices. La extraccion de raices es el ana-
lisis de la elevacion a potencias; y tiene por objeto, dada una cantidad,
hallar otra que elevada a la potencia que marque el indice del radical,
nos reproduzca laprimera.

Cuando sea positiva la cantidad de que se ha de extraer la raiz, ésta
se puede siempre obtener exacta 6 aproximadamente, afectando al
resultado el signo = , si depende de un radical de grado par, y so6lo
del signo -h, si fuese de grado impar; pero si dicha cantidad fuese
negativa, sélo podria obtenerse exacta 6 aproximadamente el valor
de las raices que dependiesen de radicales de grado impar; pues las
de grado par darian origen a expresiones llamadas imaginarias, por
no haber cantidad alguna que elevada a una potencia par, dé un
resultado negativo.

43. Siguiendo el procedimiento que en Aritmética hemos usado
para deducir las reglas que conducen a la extraccion de las rai-
ces cuadrada y cubica, tendremos por regla general que para ex-
traer la raiz enésima de un numero, se divide éste en periodos de n
cifras principiando por la derecha, {no importando que el ultimo de la
izquierda no las tenga), se halla la raiz enésima de este ultimo periodo,
que sera una de las nueve cifras significativas, y la enésima potencia de
esta cifrase resta del primer periodo’, al lado de la resta se baja lapri-
mera cifra del siguiente periodo, y el numero que resulta se divide por
n veces la (h— 1) potencia de la cifra hallada, y el cociente entero que
se obtenga, sera igual 6 mayor que la segunda cifra. Para comprobar
si lacifra hallada es la verdadera, se eleva la raiz hallada & la enési-
ma potencia, y si el resultado se puede restar de los dos primeros pe-
riodos, la cifra serd buena;pero si no se puede restar sera sefial de que
es mayor, en cuyo caso se le disminuye de unidad en unidad hasta que
dicha resta se pueda efectuar.

Al lado de la nueva resta se baja laprimera cifra del tercer peiio-
do, y haciendo lo mismo que en el caso anterior, hallaremos la dfra si-
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guiente: y asi se continGa hasta encontrar la ultima cifra de la raiz,
que serd exacta si el Ultimo resto es cero, é inexacta en el caso con-
trario.

44. Para extraer laraiz cuyo indice sea un numero fracciona-

rio — de una cantidad, se eleva ésta a la potencia m, y del resultado se
m

extrae la raiz enésima.
J -

Asi,

En efecto la raiz — de a, es la cantidad que elevada & la poten-
' m

eia—, ha de dar a; pero la potencia de una cantidad cuyo expo-
m’

nente es — , se obtiene (39), elevando dicha cantidad a la potencia n

y extrayendo la raiz emésima del resultado; y como elevando la ex-

presion a la potencia n nos da a™ y extrayendo la raiz emési-

ma del resultado, obtenemos la cantidad a, se sigue que es

la raiz “ de a; que es lo que debiamos demostrar.

*45. Para exbmer de una cantidad la raiz cuyo indice sea un

nuamero inconmensurable, se reemplaza éste por nimeros conmensu-
rables que se le vayan aproximando cada vez mas; y los resultados ob-
tenidos seran los valores aproximados de la raiz pedida, la cual es el
limite hacia el que tienden dichos valores.

46-  piif'ii extraer de una cantidad la raiz cuyo indice es nega-
tivo, se parte la unidad por la raiz de la misma cantidad cuyo indice
es positivo.

—W i
Asi, Va =
Va
En efecto; m \ '
luego es la raiz— m de a: que es lo que debiamos demostrar.

Va
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Tnloraumérlco de las expresiones algebralcas.

47. Se entiende por valor numérico de una expresion algehrai-
ca, el que resulta de poner en vez de las letras, niameros particula®
res, efectuando después todas las operaciones indicadas.

Ejemplos. 'L® Hallar el valor numérico del polinomio 3a*-j-

siendo a= % h= — 3.
Sustituyendo dichos valores y efectuando sucesivamente las ope-
raciones, se tiene
3 .. 2N [=3)--h5. 2N {—=3)"+2.2. (—3)—[— 3=
,3.16—2.8.3-HS-4.9—2.2.27—81=48—48+180—108__81
= —0.

2® Hallar el valor numérico de

para los valores de 3,6= —1,c= 8.
Haciendo la sustitucion y efectuando las operaciones indicadas,
se tiene:

3.3". (—1]-i8~ + 5 .3.3~(—1)
3.33,(__/)2__4.3279.32.

3.9.(—1)"8+ 5.277379TPT) —27.2+135~~"

5.27.1—4.9 1/729.9.1 135— 36 1781
— 54%133.A—3) — 64— 405 — 459
135— 36(]/N)N  135—36.9»'  135_ 26244
— 459 17
— 26109 967"

* Observacion. De las definiciones y convenios establecidos
anteriormente, se deduce que toda expresion en que entren canti-
dades con exponentos enteros y fraccionarios, positivos y negativos,
se puede trasformar en otra en la cual no entren mas que exponen-
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tes enteros positivos, y radicales de indices enteros también y posi-
tivos. En efecto, seala expresion:

Haciendo x=- ,y se tendray = © .

He la igualdad anterior se saca, elevando a la potencia—,
m

— rv— N
X

y elevando nuevamente & la potencia— P e tiene,

L
—\? s

i7iM)

de donde se deduce

elevando a la potencia qm, y extrayendo después la raiz np, se

tendra «l, y por ultimo, sustituyendo el valor x en la

expresion propuesta, se tieney=nps. =expresion de la forma
y(jygmt

a._, enlacual ay e son numeros enteros y positivos.
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LECCION IV-

Adicion de expresiones algebraicas.—Sustraccion de expresiones algebraicas.

AdlelOD de expresiones algebralcas.

En la adicidon de expresiones algebraicas pueden considerarse dos
casos principales, segln que se sumen monomios 6 polinémios.

48. Adicién de monémios. Para sumar monémios se escriben
unos & continuacién de otros con el mismo signo que tengan, y el poli-
nomio que resulte después de hecha la reducciony destruccion de los té)'-
minos semejantes, sera la suma pedida.

Asi, + 3a'&")H-(4a&2) ™ [ 3a26)=

— 3a"&"N-h40&™N— Nab= 3a"6-f-6ct&™—

49. Adicién de polinémios. Para sumar polindmios se escri-
ben unos & continuacién de otros dentro de paréntesis, 6 bien unos de-
bajo de otros; y queda efectuada la suma, formando un solo polinomio
con todos los términos de los sumandos afectados de los mismos signos

gue tieneny haciendo la reduccion y destruccion de los que haya seme-
jantes. Asi, se tendra:

-Nanb~3an™b--2a"bN-i-3bMia%-\-a”v— a™h-\-ab*— ibr—a W =
ia”h— ~a”bN-hBab-~~--ab.
D \"

Escribiendo los sumandos unos debajo de otros, se tiene

+ 3N
— a™b-jrk-a™b
_ (22 N"abN— k™
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50. En la adicion de mondémios. lo mismo que en la de polino-
mios se verifica, que el valor numerico de la suma es igual & la suma
algebraica de los valores numéricos de los sumandos.

En efecto, todo término positivo, sea cualquiera el lugar que
ocupe, tiende a aumentar el resultado final en tanto cuanto él va-
le; asi como todo término negativo tiende a disminuir dicho re-
sultado en su valor numérico; y como en la suma se hallan todos
afectados de sus mismos signos, y la reduccion y destruccion no alte-
ra en nada el valor numérico, se sigue que éste sera igual & la su-
ma de los valores numéricos de los sumandos.

Siistrucciou de expresiones algrebrulcas.

54. Sustraccién de monOMios. Para restar un monomio de
otro, se escribe el minuendo y a continuacion el sustraendo con signos
cambiados.

La sustraccion de y Nan¥, serd — U™ ™.
Del mismo modo se obtendra la resta de y— de la ma-
nera siguiente — (— 2a6"]=3ci®6'-4-2a6"

52. Sustraccién de polinémios. Para restar un "polindmio de
otro, se escribe el minuendo y & continuacion los términos del sustraen-
do consignos cambiados; el polinomio que resulte, después de simplifi-
cado, sera la resta pedida.

Sea el polinomio 3anNN— 3ab6”H-2&”™ del cual hemos de
restar el polinomio—

Segun la regla, tendremos

2a"6— 3a™6"— 3a6M+263+2a6”-ha'6™N— 26”=
%a%— ~abN~ah”.

La demostracion de esta regla, tanto en el primero como en el
segundo caso, es muy sencilla; pues siendo la sustraccion el analisis
de la adicién, y teniendo por objeto hallar la cantidad que sumada
con el sustraendo ha de dar el minuendo, es claro que la cantidad
formada segun la regla, componiéndose de todo el minuendo tal
como se nos da, y de todos los términos del sustraendo con los sig-
nos mudados, sumada con el sustraendo nos dara por resultado el
minuendo; porque todos los términos del sustraendo hallandose re-
petidos y con signos contrarios se destruiran: luego el polino-
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mio hallado de la manera indicada nos expresara la resta pedida.

53. De la operacion de restar se deduce, que todo polindmio
encerrado dentro de un paréntesis y afectado del signo ménos, equi-
vale al mismo polinomio sin paréntesis, y cuyos términos tienen
signos contrarios.

Asi, el polinomio — (3a”6— + equivale & Sab

— 56®@.

Reciprocamente. Cuando se quiere tener un polinomio con
signos contrarios de los que tienen sus términos, no hay mas
que escribirle asi dentro de un paréntesis y ponerle fuera el signo
ménos. _ n

Sea el polinomio que queremos tener con signos cambiados  a-
___ c®-]-2a6H-2clc— 26¢, el cual se reducira 4a— (a”™+6"H-c"
— 2a6— 2ac-1-26¢),

54. Siempre que se haya de someter un polinomio a cualquier
Operacion, conviene, para que los calculos sean mas faciles de eje-
cutar y estén ménos expuestos & errores, escribir sus términos en
cierto orden con relacién & una de las letras que le constituyen, la
cual toma el nombre de letra ordenatriz, y la operacion por medio
de la cual esto se consigue, es lo que en algebra se llama ordenar un
polinomio.

Los polinomios se ordenan con relaciéon & las potencias ascenden-
tes Odescendentes de la letra ordenatriz que se elige, escribiendo
primero el término que contiene dicha letra con menor 6 mayor
exponente que en todos los demas, después el término que le con-
tenga con el exponente inmediatamente superior 0 inferior, y asi su-
cesivamente.

El polinomio —Sar'x-"6a”x”,ordenado con re-
lacién a la letra x, sera Qx'M-N6an™x' " Sa™xN— 3a”x-{-6a.

55. Si al ordenar un polinomio con relacién & una letra su-
cediera que hubiese mas de un término afectado de una misma po-
tencia de la letra ordenatriz, se sacaria esta potencia por factor co-
mun de todos los términos que la contuviesen, haciendo uso del pa-
réntesis 6 de una raya vertical, & la izquierda de la cual se escribe,
ordenado con relacién & una nueva letra, el polinomio que resulta
de sacar dicha potencia por factor comun.

Sea el polindmio que queremos ordenar con relacién a x,
2ax”™-]-oa”™x-\-a— 0ab~x-]-%b— écx~-hSc”x-h~ah.
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Haciendo uso del paréntesis, se tendra

(9a— 4c (Bar— 56™-h 3crya+ (a-h 2a&+ 9b),
y si hacemos uso de las rayas verticales, tendremos:
2a 6 x-\-a
— 4N — 6ab™  \~9ab
-f-3c® H-26

Del mismo modo el polinomio 3a”*hx”~~9a”x"-\~9a”x-"9a™—
Ih"~fabxMahcxMNr9ax " MMACAXNN3bx N+ % h™x~"3d, ordenado
con relaciéon bjx» serg;

(3a2éH-2a-H5c2}:,c3_(2a”™_abc— 36);c2
+{2a2— 4a64-262j~_1_{2a2~262+3rfj,
0 bien XN— 9a™ a;'~M+2a2
H-2a -\-dbc — 4«6 — 262
+5C2 4+ 36 +2 6" -4-3.
~El uso de las rayas es preferible al de los paréntesis, porque cada
término va afectado del mismo signo que tiene en el polindomio, y
cuando se emplean los paréntesis sucede en muchas ocasiones,
como en el ejemplo anterior, que aparecen términos con los signos
cambiados.

LECCION V.

Multiplicacién 4e mondéniios.— Multiplicacién de tra polinomio por un monomio.
Ilinltl|ilicacioii (le luoiidiulos.

56. Para multiplicar monomios entre si, se efectia el producto de
los coeficientes™ y & continuacion se escriben las letras comunes & los
factores, con un exponente igual & la suma de los que éstas tienen en
los monomios, y las no comunes se escriben con sus mismos exponentes.

El signo del resultado sera 0 — segln que el nimero de factores
negativos sea par ¢ impar.

Es decir, que el producto de los monomios mA”BiC, mMA'B'D' y
nmB‘C”E", en los que m, m\ mJ son los coeficientes, y ;j, y,r, s, t.
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u, Xy z, los exponentes, cuyos numeros pueden ser enteros, fraccio-
narios 6 inconmensurables, positivos 6 negativos, se obtendra asi:

Para demostrar la exactitud de esta regla, principiarémos por la
parte correspondiente a los coeficientes; pues la relativa & los sig-
nos, se demostro ya (34), y para ello consideraremos varios mono-
mios que representarémos, para abreviar, por mA, m'B, m"C......

siendom, m', m"...... coeficientes de cualquier naturaleza.
El producto de dichos mondémios, sera:
mAX m'Bx m"C....= mAm'Bm"C......

y como el érden de factores, cualquiera que éstos sean, puede variar
sin que el producto varie, (Arif. 315), se tendra;

mMAX mBX m"C.....AmYBm”C....= mm'm"........... ABC......

Ademas, sabemos que para efectuar el producto de varios facto-
res, se multiplican los dos primeros, luégo este producto por el ter-
cero y asi sucesivamente: efectuarémos por lo tanto el producto de
todos los coeficientes m, m".... y este producto sera el coefi-
ciente del producto de los monémios, conforme al enunciado.

En cuanto a las letras debemos observar que no son otra cosa que
factores componentes del monomio; por consiguiente, en el produc-
to de dos 6 mas monoémios deben entrar todas estas letras con sus
mismos exponentes como factores del producto total; pero las letras
comunes ados 6 mas, entran una sola vez en el producto, con un
exponente igual & la suma de los exponentes que tienen en los fac-
tores, y esto es lo que falta demostrar.

En primer lugar, como para multiplicar un producto por un nu-
mero, basta multiplicar & uno de sus factores por este nUimero; y
puesto que el érden de factores no altera el producto, podremos re-
emplazar el producto de varios factores por el de varios productos de
estos factores: asi, tendremos

MANB'ACXIim'A™B" I X, m"B ' C«E®=:
m-m'm"X A*A*“X B?B"B'X CC‘x D"X E*.

Por consiguiente, s6lo nos falta probar que el producto de dos 6
mas potencias de una misma cantidad, es otra potencia de la misma
cantidad cuyo exponente es la suma de los exponentos; 6 como se dice
abreviadamente, que para multiplicar dos 6 mas potencias de una mis-
ma cantidad, se suman los exponentes cualesquiera que éstos sean.

Es decir, que A*XA'? = AMN+v.
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Este principio se ha demostrado ya [Arit. 265), para el caso de que

g sean numeros enteros; ahoravamos ademostrarlo para cuando
sean fraccionarios 6 inconmensurables, positivos 6 negativos.

*57. Sean en primer lugar y dos numeros fracciona-

m r
rios + y E; segun la definicion de potencia (37), se tiene:

m r
y A’

de cuyas dos igualdades podremos deducir la siguiente,
m r

a’"x A*=I/ANXtMNAN
y como tenemos [Arit. 309), que

------ S.  w s,__ X
VKAXVAT

115— ms+rn

y por otra parte, =A , siendo, ademas, —
ns

m r .
—H— , se tendréa por ultimo,
u s

A«x AN=A =A'N
6 lo que es lo mismo, Ax A = A~™M2;que es lo que debiamos

demostrar.

* 58. Sean en segundo lugar p y ”~ dos nUumeros inconmensu-
rables.

Las expresiones ANy A™, no son otra cosa que los limites hacia
los cuales se aproximan las expresiones que resultan de poner en
vez de y ™ numeros conmensurables que se les vayan aproximando

cada vez mas; para lo cual no hay mas que observar que las dos ex-
m w+l

presiones A« y A tienden a ser iguales & medida que n au-
menta.

En efecto, sea A7>t,y vamos a demostrar que la diferencia de A ”
m

y k' puede ser menor que una cantidad 5, por pequefia que sea,
siendo n suficientemente grande.

Tenemos, segun se ha demostrado en aritmética {274), siendo n
suficientemente grande,
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S

de donde extrayendo la raiz enésima, y poniendo en vez de su
- ' « 1 S

igual (373, ,setendra Vj.=k”™ < \ restando ahora la

AN m
unidad de ambos miembros, y multiplicando por A g estas cantida-

des que son desiguales, los resultados también lo seran, y se tendra
L n WA m

(A"— 1) A**< 8, 6 lo que es lo mismo, A " — A” < S; que es lo
que debiamos demostrar.

Si A< -] se tendra A " -<A”, de modo que se debera tener
m Wt
A«— A ~ < 8.
Para ello, considerarémos la desigualdad demostrada en aritmé-
tica (272),

/ 8 \» 5 a n__
< -——-donde 4 m<A™M™
A"/

multiplicando ahora estas dos cantidades por A ™, se tendra,
n n «4-1
AN 5'<A”~x:A”= A 7 , y restando de ambos miembros la
G+ |
cantidad A 7 — 8, obtendremos, segln queriamos probar,
m inJ1
A'N~A~N<8.
«i-f-1 m
Luego podiendo ser la diferencia que hay entre A ~ y A**tan
pequefia como se quiera & medida que n va siendo mayor, y com-
. 5 m m-4-4 . .
prendiendo los dos nlimeros Fy----r-]----al ndmero inconmensura—
ble;?, estas fracciones van aproximandose a valerp, a medida que
m m-{-i
n aumenta, y las expresiones Ay A ~ que comprenden & se
aproximaran & este valor cuanto se quiera; por consiguiente, A" es
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el limite de las expresiones A" y A ” , & medida que n aumenta,
lo cual debiamos demostrar.

«59. Una vez probado que las expresiones Ap y A?, en las que
p-y g son numeros inconmensurables, son los lilnites hacia los cuales
tienden las expresiones que resultan de poner en vez de p y ™ nu-
meros conmensurables que se les vayan aproximando cada vez mas,
podemos probar, fundandonos en los principios demostrados en arit-
mética relativos a los limites, que

Ap x A? = Ap+?.

En efecto, si representamos porp' g, p" q", nameros
conmensurables que se vayan aproximando cada vez méas a los nu-
meros inconmensurables p Y g, tendremos, segln los casos ante-
riores,

Ap' x AN =Ap
AP"XAN" =AP"+/"
AP"'X A«"=Ap"+2™

por consiguiente, si estas expresiones son constantemente iguales,
cualquiera que sea el grado de aproximacion dep' q', p" '~ en
el limite también lo seran {Arit. 47); luego se tendrd, conforme
queriamos demostrar, A? x A* = A pt+1.

* 60. Sean, por ultimo, los exponentesp y q dos nimeros he-
gativos é iguales a — m y —n. Las expresiones A™ y AN se converti-

, n \ \
ranen A y A~", lascuales a su vez se reducirdn (37) a— y i—;
por lo tanto se tendra,

. o N Lo
A-i-i X A- —-E*X Al" = Nh'
y como es igual 4 A“ ("+™)=A"'"""“ " | se sigue, que la igual-
dad AP X ki—AP"Ni se verifica aun en el caso de ser PY q nad-

meros negativos, cualesquiera que sean sus valores numeéricos.

Por consiguiente, queda demostrado que el producto de dos po-
tencias de una misma cantidad, es igual & una potencia de la misma
cantidad, cuyo exponente es la suma de los exponentes. Con lo cual
gueda justificada de un modo general, la multiplicacion de mono-
mios.
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Ejemplos.

3a”bcxNo. b eNd=6abNeNd.

2.° —3aWxQ (mAdY =—"SaNendy-

3. Sa™b cHAX—iaHNcp= —11

A" NaHx—SaH”M"x—ia”~bh~x"Nafx— ab™ =— iSa™b” /Y.
2 3 J. 3 gjn

5.« a3Xfl4d=a3+4 (ii2:_a*®.

7.° a~~xa &= fl

Maltipllcacion de un polindmio por mi monomio.

6'l. Para multiplicar unpolinomiopor un monomio, se multiplican
todos los términos del multiplicando por el multiplicador, y el polino-
mio que resulte sera el producto pedido.

En efecto, ya se ha demostrado [Arit. 52) la igualdad

[a-i-6—c)d=ad-\~hd—cd,
para cualesquiera que sean los valores de a, & cy d, igualdad que
justifica la regla enunciada, siendo d una cantidad positiva.

Asi, (3a®6®c-i-5£i6VH-aM— — 5a6V)x6a”6®cN —
1sa e+ 30iiM6"a®-h Qe er— 1 + 24a"6*c® — Ve

Si el monomio fuese una cantidad negativa, pondriamos a los tér-
minos del producto signos contrarios & los que tienen los del poli-
nomio multiplicando. Asi,

— 5(22_J — 3%,3— gN3j N __ MNaHen =

__ Q' eM-h 10a™er— -h Q&b ™ h- \2a*6”\c*.
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LECCION VI.

Multiplicacién de dos polinémios.—Regla de los signos deducida de la multiplicacién de
dos binémioa.— Observaciones respecto & la multiplicacién y casos particulares.

Multiplicaciéon de dos polinémios.

62. Para multiplicar un polindmio por otro, se multiplica todo el
multiplicando por cada téi'mino del multiplicador, y la suma de los
producios pardales que resulten, sera el producto total.

Esta regla esta fundada en la que hemos demostrado en aritmé-
tica (53 y 54 OBSEUvs.). Asi,

[a-{-h—¢) [d-\-e—f)=ad”~hd-~cd-\-ac-{-he~ce-~af~bf-"cf.

Ejemplo. Sea multiplicar el polinomio 3"M— — 3"
— 3aa?, por el polinomio 3ax"— 5a®x-i-2a:®-f-4a"

Después de ordenar los dos polinémios con relacion a x, se dis-
pondra la operaciéon del modo siguiente:

Multdo. —ZaxN— —3a*
Multdr. —baNir-i-don
P rod a c-6a"—IUaV-Fl2a3ic4_ a3
fosoar-" O, — Qg*
Hales i —150"a®-15aRir*)-25a*ai®—300Ra:+-15¢"a
» —+12Nr—12aV—20a*a®t240"e—120'

P. total. 6ic' "3aa«—34aV-"240®i»*-i-250*@®*—590»a;2" 3908a._x2a’

63. Si los polinébmios propuestos tuvieran mas de un término
con una misma potencia de la letra ordenatriz, no se alteraria en
nada la regla que hemos dado, la disposicion de los calculos seria la
misma, si bien es cierto que se tendrian que hacer varias multiplica-
ciones parciales de polinémios mas sencillos.

Sea, por segundo ejemplo, multiplicar el polindmio

— 2a6— abx— por ax/-j-a™x-{-
2a®— — Nabx— bMxN-]-bx.
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Después de ordenados con relacion a x, dispondremos la Opera-
cion de la manera siguiente:

o® -4- N
n-z2aé — b — ab\ —2g>
-h bv\
aw -4- o« 2a®
— — 2ab
-H N
2 NN XA
\~2a"b  — a% — aH —2Rb
—2az)2 — aH~  -4- a™p”
— napr —28" ~{-abr  —
-h -4-2a6®
—ow _
H-2a* ™M™=z a“ a xasr g&x
-1-2a®6 —_ a’b — aes — 23R8
_Il,a,\b -h2a™i2  _oqms  -h
_ karbr  —h-aH  A282%)2  —2:R6
H2a6™ +2a;>2  H- H-4a2,2
4208® — BB  —2®
H- a'™
- — 228R®
4- pn
H4a™ X nA2an
A4da®;, —2%6 —2aB6 -
—2a2® -h4a26* —
— AR — 2ab~ + %’@ -

R HI\
2an -]-2an 0)®-h2a~ aj24-3a4 r-i-2an
H-2a®6 H-2a® +2fl® -f-4a® — 6a®;, — 4a®6
_ ar;  — 2a®; H-3a@6 — 6a@e  10a2fi2 -h an2
— 2a;® — ang — baH — 2a®6 — 3a6® H-2a;®
— 2a&2 —  aH~ +7a2y* H- b~ — 6"

H-2aé® -\-fab'" — 2a6”
-h — 5a6® -1- ab”
— 2" ~ + e

-h2/j4 — 367
Cuyo producto se ha obtenido, efectuando la multiplicacion de
todo el multiplicando por cada una de las partes del multiplicador,
lo que nos ha dado los tres productos parciales, cuya suma simpli-
ficada es el producto de los dos polinémios propuestos.
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Resla de los signos deducida de la multiplicacién de dos blnéniios.

¢ 64. Aunque la regla de los signos en la multiplicacion se
deduce de la definicion general de multiplicar que se da en al-
gebra, vamos por medio de la multiplicacion de dos bindmios, y
fundandonos tan sélo en la definicion aritmética, & probar rigorosa-
mente dicha regla de los signos.

Sean dos binémios A— By C— D, cuyos términos A, B, C, D,
son positivos y cuyos valores numéricos elegiremos conveniente-
mente.

Segun lo demostrado en aritmética (53 y 54), se tiene

(A_B) (C— D= AG—BC— AD-"BD.

Si suponemos primero A>*B, y C>»D, tendremos el caso de mul-
tiplicar dos cantidades positivas, en el cual el producto ha de ser
positivo.

En efecto, el producto (A—B) (C— D), es igual &4 {A— B) C—
{A— B) D, donde vemos que esta diferencia es positiva, por ser
(A— B) factor comun al minuendo y sustraendo, y ser el segundo
factor C del minuendo mayor que el factor D del sustraendo, y por
consiguiente (A— C) C>*(A— B) D; luego (A— B) (C— D )>0, cuan-
do ambos factores son positivos.

Sea en segundo lugar A>>B y C<CD-

En este caso el producto (A— Bj (C— D] que es igual a (A— B) C
— (A— B)D, es negativo; porque el minuendo (A— B)C es menor
que el sustraendo (A— B)D, & consecuencia de tener el factor
C<C!D; luego el producto de una cantidad positiva por una negativa,
es negativo.

Supongamos, en tercer lugar, AC"B y C>>D.

En el producto (A— B) (C— D) —AC— BC— AD-f-BD, saquemos
A, factor comun del primer y tercer término, y B, del segundo y
cuarto, lo que nos dara

(A—B) (C—D)=A(C—D)— (C— D)B.
El minuendo A(C— D) es menor que el sustraendo (C— D)B; por-
que teniendo el factor comin (C— D), el factor A del primero es
menor que el factor B del seqgundo; luego el producto es negativo,
conforme debia ser, segun la regla.

Sea por ultimo A<<B y C<”/D.
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Tenemos que los productos A(C—D) y (C— D)B son nega-
tivos, segun los casos anteriores; luego poniendo los signos de ma-
nifiesto, se tendra — A(C—D) — [— (C— D)B]=— A(G— D)-f-
(C— D)B. El valor numérico de A(C— D), es menor que el de
(C— D)B; luego el signo del resultado sera el del mayor, es decir
positivo; por consiguiente el producto de dos cantidades negativas
es positivo.
Con lo cual queda justificada la regla de los signos en todos los
casos.

ObscrTaelonCfii respecto A la multiplicacién y casos particulares.

65. En la multiplicacién algebraica debemos observar: que

\ E | producto de dos 6 mas monomios €s un monomio.

2. ° El producto de un polinomio por un monomio, es otro poli-
nomio de tantos términos como tiene el multiplicando; si éste es
homogéneo, homogéneo sera también el producto, y de un grado
igual a la suma de los grados de uno de los términos del multi-
plicando y de otro del multiplicador.

3. ° El producto de dos polinémios es otro polinomio, cuyo nu-
mero de términos puede variar entre los limites 2 y mx.n, siendo
m el ndmero de términos del multiplicando y n el de los términos
del multiplicador.

En efecto, si en el producto no hay reduccién ni destruccién, el
nuamero de sus términos sera igual al nimero de términos del mul-
tiplicando repetido tantas veces como términos tiene el multiplica-
dor, puesto que se compone de la suma de los productos parciales
que resultan de multiplicar todo el multiplicando por cada término
del multiplicador; y como cada uno de estos productos tiene tantos
términos como el multiplicando, el producto se compondra de un
numero de términos igual al producto de los del multiplicando por
los del multiplicador.

Si hay reduccion, el namero de términos serd menor, y podra lle-
gar aser 2, de cuyo numero no puede bajar.

En efecto, en el producto de dos polinémios hay por lo ménos dos
términos que no se pueden reducir ni destruir con ninguno de los
otros, y son aquellos que provienen de la multiplicacion de los dos
términos del multiplicando y multiplicador que tienen una letra
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con un exponente mayor 6 menor que en todos los demas; y si hu-
biese mas de un término con esta letra, que supondremos ser la or>
denatriz, con un exponente mayor 6 menor que en todos los demas,
sacando esta letra con su exponente factor comdn de los términos
que vienen afectados de ella en ambos polinomios, el producto de
estas dos partes no podra reducirse ni destruirse con ninguna otra:
porque el producto de estos dos términos 6 de estas dos partes,
contendra a la letra citada con un exponente igual & la suma de los
exponentes de los factores; y como estos son los mayores 6 los me-
nores, su suma sera la mayor 6 la menor, y por consiguiente tenien-
do la letra en cuestion un exponente mayor 6 menor que en los de-
mas términos 6 partes, es claro que no se podran reducir ni destruir
con ningun otro; luego, por lo ménos, ha de haber en el producto
estos dos términos 6 estas dos partes.

66. De aqui se deduce que, si dos polinomios estan ordenados
con relaciébn & una letra, el producto vendra también ordenado
con relacién & la misma letra, y el primer término 6 la primera
parte de dicho producto sera, sin reduccién alguna, igual al pro-
ducto de los dos primeros términos del multiplicando y multipli-
cador; y el dltimo igual al producto de los dos Ultimos 6 Gltimas
partes de ambos factores. *

Si los factores de un producto son homogéneos, el producto tam-
bién lo sera, y su grado sera la suma de los grados del multiplican-
do y multiplicador.

67. En la multiplicacion algebraica ocurre, con mucha frecuen-
cia, tener que multiplicar la suma de dos cantidades por su diferen-
cia, y formar el cuadrado de la suma 6 de la diferencia de dos canti-
dades; por lo que conviene tener presente: que

El cuadrado de una suma es igual a la suma de los cuadrados de
los sumandos, mas el doble producto de éstos.

O lo que es lo mismo,

[a-irhf =[a-"h) —

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual a la suma
de los cuadrados de estas cantidades, ménos el doble producto de las
mismas.

O bien, (a— by*= (a— 6) {a— 6)=a®— 'Sab-\~-b"

El producto de una suma de dos cantidades por su diferencia es
igual & la diferencia de los cuadrados de estas dos cantidades.
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Asi, (a-f-6) {a— b)=a~— 6"
Si multiplicamos por el binomio x
hallaremos,
[x— a) = x"MM-ax™-\-a™xN-[~an™x"
\-aM%— axN— a™MN— aNxN— anx— at= xN— a®;
y en general,.
XOT_j_™Mm-_j_a2"m-2_j "3™w-3_|_,,. a"-*;i7+a™) {X-—o0)=

/ — ax'M— a™MNN— L — aNX—

68. Estas mismas formulas sirven para descomponer estos resul-
tados en factores; asi,

a”-h2a6-h6” — (aH-6) («H-06),
— 2ab-\-b"= {a— b){a—'6),
— 68¥— (a-h6) (0—6),
y — a"* = (x™M+ ax™M+NH-anNx'N-'"M-h.. x-ha"n) {x—a).

69. Estos casos particulares que hemos considerado y que pode-
mos llamar elementales, sirven para abreviar los calculos en muchas
ocasiones.

Sea, por ejemplo, multiplicar a”-i-2a6-1-6”~, pora®— 2a6-]-6":
como el primer factor es el cuadrado de a-\-b y el segundo el de a— ¢,
tendremos,

(a2_f_2a6-i-62j (a™"~2ab”~b”™)= {a”~by {a— bf =
[(«kH-6) {a— b)f:={a”~b"y= a»~— 9a¥v"b\

Del mismo modo se tendra,

(a-t-6-hc) (a-f-6—c)= [(a+6)-i-c] [(a+ ¢— c] =
(a 62— + 2a-6-h 6"—

Si efectuamos, como caso particular, el producto de un polinomio

por si mismo, hallaremos,
[a,6-i-c-}e+=..) (eFb6F-c+fi— = H-6"N3—

H-2 (a6+CEC-hac;...-h&c...);
es decir, que el cuadrado de un polinomio es igual & la suma de los
cuadrados de todos sus términos, mas el doble producto de sus pro-
ductos binarios, 6 sean tomados de dos en dos.
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LECCION VII.

Division de nn monomio porotto monomio.—Division deun polindmio por nn mondmio.

Division de un monomio por otro monomio.

70. La division en Algebra, lo mismo que en Aritmética, es el

analisis de la multiplicacion, y tiene por objeto, dado el producto de dos
factores y uno de éstos, hallar el otro.

En la division de un monomio por otro, hay que atender & signos,
coeflcientes, letras y exponentes.

1\. Elcaociente llevara el mismo signo qué el divisor 6 signo con-
trario, segin que el dividendo lleve el signo -j- 6 —.

En efecto, sabemos que cuando los dos factores llevan un mismo
signo, el producto es positivo 6 lleva el signo H-; y si los dos factores
llevan signos contrarios, el signo del producto es negativo; luego re-
ciprocamente, cuando el producto lleve el signo + , los dos factores
llevaran un mismo signo, y cuando lleve el signo— , los dos factores
tendran signos contrarios; y como el dividendo se considera como un
producto cuyos factores son el divisor y cociente, queda justificada
la regla relativa & los signos, la cual se suele enunciar abreviadamen-
te diciendo,

H- dividido por -h, da H-; -h dividido por — ,da —;
— dividido por da —; y — dividido por —, da + ;
de donde se deduce que teniendo el mismo signo el dividendo y di-
visor, el cociente lleva el signo -h; y lleva el signo — , cuando el di-
videndo y divisor tienen signos contrarios.

Ademas, el signo del cociente no varia cambiando los signos al
dividendo y divisor.

72. EI coeficiente del dividendo partido por el coeficiente del divi-
sor, nos da el coeficiente del cociente.

Sean los monomios que se han de dividir mk y nB; si representa-
mos por pZ el cociente de la division del primero por el segundo,
se tendra wA=iiBxfC=npBC,y como el coeficiente del producto
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es igual al producto de los coeficientes de los factores, tendremos

m
m=np, dedonde I# e g o el coeficiente del cociente de dos mo-

némios es igual al cociente de los coeficientes del dividendo y divisor.

En cuanto & las letras, consideraremos dos casos; segln que sean
comunes al dividendo y divisor 6 que no lo sean.

Si las letras son comunes & los dos términos de la division, se
esciibiran en el cociente con un exponente igual & la diferencia de los
exponentes del dividendo y divisor.

Sean dos monomios wa™A y wa”*B, que suponemos tienen laletra
comun a elevada a las potencias cuyos exponentes respectivos son p
y o\ el monomio cociente, porque monomio tiene que ser (65 1.°},
para que multiplicado pOr el divisor dé el dividendo, ha de con-
tener 4 la letra a con un exponente tal que sumado con ¢, ha de
dar el exponente p del dividendo; de modo que si llamamos d &
este exponente, se tendra por cociente un monomio de la forma
caC, y por lo tanto se debera tener maPA=na'J'Bxca'"C=""nca'j+<"BC,
de donde se deduce p= g-~d, y d=p—gdq; luego las letras co-
munes al dividendo y divisor aparecen en el cociente con un ex-
ponente igual & la diferencia de exponentes, con lo cual queda
justificada la regla.

73.  De la igualdad — = se deducen las expresiones A“*

y A ; es decir, las cantidades con exponente negativo y con expo-
nento cero.
De las primeras ya nos hemos ocupado (37), y hemos visto que

vienen & reducirse a expresiones de la forma — , puesto que, se-
A/\

gun la definicién de potencia, ha de ser igual la expresién A“ *alo

que resulta de tomar la cantidad A por divisor tantas veces como

el exponente contenga & la unidad negativa; luego A~" se convier-
te en A .
A

Esto esta enteramente conforme con lo que de la division se deduce;

en efecto, si la diferencia m— n es negativa é igual 4 — d, se tendra
Ava
= AT Al
=

Ahora bien, sabemos que un cociente no varia aunque dividendo
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v divisor se dividan por un mismo numero; luego dividiendo por

A A 1
A« los dos términos de la division anterior, se tendra

Att m 1
pero & = AN"*= AN |l ue go, donde seve, que
toda cantidad con exponente [negativo es igual & la unidad partida
por la misma cantidad con exponente positivo.

* 74. En cuanto a la expresién A°, podriamos considerarla, segin

la definicion de potencia, como el limite de la expresiéon A” & medi-
da que n crece indefinidamente; en efecto, creciendo n,la frac-

ciébn ~ va disminuyendo, y si n llega & ser infinitamente grande,
sera infinitamente pequefia; luego el limite de — , cuando n es
n N
+ o

Infinito, sera cero; y por consiguiente, la expresion A tiende hécia
el limite A° a medida que n tiende hacia infinito.
i
'Mas la expresion A tiende también hécia el limite \ & medida

gue n tiende hécia infinito, para lo cual basta probar que la dife-

rencia entre la unidad y A™ puede ser menor que una cantidad
dada 8, por muy pequefia que sea; en efecto, de la desigualdad de-
mostrada en Aritmética (1— S)*<A se deduce, por una série de

trasformaciones muy sencillas, 3~1— A" ; luego pudiendo ser la

I_
diferencia que hay entre 1y menor que cualquiera cantidad

dada por pequefia que sea, se sigue que el limite de A« , cuando n
tiende hécia el infinito, es la unidad.

Ahora bien, en Aritmética se ha demostrado que una cantidad
variable no puede tender hacia dos limites sin que éstos sean igua-
les; luego el primer limite hallado A“ serd igual al segundo, que es
la unidad; por consiguiente A°= 1le n

75. Del mismo modo hallariamos por medio de ladivisién que A° es
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igual a la unidad: en efecto, si en la igualdad — = A" ~” hacemos
ok
w = n, se tendrA — = A® pero el cociente de dividir una canti-
Ao
dad por si misma es siempre la unidad; luego — = 1; de don-
de AN

Una vez demostrado que el cociente de dos potencias de una mis-
ma cantidad es otra potencia cuyo exponente es la diferencia de ex-
ponentes, que A° es igual 4, y que A~""= 1 , podremos dar la re-
gla relativa & las letras y exponentes, que es, las letras entran en el
cociente con un exponente igual & la diferencia de exponentes del divi-
dendo y divisor, considerando la letra que falte en uno de los términos
con el exponente cero, locual no altera, por ser igual & la unidad toda
cantidad con exponente cero.

Sean los dos monomios y nMA'C', cuyo cociente sera

mAPlii  mAI'BG*

el cual se puede descomponer en factores, asi
mA"B' _mA"B/C® m A Bf O

A* ‘BN 'GN
i X . m AP . Bi
y reemplazanbo estos factores por sus iguales ——c,— =AP“* —
m' A B*
° 4
= By —=G~% tendremos, poniendo en vez de C“ ®su igual

m APBI . nn CAP-"B?
— - =CAP-»BC-®=------ .
m'A™ GB (€

4
La expresion AP* *podra ser igual 4 AN A°, 6 A“'*=— segln que

seajo)> = 6 <C quedando en el primer caso en el numerador de
lafraccidn cociente, desapareciendo en el segundo, por ser igual ala
unidad, y en el tercero quedando en el denominador con un expo-
nente igual & la diferencia.

76. De todo lo dicho anteriormente podremos concluir de un
modo general, quedara dividir un monomiopor otro, se divide el coe-
ficiente del dividendo por el coeficiente del divisor, y lo que resulte sera
el coeficiente del cociente; & continuacion se escribiran las letras con un
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exponente igual a la diferencia de exponentes del dividendo y divisor,
considerando con el exponente cero & la leti'a que falte en uno de los
términosy que se halle en el otro;pasando al denominador las que re-
sulten con exponente negativo, y no escribiendo las que aparezcan con
el exponente cero. EI signo seréa positivo si dividendo y divisor llevan
un mismo signo, y negativo si llevan signos contrarios. Asi se tendra,

4 -:3a6,--:--— :3flc,--=-|;-—
3ac — 3(1=6W bHN
n fAab™Nd™ QabcNP 2cV®'
77. De donde concluiremos que la division de un mondmio por

otro sera exacta, es decir, dara por cociente un monomio entero,
siempre que se verifique: 1.® que el coeficiente del dividendo sea divi-
sible por el del divisor; 2® que no haya letra en el divisor que no esté en
el dividendo; 3.® que ningln exponente de las letras del divisor sa®
mayor quesu correspondiente del dividendo.

Cuando falte alguna de estas tres condiciones, la division sera in-
exacta.

DITIslon de un polindmio por un monomio.

78. Para dividir un polinomio por unmonémio, se divide cada uno
de los términos del dividendopor el divisor, y la suma algebraica de es-
tos cocientes sera el cociente pedido.

En efecto, el cociente de una suma es igual & la suma de los co-
cientes de los sumandos; luego

a~-\~b—c a b e

d d~~d d
Sea, por ejemplo, dividir \ H-30a®6®c® H-6a\6"c'=— 18a"6®c*

-t-24a®6*c*— por el monomio 6a=6"c=.

Efectuando las divisiones de cada término del dividendo por el di-
visor, hallaremos el cociente 3a”6=c-f-5a6=c’' n-fl6=— 3a=6"-f-4a*6
— 5fl6=c.

Del mismo modo tendremos,

— 60*6=c=-j-10a*6®c=—— — 4a”6V-H6a6"c=H-42a®aVv"»
— 20=ac*
3a2;— 0a®6=-(-4ad®-4-2a6— 3a=6" — 6a®6.
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Donde vemos que la division de un polinomio por un monomio
sera exacta 6 dara por cociente un polinomio entero, cuando todos
los términos del dividendo sean divisibles por el monomio divisor.

LECCION VIII.
DiTision de «n polindmio por obro.

Division de un polindmio por otro.

79. Para dividir un polinomio por otro se empieza por ordenar-
les con relacién a una letra cualquiera; después se divide la primera
parte del dividendo por la primera del divisor, y hallaremos lapri-
mera parte del cociente, la cual se multiplicara por todo el divisor™ y
el producto se restara del dividendo; laprimera parte del resto la divi-
diremos por la primera del divisor, y nos dara la segunda parte del
cociente, que se multiplicara por todo el divisor, y el producto se restara
del resto anterior; y asi se continuara hasta llegar & una resta cero,
0 4 una cuya primei‘'a parte dividida por la primera del divisor dé
un término en el cociente que contenga & la letra ordenatriz con un
exponente menor que la diferencia de los exponentes de esta letra en
los Ultimos términos respectivos del dividendo y divisor. En el primer
caso la division sera exacta; en el segundo no lo sera.

Para demostrar esta regla, recordaremos que, segun la defini-
cion de dividir, el dividendo debe ser el producto del divisor {for
el cociente; y como en el producto de dos polinémios hay, por lo
ménos, dos términos que no sufren reduccion alguna, que son aque-
llos que estan afectados de una letra cualquiera con un exponente
mayor 6 menor que en todos los demas, y que se sabe que estos
términos provienen de la multiplicacion de aquellos del multipli-
cando y multiplicador que vienen afectados de la misma letra con
un exponente también mayor 6 menor que en todos los demas, se
sigue que, si al dividendo y divisor los ordenamos con relacién a
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uDa letra, la primera parte del dividendo serd, sin reduccién algu-
na, el producto de la primera parte del divisor por la primera del
cociente; luego si ordenamos el dividendo y divisor con relacién a
una letra, y dividimos la primera parte del primero por la primera
del segundo, hallaremos la primera parte del cociente.

Hallada esta primera parte del cociente y recordando que el pro-
ducto de dos polinomios se forma de la suma de los productos
parciales que resultan de multiplicar todo el multiplicando por
cada uno de los términos 6 partes del multiplicador, uno de los
sumandos de que el dividendo se compondra, sera el producto de
todo el divisor por esta primera parte hallada del cociente; de modo
que, si efectuamos este producto y lo restamos del dividendo, habre-
mos quitado uno de los sumandos de que se compone, y el resto nos
representara la suma de los productos de todo el divisor por las par-
tes restantes del cociente; pero este resto se halla también ordenado;
luego, lo mismo que en el caso anterior, si dividimos su primera
parte por la primera del divisor, hallaremos la segunda del cociente,
que multiplicada por el divisor y restada del resto anterior, nos
dara un nuevo resto, que expresara la suma de los productos del
divisor por la tercera, cuarta, etc., parte del cociente, y asi iremos
hallando cada una de las diferentes partes de que éste se compone.

Si llegamos & un resto cero, la division sera exacta y el polino-
mio hallado seréa el cociente que multiplicado por el divisor nos re-
producira el dividendo, en cuyo caso el Gltimo término del cociente
multiplicado por el Gltimo del divisor, ha de dar el Gltimo del divi-
dendo; de donde se deduce que la letra ordenatriz tendra en este
término un exponente igual & la diferencia de los exponentes de
los ultimos términos del dividendo y divisor.

Si, por el contrario, hemos llegado & una resta cuya primera parte
dividida por la primera del divisor, nos da una en el cociente en la
cual la letra ordenatriz tenga un exponente menor que la diferen-
cia de los exponentes de dicha letra en los Ultimos términos del di-
videndo y divisor, entonces la division no puede ser exacta en tér-
minos enteros; pues si lo fuera, el Gltimo término contendria & la
letra ordenatriz con un exponente igual & la diferencia de los ex-
ponentes de los ultimos térmiilos del dividendo y divisor, como ya
hemos visto; y como por hipdtesis es menor que dicha diferencia, el
término que resulte, al multiplicarle por el altimo del divisor, tendra
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menor exponento que el Gltimo del dividendo, y ya no podra redu-
cirse ni destruirse con ninguno de los términos de éste.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio — Harecn
-j-24a®ccH-25a"al® — 59a”EcN-1-39a®ir— por 3;r* — Bax®
— 6a®ic™-h %ax— 3a*.

Como ya estan ordenados, dispondremos la operacion del modo
siguiente:

6j*+3aa:@—34t"*@+24a3.-64+25<I"\B3— +30a@r—12d  3**—3a*®—5a@»2+6a®*—3a*
K03 —A2RY6+ 2R3 ®—baHa

9a*®—24a2*®-+-12a®**+31a**®
+ 6a®@*@+18a®*-*—18a**®+ 9a***

—16a*** + 27a@** + 13a**®—50a***
— 15a®*"*—25a**®+30a***—15a®*

12a®@**—12a**3—20aS*2+24a®*
+12a**®+20a***—24a®@*+12a*

Dividiendo el primer término por el primero del divisor 3ith
hallamos el primer término del cociente 2x”, que multiplicado por
el divisor y restado el producto del dividendo, nos ha dado el resto
que hay debajo de la primera raya. Dividido su primer término ~ax"
por el primero del divisor, nos da el segundo término 3a;,c” del co-
ciente, y asi hemos seguido hallando los demas términos hasta el
ultimo, que multiplicado por el divisor y restado el producto del
resto anterior, nos ha dado cero, y por consiguiente divisiéon exacta.

80. Por el ejemplo anterior vemos que una vez hallado un tér-
mino del cociente, al multiplicarle por el divisor, no debemos efec-
tuar la multiplicacion del primer término; pues su producto sabe-
mos que serd igual al primer término del dividendo parcial que se
divide, el cual se destruira al efectuar la resta; por lo que no se ha
escrito en ninguna de las divisiones parciales efectuadas. En cuanto
a la resta de los productos parciales que se van formando, solo dire-
mos que no hay mas que escribir los términos del producto con sig-
nos contrarios debajo de los correspondientes del dividendo que se
considera, y en seguida hacer la reduccion y destruccion.

Sea, por segundo ejemplo, dividir 9a;,cM-|~30a™al" -i-3la*a: -] -
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Dispuesta la operacion como en el ejemplo anterior, se tendré:

OrSHE0E2 A4S 3R 32BN T:AH2ABA 220 3§ 5l W HABRHES
—15ajx»—12ai»3—18a<»* 3 +6aX—EN

15ajx*+19a3x3+10a™Xi
—25 W+ —30*

— Ba*.r*—10a***—18«**
+ 10a**2+ 8a*.r+12a6

—10a**+140«

Donde vemos que la divisién es inexacta, pues da el cociente entero
3a;®+5ax— 2an, y el resto — 10a"a;H-1

81. Cuando en las divisiones de polinomios enteros se quiere
obtener el cociente exacto, es necesario agregar al cociente eniero ha-
llado, el cociente indicado del resto por el divisor. Asi, en el ejemplo
anterior, el cociente verdadero sera

— 10a”™x 14a®
+ oax — 2a®
dax"-\~ 5aRa;®H- -f- 6aN

De este modo el valor numérico del cociente es igual al cociente
de los valores numéricos del dividendo y divisor.

Sea, por tercer ejemplo, dividir el polinomib 2aW +2a"o”H
5a*aj®-|-2a”ic®H-3aaH-2a™— 4a”6 — 6a”™6Ec-f-4anEi.®-f-2ana;N+2a®al™*
H- 22R6a®— — 2a"6aH aNoxN— NN ba™N "™ H- a®6@+
2a6"N— 3a6*;r— "a%x™— ba%x— a%x™N— Nab'N— 2a6®;,cN— a%' M xN
-\-la”bV-\~bx~h"N— Nah"™-{-kah™ "\~ %N — bab”™xN-h
ab™MN— (b"™N— 6VH-6"0:®-4-24V— 367a® por 20®0;®+2aa:®H-
a®a?H- a®— 2ad — abx — bx-\- %abx"~{- 26R0,®H-6®.

Después de ordenados los polinémios, dispondremos la operacion
del modo siguiente:
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ia* X* +50*  al3+2«4  *2 +3«4  a:+2a*
+20-3 + 243 +443 —6035  _ 435 22N\M2A es+a21ji+
—2% — 203¢ + 3ci36 — 5036 +6«262  + «262 +2a6l — D1 —Sj —2a6
K — 02& — 5a»6 — 2026 — 3063 +2«63 + 25%j + Ji
— 2062 — «262 + 7«262 + 64 — 64
+2063 +4«62 — 2«6*
+ 53 — 5063 + «63 _&* »+ a“1*+2a3
—26° — 63 + 63 206 - 6
+264 — 364
— 2«3 xi_ o* *3— «i
+ «26 + 036 +2»36
—2au" + 0262 — «262
+2062 — «63 + «262
— 63 — 2«63
+ 26 + 54
+ 20>  »4+ 4«4 *3+ «4 *2
— 2036 + 2«3 + 4«3
+4«36 — 3«36
— 2<i26»  — 5026 — 2«26
+4062 + 7«262
— 6063 — 2«62
— 63 — «63
+26-* + 63
— 264
— 203 13— «4 — «4
+ «25 + «36 + 2«36
-20262 + 2036 — «262
+4026 ~2«262 +2«36
— 2062 —  «26- — 4«262
+4063 + «63 +2«63
— 2«62 — «262
+ 63 +2063
— 26* — 64
+ 4-04 r3+4«3 Q2+ 2a4 [x
+ 4«36 — 2«26 — 2«36 1
— 20-262 + 4«262 — «262i
— 2«63 — 2062 + «63 1
+ 63
— 264
— i«3 1*2— 2«4 «— 2«4
+ 2«26 +2«36 +4«36
— 1«262 + «262  — 2«262
r2«62 — «63 + «262
... 63 2063
+ 264 + 64

La division se ha practicado en este ejemplo lo mismo que en los
anteriores; porque !a regla que hemos dado es general para cuales-
quiera que sean los polinomios. Lo Unico que en este caso, lo mis-
mo que en todos los de la misma especie, hay que observar, es que
los calculos son algo mas largos y que las divisiones parciales que se
ejecutan de la primera parte de cada dividendo parcial, por la pri-
mera del divisor, dan por lo regular origen & divisiones de otros po-
linbmios mucho mas sencillos que los propuestos, y & los que se les
aplica absolutamente las mismas reglas.

82. De todo lo que antecede podremos deducir que la division
de polinomios nos dara por cociente un polinomio entero cuando,
ordenados el dividendo y divisor con relacion a una letra, la primera
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parte del dividendo lo mismo que las primeras partes de cada uno
de los restos que se obtienen segun el procedimiento, sean exacta-
mente divisibles por la primera parte del divisor, y que el altimo
resto sea cero; si falta alguna de estas condiciones, la division no
puede ser exacta en polinomios enteros.

Respecto a la letra con relacién a la cual se han de ordenar, es
indiferente, aunque en general se elige la que se halla repetida en
mayor namero de términos. Sélo hay un caso en el que es preferi-
ble una & todas las demas, el cual estudiaremos en la lecciéon si-
guiente.

En la divisién, lo mismo que en las demas operaciones, se orde-
nan los polinomios, como ya hemos dicho en otra parte, con el ob-
jeto de que los calculos sean mas sencillos y estén sujetos & menor
nuamero de errores, de modo que podria ejecutarse la division sin
ordenar ios polinomios; pero no se crea por esto que en ese caso se-
ria indiferente principiar la operaciéon por un término cualquiera
del dividendo, y dividirle por otro del divisor; es necesario tener pre-
sente que los términos en el producto no provienen en general del
producto directo de dos términos del multiplicando y multiplicador,
sino que son el resultado de la reduccién y destruccion de estos pro-
ductos; por consiguiente para hallar el cociente hay que buscar
aquellos términos del dividendo que no han sufrido reducciéon algu-
na y dividirles por el término del cociente que se sabe ha entrado
en su formacion, y de ese modo podremos hallar los términos del
cociente; mas para evitar esta molestia de ir buscando los términos
convenientes que se han de dividir, se ha principiado por ordenar-
les, en cuyo caso la operacién queda siempre reducida a dividir la
primera parte del dividendo por la primera del divisor, con lo cual
estamos seguros que siempre hallamos con exactitud una parte del
cociente.
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LECCION IX.

Casos particulares de la division.—Eesto de la division de un polinomio ordenado con rela-
cion & X, por el binomio x — Q; ley del cociente y condicién para que la division sea exac-

ta-— Condiciones para que x™ + a*"sea divisible por x * «.

Casos particulares de la division.

83. Cuando en el dividendo hay una 6 mas letras que no se ha-
llan en el divisor, conviene, en vez de ordenar con relaciéon & una
letra comUn a los dos términos de la division, ordenar el dividendo
con relacion & una de las letras que no entran en el divisor; y la
Operaciéon queda reducida & varias divisiones parciales independien-
tes las unas de las otras, hallandose asi més facilmente el resultado.

Sea un polinomio ordenado con rela-
cion 4 & y M otro polinomio independiente de dicha letra; si trata-
semos de dividir el primero por el segundo, observariamos que el
cociente seria de la misma forma que el dividendo; pues no conte-
niendo el divisor & la letra x, cada una de las partes del dividendo
dividida por el divisor, daria otra en el cociente afectada de la mis-
ma potencia de la letra ordenatriz; cuya parte del cociente multi-
plicada por el divisor, destruiria Gnicamente & aquella parte del di-
videndo que estuviese afectada de la misma potencia; de modo que
si llamamos al cociente, se debera
tener

de donde se deducen las igualdades

A= MA'' B= MBN G==MC™ D= MD" E= ME"
las cuales demuestran que los coeficientes A™ B', CN y E® son
los cocientes de dividir por M los coeficientes A, B, C, Dy E: por
consiguiente; para efectuar la divisién de un polinomio ordenado con
relacion a una letra por un polinomio independiente de dicha letra, se
efectian las divisiones de cada uno de los coeficientes de las diferentes
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potencias de la letra ordenatriz por el polinomio divisor, y & cada uno
de estos cocientes parciales se les afecta de la potencia correspondiente,
y se obtendra de este modo el cociente pedido.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio (a*—

-+-(3a"6— 26") ic®— {2a*H-a"6® —ma™h —
4a®6*H-4a®6®-i-6ii6"— kh™x-\~[a"— 4a"6H-8ti®6®— 8a6®H~46*}, or-
denado con relacion & x, por el polinomio independiente de esta
letra, a”_2a6+26®.

Efectuando las divisiones de cada uno de los coeflcientes de las
diferentes potencias de x, por el divisor, y afectando a cada resul-
tado la potencia que le corresponda, se hallara por cociente (0®-]-
2a6-j-6®) 0!"-4-(3a®6H-2a&®-h6®)a;®— (2a®- |-£i6®— 26”) x-\-{a —
2a6-h2;®).

84. De donde se deduce que un polinomio ordenado con rela-
cién a x sera divisible por un polinomio independiente de esta le-
tra cuando todos los coeflcientes de las diferentes potencias de la
letra ordenatriz sean divisibles por el divisor.

85. Si efectuamos la division de i por el binomio 1—x, halla-
remos por cociente prolongado
indefinidamente, y si damos a c el valor 2, el dividendo siendo \,

i
y el divisor \—2=—1i, el cociente debera ser—j-=—1, lo cual

no sucede & primera vista; pues dando k x mismo valor 2, se con-
vierte en'l-1-2-] -4-}-8-+-16-f--.« namero que cada vez va siendo
mayor, y que por consiguiente jamas llegara & ser igual 4— \\pero
si recordamos (S1) que el cociente exacto de una division se obtiene
agregando al cociente entero hallado, el cociente indicado del resto
por el divisor, veremos que cualquiera que sea el término en que

paremos la divisidn, se verifica la igualdad; asi:
1
h — X 1- x-
en la cual dando & £ el valor 2, se hallarg;
' _ ] 128
I——;r2= — '1=1-i-2+ 4-h 8-hlfi 32+64-)—1_-2=
1 +2+ 4+ 8+ 16+ 32+ 64— 128= 127—128=— 1.
86. Sabiendo que el cuadrado de la suma ¢ diferencia de dos
cantidades es igual & la suma de los cuadrados de estas cantidades,

mas 6 ménos el doble producto de las mismas, se podra obtener el
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cociente de nn trinomio de esta especie, por un binomio cuyos tér-
minos sean las raices cuadradas de los dos términos cuadrados: asi

2620023(3c* 2a6dz3ac*.

Del mismo modo, recordando que — a”=z(x-\-a) (x__a), di-
vidiendo la diferencia de dos cuadrados por la diferencia de las rai-
ces, hallaremos por cociente la suma de las mismas: asi

i AabNé— Yap™ ™

87. Si efectuamos las divisiones de los binomios a;*— ce*
— a™y en general -a™, por el binomio ce— o, hallaremos los

cocientes respectivos:

[x~*a”n] @ (ce— a)=cc'M-hgt>c+a2,
[x*— a*) : (;e— a]— x"--\~ax-"ax~{-a",
xr—a") : (x— =

Cuyos cocientes satisfacen a una ley facil de retener, puesto que
todos los términos son positivos y homogéneos con relacion a sus dos
letras, todos tienen la unidad por coeficiente, los exponentes de la
ic son desde el m— ~ hasta cero, y los de la a desde cero hastam— 1,
y ademas la division siempre es exacta.

Para demostrar esto ultimo no hay mas que observar que en la
division

X X—a

— B*fonce”t * oot *

la primera resta es a (c¢™ *— a«'-*); lo cual prueba que si la dife-

rencia de las dos potencias y a'"*-* fuese divisible por ;c— a, lo
seria también la diferencia de las dos potencias x "y Cuyos ex-
ponentes tienen una unidad mas; pero se sabe que x~—  es divi-

sible por X—a; luego, segun lo dicho anteriormente, lo serd también
an; siéndolo x*—a’, lo sera cc*— a*, y er*general también lo

XN

sera ££"— a™.
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Podemos considerar como casos especiales dei anterior las divisio-
nes siguientes:

N
x— 1
XN
x—1
i:"_\l: X w2 axm—3 X-\-\ .

1 lesto <lc la division de iin vollndmlo ordenado con relacién & .r, por el
bindmio x—a ley del cociente y condicion para que la divisién sea
exacta.

88. El resto de la division de un polinomio ordenado con relacién
a x, por el binomio x — a, es igual al mismo polinomio en el cual se ha
sustituido \ipor x.

Sea 405" + A , A « , un polinomio ordenado
con relacién & x; supongamos'que se ha efectuado la division de este
polinomio por el binomio x — a, y hemos continuado la operacién
hasta hallar un resto de un grado menor que el divisor con relacién
ax, es decir, independiente de esta letra; llamemos R a este resto,
representemos por Q el cociente entero de la divisién, y se tendra la
igualdad

.-{-Am~"Q (a)—ii.)H-R,
la cual deberé verificarse para cualquier valor que se le dé a x, puesto
gue su primer miembro no es otra cosa que el resultado de las ope-
raciones que estan indicadas en el segundo.

Esto supuesto, si ad? le damos el valor a, el segundo miembro
se reducird a R; porque siendo Q una cantidad finita y entera, al
multiplicarla por el factor a— a= o, dara un producto igual a cero;
de modo que se tendra

ANa"H-A = R[1];
donde vemos que el resto R de la division es el mismo polinomio
propuesto, en el cual se ha sustituido a en vez de x; segin queriamos
demostrar.

Este principio se puede demostrar de este otro modo: sea el mis-
mo polinomio Aa"™*HAa"~ * A , i _i-t-A m , enel
cual poniendo a en vez de x, y llamando R al resultado, se tiene la
igualdad [1].
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Esto supuesto, el polinomio propuesto se podra poner bajo la
forma — +
H-Am-1 (;G— a)-f-R.

En este polindmio, que es el propuesto, todos los términos, a
excepcion de R, son divisibles por x — a (87); de modo que efectuan-
do la division hallaremos por cociente la suma de los cocientes de di-
vidir cada uno de los primeros términos por x — a, y por resto el
término R; pero R es el polinomio dado, en el que se ha puesto a en
vez de x; luego el resto de la division es etc.

89. Pasemos & determinar la ley del cociente de esta division,
para lo cual efectuemos la operacion y veamos qué ley siguen los'
términos del cociente, y si ésta es general :

Ao-r’ Z/ﬁi fa l+a; m++Aj
+Ao0aj «
i 1ﬁﬁ +ACEL

ol

Ro»  Yedhoal i 2+Aoar
+Al +Ajct
+A-

Desde luégo se observa en el cociente hallado que la letra x apa-
rece en el primer térmmo con un exponente igual al que tiene dicha
letra en el primer término del dividendo disminuido en una unidad’,
y que este exponente va disminuyendo de unidad en unidad hasta re-
ducirse a cero.

En cuanto a los coeficientes de las diferentes potencias de la le-
tra ordenatriz, también se forman segln una ley constante: en efecto,
uno cualquiera de estos coeficientes se forma multiplicando por a el coe-
ficiente del término anterior, y agregando al producto el coeficiente del
término que ocupa el mismo lugar en el dividendo; asi el tercer coe-
ficiente A(jii®-}-Ain-]—-Aj, se obtiene multiplicando por a el coefi-
ciente anterior A,,a+A, Yy agregando al producto el coeficiente A,
del tercer término del dividendo.

Para demostrar que esta ley es general, usaremos un método
muy frecuente en algebra y que ya hemos aplicado anteriormente,
consiste en admitir que la ley es cierta para un término cualquiera,
y hacer ver que también lo es para el siguiente y por lo tanto para
todos.

Supongamos que la ley se verifica para un término cualquiera
{knan y vamos a
demostrar que también se verifica para el siguiente: en efecto, este
término multiplicado por x destruira al término del dividendo que
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le ha producido y que corresponde a la potencia m—n de x; mas
corno despues hay que multiplicarle por—a, y el producto restarle
del resto anterior, se tendra para primera parte dei resto siguiente

cuyo coeflciente esta formado de la suma que resulta de agregar al
coeficiente del dividendo, el producto de a por el coeficien-
te del ultimo termino hallado; y corno este coeficiente es el del
término que sigue en el cociente, es claro que este segundo término
se forma segun la ley, puesto que la letra adviene con un exponente
igual al anterior disminuido en una unidad.

Demostrado que si la ley se verifica para un término cualquiera
se verifica también para el siguiente, tendremos que como por la di-
vision hallamos que el segundo y tercero se forman segin la ley, se-
gun lo que acabamos de demostrar, el cuarto también se formar4; for-
mandose el cuarto, también se formara el quinto, y todos los demas.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio x®-t-4cc™* — 7cc-{-8a;
— bf-4-6 por el binomio x — 2.

Segun la ley anterior se hallara

] [ T 68
N i occ®-NISx-hdi
x —2 x—2
Del mismo modo hallaremos
X 6— \ 607-1-\ 19;c— lix-\~U .
— -4-38"—T0)®&— — 2.

X— 3
En este segundo ejemplo se ve que cuando en el dividendo falta al-
gun término, hay necesidad de suponer que existe con el coeficiente
cero; asi, al formar el segundo término del cociente, hemos dicho,
1 por 3 es 3,y cero, 3; que afectado de la potencia correspondiente
de x, nos ha dado el término 3x ~
90. También se puede observar que el uGltimo resto se obtiene

multiplicando el coeficiente del ultimo término del cociente por la
segunda parte del binomio, y agregando & este producto el dltimo
término del dividendo; y como el coeficiente del Gltimo término del
cociente se forma déla misma manera, lo mismo que todos los de-
mas, vendremos a deducir, si procedemos en un orden inverso, que
para hallar el altimo resto se multiplica el primer coeficiente del
dividendo por a, al producto se le agrega el segundo coeficiente,
este producto se vuelve a multiplicar por a, se le agrega el tercer
coeficiente, y asi se continlia hasta haber agregado el altimo, en
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cuyo caso se obtiene la resta final ; pero esta resta hemos dicho que
es el mismo polindmio dividendo en el cual se ha sustituido x por
el nimero a\ de donde se deduce que: Para sustituir en un poli-
nomio ordenado con relacién a x, un numero por la letra ordena-
triz, se multiplica el pi‘imer coeficiente por el nimei'o que se ha de
sustituir, al producto se le agrega el segundo coeficiente, la suma alge-
braica se multiplica otra vez por el numero, y asi se continla hasta
haber agregado el ultimo término-, el nUmero hallado asi, sera lo que re-
sulte de hacer la sustitucion.

Sea, por ejemplo, sustituir cc por el nUmero 2 en el polinomio

— 5x ]-6£C— 8.

Aplicando la regla, se hallara3 x 2= C 6— 5= 1; \x 2 = 2,
2+0=2;2x2=4,4+6 = 10; 10x2 = 20,20— 8= 42: ludgo
12 es el resultado pedido.

91. En la division de un polinomio ordenado con relaciéon a cc,
por el bindbmio x — a, se obtiene por resto el mismo polindomio en el
cual se ha sustituido a por 0?; pero si la divisién ha de ser exacta, el
ultimo resto tiene que ser cero; luego para que un polinomio orde-
nado con relacién a x sea divisible por el binomio x — a, es menes-
ter que sustituyendo en dicho polinomio x por a, se reduzca & cero;
y reciprocamente, si en un polinomio ordenado con relacion & x
sustituimos X por o, y dicho polinomio se reduce a cero, el polino-
mio sera divisible por x — a.

Condicionen iiara iiiico, ta seadivlAiblc por «+a.

92. El binomio x'*—a"™ es, como hemos visto anteriormente,
divisible por x—a: este caso y los siguientes no son sino casos
particulares del general que ya hemos considerado; por consiguiente
si queremos hallar el cociente y resto de la division, aplicaremos las
regias sabidas y hallaremos:

1. ” Que x*'— a™ es siempre divisible por x — a; porque poniendo
en el dividendo, a en vez de x, se tiene — a”= 0, condicién ne-
cesaria para que la division sea exacta (91).

2. " Que el binomio x""+a® nunca es divisible por x— a; porque

poniendo a en vez dece, se halla a~+a™= 2a™, que no es cei'o.
3. ° Que x"— a™es divisible por x+ a cuando el exponente m es
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numero par, porque el binomio se puede poner bajo la forma
X— (— de modo que es necesario para que la division sea exacta
que poniendo — a en vez de ¢c, el resultado sea cero; pero (— a)"™*__
0" se reduce a 0™— 0= 0 si mes par, y a — 20'» cuando es
impar; luégo solo sera el binomio cc” — o™ divisible por x~j-a cuan-
do m sea par.

Que el binomio x"H-a" es divisible por x +a cuando m es un
numero impar.

En efecto, si m es impar, por la sustitucién de a por x se obtie-
ne el resultado 0"+ o0«»z=0; luégo dicho bino-
mio &”"H-0"" es divisible por x-\-a en el caso de ser impar el
exponente m. En el caso de ser m par, no sera divisible.

LECCION X.

Cantidades primas; principios relativos & las mismas.

Cantidades primas: principios relativos & las mismas.

93. Se dice que una cantidad algebraica es mai1tipte de otra, 6
que es DIVISIBLE por esta, cuando el cociente de la primera por la se-
gunda, es oti'a cantidad entera.

Asi, es divisible por 3076¢c; porque el cociente de la pri-
mera por la segunda es 26”c, cantidad entera.

Del mismo modo — 6" es una cantidad multiple de a-]-6, y
de a— 6.

La cantidad que divide exactamente a otra se llama divisor de
lista.

Asi, en los ejemplos anteriores, las cantidades 3a-bc y 2b-c son
divisores de QaiYYe™ lo mismo que a-f-a ya— 6 1o son de __ b™

Cantidad prima es la que no se puede dividir mas que por si misma
Upor la.unidad.

Las cantidades a, cd— 6, 2aH-6— 3c son cantidades primas.
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Se dice que dos cantidades son primas entre si cuando no tienen mas
divisor comun que la unidad.

Es necesario no confundir las cantidades primas con las cantida-
des primas entre si; dos cantidades pueden no ser primas y sin em-
bargo ser primas entre si. Las cantidades x* — a*y no son
primas, pero son primas entre si.

* 94. Toda cantidad prima que no divide a otra cantidad es pri-
ma con ella.

En efecto, el Unico divisor comun distinto de la unidad que po-
dian tener ambas, era la cantidad prima, y ésta no lo es; luégo son
primas entre si.

* 90. Toda cantidad prima que divide al producto de varias canti-
dades enteras divide, por lo ménos, & una de ellas.

Consideraremos dos casos: 4 que sean sélo dos los factores;
2® que sean mas de dos.

Prumer caso. Sea P una cantidad prima que divide al producto
de las dos cantidades enteras A y B, y vamos & demostrar que P tie-
ne que dividir, por lo ménos, & uno de los factores A 6 B.

Cuando A, B y P son numeros enteros, ya hemos demostrado
que el principio se verifica [Arit. '131); ahora lo probaremos para
cualquiera que sea el numero de letras que contengan estas canti-
dades.

Para ello, si nosotros probamos que siendo el principio verdadero
cuando tienen estas cantidades n letras, lo es también cuando tie-
nen nH-4, el principio quedara demostrado; pues siendo cierto
cuando son numeros, 6 sea, cuando tienen cero letras, también lo
serd cuando tengan-wna siendo verdadero cuando tienen una letra,
lo sera también si tienen dos, y lo mismo si tuvieran tres, cuatro, etc.
letras.

Esto supuesto, admitamos que el principio se verifica en el caso
de que A, B y P contengan n letras, y vamos a demostrar que tam-
bién lo es cuando tienen n-\-\.

Consideremos cada uno de los cuatro casos siguientes, que se pue-
den presentar.

4.° Una de las cantidades A d B tiene n 4 letras, la otra y
que P no tienen mas que n.

Supongamos que A sea un polinomio que contiene a la letra x
que no se halla en B ni en P; ordenémosle con relacidon & esta letra,
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y se tendra siendo a, b, c,... can-
tidades enteras que solo tienen n letras. Multiplicando A por B, se
tiene AB= Bax'>"-hMx”-i-\-Bcx~~~-h... Siendo AB divisible por
P, su igual Bax”"-j-Bbx~~"-j-Bcx™~K.. también lo serd, y por con-
siguiente los coeficientes Ba, B6, Ce,... de las diferentes potencias
de X, seran divisibles por P (84); pero dividiendo P & estos coeficien-
tes tiene que dividir, segun la hipotesis, & uno de los factores; luo-
go si no divide & B, tiene que dividir & las cantidades a, h, c...; y
dividiendo & estas cantidades, que son los coeficientes de las diferen-
tes potencias de x en el polinomio A, tiene que dividir evidente-
mente & dicho polinomio: luégo P divide 4 A 6 B.

2. Las dos cantidades ky B contienen n-f-1 letras, y B no tiene
mas que n.

Supongamos que dividiendo P al producto AB, no divida a A ni a
B. En este caso habria en estas cantidades términos que no serian
divisibles por P y términos que lo serian; de modo que representan-
do por M y B' las sumas de los términos que son divisibles respecti-
vamente en Ay en B, y por y B" la de los términos que no lo
son, se tendrg,

Azz=A'-hA""

B= B'4-B'~
de donde se deduce, AB= A'B'-]-A"B/™-i-A"B"-hA"B".
Las tres primeras partes del segundo miembro soii divisibles por
P, puesto que siéndolo M y B~ lo seran sus multiplos. La cuarta
A'B™ no es divisible; pues para que lo fuese, era necesario que to-
dos sus términos lo fueran también; pero si ordenamos A" y B* con
relacion a my representamos por ax™y hx” sus primeros términos,
el primer término del producto sera, sin reduccion alguna,
cuyo término no es divisible por P; porque siendo P una cantidad
prima que no divide a a ni a 6, no puede dividir al producto ab; y
no siendo el primer término del producto A"B" divisible por P, este
producto tampoco lo sera.

Ahora bien, siendo las tres primeras partes del segundo miembro
divisibles por P, y no siéndolo la cuarta, la suma de las cuatro tam-
poco lo sera, y por consiguiente AB no es divisible por P, lo cual es
contra el supuesto: luégo si AB es divisible por P,.el producto A"B™
tiene que ser cero, por consiguiente A"= 0 6 B~= 0, lo cual nos
dice que A 6 B es divisible por P, segin queriamos demostrar.
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3.“ Que P y uno de los factores tengan nH-I letras, y el otro fac-
tor tenga n.

Suponiendo que A tiene n-j-'l letras, que el cociente de dividir
AB por PseaQy que F, F', F"'... son cantidades primas cuyo
producto es B, se tendra AB= AFF"F'F“"\.. — PQ,

Siendo el primer miembro divisible por la cantidad prima F, el se-
gundo miembro PQ también lo sera; pero F tiene n letras, P tiene
iy Qtendra n 6 n-f-1, ludgo, segun uno de los casos anterio-
res, F tiene que dividir necesariamente & uno de los factores P 6 Q;
a P no puede dividirle por ser cantidad prima, luégo dividira & Q;
de modo que llamando Q' al cociente entero de dividir Q por F, se
tendra AF'F"FW..A"PQ".
Del mismo modo veremos que F' dividira a y nos dara, llamando
al cociente, AF"F'.. = PQ"; y continuando de la misma mane-
ra hasta haber dividido por el ultimo factor, y representando el ul-
timo cociente por Qj, se tendra A= PQ,, cuya igualdad prueba que
A es divisible por P, segin queriamos demostrar.
Que las tres cantidades A, B i/ P contengan n-f-1 letras.
Supongamos que A no sea divisible por P, y que dividimos una
de estas cantidades, la de mayor grado, por la otra: sea A la que se
divide por P hasta llegar a una resta de menor grado que el divisor
con relacion & la letra ordenatriz x, supongamos ademas que todos
los términos del cociente y resto no son enteros, y que reducidos
todos & un comun denominador M, dicho cociente y resto se repre-

sentan por y-~; de modo que se tendra A= Px -5-_j ™~ v
o M . M \Y/ I
multiplicando por M, ser& MA= PQ-i-R.

Esta igualdad nos prueba que, si de antemano hubiéramos mul-
tiplicado el dividendo A por M, operacién que en nada altera la de-
mostracién, el cociente y resto hubieran sido enteros; pues siendo M
la cantidad conveniente por que se ha de multiplicar el dividendo
para que el cociente sea entero, dicha cantidad ha de ser indepen-
diente de la letra ordenatriz x, y por consiguiente no contendra mas
que n letras, y no siendo A divisible por P, AM tampoco lo sera, y
por lo tanto R no puede ser cero. En efecto, si R fuese cero, 6 MA
fuera divisible por P, segun el tercer caso, P tenia que dividir 4 A 6
a M; pero A no es divisible por hipétesis, y & M no puede dividirle
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porque M no tiene mas que n letras y P tiene n+1; luégoR no
puede ser cero.

Esto supuesto, multipliguemos la igualdad anterior porB, y ten-
dremos MAB= PBQ-f-RB.

El primer miembro MAB es divisible por P, por ser un multiplo
de AB que lo es por hipotesis; el sumando PBQ es también eviden-
temente divisible, y siendo divisibles por P la jurna y uno de los su-
mandos, el otro también tendrd que serlo; luego RB es divisible
por P.

Probado que P tiene que dividir & RB, observaremos que si R
fuese independiente de a;, R tendria n letras, P y B tendrian
n + |, y nos hallariamos en el tercer caso, y por consiguiente P di-
vidiria a B; pero si R no es independiente de x, haremos con P, R
y B lo mismo que se ha hecho con P, Ay B, y tendremos, llamando
W la cantidad por que hay que multiplicar el dividendo P para que
el cociente Q'y el resto R* sean cantidades enteras, JPP= RQ'-hR’;
R™ no puede ser cero; porque para que lo fuese era necesario que
MT fuese divisible por cada uno de los factores primos de R, y como
estos factores dependen de cc, no podrian dividir a M, y por consi-
guiente, segun el tercer caso, tendrian que dividir a P; lo cual es
imposible por ser P una cantidad prima.

Multiplicando la igualdad anterior por B, se tiene

Ma"B= RBQ'-f-R"B,
y por ser M'PB divisible por P, y RBQ"siendo un multiplo de RB, que
también lo es, se deduce que P tiene que dividir & R'B.

Siendo R'B divisible por P, podra suceder que R sea 6 no inde-

pendiente de x; si R*es independiente de x, segun el tercer caso, P

diente de iD, dividiremos nuevamente P por R™ y se tendra, llaman-
do M" & la cantidad por que hay que multiplicar para que el cocien-
te y el resto R" sean enteros, M"P=R"Q"f-|-R™; del mismo modo
que anteriormente probariamos que R" no puede ser cero, y que
multiplicando esta igualdad por B resulta MVPB= R'BQ"_"R”"'b, de
donde se deducirla también que R"B es divisible por P.

Continuando asi dividiendo P por los restos que se van obtenien-
do, y como ninguno puede dividirle, y ademas cada uno va siendo de
un grado menor que el anterior por lo menos en una unidad, llega-
remos & un ultimo resto R, independiente de la letra ordenatriz x.
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Ahora bien, como todos estos restos multiplicados por B, segun
vemos por la demostracién, son divisibles por P, el Gltimo también
lo serd; luego R,B sera divisible por P; pero Rj es independiente
de luégo, segun el tercer caso, P dividira a B, lo cual queriamos
demostrar.

Estos son los Unicos casos que se pueden considerar; porque en
aquel en que P tuviesen +1 letras, y las cantidades Ay B no tuviesen
mas que n, no podria dividir P al producto AB. Ludgo.siendo verdadero
el principio para el caso de que alguna ¢ todas las cantidades tengan
ii_j_j letras, en la hipdtesis de serlo cuando s6lo tienen n, el princi-
pio queda demostrado: porque como ya hemos dicho, siendo verda-
dero cuando A, By P son nuameros, lo serd también cuando depen-
dan de una letra; siendo cierto cuando dependan de una letra, lo sera
cuando dependan de dos, y lo mismo de tres, cuatro, y en general
de n letras.

Segundo caso. Si el producto tiene mas de dos factores A, B,
C, D, por ejemplo, podremos descomponerle en dos, uno A y otro el
producto BCD; de modo que dividiendo P al producto de A por BCD,
tiene que dividir, segun el primer caso, a uno de los factores A ¢
BCD; si no divide & A, dividird 4 BCD, y como BCD se puede & su
vez, descomponer en el producto de B por CD, si P no divide a B,
por la misma razon que antes, dividira 4 CD; y dividiendo & CD,
tiene que dividir necesariamente 4 C6 a D; que es lo que se queria
probar.

CoNSECUENCIAS. i." Una cantidad entera, igual al producto de
varias cantidades enteras, no puede tener mas dmsoi'es primos que los
que tengan sus factores.

2. “ Toda cantidad prima que divida & la potencia de una cantidad
entera tiene que dividir 4 esta cantidad. {Arit. \3'1, cons. '1.)
3. “ Si dos cantidades enteras son primas entre si, sus potencias tam-

bién lo seran. [Arit. \31, cons. 2.M)

* 96. Si una cantidad entera es prima con cada uno de los factores
enteros de un producto, es prima también con el producto; y reciproca-
mente, toda cantidad entera prima con el producto de varios factores
enteros es prima también con cada uno de estos factores. [Arit. 132.)

97. Dos productos de factores primos no pueden ser iguales,
como estos factores no sean respectivamente iguales también.

Se demuestra como su equivalente en Aritmética (435.)
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* 98. Toda cantidad entera que divide al producto de otras dos
cantidades enteras, y es prima con una de ellas, divide necesariamente
a la otj'a.

Sea AB el producto de las dos cantidades enteras A y B, divisible
por la cantidad P prima con A, y vamos a demostrar que P tiene que
dividir & B.

Kn efecto, si representamos por F, F™ F", los factores pri-
mos de A, y por Q el cociente de dividir AB por P, se tendra
BFF"F"™... = PQ.

Siendo el primer miembro divisible por F, el segundo también lo
serd; y siendo F una cantidad prima que'divide al producto PQ, tiene
que dividir (95) a uno de los factores; pero siendo P una cantidad
prima con A, no puede ser divisible por F; luégo F tiene que
dividir a Q; de modo que llamando al cociente, se tendra
BFT"F'M..=PQ".

Del mismo modo probaremos que F' tiene que dividir aQ’', y lla-
mando al cociente, tendremos BF"F"~..= PQ'N
Continuando del mismo modo hasta haber dividido por el ultimo
factor, y llamando Q, al dltimo cociente, llegaremos & la igualdad
B= PQi, que prueba ser divisible B por P, segin queriamos de-
mostrar.

* 99. Si una cantidad entera es divisible por varias cantidades en-
telas primas entre si dos a dos, es divisible también por sus productos
binarios, ternarios, etc. {Arit. '133.)

LECCION XI.

Maximo comnn divisor de dos 6 més cantidades aljebrdicas, principios en que se funda la
investigacion del M C. d de varias cantidades. —Méaximo comutn divisor de monémios.__
Méax mo comdn divisor de dos poUndémios ordenados con relacion & una letra X en los
que los coeficientea de las diferentes potencias de esta leh’a sean primos entre si.

MAxImo comun ilivl.~or de do.s 6 niats cnntidadc.9 al~cbrsUcaf;, princlirio.<«
en fnie se fumin !a investigacisn del m.c.4. de varias cantidades.

-loo. Se llama maximo comun divisor de dos 6 mas cantidades
algebraicas el producto de las menores potencias de los factores pri-
mos comunes a todas estas cantidades.
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La investigacion del m. ¢c. d. de dos ¢ mas cantidades se funda
en la definiciébn y en los principios que & continuacién se de-
muestran.

101. EIm. c. d. de dos cantidades no se altera multiplicando 6
partiendo una de ellas por una cantidad prima con la otra.

Sean A y B dos cantidades, M su m. c. d., el cual se compondra,
segun la definicién, del producto de las menores potencias de los
factores primos comunes a las cantidades A y B.

Si multiplicamos 6 partimos una de estas dos cantidades, A por
ejemplo, por una cantidad P prima con B, el m. c. d. no habra va-

riado; pues los factores primos que hubiera comunes en A y B, esos

A
mismos habrd en AP y B 6 en —y B; puesto que siendo P prima con

B, al multiplicar ¢ partir A por esta cantidad, ni aumentan ni dismi-
nuyen los factores primos que hay comunes en A y B, ni aumentan
ni disminuyen tampoco los exponentes de las potencias de estos fac-
tores; luégo el m. c¢. d. no sufre alteracion.

102. Si la dioision de dos polinomios no es exacta y da un cocien-
te entero y un resto, el m. ¢. d. de estos polinomios es el mismo que
el del resto y el de*'menor grado.

Sean Ay B dos polinomios ordenados con relacion a cc, Q el co-
ciente entero de dividir el de mayor grado por el de menor, R el
resto déla division; si suponemos que A sea el dividendo, se tendra

A= BQ-f-R- [1]

SeaDel m. c. ¢/. de Ay B: por dividir D a B, dividira a BQ, por
ser multiplo de B, a consecuencia de ser Q una cantidad entera: de
donde dividiendo D 4 BQy a A, dividira también a R. Esto supues-
to, si llamamos M, B' y R' los cocientes enteros de dividir A, By R
por D, y dividimos la igualdad [1] por D, se tiene A*= B'Q-I-R"

Las cantidades By R, que, como hemos visto, son divisibles por
D, no pueden tener otro factor diferente, y por consiguiente otro
m. c. d. diferente de D: en efecto, si tuvieran ademas del factor co-
mun D, otro factor a distinto, este factor se hallaria en B*y R', por
consiguiente dividiria a B'Q y R, y dividiendo & estas dos cantidades,
dividiria también a A' {Arit. 78); luégo M y B', 1o mismo que sus
multiplos A y B, tendrian el factor comin a distinto de los que hay
enD; y D, que esel m. c. ¢/. de Ay B, no contendria todos los fac-
tores comunes a A y B, lo cual es contra la definicion; luégo By R
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no pueden tener mas factores comunes qué los que hay en D. Tam-
poco tienen ménos factores, porque D divide a estas cantidades; lué-
goel m.c. d. de Ay B esel mismo que el de B y R, segln queria-
mos demostrar.

Observacion. Esnecesario, para que este principio sea cierto,
gue el cociente de la division de un polinomio por el otro sea ente-
ro; porque si no lo fuera y contuviese términos fraccionarios, redu-
ciéndolos & un comun denominador, la igualdad [1J se convertiria,

representando por ~ el cociente, en A= B de la cual no

se podria deducir que todo divisor de A y B tenia que dividir 4 B—
M’
y por consiguiente al resto R; porque puede hallarse ese divisor en
M, y destruirse en el producto de B por y no siendo divisible
Qr

por cualquier divisor de B, no se puede concluir que R lo sea;

luégo es condicién precisa que el cociente de la division sea entero.
~03. EI m. c. d. devanas cantidades algebraicas es el mismo que
el del m. c. d. de dosy todas las demas.

Sean A, B, C, D... varias cantidades, cuyo m. c. d. llamare-
mos M; sea M' el m. c. d. de las dos cantidades A y B; sea por
ultimo M. el m. c. d. deW y C, D... y vamos & demostrar que M es
Igual 5 M,.

En efecto, siendo Mel m. c. d. de A, B, C, D... se compondra de
todos los factores comunes a estas cantidades; pero los factores co-
munes 4 Ay B se hallan contenidos en W; luego M es un factor co-
mun a iW, C, D... y por consiguiente, 6 esel m. c. d. {VE 0 esta con-
tenido en él. Si M= M,, el principio esta demostrado; si no, se teri-

. M, ,
dra que sera igual & una cantidad entera.

Del mismo modo, siendo M. el m. c. d. de W, C, D... se com-
pondra de todos ios factores comunes a estas cantidades; pero todo
factor de M' lo es de Ay B; luégo M, es un factor comun & las can-
tidades A, B, C, D... y por consiguiente, 6 es igual al m. ¢c. d. M de
estas cantidades, 6 estd contenido en él. Si M.=M, el principio esta
demostrado; si no, se tendra que ~Iﬂ sera igual a una cantidad en-
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tera; luégo si — es una cantidad entera, y también lo es, es ne-
M j
cesario que M sea igual 6 M,; que es lo que se queria demostrar.
Consecuencia. Para hallar el m. c. d. de varias cantidades se
hallarajmmero el de dos de ellas; luego el de éstey la tercera: después el
del altimo hallado y la cuarta, y asi sucesivamente: el tltimo m. c. d.
hallado, sera el de todas ellas.
* 104. Si sedividen varias cantidades enteraspor su m. c. d., los
cocientes no tienen mas factor comdn que la unidad.

Sean A, B, C, D... varias cantidades enteras;-M su m. c. d.; re-
presentemos por AN B', C* D"'... los cocientes de dividir estas canti-
dades por M, y vamos a demostrar que M, W, G, D'... no tienen mas
divisor comun que la unidad.

En efecto, de las igualdades

A= MA', B= MB', C= MC', D= MD'.. [2]

se deduce que, si los cocientes A B', C™ U'... tuvieran un factor co-
mun a distinto de la unidad, el m. c¢. d. délas cantidades A, B, C, D...
no seria sino Ma, puesto que se lia de componer de todos los fac-
tores comunes & las cantidades A, B, C, D...; y como por hipétesis
dicho m. c. el. es M, resulta que a no puede ser factor comun ¢ todos
los cocientes de dividir A, B, C, D... por sum. c. d. M.

Reciprocamente, si los cocientes M, B~ C', D'... de dividir varias
cantidades enteras A, B, C, D... por tm divisor comdn M, no tienen
mas divisor comun que la unidad, dicho divisor M sera el m. c. d.
de las cantidades A, B, C, D...

En efeclo, de las igualdades [2] se deduce que si M no fuese
el m. c. d., seria porque no contendria todos los factores comunes
a las cantidades A, B, C, D...; pero los factores comunes a estas can-
tidades que no se hallen en M deben estar evidentemente en A’,
B', C', D'...; y como en estos no hay méas factor comun que la uni-
dad, se sigue que dichas cantidades no pueden tener mas factores
comunes que los que hay en M; luégo Mes el m. ¢. d., segun que-
riamos probar.

CoNSECucNCiA. De este principio se deduce que si se dividen
varias cantidades enteras por un divisor coman a todas ellas, el m. c. d.
vendra dividido por el mismo divisor.

En efecto, dividiendo las igualdades [2] por un divisor a co-
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mun 4 A, B, C, D... se tendré, llamando A", c", D"... & los co-
cientes,

@ (08 a a
y como a no puede dividir & todas las cantidades A', B, C D'...

tendra que dividir & M, y tendremos, llamando W al cociente,
A"= MAN B¥™= MBN af= W a,

y como AN B', C', son primos entre si, el producto de todos los

factores comunes, 6 seaelm. c. d. de A~ B', C' D'... es M'; pero M'

es el cociente de dividir M por a; luégo el m. c. d. viene dividido por

a, segln queriamos demostrar.

MAximo coimm divisor de luoudiulos.

100. EIl m. c. d. de dos 6?nas mondrnios se determina hallando
el m. c. d. de los coeficientes, y afectando después al resultado las le-
tras comunes & todos con un exponenle igual al menor que tengan estas
letras. El monomio que resulte serd el m. c. d. pedido. {Arit 140.)

EjEsiplos. i. Hallar el m. c. d. de \ia*h" ¢y

El m. ¢. d. de los coeficientes es 6; las letras comunes son ajh,
y los menores exponentos de estas letras son 3y 2; luégo el m. c. d.
pedido sera 6a”™6".

Il. Hallar el m. c. d. de 16a"6"c®, 24a6W, 40«"6Vy, y
maW ‘¢ "d™

El m. c. d. de los coeficientes es 8, y las letras comunes afecta-
das de los menores exponentes son luégo el m. c. d. pedido
sera 8a6™oN.

V&Uxiiuo comuu divisor do dos poliiaémios ordenados con relacién G iin»
de sus letras x, en ios fine los cocflcicutcs do las diferentes potencias
de esta letra son primos entre si.

106. Sean A y B dos polinomios que, ordenados con relacion a
una de sus letras x, tienen sus coeficientes primos entre si; supon-
gamos que A no sea de menor grado que B, y que efectuamos la di-
vision de A por B. Si B divide 4 A, esclaro que Bsera el m. c. d. de
los dos polinomios A y B; porque los cocientes de dividir A 'y B por
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B tienen que ser primos, por ser el segundo la unidad; luégo B sera
el m.c.d. ¢ A YB. Si B no divide 4 A, dara un resto R de un
grado menor que el divisor con relacién a la letra ordenatriz; y si
suponemos que ningin término del cociente es fraccionario, el
m. G. d. de los polinomios Ay B sera (i02j el mismo que el de los
polinémios B y R.

Si todos los términos del cociente no son enteros, no podremos
concluir que el m.c. d. de Ay B es el mismo que el de By R
(102 OBS.); por consiguiente, .para reducirle & este caso, es menester
que dicho cociente sea entero. Ahora bien, si en el cociente hay
términos fraccionarios, sera porque no todos los primeros términos
de los dividendos parciales que se obtienen en la division de A por B
sean divisibles por el primer término del divisor B; por consiguien-
te, los factores que haya en este primer coeficiente, que seran in-
dependientes de la letra ordenatriz x y que no se hallaren en el pri-
mer término del dividendo parcial que se divide, deben hallarse co-
mo denominador en el término correspondiente del cociente; luégo
si después de hallado todo el cociente, reducimos sus términos & un
comUn denominador, en éste no se hallaran sino factores contenidos
en el primer coeficiente de B; y como por hipoétesis, los coeficientes de
los polinomios Ay B son primos entre si, este denominador comun,
que llamaremos M, sera una cantidad prima con B; de modo que si
hubiéramos multiplicado A por M, los términos del cociente hubie-
ran sido enteros, y el m. ¢c. d. de AM y B seria el mismo que el de
By R; peroel m. ¢c. d. de AMy Bes el mismo que el de A y B (101);
luégo si multiplicamos el polinomio A por una cantidad conveniente
para que los términos del cociente sean enteros en la division de los
dos polinémios dados Ay B, y continuamos la operacion hasta hallar
un resto R de menor grado que B, el m. c. d. de Ay B sera el mis-
mo que el de B y R; y la cuestiéon queda reducida & hallar el m. c. d.
de dos polindmios de menor grado que los propuestos.

Esta cantidad por la que hay que multiplicare! dividendo para que
los términos del cociente sean enteros, sera el coeficiente del primer
término del divisor, si este coeficiente y el primero del dividendo no
tienen factores comunes; y si el dividendo es de un grado superior en
una unidad, conviene multiplicarlo por el cuadrado de dicho coefi-
ciente, para no tener que repetir esta operacion en la division par-
cial que sigue.
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Si los dos primeros coeficientes respectivos del dividendo y divi-
sor tuviesen factores comunes, se multiplicaria el dividendo por el
producto de los que se hallaran en el primer término del divisor y
no se hallasen en el primero del dividendo.

Esto supuesto, para que los dos polinomios B y R estén en las
mismas condiciones que Ay B, es menester que los coeficientes de las
diferentes potencias de &en el polinomio R, no tengan ningun fac-
tor comun; luégo lo primero que se vera es si dichos coeficientes
tienen algun factor comun, y si lo tienen, dividiremos por él todos
los coeficientes, lo que equivale a dividir R por dicho factor comun;
el m. c. d. no se habra alterado, porque este factor comin no puede
dividir & todos los coeficientes de B, por ser primos entre si; y por
consiguiente, siendo primo con B, se podra dividir R por él, sin que
el m. c. d. se altere (101), y llamar al cociente R[.

Teniendo ya Ri sus coeficientes primos entre si, diremos de
B y Rj lo mismo que se ha dicho de A y B; es decir, que si R divide
aB,el m. c.d de ByR, sera R,, y por consiguiente el de A y B;
si R* no divide & By da términos fraccionarios en el cociente, se
multiplicara B por una cantidad conveniente M', para que el co-
ciente de Indivision de Bpor R, sea entero, y continuaremos hasta
hallar una resta R de menor grado que el divisor R,, y como ante-
riormente veremos que el m. c. d. de By R, es el mismo que el de
Ri y y por *0 tanto el de Ay B sera también el de R. y R', con
lo cual queda reducida la investigacion del m. c. d. de los dos poli-
nomios propuestos & la de otros dos mas sencillos.

Para hallar el m. c. d. de Rj y R® principiaremos por quitar deR'
el factor comun que puedan tener sus coeficientes; con esto el
m. c. d. no. se habra alterado, y nos hallaremos en el caso de tener
dos polinomios R, y R/, cuyos coeficientes son primos entre si, y &
los cuales podremos aplicar los mismos razonamientos que anterior-
mente. Asi, si R/ divide @R ,, el m.c. rf. de Ay BserdA R/; si no le
divide, dividiremos Rj por R/, con las modificaciones indicadas, has-
ta hallar un resto R” de un grado menor que el divisor, y asi conti-
nuaremos hasta hallar un resto que divida al anterior, el cual sera el
m. ¢. d. pedido, 6 hasta encontrar uno que sea independiente de la
letra ordenalriz, en cuyo caso los polinomios seran primos entre si;
pues ningun factor independiente de x puede dividir & los dos polino-
mios sin dividir a sus coeficientes, y como éstos son primos entre si
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por hipotesis, dichos polinomios no pueden tener factores comunes.

De todo lo dicho anteriormente se deduce que:

i 07. Para hallar el m. c. d. de dospolinémios ordenados con rela-
cion & una de sus letras, siendo primos los coeficientes de las diferentes
potencias de la letra ordenatriz, se divide el de mayor grado por el de
menor, multiplicando, si fuera necesario, el dividendo por una canti-
dad conveniente para que los términos del cociente sean enteros; si la
division es exacta, el divisor sera el m. c. d. pedido; si la divisién no
es exacta y llegamos a obtener un resto de un grado menor que el que
tiene el divisor, se dividira el resto por el factor comdn que tengan sus
coeficientes; y dividiendo el divisor por este resto privado de dicho factor
comun, teniendo cuidado como antes de multiplicar, si fuese necesa-
rio, el dividendo por una cantidad conveniente, para que el cociente sea
entero, llegaremos & obtener un cociente exacto, 6 un resto de un grado
menor que el anterior; en el primer caso, el ultimo divisor sera el
m. c. d. pedido; si hallamos un resto, continuaremos dividiendo cada
resto por el siguiente, haciendo las modificaciones indicadas de multipli-
car los dividendos por cantidades convenientes para que los cocientes
sean enteros, y dividir los restos, antes de pasar a ser divisores, por el
factor comidn que puedan tener sus coeficientes, hasta llegar a un resto
cero; en cuyo caso el ultimo divisor serd el m. c. d. de los dos poli-
nomios, 6 hasta obtener un resto independiente de la letra ordenatriz,
que sera sefial de que los polinomios son primos entre

Ejemplos. 1. Hallar el m. c. d. de los polinémios dependientes
de la sola letra x, A= (r®-l-4.pN-]-4£c— —'lI8ic-t-4, y B=

— 14a?— 4, cuyos coeficientes son primos entre si.

Dividiendo el de mayor grado por el de menor, se hallara

Z®— 18127+ 4' —\ix—4
el _ 5]+u H-4 22
— —la?*+13 Z®—1 [r+4
+ 12i +10 —28 —8
R= qn X— i
el cociente ic— 2, y la resta 1 +2335®@— 42;r— 4, que pa-

sard a ser divisor, por tener sus coeficientes primos entre si.
Pasemos & la segunda division, 6 sea a la del divisor por el resto,
y para evitar los términos fraccionarios, multipliguemos por 11 el

nuevo dividendo lo mismo que la primer resta hallada, y ten-
dremos
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44a?"+66 a:®+55 2™ 454 X—

44aj3+232?7*— 42a7— 4
—23 +42 + 4

#3143
43 it"H-97 — ~50 X— 44
43.44 067 x*~\&0Q X— 484
— 989 +4806 + 172
R + 78 a?2+ 456 #—342

Coillo en esta resta R' tienen los coeficientes el factor comudn 78,

dividiendo por é1, se obtendréa para divisor de la operacion siguiente
la resta simplificada R / = a?®+2a:— 4.

Efectuando la division del resto anterior por 1*, se tiene
44a7%+23 xN—42'P— 4 an2+2:27— 4

—2z +i4] 44ie+ 4
a?2+ 2 X—4
— 2127+4
0

Y como el cociente es exacto, se sigue que a?®+2a?— 4 es el
m. c¢. d. de los dos polinomios propuestos.

Il. Sea, por segundo ejemplo, hallar el m. ¢, d, de los dos poli-
nomios k —
+2a6a;” y B:=Maii+2afcM+flair+ 2a®ic+ab+26“a?+4abL£c®+
~hx~-\-bx”, los cuales, ordenados con relacién a a?, tienen sus coe-

ficientes primos entre si, y por tanto se les puede aplicar la regla
dada.

Dividiendo A por B, se tendra

l2?®+ a?2+2«3  a?+a26 xA-f-2a'xA-I- fi ME+2T@a?+116
1 +4a26 +2062 —+26] —£406 +262
+ b + 6
— 200 XA a d2—2f2 x—gp 4
—26 —ijab —262
— 6
27+ x-\-a"b
— 26 +4a26 —2a8 —ab
—4ab6 +206®-
—a —%

el cociente 1,y el resto R, cuyos coeficientes tienen el factor comdn

a— 4; de modo que dividiéndole por este factor, se hallara el divi-
sor de la Operacién siguiente

R,= 26a;™+ a £c®+2a®ja;+ab.
- +4a6 +262
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Dividiendo B por Rj, sera, después de multiplicar por 46® para
gue los términos del cociente sean enteros,

46VH-8fl6* a™+80*6* iIF+4a6* 26a*H a a*-I-2a*|ir-Hi6
H-86* +86* | H4fle  +26*
+ 46*
. 26a?+46*—a
—2<16 a*— ko™ a*—2ab*r
-8ab”™ — 46~

86. x~-h kob a?+8a*6* a?+4a6*
—"ab -i-16'<6” —<
— +86*
— 4ab6 x"N-8anbN d>—4a6*
—16fl6 -86* + a*6

-h iaH +2a*
H- a® +2a6*
R' a*a;*+2a*ir+a*6

La nueva resta R' tiene el factor comdn a®; dividiéndola por él, y
efectuando !a division de  por el resto R/=aj® +2ax+6, privado
de este factor comun, se tiene

2007+ a ic®+2aaH-6
+4a6 +26®1 %hee-\-a
— kah ao®— 26@:
aa?®+2a®£c+ab
-ax™N— %a™x— ah
(@)

Donde vemos que la division es exacta; y por consiguiente el
m. ¢. d. de los polinbmios A y B sera a?®-f-2crir+6.

En el caso actual, la Unica dificultad que se presenta, cuando los
polinémios tienen mas de una letra, es la de quitar el factor comdn
de los coeficientes de las restas antes de pasar & ser divisores; pero
si se observa que estos coeflcientes, de ser polinomios, son muy sen-
cillos, podremos, aplicandoles el-misino método del m. c. d., deter-
minar el factor comun que puedan tener, aunque rara vez se apela
en la préactica 4 este medio, pues se distingue en general & primera
vista cudl es el factor comdn que tienen.
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LECCION XII.

Méaximo comaa divisor de dos polinomio? en general.—Maximo coman divisor de dos
polinomios dependientes de dos letras.

Uaximo coman divisor de dos pollnémlos en scneralL

= 108. Sean en general dos polinémios A y B, cuyo m. c. d. que-
remos hallar. Representemos por A! el m. e. d. monomio de todos
ios términos de A, y por B' el de los términos de B; sean y B*los
cocientes iesj eclivos de dividir Ay B por A*y B'; de modo que se
tendra A= A'A, y B= BBN

Si ahora ordenamos A™ y B™ con relacion a una de sus letras co-
munes :r, y suponemos hallado el m. ¢. d. polinomio de los coefii-
cientes de las diferentes potencias de ;c, y representarnos por Alf el
de A, y por B" el de , se tendra, llamando A"y W" los cocien-
tes respectivos de dividir A, y B por A"y B", A, = A" A"”AyB =

cuyos valores sustituidos en las igualdades anteriores *nos

daran k= A'k"M"y B= B'B"B".

Si ahora suponemos hallados los méximos comunes divisores de

My BN de A2y By de k"'y B"" y los llamamos y
el maximo comun divisor de los dos polinomios A y B sera igual al
producto de los tres maximos comunes divisores hallados.

En cfjcto, todo divisor monomio comun a los dos polinomios tie-
ne que estar contenido en A"y B/ y por consiguiente en su maximo
comun divisor D, ademas no puede haber mas factores monomios
comunes que los que hay en D™ puesto que es el producto de
todos ellos; luego expresa el producto de todos los factores mo-
nédmios comunes a los dos polinomios dados y debe formar parte
del m. ¢, d. de dichos polinomios.

Dd mismo modo se probara que es el producto de todos los
factores polindmios independientes de la letra ordenatriz comunes &
los polinomios A y B, y que no puede haber factor comiUn de esta
especie que no esté en W"'; luégo D" debe formar parte del m. c. d.
Lo mismo probariamos que todos los factores comunes & los dos po-
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linbmios dependientes de todas las letras se hallan contenidos en
T)"; luego en se hallaran todos los factores comunes a los
dos polinomios A y B, ya sean estos factores monomios, ya polino-
mios independientes de la letra ordenatriz, 6.ya dependan de esta
letra; y por consiguiente dicho producto
comun divisor pedido.

La cuestion queda pues reducida & determinar, primero los facto-
res A', B'; A", B"; y A", B""; y después los maximos comunes di-
visores D D" y D"/ cuyo producto es el m. c. d. de los dos polino-
mios Ay B.

En primer lugar, no hay dificultad en hallar el factor monomio
comuln & todos los términos de A, 6 sea A', lo mismo que por
consiguiente dividiendo A y B por estos factores, obtendremos los
cocientes A,y B,, que ya no tendran factores comunes monomios.

Si ahora ordenamos Aj y B, con relacién a una de sus letras (c,
hemos de hallar el m. c. d. de todos los coeficientes de A, y B, ope-
racion que en general no ofrece dificultad, por ser polinomios mucho
mas sencillos que A,y B*, y ademas independientes de la letra m;
de modo que principiaremos por hallar el m. c. d. de los dos coefi-
cientes mas sencillos; luégo el de éste y un tercer coeficiente; des-
pués el del ultimo hallado y el cuarto, y asi sucesivamente, hasta
hallar el de todos; para todo lo cual se ordenaran estos coeficientes
con relaciéon a una nueva letra, y sus coeficientes tendran ya dos le-
tras ménos; de modo que al aplicarles este mismo procedimiento se
obtendran polinomios que cada vez tendran una letra ménos, y lle-
garemos por dltimo, si antes no encontramos el m. c. d. buscado, a
polinémi.os que so6lo contendran una letra, en cuyo caso no habra di-
ficultad. Una vez halladas las cantidades ANy B" que expresan los
maximos comunes divisores independientes de x en ios polinomios
respectivos A"y B ,, dividiremos por ellas dichos dos polinémios y
hallaremos los cocientes A"' y BN, que seran polindmios cuyos coefi-
cientes son primos entre si.

Halladas estas cantidades A', A" y A", lo mismo que B~ B~ B"™,
pasemos a determinar los maximos comunes divisores D/ y
de estas cantidades.

El maximo comun divisor D' no ofrece dificultad, puesto que

siendo A’ y B' monomios, se les aplicara la regla (105) correspon-
diente & los monémios.

sera el maximo
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El maximo comun divisor se determinara segun se ha dicho
ya (107); puesto que siendo primos sus coeficientes, se les podréa
aplicar la regla citada.

En cuanto al m. ¢. d. D", sélo diremos que los dos polindmios
y tienen una letra ménos, de modo que si los ordenamos con re-
lacion & una nueva letra, podemos aplicarles las mismas reglas que
se han dicho respecto a los polinébmios A, y B,; es decir, que hallare-
mos el m. c. d. de sus coeficientes, los cuales tendran ya dos letras
ménos, y se hallaran estos polindmios descompuestos en el producto
de dos factores; asi,

A"= A"Al"y

de los cuales A/" y tendran sus coeficientes primos entre si, y
por consiguiente podremos hallar su m. c. d. por la regla (107) ya
sabida. El de los nuevos polinémios A/ y B/ teniendo ya dos letras
ménos, serad facil hallarlo por la misma regla; y sin6, se hara lo
mismo que con A" y B'A continuando asi hasta llegar & polindmios
de una sola letra, en cuyo caso no hay dificultad. Una vez hallados
estos maximos comunes divisores, su producto serda el m. c. d. D"
gue tratdbamos de hallar, y conocidas las cantidades D"y
tendremos conocido el m. ¢. d. de los dos polindmios A y B.

P9r todo lo que precede se ve que la cuestion de hallar el m. c. d.
de dos polindmios Ay B queda reducida & determinar el de otros
polinomios que tengan una letra ménos, como son los coeficientes
de las diferentes potencias de la letra ordenatriz; de modo que si de
antemano admitiéramos que se sabe determinar el m. c. d. de dos
polinémios de n letras, se sabria, por el procedimiento anterior, de-
terminar el de otros que tuviesen una letra mas; pero el m. c. d.
de polinémios dependientes de una sola letra se sabe determinar sin
dificultad por la regla (107); luégo podremos determinar el de dos
polindmios dependientes de dos letras, determinado el m. c. d. de
polindmios de dos letras, se determinaria el de tres, y asi sucesiva-
mente. De todo lo dicho se deduce que:

* 109. Para hallar el m. c. d. de dos polindmios cualesquiera
Ay B se principia por determinar el m. c. d. monomio A! de todos
los términos de A (105); luego el de los de B, que llamaremos B?, des-
pués el m. c. d. de A'y B', que llamaremos D', y que seguardara para
formar parte del m. c. d. pedido.

Dividiremos k y h por Al'y B~ y los cocientes respectivos Ay
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B los ordenaremos con relacién & utiti letra comdn a los dos; hallad-
remos los maximos comunes divisores de los coeficientes de las dife-
rentes potencias de la letra ordenatriz en y B,, los cuales llanmre-
mos A" y B"; determinaremos el m. c. d. de A"y y se tendré otro
de los factores del m. c. J. pedido.

Por altimo, dividiremos A, y  por las cantidades respectivas A'Ny
By hallando el m. c. d. de los cocientes, tendremos el tercer factor.
D™ del m. c. d. que buscamos, el cual se7'a igual al producto de las
tres cantidades D', D",

Ejemplo. Hallar el m. ¢, d, de los dos polinomios

- - = — 6a™6VvV — +

~_\ 6an -h 13 aH\t'"*-"Qaby "—
N2a"b\X — y B= 4a"6*a™— +
ia o™ — 4Qa'Px” -h 8a"6'ar— 4aHV -H iab™x™ — ia™h\VvA +
ialb™y + A — Sab™M +  4a'6™MxN — 4da'eecM+ 8aV —

4a™6'ec" H -4a6"0M— 8an6"a,M8aN6a:'M— 8ab™Na*
+ dac6'a;® — 4a='6No® — 80M\6*a;-f-8a6®aj — 4ar6a N+ 4aN6ra®+
8an6*a,— SaXx .

En el primer polinomio se ve desde luégo el factor 6a™6"a; co-
mun'a todos los términos, de modo que se tendrd, dividiendo por
A= 6aMN6"LC,

A, = a 2DNl-a™a3— — 06V -h ¥ \-d™X'N -j-a™NxN—
2aR6cc— 6700®— 0 6NECN-h267\EcH-aN6cc— 2aM6N— a&Na;N-261N

En el polinomio B se halla el factor M X comun & todos sus tér-
minos, y por consiguiente se tendra, como anteriormente, dividién-
dole por B'= 4a6'f
B N=aocr— a™x'M-Na' M ANA— abxN— NathxM\-2a% M NM— axN-hbx N —

a4n Mabx”N + da&anN— + -h2a'a?« — 2a™6a;H-
2an65a,_flicN<+&a)"— 2a"®"H-2a6x — 26®ic4-o«ai— 0 '6a— 216+

2a™M~ax-\-a™bx*"ah— Nab'-.

Ordenando A, y B, con relacién ax, se tiene

H-(aN6— 2a"6— a6™H-26=*— 2a®6"H-26".
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— (4a"6— 2a*6i=— 4a6-i-26"“—
H-262— 0"+ai6-f-a3._"2¢j~__2a=6+2a”6"H-2aH — 2a6™
En ios coeficientes de A, se halla el factor comun a”~~h”, y en

los de Bj esta el factor — iab— a~\~b; de modo que dividiendo
por ellos, se tendra

= yB"= a®~—aH~a-\-b,
Al'f= (a-i- 1)x™-\- (a~b]x™ -h [ah— n )x — 26",
B'~AMafi+[a+1)Ec3+(2a — 26)a.-®+(a™— 26)ic— 2a6.

Hallados los factores y BMN k'y BY k"'y B"?, en que respec-
tivamente se descomponen los polinomios A y B, pasemos a deter-
minar los maximos comunes divisores D', D" y D' de estos factores,
y se tendra que el m. ¢. d. de My B” 6 sea D', sera igual a~ab\x\
el de A" y Brsera D '"=a— 6; porque A"= a2— 6®="(aH-6)X
O—6),yW'= a~~a~h~a~b= {a™~~ \) (a— 6).

El m. c. d. de A"y B" se hallara por la regla (107) de las divi-
siones sucesivas: asi,

Primera division.
0 x~A~ab'x— 26" x"™*-\-a £ox-|-20,ja7|-a x — 2ab
h +26] -H — 2] —26
— a x— 2alir~—  x-\-2ah \
—1 H-26j -h26
— a\c™—  cc-\-2ab
+ ¢l -ha6( — 241

El resto de esta division tiene en sus coeficientes el factor comun
b— a; de modo que dividiendo por él, se tendra por nuevo divisor
XN -Nax— 26. Continuando la regla, tendremos

Segunda division.

x~-\-a ivv|-2a a* X- -2u6 x'"-i-ax— 26
—26 —26 X™M~\-x-\-a

— ax™-\- 2bx"
max'N
ax/\

ax” -h a”™x

— a“X-\-2ab
(@]

Donde vemos que el m. c. d. de AN y 6 sea D', es (c™-hiii®
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__y por consiguiente el m. c¢. d. de los dos polinomios Ay B,
sera

= (a— h) {x*"~ax— 26) =
2a2;,2;p3_2abMNic® H -2a"0"ccr— 28762 aN— ka%”x-\- iab”x.

Maximo comun divisor de dos polinéniios dependientes de dos letras.

"

ilo. Cuando los polinbmios cuyo m. c. d. queremos hallar,
no tienen mas que dos letras, conviene modificar la regla general del
modo siguiente:,

Para hallar el m. c. d. de dos polinomios dependientes de solo dos
letras €6 y se principia por hallar el m. ¢. d. monomio de todos
los términos en ambos polinomios, y después de hallado el de estos
dos maximos comunes divisores y anotado para formar parte del
m. c. d., se dividen los polinomios dados Ay 11 por el factor comdn

monomio que cada uno tiene. Los cocientes A,y se ordenan con

relacion & x, se halla el m. c. d. de los coeficientes de las diferentes
potencias de la letra ordenatriz en ambos polinomios, que por de-

pender so6lo de \j, los representaremos por Y é los cocientes res-
pectivos A, y los ordenaremos con relacién a y, hallaremos el
m .c.rf. desus coeficientes, que representaremos por X y divi-

diendo por ellos los polinémios A"y B,, y llamando A'y B' & los co-
cientes, se tendran los polinémios Ay

= r BL
Hallando ahora el m.c; ¢ de Y é Y~ el de Xy X™el de A'y B~

y multiplicAndolos entre si. se tendra la cantidad que, multiplicada
por el ra. c.

bajo laforma A, =Y XAy

d. monomio hallado anteriormente, nos dara el
m. c. d. de los dos polinémios dados Ay B; porque dicho producto
se compondra de todos los factores comunes & ambos polinémios, ya
sean monomios, ya sean dependientes s6lo de a;, de t/ 6 de estas
dos letras.

La ventaja que tiene este método sobre el general es la de aplicar
el procedimiento indicado en la investigacion del maximo comun di-
visor a polinémios mas sencillos que los que se obtendrian por la re-
gla getterai.

e 141. Si uno de los polindmios es independiente de una letra

contenida en el otro, el m. ¢. d. tampoco contendra a esta letra, y
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este m. c. d. se puede haliar mas facilmente que por el método ge-
neral, ordenando con relacién & esta letra el polinomio que la contie-
ne, y hallando en seguida el m. c. d, de sus coeficientes y del otro
polinomio. n

La demostracion esta fundada en el nimero (83).

LECCION XIII.

cantidades algebraicas.-~Polinémios radonales y ea
izvo relativos.-Ma.inio coZ S or

Minimo coman multiplo Gcdo« 6mui« cantidad« «IseUrullcao.

i122~ Se llama minimo comiin maltiplo de dos 6 mas cantidades
algebraicas, elproducto de las mayores potenzas de los factores primos
distintos que hay en todas estas cantidades.

En la investigacion del m. c. m. distinguiremos dos casos; segin

haUar**" ° cantidades cuyo m. c. m. queremos

Primer caso. Sean Ay Bdos cantidadesmonémias 6 polindmias
cuyo m. ¢. m. queremos hallar.

Si representamos por D el maximo comudn divisor de Ay B, se
tendra, llamando A'y B' los cocientes respectivos de dividir A vB
porD, A= DA'y B= DB. n

Las menores potencias de los factores primos comunes & los dos
polinomios A y B se hallan en D; los factores comunes Ay B que
se hallan mas veces repetidos en A que en B, y los factores que en-
tran en A yno en B, se hallanen A’; finalmente, los factores comu-
nes a los dos polinomios que se repiten masen B que en A, y los que
muU" “ A, estan en B'; luégo el’ producto
m B = A DB nosexpresara el de todos los factores distintos eleva-
dos & las majores potencias que se hallan en los dos polindmios
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Ay B; y por consiguiente, dicho producto A"DB' sera el m. ¢c. m.
pedido; pero A'DB' es igual a AB' é igual también a A'B; de donde
podremos concluir, como en Aritmética, que:

i 13. Para hallar el m. ¢c. m. de dos cantidades, se multipli-
ca una de ellas por el cociente de dividir la otra por el maximx> co-
mun divisor.

Segundo caso. Sean varias cantidades A, B, C, D... cuyo mini-
mo comUn multiplo queremos hallar.

Aplicando los razonamientos hechos en Aritmética (119) se dedu-
cird que:

114. Para hallar el m. c. m. de varias cantidades, se halla
primero el de dos, luego el de éste ¥ una tercer cantidad, despms el del
ultimo hallado y una cuarta, y asi sucesivamente, hasta hallar el de la
ultima cantidad y del altimo m. c. m. hallado, qv" sera el de todas
las cantidades dadas.

\16. Cuando las cantidades se puedan descomponer en sus fac-
tores primos, no hay que recurrir & la teoria del m. c. d., sino que
se forma, como en Aritmética (144), el producto de todos los facto-
res primos elevados & sus mayores potencias, y se obtendra el m.
c. m. pedido.

Asi, el m. c. m. de las cantidades Sa™'b, (6a®— 66*), iab,
J2a(ii-4-6), 3a”6(a— 6), y 2a— 6, sera W b @>— b [2a— 6).

En efecto, descomponiendo en sus factores primos cada una de
las cantidades dadas, se tiene 3a™6, 2.3 (a—}6) [a— 6), 2%6,
2"3a(a+6), 3a-6;a—6), y (2a— 6).

El producto de todos estos factores primos, elevados a sus mayores
potencias, es
3.2%"6(a+6) (a— 6} (2a— 6)= 12a”6(a™— 6" (2a— 6).

Polinomio”~ raclonalcB y enteros con relacién a4 una letra. Divisores
enteros relativos.

* 116. Ya hemos dicho lo que se entiende en general por can-
tidad algebraica racional y entera, y hemos efectuado las cuatro ope-
raciones fundamentales con cantidades de esta especie, y hallado el
m. ¢. d. de dos 6 mas; pero en muchas ocasiones, sobre todo en el
Algebra superior, que es la que se ocupa principalmente de la teoria
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general de ecuaciones, se consideran monémios 6 polinomios que
s6lo son racionales y enteros con relaciéon & una ¢ varias letras prin-
cipales, en cuyo caso se les llama cantidades enteras y racionales
con relacion & estas letras, 6 mas generalmente funciones racionales
y entelas de estas letras. Asi, una funcidén racional y entera de x

puede ser bXx-\— porque solo hay que atender,

para que un polinomio de esta especie sea racional y entero con rela-
cion a una letra a;, & que dicha letra no se halle en los denominado-
res, debajo de ningun radical, ni afectada de exponentes negativos 6
fraccionarios; cumpliendo con estas condiciones, pueden ser de cual-
quiera naturaleza les coeficientes, como en el ejemplo anterior, y
sin embargo ser la funciéon racional y entera con relacién & x.

* 117. Las operaciones que hasta aqui hemos hecho con can-
tidades enteras, se hacen igualmente con las funciones 6 cantidades
enteras relativas; es decir, que s6lo son enteras con relacién & una
6 varias letras, pudiendo dejar de serlo con relacién & las demas;
s6lo tenemos que hacer varias observaciones respecto de algunos
resultados.

Por ejemplo, en la division de dos polinémios enteros en gene-
ral con relacién & todas sus letras, se trata de hallar otro monomio
6 polinomio de la misma especie que multiplicado por el divisor nos
dé el dividendo; y para que esto sea posible, hemos visto que era
necesario: 1.°, que ordenados con relaciébn & una letra, el primer
término 6 primera parte del dividendo, lo mismo que las primeras
partes de los restos parciales que en la serie de los calculos vamos
obteniendo, sean siempre divisibles por la primera parte del divisor;
2.°, que el daltimo resto sea cero. Cuando estas dos condiciones se
verifican, se dice que el cociente hallado cumple con lacondicién de
ser entero, y la division es exacta; si falta alguna de las dos condi-
ciones citadas, la division es inexacta.

Cuando el dividendo y divisor son polindmios enteros con rela-
cion a una letra principal x, puede pedirse otro polinomio entero,
con relacion a la misma letra, que multiplicado por el divisor nos dé
el dividendo; y entonces, & la Unica condicién que hay que atender
para que la division sea exacta, es que el Gltimo resto sea cero, sin
cuidarse de que sean 6 no divisibles las primeras partes del dividendo
y restos sucesivos por la primera parte del divisor. Si llegamos a ob-



COMUN DIVISOR. 79

tener un resto de menor grado que el divisor con relacién a la letra
principal x, 6 un resto independiente de dicha letra, la division ya
no puede ser exacta; pues si continuamos la operacion de dividir,
nos veremos obligados & escribir la letra principal en el denomina-
dor, 6 afectarle de un exponente negativo; en cuyo caso el cociente
ya no sera entero con relacion & esta letra. *

El divisor de esta especie que divide exactamente & una cantidad
cualquiera, se llama, para distinguirle de los divisores enteros or-
dinarios, divisor relativo.

Esto supuesto, estableceremos algunos principios respecto a di-
visores relativos.

18. Siunafunciénentera de x es un divisor relativo de otra fun-
cion entera de la misma letra™ el producto de la primera por un factor
independiente de x también sera divisor relativo de la segunda.

En efecto, sea la funcidon entera
-hTa:!H-U, y un divisor
relativo de la primera; sea M un factor independiente de x, y vamos
a demostrar que M(A'Ec'-hB'Ec'*-"-i-...-hTAEPH-U”), es también un
divisor relativo de la primera funcion.

Por ser un divisor rela-
tivo de la funcion Ax-"*-]-Bx~'*"/-|-...-1-U, se tendra
___hu
*ANT"H-B'x-"-

Si ahora dividimos ambas cantidades por el factor M independien-
te de X, se tiene la igualdad

Ax»«-|-BX™-"-h ...+ U A" B"
M(ANX"-i-B'X”-*-H.,.-hU") M! ~ M M’

cuyo segundo miembro es una funcién racional y entera con rela-
cion & X, y por consiguiente M(A'X*-i-B'x™ '-}-...H-U”) es un di-
visor relativo de la funcién propuesta”™

<1i9. Del principio anterior se deduce que una cantidad entera
con relacion & una letra que tenga un divisor relativo entero tam-
bién con relacion & la misma letra, puede tener cuantos se quiera,
multiplicando 6 partiendo dicho divisor relativo por una cantidad
entera ¢ fraccionaria independiente de la letra principal.

*120. Toda funcién entera de primer grado, con relaciéon a x que
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divide al producto de varias funciones enteras, divide necesariamente,
por lo ménos, & una de estas funciones.

Pueden ocurrir dos casos, segun que s6lo sean dos los factores, 6
un nimero mayor que dos.

Primer caso. Sea ax~{~b una cantidad entera de primer gra-
do que divide al producto AB de dos funciones enteras de x, y va-
mos & demostrar que tiene que dividir necesariamente, por lo mé-
nos, a una de dichas funciones.

En efecto, si ax-~h divide al producto AB, una de estas funciones
ha de ser necesariamente divisible por esta cantidad.

Supongamos que no divide a B; vamos & demostrar que necesaria-
mente ha de dividird A: porno dividir a B, dara la division
un resto independiente de x; y se tendra, llamando R, y Q al resto
y p6dente,

B=(cE"-1-4)QH-R;
multiplicando por A, se tiene
AB= (az-h hjQA-[-BA.

El primer miembro es divisible por ax~\-h; el primer’ sumando
del segundo miembro también lo es evidentemente; luégo el segun-
do RA también lo sera. Siendo ax-\-h un divisor relativo de la can-
tidad entera RA, lo sera también {118) el producto de este divisor
por una cantidad R independiente de xi luégo el

p » S R('acr-he} a.T™b
sera igual & una cantidad entera con relacién & ce; por consiguiente,
A es divisible por ax-~\-b, segin queriamos demostrar.

Segundo caso. Que sean varios factores enteros A, B, C, D...
Si acc-\-b divide al producto de estos factores, dividira por lo ménos
a uno de ellos. La demostracidon la misma que ya se ha dado (95 se-
gundo caso).

Consecuencia. 1 Siuna cantidad entera de primer grado es un
divisor relativo de la potencia de una funcién entera, también lo sera
de su raiz (90 cons. 2.%).

2. " EIl producto de varias funciones enteras de x no puede tener
mas divisores relativos de primer grado que los que tengan sus facto-
res (90 coNS. 1 0 estos multiplicados por cantidades independientes
de X (119).

3. * Una funcién entera no puede admitir mas que una sola descom-
posicién de factores primos deprimer grado en x [Aritmética \35).
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Haxiuao eomun divisor relativo.

N~ i . ElIm. c. d. relativo de dos funciones enteras de x, esel po-
linobmio de mayor grado con relacién & esta letra que divide & las dos.
De esta definicién se deduce que, si dividimos dichas dos funcio-
nes por su m. c. d., los cocientes seran primos entre si; 6 si tienen
algun factor comun, sera independiente de la letra x. En efecto, si
pudieran tener un factor comin dependiente de cc, este factor, mul-
tiplicado por el m. c. d., seria un divisor comun y de mayor grado;
por consiguiente, éste y no aquél, seria el m. c. d.; luego dichos co-
cientes son primos entre si. De donde vemos que el m. c. d. relativo,
lo mismo que el ordinario, se compone de todos los factores primos
en X comunes & las dos funciones dadas, elevados a sus menores po-
tencias.

La investigacion del m. c. d. relativo estd fundada en los mismos
principios en que se funda el método ordinario, y se demuestran de
la misma manera. La Unica diferencia que existe es que no hay ne-
cesidad de multiplicar los dividendos por cantidades convenientes
para que los términos del cociente sean enteros, ni suprimir los fac-
tores comunes que haya en las restas antes de pasar a ser divisores;
pues como sb6lo han de ser enteros con relacién a o;, basta llevar las
divisiones parciales hasta hallar un resto de un grado menor que el
divisor, sin atender a que los términos hallados sean 6 no ente-
ros. Asi:

* 122. Para hallar el m. c. d. relativo de dos polinémios enteros
con relacion a x, se divide el de mayor grado por el de menor; si la
division es exacta, el de menor grado sei-ael m. c. d.; si da un resto,
se divide el divisor por el resto: si la nueva division es exacta, el ulti-
mo divisor seraelm. c.d.; si no es exacta, se continuara dividiendo el
primer resto por el segundo, éste por el tercero, y asi sucesivamente
hasta llegar & un resto cero 0 independiente de x: en el primer caso, el
altimo divisor sera el m. ¢. d. pedido; en el segundo, los polinémios
seran primos entre si.

* 123. ElI m. c. d. relativo de varios polinémios enteros de x, se
halla como el m. c. d. ordinario; es decir, determinando primero
el de dos, luégo el de éste y un tercero, y asi sucesivamente; el ul-
timo m. c. d. relativo hallado, serd el de todos.
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Si aplicamos & los dos polinémios — d@®— ISich-4

y &4 j_O¢p3 j 52— /)4a3— 4~ ordinario hemos visto

(107 esem. 1) que es — 4, el procedimiento del m. c. d. re-
78 . 156 342

lativo, hallaremos que éste serd igual & uyo

zZX- c
121" 1271
m. c. d. relativo no es otra cosa que el m. c. d. ordinario mAiltipli-

78 78 , 156 312
cado por el factor comdn en afecto, =

78
_(x ~+20,_4).

= 124. En el Algebra superior, que es en donde méas uso se hace
de la teoria delm. c. d., es indiferente emplear uno U otro método;
se elige aquél que da los calculos mas sencillos; porque para el ob-
jeto que alli se aplica, no importa que venga 6 no el verdadero
m. c¢. d. multiplicado ¢ partido por una cantidad independien-
te de x.

LECCION XIV.

Fracciones afeebraicas, su simplificacion y modo de reducirlas & un comidn denominador.—
Céalculo de las cuatro operaciones con fracciones algebraicaa.

Fraccione» nlgebralcas, au olnipUacacloii y modo de reducirlas A nn
conmn dcnomtuador.

125. Al tratar de las fracciones de un modo general en nuestras
Lecciones de Aritmética, hemos tenido que considerarlas, para que
correspondan a toda clase de nameros, no como el nimero que ex-
presa una 0 varias partes de la unidad, sino como el cociente indi-
cado de dividir el numerador por el denominador. Bajo este punto
de vista, se demostraron, cual correspondia, las reglas que debian
emplearse en los calculos de estas expresiones, y como en Algebra
no podemos considerar las fracciones sino bajo el mismo aspecto, es
decir, como el cociente indicado del numerador por el denominador.
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todo cuanto en aquella teoria general hemos expuesto, es aplicable
a las fracciones algeJ)niicas.

Asi, en esta leccion, so6lo nos ocuparemos de la parte material del
calculo, pues respecto a la parte teérica nos referiremos a la Arit-
mética [Lecc. X1X.)

-126. Para simplificar una fraccion algebraica, se quitan del nu-
merador y denominador los factores comunes; para lo mal se dividiran
ambos términos por su maximo comun divisor [Aritmética "55).

Ejemplos. 1. Simplificar la fraccion--—- A

El factor que hay comin en los dos términos de esta fraccion
es luego dividiendo por él, se tendra
wn
'18a"6"c"  3«*
Il. Sea, en segundo lugar, la fraccion que hemos de simplificar
6a®ccH-24a,”

AN | " fi'NIsndo de ambos términos el factor comdn que tie-
nen 3x, se tendréa

6a™x-\-"kc" '

9ax— 3a—

I1l. Quitando el factor comun a+cc de los dos términos de la
fraccion siguiente, se tiene

_{a-\-x){a—ce) a—x
20M"H-2fiic 2a(a_j_ic} 2«
IV. Sea la fraccion & A-b"A-c7-\~"ah” ac-\~"bc
) , en cuyos dos
términos existe el factor comdn a + 6 + ¢, de modo que poniéndolo
de manifiesto y simplificando, se tiene
-j-  H-cM+--flo+ 2ac-]-26c  [a-\-b-\-c)"
cd~b”™—c™— "oc =
(a-h6~j-c)(a+6-j-c) a-j~b-{-"c
(ii-}-6-j-c)(a—b—rcj a— b—c’
V. Sea, por ultimo ejemplo, ~ N®
" i»™-h7£C4-10'
orno en sus dos términos no aparecen, aprimera vista, factores
comunes, les aplicaremos el procedimiento del m. c. d.; y hallare-
mos que es de modo que dividiendo por él, se tendra
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—X— 6 X—3
XN-h7x-i-i0  x-i-5

427. Para reducir dos 6 mas fracciones algébricas a un comdn
denominador, se multiplican los dos términos de cada una por el pro-
ducto de los denominadores de las demas. Si los denominadores tienen
factores comunes, se halla elm. c. m. de todos ellos”el cual sera el de-
nominador comun\ el numerador de cada fraccién se obtendra multi-
plicando el de cada una de las propuestas por el cociente de dividir el
m. ¢. m. por el denominador correspondiente {Arit. 458).

Ejemplos. |. Reducir & un comun denominador las frac-

, 3a ah %ab a— 6
26’ c¢" Zde™ "h—c
Multiplicando los dos términos de cada fraccién por el producto
de los denominadores de los demés, se trasforman las fracciones
anteriores en
9acrfe(26— ¢) 6ab"de{"b—c) 4ab6®c(26—c) 6bcde{ a— 6)
66c¢i/e(26— c)’ 66¢crfe{26—c)’ 6bcde{2b— c)”™ 6bcde{'cb— c)

Il.  Sean las fracciones que hemos de reducir a un comudn de-

nominador
3a 5~ 36 a—=6 2«<— 6 3ah— 26¢
26’ icd’ ' 2a(a-f-6) ' 46¢c(a— 6) " 2fl(a~— 6R)*

El m. c. m. de los denominadores es, como facilmente se ve,
ka"bcd{a™— 6”); los cocientes de dividir este m. c. m, por los deno-
minadores respectivos, son 2a’cc?(@™— 67), a%{a— b, bcd{a™— 67},
fabcd [a— 6), a”c?(a-f-6) y 2abcd\ luego las fracciones reducidas a un
comun denominador seran

Qahd{a~~b”) 3aH\a"— <Nabcdla— hf
htolhed{a— 6*) ' 4a*6ec?(@™— 67)' iaHcd{aP'— 6®)' 4a”6ci(a™- mbMy
aV(a+6)(2a— 6)_ 2fl6cii(3a6— 26¢)
kaHcd[a*—BY ~ ~haHcd[a»— bY *

Calculo de las cuatro oiicracloiies cou fracciones algebralcas.

428. Para sumar fracciones algebraicas, se reducen & un comuin
denominador si no le tienen™ se suman los numeradores, y ala suma
se lepone por denominador el denominador comun.

429. Para restar fracciones algebraicas, se reducen & un comin
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denominador” se restan los numeradores, y & la resta se le pone por

denominador el denominador comun.
\30. Para multiplicar fracciones algebraicas, se multiplican
los numeradores, y el producto se parte por el de los denomina-

dores.
4 S1. Para dividir fracciones algebraicas, se multiplica la prime-

ra por la segunda invertida.
Todas estas reglas se demuestran como sus equivalentes en Arit-

mética.
Ejemplos. Efectuando, segin las reglas dadas, los calculos si-

guientes, se tiene:
a b b
a— — b
afa™-"b%a-\-b)-"b[a-"b][a'h")*a\o?-~b* ) b\ar-\-h")

— ™

dt—¢4

2fl(@™-hii~aH-6®)

fl-l.cc a—X {a~\-xy—[a—xy

a—X a-i-x {a—cc)(«i-a)
—icn hax
a'—xn a'— X
a—X (u+cc)(a— x) —x
M. X Ex ) X ana

3ab—2cd 2aa-h3cd  {3ab— 2cd){"2bc-\-ady
Nab—cd * ilbc-{-ad ["ab— cd]{2ab-\-3cd)

432. Siendo el objeto de esta primera parte del Algebra el cal-
culo de las cantidades algebraicas, debemos pasar, después de expli-
cadas las cuatro operaciones fundamentales, la teoria del maximo
comun divisor, minimo comun maultiplo y calculo de fracciones a
la elevaciéon a potencias y extraccidon de raices; mas como para des-

V.
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arrollar esta teoria de un modo general, necesitamos de las combina-
ciones que con un nimero de objetos se pueden hacer, nos ocupare-
mos de la teoria de las combinaciones y permutaciones con toda
extensidn, a cuyo objeto dedicaremos las dos lecciones siguientes.

LECCION XV.

Coordinaciones.—Perumtaciones.—Combinaciones.

Coordinaciones.

433. Se llaman coordinaciones 6 arreglos de m objetos tb—~
mados de n en n, los diferentes grupos que con estos m objetos se pue-
den formar tomandolos de n en n, de modo que cada uno ?w entre
mas que una vez en cada grupo, y uno de éstos se diferencie de los
demas en los objetos que le forman 0 en el orden en que estan colo-
cados.

Asi, con las cuatro letras a, b, ¢, d se podran formar las doce
coordinaciones de dos letras, arreglandolas de todas las maneras po-
sibles del modo siguiente:

ah, ac, ad, ha, be, hd, ca, cb, cd, da, db, de;
cuyas coordinaciones se diferencian, como se ve, unas en las letras
con que se forman, y otras en el orden en que éstas estan colocadas.

* \34. Aunque el nombre de coordinaciones es mas propio que
el de arreglos para designar estos diferentes grupos, nosotros, sin
embargo, admitiremos el segundo, con el objeto de poder expresar
con su letra inicial A el nimero de estos arreglos en un caso dado,
para que no se confunda con el niumero de combinaciones que lo
expresaremos con la letra inicial C.

Esto supuesto, vamos a determinar el nimero de arreglos que con
m objetos se pueden formar lomados de n en n.

435. EI numero de arreglos 6 coordinaciones que se pueden for-
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mar con ni objetos tomados de n en n, es igual al producto de los n
nUumeros naturales decrecientes & partir del nimero m.

Sean los m objetos las m primeras letras del alfabeto, y represen-
temos por Am el nimero de arreglos de n letras que con m se pue-
den formar.

El nimero de arreglos de una letra que con m se pueden formar,
es evidentemente igual a m; porque seréan las letras a, 6, c, d,...... |
puestas unas & continuacién de otras; luego A= m.

Si a la derecha de cada una de estas letras ponemos las m— 1 res-
tantes, tendremos todos los arreglos de dos letras que con m se pue-
den formar. Asi,

la. Ib, le....... 1k
son los arreglos de dos letras que con m se pueden formar; porque
cada uno se diferencia de los que estan en una misma fila en la Ul-
tima letra, y de los que estan en distinta fila en las letras 6 en el
orden en que estan colocadas.

Cada una de estas filas tiene evidentemente m— 1 arreglos, y el
numero de filas es m; luego A= m{ni— 1).

Del mismo modo, colocando a la derecha de cada arreglo de dos
letras cada una de las m— 2 restantes, hallaremos los arreglos de
tres letras que se pueden formar con m; porque todos los que em-
piecen por un mismo arreglo se diferenciaran en la ultima letra, y
los que tienen la dltima letra comun, se diferencian entre si en el
arreglo de dos que le preceden; asi formaremos un nimero de filas
igual al nUmero de arreglos de dos letras, y cada fila contendra m— 2
grupos; por consiguiente, se tendra A; = ?n(m— 1)(m — 2).

Continuando del mismo modo, obtendremos por analogia la for-
mula que resuelve el problema

A'=m(m—1) (m— 2)...... (Mm— n+'M)-

* 136. Para poder decir que esta féormula es general, es necesa-
rio probar-que, si es verdadera para el caso en que el nimero de
objetos 6 letras que entra en cada grupo es u— 1, lo es también
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cuando entren n; porque siendo verdadera para grupos de una, dos
y tres letras, como hemos visto, lo sera para cuatro; siéndolo para
cuatro, lo serd también paracinco, yen general para n.

Supongamos que los arreglos de m letras tomadas de n— 1 en
n 1, se hayan formado, como ya hemos dicho, colocando a la de-
recha de cada arreglo den — 2, las m—nH-2 letras restantes, y
qgue el numero que de estos arreglos resulta sea

Si 4 la derecha de cada uno de estos arreglos cojocamos cada una
de las m— letras restantes, obtendremos tantas filas cuantas
exprese el nimero de arreglos de n— 4 letras, que hemos supues-
to ser ; es decir, un nimero de filas representado por A”“S
y cada una de estas filas contendra tantos arreglos de n letras como
letras dejan de entrar en cada uno de los que tienen n— 4, que son

Juego el numero total de arreglos que asi
resultan sera igual 4 A ‘xX(w —n +1).

Ahora bien, estos arreglos son todos los que con m letras se
pueden formar tomandolas de nen n. En efecto, ios arreglos de n le-
tras los formamos poniendo & la derecha de los que tienen n—1,
cada una de las letras restantes; y por consiguiente, no habra arre-
glo de n letras que no esté formado de este modo: ademas, estos ar-
reglos son todos distintos; porque los que principian por un mismo
arreglo den-4 letras, se diferencian por la Gltima que es distinta;
y los que estdn terminados por una misma letra, se diferencian en
el arreglo de n— 4 que le precede; por consiguiente, todos son dife-
rentes en las letras 6 en el drden en que estan colocadas; luego son
los arreglos pedidos: de modo que se tendra

n AZ=A"NNX{m —n-i-4).

* 437. De esta formula se puede deducir facilmente la que an-
teriormente hemos hallado.

En efecto, si damos & n los valores sucesivos 4,2, 3, 4,....n, se
obtendr4, partiendo de la igualdad evidente A~ —m

Al.= AiX(m—1)

A~N=AAN X (m-2)

An—Am x(m —n-j-1).
Multiplicando ahora estas igualdades, y dividiendo por los facto-
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res comunes A®, AN, A™...... A<?‘ﬁl, gue se hallan en los dos miem-
bros de la igualdad que resulta, se tiene la misma formula

Aw=wi{m—1) [m— 2)...... [m— mn-f-1).

Ejemplos. |. Bailar cuantos nimeros hay de tres cifras signi-
ficativas diferentes.

El namero de estos nimeros sera igual al de arreglos que se pue-
den formar con las nueve cifras significativas tomadas de tres en
tres, que sera como ya se sabe, A9=9x8x7=504.

Il. ;Cuéantos arreglos se pueden formar con doce letras tomadas
de cinco en cinco? Ai2= 12x'lI'l X 10x 9 x8 — 93040.

I1l.  ;Cuantos nimeros se pueden formar con cuatro cif/'as dife-
rentes?

Tantos como arreglos se pueden formar con las diez cifras toma-
das de cuatro en cuatro; es decir, ATo=10x9x8xT = 5040.

Permutaciones!.

138. Se llaman permutaciones los diferentes grupos que se pue-
den formar con m objetos, colocandolos de todas las maneras posibles,
de modo que en cada uno entren los m objetos, y sélo se diferencien
en el 6i'den en que estan colocados.

Asi, con una letra a, s6lo se puede formar una permutacién a;
con dos letras a y se forman las dos permutaciones ab y ha;
con las tres letras a, vy c, las seis permutaciones abe, acb, cab,
bac, bea, cha.

139. EI numero de permutaciones que se pueden formar con m
objetos es igual al producto de los nimeros enteros consecutivos desde
uno hasta m.

En efecto, el nimero de permutaciones que se pueden formar con
m objetos es igual al nUmero de arreglos que se pueden formar
con estos objetos tomados de m en m; por consiguiente, si en la
formula que da el nimero de arreglos hacemos n= m, y represen-
tamos por P,i el nUmero de permutaciones de m objetos, se tendra

Pm=Aw = m(m—])(mM— 2)... (m— m-\-\);
0 escribiendo en un o6rden inverso los factores de este producto,
sera
P«ii= 1x2x3...m.
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* 140. Esta férmula se pu?de obtener también directamente.

En efecto, ya hemos visto que con una letra no se puede formar
masque una permutacion; de donde, P,= 1.

Con las dos letras ay b, se forman las dos permutaciones ab y ab;
por consiguiente, Po=P ,x2 = 1x2.

Con las tres letras a, b j c, se forman las seis permutaciones abe,
acb, cab, bac, bea, cba; que seobtienen colocando ala derecha de cada
permutacion de dos letras, la letra restante, y haciendo pasar esta
letra por todos los lugares; asi, la permutacion ab de dos letras,
ha dado las tres primeras permutaciones; y la permutacion ba, las
tres ultimas; y éstas son todas distintas entre si, porque se dife-
rencian en la colocaciéon de la ultima letra c, que pasa por todos
los lugares 6 en la permutacion de las dos letras primeras que es
diferente; luego p3==PaX3= 1x 2x 3.

Del mismo modo veremos que si en cada una de las permutacio-
nes de tres letras a, b, ¢, se pone la cuarta letra d, y se hace pasar
por todos los lugares, hallaremos que cada permutacién de tres le-
tras, da cuatro permutaciones de cuatro; y por consiguiente el nu-
mero total serd P4= PsX4= 1x 2x 3x 4.

Todas estas permutaciones seran diferentes; porque se diferencia-
ran en la colocacion de la dltima letra, 6 en el 6rden en que estan
colocadas las demas, por pertenecer & permutaciones distintas de
tres letras.

Continuando del mismo modo, llegaremos a deducir que

Pm—1X 2 x 3x4... m

* 141. Lo mismo que anteriormente probaremos que esta formu-
la es general: para ello haremos ver que siendo cierta para m— 1
letras, lo es también para m; porque una vez demostrado esto, como
ya hemos visto que con una letra no se forma mas que una permu-
tacion, con dos, dos permutaciones, y con tres seis, sabremos las
qgue se pueden formar con cuatro, después con cinco, y en general
con m.

Supongamos, pues, que con m— \ letras se forman Vm-i del mis-
mo modo que hemos indicado, y vamos & determinar el namero de
las que se pueden formar con 0 sea P«.

Si & la derecha de cada una de las P,i_i permutaciones colocamos
la letra restante, y le hacemos ocupar todos los lugares posibles cor-
riéndola de derecha & izquierda, cada permutacién de m— 1 letras
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dara evidentemente m permutaciones de m; porque m— 1 son los
lugares distintos que puede ocupar la ultima letra que se considera;
por consiguiente, el nimero de grupos formado asi sera

Lo que falta probar es que todos estos grupos son las permuta-
ciones de m letras: para ello observaremos que no hay permutacion
de m letras que por este medio no quede formada; porque partien-
do de que se dan formadas las de m— 4 letras, si colocamos la ulti-
ma letra restante en cada una de estas permutaciones, y en todos los
lugares, se tendran evidentemente todas las letras combinadas de to-
das las maneras posibles. Ademas, todos estos grupos son diferen-
tes; porque se diferencian en la colocacion de la dltima letra que
hemos considerado, 6 en el orden en que lo estdn las m— 4 pri-
meras, por ser permutaciones distintas de m— 4 letras; luego se
tendra, de un modo general,

Pm— Pm—

Si damos en esta formula & m los valores sucesivos 2, 3,.. ni, ten-

dremos, principiando por la igualdad evidente P, = 4,

P.= 4
P2= PiX 2
P3= P,x 3

Pm— Pm—X[ni.

Multiplicando estas igualdades entre si, y quitando los factores

comunes, se tiene
Pm= 4x2x3... m

Ejemplos. |I. ¢Cuantos nimeros de diez cifras diferentes se pue-
den formar?

El nimero de permutaciones que se pueden formar con las diez
cifras; es decir,

Pjo—4x 2 x 3 Xx4x5x6x7x8x9x40 = 3628800.

Il. ;De cuantas maneras se pueden colocar en una mesa siete
personas?

De tontas cuantas permutaciones se pueden hacer con siete obje-
tos; es decir,

P,= 1X2x 3x4x5x6x7 = 5040.
1. ¢Cuéntas palabras se pueden formar con cinco letras?
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Tantas como permutaciones se pueden hacer con estas cinco le-
tras; 6 lo que es lo mismo,

P5= 1 x2x3x4x5 = 120.

Combinaciones.

142. Se llaman cosibinaciones de m objetos tomados den en u,
los diferentes grupos que se pueden formar con estos m objetos, de
modo que en cada grupo no entren mas que n, y uno cualquiera se di-
ferencie. de los demas por lo menos en un objeto, y no en el orden en
que estan colocados.

Asi, con tres letras a, b, ¢, no se pueden formar mas que las tres
combinaciones de dos letras, ab, ac, be, mientras que arreglos he-
mos formado seis, porque cada una de estas combinaciones da
dos arreglos.

143. EI numero de combinaciones de n objetos que se pueden
formar con m es igual al cociente de dividir el nimero de arreglos
de m letras tomadas de n en n, por el nimero de permutaciones de n
letras.

En efecto, representemos por
m letras tomadas de n en n, y supongamos que se tienen todas las
combinaciones de n letras que se pueden formar con m.

Si formamos todas las permutaciones que se pueden hacer con
cada combinacion de n letras, es evidente que tendremos todos los
arreglos que con m letras se pueden formar tomadas de n en n; por-
que cada combinacién se diferencia de las demas por lo ménos en
una letra, y las permutaciones de cada combinacién se diferencian
entre si en el orden en que estan colocadas; pero con cada combi-
nacion se pueden formar P, permutaciones, luego con C” combi-
naciones se formaran C~xPw,ycomo de este modo hallamos el
ndmero de arreglos, se tiene,

CxPn=A";

el nimero de combinaciones de

de donde se deduce

CH_A" m(m—1] (m— 2)... (n—n+1)
1x2x3x4...n

* 144.  gjen la formula anterior reemplazamos A™y P,, por sus
valores A,,,— Aic *x(wi— u-f-1) y P,=p,~_j X u, se tiene
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n+1) A m-
X

cr
Pn_iXn P, -i n
Y segun lo demostrado anteriormente, tendremos
" Mi ~
Cm_P-lm "B *

Férmula que sirve para determinar el niamero de combinaciones
de n letras en funcién del numero de combinaciones de n— 1; por
cuyo medio, sabiendo que el nimero de combinaciones de una letra
que con m se pueden formar es m, se sabra que el nimero de com-

m— 1 L, i
binaciones de dos letras sera C,, = m X —5— el de tres sera
a ., m—2 (m— \V[m 2 . .
cL=¢c;,X~" = m" ——- ~ y asi sucesivamente.
Ejemplos. I. ¢Cuantos extractos™ ambos, temos, cuaternos y
quinternos se mpueden formar con los 90 nameros de la loteria?
a' Q@
Extractos. Nz
P
90x89
Ambos. Fon™— 10 :4005.
VP 1X 2
p3 < 90 X 89x 88 _
Temos. ' = 117480.
D p 1x2x3
90x89x88X 87
Cuaternos. C* = = 2555190.

P~ 1X 2X 3X 4

Quinternos. C = = [3919268.

N N f
Pj 1X 2X 3 X 4X
Il. ¢Con siete factores distintos, cuantos productos de & tres se pue-

den formar?
Tantos como combinaciones se pueden hacer con siete cosas to-

madas de tres en tres: es decir,
, a; 7x 6x 5
AN p o 1 x2x3"

35.



94 COORDINACIONES

LECCION XVI.

Principiosrelatiros & las combinaciones—Probabiidadea.

Principio.«relativos ¢las combinaciones.

*U5. EI numero de combinaciones de m objetos tomados de n o*
n estuai al numero de combinadones de estos mismos objetos toma-
dos de m — ii enra— n.

Como el numero de combinaciones de m letras tomadas de n en
n os lo mismo que el nimero de productos distintos de n fac-
tores que con m se pueden formar, se sigue que, dividiendo el pro-
ducto de las m letras por cada una de las combinaciones, que son
productos distintos de n de estos factores, obtendremos tantos co-
cientes diversos de m — n factores, que seran combinaciones de m -n
letras, cuantos productos distintos 6 combinaciones de n letras ten-
gamos; luego el numero de combinaciones que con m letras se nue
den formar de n en n, esigual al numero de combinaciones que con
estas mismas m ietras se pueden formar de m—n en m—n

das™'L'renTes

y tomandolas dem — en m— n serd, poniendo m— n en vez de n
C"« N m(Mm—N)(m— 2]...(n-"1)
1.2.3... (Im—n)

Reduciendo ambas expresiones & un comudn denominador para lo
cual multiplicaremos los dos términos de la primera por elproduc-
01.2.3.. (m—n); y los de la segunda por 4.2.3...n, se tendra

1)(m—2]... (m—n-{-4] (jn—n)... 3.2.4
r.2.3...nx4.2.3...(m—

n Nei-«_m(m—4}(m—2) ... (ii+ 1) X n...3.2.1

. ' i~.2.3...nxi .2.3...(m -~
donde vemos que cada uno de los numeradores es el producto de la
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serie natural de los numeros desde 1 hastam, y el denominador co-
mun el producto de la serie de los niumeros naturales desde 4 has-
ta n por el de la serie de los nUmeros desde 4 hasta m— n, y por
consiguiente ambas fracciones son iguales: luego segin
queriamos demostrar.

* 446. De la primera formula de estas dos, se deduce, repre-
sentando por p la diferencia m— n, esta otra

*~4.2.3...nx4.21.3...7}
la cual se usa en muchas ocasiones con preferencia a la hallada en

el nimero anterior.

* 447. Puesto que el numero de combinaciones que se pueden
formar con m objetos tomados de n en n,; es el mismo que el que
se obtiene tomandolos de m— n en m— n, cuando n exceda & la

mitad de m, en vez de aplicar la férmula que da el niumero apli-

caremos la que da la cual en este caso es més sencilla. Sea,
por ejemplo, hallar el nGmero de combinaciones de 40 objetos to-
mados de 7 en 7.
En vez de aplicar la formula que da las combinaciones tomadas
de 7 en 7,
40x9x8x7x6x5x4
4.2.3.4.5.6.7 “

emplearemos esta otra que da las que se pueden formar tomandolas
de 3 en 3,

4.2.3
gue, como se ve, es mas sencilla.

* 448. £1 numero de combinaciones de m objetos tomados de
n en n es igual al nimero de combinaciones de m — 4 tomados de
n enn, mas el nimero de combinaciones de estos mismos m— 1 obje-
tos tomados den— 4 en n— 1.

Las combinaciones de m letras a, 6, c, d,..I, tomadas de n en n,
se pueden dividir en dos clases; combinaciones de n letras que no
contengan una de ellas I, y otras que la contengan.

La primera clase se compondra, evidentemente, de todas las com-
binaciones de m — 4 letras tomadas de n en n, y la segunda, de todas
las combinaciones de?n— 4 letras tomadas den— 4 en n — 4 ,4las
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cuales se le agrega la letra restante pero el nimero de las combi-
naciones de la primera especie esC2_j, y el de la segunda es C ;
y como estas dos clases constituyen las combinaciones que se pueden

formar con m objetos tomados de n en n, 6 sea C’ , sé tendra, se-

gun queriamos demostrar , =

*{49. EIl ndmero de combinaciones que da la formula[1J es siem-
pre un ndmero entero.

Por la naturaleza del numero que esta formula representa, se de-
duce inmediatamente que debe ser entero; sin embargo, se puede
demostrar este principio directamente, y sin atender & la naturaleza
del nimero que viene & representar, poniendo esta formula primero
bajo la forma

pft 1.2.3...m
“ 1-2.3...nx1 .2.3...jo’
como ya hemos visto anteriormente, y probando que todos los fac-
tores primos del divisor se hallan en el dividendo, y que ninguno
de estos factores viene en éste elevado a menor potencia que lo esta
en aquél, todo lo cual se demuestra muy facilmente.

En efecto, en el divisor no entran mas factores primos que los
contenidos en la serie natural de los nameros desde 1 hasta n, 6 has-
tap, segln que n sea mayor 6 menor que p, y COMO N Yy jo son res-
pectivamente menores que m, y en el dividendo entran los factores
primos que hay comprendidos entre 1 y w, se sigue que todos los
del divisor se hallan en el dividendo. Ahora falta probar que ninguno
de los factores primos del divisor viene elevado & mayor potencia.

Sea a uno de los factores primos comprendidos en la serie de los
numeros desde \ hasta n, y veamos cual sera la mayor potencia & que
estara elevado en el denominador. Para ello dividamos n por ay lla-
mando n' al cociente entero, se tendra que el mayor multiplo del fac-
tor a que se encontrara en la serie de los nimeros desde \ hasta n,
serd n'a; por consiguiente, en dicha serie se hallaran los malti-
plos a, 2a, 3a... n'a; y sacando en ellos los n' factores a que hay, se
tiene {1.2.3... a” ; lo que prueba que el factor a se halla repeti-
do n' veces, mas las que esté contenido en \.2.3... n"\ pero haciendo
con este producto lo mismo que con el anterior, tendremos, llaman-
don" al cociente entero de dividir n' por a, que en laserie \.2.3...n"'
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se halla el factor a repetido veces, mas las que estén en la nueva
serie y continuando asi llegaremos & una ultima serie
que no le contendra ninguna vez, que sera cuando el ultimo cociente
sea menor que a, lo cual llegard a suceder por ser dichos cocientes
cada vez menores y siempre enteros. De modo que llamando
los cocientes sucesivos, se vendra & deducir que el factor u se halla
repetidoenla serie1.2.3... n, lasumadeloscocientes n'-i-n"-{-n'"'-i-....
0 lo que es lo mismo, la mayor potencia de a que se hallara en esta
serie, sera
Analogamente probaremos que en la serie 4.2.3...", se halla el
mismo factor con un exponente igual a yen la
serie 1.2.3...W, con el exponente por consi-
guiente en el denominador se hallara el factor a con un exponente
y en el numerador con el expo-

nente Ahora nos falta probar que
e PN\ L
Para ello, de la igualdad m— n="p, se saca w= n-}-p, y de ésta
m n . p
se deduce — = — _i- -.
a a a

Llamando r, r’ y r” los restos de las divisiones de w, ny ”~ por a,
de los cuales alguno podra ser cero, se tendra

m' P
a P a

de donde deduciremos, segun sea r'-+-r"<Ca 6 r'-]-r";

n'H-p".

Del mismo modo, se tiene

y sumando ordenadamente estas relaciones se viene & obtener
m'H-

y por consiguiente, el factor a no se halla elevado & mayor potencia
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en el divisor que en el dividendo, y como lo que hemos dicho del
factor a se puede decir de otro factor primo cualquiera, el princi-
pio queda demostrado.

Probabilidades.

* 150. Se llama probabilidad de un acontecimiento, la relacién
del nimero de casos favorables al nimero total de casos posibles, cuanr
do todos estos casos son igualmente posibles.

Si en una urna, por ejemplo, hay 11 bolas negras y 7 blancas y se

saca una a la suerte, la probabilidad de sacar negra sera— y la de

sacar blanca — ; porque el niumero de casos igualmente posibles es
18

igual al de bolas, es decir 18; el de casos posibles para las ne-

1
gras 11, y para las blancas 7; por consiguiente las relaciones — y

7 - .
— seran las probabilidades de sacar una negra 0 unablanca; y
18

N
como _8 es mayor que7—8, se dice que hay mas probabilidad de sa-
1 1

car en este caso una negra que una blanca.

Ejemplos. Tomando 30 numeros de la loteria, ;qué probabilidad
hay de ganar un extracto, un ambo, un terno, un cuaterno 6 un quin-
terno?

Como en cada extraccién se sacan cinco nimeros, el nimero de
casos posibles es el niumero Gg, de combinaciones que con 90 obje-
tos se pueden hacer de 5en5, ¢ lo que es lo mismo (144 ej. I.)

= 43949268.

El nimero de casos favorables para sacar un extracto, es decir,
para que uno délos cinco nimeros sacados en cada extraccion, sea
uno de los 30 que tenemos, es igual al nimero de combinaciones
que se pueden hacer con los 60 nimeros restantes tomados de 4 en 4,
repetido tantas veces como numeros tenemos, es decir, 30; porque
si & cada combinacién de 4 nameros que con los 60 restantes se pue-
den hacer, ponemos uno de los 30 que tenemos, tendremos todas
las combinaciones en que de los cinco numeros que salgan, uno sera
de los 30 que tenemos; pero
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60x59x58x57
Q = 487635;
' 2.3.4

luego el numero de casos posibles favorables para obtener un ex-
tracto serd Gg,x307487635x30— 14629050;yporconsiguien-
te, la probabilidad de sacar un extracto tomando 30 nuUmeros a la
loteria, sera

C:X30 44629050 4

-52 — =

= — préximamente.
CL 43949268 3

Para los ambos, el nimero total de casos posibles es como an-
tes 43949268; y el de favorables posibles que contengan dos de
nuestros 30 numeros, sera X = 34220 x 435—14885700;
luego la probabilidad de sacar un ambo, llevando 30 numeros a la
loteria, es

CIxC |l 44885700 4 .
prOX|mamente.

0 43949268 3

Del mismo modo, la probabilidad para acertar tres nimeros 6 sea
un temo, es

C xc 4770x 4060 7486200 4
proximamente;
;&) “ 43949268

y para una quinterna, sera

cl, 442506 4

préximamente.
43949268 308

1. Si una persona toma tres nimeros de la loteria, ;qué probabi-
lidades tiene para sacar un extracto, unambo y untemo?
Clix 3 6677685 4

Para un extracto. = “ préximamente.
E/X\) 43949268

347985 4 .
Para un ambo, memmmmm S mmmeemeeeeees = proximamente,
r* 43949268 438"
Qr 3744 1

Para un temo, = = ---T-Ilo .
Cc' 43949268 44748
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LECCION XVII.

Potencias en general de los mom'mios.—Potencias de nn binomio, 6sea formula del bino-
mio de Newton.

Potencias eu general de los moudiulos.

151. La emésima potencia de un producto es igual al producto de

las emésimas potencias de los factores.
Cuando el exponento m es entero y positivo, ya lo hemos demos-
trado en Aritmética (267); demostrémoslo ahora para los demas

casos.
. . p .
Sea el exponente un numero fraccionario m = , Y vamos a pro-

bar que también se verifica que (ABC)™=
En efecto, segun la definicién general de potencia (37),

(ABC)= = INA-BACP;
y como la raiz de un producto es igual al producto de las raices de

los factores [Arit. 276), se tiene (ABC]9= I a7."B~.~"Cp; y por
L 2-2-i-
lodichoya (37), serd (ABC)i —As.Bi .C9, segun queriamos de-

mostrar.

Si m fuese un numero inconmensurable, la potencia emésima del
producto ABC seria el limite de las potencias que se obtendrian
reemplazando por m ndmeros conmensurables que se les fueran
aproximando cada vez mas; y como en todas estas sustituciones se
verifica el principio, segun los dos casos anteriores, en el limite tam-
bién se verificara.

Por altimo, si m fuese una cantidad cualquiera negativa, é igual,
a— n, se tendria (37),

(ABC)-"= AAA~A=.AAN_A B C

io cual prueba que también es cierto el principio en este caso.
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152. Para elevar un monomio d una potencia cualquiera, se.elevan
a esta potencia el coeficiente y cada una de las letras o [actores que le
constituyen, y su producto sera la potencia pedida.

Asi,

En efecto, la potencia emésima de un producto es igual al pro-
ducto délas emésimas potencias de los factores (151).

153. Podemos considerar como caso particular aquel en que el
exponente de la potencia & que se ha de elevar el monomio sea en-
tero y positivo, en cuyo caso la potencia se reduce al producto de
tantos factores iguales al mondomio dado, como unidades tiene el
exponente; y entonces, segun las reglas de la multiplicacion, el re-
sultado sera positivo siempre que el exponente sea par, cualquiera que
sea el signo del mondmio; serd también positivo en el caso de ser el ex-
porwnte impar, pero positivo también el monomio; y Unicamente sera
negativo cuando siendo el monomio negativo, sea impar el exponente de
la potencia. EIl valor numérico se obtendra elevando a la misma po-
tencia el coeficiente, y multiplicando los exponentes de las letras por el
de la potencia.

Asi, [Sa%cM)™==S\aW*, {fa”*b~cY=3""am”™c\
 3aHcr]M="8[aW\ —

Pot«nclns «leun Mndmlo, 6 sea formula tel bluénilo «le Xiewton.

154. La férmula del binomio de Newton tiene por objeto elevar
un bindmio & una potencia cualquiera, sin formar todas las inferio-
res. Esta formula, debida al inmortal Newton, por lo cual lleva su
nombre, fué admitida sin demos.tracion; pues este gran geémetra
solo di6 la regla para elevar directamente un binomio & cualquier
potencia, y no se cuidé de demostrarla. Después se han dado varias
demostraciones, de las cuales expondremos, en esta primera parte,
la méas sencilla, que se funda en la teoria de las combinaciones y per-
mutaciones.

Para ello principiaremos por demostrar la ley que sigue el produc-
to de varios factores de primer grado en x de la forma x-{~a, x-\~b,
ir-d-c,... cc-t-” los cuales tienen todos por primera parte comdn X j
los segundos términos son todos desiguales, cuya ley se enuncia se-
gun la regla siguiente:
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155. E Iprodmito de varios binomios de la forma x+a, x-f-b...
que tienen la primera parte x comdn, es igual & un polinomio ordena-
do con relacion & x, cuyo primer término es una potencia de esta letra
que tienepor exponente un numero igual al de factores que se multipli-
can, y este exponente va disminuyendo de unidad en unidad, hasta lle-
gar & ser cero; los coeficientes de estas diferentes potencias de x son: el
del primer término, la unidad; el del segundo, la suma de los segundos
términos de los binomios; el del tercero, la suma de los productos bina-
rios de los segundos té'minos; el del cuarto, la suma de los productos
ternarios; y en general el coeficiente de un término cualquiera, es igual
a la suma de losproductos de los segundos términos de los binomios to-
mados de tantos en tantos, cuantos términos hay antesdel que se consi-
dera; el ultimo término, es el producto de todos los segundos términos
de los hindémios.

Esta ley se ve comprobada en el caso de ser dos, tres, cuatro, etc.,
los factores.

En efecto, si multiplicamos el factor (x-\~a) por [x-i-b), ten-
dremos:

(iIT-t~a) (cc-i-6) = x"ab.

Multiplicando aiiora este producto por x -\-c, y luégo por x-j-d,.
se tiene:
[a>\-a)[x-\-b) — x-\-a\x-\-ab

+6)
x-\-C
(cc-f-ii) (cc-f-6) (G+OQ= x™-\-a x~-\-ab x-\-abc
-\-ac
-\-c -)-6¢
x-A-d
[oc-~a)[oc-\-b){cc->rc)[x-d)==x"-{-a x™-\-abc x-\-abcd

—+b —+ac -\-abd
+c h- 6c  -\-acd
—@ Xad -\-bcd
-\-hd
—+<d
En cuyos productos vemos confirmada la ley que hemos enuncia-

do. Para probar que esta ley es general, demostraremos que si se ve-
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rifica para un numero cualquiera m de factores, se verifica también
param -f-1; porque siendo verdadera para cuatro, como acabamos de
ver, lo sera para cinco, siéndolo para cinco, lo sera para seis, y asi
sucesivamente. Sea, pues, el producto de m factores de la forma
i27-]-a, igual a

e +Pr,-i.cchP™
en el cual un coeficiente cualquiera Pnexpresa la suma de los pro-
ductos distintos de u segundos términos de los binomios, y vamos &
demostrar que la ley se verifica también introduciendo un factor
mas L En efecto, formando el nuevo producto, se obtiene

cc~hl

& jai"-* + emet P 'y -
-1/ 1 -f-PI H-Pn— n 1 * 1

En donde vemos que los exponentes de v siguen la misma ley
enunciada; en cuanto a los coeficientes, el primero es la unidad, el
segundo es P~ +i; pero P, es la suma de los segundos términos de los
m binémios; luego P.H-I esla de los »+ 1 que ahora se multiplican;
el tercero es P.+P.i; pero P. es la suma de los productos binanos
de los m segundos términos de los binémios, y PJ es la de los pro-
ductos binarios correspondientes al ultimo segundo término y los m
primeros; luego P,-4-P,i, es la suma de todos los productos binarios
de los segundos términos. Y en general el n-h'l coeficiente P"-H
Pn-ii, nos expresa también la suma de los productos de todos los se-
gundos términos tomados de n en n; porque Pn es la suma de los pro-
ductos distintos de los m primeros segundos términos, y Pn-i™ ex-
presa la suma de los productos de los m primeros segundos términos
tomados den— 1 en n— 1, multiplicados por I, y por consiguiente
(LA8),Pn-1-Pw-ii esla suma de todos los productos distintos que se
pueden formar con losm+ 1 segundos términos tomados de nen n;
por ultimo el término final VJ expresa el producto de todos los se-
gundos términos de los binémios; luego la ley es general, y se tiene,
suponiendo un nimero m de binémios,

(i fH(m-LE)(x+ c)... + )=

166. Como el segundo miembro no es mas que el resultado de

las operaciones indicadas en el primero, debera verificarse esta igua
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dad sean cualesquiera los valores de las cantidades a, b, c,... |; de
modo que haciéndolas todas iguales a la cantidad a, el producto de
los m primeros factores se convertira en la emésirna potencia del
binomio x-{-a.

En cuanto al segundo miembro tendremos que, el primer término
a?" no habra cambiado, el coeficiente P, del segundo término siendo
la suma de los segundos términos délos binomios, se habra converti-
do en P,= a-i-a-f-a-—- \-a repetido m veces, 6sea P,= nia, el
tercer coeficiente P™expresa la suma de los productos binarios de los
segundos términos; por consiguiente haciéndose éstos iguales, se
convertird cada producto en el cuadrado de a, es decir, en a®, y se
hallara repetido tantas veces como combinaciones de dos letras se
pueden formar con m, y por consiguiente dicho tercer coeficiente sera

m— \

En general el coeficiente que ocupa el lugar n-\-1, que es P,, ex-
presa la suma de los productos distintos que se pueden formar con
los m segundos términos de los binomios tomados de n en n, de modo
gue uno de estos productos se convertira cuando los segundos tér-
minos sean iguales & a, en la enésima potencia de esta letra, es de-
cir, en a®, lacual se hallara repetida tantas veces como combinacio-
nes se pueden formar con m letras tomadas de n en n, es decir que

El dltimo término se convierte en a™; luego la formula [1] secén-
la formula llamada de

vertird, haciendo a=b —c=d.,=1, en
Newton
137. Representando por Tn+i el término a” que se lla-

ma término general, porque dando & n los valores 1, 2, 3... hasta
1, da todos los términos & partir del segundo, y reemplazando

i\n por su vaJor — se tiene
1.2.3.4..n
Thii= m{ra— 11 {m— 2)... m—n-\-\)
1.2.3...n

138. Si en este término general ponemos ?i-h1l en vez de n, ha-
llaremos el término siguiente T,4.2, y nos dara
— NMN(M—2)...(m—n-j-1; (m—n)

L«t+2=
1.2.3...7i(n-t-11 '
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cuyo término se puede poner bajo la forma.

m{m_ 4) (m —_— n-I-4) Wi- I
lw)2—m 1.2.3..n n+1
Comparando el término con el anterior TA+i, es decir, el tér-
mino que ocupa el lugar con el que ocupa el lugar u-j-1, se

vera que se obtiene aquel multiplicando el coeficiente de éste por el
exponente m—n de se, y partiendo el producto por el nimero de
términos ya formados, aumentando una unidad al exponente de a y
disminuyéndosela ai de x.

De aqui se deduce el enunciado de la formula del binomio, que es
el siguiente:

459. Para elevar un binomio (x-]-a) a una cierta potencia, se eleva
el primer término x & estapotencia, y asi se obtiene el primer término
del resultado, y para obtener cada uno de los restantes se multiplica
el coeficiente del término anterior por el exponente que tenga x, se
parte el producto por el numero de términos que hay ya formados,
después se aumenta una unidad al exponente c/e a 'y se le disminuye
al de x.

Asi, se tienee

« ICO. EI numero de términos de la emésima potencia de un bino-
mio es evidentemente igual a m-}-'l, y los coeficientes de los que estan
a igual distancia de los extremos, son iguales.

En efecto, el coeficiente de un término cualquiera es el nimero
de combinaciones que se pueden formar con m objetos, tomados de
tantos en tantos como términos hay antes de aquel que se conside-
ra; luego el coeficiente del término que tenga n antes de si, sera C".
Siendo w+1 el nimero total de términos, el que tenga n después
de si, estara ocupando el lugar m-\-\—n, y por consiguiente tendra
delante m—u, y su coeficiente sera y como se tiene (145)

estos dos términos tienen el mismo coeficiente, segun
gueriamos demostrar.

Este principio se puede demostrar también facilmente por la si-
metria del desarrollo.

* 161. Los coeficientes de los términos del desarrollo, van cre-
ciendo hasta la mitad, y decrecen de la mitad en adelante.

En efecto, la cantidad por la cual hay que multiplicar un coefi-
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. L nil
dente cualquiera para obtener el siguiente es (158), ------- — ,de
n
modo que segun sea esta cantidad mayor 6 menor que la unidad, los
términos iran creciendo ¢ disminuyendo.

) ) m
Ahora bien, si hacemos > 1,['1] se tendra, multipli-

cando por n estas dos cantidades que son desiguales, m— n-\-\

y agregando & ambas la misma cantidad n, sera m-}-1> 2n, 6
1, de donde dividiendo por 2, se halla que la relacion [1]

. - - m-hl
Se veniicara siempre que se tenga n < — -—"; pero m+ 1 es

el nimero de-términos del desarrollo, luego siempre que n, que es
el nimero de términos que van formados, sea menor que la mitad
del nimero de términos del desarrollo, dichos términos tendran coe-
ficientes cada vez mayores.

0- . . w-1-1
bi m es un numero impar— 2— sera entero, Yy en ese caso po-
W '-h , m—n-t-1
dremos hacer n= 2 -de donde------=-----=- I, que nos dice que
n

cuando m es impar hay dos términos en el centro que tienen coefi-
cientes iguales y mayores que en todos los demas.
Simes par, m+ | serd impar, en cuyo caso no podremos igua-

. . . ..m 1
lar el nimero entero n al nimero fraccionario -, lo que prueba
5

m .
gue cuando & n se le haya dado el valor ~ , setendra el co™iciente

m
del término mx-hl. el cual sera mayor que todos los demas.

Asi, en el desarrollo del nimero (159) en que m es el nUmero im-
par 9, hay dos términos medios que tienen el mayor coeficiente 126;
pero en el desarrollo de

en que el exponente es par, hay un solo térmi-
no medio que tiene el coeficiente 20 mayor que en todos los demas.

162. Si el segundo término del binomio es negativo, no hay mas
que poner en el desarrollo los signos -h y — alternados, pues seran
las potencias de a alternativamente pares é impares y tendremos
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, m—1 -
_a]"':x"'— wlacc™ '-h m -—---—- -

2
m_(_rp_:__l_lrn:__?_)a 3)( 34-...dzc>" =p...zh a"
* fes. Si en las formulas que dan las potencias de {x-\-a]™y
{x—a]": hacemos &= ti= 'l, se obtiene; de la primera,
m(m—1) m(m— \)[m— 2)
' 2.3

y de la segunda,
iiim—1)  n(m—1)(m—2)

2 2.3
de donde se deduce, que:

4 La suma de los coeficientes de la emésima potencia de un bino-
mio (x -i- a), es siempre igual d la emésima potencia de 2.

2.° La suma de los coeficientes del lugar par, es igual siempre a la
suma de los de lugar impar, pues su diferencia es cero.

S.°  EIl numero total de combinaciones que se puede hacer con m 06-
jetos tomados de todas las m-aneras posibles desde 1 en 1, hasta m enm,
es igual d la emésima potencia de 2 disminuida en una unidad, es decir
02"—i-

164. Cuando se quiere aplicar la formula del binomio al desar-
rollo de una potencia de un bindmio cualquiera, tal como 3a™6-H2ca,
no hay mas que reemplazar te por 3d™by a por 2crf, en el desarrollo
de esa misma potencia de {.en-a).

0= '1—m-h ....=hc:,g=...2c;

* 163. EIl binomio cc+ii puede ponerse bajo la forma

y haciendo —= 2» se tiene x-{-a=x{\-\-y], de donde
X

{X-jra]”=x"-{\-\-y]".
En esta expresién sélo hay que desarrollar la cmesi?na potencia
del binomio {l-{-y], en cuyo desarrollo sélo entran las potencias de y ;
sustituyendo después, en vez de x el valor que tenga en cada caso

particular, y en vez de y la expresion EDen la cual se haya hecho la

misma sustitucion, se tendrd la potencia de un binomio dado, como
en la practica se acostumbra.
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* 166. La féormula del binomio, tal corno la hemos demostrado,
lolo comprende el caso de ser el exponente m entero y positivo, ya
consideraremos, en el segundo tomo de esta obra, su generalidad para
los demas casos. n

LECCION XVIII.

Cuadrado de un polindmio.-Cubo de un polinomio,-Potencia de un grado cualquiera de
un polindmio, expresién del término general.

Cuadrado de un itolludiulo.

167. EI cuadrado de un polinomio cualquiera es igual al cua-
drado del primer término, mas el duplo del primero por el segundo,
mas el cuadrado del segundo; mas el duplo de la suma de los dos pri-
meros por el tercero, tnas el cuadrado del terceim; y asi sucesimmente
hasta obtener el duplo de la suma de todos los términos ménos el ulti-
mo multiplicada por el Gltimo, mas el cuadrado del altimo término.

Sea un polinomio cualquiera cuyo cuadrado queremos hallar, y
gue supondremos, para fijar las ideas, que tiene ocho términos
a-\-b-~crdrenrf-~g~h-, representémosle por P y haciendo
x—a-\-b-\-c-{-d-\-en~f-{-g, se tendra

Donde vemos que el cuadrado de un polinomio de un ndmero n
de términos, se podra hallar, sabiendo determinar el de un polino-
mio que tiene un término ménos; y como éste se determinara a su
vez, sabiendo hallar el que tiene dos ménos que el propuesto, y asi
sucesivamente, llegaremos a hacer depender el cuadrado de un po-
linomio, del de un bindmio, que ya se sabe determinar.

Asi, haciendo ahora y=a-\-h-"~-\-d-\-e-\-(, se tendra

Del mismo modo haciendo z=Or-\-h-\-c~d-\-e, se tiene

de la misma manera se hard u—a-\-b-\-c~\-d, de donde
z”~ = [vrua -ef;
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haciendo después se tendra
=[t'—d) + 4

y por ultimo, siendo i—2% 6, tendremos
t2= {t-i-c)-= 2te+ c*,

) i2=((H -6)2=a"--]-2a6+ "
Sumando ahora estas igualdades y quitando de ambos miembros

las cantidades comunes cc™, y», se tendra n
p2=a”+2a6+ 6*-+2f6+c"-+2r(/+d"H-2ue+e"--1 2z/N-rH -2y i+£1'

en la cual sustituyendo en vez de i, v, u... sus valores respectivos, se

tendra y X,
p3—o03_j_2ti6+5”-h2 ct:;;'H-2 (a+&-Hc)d-~d +

g (a+&H-c+c/+e+/"4-£])
que justifica la regla dada.

Cubo de un polinomio.

168. EIl cubo de un polindmio cualquiera es igual al cubo del
primer término, mas el triplo del cuadrado del primer ténnmo por el
segundo, mas el triplo del primer términopor el cuadrado del segundo,
mas el cubo del segundo; mas el triplo del cuadrado de la suma de los
dos primeros por el tercero, mas el triplo de la suma de los dos prime-
ros por el cuadrado del tercero, mas el cubo del tercero; y asi sucesiva-
mente hasta obtener el triplo del cuadrado de la suma de todos los té -
minos ifiénos el ultimo por este ultimo, mas el triplo de la suma de es-
tos términos por el cuadrado del ultimo, mas el cubo del ultimo.

Se demuestra de la misma manera que en el cuadrado.

Sea (i-j-6-HH-ci+e el polinomio cuyo cubo queremos hallar, re-
presentémosle porP, hagamos y se tendra

p3=(co-pe)"=te'-|-3"e-I-3,ce-he™*  [1]

Haciendo ahora i/=a+ 6+ c, se tendra:

{y-\-d]MyN-irry' Ma-'r3ydN-\-dn. [2]

Por ultimo, haciendo z=a-\-b, se tiene:

y AN ={c+6)3= [3]
Sumando las igualdades [-1], [2], [3], Yy quitando los sumandos
XN, 3y _Bcomunes de ambos miembros, se tiene:
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3ab”” 67h+ 3zh 4-3/~¢/~+ C3+ 3yH +  3ydA-{-
d™N-\~3x"e-\-3oce™-{-e”

y poniendo ahora en vez de jr, y, x, sus valores, se tendré:

P 03+3(,s64-306*+Js+3(a N 6*c+ 3(a+ 6)c’+c'+
3(a+6+c) d-~i{fa+b-+-c]Ju?'+ (Pj~i[a+b+o0o-~dfe”

3[a-{-b-\~c~\-d)

que justifica la regla.

«3+ 3an

Potencia .le «<n «. ado cualquiera de yoliuén.lo, expresion del

tcriiiino sonerai.

* [69. Siguiendo el mismo método que en el cuadradoy cubo
de un polinomio, podriamos deducir la formacion de la 4.*%, S.»...
potencias de un polinomio cualquiera; pero estas reglas van siendo
cada vez mas complicadas & medida que el exponente de la potencia
aumenta, por lo cual no las daremos, y sélo haremos ver que la
mnesima potencia de un polinomio se puede hacer depender siempre
de las potencias de otro polinomio que tiene un término ménos, las
de éste de las de otro que tenga dos términos ménos, y por consi-
guiente de un binomio.

En efecto, sea un polinomio aH-6-j-c+d-j-c...
p~ & la suma de todos los términos ménos el primero, se tendra

a—6-hc+ti+e-"... y siendo P el polinomio, tendremos
V'Narfa>)“=ar~*ma‘~"xN...-i-0 "™V + . -Hr'%

donde vemos que la emésima potencia del polinomio P depende

polindmio que tiene un término

Representando

ménos
Haciendo con ai lo mismo que con P, se tendrd, estableciendo la
Igualdad y=c-I-d-i~e-i-...

y haciendo z=d-he-i-.... se tendra

y asi sucesivamente, hasta llegar ala emesima potencia de un bino-
mio; en cuyo caso se tendra la eme'sma potencia de P, en funcion
de las potencias de polindmios que tienen uno, dos, tres etc  tér

minos ménos.
* 170. Para hallar la expresion del término general del desar-
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rollo de la emésima potencia de un polinomio, hallaremos las expre-
siones de los términos generales de los binémios.
V=a~\~X, x-b~\-y, y=0-\-z, z-=d-\-u, u=e-~f...

El del primero es, como ya se sabe,

[1]
El término general de x "=[b-\-yY, sera
%N ,=Cl¥-~yK [2]
El del binomio y~:={c-\-zy, es
(3]
El de s?=(ci-]-ul«, sera
(4]

Y suponiendo que wsea ya el ultimo binomio u=e-{-f, se tendra
para su término general,

T,+i=CV-Y *-

Este término nos da todas las potencias de u, dando a s valores
desde 1 hasta r; por consiguiente, poniendo en el término [4] en vez
de laexpresion del término general, hallaremos
que nos dara todas las potencias de z, dando respectivamente hry s
valores desde 4 hasta q y r; luego sustituyendo en el término gene-
ral [3] en vez de .z«, la expresion de su término general anterior,

se tendra, C|xCjxCf.ci— que nos dara todas las poten-
cias de y»,
m Del mismo modo, la expresién que se obtiene sustituyendo la an-
terioren[2], que esCnX Gpx C ,x nosdalas
potencias dea?”; luego el término general sera
T—c, X x C?x c; x
Si reemplazamos por C!,, C?, sus valores (446), se tendra por

expresion del término general, quitando los factores comunes al nu-
merador y denominador,

1.2...0m») X1.2..(I-pp X1 . 2 . . X1.2..(?-r) x1.2..(r-s)x 1.2...s

Y si observamos que m—n-I-n— —g-\-gq—r-f-?—s-t-s=m, po-
dremos reemplazar m—n, n—p, p—q, g—r, y r—5, por n', p', g\
id, s', teniendo presente que se ha de verificar la igualdad de condi-
cion n'-\-p'-\-q'-~r'-\-s'-i-s=m, y la expresion del término general
se convertird entonces en

T= 1.2.2.2 NN AR
12,5 X 1.2, X 1.2..9 x 1.2,y x1.2..8' x 1.2..+ & 0 CVAreY
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Observacion. Como las cantidades jd, 5'... no tienen que
satisfacer & mas condiciones que ser enteras, positivas, y que su suma
sea igual a ?«; puede suceder que algunas de estas cantidades sea cero,
y entonces esta formula no tendria interpretaciéon ni sentido, asi
como no la tendria la formula de las combinaciones

n 1.23.. m
1.2.3...11Xi.2.3...(m—nY
haciendo en ella n=0, 6 m=n; pero esta formula, lo mismo que la
que expresa el término general, tendra aplicacién, 6un en estos casos,
si convenimos en representar por 1 el producto de los términos
1.2.3... n, en el caso de ser n=0, 6 suponer que es 1 la serie de los
términos 1.2.3... {m—n), cuando se tenga m=n\ esto equivale & no
considerar aquellos productos que terminen en el factor cet'o.
Con este convenio, la formula es aplicable en todos los casos.

LECCION XIX,

Etiices en general de los m :;iémios.—Raiz cuadrada de !'os polin'm'oB.

RaieeHcu general «le losmonéiutos.

174. Laraizemesima de un producto es igual al producto de las
ralees emesimas de los factores.

Cuando el indice de la potencia es entero y positivo, ya lo hemos
de:nostrado {Arit. 296), demostrémoslo ahora para los demas casos,
es decir, para cuando el indice m de la raiz sea fraccionario 6 incon-
mensurable, positivo 6 negativo.

Sea e! indice un numero fraccionario m = |, y demostremos aue

se verifica también la igualdad
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En efecto, se tiene {44} que
P

I"ABC=1"(ABC)7 = iyki’\,

y como ™ es un numero entero, se tendra {Ari. 276),

R R R p Py__ SL i X
K K B/.k C'[=AN .CH;
9 N
n
pero (39); luego, VAIBCANAINA (11 | ING,

y sustituyendo este valor en la igualdad [1], se tiene

~NAFc=a."b .i"c;
segun qucriamos demostrar.

Si m es un numero inconmensurable, la raiz emésima del pro-
ducto sera el limite hécia el cual se aproximan las raices de ese
producto sustituyendo por el numero inconmensurable ndmeros
conmensurables que se les vayan aproximando cada vez mas, y co-
mo en todos estos casos la raiz del producto, es, segun lo demos-
trado anteriormente, igual al producto de las raices del mismo gra-
do de los factores, en el limite también seran jguales [Arl. 47 se-
gundo); luego siendo m inconmensurable, se verifica también el
principio.

Sea, por ultimo, m un ndmero negativo— n, cuyo valor puede
ser entero, quebrado 6 inconmensurable, y se tendra

~I"ABC==n.___,
KABC
K
pero
KABC KA.KB'.I"C
luego -n. N _ —h. -,
KABC= Vk. KB. KC(C,
segun queriamos probar.
172. Para extraer la raiz de un grado cualquiera de un mono-

mio, se extrae la raiz del mismo grado del coeficiente, y de las letras
0 factores que le constituyan, y el 'producto de estas raices sera la
raiz pedida. Asi,
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En efecto, el monomio propuesto se puede considerar como el pro-
ducto del coeficiente por el producto de las potencias de las letras
que le forman, y como la raiz de un producto es igual al producto
de las raices de los factores (161), la regla quedo justificada.

173. Podemos considerar como caso particular aquel en que el
indice de la raiz sea un numero entero y positivo, y siguiendo la
regla general, veremos que para extraer ja raiz emésima de un
monomi'}, se extrae la raiz emésima de', coefici nts, y Sipari?n los
(xponc.nt”S de la letra por el indice entero m, el resultad’) llevara el
doble signo az si el indice es par, y el signo de la cantidad si fuese
impar. Siel indice es par y la cantidad lleva el signo —, laraiz es

IMAGINARIA. ASI,

yIn— = —

Desde luego se comprende que todo mondmio, cuya raiz hemos
de hallar, no siempre ser™ una potencia exacta del mismo grado
que indica el indice del radical, como ha sucedido en los tres casos
anteriores; pues para que asi suceda, y podamos obtener una raiz
exacta, es necesario que el coeficiente sea una potencia exacta del
mismo grado que indica el indice de la raiz, y que lodos y cada uno
de los exponentes de las letras del monomio sean divisibles por el
indice de la misma. Si falta alguna de estas condiciones, la raiz ha-
llada no puede ser racional y entera como se pide, y entonces se dice
gue no es exacta.

174. Cuando el monomio, cuya raiz queremos hallar, no tiene
raiz exacta, por faltar alguna de las dos condiciones citadas, queda
indicada la raiz con el signo / dando origen a los radicales, como
ya sabemos; y aqui, lo mismo que en Aritmética, podremos, fundan-
donos en el mismo principio de que la raiz de un producto es igual
al producto de las raices de los fiictores, simplificar estas expresiones
radicales, sacando fuera todo cuanto sea posible.

Para ello, si el coeficiente no es una potencia del mismo grado
que indica el indice del radical, se vera si se puede descomponer en
dos factores de los cuales uno sea la mayor potencia posible del
mismo grado que el indice; y respecto a las letras se formaré otro
producto de dos factores, de los que uno contenga a dichas letras
con los mayores exponentes divisibles por el indice, y de este modo
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habremos descompuesto el mondomio en el producto de otros dos,
uno que tendrd raiz exacta y que podremos obtener, y otro que no
la tendrd, por lo cual quedara indicada. Asi,

i 70. Reciprocamente, cuando una cantidad multiplica a un ra-
dical, puede introducirse esta cantidad debajo del signo, multipli-
cando la cantidad subradical porufia potencia del mismo grado que

indica el indice del radical, de la cantidad que hay fuera como fac-
tor. Asi, e

9 VMaldr=V"\"a"b e m

Raix cuadraba de lof*polliidiiiio».

176. La extraccion de la raiz cuadrada de un polinomio esta
fundada en los dos principios siguientes.

177. Si un poUnduiio, qua suponemos ser el cuadrado de otro lla-
mado raiz, esta ordenado con relacién & una letra cualquiera”™ el pri-
mer término de dicho polinomio es, sin reduccién a'Quni, el cuadrado
del primer ténnino de la raiz, ordenada también con relacion d la
tnisma letra.

IEn efecto, el cuadrado de un polindomio es el producto que resulta
de multiplicar este polindomio por si mismo; luego, si esta ordenado,
el primer término del producto sera (66) el producto de los dos pri-
meros términos de los factores, y como éstos son iguales, este pro-
ducto se convierte en el cuadrado del primer término del polinomio
que se multiplica, segin queriamos demostrar.

178. Si un polinomio y su raiz cuadrada estan ordenados con
relaciéon & una letra, y restamos de este polinomio el cua Irado ile los n
primeros términos de la raiz, el primer término del resto sera, sin
reduccion aiyuiia, el dup'o del primer lérmino-de la raiz por el tér-
mino n+ 1.

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la
raiz del polindmio P, y por B la suma de los términos restantes; su-
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pongamos ordenados con relacion auna letra el polinomio P y su
raiz, de modo que se tendra
P-.(A-j~B)2z=A2i-2AB+B"
y restando de ambos miembros el cuadrado A™ de la suma de los n
primeros términos de la raiz, hallaremos, Illamando R al resto,
P— A"=R=-2AB + B"

Sean a* y 6”los primeros términos de los polinomios A y B; el
primer término del producto 2AB serd 2abx”~+7, el cual no podra
reducirse ni destruirse con ninguno de los demas términos del mis-
mo producto (66); tampoco podra reducirse ni destruirse con ningu-
no de los términos del cuadrado B®, por venir afectado de una poten-
cia de la letra ordenatrizcc mayor que en todos los términos de B®
cuya mayor potencia tiene el exponente 2/3<<a4-/3; pero dicho pri-
mer término + ~es el duplo del primer término de la raiz por
el primero de B, que es el de la misma; luego el primer tér-
mino del resto es, sin reduccion alguna, el duplo del primer térmi-
no de la raiz por el término n-\-\, segun queriamos demostrar.

179. Vara extrae?' la raiz cuadrada de uapolinémio se ordena con
mrelacion & una letra, se extrae la raiz cuadrada del primer término y
se obtendra el primer término de la raiz, el cual se eleva al cuadrado
y se resta del polindmio propuesto, lo que equivale a tachar el primer *
término; después se divide el primer térmipo del restopor el duplo del
primer término de la raiz, y el cociente sera el segundo término; se es-
cribe a la derecha del duplo del primero con el signo que tenga, se mul-
tiplica el binomio que resulte por dicho segundo término, y el producto
se resta del resto anterior, lo que nos dara un nuevo resto cuyo primer
tér::-.ino dividido por el duplo del primer término de la raiz, nos dara
el tercer término, que se escribira & la derecha del duplo de los dos pri-
meros y mulliplicando por él el trinomio que resulte, serestara el pro-
ducto del i'esto anterior; se volvera & dividir el primer término del resto
por el duplo del primer término de la raiz, y asi se conlinuard has-
tallegar aunresto cero, 6unresto cuyo primer término divididopor el
duplo del primer término de la raiz dé un término en el cual la letra
ordenati'iz tenga un exponente menor que la mitad del exponente de esta
letra en el ultimo término del polindomio ordenado con relacion & las po-
tencias decrecientes de la misma; en el primer caso, la raiz hallada
sera exacta; en el segundo, no.

Sea el polinomio P ordenado con relacion & las potencias decre-



DE RA.ICES. 117

cientes de una letra X\ segun el principio (177], el primer término
de P serda, sin reduccion alguna, el cuadrado del primer término de
la raiz que vamos buscando; luego si extraemos, segun la regla, la
raiz cuadrada de este término, hallaremos exactamente el primer
término de la raiz.

Después elevamos al cuadrado este término y el resultado lo res-
tamos de P, lo cual equivale, como hemos dicho, & tachar el primer
término, y segun el principio (178) el primer término del resto, que
llamaremos R, serd, sin reduccion, el duplo del primer término de
la raiz por el segundo; luego dividiendo el primer término del resto
R por el duplo del primer término de la raiz, hallaremos exacta-
mente el segundo término de dicha raiz.

En seguida, colocamos este segundo término a la derecha del du-
plo del primero, y el bindmio que resulta se multiplica por el segun-
do término hallado, lo que equivale & formar el duplo del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo; cuyo producto se res-
ta del resto R, y como este resto se obtuvo restando de P el cuadrado
del primer término de la raiz, el nuevo resto R™ hallado segun la re-
gla, es el que se obtiene restando de P el cuadrado del primer tér-
mino, mas el duplo del primero por el segundo, mas el cuadrado del
segundo término de la raiz, es decir, el cuadrado de la suma de los
dos primeros términos; luggo segun el principio demostrado (178),
dividiendo el primer término del nuevo resto R', por el duplo del
primer término de la raiz, hallaremos exactamente el tercer térmi-
no de esta, y del mismo modo iremos hallando sucesivamente todos
los demas.

Si llegamos al resto cero, la raiz hallada por la regla anterior,
ser<a la raiz exacta; pues restando su cuadrado del polinomio pro-
puesto, da cero de resto. Si llegamos & obtener un resto cuyo pri-
mer término dividido por el duplo del primer término de la raiz, da
un término en el cual la letra ordenatriz tiene un exponente menor
que la mitad del exponente de esta letra en el Ultimo término del
polindmio dado, podremos no continuar la série de operaciones, se-
guros de que el polinomio propuesto no tiene raiz exacta; pues si la
tuviera, el daltimo término seria el cuadrado del Ultimo término de
la raiz, y por lo tanto el exponente de la letra ordenatriz seria la
mitad del exponente de esta letra en el Ultimo término del polino-
mio, y como por hipdtesis es menor que dicha mitad, el cuadrado
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de este término dard una potencia de la letra ordenatriz de menor
grado que la que tiene en el dltimo término del polinomio; luego
no se podrd ya destruir con ningun término de éste, y la raiz serd
inexacta.

180. Ademas de estos caracteres para saber si un polinomio
entero tiene 6 no raiz cuadrada entera exacta, hay otros mas senci-
llos que nos indican desde luego cuando no la tiene.

Asi, si un polinomio ordenado con relacion & una letra no tiene
por primero y uUltimo téimiiio dos que sean cuadrados perfectos, no
puede tener raiz cuadrada exacta; lo cual se deduce de la formacién
del cuadrado (167).

Si alguno de los primeros términos de las restas que sucesiva-
mente se obtienen en la serie de los calculos, no es divisible por el
duplo del primer término de la raiz, tampoco puede tener raiz cua-
drada exacta entera.

Sea por ejemplo, extraer la raiz cuadrada de! polinomio

an ka 4a" e —

Después de ordenado con relacién a 5?, dispondremos la operacion

del modo siguiente:

yJ —/aX—h 1i+ . @j;-—4«"» + > +Y +a®

AR A  saj3+2ana-n—2'i@»

—roni<e
— i*adj.i 4@ ~

+ Baji 1+ 17> ®— 410 a3 LN o AP A

éa /% -
— &<t G— 'S —a® 4@®a;+a®
0
LECCION X X.

"Raiz ctbica délos pol'n'>ni;os.—Eaiz de nn grado cualquiera de los polin‘imios.
Raiz cubica «le los iioliiidiiiios.

181. Si un polindbmio, que suponemos ser el cubo de otro llamado
raiz, esta ordenado con relacién a una letra, el primer término de di-
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cho poiinémio es, sin reduccién alguna, el cubo del "primer termino de la
raiz ordenada con relacion a la misma letra.

En efecto, el cubo de un polindmio es el producto que resulta de
multiplicar esto polinomio por el cuadrado del mismo, luego, si estos
factores estan ordenados con relaciona una letra, el primer término
del producto sera, sin reduccion alguna, el producto de los dos pri-
meros términos de los factores; pero el del uno es el cuadrado del
primer término; luego el primer término del polinomio es el cubo
del primer término de la raiz.

\82. Si un polindmioy su raiz cubica estan ordenados con relacién
a una misma letra, y restamos de este polinomio el cubo de la suma de
los nprimeros términos de la raiz, el primer término del resto serd, sm
reduccién alguna, el triplo del cuadrado del primei’ término de la raiz,
poreln-\-\ término.

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la
raiz cubica de un polinomio P, y por B la de los términos restantes
de dicha raiz, la cual lo mismo que P supondremos ordenados con
relaciéon & una misma letra; de modo que tendremos P = (A-1-Bi"=
AN-h3A'B-t-3AB’-t-B\ y restando de ambos miembros el cubo A de
la suma de los n primeros términos, se tendra

p—A~=R=3A"R+3AB--I-B"

Sean a* y 6" los primeros términos de los polinomios Ay B, el
primer término del producto 3A*B sera 3ii"6i7"*+ N el cual no podra
reducirse ni destruirse con ninguno de los términos del mismo pro-
ducto (G6); tampoco podra reducirse ni destruirse con ninguno de
los términos del producto 3AB’ ni del cubo R', por venir afectado de
una potencia de la letra ordenatriz cc mayor que en todos los térmi-
nos de SAB-yB' cuyas mayores potencias tienen los exponentes

y 3,3<2a-hi3; pero dicho primer término
3a-bx-~-~' esc! triplo del cuadrado del primer término de la raiz
por el primer término de B que es el n-h'1 ; luego el primer término
del resto es el triplo del cuadrado del primer término de la raiz por
elix+1 término de la misma, segun queriamos demostrar.

183. Para extraer la raiz cubica de un polinomio, se ordena con
relacion & las potencias de una letra, se extrae la raiz cubica del pri-
mer término y se obtiene el primer término de la raiz, cuyo cubo se
resta del polinomio; el primer término de la resta se divide por el triplo
del cuadradlo del primer término de la raiz; y el cociente sera exacta-
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mente el segundo término de esta raiz; a la derecha del triplo del cua-
drado del primer término se escribe el triplo del primer término por el
segundo™ mas el cuadrado del segundo, se multiplica esta suma por el
segundo término, y el producto se resta del resto anterior; el Arimer
término del resto se divide por el triplo del cuadrado del primer tér-
mino de la raiz, y hallaremos el tercer término; se colocara a la dere-
chadel cuadrado de la suma de los dos primeros el producto del triplo
de la suma de los dos primeros términos por el tercero, mas el cuadra-
do del tercero, se multiplicara el resultado por dicho tercer términoy
el producto se restara del resto anterior; y asi continuaremos hasta ha-
llar un resto cero, ¢ unresto en el cual nos ideamos obligados a escribir
en laraiz un término en el cual la letra ordenatriz tenga un exponente
menor que la terceraparte del exponente de esta letra en el Ultimo tér-
mino del polinomio. En el primer caso, la raiz sera exacta; en el se-
gundo, no.

De la misma manera que en la raiz cuadrada de los polinébmios, se
demuestra esta regla con el auxilio de los dos principios (181 y 182).

Sea, por ejemplo, extraer la raiz cubica del polinomio 8a;®H-8a®-h
N2ax™M2axN-{-30axM-\-30a'xN-\-2Da*x\ J)espnes de ordenado con
relacion a x, dispondremos la operacidon del modo siguiente:

VA8a?®+12cup*+30aSa?i+25»3j;3+33ai*2 + i2«sa;+ 2§22+ rt.T + 9rrS

Bu« 12x* +
—2aS—CSji—alkad ax
12ax”™
—21a2aji—24as.|e—a0a'x?—12a«aj— 12 ar-‘+ 12aal!3+ 3a2*a + 12a2ic2+ 6a3a?+ 4;;:
El primer término debe ser, segun el principio (181), el cubo
del primer término de la raiz; luego extrayendo, segin dice la regla,
la raiz cUbica de este término, hallaremos el primer término de

la raiz, cuyo cubo S8® restaremos del polinomio propuesto que lla-
maremos P; el primer término 12aa?? del resto que llamaremos R,
es sin reduccidn, segln el principio (182), el triplo del cuadrado del
primer término de la raiz porci segundo; luego dividiendo 12a05"™ por
12a”, hallaremos, conforme & la regla, el segundo término ax de
la raiz.

Una vez hallados estos dos términos, debemos restar del poliné-
mio'P, el cubo de su suma, y como ya hemos restado el cubo del pri-
mer término, sélo nos falta restar el triplo del cuadrado del primer
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término por el segundo, mas el triplo del primero por el cuadrado
del segundo, mas el cubo del segundo; pero colocando a la derecha
del triplo del cuadrado del primer término, el triplo del primero por
el segundo, mas el cuadrado del segundo, y miiltipltcando este trino-
mio por el segundo,- se hallan las tres partes que hay que restar de
R, lo que esta conforme con la regla; hecho esto, hallamos

por primer término de la nueva resta R', el cual dividido por el triplo
del cuadrado del primer término, 6 sea por \ hallamos para ter-
cer término y colocando &la derecha dei2.r™-}-'12a.r3i-3tt22n
que es el triplo del cuadrado de la suma de los dos primeros térmi-
nos, el triplo de esta suma multiplicada por el tercer término, y el
cuadrado del mismo, y multiplicaiido el resultado por dicho tercer
término, hallamos la cantidad que restada de R'nos da cero, y como
esto equivale & haber restado del polinomio P el cubo del polinomio
hallado 2£c™-]-a2-i-2a”, habiendo obtenido por resto cero, es sefal
que el polinomio hallado es la raiz exacta de P.

184. Si hubiéramos hallado un resto cuyo primer término divi-
dido por el triplo del cuadrado del primer término de la raiz, diese
un término para esta raiz en el cual la letra ordenatriz tuviese un
exponente menor que la tercera parte del exponente de esta letra
en el ultimo del polinomio dado, era sefial de que no tenia dicho
polinomio raiz cubica exacta. En efecto, si la tuviera, el cubo del
altimo término de la raiz deberia ser igual al dltimo término del
polinomio, y por consiguiente el exponente de la letra ordenatriz de
aquél, seria igual & la tercera parte del exponente de la misma letra
en éste; y como, por hipotesis, el exponente es menor que esta ter-
cera parte, su cubo debe ser de menor grado con relacién a esta
letra que el dltimo del polinomio; luego no se puede destruir con
ninguno de ellos, y la raiz no puede ser exacta.

485. Se conocerd ademas que un polinomio no tiene raiz cubica
exacta, cuando ordenado con relaciéon a una letra, el primero y ul-
timo término no sean cubos perfectos; o cuando alguno de los pri-
meros términos de los restos que se hallan, no sea exactamente di-
visible por el triplo del cuadrado del primer término de la raiz.

Raiz de iiu grado cual<]uicra de los iiolinémios.

486. Si un 'polindmio que suponemos ser la emésima potencia de
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otro llamado raiz, esta ordenado con relacion & una letra, el primer
término de dicho polinomio es, sin reduccién alguna, la emésima po-
tencia del primer término de laraiz ordenada con relaciéon a la misma
letra.

En efecto, la emésima potencia de un polind6iTiio es el producto
de m factores iguales & este polinomio; luego si éste esta ordenado
con relacion & una letra, el producto de los dos primeros también
lo estard, y su primer término sera el cuadrado del primer término
de la raiz; el de ios tres primeros sera el cubo; el de los cuatro, la
cuarta potencia; y en general el de los m, sera la emésima potencia
del primer término de la raiz.

\87. Si unpolindmio y su raiz ejiésima estan ordenados con rela-
cién a una 7nisma letra, y restamos de este polinomio la emésima po-
tencia de la suma de los n primeros términos de la raiz, el primer tér-
mino del resto serd, sin reduccién alguna, m veces la (m— 1) potencia
del primer término de laraiz, por el término n-|-'l.

Representemos por A la suma de los n primeros térrninos de la
raiz emésitua de un polinomio P, y por B la suma de los términos
restantes de dicha raiz, en la cual, lo mismo que en P, supondremos
estan ordenados con relaciéon a una misma letra, de modo que ten-
dremos

y restando de ambos miembros la emésima potencia A™ de la suma
de los n primeros términos, se tendra

P—A"r=zjA—B+ ...h-C'A"™-"B --f-B".
Sean a*y los primeros términos de los polinomios Ay B; el
primer término del producto mA""'B sera el cual

no podra reducirse ni destruirse con ninguno de los términos del
mismo producto (C6); tampoco podra reducirse ni destruirse con
ninguno de los términos de los demas productos, para lo cual basta
probar que no puede reducirse ni destruirse con ninguno de los tér-
minos del producto general C,, A™"' B'. En efecto, el primer término
del resto viene afectado de una potencia de la letra ordenatriz
cuyo exponente es (m—1) a”j3, y la mayor potencia del término
general tiene por exponente (m— n)a-t-n5, y como

{m— — [{m—7i)a-t-ni] = ma— a-\-0~nu-"nx — nj3—

in—1a—[n—1i>=0,
por ser no prueba que el primer término de mA”“ ~B viene
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afectado de una potencia de js mayor que en todos los términos del
producto general Ci, y por tanto no puede reducirse ni des-
truirse con ninguno; pero dicho primer término es igual & m veces,
la j7— \ potencia del primer término de la raiz del polinomio P mul-
tiplicado por el primer término de B, que es el n+1 de dicha raiz;
luego el primer término del resto es igual, sin reduccién alguna,
a mveces la m— 1 potencia del primer término de la raiz, por el
término nH-1 de la misma, seglin queriamos demostrar.

188. /Vim exlraerla yiizzemeésim \ de un. pnlbiémio, se ordena
con relacion & una letra, se extrae larai™ emgsima del primer tér-
mino, y obtenemos el p>imer término de la raiz, el cual se eleva & la
EMESI3IA potencia y el re~ultado se resta del polindmio pi opuesto; el
primer lcrmino del resto se divide por m vcers la (m— 1) potencia
del primer término de la raiz, y se obtiene el segiui-.lo termino, se
mleva el bindmio hallado & laemésima potencia y se re.sla el rcsnila-
do del polindomio propuesto; el primer término del resto se divide por
m Vires la (m— 1) potencia del primer término de la raiz, y el co-
ciente es el tercer término de ésta, se eleva la raiz hallada & la eme-
siMA poicncia y ésta se resta dd polinomio propuedo, y asi se conti-
nua hasta llegar & un resto cero, en. cuyo caso la miz hallada es la
raiz emésima exacia dd pdinémio dudo; 6 un resto cuyo primer
término dividido por m veces la {m—1) potencia dd primer térmi-
no de la raiz, nos dé un término en el cual la letra ordmalriz /c»-
ga un exponenle menor que la EMEsSIMA parle dd exponenlc de la
misma letra en el 4Uimo término del polindmio, en cuyo cuso el po-
linbmio propuesto no nene raiz emésima exacta.

Esta regla se demuestra del mismo modo que se hizo en la raiz
cuadiado, con el auxilio de los dos principios correspondientes
(180 y 187).

180. En general un polinomio ordenado con relacién a una le-
tra no puede tener raiz emésima exacta, si su primero y ultimo ter-
mino no son emésimas potencias exactas, ¢ si alguno de los primeros
términos de los restos que se obtienen en la série de los calculos no
es divisible por id veces la (m~1] potencia del primer término de
la raiz.

190. Hemos supuesto en la extraccion de raices de los polinoé-
mios, que éstos se ordenan con relacion & las potencias decrecientes
de una letra, y en esta hipétesis hemos dicho que debemos parar
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la série de operaciones que se practican para extraer la raiz de un
polinomio, cuando hallemos un resto que nos dé un término en la
raiz que contenga & la letra ordenatriz con un exponente respectiva-
mente menor que la mitad, tercera, y en general emésima parte del
exponente que dicha letra tiene en el dltimo término del polinomio

segun se trate de la raiz cuadrada, cubica yen general emésima-pero
s. se hubierm. ordenado con relacion a las potencias crecientes, en-

tonces los términos de la raiz también vendrian ordenados con rela-

cién a las potencias crecientes de esta letra, y como si un polino-
mio tiene raizcnicW exacta, su Gltimo término ha de ser exacta-

mente la emésima potencia del altimo término de la raiz, si llegamos
sin hallar un resto cero, & un resto que nos dé en la raiz un término
de mayor grado con relacion a la letra ordenatriz, que la emésima
parte del exponente de la misma letra en el Gltimo término del poli-
nomio, debernos no continuar la Operacion, pues cada vez hallare-

mos términos de mayor grado y nunca llegaremos a4 encontrar raiz
exacta.

LECCION XXI.

Eadicales algebrdicos, multiplicidad de sus valores.

1 Indicales nlgebralcos, multiplicidad de sus valores.

' 191. Al hablar en Aritmética de los radicales, s6lo nos hemos
ocupado de su valor numérico, el cual por su naturaleza es real, po-
sitivo y Unico; porque una vez hallado un nimero que elevado & una
potencia marcada por el indice nos da la cantidad que hay debajo del
radical, cualquier otro namero distinto elevado 6 la misma poten-
cia, debe dar un resultado mayor 6 menor que dicha cantidad sub-
radical; y por consiguiente, este valor numérico es Unico.

N En lo que hasta aqui llevamos dicho respecto de los radicales
Unicamente nos hemos referido al valor numérico que pueden tener-
y solo hemos indicado algunos casos de imposibilidad y de multipli-



DE RAICES. 125

cidad, que es a lo que da origen la teoria de radicales cuando se
considera, no bajo su aspecto aritmético, sino bajo el aspecto alge-
braico.

En Aritmética no hemos considerado las cantidades negativas; por

consiguiente, y — A es una expresion inadmisible aritmeticamente,
y por lo tanto no hay valor numérico que represente este radical;
esta expresion, siendo puramente algebraica, no puede ser represen-
tada sino por otra que también lo sea; asi, si m es un numero im-

par, indicara la expresion algebraica que, elevada a la poten-
cia nos reproduce —A.

Desde luégo se comprende que esta expresion no puede ser de
ningan modo una cantidad positiva, pues cualquier cantidad positi-
va elevada a una potencia cualquiera da siempre un resultado positi-
vo; luego esta expresion es una cantidad negativa que se obtiene

hallando el valor aritmético de K A y tomandole con el signo —; asi,

si se tieneV k = a, 6 o que eslo mismo = A, como m es impar,

se tendra (— = — A. En el caso de ser m un numero

par, \/”k nos indica una operacion cuyo resultado es imposible de
obtener, pues no hay cantidad positiva ni negativa que elevada auna
potencia par, nos dé un resultado negativo — A; por cuya razon es-
tas expresiones a que el Algebra da origen, se les llama expresiones
imaginarias.

n>—

Por altimo, si consideramos la expresién V A, en lacual A es una
cantidad positiva, y m puede ser par 6 im'par, veremos que en el
primer caso, si llamamos a & laraiz emésima de A obtenida por las re-
glas dadas ya sea A un numero, un monomio 6 un polinomio, tendre-

mos que el valor de V/ a considerado aritméticamente, no puede ser
mas que ay sélo a; pues cualquier otro nimero elevado a la misma

potencia daria un resultado distinto de A. En Algebra tenemos, que
m.
no sélo aes un valor de k A, sino que — a también lo es; porque

tanto a como — a, elevados 'a la potencia par m, nos dan el mismo
resultado a”=A.

192. De lo que llevamos dicho resulta, que un radical tiene siem-
pre en general un valor numérico real y positivo, que se obtiene por
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medio de las reglas dadas para la extraccion de la raiz emésima, ya
sea ia cantidad subradical un numero, 6 una cantidad algebraica
monomia 6 poliiiomia, y cuyo valor numerico se conoce con el nom-
bre de determinacion arduiética.

Que en algunos casos no so6lo tiene este valor aritmético positivo,
sino que tiene otro igual a él pero negativo, el cual correspondiendo
exclusivamente al Algebra, se le llama valor algebraico; y por ultimo,
gue en otros muchos casos no hay esta determinaciéon aritmética ni
valores reales algebraicos, y s6lo se obtiene una expresion imagina-
ria, la cual es puramente algebraica.

493. ~listo supuesto, distinguiremos en los radig™les dos clases de
valores 6 determinaciones: valores aritméticos, y valores algebraicos.

Entenderemos por valor AmrMErico 6 i)ETE«MiivADIO-\ aritme-
tica de un radical, cuya cantidad subradical puede ser un nimero
6 una cantidad algebraica monémia 6 polinémia, la raiz que se ob-
tiene aplicando las reglas dadas para la extraccién de raices de cantil
dades yw sean numéricos 6 a'gehriicas.

Asi, ios valores aritméticos ¢ determinaciones aritméticas de los

radmales | / y seran 3, a”b y

Valor alggbraico de un radical, sera toda expo'esion de cual-
gmeranaturaleza que sea, gm elevada a la potencia marcada por el
indicennos reproduzca la cantidad subradical.

En los valores algebréaicos de un radical se hallan comprendidos
los numéricos.

494. h1 valor aritmético de %mradical es unico.

Jin efecto, una vez hallada por las reglas del calculo la cantidad
gue elevada a la potencia marcada por el indice nos da la cantidad
subradical, cualquiera otra cantidad de la misma naturaleza, pero
de distinto valor numérico, elevada & la misma potencia, nos dard un
resultado diferente, y por lo tanto distinto de la cantidad subradica].

495. Vn radica’, tiene tantos valores algebraicos como unidades
tiene su indice, los cuales se obtienen multiplicando su raiz aritmética
por las mrae s emésiinas de la unidad.

Sea el radical de segundo grado V k, cuya raiz aritmética repre-

sentaremos por o, de modo que se tendra V k—a. 6 k~a”.
Representemos por x uno cualquiera de los valores algebraicos de
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MA~, y veamos como hallar todas las expresiones que elevadas al cua-
drado nos dan A, 6 sean todos los valores de cc.

Por ser cc un valor algebraico de PMA, se tendra

c= tNA, 6 [1].

Si ahora hacemos x = ay, representando por 7 todos los valores
gue multiplicados por a nos dan los valores de x, se tendrd, elevando
al cuadrado, x* — aS)H y poniendo este valor en la igualdad [!], se
tiene ahf=A-, pero a”=A; luego dividiendo por «*=A, se tendra
yr= \.

Donde vemos que y expresa la cantidad que elevada al cuadrado
nos da 1; es decir, los valores de y son las raices cuadradas de la
unidad; pero de laigualdad anterior se saca

y los valores de y que reducen & cero este producto, que son las
raices cuadradas de 1, son losque haceny— 1=0, 6 + 1=0, que

son A= -1, é y= — 1; luego los dos valores tinicos dcl radical IMA,

son -\-ay —a; y como a se tendra que los dos valores seran

£ zfc PMA.

Sea en general v A un radical cuya raiz aritmética llamaremos a,
representemos por x un valor cualquiera algebraico de este radical,
de modo que tendremos

a"— Ay y = KA; dedonde.T"=A.
llagamos ahora x = ay, representando por y la cantidad que mul-
fiy—
tiplicada por a nos da un valor algebraico de kyA, y es claro que Xx
podré recibir tantos valores como tenga y.
Elevando & la potencia ni, se tiene x "= <"y'"; cuyo valor de x\
sustituido en la anterior, serd a™y ™= A ; y dividiendo por

hallaremos = luego y expresa la raiz emésima de la unidad;

pero se demuestra en Algebra superior, que hay in valores algebrai-
cos que, puestos en vez de y, verifican la relacion —\, de los
cuales si in es par, dos son reales 6 iguales respectivamente & -h'l y
— 1; y si /n es impar, uno sélo es real 6 igual a -H I; luego si repre-

sentamos estos valores de y por 1, ?/, y", y'™"" valores de x se-

ran a, ay'y oy", ay'"... y el principio quedara demostrado.
Vemos que la demostracién de osle principio esta fundada en que
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la igualdad y”~~\ puede quedar satisfecha para m expresiones dis-
tintas de y, que seran las m emésimas raices de la unidad; y como
esta verdad la hemos de demostrar en Algebra superior, con inde-
pendencia del principio que ahora nos Qpupa, podemos admitirla,
sin incurrir en circulo vicioso, pues todo se reducia a ponerlo después
de haber demostrado el principio deAlgebra superior;y con el obje-
to de no llevar hasta alli esta teoria de radicales incompleta, lo ad-
mitimos desde luégo como demostrado.

* 196. Respectoalas cantidades con exponentefraccionario, po-
dremos observar, que siendo equivalentes & radicales cuyo indice es
el denominador de la fracciéon exponente, debemos considerar tam-
bién en estas expresiones dos clases de valores, aritméticos y alge-
braicos. Lo que de estas expresiones llevamos dicho hasta ahora,
solo se refiere & los valores aritméticos.

El calculo de los radicales algebraicos se puede, por consiguiente,
referir & los valores aritméticos, 6 a todos los valores tanto aritméti-
cos como algebraicos. En el primer caso, se efectan las reglas tal
como se han dado en Aritmética, y se demuestra como alli se hizo.

Si nos referimos al calculo de estos radicales considerandolos con
todos sus valores, es necesario justificar esas mismas reglas, y hacer
ver que son generales aun para los valores algebraicos.

LECCION XXII.

Célculo de los radicales algebraicos.

Calenlo de los radicales alnecbraieoa.

* 197. Nada tenemos que afiadir a lo dicho en Aritmética res-
pecto & la suma y resta de radicales; pero como hay que hacer la
reduccion y destruccion de los que sean semejantes, es menester
probar que la simplificacion que alli se hizo es posible hacerla sin
que varien los valores, tanto algebraicos como aritméticos, de un
radical.
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Asi, se tendra en general k a”A = a KA.
m._
En efecto, todo valor de 6v A elevado a la potencian, nos dara
W.-----
evidentemente a™A; y todo valor de V a™k elevado a la misma poten-

cia, nos da también el mismo resultado; luego todo valor de la pri-
mera lo es de la segunda; pero la primera tiene m valores diferen-

V— .
tes que corresponden & los m de k A; luego los w primeros valores

dear A loson deK a™A; y como esta expresidn no tiene mas que

m valores, éstos seran los mismos de la primera expresién; luego se-
m, m>
gun queriamos probar , se tendra V a™ A=aK A.

+\98. Laraiz de un producto es igual al producto de las raices
de los factores; 6 el producto de dos radicales de un mismo indice es
igual a un radical del mismo indice cuya cantidad subradical es el pro-
ducto de las cantidades subradicales de los factores.

Es decir, que ™ k x AB.
En efecto, todo valor cc del producto PMA x B elevado a la po-
tencia m, nos da x"‘= AB; y como todo valor del radical ele-

vado am, nos da también AB, se sigue que los valores del producto
PMA xP~B estan comprendidos en los de I/"AB; ademas, como en el
factor PMA hay m valores distintos, multiplicandolos por uno de los
valores de k B, tendremos m valores distintos también, y todos es-

taran comprendidos en los m valores de PMAB, y por consiguiente se-
ran iguales respectivamente & éstos. Los que resulten de multiplicar

los m valores de P~ por otro de los de I"B, seran iguales también a

los de PMAB, y por tanto seran los mismos que se obtuvieron ante-
riormente, aunque vendran en distinto orden, y lo mismo sucede
m m

con los demas productos; luego todos los valores de k AX k B son
los mismos que los de  AB, segUn queriamos probar.

* -199. EI cociente de dos radicales de un mismo indice es igual a
un radical del mismo indice, cuya cantidad subradical es el cociente de
las cantidades subradicales.
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Se demuestra de la misma manera que se ha hecho en el principio
anterior.

* 200. Paracelevar un radical 4 una potencia cuyo exponente es
primo con el indice, se eleva a dicha potencia la cantidad suhradical

Es decir, que si m y n son nimeros primos entre si, se tendra

En efecto, si elevamos el primer miembro \yh.) & la emésima
potencia, se tendra

(( a)) =(/k) =W k) )
/«i__\n

de donde se deduce que todo valor de la expresion y A’ elevado

ala potencia m, nos da un valor A"; y como todo valor de I"A™ ele-
vado a la misma potencia m, nos da también A\ se sigue que todos

los valores de la expresion iy k ) estan comprendidos en los valores
m._
de la expresién v A”; pero en ésta hay m valores, y vamos & demos-
m.
trar que en (K A) también hay m, y no puede haber mas.
tn

Para ello observaremos que K A tiene m valores, que podremos

m__ A
representar por A" , k”'... en cuyo caso los de iy k) seran
A", A", k'™"... los cuales vamos a demostrar que son desiguales.

Supongamos que dos sean iguales, de modo que se tenga

[1];

siendo A' y A" valores de v .K, se tendra

Si suponemos ahora que m es mayor que n, y dividimos m por n,
tendremos, llamando q al cociente y r al resto, que la igualdad an-
terior se convertira en

—A/fng+rn

Elevando los dos miembros de la igualdad [i] a la potencia q, se

tendra kI'"Ni—k’'~ y dividiendo la anterior por ésta se tiene
KIN=AK" A,

Supongamos que se divide ahora n por r, y que se tenga

n~rqg'~\-r'la igualdad [1] se convertira, sustituyendo en vez den
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este valor, en la cual dividida por la igualdad an—

terior elevada a la potencia q', nos dara
Continuando asi, hallaremos una siguiente igualdad

en la cual r" sera el resto de la division de r por r'\y continuando
del mismo modo llegaremos & una altima, en la cual el exponente
de las cantidades M y k" serala unidad; pues siendo estos exponen-
tes los restos sucesivos que se obtienen de aplicar am y n el procedi-
miento del m. c. d., tenemos que llegar forzosamente al resto 1, por
ser my n ndmeros primos entre si, y en ese caso dicha ultima igual-
dad sera

Ao= A

lo cual no es posible, por ser k'’ y k” dos valores distintos de ;
luego k' no puede ser igual & A",y por consiguiente los m valores

AY AT de la expresion
m.—
qgue los de la expresion V A”; que es lo que se queria probar.
* 201. Para elevaran radical 4 unapotencia cu\jo exponente es-
un divisor del indice, se divide éste por el exponente de la potencia.

imn.__«ly
Es decir, que \ Vk) —VKk.

A) , son los mismos m valores

mn.
En efecto, representemos por x un valor cualquiera de K A, de

modo que se tenga x = Vk\ si elevamos a la potencia mn, se tendra

"= (cc")"" =A, y E"=P"A;

donde vemos que todo valor x de la expresion  k, elevado & la po-

tencia n, nos da un valor de I"A; luego los valoresde (7 a)", son
los mismos que los de V k.

* 202. Para elevar un radical a una potencia cuyo exponente tiene
un factor comudn con el indice, se parten ambos por este factor.

asi, (7 a)™=(PMa)“=P'F-.

En efecto, seglin lo’demostrado en el nimero anterior, se tiene

(7A)-=((7Aid = (~A)";
pero segun lo demostrado (200), se tiene, siendo m y n primos en-
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Tre si, =t~A"; luego se tendra, segin queriamos probar,

¢ 203. La raiz de un radical es igual & otro quf tiene por indice
elproducto de los indices.

Es decir, que 7 ra="PT.
En efecto, todo valor x de la primera expresion, nos da

£ ic"= I"A, 'y Gc™"=A;

luego todo valor de \lo es de la expresién IMA, segln queria-
mos probar.

e 204. En Aritmética, como no considerabamos mas que los va-
lores aritméticos de los radicales, demostramos que se podian redu-
cir dos 6 mas aun mismo indice sin que su valor variase, fundados
en que se podian multiplicar 6 partir el indice y exponente de la
cantidad subradical por un mismo nuamero sin que el valor del radi-
cal cambiase; pero aqui, que no solamente consideramos el valor
aritmético, sino los m valores algebraicos que tiene un radical del in-
dice m, no podemos hacer esa trasformacion sin aumentar el numero

de sus valores.

En efecto, si el radical V A tiene m valores, la expresiéon KA”
tiene mn; y por consiguiente, no se puede hacer con los radicales
esta trasformacion sin tener en cuenta el aumento del ndmero de
sus valores. Mas como en la multiplicaciéon y division de radicales de
distinto indice es necesario hacerla, probaremos que los resultados
obtenidos segun las reglas dadas en Aritmética tienen todos los valo-
res que deben tener, siempre que los radicales se reduzcan al minimo
comun indice de todoslos indices. Asi diremos:

* 200. Para multiplicar dos 6 mas radicales de distinto indice, se
reduciran al minimo comin indice, y se multiplicaran las cantidades
subradicales.

Es decir, que si my n son primos entre si, se tendra

VA x KB= KA"B-*
Eu efecto, si elevamos I”"A X I"F4 la potencia mn, se tendra

(IMA X b)) = (PA)“x = A-x B”;
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lo que prueba que todo valor delaprimera expresion/ AX |/ B es
m -
un valor de la segunda V A"B "*.
Demostrado que cualquier valor de la primera expresion lo es de
la segunda, falta probar que la primera contiene los mn valores de
la segunda: paradlo representemos por AN A A™M... losm valores

de y porB', B los n de k B, los cuales multiplicados
entre si nos dan todos los valores del producto I"A >~"KB; pero al

multiplicar todos los m valores de K A por todos los n de K B,
hallamos un nimero de productos igual & mn (65-3.°), que es lo que
se queria demostrar.

Ahora falta probar que todos estos productos son diferentes.

En efecto, dos productos que tengan un factor comdn, no pueden
ser iguales; pues el otro factor es distinto; luego los que podria
creerse eran iguales, son los compuestos de factores diferentes, y va-
mos a probar que también son desiguales.

Supongamos que son iguales, y que se tiene A"B"=B"A™; elevan-
do a la potencia n, se tendra A'«<B"«=B'"A"~ y como B' y B son

valores de I"B, tendremos B'"\B'A\AB; y dividiendo la igualdad
anterior por esta, sera

Pero M y A!'" son valores de \r/nK luego A™ = A" ; y haciendo
con estas dos igualdades lo que se hizo con las igualdades [1] y [2]
del nimero (200), se deducira también que A*=A'~ lo cual no es
cierto; luego los mn productos son diferentes.

Silos exponentes no son primos entre si, y tienen un factor'co-

mp__ nmp --------
mun p, se tendra VAXv B= k A'B™.

En efecto, segun ya se ha demostrado, (203 y 198) se tiene

pero también hemos demostrado anteriormente que siendo wi y ti
primos entre si, como aqui suponemos serlo, se verifica la igualdad

vwax ib=7an ‘i

luego se tendra V K xv B=V KA"B™ = k A"B™; que es lo que
se queria demostrar.
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Vi
¢ 206. Analogamente se probara que----- =V $imynson
) i~ T nt o
primos entre si; y que —— =y ; con lo cual queda justificada
Vr

todo el calculo de los radicales algebraicos.

LECCION xxm

Calculo de Jas expresiones imaginarias de segundo grado.—Teoremas relativos & los médulos
de las expresiones imaginarias.

CAleulo de las expresiones Iniag;lnarlas «lesegundo grado.

2n.
207. Toda expresion imaginaria de la forma se puede

trasformar en dos factores, uno real y ott'o imaginano de la forma
Sn, Iin.,

n
En efecto, representemos por x el valor de la expresién V —A, de
fn.
modo que se tenga x ~ v —A.

Los valores de x han de ser tales que elevados & la potencia 2n,.
han de dar la cantidad — A; luego

apn*—K [1].

Si llamamos a & la determinaciéon aritmética de I}Q'A_\, tendremos
fl*«=A, y haciendo ahora x=ay, se tendra (g mode
que sustituyendo en [1J 6" valor de x”, tendremos

A;
Yy poniendo en vez de a®'su valor A, hallaremos Ay~~=—A, de donde
Sp}

ie_sacay'"= —1, 6y=V —1; por consiguiente, los valores de &
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It,
— PNANA~ N
estaran representados por xA—a]\%/ —ﬁ o) donde

Ip’\ expresa la determinacion aritmética; luego
in, 2n,_ 2——e-

Vi A=k A.K~"1,

pueae— a.” s e
demuestra en Trigonometria, en unaexpresisn Unagmana de segundo
grado de la forma , por consiguiente al " f

de las expresiones imaginarias, s6lo nos referiremos a las de segundo

gradoy de la forma -
Desde luégo, toda expresién de segun”~gr”~o K ~ , sepuede con-

vertir segun el numero anterior, enl/ B /-1 ,demodo g~llaman-
do 6 ala determinacién aritmética de I"B, la expresién / —B se po

drd poner bajo la forma 6 /= i; luego si agregamos una cantidad
L | cualquiera, tendremos que la forma general de las expresiones
imaginarias de segundo grado, sera o-H 6/”~ i, en la cual a podr

* '" 209. Como las expresiones imaginarias no son

pedemos someterlas a los calculos sino

puede haber tipo de comparacién entre ellas, y p ®
relaciones de magnitud. Una cantidad con exponente n
una expresion imaginaria y_no tiene interpr™acion_”"ni se puede de-
mostrar que « X «‘N-"eaigualda sino que aea™

mite por analogia; ademas a nada se opone esta

mismo modo admitiremos por analogia para el N deca S
sioues imaginarias, todas las reglas dadas en el calculo decantida

des reales. - —- V1 6 -i-l
210. Las poterxiasdeV-~\ » 2z, L.gdAn
segun que el Exponente sea de la forma 4n+1 4dn+

En efecto, se tiene evidentemente
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Si ahora damos al exponentelos valores sucesivos5=4-]-1,6=4h-2,
'"7T=Ah-3 y 8= 2x4, se reproduciran las mismas expresiones
—1,—1,— V'—\y-11;yen general si damos & los exponei>-
tes los valores 4n, 4n-i-'l, 4n-]-2 y 4n-|-3, siendo n un ndmero en-
tero y positivo, se tendra

(+1n =+1,
G/ _ i)+ =(il=:T) x (il=T)'= +i =+ il:=1
(t/_D)y"sn=/zzn)"x(il:zi)*=+ Ix -i = -1i,
NH“x(pr—1)=+1 X — 1,

que es lo que se queria demostrar.

211. Los resultados de las operaciones fundamentales hechas con
ec(ypresion£s imaginarias de la forma a-+-b V'— 1, soneocpresionesinui’ -
ginarias de la misma forma.

En efecto, si sumamos dos expresiones imaginarias de esta forma,
se tiene

[b~V] A
si las restamos, se tendra
(iir_h-&V-z)=:ii_a”r+(6—601~=V -hB"']/-"
multiplicandolas, se tiene
(a-t-al™ — 1) [a-\-b' *— 1)~aa'-i~ba"\"— 1-j~ab'I*"* —bb'
— aa'~bb~-h[ab'-hba")I""
dividiéndolas, sera
a4-61/:Zi
a'""bv~r~(a'-hbv~"r)(a'~b'"r""n)~
aa'-i-ba'l™—1—ab'i™~-™ -i-bb'__aa™-i~bb'-i-(ba™—
a~~b'l/~-i)»
aa'-j-bb' bd- "&b
1/~

Donde vemos que los resultados de las cuatro primeras operacio-
nes hechas con expresiones de la forma a4- 6 —1, son expresio-
nes de la misma forma. N

Pasemos a la elevacion & potencias.

Aplicando a la expresién a-~"bV'— 1 la formula del binomio, ten-
dremos
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m
(Mm— 1)(m — 2) /— (M— 1)(m—2) (m— 3) A
m
-m 2.3.4.6 “
(M—1) {m—2) {m—3) ("— 4) (—5) Q6
=m 2.3.4T5.6

en cuyo desarrollo, separando la parte reai de la parte imaginaria,
se tiene

f— ' non aio
2
(m—1) (m—2)
- 2.3.4
m(m— 1) O—2) (m—3) (m—4) (m"—  1-656
2.3.4.5.6
- (m—1)(m—2) oot

2.3
(m— 1) (m—2) (m— 3)
m 2.3.4.3

donde vemos que se tiene también la igualdad

Si en vez de la expresion a-"b\*— 4, elevasemos la expresion
a_ 5t/mr, veriamos que la parte real A era la misma, y la parte

gue multiplica 4 1 ~ ~ seria la misma que anteriormente pero to-
mada con el signo — ; luego

Que la raiz de un grado cualquiera de una expresion imaginaria

de la forma a-\-b\— 1 es una expresion de la misma forma, se de-
muestra facilmente en la Trigonometria, s6lo demostraremos ahora
gue se verifica esta condicion para raices cuyo exponente sea una
potencia de 2.

Sea en primer lugar la raiz cuadrada de las expresiones

a”bV'— i y a— 61— 1; si hacemos
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\/a-\-h\/— h a—hV'— \= x

y \/a-h6t/=T—Va—

se tendrd, elevando al cuadrado,

a-f-6V~r— 4-i"2\/(a-]-61/.— 1) (o— —1)+0—b =
2aH-2K"NoN+P = X*,

2\/(ih-6/=T) @&—d —I]+a—61/~r==

2a—

donde vemos que cualquiera que sea el signo de a, el valor de x* €S
siempre positivo, y el de es negativo.
De estas igualdades se saca

x=n~2a+2/oM~™, éil=V—2a+2/'a™-f-6 x|/,
de donde sumando y restando, se tiene

®*j/=\/2a+2K'5*+F-dzV/—2a+ 21/, M *xI~"N"

pero segun las primeras igualdades, se tiene

xty="~\Jaulibvr—i,
luego

2 \Zax6/"=V2a+2/oM~™rd::V—2a+2/6M ~/— 1,

dividiendo por 2 y separando estas formulas, tenemos segin queria-

mos probar,
Vv = 1V20+2/AM A+ ~\/* 2a+2/a”-h
y . -
Va—=6 / N iP— 1\ /—

gue como se ve son expresiones de la forma A B |/—1.

Si consideramos la raiz 2” de una expresion a+ 6 1/— !, halla-
remos el resultado por una serie de n raices cuadradas sucesivas, Y
como todas estas raices serdn, como acabamos de probar, de la forma

A-j-B —1, la dltima también lo sera.
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Teoremas Felativosalosmoéaulos de lasexpresiones Imasinorlas.

212. Se llama mddulo de una expresiéon imaginaria de la forma
an-b la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las ds
cantidades reales ay b. Asi, el moédulo de la expresion g+6 /— 1
es el de la expresion a—b — 1 sera también

213. -Sllaman expresiones imaginarias conjugadas aquellas que
sélo se diferencian en el signo de la cantidad b. Asi, ly
a__bl/_r, son expresiones conjugadas; lo mismo que las expresio-
jijgs 3 | 5\/ZI{ y—3—0 —1. Dos expresiones conjugadas tie-
nen un mismo modulo: el de las dos primeras hemos visto que es

el de lasdos segundas, sera 9+25 = 34.
214. EIl modulo del producto de dos expresiones imaginarias es

igual al producto de los médulos de estas eacpresiones.
Para demostrar esto multipliguemos dos expresiones cualesquiera

imaginarias, y tendremos, _
(,+6 k<=T) («'+6' Naa'-bb'+iab’-~a'Vv -i.

El médulo de este producto, es n _
y'(aa'— bb'f-h(ab'-hba'f=i*"?~b-~b*'~+a" b'"~+b-'an,

y sacando factor comun, se tiene

Si el numero de factores es mayor que dos, el principio se verifi-
cara lo mismo; de donde se deduce que el moédulo de una potencia es
igual a la potencia del modulo.

Asi, (a+a tendra por médulo -
215.  El moédulo deun cociente es igual al cociente de los moduios.

Seaelc o ci ente = multiplicando por
K—I
el divisor, se tendra
a+Ef/1Z]l = (a'-tb'V /™) (A—
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de donde deduciremos, segun el niumero anterior, la Igualdad

de donde se deduce , segin queriamos probar.

216. Para que una expresién imaginaria sea cero, es menester
que lo sea su modulo; y reciprocamente.

En efecto, la expresién A-]-B V'—>L no puede ser cero como no
lo sean separadamente Ay B; porque A, cantidad real, no puede

destruir aBI~— 1 que es imaginaria, luego tienen que ser cero cada
una de estas dos partes por separado, si loes la expresion; pero
siendo A=0 y B=0, el moédulo I"ANf-B” se reduce a I/*OH-0=0.

Reciprocamente, si el moédulo es cero, se ha de tener AX+B”"=0;
pero cualesquiera que sean los valores reales deAy B, elevados al
cuadrado daran resultados positivos; luego A”-hB” siendo la suma

de dos cantidades positivas, no puede reducirse & cero si no lo es
cada una de estas cantidades; pero siendo cero A~y B~ lo son Ay B;
y por consiguiente la expresion A +B también lo es.

217. Parn que un producto de expresiones imaginarias sea cero,
basta que lo sea uno de los factores.

En efecto, el médulo del producto esigual al producto de los moé-
dulos de los factores; luego si alguna expresion de las que se mul-
tiplican es cero, su médulo también lo ser&; pero siéndolo el médulo,
lo es el producto de los moédulos, que es el modulo del producto, y
por consiguiente el producto de las expresiones sera cero.

LECCION XXIV.

Explicacion de alg-nnas contradicciones aparentas gne se observan en el cilcnlo de radicales
y expresiones imaginarias.

Explicacién de alcana« contradicciones aparentes gne se obserTanen el
cOlcalo de radicales« y expre»«loiic8 Imaginarlas.

218. A veces se les hace sufrir & expresiones radicales, reales 6
imaginarias, ciertas trasformaeiones admitidas por las reglas del
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calculo dadas anteriormente, y obtenemos expresiones que 6 son
ménos 6 mas generales que las propuestas, lo cual hace creer que
dichas dos expresiones no sean equivalentes de un modo general.
Cuando esto sucede, es porque al hacer la trasformaclon, hacemos
tacitamente un convenio que pasa desapercibido y que en general
no se tiene en cuenta, pero una vez puesto de manifiesto, se vé hasta
qué punto las expresiones son equivalentes, 6 en qué sentido se
dice que lo son.

Pongamos algunos ejemplos y veamos lo que sucede.

* 219. Se ha dicho en Aritmética, y se admite en los radicales
algebraicos respecto de sus determinaciones aritméticas, que se puede
multiplicar el indice de un radical por un nimero, siempre que la
cantidad subradical se eleve & una potencia que tenga por exponente

el mismo numero; es decir, que en efecto, ambas nos
dan por expresion aritmética a.
Si aplicamos esta regla al radical hallaremos,

de donde se deduce el absurdo de que una expresion imaginaria

sea igual & una cantidad real o.
Este absurdo proviene de no tener en cuenta que la expresion

no tiene valor ninguno aritmético y por consiguiente no po-
demos establecer ese principio en donde no existe objeto; por tanto
la trasformadon no es aritmética sino puramente algebralca, ycomo

tal vamos & probar que los dos valores imaginarios iho (/—\ de la
primera expresion, estan comprendidos en la otra, y ademas hay
otros dos reales correspondientes a la trasformacion que le hemos
hecho sufrir; porque segin hemos dicho al hablar de los valores
multiples de los radicales, estos valores crecen en nimero, & medi-
da que crece el indice del radical, por consiguiente siendo el indice
del segundo doble del primero, el namero de valores también sera
doble; pero entre ese nimero doble devalores se hallan siempre los
dos del primer radical.

En efecto, todos los valores de se obtienen multiplicando la
determinacion aritmética del radical, por las cuatro raices cuartas
de launidad (195); y corno las raices cuartas de la unidad son evi-

dentemente H-1, — 1, -\-V»—1y — — 1, puesto que todas estas
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expresiones elevadas a la cuarta potencia, nos dan 1; se sigue que

los cuatro valores deK«*, seran y —al/~AT-los

dos ultimos corresponden & las dos expresiones y ; i0s
1

dos primeros s6lo pertenecen a la expresion y resultan de la

trasformacion que liemos hecho.

Luego con saber que cuando aun radical se le hace sufrir la tras-
formacion citada, resulta una expresion algebraica que contiene no
so6lo los valores de la primera, sino otros extrafos, es claro que no
podran igualarse nunca ninguno de estos valores extrafios & ningu-
no de los valores de la segunda expresion; y al llamar equivalentes
estas dos expresiones, S'do se debe entender en la parte de valores

comunes; de modo que en realidad, lo que esta igualdad —a~ =
Ka'; expresa, es que los valores de —a*estancomprendidos en los

de V tt"; pero no es posible que cada uno de los cuatro valores alge-
i

braicos diferentes de t sean los de —o”, que no tiene mas
que dos.
* 220. SealaexpresionZ a ) /7 a 'b ' * [1];

la cual, después de simplificados los radicales, se convierte en
S nh"'/ aa\ ysacando/a factor comun, se tendra por ul-
timo Ma\/ab"-{J"h\/aF¥'= {3ab-"2nh'"] \/a.

Consideraiido & cada radical con el doble signo zh , el primer

miembro es susceptible de cuatro valores, mientras que el segundo

no tiene mas que dos; luego estas expresiones no pueden ser equiva-
lentes.

En este ejemplo consiste la dificultad en que para hacer la ulti-
ma trasformacion, hemos supuesto tacitamente que los valores de

3a\"ab” y 2/;INr'&'S 6 de sus equivalentes SabV'a y 2aPi™a, se han
de tomar, né de cualquier modo que se combinen, pues entonces no

hubiéramos podido sacar el factor comun i”a, sino pareados el pri-
mero con el primero, y el segundo con el segundo, y de ese modo

hemos podido sacar factor comudn ao6— luego para que las

dos expresiones 3/ii/aF-4-26/i7” y (3ab-h2aP) \/a sean equiva-
lentes, es menester que afectando a los radicales el doble signo, se
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corresponda el -f- con el + y el — con el —; pues esa es la condi-
cion tacita que hemos puesto para poder sacar como factor comun el
radical \"a.

* 221. Sea ahora la expresion

—ax\*—a="—a x —a=V~*a“=a.

La expresion tiene los dos valores +a, mientras que la pri-
mera, siendo el cuadrado de V'—a, no tiene mas que el valor —a;
luego el valor extrafio -1-0, es falso.

Esta dificultad proviene de no tener en cuenta los valores multi-
ples de los radicales, y de no atender a las condiciones en que taci-
tamente convenimos.

El valor -\-a que aparece como falso por no estar comprendido
en el primer miembro, por ser este primer miembro el cuadrado de

—a, proviene de suponer que — axV~r— a sea (k™ —a®, y
para ello ha sido preciso admitir tacitamente que de los dos signos
=que deben acompanfar alos dos radicales —ay —a, se han de

tomarlos iguales, es decir,-(-k*— ax~}4~—o0,y— —o0ox—"

y en esta hip6tesis claro es que el producto de ambos radicales se
reduce al cuadrado de — a 6 de —k™—ct, que siempre es —a,;
pero como ademas se pueden hacer otras dos combinaciones tomando

el —a con — k”~—ay al contrario, se sigue que en realidad debe

haber cuatro valores, de los cuales dos se han reducido, como ya
hemos visto, a —a. Veamos los otros dos valores correspondientes a

estas dos combinaciones qué nos dan. Si representamos-por la raiz

aritmética de a, los radicales propuestos se convertiran en -\-aJv' — 1
y-a 'V'-V, cuyo producto es —a''*x— 1, puesto que el radical

tienen ya un mismo signo en ambos factores, y nos de

— IxkN— — I)»——1; luego la combinacién —aX

— —a, nos da el resultado — —1 y como a

es la determinacion aritmética de V~™a,a' sera igual a; luego

_lil—ax— —a=-\~a; del mismo modo demostrariamos que

la otra combinacion —k"—ax-\-~—o0 es también igual & -f-a;

por consiguiente, los cuatro valores & que da origen el producto
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— axV~—a, considerados con toda generalidad, se reducen 4 =ta,
que es el valor hallado.

* 222. Sea multiplicar —aporl/=6.

Si aplicamos la regla de la multiplicacion, hallamos

N—ox N = V'—ax—h= \ah;
cuyo resultado puede llevar el signo -}- 6 el signo —, y tener
\V/—aXV"r—6=+P”a6, 6 —axV'—6=—v'ab.
En efecto, llamando al y U las determinaciones aritméticas de

ay 6, se tiene —a=E(VvV*~—\, y V—h=Vy/—1; luego

En esta expresion, si V — \ puede representarlos dos valores de que
es susceptible sin restriccion alguna; asi — 1x1~—"'l=drl; en
cuyo caso —axy™~—6=zxa'6”™ = =ht"06; pero si hacemos la
hipdtesis que los dos radicales han de llevar el mismo signo, entonces

expresion del producto sera

J/I—ax}/"~"h = —dW——V"ah.
* 223. Sea, por altimo, laexpresion xV~N—1, que se ve es
imaginaria, puesto que viene afectada de —\.

Si para efectuar el producto reducimos los radicales & un mismo
indice, tenemos

donde vemos, que una cantidad imaginaria f” a x , es igual &
una cantidad realt™o, lo cual es absurdo.
Si en l/ax~""m™ Nepresenta™”i” solamente la raiz aritmética de

Va, entonces es evidentemente imaginaria y nada mas
gue imaginaria; en cuyo caso habria un absurdo en la igualdad an-
terior. Pero entonces la trasformacion es inadmisible, pues aumen-

tando los valores de  — 1 al multiplicar el indice del radical, se ob-
tienen los radicales V a 1 considerados con toda su generali-

dad, y por tanto no es absurdo decir que V a X sea igual &
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sino que asi debe ser; porque entre los valores de 1/6'x —1,
los hay reales y los hay imaginarios, y nada impide el igualar

los valores reales de | ~ X 1~—"1, al valor real aritmético de la ex-
presion V a.
Para justificar esta igualdad no hay mas que probar que los valo-
4

resde Va x k — \ son los mismos que los de Va.

Para ello, los cuatro valores de K €2son los que se obtienen multi-
plicando la raiz cuarta aritmética de a, que llamaremos a”™ por las
cuatro raices cuartas de la unidad, giie son H-1, — 1,4- ly

__V—V, enlas que V'—\ no tiene mas signo que el que le precede;
luego las cuatro raices cuartas de a, seran

—aJ, y —a'\—
Los valores de X i/l-=T se obtendran multiplicando cada uno

de los cuatro valores de Ka por cada uno de los dos valores de
gue son, como hemos visto, 4-P*—4y — —1; por consi-
guiente, dichos valores seran 4-aP—4, —aV'—4, -\~alv'—4
y —a'[/[—4xP AN~~~ -[i”N puesto que aquiPAA

lleva el mismo signo en todos los factores, y por tanto |/—4

__\=i}/—4)~=—4; luego los cuatro primeros valores son:

,—a'l"—4, —al y -\-a\

Multiplicando ahora los valores de k*por el otro valor— 4,

se tendran los cuatro valores

-AV —\, \a"y ~al,

uue son absolutamente los mismos cuatro anteriores; luego los ocho

. ion Va [ —
valores que parece debia tener la expresion Va x k —4, se redu-
cen & so6lo los cuatro valores —a' 4-a'll—m4y —akr—1,

gue son precisamente los mismos que los de V a; por consiguiente,
considerando & los radicales con toda su generalidad, no es un absur-

do decir que V'a X V'—4=V a. 0
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LECCION XXV.

Definiciones.—Trasformaciones generales que se les pnede dar & las ecuaciones.—Begla
para planteary resolver un problema en el caso de no contener mas que una incégnita.

DeDnlcloncs.

224. Se llama identidad 6 ecuacisn idéntica, la expresion
de la igualdad que existe entre dos ccttitidades idénticas. Asi,
a= a, 3=3, a— h= a— h, a3)-]~h=ax-\-h, son identidades. El ca-
racter distintivo de las identidades es el de ser verificadas para cual-
quier valor que se dé & cada una de las letras que entran en ellas;
pues el primer miembro, que es todo lo que hay antes del signo =,
es siefnpre idénticamente igual al segundo, que es lo que hay des-
pués de dicho signo.

223. Se llama iguairaaa, la expresion que resulta de reunir
con el signo. = dos cantidades iguales en valor, pe)'o no en forma.
Asi, 3x4=12, a6=P, A=BQ-}-R, son igualdades; porque se su-
pone que el valor numérico del primer miembro es igual al valor
numérico del segundo, sin embargo de no ser idénticamente iguales
dichos miembros. El caracter distintivo de las igualdades es el de
verificarse siempre entre cantidades conocidas, y de ser generalmente
uno de los miembros de la igualdad el resultado de las operaciones
indicadas en el otro. Cuando en ambos miembros se efectiian todas



TRASFORMA.CION DE ECUACIONES. un

las operaciones indicadas con las cantidades que en ellos entran, se
debe llegar siempre & una identidad.

226. Se ¢(lama ecuacién la igualdad de dos cantidades, en que
entran una 8 mas incognitas, las cuales se han de determinar con la
condicién de que se verifique dicha igualdad.

Asi, 3ic— 1'1=2aH-5, es una ecuacidn; pues para que se Vveri-
figue es necesario darle a la incognita x el valor 16, y so6lo dan-
dole este valor se podré verificar, convirtiéndose en la igualdad,
3x16— 11=2x16-1-6, déla cual, efectuando todas las operaciones
indicadas, se obtiene la identidad 37=37.

El caracter distintivo de las ecuaciones es el no poderse verificar
para cualquier valor que se le dé & laincognita 6 incégnitas que en
ella entren, sino que éstas no pueden recibir mas que un numero
limitado de valores, y & veces es imposible que la ecuacion se veri-
figue para ningun valor, llamandose en este caso ecuacion absurda 6
imposible de verificar.

227. De las anteriores definiciones resulta que aun cuando las
tres palabras ecuacién, igualdad é identidad vienen a significar 6 ex-
presar en el fondo una misma cosa, que es la igualdad de dos can-
tidades, hay sin embargo una gran diferencia entre ellas. En la iden-
tidad como en la ecuacion puede haber cantidades desconocidas, 6
ser todas conocidas como en la igualdad; pero no se pueden confun-
dir con ellas, pues es necesario que el primer miembro sea idéntico
al segundo, lo cual no se verifica ni en la ecuacién ni en la igualdad.
Las incognitas de una identidad 6 ecuacion idéntica, pueden recibir
todos los valores que queramos, porque siempre el primer miembro
sera idéntico al segundo.

La igualdad no admite cantidades desconocidas, en lo cual se di-
ferencia de la ecuacién que siempre tiene por lo raénos una.

228. Las ecuaciones se dividen en determinadas é indeterminadas.
Se dice que una ecuacion es determinada cuando no tiene mas que
una incognita, é indeterminada cuando tiene mas de una.

Las ecuaciones, ya sean determinadas 0 indeterminadas, se dividen
también en grados que se marcan por el mayor exponento de la in-
cognita, si la ecuacién es determinada, y por la mayor suma de los
exponentes de las incdgnitas en un término cualquiera, si es inde-
terminada. Asi, una ecuacion puede ser de primero, segundo, terce-
ro, etc., grado, segun que el mayor exponento, 6 la mayor suma de



TRASFORMAOION

exponentes de las incognitas en uno de sus términos, sea uno dos
tres, etc. ' *

229. Se llama sistema de ecuaciones el conjunto de dos 6 mas
ecuaciones que se han de verificar para unos mismos valores de las in-
cognitas.

Se dice que un sistema de ecuaciones es determinado cuando hay
tantas ecuaciones diferentes como incégnitas; si el nimero de ecua-
ciones distintas de que consta un sistema es menor que el nimero
de incdgnitas, se llama indeterminado; y se dice que es imposible 6
mas que determinado en el caso de tener .mas ecuaciones que incég-
nitas; se llama imposible porque varias de estas ecuaciones no se pue-
den verificar sino condicionalmente, por lo cual se les llama igualda-
des o ecuaciones de condicion k las relaciones de igualdad que se han de
verificar entre las cantidades conocidas para expresar la condicion de
que todas las ecuaciones se verifiguen por unos mismos valores de
las incégnitas.

230. Resolver una ecuacion es hallar el valor 6 los valores de
las incdgnitas que puestos en vez de ellas en las ecuaciones las veri-
liquen, convirtiendolas en igualdades y éstas & su vez en identidades.

Tr..r«,.m.cio«c. s.ncp.lc. ,o0e ,c le, pueSc 4 i.,ccmclonen».

231. Los miares de las incdgnitas de una ecuacién no carian aun-
que se aumente o disminuya una misma cantidad & los dos miembros de
U misma.

Es decir, que los mismos valores de las incognitas que veriflean a
la ecuacién, A— B, verifican también a la ecuacion AzbM — BztM-
y reciprocamente ios valores de las incdgnitas de la segunda, son los
mismos que los de la primera.

En efecto, los valores de las incognitas que hacen que se verifique
la ecuaciéon A B, verifican también & la segunda ecuacién; pues
Siendo M siempre igual a M cualesquiera que sean los valores de las
incognitas, como A es igual & B por la hipoétesis, es claro que A -h M
sera igual a B+ M. h ~—m

Reciprocamente, siendo constantemente M para cualesquie-
ra que sean los valores de las incognitas, estos valores solo tendran
gue satisfacer a la condicion deserA~B; es decir, que los valores
gue han de verificar a la ecuacion A+tM =B +M son los mismos que
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verifican & A=B; luego se puede reemplazar una de estas ecuaciones
por la otra, pues los valores de las incognitas son los mismos.

Estas ecuaciones que se verifican por unos mismos valores de las
incognitas se les ecuaciones eqmvale.ntes.

232. En loda ecuacion se j)uede, sin que los valores de las incog-
nitas se alteren, pasar un término cualquiera de un miembro & otro,
cambiandole el signo.

En efecto, pasar un término cualquiera de un miembro & otro con
el signo cambiado, equivale & sumar 6 restar a los dos miembros una
misma cantidad, lo cual hemos visto no altera en nada los valores de
las incdgnitas.

Asi, la ecuacion ax— b-cx-{-d, se puede trasformar en ax—cx =
d-\-b, pasando el término —b al segundo miembro, y el ex al pri-

emero; lo cual se obtiene agregando a los dos miembros la cantidad
b, y restando después de dichos dos miembros ex; asi,
ax— b-\-b—cx=cx-\-d-\-b—ex,
la cual se reduce & la ecuaciéon anterior, haciendo la destruccién de
los términos semejantes.

233. Los valores de las incégnitas de una ecuacion no se alteran,
aunque se multipliquen sus dos miembros por una cantidad indepm-
diente de las incognitas.

Es decir que los valores de las incdgnitas que verifican & la ecua-
cion A=B, verifican también & AM=Bj\I, siendo M un ndmero in-
dependiente de dichas incognitas; y reciprocamente, los valores de
las incognitas, de la segunda son los mismos que ios de la primera.
En efecto, los valores que verifican & la ecuacion A=B, verifican
evidentemente &8 AM=BM; pues Msiempre es igual M.

Reciprocamente, siendo M independiente de las incégnitas de la
ecuacion, éstas sélo tienen que satisfiicer, para que el producto AM
sea igual & BM, que los factores Ay B sean jguales, es decir que
estos valores solo tienen que satisfacer a la ecuaciéon A=B; luego las
soluciones de la primera ecuacion son las mismas que las de la se-
gunda, y por consiguiente se puede reemplazar la una por la otra.

234. Toda ecuacion cuyos coeficientes de las incognitas sean frac-
cionarios, se puede trasformar en otra que tenga dichos coeficientes
enteros.

En efecto, si reducimos todos los coeficientes fraccionarios & un
comUn denominador, podemos multiplicar por él los dos miembros
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de la ecuacion sin que se alteren, como ya hemos visto, los valores
de las incégnitas, con lo cual los denominadores habran des-
aparecido.

Asi, la ecuacién oiH-4, se podra trasformar en

9m 6=8it-|-48, paralocual reduciendo 4 un comin denominador se
LN 6 8
tiene y multiplicando por 42, se halla la tras-
formada anterior.

Esta operacion se conoce con el nombre de quitar los denominado-
res de una ecuacion; de modo que podremos decir que, para quitar
los denominadores de una ecuatiion, se multiplican los términos enteros
por el m. ¢c. m, de los denominadores, y los num&t'adores de los frac-
cionarios por el cociente de dwidir dicho m. ¢. m. por el denominador
correspondiente, lo que equivale & multiplicar toda la ecuacién por
el m. c. m. lo cual no altera los valores de las incégnitas.

* 233. Sise multiplican los dos miembros de una ecuacionpor una
cantidad dependiente de las incognitas, la ecuaciéon resultante contendra
todos los valores de las incognitas que verifican & la ecuacién dada, y
ademas podréa contener algma otra solucién extrafa.

Sea la ecuaciéon A-=B si la multiplicamos por M, cantidad depen-
diente de las incognitas, se tiene AM= BM de donde se deduce
AM— BM= 0, 6 (A— BJM~"O.

Los valores de las incégnitas que verifican & la ecuacion A=B, ve-
rifican evidentemente AM=:BM, 6 & cualquiera de sus trasformadas
AM BM= 0, 6 [A—B)M= 0; pero los valores que verifican & la
ecuacion AM = BM, son los que hacen que {A~B)M sea igual & ce-
ro; ahora bien, (A— B)M puede ser cero, siendo A™MB, 6 M:=0,
luego los valores de las incdgnitas de la ecuacion AM:=BM, adema;j
de los valores que verifican & la ecuacion A= B, puede tener los va-
lores extrafios que hacen M= 0; luego si se multiplican los dos
miembros de una ecuacién por una cantidad dependiente de las in-
cognitas, la ecuacién resultante puede tener las soluciones extrafias
que provienen de igualar a cero el factor por que se multiplicaron.

236. Los valores de las incdgnitas de una ecuacion no se altean
aunque sejjartan sus dos miembrospor un numero independiente de di-
chas incognitas.

Es decir, que los valores de las incégnitas de la ecuacion A= B,
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son los mismos que los de la que resulta de dividirla por una canti-
dad M independiente de dichas incdgnitas,

A —
¥ ~ M

En efecto, los valores que verifiquen a la primera ecuacion A=B,
verifican evidentemente & la segunda; pues M siempre es igual M.
Reciprocamente, los valores que verifiquen a la segunda ecuacién,
tienen que satisfacer, pues M=M, & lacondicién precisa de A”B; es
decir ala primera ecuacion, luego las soluciones de la primera ecua-
cion son las mismas que las de la segunda y reciprocamente; luego
se puede reemplazar una de estas ecuaciones por la otra.

237. Del principio anterior se deduce que siempre que los coefi-
cientes de las incognitas y cantidades constantes tengan un factor co-
mun, se podran dividir por él los dos miembros de la ecuacidn, sin
qué por ello cambien los valores de las incognitas.

¢ 238. Sise dividen los dos miembros de una ecuacién -por un fac-
tor M dependiente de las incégnitas™ la ecuacion que resulta puede tener
menos soluciones que la propuesta.

En efecto, sea la ecuacién A =B cuyos dos miembros Ay B se
dividen por un factor M dependiente de las incégnitas; de modo que
llamando M y los cocientes respectivos, se tendra A'=B~

Si multiplicamos esta ecuacion k'— B' por el factor M, la ecua-
cién que resulta A'M=B'M, que es la ecuacion A=B, puesto que
AMM=A y B~"M=B, contiene las soluciones de la ecuacion A'=B”" y
ademas puede contener otras que resultan de igualar acero el fac-
tor M (235); luego si las soluciones de la ecuacion A=B contienen
las de la ecuacion A'=B\ mas otras soluciones de M =0, es claro
qgue la ecuacién A'= B' puede tener ménos soluciones que la pro-
puesta, segun queriamos demostrar.

* 239. Del principio anterior se deduce, que cuando los dos
miembros de una ecuacidn sean divisibles por una cantidad depen-
diente de las incdgnitas, se podré dividir por ella, siempre que se
agreguen & las soluciones de la ecuacion que resulte, las correspon-
dientes a la ecuacion que se obtiene de igualar & cero la cantidad
por que se divide.
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Regla para plantear y resolTer im problema en el caso de
DR no contener
masque una Incégnita.

N 240. Se llama problema toda cuestion en que se pide hallar una
0 mas cantidades desconocidas llamadas incognitas, la relaciéon 6
relaciones que tienen con otras conocidas llamadas datos.

Plantear un problema 6 ponerle en ecuacion es hallar las ecuacio-
nes que ligan las incégnitas con los datos segln las condiciones indi-
cadas en el enunciado.

Los problemas se dice que son determinados, indeterminados 6 im-
posibles, segin que el sistema de ecuaciones que resulta de plan-
tearle sea determinado, indeterminado 6 imposible: en el primer
caso, hay un numero finitoy determinado de valores para las incdg-
nitas que verifican las condiciones del problema; en el segundo, hay
un ndmero infinito de valores para las incognitas; y en el tercero, no
hay ningun sistema 6 conjunto de valores que puedan verificar las
condiciones del problema.

En todo problema se debe atender: 1." al modo de plantearle 6
ponerle en ecuacién; 2.° & la resolucién de las ecuaciones, ¢ sea la
investigacion del valor 6 valores de las incégnitas que le verifican;
3. & la verificacion 6 comprobacion de dichos valores; 4.“ a la dis-
cusidn, 6 sea la interpretacion y modo de considerar ios valores de
as incognitas de un problema, segln ciertas hipdtesis hechas sobre
los datos 6 condiciones del mismo.

Las dificultades que en cada una de estas partes se presentan de-
penden de la naturaleza de las condiciones dadas en el enunciado de
un problema, y por consiguiente del grado de las ecuaciones que re-
sulten al ponerle en ecuaciéon, y del niumero de ecuaciones que se
obtienen. Nosotros principiaremos por el caso mas sencillo, que la
ecuaciéon que resulte sea de primer grado, y no contenga mas que
una incégnita; aunque la regla que vamos & dar para plantear un
problema, es general para cualquiera que sea la ecuacion.

Dificil es comprender en una regla general el modo de plantear
un problema en ecuacién, cuando tantos y tan variados pueden ser
los enunciados de los problemas que se pueden presentar; pero siem-
pre se reduce a poner en practica las operaciones que tendriamos
gue hacer si, conociendo los valores de las incognitas, quisiéramos



DE ECUACIONES. 153

ver si cumplian con las condiciones enunciadas, lo cual siempre es
facil; por consiguiente, facil debe ser también el plantear un proble-
ma cualquiera, una vez bien comprendidas las condiciones a que han
de satisfacer las incégnitas. Asi diremos, que

241. Paraplantear un problema ¢ ponerle en ecuacion” se suponen
conocidos los valores de las incognitas que se buscan, las cuales pueden
ser elegidas a nuestro arbitrio en algunos casos, y se repy‘esentan por
las Gltimas letras del alfabeto; en seguida se indican todas las opera-
ciones giie se harian con estas incognitas, si realmente fuesen conocidas,
para comprobar el problema; lo que da origen & una igualdad que,
conteniendo los valores desconocidos de las incdgnitas, sera la ecuacion
de donde deberemos deducir dichos valores.

Sea, por ejemplo, plantear el siguiente:

Problema. Cuatro amigos fueron a un café & cenar, con ja condi-
cion de que cada uno habia de gastar todo el dinei'o que llevase: asi lo
hicieron, y resultd: que el primero pago la tercera parte de la cena; el
segundo la cuarta parte; el tercero la sexta, y el cuarto dio 60 reales
que tenia, con lo cual quedé pagado todo el gasto; se quiere saber
cuanto importa la cuenta.

Suponiendo conocido el valor de la cena, y llamandole x, se ob-
tendra la ecuacion que resuelve el problema haciendo con x las
mismas operaciones que hariamos si conociésemos el valor de la
cena, para comprobarle; asi, como el primero di6 la tercera parte

. , ©o
del valor de la cena, es claro que siendo este x, daria —; el segundo
3

X X
daria 4 el tercero pagariat)—, y el cuarto los 60 reales que did, cu-
yas sumas reunidas deben componer el valor total de la cena; por

consiguiente, se debera tener
X cc X ~

"=3+4+ 6+®"=

cuya ecuacion se trasformara quitando los denominadores, para
lo cual multiplicaremos por 12, minimo comdn multiplo de todos
ellos, en

12a)— 4aH-3a?-h2cc-f-720.

Si pasamos al primer miembro todos los términos que tienen x,

con lo cual el valor de la incégnita no se altera (232), se hallara,

12a)— 4a— 3x— 2a)=720;
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y reduciendo, se tiene
3Xx=n0;
de la cual se deduce, dividiendo por 3 ambos miembros,

720
x=— =U0;

luego el valor de la cena es 240 reales, de los cuales pago el primero
80, el segundo 60, el tercero 40, y el cuarto los 60 que faltan, cu-
yos numeros componen la suma de 240.

242. Para resolver una ecuacidén determinada de primer grado,
6 sea para hallar el valor de la incdgnita que satisface d dicha
ecuacion, se principia por quitar los denominadores si los /ifl™"(234);
después se pasan al primer miembro todos los términos que tienen
incdgnita, y al segundo los que no la tienen (232); se efectlan las
operaciones indicadas que se puedan, y se saca la incognita factor
comun si esta en mas de un término; por ultimo, dividiendo los dos
miembros de la ecuacion por todo lo que multiplica & la incégnita,
se hallara el valor de ésta.

En efecto, sea la ecuacion

50% -3 M 2it
X - 78
6 60 12 5
Si multiplicamos esta ecuacion por el m. ¢c. m. de los denomina-
dores, que es 60, el valor de la incognita no habra cambiado y se
podra reemplazar dicha ecuacion por la siguiente, que no tiene de-
nominadores,
60~— 5037— 30+ 11 = 150 23— 240:+240.
Pasando ahora los términos que tienen incognita al primer miem-
bro, y los que no la tienen al segundo, se hallara
6037— 30fc— 15iu+24a7= 240— 25+30— 17;
y efectuando las operaciones, se tendra
1937 = 228;
cuya ecuacion dividida por 19, nimero que multiplica & la incégni-
ta, nos dara para valor de ésta

Unico valor que verifica & la ecuacién propuesta.
Si queremos comprobarlo, no tenemos mas que sustituir por el
valor 12 la incognita x, y se hallara la igualdad
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. 5.12+3 17 3.12—5 212
i2- +4
6 60 12
en lacual, ejecutando las operaciones parciales que hay indicadas,

se tiene

63 17 31 24

12 I —— (-4.
6 60 12 5~

Efectuando las sumas indicadas en ambos miembros, se obtiene la
identidad.

107_107"

W ""60 °
con lo cual queda verificada la ecuacion.

LECCION XXVI.
Eesolncioa de ecuaciones de primereado con una incégnita.—Problemas que dan origen &
ecuaciones de primer grado con una incégnita.

Resoluclou de ecuaciones de primer grado conuna Incégnita.

343. Resolver los ejemplos siguientes:

" OX 30j+8 X
Ejemplo I. 3it+32— —= — —— j-42 —mmmmr
6 4 12
144
SOLUCION. =8;
18
co; . Max
Ejemplo |II. 2aX~\-b -------- -+ 280 = - - aa+2y.
a be
b~cd— fabhd hcd\ — 2a)

SOLUCION. X=
Bahcd— bc™— 2ac? ~abed— hc™— 2arf

Ejemplo III.
56(2a— b] 3a+6 a 3a—b 5a
N—a® 2a6(a+:>) 2a~b” 2ab{b—a}r~n 2
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_s5&{2a— h)
SOLUCION. X
2
%6a~\-\
Ejemplo IV. {Oa )X 3X- X 3a
afar+4 (a-h'iy a-\ri
a

SOLUCION. X =
a+l

Problemas que dan origen A ecuaciones de primer grado con una
Incégnita.

244. Problema I. Descomponer unndmero N en dospartes cuya
diferencia sea d.

Si conociésemos una de las dos partes, la otra seria lo que le fal-
tase ala que se conoce para valer N; luego llamando & una de estas
partes x, la otra sera N— cg; y como la diferencia de estas dos par-
tes ha de valer d, se tendra la ecuacion

e— [N— x) —d;
o si se quiere, N x —x = d, segun que x sea la mayor 6 la me-
nor de las dos partes.

Asi, suponiendo que;c expresa la mayor de las dos partes, consi-
deraremos la primera ecuacion, de la cual se deduce facilmente

X=-

2
gue nos dice que la mayor de las dos partes es igual a la mitad de la

suma del numero mas la diferencia, y la menor sera
N -i-¢ 2N— N— i/ N— i/
2 2 2

que es la mitad de la diferencia del nUmero que se ha de dividir y la
diferencia de las dos partes.

Ejempito. Dividir el nimero too en dos partes que se diferencien
en 36 unidades.

Segun las férmulas anteriores, se tendra:

N-

A 100-H36
Parte mayor = %8.
2
100— 36
Parte menor 2 -32.

Cuyas dos partes cumplen con las condiciones del problema.
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245, Este problema se suele también enunciar diciendo: hallar
dos niimeros conociendo su sumay diferencia.

En cuyo caso la traduccion de las anteriores formulas sera: el ma-
yor de los dos nameros es igual & la mitad de la suma mas la mitad
de la diferencia, y el menor igual & la mitad de la suma menos la mi-
tad de la diferencia.

PiiOBLESIA Il.  Una persona tiene impuesto la mitad de su capital
al ~por 100; la tercera parte al 5, y el resto al 8 por 100. Gana en
todo 21600 reales al afio: se quiere saber cuanto capital tiene.

Sea X el capital; y como la mitad esta impuesto al 3 por 100, pro-

3x
ducird esta mitad una ganancia igual a uJ; la tercera parte ganara

m!
& : St i , X X X )
al 5 por 100, -—; }/ e restoz Ape serac— 5 - 3= 5 aue esta im -
puesta al 8, producird una ganancia de y como la suma de las

tres ganancias ha de dar la ganancia total, que es 21600 reales, se

tendréa

8cc
------ =21600 rs.;
600

de la cual se deduce el valor de cc— 480000 que .resuelve el problema
como es facil comprobar.

probiema Ill. En un viaje de 210 leguas, dice una persona que
ha andado 3i veces mas en diligencia que & caballo, 2" veces mas en
ferro-carril que en diligencia, y por mar la mitad que por ferro-carril
mas tres leguas; se desea saber cuanto anduvo a caballo, en diligencia,
por ferro-carril y por mar.

Llamemos 0? & lo que ha andado & caballo; lo que en diligencia
anduvo, sera 3”cc; en ferro-carril andarla 27.340?, y por mar

2f.31Ix ' ,
— ,—v-l—----1-3; y como todo compone el viaje de 210 leguas, se tendra

la ecuacién
3\ x
. 3hx-\- 5 -3=210;

de la cual se deduce el valor]de a;=12, cuya comprobacion es
bien facil.
Probtema IV. Un correo parte de Madrid y camina s leguas
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cada 3 horas; 42 horas después parte otro con objeto de alcanzarle, y
camina 14 leguas cada 5 horas: ;& las cuantas horas le alcanzara?
Supongamos que el segundo correo tarda en alcanzarle x horas;

el primero llevara andando a?H-12; pero si éste anda 5 leguas en

g

cada 3 horas, en una andarad — de legua; el segundo andara, por
[0}

. ] 44 - . ]
una razon analoga, — ; por consiguiente, el primero habra andado
5

11
2) leguas, y el segundo y como este nimero de leguas
0

es el mismo que los dos han andado, se tendra la ecuacién

de lacual se deduce, x=31i horas.

Probiema v. Unplatero tiene dos rieles de plata de diferente ley;
el primero tiene 0,843 de fino, y el segundo 0,920; quiere hacer una
pieza de 6 onzas, que tenga una ley de 0,890 de fino: ;cuanto debe to-
mar de cada riel?

Estando la ley que ha de tener la pieza comprendida entre las le-
yes de los rieles, el problema sera posible; lo cual no se verificaria,
si hubiera de ser de una ley mayor que el de mayor ley, 6 menor
que el de menor; porque enténces habria que aumentar plata fina
en el primer caso, 6 liga en el segundo.

Esto supuesto, si nosotros llamamos x la cantidad que hay que
tomar del primer riel, del segundo habra que tomar 6—a? y como
en cada unidad de peso del primer riel, hay 0,845 de fino, en x uni-
dades habra icx0,845; por la misma razén en 6—x unidades del se-
gundo riel, habra (6—a:)x0,920; y como entre los dos ha de haber
el fino que corresponda a6 onzas de la ley de 0,895, 6 sean 6x0,895,
se tendréa la ectiacion

a;x0,84SH-(6— a7)x0,920= 6X0,895;
de donde se deduce cc =2, cuyo resultado nos dice, que tomando 2
onzas del primer riel y 4 del segundo, se hallaran 6 onzas de la ley
de 0,893 de fino, como es facil comprobar.

Probiema Vvi. Unapersona emplea su capital en un negocio que
leproduce un 20 por 400 cada afo; esta persona gasta anualmente
en el sustento de sufamilia 50000 reales; y al cabo de tres afios halla
qgue le faltan 21425 reales, para que su capital primitivo se halle
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aumentado eri sus tres quintas partes: se quiere saber que capital te-
nia esta persona al principio de la especulacion.

Sea e el capital con que se pone a negociar esta persona; al cabo
del primer afio se hallara con el capital

5 _200000
—50000=
4
Al cabo del segundo afio, tendra
200000 52—200000 25a?— 1800000
—50000=
4 ' 10 16
Por dltimo, al fin del tercer afio se hallara con el capital
25cc— 1800000 25a?—1800000 125a7— 12200000
-l v 50000 = &2

y como este capital ha de ser igual al primitivo aumentado de sus
tres quintas partes, ménos 24125, se tendra la ecuacion
425a?— 12200000
=a?
64
de la cual se deduce el valor de a?=480000 reales, que es el capital
gue se tenia al principiar esta especulacién.

Problesia vil Preguntandole un hijo & su padre qué edad te-
nia cada unOy le contesté: hace 4 afio que tenia yo el triplo de tu
edad, y dentro rfe 45 afios, no tendré mas que el doble.

Sea a?, la edad del padre; x — 4 sera el triplo de la edad del hijo,
am-4
y por consiguiente------ seria la edad del hijo, hace un afio, y por

tanto la edad actual sera, _O 1; dentro de 13 afios, la edad del

padre ha de ser doble de la del hijo; luego la ecuacion sera

a4-43 " 14-13
( )L
de la cual se deduce que la edad del padre es &= 43 afios, y la del
hijo 45; lo que es facil comprobar.

Probiema VIII. Un platero tiene un riel que contiene plata y
cobre y pesa 40 libras: se quiere saber, empleando el método de las
densidades, cuanto tiene de cada metal.

Averiguada la densidad del riel, se ve que es de 40; y se sabe que
la de la plata es de 10,5; y la del cobre de 8,8.
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Siendo la densidad la relacion del volumen al peso, se deduce que
el volumen sera igual al peso partido por la densidad.

Ahora bien, si llamamos x al peso de plata que contiene el riel, el
del cobre vendra expresado por 10— cc; el volumen de la plata se-

rA— ,y eldel cobre -------- ; y como ambos volimenes han decom -
10,5 8,8
poner el del riel,*que ~ tendréa la ecuacion
X 10— (Vv
10,5 8,8 ‘

de la cual se deduce cc==7,412 onzas de plata; y por tanto las de
cobre seran 10—7,412=2,588.

LECCION XXVIL

Discusion de los valores de la incégnita de una ecuaciéon de primer grado, linterpretaciott
ABO

de los valores positivos y negativos.—Interpretacion de las expresiones — cuan-

do resultan paravalores de laincégnita de una ecuacion.—Eegla para hallar el limite de
una fraccién cuando en sus jdos términos existe una cantidad variable que tiende hécia

infinito.—Interpretacion de las exprerionesco—co,y0xo00.

ntscaslon lie losvalores de lalacésnita de nnaecuacién de primer grado”®
~Interpretacion de los valores positivosy negativos.

246. Al resolver un problema de primer grado con una incég-
nita, ya se nos den los datos por nUmeros particulares, ya de un
modo general, 6 sea por letras, como en el problema primero que-
hemos resuelto (244), llegamos siempre a un cierto valor de la in-
cognita que satisface & la ecuacién propuesta, y este valor, segln
los que tienen los datos en cada caso particular, da origen 6 expre-
siones que es necesario interpretar y ver hasta qué punto satisfacen
las condiciones del problema, lo cual constituye lo que se llama dis-
cusion de los valores de la incognita de una ecuacion.
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247. Toda ecuacion de primer grado con una incégnita, puede

reducirse a la forma

[11
siendo A una cantidad entera y positiva, y B una cantidad entera
también, pero que puede ser positiva 6 negativa.

En efecto, después de quitados los denominadores, y hecha la
trasposicion de términos, podemos efectuar las operaciones indica-
das, 6 sacara) por factor comun, de modo que llamando A al coe-
ficiente de &, y B a la cantidad constante, la ecuacion propuesta se
reducird, 6 se podra reemplazar por la ecuacién Ao)=B, y si en esta
el coeficiente A es negativo, podremos multiplicarla por — 1, lo cual
equivale & cambiar el signo & todos sus términos, y llegaremos a la
ecuacion [1], en la que A es entero y positivo, y B siendo entero,
puede ser positivo 6 negativo.

248. La incognita de una ecuacion determinada de primer grado

A
tiene siempre un valor de la forma —que la satisface™ y no tiene mas
B

que uno.
Hemos visto que toda ecuacion de primer grado con una incog-

nita se puede reducir, sin que el valor de ésta se altere, 4 la ecua-
cion [1]; por consiguiente todo valor de la incégnita que verifique &
la ecuacion propuesta, debe verificar & la trasformada [1], y recipro-

B
camente; pero & la ecuacion [1] s6lo la verifica el valor dea?:;;

luego a la propuesta la verificara también éste y solo este valor.

El valor de la incognita de una ecuacion determinada de primer

19
grado siendo de la forma -, es claro que tendra que ser siempre real

y conmensurable, a no ser que los datos sean nimeros inconmensu-
rables 6 expresiones imaginarias; y siendo conmensurable, podra
ser entero 6 fraccionario, positivo 6 negativo, 6 bien de la forma
0 B.O
A" 0N (m

Estas expresiones ¢ valores verifican siempre & la ecuacién de
donde provienen y la convierten en una igualdad; pero no siempre
verifican a las condiciones del problema, como vamos a ver en esta
leccion.

249. Si B>0, el valor de x es positivo, el cual podra ser entero
u
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Ofraccionario, y en ambos casos este valor satisface, en general, no
s6lo & la ecuacién sino al problema que le dié origen, y digo en ge-
neral, porque hay casos especiales en los que el valor positivo de la
incognita no cumple con todas las condiciones que la naturaleza del
problema exige, en cuyo caso hay que desecharle. En efecto, si el
ndamero que representa x ha de ser por sunaturaleza enteroy resulta
fraccionario, es claro que esto indica una imposibilidad en el proble-
ma; pues no cumple con lacondicion precisa de ser entero. Si por el
contrario, lo que se busca es una fraccién, 6 un namero fraccionario,
y hallamos que es entero, también vendremos & concluir que el pro-
blema no puede verificarse en todas sus condiciones, y por consi-
guiente es imposible. A excepcién de estos dos casos de exclusidn, es
valor positivo de la Incégnita satisface siempre al problema de donde
proviene.

250. Si B<TO, el valor de x es negativo; y entonces hay que con-
siderar varios casos. En primer lugar podra ser entero 6 fraccionario,
y esto en nada alterara su significacion en el problema, & no ser que
como en el caso anterior, circunstancias especiales excluyan uno de
estos valores.

Si circunstancias especiales no excluyen el valor fraccionario, 6 el
entero, podra suceder que el valor que representa x en el problema,
pueda ser tomado en los dos distintos sentidos de que hemos hablado
al ocuparnos de las cantidades negativas, y en ese caso, si no hay en
el problema condiciones que determinen de antemano uno de estos
sentidos, el valor negativo lo mismo que el positivo, satisface & la
cuestidn, con solo tener en cuenta que el valor negativose ha de con-
tar en un sentido contrario al que se coiitaria si fuese positivo.

Asi, si X representa el haber de una persona, y hallamos un valor
negativo — ", diremos que aquella persona lo que tiene es una deu-
da — a de a reales. Si expresa la distancia de un punto a otro consi-
derado como origen, en una linea en la cual se ha convenido que
las cantidades positivas se cueiilcu & la derecha, el valor —a nos in-
dicara que dicho punto se halla & la izquierda y & la distancia a; si
representa la época en que ocurrié un suceso con relacidon aotra que
se toma por origen o punto de partida, el valor positivo 6 negativo
solo nos indicara si dicho suceso ocurrié después 6 antes de esta
época; y el tiempo trascurrido sera siempre el valor numérico de la
cantidad, es decir a. Si expresa la longitud ¢ latitud de un lugar, el
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valor positivo 6 negativo hallado para la incégnita, nos indicara el
sentido en que se ha de tomar, es decir si es oriental U occidental,
si setrata de lalongitud; y si déla latitud, nos indicara si es boreal
6 austral; y lo mismo diriamos de cualquier problema en el cual el
valor de la incégnita pudiera tomarse en dos sentidos opuestos, y que
en el enunciado del mismo problema no hubiera condiciones restric-
tivas que marcasen ya uno de estos dos sentidos.

251. Si en el enunciado del problema hay condiciones que mar-
can el sentido en que debe tomarse la incdgnita, el cual estd indica-
do por el valor positivo de la misma, el valor negativo nos indicara
una imposibilidad en el problema, y como tal debera desecharse.

Asi, si tratamos en determinar el tiempo que trascurrié desde una
época dada, aun cierto acontecimiento, y hallamos un valor negati-
vo, diremos que el problema es imposible; pues en vez de haber
trascurrido tiempo desde dicha época hasta el acontecimiento, que es
lo que tratamos de hallar, vemos que dicho acontecimiento ocurri6
antes de la época que se nos da. Si tratamos de hallar la distancia &
que se encontraran dos moviles que corren en una misma direccion,
y que parten de dos puntos fijos, y hallamos para valor de la incég-
nita un valor negativo, nos indica desde luego que el problema es
imposible; pues deberla tomarse este valor en el sentido contrario,
lo que no puede ser por estar ya determinada en el problema la di-
reccion en que dichos moviles corren; de modo que en vez de en-
contrarse auna derla distancia que es lo que buscamos, se han de-
bido encontrar ya antes, por consiguiente se nos pide en el problema,
lo que no es posible que se verifique, lo cual esta marcado jpor el va-
lor negativo.

252.  Como el valor de una incognita nos indica, segun sea po-
sitivo 60 negativo, el sentido en que dicho valor se ha de tomar,
cuando el valor negativo nos indique, por las condiciones restrictivas,
una imposibilidad, si variamos en el problema esta condicion, lo
cual equivale & tomar ciertas cantidades en sentido contrario de
aquel en que antes se tomaron, obtendremos un nuevo problema de
condiciones restrictivas también, que se verificara para el mismo va-
lor bailado, considerado positivi.mente.

Si no estad bien clara la condiciéon que ha de cambiarse para que
el problema modificado tenga por solucion el mismo nimero hallado,
se puede determinar facilmente, traduciendo al lenguaje vulgar la
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ecuacion que resulta de cambiar x en —x en la ecuacién propuesta;
porque en efecto, si representamos por ¢’ el valor —Xy y ponemos
en la ecuacion propuesta x' en vez de Xy hallaremos para x' el mismo
valor negativo que podremos representar por —a, de modo que se
tendra x»——a; pero —x\ luego —x= —a, 6 x=a sera el
valor de la ecuacion que se obtiene cambiando x en — Xy en la pro-
puesta.

233. Si la cantidad que representa x no es por su naturaleza
susceptible de poderse tomar en dos sentidos enteramente opuestos,
y hallamos sin embargo para valor de x una cantidad negativa, de-
bemos concluir que el problema es imposible de verificar en todas
sus condiciones fisicas.

Lo mismo que en el caso anterior, podremos hallar otro problema
que tenga por solucion el mismo valor numérico, pero positivo, el
cual se obtendra, como hemos dicho, traduciendo la ecuaciéon que se
obtiene cambiando x en —x en la ecuacién del problema dado, lo
que dara origen & un problema de la misma naturaleza, pero con
la diferencia de que ciertas condiciones deberan tomarse en sentido
contrario de aquel en que se tomaban en el problema propuesto.

234. Sucede a veces que siendo el problema posible, aun te-
niendo en cuenta las condiciones restrictivas que marcan uno de los
sentidos en que la incognita se debe tomar, hallamos sin embargo
un valor negativo para la incégnita de la ecuacidn, y por consiguiente
aparece como imposible; lo cual indica que hay algin vicio cometido
en el planteo del problema. En efecto, al poner un problema en
ecuacion, tenemos que hacer algunas veces, hipdtesis particulares
en que nos apoyamos, y si al hacer estas hipdtesis alguna de ellas
es falsa, llegaremos a un valor negativo que nos dirda, no que el pro*
blema sea imposible, sino que alguna de las hipotesis que hemos
hecho en el planteo de la ecuacién es falsa. Por eso, en un problema
cualquiera, antes de concluir diciendo que es imposible, es necesario
que esteraos seguros de no haber cometido ningdn error en los calcu-
los, ni haber hecho ninguna hipédtesis falsa en el planteo de la
ecuacion.

233. De todo lo dicho respecto & los valores negativos de la in-
cognita de una ecuacién, resulta:

I.° Que el valor negatm de la incégnita de una ecuacion nos
exp.resa la solucion del problema de un modo generaly cuando la
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cantidad que dicha incégnita representa, es susceptible de ser tomada
en dos sentidos opuestos y no hay condiciones que marquen de ante-
mano, en cual de estos sentidos hay que lomarla.

2. ® Que el valor negativo de una incégnita nos indica una impo-
sibilidad en el problema, aunque la cantidad que represente sea sus-
ceptible de ser tomada en dos sentidos, siempre ~ue alguna condi-
cion exprese que ha de ser tomada en uno de estos, en cuyo caso,
el valor negativo nos indicard que habra de tomarse en el otro, Ib
cual es contra lo que en el enunciado se pide.

3. °  Que el valor negativo de la incognita nos indica una impo-
sibilidad en el problema, siempre que la cantidad que represente no
sea susceptible de ser tomada en dos sentidos distintos.

4, " Que el valor negativo de la incégnita puede indicarnos no
una imposibilidad del problema, sino algun error en los célculos, 6
al,una hipoétesis falsa hecha en el planteo de la ecuacién, y tina vez
corregido el error, 6 deshecha aquella hipétesis falsa, llegamos & un
valor positivo que es el que verifica al problema.

b.°  Que el valor negativo de una incognita de un problema puede
convertirse en el valor positivo de otro problema de la misma natu-
raleza, en el cual ciertas cantidades 6 ciertas condiciones que se to-
maban en un sentido, se toman en sentido contrario; y que el enun-
ciado del problema modificado se obtiene, traduciendo al lenguaje
vulgar la ecuacién que resulta de sustituir en la propuesta x
por —x.

Internretaelon dclns expresiones A OYO cuando resolten para valo-

res de la incégnita de una eciiacion>

236. Los valores de los datos de un problema, a veces son tales,
que reducen acero auna de las cantidades generales A 6 By en al-

0B O
gunasocasiones alos dos, dando origen & las expresiones 'q*

las cuales vamos a interpretar en esta discusion.
Si hacemos B = 0 en la ecuacién Ax*= B, y en el valor de la in-

B 0
c4gnita sacado de ella A obtenemos Aa7= 0 y ic= A que

nos dice que el valor de ices cero, puesto que cero partido por cual-
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quier cantidad da cero de cociente, lo que estd conforme con la
ecuacion, pues el niumero que multiplicado por A nos da cero, no
puede ser otro que cero.

Ahora bien, si nosotros buscamos un nimero que habia de cum-
plir con ciertas condiciones, y éstas se reducian a satisfacer la ecua-
cién A2?= B, en la cual B= 0, se ve que no hay nimero que la ve-
rifique, y en ese caso el problema es imposible en este sentido; pero
este valor sin embargo tendra su significacién en cada caso especial,
pues denotard el origen de toda cantidad ya sea positiva 6 negativa.

La ecuacion es absurda, porque tratando de hallar el namero que
multiplicado por A nos produce cero, se ve que es imposible, pues
no hay ningun numero que cumpla con esta condicion; luego el va-

lor 70\ = 0, nos indica en general una imposibilidad en el problema,

tal como se pide, pero que tiene su interpretacion fisica tomande
por solucidn el valor cero, 6 sea el origen de las cantidades positivas
y negativas. La ecuacion es absurda, pues no hay ninguna cantidad
numérica que la satisfaga, y sélo desaparecera el absurdo haciendo
ic=0, en cuyo caso se tiene la igualdad evidente AxO — 0.

257. Si ahora suponemos A=0 sinque B lo sea, la ecuacion

B
propuesta y el valor de x, se reducirdn 8 0X£c=B, y x= —.

Desde luego se ve que la ecuacion Aic= B, es absurda en la hipé-
tesis de ser A=0; pues no hay ningin nimero finito que puesto en
vez de x la satisfaga, porque cualquier nimero multiplicado por cero
nos da cero; y como B no lo es, se sigue que la ecuacion 0=B, 6 sea
Oxm=B, 6 Axcc=B, es absurda en el caso de ser A=0.

B . R .
El valor -- nos expresa una cantidad infinitamente grande, o sea

infinito, que se representa por el signo oo . Para convencernos de ello,
observaremos que si el divisor de una division disminuye, el cocien-
te aumenta; asi, si hacemos sucesivamente A=0,001 , 0,00001»

B
0,00000001, etc., los valores de la expresion a seran

0B 100000B,-

0,001: f-0,00001 e +0,00000001
donde vemos, que si le damos & A un valor menor que cualquiera
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. . B . .
cantidad dada, el cociente i, podra ser mayor que cualquiera can-

. B
tidad dada también; luego si hacemos A =0, la expresion — expre-

N

sara una cantidad infinitamente grande, 6 sea xnjimto.

Al hallar para valor de a una expresién de esta forma, o sea,
como hemos visto, un valor infinitamente grande 6 infinito, es claro
,Jueno hay valor alguno finito que pueda verificar al problema y

& la ecuacion; luego esta expresion® =00 hallada para valor de un

problema, nos indica-que es imposible, y la ecuacién absurda; pero
la ecuacion Aic=B, hemos visto que es evidentemente absurda ha

ciendo A=0; luego el valor de esta conforme con la ecuacion,

y corresponde perfectamente, aun en este caso, para probarnos la
imposibilidad del problema y el absurdo que dicha ecuacion expresa.

Estas soluciones, que se llaman infinitas, pueden ser positivas en
unos casos, negativas en otros, en algunos indiferentemente positi-
vas 6 negativas, y en todos casos indican imposibilidad en el pro
blema. En algunos problemas de geometria, pueden tener interpre-
tacion estas raices infinitas.

258. Si suponemos A=0 y B=:0, la ecuacién y el valor de la
incognita se convierte en Ox;c=0, y oi indica que
cualquier nimero multiplicado por cero nos da cero, y por consi-

guiente la expresion ~podemosconsiderarla como simbolo de inde-
terminacién, puesto que la ecuaciéon queda satisfecha siempre para
cualquier valor que se le dé & m. Ademas, podemos hacer ver, que -

puede ser el simbolo de la indeterminacion, 6 sea una expresion que
puede representar cualquier namero. n

En efecto, supongamos que los dos términos de la fraccion — van

decreciendo, y que permanece constante su relacion: en el limite

O @)

esta relacion serd también la misma; pero el limite es luego "
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B
puede representar la relacion cualquiera — de dos ndmeros; y como

esta relacion es un numero indeterminado, es claro que ~puedeser
el simbolo de la indeterminacion.
259. Aunque generalmente la expresion indica el simbolo de

la indeterminacion, hay casos en que no es asi; sino que puede ser
que un valor de una fracciéon tome esta forma, & causa de haber en
sus dos términos un factor comun, que se reduce a cero por una
hipotesis particular; de modo, que si antes de hacer esta hipétesis
quitamos ese factor comun, lo cual estd permitido, y después hace-

mos la misma hipétesis, dicha fraccién puede ya no tenerla forma —

sino representar un valor finito, cero ¢ infinito, segiin que ese fac-
tor esté contenido en el numerador de la fraccion un nimero de
veces igual, mayor 6 menor que en el denominador.

N ~-0, N - e |
Asi,” la expresion x—-;%\—ah %h se reduce aﬁ@a lc<iencfo
2a2— 3a6— 26" 0
a= 26.
En efecto, x = pero si antes de hacer

86— 662-262 0’
fl=26, observamos que el valor de x se puede simplificar quitando
el factor a— 26 que hay en los dos términos, se tendra para el valor

a-\-h
simplificado x — ~ en el cual, si hacemos la hipotesis anterior
a= 26, se tiene —_ N — Lue)qo el verdadero valor de
46-t-6 56 .

3
X no es indeterminado como se podria haber creido, sino que es o

Esto prueba, que para decir que la expresion — es el simbolo de

la indeterminacion, es necesario que la fraccion de donde proviene
no pueda simplificarse.

Regla para hallar «f limite de una fi*racclon cuando en sus dos términos
existe ujta caiuidad variable que tiende hécia Infintto.

260. Cuando en los dos términos de una fraccién existe una
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cantidad variable que tiende hacia infinito, dicha fraccién se con”™
vierte, al llegar a este limite, en cuya expresion todavia no
sabemos interpretar; pero en muchos casos este limite suele ser
un numero finito, y conviene saber como se determina; para ello se-
guiremos Jasiguiente regla:

261. Para hallar el limite hacia el cual tiende uno fracciéon cuan-
do en sus dos términos existe una cantidad variable que tiende hacia in-
finito, no hag mas que dividirsus dos términos por hj potendamayor a
que esté elevada esta variable, hacerla luégdigual a infinito, y gl valor &
gue se reduzca la expresion sera el limite pedido.

Para ver el valor final hemos de observar que toda cantidad fini-
ta partida por otra infinita da de cociente cero, por una razén analo-
ga ala que dimos para demostrar que toda cantidad finita dividida

por cero, da de cociente infinito.
| valor d | an— 2%~ que se reduce a
Asi, el valor de x en la expresion x = ,
P 2a"— 262
\
{x= 7, cuando a=o00 , esigual a—, haciendo lo que la regla ante-

rior prescribe.

Interpretacién de laa expresiones —, 0>—m y Ox ©

Vemos que la expresion ™ es igual a coro; pues cuando

el denominador de una fraccion es infinitamente grande, el valor de
la misma es infinitamente pequefio; y del mismo modo podemos de-

ducir, que-~= <, lo mismo que--; pero las expresiones-"-,
M — @D Y Ox<X) es menester que veamos lo que representan. Para

ello, consideraremos las dos fracciones — y —, con las cuales Indi-
ce y

caremos y efectuaremos las operaciones que estan marcadas en estas

expresiones, haremos después x = 0 é y = 0, y tendremos lo que se

desea.
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Asi,
i i
— haciendo ahora cc= 0 é i/= 0, se tiene n ;
4 c 1 u
@)
y
luego la expresion indica en general, como —, el simbolo de in-

determinacion.

1 y N X . .
Sea ahora —- ; de donde, haciendo &= 0éy= 0,
X Xy
) \ 1
se tiene ——— - = 00—
- -z \ -
Y por ultimo, de la expresiéon icx —= —, se deduce, haciendo
. \ 0
también cc= 0 é y= 0, que O x-= 0xco= luego estas tres

K
expresiones indican lo mismo que —.

263. Hemos visto, que si los valores de la incdégnita de una
ecuacién son cero 6 0o, dicha ecuacion es absurda; y ahora vamos a
probar, que si la ecuacién es absurda, el valor de la incégnita ha de
ser CERO 6 infinito.

En efecto, si la ecuacion k x =" es absurda, ningun valor finito de
x puede verificarla; por consiguiente, las dos cantidades A y B no
pueden ser nimeros finitos ala vez; porque si lo fueran, el valor de
oi= -, que seria finito, la verificaria, y en ese caso no seria absur-

A
da, lo cual es contra la hipotesis.
Tampoco pueden ser las dos cero, 60 las dos infinito, porque en-

. 0 ,00
ténces se hallarian para valores de x expresiones de la forma —o—,

gue acabamos de ver son simbolos de indeterminacion, y por consi-
guiente las ecuaciones idénticasOX 2*=0, § oo X x =00 , quedarian
satisfechas para cualquier valor de x, lo cual no puede ser, puesto
gue la ecuacion es absurda; luego A tiene que ser cero 6 infinito, sin
serlo B; 6 B tiene que ser c¢'>ro 0 infinito, sin serlo A; pero de todas
estas combinaciones resulta, para valores de x.
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luego el valor de x es, como hemos dicho, cero ¢ infinito, segin se
gueria demostrar.

LECCION XXVIII.

Ejemplos de discusién de proljlemas de primer prado con tina inciiipnita.

Ejemplo« de dIscnston de problemas de primer grado eon lina incégnita.

264. Probiema |I. Un destajista toma xin cierto nimero dejor-
nalerospara hacer una obra, y se propone gastar diariamente una
cierta canli 'ad: si paga losjornales a m reales, lesobran de la can-
tidad acordada a reales; y si los paga & n, faltan b reales. Se pregun-
ta cual es e' numero dejornaleros, y la cantidad, que se propuso gas-
tar diariame7ite.

Sea da cantidad que se propuso gastar cada dia, y jr el namero
de jornaleros; y se tendra que, pagando cada jornal & m reales, x
jornales seran mx; y como entonces sobran a reales de los que se
propuso gastar, tendremos

c= mx-"a [1].
Del mismo modo se hallara ¢c= nx— b; y por consiguiente, la
ecuacion gne da el namero de jornaleros, sera
nx— b~mx-\-a [2];
a-\-b
de la cual se deduce x = -----—--

La cantidad que diariamente debera gastar sera, segun la rela-
cién [4].

a+6 —ma m&H-na
c=m -a=

n—m n—m n—m
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El valor de x sacado de la ecuacion [2], representando el nimero
de jornaleros que el destajista ha de tomar, tiene que ser por su na-
turaleza entero y positivo; y cualquier nUmero que no cumpla con
estas dos condiciones, nos indica una imposibilidad en el problema.

En efecto, demos a las cantidades conocidas en esta cuestion ge-
neral valores particulares, y veamos lo que en cada caso se obtiene.

Demos en primer lugar los valoresa=9, 0=17,w= 7, y n= 9.
El enunciado del problema sera: Un destajista toma un cierto numero
dejornaleros para hacer una obra, y se propone gastar diariamente
una cantidad: pagando los jornales a 7 reales, le quedan de la canti-
dad diaria 9 reales; y pagando los jornales & 9 reales, le faltan 17.
¢Cuantos son los jornaleros y la cantidad que diariamente se propone
gastar?

Como este enunciado no se diferencia del general mas que en los
valores particulares de les datos, las formulas halladas nos daran los
nameros que se buscan; asi, el nimero de jornaleros sera

9+17 2
= 13.
9—7 2
La cantidad que se propuso gastar diariamente, sera

7.1)7_4_9*9 119+81 200
c= 100,
9—7 2 2
lo cual es facil comprobar.
Si ahora suponemos que a=13, 6=24, w=11 y n=13; hallare-
mos para el numero de jornaleros,

13+24 37
X- 94;

lo—11 4
resultado absurdo, pues el nimero de jornaleros ha de ser por su
naturaleza un numero entero; luego segun hemos dicho (249), el
valor positivo de la incégnita de un problema, puede no satisfacer a
este problema, si este nimero es fraccionario y por su naturaleza
debia ser entero. Por consiguiente, el valor fraccionario positivo
puede indicarnos imposibilidad en el problema, siempre que el nd-
mero que represente la incognita deba ser por su naturaleza un nu-
mero entero. Sin<i m, en ese caso el valor de x sera negativo; y
como el nuamero que representa x no es susceptible de ser tomado
en dos acepciones, el problema sera imposible de verificar con seme-
jante hipdtesis.
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En efecto, demos alos datos los valores particularesa=9, h—M,
m=9 yn=7, y hallaremos para el nUmero de jornaleros,

—9 —2

Resultado que en el caso presente nos indica, que el problema es
imposible y la ecuacion absurda: porque si consideramos el enun-
ciado correspondiente & este caso, veremos, que pagando los jorna-
leros a m, 6 sean 9 reales, sobran de la cantidad estipulada 9 reales;
y pagandolos a n, 6 sean 7 reales, en ese caso faltan M, lo cual se
ve que es absurdo; pues siendo menores ios jornales en el segundo
caso que en el primero, debia no faltar, sino sobrar mas de lo que
sobr6 en el primer caso; luego el valor negativo de una incégnita
nos expresa una imposibilidad del problema, siempre que la canti-
dad que dicha incognita represente no sea susceptible de ser tomada
en dos sentidos distintos (255-3.°)

Pero hemos dicho en la leccion anterior, que el valor negativo de
una incognita, considerado positivamente, puede ser solucién de
otro problema de la misma naturaleza, con so6lo la diferencia de to-
mar ciertas condiciones en sentido contrario; y que el enunciado de
este nuevo problema se obtiene traduciendo al lenguaje ordinario
la ecuacion que resulta de sustituir x por —x en la ecuacion que
nos da el valor negativo. Asi, si quisiéramos modificar este problema
imposible, y obtener otro que quedase satisfecho para el mismo valor
numérico de la incégnita tomado positivamente, sustituiriomos en
la ecuacion [2] x por —x, y hallariamos nx—b= — 6 cam-
biando los signos, tendremos la igualdad

nx~\-h=mx—a [3];
que traducida al castellano, nos daria el siguiente enunciado:

Un destajista toma un cierto numero de jornaleros para, hacer una
obrUy y piensa gastar diariamente una cierta cantidad: pagando los
jornales a m realeSy le faltan a; y pagandolos & n, le sobran b. Se
quiere hallar el numero de jornaleros y la suma que ha de gastar dia~
riamente.

El enunciado primitivo sirve para el caso de ser n>-w, y éste
para cuando nC™m, y como el primero nos da un valor negativo si

se tiene n<.m; pues el valor de x es, x- éste nos dard un
n—m
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a-\-h
valor positivo, por tener para x el valor x — Asi dando & los
m— a
datos generales en este problema modificado los valores a=9,
6=17, m=9 y n=1 que en el propuesto daban el valor x —— 13,

hallaremos,
9+17 26

conforme debia suceder.
Si &n y m damos valores iguales, hallaremos, en ambos enuncia-

N

t > [ e ' . -
c}os para valor 3e la incognita x = —qg = >cuyo valor nos indica

una imposibilidad en el problema y un absurdo en la ecuacion; en
efecto, no hay ningln ndmero finito de jornaleros que cumpla con
las condiciones indicadas, luego el problema es imposible; la ecua-
cién es absurda, pues haciendo m=n, se obtiene nx—h=na;+a, de
donde 0=a+ 6, lo cual es absurdo pues a y b son dos nimeros posi-
tivos cuya suma no puede ser cero; todo lo que esta conforme con lo
dicho enla leccion anterior (257).

Pkoulema IlI. Una persona tiene a afos, otra tiene b; ;en qué
tiempo la edad del primero seria m veces la del segan l0?

Sea X el tiempo que media entre la actualidad y la época en que
la edad del primero es m veces la del segundo, tendremos

atf£c= (6+cc)m,

de donde se deduce x = _m

El valor de x puede ser entero 6 fraccionario, y como no hay con-
dicion para excluir uno de estos valores, tanto el calero como el
fraccionario satisfaran a la cuestion.

Puede ser ademés este valor positivo 6 negativo: positivo siempre

que sea m ya~6ém; .y negativo, siempre que sea bm y

. < .
In N 1; pero como la cantidad que representa ;r puede tomarse en

dos sentidos distintos, segun se cuente antes 6 después de la época
actual, y como no hay ninguna condicion restrictiva que marque uno
de estos sentidos con exclusion del otro, se sigue que tanto el valor
positivo como el negativo satisfacen & la cuestion, debiéndose tan
s6lo tener presente que el positivo se cuenta después de la época ac-
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tual, y el negativo antes, y se enunciara diciendo que se verificéd lo
que se pide hace tanto tiempo, 6 que se verificara después de tanto
tiempo.

Asi, supongamos que la primera persona tenga 57 afios, la segun-
da 9, y queremos saber cuando la edad de la primera seria cuatro
veces la de la segunda; hagamos a=bl, 6=9, y m—i y se tendra

57— 9x 4 n
4—1 3
y en efecto si la primera tiene 57 afios y la segunda 9, dentro de 7
afios, tendran 64 y 16, donde vemos que 64 es cuatro veces 16, se-
gun se pedia.
Si suponemos ahora que se tiene a=48, 6=32 y 7?°=5 se hallara

48— 32-5 48— 160 -112
XT T 5 g 28,

que prueba que si una persona tiene 48 afios, y otra 32; hace 28 afios
que la primera tenia una edad o veces mayor que la segunda. Jn
efecto, hace 28 afios tendria la primera 20 afos, y la segunda 4, don-
de vemos que 20 = 4 x5, lo cual justifica el problema.

Los valores de x hallados en cada caso particular del problema en
cuestion, deben estar por su naturaleza comprendidos entre ciertos
limites, de los cuales no pueden pasar sin faltar al sentido de la
cuestion. Estos limites son, si se trata de valores negativos, la edad
del menor; porque debiéndose quitar el valor negativo de las edades
de las dos personas, para encontrar la época pedida, si este valor
negativo fuese igual 6 mayor que la edad del menor, se llegaria a
una imposible, pues daria origen & edades negativas ¢ & la edad cero,
gue ambos indican carencia de la persona que la tiene; asi una per-
sona que tiene la edad cero, equivale & decir que no hay tal persona,
gue no existe ni ha existido, y decir quo una persona tiene por edad
un ndmero negativo, es una cosa que no tiene sentido y por consi-
guiente inadmisible.

El limite superior esta determinado por la edad del que mas viva,
a pesar de que podemos, aunque ambas personas mueran, hacer la
hipétesis de que si vivieran & los cuantos afios, la una tendria 6 hu-
biera tenido si viviese ni veces la edad de la otra.

Si hacemos m=1 sin que a sea igual 6, hallaremos para x el va-
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lor cc=”~-— 5que prueba que nunca la edad del primero sera igual

a la del segundo, pues por hipdtesis a=\zb.

Esta solucién infinita nos indica que la ecuacién es absurda, pues
se reduce por esta hipétesis a de la cual se deduce
a=b, lo que segun la hipotesis no es cierto.

Ademas este valor no es otra cosa sino el limite hacia el cual se va
aproximando & valer cc & medida que m se va aproximando avaler 4.
En efecto si es necesario que vaya disminuyendo para apro-
ximarse a valer 1; pero a medida que m disminuye, el numerador
aumenta por disminuir el sustraendo, y el denominador disminuye
por disminuir el minuendo; luego la fraccién por esta doble razén
aumentarda, y como el numerador tiende a valer la cantidad finita
a__ b, y el denominador decrece cuanto se quiera hasta cero, el va-
lor dj g crecera indefinidamente en valor numérico, luego el limite
es infinito. Lo mismo se prueba cuando m < I .

Si hacemos a”h sin ser , hallaremos para g el valor x =" a ,
cuyo resultado nos indica un imposible, pues hemos dicho que el
limite de los valores negativos es la edad del menor, porque qui-
tando de la edad del menor un nimero igual de afos, llegamos a la
edad cero de una persona que indica carencia de la misma; luego el
problema es imposible en este caso. La ecuacion se verifica para el

s6lo valor de —a; porque entonces se reduce a 0=0xm ; pero
fuera de este caso indica un absurdo, pues no siendo m=
nunca puede ser igual a En efecto, si dos personas tienen

la misma edad, debieron nacer a un mismo tiempo, y como para las
dos corre éste de la misma manera, en cualquier época que se les
considere tendran siempre la misma edad, y por consiguiente pedir
cuando la del uno sera doble, triple, etc., de la del otro, es pedir un

imposible.
Si hacemos por ultimo a=b, y , entonces el valor de x se re-
duce 4® = -, que nos indica el simbolo de la indeterminacion, pues

el numerador del valor de x se reduce acero con independencia del
denominador; y asi debe ser, porque si dos personas nacen & un
mismo tiempo, en cualquier época tendran ambos la misma edad.
265. Problema IlIl. Dos moviles My M parten & m mtsmo
tiempo de los puntos A y B que distan d kilometros, y recorren en una
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mwna direccion larecta YX; el uno con una velocidad de a kildometros
por hora, y el otro de b; ¢4 qué distancia del punto B se encontraran?
n M w
Y E' A B E X

Representemos por c la distancia del punto B al punto E de en-
cuentro, en cuyo caso la distancia AE estara representada por x-\-d.

Suponiendo que el movimiento de los mdviles es uniforme, es de-
cir, que en tiempos iguales corren espacios jguales, el tiempo que
el moévil M empleara en correr el espacio AE, estara representado

y el que emplea el moévil M' en correr el espacio BE, se-

, 00 R . I
rd& —; y como estos tiempos son iguales, se tendra

x~\-d
[1].
hd
de donde se deduce facilmente x ~ a6
La naturaleza de la cuestion no excluye los valores porque sean
enteros 0 fraccionarios, por lo cual no tendremos en cuenta esta con-
dicion.
Por consiguiente, todo valor positivo satisfara a la cuestion, y el
nuamero que hallemos nos expresara la distancia del punto B al pun-
to E de encuentroy que evidentemente estara a la derecha de dicho

punto B. Asi, haciendo ¢?=40, y 6=7, hallaremos, para el
punto de encuentro de los dos mdéviles, la distancia
7x40 280

lo cual nos dice que se encontraran a los 56 kilometros; y si quisié-
ramos saber a qué tiempo se verificara el encuentro, no habra mas
que partir el espacio 56 por la velocidad del movil que parte de B,
la cual es 6=7, y hallaremos que el encuentro se verifica a las 8 ho-
ras de partir. Del mismo modo lo hubiéramos hallado dividiendo el
espacio 56-1-40=96 por la velocidad del mdvil M que es 12; en efec-
to, 96 partido por 12, da 8 de cociente.
Si suponemos como caso especial a=26, hallaremos para va-
lor de X
hd hd

26— 6 6
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lo cual esta conforme con el problema; pues teniendo el mévil M do-
ble velocidad que en un mismo tiempo han de correr un espa-
cio doble también, pero corriendo M' la distancia ii kilémetros, el
movil M correrd esa misma distancia, mas la que media entre ellos
gue también es d, luego corre como debia %d.

El valor de'a? sera positivo, y por tanto satisfara 4 todas las condi-
ciones del problema siempre que se tenga 0>6, lo cual esta confor-
me con lo que debe ser, pues teniendo el mévil que va detras mayor
velocidad que aquel que va delante, indudablemente tiene que al-
canzarle & mayor 6 menor distancia, siendo el punto de encuentro &
tanta menor distancia, cuanta mayor sea la velocidad de M con rela-
cién a la de aE; y esa misma distancia sera tanto mayor cuanto mas
se aproxime la velocidad a & valer b.

En efecto, del valor de x se deduce, dividiendo por &,

d

A medida que la velocidad a es mayor que la velocidad 6, el que-

brado — va aumentando, y el denominador va por consiguiente au-
h

mentando también, y cuando a sea infinitamente grande respecto
de b, el valor dea? sera infinitamente pequefio.

Si a tiende a ser igual h, la fraccion F tiende & valer la unidad,

y cl denominador tiende hécia cero; luego el valor de x es cada vez
mayor & medida que a tiende & ser igual a 6, y en el caso de sera=6,
el valor de x es infinito, lo cual prueba que no es posible que se en-
cuentren enei espacio finito; es decir, que el problema es imposible,
y la ecuacion absurda (207).

En efecto, si los méviles parten de dos puntos A y B que dis-
ten una cierta cantidad, y ambos llevan la misma velocidad, es claro
gue siempre les separara la misma distancia que tenian en e! punto
de partida, y como & medida que estas velocidades tiendan a ser
iguales, el punto de encuentro ira distando de B cada vez mas;
cuando la diferencia sea menor que cualquier cantidad dada, 6 lo
qgue es lo mismo, cero, la distancia sera mayor que cualquiera can-
tidad dada 6 sea infinito.

La ecuacion es absurda, porque haciendo en ella esta hipdtesis se
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obtiene—= -—-—--—--, de donde se deduce, d=0; lo cual es absurdo,
a a

pues se supone que d no es cero.

Si para evitar este absurdo suponemos que se tiene al mismo

0

tiempo que a=b, d—Q, el valor de x se reduce ax ——, que nos
indica el simbolo de la indeterminacion; porque ambos términos se
reducen & cero con independencia el uno del otro.

Realmente esto nos indica una imposibilidad en el problema, pues
si parten juntos y con una misma velocidad siempre iran juntos, que

es lo que indica el simbolo gue en cualquier distancia que se les

considere iran juntos; pero el problema no es posible que se verifi-
mgue, porque en él se pide el punto en que se han de juntar, lo cual
«upone que estan separados, y esto no se verifica.

Si suponemos que el valor de x es negativo, para lo cual se ha de
tener a<ib, en ese caso tendremos que el problema serd imposible;
pues aunque la cantidad que representa x es susceptible de dos mo-
dos distintos de existir, hay la condicion restrictiva de que los mo-
viles parten de los dos puntos Ay B, y en la direccion ABX, lo cual
excluye que el punto de encuentro pueda tomarse & la izquierda
aa B (253—2.°)

Este problema que desde luégo es como hemos dicho imposible;
pues llevando el moévil M que va detras menor velocidad que el M'
que va delante, cada vez se iran separando mas y nunca se encon-
traran, podra hacerse posible haciendo dos modificaciones.

Primera, quitar la condicidon restrictiva de que parten de los dos
puntos Ay B, y suponer que los mdviles vienen corriendo de atras,
y en ese caso pedir el punto de la linea en que se encuentra. En este
caso, como el punto puede estar lo mismo a la derecha que a la iz-
quierda de B, esclaro que el valor negativo lo mismo que el positivo
nos satisfaran al enunciado del nuevo problema, teniendo sélo cui-
dado de contarci uno a la izquierda de By el otro a la derecha; de
modo que si el valor negativo hallado lo contamos & la izquierda
de B, tendremos el punto de encuentro. Para probar que esto es asi,
no tenemos mas que modificar la hipétesis falsa que hocemos al su-
poner que el punto de encuentro sea E, pues teniendo el mdvil M
menor velocidad que y caminando en la direccién ABX, no po-
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dra encontrarse a la derecha de B; tampoco podran hacerlo entre
Ay B; pues estando ya los dos en los puntos A y B, y teniendo el
que va delante mayor velocidad, no pueden encontrarse entre Ay B,
6sea & la derecha de A; luego tienen que haberse encontrado ala
izquierda en un punto E®
Llamemos como dntes cc & la distancia que corre el mévil M
desde el punto de encuentro E' al punto B, y entonces la distancia
E'A que corre el movil M, estara representada por x—d, los tiem-
pos en que estas distancias se andan son iguales; luego se tendra
X X—d

—= - , de donde x = ---—-;
h a 0—a

pero este valor es el mismo que el que hemos hallado anteriormente
s6lo que antes era negativo y ahora es positivo; luego el valor nega-
tivo lo mismo que el positivo satisfacen al problema propuesto, en
el cual se ha quitado la condicidn restrictiva de partir de los dos
puntos Ay B, la cual excluye el caso de encontrarse antes de tener
los moviles esa posicion.

La ecuacién anterior es la misma ecuacién [IJ en la cual liemos
puesto — X en vez de x, y cambiado los signos.

El segundo modo de hacer posible este problema es cambiar el
sentido de alguna de las condiciones. Por ejemplo, suponer que los
moviles 811 vez de correr en el sentido AB, que corran en el sentido
BA; en ese caso, y con so6lo esa modificacion, el problema sera po-
sible, y el valor negativo hallado anteriormente tomado en el sen-
tido positivo, satisface al nuevo enunciado.

En efecto, si caminan en la direccion BA, el punto de encuentro
se hallara evidentemente a la izquierda de A, tal como en E” y lla-
mando £c & la distancia AE' serd x—d, y la ecuaciéon serd como an-
teriormente,

X X—d
b a
Si ii—0 sin que« sea igual & h, entonces el valor de x es cero..

Que nos dice que el problema es imposible, pues partiendo los dos
moviles de un mismo punto y con distinta velocidad, jamas se en-

contraran.

O o
La ecuacion es absurda, pues se reduce a | o cual no es
a

cierto, porque teniendo estas fraccione? iguales los numeradores.
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para que fuesen iguales debian serlo también los denominadores.
La solucion cero nos manifiesta que sdlo estan juntos en el origen
0 punto- de partida, y fuera de él nunca; todo lo cual esta conforme
con lo dicho en la leccion anterior (256).

LECCION XXIX.

Ecuaciones de primer grado con mas de unaincégnita—Métododeelminacion por Buatiin-
cion.—M¢étodo de eliminacion por reduccién—Método de eliminacién por igualacion.

Eoaacloncs de primer grado con mas de una incégnita.

266. Los problemas y ecuaciones de primer grado que hasta
nhora hemos considerado, no han tenido mas que una incognita; pe-
ro pudiera suceder que el problema contuviera dos 6 mas incognitas
gue se hallasen ligadas con los datos por un cierto nimero de ecua-
ciones constituyendo lo que hemos llamado un sistema de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones hemos dicho que puede ser determina-
do, indeterminado, 6 imposible, segin que el nimero de ecuaciones
distintas de que consta sea igual, menor 6 mayor que el nimero de
incégnitas; por ahora nos ocuparemos solamente de los sistemas de-
terminados; es decir, de los que contienen tantas incégnitas como
ecuaciones. Llamaremos sistema de valores al conjunto de aquellos
qgue verifican al sistema de ecuaciones propuesto.

267. Toda ecuacién deprimer grado que contenga varias incogni-
tas X, y, z,... puede reducirse siempre a la forma.

ax-hby+cz-1--~k  Ul-

En efecto, podemos quitar los denominadores si los hay, con lo
cual los valores de las incognitas no varian (234) y se consigue que
los coeficientes o, b, ¢, sean enteros lo mismo que la cantidad cons-
tante k; después podemos hacerla trasposicion de términos; es decir,
pasar al primer miembro todos los que tengan incégnitas y al segun-
do los que no, lo cual tampoco hace variar los valores de las incogni-
tas (232); se saca cada incognita factor comdn de todos los términos
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que la contengan, y haciendo por ultimo la reduccion y destruccion
en cada coeficiente, lo mismo que en la cantidad constante, después
de efectuar las operaciones indicadas que sean posibles ejecutar, lle-
garemos a la ecuacion [1J.

268. Se entiende por eliminar una incognita entre dos ecuacio-
nes, deducir de estas ecuaciones otra que no contenga la incégnita
gue se elimina, y nos dé todos los valores que la otra incégnita pue-
da tener; es decir, todos los valores que unidos con otros ciertos va-
lores de la incégnita eliminada, nos den todos los sistemas que veri-
fican a las dos ecuaciones propuestas.

Una vez eliminada una incégnita entre dos ecuacionesy hallados
Jos valores de la otra, podremos determinar los de la incégnita eli-
minada sustituyendo el valor 6 cada uno de los valores hallados en
una de las ecuaciones propuestas y de la que resulte, que no conten-
dra ya mas que la incégnita que se elimino, se deduce su valor 6 sus
valores.

Esto supuesto, entenderemos por eliminar una incégnita éntrelas
ecuaciones de un sistema cualquiera, hallar otro que no contenga
dicha incoégnita mas que en una ecuacion, la cual serd una de las
propuestas, y que teniendo las mismas soluciones que el sistema da-
do, pueda reemplazarle.

Varios son los métodos de eliminacién, nosotros explicaremos los
mas principales que son: el de sustitucion, reduccion, igualacion y
el de los factores indeterminados 6 de Bezout.

Método €lcclimluaclon por sostltiicfou.

269. Sean las dos ecuaciones con dos incégnitas
ax™hij=:k
a'x-\~b'y—y n
éntrelas cuales hemos de eliminar, por el método de sustitucion,,
una de ellas, lay por ejemplo.
Si el valor de x, que verifica al sistema de ecuaciones propuesto,
fuese conocido, el valor de y se determinaria inmediatamente por
k— ax , y — a'x v e
una de las formulasi/= — -— o0y =— y— , deducidas de las
ecuaciones dadas; si x no es conocido, no por eso deja de venir dado
el valor de y por una de estas dos expresiones.
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Esto supuesto, si sustituimos el primer valor, por ejemplo, dedu-
cido de la primera ecuacién del sistema [1], en la segunda, halla-

fe— ax , . .
remos la ecuacién b’ = k', que unida con la primera,
nos dara el sistema

aX"\-bg=k
k— ax
a'x-"b'— — [2]

en el cual se halla eliminada la incognita y, pues no esta mas que en
una ecuacion, y ademas las soluciones del sistema [4], son las mis-
mas que las del [2], y reciprocamente; por lo que se podra reempla-
zar el primero por el segundo.

En efecto, supongamos que « y i3son los valores respectivos de x
éy que verifican al sistema de ecuaciones [4]» y vamos a demostrar
gue estos mismos valores verifican a la ecuacién [2]. Puesto que « y i?
verifican al sistema [1], se tendra

6j5=fe

de la primera se saca i— — ~— , lo cual prueba que la expre-

sién se reduce a j5 cuando ponemos « en vez de x; ahora,
6

si en las ecuaciones [2] sustituimos x ky por * y ;3 se tendra
file-t 4™~
v feN it

] - 43— fe
i
Luego las soluciones del primer sistema verifican al segundo.
Reciprocamente, si los valores a y j3 verifican al segundo sistema,
vamos a demostrar que también verificaran al primero.
Siendo ay jSsoluciones del sistema [2], se tendra
a«-1-ai3=fe

Je— ax
fIVii— ~——f»

fe— ax
pero de la primera de estas ecuaciones se deduce A luego

b

- aX - z
poniendo en la segunda en vez de — — , su igual se tendré
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a«d- n—k

au-{-y'*=y,
gue son las ecuaciones del sistema [1] en el cual hemos puesto « y p
en vez de ;c é y; luego estas ecuaciones quedan satisfechas por estos
valores; y por consiguiente el sistema de ecuaciones [1J, se puede
reemplazar por el sistema [2], segin queriamos demostrar.

270. Sea, en general, un sistema cualquiera de ecuaciones
ax “f-ey +C2 + . . .=k

. —kn [3]

en el cual tratamos de eliminar una incdgnita cualquiera x.

Despejando x en cualquiera de las ecuaciones, en la primera, por
: ; . , . k— MN—cz— ... i
ejemplo, sustituyendo el valor x — - "“;; ---------- en las demaés, y
agregando & las ecuaciones que resulten la primera, de la cual se
sac6é el valor de la incdgnita que se quiere eliminar, tendremos el
nuevo sistema

axMy-{-CZ-\- . =Ar
Je—bx—cz—
----------------------- mb'y-\~c"z-\-... = k"
a
k— by—cz—
.htyrcetz-jr... = k" [4]

en el cual la g esta eliminada, por no hallarse contenida mas que
en la primera ecuacién y por ser reemplazable el primero por este
sistema, como vamos & ver.

Supongamos que los valores de cc=a, y=p, *=Y... verifican al
sistema [3], y vamos & probar que estos mismos valores verifican al
sistema [4]. En efecto, se tiene por hipotesis

ax H-6p h-cy -|-..,= [i
a'x -\-b' -]cy-H ,.
o/~ ayY H-

1
~ X
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k— —C{—...
de cuya primera ecuacion se deduce el valor « = ----------- N ~que

nos prueba que la expresion ge reduce a«, cuando

se reemplaza y, z - por sus valores p, t- , esto supuesto, se tendra,
sustituyendo estos mismos valores en el sistema [4],

k— 67— Gy—oeee
el cual se reduce al sistema [5], si ponemos envez d e -----------

©
su valor a; luego el sistema [4] queda satisfecho por los mismos va-

lores de las incognitas del sistema [3].

Reciprocamente, el sistema de valores que veriflca al
[4], verifica al sistema [3].

Seaa, p, Y-" el sistema de valores que verifica al sistema [4]; por
verificar & la primera ecuacion, se tendra

sistema

y por consiguiente dicho sistema se reduce por estos valores al siste-
ma [5]; pero el sistema [5] no es otra cosa que el sistema [3] en el
cual se ha sustituido poras, y, z... los valores «, p, y...; luego el
sistema [3] se verifica para los mismos valores de las incégnitas que
verifican el sistema [4]; y por consiguiente el primer sistema se
puede reemplazar por el segundo.

Método de clluilnaclon por rcdueclon.

271. Sean las dos ecuaciones entre las cuales vamos & eliminar
una de sus incognitas,
ax -\-by =/v
a'x-{-b'y=k’ (6]
Si en estas ecuaciones fueran iguales los coeficientes de una misma
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incdgnita, la ecuacion que resultase de sumarias 6 restarlas, segin
que estos coeficientes tuvieran signos contrarios 6 un mismo signo,
no contendria aesta incognita, y esta ecuacion que resulta unida con
una de las propuestas tendria, como mas adelante probaremos, las
mismas soluciones que el sistema propuesto, y por consiguiente una
de las incégnitas quedaria eliminada.

Pero si estos coeficientes no son iguales, siempre podremos hacer
que lo sean multiplicando cadauna de estas ecuaciones por un ndme-
ro conveniente, lo cual sabemos no altera los valores de las incég-
nitas.

Sea X la incégnita que queremos eliminar en el sistema [GJ por el
método de reduccion; si los coeficientes a y son primos entre si,
multiplicando la primera ecuacion por a' y la segunda por a, halla-
remos el sistema

ao!x-\-ba'y=ka"'

aa'x~\-ab'y=aM ro*
en el cual los coeficientes de x son iguales, de modo que sumando 6
restando segun que estos coeficientes tengan signos contrarios 6 un
mismo signo, con el objeto que se destruyan, hallaremos una ecua-
cién que unida con una de las propuestas nos daran el sistema

ax-\-hy=k
[aV— ba’)y=:ay— ha' [8]

en el cual solo la primera ecuacion contendra la x, de modo que si
demostramos que este sistema tiene las mismas soluciones que el pro-
puesto, la incégnita x estara eliminada.

Para ello, pasemos en el sistema [G] las cantidades k y // al pri-
mer miembro, y llamando & los primeros miembros que resul-
tan A y A' tendremos que el sistema propuesto estara representa-
do por

A="0
A'=0 m
y el sistema [8] sera, en este caso,
A="0
ah!— a”A— 0

Todo sistema de valores que verifique al sistema propuesto [9J,
reducira a cero & la cantidad A, y*siendo A=0, el sistema [10], se
reduce aA= 0, aM=Q y como por hipétesis A'=0, se sigue que los
mismos valores que verificana las ecuaciones[9], verifican alas [10].

[10J.
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Reciprocamente, todo sistema de valores que verifica a! sistema
[10], verifica también al [9]. En efecto, todo par de valores que ve-
rifique al sistema [4 0], hoce que A=0 ypor consiguiente que 0.V =0,
y como a no es cero, se debera tener A '=0; luego todo sistema de
n . A=0
valores que verifique al sistema [10], hace que se verifique
0 sea el sistema [9], que es lo que se queria demostrar.

Si «y no fuesen primos entre si, podriamos llegar al sistema
[7], en que la incognita & tiene un mismo coeficiente en ambas
ecuaciones, multiplicando cada una por el cociente que resulta de
dividir el m, c. m. de los dos coeficientes, por el coeficiente que tie-
ne en la misma ecuacion.

272. Si fuese un sistema de varias ecuaciones

A=0, A'-O, AN-0, AM=0... [44],
principiariamos por eliminar una incégnita entre laprimera y segun-
da, luego entre la primeray tercera, después entre la primeray
la cuarta, y asi sucesivamente hasta llegar a la altima, lo cual nos
dara un sistema que tendra una ecuacion ménos y que no contendra
la incognita eliminada; de modo que agregando & este sistema la
primera ecuacion del sistema propuesto, tendremos un sistema de
tantas ecuaciones como el propuesto, y en el que la incognita elimi-
nada no se hallara mas que en una ecuacién; por tanto la incégnita
se hallara verdaderamente eliminada, si probamos que este sistema
puede reemplazar al primero.

Para ello, representemos pormy ny7i',pyp"' etc., los nUme-
ros por los cuales hay que multiplicar las ecuaciones primeray se-
gunda, primeray tercera, primeray cuarta etc., para eliminar una
incognita ccpor ejemplo; y tendremos efectuando estas eliminacio-
nes parciales el sistema )

ANO, mA—n/A'=0, nANT7i'A"=0, pA—p'A"'=0... [42]

Todo sistema de valores que verifica & las ecuaciones [44], verifi-
ca evidentemente alas ecuaciones [12]. Reciprocamente, el sistema
de valores que verifica al sistema [12], verifica al [11]; porque sien-
do A =0, las demas ecuaciones se reducen a

—m'A”=0, —n™AMO0O, ~p'A""=0,...
de donde se deduce, que se debe tener A '= 0, AM=0, AYW=0,.*. que
no son otra cosa que lasecuaciones del sistema [44]; luego si las so-
luciones del primer sistema son las mismas que las del segundo, vy
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las de éste las mismas que las de aquél, es claro que el sistema j
puede reemplazarse por el [12].

Método de eliminacién por Igualacién.

273. Sean en primer lugar las dos ecuaciones
ax -f- by=k
a'x~"Vy=y [~3],
en las cuales vamos a eliminar por el método de igualacion la x por
ejemplo.
Si en ambas ecuaciones sacamos ei valor de x, se tendré:
k—hy y 052 VY
a y
y como el valor de x que satisfaga a la primera ecuaciéon unido con
un cierto valor de y, ha de verificar también a la segunda; las dos
expresiones que dan el valor de all, deberan ser jguales, y por tanto
L k—hy y—vyy | - .
se debera tener,—-— = — _ — ; &cuya ecuacion, si agregamos
una del sistema [13], se hallaréa el sistema
a,c-f-ai/l=/c
k~hy”y —Vy [U]
a a'
en el cual la incégnita x se halla eliminada. En efecto, dicha in-
cognita no se halla mas que en una ecuacion, y ademas, todo sis-
tema de valores que verifique a las ecuaciones [13], verifica eviden-
temente a la primera ecuacion del [14]; y como del sistema [13] se

deduce, llamando « y p los valores que le verifican, que —

L . k— y—6p
y « se tendra la igualdad evidente que es
« a a'
la segunda del sistema [14]; luego los mismos valores que verifican
al sistema [13], verifican al flIA].

Reciprocamente, los valores * y p que verifican al [14], nos dan
k— y — X 42
u a— - oat 6p=/i; de la segunda se saca a = e

: y~yQ
y como —-— es igual a — —

se deberda tener también



DE ELIMINACION. 189

y de donde se deduce, a'a.-\-U”=y, que es la segunda

ecuacion del sistema [IS]; y como la primera de este sistema es la
misma que la primera del [14], se sigue que las dos ecuaciones del
sistema [13] se verifican para los mismos valores que verifican al
[14]; luego se puede reemplazar e! primer sistema por el segundo.
274. Sea en general un sistema cualquiera,
ax + 67 H-cs -4-...=4:
aJx-~h'tj -\-dz
=4" [o],

Despejando el valor de x en cada una de estas ecuaciones, se
tendra
k—bv—cz.., hf—b'y~c'z... W--yhj—d'z...
(% : 0? V4
a ) ol 0,
y como este valor ha de ser igual en todas las ecuaciones, una vez
dados los valores correspondientes a las demas incégnitas, podremos
igualar & la primera expresién cada una de las demas, lo cual nos
dara un sistema de ecuaciones que tendra una raénos que el propues-
to, y en el que no entrard la x; y si aeste sistema agregamos una
ecuacion de las dadas, la primera por ejemplo, hallaremos el sistema
ax-\-by-\-cz-\-...=k
j—by—cz... h—h'y—c'z...

a o!
ji— bij—cz... k"—Wy—d'z... [16],
an

que resulta de eliminar la x en el sistema propuesto [lo].

En efecto, en este sistema s6lo entra la ccen una ecuacion, y que-
da satisfecho para los mismos valores de las incognitas del sistema
dado; porque siendo «, p, y--* estos valores, se debera tener

4-cY -\-...=k
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de donde se deduce,

__ A—IP—CT.. ‘ .
--------------------- af!

donde vemos que la primera ecuacion del sistema [16] se verifica, y
todas las deméas también, porque se reducen todas a a= 4, lo cual es
evidente.

Reciprocamente, los valores a,p, y... que verifican al sistema [161

verifican también al [lo].
En efecto, por hipdtesis se tiene

Cy-j—.. =lir.
k—hZ—cn.. y — c'y...
a y
k—b}—cy... k'
a o"

Déla primera, que no es mas que la primera del sistema [15], la

cual ya queda salisfeclia, se deduce, == ~  poniendo

este valor en las demas ecuaciones se tendr@;
a=.

r-b"N—c”" /...
azY N
a”
de las cuales se deducen facilmente estas otras:
n ala+ 6p-+-cy

* * o © o o @ ¢ »
que son las restantes del sistema [15]; luego estas ecuaciones del
sistema [lo] quedan satisfechas para los mismos valores que satisfa-
cen a las ecuaciones del sistema [16], y por consiguiente se puede
reemplazar el primer sistema por el segundo.
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Resolucién de un sistema determinado de ecu.ioionea de primer grado.—Ejemplos de rosoln-
cion de sistemas determinados de ecuaciones de primer gi'ado.

Besuliiciou de un sistema dotermitmdo tic cciiacionea de primer grado.

275. Resolver un sistema de ecuaciones es hallar los valores de
las incognitas que le satisfacen. En la resolucién de un sistema de
ecuaciones de primer grado principiaremos por el caso m”s sencillo
de dos ecuaciones con dos incégnitas.

276. Sea el sistema de dos ecuaciones

ax -t-0y =k
a'x-irb'y==k' ["]-

Si por cualquiera de los métodos explicados eliminamos una de
las incégnitas, la 'y por ejemplo, el sistema [1] se podra reemplazar
por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas y la que resulta
de eliminar la y, de ésta podremos sacar el valor de x; y sustitu-
yendo este valor en la primera ecuacion, resultara otra que no con-
tendra méas que la incégnita y; de ella sacaremos el valor de esta in-
cognita, el cual, unido al que hemos hallado para x, nos dara el
sistema de valores que verifican a las dos ecuaciones propuestas.

Apliquemos cada uno de los métodos explicados al sistema pro-
puesto [1], y hallaremos por todos ellos los mismos valores para las
incognitas (Cé vy.

Meétodo de sustitucion. Sacando el valor de y de la primera
ecuacion y sustituyéndolo en la segunda, se tendra

k—ax
Y= n
k— ax
=k’ [2];
quitando denominadores y haciendo la trasposicion de términos en
la segunda ecuacion, se tiene, después de cambiar todos los signos,
[ah'— ha")x=kb’— bk’ [33;
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(le la cual se deduce el valor de la incognita,

kb'— bk’
ah'—6a"
que, sustituido en la primera ecuacién, nos da
AN hb'~bk'
" ab'— ba' A(ab'— ba')— a{kb'~bk']
j N N I)[ab'— ba") '
y efectuando las operaciones indicadas, se tiene, dividiendo los dos
i
términos por el factor comidn 6, v = ﬁ__'} ------- .
A ab'— b
T b Ei } e N hb'~bk" al'—la®
Los dos valores de las incégnitas x — -—---—---—-- , B = — - , que
ab'— ba’ ab'— ba’

satisfacen al sistema [2], son, segin hemos demostrado en la leccion
anterior, los que verifican al sistema propuesto [1j, como es facil
comprobar.

* 277. Como el valor de una de las incognitas se deduce siem-
pre de la ecuacién que resulta de eliminar la otra entre ambas
ecuaciones, y como es indiferente eliminar una U otra de las inc6g-
nitas, se sigue que podriamos determinar los valores de estas incdg-
nitas, eliminando primero una y luégo la otra, sin recurrir a la sus-
titucion del valor hallado’ya anteriormente.

En efecto, una vez hallado el valor de x deducido de la ecuacién
[3], podemos hallar el de i/, eliminando del mismo modo la incég-
nita X en el sistema propuesto; asi obtendremos, sacando el valor
de X en la primera ecuacidn, y sustituyéndolo en la segunda,

| — by
X =
a
I— bu
a'-—— ¢Nhly=1 [4];
a
de cuya segunda ecuacion se deduce facilmente el valor de la incég-
al'— la’
nitay = —;-----—--- que es el mismo que va hemos hallado.
ab'— ba'n N

Método de reduccion. Sea el mismo sistema 'de dos ecua-
ciones
ax-\-b\j =k
a'x-\-b'y=k" [51;
eliminando por este método lay, hallaremos que se podra reem-
plazar este sistema por el siguiente:
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ax-~"by=k
{ab'—ba']x=k¥— bk’ [6];
cuya segunda ecuacion se ha obtenido restando deJ producto de la
primera por el que resulta de multiplicar la segunda por b; pero

kV— bk’

de esta segunda se saca x- ., cuyo valor sustituido en la
ab'— ha

primera ecuaciéon, nos da como anteriormente para y, el valor

0Jé ~of
valores satisfaciendo al sistema [6] que resulta
de eliminar lay en el sistema [6], verifican, como ya hemos demos-
trado, a este sistema, que es el propuesto.

¢ 278. El valor dem lo hemos deducido de la ecuacion segunda
del sistema [6] que ha resultado de eliminar lay entre las dos del
sistema [5], cuyo valor es el que, unido con el correspondiente de
y, verifica a dicho sistema; pero si en vez de eliminar la y, hubiéra-
mos eliminado la x, la ecuacion que hubiéramos hallado en y nos
hubiera dado el valor de esta incégnita; lo cual nos prueba, que una
vez hallado el valor de una incégnita, de la ecuacidén que resulta de
eliminar la otra, podremos, sin recurrir & la sustitucion de este va-
lor, hallar el de esta otra incognita, eliminando la primera, es decir,
la que quedé sin eliminar.

Asi, nosotros hemos eliminado la y, y hemos hallado el sistema
[6], de cuya segunda ecuacion hemos deducido el valor de la incdg-
nita x: eliminemos pues en el mismo sistema [3J, en vez de la in-
cégnita y, la incégnita 0?, y hallaremos el sistema

ax-\-by="T
{al'—ha')y— adi'— ha’
de cuya segunda ecuacién se deduce el valor de que es
ab'— ha’
el mismo que hallamos anteriormente.
Método de igualacion. Consideremos el mismo sistema,
ax-"by —I
a'x-\-b'y —k’ [7]1.
Eliminando por este método la y, hallaremos que el sistema pro-
puesto se podra reemplazar por el siguiente:
ax-\-hy=k
h— ax K—a'x [8].
b
13
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De la segunda ecuacion, que no contiene mas que una incégnita,

se deduce, X = --------m--- ; 'y sustituyendo este valor en la primera
ab'— ba’

ecuacion, hallaremos, después de efectuar todas las operaciones,

m=z—__ que son los valores que verifican al sistema [8], y por
N ab'— ba'
consiguiente al sistema propuesto [7].

« 279. Lo mismo que en los casos anteriores, como no hay pre-
ferencia en cual de las incdgnitas se ha de eliminar primero, si en
vez aey hubiéramos eliminado ;r, el sistema que hubiera reemplaza-

do al propuesto hubiera sido,
ax-]~by =A
7t— by y—Dby

cuya segunda ecuacidén nos hubiera dado el valor de y\ por consi-
guiente, en todos estos métodos podemos reemplazar siempre el sis-
tema de ecuaciones propuesto por el que resulta de eliminar prime-
ro una incégnita y luégo la otra, y las dos ecuaciones obtenidas se
verificardn para los mismos valores que el sistema propuesto; y como
cada una de estas ecuaciones no tiene mas que una incognita, podre-
mos conocer el valor de cada una de ellas directamente sin recurrir
al método de sustitucion.

Este procedimiento, qucseusa con ventaja en muchos casos cuando
el sistema solo tiene dos ecuaciones, es muy pesado cuando el siste-
ma tiene tres 6 mas, por lo cual no se emplea, y si se sigue el méto-
do de sustituir el valor de la incégnita que ya se conoce en una
ecuacion que solo contenga a esta incégnita y otra, de la cual se po-
dré deducir el de esta otra.

280. De todo lo dicho anteriormente se deduce, qu-e yara resol-
ver un sistema determinado de dos ecuaciones de primer grado, se eli-
mina una de las incégnitas, se halla el valor de la otra incégnita en la
ecuacion que resulte, se sustituye este valor en una de las ecuaciones
dadas, y se deduce el valor de la segunda incégnita, con lo que el pro-
blema queda resuello.

TamMerise puede, como hemos visto, eliminar primero una mcégnita
y,y de la ecuacion que resulte sacar el valor de la otra incognita Xx;
eliminar después las., y sacar el valor de lay en la ecuacién que se
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obtenga; y los dos valores hallados para x y pamy, seran los del sis-
tema propuesto.

* 281. Pasemos a la resolucion de un sistema determinado de un
nuamero cualquiera n de ecuaciones de primer grado.

Sea un sistema determinado cualquiera de primer grado con n
ecuaciones,

A=0, B”O, C=0, E=0... [13-

Si eliminamos una incdgnita cualquiera entre estas ecuaciones por
uno de los métodos explicados, y representamos por B'=0, C'=0,
D'=0, E'=0... las ecuaciones que resultan de laeliminacién de es-
ta incégnita entre la primera y segunda ecuacién, entre la primera
y tercera etc., el sistema propuesto se podra reemplazar, segun he-
mos demostrado en la leccién anterior, por este otro:

A=:0,B'=0, D'=~0, W =0... [2],
en el cual ninguna de las ecuaciones, & excepcion de la primera,
contiene a la incognita eliminada.

Ahora bien, si nosotros suponemos resuelto el sistema de ecua-
ciones

B'=0,a=0, W=0, E'=0... [3],

el cual tiene una ecuacién y una incégnita ménos que el propuesto,
podremos hallar el valor de la incégnita eliminada, que eslaque fal-
ta en este sistema, sustituyendo en la ecuaciéon A=0 del primer sis-
tema, los valores de las incdgnitas restantes; y despejando de la
ecuacion que resulta el valor de la Unica incognita que contiene, se
tendra el valor de la que se busca, con lo cual se tendran bailados
los valores de todos las incognitas; luego la resolucion del sistema
propuesto queda reducida a la del sistema [3 ], que tiene una incdg-
nita y una ecuacion ménos.

Sien este sistema eliminamos otra incognita, y llamamos C~M=0,
D'~r=0. E'~=0... las ecuaciones que resultan de eliminar esta incog-
nita entre las ecuaciones primera y segunda, primera y tercera...
podremos reemplazar este sistema [3] por el siguiente:

B'=0, C'~=0, D'*=0,
en el cual la incégnita nuevamente eliminada, sélo se hallara en la
primera ecuacidn; por consiguiente, si suponemos resuelto el
sistema
D"=0, W=0... [4],
gue ya tiene dos ecuaciones y dos incégnitas ménos que el propuesto.
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podremos deducir el valor de la incognita ultimamente eliminada”™
de la ecuacion que resulta de sustituir en B'=0, los valores hallados
délas incognitas restantes que entren en ella; y una vez obtenidos
estos valores, se conocerd, como ya hemos dicho, el de la incégnita
que falta, que es la primera que se elimind.

Del mismo modo, el sistema [4] puede reducirse & otro que tenga
una incégnita y una ecuacion ménos; y éste & su vez a otro que tenga
también otra incognita y otra ecuacion ménos, y asi sucesivamente,
hasta llegar a un sistema de dos ecuaciones, el cual ya se sabe resol-
ver; y hallados los valores de las dos incognitas que contiene, se
sustituiran sus valores en la ecuacion del sistema anterior que con-
tenga una tercer incognita, de la cual se deducira el valor de esta
tercer incdgnita: una vez hallados estos tres valores, se sustituiran
en otra ecuacion del sistema que antecede, en la que se halle una
cuarta incognita, de donde se sacara el valor de esta Ultima; y asi se
continuard, hasta haber hallado el de todas las incégnitas. Asi dire-
mos por regla general, que

282. Para resolver un sistema determinado de un numei'o cual-
quiei‘a de ecuaciones de primer grado, se eliminaprimero una incognita
entre una ecuacién y cada una de las demas, y se obtiene asi un nuevo
sistema de una ecuacion y una incognita ménos; en éste se elimina otra
incdgnita entre una de sus ecuaciones y cada una de las demas; lo cual
nos da otro sistema que ya tiene dos ecuaciones y dos incégnitas ménos
que el propuesto; y se continda del mismo modo hasta llegar a un sis-
tema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, del cual se deducen los va-
lores de éstas; una vez hallados, se sustituyen en una ecuacién del
sistema anterior que contenga una tercer incognita, de la cual se dedu-
cira su valor; los tres valores hallados se sustituirdn en una ecua-
cion del sistema que antecede que contenga una cuarta incognita, de
cuya ecuacion se deducira el valor de esta cuarta incognita, y asi se
continuara hasta haber obtenido los valores de todas las incognitas.

Klcniplos de rcsolncloii de sIMtenias determinados de ccnacioiics de
primer grado.

283. Ejempio l. Sean las ecuaciones que se han de resolver-
"x—hy=M
3ic+5y=50 [4].
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Eliminando la 2 por el primer método 6 sea el de sustitucion, se
iiene

"x—M
r- 4
%x— M
3a4-5----—-=5D,
4
de la segunda ecuacion se deducen la serie de trasformadas
) 285
'12®+45a”"—85=200, 57;j;=285, =5,

y sustituyendo el valor de x en la primera, 6 sea en el valor dey,

9x5— 17 45— 17 28 n , , ,
se halla w = —— - = = -r valores de
4 4 4

las incognitas que verifican al sistema propuesto son cc=5 é y=T%
como es facil comprobar.
Por el método de reduccidén, se hallara eliminando la x,
9a— 4i/= 17
19i/=133

cuya segunda ecuacion se ha obtenido restando la primera del siste-
ma propuesto, de la segunda multiplicada por 3, con cuya operacion
los coeficientes de la.x en ambas ecuaciones son iguales, y al restar-
los se destruyen.

133 .
De esta segunda ecuacion se saca y-. 19 =7 , y sustituyendo
este valor en la primera, se hallara
17-h28
92— 4x;7=17, de donde x = 9 = U9=S-
Eliminando la x por el tercer método, se tiene
4,4.;17 50— 5il
o % 3
50— 51/
de donde
%+17
9
déla primera ecuacién, se deduce
399

122/+51=450—451/6 57i/=399 é y= 57 =1.

Sustituyendo este valor de y en el que tenemos de x, se hallara
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4-7 -h\7 45
9 -
donde vemos que por los tres métodos hemos hallado los mismos va-
lores para las incognitas, como debia suceder.
284. Eje3plo Il. Sea el sistema de tres ecuaciones
3x-\-5y~2z=7
22 2ir3=19  [1],
6fch- 8))— 3 ;—45
Eliminando por el segundo método la ~ entre estas ecuaciones, s&
hallaréa el nuevo sistema

3A- oy— T
13cH-'Hi==59  [2],
8ic-lI- 6;/=34

en el cual la segunda ecuacidn se ha obtenido sumando con el doble

de la segunda del sistema [1], el producto de la primera por 3, con

lo cual los coeficientes de la se hacen iguales, y al sumar arabas

ecuaciones se destruyen los términos que contienen esta incognita,
la tercera se ha obtenido sumando la segunda con la tercera.

Si eliminamos ahora entre las dos Ultimas ecuaciones dei sistema
[2], que ya no contienen 6 ia”, otra incégnita, la ™ por ejemplo,
hallaremos que el sistema de estas dos ecuaciones podra reemplazar-
se por este otro

| 37H-4 1i/=.59
\0x=20
y por consiguiente el sistema [2], podra ser reemplazado por
3x-H 5y— ~z= 7

43ic+4'1~=59 [3].
40=20
De la tercer ecuacién de este Ultimo sistema, se saca
20
a?=---= 2.
40

Sustituyendo este valor en la ecuacién segunda, se tendra
43x2+41/—59 6sea, \\y=a"—26=33,
de donde W=E= 3*
J 4 '
por ultimo, sustituyendo estos valores en laprimera ecuacion, se*halla
3Xx2+5x3—2s=7 0 2"=C--t-15—7= 44,
de donde se obtiene el valor de la tercer incégnita x=7.
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Cuyos valores satisfacen al sistema propuesto, como es facil com-
probar.

285. Ejemplo UT. Sean las ecuaciones

3a:H-0M—2"=35
iXx— 6

— 6ti= 13
3r—C57oli 24

Aplicando cualquiera de los métodos de eliminacion hallaremos
los valores x=0, y=8, :='10, u=12, que verifican a las ecuacio-
nes propuestas, como es facil comprobar.

286. En este ejemplo podemos observar, que como nuestro pro-
posito es reemplazar el sistema propuesto por otro en el cual la
incdgnita que se elimina no entre mas que en una ecuacion, desde
luégo se escribird ésta, que podra ser cualquiera del sistema pro-
puesto, con tal que contenga a la incégnita en cuestion; después se
pueden escribir todas las ecuaciones del mismo sistema que no con-
tengan & la citada incognita, y por altimo las que resulten de elimi-
nar la misma incognita entre cada dos que la contengan.

Esto nos prueba que si cada una de las ecuaciones del sistema
propuesto no contiene todas las incognitas, ser& mucho mas sencillo
el calculo de los valores de éstas; asi como también se simplificara
considerablemente este calculo si al eliminar una incognita entre
dos ecuaciones, se elimina a la vez otra U otras de las demas, que
es lo que ha sucedido en el ejemplo anterior; pues al eliminar la z
entre la segunda y tercera ecuacion del sistema [2], se eliminé
también lai/, y por consiguiente de la ecuaciéon resultante hemos
podido sacar desde luégo el valor de x, puesto que esta ecuacién no
contiene otra incégnita.

287. Ejemplo IV. Sea el sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incognitas, cuyos coeficientes son fraccionarios, el que trata-
mos de resolver,

X 2 z 27
3+ |+
i 7s u
e 9
0 8 [1]-
2u
- 27

y-~z H- u= 180
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Este sistema se podréa sustituir, quitando los denominadores, por
el siguiente
4o;H- 3il-H 324
32x+ 335—I10m— 360
[86ic+135M—12it=3022 [2].
y-h 5+ NSO
Que resuelto por cualquiera de los métodos explicados, hallaremos
para valores de las incognitas x=/13, y= 2& 5=32, w=124.
288. Ejempio V. Sea por ultimo el sistema

a1y,
3i? 4l 25
7 4
A _______________ - 9
3 85 ai;
A 97
X 6y 34u

9 »3+ -u =480
Si quitasemos los denominadores segun las reglas dadas, hallaria-
mos ecuaciones de tercer grado, por hallarse en el segundo miembro
el producto de las tres incognitas; pero observando que éstas entran

en todas las ecuaciones de la misma manera, podemos evitar esta
dificultad, haciendo

SR N , Wrsh 2
de donde se deducen los valores
1 4 4 4
A= 7 [3].

En efecto, el sistema [4] de este ejemplo, se convierte haciendo
la sustitucién de estas nuevas incégnitas, en el siguiente

X

SH ¥+ = 27
4 2

4e 75
________ = 9
3 8 4
3?1 2w
X' o = 27
6 4
y' N -\-v! =480,

el cual no es otro que el sistema [ 1], del ejemplo anterior, en el que
se han reemplazado las incognitas ¢c, y, 5. u, por a/, ij\ z",Vf.
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Una vez resuelto este sistema y hallados, como ya hemos visto,
los valores d=\", ~'=24, w'=124, se determinaran los
valores de las incdgnitas ¢v, tj, z, u, del sistema propuesto, por me-
dio de las relaciones f31, de este modo
| i | i
15 Y~ 24 32 124’

gue son los valores que verifican al sistema propuesto, como es facil
comprobar.

X —

LECCION XXXI,

Sistemas indeterminados de ecuaciones de primer grado.—Sistemas mas que determinados
6 imposibles de verificar, si no hay ecuaciones deoondicion.—Sistemas de ecuaciones incom-
patibles.—Problemas quedan origen & ecuaciones de primergrado con varias incégnitas.

Sistemas Indctcrminailos de ecuaciones de primer grado.

289. Ya hemos dicho que cuando en un sistema de ecuaciones

hay menor nimero de éstas que de incognitas, el sistema se llama
indeterminado.

Sea una ecuacién con dos incégnitas
ax-~hy=k [1],
y tratemos de hallar los valores de las incognitas que verifican a es-
ta ecuacion. Si despejamos una de ellas, la y por ejemplo, halla-
remos

r= —~ [2],

cuyo valor sustituido en la ecuacion propuesta, nos da la identidad
aaH-4=aoH-4,

la cual nos prueba, que cualquiera que sea el valor de x unido con

el valor de y sacado de la expresion [2], se obtiene un sistema de

valores que verifica & la ecuacion propuesta; luego para hallar los va-



202 SISTEMAS INDETERMINADOS

lores que verifican a la ecuacién [1], se despeja una de las incdg-
nitas en funcién de la otra, se le dan a ésta valores cualesquiera, y
se deducen los correspondientes & la primera, y cada par de valores
asi obtenidos, serd una solucién de la ecuacion.

290. Sea un sistema de m ecuaciones con m-Ki incognitas. Si
de las m-i-n incognitas suponemos n conocidas, podremos bailar por
medio de las m ecuaciones, los valores de las m incégnitas restantes,
cuyos valores vendran expresados en funéion de las n incégnitas que
hemos supuesto conocidas. Estos valores sustituidos en las ecuacio-
nes dadas, nos dardn m identidades entre las n incognitas, y por
consiguiente quedaran satisfechas para cualquiera que sea el sistema
de valores que & estas n incognitas se les dé; pero a cada uno de
estos sistemas de valores, corresponde otro para las m incognitas, y
la reunion de estos dos sistemas nos constituye uno que verifica a
todas las ecuaciones; y como las n incognitas pueden recibir cuantos
sistemas de valores queramos, las m-j-n podran recibir también un
numero indeterminado de sistemas de valores.

Sea, por ejemplo, hallar los valores que verifican a las ecuaciones

3X-\~"y—4 *-1-6u= 8
3x— 3y— o= {-5u= 5 [3].
— 3Ur-*h:v=\0

Si suponemos conocidos los valores de u y v, y pasamos los tér-
minos que contienen estas incognitas al segundo miembro, halla-
remos

3(cH-5y— h:z= 8—6u
3x—3y— 5—Gif [4]-
2{H-23= i0+3m—iv

Eliminando primero la x, y después la z, hallaremos para las
incdgnitas, los valores

374-13u— 1Qv 428-h43u—148v
7_ N
los cuales vienen en funciéon de las dos incognitas u y v; si ahora da-
mos a estas dos incdgnitas valores particulares, & cada sistema que
les demos, obtendremos otro para las incégnitas restantes x, y, z, y
los dos reunidos constituiran el que satisface a las ecuaciones pro-

puestas.
291. Al definir el sistema determinado de ecuaciones, hemos
tenido cuidado de advertir que el nimero de ecuaciones distintas
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que lo forman, sea igual al nUmero de incégnitas; y esto es, porque
a veces aparecen en un sistema dado tantas ecuaciones como meog-
nitas pero no son distintas, sino que alguna o algunas, provienen
6 se deducen de otras, y en ese caso el sistema es indeterminado por
no cumplir con la condiciéon de que todas sus ecuaciones sean dite-
rentes, lo cual se conoce en general en la serie de los calculos.

Sea el sistema que tiene tantas ecuaciones como incognitas

2fc-f- 3il—

hx— 3y-+2w="i0

— f/— lo-*— 22,
Si eliminamos la £c, este sistema se podra reemplazar por este otro
2-iH- 3f/—
3y~\- —3u='13

\\y—40s—2u=18
22i/— 20s— 4u="36
en el cual la cuarta ecuacidén es el doble de la tercera; por lo tanto
el sistema propuesto, se reduce realmente al siguiente
2x-\- Jy—~z—\h
3ij-h 6z—3u=13
1\y— i0-s—2u=18
gue como se ve es indeterminado; luego indeterminado es también
el sistema propuesto.

Sistemas mas que <Ictcrml?ia.los 6 Imposibles de TerlOcar, sino hay
ecuaciones de condicién.

292. Si se tienen m-\-n ecuaciones con m incdgnitas, el sistema

se llama mas que determinado, y en general es imposible verificarle
para unos mismos valores de las incognitas. n

En efecto, de m ecuaciones que contengan las m incognitas, se
puede hallar el sistema de valores que verifican & estas m ecuaciones,
y como en la investigacion de estos valores no liemos tenido en cuenta
para nada las n ecuaciones restantes, es claro que en general estas n
ecuaciones no se verificaran para los valores bailados, 4 ménos que
no haya ciertas relaciones de condicion, cuyas relaciones se obten-
dran sustituyendo los valores hallados de las m incégnitas, en las n
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ecuaciones restantes, 6 sea eliminando las m incognitas entre las
TWA-Ti ecuaciones.

En algunos casos sucede que hay en un sistema que tiene mas
ecuaciones que incdgnitas, algunos coeficientes de éstas incdgnitas
indeterminados, los cuales se han de determinar con la condicidn
de que se verifiquen todas las ecuaciones; y entonces puede suceder
una de tres cosas: que el nimero de estos coeficientes sea mayor,
igual 6 menor que la diferencia entre el nimero de ecuaciones y e!
de las incognitas; en los dos primeros casos el problema es posible
por lo general, el tercer caso queda todavia imposible de verificar.

En efecto, si eliminamos entre las m+n ecuaciones las m incog-
nitas que contienen, hallaremos n ecuaciones de condicién que se de-
beran verificar a expensas de los valores que se les den & los coefi-
cientes indeterminados; ahora bien, si estos son n, 6 un ndmero
mayor quen, el problema sera posible; pero si el nimero de coefi-
cientes indeterminados es menor que «, este sistema de ecuaciones
de condicién no se verificard en general, pues deducidos los valores
de estos coeficientes, de un nimero de ecuaciones de condicién me-
nor que el que tenemos, quedaran algunas ecuaciones de condicion
de que no habremos hecho uso, y que en general no se verificaran
para los valores hallados de los coeficientes.

Sea, por ejemplo, hallar los valores convenientes de los coeficien-
tes indeterminados a, h, c, para que se verifique el sistema

3aH-a72/= 4
6« [6]

De las dos primeras ecuaciones se saca

_ 2&—8 ka—6
ab—6’ " ab—6 ul
y sustituyendo estos valores en las dos ultimas, tendremos

— 24 2/ic— 8¢ 6

ah— () ah— 6

16 12a— 18 12

ab— 6 ab—6

26-1-19 _ 66— 29

de donde sacaremos a— c=
66— 6’ 66— 6'
en estas formulas podremos daré 6 valores cualesquieraa excepcion
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de 6= 1, porque entonces resultan para a, y c, valores infinitos, y
para cada uno de estos valores, hallaremos los corespondientes de a
y ¢, que deben tener para que las cuatro ecuaciones se verifiquen a
la vez.

Sistema de ecuaciones Incom|»atlblcs.

293. Sucede en algunos casos que las ecuaciones de que consta un
sistema no se pueden verificar absolutamente para ningun sistema
de valores finitos de las incégnitas, y entonces se dice que aquellas
ecuaciones son incompatibles.

Si no se reconoce esto tan luégo como se ve el sistema, se viene &
conocer en la serie de los célculos llegando & ecuaciones absurdas,
como 12=7, 8=0, etc.

Sea, por ejemplo, el sistema de ecuaciones

2iet 3il— z—i
Uj—2"N=2
6a;-1-4 OI—6;:=3.

Si eliminamos primero la z, se tendra

™M
3x-j-iy=0
6c¢cec-h8i/=3.

Si eliminamos ahora la y en las dos ultimas ecuaciones, hallare-
mos el siguiente sistema

z2'— \
3a;-1-4-i/=0
0 =3,

y como es imposible que se verifique, por contener el absurdo de
3= 0, se sigue que el propuesto tampoco puede verificarse para nin-
gun valor de las incognitas.

Se puede reconocer el absurdo en las ecuaciones propuestas, ob-
servando que el primer miembro de la tercera ecuacién, es igual ala
suma de los dos primeros miembros de las dos primeras ecuaciones
multiplicada por 2, y por consiguiente su segundo miembro, debia
ser igual también & la suma de los segundos miembros de las dos
primeras ecuaciones multiplicada por 2, es decir a 6, lo cual no es
cierto, pues como vemos es 3.
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Problemas que dan origen decuaciones deprimer grado con varias
Incégnitas.

294, Problema |. Preguntandole un hijo a su padre qué edad
tenian ambos, le contesto el padre: hace 3 afios que la undécima par-
te de mi edad era igual & la tercera parte de la tuga, y dentro de 5
afios tres veces la quinta parte de tu edad equivaldra a la cuarta par-
te de la que yo tenga, menos un afio.

Sea & la edad del padre éy la del hijo, y se tendra, que la edad
que tendria cada uno hace 3 afios, era x—3 é y— 3, y como la un-
décima parte del primero es igual a la tercera del segundo, se halla-
ra por primera ecuacion

cc—3 y—3

la edad que cada uno tendrd dentro de 5 afios serd a?-|-3 é y-h5; y
como la cuarta parte de la primera menos un afio hade ser igual a
tres veces la quinta de la segunda, se hallara por segunda ecuacion

4 0
cuyas dos ecuaciones se reducen, después de quitados los denomi-
nadores y hecha la trasposicién, a

My— 3;c=24
— 12//=0o.

Resuelto este sistema de ecuaciones hallamos para las incégnitas
losvalores x = il, é y=i'6 que son las edades respectivas del padre
y del hijo, como es facil comprobar.

290. Problema Il. Se timen tresoperarios para hacer una obra:

el primero y segundo la hacen en 16—dias; el ptrimero y tercero en
17i; y por altimo, el segundo y tercero la concluyen en 181 dias. Se
quiere saber cuanto tiempo necesitara cada uno para hacer la obra, y
cuanto si trabajan todos.

Sean x, vy, z, los tiempos que necesitan respectivamente el pri-
mero, segundo y tercero para hacer la obra, y representemos por 1
la obra que han de hacer.

Es claro, que si el primero hace la obra en x dias, en un dia
1 1
liarael segundo liara también en un dia—, y por consiguiente
v
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1 \
entre los dos hardn — h -; pero como los dos la hacen en 16®- dias,
Xy

) 910 } . . . 210 ,,
0 sea en — de dia, corresponde & cada dia 1 partido por o lo

13
que es lo mismo,:21-0 de la obra; y por consiguiente, tendremos

por primera ecuacion,

1 1 13
re y ‘20
Del mismo modo liallaremos las otras dos,

1 7
zZ 120

1 1_ 3

y~~"z 56’

Haciendo ahora, segin ya hemos indicado (288),
1 1 1 1 1 1
X'=-, y'=-, s'=— dedonde, . T=—, y=-7, ~=-7»
y z d y z

para que no resulten ecuaciones de un grado superior al primero al
qguitar los denominadores, y resolviendo el sistema de ecuaciones que
resulte, hallaremos ios valores de las incégnitas a;=30, ?/=35,

Luego el primer operario hara la obra en 30 dias, el segundo en 35,
el tercero en 40, y los tres Juntos la haran en \\\\ dias; como es
facil comprobar.

296. Problema Ill. En nna sociedad compuesta de hombres,
mujeres y nifios, hay que repartir 300 reales: si se le da & cada nifio
una peseta, le toca & cada uno de jos demas & 2i reales; si se le da a
cada hombre una jieseta, resulta para cada uno de los otros 2 reales;
y por 'ultimo, si se da una peseta & cada mujer, recibe cada uno de los
otros 2] reales. Se quiere saber cudntos hombres, mujeres y nifios hay
en la sociedad.

Sean x los hombres, y las mujeres, y s los nifios. Puesto que
dando acada nifio una peseta, cada uno de los demas recibe 2/ rea-
les, la suma total que se reparte, estara expresada por 4s-f-2/?/H-2-;a!;
del mismo modo lo estara, por las dos cantidades, 4in-h2y-h2”,y

4y-t-2@f5 -1 2 7cc; luego las tres ecuaciones que resuelven el problema,
seran:
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hzH-2"y-\-2ix= 300
ix-\- 2"H- 272=300
% -h2]~H-2]a;=300;

las cuales se convierten en las siguientes, quitando los denominado-
res y ordenando:

ix-j- 2il-h 2-s= 300
5a?-]- 5?/+ 8s= 600
i6a;+28i/H-1 &-=%\ 00;

de cuyas ecuaciones se deducen para las incégnitas los valores si-
guientes: ;c=45, =35, y z—2b; donde vemos que, 45 sera el
numero de hombres, 35 el de mujeres, y 20 el de nifios; como se
puede comprobar facilmente.

297. Problema IV. Un platero tiene tres rieles que contienen:

El primero 5 onzas de oro, \O de plata y \" de cobre.
El segundo 8 id. de id. de id. y 24 de id.
El tercero 6 id. de id. 4de id. y de id.
¢Cuantas onzas debe tomar de cada unopara formar un cuarto riel,
gue contenga 7 onzas de oro, 9 deplata y de cobre?

Sean X, y, z, los nUmeros de onzas que es necesario tomar res-
pectivamente de cada uno de los tres primeros rieles para formar el
cuarto.

Si se observa que en el primer riel, de las 30 onzas que contiene,
5 son de oro, 10 de plata, y 15 de cobre; en una onza de este riel

,5 1 10 1 15 1
habra — de oro, 7- = —de plata, y — = — de cobre; y en las
30 6 30 3 30 3

. ~ , \%
X onzasque setoman,habra —()§6e oro,X 3 de plata, y 2— de cobre:

del mismomodoveremos, que en las yonzas que setoman del se-

. % } 3/, oy
gundo riel, 11 son deoro, ,il de ptata, y — de cobre; y en lass

z z z
onzas que se toman del tercero, habré‘—de oro, o—de plata, yo—de
é

cobre; luego como ha de tener el lingote que se quiere formar 7
onzas de oro, 9 de platay 13 de cobre, se deberd tener el sistema
de ecuaciones,
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x % B
6 Ww1n2
X 32/ N
3 T+ 3=°
x %

13,
2 "M "' 6

gue resuelto, como ya se sabe, nosdara los valores a;=>1 2, ?/= 11,
que son las onzas que respectivamente se han de tomar del
primero, segundo y tercer riel, para formar el que se pide.

LECCION XXXII.

Método (le eliminacion por factores indeterminados 6 de Bezout.

Método de elliuliiacioii poi- ractoi-cs iudctermiuados 6 de Bczoiit.

* 298. El método de eliminacién de JBezout consiste en multi-
plicar cada ecuacién por una cantidad indeterminada, sumar las
ecuaciones que resulten ¢ igualar acero los coeficientes de todas las
incégnitas ménos una; se despeja el valor de la incégnita cuyo coefi-
ciente no se igualé & cero, y sustituyendo en él los valores de las
cantidades indeterminadas, deducidos de las ecuaciones que resultan
de igualar a cero los coeficientes, tendremos el valor de dicha in-
cognita; se hace lo mismo con cada unade las demas, y asi se hallan
los valores de las otras incégnitas.

Sea, en primer lugar, el sistema de dos ecuaciones

ax =/£
X-\-hhj="ti L

Multiplicando la primera ecuacion por m, la segunda por m', y
sumando las ecuaciones que resulten, tendremos

Igualando & cero, primero el coeficiente de i/, y luego el de se
hallara
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Am-f- ¢ W
6m-]-6'm'=0, 31, o srnsica'm:
Am-f-k'm'

- 1 = N J—
am-Hiw=0, Py hm-t- b’

De la primera de estas dos relaciones se deduce la igualdad
h* mf
m = -————

lacual prueba que para cada valor que demos & m’', resultara otro
correspondiente a m, cuyos dos reunidos anularan el coeficiente de
y; pero si para evitar fracciones hacemos — 6, hallaremos para
m el valor b'; luego

m'=—b y m=b’
son un par de valores que anulan al coeficiente de y; de modo que,
sustituyendo estos valores en el de x, hallaremos

iV — bht!
ab'— ba'
De la segunda relacion sacaremos parawi y m' los valores
m'=a y m=—al

que sustituidos en el valor de y, obtendremos
—laj~ah! alé— ho!
Y= —fja-\~ab* ab'— ba"
y los valores hallados de este modo para ® é % son los que verifican
el sistema propuesto.

Para demostrarlo, pasemos en el sistema [1] las cantidades ™y
al primer miembro, y las ecuaciones ax-\""hy — /;=0 y a'x-"b'y—
Ji'z=0 representémoslas por A=0 y A”=0.

Llamemos m y m' los valores de las indeterminadas que anulan
al coeficiente de y, y n, n' los que anulan al coeficiente de x en la
ecuacion [2]: de modo, que las ecuaciones finales que nos dan res-
pectivamente el valor de ic y el valor dey, 6 sean las ecuaciones [3]
y ¥], estaran representadas por las Ultimas del sistema siguiente.

A=0iAm=0(

A'=0(A'm'=0y I

A=0) An =0
A'=01 A'n'=0

Es decir, que la ecuacion Am-{- A'mf=0 no contiene mas que la
incognita x, pues las cantidades m y m' se han elegido con la con-
dicion de anular al coeficiente de y; del mismo modo la ecuacién

[5].
A?i+A'n”~ = 0,
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AiH -A V =0, no contiene masque la incognita y. Luego si demos-
tramos que las soluciones del sistema A=0 I| son las mismas que las
del sistema [5J; y reciprocamente, que el sistema [5] tiene las mis-
mas soluciones que el sistema propuesto estara justificado

el método de Bezout.

La primera parte es bien sencilla: en efecto, todo par de valores
que verifigue 6 A— 0y A '~ 0, verificara tambienAAm=0y AW —O,
que son las mismas ecuaciones multiplicadas por los numeros
m y m'; verificando a las ecuaciones Am=0y AW =0, su suma
Am-hAW=0 también quedara verificada; pues siendo cero las can-
tidades Ay A', lo son Am y A'm’, y por consiguiente su suma.

Del mismo modo veremos, que todo par de valores que verifique a
las ecuaciones A=:0y A ':-0, debe verificar también a la ecuacién
AiH -A V =0; luego queda demostrado que todo par de valores que
verifique al sistema propuesto A=0 y A'=0, verifica también al
sistema [o].

Reciprocamente, todo par de valores que verifique el sistema [3]
debe verificar el sistema propuesto.

En efecto, multiplicandola primera ecuaciéon por n' y la segunda
por m\ y restando después, se tiene

A/n-1-AW =01 Amn'-)-A"mV=0/

An-f-AV 20TANM~A-h A7 [fi].
Multiplicando ahora la primera por n y la segunda por m y restando
también, tendremos

AmH-A'm'=0) A?7m-}-A"2im~=0i ,

AnH-AV =0 iAmn+A~mn'=01 [71,
donde vemos, que todo par de valores que verifica el sistema [5], 6
sea & las ecuaciones Am-~"A'm'=0, y An-hAV =0, verifica también
a las ecuaciones [6] y [7]. Ahora bien, en estas ecuaciones podra su-
ceder una de dos cosas, que el factor nm' no sea igual cero, 6
que lo sea; si mn'— ?in™ no es igual a cero, entdneos tiene que serlo
forzosamente cada uno de los oiros factores, es decir A 'y A luego
los mismos valores que verifican al sistema [5] verifican al sistema
propuesto, segun queriamos demostrar.

Si el factor mn'—nm'=0, no hay razén para decir que lo sean
los otros factores Ay A y por consiguiente, no se puede concluir
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que los mismos valores que verifican al sistema [5] verifican también

al sistema propuesto.
En este caso nos hallaremos siempre que sean iguales las relacio-

m n m 11 n | tendr
nes — JREFO — = — —— Y — = s ; luego se tendra
m Y n? REFS T SR g 9
m n, ,
—= — 0 mn*—nm*»-0,
nv v
siempre que se verifique la condicién
b* of
—= _ 06 aV—6a'=0;
b a

pero al tratar de la discusion de los valores de it € , observaremos
que siempre que esta condiciéon se verifique, las ecuaciones son in-
compatibles en general, y que aun en este caso, los valores hallados
parax”y, tanto por este método como por los demas, satisfacen & la
cuestion; pues serviran para indicarnos que las ecuaciones son in-
compatibles 6 indeterminadas, como ya veremos mas adelante.

* 299. EIl método de los factores indeterminados tal como Be-
zout lo empled, no es el que hemos explicado, pues consistia en mul-
tiplicar cada ecuaciéon ménos la Ultima, por una indeterminada; des-
pués se sumaban estas ecuaciones, y de la suma se restaba la dltima
ecuacion; en seguida se igualaban a cero los coeficientes de las in-
cégnitas que se querian eliminar; para esto se hacia uso de las inde-
terminadas por las cuales se multiplicaron las ecuaciones dadas, y
sustituyendo en el valor de la incdgnita cuyo coeficiente no se igua-
laba & cero, los valores de estas indeterminadas sacados de las ecua-
ciones de condicién que anulaban a los demas coeficientes, se tenia
el valor de esta incognita, y del mismo modo se obtenian los demas
valores de todas las otras incognitas.

En este método el nimero de indeterminadas es igual al namero
de los coeficientes que se igualan & cero; por consiguiente, resultan
para valores de estas indeterminadas un sistema Unico de valores,
que es el que se deduce del sistema determinado de ecuaciones que
se obtiene igualando a cero todos los coeficientes ménos uno; pero
los valores que por este medio se hallan, son en general fracciona-
rios, y la sustitucidon de estos valores en el de la incégnita cuyo va-
lor se busca es bastante pesado; y sobre todo tiene el grande incon-
veniente de ser este método ineficaz en el caso de ser incompatibles
las ecuaciones que resultan de igualar a cero los coeficientes ménos
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uno; siendo incompatibles no podemos deducir los valores de las in-
determinadas, y por consiguiente el valor de las incognitas queda
sin determinar; en cuyo caso el método se dice que cae en defecto.

Estos dos inconvenientes se evitan por la modificacién debida 5
M. Gergonne; que consiste en emplear tantas indeterminadas como
ecuaciones, segun se ha dicho al principio; por este medio, los valo-
res de todas las indeterminadas ménos una, vienen en funcion de
esta una, y segun los valores que & ésta se le den, asi seran los que
resulten para las otras; por consiguiente entre los infinitos que ésta
podra recibir, elegiremos aquel que haga que sean enteros todos los
demas; y en otros casos cuando el sistema de ecuaciones que resulta
de igualar acero los coeficientes sea incompatible, podremos valer-
nos también de esta indeterminada para hacer que sea compatible,
y por consiguiente que se verifique en todos los casos.

¢ 300. EIl unico inconveniente que a primera vista aparece en
este método reformado, es que, siendo indeterminados los valores de
las cantidades en funcién de las cuales vienen los valores de las in-
cognitas, podra creerse que también lo seran los valores de estas
incognitas, y porconsiguiente que podra haber varios valores
que satisfagan a las ecuaciones dadas; pero si consideramos los valo-

res de estas incégnitas 000000 - y dividimos

los dos términos de las fracciones que los representan por halla-
remos que estos valores se convierten en

m
k
m m'
X-.
m
a— \~a ,
m m

los cuales dependen de la relacibn —, y como esta relacién es cons-
m

tante cualesquiera que sean los valores de my puesto que se han
de deducir de las relaciones bm-tb'm/=0 y am-i-a®m'— QO y éstas

m ¥ m . )
nos dan--=— _ y - ge sigue que los valores deccéw

n b-"m a n
deducidos de las féormulas anteriores seran Unicos y se hallaran

reemplazando la relacion — por sus valores respectivos — ~ y — —.
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* 301. Sean ahora tres ecuaciones con tres incognitas;
ax -\-by -\-cz =k
a'x ~\~b'y-\-c'z =k [8].
a'x-\~b"y-\-c"z=tin

Multipliquemos la primera por m, la segunda por w'y la tercera

porm”', sumemos, y se tendra
{am~A-a'm!-\-a’*m") x~\-[bm-~h'm'-\~h"m") y-f-
(cmH-cW4-cV ") [9].
Si igualamos a cero los coeficientes de N y de Zy tendremos

~O

cm mf'— 0 [0,

y laecuacion anterior se convertira en

. km-\~k'm'~\-k"m"

de lacual sacaremos cc=---------—— ——"; de modo que» hallando

los valores de m, m! y m" que anulan a los coeficientes de ~ y de vy,
y sustituyéndolos en la expresion del valor de x, hallaremos el valor
de esta incognita. Por un procedimiento analogo hallaremos el de
las otras dos.

Resolviendo las ecuaciones [40], y hallando los valores de m y mf
en funcién de m", tendremos

ni=- m'
cb'—bd ' * cb'—bd
Si ahora hacemos mM—cb'— bc\ con objeto de que los valores de
my m' sean enteros, hallaremos que los valores de m, m" y que

anulan & los coeficientes de i/ y  son
m''~cb'—he'y ra'=hc"—cb"y m—db"—b'd'\
de modo que, sustituyendo estos valores en el de cc, hallaremos
kh'd'—mAdb"-i~c/i'b"— hk'd"-~bdk" —
ah’'d'—adh"~\-cn'h"— ba'd"--\~bdfi"— cb'a"
Para hallar el valor de yy tendremos que igualar a cero los coe-
ficientes de By ™ en la ecuacion [9], y se tendra
am-{-a' 0
cm-~dmfH-d'm"= O;
de las cuales sacamos los valores m"=ad—ca', m'=ca"__ac",
m—a'd'- da"\ y sustituyendo estos valores en la expresion

y=b* + Vm'+vun"™
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— adk” -\-ca'’k” — kca¥— ck'a'”
Y- 'ab'd'— adb"-\~ca’b"— 6aV/~H- 6t/a"— c6a"
Y por ualtimo, tendremos del mismo modo
ahfkV— ak'W-"ka'h"*hany*hya!**kh'a!\
ah'd’—add'-~ca’'b” — ha'd'-\r-bc'a" — ciiv/"’
cuyas formulas generales resuelven el sistema propuesto.

* 302. Si son en general m ecuaciones con m incognitas las que
por este método se han de resolver, se multiplicara cada una por un
factor indeterminado, se sumaran las ecuaciones resultantes, y nos
dard una ecuacién que contendra las m incognitas, cuyos coeficientes
y cantidad constante seran funciones de las indeterminadas por las
cuales se multiplicaron las propuestas.

Se igualaran & cero todos los coeficientes ménos uno, y hallare-
mos asi m— 'l ecuaciones de condicion, de las que podremos deducir
los valores de m— 1 indeterminadas en funcién de la Gltima, a la
cual se le dara por valor, para evitar quebrados, el denominador de
las fracciones de las demas, y el sistema de valores que asi hallemos
para las Indeterminadas se sustituira en el de la incégnita cuyo coe-
ficiente no se Igual6 & cero, con lo cual quedara determinado el valor
de esta incdgnita; y lo mismo se hara con todas las demas.

Vemos pues, que por este método, lo mismo que por los demas,
lo que se hace es reducir la resoluciéon de un sistema de ecuaciones
a otro que tenga una ecuacion y una incégnita ménos; y como con-
tinuando asi llegaremos & obtener un sistema de dos ecuaciones con
dos incégnitas, que yase sabe resolver, es claro que quedara resuel-
to el sistema propuesto.

Ejemplo |. Sean las ecuaciones.

3ic—-5i/+4js— 17

[11.
— 80i-i-2y-t-3-ir="2'l
Aplicando el método de Bezout, se tendra
@Bm-h Im'— Sm")x (—5m+ 2w")y -f-

(4m— 2m '+ 3m")z==17 m H - 1 24 [2].
lgualando & cero los coeficientes de %y s, tendremos
—3i?H-im'H-2m"=0 . N ATm+I

im—2m'-i-3m"=0 A n 3m-|- 7Tm'—
De las ecuaciones [3] se deduce, — 6, m'=23, in=46;

cuyos valores, sustituidos en la formula anterior, nos dan
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'IT-JC-h1G-SS—21-6 514

3*16-h 7*23-{- 8-6
Igualantio ahora & cero los coeficientes Aexy z, hallaremos

3mH-7w/—8m"=0 'Ii_;\'\} 17m-f-16m'-f-2Im™"

. i — > =

4{u— 2m'~i~3m" = o Y= bma\- aw'+ 2
De las ecuaciones [4] se saca, m™=34, in'=4i, m= b; cuyos

valores sustituidos en el de y, nos dan

y = -17-5+16-41 4-21-34 1285
5*5h- 4*41-]- 2'34 257

Por ultimo, igualando a cero los coeficientes de 0? é tendremos

3mf-7m— 17ni-h16n™i-21m™
-5)ii+4m/H~2m"="0 " 4dm— 2»/+ 3m™*
De las ecuaciones [5] se saca, wn==34, m=46; cuyos

valores nos dan para z,
_17-46+16-34+21-47 2313
4-46" 2-34-h 3-47 257 A
donde vemos que los valores de las incégnitas son,
Xx=2, y=b, z=09,
como facilmente se puede comprobar.
Ejemplo Il. Sean las tres ecuaciones con tres incognitas
3aH-6y—4z——9
4a:+8~+3s”™ 88 [6].
3cc—51N-f-4n= 21

Si aplicamos a estas ecuaciones el método verdadero de Bezout,

hallaremos
(3/n-f-W —3)x-i-(61)i.+8m'-f-S;i/H-(— 4mH-3m'— 4 )" =
—9m-]-88m'— 21 [7]1.

Igualando & cero los coeficientes de jr é i/, para hallar el valor de

z, tendremos
3m-H47ii'—3—0 ___ —9m-f-88nr'— 21
6m-}-8m'H-5=0 ' N —Am-f- 3mM—m4*

De las ecuaciones de condicién [8] hemos de deducir los valores
de m y m'; de modo, que si para eliminar la m', multiplicamos la
primera por 2, y luego restamos, hallaremos el absurdo 8= O; por
consiguiente, el sistema [8] de ecuaciones es incompatible; luego no
es posible hallar por este método el valor de y el método de Be-
zout, tal como él es, cae en defecto en este caso.

Apliquemos este mismo método reformado, y hallaremos
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5m/0,y-h(— A«H-3iii'-!-4-m")s
= — 9in-h88m'-f-21m~™» [9]
Igualando acero los coeficientes de £ ¢ y, para hallar el valor de ¢,

tendremos
3m+im'+3m'=0 I9m+88m'+2Im"_
6mH-87— n “ —im+ 3m"H-
Multiplicando por 2 la primera de las ecuaciones [10], y luégo
restando, con objeto de eliminar la hallamos 8/u™=0; de donde

se deduce el valor m"=0. Siendo m'~=0, las ecuaciones [10] se con-

vierten en
3m-f-4m'=0 , 3m-]-4m'=0
6iiH-8"=0 3m -hwW =0;

donde vemos que las dos ecuaciones se reducen & una, de la cual se

saca m= — — ; y dando & el valor 3, para evitar quebrados,
3

tendremos que los valores de las indeterminadas que reducen & cero
los coeficientes deccéy, son m™=0, m'=3, m= — 4; cuyos va-
lores sustituidos en el valor de z, nos dan

9-4n8~ _300_

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, hallaremos para va-
lores de las otras incégnitas y=6 y ic=1 ; que son los valores que
unidos con el valor, hallado para z, nos dan el sistema que verifica &
las ecuaciones propuestas.

LECCION XXXIII.

Eegla de Kramer para hallar loa valores de las incégnitas de un sistema de ecnaciones.
Principio en que se funda la demostracién de esta regla.—Demostracion de la regla de

Kramer.

»cgla de rCramfli-para hallar lo» valores de las Inedgiiltas de nn sisteiua
de ccnaelones. Principio en que se funda la demostracién de esta
reigla.*

* 303. La regla de Kramer tiene por objeto hallar las formulas
generales que dan los valores de las incognitas de un sistema cualquiera
de ecuaciones, sin emplear ningin método de eliminacién; es decir.
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dado un sistema cualquiera de ecuaciones, hallar directamente y sin
calculo, las formulas que dan los valores de las incognitas.
* 304. Para enunciar la regla consideraremos un sistema cual-

quiera de ecuaciones

ax -4-6y ~i-cz -j-di6 =k

dic -i-c's ~du

d'x -i-b'hj mJrc'z

d’'™-{~b"y-\~c"1z-\-d"'u-\-...

El denominador comun, se halla tomando los dos primei‘os coefi—
dentei ~y h, y formando con ellos los dos arreglos ab y ba, entre
los cuales se pone el signo ménos, ab— ba.

Se toma después el tercer coeficiente ¢, se coloca & la derecha de cada
arreglo, y se le hace pasar hacia la izquierda por todos los lugares
posibles, cainhiando de signo al término siempre que esta letra cambie
de lugar; asi obtendremos el polinomio

abe—acb-f-cab— bac-hbea—cba;
el cual, como se ve, no es otra cosa que las permutaciones que se pue-
den hacer con los tres coeficientes a, b, c.

=Se toma en seguida el cuarto coeficiente d, se coloca también & la de-
recha de cada término, y después se hace pasar hacia la izquierda por
todos los lugares, teniendo cuidado de ambiar de signo al término
cada vez que esta letra cambie de lugar; y asi hallaremos el nuevo
polindmio

abed— abdc*-i-adbc— dabe— acbd-i-acdb— adcb-f-dacb-f-
ca”d— cadb-j-...
que expresa las permutaciones que se pueden hacer con los cuatro coe-
ficien'.es a, b, ¢, d.

Y asi se continda hasta hacer lo mismo con el coeficiente de la dlti-
ma incognita.

Hecho esto, se le pondra a la segunda letra un acento, & la tercera
dos, a la cuarta tres, y asi sucesivamente, hasta la ultima, que se le
pondran m— 1 acentos, con lo cual tendremos formado el denominador
comun de los valores de las incégnitas.

Para obtener el numerador de cada una, se reemplaza en el denomi-
nador comun, por el término conocido, el coeficiente de la incognita cuyo
valor se busca, quedando los mismos acentos.
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Para demostrar esta regla, se necesita probar antes el siguiente
principio:

El denominador comun, que representaremospor'Q, hallado segin la
regia de Krameu, se reduce & cero reemplazando una letra cualquiera
por otra de las que entran en dicho denominador, conservando los mis-
mos acentos.

Asi, el polinomio

ah'df~-ac’'W-\-ea"b'2— ha'd'-\-hdo!~—ch'a’
se reduce acero, poniendo en vez de ¢ una de las letras a 6h,
ah'0"— aa'b"+ aal!b” — ba'a"-f-bala” — ab'a"— 0
ab'b"--ab'b'~~"ba'b" — ba™V -~b'ba" — hvaN = 0.

Para demostrar este principio observarémos que, segun la forma-
cion del denominador comdn D, sus términos son las diferentes per-
mutaciones que con los m coeficientes se pueden formar; luego si
hay un término en el que una letra cualquiera d ocupe el lugar cor-
respondiente a m acentos, y otra letra cualquiera A, la que se ha de
sustituir por d, estd ocupando el lugar correspondiente & n acentos,
habra otro que sélo se diferenciara del anterior en que la d estara en
el lugar de la h,y la henel de la d; es decir, que si hay un término
cualquiera

.............. () e N> n
habra otro de la forma

e e (") e [23
Los puntos que hemos puesto en ambos términos, denotan letras co-
munes en los dos.

En efecto, como los términos del denominador se han formado ar-
reglando de todas las maneras posibles los coeficientes de las incdg-
nitas, es claro que siendo los términos [1] y [2] dos arreglos dife-
rentes, se deberan hallar en el denominador D; y lo mismo sucedera
con otros dos términos en que estas letras ocupen el lugar de nijy n,
acentos; por consiguiente, el denominador comdn D se podra des-
componer en pares de términos de la forma [1] y [2].

Ahora bien, si nosotros reemplazamos h por (i, estos términos se
convierten en

es decir, se hacen iguales; luego si probamos que estos pares de
términos tienen siempre signos contrarios, se destruiran al hacer
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i/= K 0 al sustituir una de estas letras por laotra, y el polinomio D
se reduce & cero.

Que estos pares de términos tienen signos contrarios, es facil pro-
bar; en efecto, sea p el numero de letras que hay comprendidas entre
la letra y M«), en cuyo caso, si partimos del término [1], y su-
ponemos que la letra h va cambiando de lugar hasta colocarse en el
sitio de la letra d, 6 sea para obtener el término

habra tenido necesidad de pasar dicha letra h por
por consiguiente el término [1J habra tenido que cambiar’5+ 1 ve-

ces de signo, correspondiente al nimero de veces que la letra h ha
cambiado de lugar.

Ahora, para pasar del término [3] al término [2], es necesario su-
poner que cada letra que esta a la derecha de d, pasa a la izquierda,;
y como para pasar la d al lugar correspondiente & los n acentos, tie-
ne que hacerlo pasando p letras & su izquierda, se sigue que el tér-
mino [3] para pasar al término [2], tiene que cambiar de signo un
numero de veces p, correspondiente al nUmero de veces que cada le-
tra cambia de lugar: por consiguiente, si para pasar del término [1]
al [3J, ha tenido que cambiar p+ | veces de signo, y para pasar
del [3] al [2], ha cambiadop veces, para pasar al término [IJal tér-
mino [2], habra tenido que cambiar de signo p-j-1 =
veces; ycomo 2p -h 1 es un nimero impar, se sigue que el signo del
término [2] es contrario al que tiene el término [1]; pues habién-
dose obtenido el signo del término [2], cambiando el signo del tér-

mino [1J un ndmero impar de veces, es claro que los signos de estos
luego si el primer término tiene el sig-

lugares, y

términos son contrarios;
no + , el segundo tendra el signo g~

Demostrado que estos pares de términos tienen signos contrarios,
y visto que se hacen iguales cuando se reemplaza la letra d por G,
es claro que se destruiran, y el polindmio se reducira & cero.

Demostracion de las rcig;las de Kramer.

* 305. Una vez demostrado el principio de que el denominador
comun, formado segun laregla, sereduce a cero cuando se sustituye
una letra por otra de las que en él entran, podemos pasar a la de-
mostracion de esta regla.
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Sea el sistema de ecuaciones
ax -\-bij -\-cz -{-du
a'x -~b'y-i~c'z -\-d'u

y supongamos que el denominador comun formad)) segin la regialo
hemos ordenado con relacidon & los acentos de la letra coeficiente de
la incégnita cuyo valor queremos hallar; es decir, que si queremos
hallar el valor de x, ordenaremos con relaciéon & los acentos de la le-
tra a; si el de i/, ordenaremos por los acentos de b, y asi sucesiva-
mente.

Esto supuesto, si tratamos de hallar el valor de y, por ejemplo,
tendremos, llamando B, Bi, B¢... & los diferentes coeficientes de 6,
b*, b'A.,.

Multiplicando ahora la primera ecuacion por B, la segunda por B,,
la tercera por B, etc., y sumando segln se hace en el método de
Bezout, se tendra

Ba x-]-Bb y-i-Bc ii§Bi/ Uu-)-..= BMHBI"H— —Hem
H-Bia® +B.6 —}Biil
-f-Bac"
+ .- -]1- e

+ L]

El coeficiente de y es el valor de D; es decir, el denominador co-
mun formado segun la regla, y cada uno de los coeficientes de las
demas incognitas, es el mismo denominador en el cual se ha reem-
plazado la letra h, por las letras respectivas a, ¢, d...; luego estos
coeficientes se reduciran a cero, segun el principio demostrado, y
por consiguiente la ecuacion antérior se convierte en

(B6+Big'-1~-B*¢"-+-...) y=B/,"-i-B,A'+Ba//"'h-m=

fe dBRee s8 s36a v - anyo valor, se halla con-

forme con la regla; pues el denominador esta formado segin la mis
ma y el numerador se ha obtenido sustituyendo en este denomina-
dor el coeficiente b de la incégnita por la cantidad constante A, de-

jando los mismos acentos.
Si en vez de obtener el valor de y hubiéramos (luerido obtener el
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de otra incognita cualquiera, y justificar que su valor estaba confor-
me con la regla, hubiéramos ordenado D con arreglo a los acentos de
la letra que sirve de coeficiente a esta incégnita, y haciendo lo mis-
mo con las ecuaciones dadas, hubiéramos llegado & otra ecuacién, en
gue no entraria mas incognita que aquella cuyo valor se busca, pues
todas las demas aparecerian con un coeficiente cero, por ser el deno-
minador comdn Wrmado segun la regla, en el cual se ha sustituido
una letra por otra; de modo que sacando el valor de esta incdgnita,
se veria que la formula que lo da esta formada segun la regla.
Ejemplo i. Sean las ecuaciones
ax -hby —h
a'x -"“b'y=?i".
El denominador comun de los valores de las incégnitas formado
segun la regla, sera ab'— ba'.
h\ numerador del valor de cada incégnita se hallara reemplazando
eii este denominador en vez del coeficiente de la incégnita que se
despeja la cantidad constante; luego se tendra

N _kh'—bk' __ay—ka'
ab'— bn'r ~  ab'— ba™
Ejemplo Il. Sea el sistema de tres ecuaciones

ax ~j-by -\~cz =k
a'x~{-b'y -i-c'z —k’
a"x-~"h"y-N"z=k'L
El denominador comun, sera
ab'c”"~ac’b"~~ca'b"—ba'c"hc'a"~cb'a",
y los valores de las incdgnitas vendran expresados por
y = W c"— kc'b"-\~c7i'b"— b7i'c"+ bc'7;"— cb'7;"
ah'c"— ac'b"-\"ca'b"— ba'c"-h be'a"—cb'a"*

ak'c''~ac'k"-~ca'7f'~-ka’'c"-\-lic'a""~c7i7a"

= A ‘c"— ac'b"H-ca'h” — ba'c"+ be'a"~~ch'o!"
ah'k"— ak'b"~7ia'b"— ha'k"-\-hk'a"—kb'a"
ah'c"— ac'b"+ ca'b"~ ba'c"-\-be'a"m
cuyos valores hallados tanto en este ejemplo como en el anterior,
son los que ya hemos determinado en las lecciones anteriores.

* 306. Por medio de las formulas halladas segin laregla de Kra-
mer, podremos determinarlos valores de las incdgnitas reemplazando
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por los coeficientes y cantidades constantes, los numeros particula-
res que representen en cada caso particular.

LECCION XXXIV.

Disension general de los valores de las incégnitas de ua sistemade dos ecuaciones de primer
—Discusiéon general de los valores de las incégnitas de un sistema cnalquierade
ecuaciones de primer grado.

niscusiou general de lo» valore» de la» Incégnita» de im sistemade do»
ecuaciones de i>rlmcr grado.

* 307. Al resolver un sistema de dos ecuaciones de primer gra-
do, hemos hallado que los valores aexéy que verifican alas ecua-
ciones

ax -\-by =h
a'x-hb'y=/in [4
/it— et . ak'— ha'
son ce= ah'— ba’ v oh'—

cuyos valores vamos & discutir de un modo general.

e ;/08. Los valores de a? é 7 seran positivos, y en general cum-
pliran con las condiciones fisicas del problema, siempre que los dos
términos de las fracciones que expresan estos valores sean de un
mismo signo; y digo que en general cumpliran con las condiciones
del problema, porque puede haber algin caso en el cual el numero 6
nameros que estas incégnitas representan deban ser por su naturale-
za nUmeros enteros, y en ese caso todo valor fraccionario, aunque
sea positivo, debera desecharse por no cumplir con esta condicidn
precisa; de aqui, que no todos los valores de las incégnitas que veri-
fican & la ecuacion o ecuaciones de donde provienen, verifican siem-
pre atodas las condiciones fisicas del enunciado; y la razon es, que
no se pueden expresar en estas ecuaciones todas las condiciones fisi-
cas, y por otra parte que una misma ecuacion 6 un mismo sistema
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de ecuaciones, puede corresponder a mas de un problema; es decir,
que una ecuacion puede ser muy bien la traduccion algebraica de
dos 6 mas enunciados de problemas distintos entre si.

* 309. Siuno 6 losdos numeradores de los valores e x é y tie-
nen signos contrarios al que lleva el denominador comun, entonces
uno de los valores, 6 los dos seran negativos; y diremos de ellos lo
mismo que se ha dicho en las ecuaciones de primer grado con una
incégnita (25b).

* 310. Supongamos ahora que sin ser cero el denominador co-
mun, lo fuesen los numeradores; es decir, que se tiene

ab'—ba'=\"0, kb'~bk~=0, ak'—ka'=0.

No siendo a¥—ba'=0, las igualdades kb'—sé&//=0 y ak'— ka'— 0,
no se pueden verificar sino siendo k=k'—0. En efecto, si k y k' no
fuesen cero, tendrian que serlo, a, a', by b, lo cual no puede ser;
porque entonces ab'— ba' también seria cero, lo que escontra la hi-

pétesis, otendriaqueserkb'=bk", y ak'=ka', quetampoco
A dy fiogt yf fj!

puede ser, porquesetendria ~r= -ry —= —, dedonde —= — ¢
b k™ k a b a

ab'=ba', y por consiguiente ab'—ba'=0, lo que no es verdad.

Luego si los numeradores de los valores de las incognitas son cero
sin serlo el denominador comun, las cantidades k y k', tienen tam-
bién que ser necesariamente cero.

Las férmulas nos dan cero en este caso para valores de las incogni-
tas; y asi debe ser, pues las ecuaciones [1], se reducen por esta hi-
pétesis, seglin hemos demostrado, a

ax-i-by =0
a'x-i-b'y=0,
y quedan verificadas por los valorescc=0 é ij=0.

Estos valores hallados para las incégnitas de un problema, indican
en general una imposibilidad en él, aunque en algunos casos expre-
san soluciones de facil interpretacion.

* 311. Si solamente fuera cero uno de los numeradores, sin ser-
io el otro ni el denominador comun, y se tuviera

kb'—&/,/=0, ak'—/;f/-j=0, ab'—ba'-\=0,
se veria que k y // no podrian ser cero; porque entonces a™— Aa'
seria igual cero, lo cual es contra la hipotesi; por una razén analo-
ga se probaria que tampoco pueden ser cero by b', porque enton-
ces tendria que serlo también el denominador comun; luego si
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0, se debe tener necesariamente kh'=hk' de donde

bk’
y
Ahora bien, segun la hipétesis, el valor de x es cero, y el de 2 es
cin . .
y= _h_ b el cual se convierte, poniendo en vez de k su valor, en
ah'— ba

N—0 I hk— hay K

Y= ar—ha  bfab—~ba’) V'
como debe suceder; pues siendo cero el valor de x , por ser
bk!

}ih—hM~Q, sin serlo k, //, by 6', debe tenerse y sustitu-
yendo este valor en las ecuaciones [1], se convierten en

ax -\-bij = Ey

a'x-“h'y = k’,

las cuales dan para£c=0, el valor de y = -E*E.r— Ig? que esel que an>
teriormentc hemos hallado por la formula general.

Este caso tampoco ofrece dificultad.

* 312. Supongamos ahora que el denominador es cero, sin que
lo sean los numeradores; es decir, que se tiene

aV—ba'—0O, kb'—bkN=\~0y alJi'—ka":z[~(i.

Admitamos ademas que el denominador ab'— ba™ se reduce & cero
por la hipdtesis de ser ah'—ba™y no porque lo sean las cantida-
desa,a\ by b

Los valores &e x é y vienen bajo la forma

X:ACC @2=’®=«»

que nos dicen que no hay valores finitos que verifiquen a las ecua-
ciones dadas, y por consiguiente dichas ecuaciones deben ser incom-
patibles.

En efecto, si de la relacion ab'=ba' sacamos el valor de una de
las cantidades que entran en ella, y la sustituimos en las ecuaciones
dadas, pondremos de manifiesto la incompatibilidad. Saquemos, por

bol
ejemplo, el valor de b', y tendremos 6= — , sustituyamos este va-

X .
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lor en la segunda ecuacién, y tendremos que e! sistema [1J, se con-
vertira en el sistema

ax -1 bij ax-~hy = k
, ha! , de donde ak'
ax~\------ y=k\ ax-\-by=:—.
a a

Estas dos udltimas ecuaciones tienen iguales sus primeros miem-
bros, luego sus segundos también deberan serlo para que sean com-
patibles; pero sus segundos miembros no son iguales, pues silo fue-

ay
ran, se tendria A'=— 0 ka'=ak', 6 ak'—ka'=0, lo cual no es
a

verdad, pues ninguno de los numeradores es cero segun la hipotesis;
por consiguiente, las ecuaciones del sistema [1] son incompatibles
como lo manifiestan los valores infinitos de las incégnitas.

Vemos, pues, que ios valores hallados por las formulas generales
son verdaderosaun siendo el denominador comin a¥—ba'—O, Unico
caso en que parecia caer en defecto el método de Bezout, pues ve-
mos que los valores infinitos hallados para las incognitas nos expre-
san que no hay valores finitos que puedan verificar a las ecuaciones
de donde provienen, y por tanto son incompatibles como acabamos
de ver.

* 313. Si para evitar la incompatibilidad que resulta por la hi-

pétesis anterior, admitiésemos que A =-76 ak'— ka'— O, se ten-
a
dria que el valor de y seria de la forma —y el de x de la forma in-

finita —.

Pero nos sera muy facil probar que siendo y de la forma inde-
terminada, el de X es también de la misma forma. En efecto, siendo
) b* a' a' k'
ab'—ba'=0 y ak'—ka'--0, setiecnet=~ vy de donde
0o a a k
podremos deducir facilmente la relacién siguiente
6 kb'— bk'~0,
b k
y por tanto siendo cero el numerador y denominador de y, el nu-
merador de X también lo es.
¢ 314. Esto nos prueba que si el valor de una de las incégnitas
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ms infinito, el de la otra también lo es; y si el uno viene bajo la for-
ma indeterminada, el otro viene también bajo la misma forma.

* 315. Si los valores de cc é ~ son de la forma indeterminada

por ser h K dichos valores son reales y verdaderamente in-
a

determinados; pues en ese caso las dos ecuaciones propuestas no son
mas que una, como se puede ver introduciendo en ellas esta condi-
cién. En efecto, si llamamos?«. la relacion constante que hay entre
las cantidades hy aya', ky k\ tendremos

y al !

de donde se deduce y sustituyendo es-

tos valores en la segunda ecuacion del sistema propuesto [1], se
tendra

ax -~hy =Kk

amx~\-bmy—7;m,
cuya segunda ecuacion es igual a la primera multiplicada por m;
luego el sistema de las dos ecuaciones propuestas se reduce a una
sola ecuacién con dos incégnitas, ax-]-by=k, la cual se puede ve-
rificar por un nimero indeterminado de valores de ic éy.

Luego los valores x = ~ é y— hallados en este caso parax éy

por las férmulas generales, nos indican el caso de indeterminacion
de estos valores.

Pero no se vaya & creer que aun cuando dichos valores son inde-
terminados, como las expresiones lo indican, se puede dar & estas
incognitas valores totalmente arbitrarios; de ningln modo esto es
asi, pues ambos valores aunque indeterminados, tienen que satisfa-
cer a la ecuacion ax-j-by = /; por consiguiente una vez dado un
valor cualquiera a una de estas incognitas, el otro esta determinado
ya por esta ecuacion.

* 316. Hemos supuesto hasta aqui que el denominador ah'— ba™
es cero, sin que lo sean ninguna de las cantidades que entran en él,
sino por verificarse la relacion Y y—, VvV en esta hipétesis hemos

a
visto que cuando ninguno de los numeradores es cero, los valores de

A B
las incégnitas son de la forma "q Y g lo mismo infinitos.



228 DISCUSION GENERAL DE
y las ecuaciones son incompatibles; y que cuando ademas de ser

\Y a' .,
= —, Uah'— 6a'=0, es también cero uno de los numeradores, el

h a
otro también lo es, y el sistema de ecuaciones es indeterminado;

pero el denominador ah'— ha' puede ser cero siendo a= Oy a= O,
a—ay =0, b'=Q y 6= 0, y por ultimo siendo 6'=0 y a'=0;
cuyos casos pueden reducirse a los dos primeros, porque los dos ulti-
mos darian origen & consideraciones de la misma especie respecto a
los valores de las incognitas; pues lo que de la &¢é 2 digamos en estos
dos casos primeros, se diriadela y y men los dos ultimos.

Asi, seapor ejemplo, a=0 y 6=0, en cuyo casoau™—6iz~=0,y los

kh' . ha'
valores de icé Z se reducen & cc= — =00 ~ vy Q
que son, segln vemos, infinitos; y por consiguiente las ecuaciones
deben ser incompatibles; en efecto, segln la hipotesis en que esta-
mos, las ecuaciones propuestas se convierten en

O=/c

a'x-~“h'y—y,

cuya primera ecuacion es evidentemente absurda, y por consiguien-
te el sistema es incompatible.

Si para evitar la incompatibilidad hacemos A:=0, en cuyo caso se
tendra o=0, 6= 0, (= 0, entonces el sistema propuesto de las dos
ecuaciones se reduce a la sola ecuacion a'x-\-h'~j-=k’, en la cual los
valores de cc é ~ son indeterminados; pero introduciendo esta nueva
hipétesis en las formulas que dan los valores de estas incognitas, ha-
llamos que se reducen ambos & la forma indeterminada como debia
suceder.

e 317. Sea, en segundo lugar, «=0 y a”~=0: el denominador
comun ab'— 6a” se reduce & cero, y los valores de las incégnitas to-

man la forma nNoé los cuales no estan conformes con lo

gue hemos dicho (314) aunque es verdad que soélo tiene esta excep-
ciéon lo que alli dijimos; es decir, que sélo siendo cero los coe-
ficientes de una misma incégnita en ambas ecuaciones, puede ser
infinito 6 indeterminado uno de los valores de las incognitas sin que
el otro lo sea.

Veamos qué expresan estos valores. Desde luego el primero nos
indica que las ecuaciones son incompatibles: pues no hay ningun va-
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lor finito de x que los verifique; y en efecto, dichas ecuaciones se re-
ducen segun Ja hipétesis que nos ocupa, a

bij

h'y="K’;
es decir, & un sistema de dos ecuaciones con una incégnita, y por
consiguiente imposible de verificar para un mismo valor de esta in-

cognita, a no ser que se verifique la ecuaciéon de condicion

Por lo tanto, los valores 0il— expresanen general una

incompatibilidad en las ecuaciones de donde provienen.

- - . h k' .
Si admitimos la igualdad con el objeto de hacer que las
mecuaciones propuestas sean compatibles, los valores de las incdgnitas

seran ambos de la forma y por consiguiente aparecen ser inde-

terminados, lo cual no es verdad; pues de las ecuaciones anteriores

V de la relacion ~ = 77» indeterminado
como aparece por las formulas; lo cual prueba, que aquellos valores
toman la forma de ~, a causa de haber algun factor comun en los

dos términos, que se reduce a cero por la hipétesis en que nos
hallamos; para ponerlo de manifiesto, sacaremos de la relacién an-

terioresta otra-=-r, que igualaremos a m, y nos dara,
k N

b b
—= —"m; de donde, y b=bm.
k b
Si ahora hacem ooé]-:n, de donde al=an, y sustituimos estos
a
kbm— hkm o _ 0
X = '
abm— ban ab{m—n) O
akin— ank  ak[m—n) k
y:

abin— ban ab{m—n) 6’

pues siendo cero su coeficiente en ambas ecuaciones, cualquier va-
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lor que & & se le dé hara nulo este término; y el valor de y es como-
k k
debia ser j — y ambos bajo la forma indeterminada,
era por haber en los dos términos de la fraccion el factor a, que se
reduce & cero por nuestra hipétesis.
< 318. Supongamos ahora que se tiene a=0, &=0y a'=0; en

. . kb . 0
este caso los valores de las incégnitas son x = > & X— 6; (as
. z —I1
ecuaciones propuestas se reducen & gue, como se ve, son

incompatibles, a causa de la ecuacion 0=,”; pero si, para evitar esta
incompatibilidad, hacemos /1= 0, dichas ecuaciones se reducen & la
. Té .
Unica de donde, ; cuyo valor debe estar comprendido™
en las formulas generales; en efecto, estas se reducen, por esta nue-
va hipotesis, a — é N=

El primero es, como debe serlo, indeterminado; pues la ecuacion
es independiente de x\ el segundo aparece bajo la forma indetermi-
nada, a causa de haber en sus dos términos un factor comidn que se

s oJ
reduce por nuestra hipotesis a cero: en efecto, hagamos —=m , de
a

donde a'=am; sustituyamos este valor en el dey, y hallaremos
aA'— Aam A~ Am

Y ah'— bam h— bm
cuyo valor se reduce a U por la hipdtesis de ser A=0, &=0, que es

lo que debia ser.
* 319. Si por dltimo hacemos a=0, 6=0, a'=0, h'—O, los va-

lores de las incdgnitas se reducen a jx:= —, y= —, y las ecuaciones

4
propuestas se convertiran en ~ g u e son evidentemente incom-

patibles; luego los valores indeterminados hallados para las incogni-
tas de un problema pueden en algunos casos indicarnos una incom-
patibilidad en las ecuaciones. La incompatibilidad desaparece si ade-
mas délas hipotesis hechas, agregamos las dos siguientes 1=0
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y A;'=0, en cuyo caso los valores de las incognitas son realmente
indeterminados, pues no hay ecuaciones.

* 320. Cuando ~=0 vy los valores daccéy son general-

mente cero, como lo manifiestan las formulas; pero si ademas de ser
b" o! , .

(-Qy suponemos donde ab'— bci'=0, los valores

de cc é y son indeterminados; y en esta hipdtesis gozan de una pro-
piedad muy notable, y es, que su relaciéon es constante: en efecto,
las ecuaciones propuestas se reducen, por ser A=0y //=0, a
ax-"by—0 ~ ax="hj
a'x-~-h'y~d Uu!lx~—h'y,
X b X y . .
de donde se deduce, —= ----- LY —= T Y como ademas se tie-
n “ 6~ ¢
ne, 6 lo que es lo mismo, -=-r, la relacion de los valores
b a a d
de las inciignitas x é y, que satisfacen & las ecuaciones propuestas,
b b
es constante é igual a ""aI: ------- .

N 321. Resumiendo todo cuanto llevamos dicho en esta discu-
sion, tendremos que:

Cuando el denominador comun no es cero, los valores de las in-
cognitas son finitos, positivos 6 negativos, los cuales podran ser, en
cuanto & su valor numeérico, enteros, fraccionarios, y aun cero. Los
valores positivos satisfacen siempre a la ecuacién y al problema, a
menos que deban ser estos numeros por su naturaleza enteros 6
fraccionarios, y entonces deberan excluirse en el primer caso los
fraccionarios, y en el segundo los enteros. Los valores negativos ge-
neralmente se interpretan cambiando el sentido en que deben to-
marse estas cantidades, lo cual equivale & un cambio.de condicion;
y en general son susceptibles de todo cuanto hemos expuesto en la
discusion de las ecuaciones de primer grado con una incognita (256).
El valor cero indica generalmente imposibilidad en el problema,
aunque a veces tiene su interpretacion fisica.

Si el denominador comun se reduce & cero sin que lo sea ninguno
de los coeficientes de las incdgnitas, los valores de x 6 y son los dos
infinitos, 6 indeterminados. En el primer caso las ecuaciones son in-
compatibles; en el segundo indeterminadas.

* 322. Si alguno 6 algunos de los coeficientes de las incégnitas
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son cero, pueden presentarse varios casos; pero en cualquiera de
ellos, si uno de los valores de a? 6 de ™ viene bajo la forma infinita,
las ecuaciones son incompatibles cualquiera que sea el valor de la

otra incégnita. Si los dos valores son de la forma indican el sim-

bolo de la indeterminacion, excepto en el caso de ser ceros los coe-
ficientes de una misma incognita en ambas ecuaciones, sin que lo
sean las cantidades conocidas k y k'.

* 323. Por ultimo, cuando las cantidades k y // son cero, los
valores de las incognitas son en general cero, y nada ofrecen de par-

ticular; pero si ademas se verifica la igualdad F 6 ah'— ha'=0,
a

los dos valores vienen bajo la forma indeterminada, y gozan de la

b
notable propiedad de ser su relacion constante é igual & ~—-= ------- .
a

UisensiOii general de los valores de las Incégnitas de mi sistema cual*
quiera de ecnaciones de iirliiier grado.

* 324. La discusion de las formulas que dan los valores de las
incognitas de un sistema de tres 6 mas ecuaciones, da origen a cal-
culos bastante pesados, y por otra parte no es de gran utilidad; por
lo que no nos ocuparémos sino muy superficialmente de esta discu-
sién, consignando tan solo algunas observaciones generales que es
necesario tener presente, y notar ciertos errores que podrian dedu-
cirse por analogia de lo que llevamos dicho de la discusion en el caso
de no tener mas que dos incégnitas.

* 325. En primer lugar hemos visto que los valores 4o x é y
son los dos de la forma infinita 6 indeterminada siempre que sea ce-
ro el denominador y no lo sea ninguno de los coeficientes; y podria
creerse, que sucede lo mismo en el caso de ser tres 6 mas el namero
de ecuaciones, lo cual no es verdad; pues cuando las incognitas son
tres, por ejemplo, y el denominador es cero, los valores pueden ser
todos de la forma infinita 6 de la forma indeterminada, 6 unos de la
primera y otros de la segunda forma.

En efecto, sean las tres ecuaciones

ax -{-by -i-cz =k
a'x -\-b'y -{-c'z =k'
a’x-~h"y-\-c"z~k"".
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E! denominador comun de los valores de las incégnitas es
J)=ah’c''~c'b’"ca'b"— ba'cNM-hhc'a"—cb'a’
el cual puede escribirse de las tres maneras siguientes:
cM),
D =6(ca'— ca'M+6"' K —
fA="cla'b"— b'a™Y)-\-c\ba"aN")-j-c'Nab™— ba’).
Si suponemos b'c''=c'b'ry cb"=bc”', de donde bd=cbh”, dicho
denominador D se reduce evidentemente & cero.
El numerador del valor de se obtiene poniendo en el denomi-
nador las cantidades conocidas k, kK’ y /f" envezdea,a y ;y por
consiguiente, dicho numerador se reduce también & cero, y nos da

para ic el valor de la forma1l Pero como el numerador de y, lo

mismo que el de s, se forma poniendo en el denominador las canti-
dades conocidas /c, k' y k", en vez de los coeficientes b,h y b para
7, yenvezdec, y para no hay razon para suponer que estos
numeradores se reduzcan & cero, pues en ellos no entran las canti

dades h'c"—c'h”, cb"—bc" y bc'~cb”, que por nuestra hipotesis se
reducen a cero. Asi el valor de ™ puede venir bajo la forma inde-

terminada y ser infinitos los valores de las otras incégnitas.

* 326. Sin embargo, siempre que hallemos para valor de una

incégnita una expresion de la forma -, debemos concluir, cuales-

quiera que sean los valores de los demas, que las ecuaciones de don-
de provienen estos valores, son incompatibles 6 imposibles de verifi-
car en numeros finitos.

En efecto, si nosotros suponemos que el valor de (r es de la for-

m a-, podremos admitir que en el sistema propuesto se han elimi-

nado todas las incdgnitas a excepcion de la a), y dicho sistema se po-
dra reemplazar por otro en el cual existira la ecuacion Dx—A, cuyo
coeficiente D serd cero, y por consiguiente la ecuacion absurda,
pues no hay ningdn ndmero finito que la verifique; y siendo esta
ecuacion imposible de verificar, el sistema de que forma parte tam-
bién lo sera; pero este sistema equivale al propuesto, luego el siste-
ma propuesto es incompatible, segiin queriamos probar.
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* 327. Si hallamos para una incognita el valor Yy, no podemos

asegurar que el sistema es indeterminado; pues ya hemos visto que
las otras incégnitas pueden tener un valor infinito, en cuyo caso se-
ria, porlo dicho anteriormente, imposible de verificar en nimeros
enteros.

328. Si todos los valores de las incégnitas son de la forma

en general indican que el sistema es indeterminado; pero también
pueden indicar que las ecuaciones son incompatibles.
En efecto, sean las ecuaciones

na? A~z

m ax”~m by-\~mcz=pk

nax-\-nb}j -\-ncz
las cuales son incompatibles siempre que m no seaigual ap, ni na//;
y sin embargo, los valores He x, y y z, vienen bajo la forma inde-
terminada.

* 329. Paraver si el simbolo —, hallado como valor de una in-

cognita, es realmente el caracter de ser indeterminado el sistema de
ecuaciones, ¢ indica incompatibilidad 6, por ultimo, que hay algin
factor comun que le hace tomar esta forma debiendo ser finitoy de-
terminado dicho valor, no hay mas que introducir estas hipdtesis en
las ecuaciones dadas, y ver a qué se reducen: si del sistema que re-
sulte se pone de manifiesto su naturaleza, no hay que seguir adelan-
te; pero si da otro sistema en el cual no hay sefiales para concluir
si es indeterminado, imposible 6 determinado, entonces se le aplica
el método directo de resolucién, y por los valores que encontremos
deduciremos qué interpretacion se les debe dar alos hallados por las
férmulas. Asi, si en la serie de los calculos hallamos una ecuacion ab-
surda, concluiremos que las ecuaciones son incompatibles; si halla-
mos una ecuacion idéntica, se dird que es indeterminado; y por ulti-
mo, si hallamos valores determinados para las incégnitas, diremos
que el sistema también es determinado



LECCION XXXV.

Ecuaciones <lese”ndo juradocon unaincégniK su divisién en
resolucién do estas U Itimas.-Resolucion de ia ecuaciéon completado segundo grado ya

tenga 6 no launidad por coeficiente el cuadrado de la incégnita,

de ,c«..nd. *r»d.
tan ¢ Ineomiiictos: resolucién de est«« ultliuas.

330. Los ecuaciones de segundo grado son aquellas en que la in
cognita aparece, después de quitados los denominadores, elevada & la
segunda potencia, y no viene debajo de ningun radical, ni elevado a
exponente fraccionario, ni & mayor potencia que la segunda.

Asi, las ecuaciones

8=20>+'16, y
son ecuaciones de segundo grado y pueden reducirse a
2xN=32, 6ic=16; AG-— 2db=2A, 6 12=0;
y lbeécr-t-8ic-i-120=0.

Las ecuaciones de segundo grado vienen & veces bajo una forma
aparente de primer grado; pero se les puede dar la forma verdade-
ra por medio de operaciones sencillas. Asi, las ecuaciones

- N = BN+ A A2+ 2N x =120,

3dcE2 A3 IV m
gue h primera vista parecen ecuaciones de primer grado, se reducen
a ecuaciones de segundo haciendo desaparecer los denominadores en
las dos primeras, y el radical en la segunda. En efecto, estas ecua-
ciones se convierten en las siguientes:

6°®+3L2:-h0=0» 603"+ lcc+'1=0, x*—U4-x-{-\im—0;
cuyas tres ecuaciones, como se vé, son de segundo grado.

331. Las ecuaciones de segundo grado pueden ser completas o
incompletas: se dice que una ecuacion de segundo grado es completa
cuando ademas del término que contiene & la incognita elevada a a
segunda potencia, hay otro que viene afectado de la primera poten-
cia, y un tercero independiente de esta incégnita. Toda ecuacion
completa de segundo grado puede reducirse a la forma



ECUACIONES DK

aa;™+6a:-j-c=0,
en la cual el primer término es siempre positivo, y los coeficientes
n, 6 y ¢ son cantidades enteras; para lo cual no hay mas que quitar
los denominadores si los hay, y cambiar los signos a toda la ecua-
cién si el primer término fuera negativo, lo que, como ya sabemos,
no altera en nada los valores de las incognitas; los coeficientes byc
pueden ser por lo tanto positivos 6 negativos.

Si la ecuacion de segundo grado carece del segundo 0 tercer tér-
mino, 6 de los dos, se dice que es incompleta; asi, la forma de
las ecuaciones incompletas de segundo grado es una de estas tres;
axN-hbx=0, ax™-\~c=0, 6 ax™=0.

332. Aunque la resolucion de las ecuaciones incompletas esta
comprendida en la de las ecuaciones completas, vamos, sin embar-
go, @resolverlas directamente.

Sea, en primer lugar, la ecuacién mas sencilla ax”~=0, la cual
no puede ser satisfecha sino para a;— 0, pues cualquier otro valor
puesto en vez de cc no podria reducir el primer miembro a cero.

Sea, en segundo lugar, la ecuacion 6 ox"=—c¢, la
cual dividida por a y llamando al cociente de dividir c por a, se

convierte en — =0 o y 0 —q.

Donde vemos que x expresa la raiz cuadrada de m
y si representamos esta raiz por a, se tendra que tanto -j-a,
como— -, elevada al cuadrado nos daran la cantidad — ~=__ Q-

luego los valores de x seran ay —a, 6 lo que es lo mismo

c
}31: | y_—l' y —y — —\/— y poj. consiguiente
los valores de x son X— + \ / — {-= il.
' a
333. La ecuacion aa:~-t-c=0, que se reduce, como ya hemos

visto, a x*=A, nos expresa el problema de extraer la raiz cuadrada
de un nimero A; este problema, que no tenia mas que una solucién
en aritmetica, admite dos, como ya hemos visto al tratar de los va-
lores de los radicales, y no puede tener mas que estos dos. En efecto,
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siendo a la raiz caudrada aritmética de A, tendremos a”=A y por

consiguiente x -—a", pasando al primer miembro el término y
descomponiendo lo que resulta en el producto de la suma por su di-
ferencia, se tendra& —a”=(a;+a)(a? a)=0.

Para que este producto sea nulo es necesario que lo sea uno de sus
factores, de modo que igualando a cero cada uno de estos, hallare-
mos los valores de ii? que anulan a este producto, y por consi-
guiente que satisfacen & la ecuaciéon m”~=A; luego los Unicos valores

de Xseranx= —a y x—a 6 x= V'k y x=V~ k.
Sea, por ultimo, la ecuaciéon ax™-\-hx=0, la cual dividida por ay
llamando p al cociente de dividir b por a, se convierte en

6 X'""~\-px=0:
a

sacando x factor comun, se halla » ® x{x-\-pj=0.

cuyo producto no puede hacerse cero sino por los valores de Oy

a
Luego los valores de la incégnita de la ecuacion incompleta de se-
b
gundo grado ajj~H-6cc=0, son O, y ------- = —P-
334. Los valores de la incognita de una ecuaciéon de segundo

grado, lo mismo que los de otra ecuacién cualquiera, se llaman rai-
ces de esta ecuacion; asi diremos que las raices de una ecuacion son
los nimeros reales 6 imaginarios, conmensurables 6 inconmensura-
bles, que puestos en vez de la incégnita satisfacen a dicha ecuacidn.

Resolucion de luccaaelon completo de scgiintio (si-odo ya tensa 6ii6 la
unidad por coeliclente el cuadrado de laiucosuita.

333. Sea la ecuacién general de segundo grado completa

[1]»
dividiendo por ay representando por p y 5 los cocientes de divi-
dir 4y c por a, tendremos

AA=0 6 0 [51],
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siendo como ya hemos dicho — y (q=—
a ' a
Es evidente que si nosotros hallamos las raices de la ecuacién [2J,

L, . b c
tendremos las de la ecuaciéon [1], sustituyendopor — y — Jas
a a

cantidades p y q; por consiguiente tratemos de resolver esta ecua-
cion [2].

Muclios métodos se pueden emplear de los cuales explicaremos los
tres mas principales.

* 336. Primer método. Este método estd fundado en las
propiedades de las raices, que son las siguientes:

4 En toda ecuacion de segundo grado reducida a la forma orrft-
nai‘ia x-}-px-{-q=0, el coeficiente p del segundo término es igual d
la suma de las raices con signo mudado.

2.~ En toda ecuacion de segundo grado reducida a la forma
x™-[-px-1-g=0, la cantidad constante q es igual al producto de las
raices.

Sea la ecuacion general de segundo grado

[31.
y supongamos que a es un ndmero que puesto en vez de x satisface
a esta ecuacion, es decir, que se tiene
de donde q= — pa [4];
siendo « raiz de la ecuacion [1], su primer miembro sera divisible
por el factor x—« (91), de modo que ejecutando la division, se
tendra
XN-\-p\x-\-q X— a
-4-al
, an-(-px-{-5= 0

pero el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente;
luego se tendra

XN-NpX-Ng={X— a) (0:-}-;j-ha)=0.

Esta igualdad nos prueba que, si a es una raiz de la ecuacién [I]j,
—p—a=— esotra raiz; pues el producto [x—x)[X'*p-\-x)
no puede ser cero sino haciendo cc=a 6 X ——p—%

Si representamos estas raices porcc/ycc”, tendremos a/=a y
&' =~ p —X, cuyas igualdades sumadas y multiplicadas sucesiva y
ordenadamente, nos dan

a~—p 6 p— N[X'-\-x"7] [3]
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y a:/xX'N=— px— 6 q=x'd’ [6}
que justifican las propiedades enunciadas; que como vemos, son ge-
nerales y se demuestran con independencia de los valores numéricos
que puedan tener las raices.

Esto supuesto, si de las relaciones [5] y [6] pudiéramos deducir
los valores de x' y x" en funcién de los coeficientes p y (/, el pro-
blema quedarla resuelto: veamos pues, cdmo hallamos estos valores.

Desde luego se observa que, si aplicamos a estas ecuaciones cual-
quiera de los métodos de eliminacion explicados anteriormente, ha-
llarémos una ecuacion final que solo se diferenciara de la propuesta
en que en vez de la incégnita x, viene la incégnita que no se eli-
mino entre estas relaciones: en efecto, sacando el valor de x™ en la
relacion [5] y sustituyéndolo en la [6], hallarémos x'{— p—x”")=q
0 ¢r'2i-pa?”™-]-g=0; es decir, la ecuacion ['!'] en la cual hemos
puesto a/en vez de x; luego no podemos emplear ninguno de los
métodos de eliminacion explicados hasta ahora.

Si observamos que la primera de estas relaciones nos da conocida
la suma de las raices x"' y cc", que es igual & — es evidente que,
si llegamos 6 conocer la diferencia de estas mismas raices, el proble-
ma estara resuelto; pues conociendo la suma y la diferencia de dos
cantidades, podemos conocer ya estas cantidades (243).

Para conocer esta diferencia, elevarémos al cuadrado la ecuaciéon

—p, y de la ecuaciéon resultante restarémos el cuadruplo
de la segunda, que es kx'x''=kq, y tendremos

de donde Xx"/N-\-X"N— AX'X" — pN— 44-

h:xx'x” ="hq
El primer miembro es el cuadrado de x'—cc"; luego si extraemos
laraiz cuadrada de ambos miembros y suponemos ~en cuyo
caso el valor del radical sera positivo, tendremos

a/- ~X

Conociendo ya la sumay ladiferencia de las dos cantidades a/éa/’,

tendremos conocida cada una de ellas; asi se hallara (243), siendo
como hemos supuesto x";>x"",

d - .,_X-Vp"— dy __
2 ! 2
V. — ha_
2 - i -\
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Oreuniendo los dos valores en uno, y representandolos por la iucdg-
ta (C, se tendra la formula que da los valores de la incégnita de la
ecuacion de segundo grado,

-
| -

* 337. Segundo método. Este método consiste en formar una
ecuacion que tenga la misma forma que la propuesta, y en la cual los
valores de la incégnita sean una funcién conocida de las indetermi-
nadas ay p, identificar en seguida ambas ecuaciones, y de las rela-
ciones que resulten sacar los valores de las indeterminadas, los cua-
les sustituidos en el valor de x, nos daran las raices pedidas.

Sea la ecuacién propuesta

Hagamos a:=a-h;3; de donde pasando « al primer miembro y
elevando al cuadrado, se tendra

(cc (0] — p®=0.

Esta ecuacion es de la misma forma que la propuesta, de modo
que si las identificamos, el valor de serd el mismo en am-
bas ecuaciones; mas para que dichas ecuaciones sean idénticas, es
necesario que se tenga — y O® la primera de es-

. P
tas relaciones se saca el valor de x, que es —2'n segun-

da se obtendrd, después de sustituido el valor de x,

sustituyendo estos valores en el que tenemos de x, hallarémos para
valores de la incognita, x = — que son los mismos

gue hemos hallado por el método anterior.

338. Tercer método. Este método, que es el que general-
mente se explica en los textos de matematicas, consiste en hacer
que el primer miembro de la ecuacién x *"-j-pfc=~~q sea el cuadrado
de un bindmio cuya primera parte es x; para lo cual no hay mas
gue agregar a los dos miembros una misma cantidad, lo que no al-
tera en nada el valor de la incognita (231), después se extrae la
raiz cuadrada de dichos dos miembros, y se despeja la x de la ecua-
cion de primer grado que resulta.
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Sea, como siempre, la ecuacion de segundo grado
xN-{-px-i-q=0:
pasando el término ~ al segundo miembro, se tendra

si consideramos ahora el primer miembro como los dos primeros
términos del cuadrado de un binomio cuya primera parte es x, la

segunda serd » = —, puesto que el segundo término del cuadrado

de un binomio es igual al duplo de la primera parte por jasegunda;
luego dividiendo el segundo término px por el duplo de la pri-

mera, hallaremos la segunda parte del binomio —, de modo que,

agregando a los dos miembros el cuadrado — de esta segunda parte,

tendrémos

p- o pV  PA

Si ahora extraemos de ambos miembros la raiz cuadrada, se
hallara

de donde se deduce facilmente x = azsj'i~—q, que es la mis-

ma férmula hallada por los métodos anteriores, y que traducida al
lenguaje vulgar, dara la regla siguiente:f

(*) Tio ponemos en el primer miembro doble signo + , por indtil;

en efecto, el signo — antepuesto a dicho primer miembro, nos daria

y cambiando todos los signos, seria

Bt b
- 2 =
F o
gue es la misma formula que hay en el texto, aunque invertidos los valores.
16
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339. Las raices de una ecuacion de segunde grado, reducida a la
forma x*-(-px-f-q=0, son iguales a la mitad del coeficiente del segundo
término tomado con signo contrarioy mas 6 menos la raiz cuadrada
del cuadrado de esta mitad disminuido de la cantidad constante.

340. Una vez hallados los valores de la incégnita de la ecuacion
de segundo grado cuyo primer coeficiente es la unidad, podemos
obtener los correspondientes & la ecuacion cuyo primer coeficiente
es a, 6 sean las raices de la ecuaciéon ax™~\-bx~\~c=0, sustituyendo

N N
en la formula hallada las cantidades p y g por sus va}ores -y —.

ASI, las raices de la ecuacion
aa:™-h6a;-] -¢c=0 Ul

seran

0 reduciendo los quebrados que hay debajo del radical a un comdn
denominador, y extrayendo la raiz cuadrada de éste, se tendra

b . [/b~—iac .bryv- iac .
X—' i:8].
2a 2a ~ 2a
cuya férmula, traducida al lenguaje vulgar, nos da la siguiente
regla.

341. Las raices de una ecuacién de segundo grado, reducida a la
forma ax®-f-bx-f-c=0, son iguales al coeficiente del segundo té mino
mudado el signo, mas 6 minos la raiz cuadrada del cuadrado de dir-
cho coeficiente, menos el cuadruplo del primer coeficiente por la canti-
dad conocida, partido todo por el doble del primer coeficiente.

342. Esta formula se simplifica cuando el coeficiente b del se-
gundo término es un nimero par igual a26'; en efecto, sustituyendo
este valor en la ecuacion y en el valor de x, se hallara

2a
y sacando el factor comun 4 que hay debajo del radical, como ya
sabemos {Arit. 303i, se tendrd, después de dividir por 2 ambos tér-
minos de la fraccion,

R = >

cuya formula es facil traducir al lenguaje ordinario-
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e 343. Por un procedimiento analogo al empleado en el tercer
método, podriamos hallar directamente la foérmula [8] sin quitar el
coeficiente a; en efecto, si pasamos en la ecuacion [7] el término c
al segundo miembro, se tendra ax'~-~bx=—c. Si ahora suponemos
que el primer miembro es la suma de los dos primeros términos del
cuadrado de un binomio cuya primera parte es x\"*a, y la segun-

b
da se obtiene dividiendo el segundo término bx, que

suponemos ser el duplo de la primera parte por la sequnda, por el

duplo de la primera Sick™a,) hallarémos, agregando & los dos mlem-

bros el cuadrado de esta segunda parte e la ecuacién
a

, b / 6 b~— \ac
e colccKa-lI-—7=1 =
4a ffl \ 2K al/ 4a

y extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, sera

— 4oc
s (=);
6
pasando al segundo miembro el término y dividiendo porP~",
sera x '8¢5 1o que es lo mismo
2KadVa V  ga*
6rfcl™6*— 4ac

2a
que es la misma formula hallada anteriormente.
e 344. Cuando el coeficiente a de la ecuacion de segundo grado
ax”-i-bx-}-c=0 es una cantidad muy pequefia, 6 se supone que dis-
minuye y se va aproximando a cero, la ecuacion tiende & reducirse

a la de primer grado iix-hc=0, cuya raiz es — por consiguiente,

una de las raices de la ecuacion propuesta tiende & valer — — cuan-
b

(*) Por unarazén analoga 4 la expuesta en el niumero (3i0), no se pone en
el primer miembro ei doble signo + .



2N ECUACIONES DE
do a es muy pequefia; la otra raiz tendera a valer la diferencia entre

b e

“y y como—, tiende héacia infinito cuando a decrece, en

el limite, esdecir, cuando o = O, las rafees seran — » y — —.

Esta consideracion nos da un medio para hallar las raices aproxi-
madas de la ecuacion ax”-j-bco+c~O cuando a es muy pequefia. En

efecto, de esta ecuacién se saca
c axnN

N=— b -ir ra-

de modo que despreciando el término por ser muy pequefio,

puesto que a lo es también, .se hallard un primer valor aproximado

de a?, que serda B= — y como el término que se desprecia con-

tiene la primera potencia de a, se dice que el error que se comete
es de primei' orden.

Llamemos a este error E, y el verdadero valor de la incégnita ar
sera

= -+ E,

el cual sustituido en la expresiéon [9], nos dara

£T=- . ¢ \2 ¢ ajc™  2cE,
'XI h " b
6 bien < ¢ aé 2ackE, aE_2
b N b e

Los dos ultimos términos son de segundo y tercer 6rden con rela-
cién & a, de modo que despreciandolos, nos daran el valor de x con
un error de segundo orden-; y se tendra

ah
N b 6/\«
cuyo error representarémos por E;, y tendrémos
c ach
a.=-__ _+E

Sustituyendo este valor en la expresion [9] y despreciando los
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Ultimos términos, que seran de tercero, cmrio y quintd orden con re-
lacion & a, se hallara el valor aproximado de x
c an
b 6® *
y asi sucesivamente, hasta hallar el valor de x con un error tan pe-
quefio como se quiera.

Restando el valor hallado del segundo coeficiente mudado ”~
signo, hallarémos el otro valor de la incognita.

LECCION XXXVI.

Discusion de las raices de la ecuacién aa73+ &ic (-c=0.—Casos particulares.

Dlaeuslou de las raices de la ecuacién

345. Hemos dicho que toda ecuacion de segundo grado con

una incognita se puede reducir a la forma
ax™-\~hx~\-c— (i [11,

en la cual a es una cantidad entera y positiva, 6 y ¢ cantidades
enteras también, pero que pueden ser positivas 6 negativas; en el
caso de que alguna de estas cantidades sea cero, la ecuacion de se-
gundo grado es incompleta, & no ser que a sea la que se reduce a
cero, en cuyo caso la ecuacién se convierte en una de primer grado.
Ya nos ocuparemos en esta discusion de todos estos casos, y veremos
gue & todos corresponde la formula general hallada para valores de
la incognita

. kac [2].
2a
346. Antes de entrar de lleno en la discusion de las raices de
ecuacion de segundo grado [4], probaremos que dicha ecuacim no
puede tener mas que dos raices. En efecto, hemos visto que si x' es
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una raiz de la ecuacion [1], el primer miembro de esta ecuacion,
gque se puede poner bajo la forma

es divisible por el binomio a;— a/; y como o es independiente de it,
tendré que dividir a la cantidad que hay dentro del paréntesis, y nos
dara un cociente de primer grado de la forma por consi-
guiente, se podra poner bajo la forma a{x~~a”){x— x'fy. de modo,
que tendremos

ax~-Jrhx-~c=af{ce— x"){x— a/")=0 [4],
siendo y cd' raices de la ecuacion, puesto que haciendo x=x”"
6 X queda satisfecha; y por lo tanto, admitiendo que tiene
esta ecuacion una raiz x/, se deduce que tiene también otra
y que su primer miembro se puede descomponer en el producto
del factor a, por el de los dos binémios que resultan de restar
de X cada una de estas dos raices.

Esto supuesto, vamos a demostrar que no puede tener otra
raiz diferente de 0 y x”. En efecto, si x'” fuese raiz de la
ecuacion [1J, su primer miembro, recucido & la forma de la ecua-
cion [4], seria divisible por el binomio x— y esto no puede
suceder & no ser que se tenga x'"=x" 4 porque la canti-
dad siendo prima con cada uno de los factores del producto
a[x x"){x x™)-ax' ~i-bx-"c, tiene que serlo también con este
producto; luego la ecuacion [1] no puede tener mas que dos raices.

347. Probado ya que la ecuacion de segundo grado [1] no pue-
de tener mas que dos raices, veamos ahora de qué naturaleza po-
dréan ser.

Todo radical de segundo grado puede dar origen a una cantidad
real 6 imaginaifia, segun que la cantidad siibradieal sea positiva 6
negativa; y en el caso de ser real, podra ser conmensurable é incon-
mensurable, segun que dicha cantidad subradical sea 6 n6 un cua-
drado perfecto; y como las raices de la ecuacién de segundo grado

[1] dependen de la formula [2], en donde hay el radical __iae;,
es claro que estas raices podran ser en primer lugar reales 6 imagi-
narias, segin que la cantidad b»— 4ac sea positiva 6 negativa, y ade-
mas podran ser, siendo reales, conmensurables 6 inconmensurables,
segln que dicha cantidad — 4iic sea 6 n6 un cuadrado perfecto.
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348. Si en la ecuacion [1] y en la formula [2J ponemos de ma~
niOesto los signos que pueden tener las cantidades 6 y ¢, obtendre-
mos las cuatro combinaciones siguientes:

6*— 4dac
¢ N_N\ - -C= -
1. ax bx-\-c=0. X 24
2.« — bx-\-c=0. Xt 2a
ac.
3/ ax™-"bx—c = 0, X = ™ :
4" ax— bxc—= 0, X ~
2a

A la simple inspeccién de este cuadro se vé, que en la 3.“ y 4™
ecuacion, correspondientes al caso de ser ¢ negativo, 6 lo que es lo
mismo, ¢<CO, se cumple la condicién de ser la cantidad subradical
positiva, y por consiguiente seran reales sus raices; en cuanto a la
1 y2.%, que corresponden al caso de ser ¢ > O, podran ser reales 0

imaginarias, segin se tenga 68— 4ac”~0, 6 68— 4ac<O0.

Por lo tanto, haremos sucesivamente las tres hipotesis
6*—iac>0, 6"~dac® 0 y — 4ac<Co0,
y veremos la naturaleza de las raices en cada uno de estos casos.

349. Sea en primer lugar 6®—4ac>*0.

En esta hipotesis la ecuacién podra ser una de las cuatro anterio-
res, y se verificard que las raices seran reales y desiguales, puesto
que la una es siempre la suma de dos cantidades, y la otra la
diferencia de estas mismas cantidades; ademas, podran ser conmen-
surables 6 inconmensurables, segin que b*—4ac sea 6 nd un cua-
drado perfecto: en el primer caso hallarémos los valores exactos de
las raices; en el segundo podremos determinarlas con un grado de
aproximacion tan grande como se quiera.

Podran ser ademas las raices, en el caso que nos ocupa, de un
mismo signo 6 de signos contrarios: seran de un mismo signo en los
dos primeros casos, es decir, cuando ¢]>*0; y de signos contrarios
en los dos ultimos, correspondientes, ac<0. En efecto, siendo
c > 0, la cantidad subradical 6 iac es menor que 6" y por con-
siguiente el valor del radical es menor que 6, y el signo de las dos
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raices sera el que lleve en la férmula el coeficiente 6, que, como
ya se sabe, es contrario al que tiene en la ecuacién.

Si se tiene c¢c< 0, la cantidad subradical es entonces 6®-4-4ac,
cantidad evidentemente mayor que y por consiguiente el valor
del radical es en este caso mayor que b, y por lo tanto dichas raices
tendran los signos que Heve la cantidad mayor es decir,
la una sera positiva y la otra negativa, siendo la mayor en valor ab-
soluto la positiva cuando 6<CO0, y la negativa cuando 6>-0.

350. De lo dicho anteriormente se deduce, que las raices ten-
dran un mismo signo 6 signos contrarios, segln que o sea positivo 6
negativo: es decir, c>0 6 <O.

En el caso de tener las dos raices un mismo signo, seran las dos
positivas 6 negativas, segin que b sea negativo 6 positivo, 6 lo que
es lo mismo, seglin que se tenga 6<0 6 >0.

En el caso de ser de signos contrarios, que, como ya hemos di-
cho, sucede cuando c<;0, serd la mayor en valor numérico la posi-
tiva, cuando 6 sea negativo, es decir, 6<CO0O; y lo sera la negativa,
cuando 6>0.

351. Lo que acabamos de exponer esta conforme con lo que de
las propiedades de las raices hemos dicho ya (336).

En efecto, sabemos que el coeficiente del segundo término de la
ecuacion [1] reducida a la forma es igual & la suma
de las raices con signo mudado, y la cantidad constante g, es igual
al producto de dichas raices; por consiguiente, siendo positivo el
coeficiente cten la ecuacion [1], los signos que tendran las cantidades
Py g,s\ reducir esta ecuacion & la forma seran los
mismos que tengan 6y c. Ahora bien, sic>1, se tendra ~>0, y
las dos raices deberan ser de un mismo signo, puesto que su pro-
ducto es positivo; si ¢c<0, sera <0 también, y las raices deberan
ser de signos contrarios, conforme hemos visto. Cuando las rafees
son de un mismo signo, la suma tendra el mismo que lleven estas
raices; y como esta suma es de signo contrario al que tiene el coe-
ficiente p,yp tiene el mismo signo que b, se sigue que cuando 6<0,
las dos raices seran positivas; y cuando 6 >0, ambas serdn negati-
vas; es decir, siempre de signo contrario al que tenga 6.

Cuando las raices de la ecuacién [1] son de signo contrario, la
suma llevara el signo que tenga la mayor en valor numérico, que
sera la que corresponda & la suma de la cantidad b con el radical
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pero esta suma sera positiva cuando 6<0, y negativa
cuando 6>0; luego la suma de las raices sera positiva cuando el
coeficiente b sea negativo, y sera negativa cuando b sea positivo; por
consiguiente, el coeficiente & y la suma de las raices tendran siem-

pre signos contrarios, como debia suceder.
352. Supongamos en segundo lugar — 4ac=0.

Para que este caso se verifique, es necesario que se tenga ¢>0,
y por consiguiente, la ecuacion no podra ser mas que la 4." 6 2.*,

es decir,
axN~{-bx-~¢c—0 6 acc™— bx-\-0=0,
cuyas férmulas respectivas son

mkae 6=fcV/62— 4ac.
X X =
2a 2a
las cuales se reducen, por esta hipdtesis, a

~ 6zx0 6+0
* 2a Y X% 2a

formulas que nos dan, separando sus valores,
6

X— —, X— ®e=—, a?=
2a 2a 2a 2a’

donde vemos que las raices son iguales, tanto en una como en otra
ecuacion, é iguales al cociente de dividir el coeficiente del segundo
término con signo mudado por el doble del coeficiente del primero.

Para justificar que asi debe suceder, no hay mas que introducir
en estas ecuaciones la condicion B™»—4ac=0, para lo cual no haj
mas que sacar el valor de una de las cantidades a, 6 6 c, y sustituirle
en la ecuacion; asi, sacando el valor c y sustituyéndolo en las ecua-

ciones 1.* Y 2.*, tendremos:

6* 62
axM-\-bx-A~p'=n y ai?e— 0,
ha 4a

las cuales se convierten en
h W

2/0

6 lo que es lo mismo
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b

iva)\ = i\/a

cayos factores igualados & cero, nos dan para cada ecuacion dos rai-
ces iguales, como ya se ha dicho, al cociente de dividir el coeficiente
del segundo término mudado el signo, por el doble del primero.

303. De lo dicho anteriormente se deduce que, si se tiene un
trinomio ax~-\-bx-~c en el cual se verifica que el cuadrado del
coeficiente del segundo término es igual al cuadruplo de los coefi-
cientes extremos 6 lo que es lo mismo que se tenga 6~ 4ac=0, di-
cho trinomio sera un cuadrado perfecto.

Reciprocamente, si un trinomio de la forma es un
cuadrado perfecto, se debera tener —4ac=0. En efecto, igualan-

do acero dicho trinomio, hallaremos para valores de x, dos que se—
h

ran iguales a segun que h sea negativo ¢ positivo. Porque
si ax”~-]-bx-{-c €s un cuadrado perfecto, el segundo término debera
ser el duplo del producto de las raices cuadradas de los extremos, de
modo que se tendra

bx~'iV'a XX.Ve =~xVac,
de donde dividiendo por x y elevando al cuadrado, sera b~— iac
6 6®— iac—0, segln queriamos demostrar.

334. Si se tiene por ultimo 6™—icicc”O, la ecuacidn sera una de
las dos primeras correspondientes al caso de ser c>0, pues si ¢ fue-
se negativo, la cantidad subradical seria la cual no puede
Ser menor que cero.

Siendo B~ 4ac<0, podremos igualarle & una cantidad negati-
va— de modo que los valores de las incégnitas seran imagina-
rios de la forma

—6l/—52 —bazov
2« 2a
bzt
X =
2a 2a’

segun que b sea un ndmero positivo 6 negativo.
Al hallar estas expresiones imaginarias para valores de x, debe-
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mos concluir diciendo que la ecuacién de donde estos valores pro-
vienen es absurda, y el problema & que pertenecen es imposible de
ser veriOcado.

Esta segunda parte es evidente; pues si los valores de la incégnita
de un problema son imaginarios 6 provienen de una ecuacién ab-
surda, es claro que no existen tales valores con las condiciones que
en el enunciado se piden.

En cuanto a que la ecuacion es absurda, facil es probar. En efecto,

siendo 6R—4ac=— se tiene /»2_]-0"=4ac, de donde ¢

cuyo valor sustituido en la ecuacién [1], la convierte en

2 =2
iz Mha—
y sacando a factor comun, se tendra
/ 6 2V
ap+-»+-,+-,] =0.
cuya ecuacion reduce &
"NaM

la cual se ve que es evidentemente absurda, pues la cantidad que hay
dentro de los corchetes, siendo la suma de dos cantidades positivas,
jamas podra reducirse a cero, cualquiera que sea el valor que se le
dé a x\ luego es absurda, puesto que no hay valor alguno para la
incognita que pueda verificarla.

Observacion. Cuando las raices de una ecuacién de segundo
grado son imaginarias, cualquier nimero que se ponga en vez de X,
dara un resultado del mismo signo que tenga el coeficiente del pri-
mer término, segln se desprende de la altima ecuacién.

Casos partlealares.
356. Si suponemos que se tiene c=0, la ecuacion [1] se reduce
a la ecuacion incompleta ax”™-\-bx=(), cuyas raices sabemos que
b
son 0, y - , 6 0y —segln que b sea mayor 6 menor que cero.
a a

Pero haciendo ¢ =0 en la formula general [2], se halla
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x~ ~bE\/¥ -~Dbtb
2a 2a
0 —
de donde x = — z=0y Xx. 2b b
2a 2a a

Cuando b es menor que cero, se tiene, poniendo el signo de mani-
fiesto, como sucede en la primera de las cuatro combinaciones ante-

riores(348),<«=" de donde que son
los mismos valores hallados para la incégnita de la ecuacion incom-
pleta ax~”~bx = 0.

Sea, en segundo lugar, 6= 0.

La ecuacion [1] se convierte en una de estas dos 0a;2-]-c= 0

oocc»—c=0, de lascualesse deducena;= +y/_~ 6x=x\i",
\Y% 0 Va

Si hacemos la hipotesis 6= 0 en la formula general r21, halla-
rémos n

=N |/— 4ac
2a \Y dax \Y a

cuya formula corresponde al caso de ser ¢c>»0.
Si suponemos c<0, se hallard para &el valor

conforme hemos hallado anteriormente.

Luego de la formula general [2] podemos sacar las correspon-
dientes & las ecuaciones incompletas de segundo grado, ya sean de la
forma aa?”~zb6a?=0, ya de la forma aa;"~zfcc= 0.

Supongamos ahora a=0.

Por esta hipotesis, la ecuacion de segundo grado [1j, se convierte

en la de primero 6a?-H=0; de la cual se saca x - —!
bl
Haciendo también a=0, en la férmula general, se halla
— — hzxb

X =
0 0
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0 — 26
de donde y — 00 ;
0
lo cual rio estd conforme con el resultado verdadero; puesto que e!

c
valor de x no es ni indeterminado ni infinito, sino igual a — \6

Pero si consideramos por separado cada una de las formulas que
dan origen a estos resultados, tendremos para la primera

1/;2_4ac

07=
2a

SI multiplicamos los dos términos de esta fraccion por
=—b— 6~—iac,

(— 6+176* — Aac)(—6— — 4cc)
— h—1/a*— 4oc)

se hallara

y como el numerador es el producto de la suma de dos cantidades
por su diferencia, se tendra
n 6*— (6®— 4o0c) - iac _ 2c
2a[—b— —4rtc) 2a{—b— 1"6®— 4ac) —6—V "-iac
Si ahora hacemos a=0, el valor anterior de x se convertira en

2c 2c 2c c

n —b—b —26 6’

que es el valor hallado anteriormente.

En cuantoal otrovalor—oo , deberemos observar que la formula que

o _llga_4afic

) = la cual se reduce, multl-
a

lo ha producido es x-

cando los dos términos de la fraccion por — 6-f-1"6®— 4ac, y sim-

. L 2c .,
plificando después, & x = ; expresion que se va

— 6-h 176®— iuc

2c
aproximando & valer —, a medida que a se va aproximando & valer
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cero; por consiguiente, este valor infinito de &, no se puede consi-
derar sino como el limite hacia el cual se va aproximando la segun-
da raiz de la ecuacion [1J, & medida que el coeficiente a va aproxi-
méandose & cero.

356. Hagamos ahora cero & cada dos coeficientes, y sea en pri-
mer lugar =0, y c= 0.

Segun estas hipotesis, la ecuacion [1] se convierte en ax”~=0, de
donde x ~ 0; pero de la férmula general [2] se saca, haciendo las

OifcO
mismas hipétesis, X = "é"": 0, resultado conforme al hallado di-
ia
rectamente.
Sea en segundo lugar a=0, yc=0.
La ecuacion se reduce & bx=0, de donde £¢=0.
Haciendo estas hip6tesis en la férmula general, se halla para pri-

. 0
mera raiz, —, y para la segunda infinito; pero multiplicando los dos

lérminosdela fraccidén que nos dalaprimera raiz, por —b— 6*— 4ac,
vemos que ésta se reduce & cero, como debia suceder; y si aparecia
bajo la forma indeterminada, era por hallarse el factor comun & los
dos términos 2a, el cual se reduce 4 cero.

La segunda, que por la sola hipotesis de c=0, se reduce a — —,

se debe considerar como el limite héacia el cual tiende esta fraccion
a medida que a se aproxima U cero.

Sea en tercerlugara=0, yd=0.

La ecuacion se convierte en c=0, que es evidentemente absurda.
La formula general nos da en este caso valores indeterminados; pero
haciendo las trasformaciones como anteriormente para poner de
manifiesto los factores comunes que pueda haber en los dos térmi-
nos, se halla que estos valores son de la forma infinita; lo cual debia
suceder, pues no hay ningun valor de x que pueda verificar 6 la
ecuacién ¢c=0.

Sea, por ultimo, a= 0, a= 0,yc=0. La ecuacion se reduce a
0=0, y losvalores de las raices, como debia suceder, son de la

0
forma indeterminada
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RESUMEN.
c> 0, ) b<i),
/de un mismo signo. positivas.
6> 0,
( negativas.
conmensurables
b<0,
mayor en valor nu-
~0<0, mérico la positiva.
de signo contrario. 6> 0,
— dac=|r:52, idem idem la nega-

inconmensurabltis. tiva
/ Raices positivas 6 negativas, segiin se tenga
bh—4ac=0, | bao, 6 2»>-0.
raices reales iguales, i
\ Primer miembro dé la ecuacién cuadrado perfecto.

fac<ra (Ecuacmn absurda; y ponlendo en vez de ir uu nimero

'%ﬁgm n%-lgr!r%]%g '| ?lnle%lﬂaegadéia prlmmﬁﬁgno mismo sigpo quo el coe-

Casos particulares.

— — »/ dex’
' ( coaDdon disminuye.
&=:01 a—Ojm"=®  a=0]
~>Ratees nulas. L
= . Raices infinitas.
=0] c=oW '=~ é=ol
Raices indeterminadas.
{FI)Ecuamon indeterminada también.

—_

a=0, 6=0, 6*=U

Del mismo modo discutiriamos las raices de la ecuacion general
de segundo grado reducida a la forma x”~-\-px-{-q=0. Cuya discu-
sion recomendamos & los alumnos.
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LECCION XXXVII.

Ejenplos  reeolncioa de ecnaciones de secundo grado—Problemes «ae dan origen é
ecuaciones de segando grado con nnaiincognita.

iSlcmplosde resoloelon de ecu«el«nes de flecando grado.

Ejemplo |I. b -6a.
a ]
SoLUciON. cc= 2aii.
Ejemplo IlI. i .
jemp ai+2~ S Sos'
SOLUCION. X= dts.
Ejemplo. Il —65=0.
SOLUCION. X=4+1716-h65= 4+ t~"8l=4dr9= |—~"

Ejemplo IV. 30x"+x—12=0.

4 3
SOLUCION. X = iP= —

Ejemplo V. 9.xN-HI8x-f-10 = 0.
Empleando la regla anterior con la modificacién correspondiente
al caso de ser par el coeficiente del segundo término, se hallara la

SOLUCION. X= — 1
Ejemplo VI. (4a*— 4(a*-|-ai**;aH-(a+&*)*=0.
a-ha*
SOLUCION.

Problema« que dan origen A eeuaclonea de segundo grado con ana
Incégnita.

PaoBLEMA 1. Dividir el numero 100 en dos partes cuyo produc-

tosea 2331.
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Como la suma de las dos partes que se buscan ha de ser 100, y
su producto 2331, estas dos partes seran (336) las raices de la

ecuacion de segundo grado — 100ic-f-2331 =0, de la cual se sa-
ca facilmente, por la regla conocida, £c= 63, x = 37.
Probtema Il. T banquero ha descontado la cantidad 1470

reales a un cierto tanto p(” ciento de descuento, de dos pagarés’, uno,
cuyo valor es de \2720 rs., se ha de cobrar & los ocho meses, y el
otro, que tiene por valor 25730 rs., se cobrard a los cuatro meses. Se
quiere saber & qué tanto por ciento los ha descontado.

Siendo x el tanto por ciento, y D el descuento del primer pagaré,
se hallara por la formula de Aritmética relativa al descuento,

12720x-"u
“ 100+fic *
Del mismo modo hallaremos el descuento correspondiente al
25750x —cc
segundo pagaré, D '= I UU:i“‘-:\X_ , ycomo los dos descuentos han de

componer la cantidad 1470 rs. que el banquero descontd, se tendra
la ecuacion*
12720x4cc  25750x ~EC

1470,
100-  «x 100-4-ra?

7350
de la cual se sacan los valoresx=9, x= — donde vemos que

desconté los pagarés el banquero al 9 por 100, como es facil com-
probar.

La solucion negativa debe desecharse como extrafia & la cuestion.

Problema Ill. En una fabrica en que trabajan 20 operarios, hom-
bres y nifios, de los cuales éstos son en maijor numero, se les paga dia-
rianente 192 rs.; a cada hombre se le da tantos reales como nifios hay,
y a cada nifio tantos reales como hombres; se quiere saber cual es el
numero de unos y otros.

Sea X el numero de hombres que suponemos ser menor que el de
nifios: es claro que el namero de éstos serda 20—x, y como cada
hombre tiene tantos reales como nudmero de nifios hay, y cada nifio
tantos como hombres, se tendréa

(20— ")j-(20—x]x=\ 92,
de donde se sacan los valores x = 12, x — 8; y como por hipotesis se

tiene que el namero de hombres ha de ser menor que el de nifios, se
17
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20
debera tener £c<20- -cc 6 2x<C.20, de donde x<C.E =10; es de-

cir, que el nimero de hombres ha de ser menor que la mitad del
namero total de operarios, y por tanto se tendra a;=8, en cuyo
caso el de nifios sera 20—8=12.

Si no hubiera la condicion de ser el nimero de hombres menor
que el de nifos, se hubiera tenido indistintamente 8, numero de
hombres y 12 el de nifios, 6 12 nimero de hombres y 8 el de nifios.

Problema IV. Hallar la profundidad de un pozo, sabiendo que
una piedra que se deja caer produce un golpe en el fondo que se oye a
los 5 segundos de arrojar la piedra.

Sea X la profundidad del pozo. Se sabe por la Fisica que un cuer-
po que cae en el espacio corre en el primer segundo de su caida
4,™9 préximamente (*), y que después los espacios corridos son
proporcionales & los cuadrados de los tiempos empleados en cor-
rerlos; de modo que las raices cuadradas de estos espacios seran
proporcionales & los tiempos.

Asi, el tiempo que tarda la piedra en llegar al fondo se calculara

- _ X
por la proporciéon K 4,9 :1:1i, de donde t= — -—-.
(WA

Se sabe ademas que el sonido corre proximamente 337 metros
por segundo; por consiguiente, el tiempo que el sonido ha empleado
proximamente para llegar desde el fondo al oido del observador
estara dado por las veces que 337 esté contenido en ¢r, es decir, por

337
Pero el tiempo total que ha tardado la piedra en caer, y oirse
el golpe producido en el fondo, es 5 segundos; luego se tendra la
ecuacion

14,9 337 t

de donde se deducen los valores

(*) La experiencia ha hecho ver que en Madrid corre un cuerpo en el
primer segundo de su caida 4,“ 8996 {E. Bodriguez, Manual de Fisica.)
Para la velocidad del sonido véase la misma obra de Fisica.



SEGUNDO GRADO. 259

337x3844,38 337x15,62
5= Ir yx = I
49 * 48

Desde luégo se comprende que una de estas dos raices debe ser

extrafa & la cuestion, pues la profundidad del pozo es Unica. Y no

nos debe llamar la atencién que hallemos una solucién extrafia; pues

al hacer racional la ecuacién [1], hemos tenido que elevarla al cua-
drado.

= 107,42.

Para saber cual de estos dos valores corresponde a la cuestidn,
=observaremos que, si despreciamos el tiempo que tarda el sonido

para llegar al oido del observador, se tendra ¢ =5. de donde

03=4,9x25 = 122,5; pero como el sonido tarda algo en llegar al
oido del observador desde que es producido en el fondo, es claro que
la piedra habra corrido un espacio menor que 122,™5,
Luego de los valores hallados tomaremos el menor; es decir,
107,42, que seran los metros de profundidad que tendra el pozo.

Discaslon del problema de las laces.

Problema VI. Determinar sobre la recta que une dos luces™ el
punto que esta igualmente iluminado por cada una.
Para resolver este problema es necesario saber que las intensida-
des de una misma luz en dos puntos distintos, estan en razén inversa
de los cuadrados de las distancias de estos puntos & la luz.

E A C c B E'

Sean Ay B dos luces, cuyas intensidades respectivas & la unidad
de distancia, son a 'y 6; sea C el punto que esta en la linea AB, igual-
mente iluminado por cada una de las luces; llamemos & la distan-
cia AB que media entre ambas, y a; & la distancia AC.

Esto supuesto, si llamamos i/ & la intensidad de las luces AyB en el
punto C, puesto que dicho punto suponemos esta igualmente ilumina-

do, se tendrd, segun el principio citado, :1;;a:y,dedondey=—;

pero también se tiene [d ~xf : 1 ;: &: y* de donde y=
{d~xf
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por consiguiente, la ecuacion que resuelve el problema, sera

de la cual se saca facilmente el valor de la incégnita

dva d

IT [2].

De la ecuaciéon [1] se pudo deducir inmediatamente el valor de la
incdgnita [2], extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros; asi,

N Z—d-t))( Y-como las cuatro combﬁlaciOnes anue dan oriben

los dobles signos se reducen & dos distintas, segun hemos visto
(339 n ), solo consideraremos la ecuacion

Va . L
az-,———- , de la cual se sacan los mismos valores de la inco6g-

X T d—X
nita que anteriormente hemos obtenido, y que escritos separada-
mente son
d d

Vv

Los valores de las distancias del punto C & la luz B, estaran dados
por las formulas

d—x = d d—x = d

\ o]

Supongamos en primer lugar que la intensidad de la luz A sea
mayor que la de laluz B; es decir, que se tenga a>4a.
Los dos valores de x son positivos; pues siendo a>6, la frac-

cibn — es menor que la unidad, lo mismo que su raiz cuadrada; el
a

primer valor es mayor que segundo es mayor que d, por-

que el primero tiene por denominador una cantidad menor que 2, y
el otro una cantidad menor que la unidad; lo cual nos dice que hay
dos puntos igualmente iluminados por ambas luces: uno C' entre los
puntos Ay B, mas proxiijio alaluzBque alaluz A,y otro a la
derecha de B, y que por consiguiente ha de estar mas préximo de B
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ijJue de A; lo cual estd conforme con las condiciones fisicas, pues
siendo la intensidad de la luz A mayor que la de la luz B, es claro
<iue el punto que se halle igualmente iluminado por ambas, ha de
estar mas proximo de la luz que tenga menor intensidad.

Si examinamos las distancias de la luz B al punto buscado, vere-

mos que la primera es menor que y i/, y la segunda negativa; es de-

cir, que se debe contar & la derecha del punto B. puesto que las po-
sitivas se cuentan & la izquierda con relaciéon al punto B.

Si suponemos ahora a<b, es decir, que la intensidad de laluz A
es menor que la de la luz B, hallaremos todo lo contrario. En efec-

to, el primer valor que antes era mayor que d, ahora es menor,

lo que prueba que el punto G comprendido entre Ay B, é igualmente
iluminado por ambas luces, estd ahora, como debia suceder, mas
préoximo & laluz A que & la luz B. El segundo valor aparece negativo,

pues siendo la fraccidon — es mayor que la unidad, y también

su raiz; luego el denominador es negativo, y por consiguiente el
valor de x; lo cual nos prueba que hay un segundo punto E & la
izquierda de A, que también estd iluminado igualmente por ambas
luces.

Si examinamos las distancias de la luz B a los dos puntos Cy E,
hallaremos que ambas son positivas; pues siendo la fraccion

a . Loz
— es menor que la unidad; luego los dos puntos se encontraran a la
b

izquierda de B, pues asi hemos convenido en contar las cantidades
positivas con relacion a B, el uno a una distancia mayor que y

el otro &otra distancia mayor que o\ todo lo cual esta conforme con
lo dicho anteriormente.

Sea, por ultimo, a=b.

El primer valor se reduce a -~c/, y el segundo a infinito. Esto nos

prueba que soélo el punto medio de la linea que separa las dos luces
esta igualmente iluminado por ambas. EIl valor infinito no es otra
cosa sino el limite de la distancia del otro punto que hay igualmente
iluminado, & medida que las intensidades ¢t y 6 tienden & ser igua-
les; es decir, que mientras que estas intensidades no son iguales,
hay siempre dos puntos sobre la linea AB, igualmente iluminados;
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uno entre Ay B, y otro ala derecha de la luz B, 6 a la izquierda de-
la luz A, seglin que se tenga a>6 6 a<6, cuyo segundo punto se
va alejando cada vez mas, a medida que las intensidades tienden a
ser iguales; y este punto se dice que se halla en el infinito, cuando
a=b. Las formulas que dan las distancias del punto buscado & la
luz B, estdn enteramente conformes.

Si suponemos que la intensidad de una luz va disminuyendo, el
punto que hay entre ambas igualmente iluminado, se va aproximan-
do a la luz de menor intensidad; y esta distancia que media entre
esta luz y el punto buscado, tendera & ser nula & medida que la in-
tensidad de esta luz tienda & ser cero; lo cual esta conforme con los
valores que hallaremos haciendo estas hipétesis en las formulas: asi,
sia=0, setendra fd= u,d—x=d\ y si 6= 0, entdnces se tiene
£c=c?, d—x=0.

Si hacemos a= 0y 6=;0, hallaremos "= AN com e

debe ser, pues todos los puntos se hallan & oscuras.

Si se tiene <; =0, se halla cero para valor de x, correspondiente
al punto intermedio que siempre hay entre ambas luces, el cual se
reduce ahora ai punto A.

Si al mismo tiempo que d =0, hacemos a= 6, hallaremos que
el primer valor de x escero, y el segundo indeterminado, como debe
ser: el primero corresponde al punto medio, y como las dos luces
tienen la misma intensidad, cualquier otro punto se hallara también,

igualmente iluminado por entrambas.

LECCION XXXVIII.

Venaciones de segundo grado con dos inci*gnitas.—Ecuaciones bicuadradas, discusién de

snaraices,—Trasformacion de la expresiéon \/A * B en la suma 6 diferencia de dos-

radicales sencillos V. a Vh

Ecnacloncs de secundo grado con dos Incégnitas.

* 357. Toda ecuacion de segundo grado con dos incognitas,
se puede reducir a la forma
ayN-{~bxy-\-cx™-jrdy-{-ex-\~f=0.



SEGUNDO GRADO. 263
siendo el coeficiente a entero y positivo, y los demas coeficientes b,
e, d, ey f nimeros enteros positivos 6 negativos. Para ello basta
quitar los denominadores si los hay, pasar todos los términos al pri-
mer miembro, reunir todos los que vengan afectados de la misma
manera con relacion a las incognitas, y cambiar por ultimo todos
los signos & la ecuacién, si el primer termino fuera negativo.

Si consideramos un sistema de dos ecuaciones de segundo grado
con dos incégnitas

ai/ -i-bxy ~jrex™ -\-dy -\-ex -\ -f=0
a'y'N-Np'xy-NdxAnany-\-éx+f=ii [1],

y tratamos de hallar los valores de a:é y que las verifican, tendre-
mos que principiar por eliminar una de las incégnitas, para lo cual
sacaremos su valor en una de las ecuaciones, y lo sustituiremos en
la otra; y es claro que los valores sacados de esta ecuacion, sustitui-
dos en el valor de la incognita eliminada, nos daran todos los siste-
mas de valores que verifican el sistema de ecuaciones propuesto.
Pero siendo generalmente irracional el valor que se saca para la in-
cégnita que se elimina, por provenir de una ecuacién de segundo
grado, al sustituirle en la otra ecuacion, dara una que contendra un
término irracional, el cual se hara desaparecer dejandole s6lo en un
miembro y elevando la ecuacion al cuadrado, dando origen asi a
una ecuacion en general de cuarto grado, que no sabemos todavia
resolver.

Este método, ademas de ser bastante largo, tiene el inconveniente
de podernos dar soluciones extrafias a la cuestién.

En efecto, si resolvemos una de las ecuaciones dadas con relacion
a 4, hallaremos dos valores de la forma

N=A+/b [2], y=k-\" [3],
siendo Ay B funciones de x.
Si ahora sustituimos cada uno de estos valores en la otra ecua-
cion, hallaremos dos ecuaciones irracionales de la forma

(4], [3].

Esto supuesto, es evidente que todo par de valores de mé i/ que
verifique ai sistema propuesto [1], tiene que verificar al sistema [2]
y W» ¢ al sistema [3] y [0]; y reciprocamente, todo sistema de va-
lores que verifique a uno de los sistemas [2] y [4], 6 [3] vy [5]., ve-
rificard necesariamente al sistema [1]; de modo que las soluciones
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del sistema [1], seran las soluciones del sistema de las ecuaciones
[2] y [4] y el de las ecuaciones [3] y [5], y reciprocamente, el sis-
tema propuesto no podra tener mas soluciones que las que tengan
estos dos ultimos sistemas. Por consiguiente, cualquier valor de x
sacado de la ecuacion [4] por ejemplo, si lo sustituimos en la rela-
cion [3], no nos dard paray valores convenientes al sistema [1], asi
como los valores de x sacados de la ecuacion [5], no se podran unir
con los correspondientes & la ecuacion [2].

Ahora bien, como para resolver las ecuaciones [4] y [o] hay que
principiar por hacerlas racionales, para lo cual se deja el radical
s6lo en un miembro y se eleva al cuadrado toda la ecuacién, vemos
gue al ejecutar esta trasformacion en ambas ecuaciones nos dan la
Unica ecuacion

(61,

que tendra por raices todos los valores de x que verifican & las ecua-
ciones [4] y [5], de modo que no sabremos en cual de estas dos
ecuaciones hemos de sustituir cada una de las raices de la ecua-
cion [6], para hallarlos valores correspondientes de y que verifican
el sistema [1]; y por consiguiente, si de antemano no pudiéramos
distinguirlos, nos veriamos expuestos a tomar por soluciones de la
cuestion, nuameros que no verifican & las ecuaciones propuestas. Para
evitar esto, lo que se hace es sustituir estos valores de x, sacados de
la ecuacion [6], en la ecuacion [4], y los que verifiquen & esta ecua-
cidén se sustituyen en la ecuacion [2], y los que no la verifiquen se
sustituiran en laecuacion [3]; los sistemas de valores que asi resul-
ten seran los que verifican & las ecuaciones propuestas.

= 358. Para evitar el inconveniente de que en el niUmero ante-
rior hemos hablado, se reemplaza el sistema propuesto por otro que
se componga de una de las ecuaciones dadas y la que resulta de eli-
minar entre ambas el cuadrado de una de las incognitas, lo cual es
posible, y se demuestra como lo hicimos en el nimero (271); con lo
que dicho sistema quedara reducido a otro en el cual una de las
ecuaciones es de primer grado con relacion & la incégnita cuyo cua-
drado se elimind; de esta ecuacion se despejara la incognita, y su va-
lor sustituido en la otra nos darad una de cuarto grado, cuyas raices,
sustituidas en la expresion del valor de la incégnita que se eliming,
nos daran todas las soluciones del sistema propuesto.

En efecto, si multiplicamos la primera de las ecuaciones [IJpora’
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y la segunda por a, y después restamos, hallaremos la ecuacion
{ab"— ba*]xy-*ad-~car]x*-"{ad'— daf)yM("e'—ea')x=
fa[-af [71,
gue unida con una de las ecuaciones propuestas
ay”™-irbxy-\-cx”-hdy-T-ex~j-f=0 [8],
nos dara un sistema que podra reemplazar al sistema [1], como se
demostr6 en el numero {271).
De esta ecuacion de primer grado en y se saca
[a(/—ca'|£Ec®f-(ae*—eal)xaf'—fa’
n [a¥— ba']x-{-ad!— da™
cuyo valor sustituido en la ecuacién [8], nos da una ecuacién de
cuarto grado que podra reducirse a
Aa;4-f-Bic"H-Ga!"H-Dai+E=0 [10],
y el sistema [1] podra reemplazarse, como ya hemos visto, por el
sistema [7] y [8] vy éste por el sistema [8] y [10], segin lo demos-
trado ya, nimero (269). De modo que resolviendo la ecuacion [10],
gque no contiene mas que la incognita x, y sustituyendo cada uno de
los valores hallados en la ecuacién [9], encontraremos todos los pa-
res de valores que veriflcan & las ecuaciones propuestas.
Ejemplo |I. Resolver el sistema de dos ecuaciones
032+1/7=820

Si sumamos, con objeto de eliminar el cuadrado se podra
reemplazar este sistema por el siguiente
a;2+al/3= 820 , 032~M+7=820
2cc2=1332 0=2=676,
de la segunda se saca a==*:1"676=+26.
Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuacion,
hallaremos
676+2/2—820, 60 ?/=144, 6 y=+12-
Por consiguiente el sistema propuesto podra verificarse por los
sistemas de valores
a;=26, x= 26, x=—26, x——26
in= 12, y=—12, 3= 12, y=—12.
Ejemplo Il. Sea el sistema de dos ecuaciones
CC+y= 40
2 +i/2=1088.
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Sacando el valor de i/ de la primera y sustituyéndole en la segun-
da, se halla una ecuacién que resuelta nos da los valores « = 32,
cc= 8.

Sustituyendo cada uno de estos valores en el de y, sacado de la
primera ecuacion, tendremos

i/l=40—32=8, 7/=40—8=32,

donde vemos que las soluciones son

«=32, «= 8,
2/= 8; N=32.

Ejemplo IlIl. Sean las ecuaciones
£cN fy _ 2808

— Yy \x—y=i704.
Sumando, para eliminar el cuadrado de i/, se hallaran sucesi-
vamente
2icN-1-2«=4312, «"+«=2236,

ANz-itV /] +2236=-1++ [/~ = -i-+ | = j_"

Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuacion,
hallaremos por la del primero, «=47,
2209+iN-{-47Th-~=2808, o6 2/~-f-i/=552,

y=-]\/] +S02=-1£ty2209=-1%1i=j

La sustitucion del segundo valor — 48, nos da la misma ecuacién
y*-i-y=332, y por consiguiente los mismos valores paray, que son
23y —24.

Luego los valores que verifican & las ecuaciones propuestas, son

x==47, 47, —48, —48,
iy=23; —24, 23; —24.

Ecuaciones btcuadradan, discusién de sus raices.

* 309. Las ecuaciones bicuadradas son aquellas que tienen la

forma
a«N-H-6«"+c=0 [17.

Para resolver una 'ecuacién bicuadrada, se iguala el cuadrado de
la incognita & una nueva incognita, se resuelve la ecuacion de se-
gundo grado que resulta, y las raices cuadradas de las de esta
ecuacién, seran las de la propuesta.
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Asi, pararesolver la ecuacion [1], haremos a”="y; y sustituyendo
este valor en dicha ecuacion, resultara la de segundo grado
0, cuyas raices sabemos que son (340),

— bé&zV'6™— 4ac
y= 2a
Sustituyendo cada uno de estos valores de y en la ecuacion aP v,
y despejando a cc, tendremos

—6-f-1/42— 4ac b—y'b”— iac
cc= oa y c—£\/— 2a
cuyas formulas nos dan las cuatro raices de la ecuacion [1].

e 360. Dependiendo las raices de la ecuacién bicuadrada de la
de segundo grado ay”™-\-by-j-c="0, tendremos que, representando por

é y” las raices de esta ecuacién, se hallaran para raices de la pri-
mera, a?=d=I"2', y x-xiVy"-

Ya hemos visto que y™ é y'' pueden ser reales 6 imaginarias, en
el caso de ser reales, pueden ser iguales o desiguales; siendo desigua-
les, pueden ser de un mismo signo 6 ae signos contrarios; y el
caso de ser de un mismo signo, pueden ser las dos positivas o las dos
negativas.

Si las dos rafees y' é y’'/son reales, desiguales y positivas, las cua-
tro raices de la ecuacion bicuadrada seran reales é iguales en valor
numérico de dos en dos, pero de signos contrarios.

Si las ralices y' é y” son reales, desiguales y negativas, las cuatro
raices de la ecuacién bicuadrada seran imaginarias.

Si las raices y' é y" son reales, desiguales y de signos contrarios, es
decir, una positiva y otra negativa, las dos raices de la ecuacién bi-
cuadrada, correspondientes & la raiz positiva de la ecuacion de se-
gundo grado, seran reales; y las dos que corresponden a la raiz ne-
gativa, seran imaginarias; luego la ecuacion bicuadrada tendra en
este caso dos raices reales y dos imaginarias.

Si las raices y* é y" fuesen iguales, podra suceder que ambas sean
positivas 6 negativas: en el primer caso las cuatro raices seran reales
¢é iguales en valor numérico, siendo dos positivas y dos negativas; en
el segundo las cuatro raices seran imaginarias. EI primer miembro
de la ecuacion serd en este caso un cuadrado perfecto.
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Por dltimo, si las raices € y" son imaginarias, las cuatro raices
de la ecuacion bicuadrada también lo seran.

Luego la ecuacién bicuadrada puede tener sus cuatro raices reales,
que sera cuando y' éy" sean reales y positivas, ya sean 6 no iguales;
Aos TdiQS reales y dCS imaginarias, que sera cuando y» y" sean
reales y de signos contrarios; y las cuatro imaginarias, que sera
cuando las raices y' € y” sean imaginarias 6 reales negativas, sean 6
no iguales.

Trasformaclon de la expresién V'  imitenla suma ¢ diferencia de dos

radicales sencillos |[/a _

* 361. La resolucion de las ecuaciones bicuadradas nos ha dado

para valores de la incégnita valores de la forma en los
cuales, si B noes un cuadrado perfecto, hay que principiar por hallar
laraiz de B con un cierto grado de aproximacion, sumar después este
valor algebraicamente con A, y extraer por ultimo la raiz del resul-
tado; cuyas operaciones se hacen demasiado pesadas cuando hay que
hallar dicho resultado con bastante aproximacion.

Pero si nosotros pudiéramos trasformar esta expresion en otra de

la forma , siendo a y b cantidades racionales, podriamos
por medio de calculos mas breves hallar el resultado ctm toda la
aproximacién que se quisiera; pues en vez de acumularselos errores,
como por el método primero sucede, podriamos calcular \/a y
ambos por exceso 6 defecto, 6 uno por exceso y otro por defecto, se-
gun que tuvieran que restarse 6 sumarse, en cuyo caso dichos errores
se destruirian en parte.

Asi, pues, conviene averiguar las condiciones a que deben

satisfacer A y B, para que se pueda trasformar \"At+l/ b en
(/o £\/b.
* 362. Para resolver esta cuestion debemos demostrar que, si se

tiene la igualdad n=m'-"y'n', se debe tener también m=m"
y n= n"
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En efecto, pasando m! al primer miembro y elevando al cuadrado
la igualdad que resulta, se tendra
(m— —m'jI’n+n—
de donde 2[m—m")I™n:=n'—n— (M—m")™.
Igualdad que no se puede verificar, sino siendo m=m\ pues de

lo contrario una cantidad irracional 2(m— m*)\”~n, seria igual duna

cantidad racional n— (mM—m”™)” lo cual es absurdo; luego para
que la igualdad propuesta sea cierta, tiene que
serlo también la igualdad 2[m— n-="—n— (Mm— mMY" y para

que ésta lo sea, es necesario que se tengam=m~ en cuyo caso n*=n;
segln queriamos demostrar.

* 363. Una vez demostrado este principio, veremos qué con-
diciones han de satisfacer las cantidades Ay B para que se tenga

Si elevamos esta igualdad al cuadrado, se tendra esta otra
Azl/B =a-ha+x2P'*=a+6zi/" Aoii,

y segun el principio anterior, se tendra a4-4=A y 4aa=B ¢
ah :Z\ por consiguiente, las dos cantidades indeterminadas a y 4,

son, (336-2.*), las raices de la ecuacion
or *Aa7 | 5. 0, [2]
4
gue seran conmensurables, si A*— B es un cuadrado perfecto (347):
luego la condicion que han de satisfacer las cantidades Ay B, para
que se pueda verificar la trasformacion indicada, es que la cantidad
~ — B seaun cuadrado perfecto que representaremos por CN

A+x1/A'—B
Resolviendo esta uUltima ecuacion, hallaremos n Y
se tendran las igualdades
A-} i a2— B , A—/ a™~~—B

por consiguiente, la formula propuesta se podrd poner bajo la
forma
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\ A+ —

y si, como hemos supuesto, se verifica que = — B sea un cuadrado
perfecto G" se tendrd, como desedbamos, la trasformacion pedida

2
Cuando A~—B no es un cuadrado perfecto, la trasformacion ante-
rior no tiene ventaja y por consiguiente no se practica.
- 364. Si fuese una expresién imaginaria de la forma

'l» podremos también aplicarle la regla precedente, sustitu-
yendo en la condicion anterior la cantidad — B\ en vez de B. En

efecto, la expresion A+1/ b, se convierte en AxBI™-—1, y la raiz
de ArhBI~—1, se podra convertir en otra expresion de la misma
forma adzal/—1. Para ello se vera que la condicion C—k™"A®— B
se reduce & C =1/a’h-B” y por consiguiente, se tendra

A +/aU ~ A il a”"B®
€ = e P Yy o e 2 '

donde vemos que el valor de a es evidentemente positivo y el de 6
negativo; de modo que representando el primero por vy el segundo
por 6®, se tendra

th\ /7.

\/az b/ n

LECCION XXXIX,

Maximos y minimos—Ejemplosy problemas de maximosy minimos gne pneden resolverse
por ecuaciones de segundo grado.

Méaximos y minimos.e

e 365. La teoria de los méaxiinos y minimos es una de las mas
importantes del Algebra por sus muchas aplicaciones, y aunque des-
pués nos hemos de ocupar de un modo general de los maximos y
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minimos de las funciones de una variable, conviene indicar aqui el
modo de hallar los de aquellas que igualadas a una letra, dan origen
a ecuaciones de segundo grado con relacion a esta variable.

. - aa?-\- bx~i-c

* 366. Si se tiene una expresion— =y, en la cual
las letras a, b, c, a\ son numeros cualesquiera, y es una
letra que puede recibir todos los valores que queramos, se dice que
dicha letra x es una variable, y la fraccibn que ocupa el primer
miembro, 6 sea su valor representado por la letra ij que esta en el
segundo, se dice que es una funcion de esta variable, y como & me-
dida que X varia, variara también- en general y, se sigue que la fun-
cidén y sera otra variable cuyos valores dependeran de los que se le
hayan dado & x.

* 367. Si creciendo de una manera continua 6 sea por grados
insensibles la variable de una funcion, aumenta 6 disminuye ésta, y
luégo disminuye 6 aumenta, es claro que tendra que pasar por cier-
tos limites en los cuales dejara de aumentar 6 disminuir, para prin-
cipiar a disminuir 6 aumentar, y cada uno de estos limites, que
correspondera & un cierto valor a de la variable, y que no es otra
cosa sino el valor maximo 6 minimo de la funcién, seréa evidente-
mente mayor 6 menor que los valores que recNibe esta misma fun-
cion, paravalores de la variable inmediatamente superiores é infe-
riores al valor a.

De modo que si aumentando de una manera continua la varia-
riable de una funcion, ésta aumenta 6 disminuye, y luégo disminuye
0 aumenta, se dice que dicha funcién pasa por un maximo 6 un
minimo; entendiendo por maximo 6 minimo de una funcion, aquel
valor que recibe para un cierto valor « de la variable, mayor 6 me-
nor que el que dicha funcién recibe para valores de la variable iu-
finitamente préximos &« tanto superiores como inferiores.

* 368. Una funcion puede, aumentando siempre la variable,
aumentar 6 disminuir, y luégo disminuir 6 aumentar, para volver
después & aumentar 6 disminuir, y asi sucesivamente, y como al ve-
rificarse estos cambios tiene que pasar dicha funciéon por un maximo
6 un minimo, se sigue que una funcién puede tener varios maximos
y varios minimos.

De aqui se deduce que la palabra méaximo 6 minimo, no indica
el mayor 6 el menor de los valores que pudiera recibir una funcién;
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porque en ese caso no se concibe que una misma funcion pueda te-
ner varios maximos 6 varios minimos, & ménos que estos no fueran
iguales. Asi, la palabra maximo 6 minimo s6lo indica valores de
una funciéon mayores 6 menores relativamente 4 los que esta fun-
cion recibe para valores de la variable inmediatamente superiores 6
inferiores a aquel que la redujo & un maximo 6 minimo.

* 369. Las expresiones algebraicas cuyos maximos y minimos
se pueden hallar por medio de las ecuaciones de segundo grado,
son en general trinomios de segundo grado con relaciéon & una va-
riable (c, 6 fracciones cuyos términos son a lo mas de segundo gra-
do en x.

Sea, por ejemplo, hallar los maximos y minimos de la expresion

ax™-\-bx-\~c

a'x’\-’\b'x-]-c’\: y ni*

A cada valor a que demos a la variable independiente x, recibira
un cierto valor P la funcién y. Y reciprocamente, si damos a la fun-
cion y el valor /?, hallaremos el correspondiente a la variable o;, re-
solviendo con relacion & esta incognita la ecuacion [1].

Ahora bien, como x no puede recibir mas que valores reales, es
claro que y no podra recibir valores cualesquiera, sino que deberan
estar sujetos & hallarse comprendidos entre ciertos limites, pasados
los cuales resultarian para x valores imaginarios; lo cual no debe
ser, pues, como ya hemos dicho, los valores de x han de ser siem-
pre reales; y estos limites, que comprenden & los valores de y, seran
precisamente los maximos 6 minimos de la funcién propuesta.

¢ 370. Segun lo dicho anteriormente, para hallar los maximos

. ., . ax™—'bx 4" : i-
y minimos de una expresion de la forma iguala at-

cha expTesion d una indeterminada y, se resuelve la ecuacién que re-
sulta con relacion a x, se vé cudles son los limites de los valores de y
que hacen reales los valores de x,y estos limites seran los maximos y
minimos pedidos.

Resolviendo la ecuacion [1] con relacion a a?, se halla

(o PPy E—iadlyn— 2o ica’—fadly-t-b—

[2],



MINIMOS. 273
cuyo valor se puede poner bajo la forma

___h— bryx[/Ay™-\~By-+-C
X~ , 3]_
Na'y—a) [31:
6 sacando A factor comun debajo del radical, y llamando y ™ alos
cocientes de dividirB y Cpor A, se tendra

—_b=b'yil'*A (y*-\-py”q)

a ~ahj~a) W

y si llamamos y*é y” las raices que resultan de igualar & cero el
trinomio y~"py-\-q" se tendra, por altimo,

Como los valores de x han de ser reales, segin se ha dicho ya,
es necesario que los valores que se le den a4 y hagan positiva la
cantidad subradical A{y-*y')[y—if), y los limites que comprendan
a los valores de y que cumplen con esta condicion, seran los maxi-
mos 6 minimos que se buscan.

Para hallar estos limites consideraremos tres casos, segun que A
sea mayor, menor ¢ igual & cero.

\ ° Supongamos A>0. Si las raices ¢ son reales y desigua-
les, y suponemos que se tiene serd necesario, para que
My—ifiiy—y'l sea positivo, y por consiguiente el valor de a; sea
real, que los dos factores (y—y”®) é {y—"/") sean de un mismo signo
lo cual exige que los valores de y no se hallen comprendidos entre
las raices  éy"; por tanto, y ha de ser mayor que i/~ 6 menor que
y"”; en el primer caso el menor valor que podremos dar ay seray’,
y en el segundo el mayor valor sera \f. Cualquier valor que diéra-
mos ay mayor que y'’ y menor que y’' daria para s: valores imagi-
narios.

Un minimo sera, por consiguiente, y' y un maximo y'A

Sustituyendo estos valores minimo y maximo en la igualdad [5],
se obtendran los valores correspondientes de x.

Luego cuando las raicesy’ é de la ecuacién de segundo grado
qgue resulta de igualar a cero el trinomio son realesy
desiguales, siendo ademas A>>0, la fracciébn propuesta tiene un
maximo igual a la menor de las raices, y un minimo igual & la
mayor.
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No hacemos mencién del maximo infinito y del minimo minos in-
finito, porque éstos corresponden generalmente & valores infinitos
de £c, 6 & valores que vienen bajo la forma indeterminada; pero no
debe dejar de observarse que, pudiendo tener y cualquier vnlor, ya
sea mayor que y', ya menor que y podra llegar a valer la funcién
propuesta un numero positivo infinitamente grande, y otro infinita-
mente grande también en valor numérico, pero negativo-

Si las raices y' é i/' fuesen iguales 6 imaginarias, la cantidad sub-
radical k{y—y") {y—y") seria positiva, cualquier valor que se le diera
ay, pues el trinomio Ay--{-'By-{-C se reduciria en el primer caso a
un cuadrado perfecto (333), y en el segundo tendria, para cualquier
valor de?/, el mismo signo que su primer coeficiente (254 oes.), y
en este caso que nos ocupa es positivo. Luego pudiendo tener y to-
dos los valores que queramos, permaneciendo x constantemente real,
la funcién propuesta no puede tener, en estos dos casos, ni maximo
ni minimo finitos, pues puede variar desde — = & -f-oo ; cuyos limi-
tes podremos tomar como maximo y minimo en absoluto.

2.° Sea, en segundo lugar, A<0. Si las raices y' 6 y"* son reales
y desiguales, y suponemos que se tiene y'>y”, serd necesario, para
gue la cantidad subradical A(?y— ?/0(?/—y") sea positiva, y por con-
siguiente el valor de x real, que se tengay”~y”,pero y<y'; es de-
cir, que los valores de y han de estar comprendidos entre y" é
luego el maximo serda y=y', y el minimo y=y"; cuyos valores,
maximo y minimo, sustituidos en vez de y en la igualdad [3], nos
daran los correspondientes de x. Luego cuando A-<0, y las raices
if & de laecuacion de segundo grado que resulta de igualar a cero
el trindomio y”*-\-py-\-q, son reales y desiguales, la funcion propuesta
tiene un maximo igual & la mayor de las raices, y un minimo igual a
la menor.

Si las raices i/ é if son iguales 6 imaginarias, el trinomio

es constantemente del mismo signo que A, es decir,
negativo; porque en el primer caso if-t-py-t-q es un cuadrado per-
fecto, y cualquier valor que se le dé 4y hace que sea positivo; en el
segundo permanece con el mismo signo que su primer término, es de-
cir, positivo; luego siendo el trinomio positivo, cualquiera
que sea el valor que se le dé ay, en el caso de ser y'=-y™ 0 y' o0y"
imaginarias, al multiplicar este trinomio por A, que es negativo,
daréd un resultado constantemente negativo, y el yalor de x serd, por
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consiguiente, imaginario. Luego la funciéon propuesta no tiene en
ninguno de estos dos casos ni maximo ni minimo.

3.® Sea, por ultimo, A=0. En este caso la cantidad subradical

C
se reduce a j, y se consideraran tres casos espe-

ciales, segln que el nUmero B sea positivo, negativo 6 cero.
Si B es positivo, el factor que hay dentro del paréntesis tiene que
ser positivo también para que it sea real, y por consiguiente se

deberéa tener luego la funfcion tendra un minimo que
Q - -
sera y —— 5 y no tendré ningin maximo. El valor de x correspon-

diente al minimo se hallara sustituyendo este valor en vez dey en
la igualdad [3], en la cual se supone A=0.

C
Si B es negativo, el factor 2/H-g- tiene que ser negativo también
para que x sea real, y por consiguiente se deberéa tener

El valor y= — - sera un maximo de la funcién propuesta, la cual

no tendra ningdn minimo.

Si se tiene por dltimo B =0, los valores de x seran siempre reales
0 imaginarios, segin que C sea positivo 6 negativo; luego y puede
recibir todos los valores que queramos, desde — 0o hasta -j-«0 ,
siendo los valores de reales cuando C>0, é imaginarios cuando
se tiene C<0; por consiguiente, la funcién no tiene maximos ni
minimos finitos.

~vjcinplois y iiroblcmas de maxluiofiy minimos <inc pueden rc.solvcrsc por
ccuacioucM de seiuiiilo g;i'Udo.

—40aH 76
Ejemplo 1 bea la expresion-——-—-— #A——_-
9— kx

0 — — \\y-\~i
2 .
la condicion para que x sea real, es —1'ly-h24>0 6

Despejando la x, tendremos x-
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[y—3)(®—8)>0; de donde se deduce que la funciéon tiene un maximo

y =3, que corresponde ace =i, yunminimoy=8, que corresponde
aic="l.
Ejemplo Il. Sea laexpresion cuyo maximoy minimo queremos
£2— 10cH-24
hallar = -----------meemem- =y.
4—a

Quitando denominadores, y hallando el valor de x, se tendra

10— e4yH-4
X:
2
La condicion para que x sea real, es —4y+4>*0 6 (y—
Ja cual se verifica para cualquier valor que se le dé ay, tanto po-
sitivo como negativo. Luego la expresion no tiene maximo ni mini-
mo finitos.
@ el
Ejemplo Ill. Sea la expresion —----------- =y.

Despejando el valor de cc, hallaremos
U—ydzl/- .y'“H-8y-h9
2(1—y)
La condicién para que x sea real, ser& —y~+8j/H-9>>0 ¢
(9—y)(yH-1)>0, de donde se deduce, que y no puede recibir mas

valores que los comprendidos entre —1 y 9; luego el maximo de la
funcién propuesta serd y=9, que corresponde al valor de cc==", y

el minimo y = — i, correspondiente a x = i.
Ejeiuplo IV. Hallar el maximo y minimo de la expresién
—1
xN—2ic+l

. y+1=bl/2{y-I-1)
Hallando €) valor de x, se tiene x=

y—1
Para que el valor de & sea real, esnecesario que se tengay +1>0;
luego la funcién tiene un minimo — 1, quecorresponde a& =0,

y no tiene ningln maximo finito, pues puede crecer sin volver a dis-
minuir hasta 30.
Ejemplo V. Sea, por ultimo, hallar el maximo y minimo de la
— 3x-{~2
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b ndo | tend 40]/"N-n87 — 1
espejando la ce, tendremos x =
Pel 2(1-1/)
La condicién para que el valor de x sea real, es iOff*-\-Sy— 1>0;
y como en este trinomio se yeriflca la condicion — 4ac«<0, igua-

landole & cero dara dos raices y' é y** imaginarias (204); y por con-
siguiente, sustituyendo por y un numero cualquiera, hallaremos
siempre un resultado positivo; luego los valores de x son siempre
reales, cualesquiera que sean los valores que le demos & y; la fun-
cién no tiene por lo tanto maximo ni minimo finitos, puesto que
puede recibir todos los valores desde H-o0 a — co .

Problema |. Dividir un nimero en dos partes cuyo producto sea
un maximo.

Sea N el nimero, una de las partes aj, la otra sera evidentemente
N—x; representemos por P el producto que ha de ser un maximo, y
se tendra

a(N—£c)=P 06 x"—Ng¢c=—P;

N /NN
de donde se deduce a?= ?d:blv-zl ----- P.

La condicion para que x seareal, es--A: ----- P>0.

De modo, que el mayor valor que le podremos dar & P sera
P2 2

-_I_= IO_I‘; luego el mayor producto que se puede obtener con

las dos partes en que se descompone un numero, es el cuadrado de
la mitad de éste namero; y por consiguiente, cada una de estas par-
tes es igual a la mitad del nimero, 6 lo que es lo mismo; si se tienen
dos nimeros cuya suma es constante” el producto de estos dos nimeros
sera el maximo cuando los dos sean iguales, é iguales por consiguiente
n ja mitad de la suma.

Consecuencia. Para dividir un nimero N en m partes cuyo pro-
ducto sea un maximo, es necesario que estaspartes sean iguales, éigua-
les por consiguiente & la emésima parte del nimero N.

En efecto, siendo una de las partes en que se ha de dividir el na-
mero N, menor que N, el producto ha de ser necesariamente menor
que N" vy por consiguiente dicho producto, que es variable, segun

p:
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varien las tu partes en que se divide N, tendra un valor mayor que®
todos los demas, que sera el maximo que se pide.

Una vez visto que este producto tiene necesariamente un maximo”
vamos 4 demostrar que si entre las in portes en que se divide N hay
dos desiguales, el producto correspondiente a esta descoraposicioa
Nno €s un maximo.

Para ello, supongamos que las m partes en que N se ha dividido®
sean a, b, ¢, d,... I, y que entre ellas hay dos, ¢ y d, que no son
iguales; representemos por P™ el producto de todas, a excepciéon de
estas dos partes desiguales, y por P el de todas, de modo que
tendra

P= cc/xP' [1=

Esto supuesto, el producto cd formado por los dos factores des-

iguales ¢ y ¢?, cuya suma es c+ci, es, segun el problema anterior®
cd - Gid
menor que el producto de las dos partes -Z- y m—, cuya suma es

también c-j-c/; por consiguiente, si se tiene

c-\~d c-jrd

se puede en la igualdad [1] reemplazar el producto de las dos par—
c-\-d

tes ¢ y i/, cuya suma es c~\-d, por el de las dos partes )

N

, que dan la misma suma, y entonces tendremos

c-\~d c-hd
P<nr X N é( F ;
27

lo cual nos prueba lo que queriamos demostrar; es decir, que si
entre las m partes en que se ha dividido el numero N, hay' dos des-
iguales, el producto correspondiente no es el maximo; luego para
que se obtenga el mayor producto, es necesario que sean iguales las

m partes en que el nimero N se divide.
Problema Il. De todos los triAngulos que tengan im mismoperi-

metro”™ scuél es el mayor?
Se demuestra en Geometria que el area de un triangulo en fun-

cién de sus tres lados, es A—PP(P—a) (P— h) (P—c).
El area A del triangulo cuyos lados son 0, 6 y c, y su perimetro
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2P, sera la mayor cuando el producto de los tres factores variables
P—a, P— h, P—c, sea el mayor posible; pero el producto de estos
tres factores cuya suma es constante é igual 4 3P— (a-h6-i-¢c)=3P—
2P =P seréa el mayor, segin hemos demostrado anteriormente, cuan-
do dichos factores sean iguales; mas para que estos factores sean
iguales, es menester que se tenga a=b=c, y el triangulo es en ese
caso equilatero, y nos da para valor de su area

A-:t/IP(P— =

LECCION XL.

Teoria de lae desigualdades € inecuaciones, sus trasformaciones.—Inecuaciones de
primero y segundo, grado.

Teoria do las desigualdades c Inecuaciones, sus trasformaclones.

* 37i. Se llama desigualdad toda expresion de la forma A>B
6 A<B.

Inecuaciéon es una desigualdad que contiene una 6 varias cantida-
des indeterminadas 6 incégnitas, y hay que determinarlas con la con-
dicion de que dicha desigualdad se verifique. Esto se consigue me-
diante trasforraaciones andlogas alas que se han hecho con las ecua-
ciones, y que dan por resultado no el valor de la incégnita 6 cantidad
indeterminada, como en las ecuaciones se obtiene, sino un limite ya
inferior, ya superior, de los valores que la incognita puede recibir,
y & veces dos que comprenden un numero reducido de valores, pre-
cisando cuanto es posible la cuestidn.

* 372. Con las desigualdades é inecuaciones no se pueden hacer
todas las trasformaciones que se hacen con las ecuaciones; estan su-
jetas a ciertas restricciones, que es necesario tener muy presentes
para no incurrir en graves errores*
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e 373. Una desigualdad no se altera sumando 6 restando & sus
dos miembros una misma cantidad.

Sea la desigualdad A>B. Si & los dos miembros se les afiade una
misma cantidad C, los resultados seran evidentemente desiguales,
permaneciendo la desigualdad en el mismo sentido. Lo mismo su-
cede si restamos de ambos miembros una misma cantidad; la pri-
mera resta serd mayor que la segunda, por tener mayor minuendo
gue ésta, siendo iguales los sustraendos; luego si se tiene una de las
desigualdades A>B, 60 A-<B, se tendra también una de las dos
desigualdades siguientes:

A=tC>B+C, 06 AzC<BihC.

¢ 374. En toda desigualdad se puedepasar de un miembro & otro
un término cualquiera cambiandole el signo.

En efecto, sea la desigualdad A— B>-G-{-D.

Si queremos pasar el término B al segundo miembro, y el D al
primero, se tendra, agregando a los dos miembros la cantidad B—D,
A—B-f-B—D>C+r>H-B—D, 6 A—D>C+B,

lo cual justiOca el teorema.

¢ 370. Una desigualdad no se altera multiplicando 6 partiendo
sus dos miembros por una misma cantidad positiva.

Sea la desigualdad A>B. Si multiplicamos los dos miembros
Ay B por una cantidad positiva P, se obtendran los productos AP y
BP. de los cuales el primero sera evidentemente mayor que el se-
gundo, por tener ambos el factor comdn P, y el factor A del primero
mayor que el factor B del segundo. Del mismo modo, si en vez de
multiplicar hubiésemos dividido por P los dos miembros de la des-
igualdad propuesta, el cociente de dividir el primer miembro porP,
seria mayor que el que resulta de la division del segundo por el
mismo numero, por tener ambos el mismo divisor, y ser el divi-
dendo A mayor que el dividendo B; luego si setiene A>B, 6 A<;B,
se tendra también

AV>BP, 6 AP<BP;

* 376. Se pueden multiplicar 6 partir los dos miembros de una
desigualdad por una cantidad negativa, cambiando el signo de la des-
igualdad.

Sea la desigualdad A>B, en la cual pueden ocurrir varios casos,
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segln que A y B sean positivos, que sean negativos, 6 que A seapo-
sitivo y B negativo.

SI Ay B son positivos, para que se tenga A>B, el valor numérico
de A serda mayor que el de B; luego los productos de estas dos can-
tidades por una misma cantidad negativa N, seran negativos, teniendo
el primero mayor valor numérico que el segundo; y como de dos
cantidades negativas, es la menor la que tiene mayor valor numérico,
se tendr& —'A N ~— BN.

Si Ay B son negativos, el valor numérico de A serd menor que
el valor numérico de B; y al multiplicar estas dos cantidades nega-
tivas por la cantidad negativa también — N, obtendremos dos pro-
ductos positivos, de los cuales el primero tendra menor valor nu-
meérico que el segundo; luego si se tiene A>B, siendo A y B negati-
vos, multiplicando por — N, se hallara — AN<C— BN.

Sea, por ultimo, A positivo y B negativo. Al multiplicar estas
cantidades por— N, obtendremos el primer producto negativo y el
segundo positivo, y por consiguiente se tendra también— AP<C— BP.

De un modo analogo probariamos que dividiendo los dos miem-
hros de una desigualdad por una cantidad negativa, hay que cambiar
el signo de dicha desigualdad; luego si se tiene A>B 6 A<B,
se tendrd, multiplicando por la cantidad negativa — N,

-AN<-BN, O+AN>-BN; 6

Consecuencias. \ Si se cambian los signos a los términos de
una desigualdad, hay que cambiar también el signo de ésta. Asi, si se
tiene A>B 0 A<CB, se tendr& — A-<— B, 6 — A>~—B.

En efecto, esto equivale a multiplicar los dos miembros por —1;
y, como ya se ha dicho, hay que cambiar el signo de la desigualdad.

2. En toda desigualdad que haya términos fraccionarios, se
mpodran quitar los denominadores, multiplicando sus dos miembros por
eira. ¢c. m. deiodos los denominadores; permaneciendo le, desigualdad
con el mismo signo 6 signo contrario, segiin que la cantidad porque se
multiplique sea positiva ¢ negativa.

* 377. Se pueden sumar dos 6 mas desigualdades que se verifiquen
en un mismo sentido, permaneciendo la suma en un mismo sentido.

Sean las desigualdades

A>B, AM>B', AM>B'A
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Si sumamos ordenadamente, la suma de ios primeros miembros,
que son todos mayores que los segundos, sera evidentemente mayor
que la de éstos; de modo que se tendrd, segun queriamos demos-
trar,

Dos o mas desigualdades en sentidos contrarios no se pueden
sumar, pues la suma puede dar origen & una desigualdad en uno 6
en otro sentido, 6 a una igualdad.

* 378. Se pueden restar ordenadamente dos desigualdades que se
aerifiquen en sentido contrario, poniendo a la resta el signo de la que
sirvio de minuendo. Asi, de las desigualdades A>B y A™-<B', se de-
duce A—A'>B—B'. En efecto, el minuendo A de la primer dife-
rencia, es mayor que el minuendo B de la segunda; y como ademas
el sustraendo de la segunda es mayor que el de la primera, se tiene
evidentemente que la primera diferencia A— A', es mayor que la
segunda B— B”

Dos desigualdades que se verifican en un mismo sentido no se
pueden restar, porque pueden dar origen a otra desigualdad en el
mismo sentido, en sentido contrario, 6 & una igualdad.

* 3/9. Se pnieden multiplicar ordenadamente varias desigualdades
que se verifican en un mismo sentido, si los dos miembros de cada una
son positivos.

En efecto, sean las desigualdades, cuyos miembros son positivos,
A>B, A'>B”N A">B".

El producto de los primeros miembros, sera un namero
positivo, lo mismo que el producto BBB™ de los segundos; ademas,
como todos los ffujtores del primero son mayores que los del segun-
do, se tendrd AA™A">BB"B".

CoNSECUEXVCIA.  Se puede elevar una desigualdad & una potencia
cuyo exponente sea entero y positivo, siempre que los dos miembros
sean positivos. Asi, de la desigualdad A>B se deduce, siendo w
un ndamero entero y positivo y positivas las cantidades A y B
A">B™,
~ * 380. Toda desigualdad se puede elevar a una potencia degrado
impar.

En efecto, sea la desigualdad A~B. Si Ay B son positivas, ya lo
hemos demostrado. Si A es positiva y B negativa, sera positi-
va, y BV +* sera negativa; luego se tendréa evidentemente A2 >B'N+ ',
Si A y B son negativas, las potencias y B-H-i 1q seran tam-
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bien; pero siendo A>B, el valor numérico de A sera menor que cl
de B; luego el valor numérico de A¥+" sera también menor que el
de y por consiguiente sera con lo cual queda
demostrado el principio.

* 38'l. Se puede extraer una raiz de grado impar de los dos
miembros de una desigualdad.

Sea la desigualdad A>B. Si Ay B son positivas, sus raices de
grado impar también lo seran, y ademas la primera sera mayor que
la segunda. Si A es positivay B negativa, sus raices de grado impar
seran la primera positiva y la segunda negativa, y por consiguiente
aquella mayor que ésta. Por ultimo, si A y B son negativas, nega-
tivas seran también sus raices de grado impar, mayor en valor nu-
mérico la segunda que la primera; luego si se tiene A>*B, se tendra,

21—  "2n\dy-
cualesquiera que sean los signos de Ay B, KA k B.

N 382. Sepuede extraer una raiz de grado par de los dos miem-
bros de una desigualdad, siempre que se tomen para estas raices can-
tidades positivas.

Sea la desigualdad A" >B -'A La raiz del grado 2n de una canti-
dad A%« es, segun ya se ha demostrado (173), + A. Por consiguien-
te, las raices del grado 2n de los dos miembros de la desigualdad
propuesta, seran dzA y AzB. Ahora bien, como AN y B’ son can-
tidades positivas, ya sean positivas 6 negativas las cantidades A y B,
el valor numérico de A serd mayor que el de B, puesto que se tiene

luego si tomamos el signo de estas raices, de modo que
las cantidades + A y +B sean positivos, se verificara el enunciado.
Asi, si Ay B son positivas, se deducird de la desigualdad A-">B-",
A>B. Si Ay B son negativas, se deducira entonces— A > — B.
Si A es positiva y B negativa, se tendra A>-— B. Por ultimo, si A es
negativa y B positiva, sera — A>B.

* 383. Se pueden dividir ordenadamente dos desigualdades que
se verifican en sentidos contrarios, y cuyos 7niembros son positivos que-
dando los cocientes en el sentido de la (¢cue sirvié de dividendo.

Sean las dos desigualdades A>B y A'<B’, cuyos miembros son

A B
positivos, de los cuales deduciremos B

En efecto, el primer dividendo A es mayor que el segundo B, y
ademas el primer divisor A™ es menor que el segundo B'; luego se
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tendra evidentemente que e! primer cociente es mayor que el se-
gundo, segln queriamos demostrar.

incenacloucs de primero y scgruiido ~rado.

384. Cuando en una desigualdad existen una ¢ varias can-
tidades desconocidas cuyos valores se han de hallar con la condicion
de que la desigualdad quede satisfecha, tendremos, por analogia a
lo que con respecto de las igualdades y ecuaciones hemos dicho, una
INECUACION.

Las inecuaciones,, lo mismo que las ecuaciones, pueden ser de
primero, segundo, tercero, etc. grado; nosotros s6lo nos ocupare-
mos de las inecuaciones de primer grado con una 6 mas incognitas,
y de las de segundo con una sola incognita.

« 383. Toda inecuacion de primer grado con una incégnita
puede reducirse & una de éstas Aai>B 6 Aa;<B, en ia cual A esuna
cantidad entera y positiva, y B una cantidad entera, positiva 6 ne-
gativa. Para ello, no hay mas que quitar los denominadores si los
hay, multiplicando los términos enteros por el minimo comdn mul-
tiplo de todos ellos, y el numerador de cada fraccién por el cociente
de dividir dicho m. ¢. m. por el denominador correspondiente, de-
jando la inecuacién en el mismo sentido 6 sentido contrario, segun
que el m. ¢c. m. sea positiva 6 negativo (373 y 376). Después se pa-
san todos los términos que tienen incégnita al primer miembro y
los que no la tienen al segundo (374), se efectian las operaciones
indicadas que resulten si la inecuacién es numeérica, ¢ se saca la
incognita factor comun si es algebraica, representando por A el coe-
ficiente de la incognita y por B la cantidad constante. SI A es ne-
gativa, se le cambian los signos & toda la inecuacion, cambiando el
sentido de (@ misma (370 cons. \.“), y queda reducida & una de las
dos formas indicadas al principio.

Si dividimos por A cada una de las inecuaciones propuestas, ha-

liaremos 0 ¢rcT—
A

Be modo que si suponemos que A lo mismo que B pueden ser po-
sitivas 0 negativas, las dos inecuaciones podran reducirse & una sola
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Aa!>B, de la cual se deducira segln que A sea positiva 6 ne-

gativa.

* 386. En las inecuaciones de primer grado con unaincognita,
puede recibir ésta, segun vemos, una infinidad de valores, pues sélo
determinamos un limite superior 6 inferior de estos valores; asi, en

el primer caso, cuando .-O -, dando & a valores mayores que la

fraccion la inecuacion queda satisfecha convirtiéndose en des-

a

igualdad tan pronto como se sustituye x por uno de estos valores: si
19
se considera la segunda x<”-~, dando & x valores menores que esta

fraccion, queda también satisfecha la inecuacion. En algunos casos
no se excluye la igualdad, y entonces x no sélo puede recibir valores

mayores que — , sino que también puede ser igual & este valor.
A

De aqui se deduce que una incégnita puede a veces satisfacer &

mas de una inecuacion; en efecto, sean las dos inecuaciones Aa;>B
"B >B'
yA'a;>B"', de las cuales se deducen los limites —y

Con estos limites se pueden hacerlas siguientes combinaciones.

Si Ay tV son positivas, se tendra £c>a, y cc>a” representando
por aya"' los cocientes respectivos de dividir B por A, y B™ por
donde vemos que si a>a"', dando a x valores mayores que a, ambas
inecuaciones quedaran satisfechas; luego se hallaran para x una in-
finidad de valores.

Si Ay A*son negativas, los limites serdn s)<a y x<a'; de modo
que ambas inecuaciones quedaran satisfechas dando a x valores me-
nores que el menor de los dos valores a 6 por consiguiente, tam-
bién se verificaran para una infinidad de valores de x.

Si Ay A*son de signos contrarios, los limites de los valores de
X seran y £c<Cu”™ 6 xdo- y x'>o0!.

Ahora podra suceder que los limites de los valores de x sean
contradictorios 6 no; en el primer caso las inecuaciones propuestas
seran incompatibles, en el segundo & podréa recibir todos los valores
gue queramos, con tal de hallarse comprendidos entre los limites
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fi y d\ este caso puede darnos un ndmero limitado de soluciones,
cuando x ademas de verificar las condiciones que las inecuaciones
indican, tiene que satisfacer 4 la de ser un namero entero, en cuyo
caso X no podra valer mas que los nimeros enteros que haya com-
prendidos entre ay a-. Los limites seran contradictorios, en el primer

caso, si setiene d. 'd y en el segundo, cuando a”a"

* 387. Si se tuviesen varias inecuaciones con una incognita

Aa;>B,
se hallarla para,limites respectivos
> B "B
<A <AN

los cuales estarian todos en un mismo sentido, 6 unos en un sentido
y otros en sentido contrario. En el primer caso, dando a x valores
mayores que el mayor de los limites, 6 menores que el menor, segln
gue sean inferiores 6 superiores, se tendran todos los valores de x
que satisfacen & las inecuaciones propuestas; en el segundo caso se
daran U x valores comprendidos entre los limites inferiores y supe-
riores mas préximos.

Asi, si X tiene que ser menor que a, al, a",... y mayor que
n/, a"siendo el menor de los primeros limites d’ y el ma-
yor de los segundos X s6lo podra recibir los valores comprendi-

dos entre estos dos limites; y las inecuaciones serian incompatibles
si dichos dos limites fueran contradictorios.
* 388. Consideremos dos inecuaciones con dos incognitas
y dx-~h'ij~d,
de las cuales se deduciréan los limites

— bu 1—0b'y
ccC - Ny ——— -

Sin,yd son de un mismo signo, se tendran para x dos limites
inferiores 6 superiores, segun que a, y d, sean positivas ¢ negati-
vas, en cuyo caso podremos dar 4y un valor arbitrario y & va-
lores mayores 6 menores que la mayor 6 menor de las expresiones

d— b~
-------- y — d_ segun que dichos limites sean inferiores o su-
periores.

Si ay d son de signos contrarios, siendo «>0 y n'<0, se ten-
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h- -by m L
dra cc>» y a?< ; Yy para que estos limites no sean con-
a a

Iradiclorios, se deberé tener
I—hy k—b'y
<
a o
De esta inecuacion se deducird un limite de los valores de y, y

sustituyendo valores convenientes de esta incdgnita que satisfagan &
la inecuacion anterior, obtendremos para cada valor de 2 dos ex-

presiones Ny N ' que comprenderan los valores de x; de

modo que dando a x valores comprendidos entre estas dos expresio-
nes, estos valores unidos con el valor de ?/=?, nos daran todos los
sistemas que verifican & las inecuaciones propuestas.
* 389. Sean ahora las tres inecuaciones con tres incognitas
ax-\-hya'x-\-hhj-\-c'z'>k\ a"x-~h"y-\-c” ,
de las cuales deduciremos los limites de x
~"i—iY—cz \ T—hy—c2 > jyi* y—c’¢
< a < a' < al'
los cuales podran ser todos inferiores, todos superiores 6 uno infe-
rior y los otros dos superiores, 6 uno superior y los otros dos infe-
riores, segun que los tres coeficientes n, g", sean positivos, ne-
gativos, uno positivo y los otros dos negativos, 6 uno negativo y los

otros dos positivos.
En los dos primeros casos se les dara &4 2 y s dos valores py y cua-

lesquiera, y dando & x valores mayores 6 menores que la mayor 6

) k—op—CQ 7/—h~r—cy k'"— — Yy
menor de las cantidades , "
a a

segun que los limites sean inferiores 6 superiores, se tendran las so-
luciones que verifican a las inecuaciones dadas.

Si todos los limites no son en un mismo sentido, sino que se tiene,
por ejemplo

k— by— cz k'— vy =% k"—b"y—c"z
, X < - r

sera necesario para 'que estos limites no sean contradictorios, que
se tenga
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h—hy—cz —by—c'z T—hy- -cz —yry—d'z
a a ' a an >
cuyas inecuaciones podran reducirse a
By-hCs>K y B~"i/+C'A">KA”

De estas dos deduciremos los limites de los valores de ™y de z;
de modo, que dando hy j kz dos valores i3y y comprendidos en-
tre estos limites, resultaran para limites de os

h— 63— cy kk— —d'i iil'— —d'v
a a
por consiguiente, dando & x valores comprendidos entre los dos
limites mas proximos, se tendran las soluciones que veriOcan & las
inecuaciones dadas.

De la misma manera se obtendrian los limites de las incognitas
de un numero cualquiera de inecuaciones.

* 390. Sea, por ultimo, la inecuacion de segundo grado con
una incégnita

1 )j! 1 >“e

Para que este producto sea positivo, es necesario que se tenga

2 mVv 4~ g8 v 4
Las dos primeras condiciones quedan satisfechas haciendo

y las dos segundas quedan también satisfechas si se hace

x< _E il

2

luego los limites de la incégnita de la inecuacion de segundo grado
ir"H-pErH-(7> 0O, son

cuyos signos > y <C corresponden & los signos -H y — del radical.
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LECCION XLI.

Anélisis indeterminado de primer frrado. Condicién rara que una ecuaciéon de primer grado
Eda-EerfaSimlnlifica_cic’)n de una ecuacion
dada. _Eegla para hallar las f.n-mulas que dan las soluciones enteras y positivas da rna
ecuacion de primer grado con do”™ incégnitas. Simplificaciones que pueden hacerse.

AuaUsU indeteru»l..a.lo de primer grado. Co.uUeio« para q,e unaeco -

donde primer %_rad_o_con <iks Gin¢s Incégnitas pueda tener soludone»
enteras. SSImpHlicacioitde una ecuacién ciada.

* . El analisis indeterminado tiene por objeto hallar las so-
luciones enteras y positivas de un sistema de ecuaciones, cuyo nu-
mero de incognitas es mayor que el de ecuaciones.

* 392. Para g'm una ecuacion entera de primer grado con dos d
mas incognitas, pueda ser verificada por valores enteros, es necesario
que el m. c. d. de todos los coeficientes divida & la cantidad constante.

En efecto, sea la ecuacion general de primer grado con varias
inic’)gnitas, cuyos coeficientes y cantidad constante son numeros
enteros,

ax~ijrhyn~z-~...=Kk J.
Supongamos que a, b, c,... tengan un factor comin m-dividamos
por este factor, y llamando af los cocientes de dividir
a, b, c,... por m, se tendra
a'x~\-hhj-\-¢ g f9j
ni %

Si m divide a y da un cociente entero //, la ecuacién
propuesta [1], lo mismo que la [2], se podra verificar, sin dificul-
tad alguna, por valores enteros de las incognitas. Pero si m no di-
vide & entonces la ecuacidn [2] no podra verificarse por valo-res
enteros de las incognitas; porque poniendo en vez de <c,y-,z,...
nuameros enteros, el primer miembro se reduce & un ndmero
entero, mientras que el segundo es un ndmero fracciona-

N '
no m - La ecuacion [1] tampoco puede tener soluciones enteras:

(0]
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porque si en ella sustituimos también en vez de las incognitas, nu-
meros enteros, resultard un nimero entero multiplo de m, mien-
tras que el segundo miembro k no lo es; y por consiguiente es
condicién precisa para que una ecuacion se pueda resolver en nd-
meros enteros, que todo divisor comlUn a los coeficientes de las
incognitas, lo sea también de la cantidad constante. Cuando esto no
se verifique, la ecuacion no se podra resolver en nimeros enteros.

* 393. Antes de aplicar a las ecuaciones propuestas el mé-
todo que se sigue en el andlisis indeterminado para hallar las fér-
mulas que dan las soluciones enteras y positivas, conviene simpli-
ficar estas ecuaciones cuanto sea posible.

Sea la ecuacion con dos incognitas

AX-f-BN=K (¥

cuyos coeficientes A, By K no tienen factor alguno comdn, porque
si lo tuvieran podriamos dividir por él. Si tuvieran factores comu-
nes de dos en dos, podrian tenerlos Ay B, Ay K, 6 By K. En el
primer caso, la ecuacion propuesta no se podria resolver en nume-
ros enteros, segun hemos visto anteriormente. Si A y K tuviesen el
factor comun m, 6 B y K tuviesen el factor n, o se verificasen & la
vez estas dos cosas, dividiriamos primero la ecuacion dada por m, y
hallariamos, llamando a y los cocientes de dividir Ay B por m,

m

cuya ecuacion no puede verificarse con nimeros enteros, a ménos
que y no sea un multiplo de m, puesto que By m son primos entre
si; de modo, que haciendo y — y simplificando se tendra
acc~1-B)/"=K~"

Si By K tienen ademas el factor n, By también lo tendran,
pues m y n son primos entre si; de modo, que dividiendo ahora por
n la ecuacién anterior, y llamando 6 y ~los cocientes de dividir res-

pectivamente B y K'por n, setendralae c u a ci 6 n a; Ift

cual no se puede verificar en nimeros enteros, si no se tiene lacon-

{*) En toda esta teoria del analisis indeterminado, supondremos que los
coeficientes de las incégnitas y cantidades constantes son nameros enteros.
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dicion de x=nx", siendo jv' un nimero entero. Sustituyendo este
valor y simpliflcando, se halla la ecuacién totalmente simplificada
ax'-~by”~=k, cuyos coeficientes son primos entre si.
Sea, en segundo lugar, la ecuacién con tres incognitas

Cs= K, en la cual los coeficientes A, B, Cy K no tienen ningun fac-
tor comun. Supongamos que estas cantidades puedan tener factores
comunes de tres en tres. A, By C tuviesen un factor comudn, la
ecuaciéon no se podria resolver, como ya hemos visto, en ndmeros
enteros. Si las tres cantidades que tienen un factor comdn m, son

A, By K, dividiendo por él y llamando A’, y a los cocientes
Cz

respectivos de dividir A, ByKporm, se tendra —=Kn"
m

Para que esta ecuacién pueda verificarse en nuameros enteros,
es necesario evidentemente que se tengaz=m z', siendo z' un nu-
mero entero; de modo, que sustituyendo este valor y simplificando,
se hallara A'x-\-Wy-\-Cz'—K".

Si ahora suponemos que A, Cy K tienen un factor comdn n,
y luégo suponemos que el factor comdn p lo tengan los tres coefi-
cientes B, C y K, repitiendo sucesivamente las operaciones he-
chas anteriormente, llegaremos a la ecuacién ax'-}-bi/-~cz'=&,
cuyos coeficientes a, b, ¢ y k seran primos de tres en tres.

Esta ecuacion no podra simplificarse més; porque si tuvieran
dos de los coeficientes un factor comin, podria ser satisfecha por
valores enteros de las incégnitas sin condicién necesaria.

En general, una ecuaciéon con m incdgnitas se puede simpli-
ficar de modo que sus coeficientes sean primos entre si de m en m.
Cuando esto se consigue se dice que las ecuaciones estan totalmente
simplificadas, y los valores hallados para las incégnitas de estas
ecuaciones, hay que sustituirlos en las igualdades de condicidn
que hemos establecido x==mx', y =ns>', z=pz',... para obtener
los de las incdgnitas del sistema propuesto.

En todo lo que sigue del analisis indeterminado, supondremos
que las ecuaciones estan totalmente simplificadas.

Regla para hallar las formnlas clae dan las salaciones enteras y positi'

vas de una ecuacion de primer grado con dos Incdgnitas. Simplifica-
ciones que pueden hacerse.

394. EIl caso mas sencillo que podemos considerar en el ana-



292 ANALISIS

lisis indeterminado, es el de resolver una ecuacién con dos incég-
nitas. Sea, por ejemplo, la ecuacion

ax-\-b\j=k [11,
Si uno de los coeficientes, a por ejemplo, fuese la unidad,
despejando a a?, hallariamos la expresion — hy\ en la cual

dando by valores enteros cualesquiera, resultarian para {2 valores
enteros también; y si ademas de enteros quisiéramos fuesen positi-
vos, dariamos & y valores enteros y positivos que verificasen la
desigualdad k— ; de donde se halla el limite de los valores

dey, que es™<y.

390. Si ninguno de los coeficientes es la unidad, podremos
hacer depender la ecuacién [1] de otra, en la cual una de las incég-
nitas tenga la unidad por coeficiente.

Despejemos la incégnita que en la ecuacién propuesta tenga
menor coeficiente, de modo que si suponemos aCj), se tendra

a

Dividamos k y b por a, y llamemos p y Q los cocientes enteros,
ki y r los restos, que supondremos ser iguales 6 menores que la mi-
tad del divisor a, para lo cual no hay mas que ejecutar lasdivi-
siones por exceso 6 defecto segun convenga; de modo, que se tendra

Ji=ap-\-A", b—aqg-"r, de donde by=aqy-\-ry.

Sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, se hallara,
después de simplificar, x = p —qy-\——

Para que los valores de cc sean enteros, es necesario que los va-
lores de y sean tales, que reduzcan la expresién----&---’\ a unnu-

mero entero cualquiera t; de modo, que haciendo
ru 'y
t= - rallE se tendra x = p — gqy~ht-

La cuestidn, como se ve, queda reducida & determinar los valo-
res enteros de ~ y de i, en la ecuacién

Ki—ry
.......... , osea at-}-ry=&i [2],



INDETERMINADO. 293
la cual tiene los coeficientes a, r y respectivamente mas sencillos
gue 6, ay k.

Si con la ecuacion [2J hacemos lo mismo que se ha hecho con
la propuesta, tendremos, llamando Pi y g, los cocientes respectivos
de dividir yaporr,y k. y los restos, que como ya sabemos
serdn menores que la mitad del divisor r,

_k’\— at
y

Para que los valores de y sean enteros, es necesario que cada
uno de los valores enteros de i hagan que la expresion sea
igual & un nUdmero entero también, que representaremos por t'; de

modo, que se tendra , 6 y=Pi—qit-ht’; de donde se de-

duce la ecuacién
[3%;
cuyos coeficientes son mas pequefios que los de la ecuacion [2], y
por consiguiente que los de la propuesta, de ella deduciremos, de
la misma manera que anteriormente,
/i—rt' , J—r1J
n ' ri
Para que los valores de la indeterminada t sean enteros, hare-

mos, como anteriormente,
y
>en cuiyo caso se tiene t=p.—qJ-""\t".

Por consiguiente, la ecuacion [3] queda reducida a la ecuacion
més sencilla,
De esta, lo mismo que de las anteriores, sacaremos
k —riP! B
t'= - =P3-?31"H -----
El valor de t' sera enten) si, representando por f un ndmero en-
tero, se le dan a t" valores que verifiquen la igualdad

en cuyo caso se tendra t'=jB—g-"t"-\-t".
Continuando del mismo modo, y observando que los coeficien-
tesr, i'3 etc., que tienen las indeterminadasy, t, etc., en
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las ecuaciones [2], [3] etc., son los diferentes restos que se hallan
al aplicar a 6 y a las operaciones del m. c¢. d.', llegaremos necesa-
riamente & un residuo igual & la unidad, puesto que los coeficientes
&y a son por hipotesis primos entre si.

Supongamos que hemos llegado & este ultimo resto, y que se
tenga r*=\: en este caso, la ultima ecuacién de condicién se con-

vertira en
N If
ifff— —-——--—--~¢0 Ja cual se deduce [4].
4%

En esta ecuacidn, el coeficiente de t" es la unidad, y por consi-
guiente se tendra de modo, que dando valores ente-
ros a se hallaran valores enteros para siendo y nuame-
ros enteros, los valores de V también seran enteros, y lo mismo los
de yyX

Ahora, para hallar las formulas que directamente nos dan los va-
lores de las incégnitas x éy, no tenemos mas que eliminar las inde-
terminddas t' yt" entre las formulas que hemos hallado en las
ecuaciones [1], [2], [3] v [4]: asi, efectuando esta eliminacidn por el-
método de sustitucion, hallaremos para x é y las formulas que re-
suelven la cuestién en nimeros enteros, y que seran de la forma

(C' a-)-Ai, é
siendo? la dltima indeterminada, en la cual hemos suprimido los
acentos por ser ya inutiles.

* 396. Cuando en el numerador de alguna de las fracciones que
se igualan a las indeterminadas i, , i'C.. hay un factor comun, se
simplifica mucho el calculo, poniendo de manifiesto dicho factor; y
como éste sera siempre primo con el denomiador, podré suprimirse
haciendo dicha funcién igual al producto de una indeterminada por
el factor de que se trata.

Ki—ry .

Supongamos que la fraccién-----c-j--" tiene en su numerador el

factor m," el cual puesto de manifiesto, y llamando /r/ y r' los co-
. s . m(/i/— rhj)

cientes de dividir y r por m, se tendr& y como los
coeficientes a,h y k son primos entre si dos & dos, a tiene que ser
también un ndmero primo con /r, y r, y por consiguiente con m.
Siendo el nimero a primo con w, y debiendo dividir a m(/./— r'y),
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dividira necesariamente a 11— de modo, que se debera tener
kl- -y _ t, de donde se deduce o

Donde vemos, que en vez de la ecuacion [2], hallaremos, me-
diante esta simplificacién, la ecuacion de coeficientes mas sencillos
t= K\

*397. Una vez halladas las formulas a?=«-1-A; é y= $\~'Bi,
qgue dan las soluciones enteras dando a i valores enteros, podremos
establecer las condiciones para que sean los valores de mé  ademéas
de enteros, positivos; para lo cual s6lo daremos & la indeterminada i
los valores comprendidos entre los limites que se deduzcan de las
desigualdades a-HAi>0 y cuyos limites podran com-
prender un ndmero infinito de valores enteros para i, en cuyo caso
sera también infinito el nimero de soluciones enteras y positivas de
la ecuacion propuesta; estos limites podran comprender un ndmero
limitado de ialores enteros para t, y por dltimo no comprender nin-
gln numero entero, teniendo en el primero de estos dos casos la
ecuacion propuesta un numero limitado también de soluciones ente-
ras y positivas, y en el segundo ninguna solucion.

Ejemplo |I. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua-
cion 37a;— 53y = '123.

Despejando x, por ser la incdgnita que tiene menor coeficien-
te, sera

53]/4-123 46yH-12
—1/+3- ,
37 3N
Para que £& pueda ser un ndmero entero, es necesario que sea un
4(47-j-3)
namero entero también la fraccion 37 37 y como

4y 37 son dos numeros primos entre si, tendra que dividir necesa-
riamente 37 44 4-3; de modo, que haciendo

t:_iy_AS-, se tendrd £C="-}-3h-41;
37
y despejando el valor de y en esta ecuacion de condicion, hallaremos
34-371 4H-i
4
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Si hacemos ahora 4 en cuyo caso y= — se ha-
Hard 4/—I1+ i, de donde i=4;~— 1: férmula que dara valores en-
teros para i, siempre quea Hdemos también valores enteros.

Sustituyendo en los valores de 2¢é ~ el valor de f, hallaremos las
féormulas que dan las soluciones enteras de la ecuacion propuesta

6 ~= —'10-1-37/.

Si queremos que las soluciones sean ademas de enteras positivas,

hallaremos los limites de los valores enteros que debemos dar a

por medio de las desigualdades — y — 10-1-37i~>0.

41 10
De la primera se deduce 3 y de la segunda E i+ luego
d 7

dando & t' valores mayores que el mayor de estos dos limites, se ten-
dran todas las soluciones enteras y positivas de la ecuacién dada. Asi,
at se le podran dar los valores i'=1,2, 3,... y los valores corres-
pondientesdelas incognitas seran .r=42, 9o, 148,... iy=27,54, 91,...
Ejemplo Il. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua-
cion 139.x-|~447?/=433.
Despejando la x, se hallara

453 — 4477 36— 30y
~3—3lI-
1.39 139

0(6-5y)

Haciendo =C?, hallaremos
139

=t y x=3—3y-\-&

139
De la primera relacion se saca 5//-}-139,=6, de donde
0— 139; 1+
= 1_28H
. 1-hi | 3 o :
Haciendo =1i', se tendra t—— 1-j-0i* é y=\—28i-+"*

Eliminando la indeterminada t, hallaremos las férmulas que dan
parax éy valores enteros

N=29— "3
ic=—90+447in

Si queremos hallar los limites de los valores de para que
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las soluciones de la ecuacién propuesta sean ademas de enteras po-
sitivas, haremos 29—'139i'>0 y —90+447i~>0, de donde sacare-
29 , 90
139 ~ 447
Cuyos limites nos dicen que no tiene la ecuaciéon propuesta solu-
ciones positivas.
Ejemplo Ill. Sea la ecuacién cuyas soluciones enteras y positi-
vas queremos hallar H50a::-h4837=4305.
Esta ecuacion es divisible por 7, de modo que efectuando la di-
vision, se tendrd 16occ-1-69?/=6'15.
El coeficiente de y, y la cantidad constante tienen el factor
comdn 3, de modo que simplificando se tendra, después de hacer
X = 3xM,

mos t'<i

160x'~-j-23;/ = 205.
El coeficiente de (¢’ y la cantidad 205, tienen el factor comun
5, haciendo ?y=5¢/', se hallara simplificando
33x'+ 23/=41.

Esta ecuacién esta totalmente reducida, y aplicandole el método
dei andlisis indeterminado, hallaremos

18— 'lOx'
23 "Tw X 23
Como el numerador de la fraccién anterior, tiene el factor 2, se
) 2(9_5cc") ) o
podra poner bajo la forma — — — , y debiendo dividir 23 al nu-
o)

merador para que el valor de y' sea entero, dividira necesariamente

a 9—ox', por ser primos entre si 2 y 23, de modo que haciendo

se tendra y'— \—x'-h2i.
De la relacién de condicion se deduce
9— 23f 4+21

5xA-f-23i=9, ¢cd= — — = 1—ot-
0

y haciendo t',



298 ANALISIS

hallaremos a/=1—
2+ i , 3 }
de la relacién t', se saca i= — 2-h5in
Sustituyendo este valor de t, en el de se hallara

»M=1+10—2Si'+2i'="1 \— 23"
y sustituyendo este valor de x' y el de i enel valor de y', ten-
dremos 17-i-23;~—i-h1 — 14h-33in
Sustituyendo ahora los valores de a/ é i/, en los de & ¢é ” halla-
remos las férmulas que dan las soluciones enteras
a;~33_69i~r & 70+1651".
Si queremos hallar los limites de los valores de ~ para que los
de a; é y sean positivos, haremos
33— 69i">0 y —70+163i>0,
) ,33 , 70
de donde deduciremos ‘.'I<‘7679. Y {">-165
Limites, que como en el caso anterior, no comprenden ningdn
valor entero de y por consiguiente la ecuacién propuesta tiene

soluciones enteras, pero negativas.
Ejemplo IV. Sea, por ultimo, la ecuacién con dos incognitas,
cuyas soluciones enteras y positivas queremos hallar,
21ai-h13y= 500.
Despejando a y continuando el calculo, hallaremos sucesi-

vamente
500— 21a? n 6-h5a3 .
il= :38-2a?H- = 38— 2aj—+}
13
6-+-0a;= 13i,
13i—6 . 2H1
X=- =3i—1
||5 5
2i+1::=5in
5,'— 1 ;
i=- :2i'- = 2"
2 , 2 ¢ *e
n= 1+ 2i".

Hallando ahora los valores de a; é ™ en funcién de tendremos,
haciendo las sustituciones sucesivas,
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y=38—8— 2'Un
De modo, que quitando los acentos como innecesarios, hallare-

mos las féormulas x = k A-\dt é y— — 2'U, que nos dan las solu-

ciones enteras de la ecuacion propuesta, para lo cual no hay mas que
dar valores enteros & la indeterminada t.

Si queremos hallar los limites de los valores que t puede recibir,
para que los de idé J sean ademas de enteros positivos, establecere-
mos las relaciones siguientes:

4_~/i3i>0y 32~21i>0;

4 32
de donde se deducira — 2 y i<C:

Por consiguiente, los Unicos valores que i podra recibir, serant 0
y t= 4, alos cuales corresponden
= 4

LECCION XLII.

Anélisis de las formulas a:=a + Ai, y=p+Bi. Consecuencia que de este andlisis resulta.—

Casos particulares en que puede hallarse con facilidad una primera solucién. Problemas.

Analisis de las farmulas «=a+Ai, a=P-Bf. consecuencia que de este
analisis rcsulia.

* 398. Hemos visto en la leccion anterior que, aplicando & la
ecuacion de coeficientes enteros y totalmente reducida
ax-\-hy~k [4],
el método general del analisis indeterminado, llegamos & obtener las
férmulas de la forma
o= “H-Aié =
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las cuales nos dan los valores enteros de ;c 6y, siempre que a la
indeterminada t demos valores enteros, tanto positivos como ne-
gativos.

De la forma de estas formulas se deduce & primera vista, que las
cantidades Ny p indican ya una soluciéon de la ecuacion [-1J, pues
corresponden al valor especial ?=0.

Respecto de los coeficientes A y B que tiene la indeterminada t
en las formulas, observaremos que en todos los ejemplos que hemos
resuelto, A es igual al coeficiente que tiene y en la ecuacién pro-
puesta, tomado con el mismo signo que tiene 6 con signo contrario;
3 B es igual al coeficiente de x, tomado con signo contrario 6 con
el mismo que tiene.

Para probar que esta propiedad es general, y que por consiguiente
se verifican siempre las igualdades

k=uib y B—rpa,
dando origen & las férmulas generales de los valores de las in-
cégnitas
X —<xtbt &
partiremos siempre de la hipétesis que ay p forman una solucion de
la ecuacién [1], correspondiente al valor t=0.

Siendo « y p una solucién de la ecuacién propuesta, se tendra
ax-i-&p=,l; cuya igualdad, restada de la ecuacion pl] nos dara
(a— pj=0.

Despejando ahora am— a, 6 y—p, tendremos

X—a
a

Siendo x  a una cantidad entera, el segundo miembro tiene que
serlo también; por consiguiente, a tiene que dividir al producto
pero a es prima con h; luego tiene que dividir necesaria-
mente al factor ;/—p, 6 lo que es lo mismo, este factor sera igual
al producto de a por una cantidad entera t, ya sea positiva 6 nega-
tiva. de modo que se tendra, poniendo el signo de manifiesto,
y— P—qg=cr;, de donde y—pqziii.

Sustituyendo el valor de p en el de se hallara

zf.hal
ZA N S — de donde x=xz*.ht.
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Por consiguiente, los valores enteros de las incégnitas de la ecua-
cién [1], estaran dados por las formulas generales

los cuales se obtienen dando a t valores enteros y positivos.
De otro modo, si en la ecuacién [1] sustituimos o? é y por las ex-
presiones «-{-Aiy p-1-B/, tendremos
afa-j-Ai)4—
6 efectuando las operaciones,
aa-}-«At-}-03+ 6Bi= /l;
pero ya hemos visto, que siendo ay " una solucién de la ecuacion
propuesta, se tiene ay-\-h'i=k; de modo, que restando esta igualdad
de la anterior, y sacando t factor comun, se tendra (aA-]-6B)i=0.
Verificandose esta igualdad para cualquier valor que se le dé a i,

se debera tener necesariamente

A h
aA-H6B=0, de donde —= --—--.
15 (0]

Esto supuesto, de los valores generales
x="x-\-k.t é y=p-hBi,
se deduce que A y B tienen que ser nimeros primos, pues si pudie-
ran tener un factor comun n, los valores de & é y podrian ser ente-

ros, dando &t valores fraccionarios de la forma — ; lo cual es im-
n

posible, porque todas las igualdades de condicion que hemos
establecido en el procedimiento, exigen que los valores enteros que
se le den & y, hagan que lo sean también los de i; éstos a su vez
tienen que hacer enteros a los de if, en la segunda igualdad, y asi
sucesivamente; luego' cada una de las indeterminadas t, t', t'K.. no
puede recibir sino valores enteros, para que los valores de a; é y

lo sean también.

A b
Siendo Ay B numeros primos entre si, las fracciones — y— — no

pueden ser jguales si no son idénticas [Arit. '107); luego se debera

tenerk—tb 'y B=q=a, y por consiguiente, las férmulas gene-
rales se reduciran, como antes, a
x="Azbt €
Si damos a i los valore™"O, 1, 2, 3,... se obtendran para x y
para y las dos series de valores
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KXbf a— 265 a}-36,...
y—h p—a, P—2a, P—3a,...
y X=x, a— b, a—26, a—36,...
y~~"j p-f-a, p+2a, pFH3a,...
las cuales se podran reducir a estas dos:
X=...x— 36, a— 26, a— 6, a, a-] -6, a-]-26, «+36,...
y=i... p+3a, p+2a, p+ta, p, p—a, p—2a, p—3a...;
cuyos numeros satisfacen en su formaciéon a una ley constante; asi,
los valores de cc se obtienen a partir del valor «, agregando 6 dis-
minuyendo al anterior la cantidad 6, y los correspondientes dey
se hallaran partiendo del valor p, disminuyendo 6 aumentando en
en a al valor anterior.

* 399. De esta ley se deduce que, si por cualquier medio ha-
llasemos una solucién entera de la ecuaciéon propuesta, podriamos
hallar las demas; pues todas se hallarian comprendidas en las formu-
las x —"zhbt ¢ i/=pg=af siendo « y p la primera solucién que he-
mos determinado.

Casos particulares en que puede hallarse con facilidad itua primera
solucion.*

* 400. Puesto que de lo dicho anteriormente se deduce' que
una vez obtenida una primera solucién de una ecuacion de la forma
ax-\-by—k, se pueden deducir todas las demas por medio de las
formulas x=x+*bt é ~=p+ai, conviene que examinemos todos
aquellos casos especiales en que podemos hallar inmediatamente una
solucion, sin necesidad de aplicar el método general del andlisis in-
determinado.

* 401. Si la ecuacion es de la forma

aa:+6"=0,
quedara evidentemente satisfecha por el sistema de valores ;s=0 é
y=0; luego las formulas generales serdn x=bt ¢é y=—af, en

las cuales t puede recibir valores enteros positivos y negativos.

Sea la ecuacién I x —57=0.

Haciendo a?=3i, é y=7t, tendremos las formulas generales que
nos dan las soluciones enteras, dando at valores enteros positivos 6
negativos.
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= 402. Si el coeficiente de una incognita es un divisor de la
cantidad constante, hallaremos una primera solucién igualando
esta incognita al cociente que resulta de dividir la cantidad cons-
tante por este divisor, y la otra incognita haciéndola igual & cero.

Sea la ecuacion
- s i QO/j -
Haciendoa;=0, éy = — tendrenmos la primera solu-

cion Oy 124; y por las formulas
a;=0x44i é ~=121q=31i,

hallaremos todas las demas, dando & ;valores enteros y positivos.

= 403. Siempre que se verifique que la cantidad constante 4,
sea igual ala suma 6 diferencia algebraicas de los coeficientes de las
incognitas, 6 en general de dos multiplos amy bn de estos coeficien-
tes, se hallara una primera soluciéon haciendo x=m é *=%n.

Sea la ecuacion 19icH-17y=36.

Como se verifica la igualdad 49-f-47=36, haciendox=\ éy 4,
se tendra una primera solucién, y las formulas generales seran

€ y=4=p49i.
Sea, en segundo lugar, la ecuacion
44cc—43y=69.

Como en esta ecuacion se verifica evidentemente la relaciéon
44x3—43X—2=59,

tendremos una primera solucion haciendo x=3 é y=—2,y por
consiguiente las férmulas generales seran
a;=3+i31i é y=—2ifcH;.

Consideremos, por ultimo, la ecuacion 23aiH-47y=48.
En esta ecuacion se tiene
23 _17=6, de donde 23x8—17x8=48.

Por lo tanto, una primera solucién sera x —s éy= 8,y las
férmulas generales seran
0:=8+17i ¢ 8q=23f.
problemas.

I. Se quiere hacer un pago de 223 reales con pesetas y na-

poleones.
Si representamos por x el numero de pesetas, y pory el de fiapo-
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leones, se tendra la ecuacioén 4a;-i-19y=223, cuyas soluciones en-
teras y positivas resolveran la cuestién.

Como en esta ecuacion se verifica la igualdad 4 x 0 — 19= 4, de
donde 4x3*223 19x223=223, se tendrd por primera solucion
entera ft= 3*223 = Hlo é y= — 223, y por consiguiente las
féormulas generales, seran

iC=4440—19i é y=~223-h4i,-
y como los valores de a; é y han de ser positivos ademas de en-
teros, los valores de t se hallaran comprendidos entre los limites

223 _ 4'Mo

12 y
puede recibir i, son 36, 37 y 3S; y por consiguiente, el problema
solo tiene las tres soluciones siguientes:
(= 36,... cc=ol, y—\;
t=37,... x= 32, "= 3;
t=3S,... &= 43, y= 9.

Il. En un dia de campo se han gastado 2623 rs. por una reunion
de hombres y mujeres que pasa de treinta personas y no llega & cua-
renta; cada hombre ha pagado 93 rs. y cada mujer 50. Se quiere sa-
ber cuantos hombres y cuantas mujeres fo7'maban la reunion.

Sea U el nimero de hombres, é y el de mujeres y se tendra
la ecuaciéon 930?-h307=2620, que simplificada, se reduce 6
19a7-f-10)/= 323.

Como en esta ecuacion se verifica la igualdad -19-4-40 m2= 4,
de donde 49 x— 3234-10x2 *323= 523, se hallara una primera
solucién, haciendo fu=— 523 é /= 2 *323= 4030, y por tanto
las formulas generales, seran

fu=—523-hl0i 06 i/= 4030— 49i.

\ como los valores de x é y han de ser enteros y positi-

vos, se tendrA — 3204-10i>0 y 4050— 49i>0, de donde

luego los Unicos valores que

o>y 1 =¢)24- t< ——o- = 33",
e>Y ¢) y 70 :

luego los Unicos valores enteros que puede recibir la indetermina-
da Cson 33, 54 y 33: por consiguiente las soluciones enteras y
positivas que verifican a la ecuacion, son las siguientes;

f= 53... a;= 5, +¥= 43;

t=54... ic= '13, "= 24;

~=35... a'= 23, 3= 3.
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De estas tres soluciones se deben desechar la primera y tercera;
pues no cumplen con la condicién de formar una reunién que pase
de 30 personas y no llegue & 40; UGnicamente la segunda cumple con
esta condicién, y por lo tanto diremos que la reuniéon se compone
de 39 personas; Cohombres y 24 mujeres, como es facil comprobar.

LECCION XLIII.

Soluciones enteras y positivas de un sistema de j ecuaciones con m+1 incégnitas.—Sola-
eiones enteras y positivas de un sistemacuyo nimero de incégnitas es superior en mas de
unaunidad ul de ecuaciones.

Solneloncs enteras y positivas tic nn sistema <le m ecuaciones con m +1
Incégnitas.

* 404. En la investigacion de las soluciones enteras y positivas
de un sistema de m ecuaciones con m-j-1 incégnitas, principiaremos
por el caso mas sencillo de dos ecuaciones con tres incognitas, y
sean estas

ax -hby -i-cz =k
a'x-~b'y-\-c'zt=k"

Segun lo que ya hemos dicho anteriormente (392), estas ecua-
ciones, después de simplificadas (393), no pueden ser satisfechas por
numeros enteros si los coeficientes a, b y c,'lo mismo que a', b' ye'
no son primos entre si; suponiendo que esta condicién se verifica,
tratemos de hallar las soluciones enteras de este sistema.

Eliminemos por el método de reduccidn una de las incdgnitas,
la z por ejemplo, y obtendremos la ecuacién

[ac'—ca")x-j-{bc'—cb']ly=Ic'—ck’ [2],
que, una vez simplificada, podra reducirse a
A2i-hBy=K [3].
Si los coeficientes Ay B son primos entre si, esta ecuacion tendra
soluciones enteras, las cuales se obtendran por las formulas a?=a”-|-Bi

0 — Ai,’cuyos valores enteros de 6c é i/ unidos con ciertos
20
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valores enteros de ™ nos daran las soluciones enteras del sistema de
ecuaciones propuesto. Para determinar estos valores de Zy susti-
tuiremos en una de las ecuaciones [1] los valores generales de las
féormulas anteriores, y obtendremos la nueva ecuacion
{aB-bA.)t-\-cz=k— &%— §s [4],
que debera ser satisfecha por valores enteros de ©~ y i; de modo que
si esta ecuacién simplificada cumple con la condiciéon de tener sus
coeficientes primos entre si, tendra una infinidad de soluciones en-
teras, que se deduciran de las formulas
5— —O0Ajii  y /=o0-L=ij.
Sustituyendo, ahora, el valor de t en las féormulas anteriores,
X)btendremos otras de la forma

las cuales, dandoa h valores enteros, tanto positivos como negativos,
nos daran todas las soluciones enteras del sistema propuesto.

= 405. Si los coeficientes de la incognita que se elimina son
primos entre si, no hay necesidad de aplicar el método del analisis
indeterminado mas que & la ecuacién [2J, pues la [4], que resulta
de sustituir en una de las propuestas las formulas generales de la
ecuacion [2], contiene, después de simplificada, & la incégnita s
con un coeficiente igual a la unidad.

En efecto, si suponemos que « y [bsea una primera solucién de
la ecuacion [2], las formulas generales seran

X=a-~[bc’—cV]i €é y=~-jr{cal—ac’t,

cuyas expresiones sustituidas en una de las ecuaciones propues-
tas, en la primera por ejemplo, nos daran, después de toda reduccion,

(W— (9.

Ahora bien, siendo « y jS una primera solucién de la ecuacion
[2], se tendré ac'a—ca'a’\-hc’'*~cy~=kc'—c//, de donde se deduce
¢ —a'a— hN= (N k— iZa— h$).

Siendo el primer miembro de esta igualdad divisible por c, el
segundo también lo sera; pero c es por hipotesis, un namero primo
con c'y luego ¢ tiene que dividir necesariamente al factor k— a«— p,
de modo que llamando y al cociente, se tendra

k—fla— &p
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Sustituyendo este valor en la ecuacién [5], se hallara
{ba'— (6]

de donde z="{-+-(ab™— ba")t.
Donde vemos que la ecuacidon [5] nos da inmediatamente el valor
de z, en funcion de t; y las formulas que dan las soluciones enteras
del sistema de ecuaciones propuesto, seran

x="ot-\~[bc' *cb']t, ~=?-h(cii'—ac")i, — ba')t.

* 406. Si los coeficientes de la incognita que se elimina tienen
el factor comdn m, no llegaremos a obtener la ecuacién [6], y si
otra en la cual la incégnita que se eliminé tendra por coeficiente el
factor comun m que tenian los coeficientes.

De todo lo dicho podremos deducir que:

* 407. Para hallar las soluciones enteras de un sistema de dos
ecuaciones con tres incégnitas, se principia por eliminar la incognita
cuyos coeficientes sean primos entre si, y si ninguna goza de esta pro-
piedad, se eliminara aquella cuyos coeficientes tengan el menor factor
comun; después se hallan las formulas que dan las soluciones enteras
de laecuacioén resultante, las cuales sustituidas en una de las ecuacio-
nes propuestas, nos dardn una nueva ecuacién cuyas incognitas seran
la indeterminada t de las formulas anteriores, y la incégnita elimina-
da, la cual tendra por coeficiente la unidad, si sus coeficientes en las
ecuaciones propuestas eran primos entre si; y si no lo eran, tendrapor
coeficiente el factor comun que tuvieran.

Ejemplo |I. Sean las ecuaciones

3.r-4-5y~— 4
7x4-3,/—97"=10.

Eliminando lay que tiene los coeficientes mas pequefios, obten-
dremos la ecuacion

26x—24z=38 06 13;c— 122 19,
la cual se verifica evidentemente por los valores m=19, s=19; lue-
go las formulas generales seran

que sustituidas en la primera de las ecuaciones propuestas, nos dan,

después de hecha toda reduccién,
y— \\t=\Q, de donde

Luego las formulas que dan las soluciones enteras de las ecuacio-

nes propuestas, son
x=194-12i, ~=16-hHi y 2z=19-}-13i.
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I, Sean las dos ecuaciones

12a:—9yH-5s= 7.

Si eliminamos la z que tiene sus coeQcientes primos entre si, ha-
llaremos la ecuacion 124o0j— 33y = 114, la cual se podra reducir a
620/— 1iy=19, haciendo cc=Zx"' é j'= 2/, segun se ha explicado
ya (393).

Las formulas que resuelven esta ecuacién, son

a:'=—2h~1U, 13h-627;
y por tanto las de la ecuacién anterior seran
— 6+331, 26+1241,

las cuales sustituidas en una de las ecuaciones propuestas, en la
primera por ejemplo, nos dan la ecuacion

7"—1008i=—217 6 z—\kU=~—M,
de la cual se saca la tercer formula z = — 31 -]-144i, que unida con
las dos primeras dan las soluciones enteras del sistema propuesto.

Si en vez de eliminar la z como se debe segun la regla, hubiéra-
mos eliminado cualquiera de las otras dos incognitas cuyos coeficien-
tes no son primos entre si, hubiéramos llegado & una de las ecua-
ciones

48fc— 112=2zz53 6 36y— 31z=23,
segun que fuesey 6 cc la incégnita eliminada; de la segunda se de-
ducen inmediatamente las formulas
5+ 3'U y s=5-h36i,
las cuales sustituidas en la primera de las ecuaciones dadas, tendre-
mos, haciendo todas las reducciones kx—33;=9.

Donde vemos que el coeficiente de la incognitax, es el factor co-
mun 4 que tienen los dos coeficientes 8 y 12 en las ecuaciones pro-
puestas.

De esta ecuacion se deduce inmediatamente la primera solucion
aj=27 y i=3; por consiguiente las formulas seran

0;=27-h33i y f="3+4,
sustituyendo, ahora, el valor de ien las formulas anteriores, halla-
remos las que resuelven el problema en nimeros enteros, que son
05=27—}-33ii, ~=98-1-424;i, s=113-1-444ii,

* 408. Si ademas de ser enteros los valores de ic, y, z, quisié-
ramos que fueran positivos, estableceriamos esta condicion, hacien-
do que sea mayor que cero cada una de las expresiones que dan los



INDETEEMINADO. 309
valores de las incégnitas, y de las desigualdades que resultan se de-
duciran los linaites de los valores enteros que puede recibir la inde-
terminada i6 (1. Asi, en el ejemplo presente tendremos
—6-h33/>0, —26+124i>0, —31+ ~44i>0,
6 si se consideran las otras formulas, se tendran las relaciones
27+33[1> 0, 98 + 1 > 0, 113+144i,> 0.
De las primeras se deducen los limites
2 13 31
A>T ang2r 144
donde vemos que dando &t valores mayores que el mayor de estos
limites, hallaremos una infinidad de soluciones enteras y positivas
del sistema propuesto.
De las segundas desigualdades, sacaremos los limites

B 9 49 113

>—yp P> "7
que también nos dan para h, una infinidad de valores enteros, que
cumplen con la condicion de hacer positivos los de las incognitas de
la cuestion.

* 409. Consideremos, ahora, un sistema cualquiera de m ecua-
ciones con m+ 1 incégnitas.

Si eliminamos una de las incégnitas, podremos reemplazar el sis-
tema propuesto por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas
que contenga la incégnita eliminada, y de las m— 1 ecuaciones que
resultan de la eliminacion y que no la contienen. Este segundo sis-
tema lo podremos reemplazar por otro compuesto de la primera
ecuacion del primero, mas otra del segundo que no contiene ala
incognita eliminada, mas las m— 2 ecuaciones que resultan de eli-
minar una tercer incégnita entre las m— 1 ecuaciones anteriores.
Eliminando después otra nueva incégnita, obtendremos otro sistema
que reemplazara al primero, y que se .compondra de una ecuacién
del propuesto, otra que no contiene & la incégnita que primeramente
se eliming, otra que no contendra tampoco a la segunda, otra que
contendra a la ultimamente eliminada y m— 3 que contendran & las
m— 2 incégnitas restantes, y eliminando sucesivamente cada una de
estas incognitas, llegaremos & obtener una aGltima ecuacion con dos
incégnitas a la cual asociando una ecuacion de cada uno de los sis-
temas anteriores, obtendremos uno que reemplazara al primero y
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gue se compondra de una ecuacién del sistema propuesto, de otra
gue tendrd una incégnita ménos, resultado de la eliminacién de di-
cha inccgnita en el sistema dado, de otra del sistema que se deriva
inmediatamente por la eliminaciéon de una nueva incégnita, y asi su-
cesivamente hasta obtener una ecuacion de tres incognitas, y la ul-
tima que tendréa dos. *

De esta ultima podremos deducir las fdrmulas que dan los valores
enteros de las dos incognitas que contiene en funcion de una inde-
terminada i, cuyas formulas sustituidas en la ecuacion anterior que
tiene una incognita mas, nos daran otra ecuacién dependiente de
esta tercer incognitay de la indeterminada t, que una vez resuelta
nos dara en general los valores de la tercer incégnita y de ;en fun-
ciéon de una nueva indeterminada t{, de modo, que sustituyendo el
valor de ten las formulas halladas anteriormente, tendremos las for-
mulas que nos dan los valores de tres incognitas en funcion de la sola
indeterminada ¢i.

Estas formulas las sustituiremos en la ecuaciéon anterior que ade-
mas de estas tres incégnitas contendrid una cuarta, dando origen
asi a otra ecuacion dependiente de esta cuarta incognita y de la in-
determinada h; resolveremos esta ecuacion y hallaremos las formu-
las correspondientes en funcion de una nueva indeterminada Uy se
sustituira el valor de h en los valores de las tres primeras incognitas,
y obtendremos las fdrmulas que dan los valores de las cuatro prime-
ras incégnitas en funcioén de la indeterminada

Continuando del mismo modo, llegaremos & obtener en funcién de
una ultima indeterminada las formulas generales que dan las so-
luciones enteras del sistema propuesto.

e 4't0. Si quisiéramos que ademas de ser estas soluciones ente-
ras, fuesen positivas, hariamos que fuesen mayor que cero las ex-
presiones que dan los valores de las incognitas, y de las desigualda-
des que resultasen, dedueiriamos una serie de limites para los valores
de la indeterminada i»; si todos estos limites estan en un mismo sen-
tido, dando 6 valores mayores 6 menores que el mayor 6 menor
limite, seglin que éstos, sean inferiores 6 superiores, tendremos lo
gue se desea; pero si unos de los limites son superiores y otros infe-
riores, daremos a ¢n los valores enteros que haya comprendidos entre
el limite menor de los primeros y mayor de los segundos; si entre
estos dos limites no hay comprendido ningdn ndmero entero, 6 son
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contradictorios, el sistema propuesto no podra admitir soluciones
positivas.

Aplicando cuanto hemos dicho al sistema de tres ecuaciones con
cuatro incognitas
2iT-}-3y“}-45r-}-7u= =11
ZX-\~"y—75r+2u= 1
Qx— 2y-\-"22—3«= 3,
hallaremos las formulas generales
X — 28— 67f, 2/= — 18A+454#
N= 85+2H1, 121— 296i.
Siéndolos limites de los valores de t contradictorios, como facil-
mente podremos ver, el sistema propuesto no puede tener soluciones
enteras positivas.

Soluctoncs cnteraB y poslti-va« de un sisitcum cuyo nimero de incognitas
es superior en mas de una unidad ul de ecuaciones.

* 411. Sea el caso mas sencillo de una ecuacion con tres in-

cognitas

ax-jirby~\-cz= k [1],
en la cual j podra suceder que hoya dos coeficientes primos entre si,
6 que cada dos tengan un factor comun.

Si hay dos coeficientes a fb que son primos entre si, se pasara
el tercer término cz al segundo miembro, y haciendo k— cz= k',
tendremos

ax-Jrh'i/= h’ [2].

Resolviendo esta ecuacidon por los métodos ya explicados, halla-
remos las formulas que dan los valores enteros de las incdgnitas, las
cuales seran de la forma jr= a-1-6i, y= p—at, siendo ay pnume-
ros dependientes de // que verifican la ecuacion [2]; de modo que
si ponemos en ellos en vez de W su valor k—cz, las formulas ante-
riores se reduciran aotras de la forma

X —k~{~S!z-\-ht, — ot
las cuales nos daran todas las soluciones enteras de la ecuacién pro-
puesta, dando a ™y ? valores enteros.

Si ademas de ser las soluciones enteras, quisiéramos que fuesen
positivas, estableceriamos las relaciones

A4-A's-1-4i>0 y B-t-B'"*—ai>0,
de las cuales deduciriamos los limites de los valores de s y i.
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* 412. Si los coeficientes a, 6 y ¢ tienen de dos en dos un factor
comun; pasaremos, como antes, uno de los tres primeros términos,
el por ejemplo, al segundo miembro; y representando por m el
factor comun (jue tienen los coeficientes ay 6 de los términos <jue
quedan en el primero, y pord y d los cocientes primos entre si que
resultan de dividir a y 6 por el factor comdn m, tendremos que la
ecuacion propuesta [1J se podra poner bajo la forma

, " k—cz
ax-\-dy~— [3];
m
y como el primer miembro ha de ser un nimero entero, el se-
gundo también tendra que serlo; de modo que tendremos, llaman-
do t 4 este nUmero entero
k—cz

m I w ,

cuyo valor sustituido en la ecuacion [ 3], nos dara la siguiente
[5].

Resolviendo la ecuacion [4J, en la cual m y c son primos entre

si, hallaremos las formulas generales de la forma
t~ S—ct\, Y z= Y-f-wiij.

Sustituyendo el valor de t en la ecuacion [5], resultara la nueva
ecuacion, que reemplazara & la propuesta, —cl/j, de la
cual deduciremos los valores x= a~b'L é ~"= siendo« y [i
ndmeros que dependen de la indeterminada ij; por consiguiente es-
tas dos incégnitas dependeran de las dos indeterminadas t\y  mien-
tras que la tercer incognita s s6lo dependera de la indetermina-
da tji; de modo que, si observamos que en las dos primeras habra tér-
minos independientes de U y de L, términos dependientes de vy
otros que lo seran de podremos decir que los valores de a?, y, z
seréan de la forma

donde vemos que cuando los coeficientes de las incégnitas que que-
dan en el primer miembro tienen un factor comudn, hay que aplicar el
método del analisis indeterminado a una ecuacion mas que en el caso
anterior.

* 413. Si se trata de hallar las soluciones enteras y positivas de
una ecuacion con un namero cualquiera de incdgnitas, se pasan to-
das ménos dos al segundo miembro, teniendo cuidado de dejar en el
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primero aquellas dos cuyos coeficientes sean primos entre si; se re-
suelve la ecuacion que resulte con relacion a estas dos incégnitas,
cuyas formulas vendran en funcién entera de las demas incognitas y
de una indeterminada t, como ha sucedido anteriormente; y dando
después a i y a estas incdgnitas restantes valores enteros, hallaremos
valores enteros también para las otras dos.

Si cualquiera que sean las incégnitas que se pasen al segundo
miembro, las dos que quedan en el primero tienen en sus coeficien-
tes un factor comun, se les aplica el mismo método que ya se ha
dicho (i'lg).

* 414. Si se da un sistema cualquiera de ecuaciones con un
ndumero cualquiera también de incdgnitas, pero que le exceda en
mas de una unidad, pasaremos a los segundos miembros el namero
de incognitas suficientes para que en los primeros no quede mas
gue un numero de incognitas que sélo exceda al de ecuaciones en
una unidad, aplicaremos al sistema resultante el método que ya se
ha explicado (409) y tendremos, suponiendo que son m las ecua-
ciones, los valores de m-hl incognitas en funcién de las restantes y
de una indeterminada i, & las cuales dando valores enteros,'resulta-
ran valores enteros también para las otras.

Si ademas de enteros quisiéramos que fuesen positivos, estable-
ceriamos estas condiciones como ya se sabe (410).

LECCION XLI1V,

Analisis indeterminado de segundo grado.

Andliffi.9 liidctcriuiiiado de segnndo grrado.*

* 415. ta investigacion de las soluciones enteras y positivas de
una ecuacion general de segundo grado es una de las cuestiones
mas dificiles del Algebra; y no es posible resolverla por medio de la
elemental sino en ciertos casos particulares que son los que nos-
otros vamos & considerar.
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Primer caso. Sea la ecuacion de segundo grado con dos incog-
nitas, que carece de uno de los cuadrados de éstas, y que, siendo
sus coeficientes enteros, se halla simplificada (393),
hxy~ex™M-\-dij~\-ex--\-f=0 [1].
Resolviéndola con relacion & la incognita cuyo cuadrado falta,
tendremos;

ex'N-\-ex-Nf
y- [2].
bx-\-d

Efectuando la divisién del trinomio cx”™-\-ex-\~f por el binomio
bx-{-dy multiplicando de antemano, si fuese necesario, los dos miem-
bros de la igualdad [2] por un factor conveniente m, para que los
términos dei cociente sean enteros, tendremos, llamando al cociente
entero “cc-1~, R al resto, el cual podra ser cero, y cambiando por
ultimo los signos, la igualdad
mexN-{-mex-\-rtif R

bx~d i A 31

— my.

Como ya hemos dicho, el resto R podra ser 6 no cero.
Si R=0, se tendra evidentemente
mexN-{~mex-\-nif=["px-\-q) [hx~\-d]y
0 — rmj{bx-jrd)=[px-{-q] {bx-\-d)\
de donde se deduce, trasponiendo y sacando bx-\-d factor comun,
[ba>-\-d) [my~\-px-"q)=0.
Esta ecuacion queda satisfecha haciendo bx-\-d=Q y my-"rpx

+ 9—0; de la primera se deduce el valor x = —b—, el cual, si es

entero y positivo, anulard por si a la ecuacidn propuesta cual-
quiera que sea el valor que se le dé alaotra incégnitay, de modo
que se podran formar tantas soluciones enteras y positivas cuantas

d
queramos, uniendo al valor constante ——, que suponemos ser po-

sitivo y entero, cualquier valor entero y positivo también de vy.

Si establecemos ahora la ecuacién my~\-px-\-qz=0, hallaremos,
segun el andlisis indeterminado del primer grado, las férmulas que
dan los valores enteros y positivos de ic é y, en el caso de ser posi-
ble, para lo cual es necesario que se verifiquen algunas condiciones,
de las cuales la principal es que m y n sean primos entre si.
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Si R no es igual & cero, es necesario para que la ecuaciéon pro-
puesta se verifique en nimeros enteros, que los valores enteros que
se le den & reduzcan la cantidad bx-~-d a un divisor de R; luego
deberemos principiar por descomponer el nimero R en sus divisores
simples y compuestos, y después igualando el binomio bx-\-d a cada
uno de estos divisores, tomados sucesivamente con el signo-h y —,
los valores enteros deducidos de estas ecuaciones de condicién, de-
beran formar parte de las soluciones que buscamos.

Sustituiremos cada uno -de estos valores enteros en la ecuacién
[3], y se desecharan todos aquellos que no hagan que el segundo
miembro sea un maultiplo de m; y sélo formaran las soluciones que
se piden, aquellos que dando por resultado en el segundo miembro
un multiplo de m, hacen que y reciba valores enteros; cada par de
valores aex éy que cumpla con estas condiciones, serd una solu-
cion entera de la ecuacion.

¢ 416. Si ademas de enteras queremos que las soluciones sean
positivas, desecharemos todo par de valores ae x ¢ y que no cum-
plan con esta doble condicién.

Segundo caso. Si la ecuacién de segundo grado carece no sélo
del cuadrado de una de las incégnitas, sino también del producto de
las mismas, se tendra

cx™N-\-dy-"ex-j-fO [2],
cxXN-\~ex~hf

de donde y—— d

Si ahora sustituimos en esta expresion, en vez de a?, la serie na-
tural de los nimeros 1, 2, 3,... hasta (c;— 1), podra suceder una de
dos cosas: que haya un namero « que reduzca & un ndmero entero
el Talor dey, 6 que no lo haya. Si « da paray un ndmero entero,
todos los valores de x deducidos de la formula

[4].
en la cual sele da a t valores enteros, ya sean positivos 6 negativos,
dara también para y valores enteros.

En efecto, se tiene por hipotesis 2 = ------------ d — P» sienio
un namero entero.

Si sustituimos en la expresion [3] el valor general de m [4], ha-
llaremos, después de efectuar los calculos.
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y- q (2c2}-e)i—cdt?y
0 2=p— (2co-f-e}i=cain

Lo cual nos prueba que, si aes un valor entero de x que hace
que el de y lo sea también, cualquier valor de x deducido de la for-
mula x=<i-\~dt cumple con la misma condicién; y las formulas ge-
nerales que daran las soluciones enteras de la ecuacion [1], seran

x=a.-{~dt é y~ —"—{2cy~\e)t— cdt™

Si no hay ningln numero entero menor que d que puesto en
vez de x en la expresion [3] nos dé un valor entero también paray,
tampoco puede haberlo mayor.

En efecto, si hubiese un nimero entero a' mayor que d, que diese
para 2 un valor entero también, cualquier valor deducido de la fér-
mula también lo seria, segun acabamos de demostrar;
y como a'>-ii, si dividimos a' por d, y llamamos g al cociente y r al
resto de la division, el cual serda menor que d, se tendra a!'=dqg-\-r.

Dando ahora & i el valor — g, hallaremos para x el valor menor
que d, x=dqg-~r—dq=ir; lo cual es imposible, pues por hipétesis,
ningun valor entero menor que d nos da para y otro valor entero.

Si r fuese igual acero, el valor x=0 daria paray un valor ente-
ro, lo cual también es contra la hipétesis; luego si ninguno de los
valores O, 1, 2,... {d— 1) puestos en vez de x, nos dan paray un
valor entero, podemos asegurar que tampoco lo dara ningdn valor
de X mayor que d.

De lo dicho se deduce que para hallar' las soluciones enteras de
la ecuacion o*-\-dy-\-ex-\~f=0, se sustituirdn en la expresion

CX'N-+-ex'~\-f
y d la série de los numeros O, 1, 2,... {d—1); y si
hallamos que uno de estos nimeros, « por ejemplo, da para y otro
nuamero entero p, se obtendran todas las demas soluciones por las
férmulas halladas anteriormente,
x=-x-\~dt é 2=?— (2ca-He)i—cdt™.

Si llegamos & sustituir el nimero {d~\), y no hemos hallado nin-
gun valor entero para y, podremos concluir que la ecuacion pro-
jjuesta no tiene soluciones enteras.

* 417. Si quisiéramos que las soluciones fuesen ademés de en-
teras positivas, estableceriamos las condiciones
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a-h(ii>0 y p— (2c™-t-e)i—Ciii*>0;
de donde deduciriamos (385 y 390j los limites

a — (2ca-j-e)d=1"(2cz4 -e)™-j-4ciip
2cd
Dando ahora 4 i valores enteros comprendidos entre los dos limi-
tes mas proximos, hallaremos las soluciones enteras y positivas de la
ecuacion propuesta.
Aplicando cuanto hemos dicho anteriormente a los ejemplos si-
guientes, hallaremos:

t> -

I. Ecuacion: —6x+2=0.
. Xx=— 1, x=—2, X =— 4,
Soluciones enteras: y=—\2: y= 30: y=—\8.
Il. Ecuacion: 3ai/l—  —iy-\~%x—6=0.
Soluciones enteras:
X = i, X— 2, x=3, X——2, £c= 5, x— —6, £c=38,
9, y=H; 3»r=9; 3, y=W\ y=—9; "=65.

I1l.  Ecuacion: 8x*—5yH-loiC—32=0.
Férmulas generales:

Condiciones para que x k y sean positivas:

2 >47=h/m9
ANG < 8() -

WVHWNAA/SAAAA<SAAAAA/<ANWV*
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‘'raccioixes coxXi.'"boka.xxxsts, jarogaresioxiss,

exponenciales y logaritmos.

LECCION XLV.

lracciones continaas, suobjeto, método g'eneral para convertir una cantidad fraccionaria
Sinconmensurable en fraccién continua.—Kei?la para convertir una fraccién ordinaria
en fracciéon continua.—Expresar en fraccién continua un niimero inconmensurable,

tal como V 6.

Fraccioucs continun.9, su objeto® método g;em;ral para convertir una caoc«
tldad fraccionarla é Inconmensurable en fraccién continua.*

* 418. Se da el nombre de fraccién continua & toda expresion
de la forma

4

;i-hetc.,
que se compone de un ndmero entero a, el cual podra ser cero,
seguido de una fraccion que tiene por numerador la unidad y por
denominador un nimero entero y positivo 6, seguido de otra frac-
cion cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es otro
ndmero entero y positivo ¢, seguido de otra fraccidbn de la misma

forma que las anteriores, y asi sucesivamente.
Los nameros a, b, ¢, c¢/,... se llaman cocientes incompletos de la

., . . 4 4 4
¥raCC|on continua; las cantidades a, se llaman frac-
d

0O ¢

dones integrantes.
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Las expresiones

(o (= L a-H-

reducidas a fracciones ordinarias, 6 sean las expresiones
ab-\-\ {ah-\-\)c-*a [™h-\-\)c-\-a]d-\-ah-"\
~1T’ bc+n ' [bc+~d+b ‘.

se llaman reducidas 6 fracciones convergentes.

* 419. EIl objeto de las fracciones continuas es hallar por medio
de fracciones ordinarias irreducibles y de términos sencillos, valores
aproximados de cantidades conmensurables 6 inconmensurables.

En la reduccién de cantidades conmensurables ¢ inconmensu-
rables a fracciones continuas, debemos distinguir dos casos: que
éstas cantidades sean conocidas, 6 lo que es lo mismo, provengan
de una division 6 de una extraccién de raices, 6 que sean los va-
lores de la incognita de una ecuacion.

* 420. Para convertir una cantidad conocida A, conmensurable 6
inconmensurable, en fraccién continua, hallaremos por medio de la
division 6 de la extraccion de raices, la mayor parte entera a que
contiene la cantidad propuesta A, de modo que dicha cantidad se

hallara comprendida entre a y a-{-\ ; llamando —a la cantidad, me-

y

fior que la unidad, que le falta & la parte entera a para ser igual
ala cantidad dada A, tendremos la ecuacion de primer grado

A=aH—
y

de la cual deduciremos el valor de y; y hallando la mayor parte en-
tera contenida en él, y llamandola h, tendremos, como antes, que
dicho valor se hallard comprendido entre 6 ya-t-1, de modo que
podremos establecer la ecuacion

y:hl\--_l [2]’

siendo z una cantidad mayor que la unidad.
Despejaremos el valor de  y llamando c & la mayor parte entera
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gue contiene, se hallara comprendido entre cy c+ 'l. y por tanto
se debera tener

y asi sucesivamente.
Poniendo ahora en las ecuaciones [1], [2J, [3],... los valores de
Yy, Z, U,... hallaremos la fraccién continua

il+etc.

* 471, Si la cantidad que queremos convertir en fracciéon continua
no fuese conocida, y si el valor de una incégnita oi de una ecuacion,
hallaremos por tanteos dos nimeros enteros y consecutivos ay a-j-1,
gue comprendan al valor de x; haremos

X=a -\—1 pij,
y
siendo ij una cantidad mayor que la unidad; sustituyendo este valor
en la ecuacion dada, tendremos otra cuya incégnita sera y\ hallare-

mos ahora otros dos nimeros consecutivos hy que compren-
dan al valor de  estableceremos la igualdad
- WAN ll
2= 6"~ (2,
z

en la que z es mayor que la unidad, sustituiremos este valor de y
en la ecuacioén anterior, y hallaremos una nueva ecuacion en z; de-
terminaremos como altes dos nimeros cy c+ 1 que comprendan
al valor de z, haremos

2= C+ i [31,

sustituiremos el valor de z en la ecuacién anterior, y asi sucesiva-
mente.

Poniendo ahora en las igualdades [1], [2J, [3],... los valores de
y, z, M,... tendremos el valor de x bajo la forma de fraccion
continua
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Regla para convertir ana fracciéon ordinaria en fracciéon continua.

* 422. Para convertir una fraccion ordinaria en fraccion continua
se ejecutan con sus dos términos las mismas operaciones que para hor-
llar su maximo comun divisor, y los cocientes que resulten seran los
cocientes incompletos de la fraccion continua.

En efecto, sea la fraccién ordinaria B—Ia gue queremos reducir a

fraccion continua. Aplicandole el método general expuesto anterior-
mente, principiaremos por hallar la mayor parte entera que dicha
fraccion contiene, paralo cual dividiremos A por B, y llamando a al
cociente entero, y R al resto, tendremos

A B R ™ R™.
a h c d
R R' R" R.v

que la fraccion dada se podréa poner bajo la forma siguiente

A R 1
— ——a\—.
B B B

B
La fraccién K que es el valor de laincdgnita y usada en el mé-

todo general, es conocida; hallemos la mayor parte entera contenida
en ella por la division de B por R, que es la segunda empleada en
el m. c. d.; de modo, que llamando b al cociente entero, y R*al resto,
hallaremos, como anteriormente

B R~ 4
R'
. . . R .
Haciendo lo mismo con la fraccion —, que es el valor de la in-

cognita z del método general, tendremos

R R™ 4
R '-“+ R -"+R"
RN

21
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De la misma manera bailaremos
A RV jlv

R"~ mARA= '"4+R" NS e_f-V_V" = etc.

Y continuando asi esta serie de operaciones, llegaremos & una
en que el resto de la division sera cero, puesto que cada uno de ellos
es menor que el anterior por lo menos en una unidad.

Supongamos, para fijar las ideas, que este ultimo resto sea R'?, es
decir, que R"= 0; en este caso, el valor de la fraccion propuesta se
podra expresar por medio de las igualdades establecidas anterior-
mente, por la fraccion continua

A 1

1
d-\- ,
e

en la cual los cocientes incompletos a, b, ¢, d, e son los cocientes
gue se obtienen en las divisiones que se practican para hallar el
m. c. d. de los numeros A y B, conforme hemos dicho en la regla.

Ejemplo |. Sea la fraccion la fine queremos convertir en
fraccion continua. o
Aplicando alos dos nameros -1384 y 753 el procedimiento del
m. c. d., hallaremos los cocientes incompletos de la fraccion con-
tinua; asi,
n384 753 631 122 21 17 4
S 1 5 5

4 4
m 2 M .4 1 0

segun la regla,
1384
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L, ... m .
Ejemplo Il. Sea la fraccion propia la que se quiere con-

vertir en fraccion continua.
Como la parte entera de esta fraccion es cero, la fraccion conti-
nua equivalente no tendra parte entera. Asi hallaremos,

478 123 109 14 11 3 2

109
7 1 3 1
14 11 3 2 1 0]
, 123 ' 1
Luego sera
478

1
3+-

* 423. Si fuese una fraccion decimal la que se quisiera convertir
en fraccidon continua, podria suceder que esta decimal fuese exacta,
periédica pura, periddica mista, 6 inexacta de un ndmero infinito
de cifras. En ,los tres primeros casos se hallaria la fraccion ordina-
ria equivalente & la fraccion decimal propuesta, y esta fraccion or-
dinaria se convertiria en fraccién continua segun la regla anterior.
En el cuarto caso, es decir, cuando la decimal no sea exacta, y por
consiguiente sélo nos exprese el valor aproximado de una cantidad,
podremos hallar también en fracciéon continua este valor aproximado
segun la siguiente regla:

* 424. Para convertir una fraccion decimal inexacta en fraccion
continua, aumentaremos 6 disminuiremos su ultima cifra en una unidad,
segln que la decimal esté aproximada por defecto 6 por exceso, obte-
niendo asi dos limites que comprenden el verdadero valor de la can-
tidad propuesta] reduciremos simultaneamente & fracciones continuas
ambos limites, y continuaremos la operacion hasta llegar a dos cocien-
tes distintos, en cwjo caso la fraccion continua que expresa el valor
aproximado de la cantidad dada, sera la que tenga por cocientes incon-
pletos los cocientes que sean comunes a ambas operaciones.
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En efecto, supongamos que la cantidad X se halla compren-
dida entre otras dos A y B, y que desarrollando cada una de es-
tas tres cantidades en fraccién continua, hallemos los valores si-
guientes:

Aand \ y
a’ it

B-a+t, f'=0+74 -
(€9 orf oyi

Estando el valor de X comprendido entre los de Ay B, y teniendo
estas dos Ultimas cantidades una misma parte entera a, necesaria-
mente la cantidad X tendra la misma parte entera y por tanto ten-

dremos a”=a\ las fraccciones —y — comprenderan la fraccion —
« P cc

’

luego el valor de x estara comprendido entre ay i3 Del mismo modo
deduciremos que V=h, y que el valor de x' se halla comprendido
entre los valores de J y ji', lo cual nos dard que c'=c, y que y
comprenden a y asi de todos los demas; luego los cocientes in-
completos que sean comunes a las dos primeras fracciones continuas,
perteneceran también a la tercera.

Ejemplo. Sea el niumero, notable por el uso frecuente que de él
se hace en analisis, e=2,7'1828..., el que se quiere convertir en
fraccion continua.

Estando aproximado el namero e por defecto en ménos de una
unidad del quinto orden, aumentaremos & su uUltima cifra una uni-
dad, y obtendremos por limite superior del nimero e la deci-
mal 2,71829 cuyos dos limites se podran poner bajo la forma

271828 271829
100000 - 100000
Aplicando, ahora, & estas fracciones la regla para convertirlas en

fracciones continuas, hallaremos, segun el cuadro siguiente de ope-
raciones, los cocientes incompletos comunes & las dos fracciones

2,1,2, 1,1, 4,1, 1.
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274828 400000 74828 28472 45484 42688 2796 4504 1292 2i2

2 4 2 4 4 4 4 1 6”
74828 28472 45484 42688 2796 4504 4292 212 20
274829 400000 74829 28474 15487 42684 2803 4472 4334 U 1
2 4 2 1 1 4 4 4 9«
74829 28474 15487 42684 2803 4472 4334 441 62

Luego el numero vendra expresado aproximadamente por la
fraccion continua

e=2,71828...= 2"

4-H-

1-Hetc.
Expresar en fraccién,continua un ndmero Inconmensurable, talcomo V 5.

« 425. Aplicando el método general que hemos expuesto para
convertir una cantidad cualquiera en fraccién continua al nameio in-
conmensurable 175, hallaremos que:

El mayor namero de unidades que contiene h”5, e 2? luego se

4 4
tendra K5=24-— de donde X = —-—--.
N /5->2

Multiplicando los dos términos de la fraccion qut expresa el
valor de x por 1°54-2, con el objeto de hacer racional el denomi-
nador, tendremos a?=t"54-2.

La parte entera de x sera por consiguiente 4, de modo que se
tendra it= 44- - o6/ s4-2= 44--, dedonde sededuce/B=24—;

y y y

y como se tiene también que 1"5 = 24—, se sigue que los valores
X
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de las incdgnitas x é tj son iguales, y por tanto se debe tener y=xi

luego el valor de x vendra expresado por x = i-
X

Poniendo ahora en esta expresiéon, en vez de x su valor
<
y lo mismo en la que resulte, luégo en la otra, y asi sucesivamente,
hallaremos que el valor de P"™o, sera

\

4
4+etc.

* 426. En el curso de esta obra tendremos ocasion de ocuparnos
del caso en que la cantidad que se quiere convertir en fraccién con-
tinua sea el valor de la incégnita de una ecuacion.

LECCION XLVI.

Fonnaciou de lad reducidas de una fracciéon continua.—Procedencia de lus fracciones
continuas.

Formaciou de las reducidas de una fraccién continua.

* ktl. Ya hemos dicho al principio de esta teoria que se llaman
reducidas de una fraccion continua general, cada una de las expre-

4 4
siones a, a-}-—, a\-—-—--- j, etc. reducida & fraccién ordinaria; de
6+ -

donde se deduce que la primera reducida es Z la segunda
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abc~\-a-\-c , {ah-\-\)c-\-a
la tercera . En general
1 be-{-\ bc-\-\
BH—
c

una reducida cualquiera se obtiene agregando al ultimo cociente
incompleto de la reducida anterior la fraccion integrante que sigue;
asi, la cuarta reducida la hallariamos poniendo en la tercera en vez
del altimo cociente incompleto ¢, la suma de éste con la fraccién in-

\
legrante que sigue; es decir,

* 428. Para formar una reducida cualquiera se multiplican los
dos términos de la reducida anteiior por el cociente incompleto cor-
respondiente & la reducida que se quiere formar, y & estos productos se
les agrega respectivamente los términos de la reducida que esta dos
lugares antes.-

En efecto, la primera y segunda reducida de la fraccion continua

general, son como hemos visto, ~ y las cuales se obtienen

inmediatamente considerando el primer cociente incompleto para la

\
primera, y reduciendo el numero misto aH— en fraccionario para
0

la segunda; pero la tercera, vemos que después de poner en vez del
\ .

ultimo cociente h, el nUmero misto ;i-f-—, y hechas todas las ope-
c

. .. (ah'\)c~\-a
raciones, se reduce ala fraccion — --------—--- , la cual se forma se-
oc-4-1
gun la regla enunciada.
La cuarta reducida la obtendremos poniendo en la tercera en vez

\
del dltimo cociente incompleto ¢, el numero misto c-f-—;asi,sc

tendréa
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Multiplicando los dos términos de este quebrado por d, y haciendo
las reducciones, resulta

{ah-{-\){cd-"\)-\~ad [(g¢i-}-'] Jc-\-a\d-\-ah-"\
icd-\-\)-\-d [he-\~\)d-"*h
Donde vemos que esta cuarta reducida se forma también seuun la
regla.

Esto supuesto, si nosotros demostramos que si una reducida cual-
quiera sé forma segln laley enunciada, la reducida siguiente se for-
ma también segun la misma, tendremos justificada la regla; pues ve-
rificandose para la cuarta reducida, como acabamos de ver, se veri-
ficara también para la quinta, y asi sucesivamente.

Para esto supongamos tres reducidas consecutivas — — y — cu-
F' Q' AR"
yos cocientes incompletos correspondientes seanjo, ? y r, es decir
las mismas letras porque vienen expresadas las fracciones pero mi-
nudsculas, admitamos ademas que la tercer reducida se forma segun
la regla, de modo que se tenga R=Qr-+-P y R*"=QV-+-P' vy fior
tanto AN

R™ Qr+P
RM™ QV+F"
Para formar la reducida siguiente, tenemos que poner en ésta en
vez de i- el numero misto r + i; de modo que se tendra
4-F

Multiplicando los dos términos de esta fraccion por 5, y haciendo
todas las reducciones, se hallara
N QrM-Q-h Ps_ (Qr+P)5fQ
QVs-hQ~-)-Fs~[QV-]-p/)s+Q™"
y poniendo en vez de Qr+P y QV+F, susiguales Ry R” se ha-
llard por ultimo
A"NMRs 4 Q



CONTINUAS. 329
luego esta Ultima reducida se forma segun la regla, que es lo que se
gueria demostrar.

Ejempto |. Hallar las reducidas de las fracciones continuas
1 .
A= 1 B=1i 1
H- N
\
54" i
14—

2-54-1 11 15*54-2 57
F5+T~6" 6*4-1" 31*
67*1-HIl 68 68*4+57 329 329-4+68 1384
31-1+ 6~37" 37%4+31“ '[79° 179+ +A/% Anx

Del mismo modo hallaremos que las reducidas de B, son

Las de A seran

1' 3’ 4’ 31" 35" 136" \I\' m~*
Ejemplo Il. Sean las fracciones continuas ilimitadas, cuyas re-
ducidas queremos hallar,

=2 =3 :
e=2- 1 z=3- 1
14- 1 74 s 1
1+ ' 1
292+ etc.
14
1
4 + etc.
2 .3 8 11 19 87 106 193
Las de e seran vy, Y., VY,

3 22 333 355 103993
Las de ™ son y, — , 33102""

Las segundas, que nos dan valores aproximados de expresan
14 relacidn aproximada del didmetro a la circunferencia.
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Procedencia de las fracciones continuas.

* 429. La fraccion continua de un ndmero limitado de fracciones
integrantes, ‘proviene de una cantidad conmensurable; 6 lo que es lo mis-
mo, la fraccidn continua limitada es equivalente a una cantidad con-
mensurable.

En efecto, si formamos las reducidas de una fraccion continua
limitada, llegaremos a una Ultima que expresara el valor exacto de
dicha fraccion continua; y como esta Ultima reducida es, segun su
formacién, un quebrado ordinario, y por consiguiente cantidad con-
mensurable, se sigue que la fraccién continua limitada es equivalente
a una cantidad conmensurable, segun queriamos demostrar.

Reciprocamente, toda cantidad conmensurable reducida a fraccion
continua, da origen a una fraccion continua limitada.

En efecto, las cantidades conmensurables que se pueden convertir
en fraccién continua, son las fraccionarias, y éstas, hemos visto en
la leccion anterior, que se reducen & fraccidén continua considerando
por cocientes incompletos los cocientes que resultan de aplicar el
procedimiento del maximo comidn divisor & los dos ténninos del
quebrado que se nos da; y como el niumero de cocientcs'que resultan
en el calculo del maximo comun divisor de dos nimeros es limitado
[Arit. 104), se sigue que la fraccion continua equivalente & una can-
tidad conmensurable es limitada.

* 430. La fraccion continua ilimitada proviene de una cantidad
inconmensurable.

En efecto, si proviniese de una cantidad conmensurable, seria li-
mitada; lo cual es contra la hipoétesis.

Reciprocamente, toda cantidad inconmensurable reducida & fraccion
continua, da una que es ilimitada.

Porque si fuera limitada, provendria de una cantidad conmensu-
rable, lo cual es contra la hipotesis.

Las fracciones continuas pueden ser, segin vemos, de dos clases,
limitadas ¢ ilimitadas: las primeras son las que constan de un nu-
mero limitado de fracciones integrantes, y las segundas de un nua-
mero ilimitado.

Las fracciones continuas jlimitadas pueden ser de dos clases, pe-
riédicas y no periddicas: las periddicas son aquellas en las cuales un

74
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cierto numero de cocientes incompletos, llamado periodo™ se repite
periddica é indeflnidamente; y las segundas son aquellas en las cuales
esto no se verifica.

Las fracciones periddicas pueden ser también de dos clases, "peri6-
dicas puras y periédicas mistas: las primeras son aquellas en las
cuales el periodo principia en el primer cociente incompleto, y las
segundas aquellas cuyo periodo no empieza en este primer cociente.

e 431. Toda fraccion continua periodica, es una de las raices de
una ecuacion de segundo grado de coeficientes racionales.

Sea, en primer lugar, una fracciéon continua periédica pura

nH-;

o4

n-i-etc.
la cual se podra poner evidentemente bajo la forma

1
£c=a-

V ;
pues si X representa la fraccion continua que contiene un namero
infinito de periodos, aunque se quite uno de éstos, todavia quedara
un ndmero infinito, y por consiguiente puede representarse tam-
bién por x.
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o K L
g,y las reducidas correspondientes & los dos ultimos co-
cientes incompletos ; y / del periodo; el valor de £c, 6 sea la redu-
cida siguiente, sera (428)

Lx H-K
L'ic-hK»
de donde se deduce la ecuacion de segundo grado
—L)iv—K,
cuyos coeficientes LY, — L, y K, son cantidades conmensurables y

enteras. Las raices de esta ecuacion son de signo contrario; la posi-
tiva serd el valor de la fraccion continua periddica.
Sea, en segundo lugar, la fraccién continua periédica mista

2=m -h

'a-h

1
a-f-etc.
Representando, como antes, por cc el valor de la fraccion perio-
dica pura, se tendra

y=m . 1
=m- cc=a-{-
o

n_
c-h

\
U3—
2f-etc.

X
U \Y4
Sean y las dos altimas reducidas correspondientes a la parte

no periddica de y; de modo, que segun la formacion de las reduci-
das, se tendra
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Ve+U
y [11;

pero segun el caso anterior, se tiene
Lai+ K
[2].

De la relacion Lll| se deduce Ce:Y_'-j:_V; cuyo valor, sustituido

en la ecuacion [2], nos dara una de segundo grado en y de coeficien-
tes conmensurables, segun se queria demostrar.

Si la ecuacién de segundo grado que resulta en y tuviera sus dos
raices positivas, no sabriamos cual de éstas corresponde & la fraccion
continua dada; pero esta duda desaparece observando que x repre-
senta una cantidad positiva; luego tomando sélo el valor positivo
de X deducido de la ecuacion [2], y sustituyéndolo en la relacion [1],
hallaremos un valor sélo paray, que sera el de la fraccién continua.

Ejemplos. Sean las fracciones periddicas

1 i
ic=2- é y=\- 1
2-t- 1

I+ 5 et

Formando las reducidas de la primera segin la regla (428), se
2 7 16 23 23XJ;\16

hallan —, — —, —, iuego la ecuacion que nos da el
173" 7 10’ 100H- 7
i 232 +16 . .
valor de x serd x | h ; 0 lo que es lo mismo, quitando de-
ox-h r

nominadores y reduciendo después,
10iiM+7£c2348-1670. 6 10gM 6x-1G=:0, 6 "x"™5-8=0;
de donde se deduce, tomando la raiz positiva, el valor de la fraccion

4 41/56
continua periédica x = -—--— , como es facil comprobar reduciendo

esta expresion a fraccion continua.
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Sustituyendo en la segunda la parte periddica por su valor x, se
convertira en

41
3-h”;
X
. . 15 lo2?-}-4
de donde se deduciran las reducidas—, —, —, 77»y L. -V
11iC-i-3
3N—4
De esta relacion sacaremos el valor de w, que sera cc= 1.5J' 1W Y
sustituyéndolo en la ecuacién anterior —8x—8= 0, hallaremos,

después de hechas todas las reducciones,
639/-—18087+1240=0.

Como esta ecuacion tiene sus dos raices positivas, sabremos cudl
es la que .expresa el valor de la fraccién continua, sustituyendo el
valor positivo de x hallado anteriormente, en la formula que da el
valor de y; asi hallaremos para valor de la fraccion continua pe-
riédica mista,

904—/ ~

como es facil comprobar.
* 432. Reciprocamente, las ralees inconmensurables de una ecua-

cioén de segundo grado cuyos coeficientes son racionales, se desarollan

en fracciones continuas periddicas.
Sea, en primer lugar, una ecuaciéon que tenga sus raices de

signos contrarios, tal como
ax™-\-hx—c=0 [31,
en la cual los coeficientes a y ¢ son positivos, y h puede ser positivo

0 negativo; pero todos enteros.
Consideremos primeramente la raiz positiva, la cual podremos

expresar haciendo n=;,~+4ac, por
— h-\-Vb"-{-hac —
X =
2a 2a
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Sea p la mayor parte entera contenida en el valor de x, y haga-

1
mos siendo X\ una cantidad positiva mayor que la unidad.

Para determinar el valor dca”i, sustituiremos en la ecuacion [3]

el valor de y hallaremos, después de hacer toda reduccidn,
—C)Xi'"M\-{2ap-+-b)xi H-a=0 [4J.

Siendo las raices de la ecuacién [3] de signos contrarios, las de
la ecuacion [4] también lo seran, y el valor positivo ae”™x. sera el
correspondiente & la raiz que vamos reduciendo a fraccién conti-
nua; asi, expresando esta condicién en la Gltima ecuacion, se tendran
que verificar (349), las relaciones

ap”N-~hp-<-c=—a', y “ap~\-h=—i?,
siendo a! un namero entero positivo, y h' entero, positivo 6 negativo.
Por lo tanto, la ecuacién [4] se convertira en
ax\""Vx\—a = 0.
La raiz positiva de esta ecuacidn seré

X —n
~al %al
porque de las relaciones de condicién anteriores, se deduce
‘N IP-x"kahp-\-kd"p™', y kaal—— — kabp-\-h:ac;
y sumando, se tiene
h"~{-k-aa' =h”-\-k-ac=n.

Representando por p\ la mayor parte entera del valor aexi, y
haciendo lo mismo que anteriormente, hallaremos

i=piN
Xi=pi .
y por la sustitucion de este valor de xi en la ecuacién anterior, ob-
tendremos otra que se reducira facilmente, & la forma
a ™M~ \-WxA— f1'= 0.

Esta ecuacién, como las anteriores, tiene sus raices de signos

contrarios, y sus coeficientes satisfacen también a la condicién
—n.

Continuando del mismo modo obtendremos la serie de ecuaciones

de segundo grado
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ax™ -~“bx —c =0
a'xin —a =0
+ 6"'x2—al =0

cuyos coedcientes enteros se hallaran ligados por las relaciones

6" -]-4ac —n
bM-j~iaa' =n [5]
—n

y los valores de las incdgnitas de dichas ecuaciones estaran dados
por las formulas
« { 1 1 4 1
S S i ARO i .
PG @ X2 08—p3i—,

de las cuales -se deduce el valor de la raiz positiva de la ecuacion
propuesta

X=p-i-
Pi 1
Po-hetc.

cuya fraccion continua vamos a demostrar que es periddica. Para
ello observaremos, que de las relaciones [5J se deduce que los coe-

ficientes a, aJ, a", a'",... son menores que —, y que los valores ab-
solutos de b, h, h’, son menores que Vn; de modo, que re-
presentando por g la mayor parte entera de y por r la de

si combinamos cada uno de los g valores positivos que puede tener
el coeficiente del cuadrado de la incégnita en la ecuacion de segundo
grado, con cada uno de los r que puede tener el de la primera po-
tencia de la misma, tomados alternativamente con signo y _,
hallaremos & lo mas 2qr combinaciones diferentes, que correspon-
deran a ecuaciones diferentes también; pero una vez hechas
estas combinaciones, a la siguiente se obtendra una de las anteriores,
y por lo tanto la ecuacién & que corresponda tendra el primeroy
segundo coeficientes respectivamente idénticos al primero y segundo
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de una de las anteriores ecuaciones; pero si suponemos que los coe-
ficientes idénticos son rt(**+0=aW y y que se tienen las
ecuaciones

y [6l,
las cuales, segin nuestra hipétesis, se reducen a
cci—al"-)=0, y o"X"N{~b a =0,
probaremos que estas ecuaciones son idénticas si demostramos la
igualdad lo cual es muy sencillo, porque de las re-
laciones [5] se deduce
(6(*+i);3+4a(i+i-itXa(«t'i=:zn=(;I-™))N-4-4a(*-)xaW ;

de donde se saca, segun la hipdtesis en que estamos,

(6,5)}2_|M4a(s-i-i-))xa(®)=(¢i(*))2-4-41i(®-")XEIfAA,

y por tanto, las dos ecuaciones [6] son idénticas, y nos dan para sus
incognitas un mismo valor; de modo que se tendré para valor de x
una fraccion continua periodica de la forma

1
X—p-\—---- -
Pi-{-

P Pi+i+etc.

Luego la raiz positiva de la ecuaciéon propuesta se reduce a fraccién
continua periddica.

La raiz negativa goza también de la misma propiedad, y para
demostrarlo cambiaremos x en —Xx en la ecuacion propuesta, y la
trasformada que resulte tendra sus raices iguales & las de la pro-
puesta, pero de signos mudados; y por tanto, la raiz positiva de
esta sera la negativa de aquella; pero dicha raiz positiva de la
trasformada se convierte, como acabamos de demostrar, en frac-
cién continua periddica; luego la raiz negativa de la propuesta goza

de la misma propiedad.
32
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¢ 433. Sea, en segundo lugar, una ecuacion de segundo grado
cuyas raices sean de un mismo signo, y supongamos que ambas sean
positivas, de modo que se tendra

ax9—ij-i-c=6], y cCc=-—- é ----------
a

en la cual los coeficientes a, b j ¢ son nUmeros enteros y positivos.

Al convertir las raices de esta ecuacion en fraccidn continua,
puede suceder una de dos cosas: que la mayor parte entera conte-
nida en cada una de ellas sea la misma, 6 que sea diferente; si
cada una de las raices tiene la mayor parte entera diferente, re-

presentando por/) la mayor, y haciendo en la ecuacion

propuesta, hallaremos una trasformada en x\ de segundo grado tam-
1
bien, y cuyas raices, sustituidas en la expresién cc:p-{--&]-, nos

deben dar los dos valores de x; ahora bien, siendo p la mayor
parte entera de los valores de x, el uno tendra que ser mayor

que p y el otro menor, y por tanto seran de la forma — y p-—--- ;

luego &) tiene dos valores de signos contrarios; pero estos valores
son las ralees de la ecuacion trasformada de segundo grado que se

obtiene reemplazando en la propuesta x por ; luego las rai-

ces de esta trasformada son de signos contrarios y reducibles por
consiguiente, segun el caso anterior, a fracciones continuas pe-
riddicas.

Siendo periddicas las fracciones continuas correspondientes & los
valores de cc,, las correspondientes a las raices de la ecuacién pro-
puesta también lo seran.

La menor de estas raices, que corresponde al valor negativo de cc*,
sera de la forma

\
/>a-retc, ’

pero se podra reducir facilmente, por una serie de trasformaciones
muy sencillas, & una de las formas

Pi
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1
n X\ A 1
1-f 1
th.-\y Pi-i-etc.
p— — =p—1\-
(IH-1y

segun que p\ sea mayor 0 igual que la unidad.
Si las dos raices tienen una misma parte entera p, haciendo

X = p\--—)—(—— en la ecuacion propuesta, hallaremos una trasforraada

en xt de segundo grado, cuyas dos ralees seran positivas como las de
la propuesta, las cuales podran tener también la misma parte entera

1
«i; de modo que haciendo Xi=pi-— en esta trasformada, hallare-
X2

mos otra que tendra sus raices positivas también, y que como las
anteriores podran tener la misma parte entera p”, pero repitiendo
esta serie de operaciones, llegaremos a una trasformada cuyas rai-
ces tendran parte entera diferente, porque si todas tuvieran la misma
parte entera, las dos raices serian iguales, lo cual es contra la hipé-
tesis. Las raices de esta Ultima trasformada estardn expresadas en
fracciones continuas periddicas; luego las de la propuesta también
lo estaran.

Por altimo, si las raices de la ecuacién de segundo grado son ne-
gativas, cambiando x en —x, se obtendra una trasformada de se-
gundo grado también, cuyas raices seran iguales a las de la pro-
puesta, pero de signos mudados, y por tanto positivas; estas seran
equivalentes, segin hemos visto, a fracciones continuas periodicas;
luego las de la propuesta también lo seran, con lo cual queda demos-
trado el teorema.

* 434. Proponemos como ejemplo, convertir en fracciéon con-
tinua las raices de las ecuaciones que anteriormente hemos hallado,

8= 0, y 659;/~—1808i/-}-1240=0.
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LECCION XLVII.

Propiedades méas importantes de las redncidas.-M,$todo de las fracciones continnas para
encontrar ana solucién entera de una ecuaciéon de primer grado entro dos rariables.

Propiedades mas Importantes do las redueldas.

* 430. EI numerador de la diferencia de dos reducidas consecuti-
yas™ 4-1 6 segun que aquella de la cual se resta sea de lugar
par & impar, considerando a cero como primera reducida si la fraccion
continua no tiene parte entei'a.

C P O A
P" Q' ~ reducidas consecutivas cualesquiera, de las

cuales la tercera sera 1428) —
N AR' O QV-hPA

Restando de cada reducida la que le precede, hallaremos

9 P_QF—PQ® R Q Qr-hP Q

Qf  pr pfQf  » QM Q V 4-P ~ A~
QQV-I-PQ—QQV— QP  — [Qp™—PQY)
(y(QV+PY) ~ “a™NQVh-P?) ’

donde vemos que los numeradores de estas dos diferencias son igua-

lesy de signo contrario; pero restando de la segunda reducida la
. , ah-\\ a ab-\-\—ah 4\

primera haflaremos —~ - = 1~ Juego el nume-

rador de la diferencia siguiente, es decir, el de la que resulta de
restar de la tercera la segunda sera — \; e! de la siguiente -]-1,y
asi sucesivamente. Con lo cual queda justificado el teorema, y por
consiguiente demostrada la igualdad

QP'—PQ~N=:%1,
en la cual P y P'son los dos términos de una reducida cualquiera,
y Qy Q' los de la reducida siguiente; debiéndose tomar el signo -h

si — es de lugar par, y el signo — si fuese de lugar impar.
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» 436. Las reducidas son fracciones irreducibles.
En efecto, si los dos términos Q y Q' de una reducida cualquiera
tuvieran un factor comdn a distinto de la unidad, el primer miem-
bro de la igualdad

QPA~PQN=%1

seria divisible por este factor; siendo el primer miembro divisible
por a, el segundo miembro £ | también seria divisible, lo cual es

absurdo; luego los dos términos de la reducida “ son primos entre

si, y por tanto dicha reducida es irreducible.

Co?iISECUENCIAS. 1 Si una fraccion ordinaria reducihle se con-
vierte en fraccion continua, y después se forman las reducidas, la ul-
tima sera el valor de la fraccion propuesta totalmente simplificada.

2." La inferencia de dos reducidas consecutivas cualesquiera es
=tl, dividido por el producto délos denominadores de las mismas,
segun que ;a reducida minuendo sea par 6 impar.

* 437. Las reducidas de lugar impar son menores que la fraccion
continua total, y las de lugar par mayores. Y cuando es limitad-a la
fraccion continua, la ultima reducida es igual & dicha fraccion.

Q

0 P R . iy .
bean —, — y — tres reducidas de la fraccion continua general

cuyos cocientes incompletos son a, h,c,... p, q, r, s, i,... Segun la
- . . Qrn-P
formacion de las reducidas, se tiene (428) . Si ahora re-
R'" Q'r-hF'
presentamos por y todo el resto de la fraccién continua a partir del
cociente incompleto r, es decir, si hacemos

y=rn ey [1]

i-}-etc.

y sustituimos r por y en la reducida anterior, hallaremos la fraccién
Qy-f-P

gz--H-P— que nos expresara el valor de la fracciéon continua to-
tal, la cual podremos representar por x; de modo que se tendra
X ~ Qi/-hP

QZH-P™*
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Si ahora restamos de cc cada una de las reducidas consecutivas

P Q

y — hallaremos las dos diferencias

p Oij+P p (QP'— PQOy

P Q'Y+F  pr p(QAy+PO  P(QYH-F)

Q v o — PO oy L&
Qi/n-F QQY-hpOo  Q(Q"-i-F)

donde vemos que si la reducida — es, para fijar las ideas, de lugar

impar, en cuyo caso g es de lugar par, la diferencia QP~~PQ' es

positiva, y hay que tomar los signos superiores; lo cual nos prueba
. . p - Q )

que la diferencia cc— — es positiva, y X — -- negativa, y por tanto

p
la reducida de lugar impar es menor que la fraccién continua

y es de lugar par, es mayor, segln se queria demostrar.

Consecuencia. EIl valor de la fraccion continua, total estd com-
prendido entre dos reducidas consecutivas.

* 438. Una reducida cualquiera se aproxima mas & la fraccion
continua total que la reducida anterior.

En efecto, de las igualdades [2] se deduce que la diferencia

entre el valor de la fraccién continua a; y la reducida €s menor

que la diferencia entre la misma fraccién y la reducida anterior —;

porque prescindiendo del signo, el valor absoluto de la di-

. Q \
ferencia x — el de la diferencia
P y
X PA~PACQN2ZH -PYY’ numerador déla primera diferen-

cia, mayor que 1, segun indica la igualdad [1], y el denominador de
la misma P~Q'y-hPO, menor que el denominador de la segunda di-
ferencia Q\Q'y-hPO7 pyes teniendo ambos denominadores el factor
comun Q'l/-hP~ el otro factor PNMes menor que Q' segln se deduce
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de su formacion (428); luego por esta doble razén la diferencia se-
. .. Q . .
gunda es menor que la primera, y la reducida — se aproxima mas a

la fraccion continua que la reducida anterior P segun queriamos
demostrar.

Consecuencia. Siendo la fracciéon continua mayor que las re-
ducidas de lugar impar, y menor que las de lugar par, y aproxi-
mandose cada reducida a la fraccion continua mas que la anterior,
se sigue que las reducidas de lugar impar van aumentando, y las de
lugar par disminuyendo, y las de ambas clases van convergiendo ha-
cia el valor de la fraccién continua total, por cuya razon se les llama
también a las reducidas fracciones convergentes.

* 439. EI error que se comete lomando una reducida cualquiera por
el valor de la fraccion continua total, es menor que la unidad dividida
por el denominador de dicha reducida multiplicado por la suma de este
denominador y el de la reducida precedente; 6 menor que la unidad di-
vidida por el cuadrado del denominador de la reducida que se considera;
6 por ultimo, menor que la unidad dividida por dicho denominador
multiplicado por el de la reducida anterior.

En efecto, el valor absoluto de la diferencia entre una reducida
y la fraccion continua total x, prescindiendo del signo, es

- Q__ L m .

pero siendo y mayor que la unidad, segin se deduce de la igualdad
[1], si la suprimimos en el denominador, es claro que dicho deno-
1

minador habra disminuido, y por tanto el quebrado

mayor que X — o , luego la diferencia que hay entre Q y ai es me-

\
fior que g "py menor que la unidad dividida por el

denominador Q' de la fraccion dada multiplicado por la suma Q'-hP~?
de dicho denominador y el de la precedente.
Si en la igualdad [3], ademas de suprimir y, suprimimos la can-

tidad P~ la fraccion que resulta — seramayor que q,\,
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y con mas razén gne la diferencia oi— luego la unidad dividida

por el cuadrado del denominador de la reducida que se considera es
mayor que la diferencia entre dicha reducida y la fraccién continua
total, y por consiguiente, es un limite del error que se comete to-
mando la una por la otra.

Por altimo, suprimiendo el sumando Q'y del segundo factor que

hay en el segundo miembro de la igualdad [3], hallaremos la fraccién
A « 1

que sera mayor que todos los anteriores
Q2 Q'(Q-hP)

1
QMQV 1PQ ~ tanto expresa también un limite del error que se

comete al tomar la reducida por el valor de la fraccion con«-

nua total.

El orden de aproximacion de estos limites es aquel en que los
hemos enunciado, y de todos ellos el que generalmente se usa en
las aplicaciones, es el segundo.

* 440. Del principio- anterior se deduce que para hallar el valor

de una fraccion continua en menos de una cantidad i , bastara llegar

hasta una redmida cuyo denominador sea igual 6 mayor que la raiz
cuadrada de S

Si la fraccion continua es limitada, no sélo obtendremos redu-
cidas que se diferencien de ella en raénos de una cantidad dada,
sino que podremos llegar a la Gltima la cual expresa el valor exacto
de dicha fraccion. Respecto a las fracciones continuas ilimitadas ob-
servaremos que siempre podremos llegar a obtener una reducida
cuyo denominador sea igual 6 mayor que una cantidad dada " por
muy grande que sea; pues segun la formacion de las reducidas van
creciendo sus términos indefinidamente, & medida que crece el nu-
mero de cocientes incompletos que se consideran. Por lo tanto siem-

pre podremos llegar a una reducida” cuyo denominador Q' sea

igual 6 mayor que la raiz cuadrada de S, en cuyo caso tendremos

de donde y dividiendo la unidad por cada una
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de estas cantidades, se halla

QJ
po™ ')

Donde vemos que la reducida ~ se diferencia de la fraccion
i Q
4
continua total (pen una cantidad menor que la fraccion dada -

segun queriamos demostrar.

* 441. Una reducida cualquiera se aproxima mas a la fraccion
continua total, que cualquiera otra fracciéon que tenga sus términos
respectivamente menores que los suyos.

B ) . Q o m ) -
bea una reducida cualquiera 6 y una fraccién — cuyos térmi-
n
nos m y n son respectivamente menores que Q y Q', y vamos & de-

mostrar que — se aproxima & la fraccion continua mas que el
quebrado —.
n
En efecto, sea — la reducida anterior & la propuesta, y supon-
m - 7z - -
gamos que el quebrado = no sea igual a esta reducida; pues si fuera
igual, se aproximaria menos & la fraccién continua que (438), y

P ™
el principio quedaria demostrado. Siendo = y — fracciones diferen-
n

tes, habra entre ellas una diferencia
P m Pn—mV

P nv’'
Q. P - .
pero la que hay entre 2 y ~ 6S, prescindiendo del signo,
Q i 1 Pn—mP’
y como <
Q' P V'Q' ... PQ " nV

por tener el numerador 1 igual 6 menor que Pn—mP' y el denomi-
nador P'Q' mayor que nP', porque ambos tienen el factor comun P’
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y el otro factor Q' del primero es mayor, por hipotesis que el segun-
do factor n del segundo.

Siendo la diferencia Y ~ menor que la de — y —, se si-
te r m

m
gue que la fraccion — no puede hallarse comprendida entre las re-

, P
ducidas DX Q luego tiene que ser menor que la menor 6 mayor

que la mayor; pero jj?, valor de la fraccion continua total, se halla
comprendido entre las dos reducidas (437 coxs.J, es decir, es mayor
gue la una y menor que la otra.
Esto supuesto, si las colocamos en 6rden de magnitud, se tendra
una de estas combinaciones
m ¥ Q NP Q

m
en el primer caso, — se diferencia de x mas que la fraccion que se

halla intermedia — ; pero esta fraccién se diferencia de x mas que

) ) m o
luego con mas razén — se diferenciara de a: mas q u (63 En el
n

segundo caso se ve evidentemente que se aproxima mas ax que

m Q

b Juego vemos que o se aproxima mas & la fraccion continua to-
- m -

tal que la fraccién icuyos términos son menores que los de la re-

ducida, segun se queria demostrar.

método de la<* fracciones continuas para encontrar nna soliiclou entera
de unaecuacion de primer grado entre dos variables.

e 442. La teoria de las fracciones continuas nos da un medio de
hallar directamente una primera solucidon entera de la ecuacion de
primer grado con dos variables

ax-\-by=h.
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En efecto, siendo ay 6 niUmeros primos entre si, como se ha

a
supuesto (393), si desarrollamos el quebrado irreducible —en frac-
cién continua, hallaremos una que sera limitada (429) y cuya

a
ultima reducida seré la misma fraccion irreducible - . Esto supuesto,
0

X
sea— la reducida anterior a la ultimay tendremos, segun hemos
n

visto (435),
an— bm—dz 1;
multiplicando esta igualdad por +4, se hallara
a x {ztnk)-\-"X =Fnvj=k;
de modo que haciendo x=ztn7i é y=zpmKk, la ecuacién propuesta
gueda satisfecha; luego dznk y zpm/é es una primera solucién de la
ecuacion axd~bjj=&; las demas estaran comprendidas, como ya lo
hemos visto, en las formulas
x=tnkzpbt é y=zfimk-t:at.
* 443. Por este método se puede ver que si los coeficientes a2 b

tienen un factor comun &, la ecuacion dada no puede tener soluciones

enteras™ 4 no ser que este factor se halle también en la cantidad
constante .k.

En efecto, supongamos que a y &tengan el factor comun ay se
tenga a—"\(¢, y b=3-1/; la tltima reducida que es una fraccioén irre-

al a m
ducible Z)?nos expresara el valor de Py de modo que llamando — & la
n
reducida anterior, se hollara
a'n—b'm=ziz\ de donde dza'n/czpb'ml=7i;

multiplicando y partiendo los dos términos del primer miembro de
la dltima igualdad por «, se tendréa

, ztnk , ZpmA) , dznk ,
k 0

pero siendo my n ndmeros primos entre si, (436) y debiendo divi-
dir a & los productos nky mk pora que los valores de a; € y sean en-
teros, es menester que « divida a/;, lo cual queriamos demostrar.
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LECCION XLVIU.

Proj~resiones por diferencia 7 cociente.—Sama de potencias semejantea y enteras délos
términos de nna progresion por diferencia.—Aplicaciéon & las pilas de balas.

Progresiones por dlferenelu y cociente.

i44. Las progresiones por diferencia y cociente véanse en nuestra
segunda edicion de la Aritmética lecciones xIvi y x1vii.

Sama de potencias semejantes y enteras de los términos de unaprogre-
si6n por diferencia.

* 445, Sea la progresion por diferencia

cuya razon es r, y n el nimero de términos. Segun la definicion, se
tiene la série de igualdades b=a-j-r, c=b-\-i',... k=h-\-r,
que elevadas a la potencia m-hl, nos dan

2
Sumando miembro a miembro estas udltimas igualdades, su-
primiéndolos términos 6"+*, O"+*, ... ~'«+', comunesa los dos miem-

bros, y por altimo, pasando al primer miembro el término a"'+*, se
tendra

(m-1-Hw

2
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Establezcamos ahora, para abreviar, las igualdades siguientes
Si=za +6 -i-c+ ... _j-¢ _i;
S,rzra2-i_ 62 i _cN+,..

y tendremos, sustituyendo estas cantidades S,, Sj... S« en la igual-
dad anterior,

de donde se saca la formula

Je+i_a™+i m ., m(m-~i)
Sm=/
(w-hh)r 2 2-3
mfm-1)fm-2) _ , m(m-1 m
2.3 i - 2.3.4 ., .. MS» L, kT - .,

en la cual el dltimo término corresponde al valor de jo—m + |. Asi,
dando a m los valores sucesivos 0. 1, 2, 3,... en cuyo caso debere-
mos parar en los términos que corresponden & los valores de
p—i, p=2, p=3, p=i, etc., hallaremos las formulas particulares
gue nos dan las sumas de las potencias de los términos de una pro-
gresion aritmética, cuyos exponentes respectivos son O, 1, 2, 3, etc.

* 44&. Consideremos como caso particular la progresion de la
serie natural de los nimeros -7- t . 2.3 .4 . ... N, enla cual se
tienea=1, r—1,/=N; por consiguiente, tendremos que la for-
mula general anterior se convertira en

2.3. 1 )--2.3.4 ... "> e

y haciendo sucesivamente m=0, 1,2, 3, etc., en cuyo caso debe-
remos parar en los términos del desarrollo correspondientes a los
términos en que p tiene los valores respectivosp=I, 2, 3, 4, etc., y
que por ser cero dichos términos no se escriben, tendremos

N—1
'+ N =N.
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N—1 1 2N-hN:-I-N-t-1  N(N+t)
2 2
N3_I 9 9 i N(N-H)(2N+1
R e N (s ory= NIN-H)EN+D)
6
NA1 3 3.2 3 i N2;m_i <\

jtpilcuclon a fa» pilas cie balas.

* 447. En los arsenales y parques de artilleria se hallan las
balas de un mismo calibre arregladas en pilas, las cuales pueden ser
triangulares, cuadrangulares 0 rectangulares.

Pilas triangulahes. Estas pilas se componen de capas de ba-
las que forman tri<angulos equilateros, y de los cuales cada uno tiene
en su lado una bala ménos que en e! triangulo 6 capa inferior, de
modo que la ultima capa superior la forma una sola bala.

Para calcular las balas que contiene una pila de esta especie, lla-
memos n al nimero de las que se compone el lado del triangulo
que forma la capa inferior, y el nimero de balas de esta base,
y se tendra que dicha base se compone de n filas, de las cuales la
primera contiene 1 bala, la segunda 2, la tercera 3, y asi sucesiva-
mente hasta la enésima, que contiene n; luego el nimero total de
balas de esta primera capa, sera

_Hvi,
Cn=1-(-2-h3...+n:~--~ (450, ej. V).

Si en esta formula hacemos sucesivamente n igual & los numeros
1, 2, 3,... n, se hallara que el nimero de balas contenidas en cada
capa, sera

r, N 2042 374-3 n n'4-n

De modo, que llamando P, al nimero total de balas que contiene la
pila, se hallara n

1241 2272 323

P.=
2 2
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Olo que es lo mismo,

' 2 2
Donde vemos, que el numerador de la primera fraccion es la suma
de los cuadrados de los n primeros numeros enteros, y el del segundo
la suma de estos ndmeros; por consiguiente, segun el numero an-
terior, se tendra la formula que da el numero de balas de una pila
triangular,

12 ' 4 6
Ejemplo. Sallar el niumero de balas que contiene una pila trian-
gular, cwja capa inferior tiene por lado 20 balas.
Segun la formula hallada, se tendra que el nimero de balas de
la pila triangular, sera

A 25x26x27
= L ==26Xx13x9=2925.

Pilas coadrangulares. Estan compuestas de capas de balas
que forman cuadrados, de los cuales cada uno contiene en su lado
una bala ménos que el inmediato inferior; de modo, que la Ultima
capa superior no tiene mas que una bala.

Para hallar el namero de balas que contiene una pila de esta es-
pecie, observaremos que, siendo n el nidmero de balas que tiene el
lado de la capa inferior, dicha capa se formarda de nxn=n"; la in-
mediata superior, cuyo lado tiene una bala ménos, contendra
{n— \{n~*"\]—[n— \f; la que sigue tendra (—2)(n—2)= [n—2)2,
y asi sucesivamente, hasta la antependltima, que tendra 3x 3= 37%
la pendltima 2x2=2S y laultima 1x1 6 1. De modo, que llaman-
do Pe al numero de balas de la pila cuadrangular, se tendra

fi(n-1-1)(2n-f-1)
' N (N38).

Ejemplo. Determinar el nUmero de balas de unapila cuadrangu-
lar, cuya base inferior tiene por lado una jila de 23 balas.

Segun la formula, se hallara

N 25x26x51
g ———————— =25x13x17=5525.

Pilas rectangulares. Se diferencian estas pilas de las cua-
drangulares, en que sus capas son rectangulos en vez de ser cuadra-
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dos, de modo que cada una contiene una fila ménos, y cada fila una
bala menos que la capa inmediata inferior; asi, la Ultima capa supe-
rior estd formada por una fila, que supondremos contiene i/i-j-1
balas.

Esto supuesto, la primer capa contendra m-hl balas; la segunda
contendra dos filas de m-\-2 balas; la tercera tres filas de y
asi sucesivamente; la ultima contendra, suponiendo que son n el
numero de capas, n filas de 7n~j-n balas. Luego el nimero total de
balas que una pila de esta especie contendra, sera, llamandole Pr,

P,.=(m-f-1)-i-2[m-f-2)H~3(m-(-3)-i-... n(m-+-n)=
mtl+2+3+..+n)+(15!+22-]-32+...
.n(w-hl) n[nn-1)2n + 1)
2 6 -
Y reduciendo & un comiUn denominador, se halla por ultimo
’_l‘_ n;n+1)(3mH-2n-f-1)

6

Si se quisiera determinar el nimero de balas que contiene una
pila rectangular, por el que tienen las dos filas de la base, ¢ sea de
la capa inferior, observariamos, que habiendo representado por m-|-1
el namero de balas que tiene la capa superior, la fila mayor de la
base es m-f-n, y la menor es n; de modo, que llamando N al nu-
mero de balas que tiene la fila mayor de la base, y n al de la menor,
se tendréa

N= 7 + 7;. de donde, 2u= N—n.

Sustituyendo el valor de 7nen la férmula anterior, hallaremos la
nueva formula
n(n-1-~) BN—n-{-1)

6
que nos da el namero de balas de una pila rectangular, conociendo
el nimero de balas que contienen las dos filas de la capa inferior.
Ejemplo |. Hallar el numero de balas que contiene una pila rec-
tangular de \O capas, y cuya fila superior tiene también \O balas.

Aplicando la primera férmula, se halla

n IOX'HxiaT-hSO-hi)
Q

P .=

ATOX'I'IXSANSSO.

Ejemplo Il. Hallar el numero de balas que contiene una pila reo-
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fangular, cuya base tiene por lados dos filas que contienen la mayor
19 balas y la menor 10.

Aplicando la segunda férmula, hallaremos
10XxMx(57—I1Q-H)
p .=
6

= 448. Cuando las pilas se hallan truncadas, y por consiguiente

la capa superior se forma de varias Olas, se hallara el nUmero de

balas que esta pila truncada contiene, determinando el nimero de

balas que contenga la pila total, después el de la pila que falta, y la

diferencia de estos dos nimeros serd el nimero de balas del tronco
de pila.

-=/10 X'lIx 8= 880.

LECCION XLIX.

Ecuaciones exponenciales, su resolucion.—Condiciones para que el ralor de & sea conmen-
surable en la ecuacién exponencial.—Casos particulares ei*que se simplifica la resolucion
de la exponencial.

Eciiacioucs cxponeucialc«!, su rcsoliiclou.

449. Se llama ecuacion exponencial, aquella en la cual viene la
incognita como exponente; asi a”~b es una ecuacion exponencial,
y de las mas sencillas.

450. La expresion a*, en la cual a es mayor 6 menor que la uni-
dad, puede representar cualquiera cantidad dada positiva.

En efecto, hemos visto en la leccidn quinta, que la diferencia

A" —A"" 0 —A , segun que A sea mayor 6 menor que
Ja unidad, puede ser menor que dando a n un valor suficiente-
mente grande; lo cual nos prueba que, si 4 & le damos valores tan
poco diferentes unos de otros como queremos, la expresion a® reci-
bir4 también valores tan poco diferentes entre si como se quiera; lo
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cual se expresara diciendo que, si x varia por la ley de continuidad,
la exponencial varia del mismo modo.

Esto supuesto, sea Si damos & x valores negativos des-
de — oc hasta O, y luégo positivos desde O hasta -f-oo , hallaremos

para valores de la exponencial los siguientes:
= n,...— 0, 1, -f-oo0,
4 4 4
0 Y ;' 4, fi®., 00

luego si a o; damos valores que crecen desde — oo hasta -f-o0 , la
expresion crecera desde O hasta oo .

Reciprocamente, si la expresion a® la igualamos a una cierta can-
tidad b, y hacemos que b crezca desde O hasta oo , X crecera desde
—» hasta H-00 ; por tanto, no hay cantidad positiva que no pueda
estar representada por en la cual a es mayor que la unidad.

Si fl<4, se podra representar por una fraccién de la forma —,

a,
en la cual a, serda mayor que la unidad; y entonces, dando & x va-
lores desde — oo hasta -{-00, hallaremos para a* los valores si-
guientes:

:—CC,...—I’],..."'Z,—i, 0, 1, 2,... n,..o00,
‘ 4 4 4
00 at a,
h d GC

resultados completamente distintos de los hallados cuando 0;> 4.
Por estas dos series de valores hallados para a®, vemos, segin
qgueriamos demostrar, que cualquiera cantidad positiva h puede
estar representada por en la cual a r]- 4, siendo x una cantidad
real conmensurable 6 inconmensurable, positiva 6 negativa, pero

Unica; pues en la serie de valores dados & a? desde — oo hasta

+00 , s6lo hay uno para el cual la expresion puede valer una

cierta cantidad b.

404. Cuando la cantidad a es positiva y diferente de la unidad,
acabamos de ver que +' puede representar cualquiera cantidad po-
sitiva; vemos ademas que dicha expresion nunca puede valer una
cantidad negativa, pues una cantidad a positiva elevada & cualquier
potencia, siempre da un resultado positivo.

Si con el objeto de obtener de la expresién resultados negati-
V0S, SUPONEeMos que a es un numero negativo, y consideramos la
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exponencial (— a)~=b, hallaremos que la expresiéon (—a}” no es
continua; es decir, que a valores de x que siguen la ley de conti-
nuidad, no corresponden, como en a®, valores que siguen la misma

ley de continuidad en la expresion (— Para demostrarlo demos
a X valores sucesivos de la forma oc— , -V Y
%m-\-i N 2m n

hallaremos que la expresion (—aY pasa alternativamente de positiva
k negativa, de negativa 4 imaginaria, y asi sucesivamente; luego la
expresion (—a)* no puede representar cualquiera cantidad, ya sea
positiva, ya negativa; por lo cual no se consideran las exponenciales
de esta especie.

452. Segun la discusién que acabamos de hacer, vemos que
siempre hay para x un valor real conmensurable 6 inconmensurable,
positivo 6 negativo, que verifica a la ecuacion a”=h, en lacuala y 6
son cantidades positivas, y a distinta de la unidad; ademas que este
valor es Unico, pues en laserie de valores que recibe x, desde — oo
hasta H -x , seguiendo la ley de continuidad, s6lo habra uno, y nada
mas que uno, para el cual la exponencial recibira el valor par-
ticular h. Hallar este valor en un caso dado, es lo que constituye la
resolucion de laexponencial a™=b.

* 453. Para proceder con método en la resolucion de la ex-
ponencial

a™=b [i1,
distinguiremos los seis casos que se pueden presentar; tres que
corresponden al caso de ser y otros tres cuando a<4, los
cuales se hallan comprendidos en el siguiente cuadro:
b<ia
b<a £*<1, b:>a.
i&<1' (&>1
Primer CASO. a>1, &a4>"'l, b~a.

Siendo a>1, dando & & valores sucesivos desde 1 en adelante,
a® ira creciendo cada vez mas, a partir de a; luego llegaremos & en-
contrar un valor entero « de &que nos dé a”=b, en cuyo caso la
ecuacion queda resuelta, y el valor de cc es a; ( llegaremos al
encontrar dos numeros m y m-h'l, que comprenderan al valor de x;
porque se tendra

luego X tendra que ser mayor que my menor que m-f-I.
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Hagamos, pues, cc= mH—
y

Siendo ” una cantidad mayor que la unidad, y puesto que este
valor de cc ha de verificara la ecuacion [IJ, sustituyamoslo, y se
tendra

m\—
a 'y
de donde se deduce, dividiendo por a", y después elevando a la po-
tencia y.

representando por o, la fracciéon — .

Si comparamos esta ecuaciéon [2] con la propuesta, veremos que
ambas se hallan en las mismas condiciones. En efecto, en la ecuacion
propuesta se tiene y en ésta se tiene también porque

h
de larelacion a”<C,h sesaca — > 1, 6 ai>1I; en aquella se tiene

y en ésta también se verifica que como se deduce de
la relacion dividiendo por a”~. En efecto, , 0

luego si la ecuacion a(J=a, se halla en las mismas condicio-
nes que la propuesta a”~=h, podremos hallar del mismo modo la
parte entera de la incégnita y, sustituyendo en la ecuacion [2] la

serie natural de los nimeros 1, 2, 3,... hasta llegar & uno que nos
dé el valor exacto de ?/, 6 hallar dos nimeros n y n-t-1, que nos

den ai"<Ca y en cuyo caso el valor de y se hallard com-
1
prendido entre ny n-\~i, de modo que podremos hacer y = n-\—\B.

Lo mismo que anteriormente sustituiremos este valor dey en la
ecuacion [2], puesto que debe verificarla, y hallaremos otra de la
forma o/ —a,, con la cual haremos lo mismo que con las anterio-
res, puesto que se halla en el mismo caso, y obtendremos el valor

1
js=p-\— , ylanueva ecuacién aXk=a 2
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Continuando de la misma manera, iremos obteniendo la serie de

R N
valores w= oH—I, i5= r+ —, etc.
Vv v
Si ahora sustituimos todos estos valores sucesivamente en el de

X, hallaremos la fraccion continua

1
&= m-}-
A

P- i
2 r-+-etc.,
gue nos expresara el valor de x exacta 6 aproximadamente, segun
lleguemos a un dltimo cociente exacto 6 no.
Segundo caso. a>1, (>1, £»<a.

Si hacemos cc=0 en la ecuacion [1], se tiene a"= 1; pero ha-
ciendo x=\, se halla = a; y como se tiene 6>'l y 6<0, es
claro que el valor de x estara comprendido entre O y 1; de modo

1
que podremos hacer x = —.

y
Sustituyendo este valor en la ecuacién [1], hallaremos
1

=h, de donde h'-"=g;

cuya ecuacion se halla en el primer caso, por ser Yy a>6;
luego se hallara para valor de y una fraccion continua, y por tanto
la ecuacion quedara resuelta.
Tercer CASO. a>1, a<l«
Siendo b<a, como facilmente se ve, no puede recibir en la
exponencial a”=b, valores positivos, pues el valor O nos da ya un
resultado a°=1 mayor que 6; luego el valor de o: ha de ser menor

que cero, es decir, negativo; esto supuesto, hagamos x = —y, y la

1 1
ecuacion propuesta se convertira en a~'->=h 6 donde

Pero siendo 6<Ci » I* fraccion —sera]>1; y como a'~b, la ecua-
0

\
don ay=~ se halla en uno de los dos casos anteriores, y por tanto
b

podremos hallar, como ya se ha dicho, el valor de la incognita v,
el cual, tomado con el signo —, nos dara el de x.
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Cuarto CASO. ax<C(Cl, h<C.a. -

Siendo a<1, la expresion hemos visto que decrece indeflni-
damente & medida que el exponente x va aumentando; de modo,
que si & B le damos los valores sucesivos 1, 2, 3,... llegaremos a
encontrar uno que nos dé el valor exacto de x, que verifica a la
ecuacion propuesta, a~=b, 6 hallaremos dos nameros consecutivos
m y 772+1, que nos daran y y por consiguiente el

valor de x estara comprendido entre estos dos nimeros.

1
Hagamos, pues, x=m ~}— . Siendo y mayor que la unidad, y

y o . L
puesto que este valor de x ha de verificar a la ecuacion propuesta,
1

sustituyéndole se hallara lo mismo que en el primer caso, a y=h
60 a~=a; pero de las relaciones y se deduce que
esta ecuacién a~~=a se halla en las mismas condiciones que la pro-
puesta a~=b; por tanto, podremos hallar, lo mismo que en el pri-
mer caso, una série de valores

! : h1 etc
- m+ -, u=q-~ o
y z u d \%

los cuales nos daran por valor de x una fraccién continua.

Quinto CASO. a<1l, 6<1, 6>ct. Se reduce al cuarto caso, del
mismo modo que el segundo se redujo al primero.

Sexto caso. El valor de x es negativo como en el tercer caso,
y se reduce al cuarto 6 quinto, del mismo modo que aquél se re-
dujo al primero 6 segundo.

Ejemplo. Sea hallar el valor de &, que verifica ala ecuacion

10«=200.
Dando ax los valores 1,2, 3, etc., se ve que el valor de x se
AT

halla comprendido entre 2y 3; de modo que haremos a?=2+—.

Sustituyendo este valor de x en la ecuacion propuesta, hallare-
mos, después de toda reduccidn.

Sustituyendo en vez de y los numeros 1,2, 3, etc., se halla que
el valor de y esta comprendido entre 3 y 4; por tanto, haremos
i
y=3+—.



EXPONENCIALES. 359
Sustltuyamos este valor en lii ecuacién anterior, y hallaremos

después de toda reduccién (1 el valor de -s se halla en esta
ecuacion comprendido entre 3y 4, de modo que haremos Z

Sustituyendo este valor de -s en la ecuaciéon anterior, se hallara
(1,024)".=n,23, en esta ecuaciéon el valor de w se halla compren-

dido entre 9 y 10, por consiguiente, haremos «=9 + -*

Sustituyendo este valor en la ecuaciéon anterior, hallaremos

{1,009r=1,024, en donde el valor de u se halla comprendido entre
2 y 3, de modo que haciendo tendremos, sustituyendo

estos valores en el de X, la fraccion continua

1
2-t-etc.
Y formando las reducidas se hallara segun la regla (428)
7 23 214 4ol
3’ 10’ ™93’ 196
esta Gltima se diferencia del valor de cc en ménos de la cantidad
N

___i— epor consiguiente, si la reducimos a frac-
196(1964-93) 56044

cion decimal, se hallarda una cuyo error principiara en la quinta
cifra: asi se tendri a;=2,30102 numero cuyas cuatro primeras ci-

fras decimales son exactas.

Coadiciones pava que el valor de ™ sea coiimcusurable ea la ccuacioa
cxponeuclal.

» 454. Como el valor de a: que verifica & la exponencial a”~=b,
viene bajo la forma de una fraccién continua, conviene saber cuando
ésta sera limitada 6 ilimitada; es decir, cuando ic serd conmensura-
ble 6 inconmensurable.

Sean, en primer lugar, a y 6 dos numeros enteros y veamos
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a qué condiciones tienen que satisfacer para que x sea un numero

conmensurable
Si el valor de x, que verifica a la ecuacion exponencial propuesta,

L 1 m 7z
es conmensurable e igual a —, se debera tener
n

a« = 6, de donde

Esta relacion nos manifiesta que todo factor primo ade a, tiene
gque estar contenido necesariamente en & pues de lo contrario divi-
diendo por él, el primer miembro seria entero y el segundo frac-
cionario, luego para que las igualdades anteriores puedan verificarse,
es necesario como condicion precisa que a y b contengan los mis-
mos factores primos. Luego si se tiene, por ejemplo,

se debera tener
Sustituyendo estos valores en la relacion a”=b”, tendremos
Arm asm— ,p'nog'nyr'n?.s'n

Para que esta Gltima igualdad se verifique, es necesario que cada
factor primo se halle repetido en arabos miembros un mismo nu-
mero de veces, pues de lo contrario dividiendo por aquel que en
uno de los dos miembros estuviera elevado a mayor potencia, nos
daria el absurdo de ser un numero entero igual a un fraccionario;
luego tendremos, por segunda condicidn

pni—p'n, gm=g‘'n, rm—r'n, sm=s%
de donde ntomog mor m
n p*n g n r’ n s

Reciprocamente, admitamos que se tengan las igualdades

pf of of

o] q r s’
Si h = ~— tendra px—p’, gx—q’, rx—r'
i hacemos x 5T q Sse endrd px—p (ixlq rx—r

SX~S',y por consiguiente

Luego para que x sea conmensurable en la exponencial a*=b, es
necesario y suficiente que ay b se compongan de unos mismos facto-
res primos, y los exponentes de b estén con los de aen una misma
relacion.
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* 400. Bl los factores de a vienen elevados d la primera potencia,
para que x sea conmensurable en la ecuacion exponencial a*=b, es
necesario que b sea una potencia exacta i/e a.

En efecto, sea se deberd tener por primera condicion

y por segunda p~—(f—'d=s", luego —

y por consiguiente la ecuacién exponencial se con-
vierte en de donde x=p\ que nos prueba que no so6lo x es
conmensurable sino entero é igual al exponente de la potencia que
expresa h. Asi' en la exponencial \0O”~=b, x no puede ser conmensu-
rable mas que en los casos de ser b una potencia de 0y entonces
no sélo es conmensurable, sino entero.

* /io6. Sean, en segundo lugar, a y 6 ;0s numeros fraccio-

narios de la forma—ﬁ y L La igualdad se convertird en
L

h"k"A=h'»"]e.

Siendo hy // primos entre si, lo mismo que 7y Id, sus potencias
respectivas también lo seran; asi, para que la igualdad anterior’se
verifigue, es necesario que se tengan las igualdades y h T,
qgue nos prueban que los numeradores de las dos fracciones que
representan alas cantidades a y b, han de estar formados de los mis-
mos factores primos, y éstos elevados & exponentes cuya relacion sea
igual en todos; y lo mismo se ha de verificar respecto & los denomi-
nadores.

casos particulares ¢. que se sinipllUca la resolucién de la expoucnclal.

* 457. La resolucion de la exponencial a™—h, se simplifica no-
tablemente, siempre que las cantidades a y 6 sean potencias de un
mismo ndmero primo.

Sea, por ejemplo, 8'= 128, la ecuacion exponencial que quere-
mos resolver. Siendo 8=2",y 128=2", la ecuacion anterior se con-
vertirden (2')'= 2" 6 2*'=2', de.donde se deduce inmediatamente
3cc=7, de donde a?=2~.

Si la ecuacion fuera 125-= 3125, observariamos que ~25 es igual
67~ y 3125 es lo mismo que 5° luego la ecuacién propuesta se con-
vertirqd en 5= 5" de donde 3&= 5 ¢ a?=1-f*
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Si a se compone de factores primos elevados a la primera poten-

cia, el valor de x ser4 conmensurable 6 inconmensurable, segln
que hsea 6 no una potencia exacta de a\ en el primer caso x sera
igual al exponente de dicha potencia, en el segundo el valor de so sera

inconmensurable.

LECCION L.

De los logaritmos considerados como exponentes. Perfecta correspondencia entre ambos
modos de considerarlos.—Demostracion de las propiedades de los logaritmos, y construc-
cion delas tablas por las ecuaciones exponenciales.—Disposicion de las tablas de Gilet

De los log;arU9uos con-~iderados como cxpoucates. Perfecta corrcspon.
deuda entre aiulios modos de considerarlos.

408. La delinicion que hemos dado en Aritmética diciendo que
los logaritmos son: los términos de una progresion por diferencia que
principiapor O, correspondientes a los términos de una progresiéon por
cociente que principia por \, se le llama elemental. Algebraicamente
se definen los logaritmos diciendo que: el logaritmo de un numero
cualquiera es el exponente de la potencia & que debe elevarse una can-
tidad constante, llamada base, para reproducir el nUmero dado.

Asi como en Aritmética hemos deducido los logaritmos de dos
progresiones, una por diferencia y otra por cociente, en esta otra
manera de considerar los logaritmos, los deduciremos de la ecuacién
exponencial b~=y, en la cual b representa un nimero constante y
en general mayor que la unidad, tj un nimero positivo cualquiera
y 0j el logaritmo de este numero; el nUmero constante b que elevado
a una potencia x ha de reproducir el nUmero y cuyo logaritmo es x,
es a lo que se da el nombre de base de los logaritmos.

459. Debiendo representar la exponencial cualquier nimero
positivo y, es necesario que la base b, sea positiva y distinta de la
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unidad-, si no cumple con estas dos condiciones la exponencial ¥ no
podra representar un numero cualquiera.

No teniendo que satisfacer la base h & mas condiciones que & ser
positiva y distinta de la unidad, podremos elegir para valores de b,
tantos nimeros como queramos y como enténeos los exponentes de
las potencias de la base que nos reproduzcan un mismo ndmero n,
seran desiguales, se sigue que un mismo nimero podra tener tantos
logaritmos como queramos, y que todos dependeran del valor parti-
cular que demos & la base b; asi, llamando x, m', los expo-
nentes de las potencias & que hay que elevar las bases 6, b',
para que nos reproduzcan el mismo namero n, esdecir, que si se tie-

ne b'=n, b''n, b"= n,... cada uno de estos exponentes

aj, x', sera el logaritmo del nimero n, considerado respectiva-
mente en los sistemas cuyas bases son b, b'A...
460. Cualquier sistema que se considere se tendra que el lo-
garitmo de la unidad es O, y el logaritmo de la base es 1.
En efecto, la exponencial b= y nos da, haciendo sucesivamente
é y—b,
bm~=" de donde a= 0Oy = 4, de donde x 1.
461. A poco que se examinen los dos modos de considerar los,
logaritmos, veremos la exacta correspondencia que hay entre ellos.
En efecto, de la deflnicion aritmética se puede deducir la alge-
bréica, y al contrario. Para demostrarlo consideraremos las dos pro-
gresiones que constituyen un sistema de logaritmos
— Ly g-3: -  ~g:g™ql COflI-
ol (-3r}.(-27-).(-0.0 .r . L3r nr....
Si ahora representamos por b la raiz aritmética del grado r de

la cantidad q, tendremos \*g = b, de donde g==b” cuyo valor sus-
tituido en la progresion anterior nos convertira el sistema [1J, en e
siguiente
n S li":...
m; (-«r) (-3r). (-ar).(-r).o.r .2r . 3r....... nr...
Donde vemos que el logaritmo del nimero representado por ¢i'™*
sera nr; es decir, el exponente de que esta afectado el numero cons-
tante b. Por cuya razén vemos que de la deflnicion aritmética de
logaritmos, podemos deducir la deflnicion algebraica de los mismos
diciendo que logaritmo de m nuUmero es el expmiente de la potencia a
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que dehe elevarse una cantidad constante b, para reproducir el mismo
ndmero.

Supongamos ahora, que de la definicién algebraica que se da de
los logaritmos, queremos deducir la aritmética, con lo cual quedara
demostrada la perfecta correspondencia que hay entre ambas defi-
niciones.

Para ello consideremos la ecuacion exponencial b*= y, que nos
determina un sistema cualquiera de logaritmos por su base b.

Si 40? le damos una serie de valores en progresion por dife-
rencia

cc= ...—f{ir,...~3r,—2r,—r, 0, r, 2r, 3r,... nr,...
cuya razon r sea tan pequefia como queramos, hallaremos para va-
lores de y una serie de nimeros en progresion geométrica,

*-, 1, b~ b~

de donde deduciremos que los valores de x, 6 sean los logaritmos de
los nim.eros, son los términos de una progresién por diferencia que
principia por cero y que corresponden & dichos numeros considerados
como términos de una progresién geométrica que principia por la
unidad.

Demostraciéon de Ins propiedades de los loMarltnio»»,y construccién de las
tablas por las ecuaciones exponenciales.

462. Una vez demostrada la perfecta correspondencia que hay
entre las dos maneras de considerar los logaritmos, pasemos & jus-
tificar todas las propiedades de que éstos gozan, y que ya hemos
considerado en la Aritmética.

En primer lugar observaremos, que debiendo ser la base 6 del sis-
tema de logaritmos, como ya hemos dicho (409), un ndmero posi-
tivo cualquiera distinto de la unidad, sélo los nUmeros positivos pue-
den tener logaritmos, y éstos tantos cuantas sean las bases que se
consideren; pero una vez elegida una base cualquiera 6, en este sis-
tema un ndmero n no puede tener mas que un logaritmo, pues
en la exponencial 6 =n, sélo puede recibir x un valor que la sa-
tisfaga.

463. Siendo la base de un sistema de logaritmos el niamero que
tiene la unidad por logaritmo. Aritmética (446), el numero que
tiene también la unidad por logaritmo en el sistema que se deduce



LOGARITMOS. 365
de la exponencial 6'=y, es W—y; 6 lo que es lo mismo, b es la base
del sistema; por tanto, la base de un sistema tal como se ha del-
nido en el método elemental de los logaritmos, es enteramente la
misma que se obtiene considerando a éstos como exponentes.

464. Si la base de un sistema es, como generalmente se consi-
dera, mayor que la unidad, se tendra que los logaritmos de los nu-
meros mayores que 1 y menores que la base, seran mayores que O
y menores que 1; el logaritmo de la base sera la unidad, y el de
cualquier potencia de la base sera el exponente de esta potencia; el
logaritmo de un nimero comprendido entre dos potencias de la base,
estara comprendido entre los dos exponentes de estas potencias. Los
logaritmos creceran indefinidamente cuando los nimeros lo hagan
también; asi, se tendré log. o0 =00 .

El logaritmo de la unidad ya hemos dicho que es cero.

Los logaritmos de los numeros menores que la unidad, son me-
nores que cero; es decir, negativos, y tanto mayores en valor nu-
mérico cuanto menores son los numeros & que corresponden; asi,

se tiene log. 0= — qo .
Observacion. Cuando la base es menor que la unidad, sucede
todo lo contrario; asi, se tiene entonces log. O=o00 , log. co= — 0.

463. La justificacion de las propiedades de los logaritmos es
muy sencilla por medio de la exponencial. En efecto, sean N, N~
N'C NC... varios nUmeros cuyos logaritmos, en un sistema 6, sean
cc, o/, a/C os',... lo cual se expresara por

de las cuales se deduciran facilmente, segln las reglas del céalculo
algebraéico, las siguiente:

NXNAXNAXN"AX...= 6 X6"X&""X&""X ...

N N
m_  m.__ n
1I/N= K6"=6"" .

Pero segun la definicion algebraica de los logaritmos, los expo-
nentes de la base b, en los Gltimos miembros, son ios logaritmos de
las cantidades que estan en los primeros; luego traduciendo al len-
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guaje vulgar estas ecuaciones, hallaremos la justificacion de las pro-
piedades conocidas.

466. Si quisiéramos construir unas tablas de logaritmos vulga-
res por medio de la exponencial gue en este caso se reduce &
\0'-=y, venamos por las mismas consideraciones que se hicieron en
la Aritmética (460), que soélo'tendriamos que calcular los logaritmos
de los numeros primos comprendidos entre 1y el limite superior de
las tablas; que bastaria calcular éstos con nueve cifras decimales
exactas, para obtener los logaritmos de los numeros enteros desde 1
hasta'l30000 con siete cifras decimales exactas; que sélo los nu-
meros que fuesen potencias de 10 tendran por logaritmos nUmeros
conmensurables (450) y enteros, pues ser<an los exponentes de dichas
potencias. Los logaritmos de los demas numeros compuestos, se ha-
llaran sumando los logaritmos de los factores primos que los forman;
y por ultimo, que el logaritmo de un ndmero primo cualquiera n,
se calculara resolviendo la exponencial 10 =n, y hallando el valor
de X con el grado de aproximacion que se quiera, segun se ha dicho
anteriormente.

467. Si construidas unas tablas de logaritmos en una base cual-
quiera b, quisiéramos construir otras cuya base fuera no habria
mas que multiplicar los logaritmos del sistema dado, por la unidad-
partida por el logaritmo de la nueva base tomado en el sistema cono-
cido, cuya cantidad constante sabemos que se llama modulo relativo
de los logaritmos.

Sean, en efecto, los logaritmos de un cierto ndamero n
tomados en dos sistemas cuyas bases son by b'; de modo, que se
tendra n=b”, y n=b'".

Si suponemos construidas las tablas de logaritmos cuya base es h,
y representamos los logaritmos de este sistema por logj, tendremos,
tomando logaritmos en el sistema conocido,

\o”i,n=x log6b=x, y log&n”~ic™og;. 6';

1

de donde x=x"\o™Mbb' 0 a/=xx~— —,
lo™bb*

gue nos prueba que el logaritmo cd del nimero n, correspondiente

en el sistema que tiene por base b' es igual & x, logaritmo del mis-

1
mo numero en el sistema cuya base es 6, multiplicado por i r;

ogso»
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es decir, por la unidad dividida por el logaritmo de la nueva base
tomado en el sistema cuya base es h.

DlspoHicion de laH tablas de Callet.

* 468. Como las tablas generalmente usadas son las de Callet,
conviene explicar la disposicién en que se hallan, para poder resol-
ver por ellas todas las cuestiones relativas & los logaritmos.

* 469. La primera de las tablas, que esta encabezada con el
nombre de Chiliade | 1.*, que significa reunion de mil
unidades), contiene los nimeros naturales desde 4 hasta 4200 en
columnas verticales,,encima de las cuales se halla la letra N, inicial
de nombre (ndmero). A la derecha de cada nimero se halla la man-
tisa del logaritmo correspondiente aproximada con ocho cifras de-
cimales, formando unas segundas columnas, encima de las cuales se
halla escrito log. inicial de logarithmes (logaritmos). No se escribe
en las tablas la carecteristica de los logaritmos, porque se sabe cual
es ala séla inspeccion del namero [Arit. 454.)

Esta tabla, como se vé, no ofrece dificultad alguna, y seria por
consiguiente facil hallar el logaritmo de un nimero cualquiera con-
lenitio en ella, 6 el nimero correspondiente & un logaritmo dado.

Pasemos a las tablas siguientes, que ya son algo mas complicadas;
y para que sea mas facil su comprensién, reproduciremos una de las
paginas de las tablas de Callet, en la cual no consideraremos las dos
primeras columnas de la izquierda, por no tener una relaciéon di-
recta con la teoria de los logaritmos.
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Estas segundas tablas contienen los nimeros desde 1020 hasta
«'108000. La columna qgife se halla encabezada con la inicial N, con-
tiene la serie natural de los nameros desde 2020 hasta 10800- La
siguiente, que se halla encabezada con la cifra O, contiene las man-
tisas de los logaritmos, calculados con siete cifras decimales, de los
nameros correspondientes que estan asu izquierda; de modo, que la
reunién de estas dos columnas puede considerarse como la conti-
nuacion de la primera tabla, y dan por lo tanto los logaritmos desde
1020 hasta 10800.

La columna que esta encabezada con la cifra 0, vemos que esta
dividida en otras dos, de las cuales la primera de la izquierda se com-
pone de nimeros de tres cifras que van aumentando de unidad en
unidad, y que no estan colocados a igual distancia unos de otros; la
segunda se compone de ndmeros de cuatro cifras que no dejan inter-
valo alguno entre si. Esto no es mas que una simplificacién que con-
siste en no repetir las tres primeras cifras en todos aquellos logarit-
mos que las tengan iguales; asi, por ejemplo, la plana que conside-
ramos, cuyo primer logaritmo correspondiente al numero 4440,
tiene por mantisa 6473830, y los nimeros que siguen hasta el 4446
inclusive, tienen todos por parte comun las tres primeras cifras; y
en lo que difieren, que es en sus cuatro Ultimas, se hallan escritas.
La misma simplificacion se hace en la columna de los numeros; pues
aunque todos se componen de cuatro cifras, no se escriben asi mas
gue de cinco en cinco; de ios intermedios s6lo se escriben las dos
Gltimas. El nimero 4443, que es el cuarto de esta plana, y que sélo
hemos escrito de él las dos ultimas cifras 43, porque ya se sabe que
las otras dos de la izquierda son las mismas que las del nimero de
cuatro cifras inmediatamente superior, tiene su logaritmo por man-
tisa el nimero 6476763, cuyas cuatro Ultimas cifras son las que se
hallan enfrente del nimero, y las tres primeras son las que primera-
mente se encuentran ascendiendo en la primera columna de que
acabamos de hablar. Del mismo modo, la mantisa del logaritmo del
nuimero 4457, serd 6490426; la del 4472, serd 6305018. Desde el
nuamero 10000, cuyos logaritmos vienen calculados con ocho cifras
decimales, los nimeros aislados que forman la primera de estas dos
nuevas columnas, contienen cuatro cifras.

Cuando dos numeros son décuplos el uno del otro, la parte deci-

mal en arabos esla misma {Arit. 452); asi, las dos columnas marca-
si
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das con N y 0, nos dan también de 10 en 10 los logaritmos de los
nuameros comprendidos entre 10200 y 108000; asi, el logaritmo
de 44580, tendra por mantisa el nimero 6491401; la del logaritmo
del nimero aumentado en 10 unidades 44590, serd 6492375.

Para obtener los logaritmos de ios nimeros intermedios, tenemos
las nueve columnas siguientes marcadas con las cifras 1, 2, 3,...
hasta 9, las cuales contienen las cuatro ultimas cifras decimales de
los logaritmos de los nimeros de cinco cifras, cuyas cuatro primeras
se hallan en la primera columna N, y la Gltima en la parte superior
de la columna que se considera. Asi, la que tiene la cifra 0 en su
parte superior, contiene las cuatro ultimas cifras de los logaritmos
de los nimeros desde 10200 hasta 108000, que terminan en un
cero, y que puestas a la derecha de las tres 6 cuatro primeras, se-
gun que los logaritmos se hallen calculados con siete U ocho deci-
males, que se hallen enfrente 6 en la parte superior en la primera
columna de los numeros aislados de que hemos hablado, constituyen
toda la mantisa del logaritmo del nimero propuesto.

La columna marcada con la cifra 1, contiene las cuatro ultimas
cifras de los logaritmos de los numeros de cinco cifras terminados
en 1; lamarcada con lacifra 2, las de aquellas que terminen en 2;y
asi sucesivamente hasta la marcada con 9, que representa las de los
numeros que terminan en 9. De este modo se tiene una tabla de los
logaritmos correspondientes & los numeros de cinco cifras. Para
buscar en ella el logaritmo de un nuamero, se consulta la columna
N, yen ella se hallaran las cuatro primeras cifras del namero; una
vez halladas, se correrd la vista hasta la columna que esté marcada
con la dltima cifra del nUmero dado, y en ésta se encontraran las
cuatro Ultimas cifras del logaritmo; cuyas tres 6 cuatro primeras,
segun que los logaritmos tengan siete U ocho cifras decimales, se
hallaran enfrente 6 en la parte superior de la linea horizontal que
se considera, en la columna primera de que ya hemos hecho men-
cion y que hemos llamado de numeros aislados. Asi, la mantisa del
logaritmo correspondiente al numero 44638, se hallard buscando
primero en la columna N el nimero 4463, y recorriendo después
la vista hasta la columna marcada con la dltima cifra 8, hallaremos
las cuatro cifras 7047, que seran las cuatro dltimas del logaritmo
gue se busca. En cuanto alas tres primeras, se hallan expresadas
en la parte superior de la columna de los nimeros aislados, y son
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649; de modo que la parte decimal del logaritmo del namero dado,
sera 6497047.

No deben pasar desapercibidas ciertas interrupciones que a pri-
mera vista se notan en las lineas que forman las columnas que nos
dan las cuatro ultimas cifras de un logaritmo. Asi, por ejemplo, en
la pagina que hemos tomado de modelo, & partir de las cuatro ci-
fras 9988, que se hallan en la columna 3, sigue una linea en blanco;
y la linea siguiente principia en blanco, y continta hasta la colum-
na 4, en donde se hallan las cuatro cifras 0085. Notese también,
gue toda linea que principia en blanco, respecto & las columnas O,
N 2,... corresponde & un nimero de la primera columna que he-
mos llamado de nimeros aislados; asi, enfrente de la primera linea
en blanco, se halla el numero 648; enfrente de la segunda, el nu-
mero 649; enfrente de la tercera, el nimero 630; y asi sucesiva-
mente. En la columna N, y enfrente de la linea que principia en
blanco, se halla también que no hay numero. Esto, que suele con-
fundir alos principiantes, es muy sencillo de comprender, y apreciar
la ventaja que ocasiona por su claridad.

Cuando consideramos el logaritmo de un numero cualquiera, el
primero por ejemplo, 44400, sus tres primeras cifras 647, son co-
munes a todos los logaritmos de ios niumeros que le siguen; pero
llegaremos necesariamente a uno cuyo logaritmo no empezard en
su parte decimal por las tres mismas cifras 647, sino que variaran;
y como esto no ha de suceder precisamente en los numeros que ter-
minen en la cifra 9, en cuyo caso no habria estos trozos de lineas
en blanco, es necesario marcar hasta qué numero corresponden
dichas tres primeras cifras. Asi, todas las mantisas de los logaritmos
de los nimeros 44400 hasta 44463, empezaran por las tres cifras
decimales 647; pero la parte decimal del siguiente nUmero 44464,
que al ir & buscarla, segun se ha dicho, nos hallamos que las cua-
tro ultimas cifras se hallan en blanco, no principia por las mismas
tres cifras 647, sino por las siguientes 648, las cuatro Ultimas se
hallan en la fila en que este niamero se encuentra, y en su columna
correspondiente 4; por consiguiente, dicha parte decimal sera
6480085.

A partir de este nUmero, en todos los siguientes principian sus
logaritmos por las tres cifras decimales 648, hasta llegar al nUmero
44566, desde el cual principia aregir el nimero aislado siguiente



372 LOGAEITMOS.
de tres cifras 649, para primeras de la parte decimal de los loga-
ritmos de los nimeros que siguen.

Del mismo modo veremos que la parte decimal del logaritmo
del nimero 44770, es 6010306.

Finalmente, la ultima columna & la derecha, contiene las dife-
rencias que hay entre cada dos logaritmos consecutivos; en las dos
tablitas que hay debajo separadas por una raya vertical, las partes
de estas diferencias correspondientes & un décima, dos, tres, etc.,
hasta nueve. Estas diferencias vienen expresadas en unidades del Ul-
timo orden decimal, lo mismo que las correspondientes a las tabli-
tas, de que hemos hablado.

LECCION LI.

Uso de las tatlas. Dado mi nimero enalquiera. Bailar por mediode las tablas su logaritmo.
Dado el logaritmo de un nimero, hallar este nimero.

Dso lio la« tablas. Dado mu ndnioro cnaliinicra, hallar por medio de la«
tabla« su logaritmo.

* 470. Bajo el epigrafe de uso de las tablas, 6 manejo de las
mismas, se comprende el modo de resolver los dos problemas si-
guientes: 1* Dado un numero cualquiera, hallar por medio de las
tablas su logaritmo. 2.° Dado un logaritmo, hallar el nimero a que
pertenece. En cada uno de estos problemas se consideran varios ca-
sos, de los cuales vamos a oc uparnos en la presente leccion.

*471. PiiDIER CASO. Que el niumero dado para hallar su loga-
ritmo sea entero, y esté comprendido entre \ y \200. Se buscara este
nuamero en la columna N, y una vez hallado se vera enfrente la
mantisa de su logaritmo en la columna marcada Log.; se le pone a
ésta la caracteristica correspondiente, que ya se sabe que es un nu-
mero de unidades igual al de cifras que tiene el nimero ménos una,
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y se tendra el logaritmo pedido. Asi, el logaritmo de 124 es
2,09342169; el de 560, es2,75204845; y el de 1167, sera 3,06707086.

* 472. Segundo caso. Que el nimero dado sea entero, y se
halle comprendido entre 1020 y 10800. Se busca como antes en, la
columna N el nimero dado, y enfrente, en la columna marcada con
la cifra O, se hallara la mantisa, si el nGmero que hay alli contiene
siete cifras; y si no tiene mas que cuatro, ya hemos dicho que éstas
son las dltimas de la parte decimal del logaritmo; las primeras se
hallaran en la columna de los nameros aislados, en la parte inme-
diata superior. Asi, se tendra: log. 2812=3,4490153; log. 4440=
3,6473830; log. 4473=3,6505989; log. 10487=4,02065127.

* 473. Tercer caso. Que el numero entero, cuyo logaritmo
queremos hallar, esté comprendido enire 10200 y 108000. Sebos-
eard en lacolumna N el nimero que forman las cuatro primeras ci-
fras; en la columna marcada con la dltima cifra del numero y en la
misma linea horizontal en que se hallan las cuatro primeras del
mismo, se hallaran las cuatro Gltimas cifras decimales del logaritmo:
sus tres 6 cuatro primeras se hallaran, o en la misma fila horizon-
tal, 6 en la parte inmediata superior de la primera columnita de los
numeros aislados. Si en la columna marcada por la ultima cifra del
nuamero y en la fila horizontal en que se hallan las cuatro primeras
cifras del mismo no se halla namero alguno, es decir, esta en blan-
co, entonces se toman las cuatro que se hallan en la fila inmediata
inferior, en la cual se hallaran también las tres 6 cuatro primeras
en la columna de los nimeros aislados. Asi, se tendra; log. 44406 =
4,6474417; log. 44623 = 4,6495588; log. 44568=4,6490231;
log. 104762=5,02020378.

* 474. Cuarto caso. Que el nUmero sea entero, mayor que
108000 y menor que 100000. Si el nimero dado es mayor que 108000
y menor que 100000; es decir, si el numero dado, siendo mayor que
108000, sélo consta de seis cifras, separaremos con una cémala
ultima cifra, loque equivale a dividir el namero por 10, lo cual,
como ya sabemos [Arit. 452), no altera en nada la parte decimal del
logaritmo; en cuanto & la caracteristica, ya sabemos que viene dis-
minuida en una unidad; mas como al final hemos de ponerle la que
por el nUmero de cifras del nimero dado corresponda, no tenemos
necesidad de tener en cuenta la variacion que experimenta, cual-
quiera que sea la operacion que con el numero hagamos. Esto su
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puesto, hallaremos, segun el caso anterior, la mantisa del logaritmo
correspondiente al nimero de las cinco primeras cifras, a la cual se
Je agrega la parte correspondiente a la cifra separada, que son las
décimas del numero dividido por ~0; cuya parte se hallara en las
tabhtas que hay debajo de la diferencia que se halle mas préxima en
la columna marcada con la inicial Dif., enfrente de la cifra significa-
tiva Igual &4 la dltima del nGmero, 6 sea la separada a la derecha-
bea, por ejemplo, hallar el logaritmo del numero 44-3738. Sepa-
rando la cifra de la derecha con una coma, tendremos el ndmero
440v3,8, y la parte decimal del logaritmo del namero 44373, sera
segun el caso anterior, 6490719; la diferencia mas proxima en la
columna Dif. es 98, y la parte que en la tablita que tiene debajo,
correspondiente ala cifra separada 8, es 78 unidades del séptimo
orden que se deben agregar & la mantisa hallada, lo cual nos da para
mantisa del logaritmo que se busca, el nUmero 6490797; luego el
logaritmo del nimero propuesto, sera 3,6490797.

* 473. Si el nimero es mayor que J020000 y menor que
m1080000, se hallara el logaritmo de la misma manera, determinando
primero la mantisa del namero de seis cifras, y luégo la parte cor-
respondiente a la séptima; la caracteristica sera, como siempre, la
que le corresponda al nUmero de cifras. Asi, se tendrg; log. '1042373—
6,01810647. En efecto, la mantisa del logaritmo del niumero 104237
es, segun el tercer caso, 01810322, y la parte correspondiente & la
cifra separada 3, es, segun las tablitas de las diferencias, 123, luego
la mantisa del logaritmo que se busca sera 01810322-1-125—
01810647,y el logaritmo sera 0,01810647.

* 4;0. Quinto caso. Que el nimero cuyo logaritmo gqueremos
hallar exceda al mayor namero de las tablas, 6 sea & 108000, en mas
de una cifra. Para hallar el logaritmo de un namero que se halle en
este caso, se principia por separar a la derecha con una coma un nu-
mero de cifras, tal que el niUmero que quede a la izquierda se halle
comprendido en el tercer caso, y por él se hallara la mantisa corres-
pondiente; después se determinara la parte que corresponde & las ci-
fras separadas, multiplicando esta parte por la diferencia que se halle
mas proxima en la columna Dif.; de la derecha del producto se sepa-
ran tantas decimales como cifras tenga la parte separada, y lo que re-
sulte a la izquierda se agrega a la mantisa hallada; el resultado sera
la mantisa del logaritmo del nimero propuesto, ala cual, poniéndole
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la caracteristica correspondiente al nimero de cifras que diclio nu-
mero tenga, nos dara el logaritmo buscado. »«0-00F

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del nimero 447308ib.
Separemos las tres Ultimas cifras con una coma, y hallaremos el
ndmero 44730,826, cuyo logaritmo tendra la misma mantisa que
el del ndamero propuesto; pero la mantisa del logaritmo de este
nuamero se compondra de la mantisa del logaritmo del numero que
forma la parte entera, mas la parte decimal correspondiente a las
cifras separadas & la derecha. La mantisa del logaritmo déla parte
entera 44733, es, segun el tercer caso, G306474; la parte decimal
correspondiente & las cifras separadas, se halla por la siguiente
proporcion,

\ : dif. de logaritmos :: dif. de mafieros : x;

0 representando por B la diferencia de los numeros, y por A la
de los logaritmos, dicha parte decimal se hallard por la proporcién
1:B::A :ic; de donde, a;=BxA,

En este ejemplo la proporcion anterior se convierte en
4 «0826: 97 : x; de donde, 0::=0,826x97=80,122; por con-
siguiente, agregando a la mantisa hallada Co00474, el nuamero 80,
que resulta de multiplicar las cifras separadas 826 por la diferencia
mas proxima de las tablas, y separando de la derecha de este pro-
ducto el mismo numero de cifras que separamos en el propuesto, ha-
llaremos la mantisa 6006554 del logaritmo del nimero 44730,820,
que es la misma del logaritmo de dicho namero propuesto. Poniendo
aMesta mantisa por caracteristica un numero igual ai de las cifras
que tiene el numero dado ménos una, se hallara el logaritmo que
se busca; luego log. 44733826=7,6506534.

* 477  La parte decimal que anteriormente hemos hallado por
medio de la proporcion 1 : B : : A : ™ se puede determinar direc-
tamente con el auxilio de las tablas de las diferencias. Asi, después
de hallar en el ejemplo anterior la mantisa 6506474 correspondiente
al logaritmo de la parle entera, hallaremos la parte decimal que
corresponde 4 las cifras separadas & la derecha observando que si los
logaritmos se diferencian en 97 unidades del uH,mo orden cuando
los numeros se diferencian en 1, cuando Ustos se diferencien en 0,826,
los logaritmos se diferenciaran en 0,826x97, o lo que es lo mismo
(0,8+0,02+0,006)x 97=0,8-97+0,02-97+0,000-97; pero d pri-

mer sumando expresa la parte decimal correspondiente a 8 décimas
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que segun las tablas es 78 unidades de séptimo orden decimal, el se-

guado expresa la parte correspondiente a4 2 centésimas, y como la

19. A 2 centésimas correspon-
tercer sumando expresa la parte cor-

la suma de'“estas tres

« T H er " a
erd 19, del mismo modo el

respondiente a 6 milésimas que serda 0,38 y
P=>rto entera 80 es la

Tsma Z | L'Tf" . .
misma que hallamos por el método anterior.

El calculo del logaritmo de un ndmero entero mayor que el li-
kaubt 8l fogaritmo del numero 8346873 sL
log. 83468,00=4,9215200

Parte correspondiente a 0,7 = $6
id- a o0o0=5 3
log. 83468,75=4,9215239

log. 8346875 =6,9215239.

La parte correspondiente & 0,73 resulta ser 38; pero aumen-

™ ™merode unidades del orden

INnTertom
ightoente ha-

[{a48hR% por fa proporcion.

las seis primeras cifras del nimero cuyo logaritmo

e i 78. Si
TIMonn "Umero comprendido entre 102000
y 08000, se hallara por el mismo procedimiento con sdélo la dife-
raue i™
siiente! ~N066«a339. Dispondremos el calculo del modo

Pane correspoudienfe

id- a 0,009= 4

log. 406685,359=5,02810482

log. 106685359 =8,02810482.

La parte decimal correspondiente & las cifras separadas 359, ha-

ada por las tablas es 143,96 de la cual como no hemos de tomar

mas que las unidades enteras, es 146, por ser mayor que S unidades

de orden inferior la parte que se desprecia. Por la proporcién se
flauaria el mismo numero.

* 479. Determinar el logaritmo del namero 796943987. Apli-

cando el método que acabamos de exponer, hallaremos
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log. 79694,0000=4,9014256

Parte correspondiente & 0,3 = 17
Id. id. a 0,09 = 5
1d. id. a 0,008 = o
Id. id. a 0,0007= 0

log. 79694,3987=4,9014278
Luego log. 796943987 =8,9014378.

Este ejemplo, como todos aquellos en que el nimero cuyo lo-
garitmo hemos de hallar sea crecido, conviene, para determinarle
con mayor aproximacion, dividirle por el nimero que forman las
dos 6 tres primeras cifras del mismo; con esto se hallarda un cociente
cuyas seis primeras cifras dardn un numero comprendido entre
402000 y 108000, y se podra determinar su logaritmo con ocho ci-
fras decimales por el método anterior, y agregando & este logaritmo
el del numero que sirvié de divisor el cual esta calculado con ocho
cifras decimales, tendremos el logaritmo del dividendo [Arit. 437),
que es el nUmero propuesto. Asi, dividamos el nimero anterior por

796, y hallaremos por cociente 1001485, 94, el logaritmo de este
nidmero, seréa
log. 100118,000=5,00051217

Parte correspondiente & 05 = 217
Id. id. a 0,09 = 39

Id. id, a 0,001= 0
log. 100118,591=5,00051473

log. 1001185,91=6,00051473

log. 796 =--,90091307

Luego log. 796943987 =8,90142780.

* 480. Sexto caso. Que el nimero dado sea una fraccidon de-
cimal 6 contenga cifras decimales. Si el nimero cuyo logaritmo se
quiere hallar es decimal 6 contiene cifras decimales, se corre la coma
4 derecha 6 izquierda, seguin convenga para que el nUmero que que-
de 4 la izquierda de la coma se halle en los limites de las tablas, se
busca el logaritmo de todo este nUmero como en los casos anterio-
res, y después se le disminuyen & aumentan & la caracteristica
tantas unidades como lugares se corri6o la coma & la derecha 6 iz-
quierda.

* 484. Seéptibio caso. Que el numero dado sea una fraccién or-
dinaria. Cuando hemos de hallar el logaritmo de una fraccién ordi-
naria se pueden seguir dos métodos, que son: convertir la fraccion

ordinaria en decimal y queda reducido al caso anterior; ¢ bien con-
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siderar & la fraccién como el cociente de dividir el numerador por
el denominador, en cuyo caso su logaritmo se hallara restando del
logaritmo del numerador el logaritmo del denominador. Si el nd-
mero es misto, se reducira & fraccionario y queda reducido al caso
anterior.

* 482. El método que acabamos de dar para hallar el logaritmo
de una decimal, da origen a logaritmos cuya caracteristica es nega-
tiva, siendo positiva la mantisa, lo cual se expresa poniendo el signo
encima de dicha caracteristica.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo de la fracciéon 0,044632.
Corriendo la coma a la derecha seis lugares, lo cual equivale a
multiplicar por 40" y hallando el logaritmo del nimero 44632 que
resulta, tendremos, log. 44632=4, 6498409, pero el niamero pro-
puesto equivale & este dividido por 10", luego tendremos que quitar
del logaritmo hallado 6 unidades, y como la caracteristica no tiene
mas que 4, hallaremos para caracteristica del logaritmo de la frac-
cién propuesta, —2, y dicho logaritmo se escribira asi, log.
0,044632=2,6498409; lo cual equivale a —2-1-0,6498409=__
1,3301391.

Dado el losarltuio de ua ntuiero hallar c»tc nimero.

* 483. Primer caso. Que la mantisa del logaritmo cuyo nu-
mero se busca, se halle en la primera tabla. Se tendra inmediata-
mente el nUmero correspondiente a este logaritmo a la izquierda
en la columna N. El nimero de cifras que tendra la parte en-
tera en este como en los demas casos, seraigual al nUmero de unida-
des mas una que contenga la caracteristica [Arit. 451). Asi, se ten-
dra 2,73281C43= log. 366; 0,07131381 = log. 1,179; 4,78031731
= log. 60300.

* 484. Segundo caso. Que el logaritmo dado tenga siete cifras
decimales, que se hallen en las tablas. Desde luégo se buscaran
las tres primeras cifras en los numeros aislados de la primer co®
lumna & la izquierda de la marcada con la cifra 0, y & partir de
estas tres cifras se ira corriendo la vista por lineas horizontales hasta
hallar las otras cuatro en una de las columnas marcadas con las
cifras 0, 1, 2,... Una vez halladas, se correra la vista a la izquierda
y en la misma fila horizontal, hasta la primera columna N, y alli
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se encontrara un nimero de cuatro cifras a cuya derecha se colo-
cara la cifra que marque la columna en que se hallen las cuatro ul-
timas del logaritmo, después se hara que el nimero tenga la parte
entera correspondiente & lacaracteristica. Asi, se tendra 4,6493880=
log. 44626; 2,6481843= log. 444,82; 7,8290399= log. 67439000.

* 480. Tercer CASO. Que el logaritmo dado, teniendo siete cifras
decimales, no se halle en jas tablas. Si el logaritmo dado no se halle
en las tablas, se principia por buscar las tres primeras cifras en la
columna de los nimeros aislados, y una vez halladas, se buscaran
las cuatro Ultimas que mas se aproximen por defecto, y es claro
que el logaritmo dado se hallara entre este logaritmo y el inmediato
superior, los cuales corresponden a dos numeros diferentes en una
unidad. Se hallara el nimero correspondiente al menor, prescin-
diendo de la caracteristica, y por tanto el nimero de cifras que ha
de tener la parte entera del nimero, y la parte decimal, se hallara
mediante el principio establecido de ser las diferencias de los loga-
ritmos proporcionales alas diferencias de los numeros, cuando éstos
son muy grandes y aquellas muy pequefias. Asi diremos, si cuando
los logaritmos se diferencian en lo que marquen las tablas, los na-
meros se diferencian en 1, cuando se diferencien en lo que se dife-
rencia el logaritmo dado del mas préximo inferior, en cuanto se
diferenciaran los nameros; de donde se deducira que la diferencia
de los nimeros vendréa expresada por cl cociente de dividir la dife-
rencia entre el logaritmo dadoy el mas préximo inferior, por la
diferencia de las tablas, 6 mas sencillo, representando por Dia dife-
rencia de ios logaritmos y por a la de las tablas, se tendra

D
A :1::D: & de donde
Sea hallar el niumero correspondiente al logaritmo 5,6490797;
dispondremos el calculo del modo siguiente:
log.® =5,6490797 N =<1
log. 44573,0=4,6190719  A=9SI
Luego log. 44573,8=4,6490797 y 5,6490797=log. 445738.

* 486. Cuarto caso. Que el logaritmo tenga ocho cifras deci-
males, que se hallen en las dltimas tablas. Se hallara el numero
correspondiente segun el segundo caso, y se hara que la paste en-
tera corresponda & la caracteristica.

* 487. Quinto caso. Que teniendo el logaritmo ocho cifras de-



380 LOGARITMOS.
cimales, no se hallen en las tablas. Este caso puede reducirse al ter-
cero, prescindiendo de la dltima cifra decimal. Pero lo mas conve-
niente es hallar un nimero de dos 0 tres cifras que tenga su loga-
ritmo menor que el propuesto, y las dos 6 tres primeras cifras deci-
males iguales a las del logaritmo dado, se resta este logaritmo del
propuesto, y la diferencia nos expresara [Ant. 440) el logaritmo del
cociente que resulta de dividir el nimero que se busca por el
nuamero cuyo logaritmo hemos restado; por consiguiente hallando
el logaritmo de ocho cifras méas proximo inferior que se halle en las
ultimas tablas, por el mismo procedimiento que en el tercer caso,
y multiplicando en seguida el nimero que resulte por aquel cuyo
logaritmo se rest6, hallarémos el namero pedido.

Sea el logaritmo 8,90142780, y se tendra

log. X =8,90142780

log. 796 =2,90091307

I X 6,00051473 D-=256 1D jm 0,591

og. =6, . , =0,
=AITA “ 434

log. 100118 =5,00051217

Luego log. 100118,591=5,00051473 y log. 1001185,91=6,00051473
log. (1001185,91x796)=8,90142780 de donde £c=796943987.

* 488. Quinto caso. Que el logaHtmo sea negativo. Se halla el
numero correspondiente al logaritmo como si fuera positivo, y la
unidad partida por este niumero, sera el nimero buscado {Aril. 454).

* 489. Sexto caso. Que solosea negativa la caracteristica. Se
le agregara a este logaritmo un ndmero de unidades suficiente para
gue la caracteristica se convierta en 4, se hallara el nUmero corres-
pondiente & este logaritmo, y separando en él tantas cifras decimales
como unidades se agregaron a la caracteristica tendremos el nimero
pedido.
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LECCION LII.

De los complementos aritméticos.—Operaciones de la Aritmética por logaritmos.—Calculo
de expresiones algebréicas por logaritmos,—Ecuaciones exponenciales. Observaciones
respecto & los incrementos de los logaritmos y & los logaritmos de nimeros negativos.

De los complementos aritméticos.

490. Se llama complemento de un numero, lo que le falta a éste
para ser igual a la unidad del orden inmediato superior al mayor
gue el ndamero contiene. Asi, el complemento del nimero 3748 sera
lo que le falte a este nimero para valer 10000, unidad del orden
inmediato superior al mayor del namero, que expresa millares.

Para hallar el complemento de un nimero se resta la primera
cifra de la derecha de 10 y todas las demas de 9, el niamero que
resulte sera el complemento pedido. Asi, el complemento del nimero
anterior, serd 6252; el del niumero 3, 78324 es 6,21676.

El uso de los complementos es de una grande utilidad, sobre todo
en el calculo logaritmico. Sucede con mucha frecuencia en las apli-
caciones de los logaritmos, que el resultado de una operaciéon se
obtiene por medio de adiciones y sustracciones hechas con logarit-
mos, las cuales se pueden sustituir por medio de los complementos,
4 una sola adicion.

Supongamos que se tienen que ejecutar, para obtener un cierto
resultado N, con ios logaritmos /, h, L, h, la serie de opera-
ciones

N— I-{-11--- 72— I3-\i-—-Y)
si nosotros reemplazamos por los logaritmos que se han de restar,
quesonk, 4, hy las cantidades 10—k, 10—h, 10—4, 10—
que son los complementos, habremos aumentado el resultado en
tantas decenas como complementos se consideran, es decir, como
ndmeros habiamos de restar; de modo que quitando del resultado el
mismo numero de decenas, liallaréraocs, representando estos comple-

mentos, 10—k, 10— por C, CA...
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lo que nos prueba que para obtener un resultado compuesto de lo-
garitmos de los cuales unos se han de sumar y otros se han de restar,
se suman con los primeros ios complementos de los segundos, y del
resultado se quitan tantas decenas como complementos se han sumado.

OperncloneA de la arltniédca por losrariemos.

491. Multiplicacién y division. Se pide el valor de la ex—
347 ~0GS5, 128

presién X = -—----- pQe— Xr-—
1193/~ 272 ~397"

Segun las propiedades de los logaritmos, se tendra
log. ir=log. 347—Ilog. 1193-hlog. 1065—Ilog. 272-f-log. 128—log. 397
log. 347= 2,54032947
log. 1065= 3,02734961
log. 128= 2,10720997
comp. log. 1193= 6,92335956

comp, log, 272= 7,56543110
comp. log. 397= 7,40120949

29,56488920

Luego ’ log. X = 156488920
log. ®x10 =4,5648892 D=102>" 102
log. 36718 =4,5648790 A =H 8jA “ Hd"

log. 36718,86=4,5648892
I-ttego ¢c=0,3671886.

492. FORMACION DE POTENCIAS. Sea, por ejemplo, formar la

octava potencia del numero 23, se tendra {Arit. 439),
log. (23)8=8xlog. 23.

Para hallar el logaritmo de 23® en ménos de una unidad del sép-
timo orden decimal, debemos tomar el logaritmo de 23 aproximado
por lo ménos con 9 cifras decimales; por lo cual se hallara este lo-
garitmo mediante las tablas que hay en las de Callet inmediatamente
después a las que hemos explicado, en las cuales se hallan los lo-
garitmos con 20 cifras decimales. Asi, tendremos

log. 23 = 1,361727836
r. . 23 =10,893822688
Quitando 6 unidades =4,8938237 D=55)D 55
log. 78310 =4,8938172 A=56}a "56"®@*"\®

log. 78310,98= 4,8938227

, 23«=78340980000
en menos de una unidad de quinto orden

1
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493. Extraccién de raices.

383
Sea hallar, por ejemplo, la raiz
séptima del numero 84703217, se tendra {Arit. 441),

log. 84753,00=4,9281551
por 0,2 =

= 10
por 0,07=

4
log. 84753,27=4,9281565

log. 8475327 =6,9281565
log, 8475327_ 6,9281565"

7 “
Aumentando 4 unidades

7 )
=4,9897366 D =211 47
log. 97664 =4,9897345 A=45 (A 45" *
log. 97664,47=4,9897366
Luego

/S475327 =9,766447.

Calculo de expresiones al”ebraicas por logaritmos.

494, Sea la expresion y =
Log. i/ = — ixiog. = —iX~xlog.
—ix —X —-xlog.a”= —IX —X - p G log. a,
n p n p s
tmgr
y por ultimo log. y-

log. a

Sea, en segundo lugar, la expresion
l/
(= 487832 i1479x (2.5)

34*x K71-~

832xV/479x(2,5)*
log. X=0,6xlog.

34> (IHU
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log. = 0,6x]log. [832xv"479x(3,5)®]—1log. 34® x|

log. a:= 0,6X [log. 832-1- \log. 479-"5109. 2,5—(3log. 34-i-]log. 215— ] log. 3)]

log. 832 = 2,92013333

f log.-479 = 0,89344517
5 log. 2,5 = 1,98970004 3log. 34 =4,59443675
f log. 3 = 0,09542435 -~log. 215= 0,46648769
5,89869279 5,06092444

5,06092444

0,83776835

X0,6
log. X = 0502661010 [_17 |p 2L oi2

log. 3,1817 = 0,5026592 A =137]a 137 *

log, 3,181712= 0,5026610

Luego X = 3,181712.

Ecuaciones e.'cponciiclales.

495. Se llama cantidad exponencial, aquella que esta elevada
a una potencia cuyo exponente es desconocido. Las exponenciales se di-
viden en grados. Se llama exponencial de primer grado, la expresion

de la forma a®; del segundo, es la expresion a*“; de tercero, sera

y asi sucesivamente.

496. Ecuacion exponencial es aquella en que entran cantida-
des exponencialest y sagrado es el de la exponencial de maya) grado
que contiene.

Sea la ecuacion exponencial de primer grado a”~=b la que he-
mos de resolver, por logaritmos, con relacion ax.
Tomando logaritmos, se halla x log. ii=log. b, de donde
Jog- 6

X-
log. a

Sea, en segundo lugar, la exponencial de segundo grado a~”=c,

de donde se deduce log. a=log. c, 6 y volviendo &
log. a

tomar logaritmos, hallaremos
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X log 6=log log c—Ilog log a;
log log c—iog log a
ide donde se saca, a?=-
log6

Del mismo modo hallarémos que el valor de x de la exponencial
‘de tercer grado =d, es
log (iog log d—Ilog log a)— log log
loge
La resolucion de una exponencial de un grado cualquiera, ve
mos, por los ejemplos anteriores, que siempre se reduce & la de un
grado inferior en una unidad; por consiguiente, siempre se la puede

hacer depender de una de primer grado.
* 497. Sea la ecuaciéon exponencial

Si hacemos ka~'=k"', Cc/N'=0, etc., la ecuacion an-
terior se convertira en
..-=0 [2].
los h loge
Haciendo, ahora, c=a7, etc., dedonde?= logo’ T= logo’
~etc., tendremos la ecuacion
AO"NBNEN OO ..=0 [3] ,
la cual, haciendo o‘=i/, se convierte en
== [4].

Una vez resuelta la ecuacién [4], y hallados los valores de vy,
los sustituiremos en la relacion o'= i/, de donde podremos sacar
facilmente los valores de x.

onservaelones respecto »i los Incpemeiitos do los logopUiiios,y A los
logaritmos de numeros negativo».*

* 498. Si examinamos en las tablas de logaritmos la columna
de las diferencias, observaremos que estas diferencias van constan-
temente disminuyendo; asi, los logaritmos de los nimeros '18370 y
18376, se diferencian en 237 unidades del séptimo orden decimal,
mientras que la diferencia de ios numeros 93704 y 93753, es 46

unidades del mismo orden.
25
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La razén es bien sencilla; en efecto, sean ay a-f-1 dos nume-
ros enteros consecutivos; y se tendra

log [a-HI)— log a:”™log =log

) . 1
pero a medida que o, aumenta, 4|]— tiende hacia la unidad; luego-

la diferencia tabular tiende a valer log. 1=0.
Si los numeros reciben un incremento constante h, los logarit-

mos se diferenciaran en
log (Ut-1-A—log /z=lo

cuya diferencia sera tanto menor, cuanto mayor sea el ndmero a.
Si la relacion del nimero al incremento fuera constante, es de-

cir, sit] fuese una cantidad constante k, la diferencia de los loga-
ritmos seria también constante é igual a log (I-f->").

* 499. Hemos supuesto al hallar el logaritmo de un ndmero
mayor que el mayor de las tablas (476), que los incrementos de los
logaritmos son proporcionales & los de los nimeros, lo cual eviden-
temente no es exacto. En efecto, si al numero a se le da un incre-
mento d, su logaritmo recibira otro A; si damos ahora al numero
a-\-d el mismo incremento d, el logaritmo recibird también un nuevo
incremento algo menor que el primero, segun lo dicho anterior-
mente; asi, cuando el incremento del nimero se ha hecho doble,
el del logaritmo es un poco menor que el doble; y al contrario,
cuando el incremento de un nimero se ha hecho mitad, el del lo-
garitmo es un poco mayor que la mitad. De donde se deduce que,
al hacer uso de esta proporcion en el primer problema, se hallan
resultados menores que los verdaderos; y al pasar de los logaritmos
a los ndmeros, los resultados son mayores.

Para calcular el Iimite del error que se comete por el empleo de
esta proporcion, se necesita el conocimiento de las series, de las
cuales nos ocuparemos en el Algebra superior.

500. En el céalculo logaritmico puede ocurrir tener que operar
con logaritmos de nimeros negativos; y como estos nimeros no tie-
nen logaritmos, podria creerse que no era posible ejecutar aquel
calculo en que esto sucediera; pero si observamos que los signos de
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los factores de un producto, por ejemplo, no alteran & éste en nada
respecto de su valor numérico, y que sélo indican el sentido en que
debe tomarse, podremos hacer abstraccién del signo de aquellos nu-
meros negativos cuyos logaritmos han de introducirse en el calculo,
ejecutarlas operaciones como si todos los nimeros fueran positivos,
y tomar el resultado en el sentido que deba tomarse, con arreglo a
los signos de los nimeros que entren en su formacién. Asi, si tuvi -
ramos que hallar la 9. potencia del nimero negativo — 3, harmmos
el calculo como si el nimero 3 no llevase el signo-, Y f
9 iog 3=4,2940913. el cual corresponde al numero 19683; luego
el valor de 3*>=19683; y como (-3)~=-3”" se tendra que debe-
remos tomar el resultado obtenido con el signo . '

Del mismo modo se hallara por logaritmos el prodacto de Ios nu-
meros 37X -2X 18X -32X-17, efectuando las operaciones como
si todos los nimeros fuesen positivos, y el resultado se consideraria
con el signo — , por ser el que corresponde al numero impar de fac-
tores negativos.

LECCION LULI.

Interés coBipuoi,to.-Aimalidade3.-Acnmiilacioii de capitales.

Intcrcfl compuesto*

601. ya hemos visto [Ari. 386) cual es el objeto del interés

compuesto, v hemos hallado también la férmula
C=c[l+i-)

que expresa el valor C en que se convierte el capital ¢ al cabo de un
cierto tiempo i, prestado a interés compuesto, al r por rea ®

En esta formula se supone, segiin el modo con que a a
deducido, que t es un numero exacto de afos;, pero ella es general
aun siendo t un numero fraccionario de afio.

En efecto, si no s6lo se han de apreciar los intereses que cor-
responden a uno 6 mas afos enteros, sino a una fraccion cualquiera
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de afio, es muy natural que, si no hay algin convenio en contra,
se calculen de dia en dia en vez de hacerlo de afio en afio, y enton-
ces es necesario calcular cual serd el interés que debe devengar un
real diariamente, para que al afio el capital ¢ haya podido conver-
tirse en segun hemos visto en Aritmética. Sea o; este interés,
y, segun la misma férmula, hallaremos para el nimero exacto de
dias 360, que son los que se supone tiene el afio comercial, la relacion

de donde

Del mismo modo se hallara que, si t expresa n afios y p dias,
~ real, al cabo de ese tiempo, se habra convertido en (lI+a))360«+p”
y a reales, por consiguiente, en a(l+j7)360>i-i-p. ¢ reemplazando en
vez de 1-j-a: su valor, se hallara

360n4-p
360

donde vemos que la formula es cierta cuando t expresa un nuamero
fraccionario de afios.

También se verifica esta formula aun en el caso de ser i un nimera
negativo, sélo que la interpretacion serd distinta; si cuando t es un
nuamero positivo, expresa Cen la formula [1] lo que el capital ¢
valdra dentro de n afios, cuando t sea una cantidad negativa —
C representard lo que el capital c, dinero efectivo en el dia, valia
hace n afios. En efecto, si se han colocado C reales hace n afos, al
tanto r por real, este capital debe valer en el dia en capital é intere-
ses C(I-f-r)«; y si este valor estd representado por c, tendremos

de donde C=c(4-f-r)-';
luego la formula [1J se verifica &un en el caso de ser f un numero-
negativo.

502. Probada la generalidad de la formula C=::c(l4-r)’, ya sea
jun numero entero 6 fraccionario, positivo ¢ negativo, podremos-
deducir de ella el, valor de cualquiera de las cuatro cantidades C..
¢, r y/, conociendo las otras tres; lo cual da origen & cuatro proble-
mas distintos.

503. Para mayor facilidad, se aplica & estos problemas el calculo
logaritmico. Asi, para hallar en lo que se convierte un capital ¢ im-
puesto por t tiempo & interés compuesto, a im tanto r por real al afio,
tendremos

log C~log c-hilog (I-H") [2].
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Para hallar el capital ¢ que se hxi de imponer a interés com-
puesto al tanto r por real al afio, para que en t tiempo se conviei'ia en
el capital C, se tendra
logc = iogC— ilog(l-+-r) [3].

Para hallar el tiempo t que hemos de tener un capital ¢ im-
puesto & interés compuesto, a un tanto r por real al afio, para que se
convierta en el capital C, se tendra la formula

304.

500.

m_log C—logc
log (1+7r)

306. Por ultimo, para saber & qué tanto r por real anual hay que

imponer un capital ¢ a interés compuesto, para que en t tiempo se
convierta en el capital C, se hallara
log C— logc
log (I-]-r) = [5]-

Sustituyendo en cada una de estas formulas los valores particu-
lares que en cada caso especial tengan, y efectuando las operacio-
nes indicadas, hallaremos los logaritmos de los resultados que se
piden; de modo que dichos resultados seran los nimeros correspon-
dientes a estos logaritmos, a excepcion de la formula [4], que nos
da directamente el valor de t.

307. Los banqueros y comerciantes sélo usan la férmula gene-
ral [1], cuando t expresa un numero exacto de afios; pero cuan o
t no llega avaler un afio, 6 es un numero fraccionario, 6 bien expresa
un numero de afios cualquiera que puede ser cero, y ademas un
cierto numero de dias, calculan primero por la férmula [1J, en o
que se convierte el capital dado & los n afios, y después lo que este
resultado producira a interés simple en los dias que se tengan.

Sea, por ejemplo, hallar en lo que se convertira el capital c, im-
puesto a interés compuesto por n afios y p dias, al r por rea a ano.

Llamemos al capital en que se convierte el capital c en los n
afios, de modo que se tendra

El nimero p de dias sera una fraccion de afio que podremos re
presentar por f; de modo, que el capital
a interés simple, nos dara G
sera

impuesto por / lempo
luego la formula

C=C(H-r/)=c(l+ )" {I'f-r/j;
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Z cIT C=.(1+,.)», eo,,0 debia

Aplicando los logaritmos, hallaremos
log C-~logc+n log (I+r)-Hog (1+,/) rni
que nos da el valor del logaritmo del capital C, conodendo el capi

impuesto ¢, el tmmpo n mas f, y el tanto r de interés por real
Despejando en esta formula log ¢, hallaremos

la cual nos d& a conocer c, en funciéon de C, rvn-~f '
De la formula [7J se deduce facilmente esta otra-
log C—log ¢ log
log fl-]-r) logfl+r)
Repres_entemos por Q el cocientg _d_e dividir Iog,. C- <O ¢ por
(1+rj, y por R el resto de esta division, se tendr&
log G— loge Jt
log(l+r) ~~""“"Tog (M+77’
sustituyendo este valor en la relacién anterior, hallaremos
R e log(l+r/")
log(l-i-r) log (iH-r) ’

En esta formula, n y Q son numeros enteros,

log(1+r/-) N "
" log(l+r) fracciones propias, de donde se deducira
n=Q, vy log[l-]-7/)—n rg-i.
la primera igualdad nos da & conocer,,, y la segunda 1+r/, y por
lie énok, | f dndTraccion de afio. FHAQ # "«c’ero

Si tratasemos de hallar el valor r, que es en realidad el que ofrece

log(l4-r)= iiiilz£1_M I1zx1!1:/~

n ri t

!]%% } 0, se tengr-g para un valor aproximado de ry w«="ando que
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Este valor aproximado, que llamaremos , es mayor que el ver-
dadero, puesto que para obtenerle ha sido necesario despreciar el
sustraendo —g ( g. positivo. Sustituyendo este valor

n
en laféormula [9], hallaremos la expresion
losC— loge log(l-i-r,/")
N

gue nos dara un segundo valor aproximado para r, que podremos
llamar y que facilmente podremos ver que es menor que el ver-

dadero, pues se ha obtenidd BoRieRds en el Sistraghido DO A1)
en vez de r, una cantidad rj mayor; por consiguiente, el valor de r se
hallara comprendido entre  y r,,.

Sustituyendo ahora, en la misma férmula [9], r~porr, hallare-
mos otro valor aproximado de r, que podremos llamar 73, y que sera
mayor que r; y asi sucesivamente jremos determinando valores su-
cesivos i's,... que irdn comprendiendo el valor de r, por cuyo
medio podremos llegar & obtenerle con un cierto grado de aproxi-
macion.

Anunliilades.

SOS. Se llama anualidad, una suma que se paga anualmente para
reembolsar en un cierto nimero de afios un capital y sus intereses
compuestos.

La cuestion de anualidades se reduce al siguiente problema:

«509. (Qué suma a es necesaria reembolsar anualmente para ex-
tinguir en t afos un capital actual de C reales, el cual se siipone que
esta impuesto & interés compuesto y aun tanto r por real al afio?

El capital C, al cabo de t afios, se habra convertido (501) en
C(lI-j-r)*; por consiguiente, es necesario que las anualidades, unidas
a sus intereses compuestos, compongan en t afios la misma cantidad.

Esto supuesto, la anualidad a pagada al fin del primer afio, pro-
ducira en los t— 1 restantes o(l-hr)'™ '; del mismo modo la se-
gunda anualidad producira Y  sucesivamente, se ten-
dra que las anualidades siguientes produciran las cantidades respec-
tivas a(4-}-r)'-3, ij(H-i)'"S etc*; penudltima y la alti-
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maa. Todas estas cantidades vienen & formar los términos de una
progresion geométrica, cuyo primer término es a, la razéon 1+r, y

el nimero de términos t; por consiguiente, la suma sera

y como esta suma tiene que ser igual & la cantidad Cfl-t-r)« se
tendra \ >7»

a[(.1-1-r)i_/1]
[i0]

de donde a= Cr(l-\-rf
(1+r)y—\ [M],

cuya formula resuelve el problema.

Por esta expresion se ve que a es una cantidad positiva y mayor
que Cr; es decir, mayor que el interés simple del capital C, como
debia ser.

310. Dividiendo los dos términos de la fraccion que expresa el
valor de a, por (l-j-r)', hallaremos la trasformada

Cr
1

en la cual, si hacemos t=<x>, obtenemos a—Cr,* es decir, el interés

simple anual del capital C. Cuando un capital estd impuesto con la

condicion de no pagar mas que los intereses que anualmente deven-

gue, entonces éstos intereses toman el nombre de rmta perpetua.
S'il. De la formula [\Q] se pueden deducir estas otras;

c auU~-hry—i%} [12] ‘e loga— log(u— Cr)

r(1+if log(1+r) [13],

qgue nos dan a conocer el valor del capital C, en funcién de a, ry f-
y el numero de anos i, en funcién dea, Cyr.

El valor der en funcién de C, o y i, depende de una ecuacién del
grado t;. por consiguiente, no se puede obtener directamente. Sin
embargo, por el método de las aproximaciones sucesivas, podremos,
hallar valores que le comprendan y que se le vayan aproximando
cada, vez mas; de modo que podremos hallar por este medio el valor-
ée r,, con. cierto grado de aproximacién, sin necesidad de recurrir
al algebra superior.
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Acuimilaclou de capitales.

512. La cuestion que se entiende con el nombre de acumulacion
de capitales, tiene por objeto la resolucion del problema siguiente:

Una persona impone a reales al principio de cada afio a Interes
compuesto: ;qué capital tendra al cabo de t afios, suponiendo r el tanto
por real?

Es claro que este Ultimo capital vendra representado por la suma
de las puestas, mas los intereses compuestos de las mismas durante
el tiempo que cada una estd impuesta. Asi, la primera se convertira
al cabo de los i afios en o{l+r)'; la segunda en a{l1+r)i-‘; la ter-
cera en a{\"'Y~", y asi sucesivamente; la pendltima seraa(l+r) ,
y ladltima a(l+r); luego representando la suma de todas por C,
se tendra

~ ailH -r)[[l-i-ry— 1]
r

Esta formula da origen & cuatro problemas distintos, siempre que
dandose tres de las cuatro cantidades que contiene, se trate de de-
terminar la cuarta.

FIN DEL TOMO PRISIEBO.
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