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ADYEETENCIA

La favorable acogida que á mis Lecciones íIb  Algebra 
ha dispensado el público inteligente, mereciendo ser reco
mendadas en los programas oficiales del Gobierno y adop
tadas de texto en varias academias preparatorias, me 
estimula, una vez agotada la primera, á publicar una se
gunda edición de las mismas.

Escribí este tratado para que pudiera servir de guia á 
los jóvenes que se dedican á la Facultad de Ciencias y á las 
carreras especiales. En esta segunda edición, si bien me 
propongo el mismo objeto, he introducido algunas ligeras 
reformas,— que no alteran ni la extensión ni el fondo de 
la obra,— para que á la vez pueda ser útil á los que estu
dian en los Institutos y colegios privados. A este ñn, he 
señalado con un asterisco los párrafos que pueden pasar 
por alto ó de que puede prescindir el alumno de segunda 
enseñanza; quedando así un tratado de Algebra con la ex
tensión que ordinariamente se dá á esta asignatura en los 
referidos Institutos y colegios.

Para reducir algún tanto el volúmen de la obra he 
variado la forma de algunos cálculos y suprimido los mé- 
nos importantes. También han quedado suprimidas algunas 
teorías por hallarse ya expuestas con igual extensión en la 
segunda edición de la Aritmética,

A pesar de haber revisado escrupulosamente los cál- 
culos, y corregido las faltas de imprenta y otras de distinta 
índole, de que la primera edición adolecía, no abrigo la 
pretensión de que ésta se halle exenta de defectos y mucho 
menos de que satisfaga por completo las exigencias de to
das nuestras escuelas.





LECCIONES DE ÁLOEBEA

PRIMERA PARTE

DE LAS OPERACIONES ETJNDAMENTALE8

L E C C IO N  P R IM E R A

IN T R O D U C C IO N

O tjeto dftl álgebra.— Signos algebraicos. — Cantidad algebráica y  sus diferentes clases; 
términos sem^antes, sn reducción y  destrucción.

Objeto <lcl Algebro.

Todas las cuestiones matemáticas, que son aquellas que 
pertenecen á la cantidad, se pueden reducir á dos clases; á cuestiones 
de números ó á cuestiones de cantidades propiamente dichas. Las 
primeras, que son aquellas que se refieren á los números, ya sean 
abstractos ya concretos, ó representantes de cantidades, puesto que 
expresan su valor, pueden corresponder a cualquiera clase de magni
tud siempre que ésta sea comparable, ó lo que es lo mismo, 
medible.

Las segundas, que son aquellas que tienen lugar entre las canti
dades mismas sin atender á su valor numérico, corresponden exclu
sivamente á la extensión ya sea lineal, ya de superficie ó ya de volu
men, que es lo que constituye la Geometría.

De aquí la división de las matemáticas elementales en A r it m é
t ic a  y G e o m e t r ía .

9. La Aritmética se subdivide en Aritmética propiamente dicha,



y Algebra; de la primera ya nos hemos ocupado en el primer tomo 
de esta obra, la segunda será el objeto del presente.

3. Algebra es la parte de las matemáticas que tiene por objeto 
simplificar y generalizar la resolución de las cuestiones relativas á los 
números, determinando la serie de operaciones que hay que ejecutar 
para hallar un cierto resultado.

4. Al ocuparnos en nuestras leccion es d e  a iu t jié t ig a  de las 
propiedades generales de los números, hemos visto lo conveniente 
que es representarlos de una manera general por medio de signos 
que, careciendo de los valores numéricos que cada uno de ellos pue
da tener, expresen los números con las condiciones que se exigen 
en la cuestión.

Estos signos son las letras del alfabeto, y con ellas se puede repre
sentar cualquiera cantidad, haciendo uso de los acentos 6 índices, 
como allí se dijo.

5. En aritmética el uso de las letras, si bien es conveniente, no 
es de necesidad, puesto que sin él podrían demostrarse las pro
piedades generales de los números y resolver los problemas relati
vos á los mismos que allí corresponden; pero en el álgebra es necesa
rio: sin el auxilio de las letras no podría cumplir esta parte de las 
mateniáücas con el objeto que se propone.

En efecto, si empleásemos números particulares en la resolución 
de algún problema ó cuestión, nos hallariamos, al llegar al resultado 
final, con un número cuya formación, según los datos del problema, 
nos seria desconocida; porque una vez efectuadas todas las operacio
nes tan liiégo como se presentan, ya no tendríamos rastro ni señal 
de ellas.

Si para evitar este inconveniente dejásemos indicadas todas las 
operaciones que hay que ejecutar, tendríamos el de no poder distin
guir bien los datos en el caso de que dos ó más tuviesen el mismo va
lor y por lo tanto estuviesen representados por un mismo número.

Si en vez de números empleamos letras, los datos no podrán con
fundirse, porque cada una expresará un número diferente. Las ope
raciones necesarias para obtener el resultado final quedarán todas 
indicadas, por consiguiente sabremos de qué modo está compuesto 
dicho resultado según los datos de la cuestión.

G. El resultado final de un problema que viene expresado por 
las operaciones necesarias y suficientes hechas con los datos, consti-
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tuyc lo que se llama fòrmula, y esta fórmula que resuelve la cues
tión, es general y sirve para todos los problemas de una misma 
«specie.

Así, de la relación D ('lOO-i-fí)=Ví¿ que en la regla de descuen
to hemos hallado [Arit. 388), se deducen todas las fórmulas relativas 
á los problemas de descuento sobre el valor actual de una letra; de 
modo que el descuento, que es lo que allí se busca, está dado por la

fórmula D = -----------, y dando valores á V, i y t que representan
lOO-híí

respectivamente el valor actual de la letra, el interés y el tiempo, 
se obtiene lo que se pide en cada caso particular.

7. No siempre los datos que entran en una cuestión son números 
ya determinados; muchas veces, y es lo más general en álgebra, son 
resultados de varias operaciones hechas con números ó cantidades, 
en cuyo ca*so, estos resultados se dice que son funciones de los núme
ros ó cantidades de que dependen.

Ahora bien, ¿qué confusión no habría en los cálculos de la cues
tión propuesta si .se efectuasen con dichos resultados indicados? Esa 
confusión se evita sustituyendo cada uno de ellos por una letra que 
lo represente.

La aritmética, por su naturaleza, no efectúa cálculos sino con nú
meros determinados, mientras que el álgebra no solo puede ejecutar
los con números determinados, que es la parte que tiene de común 
con aquella, sino que también los efectúa con resultados de operacio
nes indicadas, ó sea, como ya hemos dicho, con funciones de otros 
números, que es en lo que el álgebra se diferencia de la aritmética: 
fundado en esto, hay quien deOne la aritmética diciendo que es el 
cálculo de los números, y el álgebra el cálculo de las funciones.

8. Habiendo tratado en aritmética con toda generalidad el cál
culo de los números, cualquiera que sea su naturaleza, únicamen
te nos resta estudiar aquí el modo de efectuar las operaciones con las 
letras que representan los números ó funciones, objeto principal de 
esta primera parte.

Sabiendo el mecanismo de la composición y descomposición de la 
cantidad, debemos ocuparnos de la cuestión principal del álgebra, 
que consiste en establecer las relaciones que ligan entre sí á las di
ferentes cantidades de las que depende la resolución de cualquiera 
cuestión ó problema.

FUNDAMENTALES. 3



DE LAS OPERACIONES

S íg a o s  alg eb rú lcos.

9. Los signos de que nos hemos de valer para indicar las opera
ciones y relaciones de igualdad ó desigualdad, son los mismos que 
hemos usado en aritmética.

4 0. Al coeficiente y expolíente se Ies da mayor latitud en álgebra, 
pues considerados en aritmética como números que expresan las ve
ces que la cantidad á que afectan está repetida por sumando ó factor, 
son por su naturaleza números enteros; al paso que aquí pueden ser 
enteros, quebrados ó inconmensurables, teniendo en cada uno de es
tos casos interpretación distinta.

Una cantidad afectada del coeficiente 3, indica la suma de tres
3

cantidades iguales á ella misma; pero el coeficiente —  , por ejemplo,
O

ó  el número inconmensurable / T ,  no expresa la repetición por su
mando de la cantidad á que afecta, sino una parte de dicha cantidad 
igual á la que el coeficiente es de la unidad.

1. Si el exponente no es un número entero, no tiene la misma 
significación que allí se le dió: ya veremos el modo de interpretarlo 
á su debido tiempo.

C autlda«! algcIti'Aica y sn.« dlfcrcntcia e s p e c ie s ; térm inos sciucjaiitcs, 
su  rctluccioit y dcstriicciou .12 . C an tid a d  a l g e c iiá ic a  es toda aquella que está representa

da con letras, y en la cual no sólo se considera el valor numérico, 
sino también el modo que tiene de existir.

Las cantidades algebraicas, lo mismo que las numéricas, pueden 
ser enteras y fraccionarias': cantidad algehráica e n t e r a , es aquella 
que no tiene denominador, ni está bajo de ningún radical; fiiaccio— 
NAiuA, es la que tiene denominador.

Por esta definición se comprende que la cantidad algebraica sólo 
es entera ó fraccionaria por su forma, y no por el valor numérico 
que representa; puesto que a, por ejemplo, cantidad algebraica en
tera puede representar un número no sólo fraccionario, sino tam
bién inconmensurable: mientras que una cantidad algebraica fraccio

naria— , puede representar una cantidad numérica entera. 
b

La cantidad algebraica puede ser además racional é irracional:



cantidad algebraica r a c iOxNa l  es aquella que no está afectada del sig
ilo radical; é ir r a c io n a l  la que lo está.

Esta definición, como en el caso anterior, se refiere á la forma y 
no al valor numérico.

'IS. E x pr esió n  a l g e b r a ic a  cs cwÀ/5'wera reunión de letras 6 de 
letras y números ligados por los signos ya conocidos. Así, las letras a, 
b, c, etc., son expresiones algebraicas y de las más sencillas. Del
mismo modo lo es 3aH -5«6— (^a^b.

44. Té r m in o  es cualquiei' conjunto de letras que no lleva inter
puesto el signo -\-ni — . Así, a es un término, 3a-b es otro y 3 a / b~ 
lo es también.

45. Monom io  se llama la cantidad algehráica que tiene un solo 
término; bin o m io  la que tiene dos; t r in o m io  ¡a que tiene tres; y en 
general p o lin o m io  es la cantidad que tiene más de tres términos.

46. Los términos pueden ser semejantes ó nó: t érm ino s  se m e
ja n t e s  son los que tienen las mismas letras con los mismos exponen
tes: así, 3a-6 y 5a^6 son términos semejantes; pero no lo serán 3a^6 
y ñab^, porque aunque tienen las mismas letras, éstas no tienen los 
mismos exponentes.

'17. G rado  d e  ün  t ér m in o  en t e r o  es la suma-de los expo
nentes de las letras que lo constituyen, considerando con el exponen
te 4, aquellas que expresamente no le tengan.

48. Si en un polinomio existen varios términos semejantes pre
cedidos de un mismo signo, se pueden reducir á uno solo cuyo coe
ficiente, afectado del mismo signo, sea la suma de los coeficientes 
de dichos términos semejantes. Si hay varios términos semejantes 
precedidos unos del signo -f- y otros del signo — , podrán reducirse 
lodos los que llevan el signo + ,  á uno; y todos los del signo — , á 
otro; y estos dos á uno solo, cuyo coeficiente sea la diferencia de 
ambos coeficientes, afectada del signo que lleve el mayor. Es claro 
que si los coeficientes fueran iguales, su diferencia seria cero y el 
término desaparecería.

Estas operaciones se conocen con los nombres de reducción y des 
truccion de los términos semejantes.

Haciendo la reducción y destrucción de los términos semejantes 
en cada uno de los polinomios siguientes, se tendrá:

4 3a^ó-h56'—

FUNDAMENTALES. 5



6  DE LAS OPERACIONES

2 ." +  2a H '+ A a 'ò -— 7a^6'—

El término 3a’-6 que lleva el signo H -y  que está suprimido por ser 
principio de polinomio, se ha reducido con dando el resul
tado -^Sa}b, que reducido con -i-arb, da el término 9íî 6 que hemos 
escrito: del mismo modo, reduciendo los términos-(-o6  ̂y H-96^, se 
tiene el r e s u l t a d o p o r  último, hemos hallado el térmi
no — 8o '6 ,̂ reduciendo los dos términos — y — oa^b .̂

En el segundo polinomio, los términos larb^ y — 2â 6̂  se han re
ducido á los términos oa*6  ̂ y — á — Sa-ft", que con el
t é r m i n o s e  reduce á— el término se escribe en el
resultado, por no tener semejante con el cual pueda reducirse ni 
destruirse; finalmente los términos — 36  ̂y -1-3^^ se destruyen, por 
cuya razón no aparecen en el resultado.

LECCION II.

Cantidades negativas, modo de considerarlas.

C a n tid ad es  n eg a tiv a s , m o d o  d e  couMidcrarlaH.

19. En aritmética sólo se considera el valor numérico de las 
cantidades, prescindiendo de la posición relativa que puedan tener 
unas respecto de otras y de la manera que puedan influir en el re
sultado de un problema, en el cual se consideran cantidades que tie
nen distinto modo de existir; pero en el álgebra no sólo hay que 
atender al valor numérico de las cantidades, sino también a su po
sición relativa y modo de existir.

Si upa cantidad x  representa la diferencia de otras dos a y 6, lo 
cual se consigna por la igualdad x — a — h ó x — b u, se hallará el 
valor numérico de dicha cantidad ¡r, restando del valor numérico de 
la mayor de las cantidades a ó 6, el valor numérico de la menor. 
Si X no expresara la diferencia en absoluto que h-ay entre a y 6, 
sino que representase la cantidad que indica el resultado de la sus
tracción ü— 6, es decir, si se obtuviese simplemente la igualdad

x = a — 6, [1]



no podría obtenerse aritméticamente el valor de íc, ni su significa
ción, en el caso de ser a < h ;  puesto que el resultado pedido debe 
ser tal, que sumado con el número b, ba de dar el numero a, lo 
cual es imposible; pero si observamos que siendo le excederá
en una cierta cantidad d, tendremos b =  a + í / ó  a =  b d ; y  sustitu
yendo uno de estos valores, el de a por ejemplo, en la igualdad [ 1], 
se convertirá G n x ^ h ~ d - b  6 x = ^ - d ;  resultado que se llama ne
gativo y que por mucho tiempo ha sido despreciado como expresión 
que carecía de sentido.

Examinando detenidamente este resultado y su procedencia, ve
mos que nos indica una cantidad que debería restarse de otra si la 
hubiera; al paso que siendo a > 6, la diferencia d, valor que entonces 
tendría x ,  nos indicaría una cantidad que debería sumarse; por con
siguiente, cada uno de estos valores obtenidos para x ,  tiende a un 
fin diverso; el uno á disminuir y el otro á aumentar en cuanto ellos 
valen, un cierto resultado. Estos valores considerados en absoluto, 
nos dan una primera idea de los dos modos distintos como pueden 
existir las cantidades; mas no basta la concepción de estos dos mo
dos de existencia, es necesario darles interpretación física y real en 
cada uno de los casos en que se presentan, siempre que sean sus
ceptibles de esta significación; lo cual nos dara el medio de interpre
tar el resultado de un problema, que de otro modo se hubiera des
echado como imposible ó absurdo.

Supongamos que el valor de a; =  a — 6, nos indica la distancia que 
hay de un punto fijo O, á otro movible M,

FUNDAMENTALES. ^

X' M' O M A X

el cual se supone que, partiendo del punto O recorre hacia la dere
cha, en la dirección OX, una distancia OA =  a, y después ha retroce
dido á la izquierda una distancia ÁM =  á; de modo que, x  =  a b 
representará en posición y en magnitud la distancia que media entre 
los dos puntos O y M de partida y de llegada.

Es evidente que si la cantidad a es mayor que b, el punto movi
ble áí tiene que retroceder ménos que lo que anduvo en la direc
ción OX; por consiguiente, el punto M estará á la derecha del ori
gen O y á una distancia OM igual á la diferencia a — b, la cual



suponemos ser d; luego x  =  a — h =  d, nos expresa en magnitud y 
posición la distancia Olí.

Si se tiene a =  h, es claro que el punto de partida y de llegada se 
confunden en uno, puesto que la distancia que recorrió á la dere
cha es igual á la que retrocedió: luego í c = a — ó =  0, nos indica la 
distancia cero que separa á los dos puntos ó sea el origen.

Si tenemos, por último, ac^b,  habiendo retrocedido hácia la iz
quierda el punto movible una distancia mayor que la que anduvo á 
la derecha, no solamente debió volver al origen, sino recorrer hácia 
la izquierda una distancia OlF igual en valor numérico á la diferen
cia d que hay entre los valores b y a; pero este valor que está dado 
por la igualdad íT =  a —  h =  — d, nos indica también en magnitud y 
posición la distancia 011  ̂ entre los dos puntos de partida y de lle
gada.

Como los valores d y — d, hallados para x,  dependen de los valo
res generales que se Ies puede dar á a y 6 en cualquier otro caso 
de esta misma especie, tendrán la misma significación que en el an
terior; de donde podremos concluir, que el valor positivo ó negativo 
hallado como solución de un problema, nos puede indicar, si se trata 
de la posición de un punto con relación á otro en una línea, la dis
tancia á la que se halla dicho punto del origen, y el sentido de iz
quierda á derecha ó de derecha á izquierda en que se ha de tomar, 
Ajando de antemano que el positivo indique uno de estos.

20. Si en la igualdad x = a — b representa x  la fortuna de una 
persona cuyo haber está expresado por a, y lo que debe por h, es evi
dente que la diferencia a— b — d expresará el caudal ó fortuna de 
dicha persona, siendo a '^h ;  si se tiene a = ó ,  la fortuna se reducirá 
àcero, es decir no tendrá nada; pero si ac^b,  entóneos la igual
dad x = a — h se reducirá, como anteriormente, á x = — d, cuyo re
sultado nos indicará que la persona en cuestión no tiene fortuna, 
sino un débito representado por d; puesto que siendo d el exceso 
de lo que debe sobre lo que tiene, es claro que dando todo cuanto 
posee, queda debiendo aún dicha cantidad.

Conviniendo en llamar positivas á las cantidades de dinero que 
uno posee, y representándolas por cantidades precedidas del sig
no -h , las deudas  ̂ ó sean las cantidades que uno ha de pagar, serán 
las negativas é irán precedidas del signo —  : y recíprocamente, toda 
cantidad precedida del signo — , indicará una deuda; y precedida

8 DE LAS OPERACIONES



del signo H-, será posifiva y expresará una cantidad existente en 
caja.

24. Del mismo modo, conviniendo en que los* grados de un ter
mómetro contados sobre cero sean positivos, y negativos los que se 
cuenten bajo cero, é indicando los primeros con el signo - i - y  con el 
signo —  los segundos, tanto el valor -\~d como el valor — d, hallados 
para x  por la igualdad x —a—h, en la cual x  representa la tempe
ratura que marca un termómetro después de haber descendido b 
grados desde la temperatura marcada por a grados, tendrán una sig
nificación física, ya sea a = ó , ó a<ih.

Asimismo, tendrá interpretación física y racional el valor negati
vo — c?, en todas aquellas cantidades que sean susceptibles de tener 
dos modos de existencia enteramente opuestos; únicamente no ten
drá significación, y si la tiene es la de indicar la imposibilidad del 
problema de que proviene, en el caso de que la cantidad que repre
sente no admita estos dos modos de existir.

22. Admitido que las cantidades, según se consideran en álge
bra, pueden tener dos modos distintos de existir, dando origen á 
las cantidades positivas y negativas, nos vemos en la necesidad de 
establecer un punto de partida ú origen de ambas cantidades, el cual 
no es otro que cero; de donde se deduce, que el cero en las canti
dades algebráicas se considera bajo dos aspectos, ó como carencia de 
toda cantidad, ó como límite donde concluyen las negativas y prin
cipian las positivas.

Cuando la cantidad no es susceptible de existir sino de una ma- 
ra, entónces el cero sólo indica la carencia de toda magnitud.

23. También es necesario modificar la definición de cada una 
de las operaciones que se hacen con la cantidad, de manera que 
comprenda no sólo á las que tienen un mismo modo de existir, que 
es lo que hasta aquí hemos considerado, sino también á las que ten
gan dos modos opuestos.

24. Este nuevo modo de considerar á las cantidades nos obliga 
á establecer nuevas relaciones de magnitud; porque ahora no basta
rá que dos cantidades tengan un mismo valor numérico para que 
sean iguales, sino que además es necesario que tengan un mismo 
modo de existir.

23. Sí de un minuendo m restamos un sustraendo s y represen
tamos la diferencia por d, se tendrá rti—s = d .  Si s, siendo menor

FUNDAMENTALES. 9



que m, suponemos que aumenta, la diferencia d será una cantidad 
positiva, cuyo valor disminuirá á medida que s aumente. Cuando 
s —m, d se convierte en cero; y si todavía suponemos que s sigue 
aumentando, d irá disminuyendo y será negativo, de modo que po
dremos decir: 1 .° que toda cantidad positiva es maijor que cero; 
2 .° que toda cantidad negativa es menor que cero; y 3.” que de dos can
tidades negativas es mayor la que tiene menor valor numérico. Asi, 
para indicar que una cantidad a es positiva ó negativa, se establece la 
relación a ^ O  ó a<C0.

*W  No solo se puede admitir por analogia que las cantidades 
negativas son menores que cero, y que de dos negativas es mayor la 
que tiene menor valor numérico, sino que también podemos conven
cernos de ello directamente por el raciocinio, á pesar de parecer una 
paradoja el decir que haya una cantidad menor que cero, ó lo que 
es lo mismo, menor que nada.

En efecto, miéntras que las cantidades se consideraron con un solo 
modo de existir, no se admitieron las cantidades negativas, y cuando 
se llegaba á resultados de esta especie, se desechaban como indicios 
de una imposibilidad de la operación ó un absurdo en el problema; 
y entonces el cero no representaba más que la carencia de toda can
tidad, en cuyo caso no se concebía ninguna que pudiese ser menor 
que cero; pero una vez admitidas las cantidades negativas como re
presentantes de uno de los dos modos como la cantidad en general 
puede existir, su valor absoluto no debe considerarse con relación al 
cero límite, sino con relación al cero carencia de toda cantidad, 
menor que el cual no es admisible ninguna otra.

Cuando el cero es considerado como límite, no es una paradoja el 
decir que una cantidad negativa es inenor que cero, sino que por el 
contrarío es lo lógico y natural. En efecto, no representando el cero 
de un termómetro la cantidad cero de calor, sino un origen de par
tida conocido, con el cual se relacionan otros grados de temperatu
ra, ¿será un absurdo decir que cuando el termómetro marque diez 
grados bajo cero, ó sean— 10°, haga ménos calor que cuando marca 
cero? Es claro que no, y se comprobaría fácilmente si el límite cero 
á que nos referimos cambiase en la escala termomètrica, ó si esos 
mismos grados de temperatura que hemos marcado con cero y— 10“, 
medidos en el termómetro centígrado, por ejemplo, los refiriésemos 
al termómetro de Fahrenheit, en el cual 32“ equivalen al cero del

10 DE LAS OPERACIONES
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centígrado, y— 10" de éste, á U " del de Falirenheit. Donde vemos 
que el grado de calor marcado por cero es mayor que el marcado 
por— 10“.

Este mismo raciocinio empleado en las cantidades de longitud 
contadas en una línea á derecha ó izquierda de un punto tomado 
como origen, demuestra que el valor absoluto de una cantidad jic— 
gativa es menor que cero considerado como límite, para lo cual bas
taría solamente admitir el cero carencia á partir del cual se contasen 
todas las cantidades y en un solo sentido.

Lo mismo sucedería si la cantidad se refiriese al tiempo trascur
rido antes o después de una época, la cual se toma por cero ó parti
da: así— 100 años, con relación al diluvio, exprcsaria una cantidad 
de tiempo en absoluto, menor que la que expresa la época del dilu
vio, si ambas las referimos al origen que supondremos serla crea
ción.

27. Cuando el cero límite es el mismo que el cero carencia, 
como sucede en las cantidades de dinero que una persona tiene ó 
debe, no es tan fácil formarse idea de la relación de magnitud entre 
cero y una cantidad negativa; pues el valor real de estas cantidades 
es en este caso puramente convencional y solo por el efecto que pro
ducen al reunirías coa otras positivas, podemos deducir que una 
cantidad negativa sea menor que cero. En efecto, si hay dos perso
nas de las cuales una tiene cero capital, pero que no tiene deudas, y 
otra que tiene— 100 rs. de capital ó sea una deuda de 100 rs., es 
evidente que consideradas cada una en absoluto y sin otras condi
ciones, tan pobre es una como otra, puesto que de nada pueden 
disponer; pero si suponemos que estos mismos sujetos se asocian 
con otros contribuyendo y formando un capital social con lo que 
cada uno tiene, es indudable que el que no lleve nada, en nada al
tera el capital de la sociedad, mientras que el que lleva la deuda le 
disminuye en cuanto ella vale: luego si reuniendo á un capital una 
deuda da un resultado menor que cuando se le une cero, se puede 
admitir, en este sentido, que el capital negativo ó deuda es menor 
que cero. De otro modo: si cada una de esas dos mismas personas 
recibe 100 rs., la que no tenia nada se hallará con 100 rs.; mas la 
otra satisfaciendo, como debe, su deuda, se quedará sin nada; y 
como es evidente que si las fortunas de dos personas reciben un 
mismo aumento y los resultados son desiguales, dichas fortunas
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también lo son, siendo menor la correspondiente al menor resulta
do, se sigue que el capital— 100 rs. es menor que cero.

28. Del mismo modo se demostraría que de dos cantidades ne
gativas es mayor la que tiene menoí* valor numérico.

29. De todo lo dicho se deduce que las cantidades negativas de
ben considerarse en un sentido enteramente invei'so al de las positivas^ 
y si ¡a cantidad no tiene este doble modo de existir^ se considera coma 
una imposibilidad en el problema de donde provienen.

L E C C IO N  III ,

Cálculo de las cantil  ules al^ebráicas.—Valor numérico de las exiu’esiouos al^jebriiicas.

Cálculo de las cantidades algcbrálcas.

30. Consideradas en álgebra las cantidades bajo el doble aspecto 
de su valor numérico y modo de existir, debemos establecer la di
ferencia que hay entre el cálculo puramente aritmético y alge
braico: diferencia de que ya nos hemos ocupado, aunque muy lige
ramente en nuestras lecciones de a r it m é t ic a .

31. A dición es la reunión de varias cantidades algehráicas cuyo 
valor numérico se toma en el sentido que indica el signo que á cada una 
de ellas precede.

De esta definición se deduce que la suma algebráica no lleva en
vuelta la idea de aumento, pudiendo ser su valor numérico menor 
que el de cualquier sumando.

32. La adición se efectúa según las dos reglas siguientes:
 ̂ Para turnar varias cantidades de un mismo signo  ̂se escriben 

unas á continuación de otras dentro de paréntesis, se efectúa la suma 
de sus valores numéricos y al resultado se le pone el signo de los su
mandos.

En efecto, como todos los sumandos expresan cantidades que se 
han de tomar en un mismo sentido, la suma deberá tomarse en el 
mismo, siendo su valor numérico igual á la suma de los valores nu
méricos de los sumandos.
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E je m p l o s . '1.° (—1—3,)— |—(—|—8)H—(—{—4)— — 20
2.“ (— 5) +  (— 8) +  (— 2 ) + ( — 6) +  ( ~ 3 ) = — 24

Ob s e r v a c ió n . El signo - h  puede suprimirse en principio de dic
ción, y siempre que indique que una cantidad es positiva: así, el 
primer ejemplo se escribirá simplemente

3 + 3 + 8 + 4 = 2 0
2.^ Para sumar varias cantidades de distinto signo, se efectúa la su

ma de todas las que llevan el signo + ,  luégo la de las que llevan el sig
no — , se halla la diferencia de sus valores numéricos y se pone al re
sultado el signo de la mayor en valor numérico.

En efecto, toda cantidad afectada del signo + ,  tiende á aumentar 
el resultado en tanto cuanto vale, cualquiera que sea el sitio que 
ocupe entre los sumandos; y toda cantidad que lleva el signo— , 
tiende á disminuir dicho resultado en su valor numérico; luego una 
vez efectuadas las sumas de unas y otras cantidades, deberán tomar
se una en un sentido y otra en el opuesto: por consiguiente el re
sultado será igual en valor numérico á la diferencia de los valores 
numéricos de ambas sumas, permaneciendo en el sentido de la 
mayor.

Ejemp. 3 + (—5 ) + 8 + 6 + ( — 4 )+ (— 3) +  G=23— 12=M
9.° 8 + ( _ 9 ) + ( —8) +  4 + S  =  '17— n = 0  
3.° ( _ 1 8 ) + 1 2 + M 6 ) + ( — 13)+14 =  — 4 7 + 2 6 = —21

33. Su st r a cció n  es el análisis de la adición y tiene yor objeto, 
dada la suma de dos cantidades algebraicas y una de éstas, hallar la 
otra.

De la definición se deduce que para restar una cantidad algebráica 
de otra, se escribe el minuendo, y á continuación el sustraendo con signo 
contrario, y se efectúa la suma algebráica que resulta.

La cantidad así hallada será la que se busca; porque componién
dose del minuendo con el signo que tiene y del sustraendo con signo 
cambiado, si le agregamos el sustraendo, éste se destruirá á conse
cuencia de hallarse repetido y con signos contrarios, quedando solo 
el minuendo, que es lo que nos proponíamos.

Así, 8— (5) =  8— 0= 3 , 8— (10) =  8— 1 0 = — 2,
8— (— 6) =  8+ 6 =  14 , _ 8  — (4) =  — 8— 4 =  — 12,
—  8— (— 12) =  — 8 + 1 2  =  4.

34. Mu l t ip l ic a c ió n . Multiplicar dos cantidades algebráicas es



hallar otra que sea respecto de una de ellas en signo y magnitud, lo que 
la otra es de la unidad positiva.

Do esta deflnicion se deduce que si la cantidad que hace de mul
tiplicador es positiva ó lleva el signo 4 - ,  el producto llevará el mis
mo signo que tenga el multiplicando, y si es negativa ó lleva el sig
no — , el producto llevará signo contrario. El valor numérico del 
producto siempre es igual al producto de los valores numéricos de 
los factores: luego para multiplicar dos cantidades algebraicas, se 
efectúa el producto de sus valores numéricos y se le afecta el signo del 
multiplicando- ó signo contrario, según que el multiplicador lleve el 
signo -h  ó — .

Así. ( — í i ) x 4  — —  20, 5 x ( — A) =  —  20,
(— o j x ( — 4) =^20.

O b se r v a c ió n . El producto lleva el signo 4 -  cuando los dos fac
tores tienen un mismo signo, y el signo —  cuando tienen signos con
trarios; lo que se enuncia en la práctica diciendo: 4 - por 4 - ,  ó —  
por— , da 4 - en el producto; y 4- por — , ó —  por 4 - , da — .

3o. Si hubiese más de dos factores que multiplicar, se hallarla 
el producto de los dos primeros, luégo el de éste por el tercero, des
pués el del último por el cuarto, y así sucesivamente. Si todos los 
factores no son positivos, el producto llevará el signo 4-0  — , según 
que sea par ó impar el número de factores negativos.
Ejeviplos. ' 1 8 X v — 5 ) x 4 x ( — 3) — 480

2.° o x ( — 1 3 ) X ( — 2 ) x 4 - x ( — S20
30. División es el análisis de la multiplicación y tiene por objeto, 

dado el producto de dos cantidades algebráicas y una de éstas, hallar 
la otra.

Como el producto del divisor por el cociente ha de ser igual en 
magnitud y signo al dividendo, cuando éste lleve el signo 4 -, el co
ciente llevará el mismo que tenga el divisor, y si el dividendo tiene 
el signo — , el cociente llevará signo contrario.

El valor numérico del cociente es siempre igual al cociente de los 
valores numéricos del dividendo y divisor: de donde se deduce que, 
para dividir dos cantidades algebráicas, se halla el cociente de sus va
lores numéricos, y se le pone el signo del dividendo ó signo contrario 
según que el divisor lleve el signo 4-  ó — .

20 — 20 , 20 — 90
Así, - — = 4 ,  ----- r * = — í» — ------ — = 4 .

•14 . DE Z A S  OPERACIONES
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Donde observamos que el cociente lleva el signo
15

o — , según
que el dividendo y divisor tengan un mismo signo ó signos con
trarios.

37. E levación  á  po te n c ia s . La definición de potencia que 
liemos dado en aritmética, solo conviene al caso de ser entero el ex
ponente; mas para definirla de un modo general, diremos que la 'po
tencia ENÉSIMA de una cantidad es otra que se forma respecto de la pri
mera considerada como factor ó divisor, del mismo modo que el expo
nente n lo es respecto de la unidad positiva ó negativa considerada como 
sumando.

Es decir, que si el exponente n es un número entero, la potencia 
enésima de a será igual al producto de n factores iguales á a: así, 
a ’i = a x . a x a ......repetida n veces.

Si n es un numero fraccionario de la forma — , la potencia enesir-
m

ma de a expresará la cantidad que repetida m veces como factor nos 
dé a^=a ; es decir, la raíz emésima de a; porque en efecto, siendo n 
la emésima parte de la unidad, repitiendo la m veces como sumando,

j _
da 1 ; luego la cantidad que represente la' expresión a =  a”*, repe
tida por factor el mismo número m de veces que se ha repetido el 
expolíente íi para dar la unidad, nos debe dar el mismo resultado 

de donde
■ -i-__w ,_

a^~~V a.
p

Si n fuese de la forma — , nos expresarla p veces la emesima par- 
m

te de la unidad, y como una emésima parte de la unidad considerada 
como exponente de una cantidad, nos representa, según acabamos 
de ver, la raíz emésima de la misma cantidad, repitiéndola p  veces 
por factor hallaremos el resultado: luego

r
—  m , _  J ? t . _  / w . ____ ■ \ } J  « i . ---------

a = V a > < V a > < V a ....... = ( y a )  = V a P :  (^n'í. 309).
Si el exponente fuese un número inconmensurable, la potencia se

ria el límite hacía el cual van aproximándose los resultados de sus
tituir el número inconmensurable por números fraccionarios que se 
le vayan aproximando cada vez más.

Y por último, si el exponente n fuese negativo, siendo cualquiera



SU valor numérico é igual á —  m, la potencia a'̂  expresaria la canti
dad a considerada como divisor tantas veces como —  ni contiene á la 
unidad negativa: así,
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>] 1 1 \
X — X — .

a a a1 p
a" 1 m._’

Jñ y ao
p

oT

De todo lo dicho anteriormente se deducen las reglas siguientes;
38. Para elevar una cantidad á una potencia cuyo exponente sea 

un número entero y  positivo n, se repite por factor n veces. El resulta
do será negativo en el caso de ser negativa la cantidad é impar el 
exponente.

Así, 2  ̂=  8, =  =  ( — 2)3 = — 8.
39. Para elevar una cantidad á una potencia cuyo exponente sea

un número fraccionario — , se eleva a la potencia m, y del resultado 
' n

se extrae la raíz enésima.

Así, — a)»«.
^ 40. Para elevar una cantidad á una potencia cuyo expon&nte 

sea un número inconmensurable, se reemplaza este por números fraccio
narios que se le vayan aproximando cada vez mas, y los resultados 
obtenidos expresai'dn el valor de la potencia con un error tanto mas 
pequeño cuanto mayor sea la aproximación de los números fracciona
rios al inconmensurable.

Sea, por ejemplo, el número inconmensurable p  el exponente de
m m-\-\

la potencia á que hemos de elevar la cantidad Y ~

dos números que comprenden á . La potencia a^ ̂  se hallará
m OT4-1

comprendida entre a ” y a “ , de modo que tomando por el valor
m OTn-1

de a^ ̂  cualquiera de las dos expresiones a^  ó a , el error que 
se comete será menor que la diferencia que hay entre ambas expre
siones, la cual será evidentemente tanto mas pequeña cuanto mayor
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sea n,. pudiendo ser dicha diferencia, como más adelante demostra- 
rémos, menor que cualquiera cantidad por pequeña que sea.

41. Para elevar una cantidad á una potencia cuyo exponente sea 
negativo, pudiendo tener un valor numérico cualquiei'a, se parte la uni
dad por la misma potencia de la cantidad cuyo exponente sea positivo.1
Asi,

42. E x tr a c ció n  de r a íc e s . La extracción de raíces es el aná
lisis de la elevación á potencias; y  tiene por objeto, dada una cantidad, 
hallar otra que elevada á la potencia que marque el indice del radical, 
nos reproduzca la primera.

Cuando sea positiva la cantidad de que se ha de extraer la raíz, ésta 
se puede siempre obtener exacta ó aproximadamente, afectando al 
resultado el signo ± ,  si depende de un radical de grado par, y sólo 
del signo -h ,  si fuese de grado impar; pero si dicha cantidad fuese 
negativa, sólo podría obtenerse exacta ó aproximadamente el valor 
de las raíces que dependiesen de radicales de grado impar; pues las 
de grado par darían origen á expresiones llamadas imaginarias, por 
no haber cantidad alguna que elevada á una potencia par, dé un 
resultado negativo.

43. Siguiendo el procedimiento que en Aritmética hemos usado 
para deducir las reglas que conducen á la extracción de las raí
ces cuadrada y cúbica, tendremos por regla general que para ex
traer la raíz enésima de un nùmero, se divide éste en periodos de n 
cifras principiando por la derecha, {no importando que el ùltimo de la 
izquierda no las tenga), se halla la raíz enésima de este ùltimo periodo, 
que será una de las nueve cifras significativas, y la enésima potencia de 
esta cifra se resta del primer periodo', al lado de la resta se baja la pri
mera cifra del siguiente periodo, y el nùmero que resulta se divide por 
n veces la (n— 1) potencia de la cifra hallada, y el cociente entero que 
se obtenga, será igual ó mayor que la segunda cifra. Para comprobar 
si la cifra hallada es la verdadera, se eleva la raiz hallada á la enési
ma potencia, y si el resultado se puede restar de los dos primeros pe
riodos, la cifra será buena;pero si no se puede restar será señal de que 
es mayor, en cuyo caso se le disminuye de unidad en unidad hasta que 
dicha resta se pueda efectuar.

A l lado de la nueva resta se baja la primera cifra del tercer peiio- 
do, y haciendo lo mismo que en el caso anterior, hallaremos la dfra si-



guiente: y  asi se continúa hasta encontrar la última cifra de la raíz, 
que será exacta si el último resto es cero, é inexacta en el caso con
trario. ,

44. Para extraer la raíz cuyo índice sea un numero fracciona

rio —  de una cantidad, se eleva ésta á la potencia m, y del resultado se

1̂ 0 d e  l a s  o p e r a c io n e s

m
extrae la raíz enésima.

JL •

Así,
En efecto la raíz —  de a, es la cantidad que elevada á la poten- 

’ m

eia— , ha de dar a; pero la potencia de una cantidad cuyo expo- 
m ’

nente es — , se obtiene (39), elevando dicha cantidad á la potencia n 

y extrayendo la raíz emésima del resultado; y como elevando la ex

presión á la potencia n nos da a”̂ , y extrayendo la raíz emési

ma del resultado, obtenemos la cantidad a, se sigue que es

la raíz “  de a; que es lo que debíamos demostrar.
*45. Para exbmer de una cantidad la raíz cuyo índice sea un 

número inconmensurable, se reemplaza éste por números conmensu
rables que se le vayan aproximando cada vez más; y los resultados ob
tenidos serán los valores aproximados de la raíz pedida, la cual es el 
limite hácia el que tienden dichos valores.

46- jPííí’íi extraer de una cantidad la raíz cuyo índice es nega
tivo, se parte la unidad por la raíz de la misma cantidad cuyo índice 
es positivo.

— w i
A sí,

- O T . _
V a  =

V a

En efecto; m \ ’

luego es la raíz— m de a: que es lo que debíamos demostrar. 
V a
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Tnloraumérlco de las expresiones algebrálcas.

47. Se entiende por valor numérico de una expresión algehrái- 
ca, el que resulta de poner en vez de las letras, números partícula^ 
res, efectuando después todas las operaciones indicadas.

Ejemplos. '1.® Hallar el valor numérico del polinòmio 3a* *-j- 
siendo a =  %, h= — 3.

Sustituyendo dichos valores y efectuando sucesivamente las ope
raciones, se tiene

3 . . 2^. [— 3)--h 5 . 2'^. {— 3 ) ^ + 2 .2 . (— 3)^— [— 3)̂ ‘  =
,3 .1 6 — 2 .8 .3 -H S -4 .9 — 2 .2 .2 7 — 8 1 = 4 8 — 4 8 + 1 8 0 — 108__81

=  —9.
2.® Hallar el valor numérico de

y

para los valores de 3, 6= — 1, c = 8.
Haciendo la sustitución y efectuando las operaciones indicadas, 

se tiene:

y
_ 3 .3 " .  (— l ] - i 8 ^ + 5 . 3 . 3^ ( — 1 )

3 . 33 , (_ _ /])2 _ _ 4 . 3 2 ^ 9 . 32 .

3 . 9 . ( — 1 ) ^ 8  +  5 .2 7 ^ 3 7 9 T P T )  — 2 7 . 2 + 1 3 5 ^ ^

5 . 2 7 . 1 — 4 . 9  1/ ^9. 9. 1 135— 36 1^81
—  54“f“ 133.^— 3) — 64— 405 — 459

135— 36(|/^)^ 135— 3 6 .9 » ‘
— 459 17

135— 26244

— 26109 967^
* Observación. De las definiciones y convenios establecidos 

anteriormente, se deduce que toda expresión en que entren canti
dades con exponentos enteros y fraccionarios, positivos y negativos, 
se puede trasformar en otra en la cual no entren mas que exponen-
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tes enteros positivos, y radicales de índices enteros también y posi
tivos. En efecto, sea la expresión:

2/ =

Haciendo x = - , y se tendrá y = ^ .

He la igualdad anterior se saca, elevando á la potencia—,
m

X
— rv—   ̂ / »•

py elevando nuevamente á la potencia— se tiene,

L 
—  \ ?

— ^  9

s
a =  —,

i ? ¡ ^ )
de donde se deduce

elevando á la potencia qm, y extrayendo después la raíz np, se 
tendrá «I, y por último, sustituyendo el valor x  en la

expresión propuesta, se tiene y = n p s . _____ • expresión de la forma
y(jyqmt

a ._ , en la cual a y e son números enteros y positivos.
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LECCION IV -

Adición de expresiones algebráicas.—Sustracción de expresiones algebraicas. 

AdlelOD de expresiones algebrálcas.

En la adición de expresiones algebráicas pueden considerarse dos 
casos principales, según que se sumen monomios ó polinómios.

48. Adición de monómios. Para sumar monómios se escriben 
unos á continuación de otros con el mismo signo que tengan, y el poli
nomio que resulte después de hecha la reducción y destrucción de los té)'- 
minos semejantes, será la suma pedida.

Así, +  3a'&')H-(4a&2)_^_[_3a26)=
— 3a^&^-h4o&^— ^a^b=  3a^6-f-6ct&  ̂—

49. Adición de polinómios. Para sumar polinómios se escri- 
ben unos á continuación de otros dentro de paréntesis, ó bien unos de
bajo de otros; y queda efectuada la suma, formando un solo polinomio 
con todos los términos de los sumandos afectados de los mismos signos 
que tienen y haciendo la reducción y destrucción de los que haya seme
jantes. Así, se tendrá:

-^a^b~3a ‘̂ b -- ’2,a‘̂ b^-i-3b^^ia%-\-a‘̂ b‘̂ — a^h-\-ab^— ib^— a W =

ia ‘̂ -b— ^a^^b^-hBab-^~--a^b.
D V

Escribiendo los sumandos unos debajo de otros, se tiene

5

+  36^
— a^b-¡rk-a^b

_ í ( 2¿2 ^ a b ^ — kb̂



50. En la adición de monómios. Io mismo que en la de polino
mios se verifica, que el valor numèrico de la suma es igual á la suma 
algebráica de los valores numéricos de los sumandos.

En efecto, todo término positivo, sea cualquiera el lugar que 
ocupe, tiende á aumentar el resultado final en tanto cuanto él va
le; asi como todo término negativo tiende á disminuir dicho re
sultado en su valor numérico; y como en la suma se hallan todos 
afectados de sus mismos signos, y la reducción y destrucción no alte
ra en nada el valor numérico, se sigue que éste sera igual á la su
ma de los valores numéricos de los sumandos.

^  DE LAS OPERACIONES

Siistrucciou de expresiones algrebrúlcas.

54. S ustr acció n  d e  monÓxViio s . Para restar un monomio de 
otro, se escribe el minuendo y á continuación el sustraendo con signos 
cambiados.

La sustracción de y ^a^¥, será — 'úa'̂ b‘̂ .
Del mismo modo se obtendrá la resta de y— de la ma

nera siguiente — (— 2a6^]=3cí®6'^-4-2a6^
52. S ust r acció n  d e  po lin ó .m io s . Para restar un 'polinòmio de 

otro, se escribe el minuendo y á continuación los términos del sustraen- 
do con signos cambiados; el polinomio que resulte, después de simplifi
cado, será la resta pedida.

Sea el polinomio 3a^¿^— 3a6^H-2&^ del cual hemos de
restar el polinomio—

Según la regla, tendremos

2a^6— 3a^6^— 3a6^+263+2a6^-ha'6^— 26  ̂=  
%a%— ^a^b^~ah^.

La demostración de esta regla, tanto en el primero como en el 
segundo caso, es muy sencilla; pues siendo la sustracción el análisis 
de la adición, y teniendo por objeto hallar la cantidad que sumada 
con el sustraendo ha de dar el minuendo, es claro que la cantidad 
formada según la regla, componiéndose de todo el minuendo tal 
como se nos da, y de todos los términos del sustraendo con los sig
nos mudados, sumada con el sustraendo nos dará por resultado el 
minuendo; porque todos los términos del sustraendo hallándose re
petidos y con signos contrarios se destruirán: luego el polinó-



mio hallado de la manera indicada nos expresará la resta pedida.
53. De la operación de restar se deduce, que todo polinòmio 

encerrado dentro de un paréntesis y afectado del signo ménos, equi
vale al mismo polinòmio sin paréntesis, y cuyos términos tienen 
signos contrarios.

Así, el polinòmio — (3a^6— +  equivale á Sa b 
— 56®.

Rec ípr o c a m e n te . Cuando se quiere tener un polinòmio con 
signos contrarios de los que tienen sus términos, no hay más 
que escribirle asi dentro de un paréntesis y ponerle fuera el signo
ménos. _ ^

Sea el polinomio que queremos tener con signos cambiados a-
______ c®-|-2a6H-2c!c— 26c, el cual se reducirá á — ( a ^ + 6̂ H-c^
— 2a6 —  2ac-l-26c),

54. Siempre que se haya de someter un polinòmio á cualquier 
Operación, conviene, para que los cálculos sean más fáciles de eje
cutar y estén ménos expuestos á errores, escribir sus términos en 
cierto orden con relación á una de las letras que le constituyen, la 
cual toma el nombre de letra ordenatriz, y la operación por medio 
de la cual esto se consigue, es lo que en álgebra se llama ordenar un 
polinòmio.

Los polinomios se ordenan con relación á las potencias ascenden
tes Ò descendentes de la letra ordenatriz que se elige, escribiendo 
primero el término que contiene dicha letra con menor ó mayor 
exponente que en todos los demás, después el término que le con
tenga con el exponente inmediatamente superior ò inferior, y así su
cesivamente.

El polinòmio — S a r ' x - ^ ó a ^ x ^ , ordenado con re
lación á la letra x ,  será Qx'^-^'óa^x'^-^ Sa^x^— 3a^x-{-óa.

55. Si al ordenar un polinòmio con relación á una letra su
cediera que hubiese más de un término afectado de una misma po
tencia de la letra ordenatriz, se sacaría esta potencia por factor co
mún de todos los términos que la contuviesen, haciendo uso del pa
réntesis ó de una raya vertical, á la izquierda de la cual se escribe, 
ordenado con relación á una nueva letra, el polinòmio que resulta 
de sacar dicha potencia por factor común.

Sea el polinòmio que queremos ordenar con relación á x ,
2ax^-]-oa^x-\-a— òab~x-]-%b— éc^x^-hSc^x-h^ah.

FUNDAMENTALES. 23



Haciendo uso del paréntesis, se tendrá
( 9 a — 4c (5â  — 5a6̂ - -h  3c^} a?+ (a -h  2a&+ 9 b ) ,

y si hacemos uso de las rayas verticales, tendremos:
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2 a 6 
—  4ĉ | — óab^ 

-f-3c®

x-\-a
-\~9ab
H-26

Del mismo modo el polinomio 3a ‘̂ hx^~9a ‘̂ x^-\~9a^x-^9a^—  
9h‘̂ ~ ía b x^ a h cx^ ^ 9 a x '^ ^ ^ c^ x^ ^ 3 b x^ + % h ‘̂ x~^3d, ordenado 
con relación bjx^ será;

(3a2éH -2a-H 5c2}¿c3_(2a^_a6c— 36)¿c2 
+ {2 a 2 — 4a64-262j^_l_{2a2~262+3rfj,

ó bien
H -2a
-+-5c2

x^ —  9a^ a;'^+2a2
-\-ábc — 4 «6
+  36 + 2  6'"

— 262
-4-3í¿.

 ̂ El uso de las rayas es preferible al de los paréntesis, porque cada 
término va afectado del mismo signo que tiene en el polinòmio, y 
cuando se emplean los paréntesis sucede en muchas ocasiones, 
como en el ejemplo anterior, que aparecen términos con los signos 
cambiados.

LECCION V .

M u lt ip lic a c ió n  áe  m o n ó n iio s .— M u lt ip lic a c ió n  de tra p o lin òm io  p o r  u n  m on òm io .

lllnltl|ilicacioii (le luoiióiulos.

56. Para multiplicar monomios entre si, se efectúa el producto de 
los coeficientes  ̂ y á continuación se escriben las letras comunes á los 
factores, con un exponente igual á la suma de los que éstas tienen en 
los monomios, y las no comunes se escriben con sus mismos exponentes. 
El signo del resultado será ó —  según que el número de factores 
negativos sea par ó impar.

Es decir, que el producto de los monomios mA^BíC, m^A’'B ’ D' y 
m̂ B̂'‘C'”E“, en los que m, m\ mJ’ son los coeficientes, y ;j, y, r, s, t.



u, Xy z , los exponentes, cuyos números pueden ser enteros, fraccio
narios ó inconmensurables, positivos ó negativos, se obtendrá así:

Para demostrar la exactitud de esta regla, principiarémos por la 
parte correspondiente á los coeficientes; pues la relativa á los sig
nos, se demostró ya (34), y para ello consideraremos varios mono
mios que representarémos, para abreviar, por mA, m'B, m"C......
siendo m, m’ , m "......coeficientes de cualquier naturaleza.

El producto de dichos monómios, será:
mA X  m'B x  m"C .... =  mAm'Bm"C......

y como el órden de factores, cualquiera que éstos sean, puede variar 
sin que el producto varíe, (Arif. 315), se tendrá;

mA X  m'B X  m"C......Am^Bm'^C.... =  mm'm''.............. ABC......
Además, sabemos que para efectuar el producto de varios facto

res, se multiplican los dos primeros, luégo este producto por el ter
cero y así sucesivamente: efectuarémos por lo tanto el producto de 
todos los coeficientes m, m "......y este producto será el coefi
ciente del producto de los monómios, conforme al enunciado.

En cuanto á las letras debemos observar que no son otra cosa que 
factores componentes del monòmio; por consiguiente, en el produc
to de dos ó más monómios deben entrar todas estas letras con sus 
mismos exponentes como factores del producto total; pero las letras 
comunes á dos ó más, entran una sola vez en el producto, con un 
exponente igual á la suma de los exponentes que tienen en los fac
tores, y esto es lo que falta demostrar.

En primer lugar, como para multiplicar un producto por un nú
mero, basta multiplicar á uno de sus factores por este número; y 
puesto que el órden de factores no altera el producto, podremos re
emplazar el producto de varios factores por el de varios productos de 
estos factores: así, tendremos

mA^B'^Cxim'A‘̂ B’’J)̂  X ,m "B‘ C«E®=: 
m-m'm" X  Â ’A“ X  B"? B’' B' X  CC“ x  D'' X  E*’.

Por consiguiente, sólo nos falta probar que el producto de dos ó 
más potencias de una misma cantidad, es otra potencia de la misma 
cantidad cuyo exponente es la suma de los exponentos ; ó como se dice 
abreviadamente, que para multiplicar dos ó más potencias de una mis
ma cantidad, se suman los exponentes cualesquiera que éstos sean.

Es decir, que A*’ x A '?  =  A^+v.

FUNDAMENTALES. ?5



Este principio se ha demostrado ya [Arit. 265), para el caso de que 
q sean números enteros; ahora vamos á demostrarlo para cuando 

sean fraccionarios ó inconmensurables, positivos ó negativos.
* 57. Sean en primer lugar y dos números fracciona- 

m r
rios — y — ; según la definición de potencia (37), se tiene:

Th $
m r

y A '
de cuyas dos igualdades podremos deducir la siguiente,

m r

á ” x  A'* = l /A ^ x t ^ A ^  
y como tenemos [Arit. 309), que

------ s.___  wg ns,____nx._____________
V k ^ x V Á r

„5________  m s+ rn

y por otra parte, = A  , siendo, además, —
ns

m r
— H— , se tendrá por ultimo,
u s
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A « x A ^ = A  = A ’^
ó lo que es lo mismo, A  ̂x  A =  A ̂ ^2; que es lo que debíamos 
demostrar.

* 58. Sean en segundo lugar p y ^ dos números inconmensu
rables.

Las expresiones A  ̂y A^, no son otra cosa que los límites hácia 
los cuales se aproximan las expresiones que resultan de poner en 
vez de y  ̂números conmensurables que se les vayan aproximando 
cada vez más; para lo cual no hay más que observar que las dos ex-

m w+l
presiones A « y A tienden á ser iguales á medida que n au
menta.

En efecto, sea A 7> t, y vamos á demostrar que la diferencia de A ”
m

y k'^ puede ser menor que una cantidad 5, por pequeña que sea, 
siendo n suficientemente grande.

Tenemos, según se ha demostrado en aritmética {274), siendo n 
suficientemente grande,
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de donde extrayendo la raíz enésima, y poniendo en vez de su
-  ' «  1  S

igual (37J, , se tendrá V j .= k ^  <  \ restando ahora la
A n^ m

unidad de ambos miembros, y multiplicando por A g  estas cantida
des que son desiguales, los resultados también lo serán, y se tendrá

_L ^  w-f-l m
(A’‘ —  1) A**< 8, ó lo que es lo mismo, A ” — A'” <  S; que es lo 
que debíamos demostrar.

Si A <  -1, se tendrá A "  -< A ^ , de modo que se deberá tener
m w-t-l

A"« — A ~ <  8.
Para ello, consíderarémos la desigualdad demostrada en aritmé

tica (272),
/  8 \ » 5 _i. n._
< ------ donde 4 ---------------------------- ; ; < A ’^

A ” /
m

multiplicando ahora estas dos cantidades por A ”' , se tendrá,
^  ^  « 4 - 1

A^ 5 ' < A ^ x : A ”  =  A ”  , y restando de ambos miembros la
OT +  l

cantidad A ” —  8, obtendremos, según queríamos probar,
m ín-J-1

A ' ^ ~ A ~ ^ < 8 .
«i-f-1  m

Luego podiendo ser la diferencia que hay entre A ~  y A*^ tan 
pequeña como se quiera á medida que n va siendo mayor, y com - 

, , m m-4-4
prendiendo los dos números — y --------- al número inconmensura—

n n
ble;?, estas fracciones van aproximándose á valerp, á medida que

m m-{-i
n aumenta, y las expresiones A y A ~  que comprenden á se 
aproximaran á este valor cuanto se quiera; por consiguiente, A^ es
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el límite de las expresiones A "  y A ”  , á medida que n aumenta, 
lo cual debíamos demostrar.

• 59. Una vez probado que las expresiones A p y A ? , en las que 
p-y q son números inconmensurables, son los lílnites hacia los cuales 
tienden las expresiones que resultan de poner en vez de p y  ̂ nú
meros conmensurables que se les vayan aproximando cada vez más, 
podemos probar, fundándonos en los principios demostrados en arit
mética relativos á los límites, que

A p x A? =  Ap +?.
En efecto, si representamos porp ' g', p "  q", números

conmensurables que se vayan aproximando cada vez más á los nú
meros inconmensurables p Y q, tendremos, según los casos ante
riores,

Ap' x A.̂ ' = A p'
A P " x A ^ "  =A P "+^"
A P " 'x  A « '" = A p"'+2"'

por consiguiente, si estas expresiones son constantemente iguales, 
cualquiera que sea el grado de aproximación de p' q', p "  q' ^ e n  
el límite también lo serán {Arit. 47); luego se tendrá, conforme 
queríamos demostrar, A? x  A* z= A p+ í?.

* 60. Sean, por último, los exponentes p  y q dos números ne
gativos é iguales á — m y — n. Las expresiones A  ̂ y A  ̂ se converti-

,  ̂ \ \ 
ran en A y A ~ " , las cuales á su vez se reducirán (37) á —  y i— ;

por lo tanto se tendrá,
\ 1 \

A-í-i X  A -”  = - — X  T”  =  7“ — ,A”* A” p̂ rn-\-n

y como es igual á A“ (’”+ ”')= A '' ’” “ ”  , se sigue, que la igual

dad AP X  k i —AP'̂ 'i se verifica áun en el caso de ser PY q nú
meros negativos, cualesquiera que sean sus valores numéricos.

Por consiguiente, queda demostrado que el producto de dos po
tencias de una misma cantidad, es igual á una potencia de la misma 
cantidad, cuyo exponente es la suma de los exponentes. Con lo cual 
queda justificada de un modo general, la multiplicación de mono
mios.
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Ejemplos.

2.°
3.“
A.'’

5 .“

7.°

3a^b^cx^o.^b‘̂ c^d=6a^b^c^d.
— 3 a W x Q (m ^ d Y = —  ̂Sa' b̂̂ c^dY- 

Sa^b^cH^X— iaH ^cp= —'1 
^ a H x — SaH^x— ia ^ bh ^ x^ a fx— ab’̂ = — iSa^b’̂ ĉ f.

2 3 J .  3 8 j^
a 3 X f l 4 = a 3 + 4 _ ( i i 2 : _ a * ® .

a ~ ^ x a  ® =  fl3 —

M altip llcacion  de u n  polinòm io por m i m onòm io.

6'1. Para multiplicar un polinòmio por un monomio, se multiplican 
todos los términos del multiplicando por el multiplicador, y el polinò
mio que resulte será el producto pedido.

En efecto, ya se ha demostrado [Arit. 52) la igualdad 
[a-i-6— c)d=ad-\~hd— cd ,

para cualesquiera que sean los valores de a, &, c y d, igualdad que 
justifica la regla enunciada, siendo d una cantidad positiva.

Así, (3a®6®c-i-5£i6VH-aM— — 5a6V)x6a^6®c^ — 
1 Sâ b̂ ĉ  +  30íi^6'’c® -h  Qâ b̂ ĉ  —  1 +  24a’'6*c® —  SOâ b̂̂ ĉ .

Si el monomio fuese una cantidad negativa, pondríamos á los tér
minos del producto signos contrarios á los que tienen los del poli
nòmio multiplicando. Así,

—  5(j2¿2 _J_ —  3̂ 2¿,3 —  g^3¿j ^  __  ^aHc^ =
__Qâ b̂ ĉ  -h  10a^b ĉ  ̂—  -h  Qâ b̂ ĉ  h-  \ 2a*6^c*.
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LECCION V I.

M u lt ip lic a c ió n  de d o s  p o lin ó m io s .— R e g la  de lo s  s ig n o s  d e d u c id a  d e  la  m u ltip lica c ió n  d e  
d o s  b inóm íoa .— O b serva cion es  re s p e cto  á  la  m u lt ip lica c ió n  y  casos p a rt icu la re s .

M u ltip licación  de d o s  polinóm ios.

62. Para multiplicar un polinòmio por otro, se multiplica todo el 
multiplicando por cada téi'mino del multiplicador, y la suma de los 
producios pardales que resulten, será el producto total.

Esta regla está fundada en la que hemos demostrado en aritmé
tica (53 y 54 OBSEUvs.). Así,

[a-{-h— c) [d-\-e— f)=ad^hd-~cd-\-ac-{-he~ce-~af~bf-^cf.
Ejemplo. Sea multiplicar el polinomio 3^^— — 3a  ̂

— 3aa? ,̂ por el polinomio 3ax^— 5a®x-i-2a:®-f-4a^
Después de ordenar los dos polinómios con relación á x ,  se dis

pondrá la operación del modo siguiente:

Multdo. —Zax̂ — —3a*
Multdr. —5â ír-i-4ô
P r o d a c - 6aa:"—lÜaV-Fl2a3íc4_ 6a*a;3 
íosoar-^ 9a*¿c*— Oa' â;*
Hales i —15ô a:®-f-15a®ír*-)-25a*ai®—30o®a:̂ +15c'’a:

» -+-12ĉ ír*—12aV—20a’*a:®-t-24ô a;—12o’
P. total. 6íc’ -̂ 3aa:«—34aV-^24o®í»*-i-25o*®*—59o»a;2 _̂39o8a._x2a’

63. Si los polinómios propuestos tuvieran más de un término 
con una misma potencia de la letra ordenatriz, no se alteraría en 
nada la regla que hemos dado, la disposición de los cálculos seria la 
misma, si bien es cierto que se tendrían que hacer varias multiplica
ciones parciales de polinómios más sencillos.

Sea, por segundo ejemplo, multiplicar el polinòmio
— 2a6— abx— por a^x^-j-a^x-{- 

2a®— — ^abx— b^x^-]-b^x.
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Después de ordenados con relación á x ,  dispondremos la Opera
ción de la manera siguiente:

¿c® -4- fl̂ l
n -2 aé —  b —  ab\ —2 a¿>

-h  b ’̂

áJ® -4-  0« ^ 2 â
— — 2ab

-H 6^
2 â ¿»̂ -4-2®̂ X^

-\~2a^b —  a % — a H — 2a® 6
— 2 a2¿)2 — aH ^ -4- a^b^

— ^ab^ — 2 aé̂ ~{-ab^ —

-h -4- 2 a6®
— 26̂ —
H-2 a* ¿ĉ -̂t-2 a“ â x'^ -¡r â
-|-2 a®6 —  a^b — a®6 — 2 a® &
— ía ^ b -h2a^¿2 — 2a®6 -h
— ka^b^ — h-aH -4-2a2¿)2 —2a® 6
H-2â 6̂ +2a¿>2 H- H-4a2¿2
-4-2fl&® — a6® — 2a¿®

H- a"¿̂
— — 2a&®

4 - b^
H-4â ‘ 05®-h4a® x ’̂ ^ 2 a ^
-4-4a®¿ — 2â 6 —2a®6
— 2a2¿® -h4a26* —
— 2fl¿>® — 2ab^ +  a¿;®\

X

—
—

—  h'̂

2a^ -|-2a^‘ 0)®-h2a^ aj24-3a4 ¿r- í-2a^

H-2a®6 H-2a® + 2 f l® -f-4a® — 6a®¿ — 4a®6

— 2a^ ¿" — 2a®¿ H-3a®6 — 6a®6 H-oa2fi2 - h  a^¿2

— 2a¿® —  a^¿ — b a H — 2a®6 — 3a6® H -2a ¿®
— 2a&2 —  aH ^ + 7 a 2 ¿ * H -  b^ —  6''

H-2aé® - \ - ía b '^ — 2a6^

- h — 5a6® -1- ab^

— 2 ¿ ' ~ +  ¿)®

-h2/j4 — 36^

Cuyo producto se ha obtenido, efectuando la multiplicación de 
todo el multiplicando por cada una de las partes del multiplicador, 
lo que nos ha dado los tres productos parciales, cuya suma simpli
ficada es el producto de los dos polinómios propuestos.
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R e s la  d e  lo s  sig n os d ed u cida d e  la  m ultiplicación  de d os blnóniios.

♦ 64. Aunque la regla de los signos en la multiplicación se 
deduce de la definición general de multiplicar que se da en ál
gebra, vamos por medio de la multiplicación de dos binómios, y 
fundándonos tan sólo en la definición aritmética, á probar rigorosa
mente dicha regla de los signos.

Sean dos binómios A— B y C— D, cuyos términos A, B, C, D, 
son positivos y cuyos valores numéricos elegiremos conveniente
mente.

Según lo demostrado en aritmética (53 y 54), se tiene 
(A _ B ) (C— D) =  AG— BC— AD-^BD.

Si suponemos primero A>*B, y C>»D, tendremos el caso de mul
tiplicar dos cantidades positivas, en el cual el producto ha de ser 
positivo.

En efecto, el producto (A— B) (C— D), es igual á {A— B) C—  
{A— B) D, donde vemos que esta diferencia es positiva, por ser 
(A— B) factor común al minuendo y sustraendo, y ser el segundo 
factor C del minuendo mayor que el factor D del sustraendo, y por 
consiguiente (A— C) C>*(Á— B) D; luego (A— B) (C— D )> 0 ,  cuan
do ambos factores son positivos.

Sea en segundo lugar A>>B y C<CD-
En este caso el producto (A— Bj (C— D] que es igual á (A— B) C 

— (A— B)D, es negativo; porque el minuendo (A— B)C es menor 
que el sustraendo (A— B)D, á consecuencia de tener el factor 
C<C!D; luego el producto de una cantidad positiva por una negativa, 
es negativo.

Supongamos, en tercer lugar, AC^B y C>>D.
En el producto (A— B) (C— D) —AC— BC— AD-f-BD, saquemos 

A, factor común del primer y tercer término, y B, del segundo y 
cuarto, lo que nos dará

(A— B) (C— D )= A (C — D) — (C— D)B.
El minuendo A(C— D) es menor que el sustraendo (C— D)B; por
que teniendo el factor común (C— D), el factor A del primero es 
menor que el factor B del segundo; luego el producto es negativo, 
conforme debia ser, según la regla.

Sea por último A<<B y C<^D.



Tenemos que los productos A (C — D) y (C— D)B son nega
tivos, según los casos anteriores; luego poniendo los signos de ma
nifiesto, se tendrá —  Á(C— D) —  [ —  (C —  D ) B ] = — A(G —  D)-f- 
(C— D)B. El valor numérico de A(C— D), es menor que el de 
(C— D)B; luego el signo del resultado será el del mayor, es decir 
positivo; por consiguiente el producto de dos cantidades negativas 
es positivo.

Con lo cual queda justificada la regla de los signos en todos los 
casos.

FUNDAMENTALES. 33

ObscrTaelonCfii respecto A la  m u ltip licación  y casos particu lares.

65. En la multiplicación algebráica debemos observar: que
\ E l  producto de dos ó más monomios es un monòmio.
2. ° El producto de un polinomio por un monomio, es otro poli

nòmio de tantos términos como tiene el multiplicando; si éste es 
homogéneo, homogéneo será también el producto, y de un grado 
igual á la suma de los grados de uno de los términos del multi
plicando y de otro del multiplicador.

3. ° El producto de dos polinómios es otro polinomio, cuyo nú
mero de términos puede variar entre los límites 2 y m x .n , siendo 
m el número de términos del multiplicando y n el de los términos 
del multiplicador.

En efecto, si en el producto no hay reducción ni destrucción, el 
número de sus términos será igual al número de términos del mul
tiplicando repetido tantas veces como términos tiene el multiplica
dor, puesto que se compone de la suma de los productos parciales 
que resultan de multiplicar todo el multiplicando por cada término 
del multiplicador; y como cada uno de estos productos tiene tantos 
términos como el multiplicando, el producto se compondrá de un 
número de términos igual al producto de los del multiplicando por 
los del multiplicador.

Si hay reducción, el número de términos será menor, y podrá lle
gar á ser 2, de cuyo número no puede bajar.

En efecto, en el producto de dos polinómios hay por lo ménos dos 
términos que no se pueden reducir ni destruir con ninguno de los 
otros, y son aquellos que provienen de la multiplicación de los dos 
términos del multiplicando y multiplicador que tienen una letra



con un exponente mayor ó menor que en todos los demás; y si hu
biese más de un término con esta letra, que supondremos ser la or> 
denatriz, con un exponente mayor ó menor que en todos los demás, 
sacando esta letra con su exponente factor común de los términos 
que vienen afectados de ella en ambos polinomios, el producto de 
estas dos partes no podrá reducirse ni destruirse con ninguna otra: 
porque el producto de estos dos términos ó de estas dos partes, 
contendrá á la letra citada con un exponente igual á la suma de los 
exponentes de los factores; y como estos son los mayores ó los me
nores, su suma será la mayor ó la menor, y por consiguiente tenien
do la letra en cuestión un exponente mayor ó menor que en los de
más términos ó partes, es claro que no se podrán reducir ni destruir 
con ningún otro; luego, por lo ménos, ha de haber en el producto 
estos dos términos ó estas dos partes.

66. De aquí se deduce que, si dos polinomios están ordenados
con relación á una letra, el producto vendrá también ordenado 
con relación á la misma letra, y el primer término ó la primera 
parte de dicho producto será, sin reducción alguna, igual al pro
ducto de los dos primeros términos del multiplicando y multipli
cador; y el último igual al producto de los dos últimos ó últimas 
partes de ambos factores. *

Si los factores de un producto son homogéneos, el producto tam
bién lo será, y su grado será la suma de los grados del multiplican
do y multiplicador.

67. En la multiplicación algebraica ocurre, con mucha frecuen
cia, tener que multiplicar la suma de dos cantidades por su diferen
cia, y formar el cuadrado de la suma ó de la diferencia de dos canti
dades; por lo que conviene tener presente: que

El cuadrado de una suma es igual á la suma de los cuadrados de 
los sumandos, más el doble producto de éstos.

O lo que es lo mismo,
[a-irhf = [ a - ^ h )  —

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual á la suma 
de los cuadrados de estas cantidades, ménos el doble producto de las 
mismas.

O bien, (a— b)  ̂=  (a— 6) {a— 6)=a®— 'S,ab-\~b̂ .
El producto de una suma de dos cantidades por su diferencia es 

igual á la diferencia de los cuadrados de estas dos cantidades.
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Así, (a-f-6) {a— b ) = a ^ — 6 .̂
Si multiplicamos por el binomio x

hallaremos,
[ x — a) =  x'^'^-ax^-\-a^x^-[~a^x‘' 

-\-a^ x̂— ax^— a^x^— a^x^— a^x— â  =  x^— a® ; 
y en general,.

(¿X;OT_j_^ r̂n-l_j_ a2^m-2_j_^3^^»v-3_|_,,. a’"-*¿í7+a’") {X---o) =

/ — ax'^— a^x'^-^ — . . . — a^x—
68. Estas mismas fórmulas sirven para descomponer estos resul

tados en factores; así,
a^-h2a6-h6^ — (aH-6) («H -ó),

—  2ab-\-b‘̂  =  {a— b){a—'6),
— 6̂ ! — (a-h6) (o— 6),

y —  a”*+̂  =  (x^  +  ax^+^ H- a^x'^-'^-h. . x-ha"^ ) {x— a) .
69. Estos casos particulares que hemos considerado y que pode

mos llamar elementales, sirven para abreviar los cálculos en muchas 
ocasiones.

Sea, por ejemplo, multiplicar a^-i-2a6-l-6^, pora®— 2aó-|-6^: 
como el primer factor es el cuadrado de a-\-b y el segundo el de a— ó, 
tendremos,

(a2_f_2a6-i-62j (a‘̂ ^ 2 a b ^ b ^ ) =  { a ^ b y  {a— b f  =  
[(«H -6) {a— b ) f : = { a ‘̂ ~ b ’̂ y =  a'̂ — 9,â b’̂ ^ b \

Del mismo modo se tendrá,
(a-t-6-hc) (a-f-6— c) =  [ (a + 6 ) - i - c ]  [(a  +  ó) —  c ]  =

(a 6)2 —  +  2a-6 -h  6^— .
Si efectuamos, como caso particular, el producto de un polinomio 

por sí mismo, hallaremos,
[ a , 6-i-c-}—c¿—|—...) (ce —|— 6—|-c—t—(í— =  cê H— 6̂  —1—

H-2 (a6+CEC-hac¿...-h&c...);
es decir, que el cuadrado de un polinòmio es igual á la suma de los 
cuadrados de todos sus términos, más el doble producto de sus pro
ductos binarios, ó sean tomados de dos en dos.
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LECCION V II.

D iv is io n  de n n  m on òm io  p o r  o t to  m o n ò m io .— D ìv is io n  d e  u n  p o lin òm io  p o r  n n  m on òm io .

D ivision  d e  un m onòm io por otro m onòm io.

70. La división en Àlgebra, lo mismo que en Aritmética, es el 
análisis de la multiplicación, y tiene por objeto, dado el producto de dos 
factores y uno de éstos, hallar el otro.

En la división de un monòmio por otro, hay que atender á signos, 
coeflcientes, letras y exponentes.

1\. El cociente llevará el mismo signo qué el divisor ó signo con
trario, según que el dividendo lleve el signo - j -  ó — .

En efecto, sabemos que cuando los dos factores llevan un mismo 
signo, el producto es positivo ó lleva el signo H-; y si los dos factores 
llevan signos contrarios, el signo del producto es negativo; luego re
cíprocamente, cuando el producto lleve el signo + ,  los dos factores 
llevarán un mismo signo, y cuando lleve el signo— , los dos factores 
tendrán signos contrarios; y como el dividendo se considera como un 
producto cuyos factores son el divisor y cociente, queda justificada 
la regla relativa á los signos, la cual se suele enunciar abreviadamen
te diciendo,

H- dividido por -h , da H-; -h  dividido por — , da — ;
—  dividido por da — ; y —  dividido por — , da + ;  

de donde se deduce que teniendo el mismo signo el dividendo y di
visor, el cociente lleva el signo -h ; y lleva el signo — , cuando el di
videndo y divisor tienen signos contrarios.

Además, el signo del cociente no varía cambiando los signos al 
dividendo y divisor.

72. El coeficiente del dividendo partido por el coeficiente del divi
sor, nos da el coeficiente del cociente.

Sean los monomios que se han de dividir mk y nB; si representa
mos por pZ el cociente de la división del primero por el segundo, 
se tendrá w A = íiB x fC = n p B C , y como el coeficiente del producto



es igual al producto de los coeficientes de los factores, tendremos
m

m = n p ,  de d o n d e l u e g o  el coeficiente del cociente de dos mo- n
nómios es igual al cociente de los coeficientes del dividendo y divisor.

En cuanto á las letras, consideraremos dos casos; según que sean 
comunes al dividendo y divisor ó que no lo sean.

Si las letras son comunes á los dos términos de la división, se 
esciibirán en el cociente con un exponente igual á la diferencia de los 
exponentes del dividendo y divisor.

Sean dos monomios wa^A y wa^B, que suponemos tienen la letra 
común a elevada á las potencias cuyos exponentes respectivos son p  
y q\ el monomio cociente, porque monòmio tiene que ser (65 1.°}, 
para que multiplicado pOr el divisor dé el dividendo, ha de con
tener á la letra a con un exponente tal que sumado con g', ha de 
dar el exponente p  del dividendo; de modo que si llamamos d á 
este exponente, se tendrá por cociente un monomio de la forma 
ca^C, y por lo tanto se deberá tener maPA=na'J'Bxca'^C=^nca'¡+<^BC, 
de donde se deduce p  =  g -^ d , y d = p — q ; luego las letras co
munes al dividendo y divisor aparecen en el cociente con un ex
ponente igual á la diferencia de exponentes, con lo cual queda 
justificada la regla.

De la igualdad —  =  se deducen las expresiones A“ '*

y A ; es decir, las cantidades con exponente negativo y con expo
nento cero.

De las primeras ya nos hemos ocupado (37), y hemos visto que

vienen á reducirse á expresiones de la forma — , puesto que, se-
A'̂

gun la definición de potencia, ha de ser igual la expresión A“ '̂  á lo
que resulta de tomar la cantidad A por divisor tantas veces como
el exponente contenga á la unidad negativa; luego A~^ se convier-
, \ te en — .

A-í
Esto está enteramente conforme con lo que de la división se deduce; 

en efecto, si la diferencia m— n es negativa é igual á — d, se tendrá
A»a
- _  =  A”*-" =  A - ‘*.A"

Ahora bien, sabemos que un cociente no varía aunque dividendo
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73.
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V divisor se dividan por un mismo número; luego dividiendo por 
 ̂ A’'‘ _  1

A « los dos términos de la división anterior, se tendrá

Att A”* 1
pero ^  =  A’^-”* =  A' ;̂ l u e g o , d o n d e  se ve, que

toda cantidad con exponente [negativo es igual á la unidad partida 
por la misma cantidad con exponente positivo.

* 74. En cuanto á la expresión A°, podríamos considerarla, según

la definición de potencia, como el límite de la expresión A”  á medi
da que n crece indefinidamente; en efecto, creciendo n , I a  frac

ción ~  va disminuyendo, y si n llega á ser infinitamente grande,
”  iyl 4

será infinitamente pequeña; luego el límite de — , cuando n es 
n ^

±  •
Infinito, será cero; y por consiguiente, la expresión Á̂ ‘ tiende hácia 
el límite A° á medida que n tiende hácia infinito.

i
'Mas la expresión A”̂  tiende también hácia el límite \ á medida 

que n tiende hácia infinito, para lo cual basta probar que la dife-

rencia entre la unidad y A^ puede ser menor que una cantidad 
dada 8, por muy pequeña que sea; en efecto, de la desigualdad de
mostrada en Aritmética (1 — S)’^ < Á  se deduce, por una série de

trasformaciones muy sencillas, 3 ^ 1 — A ” ; luego pudiendo ser la
j_

diferencia que hay entre 1 y menor que cualquiera cantidad

dada por pequeña que sea, se sigue que el límite de A« , cuando n
tiende hácia el infinito, es la unidad.

Ahora bien, en Aritmética se ha demostrado que una cantidad 
variable no puede tender hácia dos límites sin que éstos sean igua
les; luego el primer límite hallado A“ será igual al segundo, que es
la unidad; por consiguiente A° =  1 • ^

75. Del mismo modo hallariamos por medio de la división que A° es
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igual á la unidad: en efecto, sí en la igualdad —  =  A”‘ ~ ”  hacemos 

A”*
w  =  n, se tendrá —  =  A®; pero el cociente de dividir una canti-

A«»
dad por sí misma es siempre la unidad; luego —  =  1 ; de don

de A ^ ^ l .
Una vez demostrado que el cociente de dos potencias de una mis

ma cantidad es otra potencia cuyo exponente es la diferencia de ex-
/|

ponentes, que A° es igual 4, y que A ~ ‘̂ =  —  , podremos dar la re-

gla relativa á las letras y exponentes, que es, las letras entran en el 
cociente con un exponente igual á la diferencia de exponentes del divi
dendo y divisor, considerando la letra que falte en uno de los términos 
con el exponente cero, lo cual no altera, por ser igual á la unidad toda 
cantidad con exponente cero.

Sean los dos monomios y m^A’'C', cuyo cociente será
mAPÍii mAí’B̂ G'*

el cual se puede descomponer en factores, así
mA''B' _mÁ''B'/C® m Â  B'f O*

A*' 'B®  ̂'G^’
, j  . .  . . m AP . Bíy reemplazando estos factores por sus iguales — — c ,— =AP“ *‘, —

m' A»* B**
C° 4

=  B̂  y — =G ~%  tendremos, poniendo en vez de C“ ® su igual

m APBí . ^ ^ cAP-’'B'?
—— -  = cA P -» 'B C -® = ----------.
m'A^ G® G®

4
La expresión AP“ ** podrá ser igual á A ,̂ A°, ó A“ '* = —  según que

sea jo )>  =  ó <C quedando en el primer caso en el numerador de 
la fracción cociente, desapareciendo en el segundo, por ser igual á la 
unidad, y en el tercero quedando en el denominador con un expo
nente igual á la diferencia.

76. De todo lo dicho anteriormente podremos concluir de un 
modo general, quedara dividir un monomio por otro, se divide el coe
ficiente del dividendo por el coeficiente del divisor, y lo que resulte será 
el coeficiente del cociente; á continuación se escribirán las letras con un
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exponente igual á la diferencia de exponentes del dividendo y divisor, 
considerando con el exponente cero á la leti'a que falte en uno de los 
términos y que se halle en el otro;pasando al denominador las que re
sulten con exponente negativo, y no escribiendo las que aparezcan con 
el exponente cero. El signo será positivo si dividendo y divisor llevan 
un mismo signo, y negativo si llevan signos contrarios. Así se tendrá,

- = 3 a 6 , -------— = 3 f l c , ------—
4 —  =F 3

3 a c  —  3(1=6 W  bH^
 ̂ ñab^d^ Qa^bc^P 2cV ® ‘

77. De donde concluiremos que la division de un monòmio por 
otro será exacta, es decir, dará por cociente un monomio entero, 
siempre que se verifique: 1 .® que el coeficiente del dividendo sea divi
sible por el del divisor; 2.® que no haya letra en el divisor que no esté en 
el dividendo; 3.® que ningún exponente de las letras del divisor seâ  
mayor que su correspondiente del dividendo.

Cuando falte alguna de estas tres condiciones, la division será in
exacta.

DlTlslon de un polinòmio por un monòmio.

78. Para dividir un polinomio por unmonómio, se divide cada uno 
de los términos del dividendo por el divisor, y la suma algebráica de es
tos cocientes será el cociente pedido.

En efecto, el cociente de una suma es igual á la suma de los co
cientes de los sumandos; luego

a~\~b— c a b e
d d~^ d d

Sea, por ejemplo, dividir \ H-30a®6®c® H-6a^6^c'=— 18a''6®c*
-t-24a®6*c*— SOâ á̂ c®, por el monomio 6a=6 ĉ=.

Efectuando las divisiones de cada término del dividendo por el di
visor, hallaremos el cociente 3a^6=c-f-5a6=c’ n-fl6=— 3a=6^-f-4a*6
— 5fl6=c.

Del mismo modo tendremos,
— 6o*6=c=-j-10a*6®c=— — 4a^6V-H6a^6^c=H-42a®áV^

— 2o=ác*
3a‘2¿— oa®6=-(-4aá®-4-2a6— 3a=6’ — 6a®6.



Donde vemos que la división de un polinomio por un monomio 
será exacta ó dará por cociente un polinomio entero, cuando todos 
los términos del dividendo sean divisibles por el monòmio divisor.
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LECCION V III.

D ÍT Ísion  de « n  p o lin ò m io  p o r  obro.

Division de un polinòmio por otro.

79. Para dividir un polinomio por otro se empieza por ordenar
les con relación á una letra cualquiera; después se divide la primera 
parte del dividendo por la primera del divisor, y  hallaremos la pri
mera parte del cociente, la cual se multiplicará por todo el divisor  ̂ y 
el producto se restará del dividendo ; la primera parte del resto la divi
diremos por la primera del divisor, y nos dará la segunda parte del 
cociente, que se multiplicará por todo el divisor, y el producto se restará 
del resto anterior; y asi se continuará hasta llegar á una resta cero, 
ó á una cuya primei'a parte dividida por la primera del divisor dé 
un término en el cociente que contenga á la letra ordenatriz con un 
exponente menor que la diferencia de los exponentes de esta letra en 
los Últimos términos respectivos del dividendo y  divisor. En el primer 
caso la división será exacta; en el segundo no lo será.

Para demostrar esta regla, recordaremos que, según la defini
ción de dividir, el dividendo debe ser el producto del divisor {for 
el cociente; y como en el producto de dos polinómios hay, por lo 
ménos, dos términos que no sufren reducción alguna, que son aque
llos que están afectados de una letra cualquiera con un exponente 
mayor ó menor que en todos los demás, y que se sabe que estos 
términos provienen de la multiplicación de aquellos del multipli
cando y multiplicador que vienen afectados de la misma letra con 
un exponente también mayor ó menor que en todos los demás, se 
sigue que, si al dividendo y divisor los ordenamos con relación á



I
42 DE LAS OPERACIONES

uDa letra, la primera parte del dividendo será, sin reducción algu
na, el producto de la primera parte del divisor por la primera del 
cociente; luego si ordenamos el dividendo y divisor con relación á 
una letra, y dividimos la primera parte del primero por la primera 
del segundo, hallaremos la primera parte del cociente.

Hallada esta primera parte del cociente y recordando que el pro
ducto de dos polinomios se forma de la suma de los productos 
parciales que resultan de multiplicar todo el multiplicando por 
cada uno de los términos ó partes del multiplicador, uno de los 
sumandos de que el dividendo se compondrá, será el producto de 
todo el divisor por esta primera parte hallada del cociente; de modo 
que, si efectuamos este producto y lo restamos del dividendo, habre
mos quitado uno de los sumandos de que se compone, y el resto nos 
representará la suma de los productos de todo el divisor por las par
tes restantes del cociente; pero este resto se halla también ordenado; 
luego, lo mismo que en el caso anterior, si dividimos su primera 
parte por la primera del divisor, hallaremos la segunda del cociente, 
que multiplicada por el divisor y restada del resto anterior, nos 
dará un nuevo resto, que expresará la suma de los productos del 
divisor por la tercera, cuarta, etc., parte del cociente, y así iremos 
hallando cada una de las diferentes partes de que éste se compone.

Si llegamos á un resto cero, la división será exacta y el polino
mio hallado será el cociente que multiplicado por el divisor nos re
producirá el dividendo, en cuyo caso el último término del cociente 
multiplicado por el último del divisor, ha de dar el último del divi
dendo; de donde se deduce que la letra ordenatriz tendrá en este 
término un exponente igual á la diferencia de los exponentes de 
los últimos términos del dividendo y divisor.

Si, por el contrario, hemos llegado á una resta cuya primera parte 
dividida por la primera del divisor, nos da una en el cociente en la 
cual la letra ordenatriz tenga un exponente menor que la diferen
cia de los exponentes de dicha letra en los últimos términos del di
videndo y divisor, entonces la división no puede ser exacta en tér
minos enteros; pues si lo fuera, el último término contendría á la 
letra ordenatriz con un exponente igual á la diferencia de los ex
ponentes de los últimos térmiilos del dividendo y divisor, como ya 
hemos visto; y como por hipótesis es menor que dicha diferencia, el 
término que resulte, al multiplicarle por el último del divisor, tendrá

L_
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menor exponento que el último del dividendo, y ya no podrá redu
cirse ni destruirse con ninguno de los términos de éste.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio —  34a*£c'̂
-j-24a®cc^H-25a^a!® —  59a^£c^-l-39a®ír— por 3;r* —  Bax  ̂
—  6a®íĉ  -h  %a^x—  3a*.

Como ya están ordenados, dispondremos la operación del modo 
siguiente:

6j*+3aa:®—3át*^*®+24a3.-e4+25<i^®3— +39a®¿r—12a’’ 
+6a**+10<7*3T¡’—12®%*+ 6a'**®

3* *—3a*®—5a®»2+6a®*—3a-* 

2*®+3a*®—5â x+iâ
9a*®—24a2*®-+-12a®**+31a**®

+ 6a®*®+18a®*-*—18a**®+ 9a***
—16a*** +  27a®** + 13a**®—50a***

—15a®*'*—25a**®+30a***—15a®*
12a®**—12a**3—20aS*2+24a®*

+12a**®+20a***—24a®*+12a*

Dividiendo el primer término por el primero del divisor 3ít ,̂ 
hallamos el primer término del cociente 2x^, que multiplicado por 
el divisor y restado el producto del dividendo, nos ha dado el resto 
que hay debajo de la primera raya. Dividido su primer término ^ax^ 
por el primero del divisor, nos da el segundo término 3a¿c  ̂ del co
ciente, y así hemos seguido hallando los demás términos hasta el 
último, que multiplicado por el divisor y restado el producto del 
resto anterior, nos ha dado cero, y por consiguiente división exacta.

80. Por el ejemplo anterior vemos que una vez hallado un tér
mino del cociente, al multiplicarle por el divisor, no debemos efec
tuar la multiplicación del primer término; pues su producto sabe
mos que será igual al primer término del dividendo parcial que se 
divide, el cual se destruirá al efectuar la resta; por lo que no se ha 
escrito en ninguna de las divisiones parciales efectuadas. En cuanto 
á la resta de los productos parciales que se van formando, sólo dire
mos que no hay más que escribir los términos del producto con sig
nos contrarios debajo de los correspondientes del dividendo que se 
considera, y en seguida hacer la reducción y destrucción.

Sea, por segundo ejemplo, dividir 9a¿c' -̂|~30a^a!'‘ -i-31a*a:^-|-
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Dispuesta la operación como en el ejemplo anterior, se tendrá:

9orS+50a2;54+sî 3a.3+28â .T:3+12a®ar+ 2â  
—15a¡x»—12aí»3—18a<»*

3«j'̂  +5â x̂  +4«®®+6a< 
3x'‘‘ +óax—üa'̂

15a¡x*+19a3x3+10a*xi
—25â x̂ —20a***—30«**
— 6a*.r*—10a***—18«**

+ 10a**2+ 8a*.r+12a6

—10a**+14o«

Donde vemos que la división es inexacta, pues da el cociente entero 
3a;®+5ax —  2a^, y el resto —  10a"a;H-1

81. Cuando en las divisiones de polinomios enteros se quiere 
obtener el cociente exacto, es necesario agregar al cociente eníero ha
llado, el cociente indicado del resto por el divisor. Así, en el ejemplo 
anterior, el cociente verdadero será

+  oax  —  2a® —  10a^x 14a®
dax -̂\~ 5a®a;®H- -f-  6a^'

De este modo el valor numérico del cociente es igual al cociente 
de los valores numéricos del dividendo y divisor.

Sea, por tercer ejemplo, dividir el polinómib 2 a W + 2 a '‘o?^H-
5a*aj®-|-2a^íc®H-3a^aH-2a^— 4a^6 —  6a^6£c-f-4a^£í:®-f-2a^a;^+2a®a!* 
H- 2a®6a;®—  2a®6®íc"—  2â 6a?̂ H- ̂ â bx̂ —bâ hx̂ -̂ r ba^’̂ x H- a®6®+ 
2a6^—  3a6*;r— ^a%x^—  ba%x^— a%x^— âb'̂ x̂ — 2a6®¿ĉ — a%'^x  ̂
-\-la^bV-\~b^x~h^— ^ah‘̂ x^-{-kah^x^J\- %ab̂ x̂ -̂ ĥ x̂ ^— bab^x^-h 
ab x̂^— ‘¿b’̂ x̂ — 6 V H -6 ^ o :® -4 -2 á V — 36'̂ a;®, por 2o®o;®+2aa:®H- 
a®a?H- a®—  2aá —  abx —  bx^-\- %abx^~{- 26®o;®H-6®.

Después de ordenados los polinómios, dispondremos la operación 
del modo siguiente:
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—2a262 -2a53

X *  + 5 o * a !3 + 2 « 4 * 2  + 3 « 4 a : + 2 a *
+  20-3 +  2« 3 + 4 « 3 — 6o 35 — 4« 35
— 2 o 3 ¿ +  3cí36 — 5o36 +  6«262 +  «262
—  o2& — 5a »6 — 2o 2 6 — 3o63 + 2 « 6 3
— 2o62 —  «262 +  7«262 +  64 —  64
+ 2 o 6 3 + 4 « 6 2 — 2 « 6 *
+  53 — 5o63 +  « 6 3
— 2 6  ‘ —  63 +  63

+ 2 6 4 — 364
— 2« 3 X *—  o * * 3 —  « í
+  «26 +  o 3 6 + 2 » 3 6

— 2 a U ' ‘ +  o262 —  «262
+ 2 o 6 2 —  « 6 3 +  «262
—  63 — 2 « 6 3
+  2 6  ‘ +  54

+  2 o > » 4  +  á «4 * 3 +  « 4 * 2
— 2o36 +  2« 3 +  4«3

+ á « 3 6 — 3 « 3 6
— 2<i26» — 5o26 — 2«26

+ 4 o 6 2 +  7«262
— 6o63 — 2«62
—  63 —  « 6 3
+ 2 6 -* +  63 

— 264
— 2o 3 .r3—  « 4 —  « 4
+  «2 5 +  « 3 6 +  2«36
- 2 o 2 6 2 +  2o36 —  «262
+ 4 o 2 6 ~ 2 « 2 6 2 + 2 « 3 6
— 2o62 —  «2 6 - — 4«262
+ 4 o 6 3 +  « 6 3 + 2 « 6 3
— 2«62 —  «262
+  63 + 2 o 6 3
— 2 6 * —  64

+  4-04 r 3 + 4 « 3 ,i;2 +  2a 4  [X
+  4« 36 — 2 « 2 6 — 2« 36  1
— 20-262 +  4«262 —  «262  i
— 2«63 — 2o62  

+  63 
— 264

+  « 6 3  1

— i « 3  1 *2 — 2«4 « — 2 «  4
+  2« 26 + 2 « 3 6 + 4 « 3 6
— 1«262 +  «262 — 2«262
r2 « 6 2 —  «6 3 +  «2 62

... 63 — 2o 6 3
+  264 +  64

i5

2â \x̂ +2a 'eS+a21jí+
+2a6l — b I —«Sj —2a6 

+ 25*j +  Jí

o*-6> »+ a“ —2a6 +
l*+2a3 -  6*

La división se ha practicado en este ejemplo lo mismo que en los 
anteriores; porque !a regla que hemos dado es general para cuales
quiera que sean los polinomios. Lo único que en este caso, lo mis
mo que en todos los de la misma especie, hay que observar, es que 
los cálculos son algo más largos y que las divisiones parciales que se 
ejecutan de la primera parte de cada dividendo parcial, por la pri
mera del divisor, dan por lo regular origen á divisiones de otros po- 
linómios mucho más sencillos que los propuestos, y á los que se les 
aplica absolutamente las mismas reglas.

82. De todo lo que antecede podremos deducir que la división 
de polinomios nos dará por cociente un polinomio entero cuando, 
ordenados el dividendo y divisor con relación á una letra, la primera
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parte del dividendo lo mismo que las primeras partes de cada uno 
de los restos que se obtienen según el procedimiento, sean exacta
mente divisibles por la primera parte del divisor, y que el último 
resto sea cero; si falta alguna de estas condiciones, la división no 
puede ser exacta en polinomios enteros.

Respecto á la letra con relación á la cual se han de ordenar, es 
indiferente, aunque en general se elige la que se halla repetida en 
mayor número de términos. Sólo hay un caso en el que es preferi
ble una á todas las demás, el cual estudiaremos en la lección si
guiente.

En la división, lo mismo que en las demás operaciones, se orde
nan los polinomios, como ya hemos dicho en otra parte, con el ob
jeto de que los cálculos sean más sencillos y estén sujetos á menor 
número de errores, de modo que podría ejecutarse la división sin 
ordenar ios polinomios; pero no se crea por esto que en ese caso se
ría indiferente principiar la operación por un término cualquiera 
del dividendo, y dividirle por otro del divisor; es necesario tener pre
sente que los términos en el producto no provienen en general del 
producto directo de dos términos del multiplicando y multiplicador, 
sino que son el resultado de la reducción y destrucción de estos pro
ductos; por consiguiente para hallar el cociente hay que buscar 
aquellos términos del dividendo que no han sufrido reducción algu
na y dividirles por el término del cociente que se sabe ha entrado 
en su formación, y de ese modo podremos hallar los términos del 
cociente; mas para evitar esta molestia de ir buscando los términos 
convenientes que se han de dividir, se ha principiado por ordenar
les, en cuyo caso la operación queda siempre reducida á dividir la 
primera parte del dividendo por la primera del divisor, con lo cual 
estamos seguros que siempre hallamos con exactitud una parte del 
cociente.



FUNDAMENTALES. 47

LECCION IX .

C asos  p a rticu la re s  d e  la  d iv is io n .— E e s to  d e  la  d iv is io n  de u n  p o lin ò m io  o rd e n a d o  co n  re la 

c ió n  á  X, p o r  e l b in ò m io  x — a; le y  d e l co c ie n te  y  co n d ic ió n  p a ra  q u e  la  d iv is ion  sea  e x a c 

t a - — C o n d ic io n e s  p a ra  q u e  x™ ±  a * "sea  d iv is ib le  p o r  x  ±  « .

Casos particulares de la division.

83. Cuando en el dividendo hay una ó más letras que no se ha
llan en el divisor, conviene, en vez de ordenar con relación á una 
letra común á los dos términos de la división, ordenar el dividendo 
con relación á una de las letras que no entran en el divisor; y la 
Operación queda reducida á varias divisiones parciales independien
tes las unas de las otras, hallándose así más fácilmente el resultado.

Sea un polinomio ordenado con rela
ción á a?, y M otro polinomio independiente de dicha letra; si tratá
semos de dividir el primero por el segundo, observaríamos que el 
cociente sería de la misma forma que el dividendo; pues no conte
niendo el divisor á la letra x ,  cada una de las partes del dividendo 
dividida por el divisor, daria otra en el cociente afectada de la mis
ma potencia de la letra ordenatriz; cuya parte del cociente multi
plicada por el divisor, destruiría únicamente á aquella parte del di
videndo que estuviese afectada de la misma potencia; de modo que 
si llamamos al cociente, se deberá
tener

de donde se deducen las igualdades
A =  MA', B =  MB^ G==MC^ D =  MD^ E =  ME^ 

las cuales demuestran que los coeficientes A^ B', C^ y Ê  son 
los cocientes de dividir por M los coeficientes A, B, C, D y E: por 
consiguiente; para efectuar la división de un polinomio ordenado con 
relación a una letra por un polinòmio independiente de dicha letra, se 
efectúan las divisiones de cada uno de los coeficientes de las diferentes
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potencias de la letra ordenatriz por el polinòmio divisor, y  á cada uno 
de estos cocientes parciales se les afecta de la potencia correspondiente, 
y  se obtendrá de este modo el cociente pedido.

Sea, por ejemplo, dividir el polinòmio (a*—
-+-(3a^6—  26^) íc®— {2a*H-a^6® —■ ía^h —
4a®6*H-4a®6®-i-6ííó^— kh^)x-\~[a^— 4a^6H-8tí®6®— 8a6®H~46*}, or
denado con relación á x ,  por el polinomio independiente de esta 
letra, a^_2a6+26® .

Efectuando las divisiones de cada uno de los coeflcientes de las 
diferentes potencias de x ,  por el divisor, y afectando á cada resul
tado la potencia que le corresponda, se hallará por cociente (o®-|-
2a6-j-6®) 0!^-4-(3a®6H-2a&®-h6®)a;®— (2a®-|-£í6®— 26^) x-\-{a^ —  
2a6-h2¿®).

84. De donde se deduce que un polinòmio ordenado con rela
ción á X  será divisible por un polinomio independiente de esta le
tra cuando todos los coeflcientes de las diferentes potencias de la 
letra ordenatriz sean divisibles por el divisor.

85. Sí efectuamos la división de i por el binomio 1— x ,  halla
remos por cociente prolongado
indefinidamente, y si damos á ¿c el valor 2, el dividendo siendo \,

, i
y el divisor \— 2 = — i ,  el cociente deberá ser— j-= — 1, lo cual

no sucede á primera vista; pues dando k x  mismo valor 2, se con
vierte e n 'l- l -2 -| -4 -} -8 -+ -1 6 -f - - .«  número que cada vez va siendo 
mayor, y que por consiguiente jamás llegará á ser igual á —  \ \ pero 
si recordamos (SI) que el cociente exacto de una división se obtiene 
agregando al cociente entero hallado, el cociente indicado del resto 
por el divisor, veremos que cualquiera que sea el término en que 
paremos la división, se verifica la igualdad; así:

1
h — X

en la cual dando á £c el valor 2, se hallará;

------ r = —  ' 1 = 1  - ¡ - 2 +  4 -h  8 -h1 fi 3 2 + 6 4 -)—- -  =
1 — 2 1 — 2

1 + 2  +  4 +  8 +  16 +  32 +  64 — 1 2 8 =  127 — 1 2 8 = — 1.
86. Sabiendo que el cuadrado de la suma ó diferencia de dos 

cantidades es igual á la suma de los cuadrados de estas cantidades, 
más ó ménos el doble producto de las mismas, se podrá obtener el

1 — x ’

128



cociente de nn trinomio de esta especie, por un binomio cuyos tér
minos sean las raíces cuadradas de los dos términos cuadrados: así

FÜNDAMEÍÍTALES. 4y

2c20dz3(3c* 2a6dz3ac*.

Del mismo modo, recordando que — a^=z(x-\-a) ( x __a), di
vidiendo la diferencia de dos cuadrados por la diferencia de las raí
ces, hallaremos por cociente la suma de las mismas: así

i ña^b^é— 9â b̂ d̂

87. Si efectuamos las divisiones de los binomios a;*— ce* 
— a-̂  y en general 

cocientes respectivos:
-a’” , por el binomio ce— o, hallaremos los

[x^^a^] : (ce— a)=cc'^-h¿t>c+a2,
[x^— a*) : (ce— a]— x^--\~ax^-^a^x~{-a^,
[x^— a") : (x — =

Cuyos cocientes satisfacen á una ley fácil de retener, puesto que 
todos los términos son positivos y homogéneos con relación á sus dos 
letras, todos tienen la unidad por coeficiente, los exponentes de la 
íc son desde el m —  ̂ hasta cero, y los de la a desde cero hasta m— 1, 
y además la división siempre es exacta.

Para demostrar esto ultimo no hay mas que observar que en la 
división

X̂ ‘ X— a

— £C”*-f-ncc’”“ * cc”*“ *

la primera resta es a (cc” “̂ *— a«'-*); lo cual prueba que si la dife
rencia de las dos potencias y a’'*-* fuese divisible por ¿c— a, lo 
seria también la diferencia de las dos potencias x ”  ̂ y cuyos ex
ponentes tienen una unidad más; pero se sabe que x ^— es divi
sible por X— a; luego, según lo dicho anteriormente, lo será también 
x^‘ a^; siéndolo x^— a ’ , lo será cc*— a*, y er̂  general también lo 
será £c”‘— a"'.
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Podemos considerar como casos especiales dei anterior las divisio
nes siguientes:

^
X  —  1
x' -̂--\
X — 1 
£C”‘— 1
X — \

=  X ■X,»n—2 ■X,m—3 • X-\-\ .

■ lesto <lc la división de iin vollnómlo ordenado con relación á .r, por el 
binòmio x — a: ley del cociente y condición para que la división sea 
exacta.

88. El resto de la división de un ’polinòmio ordenado con relación 
á X ,  por el binòmio x — a ,  es igual al mismo polinòmio en el cual se ha 
sustituido Vi por x .

Sea 4̂ 05”* + A , A « ,  un polinomio ordenado 
con relación á x ;  supongamos'que se ha efectuado la división de este 
polinomio por el binomio x — a, y hemos continuado la operación 
hasta hallar un resto de un grado menor que el divisor con relación 
á X ,  es decir, independiente de esta letra; llamemos R á este resto, 
representemos por Q el cociente entero de la división, y se tendrá la 
igualdad

. .-{ -A m ^ Q  (a)— íí.)H-R,

la cual deberá verificarse para cualquier valor que se le dé á x ,  puesto 
que su primer miembro no es otra cosa que el resultado de las ope
raciones que están indicadas en el segundo.

Esto supuesto, si á o? le damos el valor a, el segundo miembro 
se reducirá á R; porque siendo Q una cantidad finita y entera, al 
multiplicarla por el factor a— a =  o, dará un producto igual á cero; 
de modo que se tendrá

A^a"' H -A =  R [1 ] ;
donde vemos que el resto R de la división es el mismo polinomio 
propuesto, en el cual se ha sustituido a en vez de x ;  según queríamos 
demostrar.

Este principio se puede demostrar de este otro modo: sea el mis
mo polinomio A„a)”*H-A,a;”‘~ * A „ i _ i - t - A m ,  en el 
cual poniendo a en vez de x ,  y llamando R al resultado, se tiene la 
igualdad [1].



Esto supuesto, el polinòmio propuesto se podrá poner bajo la 
forma — +
H-Ám-l (¿C— a)-f-R.

En este polinòmio, que es el propuesto, todos los términos, á 
excepción de R, son divisibles por x — a (87); de modo que efectuan
do la división hallaremos por cociente la suma de los cocientes de di
vidir cada uno de los primeros términos por x — a, y por resto el 
término R; pero R es el polinòmio dado, en el que se ha puesto a en 
vez de x ;  luego el resto de la división es etc.

89. Pasemos á determinar la ley del cociente de esta división, 
para lo cual efectuemos la operación y veamos qué ley siguen los' 
términos del cociente, y si ésta es general :
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A ”  . A ! 1 .Ao-r +Ai a: +A;
+A oa¡ +Aoa+Aifl

m—i+ A j
+Ac»£t“+Ajíí-+Aia A 1 . A 1 '« —2 .A o» +Aoa[ .í; +Aoa^+ Ai + Ajct 

+ A-
Desde luégo se observa en el cociente hallado que la letra x apa

rece en el primer térmmo con un exponente igual al que tiene dicha 
letra en el primer término del dividendo disminuido en una unidad', 
y  que este exponente va disminuyendo de unidad en unidad hasta re
ducirse á cero.

En cuanto á los coeficientes de las diferentes potencias de la le
tra ordenatriz, también se forman según una ley constante: en efecto, 
uno cualquiera de estos coeficientes se forma multiplicando por a el coe
ficiente del término anterior, y agregando al producto el coeficiente del 
término que ocupa el mismo lugar en el dividendo; así el tercer coe
ficiente A(jíí®-}-Ain-|—Aj, se obtiene multiplicando por a el coefi
ciente anterior A ,,a + A „ y agregando al producto el coeficiente A, 
del tercer término del dividendo.

Para demostrar que esta ley es general, usaremos un método 
muy frecuente en álgebra y que ya hemos aplicado anteriormente, 
consiste en admitir que la ley es cierta para un término cualquiera,
y hacer ver que también lo es para el siguiente y por lo tanto para 
todos.

Supongamos que la ley se verifica para un término cualquiera 
{k^a^ y vamos á
demostrar que también se verifica para el siguiente: en efecto, este 
término multiplicado por x  destruirá al término del dividendo que
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le ha producido y que corresponde á la potencia m— n de x ;  mas 
corno despues hay que multiplicarle por— a, y el producto restarle 
del resto anterior, se tendrá para primera parte dei resto siguiente

cuyo coeflciente està formado de la suma que resulta de agregar al 
coeficiente del dividendo, el producto de a por el coeficien
te del ùltimo termino hallado; y corno este coeficiente es el del 
término que sigue en el cociente, es claro que este segundo término 
se forma según la ley, puesto que la letra adviene con un exponente 
igual al anterior disminuido en una unidad.

Demostrado que si la ley se verifica para un término cualquiera 
se verifica también para el siguiente, tendremos que como por la di
visión hallamos que el segundo y tercero se forman según la ley, se
gún lo que acabamos de demostrar, el cuarto también se formará; for
mándose el cuarto, también se formará el quinto, y todos los demás.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio x®-t-4cc'* —  7cc^-{-8a;^ 
— 5£c-4-6 por el binomio x — 2.

Según la ley anterior se hallará
5ÍC-I-6 ..........................................  68

X — 2
Del mismo modo hallaremos 

.6—  \ 6o?‘-l- \ 19¿c-— 1 í x - \ ~ Ü

x'‘' -f- occ®-^ 1 Sx-hdi
X —2

X

X— 3
— -4-3 a? ̂— 7oj®— — 2.

En este segundo ejemplo se ve que cuando en el dividendo falta al
gún término, hay necesidad de suponer que existe con el coeficiente 
cero; así, al formar el segundo término del cociente, hemos dicho, 
1 por 3 es 3, y cero, 3; que afectado de la potencia correspondiente 
de X ,  nos ha dado el término 3x ‘̂ .

90. También se puede observar que el último resto se obtiene 
multiplicando el coeficiente del último término del cociente por la 
segunda parte del binomio, y agregando á este producto el último 
término del dividendo; y como el coeficiente del último término del 
cociente se forma déla misma manera, lo mismo que todos los de
más, vendremos á deducir, si procedemos en un orden inverso, que 
para hallar el último resto se multiplica el primer coeficiente del 
dividendo por a, al producto se le agrega el segundo coeficiente, 
este producto se vuelve á multiplicar por a, se le agrega el tercer 
coeficiente, y así se continúa hasta haber agregado el último, en
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cuyo caso se obtiene la resta final ; pero esta resta hemos dicho que 
es el mismo polinòmio dividendo en el cual se ha sustituido x  por 
el número a\ de donde se deduce que: Para sustituir en un poli
nòmio ordenado con relación a x , un nùmero por la letra ordena- 
triz, se multiplica el pi'imer coeficiente por el númei'o que se ha de 
sustituir, al producto se le agrega el segundo coeficiente, la suma alge
braica se multiplica otra vez por el nùmero, y así se continúa hasta 
haber agregado el ùltimo término-, el nùmero hallado asi, será lo que re
sulte de hacer la sustitución.

Sea, por ejemplo, sustituir cc por el número 2 en el polinomio
— 5x -̂|-6£C— 8.

Aplicando la regla, se hallará 3 x 2 =  C; 6 —  5 =  1; \ x 2  =  2, 
2 + 0  =  2; 2 x 2 =  4, 4 + 6  =  10; 1 0 x 2  =  20 ,20— 8 =  42: luògo 
12 es el resultado pedido.

91. En la división de un polinomio ordenado con relación á cc, 
por el binòmio x — a, se obtiene por resto el mismo polinòmio en el 
cual se ha sustituido a por o?; pero si la división ha de ser exacta, el 
último resto tiene que ser cero; luego para que un polinomio orde
nado con relación á x  sea divisible por el binomio x — a, es menes
ter que sustituyendo en dicho polinomio x  por a, se reduzca á cero; 
y recíprocamente, si en un polinòmio ordenado con relación á x  
sustituimos X por o, y dicho polinòmio se reduce á cero, el polinò
mio será divisible por x — a.

Condicionen iiara iiiic o; ±a  sea divlAiblc por «±a.

92. El binomio x'^— a’” es, como hemos visto anteriormente, 
divisible por x — a: este caso y los siguientes no son sino casos 
particulares del general que ya hemos considerado; por consiguiente 
si queremos hallar el cociente y resto de la division, aplicaremos las 
regias sabidas y hallaremos:

1. ” Que x*"— a"’ es siempre divisible por x — a; porque poniendo
en el dividendo, a en vez de x ,  se tiene — a’” =  0, condición ne
cesaria para que la division sea exacta (91).

2. ” Que el binomio x"’ + a ®  nunca es divisible por x — a; porque 
poniendo a en vez dece, se halla a’^ + a ”* =  2a’” , que no es cei'o.

3. ° Que x"’ — a™ es divisible por x +  a cuando el exponente m es



nùmero par, porque el binomio se puede poner bajo la forma 
X— (— de modo que es necesario para que la division sea exacta
que poniendo — a en vez de ¿c, el resultado sea cero; pero (— a)"*__
o ’” se reduce a o ”*— o’” =  0 si m es par, y á — 2o ’» cuando es 
impar; luégo solo será el binòmio cc’” — o™ divisible por x~j-a  cuan
do m sea par.

Que el binòmio x ‘"H -a'" es divisible por x + a  cuando m es un 
nùmero impar.

En efecto, si m es impar, por la sustitución de a por x  se obtie
ne el resultado o'" +  o«»z=0; luégo dicho binò
mio a5’” H -o”' es divisible por x-\-a  en el caso de ser impar el 
exponente m. En el caso de ser m par, no será divisible.

54 CANTIDADES

LECCION X .

C an tid a d es  p r im a s ; p r in c ip io s  re la tiv os  á  las m ism as. 

Cantidades primas: principios relativos á las mismas.

93. Se dice que una cantidad algebraica es m ú l t i p l e  de otra, ó 
que es DIVISIBLE por esta, cuando el cociente de la primera por la se
gunda, es oti'a cantidad entera.

Así, es divisible por 3o^6c; porque el cociente de la pri
mera por la segunda es 26^c, cantidad entera.

Del mismo modo — 6̂  es una cantidad múltiple de a-|-6, y
de a— 6.

La cantidad que divide exactamente á otra se llama d iv iso r  de 
lista.

Así, en los ejemplos anteriores, las cantidades 3a-bc y 2b-c son 
divisores de Qaî b̂ ĉ ; lo mismo que a-f-á y a — 6 lo son de __b .̂

Cantidad p r i m a  es la que no se puede dividir mas que por sí misma 
U por la .unidad.

Las cantidades a, cd-— 6, 2aH-6— 3c son cantidades primas.
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Se dice que dos cantidades son primas entre si cuando no tienen más 
divisor común que la unidad.

Es necesario no confundir las cantidades primas con las cantida
des primas entre sí; dos cantidades pueden no ser primas y sin em
bargo ser primas entre sí. Las cantidades x̂ ‘ — â  y no son
primas, pero son primas entre sí.

* 94. Toda cantidad prima que no divide á otra cantidad es pri
ma con ella.

En efecto, el único divisor común distinto de la unidad que po- 
dian tener ambas, era la cantidad prima, y ésta no lo es; luégo son 
primas entre sí.

* 9o. Toda cantidad prima que divide al producto de varias canti
dades enteras divide, por lo ménos, á una de ellas.

Consideraremos dos casos: 4.̂ ' que sean sólo dos los factores; 
2.® que sean más de dos.

Prumer caso. Sea P una cantidad prima que divide al producto 
de las dos cantidades enteras A y B, y vamos á demostrar que P tie
ne que dividir, por lo ménos, á uno de los factores A ó B.

Cuando A, B y P son números enteros, ya hemos demostrado 
que el principio se verifica [Arit. '131); ahora lo probaremos para 
cualquiera que sea el número de letras que contengan estas canti
dades.

Para ello, si nosotros probamos que siendo el principio verdadero 
cuando tienen estas cantidades n letras, lo es también cuando tie
nen nH-4, el principio quedará demostrado; pues siendo cierto 
cuando son números, ó sea, cuando tienen cero letras, también lo 
será cuando tengan-wna siendo verdadero cuando tienen una letra, 
lo será también si tienen dos, y lo mismo si tuvieran tres, cuatro, etc. 
letras.

Esto supuesto, admitamos que el principio se verifica en el caso 
de que A, B y P contengan n letras, y vamos á demostrar que tam
bién lo es cuando tienen n -\-\.

Consideremos cada uno de los cuatro casos siguientes, que se pue
den presentar.

4 .° Una de las cantidades A d B tiene n 4 letras, la otra y 
que P no tienen mas que n.

Supongamos que A sea un polinomio que contiene á la letra x  
que no se halla en B ni en P; ordenémosle con relación á esta letra,



y se tendrá siendo a, b, c ,... can
tidades enteras que sólo tienen n letras. Multiplicando A por B, se 
tiene ÁB =  Bax'>^-hMx^-i-\-Bcx^~^-h... Siendo AB divisible por 
P, su igual Bax^-j-Bbx^~^-j-Bcx^~K.. también lo será, y por con
siguiente los coeficientes Ba, B6, Ce,... de las diferentes potencias 
de X, serán divisibles por P (84); pero dividiendo P á estos coeficien
tes tiene que dividir, según la hipótesis, á uno de los factores; luò
go si no divide á B, tiene que dividir á las cantidades a, h, c ...; y 
dividiendo á estas cantidades, que son los coeficientes de las diferen
tes potencias de x  en el polinomio A, tiene que dividir evidente
mente á dicho polinomio: luégo P divide á A ó B.

2. Las dos cantidades k y  B contienen n-f-1 letras, y B no tiene 
mas que n.

Supongamos que dividiendo P al producto AB, no divida á A ni á 
B. En este caso habría en estas cantidades términos que no serian 
divisibles por P y términos que lo serian; de modo que representan
do por M  y B' las sumas de los términos que son divisibles respecti
vamente en A y en B, y por y B" la de los términos que no lo 
son, se tendrá,

Azz=A'-hA'^
B =  B '4-B '^

de donde se deduce, AB =  A'B'-|-A''B^-i-A^B"-hA"B".
Las tres primeras partes del segundo miembro soíi divisibles por 
P, puesto que siéndolo M y B^ lo serán sus múltiplos. La cuarta 
A"B^  ̂ no es divisible; pues para que lo fuese, era necesario que to
dos sus términos lo fueran también; pero si ordenamos A" y B̂  ̂ con 
relación á m y representamos por ax̂  ̂y hx^ sus primeros términos, 
el primer término del producto será, sin reducción alguna, 
cuyo término no es divisible por P; porque siendo P una cantidad 
prima que no divide á a ni á ó, no puede dividir al producto ab; y 
no siendo el primer término del producto A"B" divisible por P, este 
producto tampoco lo será.

Ahora bien, siendo las tres primeras partes del segundo miembro 
divisibles por P, y no siéndolo la cuarta, la suma de las cuatro tam
poco lo será, y por consiguiente AB no es divisible por P, lo cual es 
contra el supuesto: luégo si AB es divisible por P,.el producto A''B^' 
tiene que ser cero, por consiguiente A" =  0  ó B'̂  =  0 , lo cual nos 
dice que A ó B es divisible por P, según queríamos demostrar.
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3.“ Que P  y uno de los factores tengan nH-l letras, y el otro fac
tor tenga n.

Suponiendo que A tiene n-j-'l letras, que el cociente de dividir 
AB por P sea Q y que F, F', F "'... son cantidades primas cuyo
producto es B, se tendrá AB =  AFF^F''F^^ .̂. — PQ,
Siendo el primer miembro divisible por la cantidad prima F, el se
gundo miembro PQ también lo será; pero F tiene n letras, P tiene 

í y Q tendrá n ó n -f-1 , luògo, según uno de los casos anterio
res, F tiene que dividir necesariamente á uno de los factores P ó Q; 
á P no puede dividirle por ser cantidad prima, luégo dividirá á Q; 
de modo que llamando Q' al cociente entero de dividir Q por F, se 
tendrá AF'F"FW ...^PQ '.
Del mismo modo veremos que F' dividirá á y nos dará, llamando

al cociente, AF''F'^^.. =  PQ'^; y continuando de la misma mane
ra hasta haber dividido por el último factor, y representando el úl
timo cociente por Qj, se tendrá A =  PQ,, cuya igualdad prueba que 
A es divisible por P, según queríamos demostrar.

Que las tres cantidades A, B í/ P contengan n-f-1 letras.
Supongamos que A no sea divisible por P, y que dividimos una 

de estas cantidades, la de mayor grado, por la otra: sea A la que se 
divide por P hasta llegar á una resta de menor grado que el divisor 
con relación á la letra ordenatriz x ,  supongamos además que todos 
los términos del cociente y resto no son enteros, y que reducidos 
todos á un común denominador M, dicho cociente y resto se repre

sentan por y - ^ ;  de modo que se tendrá A =  P x -5-_j_ ^  v 
M M M M ’ ^

multiplicando por M, será MA =  PQ-i-R.
Esta igualdad nos prueba que, si de antemano hubiéramos mul

tiplicado el dividendo A por M, operación que en nada altera la de
mostración, el cociente y resto hubieran sido enteros; pues siendo M 
la cantidad conveniente por que se ha de multiplicar el dividendo 
para que el cociente sea entero, dicha cantidad ha de ser indepen
diente de la letra ordenatriz x ,  y por consiguiente no contendrá más 
que n letras, y no siendo A divisible por P, AM tampoco lo será, y 
por lo tanto R no puede ser cero. En efecto, si R fuese cero, ó MA 
fuera divisible por P, según el tercer caso, P tenia que dividir á A ó 
á M; pero A no es divisible por hipótesis, y á M no puede dividirle



porque M no tiene más que n letras y P tiene n + 1 ;  luégoR no 
puede ser cero.

Esto supuesto, multipliquemos la igualdad anterior porB, y ten
dremos MAB =  PBQ-f-RB.

El primer miembro MAB es divisible por P, por ser un múltiplo 
de AB que lo es por hipótesis; el sumando PBQ es también eviden
temente divisible, y siendo divisibles por P la ¿urna y uno de los su
mandos, el otro también tendrá que serlo; luego RB es divisible 
por P.

Probado que P tiene que dividir á RB, observaremos que si R 
fuese independiente de a;, R tendría n letras, P y B tendrian 
n +  l , y nos hallariamos en el tercer caso, y por consiguiente P di- 
vidiria á B; pero si R no es independiente de x ,  haremos con P, R 
y B lo mismo que se ha hecho con P, A y B, y tendremos, llamando 
W  la cantidad por que hay que multiplicar el dividendo P para que 
el cociente Q' y el resto R̂  sean cantidades enteras, JPP =  RQ '-hR '; 
R̂  no puede ser cero; porque para que lo fuese era necesario que 
MT fuese divisible por cada uno de los factores primos de R, y como 
estos factores dependen de cc, no podrían dividir á M, y por consi
guiente, según el tercer caso, tendrian que dividir á P; lo cual es 
imposible por ser P una cantidad prima.

Multiplicando la igualdad anterior por B, se tiene
Ma^B =  RBQ'-f-R^B,

y por ser M'PB divisible por P, y RBQ  ̂siendo un múltiplo de RB, que 
también lo es, se deduce que P tiene que dividir á R'B.

Siendo R'B divisible por P, podrá suceder que R̂  sea ó no inde
pendiente de x ;  si R'̂  es independiente de x ,  según el tercer caso, P 
dividirá á B y el principio quedaría demostrado; si no es indepen
diente de íD, dividiremos nuevamente P por R^ y se tendrá, llaman
do M" á la cantidad por que hay que multiplicar para que el cocien
te y el resto R" sean enteros, M"P=R^Q^f-|-R^^; del mismo modo 
que anteriormente probaríamos que R" no puede ser cero, y que 
multiplicando esta igualdad por B resulta M̂ P̂B =  R'BQ"_^R^'b , de 
donde se deducirla también que R"B es divisible por P.

Continuando así dividiendo P por los restos que se van obtenien
do, y como ninguno puede dividirle, y además cada uno va siendo de 
un grado menor que el anterior por lo menos en una unidad, llega
remos á un último resto R, independíente de la letra ordenatriz x .
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Ahora bien, como todos estos restos multiplicados por B, según 
vemos por la demostración, son divisibles por P, el último también 
lo será; luego R,B será divisible por P; pero R¡ es independiente 
de luégo, según el tercer caso, P dividirá á B, lo cual queríamos 
demostrar.

Estos son los únicos casos que se pueden considerar; porque en 
aquel en que P tuviese n + l  letras, y las cantidades A y B no tuviesen 
más que n, no podría dividir P al producto AB. Luògo.siendo verdadero 
el principio para el caso de que alguna ó todas las cantidades tengan 
íi_¡_ j letras, en la hipótesis de serlo cuando sólo tienen n, el princi
pio queda demostrado: porque como ya hemos dicho, siendo verda
dero cuando A, B y P son números, lo será también cuando depen
dan de una letra; siendo cierto cuando dependan de una letra, lo será 
cuando dependan de dos, y lo mismo de tres, cuatro, y en general 
de n letras.

Segundo caso. Si el producto tiene más de dos factores A, B, 
C, D, por ejemplo, podremos descomponerle en dos, uno A y otro el 
producto BCD; de modo que dividiendo P al producto de A por BCD, 
tiene que dividir, según el primer caso, á uno de los factores A ó 
BCD; si no divide á A, dividirá á BCD, y como BCD se puede á su 
vez, descomponer en el producto de B por CD, si P no divide á B, 
por la misma razón que antes, dividirá á CD; y dividiendo á CD, 
tiene que dividir necesariamente á C ó á D; que es lo que se quería 
probar.

CoNSECUENCíAS. i ."  Una cantidad entera, igual al producto de 
varias cantidades enteras, no puede tener más dmsoì'es primos que los 
que tengan sus factores.

2. “ Toda cantidad prima que divida á la potencia de una cantidad 
entera tiene que dividir á esta cantidad. {Arit. \ 3'1, CONS. '1.’ )

3 . “ Si dos cantidades enteras son primas entre si, sus potencias tam
bién lo serán. [Arit. \ 31, cons. 2.’̂ .)

* 96. Si una cantidad entera es prima con cada uno de los factores 
enteros de un producto, es prima también con el producto; y recíproca
mente, toda cantidad entera prima con el producto de varios factores 
enteros es prima también con cada uno de estos factores. [Arit. 132.)

97. Dos productos de factores primos no pueden ser iguales, 
como estos factores no sean respectivamente iguales también.

Se demuestra como su equivalente en Aritmética (435.)



* 98. Toda cantidad entera que divide al producto de otras dos 
cantidades enteras, y es prima con una de ellas, divide necesariamente 
á la otj'a.

Sea AB el producto de las dos cantidades enteras A y B, divisible 
por la cantidad P prima con A, y vamos á demostrar que P tiene que 
dividir á B.

Kn efecto, si representamos por F, F^ F", los factores pri
mos de A, y por Q el cociente de dividir AB por P, se tendrá 
B F F "F '"... =  PQ.

Siendo el primer miembro divisible por F, el segundo también lo 
será; y siendo F una cantidad prima que'divide al producto PQ, tiene 
que dividir (95) á uno de los factores; pero siendo P una cantidad 
prima con A, no puede ser divisible por F; luégo F tiene que 
dividir á Q ; de modo que llamando al cociente, se tendrá
B F T "F '^ ..= P Q '.

Del mismo modo probaremos que F' tiene que dividir á Q', y lla
mando al cociente, tendremos B F "F ''^ ..=  PQ'^‘
Continuando del mismo modo hasta haber dividido por el último 
factor, y llamando Q, al último cociente, llegaremos á la igualdad 
B =  PQi, que prueba ser divisible B por P, según queríamos de
mostrar.

* 99. Si una cantidad entera es divisible por varias cantidades en
telas primas entre si dos a dos, es divisible también por sus productos 
binarios, ternarios, etc. {Arit. '133.)
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LECCION X I.

Máximo comnn divisor de dos ó más cantidades aljebráicas, principios en que se funda la
investigación del m. c. d. de varias cantidades. — Máximo común divisor de monómios.__
M áx mo común divisor de dos poUnómios ordenados con relación á una letra x, en los 
que los coeficientea de las diferentes potencias de esta leh’a sean primos entre sí.

M AxImo com ún ilivl.^or de do.s ó niát.s cnntidadc.9 al^cbrsUcaf;, princli»io.<« 
en fnie se fum ín !a  in v estig a cisn  d el m . c . 4 .  de va ria s  can tid ad es.

-loo. Se llama máximo común divisor de dos ó más cantidades 
algebráicas el producto de las menores potencias de los factores pri
mos comunes á todas estas cantidades.



La investigación del m. c. d. de dos ó más cantidades se funda 
en la definición y en los principios que á continuación se de
muestran.

101. E lm . c. d. de dos cantidades no se altera multiplicando ó 
partiendo una de ellas por una cantidad prima con la otra.

Sean A y B dos cantidades, M su m. c. d., el cual se compondrá, 
según la definición, del producto de las menores potencias de los 
factores primos comunes á las cantidades A y B.

Si multiplicamos ó partimos una de estas dos cantidades, A por 
ejemplo, por una cantidad P prima con B, el m. c. d. no habrá va
riado; pues los factores primos que hubiera comunes en A y B, esos

A
mismos habrá en AP y B ó en — y B; puesto que siendo P prima con

B, al multiplicar ó partir A por esta cantidad, ni aumentan ni dismi
nuyen los factores primos que hay comunes en A y B, ni aumentan 
ni disminuyen tampoco los exponentes de las potencias de estos fac
tores; luégo el m. c. d. no sufre alteración.

102. Si la dioision de dos polinomios no es exacta y da un cocien
te entero y un resto, el m. c. d. de estos polinomios es el mismo que 
el del resto y el de*'menor grado.

Sean A y B dos polinomios ordenados con relación á cc, Q el co
ciente entero de dividir el de mayor grado por el de menor, R el 
resto déla división; si suponemos que A sea el dividendo, se tendrá

A =  BQ-f-R- [1]
Sea D el m. c. c/. de A y B: por dividir D á B, dividirá á BQ, por 

ser múltiplo de B, á consecuencia de ser Q una cantidad entera: de 
donde dividiendo D á BQ y á A, dividirá también á R. Esto supues
to, si llamamos M , B' y R' los cocientes enteros de dividir A, B y R 
por D, y dividimos la igualdad [1] por D, se tiene Â  =  B'Q-l-R^ 

Las cantidades B y R, que, como hemos visto, son divisibles por 
D, no pueden tener otro factor diferente, y por consiguiente otro 
m. c. d. diferente de D: en efecto, si tuvieran además del factor co
mún D, otro factor a distinto, este factor se hallaría en B̂  y R ', por 
consiguiente dividiría á B'Q y R ;̂ y dividiendo á estas dos cantidades, 
dividiría también á A' {Arit. 78); luégo M y B', lo mismo que sus 
múltiplos A y B, tendrian el factor común a distinto de los que hay 
en D; y D, que es el m. c. c/. de A y B, no contendría todos los fac
tores comunes á A y B, lo cual es contra la definición; luégo B y R
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no pueden tener más factores comunes qué los que hay en D. Tam
poco tienen ménos factores, porque D divide á estas cantidades; lué- 
go el m. c. d. de A y B es el mismo que el de B y R, según quería
mos demostrar.

Observación. Es necesario, para que este principio sea cierto, 
que el cociente de la división de un polinomio por el otro sea ente
ro; porque si no lo fuera y contuviese términos fraccionarios, redu
ciéndolos á un común denominador, la igualdad [1J se convertiría,

representando por ^  el cociente, en A =  B de la cual no

se podría deducir que todo divisor de A y B tenia que dividir á B—
M ’

y por consiguiente al resto R; porque puede hallarse ese divisor en 

M, y destruirse en el producto de B por y no siendo divisible
Qr

por cualquier divisor de B, no se puede concluir que R lo sea;

luégo es condición precisa que el cociente de la división sea entero.
^03. El m. c. d. devanas cantidades algebraicas es el mismo que 

el del m. c. d. de dos y todas las demás.
Sean A, B, C, D... varias cantidades, cuyo m. c. d. llamare

mos M; sea M' el m. c. d. de las dos cantidades A y B; sea por
ultimo M. el m. c. d. de W  y C, D... y vamos á demostrar que M es 
Igual 5 M,.

En efecto, siendo M el m. c. d. de A, B, C, D... se compondrá de 
todos los factores comunes á estas cantidades; pero los factores co
munes á A y B se hallan contenidos en W ; luego M es un factor co
mún a iW, C, D ... y por consiguiente, ó es el m. c. d. ¡VE, ó está con
tenido en él. Si M =  M„ el principio está demostrado; si no, se teri- 
, , M, ,
dra que sera igual á una cantidad entera.

Del mismo modo, siendo M. el m. c. d. de W , C, D ... se com
pondrá de todos ios factores comunes á estas cantidades; pero todo 
factor de M' lo es de A y B; luégo M, es un factor común á las can
tidades A, B, C, D ... y por consiguiente, ó es igual al m. c. d. M de 
estas cantidades, ó está contenido en él. Si M .=M , el principio está

ífl
demostrado; si no, se tendrá que ~  será igual á una cantidad en
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tera; luégo si —  es una cantidad entera, y también lo es, es ne-
M j

cesario que M sea igual ó M,; que es lo que se queria demostrar.
Consecuencia. Para hallar el m. c. d. de varias cantidades se 

hallará jmmero el de dos de ellas; luego el de éste y la tercera: después el 
del último hallado y la cuarta, y asi sucesivamente: el último m. c. d. 
hallado, será el de todas ellas.

*  i 04. Si se dividen varias cantidades enteras por su m. c. d., los 
cocientes no tienen más factor común que la unidad.

Sean A, B, C, D... varias cantidades enteras;-M su m. c. d.; re
presentemos por A^ B', C  ̂D '... los cocientes de dividir estas canti
dades por M, y vamos á demostrar que M , W, G, D '... no tienen más 
divisor común que la unidad.

En efecto, de las igualdades

A =  MA', B =  MB', C =  MC', D =  MD'... [2]

se deduce que, si los cocientes A^ B', C^ ü’ ... tuvieran un factor co
mún a distinto de la unidad, el m. c. d. délas cantidades A, B, C, D... 
no seria sino Ma, puesto que se lia de componer de todos los fac
tores comunes á las cantidades A, B, C, D...; y como por hipótesis 
dicho m. c. el. es M, resulta que a no puede ser factor común ó todos 
los cocientes de dividir A, B, C, D... por su m. c. d. M.

Recíprocamente, si los cocientes M, B^ C', D '... de dividir varias 
cantidades enteras A, B, C, D ... por tm divisor común M, no tienen 
más divisor común que la unidad, dicho divisor M será el m. c. d. 
de las cantidades A, B, C, D...

En efeclo, de las igualdades [2 ]  se deduce que si M no fuese 
el m. c. d., sería porque no contendría todos los factores comunes 
á las cantidades A, B, C, D ...; pero los factores comunes á estas can
tidades que no se hallen en M deben estar evidentemente en A', 
B', C', D '...; y como en estos no hay más factor común que la uni
dad, se sigue que dichas cantidades no pueden tener más factores 
comunes que los que hay en M; luégo M es el m. c. d., según que
ríamos probar.

CoNSECucNCíA. De este principio se deduce que si se dividen 
varias cantidades enteras por un divisor coman á todas ellas, el m. c. d. 
vendrá dividido por el mismo divisor.

En efecto, dividiendo las igualdades [2] por un divisor a co -
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mun á A, B, C, D... se tendré, llamando Á", C'', D "... á los co
cientes,

(í CL a a
y como a no puede dividir á todas las cantidades A', B', C^ D '... 
tendrá que dividir á M, y tendremos, llamando W  al cociente,

A" =  M̂ Â  B̂  ̂=  M^B̂  a f =  W a ,
y como A^ B', C', son primos entre sí, el producto de todos los 
factores comunes, ó sea el m. c. d. de A^ B', C' D '... es M'; pero M' 
es el cociente de dividir M por a; luégo el m. c. d. viene dividido por 
a, según queriamos demostrar.

MÁximo coimm divisor de luouóiulos.

lOo. El m. c. d. de dos ó?nás monórnios se determina hallando 
el m. c. d. de los coeficientes, y afectando después al resultado las le
tras comunes á todos con un exponenle igual al menor que tengan estas 
letras. El monomio qüe resulte será el m. c. d. pedido. {Arit 140.)

EjEi>iplos. i . Hallar el m. c. d. de \ ‘ia^h ĉ  ̂ y
El m. c. d. de los coeficientes es 6; las letras comunes son a j h ,  

y los menores exponentos de estas letras son 3 y 2; luégo el m. c. d. 
pedido será 6a^6 .̂

II. Hallar el m. c. d. de 16a^6^c®, 2 4 a 6 W , 40«^6Vy, y 
m aW ‘c'̂ d‘̂ .

El m. c. d. de los coeficientes es 8, y las letras comunes afecta
das de los menores exponentes son luégo el m. c. d. pedido 
será 8a6^o .̂

.V&úxiiuo comuu divisor do dos poliiaómios ordenados con relación ú iin» 
de sus letras x , en ios fine los cocflcicutcs do las diferentes potencias 
de esta letra son primos entre sí.

106. Sean A y B dos polinomios que, ordenados con relación á 
una de sus letras x ,  tienen sus coeficientes primos entre sí; supon
gamos que A no sea de menor grado que B, y que efectuamos la di
visión de A por B. Si B divide á A, es claro que B será el m. c. d. de 
los dos polinomios A y B; porque los cocientes de dividir A y B por



B tienen que ser primos, por ser el segundo la unidad; luégo B será 
el m. c. d. áe A Y B. Si B no divide á A, dará un resto R de un 
grado menor que el divisor con relación á la letra ordenatriz; y si 
suponemos que ningún término del cociente es fraccionario, el 
m . G. d .  de los polinomios A y B será (i02j el mismo que el de los 
polinómios B y R.

Si todos los términos del cociente no son enteros, no podremos 
concluir que el m. c. d. de A y B es el mismo que el de B y R 
(102 OBS.); por consiguiente, .para reducirle á este caso, es menester 
que dicho cociente sea entero. Ahora bien, si en el cociente hay 
términos fraccionarios, será porque no todos los primeros términos 
de los dividendos parciales que se obtienen en la división de A por B 
sean divisibles por el primer término del divisor B; por consiguien
te, los factores que haya en este primer coeficiente, que serán in
dependientes de la letra ordenatriz x  y que no se hallaren en el pri
mer término del dividendo parcial que se divide, deben hallarse co
mo denominador en el término correspondiente del cociente; luégo 
si después de hallado todo el cociente, reducimos sus términos á un 
común denominador, en éste no se hallarán sino factores contenidos 
en el primer coeficiente de B; y como por hipótesis, los coeficientes de 
los polinomios A y B son primos entre sí, este denominador común, 
que llamaremos M, será una cantidad prima con B; de modo que si 
hubiéramos multiplicado A por M, los términos del cociente hubie
ran sido enteros, y el m. c. d. de AM y B seria el mismo que el de 
B y R; pero el m. c. d. de AM y B es el mismo que el de A y B (101); 
luégo si multiplicamos el polinomio A por una cantidad conveniente 
para que los términos del cociente sean enteros en la división de los 
dos polinómios dados A y B, y continuamos la operación hasta hallar 
un resto R de menor grado que B, el m. c. d. de A y B será el mis
mo que el de B y R; y la cuestión queda reducida á hallar el m. c. d. 
de dos polinómios de menor grado que los propuestos.

Esta cantidad por la que hay que multiplicare! dividendo para que 
los términos del cociente sean enteros, será el coeficiente del primer 
término del divisor, si este coeficiente y el primero del dividendo no 
tienen factores comunes; y si el dividendo es de un grado superior en 
una unidad, conviene multiplicarlo por el cuadrado de dicho coefi
ciente, para no tener que repetir esta operación en la división par
cial que sigue.
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Si los dos primeros coeficientes respectivos del dividendo y divi
sor tuviesen factores comunes, se multiplicaría el dividendo por el 
producto de los que se hallaran en el primer término del divisor y 
no se hallasen en el primero del dividendo.

Esto supuesto, para que los dos polinomios B y R estén en las 
mismas condiciones que A y B, es menester que los coeficientes de las 
diferentes potencias de a? en el polinomio R, no tengan ningún fac
tor común; luégo lo primero que se verá es si dichos coeficientes 
tienen algún factor común, y si lo tienen, dividiremos por él todos 
los coeficientes, lo que equivale á dividir R por dicho factor común; 
el m. c. d. no se habrá alterado, porque este factor común no puede 
dividir á todos los coeficientes de B, por ser primos entre sí; y por 
consiguiente, siendo primo con B, se podrá dividir R por él, sin que 
el m. c. d. se altere (101), y llamar al cociente R[.

Teniendo ya Ri sus coeficientes primos entre sí, diremos de 
B y Rj lo mismo que se ha dicho de A y B; es decir, que si R̂  divide 
á B, el m. c. d. de B y R, será R,, y por consiguiente el de A y B; 
si R̂  no divide á B y da términos fraccionarios en el cociente, se 
multiplicará B por una cantidad conveniente M', para que el co
ciente de Indivisión de Bpor R, sea entero, y continuaremos hasta 
hallar una resta R̂  de menor grado que el divisor R ,, y como ante
riormente veremos que el m. c. d. de B y R, es el mismo que el de 
Ri y y por *0 tanto el de A y B será también el de R. y R', con 
lo cual queda reducida la investigación del m. c. d. de los dos poli
nomios propuestos á la de otros dos más sencillos.

Para hallar el m. c. d. de Rj y R̂  principiaremos por quitar deR' 
el factor común que puedan tener sus coeficientes; con esto el 
m. c. d. no. se habrá alterado, y nos hallaremos en el caso de tener 
dos polinomios R, y R / ,  cuyos coeficientes son primos entre si, y á 
los cuales podremos aplicar los mismos razonamientos que anterior
mente. Así, si R /  divide á R , , el m. c. rf. de A y B será R / ;  si no le 
divide, dividiremos Rj por R / ,  con las modificaciones indicadas, has
ta hallar un resto R'̂  de un grado menor que el divisor, y así conti
nuaremos hasta hallar un resto que divida al anterior, el cual será el 
m. c. d. pedido, ó hasta encontrar uno que sea independiente de la 
letra ordenalriz, en cuyo caso los polinomios serán primos entre sí; 
pues ningún factor independiente de x  puede dividir á los dos polino
mios sin dividir á sus coeficientes, y como éstos son primos entre sí



por hipótesis, dichos polinomios no pueden tener factores comunes. 
De todo lo dicho anteriormente se deduce que: 
i 07. Para hallar el m. c. d. de dospolinómios ordenados con rela

ción á una de sus letras, siendo primos los coeficientes de las diferentes 
potencias de la letra ordenatriz, se divide el de mayor grado por el de 
menor, multiplicando, si fuera necesario, el dividendo por una canti
dad conveniente para que los términos del cociente sean enteros; si la 
división es exacta, el divisor será el m. c. d. pedido; si la división no 
es exacta y llegamos á obtener un resto de un grado menor que el que 
tiene el divisor, se dividirá el resto por el factor común que tengan sus 
coeficientes; y  dividiendo el divisor por este resto privado de dicho factor 
común, teniendo cuidado como ántes de multiplicar, si fuese necesa
rio, el dividendo por una cantidad conveniente, para que el cociente sea 
entero, llegaremos á obtener un cociente exacto, ó un resto de un grado 
menor que el anterior; en el primer caso, el ùltimo divisor será el 
m. c. d. pedido; si hallamos un resto, continuaremos dividiendo cada 
resto por el siguiente, haciendo las modificaciones indicadas de multipli
car los dividendos por cantidades convenientes para que los cocientes 
sean enteros, y dividir los restos, antes de pasar á ser divisores, por el 
factor común que puedan tener sus coeficientes, hasta llegar a un resto 
cero; en cuyo caso el último divisor será el m. c. d. de los dos poli
nomios, ó hasta obtener un resto independiente de la letra ordenatriz, 
que será señal de que los polinomios son primos entre

Ejem plo s. I. Hallar el m. c. d. de los polinómios dependientes 
de la sola letra x ,  A =  ¿r®-l-4.p^-|-4£c^— —  'l8¿c-t-4, y B =

— 14a? —  4, cuyos coeficientes son primos entre sí. 
Dividiendo el de mayor grado por el de menor, se hallará

— \ í x — 4

COMUN DIVISOR. 67

27®— 18127+ 4 '_ e | _ 5 | + u H- 4

— — 1 a?'*+13 27®— 1 r+ 4+ 12 i + 1 0 — 28 — 8

R =

a?— 2

<i  ̂ x — i

el cociente ¿c— 2, y la resta 1 +2335®— 42;r— 4, que pa
sará á ser divisor, por tener sus coeficientes primos entre sí.

Pasemos á la segunda división, ó sea á la del divisor por el resto, 
y para evitar los términos fraccionarios, multipliquemos por 11 el 
nuevo dividendo lo mismo que la primer resta hallada, y ten
dremos

'r--
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44a?^+66 a:®+55 2?̂ — 4 54 X—
— 23 + 4 2 +  4

43 ít̂ H-97 — ^50 X— 44
43.44 067

—  989
x^~\&oQ

+ 4 8 0 6
X— 484
+  172

44aj3+232?*— 42a?— 4
a?—}—43

R +  78 a?2+ 4 56 a?— 34 2 
Coiüo en esta resta R' tienen los coeficientes el factor común 78, 

dividiendo por é l , se obtendrá para divisor de la operación siguiente 
la resta simplificada R /  =  a?®+2a:— 4.

Efectuando la division del resto anterior por 1* '̂, se tiene
44a?*+23 x^— 42’iz?— 4 

+ i4 |
a?2+2;2?— 4

— 22 44ít+ 4
a?2+ 2 X— 4 

---  2 !27+4
0

Y como el cociente es exacto, se sigue que a?®+2a?— 4 es el 
m. c. d. de los dos polinomios propuestos.

II. Sea, por segundo ejemplo, hallar el m. c, d, de los dos poli
nomios k  —
+ 2a6a ;^  y B:=^a:í+2a£c^+flaí^ +  2 a ® íc+ a 6 + 2 6 “a?+4a6£c®+ 
^hx^-\-bx^, los cuales, ordenados con relación á a?, tienen sus coe
ficientes primos entre sí, y por tanto se les puede aplicar la regla 
dada.

Dividiendo A por B, se tendrá
la?®+
1 +4a26  

+  b

a?2+2«3
+2ü62

a?+a26 x^-f-2a'x^-l- fi 
—|—26 ] —f-4o6

+  6

í??®+2<7.® a?+fl6 
+ 2 6 2

x —̂  a 
— íab 
—  6

a?2— 2ft2 
— 262

X— ab 4

í27̂ +
+4a26  
— 4a6 
—  a

— 2a^
+2o6®-
— 26̂

x-\-a^b 
— ab

— 2u- 
— 26

— 26

el cociente 1, y el resto R, cuyos coeficientes tienen el factor común 
a— 4; de modo que dividiéndole por este factor, se hallará el divi
sor de la Operación siguiente

£c®+2a®¡a;+a6.
+ 2 6 2

R, =  26a;^+ a 
- + 4 a 6
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Dividiendo B por R j, será, después de multiplicar por 46® para 
que los términos del cociente sean enteros,

46VH-8fl6*H-86*
—2<i6
-8ab^

+  46*
a;*— kô b 

— 46*86*

—^ab
x^-h kob 

-i-16'<6'’
— 4a®6
— 4a6’
—16fl6 
-h iaH 
H- a®

R'

a?*+8o*6*l íF+4a6*
+86* !

a;*—2a6*¡r

a?*+8a*6* a?+4a6*
—<2ab̂
+86*

x^-8a^b^ a?—4a6*
-86* +  a*6
+2a*
+2a6*

26a;*H- a 
H—4fl6

a:*-l-2a*|ír-Hí6
+26*

26a?+46*—a

a*a;*+2a*ir+a*6

La nueva resta R' tiene el factor común a®; dividiéndola por él, y 
efectuando !a division de por el resto R /= a j® + 2 a x + 6 , privado 
de este factor común, se tiene

200?'’+  a 
+ 4 a 6
— kah cc®— 26®£c

+26®1

aa?®+2a®£c+a6 
-ax^— %a^x— ah

íc®+2aaH-6
%hcc-\-a

O

Donde vemos que la división es exacta; y por consiguiente el 
m. c. d. de los polinómios A y B será a?®-f-2crir+6.

En el caso actual, la única dificultad que se presenta, cuando los 
polinómios tienen más de una letra, es la de quitar el factor común 
de los coeficientes de las restas ántes de pasar á ser divisores; pero 
si se observa que estos coeflcientes, de ser polinomios, son muy sen
cillos, podremos, aplicándoles el-misino método del m. c. d., deter
minar el factor común que puedan tener, aunque rara vez se apela 
en la práctica á este medio, pues se distingue en general á primera 
vista cuál es el factor común que tienen.
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LECCION X II.

M á x im o  co m a a  d iv is o r  d e  d o s  p o lin ò m io ?  e n  g e n e ra l.— M á x im o  co m a n  d iv iso r  d e  d os  
p o lin o m io s  d ep en d ien tes  d e  dos letras .

U á x im o  com a n  d iv is o r  d e  d o s  p o lln ó m lo s  en  s c n e r a L

• 108. Sean en general dos polinómíos A y B, cuyo m. c. d. que
remos hallar. Representemos por A! el m. e. d. monòmio de todos 
ios términos de Ä, y por B' el de los términos de B; sean y B̂  los 
cocientes ies¡ eclivos de dividir À y B por Â  y B'; de modo que se 
tendrá A =  A'A, y B =  B̂ B̂ .

Si ahora ordenamos A  ̂ y B̂  con relación á una de sus letras co
munes :r, y suponemos hallado el m. c. d. polinomio de los coefii- 
cientes de las diferentes potencias de ¿c, y representarnos por A!f el 
de A, y por B " el de , se tendrá, llamando A"^ y W "  los cocien
tes respectivos de dividir A , y B̂  por A" y B ", A, =  A" A"^ y B =  

cuyos valores sustituidos en las igualdades anteriores *nos 
darán k =  A 'k "M "  y B =  B 'B "B '" .

Si ahora suponemos hallados los máximos comunes divisores de 
M y B ,̂ de A'  ̂ y B^  ̂ y de k " ' y B "^ y los llamamos y
el máximo común divisor de los dos polinomios A y B sera igual al 
producto de los tres máximos comunes divisores hallados.

En cfjcto, todo divisor monomio común á los dos polinomios tie
ne que estar contenido en Â  y B^ y por consiguiente en su máximo 
común divisor D^; además no puede haber más factores monomios 
comunes que los que hay en D^ puesto que es el producto de 
todos ellos; luego expresa el producto de todos los factores m o- 
nómios comunes á los dos polinomios dados y debe formar parte 
del m. c, d. de dichos polinomios.

D d mismo modo se probará que es el producto de todos los 
factores polinómios independientes de la letra ordenatriz comunes á 
los polinomios A y B, y que no puede haber factor común de esta 
especie que no esté en W '; luégo D " debe formar parte del m. c. d. 
Lo mismo probaríamos que todos los factores comunes á los dos po-



linómios dependientes de todas las letras se hallan contenidos en 
T)"'; luego en se hallarán todos los factores comunes á los
dos polinomios A y B, ya sean estos factores monomios, ya polino
mios independientes de la letra ordenatriz, ó.ya dependan de esta 
letra; y por consiguiente dicho producto será el máximo
común divisor pedido.

La cuestión queda pues reducida á determinar, primero los facto
res A', B'; A", B "; y A'", B '"; y después los máximos comunes di
visores D^ D " y D"^ cuyo producto es el m. c. d. de los dos polino
mios A y B.

En primer lugar, no hay dificultad en hallar el factor monomio 
común á todos los términos de A, ó sea A', lo mismo que por 
consiguiente dividiendo A y B por estos factores, obtendremos los 
cocientes A , y B , ,  que ya no tendrán factores comunes monomios. 

Si ahora ordenamos Aj y B, con relación á una de sus letras (c, 
hemos de hallar el m. c. d. de todos los coeficientes de A, y B ^, ope
ración que en general no ofrece dificultad, por ser polinomios mucho 
más sencillos que A , y B *, y además independientes de la letra m; 
de modo que principiaremos por hallar el m. c. d. de los dos coefi
cientes más sencillos; luégo el de éste y un tercer coeficiente; des
pués el del último hallado y el cuarto, y así sucesivamente, hasta 
hallar el de todos; para todo lo cual se ordenarán estos coeficientes 
con relación á una nueva letra, y sus coeficientes tendrán ya dos le
tras ménos; de modo que al aplicarles este mismo procedimiento se 
obtendrán polinomios que cada vez tendrán una letra ménos, y lle
garemos por último, si ántes no encontramos el m. c. d. buscado, á 
polinómi.os que sólo contendrán una letra, en cuyo caso no habrá di
ficultad. Una vez halladas las cantidades A^'y B " que expresan los 
máximos comunes divisores independientes de x  en ios polinomios 
respectivos A  ̂y B , , dividiremos por ellas dichos dos polinómios y 
hallaremos los cocientes A"' y B̂ '̂, que serán polinómios cuyos coefi
cientes son primos entre sí.

Halladas estas cantidades A', A" y A "', lo mismo que B^ B'̂  B '", 
pasemos á determinar los máximos comunes divisores D^ y 
de estas cantidades.

El máximo común divisor D' no ofrece dificultad, puesto que 
siendo A’ y B' monomios, se les aplicará la regla (105) correspon
diente á los monómios.

COMUN D IV ISO R .



El máximo común divisor se determinará según se ha dicho 
ya (107); puesto que siendo primos sus coeficientes, se Ies podrá 
aplicar la regla citada.

En cuanto al m. c. d. D", sólo diremos que los dos polinómios 
y tienen una letra ménos, de modo que si los ordenamos con re
lación á una nueva letra, podemos aplicarles las mismas reglas que 
se han dicho respecto á los polinómios A, y B,; es decir, que hallare
mos el m. c. d. de sus coeficientes, los cuales tendrán ya dos letras 
ménos, y se hallarán estos polinómios descompuestos en el producto 
de dos factores; así,

A'' =  A " A /"  y
de los cuales A /"  y tendrán sus coeficientes primos entre sí, y 
por consiguiente podremos hallar su m. c. d. por la regla (107) ya 
sabida. El de los nuevos polinómios A/^ y B/^ teniendo ya dos letras 
ménos, será fácil hallarlo por la misma regla; y sinó, se hará lo 
mismo que con A" y B'^ continuando así hasta llegar á polinómios 
de una sola letra, en cuyo caso no hay dificultad. Una vez hallados 
estos máximos comunes divisores, su producto será el m. c. d. D'' 
que tratábamos de hallar, y conocidas las cantidades D'' y 
tendremos conocido el m. c. d. de los dos polinómios A y B.

P9r todo lo que precede se ve que la cuestión de hallar el m. c. d. 
de dos polinómios A y B queda reducida á determinar el de otros 
polinomios que tengan una letra ménos, como son los coeficientes 
de las diferentes potencias de la letra ordenatriz; de modo que si de 
antemano admitiéramos que se sabe determinar el m. c. d. de dos 
polinómios de n letras, se sabría, por el procedimiento anterior, de
terminar el de otros que tuviesen una letra más; pero el m. c. d. 
de polinómios dependientes de una sola letra se sabe determinar sin 
dificultad por la regla (107); luégo podremos determinar el de dos 
polinómios dependientes de dos letras, determinado el m. c. d. de 
polinómios de dos letras, se determinaría el de tres, y así sucesiva
mente. De todo lo dicho se deduce que:

* 109. Para hallar el m. c. d. de dos polinómios cualesquiera 
A y B se principia por determinar el m. c. d. monomio A! de todos 
los términos de A (105); luego el de los de B, que llamaremos B ;̂ des
pués el m. c. d. de A' y  B', que llamaremos D', y que se guardará para 
formar parte del m. c. d. pedido.

Dividiremos k  y h por A! y  B^ y los cocientes respectivos Â  y
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B los ordenaremos con relación á utíü letra común a los dos ; hallad- 
remos los máximos comunes divisores de los coeficientes de las dife
rentes potencias de la letra ordenatriz en y B,, los cuales llanmre- 
mos A " y  B"; determinaremos el m. c. d. de A'̂  y y se tendrá otro 
de los factores del m. c. J. pedido.

Por último, dividiremos A, y por las cantidades respectivas A’  ̂ y 
B'^ y hallando el m. c. d. de los cocientes, tendremos el tercer factor. 
D '" del m. c. d. que buscamos, el cual se7'á igual al producto de las 
tres cantidades D', D",

Ejemplo. Hallar el m. c, d, de los dos polinomios
- i - — —  6a^6 V  —  +

_ \ 6a^ -h  1 ‘¿ aH\t '^-^Qa b̂ y  ̂—
^2a'̂b\x — y B =  4a'’‘6*a;̂  —  +
ia'^b^x  ̂—  -1 Qa'Px^ -h  8a'’6'’a;̂  —  4aH V  -H íab^x^ —  ía^h\vA +
ial^b^x  ̂ +   ̂ —  Sab^x^ +  4a'6^x^ —  4a"6^cc  ̂+  8a^6 V  —

4a^6'£c'‘ H -4a6'’o;^— 8a^6^a;^+8a^6^a::'^— 8a6 â;*
+  4a«6'a;® —  4a="6̂ íc® — 8o^6*a;-f-8a^6®aj —  4a*6^a;  ̂+  4a^6*a;®+
8a^6*a;— Sá b̂ x̂ .

En el primer polinomio se ve desde luégo el factor 6a^6^a; co - 
mun'á todos los términos, de modo que se tendrá, dividiendo por
Â  =  6a 6̂ £̂c,
A , = a 2íD^-l-a^a:3 — — o 6 V  -h  ¥x'^-\-d^x'^ -j-a^x^—

2a®6cc— 6 ĉc®— o 6^£c^-h26^£cH-a^6cc— 2â -6^— a&^a;^-26^

En el polinomio B se halla el factor M ^ x  común á todos sus tér
minos, y por consiguiente se tendrá, como anteriormente, dividién
dole por B' =  4a6'‘£c
B  ̂=a^oc’̂ — a^x'^-^a'^x^— a^bx^— ^a^hx' -̂\-‘2a%^x^— ax^-hbx^—
a4^ ^ a b x^  +  4a&a:̂  —  +  -h2a'a?« —  2a'*6a;H-
2a^65a,_fl¿c^<+&a)''— 2a"®"H-2a6x — 26®íc4 -o«aí— o '6a:— 2â ‘ 6+
2a^^~a^x-\ -a^bx^^a ‘̂ b— ‘̂ ab'-.

Ordenando A, y B, con relación á x , se tiene

H-(a^'6— 2a'"6— a6^H-26=*)̂ — 2a®6^H-26‘ .
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—  (4a"6— 2a*6í=— 4a6-í-26“—
H-262— o'‘+aí6-f-a3._^2¿j^__2a=6+2a^6^H -2aH  — 2a6̂ .

En ios coeficientes de A , se halla el factor común a^~h^, y en 
los de B j está el factor — iâ b— a~\~b; de modo que dividiendo
por ellos, se tendrá

=  y B "  =  a^— a H ~ a -\ -b ,
A!'f =  (a-i- 1 )x^-\- (a~b]x^  - h [ah —  n ) x  —  26 ,̂
B '^ '^ a íi+ [a + 1 )£ c3 + (2 a  — 26)a.-®+(a^— 26)íc— 2a6.

Hallados los factores y B ,̂ k ’  ̂y B̂ ,̂ k "' y B"^, en que respec
tivamente se descomponen los polinomios A y B, pasemos á deter
minar los máximos comunes divisores D', D " y D '"  de estos factores, 
y se tendrá que el m. c. d. de M y B^ ó sea D ', será igual á ^ab\x\ 
el de A" y B'  ̂ será D ' '= a — 6 ; porque A'' =  a2— 6®=^(aH-6)X
(0— 6), y W' =  a^— a ^ h ~ a ^ b  =  {a’̂ — \) (a— 6).

El m. c. d. de A"  ̂ y B '" se hallará por la regla (107) de las divi
siones sucesivas: así,

Primera división.

D EL M ÁXIM O

0 x ^ ^ a b 'x — 26̂ x'*-\-a £c*-|-2o.¡a7 -̂|-a^ X — 2ab
h +26| - H — 26| — 26

— a x^— 2alír^— x-\-2ah \
—  1 H-26j - h 26

—  a\cĉ — cc-\-2ab
+  ¿I -ha6( —  2¿Í 

El resto de esta división tiene en sus coeficientes el factor común 
b —  a; de modo que dividiendo por él, se tendrá por nuevo divisor 
x ^ -^ a x — 26. Continuando la regla, tendremos

Segunda división.

x^-\-a i^ -̂|-2a a*
— 26 — 26

X - -2u6

—  ax^ -\- 2bx^
■2ax'̂

ax^
ax^ -h  a‘̂ x

— a“X-\-2ab
O

x'^-i-ax— 26
x^~\-x-\-a

Donde vemos que el m. c. d. de A '̂' y ó sea D ''',  es ¿c^-híií®
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__y por consiguiente el m. c. d. de los dos polinomios A y B,
será

=  (a— h) {x ^ ^ a x — 26) =
2a2¿,2¿p3_2a6^íc® H -2a''ò̂ cĉ  — 2a'̂ 6=’aî  —  ka%^x-\- iab^x.

M áxim o com ú n  d iv is o r  d e  d os  p o lin ó n iio s  d e p e n d ie n te s  d e  d o s  letras.

’‘ i l o .  Cuando los polinómíos cuyo m. c. d. queremos hallar, 
no tienen más que dos letras, conviene modificar la regla general del 
modo siguiente:,

Para hallar el m. c. d. de dos polinomios dependientes de solo dos 
letras .-c 6 y se principia por hallar el m. c. d. monomio de todos 
los términos en ambos polinomios, y después de hallado el de estos 
dos máximos comunes divisores y anotado para formar parte del 
m. c. d., se dividen los polinomios dados A y 11 por el factor común 
monomio que cada uno tiene. Los cocientes A, y se ordenan con 
relación á x ,  se halla el m. c. d. de los coeficientes de las diferentes 
potencias de la letra ordenatriz en ambos polinomios, que por de
pender sólo de \j, los representaremos por Y é los cocientes res
pectivos A, y los ordenaremos con relación á y , hallaremos el 
m .c .r f. desús coeficientes, que representaremos por X y divi
diendo por ellos los polinómios Â  y B,, y llamando A' y B' á los co
cientes, se tendrán los polinómios Â  y bajo la forma A, =YXA^ y

=  r  BL
Hallando ahora el m. c; c?. de Y é Y^ el de X y X^ el de A' y B^ 

y multiplicándolos entre sí. se tendrá la cantidad que, multiplicada 
por el ra. c. d. monomio hallado anteriormente, nos dará el 
m. c. d. de los dos polinómios dados A y B; porque dicho producto 
se compondrá de todos los factores comunes á ambos polinómios, ya 
sean monomios, ya sean dependientes sólo de a ;, de t/ ó de estas 
dos letras.

La ventaja que tiene este método sobre el general es la de aplicar 
el procedimiento indicado en la investigación del máximo común di
visor á polinómios más sencillos que los que se obtendrían por la re
gla getterai.

• 141. Si uno de los polinómios es independiente de una letra 
contenida en el otro, el m. c. d. tampoco contendrá á esta letra, y

---------- " ' K -



este m. c. d. se puede halìar más fácilmente que por el método ge
neral, ordenando con relación á esta letra el polinomio que la contie
ne, y hallando en seguida el m. c. d, de sus coeficientes y del otro 
polinòmio. ^

La demostración está fundada en el número (83).

D E L  M Á X IM O

LECCION X III.

cantidades algebráicas.-^Polinómios radonales y ea 
Í Z v o  relativos.-Má.inio c o Z  S o r

M in im o co m a n  m ú ltip lo  ü c d o «  6 m ú «  c a n t id a d «  «IseU rú lcao .

i 12.̂  Se llama mínimo comün múltiplo de dos ó más cantidades 
algebraicas, elproducto de las mayores potenzas de los factores primos 
distintos que hay en todas estas cantidades.

En la investigación del m. c. m. distinguiremos dos casos; según 
haUar**" °  cantidades cuyo m. c. m. queremos

Primer caso. Sean A y Bdos cantidadesmonómias ó polinómias 
cuyo m. c. m. queremos hallar.

Si representamos por D el máximo común divisor de A y B, se 
tendrá, llamando A' y B' los cocientes respectivos de dividir A vB  
porD , A =  DA' y B =  DB'. ^

Las menores potencias de los factores primos comunes á los dos 
polinomios A y B se hallan en D; los factores comunes A y B que 
se hallan más veces repetidos en A que en B, y los factores que en
tran en A y no en B, se hallan en A'; finalmente, los factores comu
nes á los dos polinomios que se repiten más en B que en A, y los que
m U "  “  A, están en B'; luégo el’ producto
m  B =  A DB nos expresará el de todos los factores distintos eleva
dos á las majores potencias que se hallan en los dos polinómios



A y B; y por consiguiente, dicho producto A^DB' será el m. c. m. 
pedido ; pero A'DB' es igual á AB' é igual también á A'B; de donde 
podremos concluir, como en Aritmética, que:

i 13. Para hallar el m. c. m. de dos cantidades, se multipli
ca una de ellas por el cociente de dividir la otra por el máximx> co
mún divisor.

Segundo  c a so . Sean varias cantidades A , B , C, D ... cuyo míni
mo común múltiplo queremos hallar.

Aplicando los razonamientos hechos en Aritmética (119) se dedu
cirá que:

114. Para hallar el m. c. m. de varias cantidades, se halla 
primero el de dos, luego el de éste xj una tercer cantidad, despms el del 
ùltimo hallado y una cuarta, y así sucesivamente, hasta hallar el de la 
ùltima cantidad y del último m. c. m. hallado, qv^ será el de todas 
las cantidades dadas.

\ 16. Cuando las cantidades se puedan descomponer en sus fac
tores primos, no hay que recurrir á la teoría del m. c. d., sino que 
se forma, como en Aritmética (144), el producto de todos los facto
res primos elevados á sus mayores potencias, y se obtendrá el m. 
c. m. pedido.

Así,  el m. c. m. de las cantidades Sâ -'b, (6a  ̂—  66*), iab, 
J2a(íi-4-6), 3a^6(a— 6), y 2a— 6, será W b {a^— b̂ ) [2a— 6).

En efecto, descomponiendo en sus factores primos cada una de 
las cantidades dadas, se tiene 3a^6 , 2.3 (a—|—6) [a— 6), 2% 6, 
2^ 3 a ( a + 6), 3a'-6;a— 6), y (2a— 6).
El producto de todos estos factores primos, elevados á sus mayores 
potencias, es

3.2%^6(a+6) (a— 6} (2a— 6) =  12a^6(a^— 6̂ ) (2a— 6).

COMUN D IV ISO R . T í

P o lin òm io^  ra c lon a lcB  y  e n te ro s  c o n  re la c ió n  á  u n a  le t r a .  D iv isores
e n te ro s  re la tiv o s .

* 11 6. Ya hemos dicho lo que se entiende en general por can
tidad algebráica racional y entera, y hemos efectuado las cuatro ope
raciones fundamentales con cantidades de esta especie, y hallado el 
m. c. d. de dos ó más; pero en muchas ocasiones, sobre todo en el 
Algebra superior, que es la que se ocupa principalmente de la teoría
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general de ecuaciones, se consideran monómios ó polinomios que 
sólo son racionales y enteros con relación á una ó varias letras prin
cipales, en cuyo caso se Ies llama cantidades enteras y racionales 
con relación á estas letras, ó más generalmente funciones racionales 
y entelas de estas letras. Así, una función racional y entera de x

puede ser bx-\— porque solo hay que atender,

para que un polinomio de esta especie sea racional y entero con rela
ción á una letra a;, á que dicha letra no se halle en los denominado
res, debajo de ningún radical, ni afectada de exponentes negativos ó 
fraccionarios; cumpliendo con estas condiciones, pueden ser de cual
quiera naturaleza les coeficientes, como en el ejemplo anterior, y 
sin embargo ser la función racional y entera con relación á x .

* 117. Las operaciones que hasta aquí hemos hecho con can
tidades enteras, se hacen igualmente con las funciones ó cantidades 
enteras relativas; es decir, que sólo son enteras con relación á una 
ó varias letras, pudiendo dejar de serlo con relación á las demás; 
sólo tenemos que hacer varias observaciones respecto de algunos 
resultados.

Por ejemplo, en la división de dos polinómios enteros en gene
ral con relación á todas sus letras, se trata de hallar otro monomio 
ó polinomio de la misma especie que multiplicado por el divisor nos 
dé el dividendo; y para que esto sea posible, hemos visto que era 
necesario: I.°, que ordenados con relación á una letra, el primer 
término ó primera parte del dividendo, lo mismo que las primeras 
partes de los restos parciales que en la serie de los cálculos vamos 
obteniendo, sean siempre divisibles por la primera parte del divisor; 
2.°, que el último resto sea cero. Cuando estas dos condiciones se 
verifican, se dice que el cociente hallado cumple con la condición de 
ser entero, y la división es exacta; si falta alguna de las dos condi
ciones citadas, la división es inexacta.

Cuando el dividendo y divisor son polinómios enteros con rela
ción á una letra principal x ,  puede pedirse otro polinòmio entero, 
con relación á la misma letra, que multiplicado por el divisor nos dé 
el dividendo; y entonces, á la única condición que hay que atender 
para que la división sea exacta, es que el último resto sea cero, sin 
cuidarse de que sean ó no divisibles las primeras partes del dividendo 
y restos sucesivos por la primera parte del divisor. Si llegamos á ob-



COMUN D IV ISO R . 79

tener un resto de menor grado que el divisor con relación á la letra 
principal x ,  ó un resto independiente de dicha letra, la división ya 
no puede ser exacta; pues si continuamos la operación de dividir, 
nos veremos obligados á escribir la letra principal en el denomina
dor, ó afectarle de un exponente negativo; en cuyo caso el cociente 
ya no será entero con relación á esta letra. ♦

El divisor de esta especie que divide exactamente á una cantidad 
cualquiera, se llama, para distinguirle de los divisores enteros or
dinarios, divisor relativo.

Esto supuesto, estableceremos algunos principios respecto á di
visores relativos.

'l 8. Si una función entera de x es un divisor relativo de otra fun
ción entera de la misma letra  ̂ el producto de la primera por un factor 
independiente de x también será divisor relativo de la segunda.

En efecto, sea la función entera 
-hTa:!H-U, y un divisor
relativo de la primera; sea M un factor independiente de x ,  y vamos 
á demostrar que M(A'£c’'-hB'£c'*-^-í-...-hT^£PH-U^), es también un 
divisor relativo de la primera función.

Por ser un divisor rela
tivo de la función Ax-”*-|-Bx^'*"^-|-...-l-Ü, se tendrá

___ hU
*A x̂ ” H-B'x ’‘ - '-

Si ahora dividimos ambas cantidades por el factor M independien
te de X, se tiene la igualdad

Ax»«-|-Bx”^-’ - h . . .+ U A" B"— --------------------n_|______________________ .
M(A^x"-i-B'x” -*-H .,.-hU^) M ' ^  M. M ’

cuyo segundo miembro es una función racional y entera con rela
ción á X, y por consiguiente M(A'x’‘ -i-B 'x”'“ ’ -}-...H-U^) es un di
visor relativo de la función propuesta^

•1 i 9. Del principio anterior se deduce que una cantidad entera 
con relación á una letra que tenga un divisor relativo entero tam
bién con relación á la misma letra, puede tener cuantos se quiera, 
multiplicando ó partiendo dicho divisor relativo por una cantidad 
entera ó fraccionaria independiente de la letra principal.

*120. Toda función entera de primer grado, con relación á x que



divide al producto de varias funciones enteras, divide necesariamente, 
por lo ménos, á una de estas funciones.

Pueden ocurrir dos casos, según que sólo sean dos los factores, ó 
un número mayor que dos.

Primer caso. Sea ax~{~b una cantidad entera de primer gra
do que divide al producto AB de dos funciones enteras de x ,  y va
mos á demostrar que tiene que dividir necesariamente, por lo mé
nos, á una de dichas funciones.

En efecto, si ax-^h divide al producto AB, una de estas funciones 
ha de ser necesariamente divisible por esta cantidad.

Supongamos que no divide á B; vamos á demostrar que necesaria
mente ha de dividirá A: porno dividir á B, dará la division
un resto independiente de x ;  y se tendrá, llamando R, y Q al resto 
y pódente,

B = (cE ^-l-á )Q H -R ; 
multiplicando por A, se tiene

AB =  (aæ-h h] QA -[- B A.
El primer miembro es divisible por ax~\-h; el primer’ sumando 

del segundo miembro también lo es evidentemente; luégo el segun
do RÀ también lo será. Siendo ax-\-h un divisor relativo de la can
tidad entera RA, lo será también {'118) el producto de este divisor

por una cantidad R independiente de x i  luégo , — = — ——
^ p » s R(a¿r-h6} a.T^b
será igual á una cantidad entera con relación á œ; por consiguiente,
A es divisible por ax-~\-b, según queríamos demostrar.

Segundo caso. Que sean varios factores enteros A, B, C, D... 
Si acc-\-b divide al producto de estos factores, dividirá por lo ménos 
á uno de ellos. La demostración la misma que ya se ha dado (95 se
gundo caso).

Consecuencia. 1 Si una cantidad entera de primer grado es un 
divisor relativo de la potencia de una función entera, también lo será 
de su raíz (9o cons. 2.*).

2. '‘  El producto de varias funciones enteras de x no puede tener 
más divisores relativos de primer grado que los que tengan sus facto
res (9o coNS. 1 ó estos multiplicados por cantidades independientes 
de X (119).

3 . * Una función entera no puede admitir más que una sola descom
posición de factores primos deprimer grado en x [Aritmética \ 35).

8 0  D EL M ÁXIM O

\ ;



COMUN D IV ISO E . 81

H áxiuao eom u n  d iv is o r  re la t iv o .

 ̂ í  . E lm . c. d. relativo de dos funciones enteras de x , es el po
linòmio de mayor grado con relación á esta letra que divide á las dos.

De esta definición se deduce que, sí dividimos dichas dos funcio
nes por su m. c. d., los cocientes serán primos entre sí; ó si tienen 
algún factor común, será independiente de la letra x .  En efecto, si 
pudieran tener un factor común dependiente de cc, este factor, mul
tiplicado por el m. c. d., seria un divisor común y de mayor grado; 
por consiguiente, éste y no aquél, seria el m. c. d. ; luego dichos co
cientes son primos entre sí. De donde vemos que el m. c. d. relativo, 
lo mismo que el ordinario, se compone de todos los factores primos 
en X comunes á las dos funciones dadas, elevados á sus menores po
tencias.

La investigación del m. c. d. relativo está fundada en los mismos 
principios en que se funda el método ordinario, y se demuestran de 
la misma manera. La única diferencia que existe es que no hay ne
cesidad de multiplicar los dividendos por cantidades convenientes 
para que los términos del cociente sean enteros, ni suprimir los fac
tores comunes que haya en las restas antes de pasar á ser divisores; 
pues como sólo han de ser enteros con relación á o;, basta llevar las 
divisiones parciales hasta hallar un resto de un grado menor que el 
divisor, sin atender á que los términos hallados sean ó no ente
ros. Así:

*  122. Para hallar el m. c. d. relativo de dos polinómios enteros 
con relación á x, se divide el de mayor grado por el de menor; si la 
división es exacta, el de menor grado sei-á el m. c. d.; si da un resto, 
se divide el divisor por el resto: si la nueva división es exacta, el últi
mo divisor será elm . c .d .;  si no es exacta, se continuará dividiendo el 
primer resto por el segundo, éste por el tercero, y  asi sucesivamente 
hasta llegar á un resto cero ò independiente de x: en el primer caso, el 
último divisor será el m. c. d. pedido; en el segundo, los polinómios 
serán primos entre si.

* 123. El m. c. d. relativo de varios polinómios enteros de x , se 
halla como el m. c. d. ordinario; es decir, determinando primero 
el de dos, luégo el de éste y un tercero, y así sucesivamente; el úl
timo m. c. d. relativo hallado, será el de todos.



Si aplicamos á los dos polinómios — a?® —  ISích- 4
y a;4_j_0¿p3_j_5a52— /)4a3— 4  ̂ ordinario hemos visto
(107 E J E M . I) que es — 4, el procedimiento del m. c. d. re-

78 . 156 342
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lativo, hallaremos que éste será igual á zX- cuyo
121" 121’

m. c. d. relativo no es otra cosa que el m. c. d. ordinario mAiltipli-
78 78 , 156 312

cado por el factor común en afecto, =

7 8
_ ( x ’- + 2 o ,_ 4 ) .

• 124. En el Álgebra superior, que es en donde más uso se hace 
de la teoría delm . c. d., es indiferente emplear uno ú otro método; 
se elige aquél que da los cálculos más sencillos; porque para el ob
jeto que allí se aplica, no importa que venga ó no el verdadero 
m. c. d. multiplicado ó partido por una cantidad independien
te de X .

LECCION X IV .

Fracciones afeebráicas, su simplificación y  modo de reducirlas á un común denominador.— 
Cálculo de las cuatro operaciones con fracciones algebráicaa.

F r a c c io n e »  n lg e b rá lca s , au oln ip U acaclo ii y  m od o  d e  r e d u c ir la s  A  nn  
con m n  d cn om tu a d or .

125. Al tratar de las fracciones de un modo general en nuestras 
Lecciones de Aritmética, hemos tenido que considerarlas, para que 
correspondan á toda clase de números, no como el número que ex
presa una ó varias partes de la unidad, sino como el cociente indi
cado de dividir el numerador por el denominador. Bajo este punto 
de vista, se demostraron, cual correspondía, las reglas que debían 
emplearse en los cálculos de estas expresiones, y como en Álgebra 
no podemos considerar las fracciones sino bajo el mismo aspecto, es 
decir, como el cociente indicado del numerador por el denominador.



todo cuanto en aquella teoría general hemos expuesto, es aplicable 
á las fracciones algeJ)níicas.

Así, en esta lección, sólo nos ocuparemos de la parte material del 
cálculo, pues respecto á la parte teórica nos referiremos á la Arit
mética [Lecc. X IX .)

-126. Para simplificar una fracción algebraica, se quitan del nu
merador y  denominador los factores comunes; para lo mal se dividirán 
ambos términos por su máximo común divisor [Aritmética ^55).

Ejemplos. I. Simplificar la fracción----- -̂----

El factor que hay común en los dos términos de esta fracción 
es luego dividiendo por él, se tendrá

%ĉ
'I8a''ó“c'‘  3«*

II. Sea, en segundo lugar, la fracción que hemos de simplificar 
6a®ccH-24a;^
9^^ ¡I ’ fi'^'lsndo de ambos términos el factor común que tie
nen 3x, se tendrá

6a^x-\-^kc^ '
9ax— 3a—

III. Quitando el factor común a + c c  de los dos términos de la 
fracción siguiente, se tiene

__{a-\-x){a—ce) a— x
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IV. Sea la fracción

2o^H-2fííc 2a(a_j_íc} 2«
a^A-b^A-c^-\~^ah^^ac-\~^bc

, en cuyos dos

términos existe el factor común a + 6 + c ,  de modo que poniéndolo 
de manifiesto y simplificando, se tiene

-j-  H- c^-+- -fló+ 2ac-|- 26c [a-\-b-\-c)‘̂  
cd ~ b^ — c‘̂ — ^bc =
(a -h ó~ j-c )(a + 6 -¡-c ) a-j~b-{-^c 
(íí-}-6 -j-c)(a— b— cj a— b—c '

V. Sea, por último ejemplo, ^  ^  ®
’ í»^-h7£C4-lO' 

orno en sus dos términos no aparecen, á primera vista, factores 
comunes, Ies aplicaremos el procedimiento del m. c. d.; y hallare
mos que es de modo que dividiendo por él, se tendrá
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— X —  6 X —  3
x ^ -h 7 x - i - i0  x - i -5

427. Para reducir dos ó más fracciones algébricas á un común 
denominador, se multiplican los dos términos de cada una por el pro
ducto de los denominadores de las demás. Si los denominadores tienen 
factores comunes, se halla elm. c. m. de todos ellos ̂ el cual será el de
nominador comun\ el numerador de cada fracción se obtendrá multi
plicando el de cada una de las propuestas por el cociente de dividir el 
m. c. m. por el denominador correspondiente {Arit. 458).

Ejemplos. I. Reducir á un común denominador las frac- 
, 3a ah %ab a— 6 

26’ c "  Zde^ ^h— c
Multiplicando los dos términos de cada fracción por el producto 

de los denominadores de los demás, se trasforman las fracciones 
anteriores en

9acrfe(26— c) 6ab^de{^b— c) 4a6®c(26— c) 6bcde{ a— 6)
66cí/e(26— c)’ 66crfe{26— c ) ’ 6bcde{2b— c)^ 6bcde{'¿b— c)

II. Sean las fracciones que hemos de reducir á un común de
nominador

3a 5 ^  36 a— 6 2«— 6 3ah— 26c
26’ ic d ’ ’ 2a(a-f-6) ’ 46c(a— 6) ^ 2fl(a'^— 6®)*

El m. c. m. de los denominadores es, como fácilmente se ve, 
ka^bcd{a^— 6^); los cocientes de dividir este m. c. m, por los deno
minadores respectivos, son 2a ĉc?(a^— 6^), a%{a^— b'̂ ), bcd{a^— 6'*}, 
‘iabcd [a— 6), a^c?(a-f-6) y 2abcd\ luego las fracciones reducidas á un 
común denominador serán

Qahd{a^~b^) 3aH\a^— h’̂ ) <̂ abcd[a— hf
hto!̂ hcd{â — 6*) ’ 4a*6cc?(a^— 6^)’ iaHcd{aP‘— 6®)’ 4a^6c¿(a^- 

a V (a + 6 )(2 a — 6)_ 2fl6cíí(3a6— 26c) 
kaHcd[a^— b'̂ ) ^ ~haHcd[a^— b̂ ) *

■b^y

Cálculo de las cuatro oiicracloiies cou fracciones algebrálcas.

428. Para sumar fracciones algebráicas, se reducen á un común 
denominador si no le tienen  ̂ se suman los numeradores, y á la suma 
se le pone por denominador el denominador común.

429. Para restar fracciones algebráicas, se reducen á un común
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denominador^ se restan los numeradores, y á la resta se le pone por 
denominador el denominador común.

\ 30. Para multiplicar fracciones algebraicas, se multiplican 
los numeradores, y el producto se parte por el de los denomina
dores.

4 SI. Para dividir fracciones algebráicas, se multiplica la prime
ra por la segunda invertida.

Todas estas reglas se demuestran como sus equivalentes en Arit
mética.

Ejem plo s. Efectuando, según las reglas dadas, los cálculos si
guientes, se tiene:

a b b'"- __
a — — b̂  

a{a^-^b%a-\-b)-^b[a-^b][a'^^h‘̂ )^a\o?-~b'^)^b\a^-\-h’̂ )

— b̂

d't--- ¿4

2fl(a^-híí^áH-6®)

II.
fl-l-cc a— X {a~\-xy— [a— x y
a— X a-i-x {a— cc)(«-i-a;)

— íĉ  ĥ ax

TTTIII. ----- ; X

a‘ — x'̂

a— X (u+cc)(a— x)

2*a“— X

‘— x ‘

IV.

■x̂‘  {á̂ — x ‘̂ ][a -̂\-x )̂ {â — x̂ ]{á̂ ~j-cc'̂ ) a‘̂ -\-x^

3ab— 2cd 2aá-h3cd {3ab— 2cd){'2,bc-\-ady
^ab—cd * ílbc-{-ad [̂ ab— cd]{2ab-\-3cd)

432. Siendo el objeto de esta primera parte del Algebra el cál
culo de las cantidades algebráicas, debemos pasar, después de expli
cadas las cuatro operaciones fundamentales, la teoría del máximo 
común divisor, mínimo común múltiplo y cálculo de fracciones á 
la elevación á potencias y extracción de raíces; mas como para des-



arrollar esta teoría de un modo general, necesitamos de las combina
ciones que con un nümero de objetos se pueden hacer, nos ocupare
mos de la teoría de las combinaciones y permutaciones con toda 
extensión, á cuyo objeto dedicaremos las dos lecciones siguientes.

' COORDINACIONES

LECCION X V .

Coordinaciones.—Perumtaciones.—Combinaciones.

Coordinaciones.

433. Se llaman coordinaciones ó arreglos de m objetos to~~ 
mados de n en n, los diferentes grupos que con estos m objetos se pue
den formar tomándolos de n en n, de modo que cada uno ?w entre 
mas que una vez en cada grupo, y uno de éstos se diferencie de los 
demás en los objetos que le forman ò en el orden en que están colo
cados.

Así, con las cuatro letras a, b, c, d se podrán formar las doce 
coordinaciones de dos letras, arreglándolas de todas las maneras po
sibles del modo siguiente:

ah, ac, ad, ha, be, hd, ca, cb, cd, da, db, de; '  
cuyas coordinaciones se diferencian, como se ve, unas en las letras 
con que se forman, y otras en el orden en que éstas están colocadas.

* \ 34. Aunque el nombre de coordinaciones es más propio que 
el de arreglos para designar estos diferentes grupos, nosotros, sin 
embargo, admitiremos el segundo, con el objeto de poder expresar 
con su letra inicial A el número de estos arreglos en un caso dado, 
para que no se confunda con el número de combinaciones que lo 
expresaremos con la letra inicial C.

Esto supuesto, vamos á determinar el número de arreglos que con 
m objetos se pueden formar lomados de n en n.

435. El nùmero de arreglos ó coordinaciones que se pueden for-



mar con ni objetos tomados de n en n, es igual al producto de los n 
números naturales decrecientes á partir del número m.

Sean los m objetos las m primeras letras del alfabeto, y represen
temos por Am el número de arreglos de n letras que con m se pue
den formar.

El número de arreglos de una letra que con m se pueden formar,
es evidentemente igual á m; porque serán las letras a, 6, c, d,...... I
puestas unas á continuación de otras; luego A^ =  m.

Si á la derecha de cada una de estas letras ponemos las m — 1 res
tantes, tendremos todos los arreglos de dos letras que con m se pue
den formar. Así,

ab, ac, ad,...... al,
ba, be, bd,......bl,
ca, cb, cd,......el,
da, db, de,......di,

la. Ib, le.......  Ik
son los arreglos de dos letras que con m se pueden formar; porque 
cada uno se diferencia de los que están en una misma fila en la úl
tima letra, y de los que están en distinta fila en las letras ó en el 
órden en que están colocadas.

Cada una de estas filas tiene evidentemente m — 1 arreglos, y el 
número de filas es m; luego A^ =  m{ni— 1).

Del mismo modo, colocando á la derecha de cada arreglo de dos 
letras cada una de las m — 2 restantes, hallaremos los arreglos de 
tres letras que se pueden formar con m; porque todos los que em
piecen por un mismo arreglo se diferenciarán en la última letra, y 
los que tienen la última letra común, se diferencian entre sí en el 
arreglo de dos que le preceden; así formaremos un número de filas 
igual al número de arreglos de dos letras, y cada fila contendrá m— 2 
grupos; por consiguiente, se tendrá A ¿  =  ?n(m— 1 )(m — 2).

Continuando del mismo modo, obtendremos por analogía la fór
mula que resuelve el problema

A” = m ( m — I) (m— 2)...... (m— n + 'í ) -
* 136. Para poder decir que esta fórmula es general, es necesa

rio probar-que, si es verdadera para el caso en que el número de 
objetos ó letras que entra en cada grupo es u — 1, lo es también
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cuando entren n; porque siendo verdadera para grupos de una, dos 
y tres letras, como hemos visto, lo será para cuatro; siéndolo para 
cuatro, lo será también para cinco, yen general para n.

Supongamos que los arreglos de m letras tomadas de n — 1 en 
n 1 , se hayan formado, como ya hemos dicho, colocando á la de
recha de cada arreglo d en  — 2, las m — nH- 2  letras restantes, y 
que el numero que de estos arreglos resulta sea 

Si á la derecha de cada uno de estos arreglos cojocamos cada una 
de las m— letras restantes, obtendremos tantas filas cuantas 
exprese el número de arreglos de n— 4 letras, que hemos supues
to ser ; es decir, un número de filas representado por A” “ S 
y cada una de estas filas contendrá tantos arreglos de n letras como 
letras dejan de entrar en cada uno de los que tienen n— 4, que son

Juego el número total de arreglos que así 
resultan será igual á A^ ‘ x ( w — n + l ) .

Ahora bien, estos arreglos son todos los que con m letras se 
pueden formar tomándolas de n en n. En efecto, ios arreglos de n le
tras los formamos poniendo á la derecha de los que tienen n— 1 , 
cada una de las letras restantes; y por consiguiente, no habrá arre
glo de n letras que no esté formado de este modo: además, estos ar
reglos son todos distintos; porque los que principian por un mismo 
arreglo d e n - 4  letras, se diferencian por la última que es distinta; 
y los que están terminados por una misma letra, se diferencian en 
el arreglo de n— 4 que le precede; por consiguiente, todos son dife
rentes en las letras ó en el órden en que están colocadas; luego son 
los arreglos pedidos: de modo que se tendrá

^ A Z = A ^ ^ X {m — n-i-4).
*  437. De esta fórmula se puede deducir fácilmente la que an

teriormente hemos hallado.
En efecto, si damos á n los valores sucesivos 4 ,2 ,  3, 4 ,....n , se 

obtendrá, partiendo de la igualdad evidente Â  — m

A|. =  A iX (m — 1)
A ^ = A ^ .X ( m - 2)

COOEDÍNACIONES

Am — Am x ( m — n - j-1).
Multiplicando ahora estas igualdades, y dividiendo por los facto-
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res comunes A^, A^, A™......A«“ ’ , que se hallan en los dos miem
bros de la igualdad que resulta, se tiene la misma fórmula

Aw=wí.{m— I) [m— 2)......[m— ■n-f-'l).
Eje m p l o s . I. Bailar cuántos números hay de tres cifras signi

ficativas diferentes.
El número de estos números será igual al de arreglos que se pue

den formar con las nueve cifras significativas tomadas de tres en 
tres, que será como ya se sabe, A 9 = 9 x 8 x 7 = 5 0 4 .

II. ¿Cuántos arreglos se pueden formar con doce letras tomadas 
de cinco en cinco? Ai2=  1 2 x 'l 'l  X  1 0 x 9 x 8  — 93040.

III. ¿Cuántos números se pueden formar con cuatro cif/'as dife
rentes?

Tantos como arreglos se pueden formar con las diez cifras toma
das de cuatro en cuatro; es decir, A Í o = 1 0 x 9 x 8 x T  =  5040.

Perm utaciones!.

138. Se llaman perm u tacion es los diferentes grupos que se pue
den formar con m objetos, colocándolos de todas las maneras posibles, 
de modo que en cada uno entren los m objetos, y sólo se diferencien 
en el ói'den en que están colocados.

Así, con una letra a, sólo se puede formar una permutación a; 
con dos letras a y se forman las dos permutaciones ab y ha; 
con las tres letras a, y c, las seis permutaciones abe, acb, cab, 
bac, bea, cha.

139. El número de permutaciones que se pueden formar con m 
objetos es igual al producto de los números enteros consecutivos desde 
uno hasta m.

En efecto, el número de permutaciones que se pueden formar con 
m objetos es igual al número de arreglos que se pueden formar 
con estos objetos tomados de m en m; por consiguiente, si en la 
fórmula que da el número de arreglos hacemos n =  m, y represen
tamos por P„i el número de permutaciones de m objetos, se tendrá 

Pm = A w  =  m (m — ] ) (m— 2)... (m— m-\-\); 
ó escribiendo en un órden inverso los factores de este producto, 
será

P«i =  1 x 2 x 3 . . .m .



* 140. Esta fórmula se pu'?de obtener también directamente.
En efecto, ya hemos visto que con una letra no se puede formar 

masque una permutación; de donde, P, =  1.
Con las dos letras a y  b, se forman las dos permutaciones ab y ab; 

por consiguiente, P o = P ,x 2  =  1 x 2 .
Con las tres letras a, b j  c, se forman las seis permutaciones abe, 

acb, cab, bac, bea, cba; que se obtienen colocando a la derecha de cada 
permutación de dos letras, la letra restante, y haciendo pasar esta 
letra por todos los lugares; así, la permutación ab de dos letras, 
ha dado las tres primeras permutaciones; y la permutación ba, las 
tres ultimas; y éstas son todas distintas entre sí, porque se dife
rencian en la colocación de la última letra c, que pasa por todos 
los lugares ó en la permutación de las dos letras primeras que es 
diferente; luego p3==P áX 3 =  1 x 2x 3.

Del mismo modo veremos que si en cada una de las permutacio
nes de tres letras a, b, c, se pone la cuarta letra d, y se hace pasar 
por todos los lugares, hallaremos que cada permutación de tres le
tras, da cuatro permutaciones de cuatro; y por consiguiente el nú
mero total será P4 =  P s X 4 =  1 x 2 x 3 x 4.

Todas estas permutaciones serán diferentes; porque se diferencia
rán en la colocación de la última letra, ó en el órden en que están 
colocadas las demás, por pertenecer á permutaciones distintas de 
tres letras.

Continuando del mismo modo, llegaremos á deducir que
Pm — 1 X 2 x  3 x 4 . . .  m.

* 141. Lo mismo que anteriormente probaremos que esta fórmu
la es general: para ello haremos ver que siendo cierta para m— 1 
letras, lo es también para m; porque una vez demostrado esto, como 
ya hemos visto que con una letra no se forma más que una permu
tación, con dos, dos permutaciones, y con tres seis, sabremos las 
que se pueden formar con cuatro, después con cinco, y en general 
con m.

Supongamos, pues, que con m —  \ letras se forman Vm-i del mis
mo modo que hemos indicado, y vamos á determinar el número de 
las que se pueden formar con ó sea P,«.

Si á la derecha de cada una de las P„i_i permutaciones colocamos 
la letra restante, y le hacemos ocupar todos los lugares posibles cor
riéndola de derecha á izquierda, cada permutación de m— 1 letras
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dará evidentemente m permutaciones de m; porque m — 1 son los 
lugares distintos que puede ocupar la última letra que se considera; 
por consiguiente, el número de grupos formado así será

Lo que falta probar es que todos estos grupos son las permuta
ciones de m letras: para ello observaremos que no hay permutación 
de m letras que por este medio no quede formada; porque partien
do de que se dan formadas las de m— 4 letras, si colocamos la últi
ma letra restante en cada una de estas permutaciones, y en todos los 
lugares, se tendrán evidentemente todas las letras combinadas de to
das las maneras posibles. Además, todos estos grupos son diferen
tes; porque se diferencian en la colocación de la última letra que 
hemos considerado, ó en el orden en que lo están las m— 4 pri
meras, por ser permutaciones distintas de m— 4 letras; luego se 
tendrá, de un modo general,

P m — Pm—1
Si damos en esta fórmula á m los valores sucesivos 2, 3 ,.. ni, ten

dremos, principiando por la igualdad evidente P, =  4,

P. =  4 
P2 =  PiX 2 
P3 =  P ,x 3

Pm — P m—1 X[ n i.

Multiplicando estas igualdades entre sí, y quitando los factores 
comunes, se tiene

Pm =  4 x 2 x 3 . . .  m.
Eje m p l o s . I. ¿Cuántos números de diez cifras diferentes se pue

den formar?
El número de permutaciones que se pueden formar con las diez 

cifras; es decir,
Pjo — 4 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 x 4 0  =  3628800.

II. ¿De cuántas maneras se pueden colocar en una mesa siete 
personas?

De tontas cuantas permutaciones se pueden hacer con siete obje
tos; es decir,

P, =  1 X 2 x  3 x 4 x 5 x 6 x 7  =  5040.
IIÍ. ¿Cuántas palabras se pueden formar con cinco letras?



Tantas como permutaciones se pueden hacer con estas cinco le
tras; ó lo que es lo mismo,

P5 =  1 x 2 x 3 x 4 x 5  =  120.

^2 COOEDINACIONES

C om binaciones.

142. Se llaman co sib in a cio n es  de m objetos tomados den en u, 
los diferentes grupos que se pueden formar con estos m objetos, de 
modo que en cada grupo no entren más que n, y uno cualquiera se di
ferencie. de los demás por lo menos en un objeto, y no en el orden en 
que están colocados.

Así, con tres letras a, b, c, no se pueden formar más que las tres 
combinaciones de dos letras, ab, ac, be, mientras que arreglos he
mos formado seis, porque cada una de estas combinaciones da 
dos arreglos.

143. El número de combinaciones de n objetos que se pueden 
formar con m es igual al cociente de dividir el número de arreglos 
de m letras tomadas de n en n, por el número de permutaciones de n 
letras.

En efecto, representemos por el número de combinaciones de 
m letras tomadas de n en n, y supongamos que se tienen todas las 
combinaciones de n letras que se pueden formar con m.

Si formamos todas las permutaciones que se pueden hacer con 
cada combinación de n letras, es evidente que tendremos todos los 
arreglos que con m letras se pueden formar tomadas de n en n; por
que cada combinación se diferencia de las demás por lo ménos en 
una letra, y las permutaciones de cada combinación se diferencian 
entre sí en el orden en que están colocadas; pero con cada combi
nación se pueden formar P„ permutaciones, luego con C” combi
naciones se formarán C ^ x P w ,y co m o  de este modo hallamos el 
número de arreglos, se tiene,

C x P n = A ” ;
de donde se deduce

CH__ A” m (m — 1] (m— 2)... (m— n + 1 )

*  144.

1 x 2 x 3 x 4 . . . n

Si en la fórmula anterior reemplazamos A^ y P„ por sus
valores A,„— Aí« *x (w i— u-f-1) y P „=p ,^_j x u ,  se tiene
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C"
n + 1 ) An—1 m-

X
P n _iX n  P „ -i  n

y según lo demostrado anteriormente, tendremos
 ̂ M i ^C n  p n — 1

m— '-'m „ *7»
Fórmula que sirve para determinar el número de combinaciones 

de n letras en función del número de combinaciones de n —  1 ; por 
cuyo medio, sabiendo que el número de combinaciones de una letra 
que con m se pueden formar es m, se sabrá que el número de com -

2 m —  1 . , , i
binaciones de dos letras será C„, =  m x  — r— ; el de tres sera

2)
2

y así sucesivamente.
a , m —  2 (m —  \ )[m

cL  =  c ; „ x ~ ^  =  m ' -------- ^
E jem plo s. I. ¿Cuántos extractos^ ambos, temos, cuaternos y  

quinternos se ■pueden formar con los 90 números de la lotería?

a ‘ QO
Extractos. ^  =

Ambos.

Temos.

Cuaternos.

P.
r* — :^o,'-'90 p

p3 _  <  
'■'90 p

9 0 x 8 9 :4005.
1 X  2 

90 X  8 9 x  88

C* =

1 x 2 x 3  
9 0 x 8 9 x 8 8 X  87

P  ̂ 1 X  2 X  3 X  4

=  117480.

=  2555190.

Quinternos. C  =  ^  ^  f  =  Í39Í9268.
^  Pj 1 X  2 X  3 X  4 X  5

II. ¿Con siete factores distintos, cuántos productos de á tres se pue
den formar?

Tantos como combinaciones se pueden hacer con siete cosas to
madas de tres en tres: es decir,

, a ; 7 x 6 x 5
^ “ P “ 1 x 2 x 3 ‘

3 5 .
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LECCION X V I .

Principios relatiros á las combinaciones—Probabüídadea. 

Principio.«relativos ¿ la s  combinaciones.

* U 5 . El nùmero de combinaciones de m objetos tomados de n ct* 
n e s tu a i  al numero de combinadones de estos mismos objetos toma- 
dos de m —  ii en ra —  n.

Como el número de combinaciones de m letras tomadas de n en 
n os lo mismo que el número de productos distintos de n fac
tores que con m se pueden formar, se sigue que, dividiendo el pro
ducto de las m letras por cada una de las combinaciones, que son 
productos distintos de n de estos factores, obtendremos tantos co
cientes diversos de m —  n factores, que serán combinaciones de m - n  
letras, cuantos productos distintos ó combinaciones de n letras ten
gamos; luego el número de combinaciones que con m letras se nue 
den formar de n en n, es igual al numero de combinaciones que con 
estas mismas m ietras se pueden formar de m — n en m — n

d a s^ 'L 'ren T es

"
y tomándolas dem — en m— n será, poniendo m — n en vez de n 

C'”- «  ^  m(m— ^ )(m — 2 ] . . . (n -^ l )
1 . 2 . 3 . . .  (m— n)

Reduciendo ambas expresiones á un común denominador para lo 
cual multiplicaremos los dos términos de la primera por elproduc- 
o 1 .2 .3 . .  (m— n); y los de la segunda por 4 .2 .3 . . .n, se tendrá 

1 ) (m — 2] ... (m — n -{-4 ] (jn— n ) ... 3 . 2.4 

r .2 .3 . . . n x 4 .2 .3 . . . ( m —
^ ^ « i - « _ m(m— 4}(m — 2) ... ( íi +  1 ) X n . . . 3 . 2.1
, , '  Í ^ .2 .3 . . .n x i  . 2 . 3 . . . ( m - ^  ’ ’
donde vemos que cada uno de los numeradores es el producto de la



serie natural de los números desde 1 hasta m, y el denominador co
mún el producto de la serie de los números naturales desde 4 has
ta n por el de la serie de los números desde 4 hasta m —  n, y por 
consiguiente ambas fracciones son iguales: luego según
queríamos demostrar.

* 446. De la primera fórmula de estas dos, se deduce, repre
sentando por p  la diferencia m— n, esta otra

”* ~ 4 .2 .3 . . .n x 4 .2 ! .3 . . . ? j ’
la cual se usa en muchas ocasiones con preferencia á la hallada en 
el número anterior.

* 4 47. Puesto que el número de combinaciones que se pueden 
formar con m objetos tomados de n en n,; es el mismo que el que 
se obtiene tomándolos de m — n en m — n, cuando n exceda á la

mitad de m, en vez de aplicar la fórmula que da el número apli

caremos la que da la cual en este caso es más sencilla. Sea,
por ejemplo, hallar el número de combinaciones de 40 objetos to
mados de 7 en 7.

En vez de aplicar la fórmula que da las combinaciones tomadas 
de 7 en 7,

4 0 x 9 x 8 x 7 x 6 x 5 x 4  
4 .2 .3 .4 .5 .6 .7  “

emplearemos esta otra que da las que se pueden formar tomándolas 
de 3 en 3,

4 .2 .3
que, como se ve, es más sencilla.

* 448. £ l  número de combinaciones de m objetos tomados de 
n en n es igual al número de combinaciones de m —  4 tomados de 
n en n, más el número de combinaciones de estos mismos m— 1 obje
tos tomados den —  4 en n—  1.

Las combinaciones de m letras a, 6, c, d ,..l, tomadas de n  en n ,  

se pueden dividir en dos clases; combinaciones de n letras que no 
contengan una de ellas l, y otras que la contengan.

La primera clase se compondrá, evidentemente, de todas las com
binaciones de m — 4 letras tomadas de n en n, y la segunda, de todas 
las combinaciones de?n— 4 letras tomadas d e n — 4 en n — 4 ,á la s
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cuales se le agrega la letra restante pero el número de las combi

naciones de la primera especie es C 2_j, y el de la segunda es C ; 

y como estas dos clases constituyen las combinaciones que se pueden 
formar con m objetos tomados de n en n, 6 sea C” , sé tendrá, se

gún queríamos demostrar , =  •
* í 49. El número de combinaciones que dá la fórmula [1J es siem

pre un número entero.
Por la naturaleza del número que esta fórmula representa, se de

duce inmediatamente que debe ser entero; sin embargo, se puede 
demostrar este principio directamente, y sin atender á la naturaleza 
del número que viene á representar, poniendo esta fórmula primero 
bajo la forma

pft __ 1 . 2 . 3 . . .  m
“  1 - 2 . 3 . . . n x 1  . 2 . 3 . . . j o ’

como ya hemos visto anteriormente, y probando que todos los fac
tores primos del divisor se hallan en el dividendo, y que ninguno 
de estos factores viene en éste elevado á menor potencia que lo está 
en aquél, todo lo cual se demuestra muy fácilmente.

En efecto, en el divisor no entran más factores primos que los 
contenidos en la serie natural de los números desde 1 hasta n, ó has
ta p, según que n sea mayor ó menor que p, y como n y jo son res
pectivamente menores que m, y en el dividendo entran los factores 
primos que hay comprendidos entre 1 y w, se sigue que todos los 
del divisor se hallan en el dividendo. Ahora falta probar que ninguno 
de los factores primos del divisor viene elevado á mayor potencia.

Sea a uno de los factores primos comprendidos en la serie de los 
números desde \ hasta n, y veamos cuál será la mayor potencia á que 
estará elevado en el denominador. Para ello dividamos n por a y  lla
mando n' al cociente entero, se tendrá que el mayor múltiplo del fac
tor a que se encontrará en la serie de los números desde \ hasta n, 
será n'a; por consiguiente, en dicha serie se hallarán los múlti
plos a, 2a, 3a... n'a; y sacando en ellos los n' factores a que hay, se 
tiene {1 . 2 .3 . . .  a”' ; lo que prueba que el factor a se halla repeti
do n' veces, mas las que esté contenido en \ .2.3... n'\ pero haciendo 
con este producto lo mismo que con el anterior, tendremos, llaman
do n" al cociente entero de dividir n' por a, que en la serie \. 2 .3 ...n '
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se halla el factor a repetido veces, mas las que estén en la nueva 
serie y continuando así llegaremos á una última serie
que no le contendrá ninguna vez, que será cuando el último cociente 
sea menor que a, lo cual llegará á suceder por ser dichos cocientes 
cada vez menores y siempre enteros. De modo que llamando 
los cocientes sucesivos, se vendrá á deducir que el factor ü se halla 
repetidoenla serie 1.2.3... n, la suma de loscocientes n'-i-n"-{-n'^'-í-.... 
ó lo que es lo mismo, la mayor potencia de a que se hallará en esta 
serie, será

Análogamente probaremos que en la serie 4.2.3...^, se halla el 
mismo factor con un exponente igual á y en la
serie 1.2.3...W, con el exponente por consi
guiente en el denominador se hallará el factor a con un exponente

y en el numerador con el expo
nente Ahora nos falta probar que

.. .p -̂\-p' -̂\~p "̂~  ̂...
Para ello, de la igualdad m— n = 'p , se saca w =  n-}-p, y de ésta

m  n p  
se deduce —  =  — _i- - .

a a a
Llamando r, r ’ y r”  los restos de las divisiones de w , n y ^ por a, 

de los cuales alguno podrá ser cero, se tendrá
__I__

m'
a -P' a

de donde deduciremos, según sea r'-+-r” <Ca ó r'-|-r";

n'H- p'.

Del mismo modo, se tiene

y sumando ordenadamente estas relaciones se viene á obtener
m'H- ..

y por consiguiente, el factor a no se halla elevado á mayor potencia



en el divisor que en el dividendo, y como lo que hemos dicho del 
factor a se puede decir de otro factor primo cualquiera, el princi
pio queda demostrado.
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Probabilidades.

* 150. Se llama p r o b a b il id a d  de un acontecimiento, la relación 
del número de casos favorables al número total de casos posibles, cuanr 
do todos estos casos son igualmente posibles.

Si en una urna, por ejemplo, hay '11 bolas negras y 7 blancas y se

saca una á la suerte, la probabilidad de sacar negra sera —  y la de 

7
sacar blanca — ; porque el número de casos igualmente posibles es 

18
igual al de bolas, es decir 18; el de casos posibles para las ne

l l
gras 11, y para las blancas 7; por consiguiente las relaciones — y 

7—  serán las probabilidades de sacar una negra ó una blanca; y 
18

\ ̂  7como —  es mayor que — , se dice que hay más probabilidad de sa- 
18 18

car en este caso una negra que una blanca.
E je m p l o s . Tomando 30 números de la lotería, ¿qué probabilidad 

hay de ganar un extracto, un ambo, un terno, un cuaterno ó un quin
terno?

Como en cada extracción se sacan cinco números, el número de 
casos posibles es el número Gg„ de combinaciones que con 90 obje
tos se pueden hacer de 5 en 5, ó lo que es lo mismo (144 e j . I.)

=  43949268.
El número de casos favorables para sacar un extracto, es decir, 

para que uno délos cinco números sacados en cada extracción, sea 
uno de los 30 que tenemos, es igual al número de combinaciones 
que se pueden hacer con los 60 números restantes tomados de 4 en 4, 
repetido tantas veces como números tenemos, es decir, 30; porque 
si á cada combinación de 4 números que con los 60 restantes se pue
den hacer, ponemos uno de los 30 que tenemos, tendremos todas 
las combinaciones en que de los cinco números que salgan, uno será 
de los 30 que tenemos; pero



Q.

Y PERMUTACIONES.

6 0 x 5 9 x 5 8 x 5 7
9d

=  487635;
2.3.4

luego el número de casos posibles favorables para obtener un ex
tracto será G g „x 3 0 ^ 4 8 7 6 3 5 x 3 0 — 14629050;yporconsiguien- 
te, la probabilidad de sacar un extracto tomando 30 números á la 
lotería, será

C 'X 3 0  44629050 4 , .-52------- — -------------- = — próximamente.
CL 43949268 3

Para los ambos, el número total de casos posibles es como án- 
tes 43949268; y el de favorables posibles que contengan dos de 
nuestros 30 números, será X  =  34220 x  435 — 14885700; 
luego la probabilidad de sacar un ambo, llevando 30 números á la 
lotería, es

C l x C l 44885700 4
próximamente.

43949268 39̂0
Del mismo modo, la probabilidad para acertar tres números ó sea 

un temo, es

C x c 4 7 7 0 x  4060 
r* “  439492689̂0

y para una quinterna, será

C!„ 4 42506

7486200 4 ,
próximamente;

4
43949268 308

próximamente.

II. Si una persona toma tres números de la lotería, ¿qué probabi
lidades tiene para sacar un extracto, un ambo y un temo?

Para un extracto.
C!,x 3 6677685 4

=  “  próximamente.

Para un ambo,

 ̂ 43949268'-90
34 7985 4

------- = --------------=  : próximamente,
r* 43949268 438^

„  . Qr 3744Para un temo, —-  = ---------------
C' 43949268

1
44 748
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LECCION X V II.

P o t e n c ia s  en  g e n e ra l d e  lo s  m o m 'm io s .— P oten cia s  d e  n n  b in ò m io , 6 sea  fó rm u la  d e l  b in ò 
m io  de N ew ton .

P o te n c ia s  eu  g e n e ra l d e  lo s  m ou ó iu los .

151. La emésima potencia de un producto es igual al producto de 
las emésimas potencias de los factores.

Cuando el exponento m es entero y positivo, ya lo hemos demos
trado en Aritmética (267); demostrémoslo ahora para los demás 
casos.

p .
Sea el exponente un numero fraccionario m =  , y vamos a pro

bar que también se verifica que (ABC)'"=
En efecto, según la definición general de potencia (37),

(ABC)^ =  =  l^Aí-B^CP;
y como la raíz de un producto es igual al producto de las raíces de

los factores [Arit. 276), se tiene (ABC]9= 1̂ a7 .1̂ B^.^C p ; y por
JL 2 - 2 - i -

lodichoya (37), será (ABC)í — A s .B í  .C9 , según queríamos de
mostrar.

Si m fuese un número inconmensurable, la potencia emésima del 
producto ABC sería el límite de las potencias que se obtendrían 
reemplazando por m números conmensurables que se les fueran 
aproximando cada vez más; y como en todas estas sustituciones se 
verifica el principio, según los dos casos anteriores, en el límite tam
bién se verificará.

Por último, si m fuese una cantidad cualquiera negativa, é igual, 
á —  n, se tendria (37),

(ABC)-”  =  ̂ ^ ^ = - ^ ; ^ ^ — A B C ,

io cual prueba que también es cierto el principio en este caso.



152. Para elevar un monomio d una potencia cualquiera, se.elevan 
á esta potencia el coeficiente y cada una de las letras o [actores que le 
constituyen, y su producto será la potencia pedida.

Así,
En efecto, la potencia emésima de un producto es igual al pro

ducto délas emésimas potencias de los factores (151).
153. Podemos considerar como caso particular aquel en que el 

exponente de la potencia á que se ha de elevar el monomio sea en
tero y positivo, en cuyo caso la potencia se reduce al producto de 
tantos factores iguales al monòmio dado, como unidades tiene el 
exponente; y entonces, según las reglas de la multiplicación, el re
sultado será positivo siempre que el exponente sea par, cualquiera que 
sea el signo del monòmio; será también positivo en el caso de ser el e x -  
porwnte impar, pero positivo también el monomio; y únicamente será 
negativo cuando siendo el monomio negativo, sea impar el exponente de 
la potencia. El valor numérico se obtendrá elevando á la misma po
tencia el coeficiente, y multiplicando los exponentes de las letras por el 
de la potencia.

Así, [Sa%c^)’̂ ==S\aW ‘̂ , {^a‘̂ b^cY=3'^am^^c\ 
{— 3aH c^]^=^8[aW \ —

P o t«n c ln s  «le u n  M n d m lo , ó  se a  fó rm u la  ü e l b lu ón ilo  «le Xíewton.

154. La fórmula del binòmio de Newton tiene por objeto elevar 
un binòmio á una potencia cualquiera, sin formar todas las inferio
res. Esta fòrmula, debida al inmortal Ne w to n , por lo cual lleva su 
nombre, fué admitida sin demos.tracÍon ; pues este gran geómetra 
sólo dió la regla para elevar directamente un binòmio á cualquier 
potencia, y no se cuidó de demostrarla. Después se han dado varias 
demostraciones, de las cuales expondremos, en esta primera parte, 
la más sencilla, que se funda en la teoria de las combinaciones y per
mutaciones.

Para ello principiaremos por demostrar la ley que sigue el produc
to de varios factores de primer grado en x  de la forma x-{~a, x-\~b, 
ír-d-c,... cc-t-^ los cuales tienen todos por primera parte común x  j  
los segundos términos son todos desiguales, cuya ley se enuncia se
gún la regla siguiente:

Á POTENCIAS.



155. E lprodmìto de varios binomios de la forma x + a ,  x -f -b ...  
que tienen la primera parte x común, es igual á un polinomio ordena
do con relación á x, cuyo primer término es una potencia de esta letra 
que tiene por exponente un nùmero igual al de factores que se multipli
can, y este exponente va disminuyendo de unidad en unidad, hasta lle
gar á ser cero; los coeficientes de estas diferentes potencias de x son: el 
del primer término, la unidad; el del segundo, la suma de los segundos 
términos de los binomios; el del tercero, la suma de los productos bina
rios de los segundos té'minos; el del cuarto, la suma de los productos 
ternarios; y en general el coeficiente de un término cualquiera, es igual 
á la suma de los productos de los segundos términos de los binomios to
mados de tantos en tantos, cuantos términos hay ántesdel que se consi
dera; el último término, es el producto de todos los segundos términos 
de los hinómios.

Esta ley se ve comprobada en el caso de ser dos, tres, cuatro, etc.„ 
los factores.

Én efecto, si multiplicamos el factor (x-\~a) por [x - i -b ) ,  ten
dremos:

x-\-a
X-¡rb
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(íT-t~a) (cc-i- 6) = x ^ a b .

Multiplicando aiiora este producto por x - \ - c , y  luégo por x - j - d , .  
se tiene:

[a>\-a)[x-\-b) — x^-\-a\x-\-ab 
+ 6| 

x-\-c

(cc-f-íi) (cc-f-6) (¿C-+-C) =  x^-\-a

-\-c
x-A-d

x^-\-ab
-\-ac
- ) - 6c

x-\-abc

x^-\-abc x-\-abcd 
-\-abd 
-\-acd 
-\-bcd

[oc-^a)[oc-\-b){cc->rc)[x-^d)==x'^-{-a
—I—b —I—ac
+ c  h- 6c 
— c? —\—ad 

-\-hd 
—1—cd

En cuyos productos vemos confirmada la ley que hemos enuncia
do. Para probar que esta ley es general, demostraremos que si se ve-



rifica para un número cualquiera m de factores, se verifica también 
para m -f-l ; porque siendo verdadera para cuatro, como acabamos de 
ver, lo será para cinco, siéndolo para cinco, lo será para seis, y así 
sucesivamente. Sea, pues, el producto de m factores de la forma 
í27-|-a, igual á

• •.+Pr„-i.c-hP™
en el cual un coeficiente cualquiera Pn expresa la suma de los pro
ductos distintos de u segundos términos de los binomios, y vamos á 
demostrar que la ley se verifica también introduciendo un factor 
más L En efecto, formando el nuevo producto, se obtiene

cc~hl _________________ _35- '  jai'"-* + . . .  • ■ • +P'»^-
- 1- /  1 -f-P,/l H-Pn—  ̂ 1 * 1

En donde vemos que los exponentes de ¿v siguen la misma ley
enunciada; en cuanto á los coeficientes, el primero es la unidad, el 
segundo es P^+í; pero P, es la suma de los segundos términos de los 
m binómios; luego P.H-Í es la de los »n+ 1  que ahora se multiplican; 
el tercero es P .+ P .í; pero P. es la suma de los productos bínanos 
de los m segundos términos de los binómios, y PJ es la de los pro
ductos binarios correspondientes al último segundo término y los m 
primeros; luego P,-4-P ,í, es la suma de todos los productos binarios 
de los segundos términos. Y en general el n -h 'l coeficiente P"-H 
Pn-ií, nos expresa también la suma de los productos de todos los se
gundos términos tomados de n en n; porque Pn es la suma de los pro
ductos distintos de los m primeros segundos términos, y Pn-i^ ex
presa la suma de los productos de los m primeros segundos términos 
tomados den — 1 en n— 1 , multiplicados por l, y por consiguiente 
(1 A8),Pn-!-Pw -ií esla suma de todos los productos distintos que se 
pueden formar con los m + 1  segundos términos tomados de n en n; 
por último el término final V J  expresa el producto de todos los se
gundos términos de los binómios; luego la ley es general, y se tiene, 
suponiendo un número m de binómios,

( i  ff) (m-1- 6) (x  +  c)... +  í) =

166. Como el segundo miembro no es más que el resultado de 
las operaciones indicadas en el primero, deberá verificarse esta igua

jL POTENCIA.S.



dad sean cualesquiera los valores de las cantidades a, b, c ,... l; de 
modo que haciéndolas todas iguales á la cantidad a, el producto de 
los m primeros factores se convertirá en la emésirna potencia del 
binomio x -{-a .

En cuanto al segundo miembro tendremos que, el primer término 
a?" no habrá cambiado, el coeficiente P, del segundo término siendo 
la suma de los segundos términos délos binomios, se habrá converti
do en P, =  a - i - a - f - a ----- \-a repetido m veces, ósea P ,=  nia, el
tercer coeficiente P̂  expresa la suma de los productos binarios de los 
segundos términos; por consiguiente haciéndose éstos iguales, se 
convertirá cada producto en el cuadrado de a, es decir, en a®, y se 
hallará repetido tantas veces como combinaciones de dos letras se 
pueden formar con m, y por consiguiente dicho tercer coeficiente será

ELEVACION ,

m —  \

En general el coeficiente que ocupa el lugar n-\-1, que es P„, ex
presa la suma de los productos distintos que se pueden formar con 
los m segundos términos de los binomios tomados de n en n, de modo 
que uno de estos productos se convertirá cuando los segundos tér
minos sean iguales á a, en la enésima potencia de esta letra, es de
cir, en a^, la cual se hallará repetida tantas veces como combinacio
nes se pueden formar con m letras tomadas de n en n, es decir que

El último término se convierte en a”'; luego la fórmula [ 1 ]  secón- 
vertirá, haciendo a = b  — c = d . „ = l ,  en la fórmula llamada de 
New ton

137. Representando por Tn+i el término a”  que se lla
ma término general, porque dando á n los valores 1 , 2 , 3... hasta 

1 , da todos los términos á partir del segundo, y reemplazando

î ín por su vaJor — ------------— ----------------------se tiene

Tn-f-i =

1.2.3.4...n
m{ra— 11 {m— 2) . . . m — n-\-\)

1 .2 .3 ...n
138. Si en este término general ponemos ?i-h1 en vez de n, ha

llaremos el término siguiente T„4.2, y nos dará
— ^)(m— 2)...(m — n -j- l ;  (m— n)

1.2.3...íi(n-t-11 '
L«+2=
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cuyo término se puede poner bajo la forma.

Lw-)-2— ■
m{m— 4) (m — n-l-4) wi- I ,  

1 .2 .3 . . .n n + 1
Comparando el término con el anterior T^+i, es decir, el tér

mino que ocupa el lugar con el que ocupa el lugar u -j-l, se
verá que se obtiene aquel multiplicando el coeficiente de éste por el 
exponente m— n de se, y partiendo el producto por el número de 
términos ya formados, aumentando una unidad al exponente de a y 
disminuyéndosela ai de x .

De aquí se deduce el enunciado de la fórmula del binomio, que es 
el siguiente:

4 59. Para elevar un binòmio (x-|-a) à una cierta potencia, se eleva 
el primer término x á esta potencia, y asi se obtiene el primer término 
del resultado, y para obtener cada uno de los restantes se multiplica 
el coeficiente del término anterior por el exponente que tenga x, se 
parte el producto por el nùmero de términos que hay ya formados, 
después se aumenta una unidad al exponente c/e a y se le disminuye 
al de X .

Así, se tiene •

• ICO. El nùmero de términos de la emésima potencia de un binò
mio es evidentemente igual á m -}-'l, y los coeficientes de los que están 
á igual distancia de los extremos, son iguales.

En efecto, el coeficiente de un término cualquiera es el número 
de combinaciones que se pueden formar con m objetos, tomados de 
tantos en tantos como términos hay ántes de aquel que se conside
ra; luego el coeficiente del término que tenga n ántes de sí, será C^. 
Siendo w + 1  el número total de términos, el que tenga n después 
de sí, estará ocupando el lugar m-\-\— n, y por consiguiente tendrá 
delante m— u, y su coeficiente será y como se tiene (145)

estos dos términos tienen el mismo coeficiente, según 
queríamos demostrar.

Este principio se puede demostrar también fácilmente por la si
metría del desarrollo.

* 161. Los coeficientes de los términos del desarrollo, van cre
ciendo hasta la mitad, y decrecen de la mitad en adelante.

En efecto, la cantidad por la cual hay que multiplicar un coefi-
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n I 1dente cualquiera para obtener el siguiente es (158), ------- — , de
n

modo que según sea esta cantidad mayor ó menor que la unidad, los 
términos irán creciendo ó disminuyendo.

Ahora bien, si hacemos
m

> 1 , [ '1]  se tendrá, multipli-

cando por n estas dos cantidades que son desiguales, m— n-\-\
y agregando á ambas la misma cantidad n, será m -}-1 > 2n, ó

1 , de donde dividiendo por 2, se halla que la relación [ 1]
. -r ' • , m - h 1se veníicara siempre que se tenga n < — - — ; pero m+ 1  es

el número de-tórminos del desarrollo, luego siempre que n, que es 
el número de términos que van formados, sea menor que la mitad 
del número de términos del desarrollo, dichos términos tendrán coe
ficientes cada vez mayores.

o - . . w -1 -1
bi m es un numero impar— ;;— sera entero, y en ese caso po-

dremos hacer n =

2
W '-h l , , m— n-t- 1

-de donde--------------- I, que nos dice que2 n
cuando m es impar hay dos términos en el centro que tienen coefi
cientes iguales y mayores que en todos los demás.

Si m es par, m +  l será impar, en cuyo caso no podremos igua-

lar el número entero n al número fraccionario m 12 -, lo que prueba

m
que cuando á n se le haya dado el valor ~ ,  se tendrá el co^iciente

m
del término ■ x -h l. el cual será mayor que todos los demás.

Así, en el desarrollo del número (159) en que m es el número im
par 9, hay dos términos medios que tienen el mayor coeficiente 126; 
pero en el desarrollo de

en que el exponente es par, hay un solo térmi
no medio que tiene el coeficiente 20 mayor que en todos los demás.

162. Si el segundo término del binomio es negativo, no hay más 
que poner en el desarrollo los signos -h  y —  alternados, pues serán 
las potencias de a alternativamente pares é impares y tendremos



, m — 1 - .
— a]"'=x"'— w?acc'"“ ’- h m ------- —
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2
(m— 1 ) (m —  2)

m----------—----------a X
2 .3

3 3> -4 - . . .  d z c > ”  = p . . .  z h  a "

* íe s . Si en las fórmulas que dan las potencias de {x-\-a]"‘ y  
{x — a]': hacemos a? =  ti =  'l , se obtiene; de la primera,

m(m— I) m(m— \)[m— 2)

y de la segunda,
iii(m— 1 )

0 =  ']— m -h

'  2 . 3

?n(m— 1 )(m— 2)
. . . .= h c : ,q = . . .± c : ;

2 2 .3
de donde se deduce, que:

4 La suma de los coeficientes de la emésima potencia de un bino
mio (x -i- a), es siempre igual d la emésima potencia de 2 .

2.° La suma de los coeficientes del lugar par, es igual siempre á la 
suma de los de lugar impar, pues su diferencia es cero.

S.° El nùmero total de combinaciones que se puede hacer con m o6-  
jetos tomados de todas las m-aneras posibles desde 1 en 1 , hasta m en m, 
es igual d la emésima potencia de 2 disminuida en una unidad, es decir 
0 2'" —  i-

164. Cuando se quiere aplicar la fórmula del binòmio al desar
rollo de una potencia de un binòmio cualquiera, tal como 3a^6-H2ca, 
no hay más que reemplazar te por 3d^b y a por 2crf, en el desarrollo 
de esa misma potencia de {.en-a).

* 163. El binomio cc+ íi puede ponerse bajo la forma 

y haciendo —= 2/» se tiene x-{-a=x{\-\-y], de donde
X

{x-¡ra]”^=x"-{\-\-y]"'.
En esta expresión sólo hay que desarrollar la cmes¿?na potencia 

del binòmio {1 -{-y], en cuyo desarrollo sólo entran las potencias de y  ; 
sustituyendo después, en vez de x  el valor que tenga en cada caso

particular, y en vez de y la expresión — en la cual se haya hecho la
OD

misma sustitución, se tendrá la potencia de un binòmio dado, como 
en la práctica se acostumbra.



* 166. La fórmula del binòmio, tal corno la hemos demostrado, 
lolo comprende el caso de ser el exponente m entero y positivo, ya 
consideraremos, en el segundo tomo de esta obra, su generalidad para 
los demás casos. ^

ELEVACION

LECCION X V III.

Cuadrado de un polinóm io.-C ubo de un polinòmio,-P o ten c ia  de un grado cualquiera de 
un polinòmio, expresión del término general.

C u a d ra d o  d e  un  ito lluóiu lo .

167. El cuadrado de un polinòmio cualquiera es igual al cua
drado del primer término, más el duplo del primero por el segundo, 
mas el cuadrado del segundo; más el duplo de la suma de los dos pri
meros por el tercero, tnás el cuadrado del terceim; y asi sucesimmente 
hasta obtener el duplo de la suma de todos los términos ménos el últi
mo multiplicada por el último, más el cuadrado del último término.

Sea un polinomio cualquiera cuyo cuadrado queremos hallar, y 
que supondremos, para fijar las ideas, que tiene ocho términos 
a - \ - b - ^ c ^ d ^ e ^ f - ^ g ^ h - ,  representémosle por P y haciendo 
x — a-\ -b -\ -c-{-d -\ -e^ f-{-g , se tendrá

Donde vemos que el cuadrado de un polinomio de un número n 
de términos, se podrá hallar, sabiendo determinar el de un polinò
mio que tiene un término ménos; y como éste se determinará á su 
vez, sabiendo hallar el que tiene dos ménos que el propuesto, y así 
sucesivamente, llegaremos á hacer depender el cuadrado de un po
linòmio, del de un binòmio, que ya se sabe determinar.

Así, haciendo ahora y=a-\-h-^-\-d-\-e-\-(, se tendrá

Del mismo modo haciendo z=Or-\-h-\-c^d-\-e, se tiene

de la misma manera se hará u—a-\-b-\-c~\-d, de donde
z ^ = [ v r ú - e f ;
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haciendo después se tendrá
= [t '—f-d) |— 4

y por último, siendo í—<2—1- 6, tendremos
t;2= { t-i-c) - =  2 te+ c*,

J  í2= ( (H -6)2=a"--|-2a6+ 6^
Sumando ahora estas igualdades y quitando de ambos miembros 

las cantidades comunes cĉ , y^, se tendrá ^
p 2= a ^ + 2a6+ 6*-+2fó+ c"-+ 2r(/+d''H -2ue+e"--1- 2z /^ -r H -2y í+ £ í'

en la cual sustituyendo en vez de í, v, u ... sus valores respectivos, se
tendrá , x ,

p3—o3_¡_2ti6+5^-h2 c+ :;'H -2 (a+&-Hc) d-^d +

g (a+& H -c+c/+e+/''4-£/)
que justifica la regla dada.

C u bo d e  un  p o lin òm io .

168. El cubo de un polinòmio cualquiera es igual al cubo del 
primer término, más el triplo del cuadrado del primer ténnmo por el 
segundo, más el triplo del primer término por el cuadrado del segundo, 
más el cubo del segundo; más el triplo del cuadrado de la suma de los 
dos primeros por el tercero, más el triplo de la suma de los dos prime
ros por el cuadrado del tercero, más el cubo del tercero; y asi sucesiva
mente hasta obtener el triplo del cuadrado de la suma de todos los t é -  
minos ífiénos el ùltimo por este ultimo, mas el triplo de la suma de es
tos términos por el cuadrado del ultimo, mas el cubo del ultimo.

Se demuestra de la misma manera que en el cuadrado.
Sea (í-j-ó-HH-cí+e el polinomio cuyo cubo queremos hallar, re

presentémosle porP, hagamos y se tendrá
p3=(co-pe)'’=te'-|-3^^e-l-3,ce^-he^‘ ['1]

Haciendo ahora í /= a + 6+ c ,  se tendrá:
{y-\-d]^^y^-ir^y'^á-'r3yd^-\-d^. [2]

Por último, haciendo z=a-\-b , se tiene:

y ^ ^ = {«+ 6 )3 =  [3]
Sumando las igualdades [-1], [2 ], [3 ], y quitando los sumandos 

x^, t/3 y _g3̂  comunes de ambos miembros, se tiene:
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« 3 +  3a^  3ab^^  6^ +  3zh  4 -3^c^+  C3+ 3yH  +  3yd^-{-
d^-\~3x^e-\-3oce^-{-e ;̂

y poniendo ahora en vez de jr, y , x , sus valores, se tendré:
P o 3 + 3 ( ,s 6 4 -3 o 6 * + J s + 3 (a  ^  6)*c + 3 (a + 6) c’ + c ’  +  
3 ( a + 6 + c )  d -^ i{a + b -+ -c ]ú ? ' +  ( P j ^ i [ a + b + o - ^ d f e ^  

3[a-{-b-\~c~\-d)
que justifica la regla.

Potencia .le «n «. ado cualquiera de „oliuén.lo, expresión del 
tcriiiino sonerai.

* Í69. Siguiendo el mismo método que en el cuadrado y cubo 
de un polinomio, podríamos deducir la formación de la 4.*, S.»...
potencias de un polinòmio cualquiera; pero estas reglas van siendo
cada vez mas complicadas á medida que el exponente de la potencia 
aumenta, por lo cual no las daremos, y sólo haremos ver que la 
mnesima potencia de un polinomio se puede hacer depender siempre 
de las potencias de otro polinomio que tiene un término ménos, las 
de éste de las de otro que tenga dos términos ménos, y por consi
guiente de un binomio.

En efecto, sea un polinòmio a H -ó - j-c + d - j -c . . .  Representando 
p ^  a? la suma de todos los términos ménos el primero, se tendrá 
a?— 6-h c + t í+ e -^ ...  y siendo P el polinòmio, tendremos

V"^{ar^a>)'“= a r^ m a ‘~^x^.. .- i- O ’"“ V + . . .-Hr”* • 
donde vemos que la emésima potencia del polinomio P depende
ménos polinòmio que tiene un término

Haciendo con ai lo mismo que con P, se tendrá, estableciendo la 
Igualdad y= c-l-d -i~ e-i-...

y haciendo z= d -h e -í- ....  se tendrá

y así sucesivamente, hasta llegar á la emesima potencia de un bino
mio; en cuyo caso se tendrá la eme'sma potencia de P, en función 
de las potencias de polinómios que tienen uno, dos, tres etc tér 
minos ménos. ’

*  170. Para hallar la expresión del término general del desar-



rollo de la emésima potencia de un polinòmio, hallaremos las expre
siones de los términos generales de los binómios.

V=a~\~x, x-b~\ -y , y=o-\ -z, z-=d-\-u, u = e -^ f...
El del primero es, como ya se sabe,

[ 1 ]
El término general de x ’'=[b-\-yY, será 

% ^ ,= C l¥ -^ y K  [ 2]
El del binomio y^:={c-\-zy, es

[3]
El de s?=(cí-|-u]«, será

[4]
Y suponiendo que wsea ya el último binomio u = e-{-f, se tendrá 

para su término general,
T,+i= C V -Y * -

Este término nos da todas las potencias de u, dando á s valores 
desde 1 hasta r; por consiguiente, poniendo en el término [4] en vez 
de la expresión del término general, hallaremos 
que nos dará todas las potencias de z , dando respectivamente h r y  s 
valores desde 4 hasta q y r; luego sustituyendo en el término gene
ral [ 3] en vez de .z«, la expresión de su término general anterior, 
se tendrá, C|xCjxCf.cí— que nos dará todas las poten
cias de y^,
■ Del mismo modo, la expresión que se obtiene sustituyendo la an
terior en [ 2], que es C n X  Gp x C , x  nosdalas
potencias dea?” ; luego el término general será

T — c;:, X  X  C? X  c ;  X
Si reemplazamos por C'!,, C ,̂ sus valores (446), se tendrá por 

expresión del término general, quitando los factores comunes al nu
merador y denominador,

1.2...(»»-») X 1.2...(íí-p} X 1 . 2 . . X 1.2...(?-r) x 1.2...(r-s) x 1.2... s

Y si observamos que m—n-l-n— — q-\-q—r-f-?’— s-t-s=m , po
dremos reemplazar m— n, n—p, p —q, q— r, y r— 5, por n', p', q\ 
id, s', teniendo presente que se ha de verificar la igualdad de condi
ción n'-\-p'-\-q'-^r'-\-s'-i-s=m, y la expresión del término general 
se convertirá entonces en
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T = 1 . 2 . 2 . .2.
1.2 ...» ' X 1.2...p ' X 1.2 ...9'  X 1.2...y  X 1.2...S' x  1.2...* a’̂ 'b̂ 'c '̂dr'e^Y'
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Ob se r v a c ió n . Como las cantidades jd',  5 '. .. no tienen que 
satisfacer á más condiciones que ser enteras, positivas, y que su suma 
sea igual á ?«; puede suceder que algunas de estas cantidades sea cero, 
y entonces esta fórmula no tendria interpretación ni sentido, así 
como no la tendria la fórmula de las combinaciones 

 ̂ 1.2.3... m
1.2 .3 ...ÍIX  i .2 .3...(m — n)’

haciendo en ella n = 0 ,  ó m =n; pero esta fórmula, lo mismo que la 
que expresa el término general, tendrá aplicación, óun en estos casos, 
si convenimos en representar por 1 el producto de los términos
1.2 .3 ... n, en el caso de ser n = 0 , ó suponer que es 1 la serie de los 
términos 1.2.3... {m— n), cuando se tenga m=n\ esto equivale á no 
considerar aquellos productos que terminen en el factor cet'o.

Con este convenio, la fórmula es aplicable en todos los casos.

L E C C IO N  X IX ,

Etìices en general de los m :;iómios.—Raíz cuadrada de !os polín'm'oB.

RaieeHcu general «le losmonéiutos.

174. La raíz e m é s i m a  de un producto es igual al producto de las 
ralees e m é s i m a s  de los factores.

Cuando el índice de la potencia es entero y positivo, ya lo hemos 
de:nostrado {Arit. 296), demostrémoslo ahora para los demás casos, 
es decir, para cuando el índice m de la raíz sea fraccionario ó incon
mensurable, positivo ó negativo.

Sea e! indice un numero fraccionario m =  , y demostremos aue
d

se verifica también la igualdad

P"a^ = í̂ . i? ' b . î .



En efecto, se tiene {44} que
p_

Í^ABC=1^(ABC)7 =iyki^, 
y como ^ es un número entero, se tendrá {Arü. 276),

/ ’ --------------P J ------------- p  _____ P y ___ -5L _í_ X
K K B/.k C'/=A^ .C ^ ;
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9 ^
n.

pero (39); luego, l/ÁíBC^^^l^A . 1 ^ .  l^G,
y sustituyendo este valor en la igualdad [ 1] ,  se tiene

^ Á F c= î á . ^ b . î c ;
según qucriamos demostrar.

Si m es un número inconmensurable, la raíz emésima del pro
ducto será el límite hácia el cual se aproximan las raíces de ese 
producto sustituyendo por el número inconmensurable números 
conmensurables que se les vayan aproximando cada vez más, y co
mo en todos estos casos la raíz del producto, es, según lo demos
trado anteriormente, igual al producto de las raíces del mismo gra
do de los factores, en el límite también serán ¡guales [Arü. 47 se
gundo); luego siendo m inconmensurable, se verifica también el 
principio.

Sea, por último, m un número negativo— n, cuyo valor puede 
ser entero, quebrado ó inconmensurable, y se tendrá

~Í^ABC== n .___,
KABC

K
pero

KABC K A .K B '.I^ C
-n . ^ _ —n .  —n , 
K A B C = V k .  K B . KC,luego

según queríamos probar.
172. Para extraer la raíz de un grado cualquiera de un monò

mio, se extrae la raíz del mismo grado del coeficiente, y de las letras
ó factores que le constituyan, y el 'producto de estas raíces será la 
raíz pedida. Así,
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En efecto, el monòmio propuesto se puede considerar como el pro
ducto del coeficiente por el producto de las potencias de las letras 
que le forman, y como la raíz de un producto es igual al producto 
de las raíces de los factores (161), la regla quedo justificada.

173. Podemos considerar como caso particular aquel en que el 
índice de la raíz sea un número entero y positivo, y siguiendo la 
regla general, veremos que para extraer ¡a raíz em ésim a  de un 
monòmi'}, se extrae la raíz em ésim a  de', coefici nts, y S'i parí?n los 
(xponc.nt'’S de la letra por el indice entero m, el resultad') llevará el 
doble signo áz si el indice es par, y el signo de la cantidad si fuese 
impar. SÍ el indice es par y la cantidad lleva el signo — , la raíz es
I M A G I N A R I A .  Así,

y l^ — =  —
Desde luego se comprende que todo monòmio, cuya raíz hemos 

de hallar, no siempre ser^ una potencia exacta del mismo grado 
que indica el índice del radical, como ha sucedido en los tres casos 
anteriores; pues para que así suceda, y podamos obtener una raíz 
exacta, es necesario que el coeficiente sea una potencia exacta del 
mismo grado que indica el índice de la raíz, y que lodos y cada uno 
de los exponentes de las letras del monomio sean divisibles por el 
índice de la misma. Si falta alguna de estas condiciones, la raíz ha
llada no puede ser racional y entera como se pide, y entonces se dice 
que no es exacta.

174. Cuando el monomio, cuya raíz queremos hallar, no tiene 
raíz exacta, por faltar alguna de las dos condiciones citadas, queda 
indicada la raíz con el signo /  dando origen á los radicales, como 
ya sabemos; y aquí, lo mismo que en Aritmética, podremos, fundán
donos en el mismo principio de que la raíz de un producto es igual 
al producto de las raíces de los fiictores, simplificar estas expresiones 
radicales, sacando fuera todo cuanto sea posible.

Para ello, si el coeficiente no es una potencia del mismo grado 
que indica el índice del radical, se verá si se puede descomponer en 
dos factores de los cuales uno sea la mayor potencia posible del 
mismo grado que el índice; y respecto á las letras se formará otro 
producto de dos factores, de los que uno contenga á dichas letras 
con los mayores exponentes divisibles por el índice, y de este modo
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habremos descompuesto el monòmio en el producto de otros dos, 
uno que tendrá raíz exacta y que podremos obtener, y otro que no 
la tendrá, por lo cual quedará indicada. Así,

i 7o. Recíprocamente, cuando una cantidad multiplica á un ra
dical, puede introducirse esta cantidad debajo del signo, multipli
cando la cantidad subradical poruña potencia del mismo grado que 
indica el índice del radical, de la cantidad que hay fuera como fac
tor. Así, •

9,ab̂ cV̂ âÍ}̂ dr‘=V'\^a''b^c''  ̂■

R a íx  c u a d r a b a  d e  lof* p o l l i ió i i i io » .

176. La extracción de la raíz cuadrada de un polinòmio está 
fundada en los dos principios siguientes.

177. Si un poUnóuiio, qua suponemos ser el cuadrado de otro lla
mado raíz, está ordenado con relación á una letra cualquiera^ el pri
mer término de dicho polinomio es, sin reducción a ’.Qun i, el cuadrado 
del primer ténnino de la raíz, ordenada también con relación d la 
tnisma letra.

l£n efecto, el cuadrado de un polinòmio es el producto que resulta 
de multiplicar este polinòmio por sí mismo; luego, si está ordenado, 
el primer término del producto será (66) el producto de los dos pri
meros términos de los factores, y como éstos son iguales, este pro
ducto se convierte en el cuadrado del primer término del polinòmio 
que se multiplica, según queriamos demostrar.

178. Si un polinòmio y su raíz cuadrada están ordenados con 
relación á una letra, y restamos de este polinòmio el cua Irado ile los n 
primeros términos de la raíz, el primer término del resto será, sin 
reducción aiyuiia, el dup'o del primer lérmino-de la raíz por el tér
mino n + 1 .

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la 
raíz del polinòmio P, y por B la suma de los términos restantes; su-
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pongamos ordenados con relación á una letra el polinomio P y su 
raíz, de modo que se tendrá

P-.(A-j~B)2z=A2- i-2A B +B^
y restando de ambos miembros el cuadrado Â  de la suma de los n 
primeros términos de la raíz, hallaremos, llamando R al resto,

P— A "= R = -2 A B  +  B^
Sean a* y 6  ̂ los primeros términos de los polinomios A y B; el 

primer término del producto 2AB será 2abx^+^, el cual no podrá 
reducirse ni destruirse con ninguno de los demás términos del mis
mo producto (66); tampoco podrá reducirse ni destruirse con ningu
no de los términos del cuadrado B ,̂ por venir afectado de una poten
cia de la letra ordenatrizcc mayor que en todos los términos de B̂  
cuya mayor potencia tiene el exponente 2/3 <<a 4-/3 ; pero dicho pri
mer término +  ̂  es el duplo del primer término de la raíz por 
el primero de B, que es el de la misma; luego el primer tér
mino del resto es, sin reducción alguna, el duplo del primer térmi
no de la raíz por el término n-\-\, según queríamos demostrar.

179. Vara extrae?' la raíz cuadrada de uapolinómio se ordena con 
■relación á una letra, se extrae la raíz cuadrada del primer término y 
se obtendrá el primer término de la raiz, el cual se eleva al cuadrado 
y se resta del polinòmio propuesto, lo que equivale á tachar el primer * 
término; después se divide el primer térmipo del resto por el duplo del 
primer término de la raiz, y el cociente será el segundo término; se es
cribe á la derecha del duplo del primero con el signo que tenga, se mul
tiplica el binomio que resulte por dicho segundo término, y el producto 
se resta del resto anterior, lo que nos dará un nuevo resto cuyo primer 
tér::-.ino dividido por el duplo del primer término de la raíz, nos dará 
el tercer término, que se escribirá á la derecha del duplo de los dos p ri-  
meros y mulliplicando por él el trinomio que resulte, serestará el pro
ducto del i'esto anterior; se volverá á dividir el primer término del resto 
por el duplo del primer término de la raíz, y asi se conlinuará has- 
tallegar áunresto cero, óunresto cuyo primer término dividido por el 
duplo del primer término de la raíz dé un término en el cual la letra 
ordenati'iz tenga un exponente menor que la mitad del exponente de esta 
letra en el ùltimo término del polinòmio ordenado con relación á las po
tencias decrecientes de la misma; en el primer caso, la raiz hallada 
será exacta; en el segundo, no.

Sea el polinomio P ordenado con relación á las potencias decre-
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cientes de una letra x\ según el principio (177], el primer término 
de P será, sin reducción alguna, el cuadrado del primer término de 
la raíz que vamos buscando; luego si extraemos, según la regla, la 
raíz cuadrada de este término, hallaremos exactamente el primer 
término de la raíz.

Después elevamos al cuadrado este término y el resultado lo res
tamos de P, lo cual equivale, como hemos dicho, á tachar el primer 
término, y según el principio (178) el primer término del resto, que 
llamaremos R, será, sin reducción, el duplo del primer término de 
la raíz por el segundo; luego dividiendo el primer término del resto 
R por el duplo del primer término de la raíz, hallaremos exacta
mente el segundo término de dicha raíz.

En seguida, colocamos este segundo término á la derecha del du
plo del primero, y el binòmio que resulta se multiplica por el segun
do término hallado, lo que equivale á formar el duplo del primero 
por el segundo, mas el cuadrado del segundo; cuyo producto se res
ta del resto R, y como este resto se obtuvo restando de P el cuadrado 
del primer término de la raíz, el nuevo resto R^ hallado según la re
gla, es el que se obtiene restando de P el cuadrado del primer tér
mino, mas el duplo del primero por el segundo, mas el cuadrado del 
segundo término de la raíz, es decir, el cuadrado de la suma de los 
dos primeros términos; luggo según el principio demostrado (178), 
dividiendo el primer término del nuevo resto R', por el duplo del 
primer término de la raíz, hallaremos exactamente el tercer térmi
no de esta, y del mismo modo iremos hallando sucesivamente todos 
los demás.

Si llegamos al resto cero, la raíz hallada por la regla anterior, 
ser<á la raíz exacta; pues restando su cuadrado del polinomio pro
puesto, da cero de resto. Si llegamos á obtener un resto cuyo pri
mer término dividido por el duplo del primer término de la raíz, da 
un término en el cual la letra ordenatriz tiene un exponente menor 
que la mitad del exponente de esta letra en el último término del 
polinòmio dado, podremos no continuar la sèrie de operaciones, se
guros de que el polinòmio propuesto no tiene raíz exacta; pues si la 
tuviera, el último término seria el cuadrado del último término de 
la raíz, y por lo tanto el exponente de la letra ordenatriz sería la 
mitad del exponente de esta letra en el último término del polinò
mio, y como por hipótesis es menor que dicha mitad, el cuadrado



de este término dará una potencia de la letra ordenatriz de menor 
grado que la que tiene en el último término del polinomio; luego 
no se podrá ya destruir con ningún término de éste, y la raíz será 
inexacta.

180. Además de estos caracteres para saber si un polinomio 
entero tiene ó nó raíz cuadrada entera exacta, hay otros más senci
llos que nos indican desde luego cuando no la tiene.

Así, sí un polinomio ordenado con relación á una letra no tiene 
por primero y último téimiiio dos que sean cuadrados perfectos, no 
puede tener raíz cuadrada exacta; lo cual se deduce de la formación 
del cuadrado (167).

Si alguno de los primeros términos de las restas que sucesiva
mente se obtienen en la serie de los cálculos, no es divisible por el 
duplo del primer término de la raíz, tampoco puede tener raíz cua
drada exacta entera.

Sea por ejemplo, extraer la raíz cuadrada de! polinòmio
4-̂  ka 4a''’cĉ - —

Después de ordenado con relación á 5?, dispondremos la operación 
del modo siguiente:

1 1 8  EXTR A CC IO N

yj — /a'X‘ —h 1 i,'“ + í«. ®j j;-—4«'’»  +  £4*> + n̂ x̂ — + a®

4xzx'‘̂ + a'̂ x- 4aj3+2a^a-^—2'í®»
— 2̂n'-a?

— í*a4j.i —4a®j:®+4a®a!^+ 8a 'jí I + 1(7¡> ¡c®— 4rt® a;3 4ax̂ +2â x-—■la'̂ x+â-hâéa‘ ‘¿ 1  ̂X-
— 4«<4 .-ci'— 2'S — a® 4«®a;+a®

0

LECCION X X .

"Raíz cú b ica  d é lo s  p o l'n '> n i;os .— E a íz  d e  n n  g r a d o  cu a lq u iera  de lo s  po lin 'im ios.

Raíz cúbica «le los iioliiióiiiios.

181. Si un polinòmio, que suponemos ser el cubo de otro llamado 
raíz, está ordenado con relación á una letra, el primer término de di-



cho ‘poìinómio es, sin reducción alguna, el cubo del 'primer termino de la 
raíz ordenada con relación á la misma letra.

En efecto, el cubo de un polinòmio es el producto que resulta de 
multiplicar esto polinomio por el cuadrado del mismo, luego, si estos 
factores están ordenados con relaciona una letra, el primer término 
del producto será, sin reducción alguna, el producto de los dos pri
meros términos de los factores; pero el del uno es el cuadrado del 
primer término; luego el primer término del polinomio es el cubo 
del primer término de la raíz.

\ 82. Si un polinòmio y su raiz cúbica están ordenados con relación 
á una misma letra, y restamos de este polinòmio el cubo de la suma de 
los n primeros términos de la raíz, el primer término del resto será, sm 
reducción alguna, el triplo del cuadrado del primei' término de la raíz, 
poreln-\-\ término.

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la 
raíz cúbica de un polinòmio P, y por B la de los términos restantes 
de dicha raíz, la cual lo mismo que P supondremos ordenados con 
relación á una misma letra; de modo que tendremos P =  (A-1-Bi^= 
A^-h3A'B-t-3AB’-t-B\ y restando de ambos miembros el cubo Â  de 
la suma de los n primeros términos, se tendrá

p— A ^=R =3Ä "ß+3Ä B --l-B ^
Sean a* y 6̂  los primeros términos de los polinomios A y B, el 

primer término del producto 3A*B será 3íí”6í7̂  ̂+ ̂  el cual no podra 
reducirse ni destruirse con ninguno de los términos del mismo pro
ducto (G6); tampoco podrá reducirse ni destruirse con ninguno de 
los términos del producto 3AB’ ni del cubo R', por venir afectado de 
una potencia de la letra ordenatriz cc mayor que en todos los térmi
nos de SAB’- y B '  cuyas mayores potencias tienen los exponentes 

y 3 ,3 < 2 a -h í3 ; pero dicho primer término 
3a-bx-^-^'^ esc! triplo del cuadrado del primer término de la raíz 
por el primer término de B que es el n-h'1 ; luego el primer término 
del resto es el triplo del cuadrado del primer término de la raíz por 
elíx+1 término de la misma, según queríamos demostrar.

183. Para extraer la raíz cúbica de un polinomio, se ordena con 
relación á las potencias de una letra, se extrae la raíz cúbica del pri
mer término y se obtiene el primer término de la raíz, cuyo cubo se 
resta del polinomio; el primer término de la resta se divide por el triplo 
del cuadradlo del primer término de la raíz; y  el cociente será exacta-

D E  E A IO E S.



mente el segundo término de esta raíz; á la derecha del triplo del cua
drado del primer término se escribe el triplo del primer término por el 
segundo  ̂mas el cuadrado del segundo, se multiplica esta suma por el 
segundo término, y el producto se resta del resto anterior; el 2írimer 
término del resto se divide por el triplo del cuadrado del primer tér
mino de la raíz, y hallaremos el tercer término; se colocará á la dere
cha del cuadrado de la suma de los dos primeros el producto del triplo 
de la suma de los dos primeros términos por el tercero, mas el cuadra
do del tercero, se multiplicará el resultado por dicho tercer término y 
el producto se restará del resto anterior; y asi continuaremos hasta ha
llar un resto cero, ó un resto en el cual nos ideamos obligados á escribir 
en la raíz un término en el cual la letra ordenatríz tenga un exponente 
menor que la tercera parte del exponente de esta letra en el último tér
mino del polinomio. En el primer caso, la raíz será exacta; en el se
gundo, no.

De la misma manera que en la raíz cuadrada de los polinómios, se 
demuestra esta regla con el auxilio de los dos principios (181 y 182).

Sea, por ejemplo, extraer la raíz cúbica del polinomio 8a;®H-8a®-h 
^2ax^^2ax^-{-30a^x^-\-30a'^x^-\-2Da^x\ J)espnes de ordenado con 
relación á x ,  dispondremos la operación del modo siguiente:

V^8a?®+12cup*+30aSa?i+25»3j;3+33ai*2 + i2«sa;+ 8a®
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-8««
—íl2«ajS— CaSjjí— aJa-í 

— 21a2aji — 24aS.r3 — aOa' .t ? — 12a«aj — 8a®

2 j -2 +  rt.T +- 9rrS

12x* +
a X

I2ax^
1 2  ar-‘ +  1 2 aa !3+  3 a 2 * a  +  12a2íc2 + 6 a 3 a ?+  4 a *  

?ai

El primer término debe ser, según el principio (181), el cubo 
del primer término de la raíz; luego extrayendo, según dice la regla, 
la raíz cúbica de este término, hallaremos el primer término de 
la raíz, cuyo cubo Sa?® restaremos del polinomio propuesto que lla
maremos P; el primer término 12aa?? del resto que llamaremos R, 
es sin reducción, según el principio (182), el triplo del cuadrado del 
primer término de la raíz porci segundo; luego dividiendo 12ao5̂  por 
12a? ,̂ hallaremos, conforme á la regla, el segundo término ax  de 
la raíz.

Una vez hallados estos dos términos, debemos restar del polinó- 
mio'P, el cubo de su suma, y como ya hemos restado el cubo del pri
mer término, sólo nos falta restar el triplo del cuadrado del primer
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término por el segundo, más el triplo del primero por el cuadrado 
del segundo, más el cubo del segundo; pero colocando á la derecha 
del triplo del cuadrado del primer término, el triplo del primero por 
el segundo, más el cuadrado del segundo, y miiltipltcando este trino
mio por el segundo,- se hallan las tres partes que hay que restar de 
R, lo que está conforme con la regla; hecho esto, hallamos 
por primer término de la nueva resta R', el cual dividido por el triplo 
del cuadrado del primer término, ó sea por \ hallamos para ter
cer término y colocando á la derecha d e i2.r^-}-'l2a.r3- i -3tt22.2̂  
que es el triplo del cuadrado de la suma de los dos primeros térmi
nos, el triplo de esta suma multiplicada por el tercer término, y el 
cuadrado del mismo, y multiplicaíido el resultado por dicho tercer 
término, hallamos la cantidad que restada de R'nos da cero, y como 
esto equivale á haber restado del polinomio P el cubo del polinomio 
hallado 2£ĉ -|-a2?-i-2a^, habiendo obtenido por resto cero, es señal 
que el polinomio hallado es la raíz exacta de P.

Í84. Si hubiéramos hallado un resto cuyo primer término divi
dido por el triplo del cuadrado del primer término de la raíz, diese 
un término para esta raíz en el cual la letra ordenatriz tuviese un 
exponente menor que la tercera parte del exponente de esta letra 
en el último del polinomio dado, era señal de que no tenia dicho 
polinomio raíz cúbica exacta. En efecto, si la tuviera, el cubo del 
último término de la raíz debería ser igual al último término del 
polinòmio, y por consiguiente el exponente de la letra ordenatriz de 
aquél, seria igual á la tercera parte del exponente de la misma letra 
en éste; y como, por hipótesis, el exponente es menor que esta ter
cera parte, su cubo debe ser de menor grado con relación á esta 
letra que el último del polinomio; luego no se puede destruir con 
ninguno de ellos, y la raíz no puede ser exacta.

485. Se conocerá además que un polinomio no tiene raíz cúbica 
exacta, cuando ordenado con relación á una letra, el primero y úl
timo término no sean cubos perfectos; o cuando alguno de los pri
meros términos de los restos que se hallan, no sea exactamente di
visible por el triplo del cuadrado del primer término de la raíz.

R a íz  de iiu grado cual<|uicra de lo s  iiolinóm ios.

486. Si un 'polinòmio que suponemos ser la em ésim a  potencia de



otro llamado raíz, está ordenado con relación á una letra, el primer 
término de dicho polinòmio es, sin reducción alguna, la emésima po
tencia del primer término de la raíz ordenada con relación á la misma 
letra.

En efecto, la emésima potencia de un poIinóiTiio es el producto 
de m factores iguales á este polinòmio; luego si éste está ordenado 
con relación á una letra, el producto de los dos primeros también 
lo estará, y su primer término será el cuadrado del primer término 
de la raíz; el de ios tres primeros será el cubo; el de los cuatro, la 
cuarta potencia; y en general el de los m, será la emésima potencia 
del primer término de la raíz.

\ 87. Si un polinòmio y  su raíz ejiésima están ordenados con rela
ción a una 7nisma letra, y restamos de este polinòmio la emésima po
tencia de la suma de los n primeros términos de la raíz, el primer tér
mino del resto será, sin reducción alguna, m veces la (m— 1) potencia 
del primer término de la raíz, por el término n-|-'l.

Representemos por A la suma de los n primeros térrnínos de la 
raíz emésitua de un polinomio P, y por B la suma de los términos 
restantes de dicha raíz, en la cual, lo mismo que en P, supondremos 
están ordenados con relación á una misma letra, de modo que ten
dremos

y restando de ambos miembros la emésima potencia A"‘ de la suma 
de los n primeros términos, se tendrá

P— A"'r=z,j;A”—‘B +  ... h-C 'A '’‘ - " B - - f-B".
Sean a* y los primeros términos de los polinomios A y B; el 

primer término del producto mA"'"'B será el cual
no podrá reducirse ni destruirse con ninguno de los términos del 
mismo producto (C6); tampoco podrá reducirse ni destruirse con 
ninguno de los términos de los demás productos, para lo cual basta 
probar que no puede reducirse ni destruirse con ninguno de los tér
minos del producto general C.,‘, A”"" ' B '. En efecto, el primer término 
del resto viene afectado de una potencia de la letra ordenatriz 
cuyo exponente es (m— 1) a ^¡3, y la mayor potencia del término 
general tiene por exponente (m — n)a-t-n5, y como 
{ m— — [{m— 7i)a-t-ní] =  ma —  a -\ -0 ~ n u -^ n x  — n¡3 — 

{n — 1 ) a — [n — 1) í  >• 0,
por ser no prueba que el primer término de mA”“  ̂B viene
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afectado de una potencia de ¡s mayor que en todos los términos del 
producto general Ci, y por tanto no puede reducirse ni des
truirse con ninguno; pero dicho primer término es igual á m veces, 
la j7,—  \ potencia del primer término de la raíz del polinomio P mul
tiplicado por el primer término de B, que es el n + l  de dicha raíz; 
luego el primer término del resto es igual, sin reducción alguna, 
á m veces la m— 1 potencia del primer término de la raíz, por el 
término nH-1 de la misma, según queríamos demostrar.

188. /V¿m exlraerla }'l i ¿z e m é s í m .\ de un. pnlbiómio, se ordena 
con relación á una letra, se extrae la raí^ em g sim a  del primer tér
mino, y obtenemos el p> imer término de la raíz, el cual se eleva á la 
EMÉS13ÍA potencia y el re^ultado se resta del polinòmio pi opuesto; el 
primer Icrmino del resto se divide por m vccrs la (m— 1) potencia 
del primer término de la raíz, y se obtiene el segiui-.lo termino, se 

■ eleva el binòmio hallado á la em ésim a  potencia y se re.sla el rcsnila- 
do del polinòmio propuesto; el primer término del resto se divide por 
m Vires la (m— 1) potencia del primer término de la raíz, y el co
ciente es el tercer término de ésta, se eleva la raíz hallada á la em é- 
siMA poicncia y ésta se resta dd polinòmio propuedo, y así se conti
núa hasta llegar á un resto cero, en. cuyo caso la m iz hallada es la 
raíz emésima exacía dd pdinómio dudo; ó un resto cuyo primer 
término dividido por m veces la {m— 1) potencia dd primer térmi
no de la raíz, nos dé un término en el cual la letra ordmalriz /c» - 
ga un exponenle menor que la EMÉsiMA parle dd exponenlc de la 
misma letra en el úUimo término del polinòmio, en cuyo cuso el po
linòmio propuesto no nene raíz em ésim a  exacta.

Esta regla se demuestra del mismo modo que se hizo en la raíz 
cuadiado, con el auxilio de los dos principios correspondientes 
(180 y 187).

180. En general un polinomio ordenado con relación a una le
tra no puede tener raíz emésima exacta, si su primero y último ter
mino no son emésimas potencias exactas, ó si alguno de los primeros 
términos de los restos que se obtienen en la sèrie de los cálculos no 
es divisible por í<i veces la (m~1] potencia del primer término de 
la raíz.

190. Hemos supuesto en la extracción de raíces de los polinó- 
mios, que éstos se ordenan con relación á las potencias decrecientes 
de una letra, y en esta hipótesis hemos dicho que debemos parar
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la sèrie de operaciones que se practican para extraer la raíz de un 
polinòmio, cuando hallemos un resto que nos dé un término en la 
raíz que contenga á la letra ordenatriz con un exponente respectiva
mente menor que la mitad, tercera, y en general emésima parte del 
exponente que dicha letra tiene en el último término del polinòmio 
según se trate de la raíz cuadrada, cúbica yen general emésima-pero 
s. se hubierm. ordenado con relación á las potencias crecientes, en
tonces los términos de la raíz también vendrían ordenados con rela
ción a las potencias crecientes de esta letra, y como si un polino
mio tiene raíz c n i c W  exacta, su último término ha de ser exacta
mente la emésima potencia del último término de la raíz, si llegamos 
sin hallar un resto cero, á un resto que nos dé en la raíz un término 
de mayor grado con relación á la letra ordenatriz, que la emésima 
parte del exponente de la misma letra en el último término del poli
nomio, debernos no continuar la Operación, pues cada vez hallare
mos términos de mayor grado y nunca llegaremos á encontrar raíz 
exacta.

EXTRACCION

LECCION X X I.

Eadicales algebrdicos, multiplicidad de sus valores. 

■ Indícales nlgebrálcos, multiplicidad de sus valores.

'  191. AI hablar en Aritmética de los radicales, sólo nos hemos 
ocupado de su valor numérico, el cual por su naturaleza es real, po
sitivo y único; porque una vez hallado un número que elevado á una 
potencia marcada por el índice nos dá la cantidad que hay debajo del 
radical, cualquier otro número distinto elevado ó la misma poten
cia, debe dar un resultado mayor ó menor que dicha cantidad sub- 
radical; y por consiguiente, este valor numérico es único.
 ̂ En lo que hasta aquí llevamos dicho respecto de los radicales 

únicamente nos hemos referido al valor numérico que pueden tener- 
y solo hemos indicado algunos casos de imposibilidad y de multipli-



cidad, que es á lo que da origen la teoría de radicales cuando se 
considera, no bajo su aspecto aritmético, sino bajo el aspecto alge- 
bráico.

En Aritmética no hemos considerado las cantidades negativas; por

consiguiente, y — A es una expresión inadmisible aritmeticamente, 
y por lo tanto no hay valor numérico que represente este radical; 
esta expresión, siendo puramente algebraica, no puede ser represen
tada sino por otra que también lo sea; así, si m es un número im

par, indicará la expresión algebraica que, elevada á la poten
cia nos reproduce — A.

Desde luégo se comprende que esta expresión no puede ser de 
ningún modo una cantidad positiva, pues cualquier cantidad positi
va elevada á una potencia cualquiera da siempre un resultado positi
vo; luego esta expresión es una cantidad negativa que se obtiene

hallando el valor aritmético de K A y tomándole con el signo — ; así,

si se tiene V k  =  a, ó \o que es lo mismo =  A, como m es impar, 
se tendrá (— =  — A. En el caso de ser m un número

par, \ / ^ k  nos indica una operación cuyo resultado es imposible de 
obtener, pues no hay cantidad positiva ni negativa que elevada áuna 
potencia par, nos dé un resultado negativo —  A; por cuya razón es
tas expresiones á que el Algebra da origen, se les llama expresiones 
imaginarias.

n>.—
Por último, si consideramos la expresión V A, en la cual A es una 

cantidad positiva, y m puede ser par ó im'par, veremos que en el 
primer caso, si llamamos a á la raíz emésima de A obtenida por las re
glas dadas ya sea A un número, un monomio ó un polinomio, tendre

mos que el valor de i/ a  considerado aritméticamente, no puede ser 
más que a y sólo a; pues cualquier otro número elevado á la misma 
potencia daría un resultado distinto de A. En Algebra tenemos, que

m._
no sólo a es un valor de k A, sino que — a también lo es; porque 
tanto a como — a, elevados 'á la potencia par m, nos dan el mismo 
resultado a”^ = A .

192. De lo que llevamos dicho resulta, que un radical tiene siem
pre en general un valor numérico real y positivo, que se obtiene por
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medio de las reglas dadas para la extracción de la raíz emésima, ya 
sea ia cantidad subradical un número, ó una cantidad algebraica 
monómia ó poliiiómia, y cuyo valor numerico se conoce con el nom
bre de determinación arüuiética.

Que en algunos casos no sólo tiene este valor aritmético positivo, 
sino que tiene otro igual á él pero negativo, el cual correspondiendo 
exclusivamente al Álgebra, se le llama valor algebraico; y por último, 
que en otros muchos casos no hay esta determinación aritmética ni 
valores reales algebráicos, y sólo se obtiene una expresión imagina
ria, la cual es puramente algebraica.

4 93.  ̂ listo supuesto, distinguiremos en los radiq^les dos clases de 
valores ó determinaciones: valores aritméticos, y valores algebráicos.

Entenderemos por valor AmrMÉrico ó i)ETE«MiivAbiO-\ aritmè
tica de un radical, cuya cantidad subradical puede ser un número 
ó una cantidad algebráica monómia ó polinómia, la raíz que se ob
tiene aplicando las reglas dadas para la extracción de raíces de cantil 
dades yw sean numéricos ó a'gehriicas.

Asi, ios valores aritméticos ó determinaciones aritméticas de los

radmales l / y  serán 3, a ^ b  y
, Valor alggbráico de un radical, será toda expo'esion de cual- 
gmeranaturaleza que sea, qm elevada á la potencia marcada por el 
indícennos reproduzca la cantidad subradical.

En los valores algebráicos de un radical se hallan comprendidos 
los numéricos.

4 94. h l  valor aritmético de %m radical es ùnico.
Jín efecto, una vez hallada por las reglas del cálculo la cantidad 

que elevada á la potencia marcada por el índice nos da la cantidad 
subradical, cualquiera otra cantidad de la misma naturaleza, pero 
de distinto valor numérico, elevada á la misma potencia, nos dará un 
resultado diferente, y por lo tanto distinto de la cantidad subradica].

495. Vn radica', tiene tantos valores algebraicos como unidades 
tiene su índice, los cuales se obtienen multiplicando su raíz aritmética 
por las m r a e  s emésiinas de la unidad.

Sea el radical de segundo grado V k ,  cuya raíz aritmética repre
sentaremos por o, de modo que se tendrá V k — a. ó k~a^ .

Representemos por x  uno cualquiera de los valores algebráicos de

EXTRACCION



l̂ Á~, y veamos cómo hallar todas las expresiones que elevadas al cua
drado nos dan A, ó sean todos los valores de cc.

Por ser cc un valor algebraico de P^A, se tendrá 
cc =  t^A, ó [1].

Si ahora hacemos x  =  ay, representando por ?/ todos los valores 
que multiplicados por a nos dan los valores de x ,  se tendrá, elevando 
al cuadrado, x"‘ — aS)H y poniendo este valor en la igualdad [ ! ] ,  se 
tiene a h f= A -, pero a^=A; luego dividiendo por «^ = A , se tendrá 
y^ =  \.

Donde vemos que y expresa la cantidad que elevada al cuadrado 
nos dá 1; es decir, los valores de y son las raíces cuadradas de la 
unidad; pero de la igualdad anterior se saca

y los valores de y  que reducen á cero este producto, que son las 
raíces cuadradas de 1, son los que hacen y —  1 = 0 ,  6 +  1 = 0 ,  que 
son ^ =  -1, é y =  — 1; luego los dos valores tínicos dcl radical l^A, 
son -\-a y — a; y como a se tendrá que los dos valores serán

£C zfc P^A.

Sea en general v  A un radical cuya raíz aritmética llamaremos a, 
representemos por x  un valor cualquiera algebraico de este radical, 
de modo que tendremos

a"'— Ay y ¿c =  K A; de donde.T”’ = A . 
llagamos ahora x  =  ay, representando por y la cantidad que mul-

íiy—
tiplicada por a nos da un valor algebráico de k A, y es claro que x  
podrá recibir tantos valores como tenga y.

Elevando á la potencia ni, se tiene x ’” =  <i"‘y''‘ ; cuyo valor de x̂  ̂
sustituido en la anterior, será a"‘ y ”‘ = A ;  y dividiendo por 
hallaremos =  luego y  expresa la raíz emésima de la unidad; 
pero se demuestra en Álgebra superior, que hay in valores algebrai
cos que, puestos en vez de y , verifican la relación — \ , de los 
cuales si in es par, dos son reales 6 iguales respectivamente á -h 'l y 
—  1; y si /n es impar, uno sólo es real ó igual a -H I ; luego si repre
sentamos estos valores de y por 1, ? /, y " , y '" ‘ "  valores de x  se
rán a, ay'y oy ", ay'"... y el principio quedará demostrado.

Vemos que la demostración de osle principio está fundada en que
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la igualdad y ^ ~ \  puede quedar satisfecha para m expresiones dis
tintas de y , que serán las m emésimas raíces de la unidad; y como 
esta verdad la hemos de demostrar en Álgebra superior, con inde
pendencia del principio que ahora nos Qpupa, podemos admitirla, 
sin incurrir en círculo vicioso, pues todo se reducia á ponerlo después 
de haber demostrado el principio deAIgebra superior; y con el obje
to de no llevar hasta allí esta teoría de radicales incompleta, lo ad
mitimos desde luégo como demostrado.

* 196. Respecto á las cantidades con exponentefraccionario, po
dremos observar, que siendo equivalentes á radicales cuyo índice es 
el denominador de la fracción exponente, debemos considerar tam
bién en estas expresiones dos clases de valores, aritméticos y alge- 
bráicos. Lo que de estas expresiones llevamos dicho hasta ahora, 
sólo se refiere á los valores aritméticos.

El cálculo de los radicales algebráicos se puede, por consiguiente, 
referir á los valores aritméticos, ó á todos los valores tanto aritméti
cos como algebráicos. En el primer caso, se efectúan las reglas tal 
como se han dado en Aritmética, y se demuestra como allí se hizo.

Si nos referimos al cálculo de estos radicales considerándolos con 
todos sus valores, es necesario justificar esas mismas reglas, y hacer 
ver que son generales áun para los valores algebráicos.

LECCION X X II.

Cálculo de los radicales algebráicos.

Cálenlo de los radicales alnecbráieoa.

*  197. Nada tenemos que añadir á lo dicho en Aritmética res
pecto á la suma y resta de radicales; pero como hay que hacer la 
reducción y destrucción de los que sean semejantes, es menester 
probar que la simplificación que allí se hizo es posible hacerla sin 
que varíen los valores, tanto algebráicos como aritméticos, de un 
radical.
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Así, se tendrá en general k a”'A  =  a K A.
m.—

En efecto, todo valor de ó v  A elevado á la potencian, nos dará
W.-----

evidentemente a”‘A; y todo valor de V  a '̂k elevado a la misma poten
cia, nos da también el mismo resultado; luego todo valor de la pri
mera lo es de la segunda; pero la primera tiene m valores diferen-

"V—
tes que corresponden á los m de k A; luego los w  primeros valores

de a r  A lo son deK a '̂A; y como esta expresión no tiene más que 
m valores, éstos serán los mismos de la primera expresión; luego se-

m,___  m>
gun queríamos probar , se tendrá V a”‘ A =aK  A.

♦ \ 98. La raíz de un producto es igual al producto de las raíces 
de los factores; ó el producto de dos radicales de un mismo índice es 
igual á un radical del mismo índice cuya cantidad subradical es el pro
ducto de las cantidades subradicales de los factores.

Es decir, que ^ k x  AB.

En efecto, todo valor cc del producto P^A x  B elevado á la po

tencia m, nos dá x " ‘ =  AB; y como todo valor del radical ele
vado á m, nos dá también AB, se sigue que los valores del producto

P^A xP ^ B  están comprendidos en los de l/^AB; además, como en el 

factor P^A hay m valores distintos, multiplicándolos por uno de los 

valores de k B, tendremos m valores distintos también, y todos es

tarán comprendidos en los m valores de P^AB, y por consiguiente se
rán iguales respectivamente á éstos. Los que resulten de multiplicar

los m valores de P^^por otro de los de l^B, serán iguales también á
los de P^AB, y por tanto serán los mismos que se obtuvieron ante
riormente, aunque vendrán en distinto orden, y lo mismo sucede

m._ m,_
con los demás productos; luego todos los valores de k A X  k B son

los mismos que los de AB, según queríamos probar.
* -199. El cociente de dos radicales de un mismo índice es igual a 

un radical del mismo índice, cuya cantidad subradical es el cociente de 
las cantidades subradicales.

9



Se demuestra de la misma manera que se ha hecho en el principio 
anterior.

* 200. Para elevar un radical á una ‘potencia cuyo exponente es 
primo con el índice, se eleva á dicha potencia la cantidad suhradicaL 

Es decir, que si m y n son números primos entre sí, se tendrá
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En efecto, si elevamos el primer miembro \ y h .)  á la emésima 
potencia, se tendrá

( ( ✓ a ) )  = ( / k )  = W k )  )
/«i__\n

de donde se deduce que todo valor de la expresión y  A ’ elevado

á la potencia m, nos da un valor A"; y como todo valor de l^A”' ele
vado á la misma potencia m, nos da también A’ ,̂ se sigue que todos

los valores de la expresión iy k ) están comprendidos en los valores
m.—

de la expresión v  A” ; pero en ésta hay m valores, y vamos á demos-
m._

trar que en (K A ) también hay m, y no puede haber más.
tn. _

Para ello observaremos que K A tiene m valores, que podremos
m._ A

representar por A^ , k ” '... en cuyo caso los de iy k )  serán 
A '", A"” , k '""... los cuales vamos á demostrar que son desiguales. 

Supongamos que dos sean iguales, de modo que se tenga
[1];

m._
siendo A' y A'' valores de v  A, se tendrá

Si suponemos ahora que m es mayor que n, y dividimos m por n, 
tendremos, llamando q al cociente y r al resto, que la igualdad an
terior se convertirá en

— ̂ fnq+r ̂

Elevando los dos miembros de la igualdad [ í ]  á la potencia q, se 
tendrá k!' ‘̂i— k ’ "̂̂ ', y dividiendo la anterior por ésta se tiene

k!^=^k” .̂
Supongamos que se divide ahora n por r ,  y que se tenga 

n ~ rq '~ \ -r 'la igualdad [1] se convertirá, sustituyendo en vez den



este valor, en la cual dividida por la igualdad an—
terior elevada á la potencia q’ , nos dará

Continuando así, hallaremos una siguiente igualdad

en la cual r "  será el resto de la división de r  por r’ \ y continuando 
del mismo modo llegaremos á una última, en la cual el exponente 
de las cantidades M y k "  será la unidad; pues siendo estos exponen
tes los restos sucesivos que se obtienen de aplicar á m y n el procedi
miento del m. c. d., tenemos que llegar forzosamente al resto 1, por 
ser m y n números primos entre sí, y en ese caso dicha última igual
dad será

Á̂  =  A";

lo cual no es posible, por ser k ’ y k”  dos valores distintos de ; 
luego k ’'‘ no puede ser igual á A' ”̂ , y por consiguiente los m valores

Â ” , A ''” , de la expresión A )  , son los mismos m valores
m.—

que los de la expresión V  A” ; que es lo que se queria probar.
* 201. Para elevaran radical á una potencia cu\jo exponente es - 

un divisor del indice, se divide éste por el exponente de la potencia.
ímn._«ly______

Es decir, que \ V k )  —V k .
mn._

En efecto, representemos por x  un valor cualquiera de K A, de 

modo que se tenga x =  Vk\ si elevamos á la potencia mn, se tendrá 

£c"‘"= (cc '') '’‘ = A , y £c”‘ = P ^ A ; 

donde vemos que todo valor x  de la expresión k, elevado á la po

tencia n, nos dá un valor de l^A; luego los valores de ( 7 a )"  , son 

los mismos que los de V k.
* 202. Para elevar un radical á una potencia cuyo exponente tiene 

un factor común con el indice, se parten ambos por este factor.

a s í, ( 7 a ) ”'’= (P ^ a ) “= P 'F - .
En efecto, según lo’ demostrado en el número anterior, se tiene

( 7 A ) - = ( ( 7 A i d  =  (^ A ) " ;
pero según lo demostrado (200), se tiene, siendo m y n primos en -
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Tre sí, = t^ A "; luego se tendrá, según queríamos probar,

♦ 203. La raiz de un radical es igual á otro qu£ tiene por indice 
el producto de los indices.

Es decir, que í/ î a = "P T .
En efecto, todo valor x  de la primera expresión, nos dá

íc”' =  l^A, y úc™"=A;

\ lo es de la expresión l^A, según quería-

£C:

luego todo valor de 
mos probar.

• 204. En Aritmética, como no considerábamos más que los va
lores aritméticos de los radicales, demostramos que se podían redu
cir dos ó más á un mismo índice sin que su valor variase, fundados 
en que se podían multiplicar ó partir el índice y exponente de la 
cantidad subradical por un mismo número sin que el valor del radi
cal cambiase; pero aquí, que no solamente consideramos el valor 
aritmético, sino los m valores algebráicos que tiene un radical del ín
dice m, no podemos hacer esa trasformacion sin aumentar el numero 
de sus valores. „  __ mn,___

En efecto, si el radical V  A tiene m valores, la expresión K A” 
tiene mn; y por consiguiente, no se puede hacer con los radicales 
esta trasformacion sin tener en cuenta el aumento del número de 
sus valores. Mas como en la multiplicación y división de radicales de 
distinto índice es necesario hacerla, probaremos que los resultados 
obtenidos según las reglas dadas en Aritmética tienen todos los valo
res que deben tener, siempre que los radicales se reduzcan al mínimo 
común índice de toáoslos índices. Así diremos:

*  20o. Para multiplicar dos ó más radicales de distinto indice, se 
reducirán al minimo común indice, y se multiplicaran las cantidades 
subradicales.

Es decir, que si m y n son primos entre sí, se tendrá
^  ______  n . _  mn.  —

v/ Á x KB =  KA"B-*
Eu efecto, si elevamos Í^A X  l^Fá la potencia mn, se tendrá

(l^A x ;^b ) ” “=  ( î A ) “ ”x  =  A-x B” ;
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lo que prueba que todo valor de la primera expresión /  A X  /  B es
mn _

un valor de la segunda V A"B "*.
Demostrado que cualquier valor de la primera expresión lo es de 

la segunda, falta probar que la primera contiene los mn valores de 
la segunda: paradlo representemos por A ,̂ A^̂  A^ '̂... losm  valores

de y porB ', B'^ los n de k B, los cuales multiplicados

entre sí nos dan todos los valores del producto l^A >^KB; pero al

multiplicar todos los m valores de K A por todos los n de K B, 
hallamos un número de productos igual á mn (65-3.°), que es lo que 
se quería demostrar.

Ahora falta probar que todos estos productos son diferentes.
En efecto, dos productos que tengan un factor común, no pueden 

ser iguales; pues el otro factor es distinto; luego los que podría 
creerse eran iguales, son los compuestos de factores diferentes, y va
mos á probar que también son desiguales.

Supongamos que son iguales, y que se tiene A^B"=B^A^^; elevan
do á la potencia n, se tendrá A '«B "«= B '"A ''^  y como B' y B̂ ' son

valores de l^B, tendremos B'^^^B'^^^B; y dividiendo la igualdad 
anterior por esta, será

m._
Pero M y A!' son valores de V  A; luego A'"* =  A""' ; y haciendo 

con estas dos igualdades lo que se hizo con las igualdades [1] y [2] 
del número (200), se deducirá también que A^=A'^ lo cual no es 
cierto; luego los mn productos son diferentes.

Silos exponentes no son primos entre sí, y tienen un factor'co-
m-p._ mnp --------

mun p, se tendrá V A X V  B =  k A''B™ .
En efecto, según ya se ha demostrado, (203 y 198) se tiene

pero también hemos demostrado anteriormente que siendo wi y ti 
primos entre sí, como aquí suponemos serlo, se verifica la igualdad

v> a x .i^ b = 7 á^ ‘ í

luego se tendrá V K x v  B = V  KA"B"‘ =  k A"B’"; que es lo que 
se quería demostrar.
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si m y n son
V i

♦ 206. Análogamente se probará q u e -----=  V  si

1 ^ 1  ” ¡7 ^ "
primos entre sí; y que —— =  y  ; con lo cual queda justificada

V r

todo el cálculo de los radicales algebráicos.

LECCION x x m .

Cálculo de Jas expresiones imaginarias de segundo grado.—Teoremas relativos á los módulos 
de las expresiones imaginarias.

CAIeulo d e  la s  e x p re s io n e s  ln iag ;lnarlas «le s e g u n d o  g ra d o .

2n.
207. Toda expresión imaginaria de la forma se puede

trasformar en dos factores, uno real y ott'o imaginano de la forma
S n , _  !ín.___

2n.
En efecto, representemos por x  el valor de la expresión V —A, de

“in.____
modo que se tenga x ~ v — A.

Los valores de x  han de ser tales que elevados á la potencia 2n,. 
han de dar la cantidad — A; luego

apn^— K [1].
in._

Si llamamos a á la determinación aritmética de K A, tendremos 
fl*«=A , y haciendo ahora x = a y ,  se tendrá ¿g mode
que sustituyendo en [IJ 6̂  valor de x^”’ , tendremos

A;
y poniendo en vez de a®" su valor A, hallaremos Á y ^ ^ = — A, de donde

Sn,.___
ie_sacay’ " = — 1, 6 y = V — 1; por consiguiente, los valores de as-
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- __- 1/ '  í  —P^A~  ̂ dondeestarán representados por x ^ a v  1 —k a .

I p ^  expresa la determinación aritmética; luego
* in,_____ 2 n , _  2n̂ -------

V /_ -A = k A .K ^ 1 ,

.  pueae— a .  ^ s e  
demuestra en Trigonometría, en una e x p r e s i ó n  unagmana de segundo

grado de la forma , por consiguiente al " "  f ‘
de las expresiones imaginarias, sólo nos referiremos á las de segundo

grado y de la forma - ____
Desde luégo, toda expresión de segun^ g r^ o  K ^ ,  se puede con

vertir según el número anterior, en l /  B / - I  , de modo q^llam an- 
do 6 á la determinación aritmética de l^B, la expresión / — B se po 
drá poner bajo la forma 6 / = í ;  luego si agregamos una cantidad 
L l  cualquiera, tendremos que la forma general de las expresiones
imaginarias de segundo grado, será o - H ó / ^ í ,  en la cual a podr

* ' " 209. Como las expresiones imaginarias no son 
pedemos someterlas á los cálculos sino
puede haber tipo de comparación entre ellas, y p ®
relaciones de magnitud. Una cantidad con exponente ^
una expresión imaginaria y_no tiene interpr^acion_^ni se puede de
mostrar que «  X  « ‘^-^ea igual á a sino que aea^^
mite por analogía; además á nada se opone esta
mismo modo admitiremos por analogía para el ^  de c a S -  
sioues imaginarias, todas las reglas dadas en el cálculo decantida

des reales. ___  .— -  l/ ^ / I  ó - í-1
210. Las poterxiasdeV-~\  » z„_L.q d An

según que el Éxponente sea de la forma 4n+1 4 n +
En efecto, se tiene evidentemente



Si ahora damos al exponentelos valores sucesivos5=4-|-1,6=4h-2 , 
'7 = A h- 3 y 8 =  2 x 4 ,  se reproducirán las mismas expresiones

— 1 , — 1 , —  V'— \ y - 1- 1 ; y en general si damos á los exponei>- 
tes los valores 4n, 4n-i-'l, 4n-|-2 y 4n-|-3, siendo n un número en
tero y positivo, se tendrá

( + 1  ) ■ = + 1 ,

(i/ _ i )‘ ”+ ‘ = ( i/= :T ) ‘ x (i/ = T ) ' = + i = + i/ : = í:
(t /_ i) ‘“+^=(t/z:7)‘'‘x (i/:z í)*=  + 1 x  - i  = - i ,

'l)‘ “x (p ^ — 1)’ = + 1  X  — 1 , 
que es lo que se quería demostrar.

211. Los resultados de las operaciones fundamentales hechas con

ec(ypresion£s imaginarias de la forma a-+-b V'— 1 , soneocpresionesinui’ - 
ginarias de la misma forma.

En efecto, si sumamos dos expresiones imaginarias de esta forma, 
se tiene

[b^V ] A
si las restamos, se tendrá

(íí^_h-& V-ZÍ)=:íi_a^+(6— 6 0 1 ^ = V - h B ' | / - ^  
multiplicándolas, se tiene

(a-t-ál^ — 1 ) [a'-\-b’Í^— 1 )~aa'-i~ba'\^— 1 -j~ a b 'l^ ^  — bb'
— aa'~bb^-h[ab'-hba')l^^  

dividiéndolas, será
a 4 - 6 l / :Z i

a ' ^ b V ^ ~ ( a ' - h b V ^ ) ( a ' ~ b ' ^ ^ ) ~  
aa'-i-ba'l^ — 1 — a b 'i^ -^  -i-bb'__aa^-i~bb'-i-(ba —̂
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a'^~ (b 'l/~ i)^  
aa'-¡-bb' bd- âb'

l / ^

Donde vemos que los resultados de las cuatro primeras operacio
nes hechas con expresiones de la forma a 4 -  ó — 1 , son expresio
nes de la misma forma. ' , ^

Pasemos á la elevación á potencias. '
Aplicando á la expresión a-^bV '— 1 la fórmula del binomio, ten

dremos
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m

m
(m— l)(m — 2) / —  (m— l)(m— 2) (m— 3) ^

•m

•m

2 . 3 . 4 . 6  “
(m— ì ) {m— 2) {m— 3) (?n— 4) (ffl— 5) 

2 . 3 . 4T 5 .6
Q,m~G ¿6---

en cuyo desarrollo, separando la parte reai de la parte imaginaria, 
se tiene

/ -----\"* ^ ^  aio

m-

m

2
(m— 1) (m— 2)

2 . 3 . 4
(m— 1) (?7i— 2) (m— 3) (m— 4) (m—  

2 . 3 . 4 . 5 . 6
(m— 1)(m— 2)

ma’
2 .3

«1-656 

353

m
(m— 1) (m— 2) (m— 3)

2 . 3 . 4 . 3
donde vemos que se tiene también la igualdad

Si en vez de la expresión a-^b\^— 4, elevásemos la expresión
a__5 t /m r ,  veríamos que la parte real A era la misma, y la parte
que multiplica á 1 ^ ^  seria la misma que anteriormente pero to
mada con el signo —  ; luego

Que la raíz de un grado cualquiera de una expresión imaginaria
de la forma a-\-b\  ̂—  1 es una expresión de la misma forma, se de
muestra fácilmente en la Trigonometría, sólo demostraremos ahora 
que se verifica esta condición para raíces cuyo exponente sea una 
potencia de 2.

Sea en primer lugar la raíz cuadrada de las expresiones 

a^bV ' — i y a— 61^— 1; si hacemos



\/ a-\-h\/— h a— hV’ — \= x

y \ /a -h 6 t /= T — V a —

se tendrá, elevando al cuadrado,

a-f-6V^— 4 -i"2\/(a-|-61/.—  1 ) (o— — l ) + o — b =

2aH-2K^o^+P =  X*,

2\/ (íh - 6 / = T )  (a— ó/ — l ] + a — 6 1 /^ = =

2a—

donde vemos que cualquiera que sea el signo de a, el valor de x* es 
siempre positivo, y el de es negativo.

De estas igualdades se saca

x = ^ 2 a + 2 /o M ^ , é i/= V —2 a + 2 /'a ^ -f-6 ^ x l/^ ,
de donde sumando y restando, se tiene

® ± j/= \ /2 a + 2 K '5 * + F -d zV /— 2 a + 2 l / ¿ ^ * x l ^ ^ ' :

pero según las primeras igualdades, se tiene
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x ± y = ^ \ J  a úibV^— i ,
luego

2 \ Z a ± 6 / ^ = V 2 a + 2 / o M ^ d : : V — 2 a + 2 / ó M ^ / — 1,
dividiendo por 2 y separando estas fórmulas, tenemos según quería
mos probar,

V =  I V 2 o + 2 / ^ M ^ +  ~ \ /“ 2 a + 2 /a ^ -h

y . ___________ _______ —

V a — 6 / ^ ¿T̂— 1 \ /—
que como se ve son expresiones de la forma A B |/—-1.

Si consideramos la raíz 2” de una expresión a + 6 l / — !, halla
remos el resultado por una serie de n raíces cuadradas sucesivas, y 
como todas estas raíces serán, como acabamos de probar, de la forma
A -j-B  — 1, la última también lo será.
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T e o re m a s re la t iv o s  á  lo s m ó a u lo s  d e  la s  e x p re s io n e s  Im a s ln or la s .

212. Se llama módulo de una expresión imaginaria de la forma
an-b la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las d̂ 's

cantidades reales a y b. Así, el módulo de la expresión g + ó / —  1 
es el de la expresión a— b —  1 será también

213. -Se llaman expresiones imaginarias conjugadas aquellas que

sólo se diferencian en el signo de la cantidad b. Así, 1 y
a__b l / _ r ,  son expresiones conjugadas; lo mismo que las expresio-
jjgs 3 |_5 \/ZI{ y — 3— 0 — 1. Dos expresiones conjugadas tie
nen un mismo módulo: el de las dos primeras hemos visto que es

el de las dos segundas, será 9 + 2 5  =  34.
214. El mòdulo del producto de dos expresiones imaginarias es 

igual al producto de los módulos de estas eacpresiones.
Para demostrar esto multipliquemos dos expresiones cualesquiera

imaginarias, y tendremos, ____(„+ 6  k<=T) («'+6' ^ a a '-b b '+ ia b ’- ^ a ' V - i .
El módulo de este producto, es ^ _______________ _

y'(aa'— bb 'f-h (a b '-h ba 'f= i^ ^ ?^ b -^ b '^ + a '‘ b'̂ -+-b-‘ a^,

y sacando factor común, se tiene

Si el número de factores es mayor que dos, el principio se verifi
cará lo mismo; de donde se deduce que el módulo de una potencia es 
igual á la potencia del módulo.

Así, (a+ á  tendrá por módulo •
215. El módulo deun cociente es igual al cociente de los moduios.

Sea el c o c i e n t e =  multiplicando por
K — l

el divisor, se tendrá
a + É f/IZ l =  (a'-tb' V / ^ )  (A—



140 EXPRESIONES

de donde deduciremos, según el número anterior, la Igualdad

de donde se deduce , según queríamos probar.

216. Para que una expresión imaginaria sea cero, es menester 
que lo sea su módulo; y reciprocamente.

En efecto, la expresión A-|-B V '—>1 no puede ser cero como no 
lo sean separadamente A y B; porque A, cantidad real, no puede
destruir áBl ^— 1 que es imaginaria, luego tienen que ser cero cada 
una de estas dos partes por separado, si loes la expresión; pero
siendo A = 0  y B = 0 , el módulo I^A^-f-B^ se reduce á l/*OH-0=0.

Recíprocamente, si el módulo es cero, se ha de tener A^+B^=0; 
pero cualesquiera que sean los valores reales d e A y  B, elevados al 
cuadrado darán resultados positivos; luego A^-hB^ siendo la suma 
de dos cantidades positivas, no puede reducirse á cero si no lo es 
cada una de estas cantidades; pero siendo cero A  ̂y B^ lo son A y B;
y por consiguiente la expresión A + B  también lo es.

217. Parn que un producto de expresiones imaginarias sea cero, 
basta que lo sea uno de los factores.

En efecto, el módulo del producto es igual al producto de los mó
dulos de los factores; luego si alguna expresión de las que se mul
tiplican es cero, su módulo también lo será; pero siéndolo el módulo, 
lo es el producto de los módulos, que es el módulo del producto, y 
por consiguiente el producto de las expresiones será cero.

LECCION X X IV .

Explicación de alg-nnas contradicciones aparentas qne se observan en el cilcn lo de radicales 
y  expresiones imaginarias.

Explicación de alcana« contradicciones aparentes qne se obserTan en el 
cólcalo de radicales« y expre»«loiic8 Imaginarlas.

218. A veces se les hace sufrir á expresiones radicales, reales ó 
imaginarias, ciertas trasformaeiones admitidas por las reglas del



cálculo dadas anteriormente, y obtenemos expresiones que ó son 
ménos ó más generales que las propuestas, lo cual hace creer que 
dichas dos expresiones no sean equivalentes de un modo general. 
Cuando esto sucede, es porque al hacer la trasformaclon, hacemos 
tácitamente un convenio que pasa desapercibido y que en general 
no se tiene en cuenta, pero una vez puesto de manifiesto, se vé hasta 
qué punto las expresiones son equivalentes, ó en qué sentido se 
dice que lo son.

Pongamos algunos ejemplos y veamos lo que sucede.
* 219. Se ha dicho en Aritmética, y se admite en los radicales 

algebráicos respecto de sus determinaciones aritméticas, que se puede 
multiplicar el índice de un radical por un número, siempre que la 
cantidad subradical se eleve á una potencia que tenga por exponente

el mismo número; es decir, que en efecto, ambas nos
dan por expresión aritmética a. ____

Si aplicamos esta regla al radical hallaremos,

de donde se deduce el absurdo de que una expresión imaginaria 
sea igual á una cantidad real o.

Este absurdo proviene de no tener en cuenta que la expresión
no tiene valor ninguno aritmético y por consiguiente no po

demos establecer ese principio en donde no existe objeto; por tanto 
la trasformadon no es aritmética sino puramente algebrálca, ycomo
tal vamos á probar que los dos valores imaginarios ih o  (/— \ de la 
primera expresión, están comprendidos en la otra, y además hay 
otros dos reales correspondientes á la trasformacion que le hemos 
hecho sufrir; porque según hemos dicho al hablar de los valores 
múltiples de los radicales, estos valores crecen en número, á medi
da que crece el índice del radical, por consiguiente siendo el índice 
del segundo doble del primero, el número de valores también será 
doble; pero entre ese número doble de valores se hallan siempre los 
dos del primer radical.

En efecto, todos los valores de se obtienen multiplicando la 
determinación aritmética del radical, por las cuatro raíces cuartas 
de la unidad (195); y corno las raíces cuartas de la unidad son evi
dentemente H-1, — 1, -\-V^— 1 y — — 1, puesto que todas estas
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expresiones elevadas á la cuarta potencia, nos dan 1; se sigue que

los cuatro valores deK«* ,  serán y — al/^^T-Ios

dos últimos corresponden á las dos expresiones y ; ios
1 _

dos primeros sólo pertenecen á la expresión y resultan de la 
trasformacion que liemos hecho.

Luego con saber que cuando á un radical se le hace sufrir la tras
formacion citada, resulta una expresión algebraica que contiene no 
sólo los valores de la primera, sino otros extraños, es claro que no 
podrán igualarse nunca ninguno de estos valores extraños á ningu
no de los valores de la segunda expresión; y al llamar equivalentes 
estas dos expresiones, S'do se debe entender en la parte de valores 
comunes; de modo que en realidad, lo que esta igualdad — a*- =

K a ';  expresa, es que los valores de — a‘- estáncomprendidos en los 

de V  tt''; pero no es posible que cada uno de los cuatro valores alge-
i __

braicos diferentes de t sean los de — o,^, que no tiene más
que dos.

* 220. Sea la expresión Z a ) / á ' b ' ‘‘ [1]; 
la cual, después de simplificados los radicales, se convierte en
S n h ' / a a \  y sacan do/a  factor común, se tendrá por úl
timo ^a\/ab^-{J^h\/aF¥‘ =  {3ab-^2nh'^] \/a.

Consideraiido á cada radical con el doble signo zh , el primer 
miembro es susceptible de cuatro valores, mientras que el segundo 
no tiene más que dos; luego estas expresiones no pueden ser equiva
lentes.

En este ejemplo consiste la dificultad en que para hacer la últi
ma trasformacion, hemos supuesto tácitamente que los valores de
3a\^ab^ y 2/;l^ír’á'S ó de sus equivalentes SabV'a y 2aPi^a, se han 
de tomar, nó de cualquier modo que se combinen, pues entonces no 
hubiéramos podido sacar el factor común i^a, sino pareados el pri
mero con el primero, y el segundo con el segundo, y de ese modo 
hemos podido sacar factor común a ó — luego para que las 
dos expresiones 3 /í i /a F -4 -2 6 /í7 ^  y (3ab-h2aP) \/a sean equiva
lentes, es menester que afectando a los radicales el doble signo, se



corresponda el - f -  con el +  y el —  con el — ; pues esa es la condi
ción tácita que hemos puesto para poder sacar como factor común el
radical \^a.

*  221. Sea ahora la expresión

— ax\^— a = ^ — a x — a=V^ a^=a.

La expresión tiene los dos valores ± a ,  mientras que la pri
mera, siendo el cuadrado de V'— a, no tiene más que el valor — a; 
luego el valor extraño -l-o, es falso.

Esta dificultad proviene de no tener en cuenta los valores múlti
ples de los radicales, y de no atender á las condiciones en que táci
tamente convenimos.

El valor -\-a que aparece como falso por no estar comprendido 
en el primer miembro, por ser este primer miembro el cuadrado de

— a, proviene de suponer que — axV^— a sea (k^— a)®, y
para ello ha sido preciso admitir tácitamente que de los dos signos 

• que deben acompañar á los dos radicales — a y — a, se han de
tomarlos iguales, es decir,-(-k^— a x ~ }4 ^ — o, y — — o x — ^  
y en esta hipótesis claro es que el producto de ambos radicales se
reduce al cuadrado de — a ó de — k^— ct, que siempre es — a; 
pero como además se pueden hacer otras dos combinaciones tomando 
el — a con — k —̂ a y al contrario, se sigue que en realidad debe
haber cuatro valores, de los cuales dos se han reducido, como ya 
hemos visto, á — a. Veamos los otros dos valores correspondientes á 
estas dos combinaciones qué nos dan. Si representamos-por la raíz
aritmética de a, los radicales propuestos se convertirán en -\-aJV' — 1 
y - a ’V ' - V ,  cuyo producto es — a''^x— 1, puesto que el radical 

tienen ya un mismo signo en ambos factores, y nos de 
— I x k ^ — — l)^— — 1; luego la combinación — a X  

— — a, nos da el resultado — — 1 y como a

es la determinación aritmética de V^a,a'^ será igual a ;  luego 
_l_i/— a x — — a=-\~a; del mismo modo demostrariamos que 
la otra combinación — k"— a x - \ - ^ — o es también igual á -f-a ; 
por consiguiente, los cuatro valores á que da origen el producto
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— axV ^— a, considerados con toda generalidad, se reducen á =ta, 
que es el valor hallado.

* 222. Sea multiplicar — a por l / = 6 .
Si aplicamos la regla de la multiplicación, hallamos

^ — o x  ̂ =  V'— a x — h =  \/ah; 
cuyo resultado puede llevar el signo -}-  ó el signo — , y tener

\/— aXV^— 6 = + P ^ a 6 , ó — a x V '— 6 = — v'ab.
En efecto, llamando a! y U las determinaciones aritméticas de 
a y 6 , se tiene — a-=-(¿V^— \ , y V — h = V y/ — 1; luego

En esta expresión, si V — \ puede representarlos dos valores de que 
es susceptible sin restricción alguna; así — 1x1^— 'l= d r1 ; en
cuyo caso — a x y ^ — 6 = ± a '6 ^  =  =ht^o6; pero si hacemos la
hipótesis que los dos radicales han de llevar el mismo signo, entonces

expresión del producto será
J /— a x } / ^ h  =  — dW— — V^ab.

*  223. Sea, por último, la expresión x V ^ — 1, que se ve es
imaginaria, puesto que viene afectada de —\.

Si para efectuar el producto reducimos los radicales á un mismo 
índice, tenemos

donde vemos, que una cantidad imaginaria f ^ a x  , es igual á 

una cantidad realt^o, lo cual es absurdo.

Si en I/ax^^■^,^epresenta^^í^ solamente la raíz aritmética de

V^a, entonces es evidentemente imaginaria y nada más
que imaginaria; en cuyo caso habria un absurdo en la igualdad an
terior. Pero entonces la trasformacion es inadmisible, pues aumen
tando los valores de — 1 al multiplicar el índice del radical, se ob

tienen los radicales V a  1 considerados con toda su generali

dad, y  por tanto no es absurdo decir que V a x  sea igual á
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sino que así debe ser; porque entre los valores de l / ó ’x  — 1, 
los hay reales y los hay imaginarios, y nada impide el igualar

los valores reales de l ^ X  1^— 'l, al valor real aritmético de la ex-

presión V  a.
Para justificar esta igualdad no hay más que probar que los valo-

4_ ___
res de V a  x  k — \ son los mismos que los de V a.

Para ello, los cuatro valores de K <2 son los que se obtienen multi
plicando la raíz cuarta aritmética de a, que llamaremos a^ por las
cuatro raíces cuartas de la unidad, qiie son H- 1, —  1 , 4 -  1 y
__\/— V, en las que V'— \ no tiene más signo que el que le precede;
luego las cuatro raíces cuartas de a, serán

— oJ, y — a’\^—

Los valores de x  i/-= T  se obtendrán multiplicando cada uno 

de los cuatro valores de K a por cada uno de los dos valores de 
que son, como hemos visto, 4-P^— 4 y — — 1; por consi

guiente, dichos valores serán 4 -a'P^— 4, — a’ V "— 4, -\~alV'— 4 
y — a '[ /— 4 x P ^ ^ ~ ^ - í í ^  puesto que aquíP^^^ 

lleva el mismo signo en todos los factores, y por tanto l / — 4
__\ = i}/ — 4) ^ = — 4; luego los cuatro primeros valores son:

, — a'l^— 4, — a! y -\-a\

Multiplicando ahora los valores de k ^ p o r  el otro valor— 4, 
se tendrán los cuatro valores

- ^ V — \, -\-â  y ~ a ! ,
uue son absolutamente los mismos cuatro anteriores; luego los ocho

y -  / —valores que parece debía tener la expresión V a  x  k  — 4, se redu
cen á sólo los cuatro valores — a', 4 -a 'l /— 4 y — a'k^— 1,

que son precisamente los mismos que los de V a; por consiguiente, 
considerando á los radicales con toda su generalidad, no es un absur

do decir que V'a X  V'— 4= V a . 10
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224. Se llama i d e n t i d a d  ó e c u a c i ó n  i d é n t i c a , la expresión 
de la igualdad que existe entre dos ccttitidades idénticas. Así, 
a =  a, 3 = 3 , a — h =  a— h, a3)-]~h=ax-\-h, son identidades. El ca
rácter distintivo de las identidades es el de ser verificadas para cual
quier valor que se dé á cada una de las letras que entran en ellas; 
pues el primer miembro, que es todo lo que hay ántes del signo = ,  
es siefnpre idénticamente igual al segundo, que es lo que hay des
pués de dicho signo.

223. Se llama i g u a l d a d ,  la expresión que resulta de reunir 
con el signo. =  dos cantidades iguales en valor, pe)'o no en forma. 
Así, 3 x 4 = 1 2 ,  a6= P , A=BQ -}-R , son igualdades; porque se su
pone que el valor numérico del primer miembro es igual al valor 
numérico del segundo, sin embargo de no ser idénticamente iguales 
dichos miembros. El carácter distintivo de las igualdades es el de 
verificarse siempre entre cantidades conocidas, y de ser generalmente 
uno de los miembros de la igualdad el resultado de las operaciones 
indicadas en el otro. Cuando en ambos miembros se efectúan todas
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las operaciones indicadas con las cantidades que en ellos entran, se 
debe llegar siempre á una identidad.

226. Se ¿lama ecuación  la igualdad de dos cantidades, en que 
entran una ó más incógnitas, las cuales se han de determinar con la 
condición de que se verifique dicha igualdad.

Así, 3íc— 1'1=2ccH-5, es una ecuación; pues para que se veri
fique es necesario darle á la incógnita x  el valor 16, y sólo dán
dole este valor se podrá verificar, convirtiéndose en la igualdad, 
3 x 1 6 — 1 1= 2x16 -1 -6 , déla cual, efectuando todas las operaciones 
indicadas, se obtiene la identidad 37= 37 .

El carácter distintivo de las ecuaciones es el no poderse verificar 
para cualquier valor que se le dé á la incógnita ó incógnitas que en 
ella entren, sino que éstas no pueden recibir más que un número 
limitado de valores, y á veces es imposible que la ecuación se veri
fique para ningún valor, llamándose en este caso ecuación absurda ó 
imposible de verificar.

227. De las anteriores definiciones resulta que áun cuando las 
tres palabras ecuación, igualdad é identidad vienen á significar ó ex
presar en el fondo una misma cosa, que es la igualdad de dos can
tidades, hay sin embargo una gran diferencia entre ellas. En la iden
tidad como en la ecuación puede haber cantidades desconocidas, ó 
ser todas conocidas como en la igualdad; pero no se pueden confun
dir con ellas, pues es necesario que el primer miembro sea idéntico 
al segundo, lo cual no se verifica ni en la ecuación ni en la igualdad. 
Las incógnitas de una identidad ó ecuación idéntica, pueden recibir 
todos los valores que queramos, porque siempre el primer miembro 
será idéntico al segundo.

La igualdad no admite cantidades desconocidas, en lo cual se di
ferencia de la ecuación que siempre tiene por lo raénos una.

228. Las ecuaciones se dividen en determinadas é indeterminadas. 
Se dice que una ecuación es determinada cuando no tiene más que 
una incógnita, é indeterminada cuando tiene más de una.

Las ecuaciones, ya sean determinadas ó indeterminadas, se dividen 
también en grados que se marcan por el mayor exponento de la in
cógnita, si la ecuación es determinada, y por la mayor suma de los 
exponentes de las incógnitas en un término cualquiera, si es inde
terminada. Así, una ecuación puede ser de primero, segundo, terce
ro, etc., grado, según que el mayor exponento, ó la mayor suma de



exponentes de las incógnitas en uno de sus términos, sea uno dos 
tres, etc. ’ *

229. Se llama sistem a  d e  ecuaciones el conjunto de dos ó más
ecuaciones que se han de verificar para unos mismos valores de las in
cógnitas.

Se dice que un sistema de ecuaciones es determinado cuando hay 
tantas ecuaciones diferentes como incógnitas; si el número de ecua
ciones distintas de que consta un sistema es menor que el número 
de incógnitas, se llama indeterminado; y se dice que es imposible 6 
mas que determinado en el caso de tener .más ecuaciones que incóg
nitas; se llama imposible porque varias de estas ecuaciones no se pue
den verificar sino condicionalmente, por lo cual se les llama igualda
des o ecuaciones de condición k las relaciones de igualdad que se han de 
verificar entre las cantidades conocidas para expresar la condición de
que todas las ecuaciones se verifiquen por unos mismos valores de 
las incógnitas.

230. Resolver una ecuación es hallar el valor 6 los valores de 
las incógnitas que puestos en vez de ellas en las ecuaciones las veri- 
liquen, convirtiendolas en igualdades y éstas á su vez en identidades.

T r . . r « , . m . c i o « c .  s . n c p . l c .  , o e  , c  l e ,  p u e S c  4  i . ,  c c m c l o n e » .

2 3 1 . Los miares de las incógnitas de una ecuación no carian aun
que se aumente o disminuya una misma cantidad á los dos miembros de 
Ul misma.

Es decir, que los mismos valores de las incógnitas que veriflean á 
la ecuación, A — B, verifican también a la ecuación AzbM — BztM- 
y reciprocamente ios valores de las incógnitas de la segunda, son los 
mismos que los de la primera.

En efecto, los valores de las incógnitas que hacen que se verifique 
la ecuación A B, verifican también á la segunda ecuación; pues 
Siendo M siempre igual á M cualesquiera que sean los valores de las
incógnitas, como A es igual á B por la hipótesis, es claro que A -h M 
será igual á B ±  M. h ^  — m

Recíprocamente, siendo constantemente M para cualesquie
ra que sean los valores de las incógnitas, estos valores solo tendrán 
que satisfacer a la condición d e s e r A ^ B ;  es decir, que los valores 
que han de verificar a la ecuación A ± M = B ± M  son los mismos que
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verifican á A = B ; luego se puede reemplazar una de estas ecuaciones 
por la otra, pues los valores de las incógnitas son los mismos.

Estas ecuaciones que se verifican por unos mismos valores de las 
incógnitas se Ies ecuaciones eqmvale.ntes.

232. En loda ecuación se j)uede, sin que los valores de las incóg
nitas se alteren, pasar un término cualquiera de un miembro á otro, 
cambiándole el signo.

En efecto, pasar un término cualquiera de un miembro á otro con 
el signo cambiado, equivale á sumar ó restar á los dos miembros una 
misma cantidad, lo cual hemos visto no altera en nada los valores de 
las incógnitas.

Así, la ecuación ax— b -c x -{ -d ,  se puede trasformar en ax— c x =  
d-\-b, pasando el término — b al segundo miembro, y el ex  al pri- 

• mero; lo cual se obtiene agregando á los dos miembros la cantidad 
b, y restando después de dichos dos miembros ex ; así, 

ax— b-\-b— cx=cx-\-d-\-b— ex,
la cual se reduce á la ecuación anterior, haciendo la destrucción de 
los términos semejantes.

233. Los valores de las incógnitas de una ecuación no se alteran, 
aunque se multipliquen sus dos miembros por una cantidad indepm- 
diente de las incógnitas.

Es decir que los valores de las incógnitas que verifican á la ecua
ción A = B ,  verifican también á AM=B¡\I, siendo M un número in
dependiente de dichas incógnitas; y recíprocamente, los valores de 
las incógnitas, de la segunda son los mismos que ios de la primera. 
En efecto, los valores que verifican á la ecuación A = B , verifican 
evidentemente á AM=BM; pues M siempre es igual M.

Recíprocamente, siendo M independiente de las incógnitas de la 
ecuación, éstas sólo tienen que satisfiicer, para que el producto AM 
sea igual á BM, que los factores A y B sean ¡guales, es decir que 
estos valores sólo tienen que satisfacer á la ecuación A = B ; luego las 
soluciones de la primera ecuación son las mismas que las de la se
gunda, y por consiguiente se puede reemplazar la una por la otra.

234. Toda ecuación cuyos coeficientes de las incógnitas sean frac
cionarios, se puede trasformar en otra que tenga dichos coeficientes 
enteros.

En efecto, si reducimos todos los coeficientes fraccionarios á un 
común denominador, podemos multiplicar por él los dos miembros



de la ecuación sin que se alteren, como ya hemos visto, los valores 
de las incógnitas, con lo cual los denominadores habrán des
aparecido.

Así, la ecuación oíH -4 , se podrá trasformar en

9m 6 = 8 ít-|-48, para locual reduciendo á un común denominador se
. . ^ 6 8
tiene y multiplicando por 42, se halla la tras
formada anterior.

Esta operación se conoce con el nombre de quitar los denominado
res de una ecuación; de modo que podremos decir que, para quitar 
los denominadores de una ecuaüion, se multiplican los términos enteros 
por el m. c. m, de los denominadores, y los num&t'adores de los frac
cionarios por el cociente de dwidir dicho m. c. m. por el denominador ' 
correspondiente, lo que equivale á multiplicar toda la ecuación por 
el m. c. m. lo cual no altera los valores de las incógnitas.

* 233. Si se multiplican los dos miembros de una ecuacionpor una 
cantidad dependiente de las incógnitas, la ecuación resultante contendrá 
todos los valores de las incógnitas que verifican á la ecuación dada, y  
además podrá contener algma otra solución extraña.

Sea la ecuación A-=B si la multiplicamos por M, cantidad depen
diente de las incógnitas, se tiene AM =  BM de donde se deduce 

AM— BM =  0, ó (A— BJM^O.
Los valores de las incógnitas que verifican á la ecuación A = B , ve

rifican evidentemente AM=:BM, ó á cualquiera de sus trasformadas 
AM BM =  0, ó [A— B)M =  0; pero los valores que verifican á la 
ecuación AM =  BM, son los que hacen que { A~B) M sea igual á ce
ro; ahora bien, (A —  B)M puede ser cero, siendo A:^^B, ó M := 0 , 
luego los valores de las incógnitas de la ecuación AM:=BM, ademá¡ 
de los valores que verifican á la ecuación A =  B, puede tener los va
lores extraños que hacen M =  0; luego si se multiplican los dos 
miembros de una ecuación por una cantidad dependiente de las in
cógnitas, la ecuación resultante puede tener las soluciones extrañas 
que provienen de igualar á cero el factor por que se multiplicaron.

236. Los valores de las incógnitas de una ecuación no se altean  
aunque sejjartan sus dos miembros por un número independiente de di
chas incógnitas.

Es decir, que los valores de las incógnitas de la ecuación A =  B,

1 5 0  TEASFORM ACIO N
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son los mismos que los de la que resulta de dividirla por una canti
dad M independiente de dichas incógnitas,

A —
¥ ~  M

En efecto, los valores que verifiquen á la primera ecuación A = B , 
verifican evidentemente á la segunda; pues M siempre es igual M. 
Recíprocamente, los valores que verifiquen á la segunda ecuación, 
tienen que satisfacer, pues M=M, á la condición precisa de A ^ B ; es 
decir á la primera ecuación, luego las soluciones de la primera ecua
ción son las mismas que las de la segunda y recíprocamente; luego 
se puede reemplazar una de estas ecuaciones por la otra.

237. Del principio anterior se deduce que siempre que los coefi
cientes de las incógnitas y cantidades constantes tengan un factor co
mún, se podrán dividir por él los dos miembros de la ecuación, sin 
qué por ello cambien los valores de las incógnitas.

♦ 238. Sise dividen los dos miembros de una ecuación -por un fac
tor M dependiente de las incógnitas  ̂ la ecuación que resulta puede tener 
menos soluciones que la propuesta.

En efecto, sea la ecuación A = B  cuyos dos miembros A y B se 
dividen por un factor M dependiente de las incógnitas; de modo que 
llamando M y los cocientes respectivos, se tendrá A ' = B ^

Si multiplicamos esta ecuación k '— B' por el factor M, la ecua
ción que resulta A 'M =B'M , que es la ecuación A = B , puesto que 
A^M=A y B^M=B, contiene las soluciones de la ecuación A '= B ^  y 
además puede contener otras que resultan de igualar á cero el fac
tor M (235); luego si las soluciones de la ecuación A = B  contienen 
las de la ecuación A '= B \  mas otras soluciones de M = 0 , es claro 
que la ecuación A '=  B' puede tener ménos soluciones que la pro
puesta, según queríamos demostrar.

*  239. Del principio anterior se deduce, que cuando los dos 
miembros de una ecuación sean divisibles por una cantidad depen
diente de las incógnitas, se podrá dividir por ella, siempre que se 
agreguen á las soluciones de la ecuación que resulte, las correspon
dientes á la ecuación que se obtiene de igualar á cero la cantidad 
por que se divide.

. J
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R e g la  p ara p la n te a r  y resolT er im  p rob lem a en  e l caso de  
m a sq u e  una Incógnita .

no con ten er

 ̂ 240. Se llama problema toda cuestión en que se pide hallar una 
o mas cantidades desconocidas llamadas incógnitas, la relación ó 
relaciones que tienen con otras conocidas llamadas datos.

Plantear un problema ó ponerle en ecuación es hallar las ecuacio
nes que ligan las incógnitas con los datos según las condiciones indi
cadas en el enunciado.

Los problemas se dice que son determinados, indeterminados ó im
posibles, según que el sistema de ecuaciones que resulta de plan
tearle sea determinado, indeterminado ó imposible: en el primer 
caso, hay un numero finito y determinado de valores para las incóg
nitas que verifican las condiciones del problema; en el segundo, hay 
un número infinito de valores para las incógnitas; y en el tercero, no 
hay ningún sistema ó conjunto de valores que puedan verificar las 
condiciones del problema.

En todo problema se debe atender: 1." al modo de plantearle ó 
ponerle en ecuación; 2.° á la resolución de las ecuaciones, ó sea la 
investigación del valor ó valores de las incógnitas que le verifican; 
3. á la verificación ó comprobación de dichos valores; 4.“ á la dis
cusión, ó sea la interpretación y modo de considerar ios valores de 
as incógnitas de un problema, según ciertas hipótesis hechas sobre 

los datos ó condiciones del mismo.
Las dificultades que en cada una de estas partes se presentan de

penden de la naturaleza de las condiciones dadas en el enunciado de 
un problema, y por consiguiente del grado de las ecuaciones que re
sulten al ponerle en ecuación, y del número de ecuaciones que se 
obtienen. Nosotros principiaremos por el caso más sencillo, que la 
ecuación que resulte sea de primer grado, y no contenga más que 
una incógnita; aunque la regla que vamos á dar para plantear un 
problema, es general para cualquiera que sea la ecuación.

Difícil es comprender en una regla general el modo de plantear 
un problema en ecuación, cuando tantos y tan variados pueden ser 
los enunciados de los problemas que se pueden presentar; pero siem
pre se reduce á poner en práctica las operaciones que tendríamos 
que hacer si, conociendo los valores de las incógnitas, quisiéramos
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ver si cumplían con las condiciones enunciadas, lo cual siempre es 
fácil; por consiguiente, fácil debe ser también el plantear un proble
ma cualquiera, una vez bien comprendidas las condiciones á que han 
de satisfacer las incógnitas. Así diremos, que

241. Para plantear un problema ò ponerle en ecuación  ̂se suponen 
conocidos los valores de las incógnitas que se buscan, las cuales pueden 
ser elegidas á nuestro arbitrio en algunos casos, y se repy'esentan por 
las últimas letras del alfabeto; en seguida se indican todas las opera
ciones qiíe se harían con estas incógnitas, si realmente fuesen conocidas, 
para comprobar el problema; lo que dá origen á una igualdad que, 
conteniendo los valores desconocidos de las incógnitas, será la ecuación 
de donde deberemos deducir dichos valores.

Sea, por ejemplo, plantear el siguiente:
Problema. Cuatro amigos fueron á un café á cenar, con ¡a condi

ción de que cada uno había de gastar todo el dinei'o que llevase: asi lo 
hicieron, y resultò: que el primero pagó la tercera parte de la cena; el 
segundo la cuarta parte; el tercero la sexta, y el cuarto dio 60 reales 
que tenia, con lo cual quedó pagado todo el gasto; se quiere saber 
cuánto importa la cuenta.

Suponiendo conocido el valor de la cena, y llamándole x ,  se ob
tendrá la ecuación que resuelve el problema haciendo con x  las 
mismas operaciones que haríamos si conociésemos el valor de la 
cena, para comprobarle; así, como el primero dió la tercera parte

CO
del valor de la cena, es claro que siendo este x ,  daría —; el segundo

3
X  X

daría el tercero pagaría —, y el cuarto los 60 reales que dió, cu- 
4 t)

yas sumas reunidas deben componer el valor total de la cena; por 
consiguiente, se deberá tener

X  c c  X  ^

‘" = 3 + 4  +  6+® '’=
cuya ecuación se trasformará quitando los denominadores, para 
lo cual multiplicaremos por 12, mínimo común múltiplo de todos 
ellos, en

12a)— 4aH-3a?-h2cc-f-720.
Si pasamos al primer miembro todos los términos que tienen x , 

con lo cual el valor de la incógnita no se altera (232), se hallará,
12a)—  4á)— 3x— 2a)=720;
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y reduciendo, se tiene
3 x = n 0 ;

de la cual se deduce, dividiendo por 3 ambos miembros,
720

x = — = U 0 ;

luego el valor de la cena es 240 reales, de los cuales pagó el primero 
80, el segundo 60, el tercero 40, y el cuarto los 60 que faltan, cu
yos números componen la suma de 240.

242. Para resolver una ecuación determinada de primer grado, 
6 sea para hallar el valor de la incógnita que satisface d dicha 
ecuación, se principia por quitar los denominadores si los /ifl^(234); 
después se pasan al primer miembro todos los términos que tienen 
incógnita, y al segundo los que no la tienen (232); se efectúan las 
operaciones indicadas que se puedan, y se saca la incógnita factor 
común si está en más de un término; por último, dividiendo los dos 
miembros de la ecuación por todo lo que multiplica á la incógnita, 
se hallará el valor de ésta.

En efecto, sea la ecuación5 o?h - 3  M  2 ít
X - ■4.

6 60 12 5
Si multiplicamos esta ecuación por el m. c. m. de los denomina

dores, que es 60, el valor de la incógnita no habrá cambiado y se 
podrá reemplazar dicha ecuación por la siguiente, que no tiene de
nominadores,

60^— 5037— 3 0 + 1 1 =  1 5.0Í— 23— 24o:+240.
Pasando ahora los términos que tienen incógnita al primer miem

bro, y los que no la tienen al segundo, se hallará
6037—  30£c—  1 5 íu + 2 4 a 7 =  240— 2 5 + 3 0 — 17 ; 

y efectuando las operaciones, se tendrá
1937 =  228;

cuya ecuación dividida por 19, número que multiplica á la incógni
ta, nos dará para valor de ésta

. ,  =  - = 1 2 ;

Único valor que verifica á la ecuación propuesta.
Si queremos comprobarlo, no tenemos más que sustituir por el 

valor 12 la incógnita x ,  y se hallará la igualdad
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i2 -
5 . 1 2 + 3  17 3 .1 2 — 5 2.12

+ 4 ;
6 60 12 5

en la cual, ejecutando las operaciones parciales que hay indicadas,
se tiene

63 17 31 24 ,
1 2 ----------1--------- --------------- (-4.

6 60 12 5 ^
Efectuando las sumas indicadas en ambos miembros, se obtiene la 

identidad.
1 07_10 7^
W " " 6 0  ’

con lo cual queda verificada la ecuación.

LECCION X X V I.

Eesolncíoa de ecuaciones de primereado con una incógnita.—Problemas que dan origen á 
ecuaciones de primer grado con una incógnita.

R e s o lu c lo u  d e  e c u a c io n e s  d e  p r im er  g r a d o  c o n  u n a  In có g n ita .

3 4 3 . R e s o lv e r  lo s  e je m p lo s  s ig u ie n te s :
„  ÒX 3 o j+ 8  X
E j e m p l o  I .  3 ít+ 3 2 — — =  — — — ¡ - 4 2 ------------

6  4  12
1 4 4

SOLUCION. = 8 ;
18

, co; , ^ax
E j e m p l o  I I . 2ax~\-b-------- - + 2 a o = - ; -------- a a + 2 y .

a be

SOLUCION. X =
b^cd— ‘iabhd h ĉd[\ — 2a)

Bahcd—  bĉ — 2ac? ^abed— hc^—  2arf
E j e m p l o  I I I .

56(2a— b] 3 a + 6  a 3a— b 5a
2 a ^ b ^  2ab{b— a}^~^  26̂ — a® 2a6(a+¿>)
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E j e m p l o  IV .
{%a~\-\)x

S O L U C IO N . X

RESOLU CION

__5 & {2 a — h)
2

3 x -
X 3a

a(ar+-4 

S O L U C I O N . X =

(a-h'iy
a

a-\-i

a + 1

P roblem as que d an  origen  A  ecu acion es de p rim er gra d o  con u na
In cógn ita .

2 4 4 .  P r o b l e m a  I . Descomponer un número N  en dos partes cuya 
diferencia sea d.

Si conociésemos una de las dos partes, la otra seria lo que le fal
tase á la que se conoce para valer N; luego llamando á una de estás 
partes x , la otra será N— œ; y como la diferencia de estas dos par
tes ha de valer d, se tendrá la ecuación

œ— [N— x) — d;
o si se quiere, N x — x  =  d, según que x  sea la mayor ó la me
nor de las dos partes.

Así, suponiendo que¿c expresa la mayor de las dos partes, consi
deraremos la primera ecuación, de la cual se deduce fácilmente

x = -
2

que nos dice que la mayor de las dos partes es igual á la mitad de la 
suma del número más la diferencia, y la menor será 

N - í - ¿  2 N — N — í /  N — í /N-
2 2 2 '

que es la mitad de la diferencia del número que se ha de dividir y la 
diferencia de las dos partes.

E j e m p l o . Dividir el número tOO en dos partes que se diferencien 
en 3 6  unidades.

Según las fórmulas anteriores, se tendrá:
„   ̂ 1 0 0 -H 3 6Parte mayor =

Parte menor
2

1 0 0 — 3 6  

2

=68.

=32.

Cuyas dos partes cumplen con las condiciones del problema.



245. Este problema se suele también enunciar diciendo: hallar 
dos números conociendo su suma y diferencia.

En cuyo caso la traducción de las anteriores fórmulas será: el ma
yor de los dos números es igual á la mitad de la suma más la mitad 
de la diferencia, y el menor igual á la mitad de la suma menos la mi
tad de la diferencia.

PiiOBLE3iA II. Una persona tiene impuesto la mitad de su capital 
al ^por 100; la tercera parte al 5, y el resto al 8 por 100. Gana en 
todo 21600 reales al año: se quiere saber cuánto capital tiene.

Sea X el capital; y como la mitad está impuesto al 3 por 100, pro-
3x

ducirá esta mitad una ganancia igual á ; la tercera parte ganará
mUu

, „ , 5ít , , X X X
al 5 por 100, - — ; y el resto, que será ¿c—  ------ = —, que esta im -F j . H 2 3 6

puesta al 8, producirá una ganancia de y como la suma de las

tres ganancias ha de dar la ganancia total, que es 21600 reales, se 
tendrá

de la cual se deduce el valor de cc— 480000 que .resuelve el problema 
como es fácil comprobar.

P r o b l e m a  III. En un viaje de 210 leguas, dice una persona que 
ha andado 3i veces más en diligencia que á caballo, 2  ̂ veces más en 
ferro-carril que en diligencia, y por mar la mitad que por ferro-carril 
más tres leguas; se desea saber cuánto anduvo á caballo, en diligencia, 
por ferro-carril y por mar.

Llamemos o? á lo que ha andado á caballo; lo que en diligencia
anduvo, será 3^cc; en ferro-carril andarla 2^.34o?, y por mar
2 f . 3 lx  ' ,
— -------1-3; y como todo compone el viaje de 210 leguas, se tendrá

M
la ecuación
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8cc
------=21600 rs.;
600

. 3hx-\-
.3 \ x

-3=210;
2

de la cual se deduce el valor]de a ;= 1 2 ,  cuya comprobación es 
bien fácil.

P r o b l e m a  IV. Un correo parte de Madrid y camina 6  leguas
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cada 3 horas; 42 horas después parte otro con objeto de alcanzarle, y  
camina 14 leguas cada 5 horas: ¿á las cuántas horas le alcanzará?

Supongamos que el segundo correo tarda en alcanzarle x  horas; 
el primero llevará andando a?H-12; pero si éste anda 5 leguas en

g
cada 3 horas, en una andará — de legua; el segundo andará, por

ó
44

una razón análoga, — ; por consiguiente, el primero habrá andado 
5

5 11
2) leguas, y el segundo y como este número de leguas 

3 o
es el mismo que los dos han andado, se tendrá la ecuación

de la cual se deduce, x = 3 1 i  horas.
P r o b l e m a  V .  Un platero tiene dos rieles de plata de diferente ley; 

el primero tiene 0,843 de fino, y el segundo 0,920; quiere hacer una 
pieza de 6 onzas, que tenga una ley de 0,89o de fino: ¿cuánto debe to
mar de cada riel?

Estando la ley que ha de tener la pieza comprendida entre las le
yes de los rieles, el problema será posible; lo cual no se verificaria, 
si hubiera de ser de una ley mayor que el de mayor ley, ó menor 
que el de menor; porque entónces habría que aumentar plata fina 
en el primer caso, ó liga en el segundo.

Esto supuesto, si nosotros llamamos x  la cantidad que hay que 
tomar del primer riel, del segundo habrá que tomar 6— a?; y como 
en cada unidad de peso del primer riel, hay 0,845 de fino, en x  uni
dades habrá ícx0 ,845 ; por la misma razón en 6—x  unidades del se
gundo riel, habrá (6— a:)x0,920; y como entre los dos ha de haber 
el fino que corresponda á 6 onzas de la ley de 0,895, ó sean 6 x 0 ,8 9 5 , 
se tendrá la ecúacion

a ;x 0 ,84S H -(6— a 7 )x 0 ,920 =  6 X 0 ,8 9 5 ; 
de donde se deduce cc = 2 ,  cuyo resultado nos dice, que tomando 2 
onzas del primer riel y 4 del segundo, se hallarán 6 onzas de la ley 
de 0,893 de fino, como es fácil comprobar.

P r o b l e m a  V I .  Una persona emplea su capital en un negocio que 
le produce un 2o por 400 cada año; esta persona gasta anualmente 
en el sustento de su familia 50000 reales; y al cabo de tres años halla 
que le faltan 21425 reales, para que su capital primitivo se halle
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aum entado eri sus tres  qu in tas p a r te s : se q u iere  saber que ca p ita l t e 
n ia  esta  p erson a  a l p r in c ip io  de la  esp ecu la ción .

Sea œ el capital con que se pone á negociar esta persona; al cabo 
del primer año se hallará con el capital

— 50000=
4

Al cabo del segundo año, tendrá 
200000 5^ — 200000

5œ _200000

— 50000=
25a?— 1800000

4 ' 10 16
Por último, al fin del tercer año se hallará con el capital

25cc— 1800000 25a?—1800000 125a?— 12200000
______________ ‘-I------------------------— 50000 = ----------- —-----------

64 64
y como este capital ha de ser igual al primitivo aumentado de sus
tres quintas partes, ménos 24125, se tendrá la ecuación

425a?— 12200000 3
-------------------------- = a ? ^ ------a? — 21425,

64 ^ 5
de la cual se deduce el valor de a?=480000 reales, que es el capital 
que se tenia al principiar esta especulación.

P r o b l e s ia  v i l  P regu n tá n d ole  u n  h ijo á  su p a d re  q u é  edad te
n ia  cada unOy le  con testó : hace  4 año q u e  ten ia  yo  el triplo d e tu 
edad, y  d en tro  rfe 4 5 años, no ten d ré  más qu e el doble.

Sea a?, la edad del padre; x — 4 será el triplo de la edad del hijo, 
a?̂ ~4

y por consiguiente------  sería la edad del hijo, hace un año, y por

tanto la edad actual será, ——
O

1; dentro de 13 años, la edad del 

padre ha de ser doble de la del hijo; luego la ecuación será

a: 4 -4 3
(

X  —
1 4 - 1 3

)■
de la cual se deduce que la edad del padre es a? =  43 años, y la del 
hijo 45; lo que es fácil comprobar.

P r o b l e m a  VIII. Un platero tiene un riel que contiene plata y 
cobre y pesa 40 libras: se quiere saber, empleando el método de las 
densidades, cuánto tiene de cada metal.

Averiguada la densidad del riel, se ve que es de 40; y se sabe que 
la de la plata es de 10,5; y la del cobre de 8,8.



Siendo la densidad la relación del volumen al peso, se deduce que 
el volumen será igual al peso partido por la densidad.

Ahora bien, si llamamos x  al peso de plata que contiene el riel, el 
del cobre vendrá expresado por 10— cc; el volumen de la plata se

rá —  , y el del cobre -------- ; y como ambos volúmenes han decom -
10,5 8,8

poner el del riel,*que ~  tendrá la ecuación

160 DISCU SION

X 10— (V
:1;

10,5 8,8
de la cual se deduce cc==7,412 onzas de plata; y por tanto las de 
cobre serán 10— 7,412=2,588.

LECCIO N  XXV IL

Discusión de los valores de la incógnita de una ecuación de primer grado, linterpretaciott
, , . A B Ode los valores positivos y  negativos.—Interpretación de las expresiones — , cuan

do resultan para valores de la incógnita de una ecuación.—Eegla para hallar el límite de 
una fracción cuando en sus ¡dos términos existe una cantidad variable que tiende hácia 
infinito.—Interpretación de las e x p r e r i o n e s c o —co,y0xoo .

n ts c a s lo n  lie los  v a lo r e s  d e  la la c ó s n it a  d e  n n a  e c u a c ió n  d e  p r im e r  grado^  
^Interpretación  d e  lo s  v a lo re s  p o s it iv o s  y n e g a tiv o s .

246. Al resolver un problema de primer grado con una incóg
nita, ya se nos den los datos por números particulares, ya de un 
modo general, ó sea por letras, como en el problema primero que- 
hemos resuelto (244), llegamos siempre á un cierto valor de la in
cógnita que satisface á la ecuación propuesta, y este valor, según 
los que tienen los datos en cada caso particular, dá origen ó expre
siones que es necesario interpretar y ver hasta qué punto satisfacen 
las condiciones del problema, lo cual constituye lo que se llama dis
cusión de los valores de la incógnita de una ecuación.
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247. Toda ecuación de primer grado con una incógnita, puede

reducirse á la forma
[1 ],

siendo A una cantidad entera y positiva, y B una cantidad entera 
también, pero que puede ser positiva ó negativa.

En efecto, después de quitados los denominadores, y hecha la 
trasposición de términos, podemos efectuar las operaciones indica
das, ó sacara) por factor común, de modo que llamando A al coe
ficiente de a?, y B á la cantidad constante, la ecuación propuesta se 
reducirá, ó se podrá reemplazar por la ecuación Ao)=B, y si en esta 
el coeficiente A es negativo, podremos multiplicarla por — 1, lo cual 
equivale á cambiar el signo á todos sus términos, y llegaremos á la 
ecuación [1 ], en la que A es entero y positivo, y B siendo entero, 
puede ser positivo ó negativo.

248. La incógnita de una ecuación determinada de primer grado
A

tiene siempre un valor de la forma — que la satisface^ y no tiene mas
B

que uno.
Hemos visto que toda ecuación de primer grado con una incóg

nita se puede reducir, sin que el valor de ésta se altere, á la ecua
ción [1]; por consiguiente todo valor de la incógnita que verifique á 
la ecuación propuesta, debe verificar á la trasformada [1], y recípro-

B
camente; pero á la ecuación [1 ] sólo la verifica el valor dea?=—;

A
luego á la propuesta la verificará también éste y sólo este valor.

El valor de la incógnita de una ecuación determinada de primer
jg

grado siendo de la forma - ,  es claro que tendrá que ser siempre real

y conmensurable, á no ser que los datos sean números inconmensu
rables ó expresiones imaginarias; y siendo conmensurable, podrá 
ser entero ó fraccionario, positivo ó negativo, ó bien de la forma 
0 B . 0
A ’ 0  ̂ ()■

Estas expresiones ó valores verifican siempre á la ecuación de 
donde provienen y la convierten en una igualdad; pero no siempre 
verifican á las condiciones del problema, como vamos á ver en esta 
lección.

249. Si B > 0 , el valor de x  es positivo, el cual podrá ser entero
11

J
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Ó fraccionario, y en ambos casos este valor satisface, en general, no 
sólo á la ecuación sino al problema que le dió origen, y digo en ge
neral, porque hay casos especiales en los que el valor positivo de la 
incógnita no cumple con todas las condiciones que la naturaleza del 
problema exige, en cuyo caso hay que desecharle. En efecto, si el 
número que representa x  ha de ser por su naturaleza entero y resulta 
fraccionario, es claro que esto indica una imposibilidad en el proble
ma; pues no cumple con la condición precisa de ser entero. Si por el 
contrario, lo que se busca es una fracción, ó un número fraccionario, 
y hallamos que es entero, también vendremos á concluir que el pro
blema no puede verificarse en todas sus condiciones, y por consi
guiente es imposible. A excepción de estos dos casos de exclusión, es 
valor positivo de la Incógnita satisface siempre al problema de donde 
proviene.

250. Si B<T0, el valor de x  es negativo; y entonces hay que con
siderar varios casos. En primer lugar podrá ser entero ó fraccionario, 
y esto en nada alterará su significación en el problema, á no ser que 
como en el caso anterior, circunstancias especiales excluyan uno de 
estos valores.

Si circunstancias especiales no excluyen el valor fraccionario, ó el 
entero, podrá suceder que el valor que representa x  en el problema, 
pueda ser tomado en los dos distintos sentidos de que hemos hablado 
al ocuparnos de las cantidades negativas, y en ese caso, si no hay en 
el problema condiciones que determinen de antemano uno de estos 
sentidos, el valor negativo lo mismo que el positivo, satisface á la 
cuestión, con sólo tener en cuenta que el valor negativose ha de con
tar en un sentido contrario al que se coiitaria si fuese positivo.

Asi, si X representa el haber de una persona, y hallamos un valor 
negativo — ", diremos que aquella persona lo que tiene es una deu
da — a de a reales. Si expresa la distancia de un punto á otro consi
derado como origen, en una línea en la cual se ha convenido que 
las cantidades positivas se cueiilcu á la derecha, el valor — a nos in
dicará que dicho punto se halla á la izquierda y á la distancia a; si 
representa la época en que ocurrió un suceso con relación áotra que 
se toma por origen o punto de partida, el valor positivo ó negativo 
sólo nos indicará si dicho suceso ocurrió después ó antes de esta 
época; y el tiempo trascurrido será siempre el valor numérico de la 
cantidad, es decir a. Si expresa la longitud ó latitud de un lugar, el



valor positivo ó negativo hallado para la incógnita, nos indicará el 
sentido en que se ha de tomar, es decir si es oriental ú occidental, 
si setrata de la longitud; y si déla latitud, nos indicará si es boreal 
ó austral; y lo mismo diríamos de cualquier problema en el cual el 
valor de la incógnita pudiera tomarse en dos sentidos opuestos, y que 
en el enunciado del mismo problema no hubiera condiciones restric
tivas que marcasen ya uno de estos dos sentidos.

251. Si en el enunciado del problema hay condiciones que mar
can el sentido en que debe tomarse la incógnita, el cual está indica
do por el valor positivo de la misma, el valor negativo nos indicará 
una imposibilidad en el problema, y como tal deberá desecharse.

Así, si tratamos en determinar el tiempo que trascurrió desde una 
época dada, áun cierto acontecimiento, y hallamos un valor negati
vo, diremos que el problema es imposible; pues en vez de haber 
trascurrido tiempo desde dicha época hasta el acontecimiento, que es 
lo que tratamos de hallar, vemos que dicho acontecimiento ocurrió 
ántes de la época que se nos da. Si tratamos de hallar la distancia á 
que se encontraran dos móviles que corren en una misma dirección, 
y que parten de dos puntos fijos, y hallamos para valor de la incóg
nita un valor negativo, nos indica desde luego que el problema es 
imposible; pues deberla tomarse este valor en el sentido contrario, 
lo que no puede ser por estar ya determinada en el problema la di
rección en que dichos móviles corren; de modo que en vez de en
contrarse á una derla distancia que es lo que buscamos, se han de
bido encontrar ya ántes, por consiguiente se nos pide en el problema, 
lo que no es posible que se verifique, lo cual está marcado jpor el va
lor negativo.

252. Como el valor de una incógnita nos indica, según sea po
sitivo ó negativo, el sentido en que dicho valor se ha de tomar, 
cuando el valor negativo nos indique, por las condiciones restrictivas, 
una imposibilidad, si variamos en el problema esta condición, lo 
cual equivale á tomar ciertas cantidades en sentido contrario de 
aquel en que antes se tomaron, obtendremos un nuevo problema de 
condiciones restrictivas también, que se verificará para el mismo va
lor bailado, considerado positivi.mente.

Si no está bien clara la condición que ha de cambiarse para que 
el problema modificado tenga por solución el mismo número hallado, 
se puede determinar fácilmente, traduciendo al lenguaje vulgar la
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ecuación que resulta de cambiar x  en — x  en la ecuación propuesta; 
porque en efecto, si representamos por ¿c' el valor — Xy y ponemos 
en la ecuación propuesta x' en vez de Xy hallaremos para x ’ el mismo 
valor negativo que podremos representar por — a, de modo que se 
tendrá x^—— a; pero — x\ luego — x = — a, ó x = a  será el
valor de la ecuación que se obtiene cambiando x  en — Xy en la pro
puesta.

233. Si la cantidad que representa x  no es por su naturaleza 
susceptible de poderse tomar en dos sentidos enteramente opuestos, 
y hallamos sin embargo para valor de x  una cantidad negativa, de
bemos concluir que el problema es imposible de verificar en todas 
sus condiciones físicas.

Lo mismo que en el caso anterior, podremos hallar otro problema 
que tenga por solución el mismo valor numérico, pero positivo, el 
cual se obtendrá, como hemos dicho, traduciendo la ecuación que se 
obtiene cambiando x  en — x  en la ecuación del problema dado, lo 
que dará origen á un problema de la misma naturaleza, pero con 
la diferencia de que ciertas condiciones deberán tomarse en sentido 
contrario de aquel en que se tomaban en el problema propuesto.

234. Sucede á veces que siendo el problema posible, áun te
niendo en cuenta las condiciones restrictivas que marcan uno de los 
sentidos en que la incógnita se debe tomar, hallamos sin embargo 
un valor negativo para la incógnita de la ecuación, y por consiguiente 
aparece como imposible; lo cual indica que hay algún vicio cometido 
en el planteo del problema. En efecto, al poner un problema en 
ecuación, tenemos que hacer algunas veces, hipótesis particulares 
en que nos apoyamos, y si al hacer estas hipótesis alguna de ellas 
es falsa, llegaremos á un valor negativo que nos dirá, no que el pro* 
blema sea imposible, sino que alguna de las hipótesis que hemos 
hecho en el planteo de la ecuación es falsa. Por eso, en un problema 
cualquiera, ántes de concluir diciendo que es imposible, es necesario 
que esteraos seguros de no haber cometido ningún error en los cálcu
los, ni haber hecho ninguna hipótesis falsa en el planteo de la 
ecuación.

233. De todo lo dicho respecto á los valores negativos de la in
cógnita de una ecuación, resulta:

Í.° Que el valor negatm  de la incógnita de una ecuación nos 
exp.resa la solución del problema de un modo generaly cuando la
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cantidad que dicha incógnita representa, es susceptible de ser tomada 
en dos sentidos opuestos y no hay condiciones que marquen de ante
mano, en cual de estos sentidos hay que lomarla.

2. ® Que el valor negativo de una incógnita nos indica una impo
sibilidad en el problema, aunque la cantidad que represente sea sus
ceptible de ser tomada en dos sentidos, siempre ^ue alguna condi
ción exprese que ha de ser tomada en uno de estos’, en cuyo caso, 
el valor negativo nos indicará que habrá de tomarse en el otro, Ib 
cual es contra lo que en el enunciado se pide.

3. ° Que el valor negativo de la incógnita nos indica una impo
sibilidad en el problema, siempre que la cantidad que represente no 
sea susceptible de ser tomada en dos sentidos distintos.

4. '’ Que el valor negativo de la incógnita puede indicarnos no 
una imposibilidad del problema, sino algún error en los cálculos, ó 
al,una hipótesis falsa hecha en el planteo de la ecuación, y tina vez 
corregido el error, ó deshecha aquella hipótesis falsa, llegamos á un 
valor positivo que es el que verifica al problema.

b.° Que el valor negativo de una incógnita de un problema puede 
convertirse en el valor positivo de otro problema de la misma natu
raleza, en el cual ciertas cantidades ó ciertas condiciones que se to
maban en un sentido, se toman en sentido contrario; y que el enun
ciado del problema modificado se obtiene, traduciendo al lenguaje 
vulgar la ecuación que resulta de sustituir en la propuesta x  
por  — X .

In tern re ta e lon  d c ln s  e x p re s io n e s  y ~  cu a n d o  r e s o lt e n  p a ra  v a lo -A O O
r e s  d e  la  in c ó g n ita  d e  u n a  eciiacion>

236. Los valores de los datos de un problema, á veces son tales, 
que reducen á cero á una de las cantidades generales A ó B y en al-

0 B 0
gunasocasiones álos dos, dando origen á las expresiones "q *

las cuales vamos á interpretar en esta discusión.
Si hacemos B =  0 en la ecuación Aâ  =  B, y en el valor de la in -

B 0
c4gnita sacado de ella obtenemos Aa7 =  0 y íc=  — , que

A A
nos dice que el valor de ices cero, puesto que cero partido por cual



quier cantidad da cero de cociente, lo que está conforme con la 
ecuación, pues el número que multiplicado por A nos da cero, no 
puede ser otro que cero.

Ahora bien, si nosotros buscamos un número que había de cum
plir con ciertas condiciones, y éstas se reducían á satisfacer la ecua
ción Aa? =  B, en la cual B =  0, se ve que no hay número que la ve
rifique, y en ese caso el problema es imposible en este sentido; pero 
este valor sin embargo tendrá su significación en cada caso especial, 
pues denotará el origen de toda cantidad ya sea positiva ó negativa.

La ecuación es absurda, porque tratando de hallar el número que 
multiplicado por A nos produce cero, se ve que es imposible, pues 
no hay ningún número que cumpla con esta condición; luego el va

lor ~  =  0, nos indica en general una imposibilidad en el problema, 
A

tal como se pide, pero que tiene su interpretación física tomande 
por solución el valor cero, ó sea el origen de las cantidades positivas 
y negativas. La ecuación es absurda, pues no hay ninguna cantidad 
numérica que la satisfaga, y sólo desaparecerá el absurdo haciendo 
í c = 0 ,  en cuyo caso se tiene la igualdad evidente A x O  — 0.

257. Si ahora suponemos A = 0  sin que B lo sea, la ecuación
, B

propuesta y el valor de x ,  se reducirán á 0 X £ c= B , y x =  — .

Desde luego se ve que la ecuación Aíc= B ,  es absurda en la hipó
tesis de ser A = 0 ; pues no hay ningún número finito que puesto en 
vez de x  la satisfaga, porque cualquier número multiplicado por cero 
nos da cero; y como B no lo es, se sigue que la ecuación 0 = B , ó sea 
O xm = B , ó A x cc= B , es absurda en el caso de ser A = 0 .

B . . .El valor - -  nos expresa una cantidad infinitamente grande, o sea

infinito, que se representa por el signo oo . Para convencernos de ello, 
observaremos que si el divisor de una división disminuye, el cocien
te aumenta; así, si hacemos sucesivamente A=0,001 , 0,00001»

B
0,00000001, etc., los valores de la expresión — , serán

A
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B
=  1000B,-

B
lOOOOOB,-

B
0,001 ’ 0,00001 .............................." ’ 0,00000001
donde vemos, que si le damos á A un valor menor que cualquiera
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cantidad dada, el cociente i ,  podrá ser mayor que cualquiera can-
^ . B

tidad dada también; luego si hacemos A = 0 , la expresión — expre

sará una cantidad infinitamente grande, ó sea xnjímto.
Al hallar para valor de a; una expresión de esta forma, o sea, 

como hemos visto, un valor infinitamente grande ó infinito, es claro 
,]ueno hay valor alguno finito que pueda verificar al problema y

á la ecuación; luego esta expresión® =00 hallada para valor de un

problema, nos indica-que es imposible, y la ecuación absurda; pero 
la ecuación Aíc= B ,  hemos visto que es evidentemente absurda ha

ciendo A = 0 ; luego el valor de está conforme con la ecuación,

y corresponde perfectamente, áun en este caso, para probarnos la 
imposibilidad del problema y el absurdo que dicha ecuación expresa.

Estas soluciones, que se llaman infinitas, pueden ser positivas en 
unos casos, negativas en otros, en algunos indiferentemente positi
vas ó negativas, y en todos casos indican imposibilidad en el pro 
blema. En algunos problemas de geometría, pueden tener interpre
tación estas raíces infinitas.

258. Si suponemos A = 0  y B=:0, la ecuación y el valor de la 

incógnita se convierte en O x ¿c= 0 , y q-í indica que

cualquier número multiplicado por cero nos da cero, y por consi

guiente la expresión ^podemosconsiderarla como simbolo de inde- 

terminación, puesto que la ecuación queda satisfecha siempre para 

cualquier valor que se le dé á m. Además, podemos hacer ver, que -

puede ser el símbolo de la indeterminación, ó sea una expresión que 
puede representar cualquier número. ^

En efecto, supongamos que los dos términos de la fracción — van

decreciendo, y que permanece constante su relación: en el límite
O O

esta relación será también la misma; pero el límite es luego ^
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B
puede representar la relación cualquiera — de dos números; y como

esta relación es un numero indeterminado, es claro que ^puedeser

el símbolo de la indeterminación.

259. Aunque generalmente la expresión indica el símbolo de

la indeterminación, hay casos en que no es así; sino que puede ser 
que un valor de una fracción tome esta forma, á causa de haber en 
sus dos términos un factor común, que se reduce á cero por una 
hipótesis particular; de modo, que si antes de hacer esta hipótesis 
quitamos ese factor común, lo cual está permitido, y después hace-

0
mos la misma hipótesis, dicha fracción puede ya no tenerla forma —,

sino representar un valor finito, cero ó infinito, según que ese fac
tor esté contenido en el numerador de la fracción un número de 
veces igual, mayor ó menor que en el denominador.

. . .  . a^-ah~-%h^ - ® k • jAsí, la expresión x — -; ^— se reduce a h a c i e n d o

a =  26.

En efecto , x  =

2a2— 3a6— 26 ’̂ 0
pero si ántes de hacer

86^— 662-262 0 ’ 
fl= 26 , observamos que el valor de x  se puede simplificar quitando 
el factor a— 26 que hay en los dos términos, se tendrá para el valor 

a-\-h
simplificado x  —  ̂ en el cual, si hacemos la hipótesis anterior

a =  26, se tiene — ^  —  Luego el verdadero valor de
46-t-6 56 5  ̂ •

3
X no es indeterminado como se podria haber creído, sino que es —.

D

Esto prueba, que para decir que la expresión — es el símbolo de

la indeterminación, es necesario que la fracción de donde proviene 
no pueda simplificarse.

R e g la  para h allar «*l lím ite  de u na fi*acclon cuando en su s d os térm in os  
existe  ujta c a iu id a d  va ria b le  qu e  tien d e  h é cia  Inflntto.

260. Cuando en los dos términos de una fracción existe una
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cantidad variable que tiende hacia infinito, dicha fracción se con^ 
vierte, al llegar á este límite, en cuya expresión todavía no 
sabemos interpretar; pero en muchos casos este límite suele ser 
un número finito, y conviene saber como se determina; para ello se
guiremos Ja siguiente regla:

261. Para hallar el límite hacia el cual tiende uno fracción cuan- 
do en sus dos términos existe una cantidad variable que tiende hacia in
finito, no hag más que dividir sus dos términos por h¡ potendamayor á 
que esté elevada esta variable, hacerla luégdigual á infinito, y ,el valor á 
que se reduzca la expresión será el limite pedido.

Para ver el valor final hemos de observar que toda cantidad fini
ta partida por otra infinita da de cociente cero, por una razón análo
ga á la que dimos para demostrar que toda cantidad finita dividida 
por cero, da de cociente infinito.

â — 26"-
Así, el valor de x  en la expresión x = 2a"— 262

, que se reduce á

\
{x =  ^ ,  cuando a = o o  , es igual á —, haciendo lo que la regla ante

rior prescribe.

In terpretación  de laa expresion es — , o>— co y Ox co

Vemos que la expresión ™  es igual á coro; pues cuando

el denominador de una fracción es infinitamente grande, el valor de 
la misma es infinitamente pequeño; y del mismo modo podemos de-

ducir, qu e-^  =  <30 , lo mismo q u e - - ;  pero las expresiones-^-,

00 —  00 Y Ox<X) es menester que veamos lo que representan. Para

ello, consideraremos las dos fracciones —  y — , con las cuales Índi
ce y

caremos y efectuaremos las operaciones que están marcadas en estas 
expresiones, haremos después x  =  0 é y =  0, y  tendremos lo que se 
desea.
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Así,
i  i
— haciendo ahora cc =  0 é í/ =  0, se tiene ^  ;
4 ¿c 1 U
y O

luego la expresión indica en general, como —, el símbolo de in

determinación.

Sea ahora — -
X

\ 1

1 y ^ x
x y

; de donde, haciendo a? =  0 é y =  0,

se tiene — —  -  =  oo —

\
Y por último, de la expresión íc x  — =  —, se deduce, haciendo

\ 0
también cc =  0 é y =  0, que O x -  =  0 x c o =  luego estas tres

K!
expresiones indican lo mismo que —.

263. Hemos visto, que si los valores de la incógnita de una 
ecuación son cero ó oo , dicha ecuación es absurda; y ahora vamos á 
probar, que si la ecuación es absurda, e l  valor de la incógnita ha de 
ser  CERO 6 infinito.

En efecto, si la ecuación k x = ^  es absurda, ningún valor finito de 
X  puede verificarla; por consiguiente, las dos cantidades A y B no 
pueden ser números finitos á la vez; porque si lo fueran, el valor de

o í =  - ,  que sería finito, la verificaría, y en ese caso no sería absur- 
A

da, lo cual es contra la hipótesis.
Tampoco pueden ser las dos cero, ó las dos infinito, porque en -

0 ,00
tónces se hallarían para valores de x  expresiones de la forma — o— ,

que acabamos de ver son símbolos de indeterminación, y por consi
guiente las ecuaciones idénticas 0X 2̂ = O, ó oo X x  =00 , quedarían 
satisfechas para cualquier valor de x , lo cual no puede ser, puesto 
que la ecuación es absurda; luego A tiene que ser cero ó infinito, sin 
serlo B; ó B tiene que ser c'>ro ó infinito, sin serlo A; pero de todas 
estas combinaciones resulta, para valores de x .
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®  ®  ACD=— = o e ,  o c c = — = U ,
0 <x>
0 , 00

i T = — =  0 ,  0 £ c = —=  oo;
A A

luego el valor de x  es, como hemos dicho, cero ó infinito, según se 
quería demostrar.

LECCION X X V III.

Ejemplos de discusión de proljlemas de primer prado con tina inciiipnita. 

Ejemplo« de dlscnston de problemas de primer grado eon lina incógnita.

264. P r o b l e m a  I. Un destajista toma xin cierto número dejor- 
nalerospara hacer una obra, y  se propone gastar diariamente una 
cierta canli ’ad: si paga los jornales á m reales, le sobran de la can
tidad acordada a reales; y  si los paga á n, faltan b reales. Se pregun
ta cuál es e' número de jornaleros, y la cantidad, que se propuso gas
tar diariame7ite.

Sea d a  cantidad que se propuso gastar cada día, y ¡r el número 
de jornaleros; y se tendrá que, pagando cada jornal á m reales, x  
jornales serán m x; y como entonces sobran a reales de los que se 
propuso gastar, tendremos

c =  m x -^ a  [1].
Del mismo modo se hallará c =  nx  —  b; y por consiguiente, la 
ecuación qne da el número de jornaleros, será 

nx  —  b ~ m x -\ -a  [2 ]; 
a-\-b

de la cual se deduce x = -------- .
n— m

La cantidad que diariamente deberá gastar será, según la rela
ción [4].

a + 6  — ma m&H-na
c =  m -a =

n— m n— m n—m
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El valor de x  sacado de la ecuación [2 ], representando el número 
de jornaleros que el destajista ha de tomar, tiene que ser por su na
turaleza entero y positivo; y cualquier número que no cumpla con 
estas dos condiciones, nos indica una imposibilidad en el problema.

En efecto, demos á las cantidades conocidas en esta cuestión ge
neral valores particulares, y veamos lo que en cada caso se obtiene.

Demos en primer lugar los valores a = 9 , 0 = 1 7 , w  =  7, y n =  9. 
El enunciado del problema será: Un destajista toma un cierto numero 
de jornaleros para hacer una obra, y se propone gastar diariamente 
una cantidad: pagando los jornales á 7 reales, le quedan de la canti
dad diaria 9 reales; y pagando los jornales á 9 reales, le faltan 17. 
¿Cuántos son los jornaleros y la cantidad que diariamente se propone 
gastar?

Como este enunciado no se diferencia del general mas que en los 
valores particulares de les datos, las formulas halladas nos darán los 
números que se buscan; así, el número de jornaleros será

9 + 1 7  2
X  = 13.

9— 7 2
La cantidad que se propuso gastar diariamente, será 

7. / )7_4_9*9 119+81 200
c = 2 2 100,

9— 7
lo cual es fácil comprobar.

Si ahora suponemos que a = 1 3 , 6 = 24 , w = 11  y n = 1 3 ; hallare
mos para el número de jornaleros,

1 3 + 2 4  37
X- 94;

l o  — 11 4
resultado absurdo, pues el número de jornaleros ha de ser por su 
naturaleza un número entero; luego según hemos dicho (249), el 
valor positivo de la incógnita de un problema, puede no satisfacer á 
este problema, si este número es fraccionario y por su naturaleza 
debia ser entero. Por consiguiente, el valor fraccionario positivo 
puede indicarnos imposibilidad en el problema, siempre que el nú
mero que represente la incógnita deba ser por su naturaleza un nú
mero entero. S in < i m, en ese caso el valor de x  será negativo; y 
como el número que representa x  no es susceptible de ser tomado 
en dos acepciones, el problema será imposible de verificar con seme
jante hipótesis.



En efecto, demos álos datos los valores particulares a = 9 ,  h—M ,  
m = 9  y n = 7 , y hallaremos para el número de jornaleros,

7— 9 — 2

Resultado que en el caso presente nos indica, que el problema es 
imposible y la ecuación absurda: porque si consideramos el enun
ciado correspondiente á este caso, veremos, que pagando los jorna
leros á m, ó sean 9 reales, sobran de la cantidad estipulada 9 reales; 
y pagándolos á n, ó sean 7 reales, en ese caso faltan M ,  lo cual se 
ve que es absurdo; pues siendo menores ios jornales en el segundo 
caso que en el primero, debía no faltar, sino sobrar más de lo que 
sobró en el primer caso; luego el valor negativo de una incógnita 
nos expresa una imposibilidad del problema, siempre que la canti
dad que dicha incógnita represente no sea susceptible de ser tomada 
en dos sentidos distintos (255-3.°)

Pero hemos dicho en la lección anterior, que el valor negativo de 
una incógnita, considerado positivamente, puede ser solución de 
otro problema de la misma naturaleza, con sólo la diferencia de to
mar ciertas condiciones en sentido contrarío; y que el enunciado de 
este nuevo problema se obtiene traduciendo al lenguaje ordinario 
la ecuación que resulta de sustituir x  por — x  en la ecuación que 
nos da el valor negativo. Así, si quisiéramos modificar este problema 
imposible, y obtener otro que quedase satisfecho para el mismo valor 
numérico de la incógnita tomado positivamente, sustituíriomos en 
la ecuación [2] x  por — x,  y hallaríamos nx— b= — ó cam
biando los signos, tendremos la igualdad

nx~\-h=mx— a [3 ] ;
que traducida al castellano, nos daría el siguiente enunciado:

Un destajista toma un cierto nùmero de jornaleros para, hacer una 
obrUy y piensa gastar diariamente una cierta cantidad: pagando los 
jornales á m realeSy le faltan a; y  pagándolos á n, le sobran b. Se 
quiere hallar el nùmero de jornaleros y la suma que ha de gastar dia~ 
riamente.

El enunciado primitivo sirve para el caso de ser n > -w , y éste 
para cuando nC^m, y como el primero nos da un valor negativo si

se tiene n < .m ; pues el valor de x  es, x-
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éste nos dará un
n— m
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valor positivo, por tener para x  el valor x —
a-\-h
m— a

Ásí dando á los

datos generales en este problema modificado los valores a = 9 ,  
6 = 1 7 , m = 9  y n = l  que en el propuesto daban el valor x  — — 13, 
hallaremos,

9 + 1 7  26

conforme debia suceder.
Si á n y m damos valores iguales, hallaremos, en ambos enuncia-

1 t ■» i • ' • ^dos para valor de la incognita x =  —q- =  > cuyo valor nos indica

una imposibilidad en el problema y un absurdo en la ecuación; en 
efecto, no hay ningún número finito de jornaleros que cumpla con 
las condiciones indicadas, luego el problema es imposible; la ecua
ción es absurda, pues haciendo m = n , se obtiene n x —h = n a ;+ a , de 
donde 0 = a + 6 ,  lo cual es absurdo pues a y b son dos números posi
tivos cuya suma no puede ser cero; todo lo que está conforme con lo 
dicho en la lección anterior (257).

Pkoulema II. Una persona tiene a años, otra tiene b; ¿en qué 
tiempo la edad del primero seria m veces la del segan lo?

Sea X el tiempo que media entre la actualidad y la época en que 
la edad del primero es m veces la del segundo, tendremos

a+ £c =  (6+cc)m,

de donde se deduce x =  -------
m—1

El valor de x  puede ser entero ó fraccionario, y como no hay con
dición para excluir uno de estos valores, tanto el calero como el 
fraccionario satisfarán á la cuestión.

Puede ser además este valor positivo ó negativo: positivo siempre

que sea m y a ^ 6 m ; .y negativo, siempre que sea bm y

in <
> 1; pero como la cantidad que representa ;r puede tomarse en

dos sentidos distintos, según se cuente antes ó después de la época 
actual, y como no hay ninguna condición restrictiva que marque uno 
de estos sentidos con exclusion del otro, se sigue que tanto el valor 
positivo como el negativo satisfacen á la cuestión, debiéndose tan 
sólo tener presente que el positivo se cuenta después de la época ac



tual, y el negativo antes, y se enunciará diciendo que se verificó lo 
que se pide hace tanto tiempo, ó que se verificará después de tanto 
tiempo.

Así, supongamos que la primera persona tenga 57 años, la segun
da 9, y queremos saber cuando la edad de la primera seria cuatro 
veces la de la segunda; hagamos a = b l , 6 = 9 , y m— i  y se tendrá
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57— 9 x 4  n
X  =

4— 1 3
y en efecto si la primera tiene 57 años y la segunda 9, dentro de 7 
años, tendrán 64 y 16, donde vemos que 64 es cuatro veces 16, se
gún se pedia.

Si suponemos ahora que se tiene a = 4 8 , 6 = 3 2  y 7?^=5 se hallará

48— 32-5
x =  -

48— 160 -112
5— 1 28,

que prueba que si una persona tiene 48 años, y otra 32; hace 28 años 
que la primera tenia una edad o veces mayor que la segunda. JEn 
efecto, hace 28 años tendría la primera 20 años, y la segunda 4, don
de vemos que 20 =  4 x 5 ,  lo cual justifica el problema.

Los valores de x  hallados en cada caso particular del problema en 
cuestión, deben estar por su naturaleza comprendidos entre ciertos 
límites, de los cuales no pueden pasar sin faltar al sentido de la 
cuestión. Estos límites son, si se trata de valores negativos, la edad 
del menor; porque debiéndose quitar el valor negativo de las edades 
de las dos personas, para encontrar la época pedida, si este valor 
negativo fuese igual ó mayor que la edad del menor, se llegaria á 
una imposible, pues daría origen á edades negativas ó á la edad cero, 
que ambos indican carencia de la persona que la tiene; así una per
sona que tiene la edad cero, equivale á decir que no hay tal persona, 
que no existe ni ha existido, y decir quo una persona tiene por edad 
un número negativo, es una cosa que no tiene sentido y por consi
guiente inadmisible.

El límite superior está determinado por la edad del que más viva, 
á pesar de que podemos, aunque ambas personas mueran, hacer la 
hipótesis de que si vivieran á los cuantos años, la una tendría ó hu
biera tenido si viviese ni veces la edad de la otra.

Si hacemos m = 1  sin que a sea igual 6, hallaremos para x  el va
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lor cc=^-—  5 que prueba que nunca la edad del primero será igual

á la del segundo, pues por hipótesis a=.\zb.
Esta solución infinita nos indica que la ecuación es absurda, pues 

se reduce por esta hipótesis á de la cual se deduce
a = b ,  lo que según la hipótesis no es cierto.

Además este valor no es otra cosa sino el límite hacia el cual se va 
aproximando á valer cc á medida que m se va aproximando á valer 4 . 
En efecto si es necesario que vaya disminuyendo para apro
ximarse á valer 1; pero á medida que m disminuye, el numerador 
aumenta por disminuir el sustraendo, y el denominador disminuye 
por disminuir el minuendo; luego la fracción por esta doble razón 
aumentará, y como el numerador tiende á valer la cantidad finita 
a__b, y el denominador decrece cuanto se quiera hasta cero, el va
lor d ¡ a; crecerá indefinidamente en valor numérico, luego el límite 
es infinito. Lo mismo se prueba cuando m < l .

Si hacemos a ^ h  sin ser , hallaremos para a; el valor x = ^ a ,  
cuyo resultado nos indica un imposible, pues hemos dicho que el 
límite de los valores negativos es la edad del menor, porque qui
tando de la edad del menor un número igual de años, llegamos á la 
edad cero de una persona que indica carencia de la misma; luego el 
problema es imposible en este caso. La ecuación se verifica para el 
sólo valor de — a; porque entonces se reduce á 0 = 0 x m ; pero
fuera de este caso indica un absurdo, pues no siendo m =  
nunca puede ser igual á En efecto, si dos personas tienen
la misma edad, debieron nacer á un mismo tiempo, y como para las 
dos corre éste de la misma manera, en cualquier época que se les 
considere tendrán siempre la misma edad, y por consiguiente pedir 
cuando la del uno será doble, triple, etc., de la del otro, es pedir un 
imposible.

Si hacemos por último a = b , y , entonces el valor de x  se re-

duce á ® = - ,  que nos indica el símbolo de la indeterminación, pues

el numerador del valor de x  se reduce á cero con independencia del 
denominador; y así debe ser, porque si dos personas nacen á un 
mismo tiempo, en cualquier época tendrán ambos la misma edad.

265. Problema III. Dos móviles M y  M' parten á m  mtsmo 
tiempo de los puntos A y B que distan d kilómetros, y recorren en una



mwna dirección la recta YX; el uno con una velocidad de a kilómetros 
por hora, y el otro de b; ¿á qué distancia del punto B se encontrarán? 
^ M W
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Y E' A B E X
Representemos por cc la distancia del punto B al punto E de en

cuentro, en cuyo caso la distancia AE estará representada por x-\-d.
Suponiendo que el movimiento de los móviles es uniforme, es de

cir, que en tiempos iguales corren espacios ¡guales, el tiempo que 
el móvil M empleará en correr el espacio AE, estará representado

y el que emplea el móvil M' en correr el espacio BE, se-
Cl

00 trá —; y como estos tiempos son iguales, se tendrá

x~\-d

de donde se deduce fácilmente x ~

[1 ].
hd

a — Ò
La naturaleza de la cuestión no excluye los valores porque sean 

enteros ó fraccionarios, por lo cual no tendremos en cuenta esta con
dición.

Por consiguiente, todo valor positivo satisfará á la cuestión, y el 
número que hallemos nos expresará la distancia del punto B al pun
to E de encuentro y que evidentemente estará á la derecha de dicho 
punto B. Así, haciendo c?=40, y 6 = 7 , hallaremos, para el
punto de encuentro de los dos móviles, la distancia

7 x 4 0  280

lo cual nos dice que se encontrarán á los 56 kilómetros; y si quisié
ramos saber á qué tiempo se verificará el encuentro, no habrá mas 
que partir el espacio 56 por la velocidad del móvil que parte de B, 
la cual es 6 = 7 , y hallaremos que el encuentro se verifica á las 8 ho
ras de partir. Del mismo modo lo hubiéramos hallado dividiendo el 
espacio 56-1-40=96 por la velocidad del móvil M que es 12; en efec
to, 96 partido por 12, da 8 de cociente.

Si suponemos como caso especial a = 2 6 , hallaremos para va
lor de X

hd hd
X  =

26— 6 6
12
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lo cual está conforme con el problema; pues teniendo el móvil M do
ble velocidad que en un mismo tiempo han de correr un espa
cio doble también, pero corriendo M' la distancia íí kilómetros, el 
móvil M correrá esa misma distancia, más la que media entre ellos 
que también es d, luego corre como debia %d.

El valor de'a? será positivo, y por tanto satisfará á todas las condi
ciones del problema siempre que se tenga o > 6 ,  lo cual está confor
me con lo que debe ser, pues teniendo el móvil que va detrás mayor 
velocidad que aquel que vá delante, indudablemente tiene que al
canzarle á mayor ó menor distancia, siendo el punto de encuentro á 
tanta menor distancia, cuanta mayor sea la velocidad de M con rela
ción á la de áE; y esa misma distancia será tanto mayor cuanto mas 
se aproxime la velocidad a á valer b.

En efecto, del valor de x  se deduce, dividiendo por á,
d

A medida que la velocidad a es mayor que la velocidad 6, el que

brado — va aumentando, y el denominador va por consiguiente au- 
h

mentando también, y cuando a sea infinitamente grande respecto 
de b, el valor dea? será infinitamente pequeño.

Si a tiende á ser igual h, la fracción — tiende á valer la unidad,
h

y cl denominador tiende hácia cero; luego el valor de x  es cada vez 
mayor á medida que a tiende á ser igual á 6, y en el caso de sera = 6 , 
el valor de x  es infinito, lo cual prueba que no es posible que se en
cuentren enei espacio finito; es decir, que el problema es imposible, 
y la ecuación absurda (2o7).

En efecto, si los móviles parten de dos puntos A y B que dis
ten una cierta cantidad, y ambos llevan la misma velocidad, es claro 
que siempre les separará la misma distancia que tenían en e! punto 
de partida, y como á medida que estas velocidades tiendan a ser 
iguales, el punto de encuentro irá distando de B cada vez más; 
cuando la diferencia sea menor que cualquier cantidad dada, ó lo 
que es lo mismo, cero, la distancia será mayor que cualquiera can
tidad dada ó sea infinito.

La ecuación es absurda, porque haciendo en ella esta hipótesis se
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obtiene—= ------- , de donde se deduce, d = 0 ; lo cual es absurdo,
a a

pues se supone que d no es cero.
Si para evitar este absurdo suponemos que se tiene al mismo0

tiempo que a = b ,  d— Q, el valor de x  se reduce a x  — — , que nos

indica el símbolo de la indeterminación; porque ambos términos se 
reducen á cero con independencia el uno del otro.

Realmente esto nos indica una imposibilidad en el problema, pues 
si parten juntos y con una misma velocidad siempre irán juntos, que

es lo que indica el símbolo que en cualquier distancia que se Ies

considere irán juntos; pero el problema no es posible que se verifi- 
■que, porque en él se pide el punto en que se han de juntar, lo cual 
«upone que están separados, y esto no se verifica.

Si suponemos que el valor de x  es negativo, para lo cual se ha de 
tener a<ib , en ese caso tendremos que el problema será imposible; 
pues aunque la cantidad que representa x  es susceptible de dos mo
dos distintos de existir, hay la condición restrictiva de que los mó
viles parten de los dos puntos A y B, y en la dirección ABX, lo cual 
excluye que el punto de encuentro pueda tomarse á la izquierda 
áa B (253— 2.°)

Este problema que desde luégo es como hemos dicho imposible; 
pues llevando el móvil M que va detrás menor velocidad que el M' 
que va delante, cada vez se irán separando más y nunca se encon
trarán, podrá hacerse posible haciendo dos modificaciones.

Primera, quitar la condición restrictiva de que parten de los dos 
puntos A y B, y suponer que los móviles vienen corriendo de atrás, 
y en ese caso pedir el punto de la línea en que se encuentra. En este 
caso, como el punto puede estar lo mismo á la derecha que á la iz
quierda de B, es claro que el valor negativo lo mismo que el positivo 
nos satisfarán al enunciado del nuevo problema, teniendo sólo cui
dado de contarci uno á la izquierda de B y el otro á la derecha; de 
modo que si el valor negativo hallado lo contamos á la izquierda 
de B, tendremos el punto de encuentro. Para probar que esto es así, 
no tenemos mas que modificar la hipótesis falsa que hocemos al su
poner que el punto de encuentro sea E, pues teniendo el móvil M 
menor velocidad que y caminando en la dirección ABX, no po



drá encontrarse á la derecha de B; tampoco podrán hacerlo entre 
A y B; pues estando ya los dos en los puntos A y B, y teniendo el 
que va delante mayor velocidad, no pueden encontrarse entre A y B, 
ósea á la derecha de A; luego tienen que haberse encontrado á la 
izquierda en un punto E^

Llamemos como óntes cc á la distancia que corre el móvil M' 
desde el punto de encuentro E' al punto B, y entonces la distancia 
E'A que corre el móvil M, estará representada por x— d, los tiem
pos en que estas distancias se andan son iguales; luego se tendrá

X  X— d , , ,—= -------, de donde x = - ------;
h a o— a

pero este valor es el mismo que el que hemos hallado anteriormente 
sólo que antes era negativo y ahora es positivo; luego el valor nega
tivo lo mismo que el positivo satisfacen al problema propuesto, en 
el cual se ha quitado la condición restrictiva de partir de los dos 
puntos A y B, la cual excluye el caso de encontrarse ántes de tener 
los móviles esa posición.

La ecuación anterior es la misma ecuación [IJ en la cual liemos 
puesto — X en vez de x ,  y cambiado los signos.

El segundo modo de hacer posible este problema es cambiar el 
sentido de alguna de las condiciones. Por ejemplo, suponer que los 
móviles 811 vez de correr en el sentido AB, que corran en el sentido 
BA; en ese caso, y con sólo esa modificación, el problema será po
sible, y el valor negativo hallado anteriormente tomado en el sen
tido positivo, satisface al nuevo enunciado.

En efecto, si caminan en la dirección BA, el punto de encuentro 
se hallará evidentemente á la izquierda de A, tal como en E^ y lla
mando £c á la distancia AE' será x — d, y la ecuación será como an
teriormente,

X X — d

b a
Si íí— 0 sin que«  sea igual á h, entonces el valor de x  es cero.. 

Que nos dice que el problema es imposible, pues partiendo los dos 
móviles de un mismo punto y con distinta velocidad, jamás se en
contrarán.

CD 00
La ecuación es absurda, pues se reduce á l o  cual no es

6 a
cierto, porque teniendo estas fraccione? iguales los numeradores.

180 EJEMPLOS
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para que fuesen iguales debían serlo también los denominadores.
La solución cero nos manifiesta que sólo están juntos en el origen 

ó punto- de partida, y fuera de él nunca; todo lo cual está conforme 
con lo dicho en la lección anterior (256).

LECCION X X IX .

Ecuaciones de primer grado con más de una incógnita—Método de elm inacion por Buatiin-
cion.—Método de eliminación por reducción—Método de eliminación por igualación.

E o a a clo n c s d e  p rim er grad o con  m ás de u n a in có g n ita .

266. Los problemas y ecuaciones de primer grado que hasta 
nhora hemos considerado, no han tenido mas que una incognita; pe
ro pudiera suceder que el problema contuviera dos ó más incógnitas 
que se hallasen ligadas con los datos por un cierto número de ecua
ciones constituyendo lo que hemos llamado un sistema de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones hemos dicho que puede ser determina
do, indeterminado, ó imposible, según que el número de ecuaciones 
distintas de que consta sea igual, menor ó mayor que el número de 
incógnitas; por ahora nos ocuparemos solamente de los sistemas de
terminados; es decir, de los que contienen tantas incógnitas como 
ecuaciones. Llamaremos sistema de valores al conjunto de aquellos
que verifican al sistema de ecuaciones propuesto.

267. Toda ecuación deprimer grado que contenga varias incógni
tas X, y, z,... puede reducirse siempre á la forma.

ax-hby+cz-l-.-.^k UÌ-
En efecto, podemos quitar los denominadores si los hay, con lo 

cual los valores de las incógnitas no varian (234) y se consigue que 
los coeficientes o, b, c, sean enteros lo mismo que la cantidad cons
tante k; después podemos hacerla trasposición de términos; es decir, 
pasar al primer miembro todos los que tengan incógnitas y al segun
do los que no, lo cual tampoco hace variar los valores de las incógni
tas (232); se saca cada incógnita factor común de todos los términos
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que la contengan, y haciendo por último la reducción y destrucción 
en cada coeficiente, lo mismo que en la cantidad constante, después 
de efectuar las operaciones indicadas que sean posibles ejecutar, lle
garemos á la ecuación [IJ.

268. Se entiende por eliminar una incógnita entre dos ecuacio
nes, deducir de estas ecuaciones otra que no contenga la incógnita 
que se elimina, y nos dé todos los valores que la otra incógnita pue
da tener; es decir, todos los valores que unidos con otros ciertos va
lores de la incógnita eliminada, nos den todos los sistemas que veri
fican á las dos ecuaciones propuestas.

Una vez eliminada una incógnita entre dos ecuaciones y hallados 
Jos valores de la otra, podremos determinar los de la incógnita eli
minada sustituyendo el valor ó cada uno de los valores hallados en 
una de las ecuaciones propuestas y de la que resulte, que no conten
drá ya más que la incógnita que se eliminó, se deduce su valor ó sus 
valores.

Esto supuesto, entenderemos por eliminar una incógnita éntrelas 
ecuaciones de un sistema cualquiera, hallar otro que no contenga 
dicha incógnita mas que en una ecuación, la cual será una de las 
propuestas, y que teniendo las mismas soluciones que el sistema da
do, pueda reemplazarle.

Varios son los métodos de eliminación, nosotros explicaremos los 
más principales que son: el de sustitución, reducción, igualación y 
el de los factores indeterminados ó de Bezout.

Método €lc climluaclon por sostltiicfou.

269. Sean las dos ecuaciones con dos incógnitas
a x ^ h i j= :k

a'x-\~b'y— y  ^
éntrelas cuales hemos de eliminar, por el método de sustitución,, 
una de ellas, la y  por ejemplo.

Si el valor de x ,  que verifica al sistema de ecuaciones propuesto, 
fuese conocido, el valor de y  se determinaría inmediatamente por 

k—  ax , y —  a’x  , .,
una de las formulas i / = — -—  o y = — y — , deducidas de las

ecuaciones dadas; si x  no es conocido, no por eso deja de venir dado 
el valor de y  por una de estas dos expresiones.



Esto supuesto, si sustituimos el primer valor, por ejemplo, dedu
cido de la primera ecuación del sistema [1 ], en la segunda, halla-

fe—  ax

DE ELIMINACION. * 1®^

remos la ecuación b' =  k', que unida con la primera,

nos dará el sistema
aX'\-bg=k

k— ax  
a 'x -^ b ' — ;— [2]

en el cual se halla eliminada la incógnita y , pues no está mas que en 
una ecuación, y además las soluciones del sistema [4 ], son las mis
mas que las del [2 ], y recíprocamente; por lo que se podrá reempla
zar el primero por el segundo.

En efecto, supongamos que « y í3 son los valores respectivos de x  
é y  que verifican al sistema de ecuaciones [4]» y vamos a demostrar 
que estos mismos valores verifican á la ecuación [2]. Puesto que « y í? 
verifican al sistema [1 ], se tendrá

6j5=fe

de la primera se saca í — — ^— , lo cual prueba que la expre

sión se reduce á j5, cuando ponemos « en vez de x ; ahora,
6

si en las ecuaciones [2] sustituimos x  k y  por * y ;3 se tendrá 
fl®—1“ á.̂ -— fe

ó, , ,fê “ íiít j ,
— ;—- — k’

Cl'-'— áj3 — fe

Luego las soluciones del primer sistema verifican al segundo.
Recíprocamente, si los valores a y j3 verifican al segundo sistema, 

vamos á demostrar que también verificarán al primero.
Siendo a y jS soluciones del sistema [2 ], se tendrá

a«-l-ái3=fe
Je— ax , ,

flV-i— ~— — fê »

fe— ax
pero de la primera de estas ecuaciones se deduce —̂  ; luego

b
fe— ax

poniendo en la segunda en vez de — -— , su igual se tendrá
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a«4 -  ĥ — k
aU -{-y '^=y,

que son las ecuaciones del sistema [ 1 ]  en el cual hemos puesto « y p 
en vez de ¿c é y; luego estas ecuaciones quedan satisfechas por estos 
valores; y por consiguiente el sistema de ecuaciones [ 1J, se puede 
reemplazar por el sistema [ 2] , según queríamos demostrar.

270. Sea, en general, un sistema cualquiera de ecuaciones 
a x  “ f-6y + C 2 +  . . . = k

. . . — k'̂  [3 ]

en el cual tratamos de eliminar una incógnita cualquiera x .
Despejando x  en cualquiera de las ecuaciones, en la primera, por

. , . , , . k— h\i— cz— ...
ejemplo, sustituyendo el valor x — ------ ---------------  en las demás, y

a
agregando á las ecuaciones que resulten la primera, de la cual se 
sacó el valor de la incógnita que se quiere eliminar, tendremos el 
nuevo sistema

ax^hy-{-cz-\ -...................................... =Ar
Je — by— cz— ...

a'------- -̂---------------
a

k— by— cz— ...

■b'y-\~c^z-\-... = k '

.h’t y ^ c " z - ¡ r . . .  =  k "  [4]

en el cual la a) está eliminada, por no hallarse contenida más que 
en la primera ecuación y por ser reemplazable el primero por este 
sistema, como vamos á ver.

Supongamos que los valores de cc=a, y = p , ^= Y ... verifican al 
sistema [3 ], y vamos á probar que estos mismos valores verifican al 
sistema [4 ]. En efecto, se tiene por hipótesis

ax H-óp h- cy -|-.., =  /í
a'x -\-b'^ -|-c'y -H 
o / ^ a Y  H-

,. =  k’ 
.. =  k” [ 5 ]



k— — C‘{— ...
de cuya primera ecuación se deduce el valor « = -----------^ ,̂que

nos prueba que la expresión ge reduce á «, cuando

se reemplaza y , z -  por sus valores p, t- ,  esto supuesto, se tendrá, 
sustituyendo estos mismos valores en el sistema [4 ],

a y -\ -b ^ c - {^ ................................

a

a

k— 6?— c-y—••••
el cual se reduce al sistema [5 ], si ponemos en vez d e --------------------- -Cv
su valor a; luego el sistema [4] queda satisfecho por los mismos va
lores de las incógnitas del sistema [3 ].

Recíprocamente, el sistema de valores que veriflca al sistema 
[4 ], verifica al sistema [3 ].

Sea a, p, Y-”  el sistema de valores que verifica al sistema [4 ]; por 
verificar á la primera ecuación, se tendrá

k— b 'h -h — ’ -'« = ---------------------- i
a

y por consiguiente dicho sistema se reduce por estos valores al siste
ma [5 ]; pero el sistema [5] no es otra cosa que el sistema [3] en el 
cual se ha sustituido poras, y , z .. .  los valores «, p, y ...; luego el 
sistema [ 3] se verifica para los mismos valores de las incógnitas que 
verifican el sistema [4 ]; y por consiguiente el primer sistema se 
puede reemplazar por el segundo.

Método de clluilnaclon por rcdueclon.

D E  E L IM IN A C IO N .

271. Sean las dos ecuaciones entre las cuales vamos á eliminar 
una de sus incógnitas,

ax -\-by = /v 
a 'x-{-b 'y= k ’

Si en estas ecuaciones fueran iguales los coeficientes de una misma

[6]
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incógnita, la ecuación que resultase de sumarias ó restarlas, según 
que estos coeficientes tuvieran signos contrarios ó un mismo signo, 
no contendría á esta incógnita, y esta ecuación que resulta unida con 
una de las propuestas tendría, como más adelante probaremos, las 
mismas soluciones que el sistema propuesto, y por consiguiente una 
de las incógnitas quedaría eliminada.

Pero sí estos coeficientes no son iguales, siempre podremos hacer 
que lo sean multiplicando cadauna de estas ecuaciones por un núme
ro conveniente, lo cual sabemos no altera los valores de las incóg
nitas.

Sea X la incógnita que queremos eliminar en el sistema [GJ por el 
método de reducción; si los coeficientes a y son primos entre sí, 
multiplicando la primera ecuación por a’ y la segunda por a, halla
remos el sistema

ao! x -\ -b a 'y = k a '  
a a 'x~ \ -a b 'y= a M  *- -*

en el cual los coeficientes de x  son iguales, de modo que sumando ó 
restando según que estos coeficientes tengan signos contrarios ó un 
mismo signo, con el objeto que se destruyan, hallaremos una ecua
ción que unida con una de las propuestas nos darán el sistema

a x -\ -h y = k  
[a V — ba’ ) y = : a y — ha' 

en el cual sólo la primera ecuación contendrá la x ,  de modo que si 
demostramos que este sistema tiene las mismas soluciones que el pro
puesto, la incógnita x  estará eliminada.

Para ello, pasemos en el sistema [G] las cantidades k y / /  al pri
mer miembro, y llamando á los primeros miembros que resul
tan A y A' tendremos que el sistema propuesto estará representa
do por

A =̂ 0 
A '= 0

y el sistema [8]  será, en este caso,
A= 0̂

a h !— a^A— 0
Todo sistema de valores que verifique al sistema propuesto [9J, 

reducirá á cero á la cantidad A, y* siendo A = 0 , el sistema [10], se 
reduce á A =  0, a M = Q  y como por hipótesis A '= 0 , se sigue que los 
mismos valores que verificaná las ecuaciones[9 ], verifican álas [10].

[8]

m

[10J.
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Recíprocamente, todo sistema de valores que verifica a! sistema 
[10], verifica también al [9]. En efecto, todo par de valores que ve
rifique al sistema [4 0], hoce que A = 0  ypor consiguiente que o .V = 0 , 
y como a no es cero, se deberá tener A '= 0; luego todo sistema de 
 ̂ . A = 0

valores que verifique al sistema [ 10] ,  hace que se verifique

ó sea el sistema [ 9] , que es lo que se quería demostrar.
Si « y  no fuesen primos entre sí, podríamos llegar al sistema 

[7 ], en que la incógnita a? tiene un mismo coeficiente en ambas 
ecuaciones, multiplicando cada una por el cociente que resulta de 
dividir el m, c. m. de los dos coeficientes, por el coeficiente que tie
ne en la misma ecuación.

272. Si fuese un sistema de varias ecuaciones
A = 0 , A '-O , A^'-O , A'^^=0... [44],

principiariamos por eliminar una incógnita entre la primera y segun
da, luego entre la primera y tercera, después entre la primera y 
la cuarta, y así sucesivamente hasta llegar á la última, lo cual nos 
dará un sistema que tendrá una ecuación ménos y que no contendrá 
la incógnita eliminada; de modo que agregando á este sistema la 
primera ecuación del sistema propuesto, tendremos un sistema de 
tantas ecuaciones como el propuesto, y en el que la incógnita elimi
nada no se hallará mas que en una ecuación; por tanto la incógnita 
se hallará verdaderamente eliminada, si probamos que este sistema 
puede reemplazar al primero.

Para ello, representemos porm y n y 7 i',p y p '  etc., los núme
ros por los cuales hay que multiplicar las ecuaciones primera y se
gunda, primera y tercera, primera y cuarta etc., para eliminar una 
incógnita cc por ejemplo; y tendremos efectuando estas eliminacio
nes parciales el sistema

A ^O , mA— n /A '= 0 , nA ^7i'A "=0, pÁ—p 'A " '= 0 ...  [42]
Todo sistema de valores que verifica á las ecuaciones [44], verifi

ca evidentemente á las ecuaciones [12]. Recíprocamente, el sistema 
de valores que verifica al sistema [ 12] , verifica al [ 11] ; porque sien
do A = 0 , las demás ecuaciones se reducen á

— m'A^=0, — n^A'^^0, ^ p 'A "^ = 0 ,...
de donde se deduce, que se debe tener A '= 0, A^^=0, A^^^=0,.*. que 
no son otra cosa que las ecuaciones del sistema [44]; luego si las so
luciones del primer sistema son las mismas que las del segundo, y



las de éste las mismas que las de aquél, es claro que el sistema j  
puede reemplazarse por el [ 12].

1 8 8  METODOS

M étod o de elim in ación  por Igu alación .

273. Sean en primer lugar las dos ecuaciones 
ax  -f-  b y = k
a 'x ~ ^ V y = y  ['^3],

en las cuales vamos á eliminar por el método de igualación la x  por 
ejemplo.

Sí en ambas ecuaciones sacamos ei valor de x ,  se tendrá:
k— hy y — y  y

-  y 05= ------
a y

y como el valor de x  que satisfaga á la primera ecuación unido con 
un cierto valor de y, ha de verificar también á la segunda; las dos 
expresiones que dan el valor de aü, deberán ser ¡guales, y por tanto 

, , , k— hy y  —  y  y
se deberá tener,— - —  =  — _ — ; á cuya ecuación, si agregamos

una del sistema [13], se hallará el sistema 
a¿c-f-ái/=/c
k ~ h y  ̂ y — Vy [U ] ,

a a'
en el cual la incógnita x  se halla eliminada. En efecto, dicha in
cognita no se halla más que en una ecuación, y además, todo sis
tema de valores que verifique á las ecuaciones [13], verifica eviden
temente á la primera ecuación del [14]; y como del sistema [13] se

deduce, llamando « y p los valores que le verifican, que — ~

y « se tendrá la igualdad evidente
k—  y — 6'p

que es
«  a a'

la segunda del sistema [14]; luego los mismos valores que verifican 
al sistema [13], verifican al flA ].

Recíprocamente, los valores * y p que verifican al [14], nos dan
k—  y — Je ¿,2

— . o a + 6p = /í; de la segunda se saca a = -------u a d
. y ~ y Q

y como — -—  es igual á — ;— , se deberá tener también
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y  de donde se deduce, a'a.-\-U^=y, que es la segunda

ecuación del sistema [IS ]; y como la primera de este sistema es la 
misma que la primera del [14], se sigue que las dos ecuaciones del 
sistema [13] se verifican para los mismos valores que verifican al 
[14]; luego se puede reemplazar e! primer sistema por el segundo.

274. Sea en general un sistema cualquiera, 
ax  + 6?/ H-cs -4-...=4:
aJx-^h'tj -\-dz

= 4 " [ :o ] ,

Despejando el valor de x  en cada una de estas ecuaciones, se 
tendrá

X -
k— bv— cz.., hf— b 'y ^ c ’z . . .  W --y h j— d’z .. .
---------------- —. CC — ------------ :----------, o?— 77

a ' o! o,'
y como este valor ha de ser igual en todas las ecuaciones, una vez 
dados los valores correspondientes á las demás incógnitas, podremos 
igualar á la primera expresión cada una de las demás, lo cual nos 
dará un sistema de ecuaciones que tendrá una raénos que el propues
to, y en el que no entrará la x ;  y si á este sistema agregamos una 
ecuación de las dadas, la primera por ejemplo, hallaremos el sistema 

ax-\-by-\-cz-\-...=k  
j¿— by— c z . . .  h!— h'y— c'z...

a o!
ji— bij— c z ... k"— Wy— d 'z ... [16],

a•n

que resulta de eliminar la x  en el sistema propuesto [ lo ] .
En efecto, en este sistema sólo entra la ccen una ecuación, y que

da satisfecho para los mismos valores de las incógnitas del sistema 
dado; porque siendo «, p, y--* estos valores, se deberá tener

4-cY -\ -...= k



de donde se deduce,
___A:— /'P— CT...
“ ------------------ — , « = ------------;---------, a =   ______ ‘ ^

«  a’ af!
donde vemos que la primera ecuación del sistema [16] se verifica, y 
todas las demás también, porque se reducen todas á a =  st, lo cual es 
evidente.

Recíprocamente, los valores a,p, y... que verifican al sistema [161 
verifican también al [ lo ] .

En efecto, por hipótesis se tiene
Cy-j—... =/ir.

k— bZ— c^... y  — c'y...

MÉTODOS

a y
k— b?j— cy... k'

a o"

.............................
Déla primera, que no es más que la primera del sistema [15], la 

cual ya queda salisfeclia, se deduce, = =  ^ poniendo

este valor en las demás ecuaciones se tendrá;

a = .

a = yr~ b "^ — c” (̂...
a"

de las cuales se deducen fácilmente estas otras:
 ̂ a!a + 6'p -+-c'y

* * • • • • • ♦ »
que son las restantes del sistema [15]; luego estas ecuaciones del 
sistema [ l o ]  quedan satisfechas para los mismos valores que satisfa
cen á las ecuaciones del sistema [16], y por consiguiente se puede 
reemplazar el primer sistema por el segundo.
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275. Resolver un sistema de ecuaciones es hallar los valores de 
las incógnitas que le satisfacen. En la resolución de un sistema de 
ecuaciones de primer grado principiaremos por el caso m^s sencillo 
de dos ecuaciones con dos incógnitas.

276. Sea el sistema de dos ecuaciones
ax  -t-óy = k  
a'x-¡rb'y==k'

Si por cualquiera de los métodos explicados eliminamos una de 
las incógnitas, la y por ejemplo, el sistema [ 1 ] se podrá reemplazar 
por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas y la que resulta 
de eliminar la y, de ésta podremos sacar el valor de x ;  y sustitu
yendo este valor en la primera ecuación, resultará otra que no con
tendrá más que la incógnita y ;  de ella sacaremos el valor de esta in
cógnita, el cual, unido al que hemos hallado para x ,  nos dará el 
sistema de valores que verifican á las dos ecuaciones propuestas.

Apliquemos cada uno de los métodos explicados al sistema pro
puesto [ 1] ,  y hallaremos por todos ellos los mismos valores para las 
incógnitas (C é y.

M é t o d o  d e  s u s t i t u c i ó n .  Sacando el valor de y  de la primera 
ecuación y sustituyéndolo en la segunda, se tendrá

k— ax
y = h

k— ax
= k ' [2];

quitando denominadores y haciendo la trasposición de términos en 
la segunda ecuación, se tiene, después de cambiar todos los signos, 

[ah’— ha')x=kb’— bk' [3J;



(le la cual se deduce el valor de la incógnita,
kb'— bk'

X  =
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ah'— 6a '’
que, sustituido en la primera ecuación, nos da

^ ^ h b '~ b k '
„  ab'— ba' A(ab'— ba')— a{kb'^bk']
j   ̂ ^  l)[ab'— ba') ’

y efectuando las operaciones indicadas, se tiene, dividiendo los dos
(xlijtérminos por el factor común 6, v = ----------- .

’  ̂ ab'— bâ
T j  , j  1 •  ̂ . hb'^bk' , al'— la^Los dos valores de las incógnitas x — ----------- , e «  =  — .------, que

ab'— ba' ab'— ba'
satisfacen al sistema [ 2] , son, según hemos demostrado en la lección 
anterior, los que verifican al sistema propuesto [1 j ,  como es fácil 
comprobar.

* 277. Como el valor de una de las incógnitas se deduce siem
pre de la ecuación que resulta de eliminar la otra entre ambas 
ecuaciones, y como es indiferente eliminar una ú otra de las incóg
nitas, se sigue que podríamos determinar los valores de estas incóg
nitas, eliminando primero una y luégo la otra, sin recurrir á la sus
titución del valor hallado’ya anteriormente.

En efecto, una vez hallado el valor de x  deducido de la ecuación
[3 ], podemos hallar el de i/, eliminando del mismo modo la incóg
nita X en el sistema propuesto; asi obtendremos, sacando el valor 
de X en la primera ecuación, y sustituyéndolo en la segunda,

l — by
x =

a
I— bu

a'------ ¿ ^ h 'y  =  l '
a

[4 ];

de cuya segunda ecuación se deduce fácilmente el valor de la incóg-
a l'— la'

nita y =  —;--------que es el mismo que va hemos hallado.
ab'— b a '^  ‘  ^

M é t o d o  d e  r e d u c c i ó n . Sea el mismo sistema ' de dos ecua
ciones

a.x-\-b\j = k
a'x-\-b'y=k' [5];

eliminando por este método la y , hallaremos que se podrá reem
plazar este sistema por el siguiente:
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a x -^ b y= k
{ab'— b a ']x= k ¥ — bk' [ 6];

cuya segunda ecuación se ha obtenido restando deJ producto de la 
primera por el que resulta de multiplicar la segunda por b; pero

kV— bk’
de esta segunda se saca x- cuyo valor sustituido en laab’— ha’ ’’
primera ecuación, nos da como anteriormente para y , el valor

oJé ^of
valores satisfaciendo al sistema [ 6]  que resulta

de eliminar la y  en el sistema [6] , verifican, como ya hemos demos
trado, á este sistema, que es el propuesto.

♦ 278. El valor dem lo hemos deducido de la ecuación segunda 
del sistema [ 6]  que ha resultado de eliminar la y  entre las dos del 
sistema [5], cuyo valor es el que, unido con el correspondiente de 
y ,  verifica á dicho sistema; pero si en vez de eliminar la y , hubiéra
mos eliminado la x ,  la ecuación que hubiéramos hallado en y  nos 
hubiera dado el valor de esta incógnita; lo cual nos prueba, que una 
vez hallado el valor de una incógnita, de la ecuación que resulta de 
eliminar la otra, podremos, sin recurrir á la sustitución de este va
lor, hallar el de esta otra incógnita, eliminando la primera, es decir, 
la que quedó sin eliminar.

Así, nosotros hemos eliminado la y , y hemos hallado el sistema 
[ 6] ,  de cuya segunda ecuación hemos deducido el valor de la incóg
nita x :  eliminemos pues en el mismo sistema [3J, en vez de la in
cógnita y , la incógnita o?, y hallaremos el sistema

ax-\-by= Tí 
{al’— ha’ ) y — aJi'— ha’

de cuya segunda ecuación se deduce el valor de que es
ab’— ha’

el mismo que hallamos anteriormente.
Método de igualación. Consideremos el mismo sistema,

ax-^ by  —I  
a’x-\-b’y —k’ [7].

Eliminando por este método la y , hallaremos que el sistema pro
puesto se podrá reemplazar por el siguiente:

ax-\-hy=k
h— a x  k’— a’x  [ 8].

b’
13
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De la segunda ecuación, que no contiene más que una incógnita,

se deduce, x = ------------; y sustituyendo este valor en la primera
ab'— ba'

ecuación, hallaremos, después de efectuar todas las operaciones,

■u=:z—__ que son los valores que verifican al sistema [8], y por
 ̂ ab'— ba'

consiguiente al sistema propuesto [7 ].
• 279. Lo mismo que en los casos anteriores, como no hay pre

ferencia en cuál de las incógnitas se ha de eliminar primero, si en 
vez á ey  hubiéramos eliminado ¿r, el sistema que hubiera reemplaza
do al propuesto hubiera sido,

ax-]~by = A  

7¿—  by y — b'y

cuya segunda ecuación nos hubiera dado el valor de y\ por consi
guiente, en todos estos métodos podemos reemplazar siempre el sis
tema de ecuaciones propuesto por el que resulta de eliminar prime
ro una incógnita y luégo la otra, y las dos ecuaciones obtenidas se 
verificarán para los mismos valores que el sistema propuesto; y como 
cada una de estas ecuaciones no tiene mas que una incognita, podre
mos conocer el valor de cada una de ellas directamente sin recurrir 
al método de sustitución.

Este procedimiento, qucseusa con ventaja en muchos casos cuando 
el sistema sólo tiene dos ecuaciones, es muy pesado cuando el siste
ma tiene tres ó más, por lo cual no se emplea, y sí se sigue el méto
do de sustituir el valor de la incógnita que ya se conoce en una 
ecuación que sólo contenga á esta incógnita y otra, de la cual se po
drá deducir el de esta otra.

280. De todo lo dicho anteriormente se deduce, qu-e yara resol
ver un sistema determinado de dos ecuaciones de primer grado, se eli
mina una de las incógnitas, se halla el valor de la otra incógnita en la 
ecuación que resulte, se sustituye este valor en una de las ecuaciones 
dadas, y se deduce el valor de la segunda incógnita, con lo que el pro
blema queda resuello.

TamMeríse puede, como hemos visto, eliminar primero una mcógnita 
y, y  de la ecuación que resulte sacar el valor de la otra incognita x; 
eliminar después las., y sacar el valor de la y en la ecuación que se
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obtenga; y los dos valores hallados para x y  pam y, serán los del sis
tema propuesto.

*  281. Pasemos á la resolución de un sistema determinado de un 
número cualquiera n de ecuaciones de primer grado.

Sea un sistema determinado cualquiera de primer grado con n 
ecuaciones,

A = 0 , B^O , C = 0 , E = 0 ...  [IJ-
Si eliminamos una incógnita cualquiera entre estas ecuaciones por 

uno de los métodos explicados, y representamos por B '= 0 , C '= 0 , 
D '= 0 , E '= 0 ...  las ecuaciones que resultan de la eliminación de es
ta incógnita entre la primera y segunda ecuación, entre la primera 
y tercera etc., el sistema propuesto se podrá reemplazar, según he
mos demostrado en la lección anterior, por este otro:

A = :0, B '= 0, D'=^0, W = 0 ...  [ 2] ,
en el cual ninguna de las ecuaciones, á excepción de la primera, 
contiene á la incógnita eliminada.

Ahora bien, si nosotros suponemos resuelto el sistema de ecua
ciones

B '= 0 , a = 0 ,  Vt’ = 0 ,  E '= 0 ...  [3 ],
el cual tiene una ecuación y una incógnita ménos que el propuesto, 
podremos hallar el valor de la incógnita eliminada, que es la que fal
ta en este sistema, sustituyendo en la ecuación A = 0  del primer sis
tema, los valores de las incógnitas restantes; y despejando de la 
ecuación que resulta el valor de la única incógnita que contiene, se 
tendrá el valor de la que se busca, con lo cual se tendrán bailados 
los valores de todos las incógnitas; luego la resolución del sistema 
propuesto queda reducida á la del sistema [3 ], que tiene una incóg
nita y una ecuación ménos.

Sien este sistema eliminamos otra incógnita, y llamamos C^^=0, 
D '^=0. E '^=0... las ecuaciones que resultan de eliminar esta incóg
nita entre las ecuaciones primera y segunda, primera y tercera... 
podremos reemplazar este sistema [3] por el siguiente:

B '= 0, C '^=0, D '^=0,
en el cual la incógnita nuevamente eliminada, sólo se hallará en la 
primera ecuación; por consiguiente, si suponemos resuelto el 
sistema

D ''= 0 , W = 0 . . .  [4],
que ya tiene dos ecuaciones y dos incógnitas ménos que el propuesto.
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podremos deducir el valor de la incógnita últimamente eliminada^ 
de la ecuación que resulta de sustituir en B '= 0 , los valores hallados 
délas incógnitas restantes que entren en ella; y una vez obtenidos 
estos valores, se conocerá, como ya hemos dicho, el de la incógnita 
que falta, que es la primera que se eliminó.

Del mismo modo, el sistema [4] puede reducirse á otro que tenga 
una incógnita y una ecuación ménos; y éste á su vez á otro que tenga 
también otra incógnita y otra ecuación ménos, y así sucesivamente, 
hasta llegar á un sistema de dos ecuaciones, el cual ya se sabe resol
ver; y hallados los valores de las dos incógnitas que contiene, se 
sustituirán sus valores en la ecuación del sistema anterior que con
tenga una tercer incógnita, de la cual se deducirá el valor de esta 
tercer incógnita: una vez hallados estos tres valores, se sustituirán 
en otra ecuación del sistema que antecede, en la que se halle una 
cuarta incógnita, de donde se sacará el valor de esta última; y así se 
continuará, hasta haber hallado el de todas las incógnitas. Así dire
mos por regla general, que

282. Para resolver un sistema determinado de un nümei'o cual- 
quiei'a de ecuaciones de primer grado, se elimina primero una incógnita 
entre una ecuación y cada una de las demás, y se obtiene asi un nuevo 
sistema de una ecuación y una incògnita ménos; en éste se elimina otra 
incógnita entre una de sus ecuaciones y cada una de las demás; lo cual 
nos da otro sistema que ya tiene dos ecuaciones y  dos incógnitas ménos 
que el propuesto; y se continúa del mismo modo hasta llegar á un sis
tema de dos ecuaciones con dos incógnitas, del cual se deducen los va
lores de éstas; una vez hallados, se sustituyen en una ecuación del 
sistema anterior que contenga una tercer incógnita, de la cual se dedu
cirá su valor; los tres valores hallados se sustituirán en una ecua
ción del sistema que antecede que contenga una cuarta incògnita, de 
cuya ecuación se deducirá el valor de esta cuarta incògnita, y asi se 
continuará hasta haber obtenido los valores de todas las incógnitas.

Klcniplos de rcsolncloii de slMtenias determinados de ccnacioiics de
primer grado.

283. E j e m p l o  I. Sean las ecuaciones que se han de resolver-
^x— h y = M
3 íc+ 5 y = 5 0  [4].
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Eliminando la 2/ por el primer método ó sea el de sustitución, se
íiene

^ x — M
r- 4

%x— M  _
3cc-4-5----- ;----- = 5 0 ,

4
de la segunda ecuación se deducen la serie de trasformadas

285
'12®+45a^— 85=200 , 57¿j;=285, = 5 ,

y  sustituyendo el valor de x  en la primera, ó sea en el valor de y ,
9 x 5 — 17 45 —  17 28 ^ , , ,

se halla w = ------ --------- = ------ ;----- =  - r  valores de
4 4 4

las incógnitas que verifican al sistema propuesto son cc=5  é y=T% 
como es fácil comprobar.

Por el método de reducción, se hallará eliminando la x ,
9a:—  4 í/=  17 

I9 í/= 133
cuya segunda ecuación se ha obtenido restando la primera del siste
ma propuesto, de la segunda multiplicada por 3, con cuya operación 
los coeficientes de la.x en ambas ecuaciones son iguales, y al restar
los se destruyen.

133
De esta segunda ecuación se saca y-. 

este valor en la primera, se hallará

9æ— 4 x ;7 = 1 7 , de donde x =

19

17-h28

- = 7  , y sustituyendo

9
=  Ü = S .

9
Eliminando la x  por el tercer método, se tiene 

4„4 .;17  50— 5í/
—  y

de donde

9 •' 3
_  50— 51/ 

^^9 3
% + 1 7

X-
9

déla  primera ecuación, se deduce
399

122/+51=450— 451/ó 57i/=399 é y = - — = l .
57

Sustituyendo este valor de y  en el que tenemos de x ,  se hallará



198

4-7
X —

-h\7  45
9 -
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donde vemos que por los tres métodos hemos hallado los mismos va
lores para las incógnitas, como debía suceder.

284. Eje3iplo II. Sea el sistema de tres ecuaciones
3 x -\ -5 y~ 2 z= 7  
22?—2í/h-3ít=19 [ 1 ],
6£ch- 8)/— 3 ;— 45

Eliminando por el segundo método la ^ entre estas ecuaciones, s& 
hallará el nuevo sistema

3;c4 - oy— 7
13¿cH-'H í/=:=59 [2] ,
8¿c-l- 6¿/=34

en el cual la segunda ecuación se ha obtenido sumando con el doble 
de la segunda del sistema [ 1] ,  el producto de la primera por 3, con 
lo cual los coeficientes de la se hacen iguales, y al sumar arabas 
ecuaciones se destruyen los términos que contienen esta incógnita, 

la  tercera se ha obtenido sumando la segunda con la tercera.
Si eliminamos ahora entre las dos últimas ecuaciones dei sistema

[ 2] ,  que ya no contienen ó ia^ , otra incógnita, la ^ por ejemplo, 
hallaremos que el sistema de estas dos ecuaciones podrá reemplazar
se por este otro

I 3^H-4 1 í/=.59 
\ 0 x = 2 0

y por consiguiente el sistema [ 2] , podrá ser reemplazado por 
3x-H 5y—  ^ z =  7

43íc+4'1^=59 [ 3].
4 0£c=2 0

De la tercer ecuación de este último sistema, se saca
20

a?= ---= 2.
40

Sustituyendo este valor en la ecuación segunda, se tendrá 
4 3 x 2 + 4 1¿/— 59 ósea, \\y=á^— 26= 33 ,

33de donde w = __= 3 *
J 41 ’

por último, sustituyendo estos valores en la primera ecuación, sê  halla 
3 x 2 + 5 x 3 — 2 s = 7  ó 2^=C--t-15— 7= 44,

de donde se obtiene el valor de la tercer incógnita x = 7 .
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Aplicando cualquiera 
los valores x = o ,  y = 8 ,

Cuyos valores satisfacen al sistema propuesto, como es fácil com
probar.

Sean las ecuaciones 
3a:H-o^— 2^ = 35  
i x — 6 

— 6 tí =  13  

3^— C .5“̂  o li 2 4
de los métodos de eliminación hallaremos 

: = '10, u = 1 2 , que verifican á las ecuacio
nes propuestas, como es fácil comprobar.

286. En este ejemplo podemos observar, que como nuestro pro
pósito es reemplazar el sistema propuesto por otro en el cual la 
incógnita que se elimina no entre más que en una ecuación, desde 
luégo se escribirá ésta, que podrá ser cualquiera del sistema pro
puesto, con tal que contenga á la incógnita en cuestión; después se 
pueden escribir todas las ecuaciones del mismo sistema que no con
tengan á la citada incógnita, y por último las que resulten de elimi
nar la misma incógnita entre cada dos que la contengan.

Esto nos prueba que si cada una de las ecuaciones del sistema 
propuesto no contiene todas las incógnitas, será mucho más sencillo 
el cálculo de los valores de éstas; así como también se simplificará 
considerablemente este cálculo si al eliminar una incógnita entre 
dos ecuaciones, se elimina á la vez otra ú otras de las demás, que 
es lo que ha sucedido en el ejemplo anterior; pues al eliminar la z  
entre la segunda y tercera ecuación del sistema [ 2] , se eliminó 
también lai/, y por consiguiente de la ecuación resultante hemos 
podido sacar desde luégo el valor de x ,  puesto que esta ecuación no 
contiene otra incógnita.

287. Ejemplo IV. Sea el sistema de cuatro ecuaciones con 
cuatro incógnitas, cuyos coeficientes son fraccionarios, el que trata
mos de resolver,
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[ 1 ] -

X y
3 +  Í +

z
27

í x  7s u
9— — 

0 8
% 2u

27— i ---

y -^ z  H- u = 180



RESOLUCION

Este sistema se podrá sustituir, quitando los denominadores, por 
el siguiente

4o;H- 3í/-H 324
3 2 x +  335— IOm— 360 

/[ 86íc+135^—12it=3022 [2].
y -h  5 +  /ISO

Que resuelto por cualquiera de los métodos explicados, hallaremos 
para valores de las incógnitas x = /I 3 , y = 2&, 5 = 3 2 , w = 124.

288. E j e m p l o  V. Sea por último el sistema 
/)

3i?
A
3a?

X

y

1 1—  _j------- — 27
4í/ ^  25
7  4

---------------— 9
8 5  4 í ¿

3  2------------------- 97
6y  3 4 u

- +  -  = 4 8 0
 ̂ 3 u

Si quitásemos los denominadores según las reglas dadas, hallaría
mos ecuaciones de tercer grado, por hallarse en el segundo miembro 
el producto de las tres incógnitas; pero observando que éstas entran 
en todas las ecuaciones de la misma manera, podemos evitar esta 
dificultad, haciendo

^ = “ ’ 2/ = -^ y z
de donde se deducen los valores

1 4 4

Én efecto, el sistema [4] de este ejemplo, se convierte haciendo 
la sustitución de estas nuevas incógnitas, en el siguiente

w ^ = i

4
^ =  7

[2],

[3].

X '

3
4¿c'

t
4

75'

Ò -H T  +  TT =  272
3

x'

--------=  9
8 4
3?/' 2w'
------------- =  27
6 34

, , y' ^  -\-v! = 4 8 0 ,
el cual no es otro que el sistema [ 1], del ejemplo anterior, en el que 
se han reemplazado las incógnitas ¿c, y, 5, u, por a /, íj\ z ', vf.



Una vez resuelto este sistema y hallados, como ya hemos visto, 
los valores d = \ ^ ,  ^ '= 2 4 , w '=124, se determinarán los
valores de las incógnitas ¿v, tj, z , u, del sistema propuesto, por me
dio de las relaciones f3 l, de este modo

l i l i
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X —
15 ’ y = 2 4 ’ 32 124’

que son los valores que verifican al sistema propuesto, como es fácil 
comprobar.

L E C C IO N  X X X I,

Sistemas indeterminados de ecuaciones de primer grado.—Sistemas más que determinados 
6 imposibles de verificar, si no hay ecuaciones deoondicion.—Sistemas de ecuaciones incom

patibles.—Problemas quedan origen á ecuaciones de primer grado con varias incógnitas.

Sistemas Indctcrminailos de ecuaciones de primer grado.

289. Ya hemos dicho que cuando en un sistema de ecuaciones 
hay menor número de éstas que de incógnitas, el sistema se llama 
indeterminado.

Sea una ecuación con dos incógnitas
a x-^ h y= k  [ 1],

y tratemos de hallar los valores de las incógnitas que verifican á es
ta ecuación. Si despejamos una de ellas, la y por ejemplo, halla
remos

— ax
1/ = — ^  [2] ,

cuyo valor sustituido en la ecuación propuesta, nos da la identidad
aaH-4=aoH-4,

la cual nos prueba, que cualquiera que sea el valor de x  unido con 
el valor de y sacado de la expresión [ 2] ,  se obtiene un sistema de 
valores que verifica á la ecuación propuesta; luego para hallar los va



lores que verifican á la ecuación [ 1] , se despeja una de las incóg
nitas en función de la otra, se le dan á ésta valores cualesquiera, y 
se deducen los correspondientes á la primera, y cada par de valores 
así obtenidos, será una solución de la ecuación.

290. Sea un sistema de m ecuaciones con m-Ki incógnitas. Si 
de las m-i-n incógnitas suponemos n conocidas, podremos bailar por 
medio de las m ecuaciones, los valores de las m incógnitas restantes, 
cuyos valores vendrán expresados en funéion de las n incógnitas que 
hemos supuesto conocidas. Estos valores sustituidos en las ecuacio
nes dadas, nos darán m identidades entre las n incógnitas, y por 
consiguiente quedarán satisfechas para cualquiera que sea el sistema 
de valores que á estas n incógnitas se les dé; pero á cada uno de 
estos sistemas de valores, corresponde otro para las m incógnitas, y 
la reunión de estos dos sistemas nos constituye uno que verifica á 
todas las ecuaciones; y como las n incógnitas pueden recibir cuantos 
sistemas de valores queramos, las m-j-n podrán recibir también un 
número indeterminado de sistemas de valores.

Sea, por ejemplo, hallar los valores que verifican á las ecuaciones 
3x-\~^y— 4,*-l-6u= 8

202 SISTEMAS INDETERMINADOS

3x— 3y— oæ-{-5u=  5 [3].
— 3Ur-^h:V=\ 0

Si suponemos conocidos los valores de u y v, y pasamos los tér
minos que contienen estas incógnitas al segundo miembro, halla
remos

3(cH-5y— h:z=  8— 6u 
3 x — 3y— 5— 5íf [4]-

2í/H-2j3= í 0 + 3 m— iv
Eliminando primero la x ,  y después la z ,  hallaremos para las 

incógnitas, los valores
3 7 4 -1 3u— 1 Qv 428-h43u— 148v
— 7— ^

los cuales vienen en función de las dos incognitas u y v; sí ahora da
mos á estas dos incógnitas valores particulares, á cada sistema que 
les demos, obtendremos otro para las incógnitas restantes x , y , z , y 
los dos reunidos constituirán el que satisface á las ecuaciones pro
puestas.

291. Al definir el sistema determinado de ecuaciones, hemos 
tenido cuidado de advertir que el número de ecuaciones distintas



que lo forman, sea igual al número de incógnitas; y esto es, porque 
á veces aparecen en un sistema dado tantas ecuaciones como meog- 
nitas pero no son distintas, sino que alguna o algunas, provienen 
ó se deducen de otras, y en ese caso el sistema es indeterminado por 
no cumplir con la condición de que todas sus ecuaciones sean dite- 
rentes, lo cual se conoce en general en la serie de los cálculos.

Sea el sistema que tiene tantas ecuaciones como incógnitas
2£c-f- 3í/—

hx—  3y-+-2w = 'i0
— 9//— lo-*— 22.

Si eliminamos la £c, este sistema se podrá reemplazar por este otro 
2-íH- 3f/—
3y~\- — 3u='13

\ \ y— 4 Os— 2 u = 1 8 
22í/— 20s— 4u=^36

en el cual la cuarta ecuación es el doble de la tercera; por lo tanto 
el sistema propuesto, se reduce realmente al siguiente

2x-\- 3y— ^z— \h:
3ij-h ‘óz— 3u=13

1 \ y— í 0-s— 2u= 18
que como se ve es indeterminado; luego indeterminado es también 
el sistema propuesto.

DE ECUACIONES-

S is tem a s  m á s  q u e  < lctcrm l?ia .los ó  Im p osib les  d e  T erlO car, s in o  hay 
e c u a c io n e s  d e  c o n d ic ió n .

292. Si se tienen m-\-n ecuaciones con m incógnitas, el sistema 
se llama más que determinado, y en general es imposible verificarle
para unos mismos valores de las incógnitas. ^

En efecto, de m ecuaciones que contengan las m incógnitas, se 
puede hallar el sistema de valores que verifican á estas m ecuaciones, 
y como en la investigación de estos valores no liemos tenido en cuenta 
para nada las n ecuaciones restantes, es claro que en general estas n 
ecuaciones no se verificarán para los valores bailados, á ménos que 
no haya ciertas relaciones de condición, cuyas relaciones se obten
drán sustituyendo los valores hallados de las m incógnitas, en las n
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ecuaciones restantes, ó sea eliminando las m incógnitas entre las 
TW-f-Tí ecuaciones.

En algunos casos sucede que hay en un sistema que tiene más 
ecuaciones que incógnitas, algunos coeficientes de éstas incógnitas 
indeterminados, los cuales se han de determinar con la condición 
de que se verifiquen todas las ecuaciones; y entonces puede suceder 
una de tres cosas: que el número de estos coeficientes sea mayor, 
igual ó menor que la diferencia entre el número de ecuaciones y e! 
de las incógnitas; en los dos primeros casos el problema es posible 
por lo general, el tercer caso queda todavía imposible de verificar.

En efecto, si eliminamos entre las m + n  ecuaciones las m incóg
nitas que contienen, hallaremos n ecuaciones de condición que se de
berán verificar á expensas de los valores que se les den á los coefi
cientes indeterminados; ahora bien, si estos son n, ó un número 
mayor quen, el problema será posible; pero si el número de coefi
cientes indeterminados es menor que « , este sistema de ecuaciones 
de condición no se verificará en general, pues deducidos los valores 
de estos coeficientes, de un número de ecuaciones de condición me
nor que el que tenemos, quedarán algunas ecuaciones de condición 
de que no habremos hecho uso, y que en general no se verificarán 
para los valores hallados de los coeficientes.

Sea, por ejemplo, hallar los valores convenientes de los coeficien
tes indeterminados a, h, c, para que se verifique el sistema

3aH-á?/= 4
6 • [6].

De las dos primeras ecuaciones se saca 
2á— 8 ka— 6

y-x = U lab— 6 ’ ab— 6
y sustituyendo estos valores en las dos últimas, tendremos 

— 24 2/;c— 8c 6ah— () 
16

ah— 6 
1 2a—  18

ab— 6 
26-1-19

ab— 6
=12

c = 66— 29de donde sacaremos a— ______
66— 6 ’ 66— 6'

en estas formulas podremos dará 6 valores cualesquieraá excepción



de 6= 1 , porque entonces resultan para a, y c, valores infinitos, y 
para cada uno de estos valores, hallaremos los corespondientes de a 
y c, que deben tener para que las cuatro ecuaciones se verifiquen á 
la vez.
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Sistema de ecuaciones Íncom|»atlblcs.

293. Sucede en algunos casos que las ecuaciones de que consta un 
sistema no se pueden verificar absolutamente para ningún sistema 
de valores finitos de las incógnitas, y entonces se dice que aquellas 
ecuaciones son incompatibles.

Si no se reconoce esto tan luégo como se ve el sistema, se viene á 
conocer en la serie de los cálculos llegando á ecuaciones absurdas, 
como 1 2 = 7 , 8 = 0 , etc.

Sea, por ejemplo, el sistema de ecuaciones
2íe+  3i/—  z — i 

%i¡— 2^=2
6a;-l-4 Oí/—6;:=3.

Si eliminamos primero la z , se tendrá
z^^ 1

3 x -j - íy = 0
6cc-h8¡/=3.

Si eliminamos ahora la y en las dos últimas ecuaciones, hallare
mos el siguiente sistema

—  z '— \

3a;-l-4-í/=0 
0 = 3 ,

y como es imposible que se verifique, por contener el absurdo de 
3= 0, se sigue que el propuesto tampoco puede verificarse para nin
gún valor de las incógnitas.

Se puede reconocer el absurdo en las ecuaciones propuestas, ob
servando que el primer miembro de la tercera ecuación, es igual á la 
suma de los dos primeros miembros de las dos primeras ecuaciones 
multiplicada por 2 , y por consiguiente su segundo miembro, debía 
ser igual también á la suma de los segundos miembros de las dos 
primeras ecuaciones multiplicada por 2 , es decir á 6, lo cual no es 
cierto, pues como vemos es 3.
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206 PEOBLEMAS

P ro b lem a s que d a n  origen  á e c u a c io n es  d ep rim er grad o con varias
In cógn itas.

294. P r o blem a  I. Preguntándole un hijo á su padre qué edad 
tenian ambos, le contestó el padre: hace 3 años que la undécima par
te de mi edad era igual á la tercera parte de la tuga, y dentro de 5 
años tres veces la quinta parte de tu edad equivaldrá á la cuarta par
te de la que yo tenga, menos un año.

Sea a? la edad del padre é y la del hijo, y se tendrá, que la edad 
que tendría cada uno hace 3 años, era x — 3 é y— 3, y como la un
décima parte del primero es igual á la tercera del segundo, se halla
rá por primera ecuación

cc— 3 y— 3

la edad que cada uno tendrá dentro de 5 años será a?-|-3 é y-h5; y 
como 1a cuarta parte de la primera menos un año hade ser igual a 
tres veces la quinta de la segunda, se hallará por segunda ecuación

4 o
cuyas dos ecuaciones se reducen, después de quitados los denomi
nadores y hecha la trasposición, á

M y—  3;c=24 
— 12//= ü o .

Resuelto este sistema de ecuaciones hallamos para las incógnitas 
los valores x = í l ,  é y = i 'ó  que son las edades respectivas del padre 
y del hijo, como es fácil comprobar.

29o. P ro blem a  II. Se timen tres operarios para hacer una obra: 
el primero y segundo la hacen en 16— dias; el ptrimero y tercero en 
17i; y por último, el segundo y tercero la concluyen en 181 dias. Se 
quiere saber cuánto tiempo necesitará cada uno para hácer la obra, y 
cuánto si trabajan todos.

Sean x ,  y, z ,  los tiempos que necesitan respectivamente el pri
mero, segundo y tercero para hacer la obra, y representemos por 1 
la obra que han de hacer.

Es claro, que si el primero hace la obra en x  dias, en un día 
1 1 

l i a r a e l  segundo liara también en un dia—, y por consiguiente
t/
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entre los dos harán — h - ;  pero como los dos la hacen en lô®- días,
X y

910 210 , ,
ó sea en —  de día, corresponde á cada dia 1 partido por o lo 

13
que es lo m ism o,- - de la obra; y por consiguiente, tendremos 

210
por primera ecuación,

1 \

1 1 13
'2l 0're y

Del mismo modo liallaremos las otras dos,
1 7

z  1 2 0  
1 1 _  3
y ~ ^ z  56’

Haciendo ahora, según ya hemos indicado (288),
1 1 1  1 1 1  

x ' = - ,  y ' = - ,  s ' = —, de donde, .T = —, y = -7 ,  ^ = - 7 » 
y z d  y' z ’

para que no resulten ecuaciones de un grado superior al primero al
quitar los denominadores, y resolviendo el sistema de ecuaciones que
resulte, hallaremos ios valores de las incógnitas a ;= 3 0 , ?/=35,

Luego el primer operario hará la obra en 30 días, el segundo en 35, 
el tercero en 40, y los tres Juntos la harán en \\\\ dias; como es 
fácil comprobar.

296. Problema III. En nna sociedad compuesta de hombres, 
mujeres y niños, hay que repartir 300 reales: si se le da á cada niño 
una peseta, le toca á cada uno de ¡os demás á 2 i reales; si se le da á 
cada hombre una jieseta, resulta para cada uno de los otros 2  reales; 
y por 'ultimo, si se da una peseta á cada mujer, recibe cada uno de los 
otros 2| reales. Se quiere saber cuántos hombres, mujeres y niños hay 
en la sociedad.

Sean x  los hombres, y las mujeres, y s los niños. Puesto que 
dando á cada niño una peseta, cada uno de los demás recibe 2  ̂ rea
les, la suma total que se reparte, estará expresada por 4s-f-2^?/H-2-¿a!; 
del mismo modo lo estará, por las dos cantidades, 4ín-h2y-h2^, y 
4y-t-2®f5 - 1- 2 ?cc; luego las tres ecuaciones que resuelven el problema, 
serán:



c

hz H-2^ y-\ -2 ix=  300 
ix-\ - 2^H- 2^=300 
%  -h2|^H-2|a;=300;

las cuales se convierten en las siguientes, quitando los denominado
res y ordenando:

í x - j -  2í/-h 2-s= 300 
5a?-|- 5 ? /+  8s =  600 

i 6a;+28í/H-l &z-=%\ 00;

de cuyas ecuaciones se deducen para las incógnitas los valores si
guientes: ¿c=45, ^ = 3 5 , y z — 2b; donde vemos que, 45 será el 
número de hombres, 35 el de mujeres, y 2o el de niños; como se 
puede comprobar fácilmente.

297. Problema IV. Un platero tiene tres rieles que contienen: 
El primero 5 onzas de oro, \ 0 de plata y \  ̂de cobre.
El segundo 8 id. de id. de id. y 24 de id.
El tercero 6 id. de id. 4 de, id. y de id.

¿Cuántas onzas debe tomar de cada uno para formar un cuarto riel, 
que contenga 7 onzas de oro, 9 de plata y de cobre?

Sean x , y , z ,  los números de onzas que es necesario tomar res
pectivamente de cada uno de los tres primeros rieles para formar el 
cuarto.

Si se observa que en el primer riel, de las 30 onzas que contiene,
5 son de oro, 10 de plata, y 15 de cobre; en una onza de este riel

, 5 1  10 1 15 1
habra — de oro, 77- = — de plata, y — = — de cobre; y en las

208 PROBLEMAS

30 6 30 3 30 3
,  X  X  ^  , V

X onzas que se toman, habra — de oro, -  de plata, y — de cobre:
6 3 2

del mismo modo veremos, que en las y onzas que se toman del se-
%  . ____  3;/ , ______6y
11

gundo riel, ~  son de oro, ^  de plata, y —  de cobre; y en las s
11

z  z  z
onzas que se toman del tercero, habrá — de oro, — de plata, y —de

‘ ¿ O O
cobre; luego como ha de tener el lingote que se quiere formar 7 
onzas de oro, 9 de plata y 13 de cobre, se deberá tener el sistema 
de ecuaciones,
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X

6 
X

3
X

%  -  - ~ A — = 7  
■1 1 ^ 2
32/ ^

-TT +  3 = ‘’
%

'13.
2 ' 'M ' 6

gue resuelto, como ya se sabe, nosdará los valores a;=>l 2, ? /=  11 , 
que son las onzas que respectivamente se han de tomar del 

primero, segundo y tercer riel, para formar el que se pide.

LECCION X X X II.

Método (le eliminación por factores indeterminados ó de Bezout. 

Método de elliuliiacioii poi- ractoi-cs iudctermiuados ó de Bczoiit.

* 298. El método de eliminación de JBezout consiste en multi
plicar cada ecuación por una cantidad indeterminada, sumar las 
ecuaciones que resulten é igualar á cero los coeficientes de todas las 
incógnitas ménos una; se despeja el valor de la incógnita cuyo coefi
ciente no se igualó á cero, y  sustituyendo en él los valores de las 
cantidades indeterminadas, deducidos de las ecuaciones que resultan 
de igualar á cero los coeficientes, tendremos el valor de dicha in
cógnita; se hace lo mismo con cada una de las demás, y así se hallan 
los valores de las otras incógnitas.

Sea, en primer lugar, el sistema de dos ecuaciones 
ax =/£

X-\-hhj='tí ■'*
Multiplicando la primera ecuación por m, la segunda por m', y 

sumando las ecuaciones que resulten, tendremos

Igualando á cero, primero el coeficiente de í/, y luego el de se 
hallará
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6m-|-6'm'=0, [3 ], o;:
Ám -f-  ¿  W

a m -H iW = 0, [^]» y—

arn -i-a 'm ' 
Ám -f-  k'm'
hm -t- b'm’

De la primera de estas dos relaciones se deduce la igualdad
h' mf 

m = ------ :— ,

la cual prueba que para cada valor que demos á m', resultará otro 
correspondiente á m, cuyos dos reunidos anularán el coeficiente de 
y ; pero si para evitar fracciones hacemos —  6, hallaremos para 
m el valor b'; luego

m '=  —  b y m = b '
son un par de valores que anulan al coeficiente de y ; de modo que, 
sustituyendo estos valores en el de x ,  hallaremos

iV — bh!
ab'— ba'

De la segunda relación sacaremos parawi y m' los valores 
m '= a  y m =  —  a!

que sustituidos en el valor de y , obtendremos
— la j^ ah ! alé— ho!

y = — fja'-\~ab' ab'— ba''
y los valores hallados de este modo para ® é ?/ son los que verifican 
el sistema propuesto.

Para demostrarlo, pasemos en el sistema [1 ] las cantidades  ̂ y 
al primer miembro, y las ecuaciones ax-\^hy — /¿=0 y a 'x -^ b 'y—  
Ji'z=0 representémoslas por A = 0  y A^=0.

Llamemos m y m' los valores de las indeterminadas que anulan 
al coeficiente de y , y n, n' los que anulan al coeficiente de x  en la 
ecuación [ 2] : de modo, que las ecuaciones finales que nos dan res
pectivamente el valor de íc y el valor de y, ó sean las ecuaciones [3] 
y 1̂4] , estarán representadas por las últimas del sistema siguiente. 

A = 0 í A m = 0 (
A '= 0 (A 'm '= 0 y  I
A = 0 )  An = 0
A '= 0 Í  A'n' = 0

A?i+A'n^ =  0,
[5].

Es decir, que la ecuación Am-{- A'mf= 0  no contiene más que la 
incógnita x ,  pues las cantidades m y m' se han elegido con la con
dición de anular al coeficiente de y ; del mismo modo la ecuación
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AìH -A V = 0, no contiene masque la incògnita y . Luego sì demos-
A = 0  ìtramos que las soluciones del sistema | son las mismas que las 

del sistema [5J; y recíprocamente, que el sistema [5] tiene las mis

mas soluciones que el sistema propuesto estará justificado

el método de Bezout.
La primera parte es bien sencilla: en efecto, todo par de valores 

que verifique ó A— 0 y A '^ 0, verificará tambiená A m =0 y A W — O, 
que son las mismas ecuaciones multiplicadas por los números 
m y m'; verificando á las ecuaciones A m =0 y A W = 0 , su suma 
Am -hAW = 0  también quedará verificada; pues siendo cero las can
tidades A y A', lo son Am y A'm', y por consiguiente su suma.

Del mismo modo veremos, que todo par de valores que verifique á 
las ecuaciones A=:.0 y A ': - 0, debe verificar también á la ecuación 
AíH - A V = 0; luego queda demostrado que todo par de valores que 
verifique al sistema propuesto A = 0  y A '= 0 , verifica también al 
sistema [o].

Recíprocamente, todo par de valores que verifique el sistema [ 3] 
debe verificar el sistema propuesto.

En efecto, multiplicándola primera ecuación por n' y la segunda 
por m\ y restando después, se tiene 

A /n -!-A W =01 Amn'-)-A^mV=0 /
An-f-AV ^0ÍAnm ^-hA^»/í/^0( [fi].

Multiplicando ahora la primera por n y la segunda por m y restando 
también, tendremos

AmH-A'm '=0) A?7m-}-A'?im^=0i ,
An H -AV = 0  í Amn+A^mn'=01 [7 ],

donde vemos, que todo par de valores que verifica el sistema [ 5] ,  ó 
sea á las ecuaciones Ám-^A'm'=0, y A n -h A V = 0 , verifica también 
á las ecuaciones [ 6]  y [7]. Ahora bien, en estas ecuaciones podrá su
ceder una de dos cosas, que el factor nm' no sea igual cero, ó 
que lo sea; si mn'— ?im̂  no es igual á cero, entóneos tiene que serlo 
forzosamente cada uno de los oíros factores, es decir A y A ;̂ luego 
los mismos valores que verifican al sistema [ 5]  verifican al sistema 
propuesto, según queríamos demostrar.

Si el factor mn'— n m '= o , no hay razón para decir que lo sean 
los otros factores A y Â ; y por consiguiente, no se puede concluir
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que los mismos valores que verifican al sistema [5] verifican también 
al sistema propuesto.

En este caso nos hallaremos siempre que sean iguales las relacio-
n m / / nm

nes —  y , ,  r.-*- ,m' n' m' b ' n' a
7 ; pero —; =  —  —, y — = -------; luego se tendrá'  ̂ /> d

^ -0 ,
m n , ,
— =  — o mn'— nm' 
nv TV

siempre que se verifique la condición
b' oí
— =  _  ó aV— 6a '= 0;
b a

pero al tratar de la discusión de los valores de ít é , observaremos 
que siempre que esta condición se verifique, las ecuaciones son in
compatibles en general, y que aun en este caso, los valores hallados 
para x ^ y ,  tanto por este método como por los demás, satisfacen á la 
cuestión; pues servirán para indicarnos que las ecuaciones son in
compatibles ó indeterminadas, como ya veremos más adelante.

*  299. El método de los factores indeterminados tal como Be- 
zout lo empleó, no es el que hemos explicado, pues consistía en mul
tiplicar cada ecuación ménos la última, por una indeterminada; des
pués se sumaban estas ecuaciones, y de la suma se restaba la última 
ecuación; en seguida se igualaban á cero los coeficientes de las in
cógnitas que se querían eliminar; para esto se hacía uso de las inde
terminadas por las cuales se multiplicaron las ecuaciones dadas, y 
sustituyendo en el valor de la incógnita cuyo coeficiente no se igua
laba á cero, los valores de estas indeterminadas sacados de las ecua
ciones de condición que anulaban á los demás coeficientes, se tenia 
el valor de esta incógnita, y del mismo modo se obtenían los demás 
valores de todas las otras incógnitas.

En este método el número de indeterminadas es igual al número 
de los coeficientes que se igualan á cero; por consiguiente, resultan 
para valores de estas indeterminadas un sistema único de valores, 
que es el que se deduce del sistema determinado de ecuaciones que 
se obtiene igualando á cero todos los coeficientes ménos uno; pero 
los valores que por este medio se hallan, son en general fracciona
rios, y la sustitución de estos valores en el de la incógnita cuyo va
lor se busca es bastante pesado; y sobre todo tiene el grande incon
veniente de ser este método ineficaz en el caso de ser incompatibles 
las ecuaciones que resultan de igualar á cero los coeficientes ménos
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uno; siendo incompatibles no podemos deducir los valores de las in
determinadas, y por consiguiente el valor de las incógnitas queda 
sin determinar; en cuyo caso el método se dice que cae en defecto.

Estos dos inconvenientes se evitan por la modificación debida 5 
M . Gergonne; que consiste en emplear tantas indeterminadas como 
ecuaciones, según se ha dicho al principio; por este medio, los valo
res de todas las indeterminadas ménos una, vienen en función de 
esta una, y según los valores que á ésta se le den, así serán los que 
resulten para las otras; por consiguiente entre los infinitos que ésta 
podrá recibir, elegiremos aquel que haga que sean enteros todos los 
demás; y en otros casos cuando el sistema de ecuaciones que resulta 
de igualar á cero los coeficientes sea incompatible, podremos valer
nos también de esta indeterminada para hacer que sea compatible, 
y  por consiguiente que se verifique en todos los casos.

♦ 300. El único inconveniente que á primera vista aparece en 
este método reformado, es que, siendo indeterminados los valores de 
las cantidades en función de las cuales vienen los valores de las in
cógnitas, podrá creerse que también lo serán los valores de estas 
incógnitas, y porconsiguiente que podrá haber varios valores 
que satisfagan á las ecuaciones dadas; pero si consideramos los valo-

res de estas incógnitas -------  y dividimos

los dos términos de las fracciones que los representan por halla
remos que estos valores se convierten en

m
m

X - .
m

a— \~a'
m'

k— 
m'

m'

los cuales dependen de la relación — , y como esta relación es cons-
m

tante cualesquiera que sean los valores de m y puesto que se han 
de deducir de las relaciones bm-tb'm/=0 y am-i-a^m'— O y éstas' 

m ¥  m
nos d a n - - = — _  y --------- ge sigue que los valores de c c é w

^  b m' a ^
deducidos de las fórmulas anteriores serán únicos y se hallarán 

reemplazando la relación —  por sus valores respectivos — ~  y — —.
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* 301.

MÉTODO

[^ 0],

Sean ahora tres ecuaciones con tres incógnitas; 
ax -\-by -\-cz = k  
a'x ~\~b'y -\-c'z = k '  [ 8].
a!’x-\~b"y-\-c"z=tí^

Multipliquemos la primera por m, la segunda por w ' y la tercera 
porm^', sumemos, y se tendrá

{am~A-a'm!-\-a’^m") x~\-[bm-^h'm'-\~h” m'’ ) y-f-
(cmH-cW4 - c V ' )  [ 9].

Si igualamos á cero los coeficientes de ^ y de Zy tendremos

cm mf'— 0
y la ecuación anterior se convertirá en

. , , km-\~k'm'~\-k"m"
de la cual sacaremos c c = ----------— ----- ; de modo que» hallando

los valores de m, m! y m" que anulan á los coeficientes de ^ y de y , 
y sustituyéndolos en la expresión del valor de x , hallaremos el valor 
de esta incógnita. Por un procedimiento análogo hallaremos el de 
las otras dos.

Resolviendo las ecuaciones [40], y hallando los valores de m y mf 
en función de m ", tendremos

ni=- m'
cb’— bd ’ * cb'— bd

Si ahora hacemos m '̂—cb'— bc\ con objeto de que los valores de 
m y m' sean enteros, hallaremos que los valores de m, m' y que 
anulan á los coeficientes de í/ y son

m''~cb'— he'y ra'=hc"— cb"y m—db"— b'd'\ 
de modo que, sustituyendo estos valores en el de cc, hallaremos 

kh'd'—■Adb"--i~c/i'b"— hk'd'-^bdk" —
ah’d'— adh"~\-cn'h"— ba'd'--\~bdfi"— cb'a"

Para hallar el valor de y y tendremos que igualar á cero los coe
ficientes de 03 y ^ en la ecuación [9], y se tendrá 

am-{-a' 0
cm-^dmf H- d 'm "= 0;

de las cuales sacamos los valores m "= a d — ca', m '= ca "__ac",
m — a'd'— da"\ y sustituyendo estos valores en la expresión

y = b^ + Vm’+ V U n"'
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y-
— adk”  -\-ca'k”  —  kc'a ’̂— ck’a’^

'ab’d '— adb"-\~ca’b"— 6aV^H- 6t/a"— c6'a"
Y por último, tendremos del mismo modo

ahfk^’— ak'W -^ k a 'h ” ^ h a n y ^ h y a ! ^ ^ k h 'a ! \
ah'd’ — add' -^ca’b” — ha’d'-\r-bc'a" —  cííV^ ’ 

cuyas fórmulas generales resuelven el sistema propuesto.
*  302. Si son en general m ecuaciones con m incógnitas las que 

por este método se han de resolver, se multiplicará cada una por un 
factor indeterminado, se sumaran las ecuaciones resultantes, y nos 
dará una ecuación que contendrá las m incógnitas, cuyos coeficientes 
y cantidad constante serán funciones de las indeterminadas por las 
cuales se multiplicaron las propuestas.

Se igualarán á cero todos los coeficientes ménos uno, y hallare
mos así m— '1 ecuaciones de condición, de las que podremos deducir 
los valores de m— 1 indeterminadas en función de la última, á la 
cual se le dará por valor, para evitar quebrados, el denominador de 
las fracciones de las demás, y el sistema de valores que así hallemos 
para las Indeterminadas se sustituirá en el de la incógnita cuyo coe
ficiente no se Igualó á cero, con lo cual quedará determinado el valor 
de esta incógnita; y lo mismo se hará con todas las demás.

Vemos pues, que por este método, lo mismo que por los demás, 
lo que se hace es reducir la resolución de un sistema de ecuaciones 
á otro que tenga una ecuación y una incógnita ménos; y como con
tinuando así llegaremos á obtener un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas, que ya se sabe resolver, es claro que quedará resuel
to el sistema propuesto.

Ejemplo I. Sean las ecuaciones.
3¿c— - 5 í /+ 4 ¡ s — 1 7

[ 1 ].
— 8oí-i-2y-t-3-ír=^2'l 

Aplicando el método de Bezout, se tendrá
(3m -h  Im'—  Sm") x  (— 5 m +  2w") y  -f-

(4m—  2m '+  3m") z  =*= 17 m H - 1 24 
Igualando á cero los coeficientes de ?/ y s , tendremos 
— 3í?H -im 'H -2m "=0 .  ^ 47m + l

im— 2m '-i-3m "=0  ̂ ^  3m-|- 7m'—
De las ecuaciones [3] se deduce, — 6, m '= 2 3 , ín = 4 6 ; 

cuyos valores, sustituidos en la fórmula anterior, nos dan

[2].
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'IT-JC-hIG-SS— 21-6 514
3*16-h  7*23-{- 8-6 

Igualantio ahora á cero los coeficientes á e x y  z , hallaremos
3mH-7w/— 8m" = 0  .i-. 17m-f-16m '-f-2lm"L̂ J» y =4íu— 2m'~i~3m" = o -bm-\- 4 w '+  2m̂ '*

De las ecuaciones [4] se saca, m^^=34, ín '= 4 i,  m =  
valores sustituidos en el de y , nos dan

1285

b; cuyos

- 1 7 -5 + 1 6-41 4-21-34y = --------------  ' = 5 .5*5h-  4*41-|- 2‘34 257
Por ultimo, igualando á cero los coeficientes de o? é tendremos
3m-f-7m̂ — 17ni-h16m̂ -i-21m̂ ^

-5)íí+4m/H~2m"=^0 ”  4m—  2» / +  3m"'
De las ecuaciones [5 ] se saca, w^==34, m = 4 6 ; cuyos

valores nos dan para z ,
___17-46+16-34+21-47  2313

4 -4 6 ^  2-34-h 3-47 257‘ "'^^ ’
donde vemos que los valores de las incógnitas son,

x = 2 ,  y = b ,  z  =  9, 
como fácilmente se puede comprobar.

Ejemplo II. Sean las tres ecuaciones con tres incógnitas
3aH-6y— 4z—— 9
4 a :+ 8 ^ + 3 s ^  88 [ 6].
3cc— 5^-f-4^=  21

Si aplicamos á estas ecuaciones el método verdadero de Bezout, 
hallaremos

(3 /n -f-W —3)x-í-(6í)í.+8m'-f-S;í/H-(— 4mH-3m'— 4)^=
— 9m-|-88m'— 21 [7].

Igualando á cero los coeficientes de ¡r é i/, para hallar el valor de 
z ,  tendremos

3m-H47íi'— 3— 0 ___ — 9m-f-88nr'— 21
6m-}-8m 'H-5=0 ’  ̂ — 4m -f- 3m̂ —■ 4*

De las ecuaciones de condición [8] hemos de deducir los valores 
de m y m'; de modo, que si para eliminar la m', multiplicamos la 
primera por 2 , y luego restamos, hallaremos el absurdo 8 =  0; por 
consiguiente, el sistema [8]  de ecuaciones es incompatible; luego no 
es posible hallar por este método el valor de y el método de Be
zout, tal como él es, cae en defecto en este caso.

Apliquemos este mismo método reformado, y hallaremos



5m/0,y-h(— A«H-3ííi'-!-4-m")s 
=  —  9ín-h88m'-f-21m^^ [9]

Igualando á cero los coeficientes de £c ó y , para hallar el valor de c , 
tendremos

3m + i m '+ 3m" = 0  9 m + 8 8 m '+ 2 lm "_
6mH-8??t̂ —  ̂ ““ — i m +  3m^H-
Multiplicando por 2 la primera de las ecuaciones [10], y luégo 

restando, con objeto de eliminar la hallamos 8/u^^=0; de donde 
se deduce el valor m "= 0 . Siendo m '^=0, las ecuaciones [10] se con
vierten en

3m -f-4m '=0 , 3m-|-4m'=0
6ííH-8í?t̂ =0  ̂ 3m - h W = 0;

donde vemos que las dos ecuaciones se reducen á una, de la cual se

saca m =  —  — ; y dando á el valor 3, para evitar quebrados, 
3

tendremos que los valores de las indeterminadas que reducen á cero 
los coeficientes d e c cé y , son m^^=0, m '= 3 , m =  — 4; cuyos va
lores sustituidos en el valor de z ,  nos dan

_  9 - 4 ^ 8 ^  _ 3 0 0 _

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, hallaremos para va
lores de las otras incógnitas y = 6  y íc= 1  ; que son los valores que 
unidos con el valor, hallado para z ,  nos dan el sistema que verifica á 
las ecuaciones propuestas.
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LECCION X X X III.

Eegla de K r a m e r  para hallar loa valores de las incógnitas de un sistema de ecnaciones. 
Principio en que se funda la demostración de esta regla.—Demostración de la regla de 
K ra m er .

» c g l a  de rCramflí-para h a llar lo» va lores  de la s  In eógiiltas d e  n n  sisteiua
de ccn aelon es. P rin cip io  en qu e  s e  funda la  d em ostración  de esta  
reigla. *

* 303. La regla de Kramer tiene por objeto hallar las fórmulas 
generales que dan los valores de las incógnitas de un sistema cualquiera 
de ecuaciones, sin emplear ningún método de eliminación; es decir.
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dado un sistema cualquiera de ecuaciones, hallar directamente y sin 
cálculo, las formulas que dan los valores de las incógnitas.

*  304. Para enunciar la regla consideraremos un sistema cual
quiera de ecuaciones

a x  -4-6y ~i-cz -j-d i6 = k
díc -i-c 's  ^ d u
d 'x  -i-b'hj ■Jrc"z ...
d ’^x-{~b’"y-\~c"!z-\-d"’u-\-...

El denominador común, se halla tomando los dos primei'os coefi— 
dentei  ̂ y  h, y formando con ellos los dos arreglos ab y  ba, entre 
los cuales se pone el signo ménos, ab— ba.

Se toma después el tercer coeficiente c, se coloca á la derecha de cada 
arreglo, y se le hace pasar hacia la izquierda por todos los lugares 
posibles, cainhiando de signo al término siempre que esta letra cambie 
de lugar; asi obtendremos el polinòmio

abe— acb-f-cab— bac-hbea— cba ;
el cual, como se ve, no es otra cosa que las permutaciones que se pue
den hacer con los tres coeficientes a, b, c.

•Se toma en seguida el cuarto coeficiente d, se coloca también á la de
recha de cada término, y después se hace pasar hácia la izquierda por 
todos los lugares, teniendo cuidado de ambiar de signo al término 
cada vez que esta letra cambie de lugar; y  asi hallaremos el nuevo 
polinòmio

abed— abdc*-i-adbc— dabe— acbd-i-acdb— adcb-f-dacb-f- 
ca^d— cadb-j-...

que expresa las permutaciones que se pueden hacer con los cuatro coe- 
ficien'.es a, b, c, d.

Y  asi se continúa hasta hacer lo mismo con el coeficiente de la últi
ma incógnita.

Hecho esto, se le pondrá á la segunda letra un acento, á la tercera 
dos, á la cuarta tres, y asi sucesivamente, hasta la última, que se le 
pondrán m— 1 acentos, con lo cual tendremos formado el denominador 
común de los valores de las incógnitas.

Para obtener el numerador de cada una, se reemplaza en el denomi
nador común, por el término conocido, el coeficiente de la incógnita cuyo 
valor se busca, quedando los mismos acentos.
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Para demostrar esta regla, se necesita probar antes el siguiente 
principio:

El denominador común, que representaremospor'Q, hallado según la 
regia de Krameu, se reduce á cero reemplazando una letra cualquiera 
por otra de las que entran en dicho denominador, conservando los mis
mos acentos.

Así, el polinomio
ah’df~-ac’W-\-ea^b’ —̂ ha’d'-\-hdo!^— ch’a’ ,̂

se reduce á cero, poniendo en vez de c una de las letras a óh , 
a h 'ü "— a a 'b "+ aa!b” — ba!a" - f -  bala”  —  a b'a ’ ' —  0 
ab’b "--a b 'b ’^~^ba'b" —  ba^V’ -^b'ba'’ —  hVa ’̂ =  0.

Para demostrar este principio observarémos que, según la forma
ción del denominador común D, sus términos son las diferentes per
mutaciones que con los m coeficientes se pueden formar; luego si 
hay un término en el que una letra cualquiera d ocupe el lugar cor
respondiente á m acentos, y otra letra cualquiera A, la que se ha de 
sustituir por d, está ocupando el lugar correspondiente á n acentos, 
habrá otro que sólo se diferenciará del anterior en que la d estará en 
el lugar de la h, y la h en el de la d; es decir, que si hay un término 
cualquiera

.............. (/(«*)................. /i(”> .................  n
habrá otro de la forma

. . . .  .............. í / ( " ) .................  [2'J.
Los puntos que hemos puesto en ambos términos, denotan letras co
munes en los dos.

En efecto, como los términos del denominador se han formado ar
reglando de todas las maneras posibles los coeficientes de las incóg
nitas, es claro que siendo los términos [1 ]  y [2]  dos arreglos dife
rentes, se deberán hallar en el denominador D; y lo mismo sucederá 
con otros dos términos en que estas letras ocupen el lugar de ni¡ y n, 
acentos; por consiguiente, el denominador común D se podrá des
componer en pares de términos de la forma [ 1 ]  y [ 2].

Ahora bien, si nosotros reemplazamos h por (i, estos términos se 
convierten en

..........rf(")........... .......................

.............. £/("’) ................. rft” ) ................. ;
es decir, se hacen iguales; luego si probamos que estos pares de 
términos tienen siempre signos contrarios, se destruirán al hacer



í / =  K  ó al sustituir una de estas letras por la otra, y el polinomio D 
se reduce á cero.

Que estos pares de términos tienen signos contrarios, es fácil pro
bar; en efecto, sea p  el número de letras que hay comprendidas entre 
la letra y M «), en cuyo caso, si partimos del término [ 1] ,  y su
ponemos que la letra h va cambiando de lugar hasta colocarse en el 
sitio de la letra d, ó sea para obtener el término

.............  ..........
habrá tenido necesidad de pasar dicha letra h por lugares, y 
por consiguiente el término [1J habrá tenido que cambiar ̂ 5 + 1  ve
ces de signo, correspondiente al número de veces que la letra h ha 
cambiado de lugar.

Ahora, para pasar del término [3] al término [2 ], es necesario su
poner que cada letra que está á la derecha de d, pasa á la izquierda; 
y como para pasar la d al lugar correspondiente á los n acentos, tie
ne que hacerlo pasando p letras á su izquierda, se sigue que el tér
mino [3 ] para pasar al término [2], tiene que cambiar de signo un 
numero de veces p , correspondiente al número de veces que cada le
tra cambia de lugar: por consiguiente, si para pasar del término [ 1]  
al [3J, ha tenido que cambiar p +  l veces de signo, y para pasar 
del [3] al [2 ], ha cambiadop veces, para pasar al término [IJal tér
mino [2] , habrá tenido que cambiar de signo p - j - 1 =  
veces; y como 2p - h 1 es un número impar, se sigue que el signo del 
término [2] es contrario al que tiene el término [ I ] ;  pues habién
dose obtenido el signo del término [ 2] , cambiando el signo del tér
mino [ 1J un número impar de veces, es claro que los signos de estos 
términos son contrarios; luego si el primer término tiene el sig
no ± ,  el segundo tendrá el signo :q=.

Demostrado que estos pares de términos tienen signos contrarios, 
y visto que se hacen iguales cuando se reemplaza la letra d por ú, 
es claro que se destruirán, y el polinòmio se reducirá á cero.

2 2 0  r e c l ì l

D em ostra c ión  d e  la s  rcig;Ias d e  K ram er.

* 305. Una vez demostrado el principio de que el denominador 
común, formado según laregla, se reduce á cero cuando se sustituye 
una letra por otra de las que en él entran, podemos pasar á la de
mostración de esta regla.



Sea el sistema de ecuaciones
ax -\-bij -\-cz -{-du 
a'x -^b'y-i~c'z -\-d'u
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y supongamos que el denominador común formad)) según la regíalo 
hemos ordenado con relación á los acentos de la letra coeficiente de 
la incógnita cuyo valor queremos hallar; es decir, que si queremos 
hallar el valor de x ,  ordenaremos con relación á los acentos de la le
tra a; si el de í/, ordenaremos por los acentos de b, y así sucesiva
mente.

Esto supuesto, si tratamos de hallar el valor de y , por ejemplo, 
tendremos, llamando B, Bi, B¿... á los diferentes coeficientes de 6, 
b', b’ .̂,.

Multiplicando ahora la primera ecuación por B, la segunda por B,, 
la tercera por B „ etc., y sumando según se hace en el método de 
Bezout, se tendrá

u-)- ... =  B^“HBi^̂ H— —H • ■ •Ba x-]-Bb y-i-Bc ií—j—Bí/
H-Bia' + B .6' —|—Bií/

-f-Bac"
+  • - -1- • +  • .

El coeficiente de y  es el valor de D; es decir, el denominador co
mún formado según la regla, y cada uno de los coeficientes de las 
demás incógnitas, es el mismo denominador en el cual se ha reem
plazado la letra h, por las letras respectivas a, c, d ...; luego estos 
coeficientes se reducirán á cero, según el principio demostrado, y 
por consiguiente la ecuación antéríor se convierte en

(B6+Bió'-l~B*ó''-+-...) y=B/,'-i-B,A'+Ba//^'h-■ •

de donde se saca enyo valor, se halla conde donde se saca y -   ̂ '
forme con la regla; pues el denominador está formado según la mis 
ma y el numerador se ha obtenido sustituyendo en este denomina
dor el coeficiente b de la incógnita por la cantidad constante A, de
jando los mismos acentos.

Si en vez de obtener el valor de y hubiéramos (luerido obtener el



de otra incógnita cualquiera, y justificar que su valor estaba confor
me con la regla, hubiéramos ordenado D con arreglo á los acentos de 
la letra que sirve de coeficiente á esta incógnita, y haciendo lo mis
mo con las ecuaciones dadas, hubiéramos llegado á otra ecuación, en 
que no entraría más incógnita que aquella cuyo valor se busca, pues 
todas las demás aparecerían con un coeficiente cero, por ser el deno
minador común Wrmado según la regla, en el cual se ha sustituido 
una letra por otra; de modo que sacando el valor de esta incógnita, 
se vería que la fórmula que lo dá está formada según la regla.

Ejemplo í . Sean las ecuaciones
ax -hby — h 

a'x -^b'y=?i’ .
El denominador común de los valores de las incógnitas formado 

según la regla, será ab'— ba'.
h\ numerador del valor de cada incógnita se hallará reemplazando 

eii este denominador en vez del coeficiente de la incógnita que se 
despeja la cantidad constante; luego se tendrá

^ _ k h '— bk' __a y — ka'
ab'— bn'̂  ^ ab'— ba'"

Ejemplo II. Sea el sistema de tres ecuaciones 
ax ~j-by -\~cz = k  
a'x~{-b'y -i-c'z — k' 
a "x -^ h "y -^ "z= k 'L

El denominador común, será
ab'c”~ a c ’b"~^ca'b"— ba’c"^ h c'a "~ cb 'a ",

y los valores de las incógnitas vendrán expresados por

2 2 2  REG LA

x =

y-

W c " —  kc'b"-\~c7í'b"— b7í'c" +  bc'7¿" — cb'7¿" 
ah’c''—  ac'b" -\^ca'b"— ba'c" -h  be'a" — cb'a" * 

ak'c’'~ a c'k "-^ ca '7 f'~ -ka ’c"-\-!ic'a''~c7i7a" 
^ ’c "— ac'b" H- ca'b” — ba'c"+ be'a" ~~ch’o!'' 

ah'k"— ak'b" ̂ 7ia'b"— ha'k" -\-hk'a"— kb’a"
ah'c" —  ac'b" +  ca 'b "~  ba'c"-\- be'a" ■

cuyos valores hallados tanto en este ejemplo como en el anterior, 
son los que ya hemos determinado en las lecciones anteriores.

* 306. Por medio de las fórmulas halladas según la regla de Kra- 
mer, podremos determinarlos valores de las incógnitas reemplazando
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por los coeficientes y cantidades constantes, los números particula
res que representen en cada caso particular.

LECCION X X X IV .

D isen s ión  gen era l de lo s  va lo re s  d e  la s  in có g n ita s  d e  u a  s istem a  d e  d os  ecu a c ion es  d e  p rim er grade.—D iscu sión  g e n e ra l de lo s  va lo re s  de las in có g n ita s  d e  u n  s istem a  cn a lq u ie ra d e  

ecu a c ion es  d e  p r im e r  g ra d o .

n iscu siou  gen eral de lo »  va lore»  d e  la »  In cógn ita» d e  im  siste m a  d e  do»  
ecu acion es de i>rlmcr grad o .

* 307. Al resolver un sistema de dos ecuaciones de primer gra
do, hemos hallado que los valores á e x é y  que verifican á las ecua
ciones

ax -\-by = h  
a'x-hb'y=/i^

/¿yt —  l)fc' . ak'— ha'
V

[1]

son cc=
ah' —  ba' oh' —

cuyos valores vamos á discutir de un modo general.
• ¿08. Los valores de a? é ?/ serán positivos, y en general cum

plirán con las condiciones físicas del problema, siempre que los dos 
términos de las fracciones que expresan estos valores sean de un 
mismo signo; y digo que en general cumplirán con las condiciones 
del problema, porque puede haber algún caso en el cual el nùmero ó 
números que estas incógnitas representan deban ser por su naturale
za números enteros, y en ese caso todo valor fraccionario, aunque 
sea positivo, deberá desecharse por no cumplir con esta condición 
precisa; de aquí, que no todos los valores de las incógnitas que veri
fican á la ecuación o ecuaciones de donde provienen, verifican siem
pre á todas las condiciones físicas del enunciado; y la razón es, que 
no se pueden expresar en estas ecuaciones todas las condiciones físi
cas, y por otra parte que una misma ecuación ó un mismo sistema



de ecuaciones, puede corresponder á más de un problema; es decir, 
que una ecuación puede ser muy bien la traducción algebraica de 
dos ó más enunciados de problemas distintos entre sí.

* 309. Si uno ó los dos numeradores de los valores áe x é  y  tie
nen signos contrarios al que lleva el denominador común, entonces 
uno de los valores, ó los dos serán negativos; y diremos de ellos lo 
mismo que se ha dicho en las ecuaciones de primer grado con una 
incógnita (25b).

* 310. Supongamos ahora que sin ser cero el denominador co
mún, lo fuesen los numeradores; es decir, que se tiene

ab'— ba'=\^0, kb'~bk^=0, ak'— ka '= 0 .
No siendo a¥— ba'=0 , las igualdades kb'—sá//= 0  y ak'— ka'— 0, 

no se pueden verificar sino siendo k = k '— 0. En efecto, si k y k' no 
fuesen cero, tendrían que serlo, a, a', b y b', lo cual no puede ser; 
porque entonces ab’— ba' también seria cero, lo que es contra la hi
pótesis, ó tendría que serkb '= bk ', y ak'=ka', que tampoco

¿A jy f j  gt yf fj!
puede ser, porque se tendría ~r =  -r y — = —, de donde — =  — ó

b k k a b a
áb'=ba', y por consiguiente ab'— ba '= 0 , lo que no es verdad. 

Luego si los numeradores de los valores de las incógnitas son cero 
sin serlo el denominador común, las cantidades k y k', tienen tam
bién que ser necesariamente cero.

Las fórmulas nos dan cero en este caso para valores de las incógni
tas; y así debe ser, pues las ecuaciones [ 1] ,  se reducen por esta hi
pótesis, según hemos demostrado, á

ax-i-by  = 0  
a'x-i-b 'y=0 ,

y quedan verificadas por los valores cc= 0  é ij= 0 .
Estos valores hallados para las incógnitas de un problema, indican 

en general una imposibilidad en él, aunque en algunos casos expre
san soluciones de fácil interpretación.

* 311. Si solamente fuera cero uno de los numeradores, sin ser
io el otro ni el denominador común, y se tuviera

kb'— 6/ , / = 0, ak'— /¿ f/- ¡= 0, ab'— ba' -\=0, 
se vería que k y / /  no podrían ser cero; porque entonces a^'— Áa' 
seria igual cero, lo cual es contra la hipótesi; por una razón análo
ga se probaria que tampoco pueden ser cero b y b', porque enton
ces tendría que serlo también el denominador común; luego si
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0 , se debe tener necesariamente kh'=hk' de donde 
bk'
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y
Ahora bien, según la hipótesis, el valor de x  es cero, y el de 2/ es

Cî
y =  — — el cual se convierte, poniendo en vez de k su valor, en

ah'— ba'

ah¡— o; -rr
y ah'k’ —  ha' y

y =
k'
V 'ab'— ha' b'{ab'-~ba') 

como debe suceder; pues siendo cero el valor de x , por ser
bk!

}¡h'— hM~Q, sin serlo k, / / ,  b y 6', debe tenerse y sustitu

yendo este valor en las ecuaciones [ 1] , se convierten en
hy

ax -\-bij =  —  

a'x-^h’y =  k’ ,
bk' l'

las cuales dan para£c=0, el valor de y =  -r-r— 77, que esel que an>
bb' b'

teriormentc hemos hallado por la fórmula general.
Este caso tampoco ofrece dificultad.
* 312. Supongamos ahora que el denominador es cero, sin que 

lo sean los numeradores; es decir, que se tiene
aV— ba'— O, kb'— bk̂ :=-\~0 y aJi'— ka':z[~(i.

Admitamos además que el denominador ab'— bâ  se reduce á cero 
por la hipótesis de ser ah'— bâ  y no porque lo sean las cantida
des a, a\ b y b'.

Los valores áe x é  y vienen bajo la forma

A A ®x = ~ c c  é  2/ = ^ = « »

que nos dicen que no hay valores finitos que verifiquen á las ecua
ciones dadas, y por consiguiente dichas ecuaciones deben ser incom
patibles.

En efecto, si de la relación ab'=ba' sacamos el valor de una de 
las cantidades que entran en ella, y la sustituimos en las ecuaciones 
dadas, pondremos de manifiesto la incompatibilidad. Saquemos, por

bol
ejemplo, el valor de b’ , y tendremos 6' =  — , sustituyamos este va-

19

c



lor en la segunda ecuación, y tendremos que e! sistema [1J, se con
vertirá en el sistema

ax  - 1-  bij ax-^hy =  k
, ha! , de donde ak'

a'x~\------y = k \  ax-\-by= :— .
a a’

Estas dos últimas ecuaciones tienen iguales sus primeros miem
bros, luego sus segundos también deberán serlo para que sean com
patibles; pero sus segundos miembros no son iguales, pues si lo fue-

a y
ran, se tendría A'=—  ó ka '= ak ', 6 ak'— k a '= 0 , lo cual no es 

a'
verdad, pues ninguno de los numeradores es cero según la hipótesis; 
por consiguiente, las ecuaciones del sistema [ 1]  son incompatibles 
como lo manifiestan los valores infinitos de las incógnitas.

Vemos, pues, que ios valores hallados por las fórmulas generales 
son verdaderosáun siendo el denominador común a¥— ba'— O, único 
caso en que parecía caer en defecto el método de Bezout, pues ve
mos que los valores infinitos hallados para las incógnitas nos expre
san que no hay valores finitos que puedan verificar á las ecuaciones 
de donde provienen, y por tanto son incompatibles como acabamos 
de ver.

* 313. Si para evitar la incompatibilidad que resulta por la h i-

pótesis anterior, admitiésemos que A = - 7- ó  ak'— ka'— O, se ten-
a'

dría que el valor de y  seria de la forma — y el de x  de la forma in

finita —.
O

Pero nos será muy fácil probar que siendo y  de la forma inde
terminada, el de X es también de la misma forma. En efecto, siendo
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b' a'
ab'— ba'=0  y ak'— ka '--0 , se tiene t = ~  y

o a
a' k'

de donde
a k

podremos deducir fácilmente la relación siguiente

ó kb'— b k '~ 0 ,
b k

y por tanto siendo cero el numerador y denominador de y, el nu
merador de X también lo es.

♦ 314. Esto nos prueba que si el valor de una de las incógnitas



■es infinito, el de la otra también lo es; y si el uno viene bajo la for
ma indeterminada, el otro viene también bajo la misma forma.

* 315. Si los valores de cc é  ̂ son de la forma indeterminada
b' a' k’

por ser dichos valores son reales y verdaderamente in -
h a k

determinados; pues en ese caso las dos ecuaciones propuestas no son 
mas que una, como se puede ver introduciendo en ellas esta condi
ción. En efecto, si llamamos?«. la relación constante que hay entre 
las cantidades h y a y a', k y k\ tendremos

y  a! k!
- = ~ - = - = m ,  
o a h

de donde se deduce y sustituyendo es
tos valores en la segunda ecuación del sistema propuesto [ 1 ], se 
tendrá

ax -^-hy = k  
amx~\-bmy— 7¿m,

cuya segunda ecuación es igual á la primera multiplicada por m; 
luego el sistema de las dos ecuaciones propuestas se reduce á una 
sola ecuación con dos incógnitas, a x-]-b y= k , la cual se puede ve
rificar por un número indeterminado de valores de ¿c é y .

Luego los valores x =  ~  é y — hallados en este caso para x é y

por las fórmulas generales, nos indican el caso de indeterminación 
de estos valores.

Pero no se vaya á creer que aun cuando dichos valores son inde
terminados, como las expresiones lo indican, se puede dar á estas 
incógnitas valores totalmente arbitrarios; de ningún modo esto es 
así, pues ambos valores aunque indeterminados, tienen que satisfa
cer á la ecuación a x -j-b y  =  /¿; por consiguiente una vez dado un 
valor cualquiera á una de estas incógnitas, el otro está determinado 
ya por esta ecuación.

*  316. Hemos supuesto hasta aquí que el denominador ah'— bâ  
es cero, sin que lo sean ninguna de las cantidades que entran en él,

y  y
sino por verificarse la relación -  =  —, v en esta hipótesis hemos

b a '
visto que cuando ninguno de los numeradores es cero, los valores de

A B
las incógnitas son de la forma "q Y q lo mismo infinitos.
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y las ecuaciones son incompatibles; y que cuando además de ser 
V a'_  =  —, ü ah'— 6a '= 0, es también cero uno de los numeradores, el 
h a
otro también lo es, y el sistema de ecuaciones es indeterminado; 
pero el denominador ah'— ha' puede ser cero siendo a =  0 y á =  0, 
a— a y <2̂ = 0, b'=Q  y 6= 0, y por último siendo 6'= 0  y a '= 0; 
cuyos casos pueden reducirse á los dos primeros, porque los dos últi
mos darían origen á consideraciones de la misma especie respecto á 
los valores de las incógnitas; pues lo que de la a? é 2/ digamos en estos 
dos casos primeros, se diría de la y y m en los dos últimos.

Asi, sea por ejemplo, a = 0  y  6 = 0 ,  en cuyo casoaú^— 6 íz ^ = 0 , y  los
kh' . ha'

 ̂ y  Qvalores de ¿c é 2/ se reducen á cc=  —  =00

que son, según vemos, infinitos; y por consiguiente las ecuaciones 
deben ser incompatibles; en efecto, según la hipótesis en que esta
mos, las ecuaciones propuestas se convierten en

0= /c
a'x-^h'y—y ,

cuya primera ecuación es evidentemente absurda, y por consiguien
te el sistema es incompatible.

Si para evitar la incompatibilidad hacemos A:=0, en cuyo caso se 
tendrá o = 0, 6= 0, ¿ = 0, entonces el sistema propuesto de las dos 
ecuaciones se reduce á la sola ecuación a'x-\-h'^j-=k', en la cual los 
valores de cc é ^ son indeterminados; pero introduciendo esta nueva 
hipótesis en las fórmulas que dan los valores de estas incógnitas, ha
llamos que se reducen ambos á la forma indeterminada como debía 
suceder.

• 317. Sea, en segundo lugar, « = 0  y a^=0: el denominador 
común ab'— 6a^ se reduce á cero, y los valores de las incógnitas to

man la forma ^  é los cuales no están conformes con lo

que hemos dicho (314) aunque es verdad que sólo tiene esta excep
ción lo que allí dijimos; es decir, que sólo siendo cero los coe
ficientes de una misma incógnita en ambas ecuaciones, puede ser 
infinito ó indeterminado uno de los valores de las incógnitas sin que 
el otro lo sea.

Veamos qué expresan estos valores. Desde luego el primero nos 
indica que las ecuaciones son incompatibles: pues no hay ningún va-
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lor finito de x  que los verifique; y en efecto, dichas ecuaciones se re
ducen según ]a hipótesis que nos ocupa, á

bij
h'y=^k’ ;

es decir, á un sistema de dos ecuaciones con una incógnita, y por 
consiguiente imposible de verificar para un mismo valor de esta in -

cógnita, á no ser que se verifique la ecuación de condición —

Por lo tanto, los valores ó i/— expresan en general una

incompatibilidad en las ecuaciones de donde provienen.
h k'Si admitimos la igualdad con el objeto de hacer que las

■ecuaciones propuestas sean compatibles, los valores de las incógnitas 

serán ambos de la forma y por consiguiente aparecen ser inde

terminados, lo cual no es verdad; pues de las ecuaciones anteriores 

V de la relación ^ = 77» indeterminado

como aparece por las fórmulas; lo cual prueba, que aquellos valores 

toman la forma de ~ ,  á causa de haber algún factor común en los

dos términos, que se reduce á cero por la hipótesis en que nos 
hallamos; para ponerlo de manifiesto, sacaremos de la relación an-

t e r i o r e s t a  otra - = - r ,  que igualaremos a m, y nos dará,
b b' ^k

—= —^ m ;  de donde, y b’=bm .
k b

oJSi ahora h a c e m o s -= n , de donde a!=an, y sustituimos estos
a

x =

y =

kbm— hkm 0 _ 0

abm—  ban ab{m— n) 0 '
akin—  ank ak[m— n) k

abin— ban ab{m—n) 6 ’

pues siendo cero su coeficiente en ambas ecuaciones, cualquier va-
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lor que á a? se le dé hará nulo este término; y el valor de y  es como- 
k k’

debía ser j  —  y ambos bajo la forma indeterminada,

era por haber en los dos términos de la fracción el factor a, que se 
reduce á cero por nuestra hipótesis.

• 3'! 8. Supongamos ahora que se tiene a = 0 , &=0 y a '= 0 ;  en
kb' 0

este caso los valores de las incógnitas son x  =  —  é xj— —; (as
0 O

0—ií
ecuaciones propuestas se reducen á que, como se ve, son

incompatibles, á causa de la ecuación 0=,^; pero si, para evitar esta 
incompatibilidad, hacemos / l = 0, dichas ecuaciones se reducen á la

Té
única de donde, ; cuyo valor debe estar comprendido^

en las fórmulas generales; en efecto, estas se reducen, por esta nue-

va hipótesis, a — é ^ =  .

El primero es, como debe serlo, indeterminado; pues la ecuación 
es independiente de x\ el segundo aparece bajo la forma indetermi
nada, á causa de haber en sus dos términos un factor común que se

, , oJ
reduce por nuestra hipótesis a cero: en efecto, hagamos —= m ,  de

a
donde a'=am ; sustituyamos este valor en el de y, y hallaremos

y-

A'

aA'— Aam Â — Am
ah'— bam h’— bm

cuyo valor se reduce á por la hipótesis de ser A = 0 , &=0, que es 
U

lo que debía ser.
* 319. Si por último hacemos a = 0 , 6 = 0 , a '= 0 , h'— O, los va- 

lores de las incógnitas se reducen a ¡x:= —, y =  —, y las ecuaciones

Q —¿
propuestas se convertirán en ^ q u e  son evidentemente incom

patibles; luego los valores indeterminados hallados para las incógni
tas de un problema pueden en algunos casos indicarnos una incom
patibilidad en las ecuaciones. La incompatibilidad desaparece si ade
más délas hipótesis hechas, agregamos las dos siguientes .1 = 0



y A ;'=0, en cuyo caso los valores de las incógnitas son realmente 
indeterminados, pues no hay ecuaciones.

* 320. Cuando ^ = 0  y los valores d a c c é y  son general
mente cero, como lo manifiestan las fórmulas; pero si además de ser

b' o!
¿ - Q  y suponemos donde ab'— bci'=0, los valores

de cc é y son indeterminados; y en esta hipótesis gozan de una pro
piedad muy notable, y es, que su relación es constante: en efecto, 
las ecuaciones propuestas se reducen, por ser A = 0  y / / = 0, a 

a x - ^ b y — 0  ̂ a x = ^ h j  
a’x-^-h'y^d ü !x ~ — h'y,

X y
V —= ------; Y como además se tie-
 ̂ a' ^
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X b
de donde se deduce, —= -----.

^ “  6^ ó'
ne, ó lo que es lo mismo, - = - r ,  la relación de los valores

b a a d
de las incíignitas x  é y , que satisfacen á las ecuaciones propuestas,

b b’
es constante é igual á ----- = -------.a a'

^ 321. Resumiendo todo cuanto llevamos dicho en esta discu
sión, tendremos que:

Cuando el denominador común no es cero, los valores de las in
cógnitas son finitos, positivos ó negativos, los cuales podrán ser, en 
cuanto á su valor numérico, enteros, fraccionarios, y áun cero. Los 
valores positivos satisfacen siempre á la ecuación y al problema, á 
menos que deban ser estos números por su naturaleza enteros ó 
fraccionarios, y entonces deberán excluirse en el primer caso los 
fraccionarios, y en el segundo los enteros. Los valores negativos ge
neralmente se interpretan cambiando el sentido en que deben to
marse estas cantidades, lo cual equivale á un cambio.de condición; 
y en general son susceptibles de todo cuanto hemos expuesto en la 
discusión de las ecuaciones de primer grado con una incógnita (256). 
El valor cero indica generalmente imposibilidad en el problema, 
aunque á veces tiene su interpretación física.

Si el denominador común se reduce á cero sin que lo sea ninguno 
de los coeficientes de las incógnitas, los valores de x  ó y son los dos 
infinitos, ó indeterminados. En el primer caso las ecuaciones son in
compatibles; en el segundo indeterminadas.

* 322. Si alguno ó algunos de los coeficientes de las incógnitas



son cero, pueden presentarse varios casos; pero en cualquiera de 
ellos, si uno de los valores de a? ó de ^ viene bajo la forma infinita, 
las ecuaciones son incompatibles cualquiera que sea el valor de la

otra incógnita. Si los dos valores son de la forma indican el sím

bolo de la indeterminación, excepto en el caso de ser ceros los coe
ficientes de una misma incógnita en ambas ecuaciones, sin que lo 
sean las cantidades conocidas k y k'.

* 323. Por último, cuando las cantidades k y / /  son cero, los 
valores de las incógnitas son en general cero, y nada ofrecen de par-

b' a'
ticular; pero si además se verifica la igualdad — ó ah'— h a '= 0 ,

b a
los dos valores vienen bajo la forma indeterminada, y gozan de la

b b'
notable propiedad de ser su relación constante é igual á ----- = -------.

a a'

U isensiOii g e n e ra l d e  lo s  v a lo re s  d e  la s  In có g n ita s  d e  m i s is tem a  cu a l*  
q u ie ra  d e  e cn a c io n e s  d e  iirliiier  g ra d o .

* 324. La discusión de las fórmulas que dan los valores de las 
incógnitas de un sistema de tres ó más ecuaciones, da origen á cál
culos bastante pesados, y por otra parte no es de gran utilidad; por 
lo que no nos ocuparémos sino muy superficialmente de esta discu
sión, consignando tan solo algunas observaciones generales que es 
necesario tener presente, y notar ciertos errores que podrían dedu
cirse por analogía de lo que llevamos dicho de la discusión en el caso 
de no tener más que dos incógnitas.

* 325. En primer lugar hemos visto que los valores áo x  é y  
son los dos de la forma infinita ó indeterminada siempre que sea ce
ro el denominador y no lo sea ninguno de los coeficientes; y podría 
creerse, que sucede lo mismo en el caso de ser tres ó más el número 
de ecuaciones, lo cual no es verdad; pues cuando las incógnitas son 
tres, por ejemplo, y el denominador es cero, los valores pueden ser 
todos de la forma infinita ó de la forma indeterminada, ó unos de la 
primera y otros de la segunda forma.

En efecto, sean las tres ecuaciones
ax -{-by -i-cz = k  
a'x -\-b'y -{-c'z = k '  
a”x-^h"y-\-c" z ~ k ' ' .
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E! denominador común de los valores de las incógnitas es
J)=ah’c ' '^ c 'b ’^-^ca’ b''— ba’c^'-hhc'a''— cb'a’ ;̂

el cual puede escribirse de las tres maneras siguientes:
cM),

D = 6(c'a' '— ca' ^) +6" K —  
f^=^c[a'b"— b'a^^)-\-c\ba''^aN^)-j-c'^{ab^— ba’).

Si suponemos b'c''=c'b’  ̂ y cb"=bc^', de donde bd=cb^, dicho 
denominador D se reduce evidentemente á cero.

El numerador del valor de se obtiene poniendo en el denomi
nador las cantidades conocidas k, k’ y /f" en vez de a, a y ; y por 
consiguiente, dicho numerador se reduce también á cero, y nos da

para íc el valor de la forma 1  Pero como el numerador de y , lo

mismo que el de s , se forma poniendo en el denominador las canti
dades conocidas /c, k' y k", en vez de los coeficientes b ,h  y b para 
7/ ,  y en vez de c, y para no hay razón para suponer que estos 
numeradores se reduzcan á cero, pues en ellos no entran las canti 
dades h'c” — c'h” , cb"— bc'' y bc'~cb^, que por nuestra hipótesis se 
reducen á cero. Así el valor de ^  puede venir bajo la forma inde

terminada y ser infinitos los valores de las otras incógnitas.

* 326. Sin embargo, siempre que hallemos para valor de una

incógnita una expresión de la forma - ,  debemos concluir, cuales

quiera que sean los valores de los demás, que las ecuaciones de don
de provienen estos valores, son incompatibles ó imposibles de verifi
car en números finitos.

En efecto, si nosotros suponemos que el valor de ¿r es de la for

m a - ,  podremos admitir que en el sistema propuesto se han elimi

nado todas las incógnitas á excepción de la a), y dicho sistema se po
drá reemplazar por otro en el cual existirá la ecuación D x— A, cuyo 
coeficiente D será cero, y por consiguiente la ecuación absurda, 
pues no hay ningún número finito que la verifique; y siendo esta 
ecuación imposible de verificar, el sistema de que forma parte tam
bién lo será; pero este sistema equivale al propuesto, luego el siste
ma propuesto es incompatible, según queríamos probar.

9^^



* 327. Si hallamos para una incógnita el valor ŷ, no podemos

asegurar que el sistema es indeterminado; pues ya hemos visto que 
las otras incógnitas pueden tener un valor infinito, en cuyo caso se
ria, porlo dicho anteriormente, imposible de verificar en números 
enteros.
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328. Si todos los valores de las incógnitas son de la forma 0
0 ’

en general indican que el sistema es indeterminado; pero también 
pueden indicar que las ecuaciones son incompatibles.

En efecto, sean las ecuaciones
na? —\~cz
m ax^m  b y-\~mcz = p k  
nax-\-nb}j -\-ncz

las cuales son incompatibles siempre que m no sea igual áp, ni n á / / ;  
y sin embargo, los valores He x , y y z, vienen bajo la forma inde
terminada.

* 329. Para ver si el símbolo —, hallado como valor de una in

cógnita, es realmente el carácter de ser indeterminado el sistema de 
ecuaciones, ó indica incompatibilidad ó, por último, que hay algún 
factor común que le hace tomar esta forma debiendo ser finito y de
terminado dicho valor, no hay más que introducir estas hipótesis en 
las ecuaciones dadas, y ver á qué se reducen: si del sistema que re
sulte se pone de manifiesto su naturaleza, no hay que seguir adelan
te; pero si da otro sistema en el cual no hay señales para concluir 
si es indeterminado, imposible ó determinado, entonces se le aplica 
el método directo de resolución, y por los valores que encontremos 
deduciremos qué interpretación se les debe dar á los hallados por las 
fórmulas. Así, si en la serie de los cálculos hallamos una ecuación ab
surda, concluiremos que las ecuaciones son incompatibles; si halla
mos una ecuación idéntica, se dirá que es indeterminado; y por últi
mo, si hallamos valores determinados para las incógnitas, diremos 
que el sistema también es determinado
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E cu a c io n e s  <Ie s e ^ n d o  jurado c o n  u n a  i n c é g n i K  su  d iv is ió n  en
resolución do estas Ú lt im a s .-R e s o lu c io n  de ia  e cu a c ió n  c o m p le ta d o  s e g u n d o  g r a d o  y a

te n g a  ó  n o  la  u n id a d  p o r  c o e fic ie n te  el cu a d ra d o  d e  la  in có g n ita , 

de ,c«..nd . *r»d.
t a n  c  Ineom iiictos: reso lu ción  de e st««  u ltliuas.

330. Los ecuaciones de segundo grado son aquellas en que la in 
cògnita aparece, después de quitados los denominadores, elevada á la 
segunda potencia, y no viene debajo de ningún radical, ni elevado a 
exponente fraccionario, ni á mayor potencia que la segunda.

Así, las ecuaciones
8 = 2 o>+-'16, y

son ecuaciones de segundo grado y pueden reducirse á
2x^=32, ó íĉ =16; Aóí;’-— 2o5=2A, ó 12= 0 ;

y  1 D ó c ^ - t - 8 í c - i - 1 2 0 = 0 .

Las ecuaciones de segundo grado vienen á veces bajo una forma 
aparente de primer grado; pero se les puede dar la forma verdade
ra por medio de operaciones sencillas. Así, las ecuaciones

- ^ = 5- ^ + ^ ’ ^ a?+21̂ x = '120,
3oC—1“2 £c-A"3 StV m

que h primera vísta parecen ecuaciones de primer grado, se reducen 
á ecuaciones de segundo haciendo desaparecer los denominadores en 
las dos primeras, y el radical en la segunda. En efecto, estas ecua
ciones se convierten en las siguientes:

6^®+3L2:-h0=0» 603̂ -+! lcc+ 'l=0, x̂ —U4-x-{-\ím—0; 
cuyas tres ecuaciones, como se vé, son de segundo grado.

331. Las ecuaciones de segundo grado pueden ser completas o 
incompletas: se dice que una ecuación de segundo grado es completa 
cuando además del término que contiene á la incógnita elevada a a 
segunda potencia, hay otro que viene afectado de la primera poten
cia, y un tercero independiente de esta incógnita. Toda ecuación 
completa de segundo grado puede reducirse á la forma
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aa;^+6a :- ¡-c= 0,
en la cual el primer término es siempre positivo, y los coeficientes 
n, 6 y c son cantidades enteras; para lo cual no hay más que quitar 
los denominadores si los hay, y cambiar los signos á toda la ecua
ción si el primer término fuera negativo, lo que, como ya sabemos, 
no altera en nada los valores de las incógnitas; los coeficientes b y c  
pueden ser por lo tanto positivos ó negativos.

Si la ecuación de segundo grado carece del segundo ó tercer tér
mino, ó de los dos, se dice que es incompleta; así, la forma de 
las ecuaciones incompletas de segundo grado es una de estas tres; 
ax^ -h bx= 0 , ax^-\~c=0, ó ax^=0.

332. Aunque la resolución de las ecuaciones incompletas está 
comprendida en la de las ecuaciones completas, vamos, sin embar
go, cá resolverlas directamente.

Sea, en primer lugar, la ecuación más sencilla a x^ = 0 , la cual 
no puede ser satisfecha sino para a;— 0, pues cualquier otro valor 
puesto en vez de cc no podría reducir el primer miembro á cero.

Sea, en segundo lugar, la ecuación ó o x ^ = — c, la
cual dividida por a y llamando al cociente de dividir c por a, se

convierte en — = 0  ó y ó — q.

Donde vemos que x  expresa la raíz cuadrada de ■ 

y si representamos esta raíz por a, se tendrá que tanto -j-a ,

com o— -í, elevada al cuadrado nos darán la cantidad — ~ = __q-

luego los valores de x  serán a y — a, ó lo que es lo mismo

c y—
- = l / — í
a y — y — — \/ — y poj. consiguiente

—  ± \ /  —  í - =  í/.
'  a

los valores de x  son x

333. La ecuación aa:^-t-c=0, que se reduce, como ya hemos 
visto, á x^ = A , nos expresa el problema de extraer la raíz cuadrada 
de un número A; este problema, que no tenia más que una solución 
en aritmetica, admite dos, como ya hemos visto al tratar de los va
lores de los radicales, y  no puede tener más que estos dos. En efecto,
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siendo a la raíz caudrada aritmética de A, tendremos a^=A y por 
consiguiente x - —â -, pasando al primer miembro el término y 
descomponiendo lo que resulta en el producto de la suma por su di
ferencia, se tendrá — a^=(a;+a)(a? a ) = 0.

Para que este producto sea nulo es necesario que lo sea uno de sus 
factores, de modo que igualando á cero cada uno de estos, hallare
mos los valores de íí? que anulan á este producto, y por consi
guiente que satisfacen á la ecuación m‘̂ =A; luego los únicos valores
de X serán x =  — a y x — a ó x =  V'k  y x= V ^ k .

Sea, por último, la ecuación ax^-\-hx=0, la cual dividida por a y 
llamando p  al cociente de dividir b por a, se convierte en

ó x'^~\-px=0: 
a

sacando x  factor común, se halla ^ ® x{x-\ -pj=0 .

cuyo producto no puede hacerse cero sino por los valores de :0 y

a
Luego los valores de la incógnita de la ecuación incompleta de se-

b
gundo grado ajj^H-ócc=0, son 0, y -------=  — P-

334. Los valores de la incógnita de una ecuación de segundo 
grado, lo mismo que los de otra ecuación cualquiera, se llaman raí
ces de esta ecuación; así diremos que las raíces de una ecuación son 
los números reales ó imaginarios, conmensurables ó inconmensura
bles, que puestos en vez de la incógnita satisfacen á dicha ecuación.

R e so lu ció n  de luccaaelon completo de scgiintio (si-odo ya tensa 6 iió la 
unidad por coeüclente el cuadrado de 1a iucosuita.

333. Sea la ecuación general de segundo grado completa
[ 1]»

dividiendo por a y representando por p y 5 los cocientes de divi
dir á y c por a, tendremos

 ̂ ^-=0 ó 0 [5],



siendo como ya hemos dicho — y q = —.
a ' a

Es evidente que si nosotros hallamos las raíces de la ecuación [2J,
b ctendremos las de la ecuación [1 ], sustituyendo por — y — Jas
a a

cantidades p  y q; por consiguiente tratemos de resolver esta ecua
ción [ 2].

Muclios métodos se pueden emplear de los cuales explicaremos los 
tres más principales.

* 336. Primer método. Este método está fundado en las 
propiedades de las raíces, que son las siguientes:

4 En toda ecuación de segundo grado reducida á la forma orrft- 
nai'ia x^-}-px-{-q=0, el coeficiente p del segundo término es igual d 
la suma de las raíces con signo mudado.

2.^ En toda ecuación de segundo grado reducida á la forma 
x^-[-px-l-q=0, la cantidad constante q es igual al producto de las 
raíces.

Sea la ecuación general de segundo grado
[3],

y supongamos que a es un número que puesto en vez de x  satisface 
á esta ecuación, es decir, que se tiene

de donde q= — pa [ 4];
siendo « raíz de la ecuación [ 1] , su primer miembro será divisible 
por el factor x — « (91), de modo que ejecutando la división, se 
tendrá
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x^-\-p\x-\-q
- 4 - a l

X — a

, a^-(-px-{-5' =  0
pero el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente; 
luego se tendrá

x^-^px-^q={x— a) ( o : - } - ; j - h a ) = 0 .

Esta igualdad nos prueba que, si a es una raíz de la ecuación [I j ,  
— p — a = — esotra raíz; pues el producto [x— x)[X'^p-\-x) 
no puede ser cero sino haciendo cc=a ó x ——p — %.

Si representamos estas raíces porcc^ycc", tendremos a /= a  y 
a>” = ~ p —x, cuyas igualdades sumadas y multiplicadas sucesiva y 
ordenadamente, nos dan

a ~ — p  ó  p —  ^ [x '- \-x ^ ’] [ 3 ]



y a:/x'^=— px— ó q = x 'd '  [6}
que justifican las propiedades enunciadas; que como vemos, son ge
nerales y se demuestran con independencia de los valores numéricos 
que puedan tener las raíces.

Esto supuesto, si de las relaciones [5] y [6] pudiéramos deducir 
los valores de x ' y x "  en función de los coeficientes p y (/, el pro
blema quedarla resuelto: veamos pues, cómo hallamos estos valores.

Desde luego se observa que, si aplicamos á estas ecuaciones cual
quiera de los métodos de eliminación explicados anteriormente, ha- 
llarémos una ecuación final que sólo se diferenciará de la propuesta 
en que en vez de la incógnita x ,  viene la incógnita que no se eli
minó entre estas relaciones: en efecto, sacando el valor de x '̂ en la 
relación [5] y sustituyéndolo en la [ 6] , hallarémos x ’ {— p — x^ )=q  
ó ¿r''2-i-pa?^-|-g=0; es decir, la ecuación ['!] en la cual hemos 
puesto a/ en vez de x ;  luego no podemos emplear ninguno de los 
métodos de eliminación explicados hasta ahora.

Si observamos que la primera de estas relaciones nos da conocida 
la suma de las raíces x ' y cc", que es igual á — es evidente que, 
si llegamos 6 conocer la diferencia de estas mismas raíces, el proble
ma estará resuelto; pues conociendo la suma y la diferencia de dos 
cantidades, podemos conocer ya estas cantidades (243).

Para conocer esta diferencia, elevarémos al cuadrado la ecuación 
—p, y de la ecuación resultante restarémos el cuadruplo 

de la segunda, que es k x 'x ''= k q , y tendremos

h:x'x” =̂ h:q
El primer miembro es el cuadrado de x ’— cc"; luego si extraemos 

la raíz cuadrada de ambos miembros y suponemos  ̂ en cuyo
caso el valor del radical será positivo, tendremos
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de donde x'"^-\-x'’  ̂—  ^x'x" — p  ̂—  4<7-

a/- ~x'
Conociendo ya la sumay ladiferencia de las dos cantidades a /é a / ',  

tendremos conocida cada una de ellas; así se hallará (243), siendo
como hemos supuesto x'';>x^’ ,

d -  ' ’ -X. Vp^—  4ry __
2 ‘ 2

V  —  h.q__
2 - i - \
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Ó reuniendo los dos valores en uno, y representándolos por la iucóg- 
ta ¿c, se tendrá la fórmula que dá los valores de la incógnita de la 
ecuación de segundo grado,

í -
* 337. Segundo método. Este método consiste en formar una 

ecuación que tenga la misma forma que la propuesta, y en la cual los 
valores de la incógnita sean una función conocida de las indetermi
nadas a y p, identificar en seguida ambas ecuaciones, y de las rela
ciones que resulten sacar los valores de las indeterminadas, los cua
les sustituidos en el valor de x ,  nos darán las raíces pedidas.

Sea la ecuación propuesta
Hagamos a:=a-h;3; de donde pasando « al primer miembro y 

elevando al cuadrado, se tendrá
(cc Ó — p®=0.

Esta ecuación es de la misma forma que la propuesta, de modo 
que si las identificamos, el valor de será el mismo en am
bas ecuaciones; mas para que dichas ecuaciones sean idénticas, es 
necesario que se tenga — y ó® la primera de es-

P
tas relaciones se saca el valor de x, que es —  2 ’  ̂ segun

da se obtendrá, después de sustituido el valor de x,

sustituyendo estos valores en el que tenemos de x , hallarémos para 

valores de la incógnita, x  =  —  que son los mismos

que hemos hallado por el método anterior.
338. Tercer método. Este método, que es el que general

mente se explica en los textos de matemáticas, consiste en hacer 
que el primer miembro de la ecuación x ‘*^-j-pfc=~~q sea el cuadrado 
de un binòmio cuya primera parte es x ;  para lo cual no hay más 
que agregar á los dos miembros una misma cantidad, lo que no al
tera en nada el valor de la incógnita (231), después se extrae la 
raíz cuadrada de dichos dos miembros, y se despeja la x  de la ecua
ción de primer grado que resulta.
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Sea, como siempre, la ecuación de segundo grado 
x ^ - { - p x - i - q = 0 :

pasando el término  ̂al segundo miembro, se tendrá

si consideramos ahora el primer miembro como los dos primeros 
términos del cuadrado de un binomio cuya primera parte es x ,  la

segunda será ^ = —, puesto que el segundo término del cuadrado

de un binomio es igual al duplo de la primera parte por ¡asegunda; 
luego dividiendo el segundo término p x  por el duplo de la pri-

mera, hallaremos la segunda parte del binomio —; de modo que,

agregando á los dos miembros el cuadrado — de esta segunda parte, 

tendrémos
p -  .  l  p V  P^

Si ahora extraemos de ambos miembros la raíz cuadrada, se 
hallará

de donde se deduce fácilmente x  = áz s j'í^ — q , que es la mis

ma fórmula hallada por los métodos anteriores, y que traducida al 
lenguaje vulgar, dará la regla siguiente: (*)

(*) Tío ponemos en el primer miembro doble signo ± , por inútil;

en efecto, el signo — antepuesto á dicho primer miembro, nos daría

y cambiando todos los signos, seria
PÍB-t- 2  =

que es la misma fórmula que hay en el texto, aunque invertidos los valores.
16

F - ’ -
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339. Las raíces de una ecuación de segunde grado, reducida á la 
forma x*-(-px-f-q=0, son iguales á la mitad del coeficiente del segundo 
término tomado con signo contrarioy más 6 menos la raíz cuadrada 
del cuadrado de esta mitad disminuido de la cantidad constante.

340. Una vez hallados los valores de la incógnita de la ecuación 
de segundo grado cuyo primer coeficiente es la unidad, podemos 
obtener los correspondientes á la ecuación cuyo primer coeficiente 
es a, 6 sean las raíces de la ecuación ax^~\-bx~\~c=0, sustituyendo

1  ̂ ^en la fórmula hallada las cantidades p  y q por sus valores - -  y — .

A.SÍ, las raíces de la ecuación
aa:^-h6a;-| -c= 0 U l

serán

ó reduciendo los quebrados que hay debajo del radical á un común 
denominador, y extrayendo la raíz cuadrada de éste, se tendrá

.b ± y V -
X—’

b . [/b'^— iac iac
i;8].

2a 2a ~  2a 
cuya fórmula, traducida al lenguaje vulgar, nos da la siguiente 
regla.

341. Las raíces de una ecuación de segundo grado, reducida á la 
forma ax®-f-bx-f-c=0, son iguales al coeficiente del segundo té  mino 
mudado el signo, más 6 minos la raíz cuadrada del cuadrado de dir- 
cho coeficiente, menos el cuadruplo del primer coeficiente por la canti
dad conocida, partido todo por el doble del primer coeficiente.

342. Esta fórmula se simplifica cuando el coeficiente b del se
gundo término es un número par igual á 26'; en efecto, sustituyendo 
este valor en la ecuación y  en el valor de x ,  se hallará

2a
y sacando el factor común 4 que hay debajo del radical, como ya 
sabemos {Arit. 303í, se tendrá, después de dividir por 2 ambos tér
minos de la fracción,

0? = ----------------------- >

cuya fórmula es fácil traducir al lenguaje ordinario-
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• 343. Por un procedimiento análogo al empleado en el tercer 
método, podríamos hallar directamente la fórmula [8] sin quitar el 
coeficiente a; en efecto, si pasamos en la ecuación [7] el término c 
al segundo miembro, se tendrá ax'^-^bx=— c. Si ahora suponemos 
que el primer miembro es la suma de los dos primeros términos del
cuadrado de un binomio cuya primera parte es x\^a, y la segun- 

b
da se obtiene dividiendo el segundo término bx, que

suponemos ser el duplo de la primera parte por la segunda, por el 
duplo de la primera Síck^a,) hallarémos, agregando á los dos mlem-

bros el cuadrado de esta segunda parte — , la ecuación
4a

,  b̂  /  6
— =  ;------ c o l c c K a - l - — 7=1 =
4a 4ffl \ 2 K a /

b^— \ac
4a

y extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, será
—  4oc
4a

6

(•);

pasando al segundo miembro el término y dividiendo p orP ^ ,

sera x
2K a V a  V 4a*

íac , , , .o lo que es lo mismo

X -
■6rfcl^ 6*— 4ac 

2a
que es la misma fórmula hallada anteriormente.

• 344. Cuando el coeficiente a de la ecuación de segundo grado 
ax^-i-bx-}-c=0  es una cantidad muy pequeña, ó se supone que dis
minuye y se va aproximando á cero, la ecuación tiende á reducirse

á la de primer grado i íx -h c= 0, cuya raíz es — por consiguiente,

una de las raíces de la ecuación propuesta tiende á valer — — cuan-
b

(*) Por una razón análoga á la expuesta en el número (3í0), no se pone en 
e l primer miembro ei doble signo ± .
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do a es muy pequeña; la otra raíz tenderá á valer la diferencia entre 
b e
“  y y com o—, tiende hácia infinito cuando a decrece, en

el límite, es decir, cuando o = 0, las rafees serán —  »  y — —.

Esta consideración nos da un medio para hallar las raíces aproxi
madas de la ecuación ax^-j-bco+c^O  cuando a es muy pequeña. En 
efecto, de esta ecuación se saca

c ax^
^ = — b - i r  r a -

de modo que despreciando el término por ser muy pequeño, 

puesto que a lo es también, .se hallará un primer valor aproximado 

de a?, que será 03 =  — y como el término que se desprecia con

tiene la primera potencia de a, se dice que el error que se comete 
es de primei' orden.

Llamemos á este error E, y el verdadero valor de la incógnita ar
sera

- = - ¿ + E „

el cual sustituido en la expresión [ 9] ,  nos dará

£T=-

ó  bien

-x i
' C \ 2 c a¡c^ 2cE,

h " b

X
c a é 2acE, aE,2
b ^  b •

Los dos últimos términos son de segundo y tercer órden con rela
ción á a, de modo que despreciándolos, nos darán el valor de x  con 
un error de segundo orden-; y se tendrá

aĉ
^  b 6 '̂ ’

cuyo error representarémos por E¿, y tendrémos
c aĉ

a . = - _ _ _ + E . .

Sustituyendo este valor en la expresión [9] y despreciando los



SEGUNDO GEADO. 2 4 5

Últimos términos, que serán de tercero, cmrio y quintó orden con re
lación á a, se hallará el valor aproximado de x

_  c aĉ
b 6® *

y asi sucesivamente, hasta hallar el valor de x  con un error tan pe
queño como se quiera.

Restando el valor hallado del segundo coeficiente mudado ^  
signo, hallarémos el otro valor de la incógnita.

LECCION X X X V I.

Discusión de las raíces de la ecuación aa73 + &ic (-c=0.—Casos particulares. 

D la eu slou  d e  la s  r a íc e s  d e  la  e cu a c ió n

345. Hemos dicho que toda ecuación de segundo grado con 
una incógnita se puede reducir á la forma

ax^-\~hx~\-c— (i [ 1] ,
en la cual a es una cantidad entera y positiva, 6 y c cantidades 
enteras también, pero que pueden ser positivas ó negativas; en el 
caso de que alguna de estas cantidades sea cero, la ecuación de se
gundo grado es incompleta, á no ser que a sea la que se reduce á 
cero, en cuyo caso la ecuación se convierte en una de primer grado. 
Ya nos ocuparemos en esta discusión de todos estos casos, y veremos 
que á todos corresponde la fórmula general hallada para valores de 
la incógnita

kac
X  =

2a
[2].

346. Antes de entrar de lleno en la discusión de las raíces de la 
ecuación de segundo grado [4 ], probaremos que dicha ecuacim no 
puede tener más que dos raices. En efecto, hemos visto que si x ' es



una raíz de la ecuación [ 1 ], el primer miembro de esta ecuación, 
que se puede poner bajo la forma
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es divisible por el binòmio a;— a/; y como o es independiente de ít, 
tendrá que dividir á la cantidad que hay dentro del paréntesis, y nos 
dará un cociente de primer grado de la forma por consi
guiente, se podrá poner bajo la forma a{x~~a^){x— x'fy. de modo, 
que tendremos

ax^-Jrhx-^c=a{ce— x^ ){x— a/^)=0 [4],
siendo y cd' raíces de la ecuación, puesto que haciendo x= x ^  
ó X  queda satisfecha; y por lo tanto, admitiendo que tiene 
esta ecuación una raíz x/, se deduce que tiene también otra 
y que su primer miembro se puede descomponer en el producto 
del factor a, por el de los dos binómios que resultan de restar 
de X cada una de estas dos raíces.

Esto supuesto, vamos á demostrar que no puede tener otra 
raíz diferente de 0/  y x.’ ’ . En efecto, si x ’ ”  fuese raíz de la 
ecuación [IJ, su primer miembro, recucido á la forma de la ecua
ción [4 ], seria divisible por el binòmio x — y esto no puede 
suceder á no ser que se tenga x '” = x ^  ó porque la canti
dad siendo prima con cada uno de los factores del producto
a[x x ' ) { x  x^^)-ax'^~i-bx-^c, tiene que serlo también con este
producto; luego la ecuación [ 1]  no puede tener más que dos raíces.

347. Probado ya que la ecuación de segundo grado [1 ] no pue
de tener más que dos raíces, veamos ahora de qué naturaleza po
drán ser.

Todo radical de segundo grado puede dar origen á una cantidad 
real ó imaginaiña, según que la cantidad siibradieal sea positiva ó 
negativa; y en el caso de ser real, podrá ser conmensurable ó incon
mensurable, según que dicha cantidad subradical sea ó nó un cua
drado perfecto; y como las raíces de la ecuación de segundo grado
[ 1]  dependen de la fórmula [ 2], en donde hay el radical __ iae;,
es claro que estas raíces podrán ser en primer lugar reales ó imagi
narias, según que la cantidad b̂ — 4ac sea positiva ó negativa, y ade
más podrán ser, siendo reales, conmensurables ó inconmensurables, 
según que dicha cantidad — 4ííc sea ó nó un cuadrado perfecto.
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348. Si en la ecuación [1] y en la fórmula [2J ponemos de ma~ 
niOesto los signos que pueden tener las cantidades 6 y c, obtendre
mos las cuatro combinaciones siguientes:

6*— 4ac
1 .‘ ax^-^bx-\-c=0.

2.“ — bx-\-c=0.

3 / ax^-^bx— c = 0,

4." ax^— bxc— = 0,

X -

Xt

x =

x ~

2a

2a

ac.™  ,

2a
A la simple inspección de este cuadro se vé, que en la 3.“ y 4.*̂  

ecuación, correspondientes al caso de ser c negativo, ó lo que es lo 
mismo, c<C0, se cumple la condición de ser la cantidad subradical 
positiva, y por consiguiente serán reales sus raíces; en cuanto á la 
1 y 2 .“ , que corresponden al caso de ser c > 0, podrán ser reales ó

imaginarias, según se tenga 6®— 4a c^ 0 , ó 6®— 4ac<0.

Por lo tanto, haremos sucesivamente las tres hipótesis 
6*— ia c > 0 ,  6 —̂ .4ac“ 0 y — 4ac<C0,

y veremos la naturaleza de las raíces en cada uno de estos casos.
349. Sea en primer lugar ó®— 4ac>*0.
En esta hipótesis la ecuación podrá ser una de las cuatro anterio

res, y se verificará que las raíces serán reales y desiguales, puesto 
que la una es siempre la suma de dos cantidades, y la otra la 
diferencia de estas mismas cantidades; además, podrán ser conmen
surables ó inconmensurables, según que b̂ — 4ac sea ó nó un cua
drado perfecto: en el primer caso hallarémos los valores exactos de 
las raíces; en el segundo podremos determinarlas con un grado de 
aproximación tan grande como se quiera.

Podrán ser además las raíces, en el caso que nos ocupa, de un 
mismo signo ó de signos contrarios: serán de un mismo signo en los 
dos primeros casos, es decir, cuando c]>*0; y de signos contrarios 
en los dos últimos, correspondientes, á c < 0 .  En efecto, siendo 
c > 0, la cantidad subradical 6 —̂ íac es menor que 6̂ , y por con
siguiente el valor del radical es menor que 6, y el signo de las dos



raíces será el que lleve en la fórmula el coeficiente ó, que, como 
ya se sabe, es contrario al que tiene en la ecuación.

Si se tiene c < 0 ,  la cantidad subradical es entonces 6®-4-4ac, 
cantidad evidentemente mayor que y por consiguiente el valor 
del radical es en este caso mayor que b, y por lo tanto dichas raíces 
tendrán los signos que Heve la cantidad mayor es decir,
la una sera positiva y la otra negativa, siendo la mayor en valor ab
soluto la positiva cuando 6<C0, y la negativa cuando 6> -0 .

350. De lo dicho anteriormente se deduce, que las raíces ten
drán un mismo signo ó signos contrarios, según que o sea positivo ó 
negativo: es decir, c > 0  ó < 0 .

En el caso de tener las dos raíces un mismo signo, serán las dos 
positivas ó negativas, según que b sea negativo ó positivo, ó lo que 
es lo mismo, según que se tenga ó < 0  ó > 0 .

En el caso de ser de signos contrarios, que, como ya hemos di
cho, sucede cuando c < ;0 , será la mayor en valor numérico la posi
tiva, cuando 6 sea negativo, es decir, 6<C0; y lo será la negativa, 
cuando 6 > 0 .

351. Lo que acabamos de exponer está conforme con lo que de 
las propiedades de las raíces hemos dicho ya (336).

En efecto, sabemos que el coeficiente del segundo término de la 
ecuación [1] reducida á la forma es igual á la suma
de las raíces con signo mudado, y la cantidad constante q, es igual 
al producto de dichas raíces; por consiguiente, siendo positivo el 
coeficiente ct en la ecuación [1 ], los signos que tendrán las cantidades 
p y  q,s\  reducir esta ecuación á la forma serán los
mismos que tengan 6 y c. Ahora bien, si c > 1 ,  se tendrá ^ > 0 ,  y 
las dos raíces deberán ser de un mismo signo, puesto que su pro
ducto es positivo; si c < 0 ,  será ^ < 0  también, y las raíces deberán 
ser de signos contrarios, conforme hemos visto. Cuando las rafees 
son de un mismo signo, la suma tendrá el mismo que lleven estas 
raíces; y como esta suma es de signo contrario al que tiene el coe
ficiente p ,y p  tiene el mismo signo que b, se sigue que cuando 6 < 0 , 
las dos raíces serán positivas; y cuando 6 > 0 ,  ambas serán negati
vas; es decir, siempre de signo contrario al que tenga 6.

Cuando las raíces de la ecuación [1 ] son de signo contrario, la 
suma llevará el signo que tenga la mayor en valor numérico, que 
será la que corresponda á la suma de la cantidad b con el radical

2 4 8  BCU ACrON ES DE



pero esta suma será positiva cuando 6 < 0 , y negativa 
cuando 6 > 0 ; luego la suma de las raíces será positiva cuando el 
coeficiente b sea negativo, y será negativa cuando b sea positivo; por 
consiguiente, el coeficiente á y la suma de las raíces tendrán siem
pre signos contrarios, como debía suceder.

352. Supongamos en segundo lugar — 4ac=0 .
Para que este caso se verifique, es necesario que se tenga c > 0 ,  

y por consiguiente, la ecuación no podrá ser más que la 4." ó 2.*, 
es decir,

ax^~{-bx-^c—0 ó acĉ — bx-\-o=0, 
cuyas fórmulas respectivas son

SEGUN DO G R A D O . 2 4 9

■kae 6=fcV/ó2— 4ac.
X -

2a
x  =

2a
las cuales se reducen, por esta hipótesis, á

— 6 ± 0
X - y  x  =

6 ± 0
2a 2a

fórmulas que nos dan, separando sus valores,

X — — , X —
2 a  2a

6 h 
œ = — , a?= 

2a 2 a ’

donde vemos que las raíces son iguales, tanto en una como en otra 
ecuación, é iguales al cociente de dividir el coeficiente del segundo 
término con signo mudado por el doble del coeficiente del primero.

Para justificar que así debe suceder, no hay más que introducir 
en estas ecuaciones la condición b"̂ — 4ac= 0 , para lo cual no haj 
más que sacar el valor de una de las cantidades a, ó ó c, y sustituirle 
en la ecuación; así, sacando el valor c y sustituyéndolo en las ecua
ciones 1.* Y 2.*, tendremos:

6*
ax^-\-bx-^~r'=^

ha

las cuales se convierten en 
h V*

y  aíí?®—
62
4a

0 ,

2 /0

ó lo que es lo mismo
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ì V a ) \  ■“  ì\ / à  
cayos factores igualados á cero, nos dan para cada ecuación dos raí
ces iguales, como ya se ha dicho, al cociente de dividir el coeficiente 
del segundo término mudado el signo, por el doble del primero.

3o3. De lo dicho anteriormente se deduce que, si se tiene un 
trinomio a x ^ -\ -b x -^ c  en el cual se verifica que el cuadrado del 
coeficiente del segundo término es igual al cuadruplo de los coefi
cientes extremos ó lo que es lo mismo que se tenga 6̂ — 4ac=0, di
cho trinomio será un cuadrado perfecto.

Recíprocamente, si un trinòmio de la forma es un
cuadrado perfecto, se deberá tener — 4ac=0 . En efecto, igualan
do á cero dicho trinomio, hallaremos para valores de x ,  dos que se— 

, . h
ran iguales á según que h sea negativo ó positivo. Porque

si a x ^ -]-b x -{-c  es un cuadrado perfecto, el segundo término deberá 
ser el duplo del producto de las raíces cuadradas de los extremos, de 
modo que se tendrá

b x ^ 'iV 'a  X X . V e  = ^ x V a c ,
de donde dividiendo por x  y elevando al cuadrado, será b^— i a c  
6 6®— iac— 0, según queríamos demostrar.

334. Si se tiene por último 6̂ — icicc^O, la ecuación será una de 
las dos primeras correspondientes al caso de ser c > 0 ,  pues si c fue
se negativo, la cantidad subradical seria la cual no puede
ser menor que cero.

Siendo b'̂ — 4ac< 0 , podremos igualarle á una cantidad negati
va — de modo que los valores de las incógnitas serán imagina
rios de la forma

— 6 ± l / — 52 — b á z ó V ^

2« 2a
bzt

X = 2a 2 a ’
según que b sea un número positivo ó negativo.

Al hallar estas expresiones imaginarias para valores de x , debe-
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mos concluir diciendo que la ecuación de donde estos valores pro
vienen es absurda, y el problema á que pertenecen es imposible de 
ser veriOcado.

Esta segunda parte es evidente; pues si los valores de la incógnita 
de un problema son imaginarios ó provienen de una ecuación ab
surda, es claro que no existen tales valores con las condiciones que 
en el enunciado se piden.

En cuanto á que la ecuación es absurda, fácil es probar. En efecto, 

siendo 6®— 4 a c = — se tiene /»2_|-o^=4ac, de donde c-.

cuyo valor sustituido en la ecuación [1 ], la convierte en
¿2 52
— Ht '  —4a 4a

y sacando a factor común, se tendrá
/  6 52 V

a p + - » + - , + - , |  =  0.

cuya ecuación reduce á

"^4aM
la cual se ve que es evidentemente absurda, pues la cantidad que hay 
dentro de los corchetes, siendo la suma de dos cantidades positivas, 
jamás podrá reducirse á cero, cualquiera que sea el valor que se le 
dé á x\ luego es absurda, puesto que no hay valor alguno para la 
incógnita que pueda verificarla.

Observación. Cuando las raíces de una ecuación de segundo 
grado son imaginarias, cualquier número que se ponga en vez de x , 
dará un resultado del mismo signo que tenga el coeficiente del pri
mer término, según se desprende de la última ecuación.

Casos p a rt le a la re s .

356. Si suponemos que se tiene c = 0 ,  la ecuación [1] se reduce 
á la ecuación incompleta ax’̂ -\ -bx= (), cuyas raíces sabemos que 

b b
son 0, y ------ , ó 0 y — según que b sea mayor ó menor que cero.

a a
Pero haciendo c = 0  en la fórmula general [2], se halla
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~ b ± \ / ¥  - ~ b ± b

o
de donde x =  —  z=0 y x . 

2a

2a

—  2b
2a

2a
b
a

Cuando b es menor que cero, se tiene, poniendo el signo de mani
fiesto, como sucede en la primera de las cuatro combinaciones ante-

r i o r e s ( 3 4 8 ) ,< « = ^  de donde que son

los mismos valores hallados para la incógnita de la ecuación incom
pleta a x ^ ^ b x  =  0.

Sea, en segundo lugar, 6 =  0.
La ecuación [1] se convierte en una de estas dos oa;2-|-c =  0 

oocc^— c = 0 , de las cuales se deducen a; =  ± y / _ ^  ó x = ± \ í ^ ,
V o V a

Si hacemos la hipótesis 6 =  0 en la fórmula general r21, halla- 
rémos ^

X .
=^|/— 4ac

V 4a« V a

■-Ws-é-

2a
cuya fórmula corresponde al caso de ser c>»0.

Si suponemos c < 0 ,  se hallará para a? el valor

± | /  4firc 
x = -------------

2a V 4«2 V a
conforme hemos hallado anteriormente.

Luego de la fórmula general [2] podemos sacar las correspon
dientes á las ecuaciones incompletas de segundo grado, ya sean de la 
forma aá?^zb6a?=0, ya de la forma aa;^zfcc =  0.

Supongamos ahora a = 0 .
Por esta hipótesis, la ecuación de segundo grado [1 j ,  se convierte

en la de primero 6a?-H =0; de la cual se saca x -  —  !
b'

Haciendo también a = 0 , en la fórmula general, se halla

— — h ± bx =
0 0
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y 0 — 00 ;

lo cual rio está conforme con el resultado verdadero; puesto que e!
c

valor de x  no es ni indeterminado ni infinito, sino igual á — v
b

Pero si consideramos por separado cada una de las fórmulas que 
dan origen á estos resultados, tendremos para la primera

07=
l /¿ 2 _ 4 a c
2a

SI multiplicamos los dos términos de esta fracción por

■— b — 6'̂  — iac ,

(— 6+1^6* —  Aac)(— 6— —  4cc)
se hallará

— h— l/á * —  4oc)

y como el numerador es el producto de la suma de dos cantidades 
por su diferencia, se tendrá
^   6*— (6®— 4oc) __ iac  __ 2c

2a[— b— — 4rtc) 2a{— b— 1̂ 6®— 4ac) — 6— V ^ - i a c

Si ahora hacemos a = 0 , el valor anterior de x  se convertirá en
__ 2c __ 2c __ 2c __ c

^ — b — b — 26 6 ’

que es el valor hallado anteriormente.

En cuantoal otro valor— oo , deberemos observar que la fórmula que 

. ¿ _ l / ¿ á _ 4 f l C
lo ha producido es x-- 2a

■; la cual se reduce, multl-

cando los dos términos de la fracción por —  6 - f - 1̂ 6®—  4ac, y sim-

2cplificando después, á x =

2c

—  6 -h  1^6®— iuc
; expresión que se va

aproximando á valer —, á medida que a se va aproximando á valer



cero; por consiguiente, este valor infinito de a?, no se puede consi
derar sino como el límite hácia el cual se va aproximando la segun
da raíz de la ecuación [IJ, á medida que el coeficiente a va aproxi
mándose á cero.

356. Hagamos ahora cero á cada dos coeficientes, y sea en pri
mer lugar á = 0 ,  y c =  0.

Según estas hipótesis, la ecuación [I ]  se convierte en ax^= 0, de 
donde x ~ 0 ;  pero de la fórmula general [2 ] se saca, haciendo las 

, OifcO
mismas hipótesis, x = ------- = 0 ,  resultado conforme al hallado d i-

9¡a
rectamente.

Sea en segundo lugar a = 0 ,  y c = 0 .
La ecuación se reduce á b x = 0 ,  de donde £c=0.
Haciendo estas hipótesis en la fórmula general, se halla para pri- 

. 0
mera raíz, — , y para la segunda infinito; pero multiplicando los dos

lérminosdela fracción que nos da la primera raíz, por — b— 6*— 4ac, 
vemos que ésta se reduce á cero, como debía suceder; y si aparecía 
bajo la forma indeterminada, era por hallarse el factor común á los 
dos términos 2a, el cual se reduce á cero.

La segunda, que por la sola hipótesis de c = 0 ,  se reduce á — —,

se debe considerar como el límite hácia el cual tiende esta fracción 
á medida que a se aproxima ú cero.

Sea en tercer lugar a = 0 ,  y d = 0 .
La ecuación se convierte en c = 0 , que es evidentemente absurda. 

La fórmula general nos da en este caso valores indeterminados; pero 
haciendo las trasformaciones como anteriormente para poner de 
manifiesto los factores comunes que pueda haber en los dos térmi
nos, se halla que estos valores son de la forma infinita; lo cual debía 
suceder, pues no hay ningún valor de x  que pueda verificar ó la 
ecuación c = 0 .

Sea, por último, a =  ü, á =  0, y c = 0 .  La ecuación se reduce á 
0 = 0 , y los valores de las raíces, como debía suceder, son de la 

0
forma indeterminada
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c > 0 ,

/de un mismo signo.

( 6̂ —
conmensurables.

— 4ac=|r:52, 
inconmensurabltís.

b<i),
positivas.
6> 0 ,

negativas.

o<0,
de signo contrario.

b<0,
mayor en valor nu
mérico la positiva. 

6> 0,
Ídem idem la nega
tiva.

/ Raíces positivas ó negativas, según se tenga 
b‘̂ — 4ac=0 , I b a o ,  ó 2»>-0.

raíces reales iguales, i
\ Primer miembro dé la ecuación cuadrado perfecto.

¿3__ í a c < r ú  (Ecuación absurda; y poniendo en vez de ir uu número
»5. 0« cualquier.a, da un resultado deíraicPR ímaíTimnaR I “ “  .v«u.i<»do del mismo SigD O  q U 0  el coe-raices imagmanas. | finiente o del primer término.

Casos particulares.

&=:0Í,
 ̂> Ratees nulas.í= 0 |

— — » /  dex'
'  (  coaDdon disminuye.

a— O ix '— O a = 0 .
Raíces infinitas.

jm '= 0  a= 0|
c = o W '= ^  é = o l

a = 0 ,  6 = 0 , 6*=Ü¡pRaíces indeterminadas.
( Ecuación, indeterminada también.

Del mismo modo discutiríamos las raíces de la ecuación general 
de segundo grado reducida á la forma x^-\-px-{-q=0. Cuya discu
sión recomendamos á los alumnos.
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LECCION X X X V II.

Ejemplos reeolncioa de ecnacíones de secundo grado.—Problemas «lae dan origen é 
ecuaciones de segando grado con nna incógnita.

iSIcm plos d e  r e s o lo e lo n  d e  e c u « e l« n e s  d e  f le ca n d o  g r a d o .

Ejem plo  I. b

Eje m plo  II. i

-6a .
a l)

S oL ü ciO N . c c =  2a íí.

2
aí+2 ~  S Sos’

SOLUCION. x =  dt 3 .

Eje m p l o . III. — 6 5 = 0 .

SOLUCION. x = 4  ± 1 ^  1 6 - h 6 5 =  4  ±  t^ 8 l  = 4 d r 9  =  |— ^

Ejem plo  IV. 3ox‘̂ + x —1 2 = 0 .
4 3

SOLUCION. X =  íP =  —

Eje m plo  V. 9 .x ^ -H l8 x -f-1 0  =  0.
Empleando la regla anterior con la modificación correspondiente 

al caso de ser par el coeficiente del segundo término, se hallará la
SOLUCION. X =  — 1

Eje m plo  VI. (4a*— 4(a*-|-aí**;aH-(a+á*)*=0.
a-há*

SOLUCION.

P r o b le m a «  q u e  d a n  o r ig e n  A e eu a c lon ea  d e  se g u n d o  g r a d o  c o n  a n a
In cóg n ita .

PaoBLEMA I. Dividir el nùmero 100 en dos partes cuyo produc
to sea 2331.



Como la suma de las dos partes que se buscan ha de ser 100, y 
su producto 2331, estas dos partes serán (336) las raíces de la 
ecuación de segundo grado —  lOOíc-f-2331 = 0 ,  de la cual se sa
ca fácilmente, por la regla conocida, £c =  63, x  =  37.

Problema II. TJn banquero ha descontado la cantidad 1470 
reales á un cierto tanto p(^ ciento de descuento, de dos pagarés', uno, 
cuyo valor es de \ 2720 rs., se ha de cobrar á los ocho meses, y el 
otro, que tiene por valor 25730 rs., se cobrará á los cuatro meses. Se 
quiere saber á qué tanto por ciento los ha descontado.

Siendo x  el tanto por ciento, y D el descuento del primer pagaré, 
se hallará por la fórmula de Aritmética relativa al descuento,

12720x-^íu 
“  1 0 0 + f í c  *

Del mismo modo hallaremos el descuento correspondiente al 
25750 x  — cc

segundo pagaré, D '= ———-----^ — , y como los dos descuentos han de
I UU-¡ ‘~X

componer la cantidad 1470 rs. que el banquero descontó, se tendrá 
la ecuación*

12720x4cc 25750x ^£C .
:1 470,
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100- ■ X 100-4-ra?

de la cual se sacan los valores x = 9 ,  x =  — 7350
~37

donde vemos que

descontó los pagarés el banquero al 9 por 100, como es fácil com
probar.

La solución negativa debe desecharse como extraña á la cuestión.
Problema III. En una fábrica en que trabajan 20 operarios, hom

bres y niños, de los cuales éstos son en maijor nùmero, se les paga dia- 
rianente 192 rs. ; á cada hombre se le da tantos reales como niños hay, 
y á cada niño tantos reales como hombres; se quiere saber cuál es el 
nùmero de unos y otros.

Sea X el número de hombres que suponemos ser menor que el de 
niños: es claro que el número de éstos será 20— x ,  y como cada 
hombre tiene tantos reales como número de niños hay, y cada niño 
tantos como hombres, se tendrá

£c(20— ^a;)-j-(20— x ]x = \ 92,
de donde se sacan los valores x =  12, x —  8; y como por hipótesis se 
tiene que el número de hombres ha de ser menor que el de niños, se

Í7
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deberá tener £c<20-
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2 0
-cc ó 2x<C.20, de donde x<C. —  = 1 0 ;  es de-2

cir, que el número de hombres ha de ser menor que la mitad del 
número total de operarios, y por tanto se tendrá a; = 8 ,  en cuyo 
caso el de niños será 20— 8 = 1 2 .

Si no hubiera la condición de ser el número de hombres menor 
que el de niños, se hubiera tenido indistintamente 8, número de 
hombres y 12 el de niños, 6 12 número de hombres y 8 el de niños.

Problema IV. Hallar la profundidad de un pozo, sabiendo que 
una piedra que se deja caer produce un golpe en el fondo que se oye á 
los 5 segundos de arrojar la piedra.

Sea X la profundidad del pozo. Se sabe por la Física que un cuer
po que cae en el espacio corre en el primer segundo de su caída 
4,™9 próximamente (•), y que después los espacios corridos son 
proporcionales á los cuadrados de los tiempos empleados en cor
rerlos; de modo que las raíces cuadradas de estos espacios serán 
proporcionales á los tiempos.

Así, el tiempo que tarda la piedra en llegar al fondo se calculará
___ _  X

por la proporción K 4,9 : 1 : í, de donde t =  — ------ .
l / I ^

Se sabe además que el sonido corre próximamente 337 metros 
por segundo; por consiguiente, el tiempo que el sonido ha empleado 
próximamente para llegar desde el fondo al oido del observador 
estará dado por las veces que 337 esté contenido en ¿r, es decir, por

337
Pero el tiempo total que ha tardado la piedra en caer, y oirse 

el golpe producido en el fondo, es 5 segundos; luego se tendrá la 
ecuación

[1], (*)
/ 4 , 9

de donde se deducen los valores
337

(*) La experiencia ha hecho ver que en Madrid corre un cuerpo en el 
primer segundo de su caída 4,“  8996 {E . Bodriguez, Manual de Fisica.)

Para la velocidad del sonido véase la misma obra de Física.



337x3844,38 337x15,62
05=-------- rr--------y x = --------r;;------ =  107,42.
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49 *' ■' 49
Desde luégo se comprende que una de estas dos raíces debe ser 

extraña á la cuestión, pues la profundidad del pozo es única. Y no 
nos debe llamar la atención que hallemos una solución extraña; pues 
al hacer racional la ecuación [1], hemos tenido que elevarla al cua
drado.

Para saber cuál de estos dos valores corresponde á la cuestión, 
•observaremos que, si despreciamos el tiempo que tarda el sonido

Oj
para llegar al oido del observador, se tendrá = 5 .  de donde

0 3 = 4 ,9 x 2 5  =  122,5; pero como el sonido tarda algo en llegar al 
oido del observador desde que es producido en el fondo, es claro que 
la piedra habrá corrido un espacio menor que 122,™ 5.

Luego de los valores hallados tomaremos el menor; es decir, 
107,42, que serán los metros de profundidad que tendrá el pozo.

Discaslon del problema de las laces.

Problema VI. Determinar sobre la recta que une dos luces  ̂ el 
punto que está igualmente iluminado por cada una.

Para resolver este problema es necesario saber que las intensida
des de una misma luz en dos puntos distintos, están en razón inversa 
de los cuadrados de las distancias de estos puntos á la luz.

E A C C' B E'
Sean A y B dos luces, cuyas intensidades respectivas á la unidad 

de distancia, son a y 6; sea C el punto que está en la línea AB, igual
mente iluminado por cada una de las luces; llamemos á la distan
cia AB que media entre ambas, y a; á la distancia AC.

Esto supuesto, si llamamos í/ á la intensidad de las luces A y B en el 
punto C, puesto que dicho punto suponemos está igualmente ilumina

do, se tendrá, según el principio citado, : 1 ; ;a :y ,d e d o n d e y = — ;
03”

pero también se tiene [ d ~ x f  : 1 ; : & : y*, de donde y =
{ d ^ x f
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por consiguiente, la ecuación que resuelve el problema, será

^  — __ -—  I •

de la cual se saca fácilmente el valor de la incógnita

d V ^  d
ÍT: [2].

De la ecuación [1] se pudo deducir inmediatamente el valor de la 
incógnita [2 ], extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros; así,

b r* . L j  íz—¡------, Y como las cuatro combinaciones a que dan origen
d— X ■'X

los dobles signos se reducen á dos distintas, según hemos visto
(339 n ) , sólo consideraremos la ecuación
V^a

:áz-,----- , de la cual se sacan los mismos valores de la incóg-
d—XX

nita que anteriormente hemos obtenido, y que escritos separada
mente son

d d
X X -

V v
Los valores de las distancias del punto C á la luz B, estarán dados 

por las fórmulas
d , d

d— x =
\ - s / i

d— x  =

Supongamos en primer lugar que la intensidad de la luz A sea 
mayor que la de la luz B; es decir, que se tenga a > á .

Los dos valores de x  son positivos; pues siendo a > 6 , la frac

ción — es menor que la unidad, lo mismo que su raíz cuadrada; el 
a

primer valor es mayor que segundo es mayor que d, por
que el primero tiene por denominador una cantidad menor que 2, y 
el otro una cantidad menor que la unidad; lo cual nos dice que hay 
dos puntos igualmente iluminados por ambas luces: uno C' entre los 
puntos A y B, más próxíijio á la luz B que á la luz A, y otro á la 
derecha de B, y que por consiguiente ha de estar más próximo de B



í}ue de A; lo cual está conforme con las condiciones físicas, pues 
siendo la intensidad de la luz A mayor que la de la luz B, es claro 
<iue el punto que se halle igualmente iluminado por ambas, ha de 
estar más próximo de la luz que tenga menor intensidad.

Si examinamos las distancias de la luz B al punto buscado, vere-
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mos que la primera es menor que y í / ,  y la segunda negativa; es de-
cir, que se debe contar á la derecha del punto B. puesto que las po
sitivas se cuentan á la izquierda con relación al punto B.

Si suponemos ahora a < b ,  es decir, que la intensidad de la luz A 
es menor que la de la luz B, hallaremos todo lo contrario. En efec
to, el primer valor que antes era mayor que d, ahora es menor,
lo que prueba que el punto G comprendido entre A y B, é igualmente 
iluminado por ambas luces, está ahora, como debía suceder, más 
próximo á la luz A que á la luz B. El segundo valor aparece negativo,

pues siendo la fracción — es mayor que la unidad, y también

su raíz; luego el denominador es negativo, y por consiguiente el 
valor de x ;  lo cual nos prueba que hay un segundo punto E á la 
izquierda de A, que también está iluminado igualmente por ambas 
luces.

Si examinamos las distancias de la luz B á los dos puntos C y E, 
hallaremos que ambas son positivas; pues siendo la fracción
a— es menor que la unidad; luego los dos puntos se encontrarán á la 
b
izquierda de B, pues así hemos convenido en contar las cantidades 
positivas con relación á B, el uno á una distancia mayor que y 
el otro á otra distancia mayor que d\ todo lo cual esta conforme con 
lo dicho anteriormente.

Sea, por último, a = b .
El primer valor se reduce á -^c/, y el segundo á infinito. Esto nos

prueba que sólo el punto medio de la línea que separa las dos luces 
está igualmente iluminado por ambas. El valor infinito no es otra 
cosa sino el límite de la distancia del otro punto que hay igualmente 
iluminado, á medida que las intensidades ct y ó tienden á ser igua
les; es decir, que mientras que estas intensidades no son iguales, 
hay siempre dos puntos sobre la línea AB, igualmente iluminados;
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uno entre A y B, y otro á la derecha de la luz B, ó á la izquierda de
là luz A, según que se tenga a > 6  ó a < 6 ,  cuyo segundo punto se- 
va alejando cada vez más, á medida que las intensidades tienden á 
ser iguales; y este punto se dice que se halla en el infinito, cuando 
a = b .  Las fórmulas que dan las distancias del punto buscado á la 
luz B, están enteramente conformes.

Si suponemos que la intensidad de una luz va disminuyendo, el 
punto que hay entre ambas igualmente iluminado, se va aproximan
do á la luz de menor intensidad; y esta distancia que media entre 
esta luz y el punto buscado, tenderá á ser nula á medida que la in
tensidad de esta luz tienda á ser cero; lo cual está conforme con los 
valores que hallaremos haciendo estas hipótesis en las fórmulas: así, 
si a = 0 ,  se tendrá £d= ü , d— x = d \  y si 6 =  0 , entónces se tiene 
£c=c?, d— x = 0 .

Sí hacemos a =  0 y 6 = ;0 , hallaremos ^ =  ^ c o m e

debe ser, pues todos los puntos se hallan á oscuras.
Si se tiene <¿ =0 ,  se halla cero para valor de x ,  correspondiente 

al punto intermedio que siempre hay entre ambas luces, el cual se 
reduce ahora ai punto A.

Si al mismo tiempo que d = 0 ,  hacemos a =  6, hallaremos que 
el primer valor de x  es cero, y el segundo indeterminado, como debe 
ser: el primero corresponde al punto medio, y como las dos luces 
tienen la misma intensidad, cualquier otro punto se hallará también, 
igualmente iluminado por entrambas.

LECCION X X X V III.

Venaciones de segundo grado con dos inci^gnitas.—Ecuaciones bicuadradas, discusión de

sna raíces,—Trasformacion de la expresión \/ A  ± B  en la suma ó diferencia de dos- 

radicales sencillos V a V h.
E c n a c lo n c s  d e  s e c u n d o  g r a d o  c o n  d os  In có g n ita s .

* 357. Toda ecuación de segundo grado con dos incógnitas, 
se puede reducir á la forma

ay^-{~bxy-\-cx^-¡rdy-{-ex-\~f=0.



siendo el coeficiente a entero y positivo, y los demás coeficientes b, 
e, d, e y  f  números enteros positivos ó negativos. Para ello basta 
quitar los denominadores si los hay, pasar todos los términos al pri
mer miembro, reunir todos los que vengan afectados de la misma 
manera con relación á las incógnitas, y cambiar por último todos 
los signos á la ecuación, si el primer termino fuera negativo.

Si consideramos un sistema de dos ecuaciones de segundo grado
con dos incógnitas

ai/ -i-bxy ~¡rcx^ -\-dy -\-ex -\ - f= 0  
a'y'^-^b'xy-^dx^^á^y-\-éx+f=ii [1],

y tratamos de hallar los valores de a:é y que las verifican, tendre
mos que principiar por eliminar una de las incógnitas, para lo cual 
sacaremos su valor en una de las ecuaciones, y lo sustituiremos en 
la otra; y es claro que los valores sacados de esta ecuación, sustitui
dos en el valor de la incógnita eliminada, nos darán todos los siste
mas de valores que verifican el sistema de ecuaciones propuesto. 
Pero siendo generalmente irracional el valor que se saca para la in
cógnita que se elimina, por provenir de una ecuación de segundo 
grado, al sustituirle en la otra ecuación, dará una que contendrá un 
término irracional, el cual se hará desaparecer dejándole sólo en un 
miembro y elevando la ecuación al cuadrado, dando origen así á 
una ecuación en general de cuarto grado, que no sabemos todavía 
resolver.

Este método, además de ser bastante largo, tiene el inconveniente 
de podernos dar soluciones extrañas á la cuestión.

En efecto, si resolvemos una de las ecuaciones dadas con relación 
á 2/, hallaremos dos valores de la forma

^ = A + / b  [2 ], y = k - \ ^  [3],
siendo A y B funciones de x .

Si ahora sustituimos cada uno de estos valores en la otra ecua
ción, hallaremos dos ecuaciones irracionales de la forma

[4 ], [3].
Esto supuesto, es evidente que todo par de valores de m é í/ que 

verifique ai sistema propuesto [1 ], tiene que verificar al sistema [2] 
y W »  ó al sistema [3] y [o ] ; y recíprocamente, todo sistema de va
lores que verifique á uno de los sistemas [2] y [4 ], ó [3] y [5], ve
rificará necesariamente al sistema [1 ]; de modo que las soluciones
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del sistema [1 ], serán las soluciones del sistema de las ecuaciones
[2] y [4] y el de las ecuaciones [3] y [5 ], y recíprocamente, el sis
tema propuesto no podrá tener más soluciones que las que tengan 
estos dos últimos sistemas. Por consiguiente, cualquier valor de x  
sacado de la ecuación [4] por ejemplo, si lo sustituimos en la rela
ción [3 ], no nos dará para y valores convenientes al sistema [1 ], así 
como los valores de x  sacados de la ecuación [5], no se podrán unir 
con los correspondientes á la ecuación [2].

Ahora bien, como para resolver las ecuaciones [4] y [o ] hay que 
principiar por hacerlas racionales, para lo cual se deja el radical 
sólo en un miembro y se eleva al cuadrado toda la ecuación, vemos 
que al ejecutar esta trasformacion en ambas ecuaciones nos dan la 
única ecuación

[6],
que tendrá por raíces todos los valores de x  que verifican á las ecua
ciones [4] y [5 ], de modo que no sabremos en cuál de estas dos 
ecuaciones hemos de sustituir cada una de las raíces de la ecua
ción [6 ], para hallarlos valores correspondientes de y que verifican 
el sistema [1 ]; y por consiguiente, si de antemano no pudiéramos 
distinguirlos, nos veríamos expuestos á tomar por soluciones de la 
cuestión, números que no verifican á las ecuaciones propuestas. Para 
evitar esto, lo que se hace es sustituir estos valores de x ,  sacados de 
la ecuación [6 ], en la ecuación [4], y los que verifiquen á esta ecua
ción se sustituyen en la ecuación [2], y los que no la verifiquen se 
sustituirán en la ecuación [3 ]; los sistemas de valores que así resul
ten serán los que verifican á las ecuaciones propuestas.

• 358. Para evitar el inconveniente de que en el número ante
rior hemos hablado, se reemplaza el sistema propuesto por otro que 
se componga de una de las ecuaciones dadas y la que resulta de eli
minar entre ambas el cuadrado de una de las incógnitas, lo cual es 
posible, y se demuestra como lo hicimos en el número (271); con lo 
que dicho sistema quedará reducido á otro en el cual una de las 
ecuaciones es de primer grado con relación á la incógnita cuyo cua
drado se eliminó; de esta ecuación se despejará la incógnita, y su va
lor sustituido en la otra nos dará una de cuarto grado, cuyas raíces, 
sustituidas en la expresión del valor de la incógnita que se eliminó, 
nos darán todas las soluciones del sistema propuesto.

En efecto, si multiplicamos la primera de las ecuaciones [IJpora '
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y la segunda por a, y después restamos, hallaremos la ecuación
{ab^— b a ^ ]x y -^ {a d -~ c a ^ ]x ^ -^ {a d '— d a f)y M (^e '— e a ') x =

f a [ - a f  [7 ],
que unida con una de las ecuaciones propuestas

ay^-¡rbxy-\-cx^-hdy-T-ex~j-f= 0 [8],
nos dará un sistema que podrá reemplazar al sistema [1 ], como se 
demostró en el número {271).

De esta ecuación de primer grado en y  se saca
[a(/—ca’] £c®-f-(aê — eaJ)x^af'—fa'

^ [a¥— ba’]x-{-ad!— dâ
cuyo valor sustituido en la ecuación [8 ], nos da una ecuación de 
cuarto grado que podrá reducirse á

Aa;4-f-Bíc^H-Ga!^H-Daí+E=0 [10],
y el sistema [1] podrá reemplazarse, como ya hemos visto, por el 
sistema [7] y [8] y éste por el sistema [8] y [10], según lo demos
trado ya, número (269). De modo que resolviendo la ecuación [10], 
que no contiene mas que la incógnita x ,  y sustituyendo cada uno de 
los valores hallados en la ecuación [9 ], encontraremos todos los pa
res de valores que veriflcan á las ecuaciones propuestas.

Ejemplo I. Resolver el sistema de dos ecuaciones
032+1/^=820

Si sumamos, con objeto de eliminar el cuadrado se podrá 
reemplazar este sistema por el siguiente

a;2+a/3= 820 , 032^+^=820
2cc2=1332 0=2=676,

de la segunda se saca a = = ± :l^ 6 7 6 = ± 2 6 .
Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuación, 

hallaremos
676+2/2— 820, ó ? /= 1 4 4 , ó y = ± 1 2 -  

Por consiguiente el sistema propuesto podrá verificarse por los 
sistemas de valores

a ;= 2 6 , x =  26, x = — 26, x —— 26
í̂  =  12, y = — 12, í/3= 12, y = — 12.

Ejemplo II. Sea el sistema de dos ecuaciones
CC+ y =  40 

ít2 + i/2=1088.
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Sacando el valor de i/ de la primera y sustituyéndole en la segun
da, se halla una ecuación que resuelta nos da los valores «  =  32,
cc =  8.

Sustituyendo cada uno de estos valores en el de y , sacado de la 
primera ecuación, tendremos

í /= 4 0 — 3 2 = 8 , 7/=40— 8 = 3 2 , 
donde vemos que las soluciones son

« = 3 2 ,  « =  8,
2 /=  8; ^ = 3 2 .

Ejemplo III. Sean las ecuaciones
£c^_f-y _  2808

— y^-\-x— y = i7 0 4 .
Sumando, para eliminar el cuadrado de í/, se hallarán sucesi

vamente
2íc^-t-2«=4312, « ^ + « = 2 2 3 6 ,

^ = - i ± V / | + 2 2 3 6  =  - l ± ± / ^ = - i - ± | = j _ "

Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuación, 
hallaremos por la del primero, « = 4 7 ,

2 2 0 9 + i/^-{-47h-^ = 2 8 0 8 , ó 2/^-f-í/=552,

y  = - | ± \ / | + S o 2 = - l ± y 2 2 0 9 = - l ± ‘i = ¡

La sustitución del segundo valor — 48, nos da la misma ecuación 
y*-i-y=332, y por consiguiente los mismos valores para y , que son 
23 y — 24.

Luego los valores que verifican á las ecuaciones propuestas, son 
x ==47, 47, — 48, — 48,
íy= 23 ; — 24; 23; — 24.

E cu acion es btcuadradan, d iscu sión  de su s raíces.

* 3o9. Las ecuaciones bicuadradas son aquellas que tienen la 
forma

a«^-H -6«^+c=0 [I ] .
Para resolver una 'ecuación bicuadrada, se iguala el cuadrado de 

la incógnita á una nueva incógnita, se resuelve la ecuación de se
gundo grado que resulta, y las raíces cuadradas de las de esta 
ecuación, serán las de la propuesta.
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Así, para resolver la ecuación [1 ], haremos a^=^y; y sustituyendo 
este valor en dicha ecuación, resultara la de segundo grado 

0, cuyas raíces sabemos que son (340),

— bázV' 6̂ —  4ac
y = 2a

Sustituyendo cada uno de estos valores de y  en la ecuación aP' y, 
y despejando á cc, tendremos

c c =  ±
— 6 -f-l/ ¿2—  4ac 

2a
y cc— ± \ / —

.b— y'b^— iac
2a

cuyas fórmulas nos dan las cuatro raíces de la ecuación [1].
• 360. Dependiendo las raíces de la ecuación bicuadrada de la 

de segundo grado ay‘̂ -\-by-j-c=^0, tendremos que, representando por 
é y”  las raíces de esta ecuación, se hallarán para raíces de la pri

mera, a?=d= 1̂ 2/ ' , y x - ± i V y " -  
Ya hemos visto que ŷ  é y'' pueden ser reales ó imaginarias, en 

el caso de ser reales, pueden ser iguales o desiguales; siendo desigua
les, pueden ser de un mismo signo ó áe signos contrarios; y el 
caso de ser de un mismo signo, pueden ser las dos positivas o las dos 
negativas.

Si las dos rafees y' é y ’  ̂ son reales, desiguales y positivas, las cua
tro raíces de la ecuación bicuadrada serán reales é iguales en valor 
numérico de dos en dos, pero de signos contrarios.

Si las ra’íces y' é y ”  son reales, desiguales y negativas, las cuatro 
raíces de la ecuación bicuadrada serán imaginarias.

Si las raíces y' é y "  son reales, desiguales y de signos contrarios, es 
decir, una positiva y otra negativa, las dos raíces de la ecuación bi
cuadrada, correspondientes á la raíz positiva de la ecuación de se
gundo grado, serán reales; y las dos que corresponden á la raíz ne
gativa, serán imaginarias; luego la ecuación bicuadrada tendrá en 
este caso dos raíces reales y dos imaginarias.

Si las raíces y' é y "  fuesen iguales, podrá suceder que ambas sean 
positivas ó negativas: en el primer caso las cuatro raíces serán reales 
é iguales en valor numérico, siendo dos positivas y dos negativas; en 
el segundo las cuatro raíces serán imaginarias. El primer miembro 
de la ecuación será en este caso un cuadrado perfecto.



Por último, si las raíces é y "  son imaginarias, las cuatro raíces 
de la ecuación bicuadrada también lo serán.

Luego la ecuación bicuadrada puede tener sus cuatro raíces reales, 
que será cuando y ’ é y "  sean reales y positivas, ya sean ó no iguales; 
Aos TdíCQS reales y  diOS imaginarias, que será cuando ŷ  y "  sean 
reales y de signos contrarios; y las cuatro imaginarias, que será 
cuando las raíces y' é y ”  sean imaginarias 6 reales negativas, sean 6 
no iguales.

268 ECUACIONES

Trasformaclon de la  expresión \/ im ítenla suma ó diferencia de dos 

radicales sencillos |/a _

* 361. La resolución de las ecuaciones bicuadradas nos ha dado

para valores de la incógnita valores de la forma en los
cuales, si B no es un cuadrado perfecto, hay que principiar por hallar 
la raíz de B con un cierto grado de aproximación, sumar después este 
valor algebraicamente con A, y extraer por último la raíz del resul
tado; cuyas operaciones se hacen demasiado pesadas cuando hay que 
hallar dicho resultado con bastante aproximación.

Pero si nosotros pudiéramos trasformar esta expresión en otra de
la forma , siendo a y b cantidades racionales, podríamos
por medio de cálculos más breves hallar el resultado ctm toda la 
aproximación que se quisiera; pues en vez de acumulárselos errores,
como por el método primero sucede, podríamos calcular \/a y 
ambos por exceso ó defecto, ó uno por exceso y otro por defecto, se
gún que tuvieran que restarse ó sumarse, en cuyo caso dichos errores 
se destruirían en parte.

Así, pues, conviene averiguar las condiciones á que deben

satisfacer A y B, para que se pueda trasformar \^A±1/ b  en 
( / o  ±\/b.

*  362. Para resolver esta cuestión debemos demostrar que, sí se
tiene la igualdad n = m '-^ y 'n ', se debe tener también m =m ' 
y n =  n'.
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En efecto, pasando m! al primer miembro y elevando al cuadrado 
la igualdad que resulta, se tendrá

(m— — m'jl^ n + n — ,

de donde 2[m— m')l^n:=n'— n— (m— m')^.
Igualdad que no se puede verificar, sino siendo m =m \  pues de

lo contrario una cantidad irracional 2(m— m')\^n, sería igual áuna 
cantidad racional n— (m— m^)^ lo cual es absurdo; luego para
que la igualdad propuesta sea cierta, tiene que
serlo también la igualdad 2[m— n -= ^ — n— (m— m )̂‘̂  y para 
que ésta lo sea, es necesario que se tenga m =m ^ en cuyo caso n^=n; 
según queríamos demostrar.

* 363. Una vez demostrado este principio, veremos qué con
diciones han de satisfacer las cantidades A y B para que se tenga

Si elevamos esta igualdad al cuadrado, se tendrá esta otra

A ± l /B  = a -h á ± 2 P '^ = a + 6 ± i /^  Aoíí,
y según el principio anterior, se tendrá a4 - á = A  y 4 a á = B  ó

a h = —\ por consiguiente, las dos cantidades indeterminadas a y á, 
4

son, (336-2.*), las raíces de la ecuación
B

*Aa7 I ^ 0 ,or
4

[2]

que serán conmensurables, si A*— B es un cuadrado perfecto (347): 
luego la condición que han de satisfacer las cantidades A y B, para 
que se pueda verificar la trasformacion indicada, es que la cantidad 
^ — B sea un cuadrado perfecto que representaremos por C .̂

A ± 1 /A '— B
Resolviendo esta última ecuación, hallaremos  ̂ , y

se tendrán las igualdades

A-}_i/ a 2— B ,  A — / a  ̂— B
« = ---------2--------  y ---------2 ’

por consiguiente, la fórmula propuesta se podrá poner bajo la 
forma
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\^Á ±  —

y sí, como hemos supuesto, se verifica que — B sea un cuadrado 
perfecto Ĝ , se tendrá, como deseábamos, la trasformacion pedida

2 '
Cuando Â — B no es un cuadrado perfecto, la trasformacion ante

rior no tiene ventaja y por consiguiente no se practica.
• 364. Si fuese una expresión imaginaria de la forma

'1» podremos también aplicarle la regla precedente, sustitu
yendo en la condición anterior la cantidad — B\ en vez de B. En
efecto, la expresión A ±1 / b , se convierte en A±Bl^-—1, y la raíz 
de ArhBl^— 1, se podrá convertir en otra expresión de la misma 
forma adzál/— 1. Para ello se verá que la condición C—k^A®— B 
se reduce á C = I /a ĥ-B ^  y por consiguiente, se tendrá

A + / a Ü ^  A _ í/ a ^ B ®
« = ---------2--------- y  --------- 2--------- ’

donde vemos que el valor de a es evidentemente positivo y el de 6 
negativo; de modo que representando el primero por y el segundo 
por 6®, se tendrá

\/a ± b / ^ = ± b \ / ^ .

L E C C IO N  X X X IX ,

M á x im o s  y  m ín im o s — E je m p lo s  y  p ro b le m a s  de m á x im os  y  m ín im os  q n e  p n e d e n  reso lv erse  
p o r  e cu a c io n e s  d e  seg u n d o  g r a d o .

Máximos y mínimos. •

• 365. La teoría de los máxiínos y mínimos es una de las más 
importantes del Álgebra por sus muchas aplicaciones, y aunque des
pués nos hemos de ocupar de un modo general de los máximos y
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mínimos de las funciones de una variable, conviene indicar aquí el 
modo de hallar los de aquellas que igualadas á una letra, dan origen 
á ecuaciones de segundo grado con relación á esta variable.

„  ^  aa?-\- bx~i-c
*  366. Si se tiene una expresión——---------------------------------- = y ,  en la cual

las letras a, b, c, a\ son números cualesquiera, y es una 
letra que puede recibir todos los valores que queramos, se dice que 
dicha letra x  es una variable, y la fracción que ocupa el primer 
miembro, ó sea su valor representado por la letra ij que está en el 
segundo, se dice que es una función de esta variable, y como á me
dida que X  varía, variará también- en general y ,  se sigue que la fun
ción y  será otra variable cuyos valores dependerán de los que se le 
hayan dado á x .

* 367. Si creciendo de una manera continua ó sea por grados 
insensibles la variable de una función, aumenta ó disminuye ésta, y 
luégo disminuye ó aumenta, es claro que tendrá que pasar por cier
tos límites en los cuales dejará de aumentar ó disminuir, para prin
cipiar á disminuir ó aumentar, y cada uno de estos límites, que 
corresponderá á un cierto valor a de la variable, y que no es otra 
cosa sino el valor máximo ó minimo de la función, será evidente
mente mayor ó menor que los valores que rec îbe esta misma fun
ción, para valores de la variable inmediatamente superiores é infe
riores al valor a.

De modo que si aumentando de una manera continua la varia- 
riable de una función, ésta aumenta ó disminuye, y luégo disminuye 
ó aumenta, se dice que dicha función pasa por un máximo ó un 
minimo; entendiendo por máximo ó mínimo de una función, aquel 
valor que recibe para un cierto valor « de la variable, mayor ó me
nor que el que dicha función recibe para valores de la variable iu - 
finitamente próximos á « tanto superiores como inferiores.

* 368. Una función puede, aumentando siempre la variable, 
aumentar ó disminuir, y luégo disminuir ó aumentar, para volver 
después á aumentar ó disminuir, y así sucesivamente, y como al ve
rificarse estos cambios tiene que pasar dicha función por un máximo 
ó un mínimo, se sigue que una función puede tener varios máximos 
y varios mínimos.

De aquí se deduce que la palabra máximo ó mínimo, no indica 
el mayor ó el menor de los valores que pudiera recibir una función;



porque en ese caso no se concibe que una misma función pueda te
ner varios máximos ó varios mínimos, á ménos que estos no fueran 
iguales. Así, la palabra máximo ó mínimo sólo indica valores de 
una función mayores ó menores relativamente á los que esta fun
ción recibe para valores de la variable inmediatamente superiores ó 
inferiores á aquel que la redujo á un máximo ó mínimo.

*  369. Las expresiones algebraicas cuyos máximos y mínimos 
se pueden hallar por medio de las ecuaciones de segundo grado, 
son en general trinomios de segundo grado con relación á una va
riable úc, ó fracciones cuyos términos son á lo más de segundo gra
do en X .

Sea, por ejemplo, hallar los máximos y mínimos de la expresión
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ax^-\-bx-\~c
a'x^-^b'x-]-c^ = y  ni*

A cada valor a que demos á la variable independiente x ,  recibirá 
un cierto valor P la función y . Y recíprocamente, si damos á la fun
ción y  el valor /?, hallaremos el correspondiente á la variable o;, re
solviendo con relación á esta incógnita la ecuación [1].

Ahora bien, como x  no puede recibir mas que valores reales, es 
claro que y  no podrá recibir valores cualesquiera, sino que deberán 
estar sujetos á hallarse comprendidos entre ciertos límites, pasados 
los cuales resultarían para x  valores imaginarios; lo cual no debe 
ser, pues, como ya hemos dicho, los valores de x  han de ser siem
pre reales; y estos límites, que comprenden á los valores de y , serán 
precisamente los máximos ó mínimos de la función propuesta.

♦ 370. Según lo dicho anteriormente, para hallar los máximos

. ax^—t“bx ”4" . , j -
y minimos de una expresión de la forma iguala at-

cha exp7'esion d una indeterminada y, se resuelve la ecuación que re
sulta con relación á x ,  se vé cuáles son los limites de los valores de y 
que hacen reales los valores de x , y  estos limites serán los máximos y 
minimos pedidos.

Resolviendo la ecuación [1] con relación á a?, se halla

£C=
b— b'y (6'*— ía'd]y^— {2bb^— ica'— iad]y-t~b'̂ — [2],
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cuyo valor se puede poner bajo la forma

___h— b^y±[/Ay^-\~By-+-C
^(a'y— a)

ó sacando A factor común debajo del radical, y llamando y  ̂á los 
cocientes de dividir B y Cpor A, se tendrá

__ b~b'y±il'^A (y^-\-py^q)
X : W ;

X - .

^ahj~a)
y si llamamos ŷ  é y”  las raíces que resultan de igualar á cero el 
trinomio y'̂ ~^py-\-q^ se tendrá, por último,

Como los valores de x  han de ser reales, según se ha dicho ya, 
es necesario que los valores que se le den á y  hagan positiva la 
cantidad subradical A{y-^y’) [y— i f ) , y los límites que comprendan 
á los valores de y  que cumplen con esta condición, serán los máxi
mos ó mínimos que se buscan.

Para hallar estos límites consideraremos tres casos, según que A 
sea mayor, menor ó igual á cero.

\ ° Supongamos A > 0 . Si las raíces é son reales y desigua
les, y suponemos que se tiene será necesario, para que
M y— iñ iy— y 'l  sea positivo, y por consiguiente el valor de a; sea 
real, que los dos factores (y— y )̂ é {y— /̂') sean de un mismo signo 
lo cual exige que los valores de y  no se hallen comprendidos entre 
las raíces é y " ; por tanto, y ha de ser mayor que í/^ ó menor que 
y ’’ ; en el primer caso el menor valor que podremos dar á y será y’ , 
y en el segundo el mayor valor será \f. Cualquier valor que diéra
mos á y  mayor que y’ ’ y menor que y ’ daría para s: valores imagi
narios.

Un mínimo será, por consiguiente, y ’ y un máximo y ’ .̂
Sustituyendo estos valores mínimo y máximo en la igualdad [5 ], 

se obtendrán los valores correspondientes de x .
Luego cuando las raíces y ’ é de la ecuación de segundo grado 

que resulta de igualar á cero el trinomio son reales y
desiguales, siendo además A>>0, la fracción propuesta tiene un 
máximo igual á la menor de las raíces, y un mínimo igual á la 
mayor.
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No hacemos mención del máximo infinito y del mínimo minos in
finito, porque éstos corresponden generalmente á valores infinitos 
de £c, ó á valores que vienen bajo la forma indeterminada; pero no 
debe dejar de observarse que, pudiendo tener y cualquier vnlor, ya 
sea mayor que y', ya menor que y' ,̂ podrá llegar á valer la función 
propuesta un número positivo infinitamente grande, y otro infinita
mente grande también en valor numérico, pero negativo-

Si las raíces y' é i/' fuesen iguales ó imaginarias, la cantidad sub
radical k{y— y') {y—y ” ) sería positiva, cualquier valor que se le diera 
á y , pues el trinomio Ay--{-'By-{-C se reduciria en el primer caso á 
un cuadrado perfecto (333), y en el segundo tendría, para cualquier 
valor de?/, el mismo signo que su primer coeficiente (254 oes.), y 
en este caso que nos ocupa es positivo. Luego pudiendo tener y  to
dos los valores que queramos, permaneciendo x  constantemente real, 
la función propuesta no puede tener, en estos dos casos, ni máximo 
ni mínimo finitos, pues puede variar desde — =c á -f-oo ; cuyos lími
tes podremos tomar como máximo y mínimo en absoluto.

2.° Sea, en segundo lugar, A < 0 . Si las raíces y' ó y'  ̂ son reales 
y desiguales, y suponemos que se tiene y '> y ” , será necesario, para 
que la cantidad subradical A(?y— ?/0(?/— y") sea positiva, y por con
siguiente el valor de x  real, que se tenga y ^ y ” , pero y < y ’ ; es de
cir, que los valores de y  han de estar comprendidos entre y"  é 
luego el máximo será y = y ' ,  y el mínimo y = y " ;  cuyos valores, 
máximo y mínimo, sustituidos en vez de y en la igualdad [3 ], nos 
darán los correspondientes de x .  Luego cuando A-<0, y las raíces 
i f  é de la ecuación de segundo grado que resulta de igualar á cero 
el trinòmio y'̂ -\-py-\-q, son reales y desiguales, la función propuesta 
tiene un máximo igual á la mayor de las raíces, y un mínimo igual á 
la menor.

Si las raíces i/ é i f  son iguales ó imaginarias, el trinomio 
es constantemente del mismo signo que A, es decir, 

negativo; porque en el primer caso if-t-py-t-q  es un cuadrado per
fecto, y cualquier valor que se le dé á y hace que sea positivo; en el 
segundo permanece con el mismo signo que su primer término, es de
cir, positivo; luego siendo el trinomio positivo, cualquiera
que sea el valor que se le dé á y , en el caso de ser y'=-y^’ ó y' ò y "  
imaginarias, al multiplicar este trinòmio por A, que es negativo, 
dará un resultado constantemente negativo, y el yalor de x  será, por
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consiguiente, imaginario. Luego la función propuesta no tiene en 
ninguno de estos dos casos ni máximo ni mínimo.

3.® Sea, por último, A = 0 . En este caso la cantidad subradical
C

se reduce á j ,  y se considerarán tres casos espe

ciales, según que el número B sea positivo, negativo ó cero.
Si B es positivo, el factor que hay dentro del paréntesis tiene que 

ser positivo también para que ít sea real, y por consiguiente se

deberá tener luego la funfcion tendrá un mínimo que

Q
será y — — —, y no tendrá ningún máximo. El valor de x  correspon- 

B
diente al mínimo se hallará sustituyendo este valor en vez de y  en 
la igualdad [3 ], en la cual se supone A = 0 .

C
Si B es negativo, el factor 2/H-g- tiene que ser negativo también

para que x  sea real, y por consiguiente se deberá tener .

El valor y = — -  será un máximo de la función propuesta, la cual 

no tendrá ningún mínimo.
Si se tiene por último B = 0 , los valores de x  serán siempre reales 

ó  imaginarios, según que C sea positivo ó negativo; luego y  puede 
recibir todos los valores que queramos, desde — oo hasta -¡-«o , 
siendo los valores de reales cuando C > 0 ,  é imaginarios cuando 
se tiene C < 0 ; por consiguiente, la función no tiene máximos ni 
mínimos íinitos.

^vjcinplois y iiroblcmas de máxluiofi y mínimos <inc pueden rc.solvcrsc por 
ccuacioucM de sei^uiiilo g;i’Udo.

_  . — 40a:H-76
E je m p l o  1. bea la expresión-------— -̂------- = ij

Despejando la x ,  tendremos x-

9— kx 
I o — — \ \ y - \ ^ í  

2 '
l a  condición para que x  sea real, es — 1 'ly -h 2 4 > 0  ó



[y— 3)(^—8 )> 0 ; de donde se deduce que la función tiene un máximo 
y = 3 ,  que corresponde á œ = i , y un mínimo y = 8 ,  que corresponde 
á ¿c= 'l.

Ejemplo II. Sea la expresión cuyo máximo y mínimo queremos
£27̂— 1 Ox H-24 

hallar ------------------- = y .
4—a:

Quitando denominadores, y hallando el valor de x ,  se tendrá 

10—
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X:
•4yH-4

2
La condición para que x  sea real, es — 4y+4>*0 ó (y—

Ja cual se verifica para cualquier valor que se le dé á y , tanto po
sitivo como negativo. Luego la expresión no tiene máximo ni míni
mo finitos.

CC“ |~4f
Ejemplo III. Sea la expresión —̂ ------------= y .

Despejando el valor de cc, hallaremos 

ü—y d z l/-
x  =  -

.y'^H-8y-h9
2(1— y)

La condición para que x  sea real, será — y^+8j/H -9>>0 ó 
(9— y)(yH -1)>0, de donde se deduce, que y no puede recibir más 
valores que los comprendidos entre — 1 y 9; luego el máximo de la 
función propuesta será y = 9 , que corresponde al valor de cc==^, y 
el mínimo y = — i , correspondiente á x = í .

Ejeíuplo IV. Hallar el máximo y mínimo de la expresión
—1 _  

x^— 2 íc+ l

Hallando e) valor de x ,  se tiene x=
y + 1 = b l/2 {y -l-1 ) 

y— 1
Para que el valor de æ sea real, es necesario que se tenga y + 1 > 0 ;  

luego la función tiene un mínimo —  1, que corresponde à æ = 0 , 
y  no tiene ningún máximo finito, pues puede crecer sin volver á dis
minuir hasta 30.

Ejemplo V. Sea, por último, hallar el máximo y mínimo de la 
— 3x-{~2



Despejando la œ, tendremos x =

MÍNIMOS.

40|/^-h 8î/ —  1

2 7 7

2(1-1 /)
La condición para que el valor de x  sea real, es íOtj'̂ -\-Sy— 1 > 0 ; 

y como en este trinomio se yeriflca la condición — 4ac«<0, igua
lándole á cero dará dos raíces y' é y'̂  imaginarias (2o4); y por con
siguiente, sustituyendo por y un número cualquiera, hallaremos 
siempre un resultado positivo; luego los valores de x  son siempre 
reales, cualesquiera que sean los valores que le demos á y ; la fun
ción no tiene por lo tanto máximo ni mínimo finitos, puesto que 
puede recibir todos los valores desde H-oo á — co .

P r o b l e m a  I. Dividir un número en dos partes cuyo producto sea 
un máximo.

Sea N el número, una de las partes aj, la otra será evidentemente 
N— x ;  representemos por P el producto que ha de ser un máximo, y 
se tendrá

a:(N— £c)=P ó x "‘ — N ¿c=— P;

N /N^
de donde se deduce a?= —d = W ------- P.

2  V  4

N2
La condición para que x  sea real, e s --------P > 0 .

4

0 ‘

que el
2

mayor valor que le podremos dar á P será

p = - _ = |  —I ; luego el mayor producto que se puede obtener con

De modo,
p̂ 2

T
las dos partes en que se descompone un número, es el cuadrado de 
la mitad de éste número; y por consiguiente, cada una de estas par
tes es igual á la mitad del número, ó lo que es lo mismo; si se tienen 
dos números cuya suma es constante  ̂ el producto de estos dos números 
será el máximo cuando los dos sean iguales, é iguales por consiguiente 
n ¡a mitad de la suma.

Co n sec u en c ia . Para dividir un número N en m partes cuyo pro
ducto sea un máximo, es necesario que estaspartes sean iguales, éigua- 
les por consiguiente á la emésima parte del número N.

En efecto, siendo una de las partes en que se ha de dividir el nú
mero N, menor que N, el producto ha de ser necesariamente menor 
que N"'̂  y por consiguiente dicho producto, que es variable, según



27 8  MÁXIMOS Y

varíen las tu partes en que se divide N, tendrá un valor mayor quê  
todos los demás, que será el máximo que se pide.

Una vez visto que este producto tiene necesariamente un máximo^ 
vamos á demostrar que si entre las in portes en que se di vide N hay 
dos desiguales, el producto correspondiente á esta descoraposicioa 
no es un máximo.

Para ello, supongamos que las m partes en que N se ha dividido^ 
sean a , b, c , d , . . .  l ,  y que entre ellas hay dos, c y  d, que no son 
iguales; representemos por P̂  el producto de todas, á excepción de 
estas dos partes desiguales, y por P el de todas, de modo que 
tendrá

P =  cc/xP ' ['!]•
Esto supuesto, el producto cd  formado por los dos factores des

iguales c y c?, cuya suma es c+ cí, es, según el problema anterior^
c—(—d - C—i—d

menor que el producto de las dos partes ■■ -  y ■ — , cuya suma es
z •*

también c-j-c/; por consiguiente, si se tiene
c-\~d c-¡rd

se puede en la igualdad [1 ] reemplazar el producto de las dos par—
c-\ -d

tes c y í/, cuya suma es c~\-d, por el de las dos partes 2
c-^d

, que dan la misma suma, y entonces tendremos

c~\~d c -h d
P <  ^ X ^ X F ;2 ' '  2

lo cual nos prueba lo que queríamos demostrar; es decir, que sí 
entre las m partes en que se ha dividido el numero N, hay' dos des
iguales, el producto correspondiente no es el máximo; luego para 
que se obtenga el mayor producto, es necesario que sean iguales las 
m  partes en que el número N se divide.

P r o b l e m a  II. D e todos los triángu los que tengan ím  m ism o p e r í

metro^ ¿cu á l es e l m ayor?
Se demuestra en Geometría que el área de un triángulo en fun

ción de sus tres lados, es A— P^P(P— a) (P— h) (P— c).
El área A del triángulo cuyos lados son o, 6 y c, y su perímetro
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2P, será la mayor cuando el producto de los tres factores variables 
P— a, P— h, P— c, sea el mayor posible; pero el producto de estos 
tres factores cuya suma es constante é igual á 3P— (a-h6-i-c)=3P—  
2 P = P  será el mayor, según hemos demostrado anteriormente, cuan
do dichos factores sean iguales; mas para que estos factores sean 
iguales, es menester que se tenga a = b = c ,  y el triángulo es en ese 
caso equilátero, y nos dá para valor de su área

A- : t /P(P— =

LECCION X L .

Teoría de lae desigualdades é inecuaciones, sus trasformaciones.—Inecuaciones de 
primero y  segundo, grado.

T e o ría  do la s  d esig u ald ad es c Inecuaciones, su s trasform aclon es.

* 37 i. Se llama desigualdad toda expresión de la forma A > B  
ó A < B .

Inecuación es una desigualdad que contiene una ó varias cantida
des indeterminadas ó incógnitas, y hay que determinarlas con la con
dición de que dicha desigualdad se verifique. Esto se consigue me
diante trasforraaciones análogas alas que se han hecho con las ecua
ciones, y que dan por resultado no el valor de la incógnita ó cantidad 
indeterminada, como en las ecuaciones se obtiene, sino un límite ya 
inferior, ya superior, de los valores que la incógnita puede recibir, 
y á veces dos que comprenden un número reducido de valores, pre
cisando cuanto es posible la cuestión.

*  372. Con las desigualdades é inecuaciones no se pueden hacer 
todas las trasformaciones que se hacen con las ecuaciones; están su
jetas á ciertas restricciones, que es necesario tener muy presentes 
para no incurrir en graves errores*
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• 373. Una desigualdad no se altera sumando ó restando á sus 
dos miembros una misma cantidad.

Sea la desigualdad A > B . Si á los dos miembros se les añade una 
misma cantidad C, los resultados serán evidentemente desiguales, 
permaneciendo la desigualdad en el mismo sentido. Lo mismo su
cede si restamos de ambos miembros una misma cantidad; la pri
mera resta será mayor que la segunda, por tener mayor minuendo 
que ésta, siendo iguales los sustraendos; luego si se tiene una de las 
desigualdades A > B , ó A-<B, se tendrá también una de las dos 
desigualdades siguientes:

A = tC > B ± C , ó A ± C < B ih C .
♦ 374. En toda desigualdad se puedepasar de un miembro á otro 

un término cualquiera cambiándole el signo.
En efecto, sea la desigualdad A— B>-G-{-D.
Si queremos pasar el término B al segundo miembro, y el D al 

primero, se tendrá, agregando á los dos miembros la cantidad B—D, 
A— B-f-B— D>C+r>H-B— D, ó A— D > C + B , 

lo cual justiOca el teorema.
♦ 37o. Una desigualdad no se altera multiplicando ó partiendo 

sus dos miembros por una misma cantidad positiva.
Sea la desigualdad A > B . Si multiplicamos los dos miembros 

A y B por una cantidad positiva P, se obtendrán los productos AP y 
BP. de los cuales el primero será evidentemente mayor que el se
gundo, por tener ambos el factor común P, y el factor A del primero 
mayor que el factor B del segundo. Del mismo modo, si en vez de 
multiplicar hubiésemos dividido por P los dos miembros de la des- 
¡gualdad propuesta, el cociente de dividir el primer miembro porP, 
sería mayor que el que resulta de la división del segundo por el 
mismo número, por tener ambos el mismo divisor, y ser el divi
dendo A mayor que el dividendo B; luego si se tiene A > B , ó A<;B, 
se tendrá también

AV>BP, ó AP<BP;

* 376. Se pueden multiplicar ó partir los dos miembros de una 
desigualdad por una cantidad negativa, cambiando el signo de la des
igualdad.

Sea la desigualdad A > B , en la cual pueden ocurrir varios casos,



según que A y B sean positivos, que sean negativos, ó que A sea po
sitivo y B negativo.

SI A y B son positivos, para que se tenga A > B , el valor numérico 
de A será mayor que el de B; luego los productos de estas dos can
tidades por una misma cantidad negativa N, serán negativos, teniendo 
el primero mayor valor numérico que el segundo; y como de dos 
cantidades negativas, es la menor la que tiene mayor valor numérico, 
se tendrá — ’A N ^ — BN.

Si A y B son negativos, el valor numérico de A será menor que 
el valor numérico de B; y al multiplicar estas dos cantidades nega
tivas por la cantidad negativa también — N, obtendremos dos pro
ductos positivos, de los cuales el primero tendrá menor valor nu
mérico que el segundo; luego si se tiene A > B , siendo A y B negati
vos, multiplicando por — N, se hallará — AN<C— BN.

Sea, por último, A positivo y B negativo. Al multiplicar estas 
cantidades p o r— N, obtendremos el primer producto negativo y el 
segundo positivo, y por consiguiente se tendrá también— AP<C— BP.

De un modo análogo probaríamos que dividiendo los dos miem- 
hros de una desigualdad por una cantidad negativa, hay que cambiar 
el signo de dicha desigualdad; luego si se tiene A > B  ó A < B , 
se tendrá, multiplicando por la cantidad negativa — N,
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-A N < -B N , Ó + A N > -B N ; ó

Co n se c u e n c ia s . \ Si se cambian los signos á los términos de 
una desigualdad, hay que cambiar también el signo de ésta. Así, si se 
tiene A > B  ó A<CB, se tendrá — A -< — B, ó — A>^— B.

En efecto, esto equivale á multiplicar los dos miembros por — 1 ; 
y, como ya se ha dicho, hay que cambiar el signo de la desigualdad.

2.“̂ En toda desigualdad que haya términos fraccionarios, se 
■podrán quitar los denominadores, multiplicando sus dos miembros por 
eira. c. m. de iodos los denominadores; permaneciendo le, desigualdad 
con el mismo signo ó signo contrario, según que la cantidad porque se 
multiplique sea positiva ó negativa.

* 377. Se pueden sumar dos ó más desigualdades que se verifiquen 
en un mismo sentido, permaneciendo la suma en un mismo sentido.

Sean las desigualdades
A > B , A^>B', A^^>B'^

-T



Si sumamos ordenadamente, la suma de ios primeros miembros, 
que son todos mayores que los segundos, será evidentemente mayor 
que la de éstos; de modo que se tendrá, según queríamos demos
trar,

Dos o más desigualdades en sentidos contrarios no se pueden 
sumar, pues la suma puede dar origen á una desigualdad en uno ó 
en otro sentido, ó a una igualdad.

* 378. Se pueden restar ordenadamente dos desigualdades que se 
aerifiquen en sentido contrario, poniendo á la resta el signo de la que 
sirvió de minuendo. Así, de las desigualdades A > B  y A^-<B', se de
duce A— A '> B — B'. En efecto, el minuendo A de la primer dife
rencia, es mayor que el minuendo B de la segunda; y como además 
el sustraendo de la segunda es mayor que el de la primera, se tiene 
evidentemente que la primera diferencia A— A', es mayor que la 
segunda B— B^

Dos desigualdades que se verifican en un mismo sentido no se 
pueden restar, porque pueden dar origen á otra desigualdad en el 
mismo sentido, en sentido contrario, ó á una igualdad.

* 3 /9 . Se pnieden multiplicar ordenadamente varias desigualdades 
que se verifican en un mismo sentido, si los dos miembros de cada una 
son positivos.

En efecto, sean las desigualdades, cuyos miembros son positivos, 
A > B , A '> B ^  A "> B " .

El producto de los primeros miembros, será un número
positivo, lo mismo que el producto BB'B̂  ̂ de los segundos; además, 
como todos los ffujtores del primero son mayores que los del segun
do, se tendrá AA^A">BB^B".

CoNSECüExVCiA. Se puede elevar una desigualdad á una potencia 
cuyo exponente sea entero y positivo, siempre que los dos miembros 
sean positivos. Así, de la desigualdad A > B  se deduce, siendo w 
un número entero y positivo y positivas las cantidades A y B
A"'>B™.

* 380. Toda desigualdad se puede elevar á una potencia degrado 
impar.

En efecto, sea la desigualdad A ^ B . Si A y B son positivas, ya lo 
hemos demostrado. Si A es positiva y B negativa, será positi
va, y B̂ ”+* sera negativa; luego se tendrá evidentemente A2*̂ +‘ >B'^“+ ’ .
Si A y B son negativas, las potencias y B-H-i 1q serán tam-
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bien; pero siendo A > B , el valor numérico de A será menor que cl 
de B; luego el valor numérico de Â ”+  ̂ será también menor que el 
de y por consiguiente será con lo cual queda
demostrado el principio.

* 38'I. Se puede extraer una raíz de grado impar de los dos 
miembros de una desigualdad.

Sea la desigualdad A > B . Si A y B son positivas, sus raíces de 
grado impar también lo serán, y además la primera será mayor que 
la segunda. Si A es positiva y B negativa, sus raíces de grado impar 
serán la primera positiva y la segunda negativa, y por consiguiente 
aquella mayor que ésta. Por último, si A y B son negativas, nega
tivas serán también sus raíces de grado impar, mayor en valor nu
mérico la segunda que la primera; luego si se tiene A>*B, se tendrá,

2)1+ 1.— '2n-\-iy~
cualesquiera que sean los signos de A y B, K A k B .

 ̂ 382. Se puede extraer una raíz de grado par de los dos miem
bros de una desigualdad, siempre que se tomen para estas raíces can
tidades positivas.

Sea la desigualdad Â ’‘ > B - ’ .̂ La raíz del grado 2n de una canti
dad A^« es, según ya se ha demostrado (173), ± A .  Por consiguien
te, las raíces del grado 2n de los dos miembros de la desigualdad 
propuesta, serán dzA y AzB. Ahora bien, como A^" y B’ ’̂  son can
tidades positivas, ya sean positivas ó negativas las cantidades A y B, 
el valor numérico de A será mayor que el de B, puesto que se tiene 

luego si tomamos el signo de estas raíces, de modo que 
las cantidades ± A  y ± B  sean positivos, se verificará el enunciado. 
Así, si A y B son positivas, se deducirá de la desigualdad A-” > B -” , 
A > B . Si A y B son negativas, se deducirá entonces— A > — B. 
Si A es positiva y B negativa, se tendrá A>-— B. Por último, si A es 
negativa y B positiva, será — A > B .

* 383. Se pueden dividir ordenadamente dos desigualdades que 
se verifican en sentidos contrarios, y cuyos 7niembros son positivos que
dando los cocientes en el sentido de la (¿ue sirvió de dividendo.

Sean las dos desigualdades A > B  y Á '< B ', cuyos miembros son
A B

positivos, de los cuales deduciremos
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B'
En efecto, el primer dividendo A es mayor que el segundo B, y 

además el primer divisor A^ es menor que el segundo B'; luego se
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tendrá evidentemente que e! primer cociente es mayor que el se
gundo, según queríamos demostrar.

incenacloucs de primero y scgruiido ^rado.

384. Cuando en una desigualdad existen una ó varias can-
tidades desconocidas cuyos valores se han de hallar con la condición 
de que la desigualdad quede satisfecha, tendremos, por analogía á 
lo que con respecto de las igualdades y ecuaciones hemos dicho, una
IN E C U A C IO N .

Las inecuaciones,, lo mismo que las ecuaciones, pueden ser de 
primero, segundo, tercero, etc. grado; nosotros sólo nos ocupare
mos de las inecuaciones de primer grado con una ó más incógnitas, 
y de las de segundo con una sola incógnita.

• 383. Toda inecuación de primer grado con una incógnita 
puede reducirse á una de éstas Aaí>B ó Aa;<B, en ia cual A es una 
cantidad entera y positiva, y B una cantidad entera, positiva ó ne
gativa. Para ello, no hay más que quitar los denominadores si los 
hay, multiplicando los términos enteros por el mínimo común múl
tiplo de todos ellos, y el numerador de cada fracción por el cociente 
de dividir dicho m. c. m. por el denominador correspondiente, de
jando la inecuación en el mismo sentido ó sentido contrario, según 
que el m. c. m. sea positiva ó negativo (373 y 376). Después se pa
san todos los términos que tienen incógnita al primer miembro y 
los que no la tienen al segundo (374), se efectúan las operaciones 
indicadas que resulten si la inecuación es numérica, ó se saca la 
incógnita factor común si es algebráica, representando por A el coe
ficiente de la incógnita y por B la cantidad constante. SI A es ne
gativa, se le cambian los signos á toda la inecuación, cambiando el 
sentido de (a misma (370 c o n s . \.“), y queda reducida á una de las 
dos formas indicadas al principio.

Si dividimos por A cada una de las inecuaciones propuestas, ha-

liaremos o ¿rcT—.
A A

Be modo que si suponemos que A lo mismo que B pueden ser po
sitivas ó negativas, las dos inecuaciones podrán reducirse á una sola

T
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Aa!>B, de la cual se deducirá según que A sea positiva ó ne

gativa.
* 386. En las inecuaciones de primer grado con una incógnita, 

puede recibir ésta, según vemos, una infinidad de valores, pues sólo 
determinamos un límite superior ó inferior de estos valores; así, en

el primer caso, cuando . - O - ,  dando á a; valores mayores que la 

fracción la inecuación queda satisfecha convirtiéndose en des-
a ’

igualdad tan pronto como se sustituye x  por uno de estos valores: si
jg

se considera la segunda x< ^ -~ , dando á x  valores menores que esta

fracción, queda también satisfecha la inecuación. En algunos casos 
no se excluye la igualdad, y entonces x  no sólo puede recibir valores

mayores que — , sino que también puede ser igual á este valor.
A

De aquí se deduce que una incógnita puede á veces satisfacer á 
más de una inecuación; en efecto, sean las dos inecuaciones A a ;>B

•^B > B '
y A 'a ;> B ', de las cuales se deducen los límites — y

Con estos límites se pueden hacerlas siguientes combinaciones. 
Si A y tV son positivas, se tendrá £ c> a , y cc> a ^  representando 

por a y a '  los cocientes respectivos de dividir B por A, y B̂  por 
donde vemos que si a > a ' ,  dando á x  valores mayores que a, ambas 
inecuaciones quedarán satisfechas; luego se hallarán para x  una in
finidad de valores.

Si A y Â  son negativas, los límites serán s )< a  y x < a ' ;  de modo 
que ambas inecuaciones quedarán satisfechas dando á x  valores me
nores que el menor de los dos valores a ó por consiguiente, tam
bién se verificarán para una infinidad de valores de x .

Si A y Â  son de signos contrarios, los limites de los valores de
X serán y £c<Cu^ ó x d o -  y x '> o ! .

Ahora podrá suceder que los límites de los valores de x  sean 
contradictorios ó no; en el primer caso las inecuaciones propuestas 
serán incompatibles, en el segundo a; podrá recibir todos los valores 
que queramos, con tal de hallarse comprendidos entre los límites



fí y d\ este caso puede darnos un número limitado de soluciones, 
cuando x  además de verificar las condiciones que las inecuaciones 
indican, tiene que satisfacer á la de ser un número entero, en cuyo 
caso X no podrá valer más que los números enteros que haya com
prendidos entre a y a-. Los limites serán contradictorios, en el primer
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'd  y en el segundo, cuando a ^ a ''caso, si se tiene d.

* 387. Si se tuviesen varias inecuaciones con una incógnita
Á a ;> B ,

se hallarla para,límites respectivos 
•> B ^ B '
< A ’ < A ^ ’

los cuales estarían todos en un mismo sentido, ó unos en un sentido 
y otros en sentido contrario. En el primer caso, dando á x  valores 
mayores que el mayor de los límites, ó menores que el menor, según 
que sean inferiores ó superiores, se tendrán todos los valores de x  
que satisfacen á las inecuaciones propuestas; en el segundo caso se 
darán ú x  valores comprendidos entre los límites inferiores y supe
riores más próximos.

Así, si X tiene que ser menor que a, a!, a " ,... y mayor que 
n / ,  a " s i e n d o  el menor de los primeros límites d ’ y el ma

yor de los segundos x  sólo podrá recibir los valores comprendi
dos entre estos dos límites; y las inecuaciones serian incompatibles 
si dichos dos límites fueran contradictorios.

* 388. Consideremos dos inecuaciones con dos incógnitas
y d x -^ h 'i j^ d ,

de las cuales se deducirán los límites
—  bu 7/ — b'y

c c C -------- ^ y ----- ~ -

Si n, y d  
inferiores ó

son de un mismo signo, se tendrán para x  dos límites
superiores, según que a, y d ,  sean positivas ó negati

vas, en cuyo caso podremos dar á y  un valor arbitrario y á va
lores mayores ó menores que la mayor ó menor de las expresiones 

d — b'̂
-------- y — ;— , según que dichos limites sean inferiores o su

ri------------d
periores.

Si a y d  son de signos contrarios, siendo « > 0  y n '< 0 ,  se ten-



drá cc>»
h- -by 1l̂ -

y a ?<
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a ' a
Iradiclorios, se deberá tener

l — hy

; y para que estos límites no sean con-

<
k’— b'y

a cv
De esta inecuación se deducirá un límite de los valores de y, y 

sustituyendo valores convenientes de esta incógnita que satisfagan á 
la inecuación anterior, obtendremos para cada valor de 2/ dos ex

presiones ^  y ^ ' que comprenderán los valores de x ;  de

modo que dando á x  valores comprendidos entre estas dos expresio
nes, estos valores unidos con el valor de ?/= ?, nos darán todos los 
sistemas que verifican á las inecuaciones propuestas.

* 389. Sean ahora las tres inecuaciones con tres incógnitas
a x - \ - h y a ' x - \ - h h j - \ - c ' z ' > k \  a"x-^h"y-\ -c” , 

de las cuales deduciremos los límites de x
^/¿— ¡̂ rj— cz \  7i'— h'y— ĉ z >  jyî h” y— c’ ẑ
<  a <  a' <  a!'

los cuales podrán ser todos inferiores, todos superiores ó uno infe
rior y los otros dos superiores, ó uno superior y los otros dos infe
riores, según que los tres coeficientes n, g" ,  sean positivos, ne
gativos, uno positivo y los otros dos negativos, ó uno negativo y los 
otros dos positivos.

En los dos primeros casos se les dará á 2/ y s dos valores p y y cua
lesquiera, y dando á x  valores mayores ó menores que la mayor ó

menor de las cantidades
k—óp— Cy 7/— h'^— c'y k ' '—  — c'̂ y

a a' a"
según que los límites sean inferiores ó superiores, se tendrán las so
luciones que verifican á las inecuaciones dadas.

Si todos los límites no son en un mismo sentido, sino que se tiene, 
por ejemplo

■j,k— by— cz k'— Vy
---------------- , x < ----------- -

■ c'z k"— b"y— c'^z
y x < -----------r---------,

será necesario para 'que estos límites no sean contradictorios, que
se tenga
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h— hy— cz  — b’y— c'z Ti— hy- -cz  ̂  — y^y— d^z
a a' ' a a'̂  >

cuyas inecuaciones podrán reducirse á
B y -h C s> K  y B ^í/+C '^>K ^

De estas dos deduciremos los límites de los valores de  ̂y de z ;  
de modo, que dando h y j  k z  dos valores i3 y y comprendidos en
tre estos límites, resultarán para límites de os

h— 6¡3— cy k’— — d'i ii!'— —  d'v
^ ^  ̂ y  o j < ----------- Tf-------- ’a a' a"

por consiguiente, dando á x  valores comprendidos entre los dos 
límites más próximos, se tendrán las soluciones que veriOcan á las 
inecuaciones dadas.

De la misma manera se obtendrian los límites de las incógnitas 
de un número cualquiera de inecuaciones.

*  390. Sea, por último, la inecuación de segundo grado con 
una incógnita

1 )  j ! 1  > “•
Para que este producto sea positivo, es necesario que se tenga

y 2

2  ■ V 4   ̂ '  Í2Í V 4

Las dos primeras condiciones quedan satisfechas haciendo

y las dos segundas quedan también satisfechas si se hace

x < _ £ _ i  l2
luego los límites de la incógnita de la inecuación de segundo grado 
ír^H-p£rH-(7> 0, son

cuyos signos >  y <C corresponden á los signos -H y —  del radical.
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L E C C I O N  X L I .

Análisis indeterminado de primer frrado. Condición rara que una ecuación de primer grado
£ d a  - E e r f a S i m p l i f i c a c i ó n  de una ecuación 
dada. _ Eegla para hallar las f.n-mulas que dan las soluciones enteras y  positivas da rna 
ecuación de primer grado con do^ incógnitas. Simplificaciones que pueden hacerse.

A uáU sU  in d eteru »l..a .lo  d e  p r im er  g ra d o . C o .u U eio«  p a ra  q „ e  una e c o -  
d o n d e  p r im er  g ra d o  co n  <i«s ú in ¿s  In có g n ita s  p u ed a  te n e r  s o lu d o n e »  
en tera s . SSlmpHlicacioit d e  u n a  e cu a c ió n  ciada.

* . El análisis indeterminado tiene por objeto hallar las so
luciones enteras y positivas de un sistema de ecuaciones, cuyo nú
mero de incógnitas es mayor que el de ecuaciones.

*  392. Para q̂ m una ecuación entera de primer grado con dos d 
mas incógnitas, pueda ser verificada por valores enteros, es necesario 
que el m. c. d. de todos los coeficientes divida á la cantidad constante.

En efecto, sea la ecuación general de primer grado con varias
incógnitas, cuyos coeficientes y cantidad constante son números 
enteros,

a x ~ ¡ r h y ^ z - ^  . . . = k  J .

Supongamos que a, b, c ,... tengan un factor común m-dividamos 
por este factor, y llamando a f  los cocientes de dividir
a, b, c ,... por m, se tendrá

a'x~\-hhj-\-c’ . . . = ~  f 9 j
ni *•

Si m divide á y da un cociente entero / / ,  la ecuación 
propuesta [ I ] ,  lo mismo que la [ 2] , se podrá verificar, sin dificul
tad alguna, por valores enteros de las incógnitas. Pero si m no di
vide á entonces la ecuación [ 2]  no podrá verificarse por valo-res 
enteros de las incógnitas; porque poniendo en vez de < c ,y - ,z , . . .  
números enteros, el primer miembro se reduce á un número 
entero, mientras que el segundo es un número fracciona-

/v '
. La ecuación [1] tampoco puede tener soluciones enteras:no

m
lü
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porque si en ella sustituimos también en vez de las incógnitas, nú
meros enteros, resultará un número entero múltiplo de m „ mien
tras que el segundo miembro k no lo es; y por consiguiente es 
condición precisa para que una ecuación se pueda resolver en nú
meros enteros, que todo divisor común á los coeficientes de las 
incógnitas, lo sea también de la cantidad constante. Cuando esto no 
se verifique, la ecuación no se podrá resolver en números enteros.

* 393. Antes de aplicar á las ecuaciones propuestas el mé
todo que se sigue en el análisis indeterminado para hallar las fór
mulas que dan las soluciones enteras y positivas, conviene simpli
ficar estas ecuaciones cuanto sea posible.

Sea la ecuación con dos incógnitas
Ax-f-B ^=K  (*)

cuyos coeficientes A, B y K no tienen factor alguno común, porque 
si lo tuvieran podríamos dividir por él. Si tuvieran factores comu
nes de dos en dos, podrían tenerlos A y  B, A y K, ó B y K. En el 
primer caso, la ecuación propuesta no se podria resolver en núme
ros enteros, según hemos visto anteriormente. Si A y K tuviesen el 
factor común m, ó B y K tuviesen el factor n, o se verificasen á la 
vez estas dos cosas, dividiríamos primero la ecuación dada por m, y 
hallaríamos, llamando a y los cocientes de dividir A y B por m,

m
cuya ecuación no puede verificarse con números enteros, á ménos 
que y no sea un múltiplo de m, puesto que B y m son primos entre 
sí; de modo, que haciendo y — y simplificando se tendrá 
acc~l-B)/^=K^

Si B y K tienen además el factor n, B y también lo tendrán, 
pues m y n son primos entre sí; de modo, que dividiendo ahora por 
n la ecuación anterior, y llamando ó y ^los cocientes de dividir res-

pectivamente B y K 'por n, se tendrá la e c u a c i ó n a ; Ift

cual no se puede verificar en números enteros, si no se tiene lacon-

{*) En toda esta teoría del análisis indeterminado, supondremos que los 
coeficientes de las incógnitas y cantidades constantes son números enteros.



dicion de x = n x ' , siendo ¡v' un número entero. Sustituyendo este 
valor y simpliflcando, se halla la ecuación totalmente simplificada 
ax'-^by^=k, cuyos coeficientes son primos entre sí.

Sea, en segundo lugar, la ecuación con tres incógnitas 
C s =  K, en la cual los coeficientes A, B, C y K no tienen ningún fac
tor común. Supongamos que estas cantidades puedan tener factores 
comunes de tres en tres. A, B y C tuviesen un factor común, la 
ecuación no se podria resolver, como ya hemos visto, en números 
enteros. Si las tres cantidades que tienen un factor común m, son 
A, B y K, dividiendo por él y llamando A', y á los cocientes

Cz
respectivos de dividir A, B y K p orm , se tendrá — = K ^
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m
Para que esta ecuación pueda verificarse en números enteros, 

es necesario evidentemente que se tenga z = m z ' , siendo z' un nú
mero entero; de modo, que sustituyendo este valor y simplificando, 
se hallará A'x-\-Wy-\-Cz'— K'.

Si ahora suponemos que A, C y K tienen un factor común n, 
y luégo suponemos que el factor común p lo tengan los tres coefi
cientes B, C y K , repitiendo sucesivamente las operaciones h e-
chas anteriormente, llegaremos á la ecuación ax'-}-b i/ -^ cz '= & ,
cuyos coeficientes a, b, c y k serán primos de tres en tres.

Esta ecuación no podrá simplificarse más; porque si tuvieran 
dos de los coeficientes un factor común, podria ser satisfecha por 
valores enteros de las incógnitas sin condición necesaria.

En general, una ecuación con m incógnitas se puede simpli
ficar de modo que sus coeficientes sean primos entre sí de m en m. 
Cuando esto se consigue se dice que las ecuaciones están totalmente 
simplificadas, y los valores hallados para las incógnitas de estas 
ecuaciones, hay que sustituirlos en las igualdades de condición 
que hemos establecido x==mx', y =ns>', z = p z ' , . . .  para obtener 
los de las incógnitas del sistema propuesto.

En todo lo que sigue del análisis indeterminado, supondremos 
que las ecuaciones están totalmente simplificadas.

R egla  para hallar las fórmnlas c|ae dan las salaciones enteras y positi' 
vas de una ecuación de primer grado con dos Incógnitas. Simplifica
ciones que pueden hacerse.

394. El caso más sencillo que podemos considerar en el aná-

V
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lisis indeterminado, es el de resolver una ecuación con dos incóg
nitas. Sea, por ejemplo, la ecuación

ax-\-b\j=k [1 ],
Si uno de los coeficientes, a por ejemplo, fuese la unidad, 

despejando á a?, hallariamos la expresión — hy\ en la cual
dando b y  valores enteros cualesquiera, resultarian para ¡2; valores 
enteros también; y si además de enteros quisiéramos fuesen positi
vos, daríamos á y valores enteros y positivos que verificasen la 
desigualdad k— ; de donde se halla el límite de los valores

de y, que es ^ < y .

39o. Si ninguno de los coeficientes es la unidad, podremos 
hacer depender la ecuación [1] de otra, en la cual una de las incóg
nitas tenga la unidad por coeficiente.

Despejemos la incógnita que en la ecuación propuesta tenga 
menor coeficiente, de modo que si suponemos aC j), se tendrá

a
Dividamos k y b por a , y llamemos p y Q los cocientes enteros, 

ki y r los restos, que supondremos ser iguales ó menores que la mi
tad del divisor a, para lo cual no hay más que ejecutar las divi
siones por exceso ó defecto según convenga; de modo, que se tendrá 

J¿=ap-\-A^, b— aq-^r, de donde by=aqy-\-ry. 
Sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, se hallará,

después de simplificar, x = p — qy-\-——

Para que los valores de cc sean enteros, es necesario que los va-

lores de y sean tales, que reduzcan la expresión--------  ̂ a unnu-
ci

mero entero cualquiera t; de modo, que haciendo 
k í— ru , ,

t = --------  , se tendrá x = p — qy~ht-
ct

La cuestión, como se ve, queda reducida á determinar los valo
res enteros de ^ y de í, en la ecuación 

ki— ry
---------- , osea at-}-ry= & i [ 2] ,
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la cual tiene los coeficientes a, r y  respectivamente más sencillos 
que 6, a y k.

Si con la ecuación [2J hacemos lo mismo que se ha hecho con 
la propuesta, tendremos, llamando Pi y g, los cocientes respectivos 
de dividir y a por r , y  k. y los restos, que como ya sabemos 
serán menores que la mitad del divisor r,

y
k̂ — at

: -------- ------------------------------ .

Para que los valores de y sean enteros, es necesario que cada 

uno de los valores enteros de í hagan que la expresión sea

igual á un número entero también, que representaremos por t'; de 

modo, que se tendrá , 6 y = P i— qit-ht’ ; de donde se de

duce la ecuación
[3];

cuyos coeficientes son más pequeños que los de la ecuación [2] , y  
por consiguiente que los de la propuesta, de ella deduciremos, de 
la misma manera que anteriormente,

/i.— rt' , /,•-— rJ
t-.

n  ' ri
Para que los valores de la indeterminada t sean enteros, hare

mos, como anteriormente,
y

> en cuiyo caso se tiene t= p .— qJ-^^t” .

Por consiguiente, la ecuación [3] queda reducida á la ecuación 
más sencilla,

De esta, lo mismo que de las anteriores, sacaremos
k — riP!

t '=  -  = P 3 -?3 Í"H ------

El valor de t’ será enten) si, representando por f  un número en

tero, se le dan á t" valores que verifiquen la igualdad

en cuyo caso se tendrá t '= j03— q~^t"-\-t"'.
Continuando del mismo modo, y observando que los coeficien

tes r ,  í'3 etc., que tienen las indeterminadas y, t, etc., en



las ecuaciones [2], [3] etc., son los diferentes restos que se hallan 
al aplicar á 6 y a las operaciones del m. c. d.‘, llegaremos necesa
riamente á un residuo igual á la unidad, puesto que los coeficientes 
& y a son por hipótesis primos entre sí.

Supongamos que hemos llegado á este último resto, y que se 
tenga r^ = \ : en este caso, la última ecuación de condición se con
vertirá en

 ̂ __l!f
ifff— —--------  ̂ ¿0 Ja cual se deduce [4].

2̂
En esta ecuación, el coeficiente de t"  es la unidad, y por consi

guiente se tendrá de modo, que dando valores ente
ros á se hallarán valores enteros para siendo y núme
ros enteros, los valores de V también serán enteros, y lo mismo los
de y y X.

Ahora, para hallar las fórmulas que directamente nos dan los va
lores de las incógnitas x  é y, no tenemos más que eliminar las inde- 
terminódas t’ y t "  entre las fórmulas que hemos hallado en las 
ecuaciones [1], [2], [3] y [4]: así, efectuando esta eliminación por el- 
método de sustitución, hallaremos para x  é y las fórmulas que re
suelven la cuestión en números enteros, y que serán de la forma 

¿C“ a-)-Aí, é
siendo? la última indeterminada, en la cual hemos suprimido los 
acentos por ser ya inútiles.

*  396. Cuando en el numerador de alguna de las fracciones que 
se igualan á las indeterminadas í, ^, í'C.. hay un factor común, se 
simplifica mucho el cálculo, poniendo de manifiesto dicho factor; y 
como éste será siempre primo con el denomiador, podrá suprimirse 
haciendo dicha función igual al producto de una indeterminada por 
el factor de que se trata.

ki— ry .
Supongamos que la fracción--------  ̂ tiene en su numerador el

d
factor m,‘ el cual puesto de manifiesto, y llamando /r / y r' los co -

m (/í/— rhj)
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cientes de dividir y r por m, se tendrá y como los

coeficientes a ,h  y k son primos entre sí dos á dos, a tiene que ser 
también un número primo con /r, y r, y por consiguiente con m. 
Siendo el número a primo con w , y debiendo dividir á m(/¿/— r'y),
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dividirá necesariamente á I I — de modo, que se deberá tener

kl- .rfy
=  t, de donde se deduce

k ,— ry
■mt.

a
Donde vemos, que en vez de la ecuación [2 ], hallaremos, me

diante esta simplificación, la ecuación de coeficientes más sencillos 
t =  k\ •

* 397. Una vez halladas las fórmulas a?= «-l-A ¿ é y =  $-\~'Bí, 
que dan las soluciones enteras dando á í valores enteros, podremos 
establecer las condiciones para que sean los valores de m é además 
de enteros, positivos; para lo cual sólo daremos á la indeterminada í 
los valores comprendidos entre los límites que se deduzcan de las 
desigualdades a-HÁí> 0  y cuyos límites podrán com
prender un número infinito de valores enteros para í, en cuyo caso 
será también infinito el número de soluciones enteras y positivas de 
la ecuación propuesta; estos límites podrán comprender un número 
limitado de íalores enteros para t, y por último no comprender nin
gún número entero, teniendo en el primero de estos dos casos la 
ecuación propuesta un número limitado también de soluciones ente
ras y positivas, y en el segundo ninguna solución.

Ejemplo I. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua
ción 37a;—  53y =  '123.

Despejando x ,  por ser la incógnita que tiene menor coeficien
te, será

53|/4-123 
37

—1/+3-
46yH-12

3 ^ '

Para que £c pueda ser un número entero, es necesario que sea un

número entero también la fracción
4(4^-j-3) ; y como

37 37
4 y 37 son dos números primos entre sí, tendrá que dividir necesa
riamente 37 á 4í/ 4 -3 ; de modo, que haciendo

iy -^ 3
t= -

37
•, se tendrá £C =^-}-3h- 4 í ;

y despejando el valor de y en esta ecuación de condición, hallaremos

34-37Í
4

4 H-í
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Si hacemos ahora
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14-í
4 en cuyo caso y= — se ha-

Hará 4 /— l + í ,  de donde í=4¿^— 1: fórmula que dará valores en
teros para í, siempre queá H demos también valores enteros.

Sustituyendo en los valores de 2? é  ̂ el valor de f, hallaremos las 
fórmulas que dan las soluciones enteras de la ecuación propuesta 

ó  ̂=  —  '10-1-37/.
Si queremos que las soluciones sean además de enteras positivas, 

hallaremos los límites de los valores enteros que debemos dar á 
por medio de las desigualdades — y — 10-l-37í^> 0.

41 10De la primera se deduce y de la segunda — ;
d3 37 luego

dando á t’ valores mayores que el mayor de estos dos límites, se ten
drán todas las soluciones enteras y positivas de la ecuación dada. Así, 
á t’ se le podrán dar los valores í '= 1 ,2 ,  3 ,... y los valores corres- 
pondientesdelas incógnitas serán .r= 42 , 9o, 148,... íy=27,54, 91,...

Ejemplo II. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua
ción 139.x-|~447?/=433.

Despejando la x ,  se hallará
453 —  447^

1.39 ^ 3 — 3//-
36— 30y

139

Haciendo
0 (6 -5 y )

139
=C?, hallaremos

139
= t  y x = 3 — 3y~\-&.

De la primera relación se saca 5//-}-139¿=6, de donde
0— 139¿

=  1 _ 2 8 H 1+ í

Haciendo 1 -h í
= í ' ,  se tendrá t—— 1-j-oí^ é y = \ — 28í-+-¿ *̂

Eliminando la indeterminada t, hallaremos las fórmulas que dan 
para x  é y valores enteros

^ = 2 9 — ^39^  ̂
í c = — 90+447í^

Si queremos hallar los límites de los valores de para que



mos t' < i

IXDETER̂ riNADO. 297
las soluciones de la ecuación propuesta sean además de enteras po
sitivas, haremos 29— '139í'>0 y — 90+447í^>0, de donde sacare- 

29 , 90
'139  ̂ 447

Cuyos limites nos dicen que no tiene la ecuación propuesta solu
ciones positivas.

Ejemplo III. Sea la ecuación cuyas soluciones enteras y positi
vas queremos hallar H5oa::-h483^=4305.

Esta ecuación es divisible por 7 , de modo que efectuando la di
visión, se tendrá 16occ-l-69?/=6'15.

El coeficiente de y , y la cantidad constante tienen el factor 
común 3, de modo que simplificando se tendrá, después de hacer 
x  =  3x^,

'] 6ox'^-j-23;/ =  205.
El coeficiente de ¿c' y la cantidad 205, tienen el factor comun 

5 , haciendo ?y=5¿/', se hallará simplificando
33x' +  2 3 /= 4 I .

Esta ecuación está totalmente reducida, y aplicándole el método 
dei análisis indeterminado, hallaremos

. . 18— 'lOx'
■ = ' l  — X '23 ■ ' 23

Como el numerador de la fracción anterior, tiene el factor 2, se 
2(9_5cc')

podrá poner bajo la forma — — —  , y debiendo dividir 23 al nu-
¿ó

merador para que el valor de y' sea entero, dividirá necesariamente 
á 9— ox ', por ser primos entre sí 2 y 23, de modo que haciendo

2(9 — oa/) , 9 — 5x'
--------------=  2í o -----------= t ,

23 23
se tendrá y' — ‘\— x'-h2í.

De la relación de condición se deduce
9 — 23í , ,

5x^-f-23í=9, cd= — —  =  1— ot- 
o

4 + 2 Í

y haciendo t ' ,
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hallaremos 

de la relación

a/ = 1  —
ANÁLISIS

2+ í
t', se saca í =  — 2-h5í^

Sustituyendo este valor de t, en el de se hallará 
»^=1 + 1 0 —2Sí'+2í'='l \ — 23í̂  

y sustituyendo este valor de x ' y el de í en el valor de y', ten
dremos 1 '] -i-23¿^— i - h 1 —  '1 4h-33 í .̂

Sustituyendo ahora los valores de a/ é i/, en los de a? é  ̂halla
remos las fórmulas que dan las soluciones enteras 

a;^33_69í^ é 70+165Í'.
Si queremos hallar los límites de los valores de ^ para que los 

de a; é y sean positivos, haremos
33— 69í^>0 y — 7 0 + 1 6 3 í> 0 ,

de donde deduciremos
, 3 3  , 7 0

¿ '< 77: y  ¿ '> -‘ 69 •’ "  165
Limites, que como en el caso anterior, no comprenden ningún 

valor entero de y por consiguiente la ecuación propuesta tiene 
soluciones enteras, pero negativas.

Ejemplo IV. Sea, por último, la ecuación con dos incógnitas, 
cuyas soluciones enteras y positivas queremos hallar,

21aí-h13y =  500.
Despejando á y continuando el cálculo, hallaremos sucesi

vamente
500— 21a?  ̂ 6-h5a3

í/ = 13

x = -
13í— 6 

"5

:38-2a?H -

6 -+ -oa ; =  1 3 í,

. 2ÍH-1
= 3í— 1

•= 38— 2aj—|—

í = -
5¿'— 1

5
2 í+ 1 ::= 5 í^

:2í'- = 2¿ '+ ¿ " ;2 '  2 
í̂  =  1 + 2í".

Hallando ahora los valores de a; é  ̂ en función de tendremos, 
haciendo las sustituciones sucesivas,
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y = 3 8 — 8— 2'U'^
De modo, que quitando los acentos como innecesarios, hallare

mos las fórmulas x = k —\-\dt é y — — 2'U, que nos dan las solu
ciones enteras de la ecuación propuesta, para lo cual no hay mas que 
dar valores enteros á la indeterminada t.

Si queremos hallar los límites de los valores que t puede recibir, 
para que los de íd é |/ sean además de enteros positivos, establecere
mos las relaciones siguientes:

4 _ ^ /i3 í> 0 y  3 2 ~ 2 1 í> 0 ;
4- 32

de donde se deducirá — —  y í<C:

INDETERMINADO.
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Por consiguiente, los únicos valores que í podra recibir, serán t 0 
y t =  4, á los cuales corresponden

2; =  4 a ;= 1 7
7^=32 ^ y =  14.

LECCION X L II.

Análisis de las fórmulas a:=a  + A i, y = p + B í. Consecuencia que de este análisis resulta.— 
Casos particulares en que puede hallarse con facilidad una primera solución. Problemas.

A n á lis is  d e  la s  fárm u las  «;=a+Aí, a/=P-l-Bf. C on secu en cia  que  d e  e s te
a n á lis is  rcsu líá .

* 398. Hemos visto en la lección anterior que, aplicando á la 
ecuación de coeficientes enteros y totalmente reducida 

a x -\ -h y~ k  [4],
el método general del análisis indeterminado, llegamos á obtener las 
fórmulas de la forma

o; =  “ H-Aí é =

l_r
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las cuales nos dan los valores enteros de ¿c 6 y, siempre que á la 
indeterminada t demos valores enteros, tanto positivos como ne
gativos.

De la forma de estas fórmulas se deduce á primera vista, que las 
cantidades  ̂ y p indican ya una solución de la ecuación [-IJ, pues 
corresponden al valor especial ? = 0.

Respecto de los coeficientes A y B que tiene la indeterminada t 
en las fórmulas, observaremos que en todos los ejemplos que hemos 
resuelto, A es igual al coeficiente que tiene y en la ecuación pro
puesta, tomado con el mismo signo que tiene ó con signo contrarío; 
3 B es igual al coeficiente de x ,  tomado con signo contrario ó con 
el mismo que tiene.

Para probar que esta propiedad es general, y que por consiguiente 
se verifican siempre las igualdades

k = ú ib  y B— rpa,
dando origen á las fórmulas generales de los valores de las in
cógnitas

x — <x±bt é
partiremos siempre de la hipótesis que a y p forman una solución de 
la ecuación [I ] ,  correspondiente al valor t= 0 .

Siendo « y p una solución de la ecuación propuesta, se tendrá 
ax-i-&p=,l; cuya igualdad, restada de la ecuación pl] nos dará
«(a;— pj =0.

Despejando ahora a m— a, ó y— p, tendremos

X— a
a

Siendo x  a una cantidad entera, el segundo miembro tiene que 
serlo también; por consiguiente, a tiene que dividir al producto 

pero a es prima con h; luego tiene que dividir necesaria
mente al factor ;/— p, ó lo que es lo mismo, este factor será igual 
al producto de a por una cantidad entera t, ya sea positiva ó nega
tiva: de modo que se tendrá, poniendo el signo de manifiesto, 

y— P— q=cr¿, de donde y —pqzíií.
Sustituyendo el valor de p en el de se hallará 

zf.hal
^ ^— -------de donde x = x ± .h t.



Por consiguiente, los valores enteros de las incógnitas de la ecua
ción [ 1] , estarán dados por las fórmulas generales

los cuales se obtienen dando á t valores enteros y positivos.
De otro modo, si en la ecuación [1] sustituimos o? é y por las ex

presiones «-{-A i y p-l-B/, tendremos 
a{a-j—Ai)—1—

ó efectuando las operaciones,
a a-}-«A t-}-Ó3+ ó B í= /I ;

pero ya hemos visto, que siendo a y  ̂ una solución de la ecuación 
propuesta, se tiene ay-\-h'í=k; de modo, que restando esta igualdad 
de la anterior, y sacando t factor común, se tendrá (aA-|-6B)i=0.

Verificándose esta igualdad para cualquier valor que se le dé á í, 
se deberá tener necesariamente

A h
aA-HóB=0, de donde — = ------ .

15 Oj

Esto supuesto, de los valores generales
x='x-\-k.t é y=p-hB i,

se deduce que A y B tienen que ser números primos, pues si pudie
ran tener un factor común n, los valores de a? é y podrían ser ente-

ros, dando á t valores fraccionarios de la forma — ; lo cual es im -
n

posible, porque todas las igualdades de condición que hemos 
establecido en el procedimiento, exigen que los valores enteros que 
se le den á y, hagan que lo sean también los de í ;  éstos á su vez 
tienen que hacer enteros á los de if, en la segunda igualdad, y así 
sucesivamente; luego' cada una de las indeterminadas t, t', t'K.. no 
puede recibir sino valores enteros, para que los valores de a; é y 
lo sean también.

A b
Siendo A y B números primos entre sí, las fracciones — y—  — no

pueden ser ¡guales si no son idénticas [Arit. '1o7); luego se deberá 
tener k — ± b  y B =q=a, y por consiguiente, las fórmulas gene
rales se reducirán, como antes, á 

x=^Azbt é
Si damos á í los valore -̂^O, 1, 2, 3 ,... se obtendrán para x  y 

para y las dos series de valores

INDETERMINADO. 301
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K—\—bf a— 265 a—}—36,... 
y — h  p— a, P— 2a, P— 3a,... 

y X = x ,  a— b,  a— 26, a— 36,...
y ~ ^ j  p-f-a, p + 2a, p—}—3a,... 

las cuales se podrán reducir á estas dos:
X = . . . x — 36, a — 2 6 ,  a — 6 ,  a ,  a -| -6 , a -| -2 6 , « + 3 6 , . . .  

y= i... p+3a , p+ 2 a , p + a , p, p— a, p— 2a, p— 3a...; 
cuyos números satisfacen en su formación á una ley constante; así, 
los valores de cc se obtienen á partir del valor «, agregando ó dis
minuyendo al anterior la cantidad 6, y los correspondientes de y 
se hallarán partiendo del valor p, disminuyendo ó aumentando en 
en a al valor anterior.

*  399. De esta ley se deduce que, si por cualquier medio ha
llásemos una solución entera de la ecuación propuesta, podríamos 
hallar las demás; pues todas se hallarían comprendidas en las fórmu
las x —^zhbt é  í/=pq=af siendo « y p la primera solución que he
mos determinado.

ANALISIS

C asos p a r t icu la re s  e n  q u e  p u ed e  h a lla rse  c o n  fa c ilid a d  itua p r im era
so lu c ió n . *

* 400. Puesto que de lo dicho anteriormente se deduce' que 
una vez obtenida una primera solución de una ecuación de la forma 
ax-\-by—k, se pueden deducir todas las demás por medio de las 
fórmulas x = x ± b t  é ^ = p + a í, conviene que examinemos todos 
aquellos casos especiales en que podemos hallar inmediatamente una 
solución, sin necesidad de aplicar el método general del análisis in
determinado.

*  401. Si la ecuación es de la forma
a a :+ 6^ = 0 ,

quedará evidentemente satisfecha por el sistema de valores ¿s= 0  é 
y = 0 ;  luego las fórmulas generales serán x = b t  é y = — af, en 
las cuales t puede recibir valores enteros positivos y negativos.

Sea la ecuación I x — 5 ^ = 0 .
Haciendo a?=3í, é y = 7 t ,  tendremos las fórmulas generales que 

nos dan las soluciones enteras, dando á t  valores enteros positivos ó 
negativos.
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• 402. Si el coeficiente de una incógnita es un divisor de la 
cantidad constante, hallaremos una primera solución igualando 
esta incógnita al cociente que resulta de dividir la cantidad cons
tante por este divisor, y la otra incógnita haciéndola igual á cero.

Sea la ecuación
i  QO/j

Haciendoa;=0, é y =  — tendremos la primera solu

ción 0 y 124; y por las fórmulas
a ;= 0 ± 4 4 í é ^=121q=31í,

hallaremos todas las demás, dando á ¿valores enteros y positivos.
• 403. Siempre que se verifique que la cantidad constante 4, 

sea igual á la suma ó diferencia algebráicas de los coeficientes de las 
incógnitas, ó en general de dos múltiplos am y bn de estos coeficien
tes, se hallará una primera solución haciendo x = m  é ^ = ± n .

Sea la ecuación 19 ícH -17 y = 3 6 .
Como se verifica la igualdad 4 9-f-4 7 = 3 6 , haciendo x = \  é y  4, 

se tendrá una primera solución, y las formulas generales serán
é y=4=p49í.

Sea, en segundo lugar, la ecuación
44cc— 43y=69.

Como en esta ecuación se verifica evidentemente la relación 
. 4 4 x 3 — 4 3 X — 2 = 5 9 ,
tendremos una primera solución haciendo x = 3  é y = — 2 , y por 
consiguiente las fórmulas generales serán

a ;= 3 ± i3 í  é y = — 2ifcH¿.
Consideremos, por último, la ecuación 23aíH-47y=48.
En esta ecuación se tiene

23__1 7 = 6 , de donde 2 3 x 8 — 1 7 x 8 = 4 8 .
Por lo tanto, una primera solución será x — S  é y =  8, y las

fórmulas generales serán
o := 8 ± 1 7 í  é 8q=23f.

problemas.

I. Se quiere hacer un pago de 223 reales con pesetas y  na
poleones.

Si representamos por x  el número de pesetas, y por y  el de ñapo-



leones, se tendrá la ecuación 4a;-i-19y=223, cuyas soluciones en
teras y positivas resolverán la cuestión.

Como en esta ecuación se verifica la igualdad 4 x o — 19= 4, de 
donde 4x 3 *2 2 3  1 9 x 2 2 3 = 2 2 3 , se tendrá por primera solución
entera £c =  3*223 =  H lo  é y  =  —  223, y por consiguiente las 
fórmulas generales, serán

íC=4 4 4 o— 19í é y = ~ 2 2 3 -h 4 í,-  
y como los valores de a; é y  han de ser positivos además de en
teros, los valores de t se hallarán comprendidos entre los límites 

2 2 3 _  4'Mo
¿ y luego los únicos valores que

puede recibir í, son 36, 37 y 3S; y por consiguiente, el problema 
sólo tiene las tres soluciones siguientes:

¿ =  36 ,... c c= o 1 , y — \; 
t = 3 7 , . . .  x  =  32, ^ =  3; 
t= 3 S ,.. .  £c= 43, y =  9.

II. En un dia de campo se han gastado 2623 rs. por una reunión 
de hombres y mujeres que pasa de treinta personas y no llega á cua
renta; cada hombre ha pagado 93 rs. y cada mujer 50. Se quiere sa
ber cuantos hombres y cuántas mujeres fo7'maban la reunión.

Sea U! el número de hombres, é y el de mujeres y se tendrá 
la ecuación 93o?-h30^=262o, que simplificada, se reduce ó 
19a7-f-10|/ =  323.

Como en esta ecuación se verifica la igualdad -1 9 -4 -4 0  ■ 2 =  4 , 
de donde 4 9 x — 3 2 3 4 -1 0 x 2  * 323 =  523, se hallará una primera 
solución, haciendo íu = — 523 é í/ =  2 * 323 =  4 030, y por tanto 
las fórmulas generales, serán

í u = — 523-hlO í ó í/ =  4030— 49í.
\ como los valores áe x  é y han de ser enteros y positi

vos, se tendrá — 3 2 o 4 -1 0 í> 0  y 4050— 4 9 í> 0 ,  de donde

¿ > y ; 7 = ¿ )24- y t < ------ =  33-^-,
40 49 “

luego los únicos valores enteros que puede recibir la indetermina
da C son 33, 54 y 33: por consiguiente las soluciones enteras y 
positivas que verifican á la ecuación, son las siguientes;

í =  53... a ;=  5, t/ =  43; 
t = 5 4 .. .  ¿c =  '13,  ̂=  24;
^ = 35 ... a.‘ =  23, 3/ =  3.

3^^ ANÁLISIS

h
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De estas tres soluciones se deben desechar la primera y tercera; 
pues no cumplen con la condición de formar una reunión que pase 
de 30 personas y no llegue á 40; únicamente la segunda cumple con 
esta condición, y por lo tanto diremos que la reunión se compone 
de 39 personas; Cohombres y 24 mujeres, como es fácil comprobar.

LECCION X L III.

Soluciones enteras y  positivas de un sistema de j»  ecuaciones con m+1 incógnitas.—Sola- 
eiones enteras y  positivas de un sistema cuyo número de incógnitas es superior en más de 
una unidad ul de ecuaciones.

S oln elon cs en teras y positivas tic n n  sistem a <le m ecu acion es con m + l
Incógnitas.

* 404. En la investigación de las soluciones enteras y positivas 
de un sistema de m ecuaciones con m-j-1  incógnitas, principiaremos 
por el caso más sencillo de dos ecuaciones con tres incógnitas, y 
sean estas

ax -h by  -i-c z  = k  
a'x-^b'y-\ -c'zt=k'

Según lo que ya hemos dicho anteriormente (392), estas ecua
ciones, después de simplificadas (393), no pueden ser satisfechas por 
números enteros si los coeficientes a, b y c,'Io mismo que a', b' y e ' 
no son primos entre sí; suponiendo que esta condición se verifica, 
tratemos de hallar las soluciones enteras de este sistema.

Eliminemos por el método de reducción una de las incógnitas, 
la z  por ejemplo, y obtendremos la ecuación

[ac'— ca')x-j-{bc'— cb ']y= lc'— ck' [ 2] ,
que, una vez simplificada, podrá reducirse á 

Á2í-hB y=K  [3].
Si los coeficientes A y B son primos entre sí, esta ecuación tendrá 
soluciones enteras, las cuales se obtendrán por las fórmulas a?=a^-|-Bí
ó — Ai,’ cuyos valores enteros de óc é i/ unidos con ciertos

20
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valores enteros de ^ nos darán las soluciones enteras del sistema de 
ecuaciones propuesto. Para determinar estos valores de Zy susti
tuiremos en una de las ecuaciones [ 1] los valores generales de las 
fórmulas anteriores, y obtendremos la nueva ecuación 

{aB-bA.)t-\-cz=k— a%— ójs [4],
que deberá ser satisfecha por valores enteros de ^ y í; de modo que 
si esta ecuación simplificada cumple con la condición de tener sus 
coeficientes primos entre sí, tendrá una infinidad de soluciones en
teras, que se deducirán de las fórmulas

•5— —óAjíi y /= o —1—cíj.
Sustituyendo, ahora, el valor de t en las fórmulas anteriores, 

x)btendremos otras de la forma

las cuales, dandoá h valores enteros, tanto positivos como negativos, 
nos darán todas las soluciones enteras del sistema propuesto.

• 405. Si los coeficientes de la incógnita que se elimina son 
primos entre sí, no hay necesidad de aplicar el método del análisis 
indeterminado más que á la ecuación [2J, pues la [4], que resulta 
de sustituir en una de las propuestas las fórmulas generales de la 
ecuación [ 2], contiene, después de simplificada, á la incógnita s 
con un coeficiente igual á la unidad.

En efecto, si suponemos que « y [5 sea una primera solución de 
la ecuación [ 2], las fórmulas generales serán

X = a -^ [b c ’— cV]i é y = ^ -¡r {ca !— ac')t, 
cuyas expresiones sustituidas en una de las ecuaciones propues
tas, en la primera por ejemplo, nos darán, después de toda reducción,

( W— [S],

Ahora bien, siendo « y jS una primera solución de la ecuación 
[2], se tendrá ac'a— ca'a’\-hc’'̂ — cy^=kc'— c//, de donde se deduce
c[4̂ — a'a— h’ )̂ =(^{k— íZa— h$).

Siendo el primer miembro de esta igualdad divisible por c, el 
segundo también lo será; pero c es por hipótesis, un número primo 
con c'y luego c tiene que dividir necesariamente al factor k— a«— 6p, 
de modo que llamando y al cociente, se tendrá

k— fla— áp
------------= : ^ .



Sustituyendo este valor en la ecuación [5], se hallará
{ba'— [6] 

de donde z='{-+-(ab^— ba')t.
Donde vemos que la ecuación [5] nos da inmediatamente el valor 
de z, en función de t; y las fórmulas que dan las soluciones enteras 
del sistema de ecuaciones propuesto, serán

x=^ot-\~[bc’ ^cb']t, ^=?-h (cíí'— ac')i, — ba’)t.
* 406. Si los coeficientes de la incógnita que se elimina tienen 

el factor común m, no llegaremos á obtener la ecuación [ 6] , y sí 
otra en la cual la incógnita que se eliminó tendrá por coeficiente el 
factor común m que tenian los coeficientes.

De todo lo dicho podremos deducir que:
* 407. Para hallar las soluciones enteras de un sistema de dos 

ecuaciones con tres incógnitas, se principia por eliminar la incògnita 
cuyos coeficientes sean primos entre sí, y  si ninguna goza de esta pro
piedad, se eliminará aquella cuyos coeficientes tengan el menor factor 
común; después se hallan las fórmulas que dan las soluciones enteras 
de la ecuación resultante, las cuales sustituidas en una de las ecuacio
nes propuestas, nos darán una nueva ecuación cuyas incógnitas serán 
la indeterminada t de las fórmulas anteriores, y  la incógnita elimina
da, la cual tendrá por coeficiente la unidad, si sus coeficientes en las 
ecuaciones propuestas eran primos entre si; y  si no lo eran, tendrá por 
coeficiente el factor común que tuvieran.

Ejemplo I. Sean las ecuaciones
3.r-4-5y~— 4 
7x4-3,/— 9^ = 10 .

Eliminando la y  que tiene los coeficientes más pequeños, obten
dremos la ecuación

26x— 24 z= 3 8  ó 13¿c— 122t= 19, 
la cual se verifica evidentemente por los valores m =19, s = 1 9 ; lue
go las fórmulas generales serán

que sustituidas en la primera de las ecuaciones propuestas, nos dan, 
después de hecha toda reducción,

y— \\t=\Q, de donde
Luego las fórmulas que dan las soluciones enteras de las ecuacio

nes propuestas, son
x =194-12 í , ^ = 1 6 -h H í  y z=19-}-13í.
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II, Sean las dos ecuaciones

12a:— 9yH -5s=  7.
Si eliminamos la z  que tiene sus coeQcientes primos entre sí, ha

llaremos la ecuación 124oj— 33y =  114, la cual se podrá reducir á 
62o/— 1 iy = 1 9 ,  haciendo cc=Zx' é j ' = 2 / ,  según se ha explicado 
ya (393).

Las fórmulas que resuelven esta ecuación, son 
a :'=  — 2 h~1U, 13h-6 2 í;

y por tanto las de la ecuación anterior serán
— 6 + 3 3 Í , 26+ 12 4Í,

las cuales sustituidas en una de las ecuaciones propuestas, en la 
primera por ejemplo, nos dan la ecuación

7^— 1008í=— 217 ó z — \kU=^— M , 
de la cual se saca la tercer fórmula z  = — 31 -|-144í, que unida con 
las dos primeras dan las soluciones enteras del sistema propuesto.

Si en vez de eliminar la z  como se debe según la regla, hubiéra
mos eliminado cualquiera de las otras dos incógnitas cuyos coeficien
tes no son primos entre sí, hubiéramos llegado á una de las ecua
ciones

48£c— I l2=zz53 ó 36y— 31z= 23 , 
según que fuese y ó cc la incógnita eliminada; de la segunda se de
ducen inmediatamente las fórmulas

5 +  3'U y s = 5 - h 36í ,
las cuales sustituidas en la primera de las ecuaciones dadas, tendre
mos, haciendo todas las reducciones kx— 33¿=9.

Donde vemos que el coeficiente de la incógnita x ,  es el factor co
mún 4 que tienen los dos coeficientes 8 y 12 en las ecuaciones pro
puestas.

De esta ecuación se deduce inmediatamente la primera solución 
aj=27 y í= 3 ;  por consiguiente las fórmulas serán 

o;= 2 7 - h 33í  y f=^3+4¿,
sustituyendo, ahora, el valor de íen las fórmulas anteriores, halla
remos las que resuelven el problema en números enteros, que son 

05=27—|-33íi, ^=98-1—124¿i, s=113-l—144íi,
* 408. Si además de ser enteros los valores de ¿c, y, z , quisié

ramos que fueran positivos, estableceríamos esta condición, hacien
do que sea mayor que cero cada una de las expresiones que dan los



valores de las incógnitas, y de las desigualdades que resultan se de
ducirán los línaites de los valores enteros que puede recibir la inde
terminada íó  ¿1. Así, en el ejemplo presente tendremos

— 6-h 33 /> 0 , — 2 6 + 1 2 4 í> 0 , — 31 +  ̂ 44í>0, 
ó si se consideran las otras fórmulas, se tendrán las relaciones 

27+33Í1 >  0, 9 8 + 1 >  0 , 1 1 3 + 1 44í, >  0.
De las primeras se deducen los límites

31 
t >

INDETEEMINADO. 309

2
^>7T» 11

13
^ ^ 6 2 ’ 144’

donde vemos que dando á t valores mayores que el mayor de estos 
límites, hallaremos una infinidad de soluciones enteras y positivas 
del sistema propuesto.

De las segundas desigualdades, sacaremos los límites

í i > —
9 49

h > --------,62
í i > —

113
11’ ’  62’ 144’

que también nos dan para h, una infinidad de valores enteros, que 
cumplen con la condición de hacer positivos los de las incógnitas de 
la cuestión.

* 409. Consideremos, ahora, un sistema cualquiera de m ecua
ciones con m+ 1  incógnitas.

Si eliminamos una de las incógnitas, podremos reemplazar el sis
tema propuesto por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas 
que contenga la incógnita eliminada, y de las m — 1 ecuaciones que 
resultan de la eliminación y que no la contienen. Este segundo sis
tema lo podremos reemplazar por otro compuesto de la primera 
ecuación del primero, más otra del segundo que no contiene á la 
incógnita eliminada, más las m— 2 ecuaciones que resultan de eli
minar una tercer incógnita entre las m — 1 ecuaciones anteriores. 
Eliminando después otra nueva incógnita, obtendremos otro sistema 
que reemplazará al primero, y que se .compondrá de una ecuación 
del propuesto, otra que no contiene á la incógnita que primeramente 
se eliminó, otra que no contendrá tampoco á la segunda, otra que 
contendrá á la últimamente eliminada y m— 3 que contendrán á las 
m— 2 incógnitas restantes, y eliminando sucesivamente cada una de 
estas incógnitas, llegaremos á obtener una última ecuación con dos 
incógnitas á la cual asociando una ecuación de cada uno de los sis
temas anteriores, obtendremos uno que reemplazará al primero y



que se compondrá de una ecuación del sistema propuesto, de otra 
que tendrá una incógnita ménos, resultado de la eliminación de di
cha inccgnita en el sistema dado, de otra del sistema que se deriva 
inmediatamente por la eliminación de una nueva incógnita, y así su
cesivamente hasta obtener una ecuación de tres incógnitas, y la úl
tima que tendrá dos. *

De esta última podremos deducir las fórmulas que dan los valores 
enteros de las dos incógnitas que contiene en función de una inde
terminada í, cuyas fórmulas sustituidas en la ecuación anterior que 
tiene una incógnita más, nos darán otra ecuación dependiente de 
esta tercer incógnita y de la indeterminada t, que una vez resuelta 
nos dará en general los valores de la tercer incógnita y de ¿en fun
ción de una nueva indeterminada t{', de modo, que sustituyendo el 
valor de t en las fórmulas halladas anteriormente, tendremos las fór
mulas que nos dan los valores de tres incógnitas en función de la sola 
indeterminada ¿i.

Estas fórmulas las sustituiremos en la ecuación anterior que ade
más de estas tres incógnitas contendrá una cuarta, dando origen 
así á otra ecuación dependiente de esta cuarta incógnita y de la in
determinada h; resolveremos esta ecuación y hallaremos las fórmu
las correspondientes en función de una nueva indeterminada Uy se 
sustituirá el valor de h en los valores de las tres primeras incógnitas, 
y  obtendremos las fórmulas que dan los valores de las cuatro prime
ras incógnitas en función de la indeterminada

Continuando del mismo modo, llegaremos á obtener en función de 
una última indeterminada las fórmulas generales que dan las so
luciones enteras del sistema propuesto.

• 4'tO. Si quisiéramos que además de ser estas soluciones ente
ras, fuesen positivas, hariamos que fuesen mayor que cero las ex
presiones que dan los valores de las incógnitas, y de las desigualda
des que resultasen, dedueiriamos una serie de límites para los valores 
de la indeterminada í»; si todos estos límites están en un mismo sen
tido, dando ó valores mayores ó menores que el mayor ó menor 
límite, según que éstos, sean inferiores ó superiores, tendremos lo 
que se desea; pero si unos de los límites son superiores y otros infe
riores, daremos á ¿n los valores enteros que haya comprendidos entre 
el límite menor de los primeros y mayor de los segundos; si entre 
estos dos límites no hay comprendido ningún número entero, ó son
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contradictorios, el sistema propuesto no podrá admitir soluciones 
positivas.

Aplicando cuanto hemos dicho al sistema de tres ecuaciones con

IN D E TE R M IN A D O . 3 U

cuatro incógnitas
=112íT-}-3y“ }-45r-}-7u=

Zx-\~^y— 75r+2u= 1 
Qx— 2y-\-'2z— 3 « =  3, 

hallaremos las fórmulas generales
X —  2 8 —  6 7 f ,  2 / =  — Í 8 A + 4 5 4 #

^ = _ 8 5 + 2 H í, 121— 296í.
Siéndolos límites de los valores de t contradictorios, como fácil

mente podremos ver, el sistema propuesto no puede tener soluciones 
enteras positivas.

Soluctoncs cnteraB y poslti-va« de un sisítcum cuyo número de incógnitas 
es superior en más de una unidad ul de ecuaciones.

* 411. Sea el caso más sencillo de una ecuación con tres in
cógnitas

ax-¡rby~\-cz =  k [ 1 ] ,
en la cual j podrá suceder que hoya dos coeficientes primos entre sí, 
ó que cada dos tengan un factor común.

Si hay dos coeficientes a f b  que son primos entre sí, se pasará 
el tercer término cz  al segundo miembro, y haciendo k— cz =  k', 
tendremos

ax-Jrh'¡/ =  h’ [2].
Resolviendo esta ecuación por los métodos ya explicados, halla

remos las fórmulas que dan los valores enteros de las incógnitas, las
cuales serán de la forma ¡r =  a -l-6í, y  =  p— at, siendo a y p núme
ros dependientes de / /  que verifican la ecuación [2]; de modo que 
si ponemos en ellos en vez de W su valor k — cz, las fórmulas ante
riores se reducirán á otras de la forma

x  — k~{~S!z-\-ht, —  o.t,
las cuales nos darán todas las soluciones enteras de la ecuación pro
puesta, dando á ^ y ? valores enteros.

Si además de ser las soluciones enteras, quisiéramos que fuesen 
positivas, estableceriamos las relacionesA 4 -Á 's-l-á í> 0  y B-t-B'^— a í> 0 , 
de las cuales deduciríamos los límites de los valores de s  y í.



* 412. Si los coeficientes a, 6 y c tienen de dos en dos un factor 
común; pasaremos, como ántes, uno de los tres primeros términos, 
el por ejemplo, al segundo miembro; y representando por m el 
factor común (jue tienen los coeficientes a- y 6 de los términos <jue 
quedan en el primero, y por d  y d  los cocientes primos entre sí que 
resultan de dividir a y 6 por el factor común m , tendremos que la 
ecuación propuesta [1J se podrá poner bajo la forma

, ,, k— cz
a’x - \ - d y ~ —  [ 3];
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m
y como el primer miembro ha de ser un número entero, el se
gundo también tendrá que serlo; de modo que tendremos, llaman
do t á este número entero

k— cz
i w ,m

cuyo valor sustituido en la ecuación [ 3] , nos dará la siguiente
[5].

Resolviendo la ecuación [4J, en la cual m y c son primos entre 
sí, hallaremos las fórmulas generales de la forma 

t ~  S— ct\, Y z  =  Y-f-wiíj.
Sustituyendo el valor de t en la ecuación [5 ], resultará la nueva 
ecuación, que reemplazará á la propuesta, — c /j , de la
cual deduciremos los valores x  =  a ~ b ’L é ^ =  siendo« y [í
números que dependen de la indeterminada í j; por consiguiente es
tas dos incógnitas dependerán de las dos indeterminadas t\ y mien
tras que la tercer incógnita s  sólo dependerá de la indetermina
da tji; de modo que, si observamos que en las dos primeras habrá tér
minos independientes de U y de L, términos dependientes de y 
otros que lo serán de podremos decir que los valores de a?, y , z  
serán de la forma

donde vemos que cuando los coeficientes de las incógnitas que que
dan en el primer miembro tienen un factor común, hay que aplicar el 
método del análisis indeterminado á una ecuación más que en el caso 
anterior.

* 413. Si se trata de hallar las soluciones enteras y positivas de 
una ecuación con un número cualquiera de incógnitas, se pasan to
das ménos dos al segundo miembro, teniendo cuidado de dejar en el

A



primero aquellas dos cuyos coeficientes sean primos entre sí; se re
suelve la ecuación que resulte con relación á estas dos incógnitas, 
cuyas fórmulas vendrán en función entera de las demás incógnitas y 
de una indeterminada t, como ha sucedido anteriormente; y dando 
después á í y á estas incógnitas restantes valores enteros, hallaremos 
valores enteros también para las otras dos.

Si cualquiera que sean las incógnitas que se pasen al segundo 
miembro, las dos que quedan en el primero tienen en sus coeficien
tes un factor común, se les aplica el mismo método que ya se ha 
dicho (i'lg).

* 414. Si se da un sistema cualquiera de ecuaciones con un 
número cualquiera también de incógnitas, pero que le exceda en 
más de una unidad, pasaremos á los segundos miembros el número 
de incógnitas suficientes para que en los primeros no quede más 
que un número de incógnitas que sólo exceda al de ecuaciones en 
una unidad, aplicaremos al sistema resultante el método que ya se 
ha explicado (409) y tendremos, suponiendo que son m las ecua
ciones, los valores de m -hl incógnitas en función de las restantes y 
de una indeterminada í, á las cuales dando valores enteros,'resulta
rán valores enteros también para las otras.

Si además de enteros quisiéramos que fuesen positivos, estable
ceríamos estas condiciones como ya se sabe (410).
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L E C C IO N  X L IV ,

Análisis indeterminado de segundo grado. 

Análiffi.9 liidctcriuiiiado de segnndo grrado. *

* 415. ta  investigación de las soluciones enteras y positivas de 
una ecuación general de segundo grado es una de las cuestiones 
más difíciles del Algebra; y no es posible resolverla por medio de la 
elemental sino en ciertos casos particulares que son los que nos
otros vamos á considerar.



P r im e r  c a s o . Sea la ecuación de segundo grado con dos incóg
nitas, que carece de uno de los cuadrados de éstas, y que, siendo 
sus coeficientes enteros, se halla simplificada (393), 

hxy^cx^-\-dij~\-ex--\-f=0 [ 1 ].
Resolviéndola con relación á la incógnita cuyo cuadrado falta, 

tendremos;
cx'^-\-ex-^f
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y- [2].
bx-\-d

Efectuando la división del trinomio cx^-\-ex-\~f por el binomio 
bx-{-dy multiplicando de antemano, si fuese necesario, los dos miem
bros de la igualdad [2] por un factor conveniente m, para que los 
términos dei cociente sean enteros, tendremos, llamando al cociente 
entero ^cc-1-^ , R al resto, el cual podrá ser cero, y cambiando por 
último los signos, la igualdad

mcx^-{-mex-\-rtif R
— m y . [3].b x ^ d  i ' -  ' ^

Como ya hemos dicho, el resto R podrá ser ó no cero.
Si R = 0 , se tendrá evidentemente

mcx‘̂ -{~mex-\-nif=['px-\-q) [hx~\-d]y 
ó — rmj{bx-¡rd)=[px-{-q] {bx-\-d)\
de donde se deduce, trasponiendo y sacando bx-\-d factor común, 
[ba>-\-d) [my~\-px-^q)=0.

Esta ecuación queda satisfecha haciendo bx-\-d=Q y my-^rpx

+ 9'— 0; de la primera se deduce el valor x = ——, el cual, si es
b

entero y positivo, anulará por sí á la ecuación propuesta cual
quiera que sea el valor que se le dé á la otra incógnita y , de modo 
que se podrán formar tantas soluciones enteras y positivas cuantas

d
queramos, uniendo al valor constante — —, que suponemos ser po

sitivo y entero, cualquier valor entero y positivo también de y .
Si establecemos ahora la ecuación my~\-px-\-qz=0, hallaremos, 

según el análisis indeterminado del primer grado, las fórmulas que 
dan los valores enteros y positivos de íc é y, en el caso de ser posi
ble, para lo cual es necesario que se verifiquen algunas condiciones, 
de las cuales la principal es que m y n sean primos entre sí.

' 1



Si R no es igual á cero, es necesario para que la ecuación pro
puesta se verifique en números enteros, que los valores enteros que 
se le den á reduzcan la cantidad bx-^-d a un divisor de R; luego 
deberemos principiar por descomponer el número R en sus divisores 
simples y compuestos, y después igualando el binomio bx-\-d á cada 
uno de estos divisores, tomados sucesivamente con el signo -h  y — , 
los valores enteros deducidos de estas ecuaciones de condición, de
berán formar parte de las soluciones que buscamos.

Sustituiremos cada uno -de estos valores enteros en la ecuación
[ 3] , y se desecharán todos aquellos que no hagan que el segundo 
miembro sea un múltiplo de m; y sólo formarán las soluciones que 
se piden, aquellos que dando por resultado en el segundo miembro 
un múltiplo de m, hacen que y  reciba valores enteros; cada par de 
valores á e x  é y  que cumpla con estas condiciones, será una solu
ción entera de la ecuación.

♦ 416. Si además de enteras queremos que las soluciones sean 
positivas, desecharemos todo par de valores áe x  è y que no cum
plan con esta doble condición.

Segundo caso. Si la ecuación de segundo grado carece no sólo 
del cuadrado de una de las incógnitas, sino también del producto de 
las mismas, se tendrá

cx ^ -\ -d y -^ ex -j-f0 [ 2] ,
cx ‘̂ -\~ex~hf

de donde y — —  .
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d

Si ahora sustituimos en esta expresión, en vez de a?, la serie na
tural de los números 1, 2, 3 ,... hasta (c¿— 1), podrá suceder una de 
dos cosas: que haya un número « que reduzca á un número entero 
el Talor de y , ó que no lo haya. Si « da para y  un número entero,
todos los valores de x  deducidos de la fórmula

[4 ],
en la cual se le da á t valores enteros, ya sean positivos ó negativos, 
dará también para y valores enteros.

En efecto, se tiene por hipótesis 2/ = ------------ ; — P» sienüod

un número entero.
Si sustituimos en la expresión [3] el valor general de m [4 ], ha

llaremos, después de efectuar los cálculos.
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d
(2c2-}-e)í— cdt’̂ y

ó 2/= p — (2co-f-e}í=cáí^
Lo cual nos prueba que, si a es un valor entero de x  que hace 

que el de y  lo sea también, cualquier valor de x  deducido de la fór
mula x=<í-\~dt cumple con la misma condición; y las fórmulas ge
nerales que darán las soluciones enteras de la ecuación [ 1] , serán 

x=a.-{~dt é y ~ — ^—{2c-y-~\-e)t— cdt .̂
Si no hay ningún número entero menor que d que puesto en 

vez de x  en la expresión [3] nos dé un valor entero también para y, 
tampoco puede haberlo mayor.

En efecto, si hubiese un número entero a' mayor que d, que diese 
para 2/ un valor entero también, cualquier valor deducido de la fór
mula también lo seria, según acabamos de demostrar;
y como a'>-íí, si dividimos a' por d, y llamamos q al cociente y r  al 
resto de la división, el cual será menor que d, se tendrá a!=dq-\-r.

Dando ahora á í el valor — q, hallaremos para x  el valor menor 
que d, x = d q -^ r — d q= ir ; lo cual es imposible, pues por hipótesis, 
ningún valor entero menor que d nos da para y otro valor entero.

Si r  fuese igual á cero, el valor x = 0  daría para y  un valor ente
ro, lo cual también es contra la hipótesis; luego si ninguno de los 
valores 0, 1 , 2 ,... {d— 1 ) puestos en vez de x ,  nos dan para y  un 
valor entero, podemos asegurar que tampoco lo dará ningún valor 
de X mayor que d.

De lo dicho se deduce que para hallar' las soluciones enteras de 
la ecuación cx̂ “-\-dy-\-ex-\~f=0, se sustituirán en la expresión 

cx'^-+-ex’~\-f
y d

la série de los números 0, 1 , 2 ,... {d— 1 ); y si

hallamos que uno de estos números, « por ejemplo, da para y  otro 
número entero p, se obtendrán todas las demás soluciones por las 
fórmulas halladas anteriormente,

x=-x-\~dt é 2/ = ? — (2ca-He)í— cdt .̂
Si llegamos á sustituir el número {d ~ \ ),  y no hemos hallado nin

gún valor entero para y , podremos concluir que la ecuación pro- 
jjuesta no tiene soluciones enteras.

* 417. Si quisiéramos que las soluciones fuesen además de en
teras positivas, estableceriamos las condiciones
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a-h(íí> 0  y p— (2c^-t-e)í—Ciií*>0; 
de donde deduciríamos (385 y 390j los límites

—  (2ca-¡-e)d=l^ (2cz4 -e)^-¡-4cí¿p

3 17
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Soluciones enteras:

Dando ahora á i valores enteros comprendidos entre los dos lími
tes más próximos, hallaremos las soluciones enteras y positivas de la 
ecuación propuesta.

Aplicando cuanto hemos dicho anteriormente á los ejemplos si
guientes, hallaremos:

I. Ecuación: — 6 x + 2 = 0 .
x = —  1, x = — 2, x = —  4,
y = — \2; y =  30; y = — \8.

II. Ecuación: 3a:i/— — iy-\~%x— 6 = 0 .
Soluciones enteras:

x =  i ,  X —  2, x = 3 ,  X — — 2, £c= 5, X — — 6, £c=38,
9; y = H ;  3̂ =9; 3; y = W \  y = — 9; ^ = 6 5 .

III. Ecuación: 8x^— 5yH-loíC— 3 2 = 0 .

Fórmulas generales:

Condiciones para que x k  y  sean positivas:

2 > 4 7 = h / m 9
^ ^ 5 ’ <  8Ó •

WVH'WNAA/SAAAA<SAAAAA/«A^/WV*



TEECEEA PAETE.
’raccioixes coxi.'txxa.xxsts, jarogaresioxiss, 

exp on en cia les  y  loga ritm os .

LECCION X L V .

1 ra cc ion es  c o n tin a a s , su  o b je t o , m étod o  g 'eneral p a ra  c o n v e r t ir  u n a  ca n t id a d  fra c c io n a r ía  
<5 in con m en su ra b le  en  f r a c c ió n  con tin u a .— K ei?la  p a ra  co n v e rt ir  u n a  fr a c c ió n  o rd in a r ia  
e n  f r a c c ió n  con tin u a .— E x p re s a r  e n  f r a c c ió n  co n tin u a  u n  n iim ero  in co n m e n su ra b le , 

t a l  co m o  V  6.

F racciou cs contínun.9, su  objeto^ m étodo g;em ;ral para con vertir u n a  ca o«  
tld a d  fraccion arla  é  Inconm ensurable en fracció n  continua. *

* 418. Se da el nombre de fracción continua á toda expresión 
de la forma

x = a -
1

4

c~\~-
4
cí-hetc.,

que se compone de un número entero a, el cual podrá ser cero, 
seguido de una fracción que tiene por numerador la unidad y por 
denominador un número entero y positivo 6, seguido de otra frac
ción cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es otro 
número entero y positivo c, seguido de otra fracción de la misma 
forma que las anteriores, y así sucesivamente.

Los números a, b, c, c/,... se llaman cocientes incompletos de la
r 4 4 4fracción continua; las cantidades a, se llaman frac-

0 c d
dones integrantes.
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Las expresiones

Qif íl—}—■■
1

a-H-

4

reducidas á fracciones ordinarias, ó sean las expresiones 
ab-\-\ {ah-\-\)c-^a [^^h-\-\)c-\-a]d-\-ah-^\
~ 1 T ’ bc+^ ’ [b c+ ^ d + b  ’ ■■■

se llaman reducidas 6 fracciones convergentes.
*  419. El objeto de las fracciones continuas es hallar por medio 

de fracciones ordinarias irreducibles y de términos sencillos, valores 
aproximados de cantidades conmensurables ó inconmensurables.

En la reducción de cantidades conmensurables ó inconmensu
rables á fracciones continuas, debemos distinguir dos casos: que 
éstas cantidades sean conocidas, ó lo que es lo mismo, provengan 
de una division ó de una extracción de raíces, ó que sean los va
lores de la incógnita de una ecuación.

* 420. Para convertir una cantidad conocida A, conmensurable ó 
inconmensurable, en fracción continua, hallaremos por medio de la 
division ó de la extracción de raíces, la mayor parte entera a que 
contiene la cantidad propuesta A, de modo que dicha cantidad se

hallará comprendida entre a y a-{-\ ; llamando — á la cantidad, me-
y

ñor que la unidad, que le falta á la parte entera a para ser igual 
á la cantidad dada A, tendremos la ecuación de primer grado

A=aH—
y

de la cual deduciremos el valor de y ; y hallando la mayor parte en
tera contenida en él, y llamándola h, tendremos, como ántes, que 
dicho valor se hallará comprendido entre ó y á - t -1 , de modo que 
podremos establecer la ecuación

, 1 
y = h -\ ---- [2],

siendo z  una cantidad mayor que la unidad.
Despejaremos el valor de y llamando c á la mayor parte entera
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que contiene, se hallará comprendido entre c y c + ' l . y por tanto 
se deberá tener

y así sucesivamente.
Poniendo ahora en las ecuaciones [1], [2J, [3 ],... los valores de 

y , z ,  u ,... hallaremos la fracción continua

A =  U-Í---------

4
í /+ e tc .

* 4^1. Si la cantidad que queremos convertir en fracción continua 
no fuese conocida, y sí el valor de una incógnita oí de una ecuación, 
hallaremos por tanteos dos números enteros y consecutivos a y a -¡-1 , 
que comprendan al valor de x ;  haremos

1
x = a -\—  p ij,

y
siendo ij una cantidad mayor que la unidad; sustituyendo este valor 
en la ecuación dada, tendremos otra cuya incógnita será y\ hallare
mos ahora otros dos números consecutivos h y que compren
dan al valor de estableceremos la igualdad

. '12/ =  6-̂ —  [ 2],
z

en la que z  es mayor que la unidad, sustituiremos este valor de y 
en la ecuación anterior, y hallaremos una nueva ecuación en z ;  de
terminaremos como áütes dos números c y c+ 1  que comprendan 
al valor de z ,  haremos

2= c + i  [3],

sustituiremos el valor de z  en la ecuación anterior, y así sucesiva
mente.

Poniendo ahora en las igualdades [1 ], [2J, [3 ],... los valores de 
y , z ,  M,... tendremos el valor de x  bajo la forma de fracción 
continua

x = a -
\

1

í¿-l-etc.
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* 422. Para convertir una fracción ordinaria en fracción continua 
se ejecutan con sus dos términos las mismas operaciones que para hor- 
llar su máximo común divisor, y los cocientes que resulten serán los 
cocientes incompletos de la fracción continua.

En efecto, sea la fracción ordinaria — la que queremos reducir á
B

fracción continua. Aplicándole el método general expuesto anterior
mente, principiaremos por hallar la mayor parte entera que dicha 
fracción contiene, para lo cual dividiremos A por B, y llamando a al 
cociente entero, y R al resto, tendremos

R'".A B R R̂
a h c d

R R' R" R .v

que la fracción dada se podrá poner bajo la forma siguiente
A R /[

— ----- — a-\~-— .
B B B

B
La fracción — , que es el valor de la incógnita y  usada en el mé- 

K
todo general, es conocida; hallemos la mayor parte entera contenida 
en ella por la división de B por R, que es la segunda empleada en 
el m. c. d .; de modo, que llamando b al cociente entero, y R̂  al resto, 
hallaremos, como anteriormente

B R̂  , 4

R'
R

Haciendo lo mismo con la fracción — , que es el valor de la in-

cógnita z  del método general, tendremos
R R̂  ̂ 4
R ' - “ + Í R - ‘'+ R ^  

R'^
21



De la misma manera bailaremos
J\ RV j|.v

• =  e -f-— =  etc.
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R " ~  ■^R ^ =  '^ + R " ^fff W "

Y continuando asi esta serie de operaciones, llegaremos á una 
en que el resto de la división será cero, puesto que cada uno de ellos 
es menor que el anterior por lo menos en una unidad.

Supongamos, para fijar las ideas, que este último resto sea R'^, es 
decir, que R”  ̂=  0; en este caso, el valor de la fracción propuesta se 
podrá expresar por medio de las igualdades establecidas anterior
mente, por la fracción continua 

A 1
i

1

d-\- , 
e

en la cual los cocientes incompletos a, b, c, d, e son los cocientes 
que se obtienen en las divisiones que se practican para hallar el 
m. c. d. de los números A y B, conforme hemos dicho en la regla.

Ejemplo I. Sea la fracción la fiwe queremos convertir en
i  O o

fracción continua.
Aplicando á los dos números -1384 y 753 el procedimiento del 

m. c. d., hallaremos los cocientes incompletos de la fracción con
tinua; así,

^384 
C3'i

753 631 122 21 17 4
4 1 5 5 1 4
m 21 M . 4 1 0

4

según la regla,
1384

1-4

1-h -
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m
Ejemplo II. Sea la fracción propia la que se quiere con

vertir en fracción continua.
Como la parte entera de esta fracción es cero, la fracción conti

nua equivalente no tendrá parte entera. Así hallaremos,

478
109

Luego será
123 ' 1
478 1

3 + -

123 109 14 11 3 2

3 1 7 1 3 1
14 11 3 2 1 0

--------- . *

* 423. Si fuese una fracción decimal la que se quisiera convertir 
en fracción continua, podría suceder que esta decimal fuese exacta, 
periódica pura, periódica mista, ó inexacta de un número infinito 
de cifras. En ,los tres primeros casos se hallaría la fracción ordina
ria equivalente á la fracción decimal propuesta, y esta fracción or
dinaria se convertiría en fracción continua según la regla anterior. 
En el cuarto caso, es decir, cuando la decimal no sea exacta, y por 
consiguiente sólo nos exprese el valor aproximado de una cantidad, 
podremos hallar también en fracción continua este valor aproximado 
según la siguiente regla:

* 424. Para convertir una fracción decimal inexacta en fracción 
continua, aumentaremos ó disminuiremos su última cifra en una unidad, 
según que la decimal esté aproximada por defecto ó por exceso, obte
niendo asi dos limites que comprenden el verdadero valor de la can
tidad propuesta] reduciremos simultáneamente á fracciones continuas 
ambos limites, y continuaremos la operación hasta llegar à dos cocien
tes distintos, en cwjo caso la fracción continua que expresa el valor 
aproximado de la cantidad dada, será la que tenga por cocientes incon- 
pletos los cocientes que sean comunes á ambas operaciones.



En efecto, supongamos que la cantidad X se halla compren
dida entre otras dos A y B, y que desarrollando cada una de es
tas tres cantidades en fracción continua, hallemos los valores si
guientes:
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i i \ /fA— úH— , ..
a rt>

B - a + t ,  f ' = o + ^ 4 ’ -

CC crí oyi

Estando el valor de X comprendido entre los de A y B, y teniendo 
estas dos últimas cantidades una misma parte entera a, necesaria
mente la cantidad X tendrá la misma parte entera y por tanto ten

dremos a^=a\ las fraccciones — y — comprenderán la fracción —
« P cc’

luego el valor de x  estará comprendido entre a y ¡3. Del mismo modo 
deduciremos que V = h , y que el valor de x ’ se halla comprendido 
entre los valores de J  y ¡í', lo cual nos dará que c '= c ,  y que y 
comprenden á y así de todos los demás; luego los cocientes in
completos que sean comunes á las dos primeras fracciones continuas, 
pertenecerán también á la tercera.

Ej e m p l o . Sea el número, notable por el uso frecuente que de él 
se hace en análisis, e=2,7 'I828 ..., el que se quiere convertir en 
fracción continua.

Estando aproximado el número e por defecto en ménos de una 
unidad del quinto orden, aumentaremos á su última cifra una uni
dad, y obtendremos por límite superior del número e la deci
mal 2,71829 cuyos dos límites se podrán poner bajo la forma 
271828 271829
100000 ^  100000 ’

Aplicando, ahora, á estas fracciones la regla para convertirlas en 
fracciones continuas, hallaremos, según el cuadro siguiente de ope
raciones, los cocientes incompletos comunes á las dos fracciones 
2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1.
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2 i 2

6”

U 1

9“

Luego el número vendrá expresado aproximadamente por la 
fracción continua

274828 400000 74828 28472 45484 42688 2796 4504 1292

74828
2

28472
4
45484

2
42688

4
2796

4
4504

4
4292

4
212

1
20

274829 400000 74829 28474 15487 42684 2803 4472 4334

74829
2

28474
4
15487

2
42684

1
2803

1
4472

4
4 334

4
441

4
62

e = 2 ,71828... =  2^-
l-

4
4

4-H- 4
1-Hetc.

E x p resar e n  fracción , co n tin u a  un  n ú m ero  In con m en su ra b le , ta l com o  V  5.

• 425. Aplicando el método general que hemos expuesto para 
convertir una cantidad cualquiera en fracción continua al númeio in
conmensurable 1^5, hallaremos que:

El mayor número de unidades que contiene h^5, e* 2? luego se
4 4

tendrá K 5 = 2 4 -—» de donde x = —~----- .
^  /5 - > 2

Multiplicando los dos términos de la fracción qut expresa el 
valor de x  por 1^5 4- 2 , con el objeto de hacer racional el denomi
nador, tendremos a?=t^54-2.

La parte entera de x  será por consiguiente 4, de modo que se 

tendrá ít= 44- -  ó / s 4 - 2= 44- - ,  de donde se d e d u ce /B = 2 4 — ;
y  y y

y como se tiene también que 1^5 = 24— , se sigue que los valores
X
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de las incógnitas x  é tj son iguales, y por tanto se debe tener y = x i

luego el valor de x  vendrá expresado por x = i - 4
X

Poniendo ahora en esta expresión, en vez de x  su valor
X  ’

y lo mismo en la que resulte, luégo en la otra, y así sucesivamente, 
hallaremos que el valor de P^o, será

\

4
4+etc.

* 426. En el curso de esta obra tendremos ocasión de ocuparnos 
del caso en que la cantidad que se quiere convertir en fracción con
tinua sea el valor de la incógnita de una ecuación.

LECCION X L VI.

Fonnaciou de Ia<i reducidas de una fracción continua.— Procedencia de lus fracciones
continuas.

Formaciou de las reducidas de una fracción continua.

* k t l .  Ya hemos dicho al principio de esta teoría que se llaman 
reducidas de una fracción continua general, cada una de las expre-

4 4
siones a, a -} -—, a~\-------- j ,  etc. reducida á fracción ordinaria; de

6+ -

donde se deduce que la primera reducida es —, la segunda
4 a



la tercera
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abc~\-a-\-c , {ah-\-\)c-\-a

,  1 
6H—  

c
bc-{-\ bc-\-\

327

. En general

una reducida cualquiera se obtiene agregando al último cociente 
incompleto de la reducida anterior la fracción integrante que sigue; 
así, la cuarta reducida la hallaríamos poniendo en la tercera en vez 
del último cociente incompleto c, la suma de éste con la fracción in-

\
legrante que sigue; es decir,

* 428. Para formar una reducida cualquiera se multiplican los 
dos términos de la reducida anteiior por el cociente incompleto cor
respondiente á la reducida que se quiere formar, y á estos productos se 
les agrega respectivamente los términos de la reducida que está dos 
lugares ántes.-

En efecto, la primera y segunda reducida de la fracción continua 

general, son como hemos visto, ~  y las cuales se obtienen

inmediatamente considerando el primer cociente incompleto para la
\

primera, y reduciendo el numero misto aH—  en fraccionario para
o

la segunda; pero la tercera, vemos que después de poner en vez del
\ .

último cociente h, el número misto ¿i-f-—, y hechas todas las ope-
c

(ah'^\)c~\-a
raciones, se reduce ala fracción — ;------------, la cual se forma se-

oc-4-1
gun la regla enunciada.

La cuarta reducida la obtendremos poniendo en la tercera en vez
\

del último cociente incompleto c, el numero misto c - f -—;así,sc 

tendrá
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Multiplicando los dos términos de este quebrado por d, y haciendo 
las reducciones, resulta

{ah-{-\){cd-^\)-\~ad [(g¿i-}-'| ]c-\-a\d-\-ah-^\
¡}[cd-\-\)-\-d [hc-\~\)d-^h

Donde vemos que esta cuarta reducida se forma también seuun la 
regla.

Esto supuesto, si nosotros demostramos que si una reducida cual
quiera sé forma según la ley enunciada, la reducida siguiente se for
ma también según la misma, tendremos justificada la regla; pues ve
rificándose para la cuarta reducida, como acabamos de ver, se veri
ficará también para la quinta, y así sucesivamente.

Para esto supongamos tres reducidas consecutivas — — y — cu-
F ’ Q'  ̂ R '’

yos cocientes incompletos correspondientes sean jo, ?  y r, es decir 
las mismas letras porque vienen expresadas las fracciones pero mi
núsculas, admitamos además que la tercer reducida se forma según 
la regla, de modo que se tenga R=Qr-+-P y R^=QV-+-P' y ñor 
tanto ’  ̂ ^

R. ^  Q r + P  
R^“ Q V + F ‘

Para formar la reducida siguiente, tenemos que poner en ésta en 

vez de í- el número misto r + i ;  de modo que se tendrá

4 - F

Multiplicando los dos términos de esta fracción por 5, y haciendo 
todas las reducciones, se hallará

^ _ Q r M - Q - h  P s _  (Qr + P ) 5_f.Q
Q Vs-hQ ^-)-Fs~[Q V-|-p/)s+Q ^’

y poniendo en vez de Q r + P  y Q V + F , sus iguales R y R^ se ha
llará por último

^ ^ R s  4_Q



luego esta última reducida se forma según la regla, que es lo que se 
quería demostrar.

E je m p l o  I. Hallar las reducidas de las fracciones continuas
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A =  1
1 B =  i
H -

1

\
\

5-4-  ̂ í 
1 4 —

Las de A serán
1

2 -5 4 -1  11 15*54-2 57
F 5 + T ~ 6 ’ 6 *64-1 “ 31*

67*1-H ll 68 6 8 * 4 + 5 7  329 3 2 9 -4 + 6 8  1384
3 1 - 1 +  6 ~ 3 7 ’ 3 7 * 4 + 3 l “ ' Í79’ 1 7 9 + + ^ “ ^ ^ *

Del mismo modo hallaremos que las reducidas de B, son

1 ’ 3 ’ 4 ’ 3 1 ’ 3 5 ’ 136 ’ \Í\ ’ m *
E je m p l o  II. Sean las fracciones continuas ilimitadas, cuyas re

ducidas queremos hallar,
1

e = 2 -
14-

1 z=3-

1 7 4
1

15-
1

1 +  ' 1

1 4 2 9 2 + etc.

1
4 + etc.

2 .3  8 11 19 87 106 193
Las de e serán y ,  y ,  y ,

3 22 333 355 103993
Las de ^ son y ,  — , 3310 2 ’ ’ "

Las segundas, que nos dan valores aproximados de expresan 
lá relación aproximada del diámetro á la circunferencia.
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*  429. La fracción continua de un número limitado de fracciones 
integrantes, 'proviene de una cantidad conmensurable; ó lo que es lo mis- 
mo, la fracción continua limitada es equivalente á una cantidad con
mensurable.

En efecto, si formamos las reducidas de una fracción continua 
limitada, llegaremos á una última que expresará el valor exacto de 
dicha fracción continua; y como esta última reducida es, según su 
formación, un quebrado ordinario, y por consiguiente cantidad con
mensurable, se sigue que la fracción continua limitada es equivalente 
á una cantidad conmensurable, según queríamos demostrar.

Reciprocamente, toda cantidad conmensurable reducida á fracción 
continua, da origen á una fracción continua limitada.

En efecto, las cantidades conmensurables que se pueden convertir 
en fracción continua, son las fraccionarias, y éstas, hemos visto en 
la lección anterior, que se reducen á fracción continua considerando 
por cocientes incompletos los cocientes que resultan de aplicar el 
procedimiento del máximo común divisor á los dos ténninos del 
quebrado que se nos da; y como el número de cocientcs'que resultan 
en el cálculo del máximo común divisor de dos números es limitado 
[Arit. 104), se sigue que la fracción continua equivalente á una can
tidad conmensurable es limitada.

*  430. La fracción continua ilimitada proviene de una cantidad 
inconmensurable.

En efecto, si proviniese de una cantidad conmensurable, seria li
mitada; lo cual es contra la hipótesis.

Recíprocamente, toda cantidad inconmensurable reducida á fracción 
continua, da una que es ilimitada.

Porque si fuera limitada, provendría de una cantidad conmensu
rable, lo cual es contra la hipótesis.

Las fracciones continuas pueden ser, según vemos, de dos clases, 
limitadas ó ilimitadas: las primeras son las que constan de un nú
mero limitado de fracciones integrantes, y las segundas de un nú
mero ilimitado.

Las fracciones continuas ¡limitadas pueden ser de dos clases, pe
riódicas y no periódicas: las periódicas son aquellas en las cuales un

. 74



cierto número de cocientes incompletos, llamado periodo^ se repite 
periódica é indeflnidamente; y las segundas son aquellas en las cuales 
esto no se verifica.

Las fracciones periódicas pueden ser también de dos clases, 'perió
dicas puras y periódicas mistas: las primeras son aquellas en las 
cuales el período principia en el primer cociente incompleto, y las 
segundas aquellas cuyo período no empieza en este primer cociente.

• 431. Toda fracción continua periòdica, es una de las raíces de 
una ecuación de segundo grado de coeficientes racionales.

Sea, en primer lugar, una fracción continua periódica pura
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x = a -
6+ c-\-

nH-;
Ó-4-

l- n-i-etc.

la cual se podrá poner eviden temente bajo la forma

1
£c=a-

1

V ;
X

pues si X representa la fracción continua que contiene un número 
infinito de períodos, aunque se quite uno de éstos, todavía quedara 
un número infinito, y por consiguiente puede representarse tam
bién por X .
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O K L

g ; y las reducidas correspondientes á los dos últimos co

cientes incompletos ¿  y / del período; el valor de £c, ó sea la redu
cida siguiente, será (428)

Lx H-K
ce-

L'íc-hK^’
de donde se deduce la ecuación de segundo grado

— L)ív—K,
cuyos coeficientes L ,̂ — L, y K, son cantidades conmensurables y
enteras. Las raíces de esta ecuación son de signo contrario; la posi
tiva será el valor de la fracción continua periódica.

Sea, en segundo lugar, la fracción continua periódica mista 
1

2/= m -h
1

'á-h

1
1
a-f-etc.

Representando, como ántes, por cc el valor de la fracción perió
dica pura, se tendrá

y = m -
1

1 cc=a-{-
1

n- 1
c-h

11—}— —
X

\

U V
<2-f-etc.

Sean y las dos últimas reducidas correspondientes á la parte

no periódica de y ;  de modo, que según la formación de las reduci
das, se tendrá

■-tf
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Væ + U
333

[1];

[ 2] .

; cuyo valor, sustituido

y
pero según el caso anterior, se tiene

Laí +  K

ü — U'i/
De la relación [1] se deduce c e= —------L J Y 'y— V

en la ecuación [2] ,  nos dará una de segundo grado en y de coeficien
tes conmensurables, según se queria demostrar.

Si la ecuación de segundo grado que resulta en y  tuviera sus dos 
raíces positivas, no sabríamos cuál de éstas corresponde á la fracción 
continua dada; pero esta duda desaparece observando que x  repre
senta una cantidad positiva; luego tomando sólo el valor positivo 
de X deducido de la ecuación [2] , y sustituyéndolo en la relación [ 1] , 
hallaremos un valor sólo para y, que será el de la fracción continua. 

E je m p l o s . Sean las fracciones periódicas
i

íc=2- 1
1

é y= \ -

1 2- t -
1

1
i1 4 - -
X

1

3 + - 1

1-+
i
2-!-étc.

Formando las reducidas de la primera según la regla (428), se
, ,, 2 7 16 23 23X +16 . . .
hallan —, —, — , — , ^ luego la ecuación que nos da el

1 ’ 3 '  7 

valor de x  será x

10 ’ lOoH- 7 
23æ + l 6

; ó lo que es lo mismo, quitando de-
lo x -h  r

nominadores y reduciendo después,
10íí^+7£c-23a’-1 6 ^ 0 . ó 10o;M 6 x -1G=:0, ó ^x '̂ ~̂Sx - 8 = 0 ;  

de donde se deduce, tomando la raíz positiva, el valor de la fracción 
4_4Í/56

continua periódica x = ----- -— , como es fácil comprobar reduciendo

esta expresión á fracción continua.
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Sustituyendo en la segunda la parte periódica por su valor x ,  se 
convertirá en

-1

3 -h ^ ;
X

de donde se deducirán las reducidas—, —, —, 7 7 » y
15 1o2?-}-4

1 líC-i-3 
3^— 4

--V’

De esta relación sacaremos el valor de w, que será cc=  J' —  ; y15— 1 ly

sustituyéndolo en la ecuación anterior — 8x— 8= 0, hallaremos,
después de hechas todas las reducciones,

639 /-— 1808^+1240=0.
Como esta ecuación tiene sus dos raíces positivas, sabremos cuál 

es la que .expresa el valor de la fracción continua, sustituyendo el 
valor positivo de x  hallado anteriormente, en la fórmula que da el 
valor de y ; así hallaremos para valor de la fracción continua pe
riódica mista,

904— / ^

como es fácil comprobar.
* 432. Recíprocamente, las ralees inconmensurables de una ecua

ción de segundo grado cuyos coeficientes son racionales, se desarollan 
en fracciones continuas periódicas.

Sea, en primer lugar, una ecuación que tenga sus raíces de 
signos contrarios, tal como

ax^-\-hx—c = 0  [3],
en la cual los coeficientes a y c son positivos, y h puede ser positivo 
ó negativo; pero todos enteros.

Consideremos primeramente la raíz positiva, la cual podremos 
expresar haciendo n = ¿^ + 4 a c, por

—  h-\-Vb^-{-hac —
x =

2a 2a



Sea p  la mayor parte entera contenida en el valor de x ,  y haga- 
1

mos siendo x\ una cantidad positiva mayor que la unidad.
■Xt

Para determinar el valor dca^i, sustituiremos en la ecuación [3] 
el valor de y hallaremos, después de hacer toda reducción,

— c)Xi'^-\-{2ap-+-b)xi H -a=0  [4J.
Siendo las raíces de la ecuación [3] de signos contrarios, las de 

la ecuación [4] también lo serán, y el valor positivo áe^x. será el 
correspondiente á la raíz que vamos reduciendo á fracción conti
nua; así, expresando esta condición en la última ecuación, se tendrán 
que verificar (349), las relaciones

ap^-^hp-<-c=— a', y ^ap~\-h=— i?', 
siendo a! un número entero positivo, y h' entero, positivo ó negativo. 
Por lo tanto, la ecuación [4] se convertirá en

a'x\^-^Vx\— a = 0.
La raíz positiva de esta ecuación será
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X — ■
âJ %aJ

porque de las relaciones de condición anteriores, se deduce
y-'̂ — lP-x k̂ahp-\-kd^p -̂‘ , y kaaJ— — — kabp-\-h:ac; 

y sumando, se tiene
h'' -̂{-k-aa’=h^-\-k-ac=n.

Representando por p\ la mayor parte entera del valor á e x i ,  y 
haciendo lo mismo que anteriormente, hallaremos

X i = p i ^
£Co

y por la sustitución de este valor de xi en la ecuación anterior, ob
tendremos otra que se reducirá fácilmente, á la forma

a'^x -̂'~\-Wx —̂  f l '= 0.
Esta ecuación, como las anteriores, tiene sus raíces de signos 

contrarios, y sus coeficientes satisfacen también á la condición
—n.

Continuando del mismo modo obtendremos la serie de ecuaciones 
de segundo grado
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ax^ -^ bx  — c = 0  
a'xi^ — a = 0

+ 6" x2 — al ==0

cuyos coedcientes enteros se hallarán ligados por las relaciones
6̂  -|-4ac —n
b'̂  -j~iaa' = n  [ 5]

—n

y los valores de las incógnitas de dichas ecuaciones estarán dados 
por las fórmulas

1
X — p - { --------- ,

CCi
1 4

, X2^p2~i-----
CC2 ^ Xn

1
0̂ 3—p3-i----- ,

de las cuales -se deduce el valor de la raíz positiva de la ecuación 
propuesta

i
x = p - ¡ -

Pi
4

1
P2-

Po-hetc.
cuya fracción continua vamos á demostrar que es periódica. Para 
ello observaremos, que de las relaciones [5J se deduce que los coe
ficientes a, aJ, a", a '",... son menores que —n, y que los valores ab
solutos de b, h’ , h” , son menores que V n ; de modo, que re
presentando por q la mayor parte entera de y por r la de 
si combinamos cada uno de los q valores positivos que puede tener 
el coeficiente del cuadrado de la incógnita en la ecuación de segundo 
grado, con cada uno de los r que puede tener el de la primera po
tencia de la misma, tomados alternativamente con signo y __,
hallaremos á lo más 2qr combinaciones diferentes, que correspon
derán á ecuaciones diferentes también; pero una vez hechas 
estas combinaciones, á la siguiente se obtendrá una de las anteriores, 
y por lo tanto la ecuación á que corresponda tendrá el primero y 
segundo coeficientes respectivamente idénticos al primero y segundo
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de una de las anteriores ecuaciones; pero si suponemos que los coe
ficientes idénticos son rt(*+0=aW  y y que se tienen las
ecuaciones

y [6],
las cuales, según nuestra hipótesis, se reducen á

ccí— a l" - ')= 0, y o'"» Xs -̂{~b a = 0, 
probaremos que estas ecuaciones son idénticas si demostramos la 
igualdad lo cual es muy sencillo, porque de las re
laciones [5] se deduce

(6(*+í);3+4a(í+í-itXa(«+'í=:zn=(¿l-^))^-4-4a(*-‘)x aW ; 
de donde se saca, según la hipótesis en que estamos,(ó,s)}2 _|^4a(s-i-í-))xa(® )=(¿i(*))2-4-4íi(® -')X£íf^^,
y por tanto, las dos ecuaciones [6] son idénticas, y nos dan para sus 
incógnitas un mismo valor; de modo que se tendrá para valor de x  
una fracción continua periódica de la forma 

1
X—p-\------;-----

Pi-{-

1

P.-■’ Pí+l-i-

Ì
P* P í+ i+etc.

Luego la raíz positiva de la ecuación propuesta se reduce á fracción 
continua periódica.

La raíz negativa goza también de la misma propiedad, y para 
demostrarlo cambiaremos x  en — x  en la ecuación propuesta, y la 
trasformada que resulte tendrá sus raíces iguales á las de la pro
puesta, pero de signos mudados; y por tanto, la raíz positiva de 
esta será la negativa de aquella; pero dicha raíz positiva de la 
trasformada se convierte, como acabamos de demostrar, en frac
ción continua periódica; luego la raíz negativa de la propuesta goza 
de la misma propiedad.

32



♦ 433. Sea, en segundo lugar, una ecuación de segundo grado 
cuyas raíces sean de un mismo signo, y supongamos que ambas sean 
positivas, de modo que se tendrá

o j , n h±i\^b‘̂ ~küCa x-—o x -i-c= 0 , y c c = ------ -----------
2a

en la cual los coeficientes a, b j  c son números enteros y positivos.
Al convertir las raíces de esta ecuación en fracción continua, 

puede suceder una de dos cosas: que la mayor parte entera conte
nida en cada una de ellas sea la misma, ó que sea diferente; si 
cada una de las raíces tiene la mayor parte entera diferente, re -

1
presentando por/) la mayor, y haciendo en la ecuación

propuesta, hallaremos una trasformada en x\ de segundo grado tam-
1

bien, y cuyas raíces, sustituidas en lá expresión cc=p-{----- , nos
CCl

deben dar los dos valores de x ;  ahora bien, siendo p  la mayor 
parte entera de los valores de x ,  el uno tendrá que ser mayor

1 1que p  y el otro menor, y por tanto serán de la forma —  y p ------ ;

luego £C) tiene dos valores de signos contrarios; pero estos valores 
son las ralees de la ecuación trasformada de segundo grado que se

obtiene reemplazando en la propuesta x  por ; luego las raí-

ces de esta trasformada son de signos contrarios y reducibles por 
consiguiente, según el caso anterior, á fracciones continuas pe
riódicas.

Siendo periódicas las fracciones continuas correspondientes á los 
valores de cc,, las correspondientes á las raíces de la ecuación pro
puesta también lo serán.

La menor de estas raíces, que corresponde al valor negativo de cc*, 
será de la forma

1 1
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Pi
\

/>a-retc, ’
pero se podrá reducir facilmente, por una serie de trasformaciones 
muy sencillas, á una de las formas
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1 - f
1

{ p , - \ y
1

Pi-i-etc.

p — — = p — ]-\ - -
{

(/J2H-1)'
1

según que p\ sea mayor ó igual que la unidad.
Si las dos raíces tienen una misma parte entera p , haciendo

x  =  p-\------ en la ecuación propuesta, hallaremos una trasforraada
Xi

en xt de segundo grado, cuyas dos ralees serán positivas como las de 
la propuesta, las cuales podrán tener también la misma parte entera

1
« i ;  de modo que haciendo X i= p i~\—  en esta trasformada, hallare-

X-2
mos otra que tendrá sus raíces positivas también, y que como las 
anteriores podrán tener la misma parte entera p ;̂ pero repitiendo 
esta serie de operaciones, llegaremos á una trasformada cuyas raí
ces tendrán parte entera diferente, porque si todas tuvieran la misma 
parte entera, las dos raíces serian iguales, lo cual es contra la hipó
tesis. Las raíces de esta última trasformada estarán expresadas en 
fracciones continuas periódicas; luego las de la propuesta también 
lo estarán.

Por último, si las raíces de la ecuación de segundo grado son ne
gativas, cambiando x  en — x,  se obtendrá una trasformada de se
gundo grado también, cuyas raíces serán iguales á las de la pro
puesta, pero de signos mudados, y por tanto positivas; estas serán 
equivalentes, según hemos visto, á fracciones continuas periódicas; 
luego las de la propuesta también lo serán, con lo cual queda demos
trado el teorema.

* 434. Proponemos como ejemplo, convertir en fracción con
tinua las raíces de las ecuaciones que anteriormente hemos hallado, 

8= 0, y 659¿/^— 1808i/-}-1240=0.
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LECCION X L VII.

Propiedades más importantes de las redncidas.-M,$todo de las fracciones contínnas para 
encontrar ana solución entera de una ecuación de primer grado entro dos rariables.

P ropied ad es m á s Im portantes do la s  redueldas.

* 43o. El numerador de la diferencia de dos reducidas consecuti- 
yas ^  4 -1  ó según que aquella de la cual se resta sea de lugar 
par á impar, considerando á cero como primera reducida si la fracción 
continua no tiene parte entei'a. 

c P O 3a
P '’ Q' ^ reducidas consecutivas cualesquiera, de las

cuales la tercera sera Í428) —
 ̂  ̂ R ' QV-hP^

Restando de cada reducida la que le precede, hallaremos
9  P _ Q F — PQ  ̂ R Q Qr-hP Q
Qf pr pfQf » Q ^“ Q V 4 - P ~ ^ ~

QQV-I-PQ— QQV— QP̂  — [Qp̂ — PQ̂ )
(y(Q V +P ') ~ “ q (̂QVh-P^) ’

donde vemos que los numeradores de estas dos diferencias son igua
les y de signo contrario; pero restando de la segunda reducida la

, „  ah-\-\ a ab-\-\— ah -4-\
primera hallaremos — -̂--------- ------------------- = 1^ ;  Juego el nume

rador de la diferencia siguiente, es decir, el de la que resulta de 
restar de la tercera la segunda será — \; e! de la siguiente -|-1 , y 
así sucesivamente. Con lo cual queda justificado el teorema, y por 
consiguiente demostrada la igualdad

QP'— P Q ^=:±1 ,
en la cual P y P' son los dos términos de una reducida cualquiera, 
y Q y Q' los de la reducida siguiente; debiéndose tomar el signo -h

si — es de lugar par, y el signo —  si fuese de lugar impar.
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» 436. Las reducidas son fracciones irreducibles.
341

En efecto, si los dos términos Q y Q' de una reducida cualquiera 
tuvieran un factor común a distinto de la unidad, el primer miem
bro de la igualdad

QP^~PQ^ = ± 1

seria divisible por este factor; siendo el primer miembro divisible 
por a, el segundo miembro ±  I también seria divisible, lo cual es

absurdo; luego los dos términos de la reducida “  son primos entre

sí, y por tanto dicha reducida es irreducible.
Co?íSECUÊ 'CIAS. 1 Si una fracción ordinaria reducihle se con

vierte en fracción continua, y después se forman las reducidas, la ùl
tima será el valor de la fracción propuesta totalmente simplificada.

2." La inferencia de dos reducidas consecutivas cualesquiera es 
=t l ,  dividido por el producto délos denominadores de las mismas, 
según que ¿a reducida minuendo sea par ó impar.

* 437. Las reducidas de lugar impar son menores que la fracción 
continua total, y las de lugar par mayores. Y  cuando es limitad-a la 
fracción continua, la ùltima reducida es igual á dicha fracción.

o P Q R
bean —, — y — tres reducidas de la fracción continua general 

cuyos cocientes incompletos son a, h, c,... p, q, r, s, i,... Según la

formación de las reducidas, se tiene (428)
R Qr^-P

. Si ahora re-
R' Q 'r-hF '

presentamos por y todo el resto de la fracción continua á partir del 
cociente incompleto r, es decir, si hacemos

1
y = r ^ -----1 [ 1]1_____

í-}-etc.

y sustituimos r  por y  en la reducida anterior, hallaremos la fracción 
Qy-f-P

p-,------—, que nos expresará el valor de la fracción continua to -
Q 2/-HP'
tal, la cual podremos representar por x ;  de modo que se tendrá

Qí/-hPx ~
Q'2/H-P'*



Si ahora restamos de cc cada una de las reducidas consecutivas
P Q

y — hallaremos las dos diferencias

34-2 FRACCIONES

p Oi¡+P p (QP'— PQOy
p^ Q 'y + F p^ P'(Q^y+P0 P'(Q'ÿH-F)
Q Q y -h V Q — PQO =Fl

Q'¿/h- F Q̂ (Q̂ í/-h pO Q'(Q'^-i-F)

[2],
donde vemos que si la reducida — es, para fijar las ideas, de lugar

Qimpar, en cuyo caso — es de lugar par, la diferencia QP^~PQ' es

positiva, y hay que tomar los signos superiores; lo cual nos prueba 
p Q

que la diferencia cc— — es positiva, y x — - -  negativa, y por tanto

p
la reducida de lugar impar es menor que la fracción continua

y es de lugar par, es mayor, según se quería demostrar.

Co n se c u e n c ia . El valor de la fracción continua, total está com
prendido entre dos reducidas consecutivas.

* 438. Una reducida cualquiera se aproxima más á la fracción 
continua total que la reducida anterior.

En efecto, de las igualdades [2] se deduce que la diferencia

entre el valor de la fracción continua a; y la reducida es menor

Pque la diferencia entre la misma fracción y la reducida anterior — ; 

porque pres 

ferencia x —

X

porque prescindiendo del signo, el valor absoluto de la di- 
Q \

el de la diferencia

P y
P^~P^CQ^2/H -P ') ’ numerador déla primera diferen

cia, mayor que 1 , según indica la igualdad [ 1] , y el denominador de 
la misma P^Q'y-hP0 , menor que el denominador de la segunda di
ferencia Q\Q'ÿ-hP0î pyes teniendo ambos denominadores el factor 
común Q'l/-hP^ el otro factor P '̂es menor que Q' según se deduce
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de su formación (428); luego por esta doble razón la diferencia se-
Q . . ,

gunda es menor que la primera, y la reducida —  se aproxima mas a

P
la fracción continua que la reducida anterior según queríamos 

demostrar.
Consecuencia. Siendo la fracción continua mayor que las re

ducidas de lugar impar, y menor que las de lugar par, y aproxi
mándose cada reducida á la fracción continua más que la anterior, 
se sigue que las reducidas de lugar impar van aumentando, y las de 
lugar par disminuyendo, y las de ambas clases van convergiendo há- 
cia el valor de la fracción continua total, por cuya razón se les llama 
también á las reducidas fracciones convergentes.

* 439. El error que se comete lomando una reducida cualquiera por 
el valor de la fracción continua total, es menor que la unidad dividida 
por el denominador de dicha reducida multiplicado por la suma de este 
denominador y el de la reducida precedente; ó menor que la unidad di
vidida por el cuadrado del denominador de la reducida que se considera; 
ó por último, menor que la unidad dividida por dicho denominador 
multiplicado por el de la reducida anterior.

En efecto, el valor absoluto de la diferencia entre una reducida 
y la fracción continua total x ,  prescindiendo del signo, es

_ Q _ ___ L __  m .

pero siendo y mayor que la unidad, según se deduce de la igualdad 
[ 1] , si la suprimimos en el denominador, es claro que dicho deno-

1 , ,
minador habrá disminuido, y por tanto el quebrado

O Qmayor que x — — , luego la diferencia que hay entre —  y ai es me- 

\
ñor que q7̂  " p y  menor que la unidad dividida por el

denominador Q' de la fracción dada multiplicado por la suma Q'-hP^ 
de dicho denominador y el de la precedente.

Si en la igualdad [3 ], además de suprimir y , suprimimos la can-

tidad P^ la fracción que resulta —  sera mayor que q ,̂ q ,
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y con más razón qne la diferencia oí— luego la unidad dividida

por el cuadrado del denominador de la reducida que se considera es 
mayor que la diferencia entre dicha reducida y la fracción continua 
total, y por consiguiente, es un límite del error que se comete to
mando la una por la otra.

Por último, suprimiendo el sumando Q'y del segundo factor que 
hay en el segundo miembro de la igualdad [ 3] , hallaremos la fracción 

 ̂ « 1  
que será mayor que todos los anteriores

1
Q'2’ Q'(Q'-h P')

Q^(QV 1 PQ’ ^ tanto expresa también un límite del error que se

comete al tomar la reducida por el valor de la fracción c o n « -  
nua total.

El orden de aproximación de estos límites es aquel en que los 
hemos enunciado, y de todos ellos el que generalmente se usa en 
las aplicaciones, es el segundo.

* 440. Del principio- anterior se deduce que para hallar el valor

de una fracción continua en menos de una cantidad i ,  bastará llegar

hasta una redmida cuyo denominador sea igual ó mayor que la raiz 
cuadrada de S.

Si la fracción continua es limitada, no sólo obtendremos redu
cidas que se diferencien de ella en raénos de una cantidad dada, 
sino que podremos llegar á la última la cual expresa el valor exacto 
de dicha fracción. Respecto a las fracciones continuas ilimitadas ob
servaremos que siempre podremos llegar á obtener una reducida 
cuyo denominador sea igual ó mayor que una cantidad dada  ̂por 
muy grande que sea; pues según la formación de las reducidas van 
creciendo sus términos indefinidamente, á medida que crece el nú
mero de cocientes incompletos que se consideran. Por lo tanto siem

pre podremos llegar á una reducida^  cuyo denominador Q' sea 

igual ó mayor que la raíz cuadrada de S, en cuyo caso tendremos

de donde y dividiendo la unidad por cada una
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Q J
de estas cantidades, se halla

po™ ' “ SO

Donde vemos que la reducida ~  se diferencia de la fracción 
í Q'

4
continua total ¿p en una cantidad menor que la fracción dada — ,

8
según queríamos demostrar.

* 441. Una reducida cualquiera se aproxima más á la fracción 
continua total, que cualquiera otra fracción que tenga sus términos 
respectivamente menores que los suyos.

_ - . ,  , Q m
bea una reducida cualquiera — y una fracción — cuyos térmi-

Q n
nos m y n son respectivamente menores que Q y Q', y vamos á de- 

Q
mostrar que — se aproxima á la fracción continua más que el

quebrado —.
n

CONTÍNUAS.

En efecto, sea — la reducida anterior á la propuesta, y supon- 

m
gamos que el quebrado — no sea igual á esta reducida; pues si fuera

7h

igual, se aproximaría menos á la fracción continua que (438), y

P  7Í%
el principio quedaría demostrado. Siendo — y — fracciones diferen-

P' n
tes, habrá entre ellas una diferencia

P m Pn— mV
P' nV'
Q Ppero la que hay entre ^  y ^  6S, prescindiendo del signo,

Q i
y como

1 Pn— mP'
<Q' P' V'Q' •’ ........  P'Q' "  nV

por tener el numerador 1 igual ó menor que Pn— mP' y el denomi
nador P'Q' mayor que nP', porque ambos tienen el factor común P'
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y el otro factor Q' del primero es mayor, por hipótesis que el segun
do factor n del segundo.

Siendo la diferencia Y ^  menor que la de —  y —, se si
te 1- TI

m
gue que la fracción — no puede hallarse comprendida entre las re-

, P Q
ducidas ^  Y luego tiene que ser menor que la menor ó mayorp/  ̂ Q

que la mayor; pero ¡j?, valor de la fracción continua total, se halla 
comprendido entre las dos reducidas (437 coxs.J, es decir, es mayor 
que la una y menor que la otra.

Esto supuesto, si las colocamos en órden de magnitud, se tendrá 
una de estas combinaciones

m ¥  Q  ̂ P Q

m
en el primer caso, — se diferencia de x  más que la fracción que se

halla intermedia —  ; pero esta fracción se diferencia de x  más que

Q , , m O
luego con más razón — se diferenciará de a: más q u e E n  el U'  n Q'

segundo caso se ve evidentemente que se aproxima más á x  que

m Q
; Juego vemos que —  se aproxima más á la fracción continua to -H O'

m
tal que la fracción — cuyos términos son menores que los de la re-71 ‘
ducida, según se quería demostrar.

método de la«* fracciones continuas para encontrar nna soliiclou entera 
de una ecuación de primer grado entre dos variables.

• 442. La teoría de las fracciones continuas nos da un medio de 
hallar directamente una primera solución entera de la ecuación de 
primer grado con dos variables

ax-\-by=h.



En efecto, siendo a y 6 números primos entre sí, como se ha
a

supuesto (393), si desarrollamos el quebrado irreducible — en frac

ción continua, hallaremos una que será limitada (429) y cuya
a

última reducida será la misma fracción irreducible - .  Esto supuesto,
o

TÍX
sea— la reducida anterior á la última y tendremos, según hemos 

n
visto (435),

an— bm— dz 1 ;
multiplicando esta igualdad por ± 4 ,  se hallará

a x  {ztnk)-\-^X  (=F?n/vj = k ;

de modo que haciendo x=ztn7i é y=zpm k, la ecuación propuesta 
queda satisfecha; luego dznk y zpm/é es una primera solución de la 
ecuación axd~b¡j=& ; las demás estarán comprendidas, como ya lo 
hemos visto, en las fórmulas

x = ± n k z p b t  é y=zf:mk-±:at.

* 443. Por este método se puede ver que si los coeficientes a 2/ b 
tienen un factor común á, la ecuación dada no puede tener soluciones 
enteras^ á no ser que este factor se halle también en la cantidad 
constante .k.

En efecto, supongamos que a y & tengan el factor común ay se 
tenga a—^(¿ y b=3-l/; la última reducida que es una fracción irre

al a m
ducible 77 nos expresará el valor de — , de modo que llamando — á la 

b' h n
reducida anterior, se hollará

a'n— b'm=ziz\ de donde dza'n/czpb'ml=7i;

multiplicando y partiendo los dos términos del primer miembro de 
la última igualdad por « , se tendrá

, ztnk  ,, zpmA) , , dznk , ,
a 'a X ------ H -ú 'a x --------- = k ,  o a x --------- l - á x --------= k ;
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pero siendo m y n números primos entre sí, (436) y debiendo divi
dir a á los productos nk y mk pora que los valores de a; é y sean en
teros, es menester que « divida á/¿, lo cual queríamos demostrar.
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LECCION XLVIU .

Proj^resiones p o r  d ife re n c ia  7 c o c ie n te .— S a m a  d e  p o te n c ia s  sem ejan tea  y  en tera s  d é l o s  
térm in os  d e  n n a  p ro g re s ió n  p o r  d ife re n c ia .—A p lic a c ió n  á  las p ila s  d e  balas.

Progresiones por dlferenelu y cociente.

i44 . Las progresiones por diferencia y cociente véanse en nuestra 
segunda edición de la Aritmética lecciones x l v i  y x l v i i .

Sama de potencias semejantes y enteras de los términos de una progre
sión por diferencia.

* 445. Sea la progresión por diferencia

cuya razón es r, y n el número de términos. Según la definición, se 
tiene la série de igualdades b = a -j-r , c=b-\-i',... k=h-\-r, 
que elevadas á la potencia m -h l, nos dan

22
2

Sumando miembro á miembro estas últimas igualdades, su
primiéndolos términos 6'"+*, 0'"+*,...^ '«+ ', comunesá los dos miem
bros, y por último, pasando al primer miembro el término a'"+*, se 
tendrá

(m -l-l)w
2
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Establezcamos ahora, para abreviar, las igualdades siguientes
S i= a  + 6  -i-c + . . .  _j-¿ _i_; 
S,rzra2-¡_62_í_c^+,..

y tendremos, sustituyendo estas cantidades S,, Sj... S« en la igual
dad anterior,

de donde se saca la fórmula 

Sm =  /
/«+í_a'’'+i m , , m(m~i)

( w - h l ) r  2  

m fm -1 )fm -2 )  _ , m (m -1

2-3
m

2 . 3  . i  -  2 .3 .4  . , . . ' " ’(S».,.-«’”-»’; -  •.

en la cual el último término corresponde al valor de jo—m + l . Así, 
dando á m los valores sucesivos 0. 1 , 2 , 3,... en cuyo caso debere
mos parar en los términos que corresponden á los valores de 
p — i ,  p = 2 ,  p = 3 , p = i ,  etc., hallaremos las fórmulas particulares 
que nos dan las sumas de las potencias de los términos de una pro
gresión aritmética, cuyos exponentes respectivos son 0, 1 , 2 , 3 , etc.

*  44&. Consideremos como caso particular la progresión de la 
serie natural de los números -7- t  . 2 . 3 . 4 . ... N, en la cual se 
tiene a = l ,  r— 1 , / = N ;  por consiguiente, tendremos que la fór
mula general anterior se convertirá en

2 . 3 .  .i  ) - - 2 . 3 . 4  . ... "> -•

y haciendo sucesivamente m = 0 , 1 ,2 , 3, etc., en cuyo caso debe
remos parar en los términos del desarrollo correspondientes á los 
términos en que p tiene los valores respectivosp=l, 2, 3, 4, etc., y 
que por ser cero dichos términos no se escriben, tendremos

N— 1
!+ N  = N .
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N^— 1 1
P IL A S  D E

2N-hN’-- l-N -t -l  N (N +t)

N 3 _ I  9  9  i
- ^ ; s , - N ) - - ( s , - r  ) =

2 2 
N(N-H)(2N+1)6

N -̂1 3 3.2 .3 i N2;m_i_<\4

jtpilcuclon ú fa» p ilas cíe b a la s .

* 447. En los arsenales y parques de artillería se hallan las 
balas de un mismo calibre arregladas en pilas, las cuales pueden ser 
triangulares, cuadrangulares ó rectangulares.

Pilas  triangülahes. Estas pilas se componen de capas de ba
las que forman tri<ángulos equiláteros, y de los cuales cada uno tiene 
en su lado una bala ménos que en e! triángulo ó capa inferior, de 
modo que la última capa superior la forma una sola bala.

Para calcular las balas que contiene una pila de esta especie, lla
memos n al número de las que se compone el lado del triángulo 
que forma la capa inferior, y el número de balas de esta base, 
y se tendrá que dicha base se compone de n filas, de las cuales la 
primera contiene 1 bala, la segunda 2 , la tercera 3, y así sucesiva
mente hasta la enésima, que contiene n; luego el número total de 
balas de esta primera capa, será

_|-i Yi,

C n = I - ( - 2 -h 3 . . .+ n :^ - -^  (450, E j .  IV).

Si en esta fórmula hacemos sucesivamente n igual á los números 
1, 2, 3 ,... n, se hallará que el número de balas contenidas en cada 
capa, será

r, ^ 2^4-2 3^4-3 ^ n'^4-n

De modo, que llamando P, al número total de balas que contiene la 
pila, se hallará ^

124-1 2'2_̂ 2 32_j_3
P .=

2 2



Ó lo que es lo mismo,

' 2 2 
Donde vemos, que el numerador de la primera fracción es la suma 
de los cuadrados de los n primeros números enteros, y el del segundo 
la suma de estos números; por consiguiente, según el número an
terior, se tendrá la fórmula que da el número de balas de una pila 
triangular,

6 *
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12 ' 4
Ej e m p l o . Sallar el número de balas que contiene una pila trian

gular, cwja capa inferior tiene por lado 2o balas.
Según la fórmula hallada, se tendrá que el número de balas de 

la pila triangular, será
^ 2 5 x 2 6 x 2 7
P , = -------- ----------= = 2 6 x 1 3 x 9 = 2 9 2 5 .

P il a s  c ü a d r a n g ü l a r e s . Están compuestas de capas de balas 
que forman cuadrados, de los cuales cada uno contiene en su lado 
una bala ménos que el inmediato inferior; de modo, que la última 
capa superior no tiene más que una bala.

Para hallar el número de balas que contiene una pila de esta es
pecie, observaremos que, siendo n el número de balas que tiene el 
lado de la capa inferior, dicha capa se formará de n xn = n ^ ; la in
mediata superior, cuyo lado tiene una bala ménos, contendrá 
{n— \ ]{n ^ \ ]—[n— \ f;  la que sigue tendrá (n— 2)(n— 2) =  [n— 2)2, 
y así sucesivamente, hasta la antepenúltima, que tendrá 3x 3= 3 *̂ 
la penúltima 2 x 2 = 2 S  y la última 1 x 1  ó 1. De modo, que llaman
do Pe al numero de balas de la pila cuadrangular, se tendrá

íi(n-l-1 )(2n -f-1)
'  ̂ ( '̂38).

Ej e m p l o . Determinar el número de balas de una pila cuadrangu- 
lar, cuya base inferior tiene por lado una jila de 23 balas.

Según la fórmula, se hallará
^ 2 5 x 2 6 x 5 1

7--------=25x13x17=5525.6
P il a s  r e c t a n g u l a r e s . Se diferencian estas pilas de las cua- 

drangulares, en que sus capas son rectángulos en vez de ser cuadra-



dos, de modo que cada una contiene una fila ménos, y cada fila una 
bala menos que la capa inmediata inferior; así, la última capa supe
rior está formada por una fila, que supondremos contiene í/í-j-l 
balas.

Esto supuesto, la primer capa contendrá m -hl balas; la segunda 
contendrá dos filas de m-\-2 balas; la tercera tres filas de y
así sucesivamente; la ultima contendrá, suponiendo que son n el 
numero de capas, n filas de 7n~j-n balas. Luego el número total de 
balas que una pila de esta especie contendrá, será, llamándole Pr, 

P,.=(m-f-l)-i-2[m-f-2)H~3(m-(-3)-í-... n(m-+-n)= 
m t I + 2 + 3 + ... +n )+ (15 !+ 22-| -32+ ...

. n(w -hl) n[nn-l) (2n + 1)
2 6 ■

Y reduciendo á un común denominador, se halla por último 
^ n;n+l)(3m H -2n-f-1)
Tr— ---------------------- .6

Si se quisiera determinar el número de balas que contiene una 
pila rectangular, por el que tienen las dos filas de la base, ó sea de 
la capa inferior, observaríamos, que habiendo representado por m-|-1 
el número de balas que tiene la capa superior, la fila mayor de la 
base es m -f-n, y la menor es n; de modo, que llamando N al nú
mero de balas que tiene la fila mayor de la base, y n al de la menor, 
se tendrá

N =  7n + 7i;. de donde, ?u =  N— n.
Sustituyendo el valor de 7n en la fórmula anterior, hallaremos la 

nueva fórmula
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P . = -n(n-|-^) (3N— n -{-l)
6

que nos da el número de balas de una pila rectangular, conociendo 
el número de balas que contienen las dos filas de la capa inferior.

Ejemplo I. Hallar 'el nùmero de balas que contiene una pila rec
tangular de \ 0 capas, y cuya fila superior tiene también \ 0 balas. 

Aplicando la primera fórmula, se halla
^ lO X 'H x ía T -h S O -h í)

-----------------Q -----------------^ ÍO x 'l 'lx S ^ ^ S S O .

Ejemplo II. Hallar el numero de balas que contiene una pila reo-



/ .

p . = - = / l O X ' l l x 8 =  880.

íangular, cuya base tiene por lados dos filas que contienen la mayor 
19 balas y la menor 10.

Aplicando la segunda fórmula, hallaremos
1 0 x M x (5 7 —IQ-H )6

• 448. Cuando las pilas se hallan truncadas, y por consiguiente 
la capa superior se forma de varias Olas, se hallará el número de 
balas que esta pila truncada contiene, determinando el número de 
balas que contenga la pila total, después el de la pila que falta, y la 
diferencia de estos dos números será el número de balas del tronco 
de pila.

balas. 353

LECCION X L IX .

Ecuaciones exponenciales, su resolución.—Condiciones para que el ralor de a? sea conmen
surable en la ecuación exponencial.—Casos particulares ei  ̂que se simplifica la resolución 
de la exponencial.

Eciiacioucs cxponeucialc«!, su rcsoliiclou.

449. Se llama ecuación exponencial, aquella en la cual viene la 
incógnita como exponente; así a ^ ~ b  es una ecuación exponencial, 
y de las más sencillas.

450. La expresión a*, en la cual a es mayor ó menor que la uni
dad, puede representar cualquiera cantidad dada positiva.

En efecto, hemos visto en la lección quinta, que la diferencia

A ”  — A ” ’ ó — A , según que A sea mayor ó menor que 
Ja unidad, puede ser menor que dando á n un valor suficiente
mente grande; lo cual nos prueba que, si á a? le damos valores tan 
poco diferentes unos de otros como queremos, la expresión a® reci
birá también valores tan poco diferentes entre sí como se quiera; lo
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cual se expresará diciendo que, si x  varia por la ley de continuidad, 
la exponencial varia del mismo modo.

Esto supuesto, sea Si damos á x  valores negativos des
de —  oc hasta 0, y luégo positivos desde 0 hasta -f-oo , hallaremos 
para valores de la exponencial los siguientes:

=  n, . . . — 0, 1, -f-o o ,
40 4 4

” a? “ i 4 , fl®,.,,
a 00

luego si á o; damos valores que crecen desde — oo hasta -f-oo , la 
expresión crecerá desde 0 hasta oo .

Recíprocamente, si la expresión a® la igualamos á una cierta can
tidad b, y hacemos que b crezca desde 0 hasta oo , x  crecerá desde 
— »  hasta H-oo ; por tanto, no hay cantidad positiva que no pueda 
estar representada por en la cual a es mayor que la unidad.

Si f l< 4 ,  se podrá representar por una fracción de la forma — ,
a ,’

en la cual a, será mayor que la unidad; y entonces, dando á x  va
lores desde — oo hasta -{-o o , hallaremos para a* los valores si
guientes:

x = —c c , . . .— n , . . . ~ 2 , — i, 0, 1 ,  2 , . . .  n „ . . o o ,

4 4 4
00 at a,‘

Gn Gl GC
resultados completamente distintos de los hallados cuando o ;> 4 .

Por estas dos series de valores hallados para a®, vemos, según 
queríamos demostrar, que cualquiera cantidad positiva h puede 
estar representada por en la cual a r|- 4, siendo x  una cantidad 
real conmensurable ó inconmensurable, positiva ó negativa, pero 
única; pues en la serie de valores dados á a?, desde — oo hasta 
+00 , sólo hay uno para el cual la expresión puede valer una 
cierta cantidad b.

4o4. Cuando la cantidad a es positiva y diferente de la unidad, 
acabamos de ver que + ' puede representar cualquiera cantidad po
sitiva; vemos además que dicha expresión nunca puede valer una 
cantidad negativa, pues una cantidad a positiva elevada á cualquier 
potencia, siempre da un resultado positivo.

Si con el objeto de obtener de la expresión resultados negati
vos, suponemos que a es un numero negativo, y consideramos la
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exponencial (— a)^=b, hallaremos que la expresión (— a}'” no es 
continua; es decir, que á valores de x  que siguen la ley de conti
nuidad, no corresponden, como en a®, valores que siguen la misma 
ley de continuidad en la expresión (— Para demostrarlo demos

a X valores sucesivos de la forma cc— ---------- , ----------- v ----------, y
%m-\-i  ̂ 2m ^

hallaremos que la expresión (— aY pasa alternativamente de positiva 
k negativa, de negativa á imaginaria, y así sucesivamente; luego la 
expresión (— a)* no puede representar cualquiera cantidad, ya sea 
positiva, ya negativa; por lo cual no se consideran las exponenciales 
de esta especie.

452. Según la discusión que acabamos de hacer, vemos que 
siempre hay para x  un valor real conmensurable ó inconmensurable, 
positivo ó negativo, que verifica a la ecuación a^=h, en la cual a y 6 
son cantidades positivas, y a distinta de la unidad; además que este 
valor es único, pues en la serie de valores que recibe x ,  desde — oo 
hasta H -x  , seguiendo la ley de continuidad, sólo habrá uno, y nada 
más que uno, para el cual la exponencial recibirá el valor par
ticular h. Hallar este valor en un caso dado, es lo que constituye la 
resolución de la exponencial a^=b.

*  453. Para proceder con método en la resolución de la ex
ponencial

a^=b [i],
distinguiremos los seis casos que se pueden presentar; tres que 
corresponden al caso de ser y otros tres cuando a < 4 , los
cuales se hallan comprendidos en el siguiente cuadro:

b<ia
b:>a.b < a  £*<'],

í& <1 ' (& > 1
P r i m e r  C A S O . a > 1 ,  á > ' l ,  b ^ a .

Siendo a > 1 , dando á a? valores sucesivos desde 1 en adelante, 
a® irá creciendo cada vez más, á partir de a; luego llegaremos á en
contrar un valor entero « de a? que nos dé a^=b, en cuyo caso la 
ecuación queda resuelta, y el valor de cc es a; ¿ llegaremos al 
encontrar dos números m y m -h 'l, que comprenderán al valor de x ;  
porque se tendrá

luego X tendrá que ser mayor que m y menor que m -f-l.
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1
Hagamos, pues, cc =  mH— .

y
Siendo  ̂ una cantidad mayor que la unidad, y puesto que este 

valor de cc ha de verificará la ecuación [IJ, sustituyámoslo, y se 
tendrá

m-\—i- 
a y

de donde se deduce, dividiendo por a"’ , y después elevando á la po
tencia y.

representando por o, la fracción — .

Si comparamos esta ecuación [2] con la propuesta, veremos que 
ambas se hallan en las mismas condiciones. En efecto, en la ecuación 
propuesta se tiene y en ésta se tiene también porque

h
de la relación a^<C,h se saca — > 1 , ó a i > l ;  en aquella se tiene

y en ésta también se verifica que como se deduce de

la relación dividiendo por a^. En efecto, , ó

luego si la ecuación a (J = a , se halla en las mismas condicio
nes que la propuesta a ^ = h , podremos hallar del mismo modo la 
parte entera de la incógnita y, sustituyendo en la ecuación [ 2]  la 
serie natural de los números 1, 2, 3 ,... hasta llegar á uno que nos 
dé el valor exacto de ?/, ó hallar dos números n y n - t - l , que nos 
den ai” <Ca y en cuyo caso el valor de y  se hallará com-

1
prendido entre n y n-\~i, de modo que podremos hacer y =  n -\— .

J5
Lo mismo que anteriormente sustituiremos este valor de y en la 

ecuación [2] , puesto que debe verificarla, y hallaremos otra de la 
forma o /  — a,, con la cual haremos lo mismo que con las anterio
res, puesto que se halla en el mismo caso, y obtendremos el valor 

1
j s = p -\— , y la nueva ecuación a3« = a 2.



Continuando de la misma manera, iremos obteniendo la serie de
I  ̂ .valores w =  oH— , i5 =  r’+  — , etc.

V  IV

Si ahora sustituimos todos estos valores sucesivamente en el de 
X, hallaremos la fracción continua

1£C =  m-}-
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/\
1

P- i
2 r-+-etc.,

que nos expresará el valor de x  exacta ó aproximadamente, según 
lleguemos á un último cociente exacto 6 no.

Segundo ca so . a > 1 ,  ¿ > 1 ,  £»<a.
Si hacemos c c= 0  en la ecuación [1 ], se tiene a'’ =  1; pero ha

ciendo x = \ ,  se halla =  a; y como se tiene 6> 'l  y 6< o ,  es 
claro que el valor de x  estará comprendido entre 0 y 1 ; de modo

1
que podremos hacer x  =  — .

y
Sustituyendo este valor en la ecuación [1], hallaremos 

1
= h ,  de donde h'-^=a;

cuya ecuación se halla en el primer caso, por ser ,y  a > 6;
luego se hallará para valor de y una fracción continua, y por tanto 
la ecuación quedará resuelta.

Tercer  CASO. a > l ,  á < l «
Siendo b < a , como fácilmente se ve, no puede recibir en la 

exponencial a^=b, valores positivos, pues el valor 0 nos da ya un 
resultado a ° = l  mayor que 6; luego el valor de o: ha de ser menor 
que cero, es decir, negativo; esto supuesto, hagamos x = — y, y la

, 1 1
ecuación propuesta se convertirá en a~'->=h ó donde

Pero siendo 6<C‘l » l̂ - fracción — será ] > l ; y como a'^b, la ecua-
0

\
don a y = ~  se halla en uno de los dos casos anteriores, y por tanto

b
podremos hallar, como ya se ha dicho, el valor de la incógnita y, 
el cual, tomado con el signo — , nos dará el de x .



Cu a r t o  CASO. a < C l, h<C.a. -
Siendo a < 1 ,  la expresión hemos visto que decrece indeflni- 

damente á medida que el exponente x  va aumentando; de modo, 
que si á 03 le damos los valores sucesivos 1, 2, 3 ,... llegaremos á 
encontrar uno que nos dé el valor exacto de x ,  que verifica á la 
ecuación propuesta, a ^ = b ,  6 hallaremos dos números consecutivos 
m y 772+1, que nos darán y y por consiguiente el
valor de x  estará comprendido entre estos dos números.

1
Hagamos, pues, x = m ~]— . Siendo y mayor que la unidad, y

y
puesto que este valor de x  ha de verificar á la ecuación propuesta,

1
sustituyéndole se hallará lo mismo que en el primer caso, a  y = h  
ó a ^ = a ’, pero de las relaciones y se deduce que
esta ecuación a ^ ^ = a  se halla en las mismas condiciones que la pro
puesta a ^ = b ;  por tanto, podremos hallar, lo mismo que en el pri
mer caso, una série de valores
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y-
1 1 1

m + - ,  u = q~ h
z  u V

etc.,

los cuales nos darán por valor de x  una fracción continua.
Q u in t o  CASO. a < l ,  6 < 1 ,  6 > c t .  Se reduce al cuarto caso, del 

mismo modo que el segundo se redujo al primero.
Se x t o  c a s o . El valor de x  es negativo como en el tercer caso, 

y se reduce al cuarto ó quinto, del mismo modo que aquél se re
dujo al primero ó segundo.

E j e m p l o . Sea hallar el valor de a?, que verifica á la ecuación
10«’= 200 .

Dando á x  los valores 1 , 2 ,  3, etc., se ve que el valor de x  se
 ̂ 1

halla comprendido entre 2 y 3; de modo que haremos a ? = 2 + —.
2/

Sustituyendo este valor de x  en la ecuación propuesta, hallare
mos, después de toda reducción.

Sustituyendo en vez de y  los números 1 , 2 ,  3, etc., se halla que 
el valor de y  está comprendido entre 3 y 4; por tanto, haremos 

i
y = 3 + —.
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Sustituyamos este v a lo r  en líi e cu ación  an terior , y  hallarem os
después de toda  red u cción  (1 el va lor de -s se halla en esta

ecu ación  com pren d ido  en tre  3 y  4 , de m od o  qu e harem os z

S u stituyendo este va lor de -s en  la e cu a ción  an terior , se hallará 
(1 ,0 2 4 ) ’‘ .= ^ ,2 3 ,  en esta ecu ación  el valor de w se halla com pren 

d id o  en tre  9 y  1 0 , p or  con sigu ien te , harem os « = 9 + - *

Sustituyendo este va lor en la ecu ación  a n te r io r , hallarem os 
{ 1 , 0 0 9 r = 1 ,0 2 4 , en don d e  el va lor d e  u se halla com p ren d id o  entre

2  y  3 , de m o d o  que h acien d o te n d re m o s , sustituyendo

estos valores en el de x,  la fra cción  con tin u a

\

3 -4 “
1

1

9 -
1
2-t-etc.

Y formando las reducidas se hallará según la regla (428)
7 23 214 4ol
3 ’ ÍO’ ”9 3 ’ 196’

esta última se diferencia del valor de cc en ménos de la cantidad

 ̂ __ í— • por consiguiente, si la reducimos á frac-
1 9 6 (1 9 6 4 -9 3 )  5 6 0 4 4
cion decimal, se hallará una cuyo error principiara en la quinta 
cifra: así se tendrá a ;= 2 ,30102 número cuyas cuatro primeras ci
fras decimales son exactas.

Coadiciones pava que el valor de  ̂ sea coiimcusurable ea la  ccuacioa
cxp on eu cla l.

»  454. Como el valor de a: que verifica á la exponencial a^=b, 
viene bajo la forma de una fracción continua, conviene saber cuando 
ésta será limitada ó ilimitada; es decir, cuándo ic será conmensura
ble 6 inconmensurable.

Sean, en primer lugar, a y 6 dos números enteros y veamos
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á qué condiciones tienen que satisfacer para que x  sea un número

conmensurable
n

Si el valor de x ,  que verifica á la ecuación exponencial propuesta, 
, , m

es conmensurable e igual a —, se deberá tener
n

a« = 6, de donde
Esta relación nos manifiesta que todo factor primo a de a, tiene 

que estar contenido necesariamente en &, pues de lo contrario divi
diendo por él, el primer miembro seria entero y el segundo frac
cionario, luego para que las igualdades anteriores puedan verificarse, 
es necesario como condición precisa que a y b contengan los mis
mos factores primos. Luego si se tiene, por ejemplo,

se deberá tener
Sustituyendo estos valores en la relación a”̂ =b^, tendremos

^rm asm— „p'nog'nyr'n?.s'n ^

Para que esta última igualdad se verifique, es necesario que cada 
factor primo se halle repetido en arabos miembros un mismo nú
mero de veces, pues de lo contrario dividiendo por aquel que en 
uno de los dos miembros estuviera elevado á mayor potencia, nos 
daria el absurdo de ser un número entero igual á un fraccionario; 
luego tendremos, por segunda condición

pni—p'n, qm =q'n, rm—r'n, sm = s%

de donde —
otm j ) ‘ 'tn q' m r' m s'

n p* n q ’ n r ’ n s
Recíprocamente, admitamos que se tengan las igualdades

pf qf

p  q r s '

Si hacemos x  =  ~ — se tendrá p x —p’ , qx—q’ , r x —r' 
p  q r  s 1 1 .

s x ~ s ’ , y por consiguiente

Luego para que x sea conmensurable en la exponencial a *= b , es 
necesario y suficiente que a y b se compongan de unos mismos facto
res primos, y  los exponentes de b estén con los de a en una misma 
relación.

of
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* 4oo. jSÍ los factores de a vienen elevados d la primera potencia, 
para que x sea conmensurable en la ecuación exponencial a*=b, es 
necesario que b sea una potencia exacta í/e a.

En efecto, sea se deberá tener por primera condición
y por segunda p^—(f—'d = s', luego —
y por consiguiente la ecuación exponencial se con

vierte en de donde x = p \  que nos prueba que no sólo x  es
conmensurable sino entero é igual al exponente de la potencia que 
expresa h. Así' en la exponencial \ 0^=b, x  no puede ser conmensu
rable mas que en los casos de ser b una potencia de ^0 y entonces 
no sólo es conmensurable, sino entero.

* /io6. Sean, en segundo lugar, a y ó ¿os números fraccio

narios de la forma ~  y r,- La igualdad se convertirá en
h' •’ k' 

h”’k''^=h'»^]e.

Siendo h y / /  primos entre sí, lo mismo que 7i y Id, sus potencias 
respectivas también lo serán; así, para que la igualdad anterior^se 
verifique, es necesario que se tengan las igualdades y h Ti ,
que nos prueban que los numeradores de las dos fracciones que 
representan á las cantidades a y b, han de estar formados de los mis
mos factores primos, y éstos elevados á exponentes cuya relacion sea 
igual en todos; y lo mismo se ha de verificar respecto á los denomi
nadores.

casos particulares c .  que se sinipIlUca la  resolución de la expoucnclal.

* 457. La resolución de la exponencial a^— h, se simplifica no
tablemente, siempre que las cantidades a y 6 sean potencias de un 
mismo número primo.

Sea, por ejemplo, 8 '  =  128, la ecuación exponencial que quere
mos resolver. Siendo 8 = 2 ’ , y 128= 2 ’ , la ecuación anterior se con
vertirá en (2’ ) ' = 2’  ó 2* '= 2’ , de.donde se deduce inmediatamente
3cc=7, de donde a?=2~.

Si la ecuación fuera 125- =  3125, observaríamos que  ̂25 es igual 
6^ y 3125 es lo mismo que 5^ luego la ecuación propuesta se con
vertirá en 5*-*' =  5'‘ de donde 3a? =  5 ó a ? = 1 -f*



Si a se compone de factores primos elevados á la primera poten
cia, el valor de x  será conmensurable ó inconmensurable, según 
que h sea ó no una potencia exacta de a\ en el primer caso x  será 
igual al exponente de dicha potencia, en el segundo el valor de so será 
inconmensurable.

3 6 2  LOGARITMOS.

LECCION L .

D e los logaritmos considerados como exponentes. Perfecta correspondencia entre ambos 
modos de considerarlos.—Demostración de las propiedades de los logaritmos, y  construc
ción de las tablas por las ecuaciones exponenciales.—Disposición de las tablas de Callet.

D e lo s  log;arU9uos con -^ iderados com o  cx p o u ca te s . P e r fe c ta  co rrcsp o n . 
d e u d a  e n tre  aiulios m o d o s  d e  co n s id e ra r lo s .

4o8. La deünicion que hemos dado en Aritmética diciendo que 
los logaritmos son: los términos de una progresión por diferencia que 
principia por 0, correspondientes á los términos de una progresión por 
cociente que principia por \, se le llama elemental. Algebráicamente 
se definen los logaritmos diciendo que: el logaritmo de un número 
cualquiera es el exponente de la potencia á que debe elevarse una can
tidad constante, llamada base, para reproducir el número dado.

Así como en Aritmética hemos deducido los logaritmos de dos 
progresiones, una por diferencia y otra por cociente, en esta otra 
manera de considerar los logaritmos, los deduciremos de la ecuación 
exponencial b ^ = y ,  en la cual b representa un número constante y 
en general mayor que la unidad, tj un número positivo cualquiera 
y oj el logaritmo de este número; el número constante b que elevado 
á una potencia x  ha de reproducir el número y cuyo logaritmo es x ,  
es á lo que se da el nombre de base de los logaritmos.

459. Debiendo representar la exponencial cualquier número 
positivo y, es necesario que la base b, sea positiva y distinta de la
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unidad-, si no cumple con estas dos condiciones la exponencial ¥  no 
podrá representar un número cualquiera.

No teniendo que satisfacer la base h á más condiciones que á ser 
positiva y distinta de la unidad, podremos elegir para valores de b, 
tantos números como queramos y como entóneos los exponentes de 
las potencias de la base que nos reproduzcan un mismo número n, 
serán desiguales, se sigue que un mismo número podrá tener tantos 
logaritmos como queramos, y que todos dependerán del valor parti
cular que demos á la base b; así, llamando x ,  m', los expo
nentes de las potencias á que hay que elevar las bases 6, b', 
para que nos reproduzcan el mismo número n, es decir, que si se tie- 
ne b '= n ,  b'^'^n, b"^" =  n ,... cada uno de estos exponentes 
aj, x ', será el logaritmo del número n, considerado respectiva
mente en los sistemas cuyas bases son b, b'^...

460. Cualquier sistema que se considere se tendrá que el lo
garitmo de la unidad es 0, y el logaritmo de la base es 1 .

En efecto, la exponencial b-̂  =  y nos da, haciendo sucesivamente
é y — b,

b■^=^, de donde a; =  0 y = á, de donde x  1 .
461. A poco que se examinen los dos modos de considerar los, 

logaritmos, veremos la exacta correspondencia que hay entre ellos.
En efecto, de la deflnicion aritmética se puede deducir la alge- 

bráica, y al contrario. Para demostrarlo consideraremos las dos pro
gresiones que constituyen un sistema de logaritmos

g-3 : : q : q^: q^—  . . . .  y .........  - i ^  . - ' f l  l-
1 . . . .  i -n r ) ........ (-3 r }.(-2 7 -).(-0 .0  . r . . 3 r ........n r . . . .

Si ahora representamos por b la raíz aritmética del grado r de

la cantidad q, tendremos \^g =  b, de donde q==b^ cuyo valor sus
tituido en la progresión anterior nos convertirá el sistema [ 1J, en e 
siguiente
^  : i -  l i " : . . .
■-i- ; ( - « r )  ( - 3 r ) . ( - a r ) . ( - r ) . o . r . 2r . 3 r ........  nr . ...

Donde vemos que el logaritmo del número representado por ¿i’*’' 
será nr; es decir, el exponente de que está afectado el numero cons- 
tante b. Por cuya razón vemos que de la deflnicion aritmética de 
logaritmos, podemos deducir la deflnicion algebraica de los mismos 
diciendo que logaritmo de m  número es el expmiente de la potencia a



que dehe elevarse una cantidad constante b, para reproducir el mismo 
número.

Supongamos ahora, que de la definición algebraica que se da de 
los logaritmos, queremos deducir la aritmética, con lo cual quedará 
demostrada la perfecta correspondencia que hay entre ambas defi
niciones.

Para ello consideremos la ecuación exponencial b̂  =  y, que nos 
determina un sistema cualquiera de logaritmos por su base b.

Si á o? le damos una serie de valores en progresión por dife
rencia

cc =  . . .— íir ,...— 3r,— 2r,— r, 0, r, 2r, 3r,... nr,... 
cuya razón r sea tan pequeña como queramos, hallaremos para va
lores de y una serie de números en progresión geométrica,

6-*-, ] ,  b^,  b ' ^ ; . . .

de donde deduciremos que los valores de x ,  ó sean los logaritmos de 
los núm.eros, son los términos de una progresión por diferencia que 
principia por cero y  que corresponden á dichos números considerados 
como términos de una progresión geométrica que principia por la 
unidad.

364 LOGARITMOS.

D em ostración  de Ins p ropiedades d e  lo s  lo^^arltnio»», y  construcción  de la s  
ta b la s  por la s  ecu acion es exponenciales.

462. Una vez demostrada la perfecta correspondencia que hay 
entre las dos maneras de considerar los logaritmos, pasemos á jus
tificar todas las propiedades de que éstos gozan, y que ya hemos 
considerado en la Aritmética.

En primer lugar observaremos, que debiendo ser la base 6 del sis
tema de logaritmos, como ya hemos dicho (4o9), un número posi
tivo cualquiera distinto de la unidad, sólo los números positivos pue
den tener logaritmos, y éstos tantos cuantas sean las bases que se 
consideren; pero una vez elegida una base cualquiera 6, en este sis
tema un número n no puede tener más que un logaritmo, pues 
en la exponencial 6 = n ,  sólo puede recibir x  un valor que la sa
tisfaga.

463. Siendo la base de un sistema de logaritmos el número que 
tiene la unidad por logaritmo. Aritmética (446), el número que 
tiene también la unidad por logaritmo en el sistema que se deduce
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de la exponencial 6'= y ,  es W— y; ó lo que es lo mismo, b es la base 
del sistema; por tanto, la base de un sistema tal como se ha deü- 
nido en el método elemental de los logaritmos, es enteramente la 
misma que se obtiene considerando á éstos como exponentes.

464. Si la base de un sistema es, como generalmente se consi
dera, mayor que la unidad, se tendrá que los logaritmos de los nú
meros mayores que 1 y menores que la base, serán mayores que 0 
y menores que 1 ; el logaritmo de la base será la unidad, y el de 
cualquier potencia de la base será el exponente de esta potencia; el 
logaritmo de un número comprendido entre dos potencias de la base, 
estará comprendido entre los dos exponentes de estas potencias. Los 
logaritmos crecerán indefinidamente cuando los números lo hagan 
también; así, se tendrá log. oo = oo  .

El logaritmo de la unidad ya hemos dicho que es cero.
Los logaritmos de los números menores que la unidad, son me

nores que cero; es decir, negativos, y tanto mayores en valor nu
mérico cuanto menores son los números á que corresponden; así, 
se tiene log. 0= — qo .

O b s e r v a c i ó n . Cuando la base es menor que la unidad, sucede 
todo lo contrario; así, se tiene entonces log. 0= oo  , log. co = — oo .

463. La justificación de las propiedades de los logaritmos es 
muy sencilla por medio de la exponencial. En efecto, sean N, N^ 
N'C N^^C... varios números cuyos logaritmos, en un sistema 6, sean 
cc, o /, a/C os'",... lo cual se expresará por

de las cuales se deducirán fácilmente, según las reglas del cálculo 
algebráico, las siguiente:
N X N ^X N '^X N "^X ... =  6’X 6 ''X & " ''X & ''" X ...

N _ ^

m,_ m.__ ^
1/N =  K 6 " = 6 ' "  .

Pero según la definición algebráica de los logaritmos, los expo
nentes de la base b, en los últimos miembros, son ios logaritmos de 
las cantidades que están en los primeros; luego traduciendo al len-
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guaje vulgar estas ecuaciones, hallaremos la justificación de las pro
piedades conocidas.

466. Si quisiéramos construir unas tablas de logaritmos vulga
res por medio de la exponencial que en este caso se reduce á
\0'-=y, venamos por las mismas consideraciones que se hicieron en 
la Aritmética (460), que sólo'tendriamos que calcular los logaritmos 
de los números primos comprendidos entre 1 y el límite superior de 
las tablas; que bastaria calcular éstos con nueve cifras decimales 
exactas, para obtener los logaritmos de los números enteros desde 1 
hasta'130000 con siete cifras decimales exactas; que sólo los nú
meros que fuesen potencias de 10 tendrán por logaritmos números 
conmensurables (45o) y enteros, pues ser<án los exponentes de dichas 
potencias. Los logaritmos de los demás números compuestos, se ha
llarán sumando los logaritmos de los factores primos que los forman; 
y por último, que el logaritmo de un número primo cualquiera n, 
se calculará resolviendo la exponencial 10 = n ,  y hallando el valor 
de X con el grado de aproximación que se quiera, según se ha dicho 
anteriormente.

467. Si construidas unas tablas de logaritmos en una base cual
quiera b, quisiéramos construir otras cuya base fuera no habría
más que multiplicar los logaritmos del sistema dado, por la unidad- 
partida por el logaritmo de la nueva base tomado en el sistema cono
cido, cuya cantidad constante sabemos que se llama mòdulo relativo 
de los logaritmos.

Sean, en efecto, los logaritmos de un cierto número n
tomados en dos sistemas cuyas bases son b y b'; de modo, que se 
tendrá n=b^, y n=b'^'.

Si suponemos construidas las tablas de logaritmos cuya base es h, 
y representamos los logaritmos de este sistema por log j, tendremos, 
tomando logaritmos en el sistema conocido,

\o^i,n=x log6 b = x ,  y log& n^íc^og;. 6';
1

de donde x=x'\o^^bb' ò a / = x x ~ — —,
lo^bb'

que nos prueba que el logaritmo cd del número n, correspondiente 
en el sistema que tiene por base b' es igual á x ,  logaritmo del mis-

1
mo número en el sistema cuya base es 6, multiplicado por — r:;logsc»'
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es decir, por la unidad dividida por el logaritmo de la nueva base 
tomado en el sistema cuya base es h.

DlspoHicion de laH ta b las de Callet.

* 468. Como las tablas generalmente usadas son las de Callet , 
conviene explicar la disposición en que se hallan, para poder resol
ver por ellas todas las cuestiones relativas á los logaritmos.

* 469. La primera de las tablas, que está encabezada con el
nombre de Chiliade I 1.*, que significa reunión de mil
unidades), contiene los números naturales desde 4 hasta 4200 en 
columnas verticales,,encima de las cuales se halla la letra N, inicial 
de nombre (número). A la derecha de cada número se halla la man
tisa del logaritmo correspondiente aproximada con ocho cifras de
cimales, formando unas segundas columnas, encima de las cuales se 
halla escrito log. inicial de logarithmes (logaritmos). No se escribe 
en las tablas la carecterística de los logaritmos, porque se sabe cuál 
es á la sóla inspección del número [Arit. 454.)

Esta tabla, como se vé, no ofrece dificultad alguna, y seria por 
consiguiente fácil hallar el logaritmo de un número cualquiera con- 
leniüo en ella, ó el número correspondiente á un logaritmo dado.

Pasemos á las tablas siguientes, que ya son algo más complicadas; 
y para que sea más fácil su comprensión, reproduciremos una de las 
páginas de las tablas de Callet, en la cual no consideraremos las dos 
primeras columnas de la izquierda, por no tener una relación di
recta con la teoría de los logaritmos.
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Estas segundas tablas contienen los números desde 1020 hasta 
•'108000. La columna qife se halla encabezada con la inicial N, con
tiene la serie natural de los números desde ^020 hasta 10800- La 
siguiente, que se halla encabezada con la cifra 0, contiene las man
tisas de los logaritmos, calculados con siete cifras decimales, de los 
números correspondientes que están á su izquierda; de modo, que la 
reunión de estas dos columnas puede considerarse como la conti
nuación de la primera tabla, y dan por lo tanto los logaritmos desde 
1020 hasta 10800.

La columna que está encabezada con la cifra 0, vemos que está 
dividida en otras dos, de las cuales la primera de la izquierda se com
pone de números de tres cifras que van aumentando de unidad en 
unidad, y que no están colocados á igual distancia unos de otros; la 
segunda se compone de números de cuatro cifras que no dejan inter
valo alguno entre sí. Esto no es más que una simplificación que con
siste en no repetir las tres primeras cifras en todos aquellos logarit
mos que las tengan iguales; así, por ejemplo, la plana que conside
ramos, cuyo primer logaritmo correspondiente al número 4440, 
tiene por mantisa 6473830, y los números que siguen hasta el 4446 
inclusive, tienen todos por parte común las tres primeras cifras; y 
en lo que difieren, que es en sus cuatro últimas, se hallan escritas. 
La misma simplificación se hace en la columna de los números; pues 
aunque todos se componen de cuatro cifras, no se escriben así más 
que de cinco en cinco; de ios intermedios sólo se escriben las dos 
últimas. El número 4443, que es el cuarto de esta plana, y que sólo 
hemos escrito de él las dos últimas cifras 43, porque ya se sabe que 
las otras dos de la izquierda son las mismas que las del número de 
cuatro cifras inmediatamente superior, tiene su logaritmo por man
tisa el número 6476763, cuyas cuatro últimas cifras son las que se 
hallan enfrente del número, y las tres primeras son las que primera
mente se encuentran ascendiendo en la primera columna de que 
acabamos de hablar. Del mismo modo, la mantisa del logaritmo del 
número 4457, será 6490426; la del 4472, será 6305018. Desde el 
número 10000, cuyos logaritmos vienen calculados con ocho cifras 
decimales, los números aislados que forman la primera de estas dos 
nuevas columnas, contienen cuatro cifras.

Cuando dos números son décuplos el uno del otro, la parte deci
mal en arabos es la misma {Arit. 452); así, las dos columnas marca-

si



das con N y 0, nos dan también de 10 en 10 los logaritmos de los 
números comprendidos entre 10200 y 108000; así, el logaritmo 
de 44580, tendrá por mantisa el número 6491401; la del logaritmo 
del número aumentado en 10 unidades 44590, será 6492375.

Para obtener los logaritmos de ios números intermedios, tenemos 
las nueve columnas siguientes marcadas con las cifras 1 , 2, 3 ,... 
hasta 9, las cuales contienen las cuatro últimas cifras decimales de 
los logaritmos de los números de cinco cifras, cuyas cuatro primeras 
se hallan en la primera columna N, y la última en la parte superior 
de la columna que se considera. Así, la que tiene la cifra 0 en su 
parte superior, contiene las cuatro últimas cifras de los logaritmos 
de los números desde 10200 hasta 108000, que terminan en un 
cero, y que puestas á la derecha de las tres ó cuatro primeras, se
gún que los logaritmos se hallen calculados con siete ú ocho deci
males, que se hallen enfrente ó en la parte superior en la primera 
columna de los números aislados de que hemos hablado, constituyen 
toda la mantisa del logaritmo del número propuesto.

La columna marcada con la cifra 1, contiene las cuatro últimas 
cifras de los logaritmos de los números de cinco cifras terminados 
en 1 ; la marcada con la cifra 2 , las de aquellas que terminen en 2 ; y 
así sucesivamente hasta la marcada con 9, que representa las de los 
números que terminan en 9. De este modo se tiene una tabla de los 
logaritmos correspondientes á los números de cinco cifras. Para 
buscar en ella el logaritmo de un número, se consulta la columna 
N, yen ella se hallarán las cuatro primeras cifras del número; una 
vez halladas, se correrá la vista hasta la columna que esté marcada 
con la última cifra del número dado, y en ésta se encontrarán las 
cuatro últimas cifras del logaritmo; cuyas tres ó cuatro primeras, 
según que los logaritmos tengan siete ú ocho cifras decimales, se 
hallarán enfrente ó en la parte superior de la línea horizontal que 
se considera, en la columna primera de que ya hemos hecho men
ción y que hemos llamado de números aislados. Así, la mantisa del 
logaritmo correspondiente al número 44638, se hallará buscando 
primero en la columna N el número 4463, y recorriendo después 
la vista hasta la columna marcada con la última cifra 8, hallaremos 
las cuatro cifras 7047, que serán las cuatro últimas del logaritmo 
que se busca. En cuanto á las tres primeras, se hallan expresadas 
en la parte superior de la columna de los números aislados, y son

370 LOGARITMOS,
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649; de modo que la parte decimal del logaritmo del número dado,
será 6497047.

No deben pasar desapercibidas ciertas interrupciones que á pri
mera vista se notan en las líneas que forman las columnas que nos 
dan las cuatro últimas cifras de un logaritmo. Así, por ejemplo, en 
la página que hemos tomado de modelo, á partir de las cuatro ci
fras 9988, que se hallan en la columna 3, sigue una línea en blanco; 
y la línea siguiente principia en blanco, y continúa hasta la colum
na 4, en donde se hallan las cuatro cifras 0085. Nótese también, 
que toda línea que principia en blanco, respecto á las columnas 0, 
/\, 2 ,... corresponde á un número de la primera columna que he
mos llamado de números aislados; así, enfrente de la primera línea 
en blanco, se halla el número 648; enfrente de la segunda, el nú
mero 649; enfrente de la tercera, el número 630; y así sucesiva
mente. En la columna N, y enfrente de la línea que principia en 
blanco, se halla también que no hay número. Esto, que suele con
fundir á los principiantes, es muy sencillo de comprender, y apreciar 
la ventaja que ocasiona por su claridad.

Cuando consideramos el logaritmo de un número cualquiera, el 
primero por ejemplo, 44400, sus tres primeras cifras 647, son co
munes á todos los logaritmos de ios números que le siguen; pero 
llegaremos necesariamente á uno cuyo logaritmo no empezará en 
su parte decimal por las tres mismas cifras 647, sino que variarán; 
y como esto no ha de suceder precisamente en los números que ter
minen en la cifra 9, en cuyo caso no habría estos trozos de líneas 
en blanco, es necesario marcar hasta qué número corresponden 
dichas tres primeras cifras. Así, todas las mantisas de los logaritmos 
de los números 44400 hasta 44463, empezarán por las tres cifras 
decimales 647; pero la parte decimal del siguiente número 44464, 
que al ir á buscarla, según se ha dicho, nos hallamos que las cua
tro últimas cifras se hallan en blanco, no principia por las mismas 
tres cifras 647, sino por las siguientes 648, las cuatro últimas se 
hallan en la fila en que este número se encuentra, y en su columna 
correspondiente 4; por consiguiente, dicha parte decimal será 
6480085.

A partir de este número, en todos los siguientes principian sus 
logaritmos por las tres cifras decimales 648, hasta llegar al número 
44566, desde el cual principia á regir el número aislado siguiente



de tres cifras 649, para primeras de la parte decimal de los loga
ritmos de los números que siguen.

Del mismo modo veremos que la parte decimal del logaritmo 
del número 4477o, es 6o l03o6.

Finalmente, la última columna á la derecha, contiene las dife
rencias que hay entre cada dos logaritmos consecutivos; en las dos 
tablitas que hay debajo separadas por una raya vertical, las partes 
de estas diferencias correspondientes á un décima, dos, tres, etc., 
hasta nueve. Estas diferencias vienen expresadas en unidades del úl
timo orden decimal, lo mismo que las correspondientes á las tabli
tas, de que hemos hablado.

3 7 2  LOGAEITMOS.

LECCION LI.

Uso de las tatlas. Dado mi número enalquiera. Bailar por medio de las tablas su logaritmo. 
Dado el logaritm o de un número, hallar este número.

Dso lio la «  tablas. D ado mu núnioro cnaliin icra, h allar por m ed io de la«  
ta b la« su  logaritm o .

*  470. Bajo el epígrafe de uso de las tablas, ó manejo de las 
mismas, se comprende el modo de resolver los dos problemas si
guientes: 1.*’ Dado un número cualquiera, hallar por medio de las 
tablas su logaritmo. 2.° Dado un logaritmo, hallar el número á que 
pertenece. En cada uno de estos problemas se consideran varios ca
sos, de los cuales vamos á oc uparnos en la presente lección.

* 4 7 1 .  PiiDiER CASO. Que el número dado para hallar su loga
ritmo sea entero, y esté comprendido entre \ y \ 200. Se buscará este 
número en la columna N, y una vez hallado se verá enfrente la 
mantisa de su logaritmo en la columna marcada Log.; se le pone á 
ésta la característica correspondiente, que ya se sabe que es un nú
mero de unidades igual al de cifras que tiene el número ménos una,
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y se tendrá el logaritmo pedido. Así, el logaritmo de 124 es 
2,09342169; el de 56o, es 2,75204845; y el de 1167, será 3,06707086.

* 472. Segundo caso. Que el número dado sea entero, y se 
halle comprendido entre 1020 y 10800. Se busca como ántes en, la 
columna N el número dado, y enfrente, en la columna marcada con 
la cifra 0, se hallará la mantisa, si el número que hay allí contiene 
siete cifras; y si no tiene más que cuatro, ya hemos dicho que éstas 
son las últimas de la parte decimal del logaritmo; las primeras se 
hallarán en la columna de los números aislados, en la parte inme
diata superior. Así, se tendrá: log. 2812=3,4490153; log. 4440=  
3,6473830; log. 4473=3,6505989; log. 10487=4,02065127.

* 473. Tercer caso. Que el número entero, cuyo logaritmo 
queremos hallar, esté comprendido eníre 10200 y 108000. Sebos
eará en la columna N el número que forman las cuatro primeras ci
fras; en la columna marcada con la última cifra del numero y en la 
misma línea horizontal en que se hallan las cuatro primeras del 
mismo, se hallarán las cuatro últimas cifras decimales del logaritmo: 
sus tres ó cuatro primeras se hallarán, o en la misma fila horizon
tal, ó en la parte inmediata superior de la primera columnita de los 
números aislados. Si en la columna marcada por la ultima cifra del 
número y en la fila horizontal en que se hallan las cuatro primeras 
cifras del mismo no se halla número alguno, es decir, está en blan
co, entonces se toman las cuatro que se hallan en la fila inmediata 
inferior, en la cual se hallarán también las tres ó cuatro primeras 
en la columna de los números aislados. Así, se tendrá; log. 44406 =  
4,6474417; log. 44623 =  4,6495588; log. 44568=4,6490231; 
log. 104762=5,02020378.

* 474. Cuarto caso. Que el número sea entero, mayor que 
108000 y menor que 100000. Si el número dado es mayor que 108000 
y menor que 100000; es decir, si el número dado, siendo mayor que 
108000, sólo consta de seis cifras, separaremos con una cómala 
última cifra, loque equivale á dividir el número por 10 , lo cual, 
como ya sabemos [Arit. 452), no altera en nada la parte decimal del 
logaritmo; en cuanto á la característica, ya sabemos que viene dis
minuida en una unidad; mas como al final hemos de ponerle la que 
por el número de cifras del número dado corresponda, no tenemos 
necesidad de tener en cuenta la variación que experimenta, cual
quiera que sea la operación que con el número hagamos. Esto su
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puesto, hallaremos, según el caso anterior, la mantisa del logaritmo 
correspondiente al número de las cinco primeras cifras, á la cual se 
Je agrega la parte correspondiente á la cifra separada, que son las 
décimas del número dividido por ^0; cuya parte se hallará en las 
tabhtas que hay debajo de la diferencia que se halle más próxima en 
la columna marcada con la inicial Dif., enfrente de la cifra significa
tiva Igual á la última del número, ó sea la separada á la derecha- 
bea, por ejemplo, hallar el logaritmo del número 44-3738. Sepa- 
rando la cifra de la derecha con una coma, tendremos el número 
44ov3,8, y la parte decimal del logaritmo del número 44373, será 
según el caso anterior, 6490719; la diferencia más próxima en la 
columna Dif. es 98, y la parte que en la tablita que tiene debajo, 
correspondiente á la cifra separada 8, es 78 unidades del séptimo 
órden que se deben agregar á la mantisa hallada, lo cual nos da para 
mantisa del logaritmo que se busca, el número 6490797; luego el 
logaritmo del número propuesto, será 3,6490797.

* 473. Si el número es mayor que J 020000 y menor que 
■1080000, se hallará el logaritmo de la misma manera, determinando 
primero la mantisa del número de seis cifras, y luégo la parte cor
respondiente á la séptima; la característica será, como siempre, la 
que le corresponda al número de cifras. Así, se tendrá; log. '1042373— 
6,01810647. En efecto, la mantisa del logaritmo del número 104237 
es, según el tercer caso, 01810322, y la parte correspondiente á la 
cifra separada 3, es, según las tablitas de las diferencias, 123, luego 
la mantisa del logaritmo que se busca será 01810322-1-125 — 
01810647, y el logaritmo será 0,01810647.

* 4;0.  Q u in t o  c a s o . Que el número cuyo logaritmo queremos 
hallar exceda al mayor número de las tablas, ó sea á 108000, en más 
de una cifra. Para hallar el logaritmo de un número que se halle en 
este caso, se principia por separar á la derecha con una coma un nú
mero de cifras, tal que el número que quede á la izquierda se halle 
comprendido en el tercer caso, y por él se hallará la mantisa corres
pondiente; después se determinará la parte que corresponde á las ci
fras separadas, multiplicando esta parte por la diferencia que se halle 
más próxima en la columna Dif.; de la derecha del producto se sepa
ran tantas decimales como cifras tenga la parte separada, y lo que re
sulte á la izquierda se agrega á la mantisa hallada; el resultado será 
la mantisa del logaritmo del número propuesto, á la cual, poniéndole

3 7 4
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la característica correspondiente al número de cifras que diclio nu
mero tenga, nos dará el logaritmo buscado. »«o -oor

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del número 4473o8ib. 
Separemos las tres últimas cifras con una coma, y hallaremos el 
número 4 4 7 3 0 ,8 2 6 , cuyo logaritmo tendrá la misma mantisa que 
el del número propuesto; pero la mantisa del logaritmo de este 
número se compondrá de la mantisa del logaritmo del numero que 
forma la parte entera, más la parte decimal correspondiente a las 
cifras separadas á la derecha. La mantisa del logaritmo déla parte 
entera 44733, es, según el tercer caso, G306474; la parte decimal 
correspondiente á las cifras separadas, se halla por la siguiente 
proporción,

\ : dif. de logaritmos : :  dif. de mañeros : x ; 
ó representando por B la diferencia de los números, y por A la 
de los logaritmos, dicha parte decimal se hallará por la proporción 

1 : B : : A  : ic; de donde, a ;= B x A ,
En este ejemplo la proporción anterior se convierte en 

4 • O 826 : • 97 : x ; de donde, o::=0 ,8 26x 97= 80 ,122 ; por con
siguiente, agregando á la mantisa hallada Co00474, el número 80, 
que resulta de multiplicar las cifras separadas 826 por la diferencia 
más próxima de las tablas, y separando de la derecha de este pro
ducto el mismo número de cifras que separamos en el propuesto, ha
llaremos la mantisa 6o06554 del logaritmo del número 4473o,820, 
que es la misma del logaritmo de dicho número propuesto. Poniendo 
á^esta mantisa por característica un número igual ai de las cifras 
que tiene el número dado ménos una, se hallará el logaritmo que 
se busca; luego log. 44733826=7,6506534.

* 477 La parte decimal que anteriormente hemos hallado por 
medio de la proporción 1 : B : : A : ^ se puede determinar direc
tamente con el auxilio de las tablas de las diferencias. Así, después 
de hallar en el ejemplo anterior la mantisa 6506474 correspondiente 
al logaritmo de la parle entera, hallaremos la parte decimal que 
corresponde 4 las cifras separadas á la derecha observando que si los 
logaritmos se diferencian en 97 unidades del uH,mo orden cuando 
los números se diferencian en 1, cuando ústos se diferencien en 0,826, 
los logaritmos se diferenciarán en 0 ,826x97, o lo que es lo mismo
(0 ,8 + 0 , 0 2 + 0 , 0 0 6 ) x 9 7 = 0 , 8 - 9 7 + 0 , 0 2 - 9 7 + 0 , 000-97; pero  d  p r i

m e r  su m an d o  expresa  la  parte  decim al correspond iente  a 8  déc im as
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que se gú n  las tab las es 7 8  un idade s de séptim o orden  dec im a l, el se- 

g u a d o  expresa la  parte correspond iente  á 2  centésim as, y  com o la

«  T H e r  "  a 19. A 2  centésim as c o rre sp o n -
erá 1 9 ,  del m ism o  m odo  el tercer su m an d o  expresa  la parte  cor

re spond iente  a 6  m ilé s im as que será 0 ,3 8  y  la  sum a  de'^estas tres

T s m a  Z l  l ' T f "  P=>rto entera 8 0  es la
m ism a  que  h a llam os p o r  el m étodo  anterior.

El cálculo del logaritmo de un número entero mayor que el l i-

i m l t  el 1 “ !“ ’ s Lñ a u a r  el lo g a r itm o  del n u m e ro  8 3 4 6 8 7 3

log. 83468,00=4,9215200 
Parte correspondiente á 0 ,7  =  $6

id- á o’ o=5 3
log. 83468,75=4,9215239 
log. 8346875 =6,9215239.

L a  parte  co rre spond ien te  á 0 ,7 3  re su lta  se r 38 ; pero  a u m e n -  

In T e rto m  ™  ™ m e r o d e  un idade s del orden

l la lm o s  r ^ T ' -  ’ ig^ toente ha-liaríamos por la proporción.
• í 78 . S i  las seis p r im e ra s  c ifras del n ú m e ro  cu yo  loga ritm o

T l M o n n  "ú m e ro  com prend ido  entre  1 0 2 0 0 0
y  0 8 0 0 0 ,  se h a lla ra  p o r  el m ism o  p roced im ien to  con  só lo  la  d ife -

r a u e  i™

s í ie n t e !  ^066«ä339. Dispondremos el cálculo del modo

Pane correspoudienfe

id- á 0 ,009=  4

log. 406685,359=5,02810482 
log . 106685359 =8,02810482.

L a  parte  dec im al co rre spond ien te  á la s c ifras separadas 3 5 9 ,  h a -  

ada p o r  la s  tablas es 1 4 3 ,9 6  de la cua l com o no  h em os de tom ar 

m ás que la s u n id ad e s ente ras, es 1 46 , p o r se r m ayo r que  S  un idade s 

de orden  in fe r io r  la  parte  q u e  se desprecia. P o r  la  p rop o rc ión  se 
ñ a u a ría  el m ism o  nu m e ro .

* 479. Determinar el logaritmo del número 796943987. Apli
cando el método que acabamos de exponer, hallaremos



log. 79694,0000=4,9014256 
Parte correspondiente á 0,3 =  17

Id. id. á 0,09 =  5
Id. id. á 0,008 =  O
Id. id. á 0,0007= 0

LOGARITMOS. 2m

log. 79694,3987=4,9014278 
Luego log. 796943987 =8,9014378.

E s te  e jem plo, com o todos aque llo s en que el n ú m e ro  cu yo  lo 

g a r itm o  h em os de h a lla r  sea crecido, conviene, p ara  dete rm inarle  

con  m a yo r  ap ro x im ac ión , d iv id ir le  po r el n ú m e ro  que  fo rm an  las 

dos ó tres p r im e ra s  c ifras del m ism o ; con esto se ha lla rá  u n  cociente 

cu ya s  seis p r im e ra s  c ifras darán  u n  n ú m e ro  com prend ido  entre 

4 0 2 0 0 0  y  1 0 8 0 0 0 ,  y  se podrá  de te rm inar su  lo ga ritm o  con  ocho c i

fras dec im ales p o r el m étodo an te rio r, y  ag regando  á este lo ga ritm o  

el del n ú m e ro  que sirv ió  de d iv iso r  e l cua l está calcu lado con ocho  

c ifra s dec im ales, tendrem os el lo g a r itm o  del d iv idendo  [Arit. 437), 

q u e  es el n ú m e ro  propuesto. A s í,  d iv id am os el n ú m e ro  an te rio r p o r 

7 9 6 ,  y  h a lla re m os p o r cociente 1 0 0 1 4 8 5 ,  9 4 ,  el lo ga ritm o  de este 

n ú m e ro , será

log. 100118,000=5,00051217 
Parte correspondiente á 0,5 =  217

Id. id. á 0,09 =  39
Id. id, á 0,001= 0

log. 100118,591=5,00051473 
log. 1001185,91=6,00051473 
log. 796 =--,90091307

Luego log. 796943987 =8,90142780.
*  4 80 . Se x t o  c a s o . Que el número dado sea una fracción de

cimal ó contenga cifras decimales. S i  el n ú m e ro  c u yo  lo g a r itm o  se 

q u ie re  h a lla r  es dec im al ó contiene c ifras dec im ales, se co rre  la  com a 

á de recha  ó  izqu ie rda, se gú n  convenga para que  el n ú m e ro  que  que 

de á la  izqu ie rda  de la com a se ha lle  en lo s lím ite s  de las tablas, se 

b u sca  el lo g a r itm o  de todo este n ú m e ro  com o en lo s casos an terio 

re s, y  después se le d ism in u ye n  ó aum entan  á la característica  

tan ta s u n idade s com o lu ga re s se co rr ió  la  com a á la  derecha ó iz

q u ie rda .

*  484 . Sé p t ib io  c a s o . Que el número dado sea una fracción or
dinaria. C u a n d o  hem os de h a lla r  el lo ga ritm o  de u n a  fracc ión  o rd i

na ria  se pueden  se gu ir  dos m étodos, que son: con ve rt ir  la  fracc ión  

o rd in a r ia  en  dec im al y  queda reduc ido  al caso an te rio r; ó b ien  con-
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siderar á la fracción como el cociente de dividir el numerador por
el denominador, en cuyo caso su logaritmo se hallará restando del 
logaritmo del numerador el logaritmo del denominador. Si el nú
mero es misto, se reducirá á fraccionario y queda reducido al caso 
anterior.

* 482. El método que acabamos de dar para hallar el logaritmo 
de una decimal, da origen á logaritmos cuya característica es nega
tiva, siendo positiva la mantisa, lo cual se expresa poniendo el signo 
encima de dicha característica.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo de la fracción 0,044632. 
Corriendo la coma á la derecha seis lugares, lo cual equivale á 
multiplicar por 40^ y hallando el logaritmo del número 44632 que 
resulta, tendremos, log. 44632=4, 6498409, pero el número pro
puesto equivale á este dividido por lO'', luego tendremos que quitar 
del logaritmo hallado 6 unidades, y como la característica no tiene 
más que 4, hallaremos para característica del logaritmo de la frac
ción propuesta, — 2 , y dicho logaritmo se escribirá así, log.
0,044632=2,6498409; lo cual equivale á — 2-1-0,6498409=__
1,3301391.

D ado el losa rltu io  de ua núuiero h a lla r  c»tc  núm ero .

* 483. P r im e r  c a s o . Que la mantisa del logaritmo cuyo nú
mero se busca, se halle en la primera tabla. Se tendrá inmediata
mente el número correspondiente á este logaritmo á la izquierda 
en la columna N. El número de cifras que tendrá la parte en
tera en este como en los demás casos, será igual al número de unida
des más una que contenga la característica [Arit. 451). Así, se ten
drá 2,73281C43 =  log. 366; 0,07131381 =  log. 1,179; 4,78031731 
=  Iog. 60300.

* 484. S egundo  c a s o . Que el logaritmo dado tenga siete cifras 
decimales, que se hallen en las tablas. Desde luégo se buscarán 
las tres primeras cifras en los números aislados de la primer co-̂  
lumna á la izquierda de la marcada con la cifra 0, y á partir de 
estas tres cifras se irá corriendo la vista por líneas horizontales hasta 
hallar las otras cuatro en una de las columnas marcadas con las 
cifras 0, 1, 2 ,... Una vez halladas, se correrá la vista á la izquierda 
y en la misma fila horizontal, hasta la primera columna N, y allí

ri
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se encontrará un número de cuatro cifras a cuya derecha se colo
cará la cifra que marque la columna en que se hallen las cuatro úl
timas del logaritmo, después se hará que el número tenga la parte 
entera correspondiente á la característica. Así, se tendrá 4,6493880= 
log. 44626; 2 ,6 4 8 18 4 3 =  log. 444,82; 7 ,8 2 9 0 3 9 9 =  log. 67439000.

* 48o. Te r c er  CASO. Que el logaritmo dado, teniendo siete cifras 
decimales, no se halle en ¡as tablas. Si el logaritmo dado no se halle 
en las tablas, se principia por buscar las tres primeras cifras en la 
columna de los números aislados, y una vez halladas, se buscarán 
las cuatro últimas que más se aproximen por defecto, y es claro 
que el logaritmo dado se hallará entre este logaritmo y el inmediato 
superior, los cuales corresponden á dos números diferentes en una 
unidad. Se hallará el número correspondiente al menor, prescin
diendo de la característica, y por tanto el número de cifras que ha 
de tener la parte entera del número, y la parte decimal, se hallará 
mediante el principio establecido de ser las diferencias de los loga
ritmos proporcionales á las diferencias de los números, cuando éstos 
son muy grandes y aquellas muy pequeñas. Así diremos, si cuando 
los logaritmos se diferencian en lo que marquen las tablas, los nú
meros se diferencian en 1, cuando se diferencien en lo que se dife
rencia el logaritmo dado del más próximo inferior, en cuanto se 
diferenciarán los números; de donde se deducirá que la diferencia 
de los números vendrá expresada por cl cociente de dividir la dife
rencia entre el logaritmo dado y el más próximo inferior, por la 
diferencia de las tablas, ó más sencillo, representando por Día dife
rencia de ios logaritmos y por a  la de las tablas, se tendrá

A  : 1 : : D : a; de donde
D

Sea hallar el número correspondiente al logaritmo 5,6490797; 
dispondremos el cálculo del modo siguiente:

log .®  =5,6490797 ^ ='<^1
log. 44573,0=4,6190719 A = 9 S Í

Luego log. 44573,8=4,6490797 y  5,6490797=log. 445738.
* 486. Cu a r t o  c a s o . Que el logaritmo tenga ocho cifras deci

males, que se hallen en las últimas tablas. Se hallará el número 
correspondiente según el segundo caso, y se hará que la paste en
tera corresponda á la característica.

* 487. Q u in to  c aso . Que teniendo el logaritmo ocho cifras de



cimales, no se hallen en las tablas. Este caso puede reducirse al ter
cero, prescindiendo de la última cifra decimal. Pero lo más conve
niente es hallar un número de dos ó tres cifras que tenga su loga
ritmo menor que el propuesto, y las dos ó tres primeras cifras deci
males iguales á las del logaritmo dado, se resta este logaritmo del 
propuesto, y la diferencia nos expresará [Ant. 440) el logaritmo del 
cociente que resulta de dividir el número que se busca por el 
número cuyo logaritmo hemos restado; por consiguiente hallando 
el logaritmo de ocho cifras más próximo inferior que se halle en las 
últimas tablas, por el mismo procedimiento que en el tercer caso, 
y multiplicando en seguida el número que resulte por aquel cuyo 
logaritmo se restó, hallarémos el número pedido.

Sea el logaritmo 8,90142780, y se tendrá
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log. X

log. 796

log.
X

log. 100118

=8,90142780
=2,90091307

=6,00051473

=5,00051217

D. =256 I D j m  
=434 i A  “ 434' =0,591

Luego log. 100118,591=5,00051473 y  log. 1001185,91=6,00051473 
log. (1001185,9 1 x 7 9 6 )= 8 ,90142780 de donde £c=796943987.

* 488. Q u in t o  c a s o . Que el logaHtmo sea negativo. Se halla el 
número correspondiente al logaritmo como si fuera positivo, y la 
unidad partida por este número, será el número buscado {Aril. 454).

* 489. Se x t o  c a s o . Que solo sea negativa la característica. Se 
le agregará á este logaritmo un número de unidades suficiente para 
que la característica se convierta en 4, se hallará el número corres
pondiente á este logaritmo, y separando en él tantas cifras decimales 
como unidades se agregaron á la característica tendremos el número 
pedido.
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LECCION LII.

D e los complementos aritméticos.—Operaciones de la Aritmética por logaritmos.—Cálculo 
de expresiones algebréicas por logaritmos,—Ecuaciones exponenciales. Observaciones 
respecto á los incrementos de los logaritmos y  á los logaritmos de números negativos.

D e lo s  com plem entos aritm éticos.

490. Se llama complemento de un número, lo que le falta á éste 
para ser igual á la unidad del orden inmediato superior al mayor 
que el número contiene. Así, el complemento del número 3748 será 
lo que le falte á este número para valer 10000, unidad del orden 
inmediato superior al mayor del número, que expresa millares.

Para hallar el complemento de un número se resta la primera 
cifra de la derecha de 10 y todas las demás de 9, el número que 
resulte será el complemento pedido. Así, el complemento del número 
anterior, será 6252; el del número 3, 78324 es 6,21676.

El uso de los complementos es de una grande utilidad, sobre todo 
en el cálculo logarítmico. Sucede con mucha frecuencia en las apli
caciones de los logaritmos, que el resultado de una operación se 
obtiene por medio de adiciones y sustracciones hechas con logarit
mos, las cuales se pueden sustituir por medio de los complementos, 
á una sola adición.

Supongamos que se tienen que ejecutar, para obtener un cierto 
resultado N, con ios logaritmos /, h , L, h, la serie de opera
ciones

N — l-{-ll--- 2̂--- l3-\~li--- 7̂ )
si nosotros reemplazamos por los logaritmos que se han de restar, 
que son k, 4 , h y las cantidades 10— k, 10— h, 10— 4, 10—  
que son los complementos, habremos aumentado el resultado en 
tantas decenas como complementos se consideran, es decir, como 
números habíamos de restar; de modo que quitando del resultado el 
mismo número de decenas, liallaréraos, representando estos comple
mentos, 10— k, 10— por C, C^. . .



lo que nos prueba que para obtener un resultado compuesto de lo
garitmos de los cuales unos se han de sumar y otros se han de restar, 
se suman con los primeros ios complementos de los segundos, y del 
resultado se quitan tantas decenas como complementos se han sumado.

l o g a r it m o s .

OperncloneA de la  arltniédca por losrariemos.

491. Se pide el valor de la ex—Mu l t ip l ic a c ió n  y  d iv is io n .
. 3 4 7  ^ 0G5 1 2 8

presión x = ------- x -------'xr-—
1193^  272 ^ 3 9 7 '

Según las propiedades de los logaritmos, se tendrá 
log. ¡r= log . 347— log. 1193-hlog. 1065— log. 272-f-log. 128—log. 397

log. 34 7=  2,54032947 ’
log. 1065= 3,02734961 
log. 128=  2,10720997 

comp. log. 1193= 6,92335956 
comp, log, 272=  7,56543110 
comp. log. 39 7=  7,40120949

Luego
log. ® x l0 ’ 
log. 36718

log. X 
=4,5648892

29,56488920 
= 1,56488920 
D=102>^ 102

"1 1 o"”=4,5648790 A = H 8 j A “ ll8^

log. 36718,86=4,5648892 
I-ttego ¿c=0,3671886.

492. FORMACION DE POTENCIAS. Sea, por ejemplo, formar la 
octava potencia del número 23, se tendrá {Arit. 4 3 9 ), 

log. (23 )8= 8x log . 23.
Para hallar el logaritmo de 23® en ménos de una unidad del sép

timo orden decimal, debemos tomar el logaritmo de 23 aproximado 
por lo ménos con 9 cifras decimales; por lo cual se hallará este lo
garitmo mediante las tablas que hay en las de Callet inmediatamente 
después á las que hemos explicado, en las cuales se hallan los lo
garitmos con 20 cifras decimales. Así, tendremos

log. 23 =  1,361727836
r. 23 =10,893822688
Quitando 6 unidades =4,8938237

log. 78310 =4,8938172
D = 5 5 )D  55 , , ,  
A = 5 6 }a ^56'"®*^®

,  log. 78310,98= 4,8938227
, 23«=78340980000

en menos de una unidad de quinto orden
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493. Extracción de raíces. Sea hallar, por ejemplo, la raíz 
séptima del número 847o32l7, se tendrá {Arit. 441),
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log. 84753,00=4,9281551 
por 0,2 =  10
por 0 ,07=  4

log. 84753,27=4,9281565 
log. 8475327 =6,9281565

Aumentando 4 unidades

log, 8475327_ 6,9281565^  , ,
7 “  7 ’

=4,9897366 D =211 47
log. 97664 =4,9897345 A = 4 5  ( A  45“  *

Luego

log. 97664,47=4,9897366 

/S475327 =9,766447.

C álcu lo  d e  exp resion es  a l^ e b rá ica s  p or  lo g a r itm o s .

494. Sea la expresión y =

Log. í/ =  — í x i o g . = — í X ~ x l o g .

— í x — X — - x l o g .  a ” =  — Í X —X ------X -------log. a,
n p n p s

y por último log. y-
tmqr
nps

log. a.

Sea, en segundo lugar, la expresión
1

x =_  4 ® 7 8 3 2 x i /479x (2,5)‘0,6 /

log. X = 0 ,6 x l o g .

34*x K71-^

832xV ^479x(2 ,5)*

34>x (/HÜ
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log. a; =  0 ,6 x | lo g .  [832xv^479x(3 ,5 )® ]— log. 3 4 ® x ^ ^ |  

log. a:= o, 6 X  [ log. 832-1- \ log. 479-^51og. 2,5— (3 log. 34-i-|log. 215— | log. 3)]

Luego

log. 832 =  2,92013333
f lo g .-479 =  0,89344517
5 log. 2,5 =  1,98970004 3 log. 34 =4,59443675

f  log. 3 =  0,09542435 -^ log . 215 =  0,46648769

5,89869279
5,06092444

5,06092444

0,83776835
X 0 ,6

log. X 
log. 3,1817

=  0,502661010 
=  0,5026592

D = 1 7  ] D _ 2 L _ o i 2
A  =  1 3 7 ]a  137 *

log, 3,181712 =  0,5026610
X =  3,181712.

E cu a cion es  e.'cponciiclales.

495. Se llama cantidad exponencial, aquella que está elevada 
á una potencia cuyo exponente es desconocido. Las exponenciales se di
viden en grados. Se llama exponencial de primer grado, la expresión 
de la forma a ;̂ del segundo, es la expresión a*““; de tercero, será

y así sucesivamente.
496. Ecuación exponencial es aquella en que entran cantida

des exponenciales t y sagrado es el de la exponencial de maya)’ grado 
que contiene.

Sea la ecuación exponencial de primer grado a^=b  la que he
mos de resolver, por logaritmos, con relación á x .

Tomando logaritmos, se halla x  log. íi= log . b, de donde

X-
Jog- 6
log. a

Sea, en segundo lugar, la exponencial de segundo grado a^^=c, 

de donde se deduce log. a = log . c, ó y volviendo á

tomar logaritmos, hallaremos
log. a



íde donde se saca,

LOGARITMOS.

X log 6= log  log c— log log a;
log log c— iog log a

-885

a?=- log6
Del mismo modo hallarémos que el valor de x  de la exponencial

‘de tercer grado = d ,  es
log (iog log d—log log a)— log log

X: loge
La resolución de una exponencial de un grado cualquiera, ve 

mos, por los ejemplos anteriores, que siempre se reduce á la de un 
grado inferior en una unidad; por consiguiente, siempre se la puede 
hacer depender de una de primer grado.

* 497. Sea la ecuación exponencial

Si hacemos ka^’ = k ' ,  C c^'=0, etc., la ecuación an
terior se convertirá en

. .-=0 [2].

Haciendo, ahora, c= a7 , etc., de donde ? =
los h
lo g o ’ T =

loge
logo ’

[3 ] ,

[4] .

^etc., tendremos la ecuación

Â o"'-̂ -i~B̂ a'̂ "-‘'+ Ĉ o'̂  . .= 0
la cual, haciendo o ‘= i / ,  se convierte en

..==0
Una vez resuelta la ecuación [4 ], y hallados los valores de y , 

los sustituiremos en la relación o ' = í/, de donde podremos sacar 
fácilmente los valores de x .

o n se rv a e lo n e s  re sp e cto  »i lo s  Incpem eiitos d o  lo s  logop U iiios , y  A los  
lo g a r itm o s  d e  n ú m eros  n e g a tiv o » . *

* 498. Si examinamos en las tablas de logaritmos la columna 
de las diferencias, observaremos que estas diferencias van constan
temente disminuyendo; así, los logaritmos de los números '1837o y 
18376, se diferencian en 237 unidades del séptimo orden decimal, 
mientras que la diferencia de ios números 937o4 y 93753, es 46 
unidades del mismo orden.

25
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La razón es bien sencilla; en efecto, sean a y a-f-I dos núme
ros enteros consecutivos; y se tendrá

log [a-Hl)— log a:^log = Io g

, . 1
pero a medida que o, aumenta, 4-|—  tiende hacia la unidad; luego-

la diferencia tabular tiende á valer log. 1 = 0 .
Si los números reciben un incremento constante h, los logarit

mos se diferenciarán en

log (út-l-A)—log /z=lo

cuya diferencia será tanto menor, cuanto mayor sea el número a.
Si la relación del número al incremento fuera constante, es de- 

. . h
cir, si -  fuese una cantidad constante k, la diferencia de los loga

ritmos sería también constante é igual á log (l-f->^).
* 499. Hemos supuesto al hallar el logaritmo de un número 

mayor que el mayor de las tablas (476), que los incrementos de los 
logaritmos son proporcionales á los de los números, lo cual eviden
temente no es exacto. En efecto, si al número a se le da un incre
mento d, su logaritmo recibirá otro A ; si damos ahora al número 
a-\-d el mismo incremento d, el logaritmo recibirá también un nuevo 
incremento algo menor que el primero, según lo dicho anterior
mente; así, cuando el incremento del número se ha hecho doble, 
el del logaritmo es un poco menor que el doble; y al contrario, 
cuando el incremento de un número se ha hecho mitad, el del lo
garitmo es un poco mayor que la mitad. De donde se deduce que, 
al hacer uso de esta proporción en el primer problema, se hallan 
resultados menores que los verdaderos; y al pasar de los logaritmos 
á los números, los resultados son mayores.

Para calcular el límite del error que se comete por el empleo de 
esta proporción, se necesita el conocimiento de las series, de las 
cuales nos ocuparemos en el Algebra superior.

500. En el cálculo logarítmico puede ocurrir tener que operar 
con logaritmos de números negativos; y como estos números no tie
nen logaritmos, podría creerse que no era posible ejecutar aquel 
cálculo en que esto sucediera; pero si observamos que los signos de
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los factores de un producto, por ejemplo, no alteran á éste en nada 
respecto de su valor numérico, y que sólo indican el sentido en que 
debe tomarse, podremos hacer abstracción del signo de aquellos nú
meros negativos cuyos logaritmos han de introducirse en el calculo, 
ejecutarlas operaciones como si todos los números fueran positivos, 
y tomar el resultado en el sentido que deba tomarse, con arreglo á 
los signos de los números que entren en su formación. Así, si tuvi -  
ramos que hallar la 9 .‘ potencia del número negativo — 3, harmmos 
el cálculo como si el número 3 no llevase el signo - ,  Y f  
9 íog 3=4,2940913. el cual corresponde al numero 19683; luego 
el valor de 3^>=19683; y como ( - 3 ) ^ = - 3 ^  se tendra que debe
remos tomar el resultado obtenido con el signo . . , '

Del mismo modo se hallará por logaritmos el prodacto de los nú
meros 3 7 X - 2 X 1 8 X - 3 2 X - 1 7 ,  efectuando las operaciones como 
si todos los números fuesen positivos, y el resultado se consideraría 
con el signo —  , por ser el que corresponde al numero impar de fac-
tores negativos.

LECCION LU I.

Interés coBipuoi,to.-Aimalidade3.-Acnmiilacioii de capitales. 

Intcrcfl compuesto*

601. ya hemos visto [Arü. 386) cuál es el objeto del interés 
compuesto, v hemos hallado también la fórmula

C = c [l+ í-) ‘
que expresa el valor C en que se convierte el capital c al cabo de un 
cierto tiempo í, prestado á interés compuesto, al r por rea ® ^  

En esta fórmula se supone, según el modo con que a a 
deducido, que t es un número exacto de años;, pero ella es general
áun siendo t un número fraccionario de año.

En efecto, si no sólo se han de apreciar los intereses que cor
responden á uno ó más años enteros, sino á u n a  fracción cualquiera
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de año, es muy natural que, si no hay algún convenio en contra, 
se calculen de dia en día en vez de hacerlo de año en año, y enton
ces es necesario calcular cuál será el interés que debe devengar un 
real diariamente, para que al año el capital c haya podido conver
tirse en según hemos visto en Aritmética. Sea o; este interés,
y, según la misma fórmula, hallaremos para el número exacto de 
dias 360, que son los que se supone tiene el año comercial, la relación

de donde
Del mismo modo se hallará que, si t expresa n años y p  dias, 

 ̂ real, al cabo de ese tiempo, se habrá convertido en (l+a))36o«+p^ 
y a reales, por consiguiente, en a(l+j7)360>i-i-p. ¿ reemplazando en 
vez de 1-j-a: su valor, se hallará

360n4-p
360

donde vemos que la formula es cierta cuando t expresa un número 
fraccionario de años.

También se verifica esta formula aun en el caso de ser í un númera 
negativo, sólo que la interpretación será distinta; si cuando t es un 
número positivo, expresa C en la fórmula [1] lo que el capital c 
valdrá dentro de n años, cuando t sea una cantidad negativa —
C representará lo que el capital c, dinero efectivo en el dia, valia 
hace n años. En efecto, si se han colocado C reales hace n años, al 
tanto r  por real, este capital debe valer en el dia en capital é intere
ses C(l-f-r)«; y si este valor está representado por c, tendremos

de donde C=c(4-f-r)-'«;
luego la fórmula [1J se verifica áun en el caso de ser f un número- 
negativo.

502. Probada la generalidad de la fórmula C=:::c(l4-r)', ya sea 
¿un número entero ó fraccionario, positivo ó negativo, podremos- 
deducir de ella el, valor de cualquiera de las cuatro cantidades C,. 
c, r  y /, conociendo las otras tres; lo cual da origen á cuatro proble
mas distintos.

503. Para mayor facilidad, se aplica á estos problemas el cálculo 
logarítmico. Así, para hallar en lo que se convierte un capital c im
puesto por t tiempo á interés compuesto, á im tanto r por real al año„ 
tendremos

log C ^ log  c-h ílog ( l -H ’) [ 2].
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304. Para hallar el capital c que se hxi de imponer á interés com
puesto al tanto r por real al año, para que en t tiempo se conviei'ía en 
el capital C, se tendrá

logc =  iogC— ílog(l-+-r) [3].
50o. Para hallar el tiempo t que hemos de tener un capital c im

puesto á interés compuesto, á un tanto r por real al año, para que se 
convierta en el capital C, se tendrá la fórmula

■_ log C— log c 
log (1+ r)

306. Por último, para saber á qué tanto r por real anual hay que 
imponer un capital c á interés compuesto, para que en t tiempo se 
convierta en el capital C, se hallará

log C — logc
log (l-|-r) = [5].

Sustituyendo en cada una de estas fórmulas los valores particu
lares que en cada caso especial tengan, y efectuando las operacio
nes indicadas, hallaremos los logaritmos de los resultados que se 
piden; de modo que dichos resultados serán los números correspon
dientes á estos logaritmos, á excepción de la fórmula [4], que nos 
da directamente el valor de t.

307. Los banqueros y comerciantes sólo usan la fórmula gene
ral [1], cuando t expresa un número exacto de años; pero cuan o 
t no llega á valer un año, ó es un numero fraccionario, ó bien expresa 
un número de años cualquiera que puede ser cero, y ademas un 
cierto número de dias, calculan primero por la fórmula [IJ, en o 
que se convierte el capital dado á los n años, y después lo que este 
resultado producirá á interés simple en los dias que se tengan.

Sea, por ejemplo, hallar en lo que se convertirá el capital c, im
puesto á interés compuesto por n años y p dias, al r por rea a ano.

Llamemos al capital en que se convierte el capital c en los n 
años, de modo que se tendrá

El número p  de dias será una fracción de año que podremos re 
presentar por f ;  de modo, que el capital impuesto por /  lempo 
á interés simple, nos dará ü luego la formula 
será

C = C (H -r / ’) = c ( 'l+ í ') ” { 'l'f-r / j;
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Z c l T ' ’ C = . ( 1 + , . ) » ,  eo„,o debía

Aplicando los logaritmos, hallaremos
log C -^ Io g c+ n  log ( l + r ) - H o g ( l + , / )  rni 

que nos da el valor del logaritmo del capital C, conodendo el capi 
impuesto c, el tmmpo n más f, y el tanto r de interés por real 

Despejando en esta fórmula log c, hallaremos

la cual nos dá a conocer c, en función de C, r v n - ^ f  '
De la fórmula [7J se deduce fácilmente esta otra-

log C— log c log
log fl-|-r) lo g fl+ r )

Representemos por Q el cociente de dividir log. C- 
(1 + rj, y por R el resto de esta division, se tendrá 

log G— loge Jt
l o g ( l+ r )  ~ ^ “^Tog (^ + 7 ^ ’ 

sustituyendo este valor en la relación anterior, hallaremos

R lo g ( l+ r / ')

•iOí c por

Q- -n-
log(l-i-r) log (iH -r) ’

En esta fórmula, n y Q son números enteros, 
log (1 + r /-)   ̂ ''

'  lo g (1 + r )  fracciones propias, de donde se deducirá

n = Q ,  y log['l-|-7'/’) — ñ rg-i. 
la primera igualdad nos da á conocer „ ,  y la segunda 1 + r / ,  y por

T Z  i  T f Z J T  *""^0 ** "«« 'e roue anos, y /  una fracción de año.
Si tratásemos de hallar el valor r, que es en realidad el que ofrece

Io g (l4 -r ) =  i í i í l ± £ l _ M I ± ! : ^
n rí t-

log 1 “ “d T  y "■'««'•''ando queJog 1 -  o, se tendrá para un valor aproximado de r, ^

n
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Este valor aproximado, que llamaremos , es mayor que el ver
dadero, puesto que para obtenerle ha sido necesario despreciar el

sustraendo —g ( gj. positivo. Sustituyendo este valor
n

en la fórmula [9 ], hallaremos la expresión
. losC — loge log(l-i-r,/') 

log ( !+ ,■ ) = -------- ---------------^ ,

que nos dará un segundo valor aproximado para r, que podremos 
llamar y que fácilmente podremos ver que es menor que el ver-

.................................... .........  l o g { l + í f )
dadero, pues se ha obtenido poniendo en el sustraendo ^ ,

en vez de r, una cantidad rj mayor; por consiguiente, el valor de r se 
hallará comprendido entre y r„.

Sustituyendo ahora, en la misma fórmula [9], r^porr, hallare
mos otro valor aproximado de r, que podremos llamar ?’3, y que será 
mayor que r; y así sucesivamente ¡remos determinando valores su
cesivos í’s ,... que irán comprendiendo el valor de r, por cuyo 
medio podremos llegar á obtenerle con un cierto grado de aproxi
mación.

Anunliilades.

SOS. Se llama anualidad, una suma que se paga anualmente para 
reembolsar en un cierto número de años un capital y sus intereses 
compuestos.

La cuestión de anualidades se reduce al siguiente problema:
• 509. ¿Qué suma a es necesaria reembolsar anualmente para ex

tinguir en t años un capital actual de C reales, el cual se siipone que 
está impuesto á interés compuesto y á un tanto r por real al año?

El capital C, al cabo de t años, se habrá convertido (501) en 
C(l-j-r)*; por consiguiente, es necesario que las anualidades, unidas 
á sus intereses compuestos, compongan en t años la misma cantidad.

Esto supuesto, la anualidad a pagada al fin del primer año, pro
ducirá en los t— 1 restantes o ( l -h r ) '“ ’ ; del mismo modo la se
gunda anualidad producirá Y sucesivamente, se ten
drá que las anualidades siguientes producirán las cantidades respec
tivas a (4 -}-r )'-3 , í j(H -í ’) ' " S  etc*; penúltima y la últi-
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maa. Todas estas cantidades vienen á formar los términos de una 
progresión geométrica, cuyo primer término es a, la razón 1 + r ,  y

el número de términos t; por consiguiente, la suma sera

y como esta suma tiene que ser igual á la cantidad Cfl-t-r)« se 
tendrá \ > / »

a[(.l-l-r)í_ /l]

de donde a =
Cr('l -\-rf

[íO ],

[M ],(1 + r) '— \
cuya fórmula resuelve el problema.

Por esta expresión se ve que a es una cantidad positiva y mayor
que Cr; es decir, mayor que el interés simple del capital C, como 
debía ser.

310. Dividiendo los dos términos de la fracción que expresa el 
valor de a, por (l-j-r ) ', hallaremos 1a trasformada

Cr

i
1

en la cual, si hacemos t=<x>, obtenemos a— Cr,* es decir, el interés 
simple anual del capital C. Cuando un capital está impuesto con la 
condición de no pagar más que los intereses que anualmente deven
gue, entonces éstos intereses toman el nombre de rmta perpetua.

S 'il . De la fórmula [\0] se pueden deducir estas otras;

aU^-hry— i'} . loga— log(u— Cr)C [12], t = [13],r ( 1 + í f  ' lo g (1 + r )

que nos dan á conocer el valor del capital C, en función de a, r y f,- 
y el numero de anos í, en función de a, C y r.

El valor de r  en función de C, o y í, depende de una ecuación del 
grado t;. por consiguiente, no se puede obtener directamente. Sin 
embargo, por el método de las aproximaciones sucesivas, podremos, 
hallar valores que le comprendan y que se le vayan aproximando 
cada, vez más; de modo que podremos hallar por este medio el valor
ée r,, con. cierto grado de aproximación, sin necesidad de recurrir 
al algebra superior.
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Acuimilaclou de capitales.

512. La cuestión que se entiende con el nombre de acumulación 
de capitales, tiene por objeto la resolución del problema siguiente:

Una persona impone a reales al principio de cada año a Ínteres 
compuesto: ¿qué capital tendrá al cabo de t años, suponiendo r el tanto 
por real?

Es claro que este último capital vendrá representado por la suma 
de las puestas, mas los intereses compuestos de las mismas durante 
el tiempo que cada una está impuesta. Así, la primera se convertirá 
al cabo de los í años en o { l+ r ) ';  la segunda en a {1 + r )í- ‘ ; la ter
cera en a {\ ^ 'Y ~ ‘̂ , y así sucesivamente; la penúltima será a (l+ r ) , 
y la última a ( l+ r ) ;  luego representando la suma de todas por C, 
se tendrá

^  a í l H - r ) [ [ l - i - r y — 1 ]

r
Esta fórmula da origen á cuatro problemas distintos, siempre que 

dándose tres de las cuatro cantidades que contiene, se trate de de
terminar la cuarta.

FIN DEL TOMO PRISIEBO.
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f e ': '. . '  . '■ ■ " - .  ,bhíiít‘J ‘)i w:fíípn4

t-v í. ' - ■ . . ■ ■ ■. ■ ,
:.'' '..  ̂Y ' í ^ í i í ; . \  ' 

' - ■ ■ ■ . ■ ■

* ̂  f '* ' •
'■•’-fH U'Sf vi- 

4:'-T'’ • . ' '
r - .  . -r - :l

;v,.

/'»•' rJ'Ÿ- ■ . .- ' •
.' .í%U.f.fifi ÍWCOT .Wi.1 ^í i

cV y -
'■■ y

.-,. . •;.,:.’V s



PRIM ERA P A R T E .

DE LAS OPERACIONES EDNDAMENTALES.

LECCION P E IM E E A .-Inteoduccion.—Objeto del álgebra, !. Signos algobráicos, i .  
Cantidad algebráica y sus diferentes especies; términos semejantes, su reducción y ^es- 
truccion, 4.

LECCION II .—Cantidades negativas, modo de considerarlas, 6.

LECCION III .-C á lcu lo  de las cantidades algebráicas, 12.-V alor numérico da las expre
siones algebráicas, 19.

LECCION IV .-A d ic io n  de expresiones algebraicas, 21 .-Sustracción de expresiones alge
bráicas, 22.

LECCION T .-M ultiplicacíon de monómios. 24.-M uItip!icacion de un polinémio por un

monòmio, 29.
VT -MultiDlieacion de dos poliaómios, 30 .-E egla  de los signos deducida de la 

“ w o . “ “ L . S 2 .-O b=e—  r c p e c lo á  la raalllphoaco. .  c .»B

particulares, 33.
LECCION V n .—División de un monòmio por otro monòmio, 30.—Dm siou de un polín 

mio por un monòmio, 40. ^

LECCION V III.—División de un polinòmio por otro, 41.

LECCION

LECCION X .—Cantidades primas; principios relativos á las mismas, 54.
-»«V dos ó más cantidades algebráicas; principios enLECCION X I.-M áxim o común dm so de dos OO.-Máximo común di-

que se funda la común divisor de dos polinómios ordenados con relación
visor de monómi03, 64.-M áxim o común a j (¡gg potencias de esta letra, son
á una de sus letras .u, y  cuyos coeficientes de las uno e 
primos entre sí, 64.



ìn d ic e .

= s r s : K t ; r ; = = - i ; s r i ^ ^ ^ ^ ^
LECCION XV.-Coordinaciones, 86.-Pem utaciones. 89.-Combinaciones. 92.

LECCION X V I.-P riac ip ios  relativos á las combinaciones OL-Probabilidades, 98

LECCION X V m .—Cuadrado de un polinòmio 1 0 8 — t- , .
c.a d .  „ „  Brado c«aI,„iora de un poliníu.!., ¿p resión  del t i r Z ; Í é ú e ” í ’ m

■•“ “ “ «“ i » .  cuadrada de loa polind-

í e  un Brado c „ . , , „ i . r a  de los

LECCION X X I.-E a d ica les  algebráicos. multiplicidad de sus valores. 124.

LECCION X X II.-C á lcu lo  de los radicales algebráicoa. 128.

se 0 . s ™  en ■

SEGUNDA P A R T E .

bcuaciokes y  desigualdades .

se Ies pueden dar .
tener m .s que ^  <-<> -  con

_  -  y  -  cuando resulta, para palores de la IncdBnita de nna ecnaol.n, 165.

«d a d *.S ir,r\ i:^ t
—, 00—co y  Oxeo, 109. rpretacion de las expresiones

de primer Brado con nna ¡n-



LECCION X X IX .—Ecuaciones de primer grado con más de una incógnita, 181.—Método 
de eliminación por sustitución, 182.—Método de eliminación por reducción, ISó.-M étodo 
de eliminación por igualación, 188.

LECCION X X X .—Resolución de un sistema determinado de ecuaciones de primer grado, 
191.—Ejemplos de resolución de sistemas determinados de ecuaciones de primer grado, 198.

LECCION X X X I.—Sistemas indeterminados de ecuaciones de primer grado, 201—Sistemas 
más que determinados, ó  imposibles de verificar, si no hay ecuaciones de condición, 203. 
-S istem as de ecuaciones incompatibles, 205.-Problemas que dan origen á ecuaciones de 
primer grado con varias incógnitas, 206.

LECCION X X X II.—Método de eliminación por factores indeterminados ó de Bezout, 209.

LECCION X X X m .-R e g la  de Kramer para hallar los valores de las incógnitas de un sis
tema de ecuaciones. Principio en que se funda la demostración de esta regla, 217. De
mostración de la regla de Kramer, 220.

LECCION X X X IV .—Discusión general de los valorea de las incógnitas de un sistema de 
dos ecuaciones de primer grado, 223.-Discusion general de los valores de las-incógnitas 
de un sistema cualquiera de ecuaciones de primer grado, 232.

LECCION X X X V .-E cuaciones de segundo grado con una incógnita, su división en com
pletas ó incompletas; resolución de estas últimas, 235 .-Resolución de la ecuación com
pleta de segundo grado ya tenga ó no la unidad por coeficiente el cuadrado de la incóg
nita, 237.

LECCION XXXVI.—Discusión délos valores de la incógnita de la ecuación ai»-f-Ó3!-l-c=0, 
245.—Casos particulares, 251.

LECCION X X X V IL -E jem plos de resolución de ecuaciones de f  ^ í ’l -D t ¡u í^ D
blemas que dan origen á ecuaciones de segundo grado con una incógnita, 2o6. Discusión
del problema de las luces, 259.

LECCION X X X V m . Ecuaciones de segundo grado con dos incógnitas. 262.—Ecuaemnes 

bicuadradas, discusión de sus raíces, 266.-T ra sfo ^ a c io ^ d e  la expresión Y  A ± /  B  en 

la suma ó diferencia de dos radicales sencillos a ±  ó, 268.

LECCION XXXIX.-Máximos y mínimos, 270—Ejemplos y problemas de máximos y mi 
uimos que pueden resolverse por ecuaciones de segundo grado, 275.

LECCION X L .-T eoria  de las desigualdades é inecuaciones, sus trasformaciones, 2 7 9 .- 
Inecu^ on es de primero y  segundo grado, 284.

LECCION XLI.-Análisis inaeterminado de primer ^

Clon de primer grado con dos ó más incógn P fórmulas que dan las soluciones
cacion de una ecuación dada, 289. ¿  incógnitas. Simplicaciones
enteras y positivas de una ecuación de prime g 
que pueden hacerse, 291.

. , , _______«J .A Í -hBí.Consecuenciaquedeeste
LECCION X L II.-A n álisis  de las fórmulas ?  P «na nrimera

análisis resulta, 299.—Casos particulares en que puede hallarse c 
solución, 302.—Problemas, 303.

, . I de un sistema de wt ecuaciones ccn m-í-1
LEOOIOH XLIII.-Sotao.oue8 “ ‘ “ f  cuyo mímero demeó^nitas

incógnitas, 305.—Soluciones entei as y  po  ̂
es superior en más de una nnidad al de ecuaciones, 31 .

LECCION X L IV .-A n álisis  indeterminado de segundo grado, 313.

ÍNDICE. 397



3 : 8 i x d : c e .

■ TE RC E RA  P A R T E ,

FEACCIO^VES CONTINTJAS, FEACCIONES EXPONEA'GIALES 
TLOG-AEITMOS.

LECCION XLV .-Pi-acciones confcinuas, su objeto, mètodo generai para conyertir una 
cantidad fraccionaria ó inconmensurable en fracción continua, 818.~Regla para conrer- 
tir una fracción ordinaria en fracción continua, 321.—Expresar en fracción continua un 
número inconmensurable, tal como V  5, 325.

LECCION S L V I.—Formación de las reducidas de una fracción continua, 320.—Proceden
cia de las fracciones continuas, 3.30.

LECCION X L V II.—Propiedades más importantes de las reducidas, 341.—Método de las 
fracciones continuas para encontrar una solución entera de una ecuación de primer gra
do entre dos variables, 316.

LECCION X L V III.—Progresiones por diferencia y  cociente, 348.—Suma de potencias se
mejantes y  enteras de los términos de una progresión por diferencia, 343.—Aplicación á 
las pilas de balas, 850.

LECCION X L IX .—Ecuaciones exponenciales, su resolución, 35.3.—Condiciones para que el 
valor de x  sea conmensurable en la ecuación exponencial, 350.—Casos particulares en que 
se simplifica la resolución de la exponencial, 361.

LECCION L.—De los logaritmos considerados como exponentes. Perfecta correspon
dencia entre ambos modos do considerarlos, 362.—Demostración de las propiedades de los 
logaritmos y  construcción de las tablas por las ecuaciones exponenciales, 364.—Disposición 
de las tablas de Ca il e t , 367.

LECCION LI. U so DE LAS tab las . Dado un número cualquiera, hallar, por medio de 
las tablas, su logaritmo, 372.—Dado el logaritmo de un número, hallar este número, 378 .

LECCION L II.—De los complementos aritméticos, 381.—Operaciones de la aritmética por 
logaritmos, 332.—Cálculo de expresiones algebráieas por logaritmos, 383.—Ecuaciones 
exponenciales, 384.—Observaciones respecto á los incrementos de los logaritmos y  á los 
logaritmos de números negativos, 385.

LECCION L U I.—Interés compuesto, 387.—Anualidades, 391.—Acumulación dc^apiiales. 
393.—índice, 395.



í



ir

OBRAS DE .AIATE:MÁTK;ASDE DON BERNARDINO SANCHEZ VID AL
EUmentos de Aritmética, para uso de las escuelas de prhuera enseñanza 

(1860), 5 reales en  IMadrid y  C en provincias.
Lecciones de Aritmética. U n  tom o en 4.° segunda edición (1866), 26 y  30. 
Lecciones de Algebra. Tom o I .  en 4.° segunda edición  (1874), 26 y  30. 
lecciones de Álgebra. Tom o I I .  en 4.® (1864), 26 y  30.
Tablas de reducción de las pesas y  medidas legales de M urcia  á  las m étrieo- 

deciraales y  vice-versa. (1867), 4 reales.

ECHEGARAY.
Problemas elementales de Geometr ía. Prim era parte: Greometría plana (1865),, 

15 y  17 reales.
Problemas elementales de Geometría analitica. Primera parte. A nalítica  de 

dos dimensiones (1865), 8 y 10 reales.

L os pedidos á casa de la  Señora V iuda ó hijos de E scribano, Príncipe 25, 
librería. M adrid.


