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xi Odones generales concernientes á la extension. Pag. i 
i. £1 espacio que los cuerpos ocupan tiene tres 

dimensiones: longitud, latitud 6 anchura, y profun
didad, grueso ó altura. r j

Los limites de los cuerpos son superficies, que so- 
7 c^^stan de dos dimensiones, cuales son longitud f

Los límites de las superficies ó sus mútuos encuen
tros son lineas, las cuales no tienen mas de una sola 
dimension que llamamos longitud.

Los limites de las líneas ó sus recíprocos encuen
tros son puntos que no tienen dimension alguna.. .,. 13

2. La línea recta es el camino mas corto por don
de se puede pasar de un punto á^otr^.

La posición de una línea recta se halla determina
da por dos puntos, y no es posible prolongaría á ma
yor distancia sino de un solo modo. -

El plano es una superficie á la cual se puede apliX3'' • 
car una línea recta en todos sentidos. ’

PRIMERA PARTE. fê .

SECCION PRIMERA. \

De las J?ro^ieda¿ies de las líneas restas ^ eîrculares.

Definiciones y nociones generales......................
3. En los elementos de Geometría no seconsideran 

mas de dos especies de líneas, á saber: la línea ree- 
fa y la línea circular, cuyos puntos haUándose to
dos situados en un mismo plano, distan igualmente 
de otro punto tomado en el mismo plano, y llama
do centro.

Las rectas que miden la distancia de cualquier 

i
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punto de la circunferencia á su centro, se llaman 
radios del círculo: una parte cualquiera de la cir
cunferencia se llama arco: por circulo entendemos 
la porción de plano terminada por todas partes por 
la línea circular.

A fin de determinar todos los puntos que se ha
llan á una distancia dada de un punto dado, debe
mos describir desde este íiltimo como centro, y con 
un radio igual á la distancia dada una circunferen
cia de círculo.............................................

4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 
de una recta, es investigar cuántas veces en esta rec
ta está contenida otra recta adoptada por unidad.

En general, medir una recta con otra es Investi
gar la relación que tenganestas dos líneas entre sí, y 
averiguar si hay alguna otra linea mas pequeña que 
se halle contenida un exacto número de veces en am
bas, y que por consiguiente sea la medida común de 
ellas.................................................................................•

§. Problema. Siendo dadas dos rectas, determi
nar su común medida, ó cuando menos la próxima 
relación de la una á la otra..........................................

6. Una recta no puede encontrarse con otra mas 
que en un solo punto............................. .....................

y. El espacio Indefinido, comprendido entre dos 
rectas que se cortan en un punto, y que podemos 
imaginar prolongadas cuanto queramos, se llama 
ángulo.

El punto en que se encuentran las líneas ó lados 
que forman el ángulo, se llama verdee.

8. Dos ángulos son entre sí iguales, siempre que 
colocados el uno sobre el otro se cubren perfecta
mente.

Para que se verifique la igualdad de dos ángulos, 
no es necesario que los dos lados del uno tengan exac- 
ramente la misma longitud que los del otro; basta 
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para ello que se cubran el uno al otro en la parte 
que les sea común...................................... .. .................

9. La porción respectiva de dos rectas depende 
del ángulo que entre sí forman.

Una línea es perpendicular sobre otra, siempre 
que forma con esta otra dos ángulos iguales.

La perpendicular no se inclina mas hácia un lado 
que hácia otro de la recta á la cual encuentra.

que estas rectas forman se llaman án
gulos rectos.

Todo ángulo menor que uno recta se llama án
gulo agu¿io.

Todo ángulo mayor que uno recto se llama án
gulo obtuso.

Todos los ángulos rectos son entre sí iguales........
10. La suma de todos los ángulos que se pueden 

formar de un mismo lado de una recta, y tomando 
por vértice á uno cualquiera de sus puntos, equiva
le en todos casos á dos ángulos rectos, sea cual fue
re el número de los ángulos propuestos..,.............

II. Siempre que una recta cae sobre otra, for
ma con esta otra dos ángulos, que reunidos equiva
len á dos rectas.

2 0

Dos rectas que entre sí se encuentran, forman ai 
rededor de su mutuo punto de encuentro cuatro án
gulos, de los cuales dos á dos son ofwstos jyor el 
'vértice............... .............................................................

12. Teorema. Los ángulos opuestos por el vérti
ce, son entre sí iguales.......................... .. ...................

13. Corolario. Dos perpendiculares forman entre 
si cuatro ángulos rectos.

La suma de todos los ángulos que se pueden for
mar al rededor de un punto, no vale nunca mas que
cuatro rectos...................................................................

14. No es posible encerrar espacio alguno por 
un número de rectas menor que tres, y este espacio

18

16

id.

id.

21
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se llama íriángulo.......................................................... 21

i $. La suma de dos lados de un triángulo es ma
yor que el tercero.

SI en el Interior de un triángulo tomamos un pun
to cualquiera, y desde este punto tiramos rectas á 
dos de los ángulos del triángulo, la suma de estas 
rectas será menor que la de los dos lados del trián
gulo que las envuelven.

Seis cosas pueden distlnguirse en un triángulo, á 
saber: tres ángulos y tres lados.

Existen entre estas seis cosas relaciones necesarias. 22 
16. Teorema. Siempre que dos lados de un trián

gulo sean respectivamente iguales á otros dos de 
otro triángulo, y que el ángulo comprendido por los 
primeros sea igual al formado por los segundos, ha
brán de ser iguales en todas sus demas partes  23

17. Un triángulo se halla enteramente determi
nado con solo que se conozca uno de sus ángulos, y 
los dos lados que lo comprenden............................... 24

18. Teorema. Siempre que dos triángulos tengan 
un lado del uno Igual á otro del otro, y que sean 
respectivamente iguales los dos ángulos adyacentes 
en ambos, habrán de ser perfectamente iguales los 
triángulos......................................................................   id.

19. Sí dos lados de un triángulo fueren respecti
vamente iguales á otros dos de otro triángulo, y que 
®^ Angulo comprendido entre los primeros sea menor 
que el comprendido entre los dos últimos, el lado 
opuesto al mayor de estos dos ángulos deberá ser 
mayor que el opuesto al otro..................................... 2<J

20. Corolario. Dos triángulos cuyos tres lados 
son respectivamente iguales cada uno á su corres
pondiente, son iguales en todas sus partes.............. 26

21. Dados que nos sean con separación los tres 
lados de un triángulo, describirlo.............................. 27

22. Observaciones. Para que se pueda formar un
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triángulo con tres líneas dadas, es indispensable que 
la suma de cualesquiera dos de ellas sea mayor que 
la tercera......................................................................... ^7

23. Problema. En un punto dado, tomado en 
una recta dada, construir un ángulo igual á otro 
dado ..

24. Dado que nos sea un triángulo, construir 
otro que le sea igual, empleando en la construcción 
de este último uno de los ángulos del primero, y los 
dos lados que lo comprenden...................................  2.9

25. Dado que nos sea un triángulo, construir 
otro que le sea igual, empleando en la construcción 
de este último un lado del primero y los dos ángu
los adyacentes...............................................  3°

De las líneas perpendiculares y de las oblicuas........ id.

26. Teorema. Las líneas que parten de un mismo 
punto cualquiera de la perpendicular, y que se apar
tan igualmente de su pié, son iguales; y las que mas
distan son mas largas...................... ............................

27. Corolario i.° Dos oblicuas iguales caen ne
cesariamente á diferentes lados de la perpendicular,
yá igual distancia de su pié...................................   •• 3^

28. Corolario 2? La perpendicular es la línea 
mas corta de cuantas pueden tlrarse de uii punto á 
Una recta dada; cuando caiga en el medio de esta 
recta, tiene todos sus puntos igualmente distantes 
de las dos extremidades, de las cuales distan desigual
mente todos los puntos tornados fuera de la perpen
dicular. De un punto á una recta no es posible tirar 
tres rectas iguales.....................................   3'-^

29. Problema. Tirar sobre una línea dada una 
perpendicular que la divida en dos partes iguales.... id.

30. Problema. Por un punto dado en una recta 
levantar una perpendicular á esta recta...................... 33
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31- Problema. Por un punto tomado fuera de 

una recta, bajar una perpendicular sobre ella......
32. Teorema. De un punto tomado fuera de 

una recta, no puede bajarse sobre ella mas de una 
sola perpendicular. Lo mismo se verifica aun cuan
do se tome el punto sobre la misma línea...................

33- Corolario i.'’ Dos rectas perpendiculares á 
una tercera no se encuentran jamás, por mas prolon
gadas que las supongamos, ya sea hacia la parte de 
arriba, ó hácia la de abajo de esta última.................

34. Corolario 2.® Dos triángulos, cada uno de 
los cuales tenga un ángulo recto, son iguales: 
í.® siempre que ademas sean iguales los lados res
pectivamente opuestos á los ángulos rectos, y algu
no de los otros ángulos sea igual á su correspondien
te: 2.® cuando ademas de tener iguales los lados 
opuestos á los ángulos rectos, tiene tambien cada 
uno de ellos uno de los lados igual á otro de los
otros 

35- Observaeiones. El segundo caso de igualdad 
de que acabamos de hacer mención, relativo á los 
triángulos que tengan un ángulo recto, no conviene 
generalmente á todos los demas....................................

36. Teorema. Cuando dos lados de un triángulo 
sean entre sí iguales, los ángulos opuestos á estos la
dos lo serán tambien; y cuando sean desiguales el 
mayor de ellos se hallará opuesto al mayor ángulo.,

37. Corolario. Si dos ángulos de un triángulo 
son entre sí iguales, los lados opuestos á estos ángu
los habrán tambien de serlo entre sí. El mayor de 
los lados es el opuesto al mayor de los ángulos. Fi
nalmente, siempre que sean entre sí iguales los tres 
lados de cualquier triángulo, los tres ángulos lo se
rán también entre si, y reciprocamente...................

38. Los triánguloscuyos lados son todosdesigua- 
les, se llaman escalenos-, los que tienen iguales dos

34 

id,

3$

id.

3^

37
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de sus lados isosceles^ los que todos sus tres lados 
entre sí iguales, ¿’^«zV/í^rOí.......................................... ^8

Teoría ele las j^aralelas...29

39- Dos rectas que, aunque situadas en un mis
ino plano, no se encuentran jamás por mas que se 
prolonguen, se llamanfarakías entre sí.................... id.

Son, pues, entre sí paralelas, dos rectas que sean 
perpendiculares á una tercera.....................  id.

40. Nota. Siendo una recta perpendicular á 
otra, cualquiera otra recta que sea oblicua á esta, si 
se la prolonga suficientemente, encontrará necesaria
mente á la primera...................................................  id.

Nota en que se hace ver esta proposición........... 40
41. Teorema. Cuando dos rectas sean paralelas, 

todas las que fueren perpendiculares á una de ellas, 
lo habrán al mismo tiempo de ser á la otra............... id.

42. Corolario. Dos rectas paralelas á una tercera, 
son paralelas entre sí....................................................... 42

43- Teorema. Cuando dos rectas paralelas se ha
llan cortadas por una tercera, los ángulos que ellas 
hacen con esta última en un mismo lado; el uno en 
¡a parte de afuera y el otro en la de dentro, son 
iguales entre sí................................................................ id.

44. Teorema. Siempre que dos rectas hagan con 
otra tercera y á un mismo lado con respecto á esta, 
ángulos iguales, uno en la parte de afuera y otro 
en la de adentro, habrán de ser entre sí paralelas. .. 43

4$. Obseriíaeiones. Llamamos secante á toda 
recta que corte á otras paralelas. Los ángulos situa
dos al mismo lado de la secante, y cuya abertura se 
halla dirigida hácia una misma parte, se llaman an
clas correspondientes. Todos los ángulos cuya aber
tura se halla entre las paralelas, se llaman ángulos 
tntemosi así como se llaman cíngulos externos aque- 
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líos cuya abertura se halla dirigida á la parte de 
afuera. Los ángulos que se encuentran en una situa
ción opuesta, tanto con respecto á la secante como á 
las paralelas, se llaman ángulos alternos..................... 43

46. Teorema. Siempre que dos paralelas se ha
llen cortadas por una secante,

i .® Los ángulos correspondientes son iguales: 
2 .° Los ángulos alternos internos son iguales:
3 .° Los ángulos alternos externos son iguales:
4 .” Los ángulos internos de un mismo lado for

man dos ángulos, cuya suma equivale á la de dos 
rectos :

5 .° Los ángulos externos de un mismo lado for
man otros dos ángulos cuya suma equivale á otros dos 
rectos :

6 .® Siempre que se verifique cualquiera de estas 
propiedades, las rectas son necesariamente paralelas. 44

47. Corolario. Dos rectas respectivamente per
pendiculares á otras dos rectas que se cortan, deben 
necesariamente encontrarse........................................... 47

48. Problema. Por un punto dado tirar una rec
ta paralela á otra dada.................................................. id.

49. Problema. Por un punto dado fuera de una 
recta, tirar otra que haga con ella un ángulo igual 
á otro dado..................................................................... id.

$0. Teorema. Los ángulos cuyos lados son res
pectivamente paralelos los del uno á los del otro, 
y que tengan su abertura dirigida en un mismo sen
tido, son iguales entre sí............................................... 49

$i. Teorema. Los tres ángulos de todo triángulo 
reunidos, equivalen en todos casos á la suma de dos 
ángulos rectos............................................................... id.

N. B. El ángulo externo de un triángulo equivale 
por sí solo á la suma de los dos ángulos internos 
opuestos.......................................................................... $0

$2. Corolario. Siempre que dos ángulos de un
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XI 
triángulo sean respectivamente iguales á otros dos 
ángulos de otro triángulo, el tercero del uno habrá 
de ser igual al tercero del otro.

Ningún triángulo puede tener mas de un solo 
ángulo recto, ni mucho menos mas de un ángulo 
obtuso......................................................................  5*^

53. Se llama triángulo rectángulo al que tiene 
un ángulo recto; acutángulo al que tiene sus tres án
gulos agudos, y obtusán^ulo al que tenga un ángulo 
obtuso. Las dos ultimas especies se comprenden bajo 
la denominación común de triángulos oblicuángulos. 
En el triángulo equilátero, que tiene sus tres ángu
los entre sí iguales, cada uno de ellos equivale a dos 
tercias partes de un ángulo recto............................... id.

54. Teorema. Las partes de paralelas intercepta
das entre paralelas son entre sí iguales, y recipro
camente  5

55. Dos paralelas distan igualmente en todos sus 
puntos la una de la otra.............................................  5^

56. Teorema. Siempre que dos rectas cualesquie
ra esten cortadas por un número cualquiera de para
lelas tiradas por puntos tomados á distancias iguales 
en la primera, serán tambien entre sí. iguales las 
partes delà segunda............................................   id.

57. Cualquier número de partes de la primera 
recta es á igual número de partes de la segunda co
mo la primera recta entera es á la segunda entera... 53

58. Tres paralelas cortan en todos casos á dos 
rectas cualesquiera en partes proporcionales............. id.

ISÍota sobre las razones Incomensurables................ 5$
59. Corolario i.” Si en un triángulo se tira una 

recta paralela á uno de sus lados, cortará a los otros 
dos en partes entre sí proporcionales.......................... 5^

60. Corolario 2.” Reciprocamente cuando una 
recta corte á dos lados de un triángulo en partes pro
porcionales, habrá de ser paralela al tercer lado, ... id.
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61. Corolario 3? La recta que divida en dos 

partes iguales á uno de los ángulos de un triángulo 
cualquiera, divide al lado opuesto en dos segmentos 
proporcionales á los lados adyacentes......................... 57

62. Problema. Hallar una cuarta proporcional 
á tres líneas dadas.....................   id.

63. Dos triángulos son semejantes cuando los án
gulos del uno son respectivamente iguales á los del 
otro, y son entre sí proporcionales los lados que en 
ambos se hallan opuestos ¿í ángulos iguales, y que 
por esta razón se llaman lados homólogos. Una de 
estas condiciones está necesariamente unida con la 
otra   58

64. Teorema. Siempre que dos triángulos tengan 
respectivamente iguales los ángulos del uno á los del 
otro, sus lados homólogos son proporcionales, y los 
triángulos son por consiguiente semejantes............... 59

65. Corolario. Dos triángulos son semejantes: 
i.® siempre que dos ángulos del uno sean respectiva
mente iguales á otros dos del otro: 2.° siempre que 
los lados del uno sean respectivamente paralelos á los 
del otro: 3.° siempre que los lados del primero sean 
respectivamente perpendiculares á los del segundo. 60

66. Teorema. Dos triángulos son semejantes siem
pre que un ángulo del uno sea igual á otro ángulo 
del otrO) y estén comprendidos los dos ángulos por 
lados entre sí proporcionales. .................................... 62

67. Teorema. Dos triángulos, de los cuales los 
lados del uno son respectivamente proporcionales á 
los del otro, son entre sí semejantes........................... id.

68. Problema. Construir sobre una recta dada 
un triángulo semejante á otro dado............................. 63,

69. Teorema. Cuantas rectas queramos, tiradas 
por un mismo punto, y encontradas por dos parale
las, están cortadas por estas paralelas en partes pro
porcionales, así como tambien las cortan en partes
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proporcionales............................................................... 64

70. Problema. Dividir una recta dada del mismo 
modo que se halle dividida otra recta......................... 65

71. Observación. Otra solución de la misma 
cuestión.......................................................................... 66

72. Corolario i" Division de una recta en par
tes iguales......................   68

73. Corolario 2.° Construcción de las escalas.... id.
74. Sí desde el vértice del ángulo recto del tri

ángulo rectángulo se baja una perpendicular sobre el 
lado opuesto, que llamamos hipotenusa: i.® esta per
pendicular dividirá al triángulo en otros dos que le 
serán semejantes, y que por consiguiente serán se
mejantes entre sí: 2.° la misma dividirá á la hipote- 
nuso en dos partes ó segmentos tales, que cada uno 
de los lados del ángulo recto sea medio proporcional 
entre el segmento que le sea adyacente y la hipote
nusa entera: 3.° la perpendicular será media propor
cional entre los dos segmentos de la hipotenusa........ 70

7$. Corolario. La segunda potencia del número 
que exprese la longitud de la hipotenusa, es igual a 
la suma de las segundas potencias de los números 
que expresan las longitudes de los otros dos lados... 71

76. Teorema. Estando referidos á una medida 
común los tres lados de un triángulo y expresados 
por consiguiente en números; si de la extremidad de 
cualquiera de estos lados se baja una perpendicular 
sobre otro cualquiera de los otros dos, la segunda po
tencia del primero será igual á la suma de las segun
das potencias de los dos últimos, menos dos veces el 
producto del lado sobre que cae la perpendicular, 
por la distancia de esta perpendicular al ángulo 
opuesto al primer lado, en caso que este ángulo sea 
agudo; y mas dos veces el mismo producto cuando 
este ángulo sea obtuso...... .......................................... 73

77. Corolario. Un triángulo es acutángulo, rec-
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rangylo, ú obtnsangulo, según que la segunda po
tencia del mayor de sus lados es menor, ó igual ó 
mayor que la suma de las segundas potencias de los 
otros dos lados.....................

De Jos j^olígonos.......................................

78. Las superficies planas terminadas por un con
junto cualquiera de líneas rectas, se llaman polí
gonos 

El mas sencillo de todos es el triángulo; los po
lígonos de cuatro lados se llaman en general cuadri- 
íaí^rosi los de cinco, fentagonos', los de seis, exágo
nos; ios de siete, ej^ídgonos; los de ocho, oetágonos; 
los de nueve, eneágonos; los de diez, decágonos; los 
de doce, dodecágonos; los de quince peníedecá- 
gonos.

Los ángulos cuya abertura se halla mirando á la 
parte interior del polígono, son los llamados ángu
los salientes, y aquellos cuya abertura mira ála par
te de afuera, se llaman ángulos entrantes.

Las líneas tiradas de los ángulos de un polígono, 
sin ser adyacentes á los mismos lados tienen el nom
bre de diagonales.^.,.................

^9. El polígono de cuatro lados, cuyos lados 
opuestos son paralelos, es el llamadoJ?aralel6gramo.

I. Cada una de las diagonales divide al parale- 
iogra^mo en dos triángulos entre sí iguales.

a.® Los lados opuestos de un paralelogramo son 
respectivamente iguales.

3. ” Siempre que sean entre sí iguales los lados 
opuestos de una figura de cuatro lados, ó en caso 
que cada dos lados opuestos sean entre sí iguales y 
paralelos , la tal figura viene necesariamente á ser un 
paralelograjno.........................

80. Teorema. Las dos diagonales de un paraleló-

75

76

id.

77

id.
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gramo se cortan mutuamente en dos partes iguales.

8i. Teorema. Juntando uno de los ángulos de un 
polígono á todos los demas, resultará dividido el po
lígono en un número de triángulos igual al de sus 
lados, disminuido de dos unidades.

82. Corolario. La suma de todos los ángulos in
teriores de un polígono, vale tantas veces dos rectos 
como lados tenga, menos dos......................................

83. Teorema. Si se prolongan en un mismo sen
tido todos los lados de un polígono que no tenga 
ningún ángulo entrante, la suma de los ángulos ex
teriores será exactamente igual a la de cuatro rectos 
sea cual fuere por otra parte el numero de los lados 
del polígono............................................. ......................

84. Obser'vaeion. Dos polígonos son iguales cuan
do se componen de un mismo numero de triángulos 
iguales y semejantemente dispuestos..........................

85. Teorema. Cuando conocemos todos los lados 
de un polígono, á excepción de uno solo, y que al 
mismo tiempo conocemos los ángulos comprendidos 
entre los lados dados, se halla determinado el polígo
no, y puede ser construido sin obstáculo.................

86. Obser'vaeion. Para determinar un polígono, 
de un número N de lados, es necesario tener cono
cidas 2N—3 cosas, entre las cuales los ángulos no 
han de contarse masque N—1 datos...........................

87. Se llaman polífonos semejantes aquellos en 
que los ángulos del uno son respectivamente iguales 
á los del otro, y cuyos lados homólogos son pro
porcionales .....................................................................

88. Teorema. Dos polígonos compuestos de un 
mismo número de triángulos respectivamente seme
jantes cada uno al suyo, y semejantemente dispues
tos, tienen sus ángulos iguales cada uno a su cor
respondiente, sus lados homólogos proporcionales, y 
por consiguiente son entre sí semejantes.............

77

7^

79

id.

So

Si

id.

id.
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89- Teorema. Siempre que dos polígonos son se

mejantes, se hallan compuestos de un mismo núme
ro de triángulos semejantes, cada uno al suyo, y se
mejantemente dispuestos................................................

90. Problema. Construir sobre una línea dada 
un polígono semejante á otro dado.............................

91. Observación. Otro modo de dividir polígo
nos en triángulos...........................................................

Nota respectiva al arte de levantar planos...........
92. Teorema. Si en dos polígonos semejantes se 

tiran dos rectas que se hallen colocadas de un modo 
semejante en ambos, estas habrán de ser proporciona
les a los lados homólogos de los polígonos.................

93- Teorema. Los contornos de dos polígonos se
mejantes son entre sí como los lados homólogos de 
estos mismos polígonos..................................................

82

83

84
85

id.

86

De la linea recta y del círculo............................. ..

94. Una recta y una circunferencia de circulo no 
pueden cortarse en mas de dos puntos.

Toda recta que corta á la circunferencia de un 
círculo, y se halla prolongada hácia afuera, se llama 
secante.

La parte de esta recta, comprendida dentro del 
círculo, se llama cuerda............................................... ¡J.

9$. La recta que pasa por las extremidades de 
un arco, ó que lo subtende , se llama su cuerda.

Una misma cuerda pertenece á dos arcos, que 
reunidos forman la circunferencia entera................... id.

9^- Uuando una cuerda pasa por el centro del 
círculo, se la da el nombre de diámetro.

Todos los diámetros de un mismo círculo son 
iguales entre sí.

Un diámetro es la mayor de Ias rectas que se pue
den tirar dentro de la circunferencia de un círculo., id.
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97- H diámetro divide á la circunferencia en 

dos partes iguales.
Dos círculos descritos con un mismo radio son 

entre sí iguales........................................
, 98 Teorema. Si aplicamos un arco cualquiera’de 

circulo sobre otro arco del mismo circulo, ó de otro 
circulo descrito con el mismo radio que el primero 
de modo que dos cualesquiera puntos de uno de los 
arcos caigan sobre otros dos del otro, y las convexi
dades esten mirando hacia un mismo lado, el menor 

e estos dos arcos se habrá necesariamente de con
tundircon el mayor...........................

T^oía relativa á la propiedad del círculo, que le 
es común con la línea recta, y que nos hace ver la 
semejanza de sus partes, y la uniformidad de su cur
vatura................................

, 99. Corolario. En un mismo círculo ó en dos 
círculos descritos con un mismo radio, los arcos cu
yas cuerdas sean iguales, habrán de ser necesaria- 
líiente iguales, siempre que ambos sean de una misma 
especie; es decir,.ó ambos menores, ó ambos mayo
res que la semicircunferencia ; y reciprocamente cuan- 

0 los arcos sean iguales, las cuerdas también habrán 
de serio entre sí...........................................

loo. Teorema. En un mismo círculo ó en círcu- 
os iguales, al mayor arco le pertenece la mayor 

cuerda, y reciprocamente; con tal sin embargo que 
tos arcos que comparamos sean menores que la semi
circunferencia

loi. Problema. Estando dados dos arcos de un 
mismo circulo ó de dos circulos iguales, determinar
3 tazón que entre sí tengan sus longitudes................

102. La recta que no tiene mas que un punto de 
común con un círculo, ó que no hace mas que tocar- 

se llama tangente.........................................
to3. Teorema. La perpendicular tirada sobre un
tomo III, 2 

88

id.

89

id.

90

id.

92
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plinto de la circunferencia del círculo sobre el ra
dio que pasa por este punto, es tangente al circulo 
Y reciprocamente la tangente á un punto cualquiera 
de la árcunferencia, es perpendicular a la extremi
dad del radio tirado por este punto,.............  •

104. Corolario. Se tira una tangente a un punto 
dado 1 una circunferencia del circulo, levantando a 
la extremidad del radio que pasa por este punto una 
pe^ndic^^. .^^^^ ^^^^^ levantada perpendi- 

cularmente sobre el punto de en medio cuna cuer 
da, pasa por el centro del arco, y por el punto de 
enmedio del arco subtendido por la tal cuerda.....

106. Corolario 1.” Estando en una recta e 
punto de en medio de una cuerda, el centro del 
circulo, y el punto medio del arco subtendido por 
la cuerda, luego que se verifique que están en la 
recta dos de lot tres indicados puntos, lo habra de

9^

93 

id.

estar necesariamente el tercero. ‘
Toda perpendicular bajada desde el centro 0 des

de el medio del arco sobre la cuerda, caera sobre el 
punto medio de la cuerda...................................... ..

107 Corolario 2." Para dividir un arco en dos 
partes iguales, basta levantar una perpendicular so
bre el medio de la cuerda que subtende al arco. . . .

108. Teorema. Los arcos interceptados en un 
mismo círculo entre dos cuerdas paralelas , 0 entre 
una tangente y una cuerda paralela, son iguales. . .

100. Teorema. Si de los vértices de dos angu os 
describimos con un mismo radio los dos arcos que es 
corresponden, la razón de los dos arcos compren 1 
dos entre los lados de cada uno de los ángulos a 
brá de ser la misma que la de los mismos ángulos. . .

iio. Corolario iS Siendo la misma la razón 
de los arcos que la de los ángulos, es consiguiente 
que la medida de un ángulo sea el arco de circu o

id,

94 

id.

9$
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comprendido entre sus lados, y descrito desde su vér- 
tice como centro.................... ....

Las ’r^tás ’que div’idañ Ïun 
arco en partes iguales, dividen juntamente en el 
S e7Xl a^”'""

ángulo’tiene su vér- 
mpd:7 J w^nícrencia de un circulo, su 
lodos'^ “ ^ “‘“^ “^^ ""^ ““pt^ndido entre sus

113- Corolario i.» Él áng’ulo’formádá ’por’um 
cuerda y por la prolongación de otra, tiene por me
dida la mitad de la suma de los arcos subtendidos 
siroi^r ;;;.'/?:^?.‘^:

1141 CoroÍarÜ2 ° To’d’o/ío’s’ángúío’s’¿u-

yos vertices se hallen en la circunferencia y que 
igualeF*^" ^‘

97

99

id.

loi

1022.° EI ángulo cuyo vértice se halla’en la’cir- 
cunterencia pasando los otros lados por Ias extremi- 
danés de un diámetro, es un ángulo recto

j ® “g“>o cuyo vértice’sé’halla 
dentro del circulo entre este y la circunferencia, tie
ne por medida la mitad del arco comprendido en
tre sus lados, y juntamente la mitad del arco corn- 
prendido entre sus prolongaciones.......................

iï6. El ángulo cuyo vértice se halla fuera del 
«•culo, tiene por medida la mitad de la diferencia de 
os arcos comprendidos entre sus lados, uno de los 

cuales vuelve su concavidad hacia el vértice, mien
tras que otro dirige su convexidad ...........................  
Av^^'-j ^^evar una perpendicular en la

remidad de una línea recta sin prolongaría...........
118. Problema. De un punto dado fuera dé un 

^culo, tirar una tangente á este círculo................... ;

id.

id.

103

id.

104
*
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110. Problema. Por tres puntos que no se ha

llen en línea recta, hacer pasar una circunferencia

120. ’''C¿«Z«nb 'i> Por tres puntos dados no 
es posible hacer pasar mas de una sola circunferencia

'’Está cuestión no admite solución siempre que los 
tres puntos dados se hallen en linea recta. ■

121. Corolario 2.° Dos circules no pueden tener 
tres puntos comunes sin confundirse, y a consecuen- 
r“L podrán mútuamente encontrarse en mas que

104

105

id.
*” /^ P Teorema. Dos círculos que pasen por un 

mismo punto de la recta que reúne sus "°
tienen de común mas que este punto, en el cua 
Íocan por consiguiente; y reciprocamente , siempre 
que dos círculos se toquen, sus centros y el punt 
del contacto habrán de estar en una misma recta •

123. Observaciones. Condiciones que deben 
verificarse para que se corten dos círcu os.

La perpendicular levantada por el punto de con
tacto deudos círculos sobre la línea que junta sus cen
tros toca al mismo tiempo á estos dos círculos.

Entre un círculo y su tangente no es posible tirar 
ninguna recta; mas se puede hacer pasar una infini
dad de círculos diferentes

Nota con respecto al ángulo de * ;
124. Problema, Describir un circulo que toqu 

en un punto dado a una recta ^^^^ ^ posición, y 
que pase por otro segundo punto dado. .•.■•••• ♦ • 

12c. Problema. Describir un circulo que toque 
en un punto dado á otro círculo dado, y que asimis
mo pase por un segundo punto dado.............b’'

126 Problema. Describir sobre una recta da
da un círculo tal que todos los ángulos que ten^m 
su vértice en la circunferencia, é insistan sobre

106

107
108

id.

109
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esta recta, sean iguales á un cierto ángulo dado; ó 
describir un segmento de círculo ca^az de un ángu
lo dado............................................................................ uo

127. Dos secantes que parten de un mismo pun
to tomado fuera de un círculo, y se hallan prolon
gadas hasta la parte de la circunferencia mas distante 
de aquel punto, son reciprocamente proporcionales 
á sus partes exteriores......... . .................................... id.

128. Observación. La tangente es media pro
porcional entre la secante y su parte externa.

Demostración de esta proposición à priori...in 
129. Dos cuerdas que se encuentran en un cír

culo, se cortan en partes reciprocamente proporcio- 
^^^^es................................................................................ I I 2

N. B. Propuesta común al teorema anterior y al 
del ^. 127: Siempre que dos rectas que se cortan en
cuentren al mismo tiempo una circunferencia de 
circulo, cada una en dos puntos, las distancias de 
su punto de encuentro á cada uno de aquellos en que 
cortan la circunferencia del círculo, son reciproca
mente proporcionales.................................................... 113

130. Corolario. La perpendicular levantada so
bre un diámetro, y terminada en la circunferencia, 
es medía proporcional entre los dos segmentos del 
diámetro  id.

131. Observaciones. Demostración de la propo
sición anterior, deducida del triángulo rectángulo.

La cuerda tirada por la extremidad del diámetro, 
es media proporcional entre el diámetro y el seg
mento formado por la perpendicular bajada de la 
otra extremidad de esta cuerda.

Otro modo de hallar una media proporcional en
tre dos líneas dadas........................................................ id.,

132. Problema. Dividir una línea en media y 
extrema razón; es decir, de modo que la parte ma
yor sea media proporcional entre la línea entera y la
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Otra parte....................................................................... 114

133. Probbrna. Describir una circunferencia 
de círculo que pase por dos puntos dados, y que 
toque á una recta indefinida dada de posición...........115

Nota sobre las diversas soluciones de que son 
susceptibles este problema y el anterior...................... 116

134. Teorema. En un semicírculo las segundas 
potencias de las longitudes de las cuerdas que parten 
de la extremidad de un diámetro, son proporciona
les á los segmentos comprendidos sobre este diáme
tro entre la extremidad común de todas las cuerdas, 
y el pié de la perpendicular bajado de la otra extre
midad  id.

De los polígonos inseritos y circunscritos al círculo.. . 117

13$. Observación. Se puede hacer pasar un 
círculo por los vértices de los ángulos de un trián
gulo cualquiera. En tal caso el triángulo se halla 
inscrito en el círculo, y este circunscrito al trián-

Otra demostración de las proposiciones de los nú
meros 36, 37 y 51....................................................... id.

136. Problema. Inscribir un círculo en un trián
gulo dado, es decir, describir en el interior de este 
triángulo un círculo cuya circunferencia no haga 
mas que tocar los tres lados... ..................................... 118

137. Observaciones. En un círculo no se pueden 
inscribir todos los polígonos de cuatro ó de mayor 
número de lados............................................................... 119

Nota relativa al carácter de los cuadriláteros 
inscritos en el círculo...................................................... 120

138. Teorema. Siempre que un polígono de 
cualquier número de lados sea recular, es decir, ten
ga entre sí iguales todos sus ángulos, y juntamente 
sus lados, puede ser inscrito y circunscrito el círculo, id.
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139- Los ángulos formados por los radios tirados 

desde el centro de un polígono, se llaman ángulos 
^n el centro‘, y equivaliendo la suma de ellos á la de 
cuatro ángulos rectos, cada uno de aquellos vendrá 
á ser igual al cuociente de esta suma , dividida por 
el número de los ángulos ó lados del polígono pro
puesto   121

140. Los polígonos regulares de un mismo nú
mero de lados son semejantes: y sus contornos son 
entre sí como los radios de los círculos á que se ha
llen inscritos ó circunscritos.......................  122

141. Problema. Hallándose ya inscrito en un 
círculo un polígono de cualquier número de lados, 
inscribir en un mismo círculo un segundo polígono 
que tenga un número de lados doble del del prime
ro , y determinar el valor de uno de los lados del 
segundo  123

142. El cuadrilátero cuyos ángulos son todos 
entre sí iguales, siéndolo asimismo sus lados, se lla
ma cuadrado. Cualquiera de sus ángulos es recto.. . 124 

143. Observaciones. Todo cuadrado es un parale
logramo: el paralelogramo que tiene los lados igua
les y los ángulos desiguales, se llama rombos aquel 
cuyos ángulos son rectos y los lados desiguales, se 
llama rectángulo. Todo rectángulo puede ser inscrito 
en un círculo  id.

144. Problema. Construír un cuadrado sobre 
una recta dada   ........................... I2§

145. Problema. Inscribir en un círculo los polí
gonos de 4, 8, 16, 32, 64 &c. lados......................126

Nota respectiva al modo de determinar geomé

tricamente á \/ 2............................................. id.
146. Problema. Inscribir en un círculo los polí

gonos de 3, 6, 12, 24, 48 &c. lados..........................127
147- Problema. Inscribir en un círculo los po-
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lígonos de 5í IO, 20, 4^ &c. lados...................... 128

148. Ohservaciones. La diferencia entre los ar
cos subtendidos entre los lados del exágono y del de
cágono, da la décimaquinta parte de la circunferen
cia; la cuerda de este arco es el lado del pentede- 
cágono, y por su bisección obtendremos los polígonos 
de 30, de 60 &c. lados................................................. 129

11

Nota sobre la division del circulo en 2-4-1 par
les .................................................................................. 1^0

149. Problema. Hallándose inscrito en un círcu
lo un polígono regular de cualquier número de 
lados, circunscribir al mismo círculo un polígono re
gular del mismo número de lados; y reciprocamente, 
estando dado el polígono circunscrito, construir el 
polígono inscrito......................................................... id.

150. Corolario. Expresión del lado del polígono 
regular inscrito correspondiente.................................. 132

i$i. Observacimes. La diferencia entre el con
torno del polígono inscrito y el del polígono circuns
crito correspondiente, disminuye á proporción que 
el número de lados aumenta; y en todo caso nos es 
posible determinar dos polígonos, el uno inscrito, y 
circunscrito el otro, tales que la diferencia de sus 
contornos sea menor que cualquiera cantidad dada, 
por pequeña que esta sea................................................ 133

152. La circunferencia del círculo es menor que 
el contorno del polígono circunscrito, y mayor que 
el del polígono inscrito. En todo caso podemos de
terminar un polígono inscrito ó circunscrito, tal que 
la diferencia entre su contorno y la circunferencia 
del círculo sea menor que cualquiera otra cantidad 
dada, por pequeña que sea.......................................... 134

153- Teorema. Siempre que dos cantidades in
variables A y B sean tales que se pueda probar que 
la diferencia A - B de las dos es menor que otra
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tercera cantidad ?, por pequeña que pueda ser esta 
última, las otras dos habrán de ser necesariamente 
iguales entre sí.............................................................. 135

154. Teorema. Las circunferencias de los círcu
los son entre sí como sus radios ó sus diámetros  136 

T/oía. Otra demostración del mismo teorema.... 137 
1$^. Corolario. Medio de calcular la longitud 

de una circunferencia, cuyo radio se conoce  id. 
i$6. Problema. Hallar la razón aproximada de 

la circunferencia al diámetro 13^
Nota. Razón de la circunferencia al diámetro, 

consignada en una obra de los Bramas...................... 142
157. Observaciones. Solución compendiada del 

último problema............................................................ 143

SECCION H.

Del area de los polígonos y de la del círculo. ,,.,• • 145

158. La porción de extension comprendida en
tre las líneas que terminan una Jigura, se llama la 
superjicie ó el área de esta figura................................. id.

Nota tocante al uso de las palabras superficie y 
drea......................................   iæ

159. Dos figuras de diferentes formas, bien que 
de una extension igual, ó que contienen áreas igua
les , se llaman equivalentes.......................................... id.

160. En los triángulos y en los paralelogramos 
se toma arbitrariamente por base uno de los lados, 
y se da el nombre de la altura á la perpendicular 
bajada desde el ángulo opuesto á aquel lado del trián
gulo, ó de cualquier punto del lado opuesto en el 
paralelogramo................................................................. 146

161. Teorema. Dos paralelogramos, con una 
misma base y con una misma altura, son equiva
lentes ...................................................................... id.
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102. Cualquiera triángulo es la mitad de un 

paralelogramo que tenga la misma base y la misma 
altura  147

163. Corolario. Dos triángulos que tengan la 
misma base y la misma altura, son equivalentes.... 148

164. Problema. Trasformar un polígono en otro 
que tenga un lado menos y que sea equivalente.... id.

16$. Corolario. Por este medio se puede con
vertir un polígono cualquiera en un triángulo equi
valente  149

166. Teorema. Dos rectángulos que tienen una 
misma base, son entre sí como sus alturas................. id.

167. Teorema. Dos rectángulos cualesquiera 
son entre sí como los productos de sus bases por sus 
alturas 151

Notas sobre la consideración de los productos 
de las áreas............................................... i$2

168. Observación. Sobre la medida de las áreas 
en general, y sobre el sentido de la expresión de 
que el área áe un rectángulo es i¿ual al froáucto 
áe su base for su altura...................... id.

169. Corolario 1.® El área de un cuadrado se 
mide por la segunda potencia de uno de sus lados... i§4

170. Corolario 2.° El área de un paralelogramo 
se mide por el producto de su base por su altura.... id.

Dos paralelogramos cualesquiera tienen la mis
ma razón que los productos de sus bases por sus al
turas................................................................................ i^'

171. Corolario 3.° El área de un triángulo se 
mide por la mitad del producto de su base por su al
tura  id-

Cualesquiera triángulos son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas........................ 155

172. Problema. Trasformar un paralelogramo ó 
un triángulo en un cuadrado..................................... id

173. Corolario. Trasformar cualquier polígono
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en un cuadrado equivalente......................................... 156

174. Observación. El área de cualquier polígo
no se valúa determinando la suma de las áreas de los 
triángulos que lo forman............................................. id.

17$. Teorema. El área de un cuadrilátero que 
tiene dos de sus lados paralelos, que se llama trape
zio, se mide por el producto de la semisuma de los 
dos lados paralelos, multiplicada por la altura toma
da entre ellos................................................................. id.

Tambien se la puede medir por el producto de su 
altura multiplicada por una paralela tirada á igual 
distancia á los lados paralelos.....................................  i§7

176. Teorema. Las áreas de los polígonos seme
jantes son entre sí como los cuadrados de los lados 
homólogos de ellos.......................  id.

177. Teorema. Las áreas de dos triángulos que 
tengan un ángulo común, están en la razón de los 
productos de los lados que comprenden este ángulo. 159 

178. El cuadrado construido sobre la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo equivale á la suma de los 
cuadrados construidos sobre los otros dos lados del 
mismo triángulo............................................................. id.

179. Corolario 1.® Los cuadrados construidos so
bre los lados del ángulo recto, y sobre la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo, son entre sí como los 
segmentos adyacentes, y la hipotenusa entera.......... 160 

180. Corolario 2.° Cualquier polígono cons
truido sobre la hipotenusa de un triángulo rectángu
lo, es equivalente á la suma de los dos polígonos se
mejantes, construidos sobre los otros dos lados........ 161 

181. Problema. Construir un polígono semejante 
áotro dado bajo la condición de que su área tenga 
con la de este una razón dada, ó sea equivalente á 
un cuadrado dado.......................................................... id.

182. Teorema. El área de un polígono regular 
tiene por medida la mitad del producto de su contor-
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no por el radio del círculo, inscrito. Este contorno se . 
llama jjerimetro, y el radio del círculo inscrito se 
llama ofotema................................................................. 163

183. Corolario. Las áreas de los polígonos regu
lares son entre sí como los cuadrados de los radios de 
los círculos en que los polígonos se hallen inscritos 
ó circunscritos............................................................... id.

184. Observación. En todo caso es posible hallar 
dos polígonos del mismo número de lados, el uno 
inscrito y el otro circunscrito, tales que la diferencia 
de sus áreas sea menor que una cantidad dada, por 
pequeña que esta sea..................................................... 164

18$. Corolario. En todo caso podemos asignar 
un polígono regular inscrito ó circunscrito, cuya 
área se diferencie tan poco como se quiera de la de 
un círculo dado............................................................... 16$

186. Teorema. Si tres cantidades A, B, X son 
tales que la primera A ,'á la cual supondremos varia
ble, mas que sin embargo sea mayor en todo caso 
que las otras dos B y X, que jamás varían, y pueda 
acercarse á entrambas á un mismo tiempo tanto 
como se nos antoje, debemos estar ciertos de que 
B=X  id.

1S7. Teorema. El área de un círculo tiene por 
medida la mitad del producto de la circunferencia 
por el radio............................  166

J^ota. Otra prueba de la misma proposición.... id. 
188..... Corolario. Las áreas de los círculos son en

tre sí como los cuadrados de sus radios ó de sus diá
metros.

El área de un círculo es igual al cuadrado del 
radio multiplicado por la razón de la circunferen
cia al diámetro............................................................... 167

189. Teorema. El área de un sector de circulo 
tiene por medida la mitad del producto del arco por 
el radio. ............................................... 168
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190. Observación. El área del segmento se deter

mina quitando del área del sector la del triángulo 
correspondiente.............................................................. 168

N. B. Qué cosa sea el segmento y snjlecka...... 169

PARTE SEGUNDA.

SECCION PRIMERA.

De los planos, y de los cuerpos terminados por super- 
Jicies planas.

De los planos y de las lineas rectas............. 171
191. Una línea que tiene dos puntos en un mis

mo plano, se halla en el mismo plano toda entera, id.
192. La intersección de dos planos es una línea 

recta  id.
193. Son necesarios tres puntos para determinar 

un plano, ó coinciden perfectamente dos planos que 
tengan tres puntos comunes, los cuales no se hallen 
en una linea recta.......................................................... i<i-

194. Dos líneas que se cortan, se hallan en un 
mismo plano. Todo triángulo se halla en un solo 
plano, y cuatro puntos que no se hallen en un mis
mo plano, forman lo que llamamos un cuadrila'tero 
oblicuo -......................

195. En el espacio dos rectas pueden ser per
pendiculares á otra tercera., sin ser paralelas entre sí.' 172

196. Teorema. Una recta levantada fuera de un 
plano perpendicularmente á otras dos tiradas por su 
pie en este mismo plano, es perpendicular á todas 
las que por el mismo punto se podrían tirar en el 
mismo plano................................................................... iæ

197. Observación. La línea tirada con arreglo al 
teorema anterior, es perpendicular al plano sobre 
que está levantada................................................     .• 173
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198. Teorema. Si tres rectas son todas perpendi

culares á otra misma recta en un mismo punto, se 
hallan todas aquellas tres en un mismo plano per
pendicular á esta recta...................................................

199. Teorema. Por un punto tomado en un pla
no o fuera de él, no se puede tirar mas de una sola 
perpendicular á este plano; y por el mismo punto 
de una recta no puede pasar mas que un solo plano 
perpendicular á esta recta............................................

200. Teorema. Las oblicuas que igualmente se 
apartan de la perpendicular á un plano, son igua
les, siendo las mas largas las que mas se apartan de 
ella; y siendo la perpendicular la recta mas corta 
que es posible tirar desde un punto dado á un 
plano 

201. Observaeiones. De cualquier punto de una 
perpendicular á un plano podemos hacer uso para 
describir en el mismo plano círculos cuyos centros 
estén á su pié.................................................................

Siendo la perpendicular á un pianola línea mas 
corta que puede tirarse al plano desde un punto to
mado fuera de él, habrá de ser la medida natural de 
su respectiva distancia...................................................

202. Teorema. Si por un punto de una recta 
oblicua a un plano se baja sobre este plano una per
pendicular, y por Otra recta se juntan los pies de Ia 
oblicua y de la perpendicular, la perpendicular á la 
ultima recta lo será también á la oblicua...................

203. Teorema. Una recta situada fuera de un 
plano , pero paralela á otra linea cualquiera tirada en 
este plano, no lo encuentra, por mucho que se la 
suponga prolongada, y al mismo tiempo es paralela 
a toda recta tirada en el plano paralelamente á la 
primera.........................................................................

204. Dos rectas paralelas á otra tercera son pa
ralelas entre sí..................

Í73

174

^75

176

id.

id.

177 

id.
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loj. Teorema. Los ángulos que tengan los lados 

paralelos y la abertura dirigida en un mismo senti
do, son iguales, aunque se hallen situados en pla
nos diferentes................................................................ 17^

206. Teorema. Si por cualquier punto de la sec
ción común de dos planos se tiran en cada uno de 
ellos rectas respectivamente perpendiculares a la 
mencionada sección común; y siendo el ángulo que 
ellas forman entre sí igual al formado por otras dos 
rectas tiradas de la misma manera en otros dos pla
nos, se podrá hacer que coincidan los dos primeros 
planos con los dos últimos.......................................... id.

207. Corolario 1.® El espacio indefinido, com
prendido entre dos planos que se cortan, se llama 
ángulo diedro ó ángulo de dos earas, y mide la in
clinación de ellos:

El ángulo diedro tiene por medida al ángulo 
plano formado por dos rectas tiradas en cada una de 
sus caras perpendicularmente á su común sección y 
por un mismo punto de esta recta :

Los ángulos diedros gozan de las mismas propie
dades que los ángulos planos que los miden.......... 179

Nota. Razón de la denominación de ángulo 
diedro.............................................................................. iSo

208. Corolario 2.® Un plano tirado por una lí
nea perpendicular á otro plano, es perpendicular a 
este último:

Por una recta tomada en un plano no es posible 
levantar mas de un solo plano perpendicular al pri
mero................................................................................ iSi

209. Teorema. Si por un punto cualquiera de la 
común sección de dos planos que se encuentran en 
ángulo recto, se levanta perpendicularmenre al pri
mero una recta, se hallará esta comprendida en el 
segundo 1S2

210. Corolario. La intersección de dos planos
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perpendiculares á un tercero, es perpendicular á 
este último  182

211. Teorema. La recta tirada en un plano per
pendicularmente á la común sección de este y de 
otro que lo encuentra en ángulo recto, es perpen
dicular á este otro......................................................... id.

212. Teorema. Dos rectas perpendiculares á un 
mismo plano son entre sí paralelas; y reciprocamen
te si una recta es perpendicular á un plano, cual
quiera otra recta paralela á esta habrá tambien de 
ser perpendicular al mismo plano............................... 183

213. Teorema. Dos planos perpendiculares á una 
misma recta no pueden jamás encontrarse................. id.

214. No encontrándose jamas dos planos per
pendiculares á una misma recta, habrán de ser para
lelos entre sí......................................................................184

215. Teorema. Cuando dos planos paralelos se 
hallan cortados por un tercero, las intersecciones 
son entre sí paralelas..................................................... id.

216. Corolario. Dos planos paralelos tienen co
munes sus perpendiculares:

La distancia de dos planos paralelos es una mis
ma en todos lugares..................................................... id.

217. Teorema. Si dos rectas que se cortan son 
paralelas á otras dos que tambien se cortan, el plano 
determinado por las dos primeras será paralelo, al de
terminado por las otras dos.............................................18$

218. Corolario. Por dos rectas que no cortándo
se ni siendo entre sí paralelas no pueden hallarse 
comprendidas en un mismo plano , se pueden en todo 
caso hacer pasar dos planos paralelos cuya mas corta 
distancia nos de la de las dos rectas propuestas........ id.

219. Observación. La mas corta distancia de las 
rectas del artículo anterior, tiene lugar en una recta 
que es perpendicular á entrambas á un tiempo........ 186

220. Teorema. Dos rectas comprendidas entre
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os planos paralelos, resultan en todo caso cortadas 

en partes proporcionales por medio de un tercer 
plano paralelo á los dos primeros...........  n.

“"‘*°’ P’”^ *1”= Pa»» por un ’ 
mismo punto se encuentran dos á dos, el espacio que 
toTn^r” “'^®8n¡do en el sentido opuL
‘ P*^"" «" que se encuentran, se llama
poliedro 0 de muchas caras. ^
dro &ci“^'" ‘^"

' P"“^® encuentro de todas las caras de un
ángulo poliedro, viene á ser su veriiee.

Las comunes secciones de jas caras son las aristas
Ln cualquier ángulo triedro nos ocurren seis 

osas que considerar : á saber, tres ángulos p ano y 
tres ángulos diedros

’«¿M^era ’ dos'
de los ángulos planos que componen un ángulo trié- 

j es en todo caso mayor que el tercero
fn J P^^f^'”^- Si dos ángulos triedros se hallan 
ormados de los mismos ángulos planos, serán igua- 
e los ángulos diedros comprendidos entre los ánvu- 

tos planos iguales

187

î88

tos “mpues-por tres ángulos pianos iguales, y semejantemen-
Dart«P“““' sus

Dos ángulos'triedro’s/œ’m.'

del otro no pueden coincidir, mas encierran el 
mismo espacioii^tu ei

¡o’l-oo'ir tedios inversos,"' 
suma de los ángulos planos 

í. °™Ponoii un ángulo poliedro convexo, es de- 
cuyas aristas son todas salientes ó exteriores ne

Tomo m.

189

191

192
Í93
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to que por otra parte sean cualesquiera, es en todo 
caso menor que la de cuati o angu os rectos

De los cuerpos terminados por planos..........................

227. Los cuerpos terminados por planos, se lla

man poliedros.
No se puede cerrar por todas partes un espa

cio por un número de planos menor que cuatro; 
y el cuerpo que en tal caso resulta, se llama

^’''’^Tod¿ cuerpo que tenga por una de sus caras á 
un polígono cualquiera, y cuyas caras son “das 
ángulos^que tienen su vértice en un mismo pu , 
se llama jirámide; y el punto en que se reúnen e - 
tas Últimas, es el vértice, y la cara opuesta la

194

id.

'’"TaS Tmema. Si dos tetraedros tienen cada 
uno un ángulo triedro compuesto de triángulos 
iguales y dispuestos de un modo semejante, serán 
ifuales, aun Lando dos caras del uno sean iguales a 
Zos del otro, y se hallen reunidas del misno mo
do, y formen entres! el mismo ángulo diedro q ^^^

' Los mliedros semejantes son aquellos que 
tienen las caras en un mismo número, 
semeiantemente dispuestas, e igualmente inclinadas ,^ 
las unas con respecto de las otras. • 

230. Teorema. Cuando los triángulos que for 
man dos ángulos triedros homologos de ¿“ tetraedros 
son semejaLes cada uno al suyo, y se hallan d 
puestos de un modo semejante, estos atraed os s 
L semejantes; y ademas lo son tarnbien siempre 
que dos caras del uno hacen entre si el "«smo angu 
lo que dos caras del otro, son ademas semejantes a 
estas, y reunidas por lados homologos, 
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231. Teorema. Dos pirámides cualesquiera son 

semejantes, cuando sus caras Jo son, y se hallan 
dispuestas de un modo semejante.......................

232. Corolario i.” Cuando cortamos por un 
plano paralelo á Ia base una pirámide, la quitamos 
una pirámide que es la semejante................................

.233 ' Corolario 2.® Las aristas homólogas de las 
pirámides semejantes son proporcionales entre sí y á 
las perpendiculares bajadas desde sus vértices sobre 
las bases

234. Observaeion. Por lo anterior podemos ha
lar la altura de una pirámide, cuando conocemos 

las dimensiones de un troneo que renga bases para-

235. Teorema. Las bases de las pirámides se
mejantes son entre sí como los cuadrados de dos 
aristas homólogas cualesquiera, y como los cuadra
dos de las perpendiculares bajadas desde el vértice 
a su plano...................................................

^?.^’ Çorolario. Las secciones hechas á una mis
ma distancia de los vértices en dos pirámides cuales
quiera, se hallan en una razón constante, sean cua
les fueren por otra parte las distancias y Ias figuras 
de las bases.......................................; *

237. Los poliedros que tienen dos caras opues- 
fas, Iguales y paralelas, y en que todas las demas son 
paralelogramos, se llaman prismas.

Los polígonos opuestos son las bases del prisma.
Cada ángulo poliedro de un prisma no está com- 

prei^ido mas que por tres ángulos planos.
Cuando sus^ aristas son perpendiculares á su base, 

e llamamos prisma reeto, en vez de que á cualesquie
ra otros damos el nombre de prismas oblicuos 
_ prisma cuya base es un paralelógramo

^^^^ paralelepípedo ; sus caras son opuestas y pa-

*

198

id.

199 '

200

id.

id.

201

202
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120 Teorema. Un poliedro comprendido entre 

seis pLos paralelos dos á dos, en un paralelepípedo.
240 . Teorema. Siempre que de dos prismas ten

sa akuno un ángulo triedro compuesto de poligo- 
Ls iguales y semejantemente dispuestos, serán igua
les estos dos prismas........... .................

Nóíí? sobre la semejanza de los prismas...... y 
241. Observaeiones. Juntando con el auxilio de 

rectas el vértice de un ángulo á todos los demas, y 
dividiendo todas sus caras en triángulos , se pueden 
dividir en todo caso cualesquiera poliedros en pna 
mides triangulares. ,

Dos cuerpos compuestos de un numero igual de 
pirámides triangulares iguales y dispuestas de un mo
do semejante, son iguales. dp

Siempre que un poliedro tenga ^^/^^^"^° ^ 
ángulos N, está determinado por 3^-6 dat 
adoptados entre las distancias de estos ángulos. . . y

Nota sobre el número de ángulos, de caras y de

2.02

203 
id.

204

id.

aristas de un poliedro .
242 Teorema. Dos poliedros, que ye compo 

nen de igual número de pirámides semeiantes y se
mejantemente dispuestas, son semejantes. ■■■_•'••'■

24^ Teorema. Siempre que dos poliedios sean 
semei^tes, se les podrá dividir en un igual nu
mero de tetraedros semejantes y seme,antemente d.s- ^^^

P’^TIT ’ Teorema. Las aristas homologas de los po
liedros semejantes son proporcionales, asi.corno as 
diagonales de las caras homólogas y las diagonales 
‘"r óSüSSr ..d. '1. « “»

íjó'^ rim.. üilrea. i L polkdros 

¡antes son entre sí como los cuadrados de las alistas 
homologas........................................... ......................

209

id.

210
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X)e la me¿¿úiofí d^ los volúmenes

247. El espacio comprendido por la superficie 
de un poliedro, ú ocupado por este cuerpo, está ya 
designado bajo el nombre de volumen y aun de ca
pacidad, cuando tratamos de un cuerpo hueco. , 

^ota que da á conocer los motivos para excluir 
la palabra solidez................................

id.

248. Teorema. Dos paralelepípedos construi
dos sobre una misma base, y terminados superior- 
mente por un mismo plano paralelo á su base, son 
equivalentes en volumen................................

249. Corolario. Un paralelepípedo cualquiera 
puede ser trasformado en un paralelepípedo rectán
gulo, que tenga una base equivalente y Ia misma 
altura 

La altura de un prisma 0 de un paralelepípedo 
es una perpendicular tirada entre las dos bases: la 
altura de una pirámide es la perpendicular bajada 
desde el vértice sobre la cara opuesta, la cual se lla
ma generalmente base . . .................................   . . . .

250. Teorema. Si se forma sobre Ia base de un 
prisma triangular un paralelogramo, y se levanta so
bre este paralelogramo, tomado por base, un parale
lepípedo de Ia misma altura que el prisma triangu
lar, vendrá este á ser la mitad del otro.......................

^(^í^a en que se demuestra la igualdad de los vo- 
Umenes de los dos prismas triangulares del §. ante

cedente, y aunque construido sobre las mismas 
partes, jamás pueden coincidir.........................
, 251. Corolario. Dos prismas triangulares de 
iguales bases é iguales alturas son equivalentes.........

252. Si se corta un tetraedro por planos para
dos á su base, y equidistantes, se podrá formar á 

cada corte un prisma exterior y otro interior, de

id.

2 12

^13

id.

214

215 

id.
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modo que la suma de los primeros se diferencie tan 
poco como se quiera de la de los segundos, y por 
consiguiente tambien del tetraedro.................... ,...215

2^3. T^orewíi. Dos tetraedros de una misma 
base y de una misma altura son equivalentes.^ 217

N^Día. Otra' demostración de la proposición an
terior............................................................. ,................ .218

2^4. T^offfíHíí. Un tetraedro es equivalente al 
tercio del prisma triangular de la misma base, y de 
la misma altura...............................................; ‘̂^■

2$$. Teorema. Los paralelepípedos rectángulos 
de una misma base, son entre si como sus alturas. . 219

256. Teorema. Dos paralelepípedos rectángulos 
son entre sí como los productos de las aristas que for
man un mismo ángulo triedro....................  220

2^y. ObservaeioH. La medida del volumen de 
un paralelepípedo rectángulo es el producto de sus 
tres aristas contiguas, tomando por termino de com
paración al paralelepípedo, cuyas tres aristas conti
guas son iguales á la linea escogida por unidad._. ... 221

258. Corolario i.° Cuando las aristas son igua
les entre sí, el paralelepípedo, que en tal caso toma 
el nombre de cubo, tiene por medida la tercera 
potencia de su arista..................................................^^^

259. Corolario 2.° El volumen de un paralele
pípedo cualquiera tiene por medida al producto de 
su base por su altura............................................. ...223

260. Corolario 3.° El volumen de un prisma 
cualquiera es Igual al producto de su base por su 
altura ,............ 1 ' *

Dos prismas cualesquiera son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas..........................224

261. Corolario 4.° El volumen de un tetraedro 
tiene por medida la tercia parte del producto de su 
base por su altura.............................................................. *

262. Corolario y^ El volumen de una pirámi-
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de cualqxiiera tiene por medida á la tercia parte del 
producto de su base por su altura.

Dos pirámides cualesquiera son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas............................224

263. Observación. El volumen de un tronco de 
pirámide se obtiene sacando la diferencia entre el de 
la pirámide entera y el de la pirámide truncada.., . 225

El volúmen de un poliedro cualquiera puede 
valuarse descomponiendo en pirámides á este polie
dro , ó reduciéndolo en prismas triangulares trun
cados..............................................  id.

264. Teorema. Un prisma triangular truncado 
es equivalente á tres tetraedros de una misma base, 
que tiene sus vértices respectivos colocados en ca
da uno de los ángulos del triángulo opuesto á esta 
base .. ...................... 226

265. Corolario. El volúmen de un prisma trian
gular truncado tiene por medida al producto de su 
base por la tercia parte de la suma de las tres per
pendiculares bajadas sobre esta base desde cada uno 
de los ángulos de la base superior.................................. 227

266. Teorema. Dos poliedros semejantes son 
entre sí como los cubos de sus aristas homólogas.. . . id.

Noia. Los volúmenes de los tetraedros que tienen 
un ángulo triedro común, son entre sí como los pro
ductos de las aristas que en cada uno comprenden 
este ángulo.......................  228

SECCION II.

De los cuerpos redondos........................229

267. Los cuerpos redondos son los que se pro
ducen haciéndolos girar á una figura plana al rede
dor de una línea recta.
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No se consideran en los elementos de Geome

tría mas que el cono recto, el cilindro recto y la 
esfera :

El cono recto se engendra haciendo girar un 
triángulo rectángulo al rededor del uno de los lados 
del ángulo recto de modo que la hipotenusa venga 
á describir la superficie cónica recta:

El lado al rededor del cual gira el triángulo ge
nerador, se llama el eje :

La base del cono es un círculo:
Toda sección ejecutada por un plano paralelo á 

esta base es igualmente un círculo:
Las circunferencias de estos círculos son propor

cionales á sus distancias al vértice:
Sus áreas son entre sí como los cuadrados de es

tas distancias.........................................  229
TVó/íZ sobre el cono oblicuo............... ....................... 230
268. Observación. Cuando tenemos conocimien

to de todas las dimensiones de un tronco de cono 
recto con bases paralelas, podemos con el auxilio de 
lo que antecede determinar la altura del cono en
tero   id.

269. Teorema. Se pueden describir en todo caso 
dos pirámides regulares, la una inscrita y la otra 
circunscrita á un cono recto, tales que la diferencia 
de sus áreas sea menor que cualquiera magnitud 
dada, por pequeña que esta sea:

El área de una pirámide regular, cuando en ella 
no se comprende su base, tiene por medida la mitad 
del producto del contorno de esta base por la per
pendicular bajada desde el vértice sobre uno de sus 
lados......... .. .................... ................................ '...............231

270. El área del cono es en todo caso menor 
que la de la pirámide circunscrita, y mayor que la 
de la pirámide inscrita ; pero cada una de estas últi
mas puede acercarse á la primera como se quiera... . 23?
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271..... Teorema. El área de un cono recto tiene 

por medida la mitad del producto de la circunferen
cia del círculo que le sirve de base por su lado  234 

^oía^ donde se da á conocer otro género de de
mostración para la proposición anterior y sus ana- 
’«g^S ;................................................ id.

272. Teorema. El área de un tronco de cono rec
to con bases paralelas ó de un cono iruncado, tiene 
por medida la mitad del producto de la suma de las 
circunferencias de sus dos bases por su lado^ ó el 
producto de este lado por la circunferencia hecha á 
igual distancia de las bases........................................... id.

N. B. Sustituyendo el vértice en vez de la base 
superior, vienen á convenir estas medidas ai cono 
entero..........................................................

273- Teorema. En todo caso se pueden determi
nar dos pirámides, la una inscrita y la otra circuns
crita que se diferencien tan poco como se quiera del 
cono, siendo menorlauna y mayor la otra...............

274. Puede siempre asignarse una pirámide ins
crita y otra circunscrita á un cono recto, tales que 
la diferencia de sus volúmenes sea menor que cual
quier cantidad dada, por pequeña que ella sea..........

275. Teorema. El volumen de un cono tiene por 
medida al tercio del producto del área de su base por 
su altura 

^ota sobre el cono oblicuo......................................
276. Problema. Hallar el volumen de un tronco 

de cono recto con bases paralelas....-.........................
277. Un rectángulo que da vueltas al rededor 

de tino de sus lados engendra un cuerpo llamado ci
lindro recto.

Las bases de un cilindro recto son círculos iguales 
y paralelos, así como todas las secciones paralelas á 
estas bases.

236

id.

237

id. 
id.

238

El lado al rededor del cual se vuelve el rectángulo
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generador se llama el eje................................................. ^3^
JSÍota sobre el cilindro oblicuo..................................239
278. Tí^orema. Se puede inscribir y circunscribir 

á un cilindro recto dos prismas rectos, tales que la 
diferencia de sus áreas sea menor que una magnitud 
dada, por pequeña que sea esta cantidad...................

279. Nota. Corolario. Se puede en todo caso 
determinar un prisma inscrito ó circunscrito que se 
diferencie cuan poco se quiera el área del cilindro 
recto, mayor que la primera, y menor que la se
gunda .. .......................... ,

280. Tforeína. El área de la superficie convexa 
del cilindro recto tiene por medida al producto delà 
circunferencia de su base por su altura........................ æ-

2S1. Teorstna. Se pueden en todo caso formar 
en el cilindro dos prismas, uno inscrito y otro cir
cunscrito, tales que sus volúmenes se diferencien en- 
tre sí tan poco como se quiera............. . .............. ; • •• ^^' 

282. Corolario. Se pueden construir un prisma 
inscrito y un prisma circunscrito, tales que sus vo
lúmenes se diferencien tan poco como se quiera del 
del cilindro, que será en todo caso mayor que el pri
mero y menor que el segundo................. j.................... 24^

283. T'^or^jna. El volumen de un cilindro recto 
tiene por medida clarea de su base por su altura.... 1 •

?Vóí^ sobre el cilindro oblicuo.........................  m-
284. Un semicírculo, girando al rededor de 

su diámetro, engendra la esfera y la semicircun
ferencia que la envuelve; describe la superficie esfé
rica:

El diámetro, al rededor del cual gira el semi
círculo generador, es el eje, y sus extremos son los 
joolos:

La superficie esférica tiene todos sus puntos igual
mente distantes del centro del circulo generador.... 243

285. Teorema. La sección de la esfera por me-
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dio de un plano cualquiera, es en todo caso un círculo. 243 

286. Observación. Los círculos cuyo plano pasa 
por el centro de la esfera, son círculos máximos •, to
dos los demás son círculos menores......... ..................... 244

Todos los círculos máximos son entre sí iguales.
287. Corolario. Dos círculos máximos se cortan 

constantemente en dos partes iguales.......................... id.
288. Cuando tres círculos se cortan dos á dos en 

la superficie de la esfera, forman un triángulo esfé
rico , de los cuales se consideran en los Elementos 
los únicos que están formados por tres arcos de cír
culos máximos.................................................   id.

289. Teorema. La suma de los lados cualesquie
ra de un triángulo esférico es constantemente mayor
que el tercero............................ 245

290. Corolario i.° El camino mas corto para 
pasar de un punto á otro sobre la superficie esférica, 
es el arco de círculo máximo determinado por el pla
no que pasa por estos dos puntos y por el centro de 
la esfera  i<í.

291. Corolario 2.® La suma de los tres lados 
de un triángulo esférico es menor que la circunfe
rencia de un círculo máximo...........................................246

292. Teorema. Si por el centro de un círculo 
cualquiera trazado sobre la esfera se levanta una per
pendicular, pasará esta por el centro de la esfera, y 
la cortará en dos puntos, cada uno de los cuales se 
hallará igualmente distante de todos los de la circun
ferencia del círculo propuesto.........................................247

293. Corolario. Cada uno de estos puntos, que 
se llaman folos, servirá para describir este círculo.

La recta que los junta, es el eje del mismo 
círculo.,............................................................................ 248

294. Teorema. El plano tirado por un punto de 
Ia superficie de la esfera perpendicularmente al radio 
que pasa por este punto, es tangente á la esfera; y
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reciprocamente el plano tangente á un punto cual
quiera de la superficie esférica, es perpendicular á ia 
extremidad del radio........................................................248'

295. Teorema. Dos porciones correspondientes 
de polígonos regulares, la una inscrita y la otra cir
cunscrita al círculo generador de la esfera, describen 
al tiempo de girar al rededor del diámetro de este 
círculo dos cuerpos, cuyas áreas pueden diferenciar
se en menos que ninguna cantidad pequeña, por chi
ca que esta sea.

El área de cada uno de estos cuerpos tiene por 
medida al producto de su altura por la circunferen
cia del círculo inscrito al polígono que lo engendra. 249 

296. Corolario. El área del cuerpo inscrito es 
menor que la de la porción correspondiente de la es
fera; mas el área del cuerpo circunscrito es mayor, y 
sin embargo se pueden encontrar dos cuerpos cuya 
área se diferencie tan poco como se quiera de la de 
la porción de esfera........................................................ 251

297. El área del casquete esférico es igual á la 
altura multiplicada por la circunferencia de un círcu
lo máximo.........................................................................252

298. Corolario i.” El área de una esfera entera 
es igual á su diámetro multiplicado por la circunfe
rencia de un círculo máximo, y la de una zona cual
quiera es igual al producto de esta zona por la cir
cunferencia de un circulo máximo................................. 2^3

299. Corolario 2.° El área de la superficie 
esférica es cuádrupla de la de uno de sus círculos 
máximos 254

300. Teorema. El área del huso esférico es á la 
de la esfera, como el ángulo plano que mide al án
gulo diedro que forman los planos que determinan 
este uso, es á cuatro rectos.......................................... id.

301. Teorema. El área de un triángulo esférico 
es ála de la esfera entera, como la diferencia entre la
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suma de los tres ángulos diedros formados por los 
planos de los círculos que componen este triángulo 
y dos ángulos rectos, es á ocho ángulos rectos.......  255 

7^ota donde por medio de la proposición ante
rior se demuestra que dos triángulos esféricos que 
tienen sus lados respectivamente iguales cada uno 
al suyo, mas que reunidos nos presentan alguna in
version, son equivalentes............................................ Id.

302. Teorema. La diferencia entre los volúme
nes de los cuerpos engendrados por dos porciones 
correspondientes de polígonos regulares, la una ins
crita y la otra circunscrita á un arco de círculo, 
mientras la revolución de este arco al rededor de es
te eje, y mientras se hallan cerrados por la superficie 
cónica, descrita en la misma circunstancia por el 
radío que termina las dos porciones del polígono, 
puede ser tan pequeña como se quiera.

El volumen de cada uno de estos cuerpos tiene 
por medida la suma de las áreas descritas por los la
dos del polígono generador, multiplicada por el ter
cio del radio del círculo inscrito á este polígono..... 258 

303. Corolario. El sector esférico, engendrado 
por la revolución del sector circular, es menor que 
el cuerpo circunscrito, y mayor que el inscrito; 
mas su diferencia con el uno ó con el otro de estos 
cuerpos, puede reducirse á cuanta pequeñez se 
quiera..............................................................................261

304. Teorema. El volumen de un sector esféri
co es igual a! área del casquete sobre que se apoya, 
multiplicada por el tercio del radío.......................... id.

305. Corolario 1.® El volumen de la esfera es 
Igual á su área, multiplicada por el tercio del ra
dio, 6 al área, de su círculo máximo multiplicada 
por los dos tercios de su diámetro............................... 262

306. Corolario 2.° La medida del sector esfé
rico, aun cuando supere á la semiesfera, es la mis-
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ma que en el numero 304...............................................262

307. Corolario 3.® El volúmen de la porción 
de esfera engendrada por el semisegmento circular, 
y que se llama segmento esférico, se obtendrá qui
tando del volúmen del sector esférico el del cono 
correspondiente :

El volúmen de la zona se obtendrá considerán- 
dolo como diferencia de dos segmentos formados en 
la esfera por los planos que terminan esta zona.. .. id.

De la comj^araeion de los cuerpos redondos........ 263

308. Los cuerpos redondos semejantes son los 
que se hallan engendrados por figuras semejantes:

En los conos semejantes, los lados, las alturas, 
los radios de las bases, sus circunferencias son pro
porcionales, y las áreas de las bases son como los 
cuadrados de sus líneas homólogas; lo cual se verifica 
del mismo modo con respecto á los cilindros seme
jantes :

Las esferas son cuerpos semejantes..................... id.
309. Teorema. Las áreas de los conos semejan

tes son como los cuadrados de los lados de estos co
nos, y sus volúmenes como los cubos de estos mis
mos lados........................................................................ id.

310. Teorema. Las áreas de los cilindros seme
jantes son como los cuadrados de los lados de estos 
cilindros, y sus volúmenes como los cubos de estas 
mismas líneas.................................................................... 264

311. Teorema. Las áreas de dos esferas son co
mo los cuadrados de sus radios ó de sus diámetros, 
y sus volúmenes como los cubos de estas mismas 
líneas  26 $

312. Observación. El área convexa del cilindro 
circunscrito es igual á la de esta esfera, y el volú- 
men de este último cuerpo no es mas que los dos
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tercios del primero...........................................................266

313. Conclusion, en la cual se hace ver.que no 
puede haber mas de cinco especies de poliedros re
gulares , y que las caras de estos poliedros no pueden 
menos de ser ó triángulos equiláteros, ó cuadrados ó 
pentágonos...................................................................... i*^*
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SUPLEMENTO
-ÍÍ TUJT^DO ELEMSlfT^L DE ^SITMET/C^,

NECESARIO PARA ESTUDIAR EN SEGUIDA

LOS ELEMENTOS DE GEOMETRIA

i- E ara abreviar el discurso se han sustituido sig
nos particulares a ias palabras mas frecuentes; y cuando 
se trata de un número ó de una cantidad cualquiera, sin 
considerar su valor particularly sí solo para indicar sus 
relaciones con las otras cantidades, ó las operaciones bajo 
las cuales debe estar sujeta, se la designa por una letra 
del alfabeto, que entonces toma el nombre abreviado de 
esta cantidad.

~+~Sí^ilírica mas ó sumado con.
La expresión A-uB indica la suma que resulta del 

valor que representa la letra A sumado con el que re- 
presenta B, ó A mas B,

—Significa menos.
A —B indica h diferencia cuando so quita del valor 

q«e representa A el que representa B, ó A menos B.
xSign^iea multiplicado por.
AxB indica el producto del valor que representa A 

multiplicado por el que representa B, ó A mu/Hp/ieaeio 
por J^

^indica el cuociente del valorque representa Adividi-

^0 por tel que représenta B, ó A elzvidi^^o ^or B.
TOMo in.
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2 ELEMENTOS
A = B significa que el vate qne representa A es 

igual al que representa B, ó A igual á B.
A>B significa que el valor que representa A es 

mayor que el que representa B, ó A mayor que B.
A<B significa A menor que B.
lA, 3A &C. indican el duplo ^ el triplo &cc. del va-

‘1.

lor que representa A. ,
Cuando se multiplica un número por el mismo, 

se forma su segunda potencia ó su cuadrados 5x5, 025, 
es la segunda potencia de 5 , ó el cuadrado de 5.

La segunda potencia es el producto de dos factores 
iguales; cada uno de estos factores es la raíz cuadrada 
del producto: 5 es la raíz cuadrada de 25.

Si se multiplica la segunda potencia por su raíz, se 
tendrá la tercera potencia ó el cubo: 5x2$ , ó 125 , es 

la tercera potencia de 5. 3 1
La tercera potencia es un producto formado por a 

multiplicación de tres factores iguales: cada uno de estos 
factores es la raíz cúbica de este producto: 125 ese 
producto de 5 multiplicado dos veces por si mismo, 
ó cxcxc , y el 5 es la raíz cúbica de 125.

^ En general A’ es la abreviación de AxA, e indica 
la segunda potencia, ó el cuadrado de A.

\/^ indica la raíz cuadrada de A ó el número que 
multiplicado por sí mismo, producirá el valor que re

presenta A.
A’ es la abreviación de AxAxA, é indica la tercera 

potencia ó el cubo de A. ,
^T indica la raíz cúbica de A ó el numero que, 

multiplicado dos veces por sí mismo, producirá el va or 

que representa A.
Todos los números no son cuadrados o cubos p
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DE GEOMETRIA. ^
tos í es decir, no tienen raíces cuadradas o cúbicas exacta- 
mente; 19 por ejemplo, está entre 16, que es el cua
drado de 4 y 2 $ , que es el cuadrado de 5 ; es un núme
ro cuya raíz está comprendida entre 4 y 5 , pero que 
no se podrá hallar ni aun por medio de las fracciones ; es 
por lo mismo incomensurable.

Igualmente 89 se halla entre 64,que es el cubo 
«le 4/ y 12$, que es el de 5 , pero que no se podrá ja
mas seiiaíar exactamente. Se hallarán en los Elementos de 
Algebra los métodos para aproximar cuanto se quiera las 
raíces cuadradas y las raíces cúbicas de los numéros que 
no son cuadrados ó cubos perfectos.

Los /res artículos si^meníss se ¿¿e¿?en estueiiar antes ^e¿ 
m'imero

3. Cuando dos proporciones tienen una razón co
mún, es patente que con las otras dos razones se podrá 
formar proporción, porque cada una de estas es igual ála 
razón común.

Sitenemos A:B;:CiD
E : F : : C : D 

resultará necesariamente A : B : : E : F.
Cuando dos proporciones tienen los mismos antece

dentes, los consecuentes formarán proporción; pues si te
nemos A:B::C:E

A : E : : C : F 
mudando de lugar los medios, resultarán Ias proporciones 

A : C: : B : D
A : C: :E : F

^ donde se deduce B : D : : E : F
0 lo que es lo mismo B : E : : D : F
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4. Se podrán hacer conias proporciones otras alte

raciones que la inversión de los términos, las cuales no 
influyen en la igualdad de los productos de los extremos 

con el de los medios. , - j
1 .0 Si al consecuente de una razón se le añade su 

antecedente, y esta suma se compara con el antecedente, 
este estará contenido en dicha suma una vez mas que lo 
que está en el primer consecuente; la nueva razón sera 
igual á la razón primitiva aumentada de la unidad. Si se 
hace la misma operación sobre las dos razones de una 
proporción, resultarán evidentemente dos nuevas razones 
iguales entre sí, y por consecuencia una nueva proporción.

Sea por ejemplo la proporción
4:6 : : I 2 : 1 8 î 

se tendrá 6-1-4 : 4 : : iS-nl 2 : 1 2 ,
ó 10 : 4 : 1 3o : 1 ^•

a.® Si del consecuente de una razón se resta el ante
cedente , y esta diferencia se compara con el anteceden
te , este estará contenido en dicha diferencia una vez me
nos que en el primer consecuente: la nueva razón será 
Igual á la razón primitiva disminuida de la unidad. Si se 
hace la misma operación con las dos razones de la pro
porción resultarán dos nuevas razones iguales entre sí, y 
por consiguiente una nueva proporción.

De la proporción 4 : 6 : ; 12 : 18
se deducirá 6—4:4:: 18—12:12
6 2:4:; 6:12.

En una proporción cualquiera entre cantidades seña
ladas por letras A:B;:C:D 
se tendrá por la operación dicha arriba

B-hA : A : : D-+-C : C,
B-A : A : : D-C : C,
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Sí se cambian de lugar los medios en estas últimas, 
resultará B-t-A : D-nC ; : A : C;

B-A : D-C : : A : C; 
y por la misma operación, la proporción

A : B : : C : D
se convertirá en A : C : : B : D;
y porque Ias razones A : C, B : D, son iguales, se con
cluirá B-hA : D-t-C : : A : C ó : : B : D,

B-A : D-C : ; A : C ó : : B : D, 
resultado que se expresa del modo siguiente:

£n toda froj^orcíon la suma 6 la diferencia de los 
dos /rimemos términos es á la suma 6 la diferencia de 
los dos últimos, como el primero es al tercero , 6 como el 
segundo es al cuarto.

Las dos razones A : C ó B : D, son comunes á las 
dos últimas proporciones, de donde resulta que las otras 
razones de las mismas proporciones son iguales, y por 
consecuencia

B+A : D+C : : B-A : D-C, 
ó, mudando de lugar los medios,

B+A : B-A : : D-nC : D-C; 
quiere decir que la suma de los dosj^rimeros términos de 
una proporción es d su diferencia como la suma de los dos 
últimos es igualmente á su diferencia.

Por ejemplo:
6-1-4 : 6—4 : ; 184-12 : 18—12, 

ó 10 : 2 : : 30 : 6.
Cuando la proporción

A : B : : C : D 
se cambia en A: C : : B : D, 
A y B son los antecedentes, C y D los consecuentes; y 
las proporciones
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6 ELEMENTOS
B_hA : D-hC : : A : C ó : : B : D,
B-A : D-C : : A : C ó : : B : D, 

que dicen lo siguiente:
1. a suma 6 ¿a liferencia le los anteeelentes le una 

j^roj^orcion es 1 la suma 6 la lî^erenda le los eonseeueu- 
tes j como un antecelente es 1 su consecuente.

De donde se deduce que la suma le los antecelentes 
es á su liferencia como la suma le los consecuentes es á 
su It/erencia.

Si tenemos una continuación de razones iguales.
A;B::C:D::E:F, 

considerando en primer lugar que las dos primeras forman 
la proporción

A : B : : C : D, 
se deduce por lo que precede

A-nC : B-t-D : : A : B; 
y porque la tercera razón E : F es igual á la primera 
A : B, se tendrá

A^C : B+D : : E : F.
Si se toma la suma de los antecedentes y la de los 

consecuentes en esta última proporción, resultará
A-fCh-E : Bh-Dh-F : : E : F ó : : A : B.

Siguiendo el mismo método, sea el número que quie
ra el de estas razones iguales, se tendrá finalmente: la 
suma le un número cualquiera le antecelentes es 1 la 
suma le sus consecuentes, como un antecelente es 1 su 
consecuente.

5. Cuando hay dos proporciones cualesquiera
A : B : : C : D
E : F : : G : H, 

y se multiplican orlenalamente, esto es, término por 
término, los productos formarán proporción, y será
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AxE : BxF : : CxG : DxH.

Esto es evidente, porque las nuevas razones

7

BxF

AxK

DxH------7 serán respecrivamente los productos de las razo- 
CxG’ 
nes primitivas

B F DH
cy G’

que son iguales.
Si se multiplica la proporción

A : B : : C : D
por A:B::C:D 
se tendrá (a)

A’ : B“ : : C’ ; D’, 
de donde se sigue que los cuadrados de las cuatro can
tidades J^onnan una nueva jjroporcion.

Multiplicando la proporción
A’: B": : C: D\ 

por A : B : : C : D, 
se tendrá A®: B’: : C^: D^, 
esto es, que los cubos de cuatro cantidades en projjor- 
don, forman otra nueva ^roj^ordon.

Los dos artículos siguientes se refieren al número yó.

6. Muchas veces se consideran las cantidades des
compuestas en varias partes, y se necesita sumarias, res
tarías ó multiplicarías en este estado, esto es, determinar 
de qué modo los resultados de estas operaciones se for
man de Ias partes de las cantidades propuestas. Vamos 
á dar una regla sobre esto:

i .° Es evidente que si se quiere sumar la cantidad 
B-C con la cantidad A, es preciso escribir A-i-B-C,
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respecto á que no es ni B ni C Io que se propone su
mar con A, sino solamente el exceso de B á C.

-------------------------------- f--------------------f-----------N
M P Q

Por Otra parte si se tornan las rectas MP,PN y QN 
para representar las cantidades A, B y C, se verá que

PQ-PN-QN,
MP-^PQ=MP-HPN-QN.

Si de la cantidad A se quiere quitar Ia cantidad 
B—C, se escribirá A-+-C—B ó lo que es b mismo 
A-B-t-C.

En efecto, la diferencia de dos cantidades no se alte
ra cuando se añade á cada una la misma cantidad; luego 
si se añade C á B—C, resultará B; haciendo la misma 
adición á la cantidad A se tendrá A-nC, y la sustracción 
de B dará entonces A-+-C—B.

M P Q
Esta línea confirma este resultado, porque si se to

man Ias rectas MN, PN ,^ PQ para representar las can
tidades A, B, C, será

QN=:PN-rQ,
MN-QN^MQ-MP-í-PQ, 

y pues que MP—MN—PN, saldrá
MP-hPQ=MN-PN-í-PQ ; 

lo cual corresponde á A—B-t-C.
3. El producto de Ia cantidad A por la cantidad 

B+C, está representado por AxB-fAxC; porque debe 
de contener tantas veces el número A como unidades 
hay en la suma de los números B y C; por consiguien» 
te debe de componerse de A tomado tantas veces como 
unidades hay en B, mas de A tomado tantas veces co-
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mo unidades hay en C, lo que se esciibe asi AxB-i. 
AxC.
1 «J® A por B-C se representa por
AxB-AxC; porque si se expresa B-C por D, es cla
ro ^e se tendrá B^D-i-C, y por consiguiente AxB=: 
AxD^AxC: de donde se deduce que AxD=AxB- 
AxC lo que forma la proposición antecedente, pues 
que D=B-C.

7. De esro.se sigue que el euaeiraeio de un mmiero 
compuesio de dos partes, contiene el cuadrado de la 
primera, dos 'veces el producto de la primera por la 
segunda, j el cuadrado de la segunda. El numero 1 2 
por ejemplo, es lo mismo que 9-^4, su cuadrado 169 
se compone

del cuadrado de 9,ú Sí 
de 2 veces 9x4,0 72
del cuadrado de 4,0 16

Total.,169
Para probar esto en general, basta observar que el 

producto de A por B+C es AxE-r-AxC, si se hace A= 
i o J“ Proríuctos parciales AxB y AxC darán 

xB+ExC, y BxC^CxC; reuniéndolos, saldrá lo si
guiente:

BxB+BxC+BxC^CxC, 
o que puede escribírse del modo siguiente:

B"h-2BxC-+-Cs
que es el cuadrado de B-+-C, conforme se dijo arriba. 
d T ®^ loísmo medio se demuestra que el cuadra- 
d^ d ^^ ^^^ cantidades se compone del cua
drado de la primera, menos dos 'veces el producto de la 
primira j>or la semuncia, mas el cuadrado de la segunda.
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El numero 9, que es igual á 13-4. po»" ejemplo, su 
cuadrado 81 esta formado de 169-2 veces 4x13+16, 
lo que fácilmente se puede comprobar.

La demostración general de la proposición antece- 
dente se da haciendo A=B-C, en el producto de A 
por la diferencia B-C, porque este producto siendo 
representado por AxB-AxC, si se sustituye B-C en 
lugar de A, en los productos AxB y AxC, resultaran 

respectivamente
BxB—BxC y BxC—CxC; 

y para restar el segundo del primero será preciso, se
gún el artículo 6, escribir

BxB—BxC—BxC+CxC, 
ó lo que es lo mismo

B’~2BxC+CS
que dan el cuadrado de B-C, conforme á lo arriba dicho.

Las nociones precedentes son suficientes para en
tender las proposiciones necesarias de^ la Geometría, 
porque se puede, en el número 141 , limitarse a la so
lución gráfica, y pasar los números 150, Igó, 157, 
que no sirven sino para calcular la relación de la cir
cunferencia al diámetro que puede obtenerse fácilmen
te en la Trigonometría por los senos y las tangentes de 

los arcos pequeños.

OBSERVACION.

En la forma de razonamiento adoptado para la ex
posición de los Elementos de Geometría, es necesario 

entender que
Un axioma es una verdad evidente por sí misma.
Un teorema es una proposición que necesita demos

tración.
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Un corolario es una consecuencia de una proposi
ción que se ha demostrado.

Un jjrohlema es una cuestión que se ha de resolver.
Una proposición , que solo sirve de preparación 

para otra, se llama lema.
A las notas se les da el nombre de escolios.
Es de observar que un teorema contiene dos par

tes, á saber: la hipótesis, y la conclusion, que es su 
consecuencia. No siempre es posible invertir el enun
ciado; esto es, que tomando la conclusion por hipóte
sis , no se tiene siempre por conclusion necesaria la hi
pótesis primitiva; y esto consiste en que la conclusion 
primitiva conviene algunas veces á un número mayor 
de casos que la hipótesis; de donde viene Ia necesidad 
de demostrar las proposiciones inversas, que tambien 
se llaman reeij^roeas cuando se quiere hacer uso de 
ellas.
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©1 ^aeaais^ia^

NOCIONES GENERzlLES RELATIVAS A LA EXTENSION.

JEl espacio que cada cuerpo ocupa tiene nece

sariamente tres dimensiones , que designamos por los 
nombres de lon^íínd, latüuíi 6 anehuray y j^rofundi^ 
dad ó altura ó grueso.

No es posible despojar á cuerpo alguno de ninguna 
de las tres expresadas dimensiones sin que al mismo tiem
po se le prive enteramente de la existencia; y no podría
mos distinguirlos del espacio indefinido si no se haUáran 
terminados, ó si no tuviesen límites, sin los cuales nos 
sería absolutamente imposible formamos idea alguna de 
ellos. Estos límites, que percibimos por medio de nues
tros sentidos, y que consideramos como destituidos de 
todo grueso, son las que llamamos superjicíes.

Cuando un cuerpo nos presenta muchas caras ó fa
chadas; cada una en el lugar en que se une con algu
na otra, tiene sus límites que no tienen grueso ni an
chura, á los cuales llamamos líneas.

Finalmente, estas últimas tienen en los lugares en 
que se encoentran unas con otras sus límites ó extremi
dades, que ni tienen grueso, ni latitud, ni longitud, y 
se Ilaman^M«íoj,

La existencia de estas diversas especies de límites es 
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indudable, pues que de ellos nos valemos para juzgar de 
la figura del cuerpo. Nosotros consideramos á cada lími
te con separación , y prescindiendo de una ó de dos de 
las dimensiones del cuerpo, las cuales por otra pane no 
pueden ser aniquiladas; porque no pudiendo hacer otra 
cosa que modificar las formas de la materia , se efectúan 
siempre nuestras operaciones sobre cuerpos, y jamás so
bre superficies, ni sobre líneas, ni sobre puntos; pero su 
resultado discrepa tanto menos del del razonamiento, 
cuanto mas cuidado ponemos en disminuir las dimensio
nes extrañas á las del limite que hayamos considerado 
en el cuerpo. Por medio del razonamiento alcanzamos 
este límite; con el auxilio del cálculo nos podemos apro
ximar á él indefinidamente , mientras que la exactitud 
de las operaciones necesarias encuentra su término en 
la inevitable imperfección de los instrumentos.

2. Entre las líneas, Ia primera que se nos ofrece 
es la línea recta; de la cual damos una idea bastante cla
ra diciendo que es el camino mas corto por donde pue
de pasarse de un punto á otro.

En esta idea se halla asimismo comprendida la po
sibilidad de prolongar la línea recta indefinidamente mas 
allá de cada uno de los extremos que anteriormente se 
la hayan asignado, así como la imposibilidad de efec
tuarlo de varios modos.

Bien claro se ve que no hay mas que una sola es
pecie de línea recta, y que necesariamente debe ser cur
va toda la que no sea recta, ó no esté compuesta de dos 
ó mas líneas rectas. Ya se deja ver que debe haber un 
número infinito de diferentes especies de líneas curvas.

Entre las varias superficies con que se nos presentan 
terminados los cuerpos, notamos desde luego el plano ó la
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superficie plana, que se diferencia de otra cualquiera en 
que se la puede exactamente aplicar ó trazar en ella una 
línea recta en todos los sentidos. No hay ni puede ha
ber mas de una sola especie de planos, ó de superficies 
planas.

Toda superficie que no sea plana, ó no esté com
puesta de muchas planas, ha de ser necesariamente 
curva; y el número de especies de superficies curvas 
es infinito.

Expondremos sucesivamente las propiedades mas 
notables de las líneas, de las superficies y de los cuer
pos, ciñéndonos á aquellas cuyo conocimiento sea indis
pensable para cultivar con fruto los diversos ramos de 
las matemáticas puras y mistas.
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PRIMERA PARTE.

SECCION PRIMERA.

De las j}ropíeí^a¿ies àe las líneas recias y circulares.

N. B. Eu toda esta primera parte las líneas repre
sentadas en las figuras se hallan situadas en un mismo 
plano.

Definiciones y nociones jjrelinïinares.

3. En los Elementos de Geometría no consideramos 
otras especies de líneas sino solas dos, á saber, la linea 
recia t que es el camino mas corto que puede imagínarse 
para pasar de un punto á otro; y la circunferencia del 
círculo ó la línea circular, cuyos puntos están todos si
tuados en un mismo plano y á igual distancia de otro 
punto del mismo plano, el cual se llama su ceniro.

AB, fig. l , es una recta. Bien claro se ve (2) que Fig. 1. 
nada se opone á que se la prolongue indefinidamente y 
cuanto se quiera hacía la izquierda del punto A, ó ha
cia la derecha del punto B, de modo que resulte ter
minada de nuevo por otros dos cualesquiera de sus pun
tos C y D, del mismo modo que antes lo estaba por los 
puntos Ay Bj es decir, que sí nos propusiéramos jun
tar por medio de una recta los dos puntos C y D, el 
trazo pasaría necesariamente sobre la línea AB.

ABCD, fig. 2, es una circunferencia de círculo cuyo Fig. 2 
centro es el punto 0. Las rectas AO, BO, CO, que 
miden la distancia que hay desde cualesquiera de los 
puntos A, B, C de la circunferencia al centro O, y son 
todas entre sí iguales, se llaman radios del circulo; a una
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parte cualquiera de su circunferencia^ se la da el non> 
bre de ¿rr^o ; y bajo la denotuînaciou de esrado enten- 
■demos la porción del plano que por todas partes se halla 
terminada por la línea circular.

Con mas que suficiente claridad se echa de ver que 
para determinar todos los puntos que en un mismo plano 
se hallen igualmente distantes del punto O, y su distan
cia sea la conocida as, basta describir, haciendo centro 
en O, y con un radio Igual á ao , una circunferencia de 
círculo, en la cual deben forzosamente haílarse todos Jos 
puntos del plano cuya distancia al O sea la dada a&.

En esta suposición pasemos á ttatar primeramente 
de las líneas rectas,

4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 
de una recta es determinar cuantas veces contiene esta 
recta a otra que hayamos adoptado por unidad; lo cual 
se consigue aplicando sucesivamente esta segunda á ía 
primera cuantas veces sea esto posible-; y en caso que 
por ultimo resulte algún resto, es necesario que pro
curemos apreciarlo como fracción de la unidad.

En general, medir una línea con otra es buscar la 
relación que entre sí tengan estas dos líneas, ó Indagar 
si por ventura existe alguna línea mas pequeña, que 
estando contenida un numero exacto de veces en la una 
y en la otra, sea la medida común de ambas. Tiene, 
pues, semejanza esta investigación respectiva á las lí
neas con la del divisor común de los numéros.

PROBLEMA.

5. Dadas ^Tií sean dos restas, haííar su medida 
s^omun, 6 ^gr lo ^.^nos deíerminar son aj^roxtrnasioíi ^a 
s'-eJasíOfi ^ue entre st /en^an.
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Sahaon. Sean AB y CD, fig. 3 , las dos rectas da- Fig. 3 

das. Aplíquese sucesivamente la menor a la mayor cuan
tas veces pueda estar contenida la una en la otra; y asi 
veremos que la línea AB , ademas de contener tres veces 
á Ia DC desde A hasta E, nos presenta despues de esto 
el exceso EB; de modo que a consecuencia tendremos

AB=3CD-4-EB.
Inmediatamente aplicaremos á la línea CD el ex

ceso BE, y veremos que después de estar contenido en 
ella cuatro veces, resulta un segundo exceso FD; ¡0 
cual nos dará

CD-qEB-^FD.
Aplicaremos del mismo modo este segundo exceso 

FD ai primero EB, y hallaremos que este le lleva al 
otro el exceso GB, de manera que

EB^FD^GR.
Aplicado finalmente el exceso GB al FD, y ha

llándole contenido en él tres veces, tendremos por úl
timo resultado

FD=r3GB.
Reascendiendo ahora del valor de FD al de EB; 

desde este al de CD, y desde este último al de AB, se 
nos presentarán sucesivamente:

F-D=3GB; EB=4GBí CDzzjqGB; AB—óiGB; 
en donde se ve que el último exceso GB es la medida 
común de las rectas AB y CD; y puesto que se halla 
contenido 61 veces en la primera y 19 veces en la se
gunda, es consiguiente que estas dos rectas tengan entre 
si la misma relación que los dos números 61 y 19.

Yano puede ser difícil hacer uso de la misma prác
tica en cualquier otro ejemplo.. La comparación de los 
excesos sucesivos debe continuarse hasta que se nos pre- 

tomo itr.
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sente uno que esté contenido un número exacto de ve
ces en el inmediato anterior, ó que sea tal, que el ex
ceso que en la comparación pueda notarse, sea imper
ceptible por su pequeñez. Así lograremos en todos casos 
por lo menos un resultado aproximado.

6. Es evidente que una recta no puede encontrarse 

todos casos

con otra mas que en un punto (3).
Fig. 4. /• El espacio indefinido, fig. 4, comprendido entre

dos rectas que se cortan en un punto A, y se pueden 
suponer prolongadas cuanto se quiera , se llama ángulo. 
Aunque este espacio no esté cerrado por el lado BC, 
se le distingue, sin embargo, bien del resto del plano 
por medio de los límites AB y.AC. Dos^ ángulos se 
pueden diferenciar uno de otro, considerándolos^ bajo 
este respecto: la recta AD, por ejemplo , hace eviden- 
temente con AB un ángulo mayor que el que forman
entre sí las rectas AB y AC,

Se designa por lo común cada uno de los ángulos por 
medio de tres letras, siendo la del medio la que-ocupa 
el pumo en que las dos rectas se cortan; punto conocido 
bajo el nombre de vertige del ángulo. El formado por 
las rectas AB y AC se denomina el ángulo BAC. Cuan
do en un punto, como a, por ejemplo, no hay mas e 
un solo ángulo, se le puede indicar con solo la letra de 
vértice llamándole sencillamente el ángulo a,

8. Dos ángulos son enteramente iguales cuando co
locado el uno sobre el otro se confunden y se cubren 
exactamente. El ángulo bac será igual al BAC, si es 
tando colocada la recta ah sobre la AB de modo que « 
punto a caiga sobre el A, caiga al mismo tiempo la otra 
recta ac sobre la AC. Para que se verifique la igual a^^ 
de dos ángulos, no es necesario que sean iguales entre si
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las longitudes de las líneas que los forman, como por 
ejemplo las AB y ah, AC y ac ; porque bien se deja 
conocer que si las rectas AB y AC se confunden con 
Ias ah y ac en las porciones A^ y A?, lo mismo habrá 
de suceder en todo cuanto se nos antoje prolongarías 
mas adelante,

9. La posición respectiva de dos rectas depende del 
ángulo que entre sí formen. Entre todas las situaciones 
que puede tener una recta con respecto á otra con la cual 
concurra, la mas notable es Ia perpendicular x por cuyo 
medio se designa el caso en que una recta AC, Íg. 5, Fig. 5 
que cae sobre otra AB, hace con ella, prolongada, si es 
necesario, por ambos lados del punto del concurso A, 
los dos ángulos BAC y DAC iguales entre sí; es decir, 
que si despues de tirada Ia recta AC, se dobla por ella 
la figura, la parte AB de la recta BD debe caer exac
tamente sobre la restante parte AD,

Bien claro se ve que en tal caso la recta AC no se 
inclina ni hacia B ni hacia D.

A los dos ángulos BAC y CAD se les da el nombre 
de ángulos rectos.

Todo ángulo menor que un recto, se llama ángulo 
a^udo. El ángulo BAE es un ángulo agudo.

Todo ángulo mayor que un recto se llama ánj;ulo 
obtuso. El ángulo BAF es un ángulo obtuso.

Es bien visible que un ángulo recto, colocado sobre 
otro de la misma especie, debe cubrirlo y confundirse

por tanto el ángulo recto 
ABD, fig. 6, por ejemplo , colocado que sea sobre el Fig. 6. 
Mgulo recto ABD, debe cubrirlo con toda exactitud, 
^on efecto, si después de haber tomado AB=A'B', co
locamos la figura A'C'D' sobre la ACD, haciendo coin-
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cidir respectivamente los dos puntos A' y B con los otros 
dos A y B, las rectas AV y AC se confundirán per
fectamente, puesto que no es posible hacer pasar mas 
de una entre dos puntos determinados; y si en esta dis
posición no cayese la recta B'D' sobre la BD, sino que 
tomaba otra cualquiera posición Bt/, los ángulos ABD 
y D'B'C', que en la otra figura estarían representados 
por AB¿/ y í/BC, no serian iguales entre sí, y por con
siguiente no podrían ser rectos.

lo. La sola inspection de la figura 5 basta para 
hacemos ver que la suma de todos los ángulos BAE, 
EAC CAF,FAD, que pueden formarse á un mismo 
lado de una recta con un mismo punto de ella por vér
tice común de todos, equivale en todos casos a dos án
gulos rectos, cualquiera que sea el número de los án
gulos de que se trata.

7. n. Toda recta AE, fig. 7, que cae sobre otra 
prolongada hácia los dos lados del punto de encuentro 
A, forma con ella en aquel punto dos ángulos EAB 
y EAD, cuya suma equivale á la de dos rectos.

Dos rectas BD y EF, que se cortan y se hallan 
prolongadas hácia los dos lados del punto A del encuen
tro , forman en este punto cuatro ángulos EAB, EAD, 
DAF y FAB, cada uno de los cuales se llama opuesto 
por el 'vértice á otro de los restantes. El ángulo EAB, 
por ejemplo, es opuesto por el vértice al DAFi y ® 

EAD al FAB.
TEOREMA.

12. Los ángulos opuestos por el 'vértice , formados 
por dos rectas ^ue se cortan entre sí, son entre sí iguales. 

Demostración. Con efecto , según del párrafo an-
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n^n ‘“""^ *“ ‘"^ ‘’® *“ ''“' ^"g“'«s BAE y 
UAE colocados á un mismo lado de la recta BD, equi- 

^ aV “”° '° *’“*''‘^® ángulos 
DAE y DAF colocados al mismo lado de la recta EF- 
de consiguiente los dos ángulos BAE y DAE reunidos 
equivalen á los dos DAE y DAF. Quitando . pues, de 
as dos sumas ó reuniones iguales el ángulo DAE que 
as es común, resulta que el ángulo BAE restante de 

Ía^ una sea igual al DAF, que es su opuesto por el 
vertice y resta de la otra.
t “°^° ’® demostrar que el ángu-
Jo j:)Ah es igual á su opuesto BAF.

13. ^ Corolario. De esta proposición se sigue que
SI continua por debajo la recta BC, fig. 8, la proion- Fig. S 
car” ’“ ‘““ “" *“® •‘''’ “gulos rectos

C 1 . ' '“ prolongation AE, hará igualmente al 
“'n ^' ^ ’■®®“ ^® “'"^ dos ángulos rectos DAE 
y BAE, pues siendo estos los respectivamente opuestos 
por el yertice a los dos primeros, habrán de ser forzosa
mente iguales á estos, y por consiguiente rectos como 
61103 ( 0

De esto resulta tambien que siendo la recta CE 
perpendicular a DB, debe asimismo serio DB á CE

rectas quera-
los ' bien claro que la suma de todos 

HAD, DAG. GAE, 
T®“®’ '®«“ entre sí, ni pa. 

a jamas ni bajara de la de cuatro ángulos rectos.
14. Ningún espacio puede encerrarse por un núme- 

„ '^“"^ “®“°" Í"® de tres. El espacio así cerrado

tan dos a dos , y forman tres ángulos. ABC, fig, 9, Fig. 9
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es un triángulo, cuyos tres lados son AB, AC y BC, 
v los tres ángulos son A, B y C.

Como las primeras propiedades del triangulo sir
van de base á todo lo que es relativo á la situación res
pectiva de las rectas, tenemos por conveniente darlas a 
conocer antes de pasar mas adelante.

15. Observaciones. Siendo la linea recta AB el ca
mino mas corto que puede seguirse para pasar del punto 
A al punto B, es consiguiente que la suma de los otros dos 
lados AC y BC del triángulo ABC sea mayor que el 
tercero AB ; y del mismo modo la suma de dos cuales
quiera lados de un triángulo es mayor que el lado restante.

Mas si en el espacio interior de un triángulo se toma 
un punto cualquiera E, y por él se tiran las rectas AE 
y EB, Ia suma de estas dos rectas sera menor que la 
de las otras dos AC y CB que las envuelven. Con efec
to si por el punto E se tira una recta GF que corte a 
un mismo tiempo las dos AC y BC, tendremos que

GF<GC-+'CF ;
y que de consiguiente el contorno AGFB es menor que 
la suma de las dos rectas AC y BC. Por la misma razón

AE<AG-*-GE, EB<EF-<-FB;
y á consecuencia

AE-hEB<AG-^GE-i-EF-i-FB ;
ó lo que equivale á lo mismo, la suma de las dos rec
tas AE y EB es menor que el contorno AGFB, y por 
tanto con mayor razón es menor que la suma de las dos 

rectas AC y BC. , , .
En todo triángulo se distinguen seís cosas, a sa er, 

tres ángulos, y tres lados. Entre estas seis cosas existen 
ciertas relaciones necesarias que se hallan conteni as en 
las proposiciones siguientes:
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TEOREMA.

16. Siempre que dos lados de un triángulo sean 
resfeetivamente iguales á dos de otro, si al mismo tiem
po el ángulo formado por los dos lados del primero fue
re igual al formado por los del segundo, los dos trián
gulos habrán de ser totalmente iguales.

Si el ángulo C del triángulo ABC, fig. lo , fuere Fig 
igual al C^ del triángulo A^B^C\ y los dos lados AC y 
BC que comprenden al primero de estos ángulos fue
ren respectivamente iguales á los otros dos A'C^ y B^C^ 
que comprenden al segundo , el triángulo ABC deberá 
ser igual al A^B^C^ en todas sus demas partes restantes; 
es decir , que el ángulo A habrá de ser igual al A^; el 
ángulo B al B^; y el lado AB al A^BÍ

Demostración. Colóquese el triángulo A^B^C^ sobre 
el ABC, de modo que el lado AC^ caiga sobre el AC, 
y puesto que sea el extremo C sobre el C, el otro ex
tremo A^ deberá hallarse sobre el restante extremo A, 
pues que por su posición A^C=AC. Siendo ademas, 
iguales entre sí por suposición los ángulos A^C^B^ y ACB 
se confundirán exactamente, y de consiguiente el lado- 
C'W caerá sobre el CB, en términos que el extremo B^ 
caiga sobre el B, pues que por suposición la recta C^B = 
CB. Es pues consiguiente que teniendo la recta A^B^ sus 
dos extremos colocados sobre los de la AB , se confun
da con ella, y que cubriendo el triángulo A^C^B^ 
exactamente al otro triángulo ACB, sean los dos per
fectamente iguales entre sí.

Es muy importante observar que en dos triángulos, 
como A^B^C^ y ABC enteramente iguales entre sí, son

i o.
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siempre iguales los ángulos opuestos á los lados que sean 
entre sí iguales. Así el lado A^B' del primer triángulo, 
que es igual al AB del segundo, se opone al ángulo C' 
de aquel, el cual es igual al C de este: y lo mismo se 
debe entender de los restantes y en todas las proporcio
nes que siguen.

17. Corolario. Podemos mirar como enteramente 
determinado á un triángulo siempre que conozcamos la 
magnitud de uno de sus ángulos y la de los dos lados 
que lo comprenden, porque dos triángulos que sean 
iguales en estas tres partes, deben serlo asimismo en ro
das las demás. Nos podemos igualmente convencer de 
esta verdad, haciéndonos cargo de que cuando se nos 
haya dado la magnitud del ángulo C, conocemos al mis
mo tiempo la situación respectiva de los dos lados AC 
y CB que lo forman; y que si por otra parte nos es co
nocida la longitud de estos, y podemos fijar ciertamente 
como .SUS extremos á los puntos A y B, es bien claro que 
ya no nos es posible juntar estos puntos sino por medio 
de la única recta AB, para obtener de este modo ai 
único triángulo ABC.

TEOREMA.
18. Siempre ^ue un lado de un triángulo sea igual 

á otro lado de otro triángulo , y ^ue los dos ángulos aá- 
yacentes al lado del primero sean respectivamente igua
les d los dos ángulos adyacentes al del segundo, serán 
los dos triángulos totalmente iguales.

Si el lado AB del triángulo ABC fuere igual al la
do A'B^ del triángulo A'BV, y los dos ángulos CAB 
y CBA del primer triángulo fueren respectivamente 
iguales á los ángulos C^A^B^ y C'BA/ del segundo, es
tos dos triángulos deberán ser totalmente iguales entre si.
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Demosíracion. Para convencemos de la verdad de 

esta proposición, debemos imaginamos colocado sobre 
el triángulo ABC al A'B^C', de modo que el lado A'B' 
caiga sobre su igual AB, y en términos que el uno de 
sus extremos A' caiga sobre el punto A, y el otro B' 
sobre el punto B. Y pues que son iguales por suposi
ción el ángulo CAB y el C'A^B', la dirección del lado 
A^C' habrá de coincidir con la del lado AC; é igual
mente, siendo por la misma razón iguales los ángulos 
CBA y C^B^AS la dirección del lado C^B' coincidirá con 
la del lado CB, y el punto C\ común á los dos lados 
C^A^ y C'B\ caerá exactamente sobre el punto C, co
mún á los lados CA y CB; y los dos triángulos se cu
brirán perfectamente y se confundirán uno con otro, y 
en una palabra, serán iguales entre sí en todas sus partes.

TEOREMA.

19. 5/ los lados A^B^^ BC^ del triángulo A^BC^, 
fig. II, fueren res^eetivamente iguales á los otros dos Fig. i i. 
AB y BC del triángulo ABC, siendo al mismo tiempo el 
ángulo B^ comprendido por los dos primeros menor que el 
ángulo B comprendido por los dos últimos, será menor que 
el lado AC opuesto al ángulo B en el triángulo ABC, 
el lado A'Q' opuesto al ángulo B^ en el triángulo A^C^BÍ

Demostración. Con efecto, cuando hayamos colo
cado el triángulo A^B^C^ sobre el triángulo ABC ajus
tando el lado A^B' al AB, pues que por suposición son 
entre sí iguales, el punto C^ no puede menos de tomar 
una de las tres posiciones representadas por C en los 
números i , a y 3 de la figura.

En la primera, en la cual el punto (f, que represen
ta al C' del triángulo sobrepuesto At^B\ cae sobre el
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lado AC, se ve con bastante claridad que AC\ que re
presenta al lado A^C', es menor que AC.

En la segunda, en que se supone al punto C^^ den
tro del triángulo ABC, tendremos: 

AC"-hBC"<AC+BC; (i 5)
y pues que BC^^ representa al lado B^C\ y este es por 
suposición igual al BC, se infiere con evidencia que el 
lado AC , que representa al At\ es menor que el AC.

Por último, en la tercera posición, en la cual se 
halla el punto C'^ fuera del triángulo ABC, tenemos: 

AC"<0C%0A; y BC<0Bh-0C;
de donde se infiere que 

AC/'-i-BC<üC''-bOA+C)B^OC ;
lo cual equivale desde luego á decir que 

AC''-í-BC<ACh-BC",
pues que OC^^-hOBzzBG'^ ; y OAn-OC^AC. Quitando 
ahora de una y otra parte las líneas BC y BC^^ que por 
suposición son iguales, nos resultará por conclusion que 
AC'^, ó lo que es lo mismo, A^C^<AC.

20. Corolario. De esto se sigue que siemjjre que dos 
triángulos tengan sus tres lados resfeetivamente iguales, 

los dos triángulos kan deuno a su correspondiente,
ser totalmente iguales; porque si los lados AB , AC y 

Fig. 10. BC ¿el triángulo ABC, fig. lo, fueren respectivamen
te iguales á los lados A^B\ A^C', y B^C^ del triángulo 
A^B^C\ el ángulo formado por cualesquiera dos lados 
del primero, deberá ser igual al ángulo comprendido por 
los lados respectivamente iguales á aquellos en el segun
do. Si, por ejemplo, el ángulo B del un triángulo fuese 
menor que su correspondiente B^ en el otro, el lado AC, 
opuesto al primero, habría de ser menor que A^C\ opues
to al segundo (§. ant.)j y esto es contra la suposición.

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 2/

Es, pues, visto que los triángulos ABC y A BC tie
nen no solo sus tres lados, sino tambien sus tres ángu
los iguales cada uno á su correspondiente, y por conse
cuencia son entre sí enteramente iguales (§. i6 ó i8).

PROBLEMA.

21. Estándonos dados con separación los tres la
dos de un triángulo, construir este triángulo.

Solution. Sean M, N y P, ñg. 12 , las tres líneas Fig. 
que se nos hayan dado para que sean respectivamente 
iguales á ellas los tres dados del triangulo. Para construir- 
1o habremos de tomar una de ellas, por ejemplo la M, 
y destinaría á que sea el lado AB del triangulo. Inme
diatamente describiremos desde uno de sus extremos A 
como centro, y con una de las dos líneas restantes N 
como radio , un círculo CDC'; y por último, desde el 
otro extremo B como centro, y con la tercera P como 
radio, describiremos otro círculo CEC . Las circunferen
cias de estos dos círculos se cortarán en dos puntos C y C, 
situados el uno sobre la línea AB, y el otro debajo de 
ella: y juntando cada uno de estos puntos con los ex
tremos de la línea AB, habremos formado dos triángulos 
que satisfacen á la cuestión, pues que cada uno de ellos 
tiene sus tres lados respectivamente iguales, como se 
ve, á las líneas que con este objeto se nos han dado.

22. Si tomásemos al acaso y sin un particular y de
tenido examen las primeras tres rectas cualesquiera que 
se nos ofreciesen, podría muy bien suceder que las dos 
circunferencias de círculo que para la construcción del 
triángulo nos es forzoso describir, no se encontrasen en 
punto alguno. Esta circunstancia habrá necesariamente de 
verificarse: 1? Siempre que la suma de dos cualesquiera

12.
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de las tres lineas que para el objeto se nos presenten, 
sea menor que la restante ; como si en el caso propuesto 
fuera la suma P-+-N menor que M. Con efecto , es bien 
visible, y se demostrará ademas en lo sucesivo, que dos 
circunferencias de circulo no pueden cortarse la una por 
la otra sino en el caso en que la distancia de sus dos 
centros sea menor que la suma de sus dos radios,

2? Cuando uno de los dos círculos contenga al 
otro; es decir, cuando

AD>AB-hBF, ó N>AÍ^P,
Estos dos casos están comprendidos en la condición 

general de que en todo triángulo la suma de dos lados 
cualesquiera debe forzosamente ser mayor que el ter
cero; lo cual se puede simplificar expresándolo de este 
modo : la suma de los dos lados mas jjeque/los de un 
triángulo cualesquiera es siempre major que el tercero 
restante. Con efecto, para evitar tales casos debe bastar 
la condición de que cuando cada una de dos líneas Ny P 
sea menor que la tercera M, la suma de aquellas N+P 
sea mayor que esta; pues así estarán necesariamente sa
tisfechas Ias otras dos condiciones N-4-M>P y P-i-M>N.

La solución del problema anterior nos pone ya en 
estado de construír un triángulo totalmente igual á otro 
dado, valiéndonos para ello de los tres lados de este úl
timo; y al mismo tiempo nos suministra el medio de 
formar un ángulo igual á otro dado.

PROBLEMA-

Fig. 13.

23* -F» un punto dado y escogido en una recta da^ 
dr, formar un ángulo igual á otro dado.

Solución. Sea, fig. 13 , CAB el ángulo dado; A' B* la.
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recta que se nos propone para formar en su punto A 
como vértice el ángulo igual al lado CAB Desde el 
vértice A de este ángulo desígnense con distancias AB 
y AC entre sí iguales, y júntense por medio de la rec
ta BC los dos puntos B y C en que se terminan. Co
locando en seguida la recta AB desde el punto A^ al 
punto B\ no nos quedará mas que hacer sino describir 
sobre la recta A^lV un triángulo, cuyos dos lados A^C^ 
y B^C' sean respectivamente iguales á los otros dos AC 
y BC: lo cual se ejecuta marcando una de las intersec
ciones C' de las circunferencias de círculos descritos con 
los radios AC y BC desde A^ y B' como centros. Ti
rando ya entonces la recta A^C\ el ángulo C^A^B^ será 
igual á CAB, pues que los dos triángulos CAB y C^A^B^ 
son entre sí totalmente iguales por construcción (§. 2 1).

PROBLEMA.

24. Dado que sea un íridn^ulo, construir otro que 
le sea totalmente igual, haciendo uso ÿara la construc
ción de este de un ángulo del primero, y de los dos la
dos que lo forman.

Solución. En caso que el ángulo y los lados de que 
hayamos de hacer uso para la construcción, sean el án
gulo C y las rectas AC y BC del triángulo ABC, fig. lo, Fig, i o. 
se formará sobre la recta A'U un ángulo C igual al C: 
después se formarán de los lados A^C'^y B^Y, comenzando 
á medir desde el punto C^, dos distancias respectivamen
te iguales á los lados AC y BC, que nos determinarán los 
puntos A^ y BÍ Juntando, pues, estos dos puntos por me
dio de una recta, resultará formado el triángulo á'B'C' 
totalmente igual al triángulo ABC con arreglo al §. i$.
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PROBLEMA.

25. Dado que sea un triángulo^ eonsíruir otro que 
le sea totalmente i^ual, haciendo uso, j^ara la construe' 
don de este último, de uno de los lados del /rimero y 
de sus dos ángulos adyacentes.

Solución. Suponiendo que el lado propuesto en el 
primer triángulo sea el AB, y que los dos ángulos adya
centes sean A y B; tomaremos de la recta A^B^ una parte 
A D= AB ; en las extremidades de A^B\ formaremos los 
ángulos A^ y B^ respectivamente iguales á los ángulos A 
y B. Habiendo ya fijado por este medio la dirección de 
las rectas A'C' y B'C', las prolongaremos hasta que se 
encuentren en C\ y nos resultará formado el triángulo 
A B^C^ totalmente igual al triángulo ABC según el §. 18;

De las lineas /er/endieulares y de las oblicuas.

TEOREMA.

Fig. 14. 26. Las líneas AC y CB, fig. 14, que /artiendo 
de un /unto cualquiera C de una recta CD /er/endi- 
eular a la AB^ se a/artan igualmente del /ie de esta 
/er/endicular, es decir, del/unto D, en que se encuen
tra con la recta AB, son entre si iguales ; y las que mas 
se a/artan son mas largas.

Demostración. Suponiendo, como suponemos, que 
las distancias AD y DB son entre sí iguales; y viendo 
que por la naturaleza de la perpendicular son al mismo 
tiempo iguales los ángulos CDA y CDB (§. 9); y que 
por último la recta CD es un lado común de los dos trián
gulos ACD y DCB, podremos inferir que teniendo
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cada uno de estos triángulos los dos lados del uno res
pectivamente iguales á dos del otro, y siendo al mismo 
tiempo entre si iguales los ángulos comprendidos, ha
brán de ser totalmente iguales entre sí los dos triángu
los (§. 16); y que de consiguiente el lado BCz:AC, 
Lo cual hace ver que las dos rectas que igualmente se 
aparran de la perpendicular CD son entre sí iguales.

Si por el punto C tiramos la recta CE que se aparte 
de la perpendicular CD mas de lo que se aparta la CA, 
y prolongando á CD por debajo de la recta AB to
mamos la parte C'D^CD, y después tiramos las líneas 
AC' y EC^, tendremos que

CE-»-C'E>CA-hC'A (§. 15)-
Y como en virtud del §. i6 deben ser entre sí total

mente iguales los triángulos CAD y C^AD, por ser en
tre sí iguales los ángulos ADC y ADC^ (§. i3?í y 
lados CD y C^D entre sí iguales por construcción; y 
siendo común á los dos triángulos el lado AD, tendremos 
por conclusion que la línea CA=C^A; y del mismo modo 
haremos ver que CE=C^E : de donde resultará que 

2CE>2CA, ó que EC>CA;
lo cual no manifiesta que entre las diferentes líneas que 
pueden tirarse á la AB desde un punto cualquiera C 
de la perpendicular CD, las que mas aparten de esta 
son las mas largas.

27. Corolario i." Las líneas CA, CB, CE se lla
man oblicuas con respecto á la AB; y en su consecuen
cia se dice que las oblicuas que igualmente se apartan de 
la perpendicular son iguales^ y que las que mas se apar~ 
tan de ellas son las mas largas: de lo cual podemos infe
rir con la mayor certeza que siempre que se nos presen
ten dos oblicuas entre sí iguales, debemos asegurar que
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no se hallan ambas á un mismo lado de la perpendicu
lar, sino cada una en diferente lado; bien que á igual 
distancia de su pie.

28. Corolario 2°
la perpendicular es la

De lo dicho se sigue; 1.®: que 
mas corta de todas las líneas que 

pueden tirarse desde un punto determinado C á la rec
ta AB, y de consiguiente es la medida natural de la 
distancia del mencionado punto á la expresada línea.

2 .® Que todos los puntos de la perpendicular se 
hallan á iguales distancias de los de A y B; y que sí 
por consiguiente tomamos en su dirección un punto 
cualquiera F, tendremos indefectiblemente

AF=FB.
3 .® Que un punto cualquiera G, tomado fuera 

de la dirección de la perpendicular, está á distancias 
desiguales de los dos puntos A y B; porque desde lue
go tenemos que

BG<BF-fFGí
y de consiguiente BG<AG;
pues que BF=AF y AG=AF-i-FG.

4 .° En fn, que de un punto á una recta no pue
den tirarse tres rectas entre sí iguales.

PROBLEMA.

29. Tirar a la línea AB
la eiivida en dos parles iguales.

una perpendieular ^ue

Solueion. De los puntos extremos A y B tomados su
cesivamente como centros, y con una abertura de compás
mayor que la mitad de la recta dada AB, describiremos 
dos pequeños arcos de círculos CF y CE, que se cortarán 
en C. Lo mismo haremos en la parte inferior á la recta
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AB; y juntando entonces los dos puntos designados C 
y C Ja recta CC^ será la perpendicular que buscamos. 
Con efecto, los triángulos CBC' y CAC^ son totalmen
te Iguales, pues que tienen AC=:CB, y AC^BC', y 
común el lado CCA son, pues, entre sí iguales los án
gulos ACD y DCB. Y siendo respectivamente iguales 
os lados AC y CD ,CB y CD que los comprenden en 
os tiiangulos ACDy DCB; deben ser totalmente igua

les estos Últimos triángulos en consecuencia de lo de
mostrado (§. ló): el ángulo ADC será pues igual al, 
^^ » y P°i^ tanto estos dos ángulos habrán necesaria- 

m^te de ser rectos; y por último, siendo , como se ve, 
AD=DB , bien claro que la recta AB está cortada en 
el punto D en dos partes iguales.

PROBLEMA,

3°’ ^” un/unío ¿iado D, fig, 16, de una recta Fig. 16. 
AB , levantar una ferfencíícular £¿ esta recta.

Solución. A uno y otro lado del punto dado D en la 
linea AB, en el cual se trata de levantar Ia perpendicu
lar, se tomarán dos distancias iguales AD yBD; y des
de los puntos A y B como centros con una recta mayor 
que cualquiera de las distancias AD ó DB como radio, 
se describirán los dos arcos de círculo CF y CE, que se 
cortarán en el punto C, y juntando por Último este pun
to D, la línea CD será la perpendicular que se nos pide 
a la recta AB. Con efecto, siendo iguales las rectas AC 
y CB, como asimismo las partes AD y BD, los triángu-

Í d fa- 
an 1.1 8Í según lo hicimos 
de inlor“«io’n “ “ ’^‘^ porciones inmediatas al punto

Tomo m. 6
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los ACD y BCD, que ademas de eso tienen común el 
lado CD, habrán forzosamente de ser totalmente igua
les entre sí, y de serio por consiguiente los dos ángulos

ÂDC y CDB.
PROBLEMA.

Fig. 17. Por tm . tornado fuera 
de una recta AB , bajar d esta recta una fer/endicular.

Solución. Desde el punto C como centro y con un 
radio cualquiera, bien que mayor que la mas corta dis
tancia del punto C á la recta AB , se describirá un arco 
de círculo que corte á la recta AB en los dos puntos 
y C. Tomando en seguida por centro á cada uno de os 
puntos A y B se describirán con un mismo radio dos 
arcos de círculo, que cortándose en C', determinaran 
un segundo punto de la perpendicular CC que se nos 
ha pedido. Con efecto , hallándose por construcción los 
dos puntos A y B igualmente distantes del C y del pun
to C^, podemos probar, como lo hemos hecho -97’ 
que los ángulos ADC y BDC son rectos.

TEOREMA,

32. Desde un funúo C tomado fuera de una res
ta , no es /cosible bajar d esta mas que una sola perpen

dicular CD. ,1;
Demostración. Siendo entre sí iguales las dos owi- 

cuas AC y BC determinadas en la solución del probleina 
propuesto (§. 30). pues que se apartan igualmente de 
perpendicular (§. 27), la cual no puede P“" ° 
punto que el D, que es el medio del intervalo AB. Aho 
bien, por los dos puntos C y D no se puede hacer pas. 
mas que una sola recta CD; y todas las oblicuas que sean

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. ,^
entre sí iguales dos á dos, cualquiera que por otra parte 
sea su longitud , no pueden encontrar á la AB sino en 
puntos Igualmente distantes del D. Con efecto, en caso 
que esto no se verifique en las oblicuas EC y FC por 

- Putómos timar , 
=DE, y tirar la oblicua F'C, la cual sería igual á CE-

L encontrarían á un mismo lado de la perpen-

e 27). Es, pues, consiguiente que el arco de círcu- 
0 descrito con el radio CE haya de cortar á la línea AB 
amblen en F, y por tanto es Única la perpendicular CD.

Cuando se haya escogido en la recta dada el punto 
en que se haya de levantar la perpendicular, es evidente 
Ja proposición (§. 9^.

]' ^AP ^ ^^ ^^^-"^ Jinbas perpendiculares á otra tercera 
“^ea ^ fíg. 18, jamás se encontrarán en punto alguno, p;„ 
f/ Tí’’“® '^ prolongue hácia el uno ó hácia el otro ^’ 
Mo de la recta AB, porque si se encontrasen, se po- 
nan desde el punto de su mutua intersección bajar dos

Perpendicdaressobre la recta AB; lo cual es un absurdo

P oposición: i. que dos triángulos ABC y A'B'C' 
g- 19, que tengan cada uno un ángulo recto en A y en’ Fia 

A . y cuyos lados BC y B'C', respectivamente opuestos ®' 
os ángulos rectos sean entre sí iguales, al mismo tiem- 

gu 0 B del otro , deberán ser totalmente iguales.
colocamos el triángulo A'B'C'' sobre

-Cinc BC M ? "voz” exactamente á su correspon- 
c. el lado Á B coincidirá con la dirección de

i8.

^9’
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AB; y si el lado A'C' cuyo extremo C' se encuentra 
ya sobre el C no resultase exactamente aplicado sobre 
AC, se seguiría que se podrían bajar desde el punto C 
dos perpendiculares á la recta AB, cuyadirección se. 
halla actualmente confundida con la de AB,

2? Asimismo se verificará la total igualdad de los 
mismos triángulos en caso que los lados AC y ^BC del 
uno sean respectivamente ¡guales á los lados AC y BC 
del otro; porque colocando al uno sobre el otro de mo
do que el lado AV se ajuste con el AC , el lado AB 
se ajustará con el AB, porque siendo rectos los dos án
gulos BAC y BW , deben ser entre sí iguales; y vi
niendo á ser los lados BC y BV oblicuas iguales situa
das á un mismo lado de la perpendicular AC, se^ ha 
brán de apartar de ella con igualdad, y de consiguiente 
caerá la una sobre la otra.

35. Observaciones. El primer caso de igualdad total 
que hemos demostrado con relación a dos triángulos que 
rengan un ángulo recto, se puede mirar como general a 
cualesquiera triángulos, los cuales deberán ser entiesí to 
talmente iguales luego que el uno tenga dos de sus án
gulos respectivamente iguales á dos del otro, y al mismo 
tiempo igual el lado en que los dos triángulos se opongan 
á dos ángulos entre sí iguales; pero este caso no es ne
cesario para lo que sigue, y por otra parte resulta de 
la proposición que mas adelante demostraremos (§. 5 ^7-

No sucede lo mismo con el segundo. Si en los trmi^ 
Fis 20. gnios ABC y A'bV, fig. 20, tuviésemos A=A; AC- 

^’ A'C'í BC=B'C\ y que el ángulo A sea agudo y q«e 
AC sea mayor que BC, no podremos de tales datos con
cluír que los indicados triángulos sean entre si tota men 
te iguales; porque si en el triángulo A'B^C bajamos a
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perpendicular C^D\ tendremos á cada uno de los lados 
de ella cada una de las dos oblicuas C^B' y C'B^^ que 
son entre sí iguales; y en los dos distintos y desiguales 
triángulos C'A'B' y C'A'B", en los cuales son comunes 
el ángulo A y el lado At\ aparecerán cumplidas to
das las condiciones propuestas, sin embargo de que solo 
uno de ellos sea totalmente igual al triángulo ABC, á 
saber, aquel cuyo ángulo B es de la misma especie que 
el B, es decir, es agudo, en el caso que nos ofrece la 
figura. Por otra parte se ve que el ángulo C'B'A' es 
obtuso, porque reposa sobre la misma recta que el án
gulo cVb'=c'b^b"

TEOREMA.

36. Sümyre que dos lados de un triángulo sean en^- 
tre sí iguales, deberán serlo tambien los dos ángulos que 
les son ofuestosi y en caso que uno de aquellos sea ma
yor que el otro , habrá de estar opuesto al ángulo mayor.

Demostración. Si en el triángulo ABC, fig. 2 i, son 
entre sí iguales los dos lados AB y BC, la perpendicu
lar bajada desde eJ punto B sobre el lado AC, como 
que debe pasar por el punto D medio de este mismo 
lado (^^. 32), habrá de dividír al triángulo propuesto 
en otros dos, que han de ser entre sí totalmente igua
les (§. 16) , pues que el ángulo recto ADB del uno 
se hallara comprendido por los lados AD y DB, que 
son respectivamente iguales á los dos lados DC y BD 
^ne comprenden al ángulo recto del otro : será pues 
igual el ángulo A al ángulo C.

Con respecto al triángulo ACE, en el cual son des
iguales los lados AE y EC, es evidente que el punto £, 
en que concurren estos dos lados, debe caer fuera de la

Fig. 21.
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perpendicular BD hacía la extremidad de AC a que se 
halla mas cercano (§. 28); y por consiguiente en el án
gulo FDC. Si tirando ahora la línea BC se forma el 
triángulo ABC , sus dos ángulos BCA y BAC deben 
ser entre sí iguales como lo son los lados opuestos AB 
y BC por ser oblicuas igualmente distantes de la per
pendicular; mas siendo el ángulo BCA parte del ángu
lo ECA, se sigue que este último opuesto al mayor lado 
AE sea mayor que el ángulo EAC ^ opuesto al lado 
EC, menor que AE.

37. Corolario. De esto sesígue que si dos ángu
los de un triángulo son entre sí iguales, deberán igual
mente serio los dos lados opuestos a estos ángulos; por
que si fuesen desiguales, el ángulo opuesto al mayor 
de los lados debería ser mayor que el otro; lo cual es 
contra lo supuesto. Los mismos razonamientos prueban 
al mismo tiempo que cuando sean desiguales dos ángu
los de un triángulo, al mayor de los dos ángulos se halla 
opuesto el mayor de los lados , pues que la desigualdad 
de los primeros está unida con la de los segundos; y 
siempre que sean desiguales dos lados, el mayor de es
tos se hallará opuesto al mayor de los dos ángulos.

Por ultimo , cuando sean entre sí iguales los tres 
lados de un triángulo, Io serán tambien entre sí sus tres 
ángulos, y reciprocamente.

38. Todo triángulo cuyos lados sean entre sí des
iguales se denomina esoalenoi el que solamente tenga 
dos lados entre sí iguales, se llama isóscele^i y final
mente, aquel cuyos tres lados sean todos entre si igua
les lleva el nombre de equilátero.
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Teoría de las paralelas.

39. Dos rectas, que sin embargo de estar situadas 
en un mismo plano , y por mas que se las prolongue, 
no se encuentran jamás en punto alguno, son llamadas 
paralelas entre sí.

Es, pues, claro que las rectas DE y FG, fig. 18, pig. jg 
perpendiculares á una misma recta AB, sean paralelas 
entre sí (§. 33).

40. Ohservaeion. Cuanto vamos á exponer relativo 
á este asunto, está fundado sobre la verdad de las siguien- 
tes proposiciones, cuya evidencia depende inmediata
mente, al parecer, de la nocion que tenemos de la línea 
recta: i.* Si por el punto D, fig. 22, se tira una recta Fig. 22. 
HH^ que haga con la recta DB un ángulo HDB menor 
que el recto EDB, ó que se halle inclinada hácia la par
te FG de la recta GG^ perpendicular á la AB, deberá 
necesariamente encontrarse con la GG* cuando las dos 
líneas estén suficientemente prolongadas hácia la parte su
perior de AB. 2/ Si por el mismo punto D se tira la 
recta IF que haga con la DB el ángulo IDB mayor que 
el recto EDB ; así como hácia la parte inferior de la rec
ta AB hará el ángulo IDB menor que el recto E^DB, 
habrá forzosamente de inclinar hácia la parte FG^ de 
la recta GG^: y encontrará á esta recta en algún pun
to siempre que se Ias prolongue á las dos hácia la parte 
inferior de la AB cuanto sea suficiente.

De lo cual resulta la siguiente proposición, que es 
uno de los fundamentos de la teoría de las paralelas: toda 
recta que sea perpendicular d otra, ha de ser encon
trada por todas las que sean oblicuas d la misma; de 
consiguiente en ningún plano puede haber mas rectas que
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«0 se encuentren, j^or mas que se ¡as j/rohngue, en j^un-’ 
to alguno , ó que sean entre sí paralelas, sino las que 
sean perpendiculares á una misma recta*»

TEOREMA.

pj-g 24 4^' Siempre que dos rectas DEy FC, fíg. 24, sean 
entre sí paralelas, cualquiera otra recta que como LM

* A la dificullad tic probar inmediatamente esta proposición esta 
reducida toda la imperfección de la teoría de las paralelas. Varios au
tores han hecho esfuerzos inútiles para conseguirlo, y algunos co
mo Bezout se han contentado con disimular el vicio del razonamien
to, en lo cual á mi entender se han desentendido de la estrecha obli
gación en que se constituye todo autor de obras elementales, de no 
<lar jamás de cosa alguna mas que nociones exactas, y sobre lodo dar 
á conocer con claridad y cuidado su origen. Yo, en vista de esto, be 
creído conveniente ¡loner cti la nmyov evidencia este punto tan deli
cado , formando, á imitación de Euclides, una demanda , que en mi 
concepto es mucho mas fácil de concederse que la suya; porque pre
senta la dificultad reducida á sus menores términos. ( Vease en 
los Ensayos sobre la enseñanza el párrafo de los Elementos de Geo
metría. ) •

Muchos geómetras se han propuesto probar la verdad de esta de
manda, los unos dircctuniente, y los otros trasponiendo la dificultad: 
mas todos han incurrido en el defecto de ser demasiado extensos, 0 
en el inconveniente de complicar con razonamientos oscuros propo
siciones cuya prueba directa es sumamente sencilla. Debemos sm 
embargo exceptuar de esta censura la demostración dada por Ber- 
frandf la cual me ha parecido la mas clara y mas ingeniosa de cuan
tas he podido ver: á esto se reduce en sustancia.

Por decontado es bien claro que si se juntan unos con otros mu
chos ángulos de una magnitud cualquiera, como lo presenta la fig. 2o, 
ofreciendonos reunidos los ángulos edk, hdld, k'dld^f iludid", h'''dld'^', 
&e conseguirá al cabo formar un ángulo total ed/d'u mayor que el rec
to edb-, mas si se elevan á la recta DB las dos perpendiculares DE y 
FG, prolongadas indefinidamente, nos resultará una banda ó faja in
definida EDFG, que por muchas veces que se la repita, jamas se po
drá cubrir con la reunion de ellas todo el espacio comprendido por 
el ángulo recto EDB. Con efecto, si despues de haberse tomado FK= 
DF, y levantado en K á la recta AB la perpendicular KL se doblase 
la figura por toda la longitud de la FG, la banda EDÏG cubrirá
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s^d j}ít'^^tí¿iícuí¿íí‘ it UHít (iff ¿Hits J ¿l^bff ill tnistno tistnj^o 
i^rh también a la otra.

Demostración. Supongamos por un momento que tal 
cosa no se verifique, y que la recta LM que suponemos 
perpendicular en el punto M a la recta FG no lo sea en 
L à la ED. En tal caso se podria elevar en el punto T. 
à LM una perpendicular distinta de la recta EL, y a la 
cual esta misma recta sería interior ó exterior con rela-

exactamente a la GFKL; porque siendo rectos por suposición los án
gulos GFD y GFK, la parte DF habrá de ajustarse con la FK: y como 
estas dos últimas partes sean por construcción iguales entre sí, el punto 
D habrá de confundirse con el Kj y siendo por otra parlo recto el án
gulo FKL, lo mismo que el ADE, la línea DE vendrá á coincidir exac
tamente con la KL. Y pues que en la recta indefinida DB se pueden to
rnar cuantas partes se quieran iguales á la DF sin que por eso sea posi
ble llegar hasta su ultimo extremo, se podrá ciertamente formar un 
numero tan grande como se quiera de bandas iguales á la EDFG sin 
conseguir por eso cubrir totalmente el espacio indefinido que compren
den los dos lados del ángulo recto EDB. De lo cual se sigue que la su
perficie del ángulo edh es mayor que la de la banda EDFG, conside
rando á Ias dos con relación á sus límites laterales; y que si se cons
truye en esta banda sobre la recta ED el ángulo EDH igual al edk, 110 
es posible que este quede encerrado entre las líneas ED y FG, sino 
que su lado DH ha de cortar necesariamente á la recta FG.

Para hacerse el debido cargo de toda la fuerza de esta demostra
ción, es sobrenecesario haber observado y tener muy presente que 
cuando se aplica el ángulo recto cdb al ángulo recio EDB, estas dos 
^iperficies deben siempre coincidir entre sus límites laterales de y dó, 
®^ y DB, por mucho que se les prolongue: entonces se verá que si 
los ángulos construidos en las bandas no saliesen jamas de ellas, de
jarían un vacío indefinido despues de la última banda , y otro en cada 
una de ellas: mas este, que siempre tiene lugar en la inmediación al 
vertice, esta mas que compensado por los espacios que se les hacen 
comunes cuando llegan á salir de las bandas; pues cruzándose enton
ces sus lados, se confunde en parte el espacio del uno con el del 
otro. Tal es, por ejemplo, el espacio MNO, común á los dos ángu- 
os EDH y GFH^. Con esta explicación no debe quedar duda alguna 
lindada sobre que entra el in^nüo en todas las consideraciones an

tecedentes; pues solo se trata de hacer formar idea de que en todo 
easo es posible colocar en el ángulo recto un número de bandas ma
yor que otro cualquier número dado, por grande que este sea.
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cion á FG. A Îo cual seria consiguiente, en virtud de 
la proposición del §. 40, que la recta EL debiese en
contrar á la GM; y esto jamás puede acontecer siendo, 
como por suposiciones son, entre sí paralelas las rectas DE 
y FG. Es pues visto que en el punto L no puede le
vantarse á la recta LM otra ninguna perpendicular dis
tinta de la EL; y de consiguiente la recta LM, que por 
suposición es perpendicular á la FG en M, debe igual
mente serlo á la paralela DE en L.

42. Corolario. De esta última proposición se si
gue que como dos rectas sean paralelas á una tercera, 
deben serlo tambien entre sí; porque toda recta que sea 
perpendicular á esta tercera ha de serio igualmente á las 
dos primeras, las cuales, siendo por este medio perpen
diculares á una misma recta, no podrán jamás encontrar
se en punto alguno, y de consiguiente habrán de ser en
tre sí paralelas.

TEOREMA.
43. Siempre que dos rectas entre sí paralelas DE 

Fig. 25. j- FG, fig. 2^, sean cortadas por otra cualquiera, se
rán entre sí iguales los dos ángulos ELI y GMI que 
aquellas forman con esta íiltima ^ situados hacia un mís“ 
molado, el uno dentro y el otro fuera del espacio inter
ceptado por'las paralelas.

Demostración. Si del punto K, medio de la LM, ba
jamos sobre cualquiera de las dos paralelas ED, FG la 
perpendicular DF, esta misma recta será al mismo tiem
po perpendicular á la otra (§. 41). Y pues que en los 
triángulos DLK y KFM son iguales entre sí por cons
trucción los lados LK y KM, respectivamente opuestos 
á los ángulos rectos D y F, siendo ademas entre sí igua
les por opuestos en el vértice los ángulos DKL y MKF,
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serán entre sí totalmente iguales los dos triángulos, y 
de consiguiente el ángulo restante DLK del uno, ó lo 
que es lo mismo, el ángulo ELI debe ser igual al án
gulo restante KMF del otro, ó lo que es equivalente, 
al GMI, opuesto en el vértice á este último.

TEOREMA.

44. Siempre que eios rectas DE y FG formen con 
otra tercera IH, y hacia el mismo lacio con respecto á 
esta, dos dn^ulos ELI, GMI entre si iguales, el uno en 
laparte interior y el otro en la exterior del espacio in
terceptado por las tales dos rectas, puede contarse con 
la mayor seguridad con que estas son entre siparalelas.

^Demostración. Si del punto K, medio de LM, se 
baja á DE la perpendicular DF, resultarán formados los 
triángulos DLK y MKF, totalmente iguales entre sí 
(§. 18), pues que conforme á la suposición, el ángulo 
DLK ó el ELI es igual al ángulo KMF opuesto en el 
vértice al ángulo GMIj los dos ángulos DKL y MKF, 
como opuestos que son en el vértice, habrán necesaria
mente de ser entre sí iguales, y por último el lado LK es 
igual al KM por construcción. Será pues el ángulo KFM 
igual ál LDK; y siendo este por suposición recto, debe
rá tambien serlo el otroj con lo cual tenemos ya que las 
dos rectas DE y FG son entrambas perpendiculares á la 
misma recta DF, y por tanto deben ser entre sí paralelas.

4$. Observaciones. EI frecuente uso que general
mente se hace de las propiedades de las paralelas, ha 
inducido á los geómetras á designar con nombres par
ticulares los varios ángulos que ellas forman con las rec
tas que las cortan, y que por esta razón son conocidas 
bajo el nombre de secantes.
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FIg. 26. Los ángulos, que como ELI, GMI, fig. 26, sc 

hallan situados á un mismo lado de la secante IH, y 
cuya abertura esta vuelta hacia la misma, parte, se lla
man ángulos corresfonálentes. Los ángulos DLM y FMI 
son tambien ángulos correspondientes.

Todos los ángulos cuya abertura se halla entre las pa
ralelas son comprendidos bajo la denominación general 
de ángulos infernos i y todos aquellos cuya abertura está 
de la parte de afuera de ellas se llaman ángulos exíernos. 

Se distinguen ademas estos ángulos por su posición 
con respecto á la secante. Los que se hallan a un mismo 
lado de esta recta, se llaman ángulos internos ó exter
nos, según sean, áe un mismo laáo.

ELM, GML son dos ángulos Internos del mismo lado. 
HLD, FMI son dos ángulos externos del mismo lado.
Los ángulos que se hallan en situación opuesta, tan

to con respecto á las paralelas, como á la secante, se 
llaman ángulos alternos. Entre estos los hay alternos in
ternos, como ELM y FML, ó DLM y GML; y al
ternos externos, como HLE y FMI, ó HLD y GML

TEOREMA.

Fig. 26. 46. Siempre que dos paralelas DE y FG, fig. 26.
esten cortadas por una tercera recta IH, 

i? Los ángulos correspondientes son entre sí iguales', 
2? Los ángulos alternos internos son entre sí iguales', 
3? Los ángulos alternos externos son entre sí iguales', 
4? La suma de los dos ángulos internos de un mis- 

« mo lado equivale á la de- dos ángulos rectos-,
^2 La suma de los dos ángulos externos de un mis

mo lado equivale á la de dos ángulos rectosi
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6? Siemj^re que llegue a 'verijiearse una cualquiera 
de estas firo^iedades que acabamos de expresar, debe
remos estar ciertos de que las dos rectas DE y FG son 
entre sí paralelas»

Demostración, i? La igualdad de los ángulos cor
respondientes está ya vista en el teorema del §. 43; pues 
que los ángulos ELI y GMI, fíg. 25 , son evidentemen- F^g- ^5- 
te ángulos correspondientes en el sentido que hemos dado 
á esta expresión. Probada como ya está la igualdad de 
estos ángulos, se deduce de ella facilísimamente la de 
todos los demas ángulos coi respondientes. Por lo respec
tivo á los ángulos DLM y FMI, por ejemplo, fíg. 26, Fig. 26, 
habremos de tener presente que la suma de los dos ángu
los DLM y ELI, adyacentes á la misma recta DE, equi
vale á la de dos ángulos rectos (§. ii), y que por la 
misma razón la suma de los dos ángulos E’MI y GMI 
es asimismo igual á la de dos ángulos rectos. Quitando 
pues de estas dos sumas iguales los dos ángulos iguales 
ELI y GMI, deberán resultar necesariamente iguales 
entre sí los dos ángulos restantes DLM y FML

2? La igualdad de los ángulos alternos internos, la 
de ELI y FMH, por ejemplo, es indudable, pues sien
do, como se ve, entre sí iguales los dos ángulos FMH 
y GMI por opuestos que son en el vértice, al mismo 
tiempo que este último ángulo es igual á ELI como su 
correspondiente, deben ser entre sí iguales los dos án
gulos ELI y FMH, que son alternos internos. Del mis
mo modo se puede demostrar la igualdad de los otros 
dos DLI y GMH.

3? Tampoco puede caber la menor duda sobre que 
son entre sí iguales los ángulos alternos externos , por 
ejemplo, DLH y GMI; porque siendo opuesto en el vér-
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tice este último al FMH , deben forzosamente ser igua
les entre sí; y siendo FMH igual á DLH como corres
pondientes que son, es bien claro que los dos ángulos 
DLH y GMI que son iguales á un tercero FMH, han 
de ser por necesidad iguales entre sí. Por el mismo me
dio podríamos hacer ver la igualdad de los ángulos al
ternos externos ELH y FMI.

4? La suma de los dos ángulos internos ele un mis- 
mo kíeiojia de ELI y GMH, por ejemplo, equivale á 
Ia de dos ángulos rectos; porque siendo entre sí iguales 
los dos ángulos ELI y GMI por correspondientes, y 
equivaliendo a la suma de dos ángulos rectos la de los 
dos GMI y GMH como adyacentes que son á la misma 
recta IH (§. 11), es evidente que si en lugar del ángulo 
GMI sustituimos su igual ELI, resultará igualmente que 
la suma de los dos ángulos internos ¿ie un mismo lado 
ELI y GMH equivale á la de dos ángulos rectos.

5? La suma de los dos ángulos externos de un mismo 
lado ELH y GMI . por ejemplo, equivale á la de dos 
ángulos rectos, en vista de que siendo entre sí iguales 
como correspondientes los ángulos GMI y ELI, y equi
valiendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos 
ángulos ELM y ELH como adyacentes que son á la 
misma recta IH (§. 11^, se ve con la mayor claridad que 
si se sustituye al ángulo ELI su igual GMI, la suma 
sera igual á la anterior, y equivaldrá por consiguiente 
a la de dos ángulos rectos.

6? Por último, luego que observemos verificada 
cualquiera de estas propiedades en dos rectas cortadas 
por una tercera, podemos estar ciertos de que las tales 
dos rectas son entre sí paralelas; porque si lo primero 
que observamos en ellas es la igualdad de los ángulos 
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correspondientes, en el §. 44 hemos hecho ver el ne- 
cesirio enlace que la igualdad de los ángulos correspon- 
dienres tiene con el paralelismo; y por lo que respecta 
á las otras cuatro propiedades, basta tener presente que 
de cualquiera de ellas se infiere necesariamente la igual
dad de los ángulos correspondientes.

Con efecto, los ángulos alternos internos ELI y FMH 
no pueden ser entre sí iguales sin que el ángulo GMI, 
igual á FMH como su opuesto en el vértice, no lo sea de 
consiguiente á ELI. Es pues visto que en tal caso los án
gulos correspondientes ELI y GMI son entre sí iguales.

Lo mismo podemos decir de los ángulos alternos 
externos ELH y FMI; pues siendo entre sí iguales los 
ángulos FMI y GMH como opuestos que son en el vér
tice, ha de resultar por consecuencia forzosa que GMH 
sea tambien igual á su correspondiente ELH.

Cuando sepamos que la suma de dos ángulos inter
nos ó externos del mismo lado equivale á la de dos án
gulos rectos, podremos cercioramos del modo siguiente 
de que los ángulos correspondientes son entre sí iguales. 
Si, por ejemplo, la suma de los ángulos ELI y GMH 
equivale á la de dos rectos, el ángulo ELI equivaldrá 
á la suma de los dos rectos menos el ángulo GMH, y 
como por ser adyacentes á una misma línea HI los án
gulos GMH y GMI, equivale la suma de ellos á la de 
dos ángulos rectos, resultará que el ángulo GMI equi
valdrá á esta suma de los dos rectos menos el ángulo 
GMH; y siendo este valor igual al que hemos determi
nado del ángulo ELI, se ve con la mayor claridad que 
son entre sí iguales los dos ángulos correspondientes ELI 
y GMI. Del mismo modo podemos discurrir con rela
ción á los ángulos externos de un mismo lado.
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47. Corolario. Pues que en todos casos dos rectas 
que sean paralelas han de gozar de todas las propieda
des que acabamos de expresar y probar, y que siempre 
que observemos una cualquiera de las mismas propie
dades en dos rectas cortadas por otra tercera , podemos 
estar cierros de que las tales dos rectas son entre sí pa
ralelas, es consiguiente que lo sean cualesquiera otras 
en que no hallemos las mencionadas propiedades.

^S' ^7‘ Las dos rectas DE y FG, por ejemplo, fíg. 27^ que 
son respectivamente perpendiculares á las otras dos AB 
y BC que entre sí se cortan, no son paralelas; porque 
si tiramos la secante IH, está bien patente que la suma 
de los ángulos internos de un mismo lado EIH y GHI 
es menor que la de los dos ángulos rectos EIB y GHB.

PROBLEMA.

Fig. 28. 4^' ^or un /unto dado C, fíg, 28, tirar una reeta 
/aralela d la reeta dada AB.

Solución. Tirese por el punto C una recta cualquie
ra CB que encuentre á la AB; fórmese en seguida en 

V\5''' ?1 punto C y sobre la recta CB el ángulo BCD igual 
ul ABC (^§. 23); y de este modo obtendremos la recta 

J CD , la cual habrá de ser la paralela que se nos ha pe- 
dido, porque ademas de pasar por el punto dado C,con 
5^'0 ^U'e consideremos á CB como secante, tendremos á 

^■^c J®^’'^^ ángulos alternos internos ABC y BCD entre sí 
iguales por construcción.

PROBLEMA.

49« Por un /unto dado C, tomado Jouera de una 
Fig. 29, ^eeta AB, fig, 29, tirar otra recta ^ue forme eona^ue^ 

lía un ángulo igual d otro dado Ai
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Solueiou. En un punto cualquiera A de la recta AB 

Íórmese (§. 23) el ángulo DAB igual al dado A'; y 
tirando por el punto C paralelamente á la recta AD 
(§. ant.) la recta CE, esta formará con AB (§. 4^) el án
gulo CEB, que siendo igual á su correspondiente DAB 
debe por consiguiente serio el ángulo dado A'.

TEOREMA.

50. _ Los ángulos ABC, DEF, fig. 30, í«. túnen Fig. 30 
fssfscti’vamsntsjoaraUios los lados ásl uno á los del otro 
y las aberturas colocadas en un mismo sentido, son entre 
SÍ iguales.
^ Demosíracion. Si prolongamos cualquiera de los lados 
del segundo ángulo, el DE, por ejemplo, hasta que en
cuentre á otro de los lados del primero, con solo conside- 
^r á las paralelas EF y CH como cortadas por la secante 
-OH, echaremos de ver que los dos ángulos DEF y DHC 
deben ser entre sí iguales, como que son corespondien- 
^®^ (§• 47); y considerando á las paralelas AB y DH co
mo que están cortadas por la secante BC, habrán de ser 
también y por la misma razón iguales entre sí los ángu- 
os ABC y DHC. Es pues consiguiente que siendo igua- 
«s a un mismo ángulo DHC los otros dos DEF y ABC, 

lo sean estos entre sí. *

TEOREMA.

^I- La suma de los tres ángulos ds eual^uüra 
triangulo e^ulvals a' la de dos ángulos reaos.

Demostraettm. Si por el vértice del ángulo BAC del 
jwngulo ABC, fíg. 31, tiramos la recta AD paralela Fig. 31.

Udo opuesto BC, los ángulos ABC y EAD formados 
TOMO lli.
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sobre la secante AB; habrán de ser como correspondien
tes iguales entre sí (§. 47)1 y asimismo deberán serlo 
los dos otros ángulos DAC y ACB por ser alternos in
ternos con respecto á la secante AC; por consiguiente el 
ángulo EAC, que es igual á la suma de los dos EAD y 
DAC, lo será asimismo á la de los dos ángulos ABC y 
ACB del triángulo propuesto, que les son iguales; y 
agregando al ángulo CAE el tercero CAB restante en 
el triángulo, vendremos á tener formados en el punto A 
y sobre la recta EB los tres ángulos ExAD, DACy CAB, 
cuya suma equivale á la de dos ángulos rectos (§. 10).

N. B. Conviene tener presente que el ángulo EAC 
es conocido bajo la denominación de ángulo externo del 
triángulo ABC, y que equivale por sí solo a Ia suma 
de los dos ángulos internos opuestos ABC y ACB.

52. Corolario. Del teorema que precede se sigue 
que cuando dos ángulos de un triángulo sean respectiva
mente iguales á dos de otro, el tercer ángulo restante 
del primero habrá de ser igual al tercer ángulo restante 
del segundo; pues reunido cada uno de estos terceros 
ángulos á los otros dos, componen en cada uno de los 
dos triángulos la misma suma de dos ángulos rectos.

El mismo teorema nos hace tambien ver que en nin
gún triángulo puede haber mas de un solo ángulo recto, 
ni con mayor razón mas de un ángulo obtuso.

53, Se llama triángulo rectángulo el que tenga un 
ángulo recto; acutángulo el que tenga agudos todos sus 
ángulos, y obtusángulo el que tenga un ángulo obtuso 

se comprenden las dos ultimas especies bajo la denomi- 
cion general de triángulos oblicuángulos.

Bien claro se ve que debiendo ser entre si iguales 
> 37) ^Q5 f^^5 ángulos de todo triángulo equilátero,
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cada uno de los ángulos equivale á dos tercias parres de 
un ángulo recto.

TEOREMA.

54. Las j^artes AC y BD, fíg. 32, ¿ie dos rectas 
paraleías , intercej^tadas entre otras dos rectas j^ara- 
¿elasf son entre sí iguales, y recíj^rocuínente,

Demostraeion. Si se tira la recta AD, resultan for
mados los dos triángulos ÁBD y ACD, que deben ser 
totalmente iguales entre sí; porque considerando á la 
AD como secante de las paralelas AB y CD, se verá 
que siendo, como son, ángulos alternos internos los dos 
BAD y ADC, han de ser entre sí ¡guales (§. 47.) Mi
rando en seguida á la misma recta AD como secante de 
las paralelas AC y BD, echaremos de ver que los dos 
ángulos ADB y DAC son por la misma razón entre 
sí iguales; y siendo ademas común el lado AD á los dos 
triángulos ABC y ÁCD, habrán estos de ser entre sí 
totalmente iguales (§. 18).

Sean pues entre sí iguales los dos lados AC y BD 
opuestos á los ángulos iguales ADC y BAD; como asi
mismo lo habrán de ser los otros dos lados AB y CD, 
opuestos á los ángulos entre sí iguales ADB y CAD, 
que es todo lo que nos propusimos demostrar en la pri
mera proposición.

Por lo que toca á la recíproca, es bien claro que 
siendo iguales entre sí las dos partes CD y AB; y sien- 
dolo asimismo las otras partes AC y BD, serán respecti
vamente iguales los tres lados de un triángulo á los tres 
del otro, y los dos triángulos habrán de ser entre sí to
ta mente iguales. Por la igualdad de los ángulos alternos 
internos CAD y ADB vendremos en conocimiento del

•3»-
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paralelismo de las dos rectas AC y BD, así como la 
igualdad de los dos ángulos BAD y CDA nos da a co
nocer el de las otras dos rectas AB y CD.

Con la misma facilidad se puede demostrar que cuan
do sean entre sí iguales y paralelas las dos rectas AB y 
CD, deben serlo asimismo las otras dosrectas AC y BD, 
que juntas con ellas cierran el espacio.

55. Corolario. La proposición precedente no deja
rá de verificarse aun cuando las rectas AC y BD sean 
perpendiculares á las AB y CD, pues que por esta cir
cunstancia se conservan paralelas entre sí; y como en tal 
caso las partes AC y BD miden las distancias de las, dos 
rectas AB y CD, podemos inferir que dos paralelas dis
tan igualmente en todas sus partes una de otra.

TEOREMA.

ï^ig- 33’ 5^' ‘^^' ^^^ rectas cualesquiera AF y GM,fig. 33» 
íf hallan cortadas for un número cualquiera de parale
las AG, BH, CI &c., tiradas por puntos tomados á 
distancias iguales en la primera^ las partes GH, HI, 
IK &c. de la segunda, habrán tambien de ser iguales 
entre si.

Demostración. Si tiramos por los puntos G, H, 1 &c* 
las rectas GN, HO, IP &c. paralelas á Ia AF, nos re
sultarán formados los triángulos GNH, HOI, IPK &c. 
cuyos lados NG, OH, IP &c. por ser respectivamente 
iguales á las partes iguales AB, BC, CD &c., como pa
ralelas que son comprendidas entre paralelas (§■ 54?’ 
han de ser forzosamente iguales entre sí. Los ángulos 
NGH, OHI, PÍK &c. deben ser entre sí iguales, como 
correspondientes que son con respecto á la secante GM;y
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finalmente los ángulos GNH, HOI, IPK &c. serán ne- 
eesariamente iguales entre sí, porque son entre sí para
lelos los lados que los forman, y tienen sus aberturas 
dirigidas en un mismo sentido (§. 50). Teniendo pues 
cualquiera de estos triángulos un lado igual á otro de 
cada uno de los demas, y respectivamente iguales los 
ángulos adyacentes á los lados iguales de los dos trián
gulos, habrán estos de ser totalmente iguales Í^§. 18) y 
de consiguiente los lados GH, HI, IK &c. deben ser 
todos iguales entre sí.

57. Corolario. De lo que acabamos de exponer, se 
sigue que la parte AB está contenida en la AF tantas 
veces como la parte GH lo está en la GM: de suerte 
que podemos contar con esta proporción:

AB ; AF : .• GH ; GM; 
la cual puede trasformarse en esta otra:

AB : GH : : AF ; GM: 
y de esta ultima se pueden deducir las siguientes:

2AB : aGH : : AF : GM;
3AB : 3GH : : AF ; GM;

&C. &c.
lo cual nos manifiesta que un número cualquiera de par- 
^s iguales de AF es á otro número igual de partes de 
GM, como la recta entera AF es á la recta entera GM.

TEOREMA.

5 8. tas suaíro j^artss AD, DF,GI< y KM,fíg. 34, : 
que dos recias cualesquiera resuléan cortadas por 

^ iresparalelas AG, DK y FM, son entre sípropor^ 
^tonales, de modo que forman la siguiente proporción ■.

AD : DF : : GK : KM.

> 34'

MCD 2022-L5



j^ ELEMENTOS

Demostración. Con relación á esta proposición pue
den ocurrir estas dos cosas: I.® Que AD sea comensu- 
rable con AF, es decir, que la razón de AD á AF pueda 
expresarse exactamente por medio de la de dos números. 
Supongamos, por ejemplo, que sabemos que

AF : AD : : 47 : 25 ;
de lo cual se puede inferir que imaginándonos dividi
da en 47 partes iguales, 25 de ellas han de correspon
der á la AD, y las 22 restantes á DF. Tirando ense
guida paralelas á la GA por los puntos de las 47 divi
siones, resultará dividida la recta GM en otras 47 par
tes iguales, de las cuales 25 compondrán la GK, y 2a 
la KM. Tendremos, pues:

AD : DF : : 25 : 22 ,
GK:KM::25 : 22;

y de consiguiente AD : DF : : GK : KM.
Ademas en vista de las proporciones

AF : AD : : 47 : 25, 
GM:GK:: 47 125, 

podemos inferir que
AF : AD : : GM : : GK.

2.’’ Si AF y AD fueren incomensurables, haremos 
ver del modo siguiente que la razón de la una á la otra 
no puede ser menor ni mayor que la de GM a GK.

Sea primeramente AF ; AD : : GM : GI, 
siendo GI menor que GK. Fn todo caso se podrá di 
vidir el lado AF en partes tan pequeñas, que tirando 
por todos los puntos de division paralelas á la FM, haya 
de pasar una de ellas de por entre los puntos I y K; y 
con arreglo á lo que precede, tendremos, á causa de a 
comensurabilidad de AF y Ad,

AF r A¿::GM: Ge.
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siendo unos mismos los antecedentes de las dos ul
timas proporciones, se inferirá de ellas esta rercera^ que 
habrá de existir entre los consecuentes de entrambas :

AO : Ád i : GI : Gf;
resultado absurdo, pues que siendo AD mayor que Ad,. 
GI es menor que Gí-j

Tampoco es posible que tengamos esta proporción :
AF: AD: : GM : GV

siendo GV mayor que GK; porque suponiendo dividida 
la AF, de modo que una de las paralelas d' e' pase por 
entre los puntos K é V, tendremos:

AF : A/ : : GM: Gí;
y deduciendo de estas dos últimas proporciones, cuyos 
antecedentes son los mismos, esta tercera que de ellas re
sulta para entre los consecuentes, vendremos á tener:

AD : A^ : : GI' : G/í
resultado igualmente absurdo, pues que siendo AD me
nor que AíZ, GV es mayor que G/. Es pues necesario 
que sea GK el cuarto término de la proporción, cuyos 
tres primeros son las rectas AF, AD y GM.

De esta proporción AF ; AD : : GM : GK, se in
fiere que

AF-AD : AD : : GM-GK : GKj 
la cual equivale á esta otra:

DF : AD : : KM : GK; 
ó invirtiendo los términos de las dos razones de esta últi- 
uma proporción, tendremos la siguiente :

AD : DF : : GK : KM*.

* ?^® ®®*‘® extraño que se experimente alguna díGcnltad en tras
ferir a las partes de la extension la nocion de la razonf tal como la 
entendemos con respecto á los números, mayormente siempre que se 
trate de líneas entre sí incomensurablcs; mas toda la oscuridad que 
wbre esto puede ofrecerse,, deberá desaparecer enteramente luego qua
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59. Corolario i.® Si por el punto G se rira la rec
ta GN paralela à AF, resultará

GO=AD; 0N=DF (§. 54);
y conforme a lo que precede,

GO : ON ; : GK : KM,
GO : GN : : GK : GM. -

Si pues en un triángulo cualquiera se tira una rec
ta OK paralela á uno de los lados NM, los otros dos la
dos GN y GM estarán cortados por la tal paralela en 
partes entre sí proporcionales.

60. Corolario 2° Por la inversa, siempre que una 
recta corte á dos lados de un triángulo en partes propor
cionales, debe ser paralela al tercero restante.

^^'S* 35* Con efecto, si en el triángulo ABC, fig. 35, tu
viéramos :

AB : A^ : : AC : A/, 
sin que la línea ^yfuese paralela á la BC, se podría to
davía tirar por el punto e una recta <?H que fuese para
lela á la BC , y en tal caso tendríamos:

AB:Aí:: AC : AH (§. 59), 
en cuya proporción los tres primeros términos son los mis
mos que los de la anterior, y de consiguiente el cuarto AH 
de esta última habrá necesariamente de ser igual al cuar- 

fijemos nuestra atención en que nos es imposible comparar dos líneas 
una con otra sino refiriéndolas á una medida común (§. 5), y que en 
tal caso hi razón de ellas es verdaderamente un número entero, o 
una fracción cuyos términos están expresados por los respectivos nú
meros de medidas comunes que están contenidas en cada recta- Y aun
que no pueda asignarse con toda exactitud esta fracción cuando la ra
zón sea incomcnsurable, no por eso deja de existir; pues podemos 
aproximarúos á ella cuanto queramos, y debemos mirar como ente
ramente iguales dos razones incomensurables, luego que echemos de 
ver que por mucho que adelantemos la aproximación de la una y de 
la otra, permanezca conslantemcnle nula la diferencia de entrambas.
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to termino Áj" de la otra; lo cual nos pone de manifiesto 
que las supuestas dos rectas ef y íH se confunden en una 
misma, y que la primera debe ser paralela ai tercer lado 
BC del triángulo BAC.

6i. Corolario 3.° Siempre que la recta BD, fíg. 36, Fig. 36. 
divida en dos partes iguales á uno de los ángulos B de 
un triángulo cualquiera ABC, divide asimismo ai lado 
opuesto AC en dos segmentos proporcionales á los lados 
adyacentes; es decir, que tendremos:

AD ; DC :: AB ; BC.
Esto se demuestra tirando por el punco C la recta 

CE paralela á la BD , y que encuentre en el punto E 
á la AB prolongada. De esto resultará (§. 59^

AD : DC :: AB : BE.
Por otra parte es Isósceles el triángulo CBE, porque 

son entre sí iguales los ángulos BCE y BCD, como al
ternos internos que son con respecto á la secante BC, 
siendo al mismo tiempo iguales entre sí los ángulos BEC 
y ABD como correspondientes con respecto á la secante 
AE; y ademas sabemos que los dos ángulos ABD y CBD, 
siendo como por suposición son, mitades de un mismo 
ángulo ABC, deben necesariamente ser entre sí iguales. 
Será, pues, forzoso que también lo sean los dos ángulos 
BCE y BEC, y asimismo los lados opuestos BE y BC; 
y por último resultado tengamos

AD : DC : : AB : BC.

PROBLEMA.

02. Hallar una ruaría jyroporrional á las tresrer^ 
i^as dadas M, N y P, fig. 37; d determinar el cuarto Fig. 37. 
^^rimno de esta yroj^oreion :

M : N : : P : ar.
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Solution. Fórmese con dos rectas indefinidas AB y 

AC un ángulo cualquiera: tómese en la primera desde A 
hasta B la distancia AB igual á la M, y desde A hasta 
D otra distancia AD igual á la N; en seguida tómese 
desde A hasta C la tercera distancia AC igual á la P. 
Júntense por medio de una recta BC los dos puntos B y 
C, y tirando por el punto D la recta DE paralela á la 
BC, la intersección de esta paralela y de la recta AC nos 
determinará á la AE, que es la cuarta proporcional que 
se nos ha pedido; pues que (§. $9)

AB : AD : : AC : AE ;
lo cual equivale á M: N : : P : AE.

Si fueren entre sí iguales las dos rectas dadas N y P, 
la línea AE que obtendremos como cuarto término de la 
proporción M :N::N: AE, 
será la que los geómetras acostumbran llamar tercera fro^ 
foretonal á Ias dos rectas dadas M y N. La construcción 
en este caso no se diferencia de la del anterior, sino en 
que el punto C del primero viene á ser el e, y en que 
la recta D<? paralela á la Br, corta de la AC la parte A^, 
la cual es la tercera proporcional que buscábamos; pues 
que tenemos: AB : AD : : Aí-zAí;
ó la equivalente N : N : : N : Aé-,

63, Dos triángulos son semejantes siempre que los 
tres ángulos del uno sean respectivamente iguales á los 
tres del otro , y que sean proporcionales los lados que 
en ambos estén opuestos á dos ángulos entre sí iguales, 
y que por esta razón se llaman lados homólogos.

Estas dos condiciones están tan unidas y enlazadas 
entre sí, que no puede separarse la una de la otra.
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TEOREMA.

64. Siempre que dos triángulos ABC y DEF, 
^S* 38 f i^^ugan los tres ángulos áel uno respectivamente Fig. 38. 
iguales á los tres del otro, deben ser proforeionales sus 
lados homólogos, y de consiguiente habrán de ser seme^ 
juntes los dos triángulos.

Demostración. Si en los dos lados AB y AC torna
mos Ias partes Ae v Af respectivamente iguales á sus la
dos homólogos DE y DF, por estar opuestos á los án
gulos F y E de un triángulo respectivamente iguales á 
los C y B del otro; y si en seguida tiramos la recta ef, 
los triángulos eAJ^ y EDF deberán ser entre si total
mente iguales ^§. 16^ ; porque siendo por suposición 
iguales los ángulos A y D; y siendo al mismo tiempo 
respectivamente iguales por construcción Ae, Af del uno 
y DE, DF del otro que los comprenden, habrán de 
ser totalmente iguales los dos triángulos Aef y DEF , y 
de consiguiente el ángulo Aef será igual al E , y por 
tanto al B. Siendo pues paralela por esta razón la recta 
efó la BC, tendremos esta proporción:

Ae : AB :: A/: AC (§. 59); 
equivalente á esta otra : DE : AB ;: DF : AC.

SI ahora tiramos la recta Gf paralela á la AB ten- 
dremos la siguiente:

A/: AC:: BG : BC, 
ó la equivalente DF : AC : : EF : BC, 
pues que BG es igual á ef (§. 54)5 Y ^^^^ ^° ®^ ^ ^^' 
Keuniendo finalmente esta última proporción común á la 
anterior por medio de la razón DF : AC, que es común a 
las dos, nos resultará la siguiente serie de razones iguales: 

DE : AB : : DF : AC : : EF : BCi
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en la cual se nos manifiesta que los lados homólogos de 
los triángulos ABC y DEF son entre si proporcionales. 

Ó5. De esta proposición se sigue que son seme
jantes dos triángulos:

i. Cuando dos ángulos del uno sean respectiva
mente iguales á dos ángulos del otro, pues que en tal 
caso el ángulo restante del primero es necesariamente 
Ig^al (§. 52) al restante del segundo:

a? Siempre que sean entre sí paralelos los tres la
dos del uno á los tres del otro.

3. Cuando los lados del uno sean respectivamente 
perpendiculares á los del otro.

La segunda de estas tres proposiciones es evidente 
por lo tocante á los ángulos colocados según lo están los 
dos ABC y DEF; porque los ángulos que como el Ay 
el D tienen respectivamente paralelos los lados que los 
comprenden, y dirigida su abertura en un mismo sen
tido, son necesariamente iguales entre sí (^§. 50).

Con respecto á los triángulos que se nos presentan 
en una situación trastornada, como los que vemos en la 
ügura 39, es claro que si prolongamos el lado EF del 
triángulo DEF hasta que corte los del triángulo ABC en 
G y en H, los ángulos AGH y DEF, como alternos ex
ternos que son con respecto á las paralelas AB y DE, y á 
la secante FH, deberán ser entre sí iguales: asimismo lo 
serán los ángulos AHG y DFE, como alternos internos 
que son con respecto á las paralelas AC y DF. Será pues 
semejante al triángulo AGH el EDF, así como el AGH 
lo es al ABC, por ser los ángulos AHC y AGH iguales 
á los ángulos ACB y ABC, como correspondientes que 
son con respecto á ¡as paralelas GH y BC y á las se
cantes AC y AB.
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Es de consiguiente bien manifiesto que en el caso 
propuesto son entre sí paralelos los lados homólogos.

A fin de demostrar la tercera y última parte, supon
gamos á los dos triángulos ABC y DEF, fig. 40, colo- Fig. 40. 

cados de manera que el lado EF sea perpendicular á la 
BC prolongada; que el lado DF prolongado sea perpen
dicular á la AC, y por último, que el lado ED prolon
gado sea perpendicular á la AB. Tírense por el punto A, 
opuesto al lado BC perpendicular al EF las rectas AG 
y AH respectivamente paralelas á las otras dos rectas DF 
y DE lados del triángulo DEF, y de las cuales la una 
es perpendicular á la AC y la otra á la AB. Ahora bien, 
los ángulos CAG y BAH han de ser rectos por supo
sición , y de consiguiente si á cada uno de ellos se agre
ga el mismo ángulo CAH, los dos ángulos resultantes 
BAC y GAH deben ser entre sí iguales; y siéndolo los 
ángulos GAH y EDF por tener por construcción sus 
lados respectivamente paralelos entre sí, y sus abertu
ras dirigidas en un mismo sentido, habrán de ser nece
sariamente entre sí iguales los ángulos BAC y EDF.

Tirando después por el punto B las rectas Bí y BK 
respectivamente paralelas á los lados EF y DE, resultarán 
formados los dos ángulos rectos CBI y ABK, de los cua
les, quitada la parte común ABI, quedarán por residuos 
iguales los ángulos ABC ó IBK, y siendo este último 
igual á DEF, á causa de ser respectivamente paralelos 
los lados BI y BK del uno á los lados EF y DE del 
otro, habrán de ser tambien iguales entre sí los ángulos 
ABC y DEF. Y teniendo los dos triángulos ABC y 
DEF dos ángulos del uno respectivamente iguales á dos 
dei otro, deberán por consiguiente ser semejantes.

Por otra parte se ve que los lados homólogos son los
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respectivamente perpendiculares: pues que siendo el 
ángulo D igual al A , el lado EF es homólogo al BC, 
y asi de los demas.

TEOREMA.

súmpre que un 66. Dos triángulos son semejantes
ángulo del uno sea i^ual á oíro del oíro, y que sean pro- 
foreionalss los euatro lados que forman á los dos ángulos 
iguales.

Demostración. Si el ángulo A del triángulo ABC, 
^’S* 3^* ^S‘ 3^í fuere igual al ángulo D del triángulo DEF, y 

tenemos al mismo tiempo que AB : DE : ; AC : DE, 
tomaremos en los lados AB y AC del primer triángulo 
las dos partes Ae y Af respectivamente iguales á los la
dos DE y DF del segundo; y tirando la recta ef resul
tará formado el triángulo Aef totalmente igual al trián
gulo DEF (§. i6), y la recta ef que corta los lados 
del triángulo BAC en partes proporcionales, pues que 
por suposición

AB : DE ó Ae : : AC : DF ó Af 
habrá de ser paralela á BC (§. 60); y los ángulos ey f 
respectivamente iguales á los E y F, lo serán tambien á 
los ángulos B y C; y de consiguiente, teniendo los dos 
triángulos ABC y DEF respectivamente iguales los án
gulos del uno á los del otro, deben necesariamente ser se
mejantes ( §. 64).

TEOREMA.

67. Dos triángulos, de los cuales nos conste que los 
tres lados del uno son j^royorcionales á los tres del otro, 
son semejantes.

Demostración. Supongamos que en los triángulos
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ABC y DEF se nos presente la siguiente serie de ra
zones iguales:

AB : DE : : AC : DF :: BC : EF.
Si se toma de AB una parre A^ igual ai DE, y se 

tira una recta ef paralela á BC, los triángulos ABC y 
Aef, semejantes entre sí (§. 56), nos darán:

AB : Af ; : AC : A/: BC : efi
y siendo A^ igual á DE , todas las razones de esta se
gunda serie deben necesariamente ser iguales á las de la 
primera; y siendo unos mismos los antecedentes de en
trambas, deberán serlo asimismo los consecuentes; por 
cuyo medio tendremos Ay==DF; ^=EF. De consiguien
te el triángulo DEF es totalmente igual al A^; y sien
do este último semejante al ABC, lo será asimismo el 
primero DEF.

PROBLEMA.

68. Consíruir sobre una recta dada EF un trián
gulo semejante al ABC.

Solución. Podemos ejecutarlo de diferentes modos, 
sirviéndonos para ello de cualquiera de los varios ca
racteres por cuyo medio venimos en conocimiento de la 
semejanza de dos triángulos. Proponiéndonos, pues, for
mar sobre la recta dada EF un triángulo semejante al 
ABC, podremos conseguirlo:

i .° Tirando por los dos extremos E y F rectas que 
bagan con la EF los dos ángulos E y F, respectiva
mente iguales á los dos B y C (§. 6$):

2 .® Haciendo en el punto F sobre la recta EF un 
ángulo igual al B, y tomando por segundo lado de este 
ángulo E una distancia DE, cuarta proporcional á las 
tres líneas BC, EF y AB; por cuyo medio tendremos

MCD 2022-L5



64 ELEMENTOS
dos triángulos entre sí semejantes, pues (jue un ángulo 
del uno es igual á otro ángulo del otro , estando com
prendidos estos dos ángulos iguales por lados entre sí 
proporcionales ^§. 66^.

3 .° Por último, hallando primeramente la cuarta 
proporcional á las tres rectas BC, EF y AB, y en se
guida la cuarta proporcional á las BC, EF y AC; y 
formando con estas dos líneas que ya suponemos deter
minadas, y con la dada EF el triángulo DEF; en cuyo 
caso los dos triángulos DEF y ABC serán entre sí se
mejantes , por ser los tres lados del uno proporcionales 
á los tres del otro (J. 67}-

TEOREMA.

69 . Cuantas rectas AB, AC, AD , AE, AF que- 
Fig. 41. ramos f fig. 41, tiradas por un mismo funto A, y cn^ 

centradas jjor dos paralelas GL y BF , están cortadas 
for estas ^paralelas en partes projporcionales, asi como 
¡o están las mismas paralelas.

Demostración. Siendo entre sí semejantes los trián
gulos BAC y GAH ( §. 65), nos darán esta serie de 
razones iguales:

AB: AG : ; AC : AH :: BC : GH;
y los triángulos CAD y HAI nos darán la siguiente:

AC : AH :: AD : AI : : CD ; Hli
los triángulos DAE é IAK nos darán esta otra :

AD : AI: : AE : AK : : DE : IK;
y los triángulos EAE y KAL la que sigue:

AE : AK : : AF : AL : : EF : KL.
Todas las razones de estas series son entre sí iguales, 

pues que la segunda razón de cada serie es la primera de 
la que ¡a sigue. No tomando primeramente de todas ellas
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sino las en que se comparan linea tiradas desde el pun
to A, tendremos :
AB ; AG ; : AC : AH ; ; AD : AI ; : AE : AK : : AF ; AL; 
y reuniendo después Ias en que se comparan Ias partes 
de las paralelas BF y GL, nos resultará que

BC : GH : : CD: HI: :DE : IK: : EF : KL, 
lo cual nos hace ver que estas paralelas están cortadas 
en partes proporcionales.

Considerando ahora los triángulos BAC, CAD, DAE 
y EAF, como que dos de sus lados se hallan cortados 
por una recta paralela al tercer lado, tendremos fS <0>

AG;GB: : AH:HC;
AH:HC:: AI : ID;
AI : ID::AK:KE;
AK .■ KE: ; AL ; LF;

de donde se infiere que
AG: GB: : AH :HC:: AI :ID : : AK : EK : : AL : LF, 
de lo cual resulta que las rectas AB , AC, AD, AE y 
AF están cortadas por la GL paralela á la BF en partes 
Proporcionales.

PROBLEMA,

7^* dividir uíj-¿i fecííi dadit en jy^fíes jyj'ojyorcío- 
fiales d las de otra ya dividida.

Soluaon. Sea gl la línea que nos proponemos dividir, 
y BF la que se nos da ya dividida. Descríbase sobre esta 
U íima un triángulo equilátero BAF, efectuando para 
ello lo prescrito (§. 21); es decir, describiendo desde los 
puntos B y F como centros, y tomando por radio á la rec
ta dada BF dos circunferencias de círculo; apííquese des
pués al lado AB desde A hasta G la recta gl, y ejecutese 
o mismo en el lado AF desde A hasta L; tírese por úF

TOMO m. §
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timo la línea GL, y las rectas que junten con el punto 
A á los C , D, E de la division de la recta dada BF cor
tarán á la linea GL, igual á la gl en partes proporcio- 
nales á las de BF, según lo requiere la propuesta de la 

cuestión.
Con efecto, pues que AB=AF , y AG—AL, ten

dremos esta proporción evidente AB : AG : : AF : AL; 
de la cual resulta (§. 60) que la GL es paralela a la 
BF. Siendo pues semejante al triángulo BAF el GAL, 
tendremos esta proporción :

AB : AG ; : BF : GL ,
y siendo por construcción BF—AB, es consiguiente que 
GL=:AG=^Z. Según esto, y en vista dei teorema ante
cedente , las paralelas GL y BF están divididas en par
tes entre sí proporcionales.

Si la línea que se nos proponga para dividiría fuere 
¿f mayor que la BF que se nos da dividida, habremos 
de prolongar los lados AB y AF indefinidamente por la 
parte de abajo de la BF ; y deberemos en seguida apli
car la recta //' al lado AB desde A hasta G', y lo mis
mo al lado AF desde A hasta Vj y por último tirare
mos la GX^i despues de lo cual, si prolongamos, como 
es necesario, las rectas AC, AD y AE, dividirán á la 
GX^ en los puntos H', Í, K^ en partes proporcionales 

á las de la recta BF.
71. Observación. La cuestión precedente puede 

tambien resolverse del siguiente modo:
. 42, Sea AH, fig. 42 J» ^^cta que se nos haya dado para 

efectuar su division. Tírese por su extremo A una rec
ta indefinida AP que forme con la dada AH un ángulo 
cualquiera PAH, y sobre la cual colóquense, á continua
ción unas de otras, todas las partes en que esté dividida
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la linea que se nos ha dado para que nos sirva de modelo 
en la nueva division. Júntese el extremo P con el H de 
la Jinea que nos proponemos dividir , y en seguida se ti- 
^Î^ ?^ ^T P^^^°^ ^> K, L, M, N y O las rectas IB, 
KC^ LD, ME, NF , OG paralelas à PH, las cuales 
Cortarán a la AH en partes proporcionales á las de AP.

Fste ultimo método se demuestra haciéndose cargo 
de que el triángulo ACK, cuyos dos lados AC y AK 
están cortados por la recta BI paralela al tercer lado CK 
nos da esta serie de razones iguales (^§. 59);

AB : Ai ; : AC : AK : : BC : IK -
e triangulo ADL, considerado con respecto á la recta

, nos da la siguiente :
AC : AK : : AD : AL : : CD : KL;

el triangulo AEM, considerado con respecto á la recta 
LD , nos da esta otra :

AD : AL ; : AE : AM : ; DE : LM ; 
y así los demas.

&C.

Podas estas series de razones se enlazan unas con 
otras por medio de la segunda razón de cada una , que 
viene a ser la primera de la serie que inmediatamente la 
sigue. No tomando de todas las razones mas de las que 
contienen las divisiones de la recta AP , tendremos-
AB : AI : : BC : IK : : CD : KL : ; DE : LM 
'0 cual manifiesta que las partes AB , BC, CD, DE &c, 

0 la recta AH son proporcionales á las de AP.
. Se puede simplificar un poco este Último procedi- 

r4P°’ ^ "^^ ^^^^^ QH paralela á
PV ' ^?°^^"^° ®“ ^Í’a ^esde el extremo H las partes

' respectivamente ¡guales á las
partes P0 , ON, NM, ML &c., y juntando los corres
pondientes puntos de division , las rectas que los junten,
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que (§. 54) deben ser entre sí paralelas, cortarán á la 
recta AH en partes proporcionales á las de la AP ó á 

las de la HQ.
72. Corolario i.” Si en la figura 41 las partes de 

la recta BF, y en la figura 42 las de la AP fueran en
tre sí iguales, las de la recta GL en la primera, y las 
de la recta AH en la segunda, habrían de ser también 
iguales entre sí.

De esto se sigue que el procedimiento del §. 70 y 
el del §. 71 nos pueden servir para dividir una linea 
recta en un número cualquiera de partes iguales; para 
lo cual es necesario mirar primeramente como indefini- 

Fig. 41. do á la recta BF, fig. 41 , tornar de ella una parte BC 
de magnitud arbitraria, y repetiría a continuación un 
número de veces igual al de las partes en que debe di
vidirse la recta dada GL. Siendo el punto F el extremo 
de estas partes, se acabará la construcción con arreglo 
á lo que hemos practicado (§. 70).

Observando lo hecho (§. 71), habremos de tomar 
Fig. 42. de la recta AP, fig. 42 , considerada como indefinida las 

partes iguales y arbitrarias, á continuación unas de otras, 
pues que la recta AH representa la que se nos ha dado 
para ejecutar su division.

73. Corolario 2.° La división de las rectas en par
tes iguales es el fundamento de la construcción de las es
calas ; es decir, de las rectas que se destinan á que sir
van de medida de las demas. Con efecto, si desde luego 
se hubiese dividido en partes iguales la recta CD, fig- 3» 
no hubiéramos necesitado para averiguar la razón de la 
AB á la CD, ninguna otra cosa mas que determinar cuan
tas de aquellas partes iguales de la CD contenia la AB, 
y por este medio habríamos puesto en claro la razón ®
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estas dos rectas, á lo menos con tanta mayor aproxima
ción, cuanto mas pequeñas fuesen las partes iguales de la 
recta CD. La imperfección de los instrumentos y la limi
tación de nuestros sentidos, nos obligan con frecuencia 
en la division de líneas, cuyas partes se nos escapan por 
su pequeñezj y para ensanchar mas nuestras facultades 
con relación á este punto, se ha hecho uso de la divi
sion por trasversales i que manifestamos en la fig. 43, Fía. 40 
y cuya construcción es la siguiente;

Habiendo dividido primeramente la recta AC en un 
numero cualquiera de partes iguales, tales como BC, y 
queriendo todavía dividir á BC en un número de par
tes demasiado grande y expuesto á que se las pueda con
fundir; se levantarán á la AC, para evitar este inconvenien
te, por los extremos A y C las dos perpendiculares AAf^” 
y CL; se tomará de la AA'"’^ una parte arbitraria AA^, y 
se repetirá esta á continuación, una de otra, tantas veces 
cuantas indique el número de partes en que nos propon
gamos dividir á la BC, las cuales en la figura son solo 
cuatro; por los puntos de division A^, A\ A^'' se tirarán 
rectas paralelas á la AC; y por último se juntarán los 
dos puntos B y L con la línea trasversal BL.

Sidespues de hecho esto se tira la recta BK paralela 
a la CL, resultarán los triángulos BDE, .BFG, BHI, 
BKL evidentemente semejantes entre sí (§. 65), y que 
nos daran estas proporciones;

' BD:BK::DE:KL;
BF : BK : : FG: KL;
BH :BK : : HI : KL; 

de las cuales se deduce; i? que siendo BD una cuarta 
parte de BK, lo habrá tambien de ser DE de KL ó de

^^ ^ue (§, 54) es igual á KL: 2.° que siendo BF las
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dos cuartas partes ó la mitad de BK, lo debe también 
ser FG de KL ó de BC: 3.° que siendo BH las tres cuar
tas partes de BK, lo será igualmente HI de KL ó de BC.

Por este medio se ve que si tomamos en la prime
ra, en la segunda y en la tercera de las rectas paralelas 
á AB las distancias A'E, A"G, A"1, respectivamente 
iguales á A'D-+-DE, A^'F+FG, A'"H+HI, tendremos 
en ellas las siguientes:

AB^iBC; ABH-pCí AB-hJBC.
Esto nos parece suficiente para dar á conocer cómo 

se puede construir una escala de trasversales con desti
no á obtener cualesquiera divisiones, y el uso que pue
de hacerse de ella.

Cuando la escala contiene diez paralelas á la recta 
AB, toma el nombre de escala de décima, porque en 
tal caso nos da las décimas de BC.

TEOREMA.

74. Sí del vértice del ángulo recto de un triángulo 
rectángulo se baja una j^erj^endicular á su lado oj?uestOj 
llamado la hipotenusa:

i .° La perpendicular dividirá al triángulo pro
puesto en otros dos, que les serán semejantes ,7 que de 
consiguiente lo serán entre sí:

2 .° La misma perpendicular dividirá á la hipo
tenusa en dos partes ó segmentos tales, que cada uno de 
los lados del ángulo recto será medio proporcional entre el 
segmento adyacente y la hipotenusa entera :

3 .° La perpendicular será media proporcional en
tre los dos segmentos de la hipotenusa.

Demostración. Supuesto que es rectángulo en B el
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triángulo ABC, figura 44 , y que la recta BD es perpen- Fig. 44. 
dicular à la AC, deberán ser semejantes Q. 65) los trián
gulos ABC y ABD, por ser dos ángulos del uno res
pectivamente iguales á dos del otro; á saber, el ángulo 
A, que es común á entrambos, y el ángulo recto ABC 
del primero, igual al ángulo recto ADB del segundo. 
El triángulo BDC es por lo mismo semejante a! ABC, 
por ser común a los dos el ángulo C, siendo recto el án
gulo BDC del uno como lo es el ángulo ABC del otro,

Si comparamos sucesivamente con el triángulo pro
puesto ABC cada uno de los triángulos parciales AFíD 
y SDC, y tenemos presente que los dos ángulos ABD 
y CBD son respectivamente iguales'^á Jos dos C y A, 
echaremos de ver Ias siguientes proporciones entre los 
lados homólogos:

AD : AB ; : AB : AC;
CD : BC : ; BC ; AC;

las cuales forman la segunda parte de nuestra proposición.
Comparando ahora uno coiFotro á los dos triángu

los parciales ABD y BCD , tendremos esta otra;
AD : DB : : DB ; DC; 

que viene á ser la tercera y última parte de la propues
ta que hemos establecido.

75. Corolario. Del teorema que acabamos de de
mostrar se infiere que estando referidos á una medida 
común los tres lados de un triánguIo^JectánguIo, la se
gunda potencia, llamada ordinariamente el euaíirado, del 
número que nos indique la longitud de la hipotenusa, es 
Iguala la suma de las segundas potencias ó cuadrados 
de los números con que expresamos la longitud de los 
otros dos lados.

Con efecto, de las dos proporciones
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AD : AB : : AB : AC,
CD : BC: : BC ; AC,

Tb BC
resulta que AD = —y que CD" .

AC AC
Siendo pues la hipotenusa AC—AD -H CD, será por

—2 —5
AB BC 

consiguiente ACiz—• H----- î de donde fácilmente se
AC AC

—2 —a
deduce que AC=zAB+BC

De esto se sigue que podemos determinar sin la me
nor dificultad cuánta sea la longitud de la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo, luego que conozcamos la que tie
ne cada uno de los otros dos lados. Si, per ejemplo, AB—3^

--- 2
y BC=4. tendremos AC = 9+i6 = 25; de lo cual se 
infiere que AC= v/25 = 5.

Del mismo modo podemos determinar la longitud 
de cualquiera de los dos lados del ángulo recto, cuando 
previamente conozcamos la de la hipotenusa, y la del

—2 —2
otro lado restante, porque de la ecuación AC — AB-l- 
—2 --- 3 --- a
BC se deducen estas otras dos; AB—AC —BC, y BC

—AC—AB. Si, por ejemplo, fuere AC~I3, y SC 

“12, tendremos;

AB”i69 —144—25 ; de donde se infiere que

AB:=5.
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Generalmente, AC—V^ B An-BC; AB=A/ AC —BCi

BC=V^BC-AB.

TEOREMA.

76. Estando referidos d una medida común los tres 
lados de un triángulo cualquiera, y exy/resados por me
dio de los números que les corresponden; si desde el vér^ 
tice de uno de los ángulos se baja sobre su lado opuesto una 
perpendicular 1 la segunda potencia de uno de los lados 
queforman el ángulo es igual á la suma de las segundas 
potencias de los otros dos lados, menos dos veces el pro
ducto del lado sobre que caiga la perpendicular, mul
tiplicado por la distancia de la perpendicular al ángulo 
opuesto al lado que por primero hayamos escogido, en ca
so que este ángulo opuesto sea agudo, y mas dos 'veces el 
mismo producto, en caso que el mismo cíngulo sea obtuso; 
es decir, que en el primero, fig. 45 y 46 , tendremos; Fig. 45 y

AC=AB+BC-2ABxBD, ^ó.

7 en el segundo, ñg. ^y, Fig. 47.
__2 —a —a 
AC=A B-I-BC-H2 ABxBD.

Demostración. Cuando hemos dividido con la per
pendicular CB, fig. 45 , al triángulo ABC en los otros Fig. 45. 
dos ACD y BCD rectángulos en D, tenemos en el pri

mero AC—AD-í-CD,
—Z ^—2 —.-2

y en el segundo CD=:BC—BD.

Sustituyendo pues esta expresión del valor de CD en 
--- a --- z —a --- 2

la del AC, tendremos que AC = AD-hBD— BD-
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Ahora, viendo que AD=AB—BD, la expresión de 

la segunda potencia ó del cuadrado AD equivaldrá á 
-^3 --- a
AB-t-BD—2ABxBD*.  Sustituyendo, pues, esta última 

expresión en la última del valor de AC, nos resultará 

que AC=AB-HBD-2ABxBD-t-BC-BD:

* En esta proposición, en que considero á las líneas como valua
das en números, he debido suponer que se tiene conocimiento del mo
do de componer la segunda potencia de un número que sea la suma 
ó la diferencia de otros dos; mayormente cuando no es difíciladqui- 
rirlo por solo el propio razonamiento.

la cual se reduce á la siguiente:

AC=AB-hBC-2 A BxBD.
Fig. 46. En el caso que nos presenta Ia figura 46 , y en el 

cual cae fuera del triángulo la perpendicular, consiste la 
diferencia en que AD=BD—AB, sin que por eso deje de 

ser la misma la expresión del valor de su cuadrado ADj 
la cual es :

A D=:BD+AB- 2 A BxB D, 
—2

de modo que AD tiene la misma expresión que en el ca
so anterior. He ahí la primera parte del teorema.

5°’ Mas cuando el lado AC, fig. ço, esté opuesto 3 un 
ángulo obtuso, debiendo necesariamente caer fuera del 
triángulo ABC la perpendicular, tendremos todavía en 
los dos triángulos ACD y BCD rectángulos en D, que

AC=ADh-CD í y que CD=BC~BD; 
—2 --- a --- a

de donde se infiere que AC=AD-í-BC—BD ; 
mas como tenemos que AD^ABh-BD, y de consiguien-
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—a —2 ----------a

te el cuadrado AD equivale á AB-+-2 ABxBD-i-BDj 
si sustituimos esta expresión en la que acabamos de deter-

minar del valor de AC, nos resultará esta otra: 
--- S —a —2 —2 —Z 
AC=AB-4-2 ABxBD-i-BD+BC-BD ;

la cual se reduce á la siguiente:

AC:=ABh-BCh-2 ABxBD ;
en donde se ve el segundo caso de nuestro teorema. 

N. B. Las partes AD y BD determinadas en el lado
AB por la perpendicular CD, se llaman segmentos.

77. Combinando con este teorema el inmediato an
terior, echaremos de ver que cuando conozcamos la lon
gitud de cada uno de los tres lados de un triángulo , po
dremos determinar si el ángulo opuesto á cualquiera de 
ellos es agudo, recto ú obtuso. Con efecto, en el pri-

----------2 ----------a ----------a

mer caso en que sabemos que AC = AB-t-BC— 2AB 
xBD, es bien claro que la segunda potencia del lado AC 
es menor que la suma de las de los otros dos lados ÁB 
y BC.

En el segundo caso, en el cual el ángulo B es recto, 
—a --- a ^—2

tenemos que AC—AB-bBC ; de modo que la segun
da potencia del lado AC es exactamente igual á la suma 
de las de los otros dos lados.

1-1. ----------a—a

Finalmente, en el tercer caso, en que AC=AB 

-fr-BC-i-2ABxBD, Ia segunda potencia del lado AC 
es mayor que la suma de los otros dos lados.

Aplicando estas observaciones al triángulo cuyos la
dos tengan de longitud la expresada por los números 5, 
7 y 8, cuyas segundas potencias son 2$, 49.y 64, ven-
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¿remos en conocimiento de que el ángulo opuesto al 
mayor lado 8 es agudo, pues que su segunda potencia 64 
es menor que la suma 74 de las segundas potencias de los 
otros dos lados.

Bueno será tener presente que Ia especie del ángulo 
opuesto al mayor lado nos debe hacer conocer la del 
triángulo (§ 53).

De los polígonos.

78. Las superficies planas terminadas por un con
junto cualquiera de líneas rectas se llaman polígonos.

El mas sencillo de todos es el triángulo. Los polígo
nos de cuatro lados se llaman por lo general cuadrilá
teros ;

los de cinco, pentágonos ;
los de seis, exágonos ;
los de siete, eptágonos ;
los de ocho, octágonos >
los de nueve, eneágonos-»
los de diez, decágonos-»

&c.
No se continua, por lo común, esta nomenclatura 

mas arriba del polígono de diez lados, sino para llamar 
dodecágono ai que tenga doce lados, y pentedecágono al 
que tenga quince.

I^íg* 4^ y Lu las figuras 48 y 49 se nos presenta en ABCDEF 
49« un polígono de seis lados ó un exágono. Teniendo todos 

los ángulos de la primera figura su abertura dirigida ha
cia la parte interior del polígono, se les da el nombre de 
ángulos salientes : y al ángulo DEF de la figura 49, cu
ya abertura está mirando á la parte exterior del polígono> 
se le llama ángulo entrante.
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Las rectas, que como la CA, la CF &c. que están 

tiradas de un ángulo á otro del polígono, sin ser los ángu
los adyacentes á un mismo lado, se llaman dia^onaks.

•^ f). Entre los cuadriláteros ó polígonos de cuatro la
dos se designa con particularidad el llamado jjaraleló^ra- 
mo, porque tiene á cada dos de sus lados paralelos en
tre sí.

Del §. §4 se infiere : i.° que cada una de las diago
nales AC y BD divide al paralelogramo en dos triángu
los totalmente iguales entre sí:

2. ° Los lados opuestos AB y DC, AD y BD, son 
entre sí respectivamente iguales:

3. ® Que reciprocamente, si los lados opuestos de 
una figura de cuatro lados fueren entre sí iguales, ó si 
dos lados opuestos fueren entre sí iguales y paralelos, la 
tal figura habrá de ser un paralelogramo.

TEOREMA.

80. Las dos diagonales AC y BD de un parale^ 
lógramo se eorían mufuameníe en dos partes iguales.

Demosfrasión. Los triángulos A0D y BOC son to- Fig. Jo. 
talmente iguales entre sí (§. i8), porque lo son por su
posición los lados AD y BC, y lo son asimismo los ángu
los DAO y OCB, como alternos internos que son con res* 
pecto á la secante AC y á las paralelas AD y BC; y por 
último son entre sí iguales los ángulos ADO y OBC, co
mo alternos internos que son con respecto a la secante 
BD. Luego AO=OC y DO=OB.

TEOREMA.

81. Juntando un ángulo eual^uiera de un j^olígono
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con iodos los demas, quedará di'vtdido el/olí¿ono en tan-- 
tos triángulos corno lados ten^a, menos dos.

Demostración. Esta proposición se nos hace casi evi- 
Fig. 48. dente con solo fijar nuestra atención sobre la figura 48^ 

en la cual se nos pone de manifiesto que las diagonales 
CA, CF y CE, tiradas desde el ángulo C á los ángu
los A, F y E, dividen al polígono ABCDEF de seis 
lados en los cuatro triángulos ABC, ACF, FCE y ECDj 
siendo mas fácil echar de ver que habremos de observar 
un resultado semejante en todo polígono de cualquier nú
mero de lados, en haciéndonos cargo de que cada uno de 
los triángulos extremos ACB y ECD, entre los cuales es
tán comprendidos todos los demas en que puede dividirse 
el polígono propuesto, contienen dos de los lados del 
mismo polígono, mientras que cada uno de los otros trián
gulos intermedios no contiene mas de uno solo. Habra, 
pues, en los triángulos extremos cuatro lados del polígo
no; y el número de los intermedios deberá ser igual al de 
los lados del polígono menos cuatro. De lo cual se dedu
ce que el número total de triángulos es igual al de los 
lados del polígono, menos dos, según manifiesta la pro
puesta.

82. Corolario. A lo que acabamos de hacer ver es 
consiguiente que la suma de rodos los ángulos internos 
ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB &c. de cual
quier polígono equivale á tantas veces dcs rectos como 
lados tenga, menos dos; porque la suma de los tales án
gulos internos del polígono viene á ser la misma que la 
de los ángulos de los triángulos ; y ya se sabe que la su
ma de los ángulos de cada triángulo equivale á la de dos 
ángulos rectos, y que el polígono contiene tantos trían* 
gulos como lados tenga, menos dos.

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 79
En la figura 49 el ángulo entrante DEF es externo Fig. 49 

y no interno, y haciendo partir las diagonales desde el 
vértice E del ángulo entrante se sustituye en lugar de 
este para determinar la suma de los ángulos internos, la 
de los ángulos DEC, CEB, BEA y AEF, ^ue agrega
da al entrante DEF, equivale á la de cuatro ángulos 
rectos (§. 13).

TEOREMA.

83- como se ve en el jyrimer polífono de la Jl¿U‘ 
ra ^8, el cual no tiene ningún ángulo entrante, se j^rolon- 
gan en un mismo sentido todos sus lados, la suma dé los 
angulas externos formados^or cada lado y jjor la firolon' 
gacton del que se le halla contiguo, equivaldrá á cuatro 
rectos , cualquiera que sea el número de los lados del j^o- 
ligono.

Demostración. Cada uno de los ángulos externos, co
mo ¿zAB , agregado al interno que le es adyacente, equi
vale á la suma de dos ángulos rectos ; y esto se halla re
petido en el contorno de todo el polígono tantas veces 
como lados ó ángulos tenga. De consiguiente la suma de 
todos los ángulos, tanto internos como externos, equival
drá á la suma de tantas veces dos ángulos rectos como la
dos tenga el polígono; y rebajando de esta suma total la 
de los ángulos internos, que como ya se sabe, asciende á 
ia de tantas veces des ángulos como lados tenga el polí
gono, menos dos, resultará que la suma de los ángulos 
externos equivalga á la de dos veces dos ángulos rectos ó 
a cuatro ángulos rectos

84. Observación. Dos polígonos serán iguales cuan
do se compongan de un mismo número de triángulos res
pectivamente iguales colocados en una disposición seme-
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¡ante, ó reunidos de un mismo modo; pues bien se ve 
que con estas condiciones dos polígonos, puesto el uno 
de ellos sobre el otro, se cubrirán y confundirán perfec
tamente. •

TEOREMA.

85. Siemjyre que ¿ie un j^olí^ono conozcamos todos 
los lacios, menos uno^ y que al mismo tiemjjo conozcamos 
los ángulos comj)reniiiclos por los lados dados , está deter- 
minado el polígono, y se le puede construir fácilmente.

Demostración. SI del polígono ABCDEF conocemos 
los lados AB, BC, CD, DE, EF y los ángulos que es
tos lados forman, podremos hacer sobre el nuevo lado 
A^B^=AB en su extremo B' el ángulo A^B^C^ = ABC, 
y en seguida tomar B'C—BCj hacer en el extremo C' 
del lado B^C^ el ángulo B^C^D^ = BÍJD; tomar después 
C^D =CD; hacer en el extremo D^ del lado C^D^ el án
gulo C^D^E^ = CDE, y á continuación tomar D^E — 
DE ; construir en el extremo E^ el ángulo D^E^F =DEF, 
y tomar por último E'F^=EF. Habiendo llegado por es
te medio al punto F\ no nos queda sino un solo modo 
de juntarlo con el punto A\ para cerrar y concluir el poli* 
gono A'B'C^D'E'FÍ

Bien visible es que este nuevo polígono será igual en 
todas sus partes al polígono anterior ABCDEF, porque sí 
se coloca aquel sobre este, poniendo el lado A^B^ sobre su 
igual AB, el lado B^C^ caerá asimismo sobre su igual BC; 
y continuando del mismo modo de uno en otro; echare
mos de ver que los puntos A^B^C^D^E'F^ habrán de caer 
respectivamente sobre los puntos A, B, C, D, E, F; de 
Io cual se sigue que los dos polígonos se ajustan y con
funden perfectamente.
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86. Observaeion. Hay otros muchos medios de ave
riguar la total igualdad de des polígonos; mas nosotros 
nos hemos limitado á dar en el anterior un ejemplo de 
esta igualdad con el fin de hacer ver que un polígono de 
cualquier número N de lados, y que de consiguiente tie
ne el mismo número N de ángulos, está determinado con 
solo que conozcamos de las 2N cosas que concurren ásu 
formación, un número de ellas representado por la expre
sión 2N— 3. Aquí se notará, como se debe haber notado 
en los diferentes casos de la total igualdad de los triángu
los, que los N ángulos no han de contarse sino por N—1 
datos, pues que la suma de todos los ángulos es una can
tidad que en todos casos puede mirarse como dada (§. 8 2).

87. Se llaman polígonos semejantes aquellos cuyos 
ángulos son respectivamente iguales los del uno á los del 
otro, y cuyos lados homólogos ó colocados en Ia misma 
disposición son proporcionales.

TEOREMA.

88. Dos j^olígonos eom^uestos de un mismo numero 
de triángulos resj^eetivamente semejantes , y semejante
mente disj)uestos f tienen resjjeetivamente iguales los án
gulos del uno d los del otro, y j^roj^oreioddles los lados 
homólogos, y de consiguiente son entre si semejantes.

Demostración. Sean BAEDC y baedc, fig. 5 i , los Fig. ^r. 
dos polígonos propuestos, y pues que los triángulos ABC 
y abc son semejantes, habrán de tener susangulos respec
tivamente iguales, y de consiguiente B=:¿; BAC=¿<í£rí 
por la misma razón en los triángulos semejantes ACE y 
etec tenemos la igualdad respectiva de los ángulos; es de- 
cít, que

TOMO 111. 9
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C2\E=:í‘¿r¿’; CEAzsfi’iî; 
á lo cual es consiguiente que el ángulo BAE, formado 
por la reunion de los dos ángulos BAC y CAE en el pri
mer polígono, sea igual al ángulo bae formado de la re
union de los otros dos bac y cae en el segundo. Del mis
mo modo se hará ver la igualdad AED y aeci y la de 
EDC y edei y por lo que respecta á los últimos ángulos 
BCE) y bedy bien claro se nos muestra que son entre sí 
iguales, por estar formado el primero por la reunion de 
los tres BCA, ACE y ECD, al mismo tiempo que el 
segundo se nos presenta formado por el conjunto de los 
otros tres ángulos bca ^ ace y ecd , los cuales como ángu
los homólogos de triángulos semejantes, habrán de ser 
iguales á los tres primeros.

Desenvolviendo las proporciones que resultan de la 
semejanza de los triángulos ABC y abc, de ACE y ace, 
de ECD y ecd tendremos:

BC : be : AB : ab‘.’. AC : aci
AC : ac : : AE : : : CE : cei 
CE : ce : : ED : ed : : CD : cd.

Siendo la primera razón de cada série la misma que 
la última de la serie inmediata anterior, deben ser entre 
sí iguales todas las razones que se nos ofrecen en todas 
las séries. No tomando pues de ellas mas que los que 
contengan los lados homólogos de los dos polígonos, nos 
resultará:
BC : be : : AB : ab : •. Á^ : ae : ED: ed ; CD : edi 
lo cual nos manifiesta que los lados homólogos de los dos 
polígonos son entre sí proporcionales.

TEOREMA.

89. Dos y^olígonoe semejantes se dividen en ignal
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número ¿le- trian^uíos resj^eeiruamente semejantes, j se
mejantemente dis^iuestos.

Demostraeion. Siendo por suposición los ángulos de 
uno de los polígonos respectivamente iguales á los del 
otro, y siendo ai mismo tiempo los lados del primero pro
porcionales á los homólogos del segundo, tendremos des
de luego que el ángulo Bes igual á¿, y que BC '. be \ ■. 
AB: abi de lo cual se sigue que los dos triángulos ABC 
y abe sean semejantes (§, 66); y que por tanto los ángu
los BAC y bae sean entre sí iguales, Si de los ángulos 
BAE, baet que como propios de los polígonos se suponen 
entre sí iguales, se quitan los ángulos BAC y bae, los re
siduos CAE y eae deberán ser entre sí iguales. Por otra 
parte, dándonos los triángulos semejantes ABC y abe, 
esta proporción AB : ab xz AC: aei y los polígonos esta 
otra AB:^¿ AE: ae, tendremos por resultado de ellas a 
la siguiente AC : ae :: AE : ae; de ló cual se sigue que 
los triángulos CAE y eae son entre sí semejantes (§. 66). 
Del mismo modo se puede hacer ver la semejanza que 
tienen los triángulos de un polígono con los del otro, 
cualquiera que sea el número de estos triángulos.

PROBLEMA.

90. Construir sobre una reeta dada un polígono se
mejante á otro eiaeio.

Solueion. Sean be y BAEDC la recta y el polígono 
dados; hágase sobre be por uno de los métodos prescritos 
(§• 68) un triángulo abe semejante ai ABC, por cuyo 
medio determinaremos el punto ¿ïj y para determinar el 
punto í- se construirá del mismo modo sobre la recta ae 
un triángulo eae semejante ai CAE, y asi de los demas.
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De este modo habremos conseguido que el polígono abcíie 
sea semejante al ABODE, pues que están formados de 
■un mismo número de triángulos respectivamente semejan
tes y semejantemente dispuestos.

Si se colocase el lado be sobre el BC desde C hasta 
b\ bastaría tirar por el punto b' la recta ba, paralela á 
la BA; tirar en seguida por el punto a la recta ae para
lela á la AE Stc., á fin de construir los triángulos b'Ca' á 
aCe Síc., respectivamente semejantes á los triángulos 
BCA , ACE &c.; por cuyo medio quedará construido 
sobre el lado dado el polígono b'a e a C, semejante al po
lígono BAEDC.

91. Observaeion. Hasta aquí hemos tirado desde un 
mismo ángulo del polígono las diagonales que se termi
nan en todos los demas; pero los polígonos pueden ser 
divididos en triángulos de otros muchos modos; y las pro
posiciones anteriores se extienden con igualdad á estos ca
sos, entre los cuales suele ocurrir uno, que es muy con
veniente conocer: es justamente el en que se juntan todos 
los ángulos del polígono con los puntos extremos de uno 
de sus lados. Este caso se nos ofrece representado en la 

Fig. 52- figura 52, en la cual por medio de diagonales se han 
juntado los puntos C, D, E con los A y B.

i .° Es bien claro que la posición de los tres prime
ros puntos está determinada con respecto á la recta AB, 
luego que estén dados los triángulos ABC, ABD y ABE; 
y de este modo se evidencia que para determinar un po
lígono, basta un número de triángulos que tenga dos uni
dades menos que el de los ángulos ó los lados del polí
gono. Se ve asimismo que si designamos por N este últi
mo número, la determinación de la figura dependerá de 
las 2(N—2) diagonales tiradas de cada uno de los an-
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gules de la base, y de la magnitud de la misma base, lo 
r§ 867

2 .° Sin gran dificultad se puede demostrar, casi 
de mismo modo que en los §§. 88 y 89, que silos trián
gulos ABC y abc, ABD y abd, ABE y abs fueren 

semejantes, io serán tambien los polígo
nos ABODE y abide, y que mútuameute si los polígo
nos lo son, lo serán los triángulos de consiguiente *

TEOREMA.

9 2- .ír « dos polígonos semejantes se tiran dos rec
tas,^ semejantemente eoloeadas en eada uno de ellos; es 
dear que pasen por puntos semejantemente eoloeados so
bre lados homólogos, y que formen eon estos lados ángu
los entre sí iguales, ó que en cada polígono corten en par
tes proporcionales dos lados homólogos, deberán ser pro
porcionales las tales rectas á los lados homólogos de los 
polífonos.

Demostración. Sean las rectas GF y gf, tiradas de 
Jos puntos G y ^í y sabíendose que BG : hg ; : AB ; ab,

consumí en el ' planos está en suma reducido á 
dos sobre el teV P«>;gonos semejantes a los que se hallan forma
remos ¿n^erT® ®«y“,rÍ™«ones respectivas que
seé imac-in^r ® ®® '’® ^“® por ultimo análisis debe reducir- 

medio de qunos con otros suivie

n™" i: ™ ei

ininleli'ible áVn ' halla fuera de su lugar, es casi 
«M Í lo “ ?"' "° '^^“ insfumeutos, y super- 

os que tengan conocimiento de ellos. ’vi
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supongamos que igualmente se sepa que son iguales los án
gulos FGB y f^bi en tal caso los triángulos BGC y bgc 
Ln de ser entre sí semejantes á cansa de ser iguales los 
ángulos B y b, y proporcionales los lados BG y bgá BC y 
á be, pues que los unos y los otros lo son á AB y á ab.

Tenemos, pues:
GC ; ^c :: BG : ¿^,ó:: AB : ab-, 

y ademas BCG—^í^ ; CGB^f^^.
De Io cual se infiere que GCF ó BCF—BCG es 

igual Á ^cf ó Í brf-begi y por ser FGB=J^¿ , nos 
resultará CGF ó FGB-CGB igual a r^/ ó a fgb~^b. 
Serán, pues, entre sí semejantes los triángulos FCG y 

fc^, y nos darán:
FG :/^ : : FC :/c ; : GC :¿-c,ó;:AB -.ah', 

pues ya antes sabemos que GC : g^ :: AB . be.
SÍ en lugar de hacer iguales los ángulos FGB y J^^ 

se hubiesen tomado los puntos F y ^ ‘^s modo que B 
hg ; : FC :fe, serian en tal caso semejantes los triángulos 
FCG y feg, por tener, como tienen, un ángulo igual 
comprendido por lados proporcionales. Las consecuencias 
serán las mismas que antes, y se demostrará en este caso 
la igualdad de los ángulos FGB y fgb.

TEOREMA.

93, Los contornos ó perímetros de dos polígonos se- 
mejantes. son entre sí como los lados homólogos de los mis

mos polígonos.
Demostración. Los polígonos semejantes ABCDE y 

abede nos dan esta série de razones Iguales:
AB : ^¿ : : BC ; : ¿c : : CD : c¿/: DE : í/í : : AE : ^.?; 

de donde se infiere que
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AB + BC-hCD-+-DE-^EA : ab-i-bc-^cd-i-de^ea Z 1 
AB ; abi
es decir, que el contorno ó perímetro ABCDE es ai con
torno ó perímetro abed^, como el Jado AB es á su homó
logo ab,

l^ff ¡a línea reefa y del eírculo.

94* Ya hemos visto Ç^. 28) que desde un misma 
punto no podían tírarse á una recta otras tres rectas entre 
sí iguales; de lo cual se infiere con evidencia que una 
recta no puede cortar á una circunferencia de círculo en 
mas que en dos puntos.

Toda recta que corte á la circunferencia de un 
círculo, y esté prolongada fuera de él, se llama su secan
te. La recta EF, fig. 53, es una secante del círculo Fig. 53* 
AHBCG. La parte CD de esta recta, comprendida den
tro del circulo, se llama cuerda del arco ó de circunferen
cia, cuyos extremos junta.

95- Se dice de general acuerdo que la cuerda CD, 
que reúne los extremos de un arco CGD de la circun
ferencia del círculo, subtende al mismo arco ; mas es 
necesario no perder de vista que la misma recta es al 
mismo tiempo cuerda del otro arco CHD, que agrega
do al GCD, componen entre los dos la circunferencia 
entera. De consiguiente , siempre que el primer arco sea 
menor que la semicircunferencia, el segundo habrá nece
sariamente de ser mayor que ella.

96. Cuando una cuerda pase por el centro del cír
culo, se la da el nombre de diámetro. La recta AB, que 
pasa por el centro O, es un diámetro.

Todos los diámetros de un mismo círculo son entre 
51 iguales, pues que cada uno de ellos equivale á dos ra-.

MCD 2022-L5



gS ELEMENTOS 
dios puestos en línea recta; y ya se sabe que todos los 
radios son entre sí iguales.

Bien visible es que cualquier diámetro es la mayer 
de todas las rectas que pueden tirarse dentro de la cir
cunferencia del círculo, pues cualquiera otra cuerda CD 
es menor (§. 19) que la suma de los dos radios OC y 
OD dirigidos á los extremos C y D.

9y . El diámetro AB divide ala circunferencia y al 
círculo en dos partes iguales, porque si a lo largo de la 
recta AB se dobla toda la figura del círculo, una de sus 
partes, la AGB se habrá de confundir con la restante AHB, 
debiendo coincidir con la mayor exactitud las dos partes 
de circunferencia, pues de lo contrarío no estarían equi
distantes del centro O todos los puntos de la circunferencia. 

El mismo razonamiento hsee también ver que dos 
círculos descritos con un mismo radio, ó con dos radios 
iguales, son entre sí totalmente iguales, porque si coloca
mos el centro del uno exactamente sobre el del otro, sien
do como se supone, iguales entre sí los radios de los dos 
círculos, las circunferencias habrán necesariamente de 
a^ustarse y confundirse una con otra,

TEOREMA.

98. Siempre que aq^Hquemos un areo de círculo sobre 
algún otro elel mismo círculo, 6 de otro descrito con el. mis
mo ó con igual radio, de modo que cualesquiera dos guntos 
del arco aplicado caigan sobre el otro, y estando las dos 
conwidades dirigidas hacia un mismo lado, el arco 
aplicado se confundirá en toda su extetrsion con el ot^.

Demostración. Con efecto, si aplicamos el arco AC, 
Fig. 54. fig- S4^ ''ll arco AE, colocando el punto A^ exactamente
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sobre el A, y suponemos que caiga juntamente en C el 
punto C^; y á consecuencia la cuerda A C^ cubrirá con 
la mayor exactitud á AC; y como los radios 0*A^ y O^C^ 
son iguales á los radios OA y OC, el centro 0^ debe ha
ber caído sobre el 0 (§. 20), y de consiguiente todos los 
puntos del arco A^C^ deben caer sobre los del arco AC, 
porque los primeros distan tanto de su centro 0^ como los 
segundos distan del suyo O , por lo cual es claro que el 
arco A'C' se confundirá con el AC *.

99. Corolario. De esto se sigue que en un mismo 
circulo ó en dos distintos círculos descritos con un mis
mo ó con dos radios iguales, los arcos, cuyas cuerdas sean 
iguales, siendo ellos de una misma especie, es decir, ó 
ambos menores ó ambos mayores que la semicircunferen
cia, deben ser entre sí iguales. Con efecto, cuando las 
cuerdas esten colocadas una sobre otra , como en el caso 
precedente, los arcos se cubren y confunden exacta
mente.'

Es igualmente verdadera la proposición recíproca; á 
saber, siempre que en un mismo círculo ó en dos descri
tos con radios iguales fueren enne sí iguales dos arcos, 
sus cuerdas serán asimismo iguales, porque poniendo á los 
arcos uno sobre otro y ajustándose exactamente, las ex
tremidades del primero se confunden con las del segundo. 
Asi que, colocado que sea sobre el arco AC el A^C^ de 
modo que el punto A^ se halle sobre el punto A y el C^

La propiedad de la circunferencia del círculo que acabamos de 
demostrar, es tanto mas notable, cnanto que solo pertenece á esta car- 
va y a la línea recta, y que nos manifiesta con la mayor evidencia la 
semejanza de todas las partes de la circunferencia del círculo, ó la 
nmforniidad de su curvatura. Esta ha sido la razón que me ha movido 

presentar el teorema bajo otra propuesta diferente de la que por lo 
romun tiene en la mayor parte de los libros elementales.
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sobre el C, las rectas A'C^ y AC se cubrirán exactamen
te, y por tanto serán entre sí iguales.

TEOREMA.

i ' O. £n un mismo circulo 6 en círculos iguales , d 
maj'or arco tiene la mayor cuerda, y al contrario, con 
tal que los arcos comjjarados sean menores que la semi’ 
circunferencia.

Demostración. i.° Siendo mayor que el arco AC el 
AE, será por consiguiente el ángulo AOE mayor que el 
ángulo ACC, y (§. 19) el lado AE del triángulo AOE 
será mayor que el lado AC del triángulo AOC, puesto 
que los dos triángulos AOE y AOC tienen entre sí igua
les los lados AO y OE del uno á los AO y OC del otro.

2. ° Siendo mayor que la cuerda Ada AE, el ángu
lo AOE será mayor que el AOC, y de consiguiente el 
arco AE será mayor que el AC.

PROBLEMA.

101. Dados que sean dos arcos de un mismo círcu
lo ó de dos círculos iguales, determinar la razón de sus 
longitudes.

Solución. La cuestión propuesta se resolvería del mis
mo modo que la del §. 5, si pudieran aplicarse uno' so
bre otro los arcos de círculo, como se aplican una sobre 
otra dos líneas rectas ; pero no pudiendo verificarse en la 
práctica semejante superposición, se suple su uso sirvién
donos de las cuerdas, que siendo iguales; corresponden 
necesariamente á arcos iguales. La cuerda del arco CD> 

^^S* 55' P*^^ ejemplo, fig. 55, podrá aplicarse dos veces sobre el 
arco ÁB desde A hasta Ej y determinado por este medio el
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arcó AE, resultará compuesto de las dos partes Ad y 
¿ZE, iguales cada una de ellas á^ CD, Tendremos que

AB = 2CD 4-EB.
Tómese ahora la cuerda de la última parte FB, y 

aplíquesela sobre el arco CD desde C hasta F; lo cual 
puede en este caso efectuarse una sola vez resultando 
por exceso el arco FD; de donde se sigue que

CD=:EB+FD:
por último, pudiendo la cuerda del segundo exceso FD 
aplicarse cuatro veces exactamente sobre el primero ÊB, 
nos resultará que

EB“4FD.
De este ultimo valor, volviendo á subir a la deterr-. 

minacion de los arcos anteriores, hallaremos que
EB=4 FD; CD=5 FD; AB=i4 FD;

y estando contenido 14 veces en el arco AB, y 5 veces 
en el CD el arco FD , que es la medida común de aque
llos otros dos, podremos estar ciertos que los dos arcos 
propuestos tienen entre sí la misma razón que los dos 
números 14 y 5.

Aqui se termina la operación del mismo modo que 
cuando tratándose de líneas rectas se nos presenta un re
siduo, al cual contenga el precedente un numero exacto 
de veces, ó que es tal, que el residuo siguiente se esca
pe de los sentidos por su pequeñez.

102. Obseí"Víiciofi» Si nos imaginamos que una recta 
■^^j fig- 56, que corta la circunferencia de un círculo 
en dos puntos A y B, gire al rededor de uno de ellos, 
de A por ejemplo, y que dirigiéndose á salir del círcu
lo tome posiciones semejantes á la AB, veremos que los 
dos puntos de intersección de la recta y de la circunferen
cia del círculo, se van aproximando sin cesar, hasta He-
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gar *3 ia posición AC, en la cual reunidos los puntos de 
intersección en uno solo, no tiene la recta mas punto co
mún con la circunferencia del círculo, ó no hace mas 
que tocarle. En tal posición la recta AC se Tama tangente 
al círculo.

TEOREMA.

^03’ j^erpendicular levantaeia en un punto ¿ie 
la eireunj'erenela ele un eireulo sobre el radio quepase por 
el mísmo punto ^ es tangente al eíreulo ; g reeiproeamente 
la tangente en un punto cualquiera de la circunferendaf 
es perpendicular en la extremidad del radio que pasa 
por aquel punto.

^^S' 57* di)emostracion. Siendo la línea AB , fíg, ^y, perpen
dicular al radio AO en el punto A , todos sus demas pun
tos han de estar mas distantes que este mismo punto A del 
centro 0 del círculo, porque todas las rectas que como 
la OB y la OC están tiradas desde el centro á la recta AB 
en una u otra banda de la A0 son oblicuas, y de consi
guiente mas largas que la misma AO (§. 28). Están 
pues, fuera del círculo los puntos C y B; y no teniendo 
la recta AB mas que el único punto A , común junta
mente á la circunferencia del círculo, debe necesariamente 
ser su tangente.

Con igual facilidad se puede ver que la tangente 
al círculo en el punto A no puede ser otra que la recta 
AB perpendicular al radio AO en su extremo A ; porque 
no. teniendo la AB mas punto común con la circunferencia 
del círculo que el punto A del contacto^ y estando todos 
sus otros puntos mas distantes que el A del centro, es 
consiguiente que el radio AO es la línea mas corta que 
puede titarse desde el centro á la tangente, y que por 
tanto es perpendicular á la misma tangente.
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104. Corolario. De esto se sigue que con solo le
vantar k perpendicular AB en la extremidad A del ladio 
AO dirigido ai punto dado A de la circunferencia del 
círculo, tendremos la tangente al círculo en el punto A.

TEOREMA.

105* "^Oíia recía CD, fíg. ^9,perpendicular duna Fig. 59. 
cuerda AB en su punió medio, pasa por el centro 0 del 
circulo, y por el punto medio del arco subtendido por la 
cuerda.

Demostración. Siendo por suposición Ia recta CD 
perpendicular á la AB en el punto de en medio, deberá 
necesariamente pasar por todos los puntos igualmente dis
tantes de A y de B; y el centro O es uno de ellos, por 
estar á igual distancia de los extremos Ay B, que se ha
llan en la circunferencia ACB. Y pues que el punto C, 
en que la perpendicular CD encuentra á la circunferen
cia, se halla á igual distancia de los extremos A y B del 
3rco ACB, las cuerdas ÁC y BC han de ser necesaria
mente iguales entre sí, y del mismo modo deberán serio 
los arcos sotendidos por estas cuerdas (§. 99). Será, pues, 
el punto C el de la mitad del arco ACB; y de consi
guiente la recta CD habrá de pasar por el centro O, y 
por el punto del medio del arco sotendido por la cuer
da AB.

106. Corolario 1/ 1.® Pues que para détermi
nât la posición de una recta no se necesitan mas de dos 
plintos (§. 3); y hallándose necesariamente en una misma 
^ccta el punto de en medio de una cuerda , el centro del 
Circulo, y el punto de en medio del arco sotendido por 
2 cuerda, es consiguiente que apenas sepamos que una
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recta dada pasa por dos de los tres mencionados puntos 
hayamos de inferir <jue debe necesariamente pasar por el 
tercero.

2.*’ Como desde un punto dado no puede bajarse so
bre una recta mas de una sola perpendicular (§. 32), se 
infiere tambien de lo dicho que toda perpendicular baja
da sobre la cuerda desde el centro ó desde el punto de 
en medio del arco , habrá de cortar á la cuerda en dos 
partes iguales.

107. Corolario 2.° Se deduce asimismo del teore
ma precedente que para dividir en dos partes iguales un 
arco cualquiera, basta levantar una perpendicular á la 

• cuerda que sotienda á este arco en su punto de en medio, 
pues que esta perpendicular debe pasar por el punto de 
en medio del arco que se nos haya propuesto.

TEOREMA.

108. Jios arcos de un misms círculo , íntcrcej^tados 
^^5' 59* ^^^^^ ^*^^ cuerdas entre sí paralelas, ó entre una tangen

te y una cuerda que le sea paralela, son entre sí iguales. 
JDemostracion. Si las cuerdas BC y DE y la tangen

te FG son entre sí paralelas, y juntamos el centro 0 con 
el'punto A del contacto con el auxilio del radio AO, 
siendo, como es, perpendicular este radío á la tangente 
FG (§. 103), lo habrá también de ser á las dos cuerdas 
paralelas BC y DE (§- 42), y dividirá en dos partes 
iguales los arcos BAC y DAE. De consiguiente si de los 
arcos AB y AC , iguales por ser mitades del arco BAC, 
se quitan los otros dos AD y AE , ¡guales tambien entre 
sí por ser mitades del arco DAE, deberán asimismo re
sultar entre sí iguales los residuos BD y EC ; lo cual es
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la primera parte de la propuesta del teorema, y la igual
dad de los arcos AB y AC hace ver la segunda.

TEOREMA.

109. Az hac¿ffní¿o eeniros en los 'vertices O y O' de 
des ángulos AOCy AW, fig. 00, se describen con Fig. 60. 
un mismo radio dos arcos de circulo, la razón de los dos 
ángulos será la misma ^ue la de los arcos comfrendidos 
entre los lados de cada ángulo.

Demostrado». Si los arcos AC y A'C'tuvieren por 
medida común al AB=A'B', aplicando esta medida co
mún a cada uno de ellos tantas veces como se halle en 
el contenida, resultarán entrambos divididos en partes en- 
^e sí igualesj y si por medio de rectas semejantes á las 

yOB se juntan los diferentes puntos de la division 
de arco con el vértice del ángulo correspondiente, re
sultaran divididos los ángulos A0C y A^V en tantas 
paites Iguales cuantas sean las contenidas en los arcos AC 
y AC.
A/ji/^^*^ efecto siendo entre sí iguales las cuerdas AB y 
vL’ ^^^^” ®®^ totalmente iguales los triángulos AOB y 
AOfi , como que tienen los tres lados del uno respecti
vamente iguales á los tres del otro (§. 20), ademas de 
que las rectas OA, OB, O'A; O'B' son entre sí iguales 
como radios que son de dos círculos iguales: es pues el 
angu o AOB igual al A'O'BÍ Bajo esta suposición com
prendiendo cada uno de los dos ángulos AOC y A'O^C' 
antos ottos iguales al AOB, cuantas partes iguales á la 

esten contenidas en los arcos AC y AV, se infiere 
con evidencia que los dos ángulos propuestos habrán de 
ener entre sí Iq misma razón que los arcos descritos con
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un mismo radio desde sus vértices como centros, y com
prendidos por sus respectivos dos lados, teniendo al mis
mo tiempo por su medida común al ángulo AOB.

El anterior razonamiento requiere que los dos arcos 
AC y AV sean entre sí comensurables ; pero aun cuando 
fuesen incomensurables, no dejaría por eso de verificarse 
la proposición ; porque es imposible suponer que los dos

Fig. 61. ángulos AOC y A'OV, fig. 61, tengan una razón ma
yor ó menor que la que entre sí tienen los respectivos 
dos arcos AC y A^CÍ

Si, por ejemplo , en vez de tener esta proporción.
AOC : A^'O ; ; AC: AV;

tuviéramos la siguiente :
AOC: AVC : : AC: A'¿/í

en la cual A4 es mayor que A'C^, y si supusiésemos dividi
do al arco AC en cierto número de partes iguales bastan
te pequeñas, para que aplicadas al arco AC caiga entre 
los puntos Q' y d uno de los puntos de division e, nos 
resultaría entre los ángulos AOC y A'O'e, y los arcos AC 
y A^í respectivamente comensurables, esta proporción:

AOC:AVí :: AC: A'e,
cuyos antecedentes son los mismos que los de la anterior, 
y de consiguiente de la combinación de las dos nos re
sultará la proporción que sigue:

A^OV: A'O'^i : A^¿Z:A'í;
resultado absurdo , pues que siendo A'O^C <A 0 e, se 
nos presentan como entre sí iguales las dos razones^ de 
A'0'C^ : A'Oí y la de A"d : A'e, en la cual A^d>Ae-

Si tomásemos el arco A'd' menor que el A C^ ten
dríamos que

AOC : A'OC : : AC: A'd'-, 
y por lo tocante al punto de division e , tenemos que
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AOC : AW : ; AC : A7'; 

y de la combinación de ambas proporciones se deduce es
ta otra:

A'OV : A'O'? : : AV
Ia cual tambien es absurda, pues que siendo A'OV> 
A'OV es A^/<AV.

La proposición recíproca á la que acabamos de de
mostrar no necesita de demostración particular; porque 
mal podria ser la razón de los arcos Ia misma que la de 
los ángulos, sin que esta segunda sea constantemente la 
misma que la primera*.

I lo. Corolario i? Siendo la razón de los arcos AC 
y A'c' la misma que la de los ángulos AOC y A^OV, 
se infiere que los arcos de círculo deben ser la medida na
tural de los ángulos; y á consecuencia de estas nociones, 
se dice generalmente que la tneíHíla t^o iodo ángulo es el 
areo de la eireunfereneia de eireulo, ^ue esté eom/rendido 
entre sus dos lados, y deseriio desde su vértice como centro.

AI principio nos parece oscura esta definición porque 
miramos como imposible que haya cantidad alguna cuya 
medida no sea otra cantidad de la misma especie; y sien
do línea todo arco de círculo, y superficie rodo ángulo

Yo me creo en la oblligacion de hacer uolar que esta proposición 
(pe en los elementos adoptados en Francia antes del año do 1794, ca
si se contentaban con solo enunciaría, ha sido demostrada casi del 
mismo modo que lo acabamos de ejecutar desde el año de 1760 en los 
elementos de karstcn, y acaso también lo estaba en obras mas anti
guas. Por otra parte el medio de efectuar la demostración, se nosofre- 
« P^** ®* mismo en una forma de razonamiento, de que se ha servido 

uchdes en una transición semejante de lo comensurabte á lo incomen- 
surablej y como ya en otra parte lo he dicho {Ensayo sobre la ense
ñanza), cuando nos reducimos á las proposiciones verdaderamente 
necesarias en unos Elementos de geometría, nos resta todavía que ave
riguar Ia colocación en que mejor se enlazan unas con otras, y las ha
ga mas evidentes y mas fáciles de retener.

TOMO III. 10
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(§. 7) se nos ofrece alguna dificultad en admitir por me
dida de una cantidad otra de tan diferente naturaleza. 
Mas es necesario tener presente que cuando se ha defini
do la medida de un ángulo se ba subtendido el arco to
mado por unidad, y el ángulo correspondiente á este arco; 
de modo que la definición que acabamos de dar , vienea 
decimos lo que sigue: iodo ángulo eoniiene á otro cierto 
ángulo arbítraricímeníe escogido para que sirva de unidad 
ó de término de comparación, tantas veces como el arco de 
círculo, comprendido entre sus lados y descrito desde su 
vértice como centro, contenga á otro arco de un círculo 
igual, comprendido entre los lados de este segundo ángulo, 
y descrito desde su vértice como centro.

Por este medio se ve que solo nos valemos de arcos de 
círculo para medir la magnitud de los ángulos, porque 
nos sirven de términos de comparación; y que para de
terminar la razón numérica de dos ángulos cualesquiera, 
es indispensable buscar con arreglo al método prescrito 
(§. ioi)la razón que entre sí tengan dos arcos de círcu
lo descritos desde sus vértices como centros con un radio 
de magnitud arbitraria, pero de la misma para entrambos.

El ángulo que nos parece mas adecuado para servir 
de unidad es el ángulo recto; del cual sabemos con la 
mayor evidencia que comprende enere sus lados la cuarta 
parte de la circunferencia de un círculo, pues si desde el 

Fig, 6a. punto O como centro, fig. 62, se describe una circunfe
rencia de círculo, la recta AB subtenderá la mitad de ella 
(§• 97)’ y siendo entre sí iguales los dos ángulos rectos 
COB y COA, comprenderá cada uno de estos entre sus 
lados la mitad de la mitad (§. precedí), ó lo que es lo mis
mo la cuarta parte de la circunferencia entera. Sabre
mos, pues, la medida de un ángulo cuando comparemos
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el arco deserito desde su vértice como centro, y compren
dido entre sus lados, con el del mismo círculo que esté 
interceptado por el ángulo recto que tenga su vértice en 
el centro.

iil. Corolario 2? Tambien se infiere del teorema 
precedente que Ias rectas que dividan en muchas partes 
iguales un arco cualquiera, dividen al mismo tiempo en 
Igual número de partes iguales el ángulo medido por 
aquel arco, y que de consiguiente la division de cualquier 
ángulo se reduce á la division del arco que le sirva de 
medida. Por desgracia, la geometría elemental no nos su
ministra mas medios de efectuar estas divisiones, que eí 
de dividír en dos partes iguales un arco.

Este medio consiste ^^. i oy) en levantar una perpen
dicular CO, fíg. 58, á la cuerda AB en su punto de en 
medio; y la perpendicular dividirá á un mismo tiempo el 
ángulo AOB en dos partes iguales. Por otro camino po
dríamos convencemos à priori de la igualdad de los án
gulos AOD y BOD por medio de las de los triángulos 
del mismo nombre.

Por el mismo medio se podrá dividir de nuevo en dos 
partes iguales cada mitad del arco ACBó del ángulo AOB, 
y llevar adelante la division siguiendo la série de los nú
meros 2,4, 8, ló, 32, 64 &c.; pero no será imposi
ble dividir al arco ni al ángulo en 3 ó en 5 &c. , partes 
Iguales.

TEOREMA.

. 58.

ii2. Todo ángulo, cuyo 'vértice esté situado en la 
^treunferencia de un circulo, tiene por medida la mitad 
del arco ^ue sus lados comprenden.

T)emostración, i.” Supongamos que el ángulo pro-
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puesto sea el BACi uno de cuyos lados AC pasa por el 

Fifí- 63. centro O del círculo, fig. 63. Si por el mismo centro ti
ramos el diámetro DE paralelo al lado AB, resultara for
mado en O el ángulo DOC , que como correspondiente 
del propuesto BAC con respecto á la secante AC, debe 
serle igual. De modo que el arco DC sería la verdadera 
medida del ángulo BAC si su vértice A se trasladase al 
centro O. Ahora bien, el arco DC es desde luego igual 
al AE, por ser este la medida del ángulo AOE,opuesto 
en el vértice á DOC, y que de consiguiente debe serle 
igual. Por otra parte, siendo entre sí iguales los dos ar
cos AE y BD, como comprendidos que están entre dos 
cuerdas paralelas (§. 108), se ve con la mayor claridad 
que el arco DC es tambien igual ai BD, y que de con
siguiente el arco BC, compuesto de la agregación de los 
dos BD y DC, es doble de cada uno de ellos, y por 
tanto doble de la medida del ángulo BAC.

2.° Sea ya el ángulo BAG, que contiene al centio 
entre sus ladosj y componiéndose este ángulo de los dos 
BAC y CAG reunidos, habrá de ser su medida la suma 
de Ias medidas de estos dos últimos; y pues que cada uno 
de ellos tiene uno de sus lados que pasa por el centro, la 
medida del BAC será la mitad del arco BC, y la del 
CAG será la mitad del arco CG ; y componiendo la su
ma de estas mitades de los arcos BC y GG á la mitad del 
arco BG, que es igual á BC-t-BG, es consiguiente que 
el ángulo BAG tenga por medida la mitad del arco BG 
comprendido entre sus lados.

3/ Pudiendo ser considerado el ángulo FAB, que 
no contiene al centro entre sus lados, como diferencia de 
los otros dos ángulos FAC y BAC, es de inferir que ten
ga por medida á la diferencia de las de estos dos. Y como
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SU lado común AC pasa por el centro, sus respectivas 
medidas deben ser la mitad del arco FC y la deí BC 
cuya diferencia equivale á la mitad del FB; pues qué 
todo este arco viene á ser=FC-BC. Resulta, pues,que 
la medida del ángulo FAB será mitad del arco FB com
prendido entre sus lados.

4. El ángulo formado por una tangente y una cuer
da nene asimismo por medida la mitad del arco compren
dido entre sus lados ; porque siendo recto el ángulo CAH 
formado por la tangente AH y el diámetro AC, que la 
perpendicular debe tener por medida á la mitad de la 
circunferencia ABC (§. 110); y si á este ángulo recto 
^^ ^g^eg^ el CAG formado por dos cuerdas, y cuya me
dida es la mitad del arco CG, nos resultará por suma el 
ángulo GAH , cuya medida será la suma de la mitad del 
arco ABC y de la mitad del arco GC, la cual suma equi
vale á la mitad del arco total ABG, comprendido entre 

los lados del ángulo. Ahora, si del mismo ángulo recto 
CAH se quita el ángulo FAC, cuya medida es la mitad 
del arco FC, resultará como diferencia de Jos dos, el án
gulo FAH, que debe tener por medida á la diferencia 
de las mitades del ABy del FC, la cual diferencia equi
vale á mitad del arco AF.

113. Coronario 1.® El ángulo FAI formado por la 
cuerda AF y por la prolongación AI de la cuerda AG, 
tiene por medida la mitad de la suma de los dos arcos 
AK y AG que las dos cuerdas sotienden.

Con efecto, el ángulo FAI,equivalente ádos rectos 
menos el ángulo FAG (§. u) tendrá por medida á la 
diferencia que hay entre la semicircunferencia y la mitad 
del arco FG, la cual es la medida del ángulo FAG; mas 
esta diferencia equivale á la mitad de la que se advierte
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entre la circunferencia entera y todo el arco FG, lo cual 
viene à ser lo mismo que la mitad de la suma de los dos 
arcos AF y AG.

114. Corolario 2.“ Del teorema anterior se infiere 
tambien: I.® que todos los ángulos que como EGF, 

Fig. 64. EHF, EIF, KEF, fig. 64, tengan su vértice situado 
en la circunferencia, é insistan sobre un mismo arco , son 
entre sí iguales, pues que cada uno de ellos tiene por me
dida la mitad del mismo arco EAF, sobre que todos 
insisten, y que se halla comprendido entre sus lados.

2. ” Que el ángulo BAC, cuyo vértice se halla en 
la circunferencia, y cuyos lados AB y AC pasan por los 
extremos de un diámetro BC, es recto; pues que tiene por 
medida á la mitad de la semicircunferencia BGC com
prendida entre sus lados , cuya mitad equivale á la cuar
ta parte de la circunferencia entera (§. 110).

TEOREMA.

Fig. 6$. 115. El ángulo BAC, fig. ly ^ , cuyo'vértice se Ha
lla dentro del circulo entre el centro y la circunferendaf 
tiene yior medida la mitad del arco BC camj^rendído entre 
sus lados j mas la mitad del arco ED comjjrendido entre 
las prolongaciones de ellos.

Demostración. Por el punto D tírese la cuerda DF 
paralela al uno AC de los lados del ángulo propuesto, y 
resultará formado el ángulo BDF igual al BAC, como 
correspondiente que le es con respecto aja secante BD, y 
que tiene por medida á la mitad del arco BCF compren
dido entre sus lados, pues que su vértice se halla situado 
en la circunferencia (§. 112); mas siendo entre sí igua
les los dos arcos ED y FC, por estar comprendidos entre 
cuerdas paralelas (§. loS), se infiere que siendo el arco
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BF equivalente á BC+CF, habrá de ser por consiguien
te iguales á BC-i-DE; y pues que la mirad del arco BF 
es la medida del ángulo BDF, y por lo tanto de su igual 
BAC, vendrá este último á tener por medida á la mitad 
de la suma de los dos arcos BC y ED la cual es equi
valente á la mitad del arco BF.

TEOEEMA,

116. £l ángulo BAC, fig. 66, cuj^o vérité se halla Fig. 66. 
situado fuera del eireulo tiene gor medida a' la semidi- 
fereneia de los dos areos BCy DE eomjírendidos entre sus 
lados ; de los euales areos el uno dirige haeia el vértiee 
su eoneavidad, g el otro su eon'vexidad.

Demostraeion. Tirando, como en el caso anterior, 
por el punto D la recta DF paralela al lado AC, resul
tará formado el ángulo BDF igual al BAC, como cor
respondiente que le es con respeto á la secante BD, y 
que tiene por medida á la mitad del arco BF, compren
dido entre sus lados (^§. i i 2); mas siendo entre sí iguales 
los arcos Dü y FC por estar comprendidos entre cuer
das paralelas (§. 108), es de inferir que siendo el arco BF 
igual á BC—FC, sea tambien igual á BC—ED; y pues 
la mitad del arco BF es la medida del ángulo BDF, y 
por consiguiente de su igual BAC, tendrá tambien este 
ultimo por medida á la mitad de la diferencia de los dos 
arcos BC y ED equivalente á la mitad del arco BF.

PROBLEMA.

í !/• d^eifantar una J^er^endieular en la extremidad 
A d una recta dada AB, fig 64, sin j?rolongarla como, 
^f requiere si se sigue el método jírescrito (§. 30^.
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Solución. Tomese fuera de la línea AB un punto 0, 

desde el cual, como centro y con un radio igual á AO, des
críbase una circunferencia de círculo BAH: por el punto 
B en que esta encuentre á la recta AB, y por el centro 0 
tírese el diámetro BOC, que determinará en la circunfe
rencia el punto C; y juntando este punto con el extremo 
A de la recta AB, la AC será la perpendicular que se ha 
pedido; pues que el ángulo BAC es recto (§. 114).

PROBLEMA.

i I 8. Dcscic un funío dado A Juera de un círculo, 
^’'^* ^7* ^K- ^7 ’ fi^^f" wia tangente al mistno círculo.

Solución. Se juntará con el punto dado A el punto 0, 
centro del círculo dado, y sobre la recta AO como diá
metro se describirá una circunferencia de círculo que en
contrará á la Otra BDB^ en los dos puntos B y B^j y jun
tando cada uno de estos puntos con el punto dado A por 
medio de las rectas BA y B^A, estas serán dos tangentes 
al círculo BDBÍ

Con efecto, si se tiran en este ultimo círculo los dos 
radios BO y B^O, que serán cuerdas en el círculo BB'A, 
será recto cada uno de los ángulos OBA y OB'A, pues 
que sus vértices se hallan en la circunferencia del círculo 
BB A, y sus lados pasan por los dos extremos de uno de 
sus diámetros (§. 114). De consiguiente las dos rectas 
AB y AB^ serán ambas tangentes al círculo BPB 
(§• «os)-

PROBLEMA.

Fig. 68. 119. Por tres juntos A, B, C, hg. 68 , ^ue no es
tén en línea recta, hacer pasar una circunferencia de 
eírculo.
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Solution. Si se juntan los tres puntos dados A^ B, C, 
por medio de las dos rectas AB y BC , estas dos rectas 
vendrán á ser otras tantas cuerdas del círculo que haya 
de pasar por los puntos propuestos; y levantando en el 
punto de en medio de la recta AB la perpendicular DE, 
y en el punto de en medio de la BC su respectiva per
pendicular FG, el centro 0, que á un mismo tiempo de
be hallarse en una y en otra perpendicular (§. 105), no 
podrá menos de ser el punto de la mutua intersección de 
ellas, la cual necesariamente habrá de verificarse (§. 47).

120. Corolario 1.^ La construcción que acabamos 
de exponer no nos da mas de un solo punto para que nos 
sirva de centro, así como nos da un solo radio, pues que 
siendo las rectas OA y OC iguales á BO, como oblicuas 
que se hallan á iguales distancias de las respectivas per
pendiculares OD y OF, habrán de ser iguales entre si. 
Es, pues, evidente que no hay mas de una circunferen
cia de círculo que pueda efectivamente pasar por los tres 
puntos propuestos A, B y C.

Cuando estos tres puntos se hallan en una misma rec
ia, viene á ser insoluble la cuestión, porque en tal caso 
son entre sí paralelas las perpendiculares DE y GF 
(5’ 39), y no pudiendo de consiguiente encontrarse, no 
es posible nos indiquen para centro á punto alguno. Con 
efecto, ninguna circunferencia de círculo puede pasar por 
los tres puntos propuestos, porque con solo que pasase 
una, se nos presentarían en ella tres puntos que la serian 
comunes con una recta, lo cual sería contrario á lo de- 
niostrado 94).

í2i. Corolario 2.® De la misma proposición se si
gue que las circunferencias de dos círculos no pueden te- 
’’er tres puntos comunes sin que resulten enteramente
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confundidos los círculos; porque si por tres puntos dados 
en una circunferencia de círculo practicamos la construc
ción que nos indica la solución del problema anterior, nos 
ha de resultar necesariamente que el radío del nuevo 
círculo ha de ser totalmente igual al del primero, y los 
centros de ambos han de confundirse con un mismo 
punto.

Por esta razón las circunferencias de dos círculos no 
pueden mútuamente encontrarse en mas que en dos puntos.

TEOREMA.

122 . Dos circunfirencías de círculo que j^ascn yor 
un mísnio /unto de la recta que junta sus centros, no tie
nen común mas que aquel punto, en el cual de consiguien
te se tocan; y por la in'versa, siempre que se toquen dos 
círculos, sus centros y el punto de contacto se hallan en 
una línea recta.

Demostración, i? Si los centros O y 0' de las
Fig* ^9’ citcunferencias de los círculos AC y AC^, fig. 6^, estu

viesen ambos situados á un mismo lado del punto A co
mún á las dos circunferencias en la recta 00^, y si hubié
semos tomado en la circunferencia del mayor radio un 
punto cualquiera M\ juntando este punto con los centros 
O y o', resultará formado un triángulo O'OM^, 00 el 
cual tendremos:

OO'-bOMSO'M'; Ú O'O-fOMSO'A ;
y siendo 0^A=00^-4-0A, se inferirá que

OO'-i-OMSOO'-fOA;
y que de consiguiente 0M^>0A. Se ve, pues, que en 
todo caso se halla el punto M^ fuera del círculo mas pe
queño AC.

2 .” Sí los centros se hallan situados á distintos lados
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del punto A, por ejemplo en 0 y en O'’, el triángulo 
OM'' o" nos dirá desde luego que OM"4-O"M">OA 
-i-0"A, de donde se infiere que 0M">0A; pues que 
O"A=O"M". Por consiguiente se halla fuera del círculo 
AC el punto M".

A fin de demostrar la proposición inversa habremos 
de observar, que siendo común el punto A á las dos cir
cunferencias , si no estuviesen sus centros en una misma 
recta OA, estén, si se quiere, sobre otra cualquiera recta 
O'M', de modo que el centro del círculo menor se halle 
en o. En tal caso tendremos: •

O ú-i-oA>0'A, ó >O'M'í
de lo cual, quitando de una y de otra parte á la Oo, nos 
quedará £7A>oM';
lo cual es absurdo, porque siendo por suposición oA radio 
del círculo pequeño AC, debe ser igual á om, que es 
necesariamente menor que oMÍ

Cuando dos círculos se toquen exteriormente como 
AC y AC", es bien claro que la línea mas corta que se 
puede tirar desde el centro del uno al del otro deberá ser 
igual á la suma de sus respectivos radios, y que esta línea 
mas corta pasa por el punto de contacto; pues si pasase 
por cualquiera otro punto M", y juntásemos con este pun
to los centros por medio de las rectas OM" y O'M", ve
namos que la suma de estas es mayor que la de los radios; 
y como deba ser recta la línea mas corta que pueda ti- 
rarse de un punto á otro , es consiguiente que sea recta 
Ja línea OAO".

J23. Obser'vacíones. En el §. 22 hemos ya indica
do las condiciones que deben tener lugar para que se cor
ten dos circunferencias de círculos, y las vemos aquí con- 
firmadas de nuevo por el teorema antecedente ; pues se
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ve con bastante claridad que las circunferencias AC y AC\ 
no se tocarían ni menos se cortarian, sí la distancia 00' 
de los centros fuese menor que la diferencia de los ra
dios, así como siempre que la distancia 00^^ sea mayor 
que la suma de los radios de los círculos AC y AC^^ no 
será posible que se toquen sus circunferencias.

Pues que los círculos AC, AC' y AC' tienen sus 
centros, y el punto de su mutuo contacto en una misma 
línea recta, la perpendicular AB levantada á esta recta 
en el punto A los debe tocar todos á un tiempo (§. 103).

Por otra parte es bien visible que aunque no pueda 
tirarse recta alguna entre el círculo AC y su tangente, 
se pueden hacer pasar sin embargo por entre los dos una 
infinidad de circunferencias de diferentes círculos*

* Esto es lo que co sustancia quiere decir aquella proposición que 
muchos geómetras sostuvieron, y en que afirmaban que el ángulo de 
contingencia CAB formado en el punto del contacto cutre la circun
ferencia y la tangente es menor que cualquiera otro ángulo rectilíneo» 
formado por dos rectas, por pequeño que sea este último. La disputa 
que ocurrió sobre este negocio no procedió de otra causa sino de que 
no estaban todos de acuerdo sobre el significado que en este caso atri
buían á La vox ¿ng^ulo. Los que aplicaban al ángulo la nocion deducida 
de las líneas rectas, viendo en el ángulo de contingencia un espacio in
definido CAB, comprendido entre la circunferencia AC y su tangen
te, tenían razón en negarse á mirarlo como menor que otro cualquier 
ángulo rectilíneo; porque se ve con bastante claridad que se puMe ti
rar por el Ipunto A una recta que pase por entre los puntos L ) ®^ 
Pero toda esta disputa, que en realidad giraba sobre las palabras, >8 
caido en el olvido desde que se advirtió que no interesaba cosa aigu 
na á los principios.

PROBLEMA.

124. Describir un círculo que foque en un ÿunto 
7‘"‘' ciado A, fig. 70, ditna reefa AB dada de posición, y 

cuya circunferencia yase for otro funto dado C.
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Solution, Levántese á la recta AB en el punto A. la 
perpendicular AO', y juntando los puntos A y C, leván
tese en el punto medio de la recta AC la perpendicular 
DO; y el punto O' de la intersección de las dos perpen
diculares será el centro del círculo que se nos ha pedido.

Con efecto, el centro de este círculo debe hallarse 
en la recta A0' perpendicular á la tangente AB , y que 
pasa por el punto Ai lugar del contacto del círculo y de 
la recta AB (§. 103); debe igualmente hallarse en la DO* 
perpendicular en el punto de en medio de la recta AC, 
que juntando los dos puntos A y C de la circunferencia 
pedida, viene á ser una cuerda (§, 105). Debe, pues, 
ser el centro del círculo el punto común O' de la mutua 
intersección de las dos perpendiculares.

PROBLEMA.

125. JDesertbir un círculo que toque en un punto da- 
(lo A. á otro circulo dado AE , y que pase por otro pun- 
to dado C.

Solución, Se juntarán como en el problema preceden- 
te los dos puntos dados A y C; y levantando en el pun
ió de enmedio de la cuerda AC la perpendicular DO', 
Habrá de pasar esta por el centro del círculo pedido. En 
s-guida se tirará por el centro O del círculo dado y por 
el punto A una recta, en la cual también deberá estar el 
centro del círculo pedido (§. 122); y el punto 0', en 
que esta recta prolongada, si acaso es necesario, encuen- 
fre a la recta DO', será en tal caso el centro del círculo 
pedido.

Ni aun cuando el punto dado C pasase á ser C', y 
estuviese dentro del círculo dado AE , habrá de variar la
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construcción, y solo se notará la diferencia de que el 
círculo pedido quedará envuelto por este otro.

PROBLEMA.

I^’g* ^4' i 26. Describir sobre una recta dada EF, fig. 64, 
un círculo talf que todos los ángulos que tengan su vérti
ce en la circunferencia, y estén colocados d un mismo lado 
de la tal recta é insistan sobre sus extremidades ¡ sean 
iguales d un ángulo dado.

Solución. Tírese por el punto E la recta KM que ha
ga con EF un ángulo KEF igual al ángulo dado, y cu* 
ya abertura esté dirigida hacia el mismo lado que las de 
los demas ángulos que se han pedido. Después de lo cual, 
no habrá otra cosa que hacer que construir (§. 1 24) una 
circunferencia que pase por el punto F, y que toque en 
E á la recta KM,

Por lo expuesto (§. 114) es bien claro que teniendo 
todos los ángulos EGF , EHF , EIF Ia misma medida 
que el ángulo KEF, serán iguales al ángulo dado.

N, B. Este problema suele tambien proponerse en los 
términos siguientes: Describir sobre una recta EF un 
segmento ó una porción de círculo, capaz de sostener un 
ángulo dado.

TEOREMA.

127. Si dos secantes que parten desde un misnw 
^^S« 7^* punto E tomado fuera de un círculo, fig. 71 , están pro

longadas hasta la parte de la circunferencia que mas 
diste de aquel punto, serán reciprocamente proporciona
les d sus partes exteriores : es decir, que tendremos la 
siguiente proporción:
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EA ; DE CE : BE;
en la cual una de las secantes y su j^arte exterior forman 
los extremos, mientras la otra secante y su resfecti^ja 
parte exterior forman los medios.

Demostración. Tírense las cuerdas AC y BD, y 
resultarán formados, los dos triángulos AEC y BED, 
que son entre sí semejantes, por ser dos ángulos del 
uno respectivamente iguales á dos del otro (§. 65 ); 
conviene saber, el ángulo ACD es igual al ABD por 
tener el uno y el otro su vértice en la circunferen
cia, y ambos insisten sobre un mismo arco AD (§. 1 14); 
y ademas de eso tienen común el ángulo AED. Com
parando, pues, sus lados homólogos, tendremos esta pro
porción :

AE: DE:; CE: BE;
la cual viene á ser el objeto de la proposición.

128. Observación. Si imaginamos que la secante 
EC gire ai rededor del punto E adelantándose hacia F 
como para salir y desembarazarse del círculo, los dos pun
tos C y D de intersección con la circunferencia se irán 
aproximando uno á otro sin cesar , haciéndose cada vez 
mas pequeña la diferencia entre toda la secante y su parte 
exterior; y no dejando por eso de ser verdadera Ia pro
porción que acabamos de demostrar, es muy natural in
ferir que habrá de venficarse aun cuando sea enteramen
te nula aquella diferencia; es decir, aun cuando llegue 
If recta CE á ser la tangente EF, y haya venido la parte 
exterior á igualarse con toda la secante. En tal caso ten
dremos esta proporción:

AE : EF :: EF : EB;
¡a cual nos hace ver que la tangente EF es media propor
cional entre toda la secante BE y su parte exterior AE.
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Esta proposición puede también demostrarse ¿r jp¡"ío- 

ri del modo siguiente:
Fig. 72. Con haber tirado las cuerdas AF y BF, fíg. 72, nos 

resuitan los triángulos AEF y BEF, en los cuales es 
común el ángulo E, y entre sí iguales los dos ángulos 
EBF y EFA, como que ambos tienen el vértice en la 
circunferencia, é insisten sobre un mismo arco AF. La 
comparación, pues, de sus lados homólogos nos dará

AE : EF : : EF : BE.

TEOREMA.

129. Dos cuereas AB y CD ^ue ss incuenimn 
Fig. 73- dentro de un círculo , fig. 73 , se cortan entre sí en partes 

6 segmentos reeij^rocamente proporcionales ,y de modo que 
en la proporción que nos resulta,

AE : DE : : CE : BE, 
las partes 6 segmentos de una de las cuerdas venían á 
ser los extremos, mientras que los de la otra J^ormen los 
medios.

Demostración. Tirando las cuerdas AC y BD, resul
tan formados los triángulos AEC y BED, que deben ser 
entre sí semejantes por ser los ángulos del uno respecti' 
vamente iguales á los del otro ( §. 6$ ) ; á saber, el án
gulo ACD igual al ABD, por tener ambos su vértice 
en la circunferencia é insistir sobre mí mismo arco AD 
(§. 114); por otra parte el ángulo CAE es igual por la 
misma razón al EDB; ademas de que los ángulos opues
tos en el vértice E han de ser iguales. Comparando, pues, 
entre sí sus lados homólogos, tendremos esta proporción.

AE : DE :: CE: BE; 
la cual es el objeto de la proposición.
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N. B. Es muy fácil echar de ver que este teorema y 

el del J. 127 no son mas que dos casos particulares de 
una misma proposición, que se puede expresar en estos 
términos :

Siempre ^ue doe rectas se cortmeiitre sí y encuextren 
a una circun/erencia cíe círculo , cada una en dos puntos 
diferentes, las distancias del punto de su míituo encuen
tro a cada uno de aquellos en ^ue ellas cortan la circunfe
rencia del circulo, son reciprocamente proporcionales.

\3°- Corolario. Si la cuerda BA pasare por el cen
tro o lucre diámetro, y fuere perpendicualar á este la cuer-

1 71« ““ “'"“’ estará cortada en dos partes Fía. 74 
Iguales (§. 106), y la proporción

AE ; DE : ; CE ; : BE 
vendraaser AE ; CE : : CE : BE, 
pues.que DE=CE. Será, pues, la recta CE media pro
porcional entre las partes ó segmentos AE y BE del día- 
rnetro AB.

De 10 cual se sigue que para determinar una media 
proporcional entre dos rectas dadas M y N , bastará po- 
“er as en línea recta la una á continuación de la otra, la 
primera desde A hasta E, y la otra desde E hasta B; en 
«guida sobre la suma Ali de las dos dadas, como que 

t- e ser un diámetro, descríbase un círculo; y por últi
mo en el punto de reunion de las dos rectas dadas M y 

levantase el diámetro AB la perpendicular EC: y es- 
"“‘^‘’ Ptoporaonal que se nos ha

/31. La proposición que forma el asunto del coro- 
ano precedente, resulta inmediatamente de la propiedad 
hr?T®“^*’ demostrado (§. 74); porque si se 

as cuerdas ACy CB, será recto (^§. 114) el ángu-
TOMo m. Jj 5
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lo ACB, y con arreglo á lo establecido (§. 74) pode
mos contar seguramente con las siguientes proporciones:

AE: CE : : CE : BE; 
AE : AC : : AC: AB;
EB : BC : : BC : AB, 

resultando de estas dos últimas que la cuerda ñrada por 
una de las extremidades de un diámetro es medía propor
cional entre todo el diámetro y la parte cortada de él por 
la perpendicular que se le baje desde el otro extremo de 

la cuerda.
Por este medio podremos tambien determinar una me

dia proporcional entre dos rectas dadas, eligiendo a la ma
yor AB para diámetro de un círculo ; aplicando sobre es
ta la segunda desde A hasta Ej levantando la perpen
dicular EC; y tirando por último la cuerda AC, la cual 
será, según lo expuesto, la media proporcional que se 
nos ha pedido.

PROBLEMA.

Fig. 75-
132. Dividir una línea reeta dada AB , fig. 7$) 

en media}' extrema razón j es decir, de modo que tengan 
mos esta ^roj^oreion,

AC : BC BC : AB,
en la cual la farte BC , que es la mayor de las dos en^ que 
debemos dividir d la recta dada, sea media frofordonai 
entre esta recta ABy su otra farte menor AC.

Solution. Levántese en una de las extremidades 
de la recta AB la perpendicular AE que sea igual á a 
mitad de aquella recta ; tírese BE, desde el punto Eco- 
mo centro y con el radio AE descríbase un círculo ADE 
por último desde el punto B como centro, y con un ra 10 
igual á BD descríbase el arco DG que corte á la recta
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dada en el punto C, en el cual quedará divididii en me
día y extrema razón.

Para demostrarlo prolónguese BE hasta F para te
ner con arreglo al §. 128

BD : AB : : AB ; AF; 
de donde se deducirá que

AB-BD : BF-AB : : BD : AB, 
pero AB-BD=AB-BC-ACí 
y pues que por coDstruedon la perpendicular AE es la 
mitad de la AB, es consiguiente que AB=22AE:=FD: 
de lo cual se deduce que BF—AB—BF—FD=BD= 
^^»y P°^ tanto AC : BC : ; BC :AB, proporción en
teramente conforme á la propuesta del problema.

PROBLEMA.

^33' J^^scrihir un circulo cuya drcui^crcncia jjacc 
por dos j^untos dados Cy D, fg. yó ,y toque ademas d Fig. 76. 
«»« recta inde/mda AB cuya fosícion esté dada.

Solución. Juncense los puntos D y C por medio de 
una recta , y prolónguese esta hasta que encuentre á la 
AB en A; halle inmediatamente después una media 
proporcional entre AC y AD, con arreglo al método in- 
«‘cado (§. 131); y siendo la AE Ia media proporcional 
se la aplicará á la AB, describiendo desde A como cen- 
tro y con un radio igual á la AE el' arco EF, el cual de
terminara el punto F que debe ser el del contacto de la 
recta AB y de la circunferencia que se busca. Podremos, 
pt^es, describiría siguiendo el método prescrito f§. iio^ 
0 eldel 5. 124.

Esta solución se demuestra'con solo hacerse cargo de 
que la linea AC es una secante, y de que Ia cuestión está 
teducida á determinar en la recta AB la posición del
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punto de contacto, con respecto al cual, según lo esta
blecido (§. 118), debemos tener:

AD : AF : : AF : AC; 
de donde se infiere que obtendremos la distancia AF, de
terminando la media proporcional entre la AD y la AC*.

* El problema <lel párrafo anterior y el de este son susceptibles 
de dos soluciones. En el primero satisfacen á las condiciones de la pro
puesta , no solo la línea ED, fig. 75, sino también la línea BF, en tan
to que AB es media proporcional entre BF y BD. (Vease la Aplicación 
del ál§;ebra á la geontelria.')

En el último problema se puede llevar la línea AE, fig. 76 , no 
solo desde A basta F, sino también por el lado opuesto hasta F',cob 
lo cual tendremos otro círculo, cuya circunferencia toque á la recta 
AB en F', y que pase por los puntos D y C.

Si desde luego se nos presentase paralela á la línea AB la DC, no 
dará á conocer al punto F la construcción que hemos indicado; mas 
bien se ve que en tal caso la perpendicular levantada en el punto de 
en medio de la cuerda DC y que pasa por el centro del círculo pedido 
debiendo tambien ser perpendicular á la tangente AB, determinara e 
punto de contacto F f^. 103).

TEOREMA.

134. £n un semicírculo las segundas j}ot‘encias o 
cuadros de las longitudes de las cuerdas AC y AF que 

Fig. 74. parten de una de las extremidades del diámetro, fig. 74, 
son j)roq)orcio/iales d los segmentos AE y AG comprendí’ 
dos en el mismo diámetro entre la extremidad común de 
las cuerdas y el pie de la perpendicular bajada desde 
la otra extremidad de cada una de ellas.

Demostración. Siendo las cuerdas AC y AF respec
tivamente medias proporcionales entre el diámetro AB y 
cada uno de sus segmentos AE y AG (§. 13*)»  f^^" 
dremos

ÁC=ABxAE y ÁF=ABxAG;
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de donde fácilmente se infiere que

AC : AF : : ABxAE : ABxAG, 
de la cual con solo suprimir el factor AB por ser común 
á los dos términos de la segunda razón j resulta que

AB : AF : : AE : AG.

l^e ¿os j^olí^onos inssriíos y círcuns(;7'ii^os al círculo.

135- Observación. Bien claro es que en todo caso 
pues que se puede hacer pasar la circunferencia de un 
circulo por tres puntos dados que no se hallen en una 
misma línea recta (§, 119), se la podrá tambien hacer 
pasar por vértices de los tres ángulos de un triángulo 
cualquiera ABC, fig. 77 ; y en ral caso el triángulo ABC Fíg. 77. 
se llama inserto al círculo, así tomo este se llama cir- 
cunscriío al triángulo.

Esta propiedad del triángulo comunica la mayor cla- 
ndad á todas las que en los §§, 36, 37 y 51 se ha de
mostrado pertenecerle:

I. Se ve bien claro que la suma de los tres ángu
los de cualquier triángulo rectilíneo ha de equivaler á ¡a 
de dos ángulos rectos; pues suponiéndolo inscrito en un 
Circulo, se verá sin la menor dificultad que teniendo cada 
^Jigu!o su vértice en la circunferencia, habrá de tener 
por medida a la mitad del arco que comí renden; y como 
la suma de los tres arcos equivale á toda la cÍrcunferen- 
ma, es consiguiente que las mitades de los tres arcos equi- 
y^lgan á la semicircunferencia, que es justamente el va- . 
or de la suma de dos ángulos rectos (§. 110).

2- La igualdad de los ángulos, de A y B por ejem
plo, trae consigo la igualdad de los dos arcos opuestos

MCD 2022-L5



IlS ELEMENTOS

CB y AC, que corno ya se sabe, han de ser respectiva
mente dobles de los que sean las justas medidas de los 
ángulos (§. i i 2); serán, pues, iguales entre sí las cuer
das de los arcos entre sí iguales CB y AC, las cuales no 
son otra cosa que los lados respectivamente opuestos álos 
dos ángulos A y B (§. 99)- ^on jgu^l facilidad se de-- 
mostraría la inversa de esta proposición.

3.® Como cuando un arco es mayor que otro, con 
tal que cada uno de ellos sea menor que la semicircun
ferencia, debe al mayor estar subtendido por mayor 
cuerda , se infiere con evidencia que al ángulo mayor 
de un triángulo le está opuesto el mayor de los lados 
del mismo triángulo.

PROBLEMA.

13Ó. Inscribir un círculo en un tridn^ulo ABC.> 
I^^S* 7®- '^S" 7^’ decir, describir en el interior de este trián

gulo un círculo cuya circunferencia toque á los tres lados 
áel triangulo.

Solución. Divídanse en dos partes iguales dos ángulos 
cualesquiera del triángulo dado (§. m), A y B por 
ejemplo, y el punco O de intersección de las dos rectas 
AO y BO por cuyo medio se ejecuta aquella division, 
será el centro del círculo pedido.

Con efecto , si desde el punto O se baja una perpen
dicular á cada uno de los tres lados AB, AC y BC, se
rán entre sí iguales (§. 34) los triángulos AEO y ADO, 
asi como los triángulos DOB y BOF, pues por lo res
pectivo á los dos primeros, tiene cada uno de ellos un án
gulo recto en D y en E , y ademas son entre sí iguales 
los ángulos EAO y DAO, como mitades que son del mis-
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mo ángulo DAE, y fuera de eso el lado AO les es co» 
mun. Lo mismo podemos decir de los dos últimos trián
gulos, pues que tambien son rectángulos el uno en D y 
el otro F ; los ángulos DBO y FBO son entre sí iguales, 
corno mitades que son de un mismo ángulo DBG; y á los 
dos triángulos les es común el lado BO. Son, pues, los 
dos primeros totalmente iguales entre sí; y los dos segun
dos lo mismo : de lo cual se infiere que las tres perpendi
culares EO, FO y DO son todas entre sí iguales, y que 
de consiguiente la circunferencia de círculo que se des
criba desde el punto O como centro, con un radio igual 
á cualquiera de las tres perpendiculares, no hará mas que 
tocar á los tres lados del triángulo ABC.

Como para esta demostración no hemos hecho hasta aho
ra uso mas que de los dos ángulos A y B, será convenien
te repetiría, combinando con cualquiera de estos dos án
gulos al tercero C, para que igualmente se vea que el 
centro del círculo pedido es constantemente el mismo pun
to 0. Para esto júntese el punto 0 con el vértice del tercer 
ángulo C, valiéndonos de la recta OC, y la total igual
dad de los triángulos CEO y CFO, por ser rectángulos, 
el uno en E y el otro en F, y por tener entre sí iguales 
los lados EO y FO, y últimamente común el lado CO 
(§. 34), nos hace que tambien la recta CO divida en dos 
parres iguales el ángulo C.

137. Obser'vadon. Pues que por tres puntos dados 
que no estén en una misma recta no se puede h- xr pasar 
nías de una circunferencia de círculo, es bien claro que 
si se nos diese ademas un cuarto punto D, fíg. 77, po- 77' 
dria muy bien caer este punto fuera del círculo ABC, 
y en tal caso sería imposible inscribir en un círculo ai cua
drilátero ACDB; y con mas justa razón deberán hallarse
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excepciones respectivss á polígonos cuyo numeró de lados 
sea mayor que cuatro*.

* Por la soJa inspección de la figura se pone en claro que todos los 
cuadriláteros, tales como ACEB, en los cuales la suma de los ángulos 
D y A equivalga á la de dos ángulos rectos (§. 112)) pueden inscribir
se en un círculo; y justamente en el ACDB aquella suma es mayor 
que la de dos rectos por lo respectivo á los ángulos C y B, y menor 
por lo que toca á los dos A y D (§. 116).

TEOREMA,

138. Todo jyoU^ono de cualquier mimero de lados, 
en caso de ser regular, es decir ^ siembre que iodos sus 
ángulos sean entre si iguales, y lo sean tambien entre sí 
todos sus lados , jjuede inscribirse y circunscribirse d un 
circulo.

Fig. 79. J)emostracion. Sea el polígono ABCDE , fig. 79, 
cuyos ángulos ABC, BCD , CDF &c. sean todos entre sí 
iguales, sucediendo lo mismo á todos sus lados :

i.” La circunferencia de círculo que pase por los 
vértices A, B y C de tres ángulos cualesquiera del po
lígono, habrá necesariamente de pasar por todos los de
más; porque si desde el centro 0 del círculo ABC se ti
ran las rectas AO, BO, CO, DO &c., las tres primeras 
serán por construcción radios del círculo, y de consíguien*  
te iguales entre sí; los triángulos isósceles A0B y BOC 
deberán también ser entre sí totalmente iguales, por ser los 
tres lados del uno respectivamente iguales á los tres del

• otro, pues que por suposición BC=AB; y siendo entre 
sí iguales los ángulos ABO y CBO, cada uno de ellos se
rá la mitad del ángulo A BC del polígono; el ángulo BCO, 
que es igual á los dos ya mencionados, será tambien por 
consiguiente la mitad del ángulo BCD, igual por supo-
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sJcion iti ABCi el ángulo OCD será la otra mirati, y de 
consiguiente será igual al BCO. Ahora bien, siendo igual 
por suposición CD á CB, los triángulos BCO y OCD, 
que tienen dos lados y el ángulo comprendido del uno 
respectivamente iguales á otros dos lados y al ángulo 
comprendido del otro, habrán de ser totalmente iguales 
y damos 0D=0C; de modo que el punto D deberá 
hallarse en la circunferencia del círculo ABC. Del mis
mo modo se demostrará que se hallan tambien en ella 
el punto E y los demas que le siguen.

■ 2. Si desde el punto O, centro del círculo circuns
crito, y juntamente del polígono inscrito ABCDEF se 
baja una perpendicular á cualquiera lado AB de los del 
polígono, la circunferencia GH, descrita desde el punto 
0 como centro con el radio GO, y que en consecuen
cia de su construcción roca al lado AB en el punto G, 
tocara asimismo á cada uno de los lados en su respectivo 
punto de en medio; porque si desde el punto 0 se baja 
al iado BC inmediato al AB la perpendicular OH, los 
triángulos OBG y OBH, que en primer lugar son rec
tángulos, el uno en G y el otro en H; que tienen ade■ 
'nas el ángulo GBO igual al OBH, y común la hipote
nusa OB, serán totalmente iguales (§. 34), y de consi
guiente darán OG=OH. Tocará, pues, la circunferencia

H al lado BH en el punto H, que es el de en medio, 
pues que son entre sí iguales las oblicuas. OB y OC. El 
®«njo razonamiento nos hará ver que la tal circunferen
cia tocara asimismo á cada uno de los. demas lados del 
polígono en su respectivo punto de en medio.

^39- Observación. Los ángulos AOB, BOC, COD 
c. formados por los radios tirados desde el centro 0 á los 

tices de los ángulos del polígono, se llaman dn^uios
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en encentro, para distinguirlos de los otros cuyos vértices 
se hallan en la circunferencia, cuales son ABC, BCD, 
CDE &c., los cuales por esta razón son conocidos bajo la 
denominación común de ángulos en la eireunfereneia. Son 
enteramente iguales entre sí todos los ángulos en el centro-, 
ó equivaliendo la suma total de ellos á la de cuatro rec
tos (§. 13)1 equivaldrá cada uno al cuociente que resul
te de la division de esta suma por el número de ángulo' 
y lados del polígono propuesto.

TEOREMA.

140. Los polígonos regulares de un mismo número 
de lados son entre si semejantes, y sus contornos o Jieri- 
metros son entre sí como los radios de los círculos á que 
estén inscritos o circunscritos.

Demostración, i.” Estos polígonos tienen todos sus 
ángulos respectivamente y entre sí iguales; y siendo asi
mismo los lados del primero ¡guales entre sí, y los del 
segundo tambien iguales entre sí, los unos y los otros es
tarán todos en la misma razón, y de consiguiente son 
entre sí proporcionales. Son, pues, entre sí semejantes 
los polígonos (§. 87).

2.” Siendo entre sí iguales los ángulos AOB y aobi 
y siendo por otra parte isósceles los dos triángulos AOB 
y aob, serán entre sí semejantes (§. 66), y nos darán.

AB ; ab : : AO 1 ao ;
y siendo entre sí los contornos ó perímetros de los polí
gonos ABCDEF y abedef, como sus respectivos lados 
homólogos AB y ab (§. 9^, habrán de tener entre si, 
en consecuencia de esta última proporción, la misma ra
zón que los radios AO y ao de los círculos en que se ha 
Han inscritos los polígonos.
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La igualdad de los dos ángulos BAO y bao nos ha

ce conocer la semejanza de los triángulos AGO y a^o, de 
Ia cual se deduce que

AO:í2o:; 0G:í?¿'í
y de esta se concluye que AB : ab :: OG : o^-; y de 
consiguiente siendo los contornos ó perímetros de los po- 
lígonos propuestos proporcionales á sus lados homólogos 
AB y ab, deberán asimismo serio á los radios OG y o^ 
de los círculos á que se hallan circunscritos.

PROBLEMA.

141. ííalláuiiose inscrito en un círculo un j}olí^ono 
recular de cualquier niimero de lados, inscribir en el mis^ 
mo círculo otro j^olígono recular de un número de lados 
doble del de los del primero, y determinar el valor de 
cada uno de los lados del segundo.

Solución. Sea AB, fig. 8o, uno de los lados del pri- p|g_ go^ 
mer polígono, y AOB uno de sus ángulos en el centro: 
divídase este ángulo ó el arco AB'B que lo mide en 
dos partes iguales en el punto B' (§. 111), y las rectas 
ÁB' y B'B, que son entre sí iguales, serán evidentemen
te dos lados contiguos del nuevo polígono.

Para determinar ahora el valor de AB^ prolónguese 
el radio B^Ohasta D, y en tal caso tendremos (§. 131)»

AíV-B''DxB''E-ACxB'E ;
y siendo B'E=B'O—EO, y sabiendo que en el triángu

lo AEO rectángulo en E es el lado EO—V^AO—AEj 

y AE—BAB; que B^O=AOi y que AC=2A0; po
dremos concluir de todo que

MCD 2022-L5



124 ELEMENTOS

B'E=A0-v ÁO-QAB)
y que AB'=2AO (AO—^^ AO—(^AB) ).

Sí adoptamos por medida común o por unidad al ra
dio AO del círculo, en que están inscritos los polígonos 
propuestos, será AO=1 ; y resultará

En caso que en el punto B^ dividiésemos al arco 
AB' en dos partes iguales, veríamos del mismo modo que 
el lado del polígono que tenga un número de lados do
ble del precedente tendrá por expresión de su valor

AB'UíCi-Vi-dAB')*);

y asi de los demas.
142. Despues del triángulo equilátero, el polígono 

mas sencillo que se nos presenta es el cuadrilátero que 
tenga sus lados entre sí iguales , y lo mismo todos sus 
ángulos. Este polígono es comúnmente conocido bajo el 
nombre de cuaílrado.

Y equivaliendo (§. 82) la suma de los ángulos inte
riores de cualquier cuadrilátero á la de cuatro ángulos 
rectos, y siendo entre sí iguales todos los del cuadrado, 
forzoso es que cada uno de ellos sea un ángulo recto. Así 

Fig. 81, el cuadrado ABCD, fíg. 81 , ademas de tener entre si 
iguales sus cuatro lados AB, BC,, CD y AD, tiene sus 
cuatro ángulos A, B, C y D rectos,

143. Observaciones. El cuadrado es evidentemente 
un paralelogramo (§- 79 ), cuyos ángulos son entre si 
iguales, y cuyos lados lo son tambien; y es necesario no 
confundirlo con el paralelogramo, que teniendo sus la-

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 12^

dos entre sí iguales, tenga al mismo tiempo desiguales 
ángulos. A este último, cuyo ejemplar se nos muestra en 
la figura 82 , lo denominamos rombo. Fig. 82.

Siempre que sean desiguales los lados contiguos, y 
permanezcan rectos los cuatro ángulos, el paralelogramo 
toma el nombre de reotíínguloi cuyo ejemplar se nos pre
senta en la fig. 83. Fig. 83.

Es bien visible que todo rectángulo puede ser inscri
to en un círculo; porque siendo en este caso entre sí igua
les sus dos diagonales AC y B D, se cortarán niútuamente 
entre sí en un punto O, que se halla igualmente distante 
de los puntos A, B, C y D; pues en general A0=0C;
y D0=0B (§. 80); y de consiguiente los tales puntos 
se hallarán en la circunferencia del círculo descrito desde 
el punto 0 como centro con un radío igual á AO.

PROBLEMA.

144- Sobre una recía dada AB consíruir un cua
drado, fig, Si. Fig. Si.

Solución. Levántense en los dos extremos A y B delà 
^ecta dada las do's perpendiculares AD y BC; y que estas 
sean iguales á la AB; y juntando por medio de una recta 
los extremos C y D de las dos perpendiculares, resulta
ra formado el cuadrado ABCD que se nos ha pedido.

Con efecto, siendo por construcción paralelos é igua
les entre sí los lados AD y BC, lo serán asimismo entre 
sj los dos lados restantes DC y AB ( §. 54); y equiva
liendo á Id suma de dos ángulos rectos la de los ángulos 

y sieninternos de un mismo lado (^§. 47);
do por construcción recto el segundo, deberá serlo asimis
mo el primero. Lo mismo se demostrará con lespecto al 
^'’gulo BCD comparándolo con el ABC.
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PROBLEMA,

145. Insí^ribir en un eíreulo los polígonos regulares 
de cuatro ^ de ocho, de diez y seis, de treinta y dos, de 
sesenta y cuatro, de Is'c. lados.

Solution. Esta cuestión está enteramente reducida á 
inscribir en primer lugar un polígono regular de cuatro 
lados, para pasar despues á formar por medio de este to
dos los demas, con arreglo á lo prescrito (§. 141).

Fig. 84. P^’’^ inscribir, pues, en el círculo ABCD, fig. 84, 
un cuadrado, tendremos que levantar perpendicularmen
te á un diámetro cualquiera AC otro BD, por cuyo me
dio resultarán determinados en la circunferencia los cuatro 
puntos A, B, C y D; y juntándolos por medio de rec
tas, estará formado el cuadrado pedido.

Con efecto, los cuatro ángulos ABC, BCD &c. son 
todos rectos (J. 1 1 4); y los cuatro lados AB, BC &c. 
son entre sí todos iguales, por ser hipotenusas de los 
triángulos rectángulos AOB, BOC, DOC y AOD, que 
con evidencia son totalmente iguales (^§. 16).

Dándonos el triángulo rectángulo AOB la siguiente 
ecuación :

AB=:AO-i-BO; y siendo A0 = B0i
----- 2 ----- 2 

se infiere de ella que AB=3 AO; y de consiguiente
AB-AOv^T; 

de donde , adoptando al radio AO por unidad, nos resul

tará AB=2\/"F*‘

* Siendo, como se ve, rigoroso el me'todo que liemos seguido 
para determinar el valor de BA, venimos en con¿cim:ento de que w 
geometría nos presenta exactamente U .nagnítud de la ioconmensurao e 
\/2, cuyo valor no puede obtener-e mas que por aproximación, co“
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Si sustituimos este valor en la expresión (§. 14O 

del de AB\ y en seguida este ultimo en la del de AB , y 
así de les demas, obtendremos sucesivamente la longitud 
de cada uno de los lados de los polígonos de 8 , de 16, 
de 32 &c. lados, referida á la del radio del círculo.

PROBLEMA.

146. Inscribir en un círculo los jiolí^onos regulares 
¿le tres, de seis, de doce, de veinte y cuatro, de cuarenta 
j ocho ért. lados.

Solución. El lado del exágono regular es el primero 
que se nos presenta, por ser exactamente igual al radio 
del círculo en que se halle inscrito. Con efecto, equiva
liendo á la sexta parte de la suma de cuatro ángulos rec
tos el ángulo AOB del polígono en el centro, fig. 85, Fig. 85. 
habrá de ser igual á cuatro sextas partes ó á dos tercias 
de un recto. Rebajando ahora este valor de la suma de 
los dos ángulos rectos á que equivale la de todos los án
gulos de cualquier triángulo, resultará 2—~, equivalen
te á |de un ángulo recto, por valor de la suma de los 
ángulos BAO y ABOj y siendo estos entre sí iguales, es 
consiguiente que cada uno de ellos equivalga a dos ter
cias partes de un ángulo recto. Teniendo, pues, el trian
gulo ABO sus tres ángulos entre sí iguales, habrá de ser 
forzosamente equilátero, y de consiguiente darnos A B=AO

Se podrá, pues, fácilmente inscribír en un círculo un

el auxilio de los números; pero es necesario tener presente que el nú
mero que en tal caso buscamos no es sino la expresión de la razón de 

' AB á AO: y si fuese posible efectuar con rigorosa exactitud con estas 
líneas la operación indicada (§. 5), jamás tendria fin; porque ninguna 
recia, por pequeña que sea, puede á un mismo tiempo medirías á en
trambas.
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exágono, con solo aplicar el radío del círculo á la circun
ferencia cuantas veces sea esto posible, que justamente 
serán seis, y juntar por medio de rectas uno con otro 
cada dos puntos de division consecutivos. Suponiendo que 
es A0~i, resultara AB=i;y con el auxilio de este valor, 
y el de las fórmulas ^§. 14^^* podremos ascender á la 
determinación de los valores de cada uno de los lados de 
los polígonos inscritos de 12, de 24, de 48 &c. lados.

Para determinar el valor de cada uno de los lados de 
un triángulo equilátero inscrito ACE, basta tener presen
te que este triángulo esta formado juntando por medio de 
rectas los dos vértices de de los dos ángulos extremos de 
tres que se hayan tomado en el exágono; y que el trián
gulo ACD rectángulo en C, nos da (§. 114);
AC=V' Aü- ED= C (íAO)- AO = AO\/ Ti y 

suponiendo que sea AO=: 1 , vendrá á ser AC='/ 3?

PROBLEMA. .

147. Inscribir en un circulo los folí^onos regulares 
de -^, de 10, de 20, de j^o &c. lados.

Solución. Hállese primeramente el valor del lado del 
decágono ó polígono de diez lados, tomando para esto al 
mayor de los segmentos del radio dividido en media y 
extrema razón (§. 132).

Con efecto en el decágono el ángulo AOB en el 
Fig. 86. centro, fíg. 86 , equivale á una décima parte de cuatro 

ángulos rectos, ó á las dos quintas partes de unrecto^que- 
dan, pues, para expresión del valor de la suma de los 
dos ángulos. ABO y BAO 2—y de un ángulo recto, que 
vienen á ser 1 de ángulo recto; de lo cual se infiere que
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el valor de cualquiera de elles es f, y por tanto résulta 
doble del angulo AOB. Si se tira AG que haga con AB 
^ awa''' ^^^ '^”“^ ^^ ^^®’ ^°' ^°^ triángulos ABG 
y ABO, que ademas tiene un ángulo común B, habrán 
de ser semejantes (J. 65), y damos

BG : AB ;: AG : AO;
ahora, siendo isósceles el triángulo ABO, lo será igual
mente el triángulo ÁBG, y tendremos que AG=AB.

Por otra parte, siendo el ángulo BAG^AOB, será 
la mitad de BAO, y la otra mitad GAO será de consÍ-

«■ 37)1-
^u^ALr-ABí y la proporción precedente podrá tras- 
lormarse en esta otra:

BG : GO GO : AO
la que nos manifiesta que el radio BO está efectivamente 
mdido en el punto G en media y extrema razón, y que 

el lado AB es el segmento mayor,
Si de cada tres ángulos de un decágono se juntan 

por medio de rectas los dos vértices de los extremos, re
su tara formado el pentágono. No me detengo á calcular 
e va or de cada lado del decágono porque juzgo por mas 
curiosa que útil esta investigación.

^ 84, Observación, Ya puede haberse comprendido 
4ue a inscripción de los polígonos regulares en loscírcu- 
os esta reducida á la division de la circunferencia en un 

cierto número de partes iguales. Los métodos que hemos 
in icado para inscribir en el círculo los polígonos de 4, 

c )de 16, de 32&C. lados; los de 3, de 6, de 12, 
c 24 &C.Î los de 5, de 10, de 20, de 40 &c., po

sea” ^®™P^^u dividir la circunferencia de un círculo 
gun los números de estas diversas progresiones.

o sera fuera de propósito advertir aquí que se pue-
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de también dividír la circunferencia siguiendo la progre
sión 15, 30, 60 &c.; porque dándonos el polígono de 
seis lados la sexta parte de la circunferencia, y dándonos 
el de diez lados la décima parte de la circunferencia, la 
diferencia de los arcos subtendidos por los lados de estos 
dos polígonos será igual ^—7- He toda ella, lo cual viene 
á ser --. Llevando, pues desde A hasta H el radio del 
círculo, el arco BH deberá ser la décimaquinta parte de 
la circunferencia, y su cuerda habrá de ser el lado de! 
polígono que tiene quince ó ¿q\pentedeca^ono. Por medio 
de la continua division de los arcos en dos partes igua
les, ó de su biseedony se pueden fácilmente obtener los 
polígonos regulares de 30, de 60 &c. lados (*).

PROBLEMA.

149. Estando inscrito en un círcülo un jjolí^ono re
gular de cualquier número de lados, circunscribir al mis
mo circulo otro polígono regular de igual niemero de la- 
dosi y por la inversa, estando dado el polígono circuns
crito, construir el inscrito.

Fig. 87. Solución, Sea abede, fig. 87, el polígono propuesto; 
tírense los radios Oa , Ob, Oc Síc. y en el extremo de 
cada uno de ellos levántense las perpendiculares AE, BA, 
CB &c.; y en el conjunto de estas perpendiculares, que

* Estas divisiones de La circunferencia del circulo no son las úni
cas que se pueden efectuar geométricamente. M. 1. Gauss, e« “^ ® ’^ 
titulada Disquisitiones arithmeticce, publicada en Leipsic en , 7 
traducida al francés por M. Delisle, hace ver que se puede ejecutar e

mismo modo la division en 2-Hl partes siempre que este ^y™^^'' ^ 
primo. Véase tambien el Complemento de los Elementos de -dije ra- 
esto resulta la division en 17 partes iguales, de que hay una demo 
tracion particular, pero que no es para ser colocada en este lag®’'*
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tocarán todas á ¡a circunferencia Jel círculo ahede, ten- 
dremos el polígono que se nos ha pedido.

Con efecto, los triángulos aAh. b^c, cCd &c. son 
todos isósceles y-entre si iguales, porque lo son los lados 
abj he, eei &c.; y Jos ángulos Aah, Ahe, ^he, Üch, 
Ccd, Cde &c. formados por estos mismos lados, com- 
prendiendo los arcos iguales ah, he , e^ &c., son tam
bién entre sí iguales (§. 114). Tendremos, pues, i.° aAh 
-~hBe=:eC¿¿ &C.

2.’ <rA = Á¿=¿B=Bc=rC=C¿ ; de donde se 
concluye que AB=2A¿; BC=2Br; CD=2C¿ &c., y 
por consiguiente AB=BC=CD &c.

Teniendo , pues, el polígono ABCDE todos sus án- 
gu os entre sí iguales, y sus lados también, habrá de ser 
el mismo que se nos ha pedido.

Podemos deducír del polígono circunscrito el inscrito 
juntando los puntos a, h, e, d &c., que son los de en me
dio de cada uno de los lados del primero, y los de con
tacto de la circunferencia.

Para que sobre esto no quede la menor duda, nos 
bastará observar que los triángulos aAh, hBe, eCd &c. 
son entre sí totalmente iguales, como que tienen un án
gulo igual comprendido por dos lados respectivamente 
iguales, siendo como son los ángulos A, B, C &c. los 
de un polígono regular, y aA, Ah, Bh &c. las mitades 

e os lados AE, AB, BC Stc. que son iguales entre sí, 
JJe lo cual resulta que los lados ah, he,ed &c. son entre 
si Iguales; y que de consiguiente lo son los arcos subtendidos 
por ellos, y por tanto, los ángulos ahe, hed 8íc., cuyos 
vertices se hallan en la circunferencia , y que entre sus 
ados comprenden un mismo número de estos arcos, son 
guales entre sí ( J. 114). Es, pues, el polígono ahede,
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que tiene todos sus ángulos entre sí iguales, y todos sus 
lados también, el inscrito que se nos ha pedido.

Tambien podríamos haber formado al polígono ins
crito ab’cd'e, que no se diferencia del abcde mas que en 
la posición, tirando las rectas AO, BO, CO &c. desde 
los vértices de los ángulos del polígono circunscrito ABC 
DE al centro del círculo inscrito, y juntando los puntos 
a'b'c 8<.c. en que estas líneas cortan á la circunferencia 
de este mismo círculo. Con efecto, pues que AOz=BO, 
aQ=b'Q, tendremos que

AO : yo BO:yO.i
y de consiguiente la recta ab‘ habrá de ser paralela á la 
AB (§. 60); los triángulos AOB y aOb' serán entre sí 
semejantes, y lo mismo podemos decir de BOC y bOc, 
y así sucesivamente: siendo homólogos á los lados ÁB, 
BC, CD &C. los lados ab\ b'e, cd' 8íc. habrán estos de 
ser iguales entre sí; y ademas se probará como anterior
mente que comprenden ángulos iguales.

150. Corolario. En vista de lo que precede será la
cii determinar el valor del lado AB del polígono circuns
crito. Con efecto, siendo entre sí iguales las rectas Áa y 

perpendicular á la ab en su punto de en medio Q. 29)’ 
y los triángulos OGa y OAi? por tener los dos angu os 
rectos, el uno en G y ei otro en a, y ademas un ángulo 
común en 0 serán semejantes. De esto se deduce que

OG : Oí/ :
OG : 0^2 :o que

tzG i t/A »
^ab : JAE;

abxOa

de lo cual resulta que AE ó ■^^'^'^q^TZ^X^í/í)’ , te- 

niendo presente que el triángulo rectángulo OG/z nos da-
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OG=l/o«-«G^

151« Observación. Es muy importante observar que 
a proporción que se multiplican los lados de un polígono 
inscrito, aumenta su contorno ó perímetro, al paso que 
en las mismas circunstancias disminuye el del polígono 
circunscrito. Con efecto, si dividimos el arco aah, fíg. 88, píg. 88. 
en dos partes iguales, y tiramos las cuerdas aa y ah^ 
tendremos en ellas dos lados consecutivos dei polígono 
inscrito con un numero de lados doble del que ten
ga el polígono cuyo lado sea el ab. Tirando en segui
da 4 yo k perpendicular A^B', las rectas aA\ A^a, 
«B y B¿, serán otros tantos semilados del polígono cir
cunscrito correspondiente ai inscrito cuyo lado sea aa 
(§• ^49)“ Ahora puede ya bien verse que las porcio
nes aÁb, aA'b'b, ab, aab estarán contenidas en los con
tornos ó perímetros de los polígonos de que forman parte, 
tantas veces como el arco aa'b lo esté en la circunferen
cia entera; y de consiguiente serán partes semejantes de 
cada contorno ó perímetro. Y pues que aa-i-ab>ab, 
el contorno del segundo polígono inscrito debe ser mayor- 
que el del primero.

Por otra parte, siendo B'A'<AA'-i-AB\ resulta que 
aA'B'b<aA-i-bA. (§. 15), 

y que de consiguiente el contorno ó perímetro del segun
do polígono circunscrito es menor que el del primero..

Bajo esta suposición, una vez que el polígono inscri
to es siempre menor que el correspondiente circunscrito, 
y aumenta de contorno cuando se multiplican sus lados 
utientras otro disminuye, es de inferir que la diferen
cia de los polígonos disminuye asimismo en Ias mismas cir
cunstancias. Aunse pueden determinar dos polígonos, uno.
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inscrito y otro circunscrito, tales que la diferencia de sus 
contornos ó perímetros sea menor que cualquiera canti
dad dada ^, por pequeña que sea. Para convencerse de 
esta verdad, basta traer á la memoria que los contornos 
de los polígonos regulares de un mismo número de lados 
son entre sí como los radios de los círculos á que están 
circunscritos (§. 140); pues si designamos por P al con

tig- 87- torno del polígono ABCDE, fíg. 87, y poral del po
lígono abede, tendremos:

P ; y; : : OíJ : OG i
de donde se inferirá que
P—jp : P :: Ocí-OG : Oa; y de consiguiente

^'GxP
P-p=-------- ;

debiendo tener entendido que nada se opone á que tome
mos á la pequeña línea a'G mas pequeña que cualquiera 
otra cantidad que se quiera; porque habiendo aplicado 
sobre el radio Ga una parte aG de la pequenez que se 
apetece, se tira la cuerda abi y en caso que el arco aab 
no sea parte alícuota de la circunferencia, bastará tomar 
una parte alícuota menor que el tal arco , y por este i^ 
dio vendrá á ser mas pequeña la línea analoga á ha

Se puede, pues, multiplicando cuanto sea necesario 
los lados del polígono, reducir al grado de pequenez que 
se quiera á la cantidad

152. Corolario. Pues que según cuanto precede 
disminuyen mas y mas los contornos de los polígonos cir
cunscritos, á proporción que mas se van acercando a a 
circunferencia del círculo; al mismo tiempo que en^ 
mismas circunstancias aumentan los de los polígonos ms 
critos, es bien claro que la circunferencia del circulo es 
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menor que el contorno ó perímetro del polígono circuns
crito, y mayor que el del polígono inscrito. Se diferen
ciará, pues, menos de cualquiera de los dos contornos la 
circunferencia que lo que ellos se diferencian entre sí; y 
de consiguiente se podrá determinar un polígono inscrito 
ó circunscrito, ral que la diferencia entre su contorno y la. 
circunferencia del círculo sea menor que cualquiera canti
dad dada, por pequeña que sea.

Hn esta propiedad está fundado el método de que se 
valió Arquímedes para determinar de un modo aproxi
mado la razón de la circunferencia al diámetro; y yo ha
ré de él un uso semejante cuando haya hecho ver que 
la ral razón es una misma en todos los círculos; para lo 
cual estableceré un teorema que puede aplicarse á todas 
las proposiciones dei mismo género que la que me pro
pongo demostrar.

TEOREMA.

i 53. Sí ¿ios cantidades invariables A y B son tales, 
^ae se pueden demostrar gue su diferencia A—B es me
nor í^ue otra tercera cantidad ^, porpe^ueiia que sea es' 
ta última, en tal caso son entre si iguales aquellas dos 
Cantidades.

Demostración. Con efecto, si fuesen desiguales, ne
cesariamente tendríamos A—B=D, indicando por D la 
diferencia de ellas; en cuyo caso sería ya imposible tomar 
® “^ de modo que fuese menor que la D^ ni por consi
guiente tan pequeña como se querria.

Observacion. En la última proposición merece la ma
yor atención la palabra invariable, porque puede muy 
líien hallarse, por ejemplo, una cierta expresión de V~^, 
que no se diferencie de la verdadera mas que en una can- 
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fidad menor que cualquiera otra que se quiera, sin llegar 
jamás sin embargo al valor exacto de v^ 2 ; pero los re
sultados varían á cada nueva aproximación , mientras que 
Ias cantidades A y B no son susceptibles la una y la otra 
mas que de una sola determinación.

TEOREMA,

i 54. Las circunferencias de los círculos son entre sí 
como sus radios 6 sus diámetros.

Demostración. Pues que dos polígonos de cualquier nu
mero de lados, con tal que el uno tenga tantos como el otro, 
son entre sí como los radios de los círculos en que se hallen 
inscritos; si designamos por^ yf los contornos ó perímetros 
de los polígonos, y por R y R^Ios radios de los círculos cor-

respondientes, tendremos——— . Por otra parte pode- 

mos imaginamos que el número de los lados de los polí
gonos sea tal, que las diferencias entre sus contornos y 
la circunferencia del círculo en que cada uno de ellos es
té inscrito, sea menor que una cierta cantidad que se quie-

ra. Si, pues —representa la razón de la circunferencia, la

diferencia, en caso que exista alguna, entre las dos razones

— y —podrá reducirse á tal grado de pequenez cual

se quiera. Siendo tambien esta diferencia la de las razo-

nes invariables — ^^^^ ‘1“® —^"r ’ ^^ ’^^^‘^
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que se puede demostrar que la diferencia entre las canri-

dades invariables -7-y — es menor que toda cantidad 
C R

dada; y de consiguiente, con arreglo a Ia proposición an-

C^ R^
terior, tendremos —=—; ó C : C^ : : R : R^ ; ó lo que 

C R

equivale a lo mismo, C : C' : : 2R : 2R' ;: D : D^, de
signando por D y D^ los diámetros de los círculos pro
puestos *.

155. Coroíario. La última proposición nos hace ver 
que la razón de la circunferencia al diámetro es una mis
ma en todos los círculos, y que por medio de ella se pue
de calcular en todo caso la longitud de una circunferen
cia cuyo radio se conoce. Con efecto, si por -tt designa
mos aquella razón, ó lo que es equivalente, la circunfe
rencia de un círculo , cuyo diámetro sea tenido por uni
dad, tendremos constantemente esta proporción:

Esta proposición puede demostrarse inmediatamente de muchos 
niodos por medio de razonamientos análogos á los del §. 58, hacién- 
donos cargo de que por pequeña que sea la diferencia de la magnitud 
de dos círculos, siempre podemos formamos idea de un polígono re
gular mayor que el uno, y menor que el otro. Euclides (lib. xii, pro
pon. 19) ha presentado bajo una forma muy elegante esta proposición 
que resulta de la del §. 152. Supone el citado autor que desde un 
centro común 0', fig. 89, se hayan descrito los dos círculos; en cuyo Fig. 89« 
caso es bien visible que si se tira al círculo interior la tangente MN, 
7 se toma sobre el círculo exterior una parte alícuota menor que el 
arco MQN, el contorno del polígono D^ET^G^H^ construido sobre esta 
parte, no llegará á tocar la circunferencia del círculo pequeño.

He' aquí cómo Maurolico, autor de un celebre Comentario sobre 
Arquímedes, impreso en Palermo de Sicilia en 1685, se ha servido 
de esta observación para demostrar la proposición superior (pó^- 5}'stff.'): 
nn^* ^® saber que G : C^ : : DO : d‘0', tuviéramos C ; C^ : : 
DO: DO', de modo que fuese D^O^’̂d^Q', describiríamos sobre

MCD 2022-L5



138 ELEMENTOS

i : TT : : ¿R : C ;
de la cual se deduce: ç

C=2'7rRj R=:---- ; 

formulas con cuyo auxilio se determinará facilísimamen- 
te la magnitud de la circunferencia C^ siempre que esté 
conocido préviamente el radio R, ó se hallará el valor de 
este, en caso que supongamos sabido de antemano el de 
la circunferencia.

PROBLEMA.

156. Determinar la razón aproximada de la ar- 
eunferencia al diámetro.

Solución. En el §. 152 podemos ver que no nos debe 
ser difícil resolver la cuestión propuesta, calculando en 
una de las series de polígonos que ya sabemos inscribir 
en un círculo, el contorno de un cierto número de los 
primeros, y el contorno de los polígonos circunscrito que 
les correspondan. Por este medio tendremos dos series de

D^O^ un círculo concéntrico al círculo Q, y en el primero inscribi
ríamos un polígono D/ET^G^W, cuyo contorno no llegase á tocar al 
segundo. Comparando ahora este polígono con su correspondiente 
DEFGH en el círculo C, y designando por p' y p los respectivos con
tornos de estos polígonos, tendremos:

DO : D^O' : : p t pf ;
de donde se seguiría: C ■. : G •. p : p'■, proporción absurda, pues que 
C^Pf y G<Zp'. Tampoco se puede suponer que el cuarto termino 
de la proporción, cuyos tres primeros son C, C^ y DO sea menor 
d^O' , porque si así fuese, en designándolo por X tendríamos:

X : DO :: d/Q : Z; siendo Z>DO :
é invirtiendo la proporción C : C^ : : DO : X, nos resultaría C' : C : • 
X : DO : : d^O^ : Z : es decir, que el cuarto término de la proporción 
C^ : C : :d'O' Z, sería mayor que el radio del segundo círculo, lo cual 
se ba demostrado que es absurdo en el primer caso de la demostración- 

La ventaja que puede baUarse en este giro de demostración , que 
como se ve, es muy antigua, es que nos pone en cierto modo a la visi
ta el polígono que debemos considerar.
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números, los unos mas pequeños, y los otros mayores 
que la circunferencia; y las continuaremos hasta ver que 
la diferencia de dos números correspondientes de las dos 
series venga á ser menor que el grado de aproximación 
que nos hayamos propuesto obtener en el valor de la cir
cunferencia. Yo voy á practicar esta investigación en los 
polígonos de 6, de í2, de 24 &c. lados inscritos y cir
cunscritos á un círculo cuyo radio sea = i.

Sea, pues, a el lado de un polígono inscrito cual
quiera; A el del polígono circunscrito correspondiente; y 
por último a el del polígono inscrito con un número de 
lados doble del del primero.

Por de contado tenemos (§. i$o):

Comenzando ya por exágono inscrito, tendremos 

<í=i;y nos resultará A=-^. Será de consiguiente igual 

á 6 el contorno del polígono inscrito; el del exágono cir- 

cunscrito equivaldrá á —:^> y la circunferencia se hallará

comprendida entre los dos números 6 y —=. Se obten- 

drán límites mas estrechos y aproximados, pasando á los 
polígonos regulares de 12 lados, y á los demas que le 
siguen.
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Sean, pues, a, a”^ a" 8íc. los lados de los polígonos 

inscritos de 12, de 24, de 48 &c. lados; A\ Á‘\ k"' 
&C. los lados de los polígonos circunscritos correspondien
tes; siendo i el. radío del círculo, su circunferencia será 
27r(§. 155); y si á fin de abreviar se supone que

r=|'^/4-¿í'“; r'^lp/4-^"^ /''-1^/4-^"'» &c.,

&c. nos resultarán con arreglo á las fórmulas anteriores:

j> 12 a 
(< I2A'

a'=\/2- v<ss A'=-
r 2çt

II ^>24 a
(<24 A''2 rS A^'=: 11 y r

2';t

Í> 48^'''
Í< 48A'"2/'; A"'=^ 111 » r

•2‘T

&C. &c. &c.

Se tendrá presente que -yj 3 

a = 0,51763809020$ 

/ = o,96592$8262S9 

a'=: 0,261052384440 

r' = 0,991444861 374 

a"=z 0,130806258460 

r"= 0.9978589^3234
IV

a = 0,06 5 43 816 5 643 
IT

r =0,999464587476

Veanse las Memorias de la 
pág. 445.

= 1.732050807568877*, 

12 a = 6,2'íí6^'/i¡ 
12 A' = 6,4307806 i 

24 Z= 6,2652572) 

24A"= 6,3193199) 

48 a'”= 6,27 87004) 
48A"= 6,2921724) 

96 ¿í = 6,28 20639) 

96A = 6,285429^’ 

Academia de Ciencias de Íl^f
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a =0,032723463253 

V
r =0,999866137909 
VI
<31=0,016362279208

VJ

r =0.999966 5 3 5 917 
vn
<1=0,008 i 8120805 2

VII

''=o>99999i633444
Vin

4=0,004090612 5 82 
Tin

i- =0,999997908359 
IX
<1=0,002045307361 

IX
*■=0.999999477089 X
4=0,00 I 02 26538 i 4 

X
*■=0,999999869272 

XI
4=0,0005 11 326934 

XI
*■=0.9999 99967318 

192 4 =6,28260491

I92A =6,2837461) 
VI 

3 84 43 =6,283115 21 

384A =6,2833260) 
vn

768 4 =6,28 31678 ) 
vn » 

768A =0,2832203) 
vin

I 5 36 <3 =6,283 I 809 J 
vm 5

I 53ÓA =6,283 I 941 ) 
IX 

3 072 4 =6,283 1 842 j

3072A =6,2831875) 
X

6144 <? =6,28318501

6I44A =0,283185 81 
XI

12288 a =6,283 185 2 .

12288A =6,2831854'

Por el estado que precede, se viene en conocimiento 
de cómo se van aproximando mas y mas entre sí los perí
metros de los polígonos inscritos y circunscritos corres
pondientes, pues, como bien se ve, los de los polígonos 
de 12288 lados se diferencian solo en dos unidades de
cimales del séptimo órden. Por tanto podremos inferir 
que las siete primeras cifras, que son comunes ai uno y 
al Otro, pertenecen necesariamente á la circunferencia del 
círculo, cuya longitud será de consiguiente 6,283185, 
con menos de una millonésima de diferencia.

Si adoptamos como expresión del valor de la magni- 
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tud de la circunferencia de un círculo al valor medio de 
los polígonos inscrito y circunscrito con 12288 lados ca
da uno, nos resultaría 6,283 1853 como valor exacto de 
ella, sin exceptuar ni la últiróa cifra. Será, pues, la ra
zón del diámetro á la circunferencia la de 2 : 6,283 i8$3 
ó la equivalente 1 : 3,1415926 dividiendo los dos tér
minos por 2. De modo, que 3,1415926 es un valor 
aproximado de la razón designada por tt (§. I$5)« y 
suponiendo que sea C~i, vendrá á ser 2R=o3 i 83099, 
número que nos representa al diámetro, siempre que por 
suposición sea la circunferencia la unidad.

Arquímedes se limitó ai cálculo de los perímetros de 
los polígonos inscrito y circunscrito de 96 lados, y deter
minó que la circunferencia del círculo era <3 — y >377; 
lo cual nos dió á conocer la razón tan sabida de 1 : 37 ó 
la de 7 : 22. Posteriormente se ha llevado mucho mas 
adelante la exactitud; mas entre todas las razones cono
cidas merece por su sencillez y exactitud una particular 
atención la razón de 113^355, pues qué trasformándo
la en una expresión decimal, se reduce á 3,1415929, 
la cual es enteramente verdadera á excepción de la últi
ma cifra. Al dar cuenta A¿¿riano Medo en su Geometría 
fráctúa de tal razón, la atribuye á su padre Pedro Me
do, que la había publicado en una refutación de la cua
dratura del círculo de Simon Duchesme *.

Las investigaciones de los sabios ingleses en la India nos han da
do á conocer una razón de la circunferencia al diámetro, mas apro
ximada á la verdadera que la de Arquímedes, 3’ que ellos miran como 
mas antigua. Es justamente la de 5927 á 1250, consignada en una 
obra de Bramides, titulada Ajien ^tóerj'. Viene á reducirse á la ex
presión decimal 5,1416, que no es exacta, cuando mas, sino hasta las 
diezmilésimas, y de consiguiente del cálculo del perímetro del polí
gono de 768 lados.

Bueno es saber que las razones 7 : 22 y 113 : 3S5 se presentan 
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157. Observaciones. No es el estado de que hemos 
dado muestras el medio mas expedito de obtener el valor 
del lado del último polígono que en él está contenido; 
queda reducido á la mitad el número de extracciones de 
raices; calculando en vez de los lados de los polígonos in
termedios las cuerdas BC, B^C, fig. 80, de los arcos que 
es necesario agregar á los arcos AB y AB^ para completar 
la semicircunferencia. Con efecto,

BC=VaC-ABí B'CsVaCsAB'

pues que los triángulos ABC y AB^C, formados sobre el 
diámetro, y que tienen el vértice de uno de sus ángu
los en la circunferencia, son necesariamente rectángulos 
(§•114);y si tomamos por unidad al radio AO, y que 
designemos por ¿z y á las AB y AB\ y por b y b' á las 
BC y BC; siendo, como suponemos, AC=:2, resultará:

b=V'^—a''‘., b'4 —13!’;

y pues que (§. aní.') tenemos « — y/ 2 - 7 ¿24—£z\ nos 
resultará

a^V' í^bi ó, lo que es Jo mismo, a^^i—bi 
y sustituyendo este valor en el de b', vendrá á trasformar- 

por si mismas en la série de las fracciones aproximadas que encontra
mos cuando convertimos á fracción continua Ç^iritm. §. 163) la frac
ción ordinaria que corresponde á la razón expresada anteriormente en 
decimales Ç^ritm. §. 85). Mas como no sea rigorosamente exacta la 
tal razón, no debemos avanzar el cálculo hasta el extremo; y nos 
convendrá operar á un mismo tiempo sobre las dos fracciones:

31415926 31416927 
---------------y-------------  

10000000 10000000 
la una menor y la otra mayor que la razón exacta, y reducimos á 
los cuocientes que son comunes á las dos operaciones. (Para mayor ex
tension véase el Complemento de los elementos de jdl^ebra.^
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se en b^\/ 2 -^: en seguida pasaremos de b á b^ extra
yendo la raíz cuadrada de la primera cantidad aumentada 
del 2; y del mismo modo tendremos á b^^x/T^^b', en 
la cual b'‘ representa la cuerda B^^C del arco correspon
diente á AB”, mitad de AB^j y así sucesivamente.

Dando por supuesto que ^=1, nos ocurrirán: 
b^\/^=. 1,73 2050807$

b =V 2-4-1,732050807$ 

b‘' =\/ 2-1-1,931851652$ 

b"'~\/ 2-1-1,9828897227 

b =V^2-»-i,99 5 717846$ 
èV --------------------------- 
b =v 2-1-1,9989291749

VI ________________  
b =v/2-Hi,99973227$8 

b z=\/2-1-1,9999330678 

= 1,9318516525

= 1,9828897227

= ^9957178465

= 1,9989291749

= 1.9997322758

= 1.9999330678

= '/3.9999330678;

y correspondiendo el símbolo b á un polígono de seis la
dos b' habrá de corresponder al de I2i b"' al de 24; 
b'” ai de 48; b"' ai de 96; b^ al de 192; b''* al de 384; 
y b^^' al de 768. Designando por o'™ el lado de este 
último, tendremos:

íí^“=\/4— = ^4—3,99993 3 o 678 

=^^0,00006693 2 2=0,008 * 8121 ; 

y multiplicando este último número por 768, obtendre
mos el contorno del polígono inscrito de 768 lados, en los 
mismos términos que en el estado anterior; y calculare
mos en seguida el perímetro del polígono circunscrito cor
respondiente.
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PKIMERA PARTE.
SECCION SEGUNDA.

Del area de los polígonos , y la del eíreulo.

i $8. Por su^erjîcîe de una figura cualquiera enten
demos la parte de extension que se halla comprendida 
entre las líneas que terminan la tal figura. A esta exten
sion la damos también el nombre de área de la figura.

Sería muy conveniente aplicar con especialidad la voz 
área á la extension superficial, siempre que la considere
mos con relación á su magnitud, en vista de que se ha
ce con mayor frecuencia uso de la palabra superficie pa
ra designar la forma, prescindiendo de toda especie de 
límites* : y esto es lo que yo pienso hacer en el curso de 
esta obra.

159. Por otra parte, es muy evidente, como que 
se nos ofrecerán muchos ejemplares de ello en lo sucesi
vo, que dos figuras de muy diferentes formas pueden con
tener áreas iguales. Esta circunstancia me reduciré á ex
presaría, diciendo con M. Legendre que las dos tales 
figuras son equivalentes, y reservaré la denominación de 
iguales para las figuras semejantes que en caso de sobre-

Ordinariamente decimos con efecto una superpcie cur^’a por 
oposición al plano y á la superficie plana; y para determinar su exten
sion, seria necesario que hiciésemos uso de la expresión la superficie de 
^na superficie cur^’a, la cual es muy viciosa en todos sentidos, mien- 
ras que ci área de una superficie curtía es una expresión clara y cor

recta al mismo tiempo. Adoptándola, conservamos la analogía entre 
as meas y las superficies, pues que estas palabras se aplican sola- 
cnte a las formas; y de este modo la voz área viene á ser para este 
Jundo caso la análoga de la voz longitud para el primero.

TOMO m. JO
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poner la una á la otra, pueden confundirse exactamente 
en una.

160. En los triángulos y en los paralelogramos se 
elige arbitrariamente uno de los lados, al cual se da el 
nombre de base, y al mismo tiempo llamamos altura á la 
perpendicular bajada desde el vértice del ángulo opuesto 
ai lado elegido en el tiiángulo, ó de un punto cualquie
ra del lado opuesto en el paralelogramo.

BD y B'D\ fig. 90, son Ias alturas de los triángu
los ABC, A'B'C\ en la suposición de que se hayan esco
gido para bases á los lados AC y AV. Conviene tener 
presente que cuando la perpendicular caiga fuera del 
triángulo, viene á ser, propiamente hablando, perpen
dicular sobre la prolongación de la base.

El vértice del ángulo opuesto á la base se llama el 
'vértice del triángulo.

La recta IK es la altura del paralelogramo EFGH. 
Bien claro se ve que permanecerá la misma, sea cual fue
re el punto del lado HG, de donde se la baje (^§. 65).

No es menos evidente que los triángulos, cuyas ba
ses se hallen en una misma recta, y cuyos vértices exis
tan en una línea paralela á las bases, tienen la misma al
tura; es decir, que los triángulos comprendidos entre 
unas mismas paralelas tienen una misma altura. Los trián
gulos ABC, A^B'C^ y el paralelogramo EFGH tienen 
todos tres la misma altura, pues que en virtud de la na
turaleza de Ias paralelas AF y BG, las tres perpendicula
res BD, B'D' é IK5 son todas entre sí iguales (§■ 55)'

TEOREMA.

i6i. Dos ^paralelogramos de una misma ó de í¿ua
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¡£s basis f y ¿ii ufia tnistna 6 ¿is iguales alturas ^ son 
ii^Ui'valentes,

Dimostracion. Teniendo, como se supone, una mis
ma ó iguales bases los dos paralelogramos, podremos 
considerarlos como colocadas la una sobre la otra de mo
do que se confundan entre sí; y como tienen ademas 
la misma altura, es forzoso que el lado paralelo á Ia base 
del primero coincida con el opuesto á la base del segun
do, ó que se hallen los dos en la prolongación de una 
misma línea, según se nos presentan en la figura 91 con Fig. 91. 
respecto á los paralelogramos ABCD y ABEF.

En esta suposición, los triángulos ADF^ y BCE son 
iguales por tener respectivamente iguales los lados AD 
y ^C, y también los AF y BE, como lados opuestos que 
entre sí son de unos mismos paralelogramos; y ademas 
tienen iguales los ángulos DAF y CBE por ser entre 
si paralelos los lados que los comprenden, y estar diri
gidas en un mismo sentido sus aberturas. Si del cuadri
látero ABED se quita por una parte el triángulo ADF, 
y por otra al BCE, nos resultarán necesariamente dos 
cantidades entre sí iguales, de las cuales será la una el pa
ralelogramo ABEF, y Ia otra el paralelogramo ABCD.

TEOREMA.

162. Cualquier triángulo es la mitad de un para- 
¡flógramo di la misma baa j di la misma altura.

^emostraiiom Sí por los vertices B y C de dos de 
los ángulos del triángulo ABC, fig. 92,50 tiran las rec- Fig. 92. 
Eas BD y CD respectivamente paralelas á los lados AC y 
AB, la figura ABCD será un paralelogramo (§. 79) 
Que tiene la misma base y la misma altura que el trián-
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gulo propuesto (§. 160) ; y siendo entre sí iguales los 
dos triángulos ABC y BCD por tener entre sí iguales así 
los lados AB y CD como los AC y BD (§. 54), y ade
mas común el tercer lado CB, vendrá á ser necesariamen
te el triángulo ABC la mitad justa del paralelogramo 
ARCO, que tiene la misma base y la misma altura que él.

163. Corolario. De lo cual se sigue que dos trián
gulos que tengan la misma base y la misma altura, son 
equivalentes; pues que son mitades de otros dos paralelo
gramos de la misma base y altura; los cuales, como ya 
se sabe, son equivalentes (§. 161).

PROBLEMA.

Fig-

164. Trasformar un jjolí^ono de un eierto número 
de lados en otro ^ue teniendo un lado menos le sea 
equivalente.

Solueion. Sea por ejemplo el pentágono ABCDE, 
93. 6g. 93. Júntense por medio de una recta los ángulos E y 

C; y por el vértice del ángulo D, que se halla situado 
edtre los dos primeros, tírese paralelamente á la EC la 
recta DF, que determina en la prolongación del lado AE 
un punto F, el cual, junto con el punto C, formará el 
cuadrilátero ABCF, equivalente al pentágono ABCDE.

Para convencerse de esta verdad, basta tener presen
te que siendo una misma la base EC de los dos triángu
los CDE y CFE, y hallándose comprendidos entre las 
paralelas CE y DF, deben ser entre sí equivalentes 
(§. ant.y» y que agregando sucesivamente cada uno de 
los mencionados triángulos al mismo cuadrilátero ABCF, 
resultan del mismo modo el pentágono ABCDE, y el 

cuadrilátero ABCF.

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 149
No padecerá variación alguna el método^ aun cuan

do el pentágono ABC DE tenga algún ángulo entrante, 
como en la figura 94 ; solo habrá que tener en la demos- Fig. 94. 
tracion cuidado que el pentágono ABCDE y el cuadri
látero ABCF sé forman entrambos, quitando del cuadri
látero AB'.,E los triángulos equivalentes CDE y CFE.

Bien claro se ve que en la construcción y los razona
mientos que preceden pueden aplicarse á cualquier polí
gono que se quiera.

165. Corolario. Si efectuamos en el cuadrilátero 
FABC una construcción parecida á la que acabamos de 
efectuar, lo vendremos á trasformar en un triángulo 
equivalente; y del mismo modo convertiremos á un polí
gono cualquiera en un triángulo que á él equivalga. SÍ 
nos propusiéramos, por ejemplo, un exágono, podríamos 
trasformarlo primeramente en un pentágono; en seguida 
haríamos de este un cuadrilátero equivalente, y finalmen
te lo convertiríamos en un triángulo que á él equivaliese.

TEOREMA.

166. Dos rectángulos ABCD y EFGH ^ue tenían 
la misma base, fig. 9; , son entre sí como sus alturas^. Fig. 95.

Demostración. En este caso, lo mismo que (§. 58), 
las alturas AD y EH de los dos paralelogramos pueden 
ser entre sí comensurables ó incomensurables.

En el primer supuesto si dividimos las alturas AD y 
EH en partes como Ad: y EZr, iguales á su común medi- 

y levantamos perpendiculares en los puntos de divi
sion, nos vendrán á resultar en cada uno de los rectángu-

He variado la propuesta de este teorema á fin de hacerlo 
jante al de la proposición del §. 265, que es análogo.

seme-
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los propuestos tantos rectángulos iguales, cuantas divisio
nes haya en la altura de cada uno, pues que la base de 
todos estos rectangulitos habrá de ser igual á AB, y to
das sus alturas deberán ser iguales entre sí. La razón de 
los dos rectángulos ABCD y EFGH será evidentemente 
igual á la de los dos números que nos expresen cuántos 
rectangulitos contiene cada uno de ellos: números que son 
precisamente los mismos de las partes iguales contenidas

■ en las alturas AD y EH. Tendremos, pues:
ABCD : EFGH : : AD : EH.

Y como en el caso propuesto el rectángulo ABCD apa
rece dividido en cinco partes iguales á la ABc¿/, al mis
mo tiempo que el rectángulo EFGH se nos representa 
dividido en solas tres, deduciremos esta proporción:

ABCD : EFGH : : 5 : 3-
Cuando sean entre sí incomensurables las alturas AD 

Fig. 96. y EH, fig. 96 , se puede fácilmente hacer ver que la ra
zón de los rectángulos ABCD y EFGH no puede ser ni 
mayor ni menor que la de sus alturas.

Con efecto, si tuviéramos
ABCD : EFGH : :AD:EI, 

siendo EI mayor que EH, é imaginásemos dividida la 
AD en partes iguales menores que HI, y que se lleva
sen estas partes sobre la EH desde E hácia H, caería ne
cesariamente un punto de division h entre H é I; y i^' 
vantando por este punto á la EH la perpendicular h^, 
tendremos el rectángulo EF^/z, que nos dará:

ABCD : EF^Æ: : AD : Efe, 
pues que las alturas AD y E^ serian comensurables en
tre sí por construcción; y comparando esta proporción 
con la anterior, se deduce facilísimamente de ellas

EFGH:EF^Á::EI:EAi
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Îo cual no es humanamente posible, por ser EFGH< 
^í^¿''^j y hi>E^.

Llevando el punto I al otro lado del GH en V, tam
poco se podrá obtener la siguiente proporción:

ABCD : EFGH : : AD : EL;
porque al tomar en // el punto de division correspon
diente á k, tendríamos primeramente con respecto á las 
a’turas AD y Eh', que son comensurables entre sí^

ABCD : EF^'A' : : AD : EA',.
la cual nos conduciría todavía á esta otra:

EFGH ; EF^'A' : : EE ; EA', 
y que no puede menos de ser absurda, á causa de que 
EFGH>EF^^A^, y EE<E//.

No pudiendo, pues, ser mayor ni menor que la de 
AD á EH, la razón del rectángulo ABCD al otro rec
tángulo EFGH, será forzosa consecuencia:

ABCD : EFGH: : AD : EH.

TEOREMA.

167. Dos rectángulos cuales^iera son entre sí corno 
los productos áe su base por su altura', ó como los fro~ 
duetos áe dos lados contiguos.

Demostración. Si de la basedel paralelogramo ABCD, 
^S* 97» tomamos una parte AA, igual á la base del pa- Fig. 97. 
ralelógramo EFGH, y tiramos la recta be paralela á BC, 
nos resultará con arreglo al teorema anterior:

AArD : EFGH : : AD : EH; 
tomando después AD por base de los paralelogramos 
ABCD y AArD , que entonces tendrán por alturas la AB. 
y la Áb ^ podr^mos concluír:

ABCD : AArD: : AB : AA.
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Multiplicando ahora por orden estas proporciones 
con el cuidado de omitir el factor A^rD , común á los 
dos términos de la primera razón compuesta, y sustituir 
en lugar de Ab su igual EF, tendremos:

ABCD : EFGH : : ÁBxAD : EFxEH, 
resultado en que se verifica la propuesta del teorema*. 

i68. Observación. No siendo otra cosa medir las 
cantidades que comparar entre sí las de la misma especie, 
bien se deja conocer que la medida de las cantidades de
be tener por objeto el determinar cuántas veces contiene 
una área cualquiera á ctra que arbitrariamente hayamos

” Afpn me he valido de la multiplicación por orden, como del 
medio mas sencillo de conseguir el resultado que se apetecía ; mas po
dría muy bien suceder que se experimentase alguna dificultad en con
cebír esta variación, en la cual parece que se deben multiplicar las areas 
entre sí. Con todo, esta dificultad dejará de existir luego que se ima
gine que estas areas, para ser comparadas unas con otras, están pre vía- 
mente referidas á una cierta y determinada área , adoptada por medida 
común ó por unidad. Y aun puede darse mayor claridad á este pasa
je, poiiieiidolo en estos términos:

A¿cD : EFGH : : AD : EH, ‘ AMI AD

Las proporciones

ABCD : A¿cD : : AB : A¿

dan
A¿cD_ _ AB 

"ABCD " 'Ai
lo cual no presenta oscuridad alguna, puesto que tratamos de razones 
de cantidades homogéneas. En este supuesto, designando el quebrado 
EH

cuantas veces está contenida el área A¿cD en la EFGH, así co- 
AD

mo la fracción - nos manifiesta cuántas veces esta contenida el area 
AB

ABCD en la Á¿cD, el número de veces que la primera está contem- 
, M , EH Aá
do en la ultima , estara de consiguiente expresada por «—^ x — 

AD An
EF EH
-717 x -7-77, concibiendo referidas las rectas a una medida común. 
AB AD
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adoptado para que nos sirva de término de comparación 
ó de unidad. Medir, por ejemplo, el rectángulo ABCD, 
^g* 9^, ®s tratar de determinar cuántas veces contiene Fig. çg 
este rectángulo á un cuadrado abcd, en el cual se su
ponga que el lado ah sea igual á la recta elegida para 
medida común de las longitudes de Ias rectas; y con 
arreglo á lo expuesto , y refiriendo á la medida común la 
base y la altura AB y BC del paralelogramo ABCD, 
nos resultará: .-o
abcd : ABCD : : abxbe : ABxEC^ ó : : i :——; 

ab be

Io que pone en claro que el rectángulo ABCD contiene 
(ti rectángulo abed, o al área aáojjtaáa j^or uniáaá tan
tas veces como el producto áel número áe uniáaáes linea
les conteniáas en su base A3, y multijylicaáo for el núme
ro áe uniáaáes lineales conteniáas en su altura BC, con
tiene á la uniáaá numéricai expresión cuya exactitud es 
evidente, por estar ya reducidas á números las razones. 
El deseo de abreviar ha inducido á decir, que el área áe 
cualquier rectángulo es igual al jjroáucto áe su base j^or 
tu altura; debiendo estar siempre con el cuidado de en
tender y restablecer la primera proposición, cuando dé 
motivo á ello la mala inteligencia de la segunda.

La verdad de la proposición antecedente resulta de la 
mera inspección de sola la figura, siempre que el lado del 
cuadrado elegido por medida común esté contenido exacta
mente en la base y en la altura del rectángulo ?iBCD, Ti
rando entonces por todos los puntos de division de la altura 
BC rectas ef paralelas á la AB, nos resultará dividido el 
rectángulo ABCD en tantos rectángulos iguales, ó en
fantas bandas ó fajas iguales, cuantas contiene su altura 
a la ab; y cada una de estas bandas puede dividirse, del
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mismo modo que la ABí/, en tantos cuadrados ^egh, ro
dos iguales al abed, cuantas veces contiene la base AB á 
la ab. El número total, pues, de los cuadrados iguales ai 
B<?^A, contenidos en el rectángulo ABCD, es igual al de 
las bandas AB<?y, multiplicado por el número de cuadra
dos contenidos en cada una: lo cual compone el producto 
del número de unidades lineares de la base por el núme 
ro de unidades lineares de la altura-

169. Corolario i.*' Siempre que sean entre sí igua
les los dos lados AB y BC del rectángulo, en términos 
que haya pasado á ser cuadrado, en tal caso su área se 
medirá formando la segunda potencia de su lado AB; es 
decir, que contendrá al cuadrado abed elegido por uni
dad, tantas veces cuantas la segunda potencia del núme
ro de unidades lineares contenidas en su lado contenga 
á la unidad numérica; y de esto nace que se llama tam
bien euadrado de un número á la segunda potencia del 
mismo número.

170. Corolario 2/ El área de cualquier paralelo
gramo se mide por el producto de su base por su altura. 
Con efecto, siendo entre si equivalentes los paralelogra
mos de una misma base y de una misma altura (§. i6i), 
cualquier paralelogramo habrá necesariamente de ser 
equivalente al rectángulo de la misma base y la misma 
altura. Ss infiere asimismo que siendo entre sí dos parale
logramos cualesquiera como sus respectivas medidas, es
tarán de consiguiente en la razón de los productos de 
cada base por cada altura respectiva, ó simplemente en 
la razón de las bases, si son iguales las alturas; ó en 
razón de Ias alturas cuando tengan la misma base.

17Í. Corolario 3.° Siendo todo triángulo la mitad 
de un rectángulo de la misma base y de la misma altura,
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habrá de medírse el area de todo triángulo tomando la 
mitad del producto de su base por su altura. Y siendo en
tre sí las mitades como los todos, cualesquiera triángulos 
vendrán á tener la misma razón que los paralelogramos de 
que hacen parte; y de consiguiente la misma que la de 
la respectiva base por su correspondiente altura 0. ante^.yt 
ó como sus bases, cuando sean iguales sus alturas; ó co
mo sus alturas, cuando sean iguales las bases.

PROBLEMA.

172 . Trasformar en un euaeirado á un jjaralelá^ra- 
mo, o á un triángulo dado.

Solución. 1.*^ Determinando una media proporcional 
entre la base AB y la altura DF del paralelogramo propues
to ABCD, fig. 99, hallaremos el lado FG del cuadrado 
EFGH equivalente al paralelogramo dado.

Con efecto, en virtud de la última construcción te
nemos:

AB :FG :: FG : DE;

de donde se infiere que ABxDE=:FG;
y como la medida del área del paralelogramo propuesto 
es ABxDE, y la del cuadrado EFGH, construido so* 

bre FG, es FG , esta última figura debe ser equivalen
te á la otra.

2 .” Por lo que respecta al triángulo A^B'D\ debere
mos primeramente buscar la media proporcional FG entre 
la base A^B^ y la mitad de la altura D'ê\ pues en tal caso 
tenemos ;

A'B': FG : : FG : ¡D'E';

de la cual se sigue que ^A^B xD E^FG ; en cuya

•99-
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ecuación el primer producto representa el área del trián
gulo, y el segundo la del cuadrado.

173. Corolario. Por medio del problema anterior se 
puede trasformar cualquier polígono en un cuadrado 
equivalente; para lo cual será indispensable trasformarle 
en primer lugar en un triángulo, según el método (§. 164), 
y en seguida se convertirá inmediatamente el tal triángu
lo en un cuadrado.

174. Observación. Pudiendo todo polígono ser di
vidido en triángulos (§. 81), no habrá inconveniente en 
valuar su área, calculando con separación la de cada uno 
de los triángulos que lo componen, y tornando la suma 
de sus resultados.

TEOREMA,

’ 175* ^^ ^f‘^‘^ ^^ ^^ cuadrilátero ABCD. fig- 100, 
en el cual son entre sij^aralelos dos lados, y que se llama 
tra^pezio, se mide jyor el j^roducto de la semisuma de los 
dos lados paralelos, AB y CD, multiplicada por la altu
ra EF tomada entre estos lados.

Demostración. Si tiramos la diagonal CB, dividire
mos el trapezio en dos triángulos í\BC y BCD, cuya 
altura común será EF ; y siendo ABCD=ABC-i-ABC;

ABC=^ ABxEF;

BCD=¡CDxEF;
podremos concluir de estos antecedentes que

ABCD = 7ABxÉF-H¡CDxEF^^ (AB^CD) EF, 

lo cual es justamente la propuesta del teorema.
Bueno será observar que la recta GH, tirada por el 

punto G de en medio de uno de los lados no paralelos
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¿el trapezio, es igual á '(AB-^CD); porque siendo H 
el punto de en medio de la línea BD (§. 58) la semejan
za de los triángulos BCD y BHI hace ver con evidencia 
que IHi^CDí así como la de los triángulos ACB y 
GC1 prueba del mismo modo que Gl—JAB, de lo cual 
resulta que

GH=Gr+IH=; ( AB-^CD).
Dividiendo tambien la recta GH á la EF en dos par

tes iguales (^§. 58) se habra de hallar á igual distancia 
de los lados paralelos del trapezio ; y se podrá decir de 
consiguiente: que el área áel í^rapezio se miáe j)or el j^ro” 
dueto áe su altura, multijjlieaáa por una linea tiraáa á 
i^ual áistaneia áe las áos bases paralelas.

TEOREMA.

J/ó. Las áreas áe los polígonos semejantes son en
tre sí como los cuaáraáos áe los lados homólogos áe los 
mismos polígonos.

Demostración. Si los polígonos propuestos fuesen 
unos triángulos cualesquiera ABC y abe, fig. 10 i, los Fig. 101 
triángulos rectángulos BDC y báe, formados por las altu
ras de los primeros, serán semejantes, como que ademas 
de tener los ángulos rectos D yá, tienen ademas entre sí 
^¿uales los ángulos B y ¿; lo cual nos da;

CD;c¿/;: BC : ¿c;
pero en virtud de la semejanza de los triángulos ABC y 
‘^bc, habremos de tener tambien;

AB:G;::BC:G;
multiplicando estas dos proporciones por su orden , y di- 
'^idiendo por 2 los dos términos de la primera razón de la 
proporción compuesta , nos resultará:
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;|-ABxCD : ^ab>íCíi : : BC : bf, 
resultado, cuyos primeros términos expresan las áreas 
respectivas de los triángulos ABC y abc (§. 17^)’ y ^® 
consiguiente

ABC : abc BC : ab.
2.® Estando divididos dos polígonos semejantes 

Fig. 51. ABCDE y abeJe ^ fig. 5 1, en un mismo número de tri
ángulos semejantes ( §. 3 9) y semejantemente dispuestos, 
cada uno de los triángulos del primer polígono será á su 
correspondiente en el segundo como el cuadrado de uno 
de los lados del primer polígono es al cuadrado del lado 
homólogo del segundo. Tendremos, pues:

s —a
ABC : abe : : AB : ab

AEC : aec :: AE : ae

EDC : ff¿ie :: ED : ed.
Mas la semejanza de los polígonos nos da la siguiente se
rie de razones iguales:

AB : ab :: AE :aff ’,: ED : ed, 
de la cual se deduce

AB iab:-.AE : ae : : ED : ed j 
lo cual demuestia la igualdad de las razones de cada uno 
de los triángulos de cada polígono á su correspondiente 
en el otro; y de donde resulta

ABC : abc :: AEC : aec :: EDC : edc.
Y de esta ultima série de razones iguales se deducirá por 
ultimo
ABC AEC-^ EDC : abe-i~ aec-^-^dc ; : ABC : abc.

ó ABCDE : abede :: ABC : abe :: AB : ab.
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El mismo razonamiento tendría manifiestamenre lugar, 
cualquiera que fuese el número de lados de los dos po
lígonos propuestos.

TEOREMA.

177. Las áreas áe áos triángulos ^ue tenían un 
ángulo común, tienen la misma razón que los /productos 
áe los laáos que comgrenáan el tal ángulo.

Demostración. Luego que bajemos las alturas CD y 
FG, fig. 101, de los triángulos ABC y AEF resultan Fig. loi 
formados los triángulos semejantes ACDy AFG que dan

CD :FG :: AC : AF;
y con arreglo al §. 171 , tendremos;

ABC : AEF ABxCD : AExTO.
Si ahora se multiplican por orden las dos últimas pro
porciones , suprimiendo á un mismo tiempo el factor CD 
común á los antecedentes, y el factor FG común á los 
consecuentes, resultará, conforme a la propuesta, que

ABC : AEF ;: ABxAC : AExAF.

TEOREMA.

17S. El cuadrado ASHL, fíg. 1 02, construido so^ pjg_ jo2. 
bre la kifotenusa de un triángulo rectángulo ABE, es 
equivalente á la suma de los cuadrados ABCD y BEFG, 
construidos sobre los otros dos lados del mismo triángulo.

Demostración. Podríamos con razón deducir esta pro 
posicion .de la del §. 75, ya que se ha hecho ver en

3queI párrafo que AB -+• BE zz AE ; y que conforme 
■. . >^—3 —3 —2 

® 5' 1^9) los AB, BE y AE son las respectivas me-
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didas de los cuadrados ABCD^ BEFG y AEHL ; mas 
suponiendo estas consideraciones que las líneas y las áreas 
se hallan referidas á números, he juzgado conveniente 
demostrar la proposición, valiéndome inmediatamente de 
las áreas, á imitación de Euclides, y sin hacer uso algu
no de razones de líneas.

Para ello es indispensable bajar desde el ángulo recto 
B del triángulo ABE sobre la hipotenusa AE la perpen
dicular BK, y prolongaría hasta I, y en seguida tirar las 
líneas DE y BL. Teniendo el triángulo DAE la misma 
base AD que el cuadrado ABCD, y hallándose com
prendido entre las mismas paralelas AD y CE, deberá ser 
equivalente á la mitad del tal cuadrado (^§, 16'2); y asi
mismo el triángulo BAL habrá de ser equivalente á la 
mitad del rectángulo AKIL, construido sobre su base AL, 
y comprendido entre las mismas paralelas AL y BL Aho
ra bien, los triángulos DAE y BAL son entre sí iguales 
(§• 16), porque el ángulo DAE, compuesto del ángulo 
recto DAB y del ángulo BAE es necesariamente igual al 
BAL, compuesto igualmente de un ángulo recto EALy 
del ángulo BAE, y siendo ademas respectivamente igua
les entre sí los lados AD y AB, AL y AE, como lados 
que son de un mismo cuadrado: es, pues, la mitad del 
cuadrado ABCD equivalente á la del rectángulo AKIL; 
y de consiguiente el mismo cuadrado ABCD será equi
valente al rectángulo AKIL. Del mismo modo se hara 
ver que el Cuadrado BEFG es equivalente al rectángulo 
EHIK; y de todo esto resultará que el cuadrado AEHL, 
compuesto de los dos rectángulos AKIL y EHIK es equi
valente á la suma de los dos cuadrados ABCD y BEFG. 

179. Corolario í.® Pues que tienen una misma al
tura AL los rectángulos AKIL, y EHIK y el cuadrado
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AEHL, habrán de ser entre sí como sus bases ^§. 170); 
de modo que rengamos:

ABCD : BEFG : AEHL :: AK : KE : AE; 
es decír, que los cuadrados construidos sobre los lados 
del ángulo recto de un triángulo rectángulo son al cua
drado construido sobre la hipotenusa, como los segmentos 
adyacentes AK y KB son á la hipotenusa entera AE.

180. Corolario 2.° Ya que las áreas de los polígo
nos semejantes son entre sí como los cuadrados de los 
lados homólogos de los mismos polígonos (§. 176), si 
se construyen sobre los dos lados del ángulo recto del 
triángulo ABE y sobre su hipotenusa AE, fig. 103, tres Fig. 103 
polígonos semejantes X, Y y Z, vendremos á tener:

X : AB :: Y : BÉ\; Z : Ae"; 
de donde se inferirá:

X+Y : AB-hBe’: : Z : ÂÊ'j

——a --- a 
y del teorema precedente, que nos da AB -t- BE —

AE, se podrá concluir que X-»-Y = Z; es decir, que 
el polígono construido sobre la hipotenusa es equivalen
te á la suma de los otros dos.

PROBLEMA.

181. Construir un j^oligono semejants a otro íia¿¿o, 
y cuya área se halle en una razón áaáa ton la áel yri- 
f^cro, ó que sea equivalente á un euaáraáo áaáo.

Solueion. En el primer caso, en que be, fig. 104, Fig. 104. 
designe uno de los lados del polígono dado, y en que el 
area de este polígono tenga á la del buscado la misma ra-

TOMO 111. 14
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zoii que tienen entre sí dos rectas cualesquiera M y N; 
tómense de una recta indefinida AE dos partes AK y KE 
que se hallen en la misma razón: sobre la suma de ellas 
AE, como diámetro, descríbase una semicircunferencia; 
levántese la perpendicuiar BKj tírense las cuerdas AB y 
BE; por último, llévese sobre la AB, desde B á C, el 
lado be de la primera figura, y habiendo tirado CD 
paralela á la AE, tendremos en BD el lado que en el po
lígono buscado es homólogo á be. La cuestión, pues, que
dará reducida á construir sobre BD un polígono semejan
te al polígono X, lo cual se efectuará con arreglo al 
método del 90.

Para demostrar la construcción anterior deducimos 
desde luego de los triángulos ABE y CBD, semejantes 
entre sí, las siguientes proporciones:

AB:BE : : BC : BD y AB*: BE : BC : BD

mas con arreglo al §. J79

AB :¥£ ;: AK : KE ó :: M : Ní 

--- a —-a
de consiguiente BC : BD :; M : N;
y por tanto (§. 176) el polígono construido sobre BC se
rá al polígono construido sobre BD en la misma razón que 
M á N, como lo exige la propuesta de Ia cuestión.

Si el lado be de la figura X fuese mayor que AB, 
prolongaríamos esta línea hasta C^; mas no por eso varia
rían la construcción ni la demostración.

En el caso en que el área del polígono pedido debiera 
ser equivalente á un cuadrado dado IN’j se trasformaría 
igualmente en un cuadrado el polígono dado, y represen
tando por M’ este cuadrado, sería necesario que tuviésemos
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BC: BD ;: M’ ;N,
á la cual se sigue M : N : : BC : BD;
asi obtendríamos entonces á BD con el auxilio de las lí
neas proporcionales (§. 92) ó bien podríamos tomar AK 
y KE en la misma razón de los cuadrados M'‘ v N\

TEOREMA.

182. Sl área áe un polígono recular Hene yor me
dida la mitaá áel j^roáncto áe su eontomo por el raáio 
del eirculo inseriio.

Demostraeion. El tal polígono puede ser dividido en 
tantos triángulos iguales como lados tiene (§. 13 9); uno de

e^s triángulos ABO', ñg. 79, se halla medido por ÇWx Pig. 79

OG; y repitiendo este producto tantas veces como lados 
tiene el polígono, nos resultará, siempre que designe
nlos por N al número de lados,

i-NxABxOG ;
mas representando NxAB al contorno o perímetro del 
polígono, si lo designamos por P, vendremos á tener por 
resultado á

^PxOG,
tomo nos lo anuncia la propuesta del teorema.

Al radio del círculo inscrito se le llama también a/o- 
y en consecuencia se dice que el área áe un j)olí¿o- 

“o recular tiene j}or medida la mitad del jírodueto de ¿u 
perímetro j?or su apotema.

^8’3. Corolario. Del último teorema y del §. 140 
sigue que siendo entre sí las áreas de los polígonos re

gulares de un mismo número de lados como los cuadrados
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de sus lados, lo son asimismo entre sí como los cuadrados 
de los radios de los círculos en los cuales estén inscritos, 
ó á los cuales se hallen circunscritos. Con efecto, tenemos 
sucesivamente *

----- a ■ —»
ABCDEF : abcdefit AB : abi 
AB : ab :: AO : ao (§. 240), 

 j  a  a
AB :ab'.-. AO : aoi

a -----a
de lo cual resulta ABCDEF : abciiej :: AO : ao. 

Por otra parce, observando que AO : ¿;o : : OG : «^ 
^§. 140), tendremos del mismo modo que

ABCDEF : abedeff. OG og .
184. Observación. Haciendo aplicación de la propo

sición del párrafo precedente á los polígonos regulares ins
critos y circunscritos á un mismo círculo, se echa de ver 
que en todo caso es posible hallar dos polígonos del mis
mo numero de lados, inscrito el uno y circunscrito el otro, 
tales que la diferencia de sus respectivas áreas sea menor 
que cualquiera otra cantidad dada, por pequeña que pue
da esta imaginarse-

Fig. 87. Efectivamente, en la figura 87 tenemos con la ma

yor evidencia ABCDE : abede 1: 0a : üG; 
V designando por P el área del polígoao circunscrito, y 
por^ la del polígono inscrito, resultara

----- a -^—a 
P : jí7 : : OíT : OG , ,

——i —2 

V~p : P : : O^-OG ; O¿zí 
p(œ-ÔG) 

^e donde se deduce que V—f — ::^^^ * 
0a
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valor en el cual se puede hacer tan pequeño como se

——a —a 

quiera, el factor 0<z--0G, multiplicando los lados de 
los polígonos.

185. Corolario. Siendo visiblemente mayor que el 
círculo el polígono circunscrito, mientras el inscrito es 
menor que el mismo círculo, se infiere claramente que en 
iodo caso podremos asignar un polígono regular, ora ins
crito, ora circunscrito, cuya área se diferencie, cuan po* 
CO se quiera, de la de un círculo dado. Para lo cual bas
tará escoger un polígono de un número de lados bastan
te grande, á fin de que la diferencia entre el polígono 
inscrito y el polígono circunscrito no supere á la cantidad 
asignada.

TEOREMA.

l86. Si 1res canfiiiades A, B,X, son tales, que la 
primera A, a la cual suj^onemos variable , y que Jamás 
deja de sujjerar á cada una de las otras dos B y X que 
no vartan, jyueda ay/roximarse á un mismo tiempo cuan
to se quiera á entrambas, será forzoso decir que B=X.

Demostración. Sea i.® X>Bí y con arreglo á esta 
hipótesis, y en virtud de la propuesta,

A>X; X>Bí
de lo cual resulta que si tomamos A de modo que la di
ferencia A—B sea menor que una cantidad cualquiera «T, 
lo cual siempre se mira como posible, la diferencia X—B 
habrá de ser con mas fuerce razón menor que «T.

2. ® Sea X<B; y en tal caso tendremos A>B; B>X» 
y tomando A de modo que A—X sea menor que J', con 
mucha mayor razón la diferencia B—X será menor que «T.

Y conduciendo este razonamiento á manifestar que 
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la diferencia de las dos cantidades invariables X y B es 
necesariamente menor que cualquiera cantidad dada) 
por pequeña que esta sea, se sigue forzosamente que 
B=X(§..S3).

TEOREMA.

187. El área áe un círeulo tiene por medida la mi
tad del producto de la circunferencia por el radio, 6 
^CR, designando por C la circunferencia, y por R el 
radio.

Demostración.. Con efecto, cuanto mas aumenta el 
número de los lados del polígono circunscrito, tanto mas 
se aproxima á la circunferencia su perímetro P (§. 152)» 
y tanto mas se aproxima al producto ^CR el ¿-PR, sin 
embargo de que este segundo será siempre mayor que el 
primero, bien que pueda disminuírse el exceso cuanto se 
quiera. Por otra parte, el área del mismo polígono, que 
siempre es mayor que la del círculo, puede aproximarse 
á esta ccn cuanta cercanía se apetezca (§. 185). Se ha
llan, pues, los productos ^PR , -^CR, y la verdadera 
medida del área del círculo, en las mismas circunstancias 
que las tres cantidades A, B y X del párrafo precedente. 
iDe consiguiente la verdadera medida del área del circulo 
es JCR *

' Se demuestra inmediatamente que la medida del area del círculo 
no puede ser mayor in menor que ^CR; en vista de que si se verifica
se que fuera mayor, ¿CR sería en tal caso la medida de un circulo 
mas pequeña que aquel cuyo radio fuesc=R; mientras qucinscribieU' 
do p¡i este último círculo un polífono mayor que el otro círculo (vease 
la nota de la pág. 134), este polígono tendría sin embargo por medida 
un producto menor que íCR, puesto que su contorno y su apotema 
son rcspcctivamci.te menores que C y R. ,.,

Tampoco se puede suponer que el producto ¿CR sea la med» a 
de un círculo mayor que el propuesto; pues inscribiendo en d circu o
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i88. Corolario. De esto se infiere que las áreas de 

los círculos son entre sí como los cuadrados de sus res- 
pectivos radios ó diámetros. Con efecto, pues que tene
mos esta proposición:

C:C'::R:R'(§. 154), 
si la multiplicamos por esta otra

|R : |R' : : R : R; 
la cual es evidente, producirá la que sigue:

JCR : |C'R' : : R’ : R'«i
en cuya proporción los dos términos de la primera razón 
son, con arreglo a lo que precede, las respectivas medi
das de las áreas de los círculos, cuyos radios son R y R\

Por otro lado, es bien manifiesto que designando por 
D y por D a los respectivos diámetros, y siendo, como 
es bien sabido, D=2R, D:^ aR^, tendremos esta pro
porción :

R’ : R'“ : : D* : D'\ 
y de consiguiente

jCR : fC'R' ;: D’ : D^* ;
lo cual completa la propuesta de la preposición.

Si representamos por -tt la circunferencia de un 
circulo cuyo diámetro esté designado por i, la superficie 
de este círculo deberá ser -x^tis-t; y por tanto

> : iC'R\ : /: 
de donde se infiere que

|C'R'=| w D**!
Io cual nos hace ver que el área áe un etreulo ee igual al 
cuadrado del diámetro multiflieado for ~ de ¿a razón de 
ia cireunfereneia al diámetro. Sí sustituimos ¿n vez de

jnayor un polígono mayor que el círculo propuesto, este polígono- 
endna una medida mayor que la que se asigna ai circule en que 

se halla inscrito.
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D^“ su equivalente -ttR'^ , nos resultara 'ttR , o fi (ua- 
¿irado ¿Íel í'¿idio multij^hcitdo j^or lit razón de la dr^ 
eunfereneia al diámetro.

TEOREMA.

I^^g- i°5* 189. El área de laJigura AFBO, fig. 105, termi
nada jjor los dos radios AO j BO, que forman un ángulo 
cualquiera, y for el arco de circulo AFB, la cual se lla~ 
ma sector del círculo, tiene for medida á la mitad del 
producto del arco AFB, multiplicado por el radio AO. 

Demostración. Si por el centro O levantamos sobre 
el diámetro AE la perpendicular DO, los lados del ángu
lo recto AOD y el arco ABD comprenderán evidente
mente entre sí la cuarta parte de la área del circulo; y 
el razonamiento del §, 109 nos hace ver que el área 
del sector AFEO es á la del sector AOD en la misma 
razón que el arco AFB al arco AD. Mas por cuanto el 
área del sector AOD es la cuarta parte de la del círcu
lo, vendrá á ser

A0D = -x-CxA0 = JCxA0;
y la proporción presentada mas arriba

AFBO : AOD : : AFB : AD, ó ;C, 
se trasformará en la que sigue:

AFBO : ^CxAO : : AFB : ;C,
lo cual nos dará :

AFBO = ; AFB x AO, 
según nos lo anuncia la propuesta de la proposición.

190. Observación. Podremos determinar el valor 
del espacio AFBA, que se halla comprendido entre el 
arco AFB y la cuerda AB, sustrayendo del área del 
sector AFBO la del triángulo ABO.
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Esta Última se expresará por ^BGxAO , siempre 
que BG sea perpendicular á la AO (§. 171); y quitan
do su valor del del sector AFB0 (§. 189), tendremos 
por residuo

AFBAzxlÂFBxAÔ -^BGxÂÔzzifAFB-BG) AO, 

que es decir : la mliad del producto de la diferencia en^ 
tre cl arco AFB y la j^eryendicular BG mulciflicada 
for cl radio AO*.

N. B. El espacio AB se llama segmento, y ála por
ción FH del radio OF perpendicular á la cuerda AB se 
la da el nombre de flecha.

En la Trig’onomeiria se hace muy frecuente uso de Ia perpen
dicular BG, dándola el nombre de seno del arco AFB.
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SEGUNDA PARTE.

SECCION PRIMERA.

J)e los j?lanos y ¿Is los cuerytos ferminaíios jjoi' sufer- 
yides j)lanas.

N. B. En todo lo que va á seguir, las figuras 

abrazan el espacio con todas sus tres dimensiones. Las líneas 
puntuadas pasan por la espalda de los planos.

De los glanos y de las líneas restas,

191. Ya que Ia línea recta se aplica exactamente ai 
plano en todos sentidos (§. 2), es bien claro que en te
niendo una recta dos de sus puntos en un plano, debe 
hallarse en él toda entera , sin lo cual se podrían tirar 
por dos puntos muchas líneas rectas; la una que estaría ti
rada en el plano mismo por los puntos dados, y las otras, 
que tendrían prolongaciones fuera del plano; lo cual no 
puede acordarse con la idea que tenemos formada de la 
línea recta.

192. La intersección de dos planos es una línea rec
ta, según resulta de las definiciones del §. i ; y bien se 
concibe que si por dos puntos de la intersección se tira 
una recta , deberá hallarse á un mismo tiempo en el uno 
y en el otro plano (§. freeed.^i y de consiguiente no po
drá menos de ser su mutua intersección.

Fig. 106. 193. Por una misma línea recta AB , fig. 1 06, se
puede hacer pasar una infinidad de planos diferentesCD>
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EF, GH &c. Para convencerse de ello, basla observar 
que à un piano se le puede en todo caso suponer giran
do al rededor de una línea recta tirada por dos de sus pun
tos, y tomando por este medio un infinito número de di
ferentes posiciones, sin que los puntos de la recta varíen 
de lugar; mas no por eso se deja de ver que este plano 
permanecerá inmoble siempre que se fije fuera de la recta 
un punto, por el cual deba necesariamente pasar. De lo 
cual resulta que se halla determinada la situación de un 
plano cuando se conozcan y no se hallen en una misma 
recta tres de los puntos donde haya de pasar, asi como 
está determinada la posición de una recta luego que te
nemos conocimiento de dos de sus puntos.

Se puede igualmente demostrar esto mismo hacien
do ver que dos planos que tengan tres puntos comunes 
A,B,C,fig. ¡07, se confunden en toda su extensión; Fíg. 107 
y para convencerse de ello basta observar que si por un 
punto cualquiera E, tomado en uno de estos planos, se 
tira una recta EF que encuentre á dos de las tres rectas 
AB, AC y BC que juntan á cada dos de los tres pun
tos comunes, y que por esta razón se hallan á un mismo 
tiempo en dos de los planos (§. 191), esta recta será 
Igualmente común á los mismos planos, por tener en ellos 
los dos puntos e y f^ en que cortan á la AB y á la BC.

Ï94- Están por consiguiente en un mismo plano dos 
rectas que se cortan; porque haciendo pasar un plano por 
una de ellas, por la AB por ejemplo, y por un punto 
C, tomado sobre BC; teniendo esta última dos de sus 
puntos B y C sobre el plano, habrá de hallarse en el 
mismo toda entera 191.)

De esto se infiere que juntando dos á dos, por me- 
<lio de rectas, tres puntos tomados de cualquier modo en
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el espacio, el triángulo que resulte ABC, habrá de ha
llarse todo entero en un mismo plano.

No acontece lo mismo con cuatro puntos tornados 
por casualidad, pues el plano que pasa por tres de ellos 
no siempre pasa por el cuarto ; y como no se halla en un 
mismo plano el cuadrilátero que en tal caso resulta, se 
le conoce bajo el nombre de cuadrilátero oblicuo,

195. Las paralelas, en consecuencia.de su definición, 
han de estar siempre ea un mismo plano; pero es necesa
rio tener muy presente que en el espacio dos rectas pue
den ser perpendiculares á una tercera sin ser entre sí pa
ralelas ni encontrarse; porque pueden tirarse por un solo 
punto tantas perpendiculares á una misma recta, cuantos 
planos se pueden hacer pasar por la indicada recta, es 

Fig. 106. decir , una infinidad. Las rectas AC, AE, ÁG, fig. 106, 
pueden todas ser perpendiculares a la AB, la primera en 
el plano CD, la segunda en el plano EF, y la tercera 
en el plano GH. Si sucediere lo mismo á las líneas BD, 
BF y BH, serán entre sí paralelas las rectas BD y AC, 
como que son juntamente perpendiculares á la misma 
recta AB en el plano CD; pero estas mismas rectas no 
serán paralelas á ninguna de las demas,

TEOREMA.

Fig. 108, 196. Una recta CD, fig. 108, levantada fuera 
de un plano AB , perpendicularmente d otras dos DE, 
DF tiradas por su pie en el mismo plano , es Perpiñá 
dicular d todas las que sepueden tirar por aquel punto 
en el mismo plano.

Demostración. Sea DG una recta tirada por el pun
to D, de cualquier manera en el plano AB; y ademas es 
necesario tirar una recta EF que corte á la DG; ptoion-
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guese por debajo del plano AB la CD en una cantidad 
vD=CDî y tírense por último las rectas CE, CG, 
CF, C^E, C^G y C^F. Y pues que la CD es perpen
dicular sobre la DE y la DF, estas lo habrán de ser so
bre C^D (§. 13); las oblicuas CE y C^E, CF y C^F 
serán iguales como que distan igualmente del pie D de la 
perpendicular (§. 27); y por otra parre, siendo común el 
lado EF á los triángulos CEF y C^EF, tendrán respec
tivamente iguales entre si todos sus lados, y serán por 
consiguiente totalmente iguales (§. 29): serán, pues, 
iguales los ángulos CEF y C/EF. Lo mismo puede de
cirse de los triángulos CEG y C^EG, en los cuales se ha
llan comprendidos los tales ángulos entre un lado común 
EG y otros dos lados respectivamente iguales entre sí CE 
y C^E (§. 16). A lo cual es consiguiente que los lados 
CG y C^G sean iguales; y como que distan igualmente 
del punto D, resulta de esto que la recta DG es perpen
dicular sobre CD (§. 27), y que reciprocamente lo es 
la CD sobre la DG*.

197. Observadon. Cayendo la recta CD de modo 
que forme ángulo recto con cada una de todas las que se 
pueden tirar por su pie en el mismo plano, y no incli
nándose de consiguiente hacia lado alguno de él, se dice 
con propiedad que le es j^ffr^endicular.

TEOREMA.

19^' d"?' tres restas ED, FD y GD, fig. 109, fue- Fig. 109, 
ren perpendieulares á otra misma recta CD en un mis-

Ésla demostración, del mismo género que la de Euclides, pero 
mas sencilla, me ha sido comunicada por M. Cauchy, geómetra jóven 
muy distinguido.
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mo jjunto D, iodas las tres habrán de hallarse en un 
mismo flano jferfendúular á esta última.

Demostraeion. No siendo esto así, podríamos hacer 
pasar por dos rectas ED y ED un plano AB , al cual 
sería perpendicular la CD, y que cortaría el plano GDC 
tirado por la GD y la CD en una recta G^D, que tam
bien sería perpendicular á la CD (§. 196), y entonces 
tendríamos sobre una misma recta CD en el mismo pun
to D y en un mismo plano dos perpendiculares GD y 
G^D : lo cual es imposible (§. 32).

TEOREMA.

199. Por un f^unto escogido fuera de un plano, ó 
que se halle en el mismo plano, no se puede tirar mas que 
una sola perpendicular al indicado plano, así como por 
el mismo punto de una recta no puede pasar mas de un 
solo plano perpendicular d ella.

Demostración. El primer caso de la proposición es 
casi evidente por sí mismo, pues si por el punto C, figu- 

Fig. 108. ra 108, pudiéramos bajar sobre el plano AB otra perpen
dicular distinta de la CD, por ejemplo CG, sería tambien 
perpendicular esta recta sobre la GD, y el triángulo 
CGD vendría á tener á un mismo tiempo dos ángulos 
rectos; lo cual es, como bien se ve, una consecuencia 
absurda (§. 52).

En el segundo caso, si por la segunda perpendicular 
Fig. 109. C^Dj, fig. 109, y por la primera CD se hiciera pasar 

un plano, sería indispensable que las dos rectas CD y 
C’D fuesen á un mismo tiempo perpendiculares á la rec
ta DE, en la cual encontraría él al plano ABj lo cual es 
asimismo otro absurdo. Se ve, pues, que es verdadera la 
proposición en sus dos primeras partes.
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Por lo que respecta á la tercera, si por el punto D 

se pudiera tirar perpendicularmente á la CD otro plano 
distinto del AB, y que se tirase por aquel punto en el 
primero una recta cualquiera GD, encontrando en tal 
caso el plano GDC, tirado por esta recta y por la per
pendicular CD ai plano AB en una recta G'D diferente 
de la GD, vendría á seguirse que dos rectas G^D y GD 
comprendidas en el mismo plano que la CD, serian per
pendiculares en el mismo punto de esta recta, lo cual es 
absurdo (^§. 32).

teorema.

j°°* ^^^ ohiieuas ^uí igualmente ¿¿isían ¿¿e ¡a per- 
p^Mieular á un j^/ano, son entre sí iguales j ¿as ^ue was 
se apartan tie eUa son las mas largas ¡y laperpentHeular 
es la mas sarta ele cuantas restas se pueden tirar desde 
un punto dado d un plano.

Demostrasion. Siendo CD la perpendicular, fíg. iio,Fi 
'• todos los puntos situados en la circunferencia del 
?„ ®.^^' "^^^^"’^^ ^^^’^^ ^^ P“«fo ^ ^^^0 <íe centro,se 
naJJan igualmente distantes del punto C; pues que sien
do^ rectos los ángulos en D, habrán de ser iguales los 
tnangu^s CD£ y CDF, como que tienen común el 
Jado CD, y entre sí iguales los lados D£ y DFj es por 
consiguiente CE=CF.

2' Si se junta con el centro D el punto G exterior 
a circulo, la recta GC, situada en el mismo plano que 
as rectas CF y CD, será mas larga que la CE (§. 27).

3’ Ea línea CD, que sin la menor duda es mas 
^orta que la CF, habrá forzosamente de ser mas corta 
que todas cuantas se puedan tirar desde el punto C sobre 
01 plano AB.

. 110.
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201. Ob^^fViicionfs. Hallandose cada punto de la 

recta CD igualmente distante de todos los de la circun
ferencia EF, se puede hacer uso de él en la descripción 
de esta circunferencia, cual si fuese el centro D,

Valiéndonos de este medio, podríamos bajar desde un 
punto exterior una perpendicular á un plano. Para ello 
describiríamos en primer lugar desde el punto C sobre 
el plano AB un círculo, cuyo centro D buscaríamosi y 
juntándolo con el punto C, tendremos la recta CD per
pendicular al piano AB.

Siendo la perpendicular CD la línea mas corta que 
se puede tirar desde el punto C al plano AB, se nos 
presenta en ella la medida natural de la distancia del In
dicado punto C al mencionado plano.

teorema.

202. Si desde un funto C de la reeta CG ohlieua 
Fig. 111.^1 plano k3, (i^, 111, se bajare sobre este flaw la per- 

pendieular CD, y se juntaren por medio de una reeta los 
puntos G j D, Ai reeta EF tirada en el plano AB 
perpendieularmente d la GD, será tambien perpendieu 
lar d la CG.

Demostración. Después de haber tomado GE=GF, 
y de haber tirado en el plano AB las rectas ED y ED, 
tendremos ED=FD (§. 27). Tirando en seguida las 
oblicuas CE y CF , habrán estas de ser entre sí iguales 
por hallarse á igual distancia de la perpendicular (§. 200)» 
mas considerándolas con respecto a la CG en el plano 
ECF, hallaremos que distan igualmente del pie G de la 
recta CG, la cual será por consiguiente perpendicular a 

la EF (§. 30).
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TEOREMA.

203. Una reeta DE , fig. 112, situada fuera de Fig. 112. 
un flano AB y faraieia á otra eual^uiera AC tirada en 
el mismo flano, no lo encontrará jamás ^ jjor mas prolon
gada ijue la supongamos, j habrá de ser al mismo tiempo 
paralela á toda reeta BF, tirada en el plano AB parale- 
lameníe á la AC.

Demostración. I.** Hallándose la recta DE con la 
recta AC en un mismo plano AD, no podría encontrar 
al plano AB, sino en su intersección con el anterior; es 
decir, sobre AC; mas no pudiendo DE encontrar á la 
AC, por suposición, tampoco podrá encontrar al pla
no AB.

2? Si por la recta DE y por uno de los puntos B de la 
recta BF, paralela por suposición á la AC en el plano AB, 
se tira el plano D/", la recta Byhabrá necesariamente de sel- 
paralela á la DE, pues que se acaba de hacer ver que la DE 
no puede encontrar al plano AB, en el cual se halla tam
bién contenida la ^; y con arreglo á lo que precede, no 
pudiendo la recta AC, paralela á la DE, encontrar tam
poco al plano D/* en que se halla contenida esta última, 
le habrá de suceder lo mismo con respecto á la recta By, 
la cual se halla allí tambien. No encontrándose, pues, en 
ningún punto las rectas AC y B/"que se hallan conteni
das en un mismo plano, habrán de ser entre sí paralelas; 
y como por el punto B no es posible tirar mas de una so
la paralela á la AC (§. 40), es consiguiente que By se 
confunda con BF, ó que la DE sea paralela á la BF; lo 
cual viene á ser la segunda parte de la propcsicion.

204. Corolario. Por lo dicho se ve claramente que
TOMO III. 15
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como sean dos rectas DE y BF paralelas á una misma ter
cera AC, habrán de ser paralelas entre sí; porque si ima
ginamos un plano AB que pase por la recta BF y por la 
recta AC, la recta DF deberá satisfacer á las condiciones 
de la propuesta del teorema anterior^

TEOREMA.

ao$. Los ángulos BCD y EAF, ^ue tienen los ia’ 
dos _paralelos y la abertura dirigida kdeia una niisma 
/arte, son entre st iguales, auni^ue se hallen situados 
en distintos /Ianos.

Demostración. Si por los lados paralelos CD y AE, 
CB y AF se hacen pasar dos planos AD y AB ; que se 
tome CD=AE; CB=AF ; y que ademas se tiren las 
DF, BF, DB y EF, las figuras ACDE y ACBF serán 
paralelogramos 0. 76); los lados ED y FB serán por 
consiguiente iguales á la AC, paralelos entre sí (§. /rec.^ 
y formarán un paralelogramo, en el cual tendremos DB 
==EF. Teniendo los triángulos DCB y AEF los tres la
dos del uno respectivamente iguales á los tres del otro, 
cada uno al suyo, habrán de ser por consiguiente total
mente iguales los triángulos, y por tanto BCD=EAF.

TEOHEMA.

ao6. Sien cada uno de los dos /Ianos ABy AD^^ 
tiran /or un /unto cualquiera H de su común sección AC 
las rectas IH y HG, res/ectivamente/er/endiculares á 
la indicada común sección» y con tal que el ángulo IHG 
que ellas J^orman entre sí, sea igual al ángulo ihg 
formado /or las rectas íh y hg, tiradas de la misma 
misera en los /Ianos ab _y ad, con respecto á la comu»
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sicezon ac ¿ie estos , se /?o¿irá}í hacer eoinetíitr tos dos j^ri- 
meros fhnos con ¡os dos í'dtzmos.

Demostración. Si se aplica el plano ah sobre el AB 
de modo que í?f caiga sobre AC, y que el punto h se ha
de sobre el punto H, la recta hg coincidirá necesariamen
te con la HG por ser rectos les dos ángulos ahg y AHG. 
Ademas, las rectas IH y HG, perpendiculares á la AH, 
determinan un plano GHí perpendicular á la misma recta 
(§* ^98)5 las rectas ih y //¿-determinan igualmente otro 
planoghi, perpendicular á Ia ah. Mas cuando la ah se ha
ya confundido con la AH, los planos GHI y ghi deben 
confundirse tambien ; sin lo cual sería posible tirar por eí 
mismo punto H dos planos perpendiculares á la misma 
recta (§. 199}; y siendo por suposición entre sí iguales 
los ángulos GHI y ghi, es consiguiente que coincidiendo 
hg con HG, coincida tambien f/z con IH; de lo cual re
sulta que los planos ad y AD coincidan asimismo, pues 
que las dos rectas ah é ih situadas en el primero se con
funden con las otras dos rectas AH é IH, colocadas en el 
segundo (§. 194).

2oy. Corolario i'^ De esto se sigue que el espacio 
comprendido entre dos planos AB y AD que se cortan, 
considerado entre estos limites, puede, sin embargo de ha
llarse indefinido en todos los demas sentidos, compararse 
a cualquiera otro espacio terminado de la misma manera. 
Este espacio , que es con respecto á los planos lo que el 
ángulo primitivo es con respecto á las rectas (§. 7), vie- 
ue a constituir el ángulo de los mismos glanos, y mide su 
inclinación.

Eo llamaré de aquí adelante ángulo diedro, querien
do decir con esto^ ángulo de dos caras-, y lo designaré 
por cuatro letras, de las cuales Ias dos del medio nos in-
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dicarán la común sección de los planos, ó la arista del án
gulo diedro*.  El ángulo formado por los planos AB y AE, 

Fig*  113*  fig*  ^^3j *iue  se encuentran a lo largo de la línea AG, 
viene á ser el ángulo diedro BGAE, ó DHGC.

* Se le da ordinariamente el nombre de angula plano] pero esla 
denominación es muy viciosa, porque no nos presenta del ángulo otra 
idea que la de estar contenido en un plano, y por consiguiente la de 
cualquier ángulo formado por dos rectas. La palabra diedro es corn 
puesta de otras dos griegas, de las cuales la primera significa dos y la 
segunda cara ó base.

Ademas de lo dicho se sigue dei §. precedente que 
el ángulo CHD, formado por las rectas HD y HC, ti
radas perpendicularmente á la común sección AG de los 
planos AB y AE , es la medida natural del ángulo diedro 
que ellos comprenden entre sí; pues que es bien visible 
que si hacemos girar al plano AC al rededor de la lecta 
AG, común sección de los dos planos propuestos, ó aris
ta del ángulo diedro, la recta HC, que coincidirá con 
HD, cuando el plano AC se halle exactamente aplicado 
sobre AB, describirá en este movimiento un plano perpen
dicular á AG (5. 198), y vendrá á colocarse en HF en 
la prolongación de HD, cuando el plano AC se halle en 
el de AB; de suerte que el ángulo CHD tiene su prin
cipio, aumento y conclusion, juntamente con el de los 
planos. Por otra parte, si comparamos el ángulo de los 
dos planos ab y.ae con el de los otros dos planos AB y 
AE, hallaremos que la razón de estos ángulos diedros es 
la misma que la razón de los ángulos shd y CHD. Con 
efecto, cuando estos ángulos son comensurables entre si; 
que se les divida en partes que son alícuotas del uno y 
del otro, por medio de las rectas hd', HD , HD ; y que 
se tire por la común sección ¿í^" y por hd' el plano adi 
y por la común sección AG y por HD', HD ', los planos
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ADj AD^^j se formarán por una parte de ángulos die
dros dhgd', d'hgc, y por la otra los ángulos diedros 
DHGD, D^HGD^\ D'^HGC, que serán todos iguales
(§. 206); y el ángulo diedro dhgc será al ángulo diedro 
DHGC como el numero de partes contenidas en el ángu
lo chd es al numero de partes contenidas en el ángulo 
CHD.

Si los ángulos diedros bgac y BGAC no fuesen co- 
mensurables entre sí, nos valdríamos de un razonamiento' 
absolutamente semejante al del §. 109, y nos haría ver 
que su razón no podia ser menor ni mayor que la razón de 
los ángulos chd y CHD. Resulta, pues, de esto que el 
ángulo áieáro tiene for medida al ángulo j^lano, formado 
for dos rectas tiradas cada cual en cada una de las caras 
ó fachadas ferj^endicularmente á su común sección, y por 
un mismo funto de la tal recta.

Bien se ve que los ángulos diedros gozarán de las mis
mas propiedades que los ángulos planos que los miden: los 
ángulos diedros LGHI y BGHC, por ejemplo, opuestos^ 
por la arista GH, son entre sí iguales por tener como me
didas á los ángulos planos IHF y CHD, opuestos por el 
vertice.

208. Corolario 2.® Un plano CD tirado por la 11' 
nea FG perpendicular al plano ÁB, fíg. 114, no sein-Fig. 114 
dina hácia lado alguno de este último, al cual es por con
siguiente yreryendicular •, pues si en el plano AB se tira 
perpendicularmente á la CE la recta FK, prolongándola 
hasta K', siendo rectos los ángulos GFK y GFK^ (§. J 9^)^ 
se infiere del párrafo precedente que los ángulos diedros 
BECD y ACED, formados por el plano CD sobre las 
dos partes AE y CB del plano AB, como rectos que son, 
han de ser forzosamente entre sí iguales.
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Bien claro se ve que por la recta CE, tomada en el 
plano AB, no puede levantarse perpendicularmente sobre 
este plano sino el único plano CD.

TEOREM/U

209. Sí ^or un funío cuiílquiera df ¡a común ícecion 
CE de ¡os j}¡anos AB y CD ^ue sc encuentran en án^ 
¿u¡o recio, se ¡evania ferpendieularmente alj^rimero una 
recta FG, se hallará com^^renáiáa esta recta en el se- 
^unáo.

Demostración. Con efecto, si no se hallase en él, se 
podiia todavía tirar por la tal línea y por la CE un se
gundo plano perpendicular á AB ; lo que es absurdo 
(§. j^receá.y

Por otra parte la recta FG es perpendicular sobre la 
común sección (§. Î96).

2í 0. Corolario. De aquí se sigue que la intersección 
GH, fíg. 11 5 , de dos planos CD y EF, perpendicula
res á otro tercero AB, es perpendicular á este último; 
porque debiendo, por el párrafo precedente, la perpen
dicular levantada por el punto O del plano AB hallarse 
á un mismo tiempo en el plano CD y en el plano EF, 
no puede menos de ser su común sección OH.

TEOREMA.

211, l,a recta FG, fig. 114, tirada ^erjjenáicu- 
larmente á la CE en el j^lano CD ^ue encuentra al AB 
en ángulo recto, es ferj^endicular á este último jylano.

Demostración. Si por el punto F se tira en el plano 
AB Ia recta FK perpendicular á la CE, el ángulo GFK
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será forzosamente recto^ pues que el plano CD es, por 
suposición, perpendicular sobre AB (§. 208). Y hallán
dose á un mismo tiempo la línea GF perpendicular á las 
dos rectas CE y FK, tiradas en el plano AB, deberá tam
bien ser perpendicular á este mismo plano (§. IQ^)*

TEOREMA.

212. Dos recias FG y HI, ferfeníHeulares a un 
mismo fulano, son entre si paralelas í y reeifrocamente, si 
la recta FG es j^er^endicular al ^lano AB, siendo al mis
mo tiempo HI paralela d la FG, deberá tambien ser ¡a 
"íiilperpendicular al plano AB.

Demostración. Si por medio de la recta CE se juntan 
los puntos F y H, y por la misma línea y la FG se tira 
el plano CD, que será perpendicular á AB, él compren
derá á Ia recta HI, pues que esta es tambien perpendicu
lar á AB (§. 209); y hallándose entonces esta última en 
el mismo plano que FG y perpendicular á la misma recta 
CE, habrá de ser paralela á la FG (§. 39)«

Reciprocamente, si las líneas FG y HI son entre si 
paralelas, el plano CD que las contenga será perpen
dicular sobre AB, siempre que una de ellas, FG por ejem
plo, sea perpendicular sobre este último; y como en vir
tud del paralelismo, vendrá la otra recta HI á resultar 
perpendicular sobre CE lo mismo que FE , deberá ser 
perpendicular al plano AB en consecuencia de lo expues- 
^® ( §• P^'ited.').

TEOREMA.

213. Dos planos perpendiculares á una misma rec
ta GH, fíg, 116, no pueden jamás encontrarse. Fig. 116,
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Demostración. Sí efectivamente se encontrasen, y se 
juntase uno de los puntos de su común sección, la cual 
suponemos sea EF, con los puntos G y H, en donde la 
perpendicular GH los encuentra, las rectas HF y GF, 
que saliendo de un mismo punto formarían un triángulo 
con la GH, se hallarían necesariamente en el mismo pla
no que esta última; y pues que ellas la deberían encon- 
tmr en ánguios rectos (§. 196), se seguiría que desde un 
mismo punto se podrían bajar á un mismo plano dos per
pendiculares sobre una sola recta ; lo cual es un absurdo

214. No pudiéndose jamás encontrar dos planos per
pendiculares á una misma recta, habrán de ser paralelos 
entre sí.

TEOREMA.

215. Siempre ^ue dos planos paralelos AB y CD, 
Fig- 117- fig. 117, esfen cortados por un tercero FH, las inters 

secciones EF p GH habrán de ser entre sí paralelas.
Demostración. Bien claro se ve que las rectas EF y 

GH, comprendidas en el mismo plano FH, no podrán 
jamás encontrarse por mas que se las prolongue , á no ser 
que igualmente se encuentren los planos AB y CD que 
respectivamente las contienen; lo cual es absolutamente 
imposible, pues que son paralelos.

216. Corolario. De esto se síguet 1? que dos pla
nos paralelos tienen comunes sus perpendiculares.

2? Que son entre sí iguales estas perpendiculares, y 
de consiguiente es una misma la distancia de dos planos 
paralelos en todos sus puntos,

í^^g* 118* Con efecto, si se levanta sobre el plano AB, fíg. 118» 
la perpendicular GH, y por su pie se tiran las rectas GL
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y GI, los planos LGH é IGK cortarán à los AB y CD 
en las direcciones de las rectas MH y HK, paralelas a las 
rectas GL y GI, y de consiguiente perpendiculares como 
estas Últimas á la GH. Es, pues, GH (§. 196) perpen
dicular ai plano CD ai mismo tiempo que al plano AB.

En segundo lugar, si se levanta por otra parte sobre 
el plano AB la perpendicular RS, y concebimos el plano 
GRSj la figura GHSR sera un paralelogramo recrángu- 
^0 (§• 215), y nos dará por consiguiente GH=RS.

TEOREMA.

217. Sí dos rsefas que eníre sise corían^ fueren res- 
fectívatneníe paralelas á otras gue también se corten en
tre sí, el j^lano determinado por las dos primeras sera 
paralelo al ^ue determinen las dos segundas.

Demostración. Con efecto, si Ias rectas HM v HK 
son paralelas á las rectas AP y AN, y se baja desde el pun
te H perpendicularmente al plano AB la recta GH, será 
perpendicular esta sobre cada una de las rectas GL y GI, 
tiradas en este plano paralelamente á las rectas HM y HK Fíg. 118. 
(Í 2°4): será, pues, Ia línea GH perpendicular tambien 
sobre estas últimas, y por consiguiente sobre el plano CD, 
determinado por ellas (§. 196). Siendo, pues, en tal 
caso perpendiculares á la misma recta GH los planos AB 
y CD, habrán de ser entre sí paraleles (§. 214).

218. Corolario. De esto se sigue que por dos rec
tas HQ y GI, fig. 119, que no cortándose ni siendo pa- Fig. 119 
faldas entre sí no pueden estar comprendidas en un mis- 
too plano, se puede en todo caso hacer pasar dos planos 
paralelos, cuya mínima distancia nos dé la de las dos rec
tas propuestas.
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Efectivamente, si por un punto cualquiera T de la 
recta HQ se tira una recta TD paralela á la GI, y por 
un punto cualquiera T de la recta GI, una recta RO 
paralela á la HQ; las rectas HQ y TD, respectivamen- 
te paralelas á las rectas RO y GI, determinarán un pla
no paralelo ai que pase por estas últimas.

Por lo cual es bien visible que las rectas HQ y GI 
no pueden aproximarse mas entre sí que estos mismos 
planos.

219. Observación. Si por un punto cualquiera R 
de la recta GI se tira una perpendicular RS sobre el pla
no CD ; el plano GS, que pasa por SR y por GI, será 
á un mismo tiempo perpendicular sobre CD y sobre AB 
(§. 2 16), y encontrará al primero en la dirección delà 
recta HK paralela á GI (§. 215), y el cual cortará ála 
recta HQ en el punto H, en donde mas se aproxima esta 
á la GI; porque si desde el punto H se baja sobre GI la 
perpendicular HG, será esta perpendicular al plano AB 
(§, 2 11), y por lo mismo lo será tambien al plano CD 
(§. 216); y de consiguiente medirá la mas corta distan
cia de los planos y de las rectas.

Conviene observar bien que esta recta es á un mis
mo tiempo perpendicular á las dos rectas propuestas HQ 
y GI (§. 196).

TEOREMA.

, 220. Dos recias GH é IK, compreníHcias entre dos 
j?lanos paralelos AB y EF, fig. 120, son en todo caso 
cortadas en partes proporcionales por un tercer plí^^^ 
CD, paralelo á los dos primeros.

Demostración. Para ponerlo de manifiesto juntaremos 
primeramente los puntos H é I por una recta HI; y ®”

MCD 2022-L5



D£ GEOMETRIA. 187
seguida tiraremos sobre el plano CD por ¡os puntos L, 
M,N, en que las rectas GH, HI é IK le encuentran, 
las rectas LM y MN, á las cuales podremos considerar 
como Ias intersecciones del plano CD con los planos trian
gulares GHI y HIK; y que serán por consiguiente pa
ralelos á las rectas GI y HK, en Ias que GHI encuen
tra á ÁB,y HIK encuentra á EF (§. 215). Teniendo, 
pues, el triángulo GHI dos de sus lados, GH y HI, 
cortados por la línea LM paralela á GI, nos dará:

HL : LG : ; HxM ; MI;
HL : HG :: HM : HI;

y siendo paralela la MN á la HK, el triángulo HIK nos 
dará: HM ; MI ;: KN : NI;

HM : HI :: KN : Kí;
de donde se concluirá, en conformidad con la propuesta, 

HL ; LG ;; KN ; NI;
HL : HG :: KN : KL

221. Siempre que muchos planos ASB, BSC, CSD, 
I^SE, ESF, FSG, GSA, fig. 121, pasando por un mis- Fig. 121* 
mo punto S se encuentran dos á dos, el espacio que en
ite si comprenden, indefinido en el sentido opuesto al pun
ió S, se llama ordinariamente ángulo s6Háo; mas yo he 
creído deber llamarle ángulo golieáro ó ángulo de muchas 
caras, por la misma razón que he tenido para imponer el 
iíombre de ángitlo áüáro ó ángulo de dos caras al que 
forman dos planos entre sí *. Esta nomenclatura ofrece por 
otra parte la ventaja de distinguir á los ángulos de este 
genero por el número de sus caras ó fachadas. El ángu-

de I r^^^ ®^elaiile se verán razones bastante fuertes para desterrar 
entr^ ^^^“^tria la palabra sólido, cuya significación mas conocida 
nfr-k “®5®**^ corresponde á una idea muy diferente de la que se la 
“imbuye en Geometría. ^
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í 22. lo de á tres caras SABC, fig. 122, tendrá el nombre de 
ángulo triedro i un ángulo que tenga cuatro caras será 
un dn^uh tetraedro i ei ángulo SABCDEFG de la figu- 

121. ra 121 vendrá á ser un ángulo ej^taedro.
El punto S en que se encuentran todas las caras ó 

fachadas del ángulo viene á ser un 'oértdei y sus inter
secciones sucesivas SA, SB, SC, SD, SE &c. son las 
aristas del ángulo. Lo que constituye al ángulo polie
dro y lo distingue de cualquiera otro ángulo compuesto 
del mismo número de caras, son los ángulos planos ASB, 
BSC, CSD &c, formados por sus aristas consecutivas, y 
las inclinaciones respectivas de las caras, o los ángulos 
diedros que estos forman entre sí. Hay , pues, en un án
gulo triedro seis cosas que considerar, a saber: tres án
gulos planos y tres ángulos diedros.

TEOREMA.

222. La suma de dos cualesquiera de los ángubs 
j^lanos que eom/onen un ángulo triedro, es en todo caso 
mayor que el tercero.

Demostración. Si los ángulos planos ASB, ASC, 
12 2. BSC, fig. 12 2, fuesen iguales entre sí, la proposición se

ría evidente por sí misma. Para en el caso contrario, sea 
el ASB el mayor de los tres, y tírese en él la recta SD 
de modo que el ángulo ASD sea igual al ASCi tomese 
SD=SC, y tírense las rectas ABD, AC, BC. Los dos 
triángulos ASC y ASD habrán de ser entre sí iguales, 
pues que los ángulos ASC y ASD, iguales por construe 
cion, se hallarán comprendidos entre lados respectivamen 
te iguales; tendremos, pues, AC=AD; pero AC-r-B > 
AB (§. 1:,); ó AC-HBC>AD-hBD; quitando, pues,
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de lina y otra parte las líneas iguales AC y AD, habrá 
de resultar BC>BD. Ahora bien, teniendo los triángu
los BSC y BSD los lados SC y SD entre sí iguales, y 
común el lado SB , el ángulo BSC, opuesto al lado BC 
mayor que el BD, habrá forzosamente de ser mayor que 
el ángulo BSD opuesto á este último (§. 19); por cuyo 
medio se evidencia que ASC-fBSC=ASDh-BSC y que 
mayor que ASD-+-BSD, ó que ASB.

TEOREMA.

223. Siempre que dos ángulos triedros SABC, 
S'A'B'C\ fig, 123, estén formados de tres ángulos pia-Fi^. 123. 
nos respectivamente iguales entre sí, cada uno al supo, 
habrán de ser iguales los ángulos diedros comprendidos

anos iguales^ es áecir : las caras 6 entre los ángulos pl
fachadas semejantes se hallarán igualmente inclinadas 
entre sí en cada uno de los ángulos triedros propuestos.

Demostración. Sea ASB=AS^B'; ASC=A^S^C^;
BSC=:B^S^C^; y si sobre las aristas ES y BS\ por cuyo 
medio se juntan ángulos planos iguales, se toma BS=B'S^í 
y por los puntos B y B^ se conciben planos ABC, A^B^C^ 
perpendiculares á estas aristas; siendo rectángulos en B 
los triángulos BSC, ASB, asi como lo son en B^ los trián
gulos B^S^C^, A^S^B\ serán iguales á estos últimos á causa 
de la igualdad de los lados BS y B^S^; de la de los ángu
los BSC y BSV, y de la de los ASB y ÁS'B' (§. 18). 
rendremos, pues; SC = S^C^; SA = S^A^; B'. =R^C^; 
AB=A'B;

Mas siendo ASC=A^St\ serán iguales los triángu
los AS(} y A^SY/ (§. 16), y per consiguiente darán 
AC=:At\ Por último, siendo iguales los tres lados de
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los triángulos ÁBC y A'B'C'Jos ángulos ABC y A'BV, 
que miden los ángulos diedros formados por los planos 
BSC y ASB, BS^C' y A^S'B^ (^§. 206^, habrán de ser 
iguales, según lo anuncia la propuesta del teorema.

Suponiendo esta construcción que el plano ABC en
cuentre á un mismo tiempo las aristas SA y SC, no po
drá verificarse cuando los ángulos ASB y BSC no sean 
entrambos agudos j mas en el caso de que alguno de ellos, 
ó que entrambos á dos sean obtusos, se prolongaría mas 
allá del punto S la una de las aristas SA, SB, ó á entram
bas. Estas prolongaciones producirían un nuevo ángulo 
triedro, en el cual el ángulo diedro formado sobre la 
arista SB, sería ó el suplemento de CSBA, ó la conti
nuación de este ángulo (§. 207). La misma construc
ción causaría una variación análoga sobre el ángulo trie
dro S^A^B'CÍ

Cuando las dos aristas AS y SC sean perpendicula
res á SB, serán paralelas al plano ABC; mas en tal caso 
su ángulo ASC mide la inclinación de los planosSBAy 
SBC. Lo mismo se observa en el segundo ángulo triedro; 
y resulta evidente por sí misma la proposición.

Si uno solo de los ángulos ASB, BSC fuere recto, el 
^*g* 24. primero por ejemplo, fig. i 24, habiendo prolongado Ias 

aristas SA y SB en caso necesario, á fin de que sean agu
dos los ángulos ASC y BSC, se tirarán desde un punto 
cualquiera de la arista SC los planos CAD y CBD per
pendiculares, el uno sobre SA, y el otro sobre SB: BSA 
les será perpendicular Ç^. 208^; y ellos se cortarán por 
consiguiente según la dirección de una recta CD perpen
dicular á este plano (5. 210), Tomando ahora S^(/=SC, 
y haciendo la misma construcción sobre el ángulo triedro 
SA BC, serán respectivamente iguales los triángulos
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SAC y S*A'C\ SBC y S^B'C', por tener iguales dos án
gulos y un lado. Será, pues: AC = A'C^, BC—BVi 
AS=A S; BS=B'S' : las dos últimas igualdades estable
cen la de los rectángulos ASBD y A'S'B^D^: es por tanto 
BDrzB'D'; y en tal caso, teniendo los triángulos CBD, 
C'B'D', rectángulos en D y D', dos lados del uno respec
tivamente iguales á dos del otro, de los cuales es el uno 
la hipotenusa, habrán de ser entre sí iguales (§. 34) : asi 
será CD=C'D', y por consiguiente los ángulos CBD y 
CBD, que miden las inclinaciones de los planos ASB 
y BSC, A'S^B^ y B'S^C^ deberán ser tambien iguales en
tre sí *.

TEOREMA.

224. Dos ángulos trteíiros SABC y S"Á"1^"C^\ 
*^S- ^^3fforma¿Íos for tres ángulos planos iguales j se- Fig. 123. 
mejantemente dispuestos entre sí, son iguales en todas 
sus partes.

Demostración. Con efecto, habiendo hecho coincidír 
las caras iguales ASB y A."3"h" por las aristas AS y A^' S\ 
las caras iguales ASC y lí'’S"C^' que están igualmente 
inclinadas á las anteriores (§. preced.') habrán tambien de 
coincidir; y á causa de la igualdad de los ángulos planos 
ASB, A''S"B", ASC, A"S"C", las aristas SB y S'^B^^ SC 
y S C coincidirán tambien, y por consiguiente las caras 
ó fachadas BSC y B^^S^^C'\ determinadas por estas aristas,

Mr. Veden, profesor en el liceo de Nimes, me ha hecho obser
var que lirando por el vértice S el plano perpendicular á la arista SR, 
se podia lormar una constiuccion aplicable á todos los casos; pero 
siendo mas diiieíl de concebir la figura que la 123, he creído deber 
conservar aquí la demostración de Roberto Simson, que ha sido el 
primero que ha dado este teorema y el siguiente para llenar una la
guna que presentaba el lib. 11 de los Elemenfos de Euclides.
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225. Ohs^rvaeiofi. Es muy importante observar que 

no puede realizarse la coincidencia de los ángulos trie
dros, sino en el caso en que las caras iguales estén seme
jantemente colocadas en ambos j es decir, cuando estando 
los dos situados sobre caras iguales, y teniendo su vértice 
vuelto del mismo lado están abiertos en un mismo senti
do los ángulos diedros, como sucede á los ángulos SABC 
y S”A'^B'^C'\ y no á los ángulos SABC y S^A^B^CÍ En 
este ultimo el ángulo diedro C^B^S^A\ comprendido en
tre los ángulos planos AS^B\ BS^C\ tiene su abertura 
en sentido contrario de la del ángulo diedro CBSA, que 
le es igual, como comprendido entre los ángulos planos 
ASB, BSC, respectivamente iguales á los anteriores; y 
bien se ve que es absolutamente imposible hacer coinci
dir estos dos ángulos triedros.

La igualdad de los triángulos ABC y A^B^C\ sobre 
la cual se funda la de los ángulos diedros formados por án
gulos planos iguales, subsiste siempre, porque si se les 
concibe separados del ángulo triedro, se puede volver el 
plano del segundo para aplicarlo sobre el primero; inver
sion que no es posible efectuar en los ángulos poliedros. 
No se puede, pues, concluir la igualdad de los ángulos 
triedros SABC y S^A'B^C^ sino de la de sus partes cons
tituyentes, y porque no puede haber razón alguna para 
que se diferencien uno de otro, estando, como están, for
mados de los mismos ángulos planos y de los mismos án
gulos diedros.

No resultando la diferencia de estos ángulos, sino de 
una simple trasposición de partes; es decir, de que siendo el 
orden de los ángulos planos del uno ASB, ASC, CSB, el 
de I06 ángulos correspondientes del otro viene á ser A S^B, 
CSB, A'S^C^; me parece que á unos ángulos triedros se
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les podría llamar inmersos de los otros, y decir en con
secuencia que con respecto ai espacio que encierran, í^os 
ángulos tt ie¿¡ros inversos uno sie oíro, son iguales*.

Hay en los ángulos triedros otros muchos casos de 
igualdad; mas el precedente basta para nuestro objeto.

TEOREMA.

226. í.a sumií ¿íe los cingulos jslanos que eoinjjoueft 
un ángulo polieeiro convexo, í'j ^eeir , suyas arisfas sean 
tocias salieníes 6 exismas, sualquiera que ella sea^ ha 
de ser siempre m^nor que la ¿íe euaíro recios.

Demosiraeion. Si se cierra el ángulo poliedro SABC 
DE, fig. 125, por un plano cualquiera, los lados del Fig. 125. 
polígono ABCDE formado por las intersecciones de este 
plano, con cada una de Ias caras del ángulo poliedro pro
puesto, se convertirán estas caras en otros tantos trián
gulos. Considerando ahora con separación al ángulo triedro 
BACS, tenemos que

SBA-f-SBC>ABC ^§. 222^; 
y el ángulo triedro CBDS nos da asimismo

SCB-i-SCD>BCD ;
y asi de los demas: la suma de los ángulos SAB, SBA,

minni?’'!’’ ol^^rvacíon y el desvaneció 
inver^L- I “ Í^®"““^ 7"^' Py«^"l» I» igualdad de los ángulos triedros 
tr,n¿?i ?/ “ ®’ ?® ^^'’^^Olcos considerándolos como cons- 
r, J ' lados de un mismo plano. Con efecto si se volvie- 
cii Í/A«RprÍr?^^®^'''^^^ '' ^” '^^ <^ol«carlo por debajo de SW^'/Q/ 
AW'/m/ ' . coincidir el ángulo plano A^SŒ/ con su igual
lo 1 * ansias correspondientes A^S' y AUSUB/S/ v B'^Sv 
r«L °^ ^".?“!o\ triedros presenlarian por cada lado del niano ‘VS/'B'’ 

■^^'; Eí’g^í’ndre ha dado á esta ingeniosa idea ciertas 
Iie5ío< ^’æ ^Í"’ ^‘^«’“’“^^ H^ sobre la teoría de los po- 
*1 obra” “® P’«o»S/ para cuya inteligencia remitimos á

TOMO ni. 16
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SBC SBD &C. formados sobre los lados AB, BC &c. de 
los triángulos ASB, BSC &c. habrá de ser mayor que la 
de los ángulos internos del polígono ABCDE, y por con
siguiente valdrá mas de dos veces tantos rectos como lados 
tenga el polígono, menos dos, ó como caras tenga el án
gulo poliedro, menos dos (§. 82). Si quitamos esta suma 
de la de todos los triángulos SAB, SBC, SCO &c. com
puesta de tantas veces dos ángulos rectos como caras ten
ga el ángulo poliedro , quedarán forzosamente menos de 
dos veces dos ángulos rectos, ó menos de cuatro ángulos 
rectos para la suma de los ángulos planos ASB, BSC &c. 
formados en el vértice S del ángulo poliedro SABCDh.

De los euer/jos terminados j^or planos,

227. Los cuerpos terminados por planos se llaman 
cuerpos poliedros, ó simplemente poliedros.

No es posible cenar por todas partes espacio alguno 
por un número de planos menor que cuatro. El cuerpo 

Fig. 126. SABC, fig. 126, comprendido entre los cuatro planos 
ASB, ASC, BSC y ABC, se llama tetraedro.

Todo cuerpo que nos presenta por una de sus caras 
á un polígono cualquiera, y en que todas sus demas caras 
son triángulos cuyos vértices se hallan en un mismo pun 

Flg. 127. to, se llama pirámide. El cuerpo SABCDE, fig^i27,es 
una pirámide pentagonal, por ser su base AB 
pentágono; el punto S, vértice común de todos os tn 
gulos, ASB, BSC, CSD, DSE, ESA, es tambien el wr- 
tice, y se llama la cúspide de la pirámide. El .tetraedro 

Fig. 126. SABC de la fig. 126 es asimismo una pirámide tnang - 
lar. Ninguno de los ángulos poliedros de esta tienen mas 
de tres caras; lo cual no se verifica en las demas pirami
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des sîno en los ángulos adyacentes á la base; y por base 
sc puede tomar en el tetraedro la cara ó fachada ^ue se 
quiera.

Los tetraedros son en el espacio lo que los triángulos 
sobre un plano; porque así como se fija en un plano la 
posición de un punto, juntándolo por medio de un trián
gulo con otros dos puntos dados, se fija también la de un 
punto en el espacio, juntándolo con el auxilio de un te
traedro á otros tres puntos dados. Aquí á continuación 
pueden verse las principales propiedades de los tetrae
dros, al mismo tiempo que algunas de las de las pirá
mides , que tienen la mayor analogía con los tetraedros.

TEOREMA.

228. 5/ ¿os ¿¿títulos triedros S j S' de ¿os tetraedros 
SABC, S A B C\ fig. 120, estuviesen esmj^uéstos deFig^- 126, 
triánguios iguales y semejantemente dis/?uestos , estos te
traedros serán entre si igualesi g lo mismo serán, si 
las caras SABj' SAC del uno fueren iguales alas S^A^B^ 
ySAC del otro, reunidas de una misma manera, y 
firmasen entre si el mismo ángulo diedro que estos.

Demostración. Es evidente en primer lugar que ha
ciendo coincidir la cara SAB con la S^A'B',y estando, 
como están, igualmente inclinadas sobre estas las otras ca
ras iguales (J. 223), habrán de coincidír igualmente.

En segundo lugar, coincidiendo la cara SAB con la 
SAB', la cara SAC habrá de coincidir con la S'A'C^ 
cuando el ángulo diedro CSAB sea igual al C'S'A'B'¡ y 
hallándose entonces confundidas las rectas SB y SC con 
Es S B y S C , las caras SBC y S B^C^ habrán tambien 
de coincidir necesariamente.

229. Se da el nombre de poliedros semejantes á
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aquellos cuyas caras son polígonos semejantcSj y cuyos 
planos son en un mismo numero semejantemente dispues
tos é igualmente inclinados los unos con respecto á los 
orros, ó formando ángulos diedros iguales. Ya veremos 
que esta última condición resulta de las demas en lo res
pectivo á los tetraedros y á las pirámides*,

• El ya vitado Mr. Cauchy ha demostrado en el cuaderno 16 
del Diario dc la Escuela polhécnica (pie lo mismo acontecia á todos 
los poliedros convexos, y que esto se había supuesto sin prueba en 
los Elementos de Euclides, y que ademas se había extendido a todos 
los poliedros, sin aquella restricción, cuya necesidad había ya recono
cido Roberto Simson. Vease al mismo tiempo la Geometría de Mr. Le
gendre, novena edición.

TEOREMA.

230. Síenij^re que los iriáugulos que J^orman dos dn^ 
^ulos tfiedfos homólogos de dos tetraedros sean setnejan- 
tes entre sí, y se hallen semejantemente disjouestos, los ta^ 
les tetraedros son entre sí semejantes i y lo serán tambien 
en el easo en que dos caras del uno hagan entre sí el mis
mo ángulo que dos caras del otro, sean ademas semejan
tes á estas, y se hallen reunidas joor lados homologos.

Demostración. 1/ Si los triángulos SAB, SAC, 
Fig. i 26. SBC, fig. i 26 , fueren respectivamente semejantes á los 

triángulos SDE, S'DF, S'EF, y se hallan en la misma 
disposición, tómese en la arista S^D, homóloga en el te
traedro S'DEF á la arista SA del tetraedro SABC , la 
parte S^A^SA, y por el punto A^ tírese el plano A BC 
paralelo á DEF, y se determinará en el tetraedro S DEF 
un tetraedro S'A^B^C^ semejante á S'DEF é igual á SABC.

Con efecto, es bien claro que en virtud del parale
lismo de las rectas A^B^ y DE, A-'Q' y DF, BC^ y EF
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0. ÎCJ), las caras S'A'B' y S'DE, S'A'C' y S'DF, 
S'B'C' y S'EF, situadas dos á dos en el mismo plano, ha
brán de ser semejantes. Por otra parte, los triángulos 
A^BV y D'EF, situados en diferentes planos, y que 
ademas tienen sus lados paralelos, y de consiguiente sus 
ángulos iguales ^§. 205), deberán ser semejantes. Tenien
do. pues, los dos tetraedros S^A'B^C' y S'DEF sus caras 
semejantes, y sus ángulos triedros formados por ángulos 
iguales, tendrán respectivamente rodos sus ángulos die
dros ¡guales (§. 223), y de consiguiente serán necesa
riamente semejantes.

Ahora bien, los triángulos S^A^B^, S^A^C\ equiángu
los por construcción á S^DE y S^DF, y por consiguiente. 
Con arreglo á la hipótesi, á SABy á SAC, serán iguales 
a estos últimos; en vista de que son iguales los dos lados 
homólogos S\A^ y SA 0. 1 8^ : tendremos, pues, de es
te modo S^B^=SB, S^C^=SC, lo cual atraerá Ia igual
dad de los triángulos equiángulos S^B'C* y SB(3, y á 
consecuencia la de los tetraedros S^A^B^C^ y SABC 
(J. 228). Y por último los tetraedros SABC y SDEF, 
el uno igual, y el otro semejante á SÍA^B^C\ son seme
jantes entré sí.

2.® Si los triángulos SAB y SAG son semejantes á 
los triángulos S^DE y S^DF, juntos ademas por los lados 
homólogos á los que reúnen á estos últimos, y siendo 
igual el ángulo diedro CSAB al ángulo diedro FS^DE, 
el tetraedro S^A^B^C^ construido poco antes, será igual 
a SABC (§. 228), como que tiene dos caras S^A^B^ y 
^^^^ á las caras SAB y SAC, y que forman 
entre si el.mismo ángulo diedro que estas últimas : será, 
pues, el tetraedro SABC ademas semejante á S^DEF.
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TEOREMA.

231. Dos firámiJes cualesquiera serán semejaníes, 
siembre que tensan todas sus caras entre sí semejantes y 
semejantemente áisy^uestas,

i'''*g- ^7- Demostración. Sean SABCDE, S^FGHIK, fig. 127 
las dos pirámides propuestas: bien visible es que todos 
sus ángulos diedros hacen parte de los ángulos triedros 
adyacentes á Ias bases ABCDE, FGHIK; mas cuando 
estos son homólogos, como B y G, C y H &c. hallándose 
comprendidos entre caras semejantes y semejantemente 
dispuestos, están formados de ángulos iguales, y por com 
siguiente tienen sus ángulos diedros iguales; y por tanto 
las pirámides reúnen todos los caracteres de la semejanza

232. Corolario i.° Si se cortase la pirámide SFG 
HIK por un plano A'^B^C^D^E\ paralelo á FGHIK, re
sultaría una pirámide S^A^B^C^D^E^ semejante á la pirá
mide entera ; porque es fácil reconocer que todas las caras 
de la una serian semejantes á las de la otra, y todas esta
rían semejantemente dispuestas, pues que los triángulos 
A^B'C\ A'C^D\ A^D^E^ son respectivamente semejantes 
á los triángulos FGH> FHI, FIK5 de lo cual resulta 
que las bases A^B^C^D^E^ y FGHIK sean entre sí seme
jantes.

Con bastante claridad se ve que las pirámides SAB 
C'D^E^ y SABCDE serán iguales, si una de Ias aristas 
S^A* de la primera fuere igual á su correspondiente SA 
en la segunda; porque siendo las caras de entrambas se
mejantes á las de la pirámide S^FGHIK, serán forzosa
mente semejantes entre sí, y habrán de consiguiente de 
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hacerse ¡guales luego que tengan un lado común; así co
mo dos triángulos equiángulos vienen á ser (§. i 8) entre 
sí iguales, cuando ademas tienen un lado del uno igual al 
homólogo del otro. Por otra parte estando formados de 
ángulos planos iguales los ángulos triedros de cada una 
de estas pirámides, habrán de tener sus ángulos diedros 
iguales (§. 223). Por consiguiente, siempre que coinci
dan las bases A'BVD'E' y ABODE, deberán tambien 
coincidir las pirámides S'A^B'C DE y SABODE.

Tirando planos por los vértices S y S' y por las dia
gonales AC, AD, FH y FI, se demostraría asimismo 
con un poco de atención que las pirámides SABCDE; 
S'A^B'C'D'E', y S'FGHIK están compuestas de un mis
mo número de tetraedros semejantes y semejantemente 
dispuestos; y que las pirámides S^A^B^C^D^E' y SABCDE 
lo están de tetraedros iguales: de lo cual se podria tam
bien inferir que estas últimas son iguales.

Conviene observar que la igualdad de estas pirámi
des lleva consigo la de las perpendiculares SP y S P , ba
jadas desde los vértices S y S' sobre sus respectivas bases.

233. Corolario 2,'* De la semejanza de las caras de 
las pirámides SABCDE, S'FGHÍK se sigue que las aris
tas de estas pirámides son proporcionales entre si y a las 
perpendiculares SP y S'Q, bajadas desde sus vértices á sus 
bases; pues comparando las caras triangulares homólogas 
SAB y S^FG, SBC y S'GH &c. nos resultarán estas 
series de razones iguales:

SA ; S'F : : AB : FG : ; SB : S'G;
SB : S'G: ; BC : GH: ; SC : S'H; 

de las cuales se deducirá la siguiente:
SA : S'F : : SB : S'G : : SC : S'H &c. : : AB : FG : : 
BC: GH&C.
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Ademas, el paralelismo de los planos A'B^C^D^E^ y 
FGHIK nos da (§. 220);

S^Á^: S'F : : ST' : S^Qj
ó SA :ST: : SP ;S'Q; ■

pries que SA =3A, S*P=SP; y la razon SA ; SF en
laza esta última proporción con Ias anteriores.

^34 Obser'vaeion. Por medio delo que precede, se 
puede determinar la altura de una pirámide siempre que 
conozcamos las dimensiones de un íronco tal como FGHI 
KA BCDE\ que queda después de haber quitado la 
parte superior SABGOF' por medio de un plano 
A B C13 F paralelo á la base FGHIK. Para lo cual 
basta considerar la proporción

A'B' ; FG : : ST' : S'Q;
de la cual se infiere

FG-A'B' : FG : : S Q-ST^ ; $'Q ;
ó FG-A B : FG ; : P O : S Q;

en cuya última proporción los tres primeros términos es
tán dados por el tronco mismo cuya altura es P^Q, y dan 
á conocer la altura de la pirámide entera.

TEOREMA.

23$’ -^^^-^ bases ¿be las ^¿j‘ámí£¿es semejantes
S^AWD'E' y S'FGHIK, son estire sí corno los cua- 
¿irados de dos aristas homologas cualesquiera S^A y SF, 
y como los cuadrados de las ferjjendieulares SF' y S Q, 
bajadas desde su 'vértice d su flano.

Demostración. Siendo semejantes las bases, tendremos 
desde luego:

AFVDF' : FGHIK :; .W : FG A. 176);
y siendo (§. 233) A'B : FG : : yA' : ST : rST' : S'Qî

MCD 2022-L5



DE CEaMEfRM. 201

sera por consiguiente A b : FG : : S'A' : S'F^ : :
S'P^ :FQ;

de donde résulta A'E'C'D'E' : FGHIK : : S'A*' : ^’

: : S^P':
lo cual contiene las dos partes de la proposición.

Coo suficiente claridad se ve t^ue en las proporcio
nes obtenidas anteriormente podemos sustituír en vez de 
la pirámide igual S'aWd'£\ y de las líneas que la 
pertenecen, la pirámide igual SABCDE y Ias líneas cor
respondientes.

23^* Corolario. De esto se sigue que Ias secciones 
hechas en dos pirámides cualesquiera á la misma distan
cia de sus vértices, se hallan en una razón constante, 
cualesquiera que sean por otra parte estas distancias y 
las figuras de las bases. Con efecto, si en el tetraedro 
de la fig. 126 las distancias S^Q y S'P' son iguales á 
Ias distancias S'^Q y S1^\ en la pirámide de la fig. 127, Fig. 126 
siendo como es la razón de los cuadrados de las dos pri- y t 27. 
meias igual á Ia de los cuadrados de Ias dos últimas, la 
razón de los dos triángulos DEF y A^B'C/ será por 
^°”5^S“æ^i® ^êi^’^^ ^ ^^ d® ^®® pentágonos FGHIK y 
ABC^D^E^í de modo que tendremos:

DEF : A'BV :: FGHIK : A'BVD'E'j
0 DEF : FGHIK :: AW : AWD'E'.
^37- Ademas se distinguen entre los poliedros, bajo 

cl nombre de prismas, los que tienen dos caras opuestas, 
^guales y paralelas, que llamamos bases, y donde todas 
las demas son paralelogramos. Et cuerpo ABCDEFGHIK, 
% 128, es un prisma; su base es el pentágono ABCDE, Fig. 128, 
y hé aquí su construcción: por el vértice de los ángulos
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de esta base y fuera de su plano, se han tirado las rectas 
AF, BG &c. paralelas entre sí, )' terminadas en un pla
no FGHIK paralelo al plano ABCDE. Las aristas AF, 
BG, CH &c. tomadas dos á dos, determinan las caras 
AFGH, BGHC &c. que son paralelogramos, pues que 
las rectas AB y FG, BC y GH son paralelas dos á dos

Bien visible es que el polígono FGHIK que forma 
la base superior del prisma, es igual al polígono ABCDE, 
que viene á ser la base inferior; porque tienen sus lados 
y sus ángulos iguales, cada uno al suyo (§. 205). Por 
la misma razón cualquiera sección ejecutada en el prisma 
propuesto por todo plano paralelo á su base, será tam
bien igual á esta misma base.

áe debe tener muy presente que cada uno de los 
ángulos poliedros de un prisma no se compone mas que 
de tres ángulos planos.

Todo prisma, cuyas aristas sean perpendiculares a 
su base, se llama rect^o ; y todos los demas tienen el nom
bre de oblicuos.

Fíg. 129. 238. El prisma ABCDEFGH, fig. 129,3! c^^! 
se le podría tambien designar por AG, y cuya base 
ABCD es un paralelogramo, tiene el nombre de para- 
Idcptjjcdoi y sus caras opuestas ABFE, CDHG por ejem
plo , son ¡guales y paralelas. La igualdad de ellas es bien 
manifiesta en vista de la construcción de prisma (§. 297?i 
y el paralelismo de las mismas resulta del de los lados 
de los ángulos EAB, HDC, ¡guales entre sí (§. ai//

problema.
239. Todo poliedro comprendido entre seis pletnos, 

paralelos dos d dos, es un paralelepipedo.
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Dímosttacíou. i.“ Cortando el plano ARFE á los 
dos planos paralelos ABCD y EFGH, según las rectas 
AB y EF paralelas entre sí (§. 215), y á los planos pa
ralelos ADHE y BCGF, según las rectas AE y BF, pa
ralelas entre sí, la figura ABFE habrá necesariamente de 
ser un paralelogramo. Del mismo modo se puede mani
festar que lo es cualquiera de las otras caras del polie
dro AG.

2.° Estando entre sí opuestos los lados AB y DC 
del paralelogramo ABCD, deben ser foízosamente igua
les; asi como los lados HD y AE, CG y BF lo son del 
mismo modo, por opuestos que entre sí son en los parale
logramos x4DHE, BCGF: finalmente, los ángulos CDH 
y BAE, DCG y ABF, habrán de ser iguales, como que 
tienen sus lados paralelos, y sus aberturas dirigidas en un 
mismo sentido (§. 205). Teniendo, pues, de este modo 
los paralelogramos opuestos ABFE y CDHG, tres lados 
y dos ángulos iguales, cada uno al suyo, deberán por 
necesidad ser iguales entre sí (§. 85).

TEOREMA. ,

^4^’ «5/ ^os ángulos triedros B y B\ de ¿osprismíts 
Al j- A^F, fíg. 128, íí hallan compuestos de polígonos Fig. 128. 
iguales p semejantemente dispuestos , estos prismas ha
brán de ser entre sí iguales.

Demostración. Bien se ve que cuando se halle es
tablecida la coincidencia de los ángulos triedros B yB 
(5- 224), estando entre sí confundidas Ias caras ABCDE 
y A'B^C^D'E', y las BCHG y BVH'G', las rectas CD 
y G D , CH y C^H\ deberán tambien coincidir necesaria
mente á causa de la igualdad de estas caras. Mas como las 
líneas CD y CH determinan ¡a cara CDIH, asi como
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las ¡incas C^D’ y C^H^ á la caía correspondiente C^D^ÍH^ 
se sigue que estas caras habrán asinnsmo de coincidir. Del 
mismo modo se demostraría que todos los demas paralelo
gramos del prisma AI deben confundirse con los del pris
ma A^Vj de lo cual resulta que los polígonos FGHIK y 
F'G'H^riC coincidirán tambien , pues que los lados del 
primero se hallarán confundidos con los del segundo *.

* Sería inny fácil probar que la igualdad de los prismas se con
vertiría en semejanza , si los polígonos reunidos en el mismo ángulo 
triedro fuesen solo semejantes y semejantemente dispuestos.

241. Observaciones. Paso ya ti tratar de los polie
dros de una ügura cualquiera. En todo cas-a se puede, 
juntando con el auxilio de rectas el vértice de uno de sus 
ángulos á todos los demas, y dividiendo á todas sus ca
ras en triángulos, repartirlos en pirámides triangulares, 
que tienen para las caras planos tirados desde aquel pun
to hasta las aristas y las diagonales de las caras del cuer- 

Fíg. 13c . po propuesto. Sola la inspección de la fig. i 30 hace evi
dente la cosa. El poliedro AECDEFG se halla dividido 
en las cinco pirámides

GABC, GABF , GAEF. GAEC , GEDC, 
cuyo vértice se halla en el punto G, y que se forman 
juntándose desde luego este punto con los vértices A,B, 
C,D,E, de los otros ángulos poliedros; lo cual nos da Ias 
pirámides GABCDE, GABF, GAEF, que tienen por 
bases las diversas caras que no hacen parte del ángulo 
poliedro G; y repartiendo en triángulos la cara que tie
ne mas de tres lados, tendremos las bases de las pirámi
des triangulares anteriormente designadas.

No me detendré á hacer ver que dos cuerpos com
puestos de un mismo número de pirámides triangulares 
iguales y semejantemente dispuestas son Iguales; masha-
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ré observar, por analogía con lo que hemos ya dicho res
pectivo á Jos polígonos (^, 91), que se halla determina
do un poliedro cualquiera, siempre que estén dados los 
vértices de tres de sus ángulos poliedros y sus distancias 
á todos los demas (^. 227). De lo cual se sigue que de
signando N el numeto de los ángulos de un poliedro, su 
determinación absoluta depende de las 3 (N—^ ^ líneas 
liradas á Jos ángulos del triangulo tomado por base, y 
de los tres lados de este triángulo; que en todo vienen 
á componer 3N—6 datos

TEOREMA.

^42. Dos poliedros <^ue se hallen eompuesíos de an 
mismo immero de pirdmides semejantes y semejantemente 
dispuestas, son semejantes.

Demostraeion. Scan los dos poliedros ABCDEEG, 
‘^^^^^f^i fíg. 130, compuestos de un mismo numero de Fíg. 130. 
piránudes semejantes,

GÁ3QDE y p^ahede, 
Gx'lEF y gaef, 
GABF y p^ahf

cuyos vértices se hallan en los puntos G, g, y semejante-

KI número de los ángulos de nn poliedro, el de sos caras, v «d
'' Mis aristas satislacen ;! una condición muy notaJde descubierta por
'' w, la cual se reduce á que designando por S el número de los án- 

’j* °’' P'^licdros, por H el de lis caras, y por A el de las aristas, se
’*iVa conslanteinenle (pie S—HH^/l—1—2. Por lo ejue respecta al 

«H», por pip,npi„^ ÿ^jj. ü^ç. A^12. réase el cuaderno 16 del
(ario dtí la /escuda polilecnica , cu el cual Mr. Giudiy lía dado Íco- 

^?.^'^ pæ'"’”. y undosos relativos á Csle asunto.
^^‘‘íliiar al lector el formarse idea de las pinínndes eoni- 

I^nt idas en cada uno de los poliedros, be colocado la primera la Ic- 
<í’ie designa al vértice; y las otras dan á conocer la base.
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mente dispuestos. Debemos, pues, hacer ver que todas 
las caras de uno de estos cuerpos son semejantes á las del 
otro , semejantemente dispuestas, y forman ángulos die
dros iguales.

Con solo fijar los ojos sobre la figura, se ve inme
diatamente que todas Ias caras de los dos poliedros sono 
caras semejantes de pirámides homólogas, ó se hallan 
compuestas del mismo numero de estas caras, semejan
temente dispuestas entre sí.

En el primer caso se hallan las caras tales como ABCDE 
V abede, pues que pertenecen á Ias pirámides GABCDE 
y £abcdei situadas del mismo modo en ambos poliedros.

Lo mismo acontece á las caras ABF, abfj comunes 
á los poliedros y á los tetraedros GABF y g^bf.

Al segundo caso corresponde la semejanza de las ca
ras DEFG y ¿i^fg, por hallarse respectivamente formadas 
de los triángulos DEG y EFG, ¿/í*^ y í/^, pertenecien- [ 
tes á las pirámides GABCDE y GA¿F ^ gabede y ^tJcj, j 
de Ias cuales las dos primeras son semejantes á Ias dos úi* i 
timas. Lo mismo habremos de decir de Ias caras BFGC)’ ; 
^’fs^> compuestas de los triángulos BCG y BFG, beg'j 
bj^i ^ ^^5 pirámides GABCDE y GABF, 
^abede y gabf.

Con el auxilio de un razonamiento semejante podre
mos hacer ver Ia semejanza de todas las caras de los po' 
Iledros, fuera cual fuese el número de ellas.

Del mismo modo nos podremos valer para reconocer 
la igualdad de los ángulos diedros que estas caras compren* 
den. Los unos son iguales, porque son comunes á los po
liedros y á dos pirámides semejantes. Tales son los angu* 
los GDEA y ^dea, que forman parte de los poliedros y 
de las pirámides GABCDE y ^abede: tales son también
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los ángulos GEFA y ^^/¿r, pertenecientes á los tetraedros 
GAEF y ^aef.

Los otros ángulos son iguales, porque están formados 
de la reunion de un misino número de ángulos iguales, 
como pertenecientes que son á pirámides semejantes. Ta
les son los ángulos BFAE y hjaet compuestos respectiva
mente de los ángulos BFAG y GAEF, hfa^ y gae/, 
pertenecientes á las pirámides GABF y GAEF, gahf y 
gaef. El mismo razonamiento terulria lugar, cualquiera 
que fuese el número de los ángulos de los poliedros. Po
dría ciertamento acontecer que estos ángulos estuviesen 
compuestos de mas de dos ángulos de las pirámides; mas 
no por eso variaría en este caso la demostración; por otra 
parte se observará su analogía con la del §. 88, que se re* 
íiere á los polígonos.

TEOREMA.

243* Siempre ^ue dos poliedros sean semejanfes, 
podran ser di‘^ididos en un mismo número de tetraedros 
semejantes y semejantemente dispuestos,

Demostración. Por de contado es indudable que si 
en las caras semejantes de los poliedros propuestos se 
juntan los ángulos homólogos por diagonales, se formará 
sobre estas caras un mismo número de triángulos seme
jantes y semejantemente dispuestos. Escogiendo en seguida 
en los dos cuerpos dos caras semejantes, y tomando en 
cada una un ángulo homólogo para ¡untarlo á todos los 
demás ángulos del cuerpo, de que hace parce, los polie
dros propuestos se hallarán divididos en un mismo nú- 
útero de tetraedros semejantemente dispuestos, y cuyas 
bases serán todas semejantes,

A estos tetraedros podremos dlvidirlos en dos clases: 
los Unos tendrán dos caras comunes con los poliedros, y 
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que comprendan entre si ángulos diedros iguales, como 
pertenecientes que son á los poliedros; y serán por con
siguiente semejantes. En esta clase se hallan los tetrae
dros GCDE y ^ede, cuyas caras GDC y GDE , gdc y 
^de son semejantes como triángulos homologos de las ca
ras semejantes DEFG y defg de los poliedros, y que 
comprenden los ángulos diedros CGDE , e^¿iff, pertene
cientes á los poliedros.

Los tetraedros de Ia segunda clase están compuestos 
de caras homologas de los tetraedros de la primera , y 
comprenden ángulos formados por la diferencia de ángu
los iguales de estos tetraedros, y de ángulos iguales de 
los poliedros. De este número son los tetraedros GAEC, 
^aec. Con efecto, la comparación de los tetraedros GCDE 
y ^^^f^ f cuya semejanza hemos demostrado ya, hace ver 
que los triángulos GEC y gee son semejantes, y que los 
ángulos diedros DCGE y dege son iguales. La compara
ción de los tetraedros G ABC y gabc, que también tienen 
dos caras comunes con los poliedros, á saber: BCG y 
ABC por lo respectivo al primero; bcg y tibe por lo per
teneciente al segundo, hace ver la semejanza de los trián
gulos ACG y acg, así como la igualdad de los ángulos 
diedros BCGA y bega. Ahora bien: si de los ángulos 
diedros BCGD y begd iguales por estar formados por 
caras homólogas de los poliedros, se quitan respectiva
mente los ángulos DCGE y dgee, BCGA y bcga cuya 
igualdad se ha manifestado ya, habrán de ser iguales los 
ángulos diedros restantes ACGE y aege‘, y por consi
guiente serán semejantes los tetraedros GAEC y g^^^- 
Iguales consideraciones harían manifiesta la semejanza de 
rodos los tetraedros que no tienen dos caras comunes con 
los poliedros.
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Conviene mucho hacerse cargo de la semejanza de los 

triángulos ACG y ac^, formados por las diagonales de 
los poliedros; porque de ella resulta que los vértices de 
los ángulos poliedros A, G, C, a, g, e, homólogos en 
caras semejantes, se hallan semejantemente colocados los 
unos con respecto á los otros en todos los planos que los 
juntan , y que están asimismo semejantemente colocados é 
igualmente inclinados con respecto á las caras que en
cuentran. De esto se infiere que los vértices de estos án
gulos están semejantemente colocados en los dos cuerpos, 
asi como con respecto á las caras homólogas, y que son 
por consiguiente homólogos en los cuerpos. Esta demos
tración es enteramente análoga á Ia del §. 89 , relativa á 
los polígonos.

TEOKEMA,

244, Las aristas homologas sie los foUeiiros seme
jantes son j^roforcionalest como también las sliagonales ^e 
las earas homologas, y las diagonales interiores de los 
^poliedros.

Demostración. Con efecto, si se comparan sucesiva
mente las caras homólogas BCGF y beg/y y los triángu
los AGC y age, nos resultarán las dos siguientes seríes 
de razones iguales:

BC :¿f BF : bf :z BG : bg :: GC : ^n
GC ge :: AC : ac :: AG 

las cuales se enlazan entre sí por medio de la razón co
mún GC : ge ; y del mismo modo se las combinaría con 
las series de razones iguales deducidas de la comparación 
de las otras caras homólogas.

245. Observación. No tengo por necesario detener- 
me a hablar de la medición del área de las superficies que

TOMO III. IJ7
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terminan á los poliedros, en vista de que se componen de 
figuras planas, cuyo valor será fácil determinar con el au
xilio de las proposiciones de la segunda sección de la pri
mera parte. Solo advertiré que las sumas de las areas de los 
paralelogramos que envuelven á un prisma, no compren
diendo en ellas las dos bases, es igual al producto de una 

Fig. 128. de las aristas AF, BG, CH &c. de este prisma, fig. 128, 
muliiplicada por el contorno de la sección LMNOP, he
cha por un plano que la sea perpendicular. Con efecto, 
de lo expuesto (§. 19Ó) se sigue que los lados LM, 
MN, NO &c. de la indicada sección vienen á ser las al
turas de los paralelogramos ABGF, BCHG, CDIH&c., 
tomando por bases las aristas AF, BG, CH &c. Tendre
mos, pues:

ABGF=AFxLM;

BCHG=BGxMN; &c.
y siendo entre sí iguales las aristas AF, BG &c., la su
ma de las áreas de los paralelogramos que envuelven al 
prisma, será igual á una de ellas, multiplicada por LM
-bMN-+&c.

TEOREMA.

246. I^as áreas áe los j^olieáros semejantes son en
tre sí corno los cuadrados de sus aristas homologas.

Demostración. Cada una de las caras del primer po
liedro es á su correspondiente en el segundo, como el cua
drado de uno de los lados de aquel es al cuadrado del la
do homólogo del otro (§. 176): mas siendo estos lados 
aristas homólogas de los poliedros, se hallan de un polie
dro al otro, en una misma razón (§. 244): sus cuadra
dos formarán, pues, una série de razones iguales; y sien-
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do al mismo tiempo estas razones Ias de las caras homolo
gas, habremos de inferir que estas últimas son iguales en
tre sí. Por consiguiente, la suma de las caras del primer 
poliedro es á la suma de las caras del segundo, como una 
cualquiera de las caras del uno es ála correspondiente del 
otro; ó como el cuadrado de una arista del primer polie
dro es al cuadrado de la arista homóloga del segundo, Y 
sustituyendo en esta proporción en lugar de las sumas de 
Ias caras las areas torales de los poliedros que ellas forman, 
vendrá á resultar que estas áreas serán entre sí en la mis
ma razón que los cuadrados de las aristas homólogas.

De la medíeion ¿ie los voliunenes.

247. Se designa generalmente por el nombre de w- 
lúmen * el espacio contenido por la superficie de un po
liedro, ú ocupado por este cuerpo. Cuando consideramos 
una vasija ó cuerpo hueco, designamos su volumen, va
liéndonos para ello de la palabra caj^acidaei. Entre innu
merables cuerpos de formas diferentísimas, se hallan no 
pocos equivalentes en volumen, asi como hay muchas 
figuras planas de formas muy diferentes, y equivalentes 
en áreas 0. 159).

Esta voz, entendida por lodos, me ha parecido preferible á la 
de solidez, que se suele emplear en el mismo sentido, sin embargo de 
tener á veces otra muy distinta acepción. Tan solo cuando en una len
gua se echen de menos palabras propias para designar una idea, po
dra ser permitido introducir al efecto una nueva, ó apartar de su or
dinaria significación cualquiera palabra conocida. Y pues que todo el 
mundo comprende que' se entienda por volumen de un cuervo, no ve
mos necesidad alguna para designarle por medio de la palabra solidez, 
destinada ya á recordamos la resistencia á las diversas causas de des
trucción.
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TEOREMA.

248. Dos ^aralelsj}i^e¿¿os construidos sobre una 
misma base, y terminados superiormente j^or un mismo 
plano paralelo d su base, son e^ui-valentes en 'volumen.

Demostración, Se nos ofrecen dos casos que conside- 
Fig. 131. rar: en el uno, que nos representan las dos figuras 131, 

y de que hablaré en primer lugar , los paralelepípedos 
propuestos AG y AL se hallan contenidos lateralmente 
entre los mismos planos paralelos AK y DL. En tal esta
do de cosas es bien visible que los prismas triangulares 
AEIDHM y BFKCGL son iguales (§. 240); pues que 
los triángulos AEI y BFK que le’s sirven de bases, lo son 
(J. i 6) á causa de las paralelas AE y BF, Al y BK; y 
los paralelogramos AEHD y BFGC, AIMD y BKLC 
son asimismo iguales (§. 2,37). Si, pues, quitamos del 
poliedro AL, por una parte al prisma AEIDHM, y por 
otra al prisma BFKCGL, los paralelepípedos restantes 
ABCDEFGH y ABCDIKLM , ó AG y AL, habrán 
de ser equivalentes.

Fig. 132. ^Í segundo caso se nos presenta en la fíg. 132,611 
la cual los dos paralelepípedos ABCDIKLM y............  
ABCDNOPQ no tienen común mas que su base inferior 
ABCD, y el plano que contiene sus bases superiores 
IKLM y NOPQ. Podremos reducirlos al anterior prolon
gando los planos ABIK y DCLM al mismo tiempo que 
los planos ADQN y BCP0, para formar el paralelepípedo 
ABCDEFGH (§. 239), que resulta equivalente en 
primer lugar al paralelepípedo ABCDIKLM, como com
prendido que está lateralmente entre los planos paralelos 
AK y DL. El mismo paralelepípedo ABCDEFGH,
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considerado como comprendido entre los planos parale
los BP y AQ, es asimismo equivalente al paralelepípedo 
ABCDNOPQ. Son, pues, equivalentes entre sí los pa
ralelepípedos ABCDIKLM y ABCDNOPQ, ó AL y 
AP.

249. Corolario. Por medio del teorema precedente 
se puede hacer ver que todo paralelepípedo AL, cuyas 
aristas AI, BK, DM, CL, se hallen inclinadas á la ba
se, es equivalente á otro AP, construido sobre la misma 
base, mas con las aristas AN, BO, CP , DQ perpen
diculares á la base.

Se puede trasformar despues este último, fig. 133, Fig. 133. 
en otro ABRSNOTU, ó AT, que tenga por base al rec
tángulo ABRS, equivalente al paralelogramo ABCD, y 
cuyas aristas sean tambien perpendiculares á su base; por
que si consideramos á los paralelepípedos AP y AT, co
mo que tienen por base común al paralelogramo ABON,, 
entrarán de nuevo en el primer caso del párrafo prece
dente.

Bien claro se ve que todas las caras del paralelepí
pedo AT son rectángulos; por cuya causa se le da el 
nombre de jjaralele-piyedo reetángulo‘ y de lo que aca
bamos de exponer se infiere, que cualquierajjaralelefi- 
pedo jjuede trasformarse en otro faralelefipedo reetán- 
^ulo que ten^a una base equivalente á la del j^rimero, }^ 
la misma altura.

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo es la 
perpendicular levantada entre sus bases.

N. B, Es necesario tener presente que las bases ABCD 
y ABRS tienen necesariamente un lado común.
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TEOREMA.

250. 5/ sobre ¡a base de un jjrisma triangular se 
forma un paralelogramo , y tomando d este por base se 
levanta sobre él un paralelepípedo de la misma altura 
^ue el prisma triangular , habrá de ser este la mitad 
del otro.

Demostración. Sea el prisma triangular ABCEFG, 
Fig. 129. fíg. [29, si se acaba sobre su base el paralelogramo 

ABCD, y se levanta en el punto D la recta DH parale
la á las rectas AE, BF, CG, y terminada en el plano de 
la base superior EFG del prisma propuesto; los planos 
AEIíD, DHGC, respectivamente paralelos álos planos 
BFGC y AEFB (§.237), completarán el paralelepípedo, 
y formarán con el plano AEGC un segundo prisma trian
gular ADCEHG, cuyas partes constitutivas serán las mis
mas que las del prisma A.BCEFG. Con efecto,, las bases 
triangulares son las mismas; Ia cara ACGE les es común, 
y las otras caras paralelógramas son iguales, corno opues
tas que son en el paralelepípedo. Sm embargo de esto no 
podemos concluir del §. 240 la igualdad de estos pris
mas, por no hallarse semejantemente dispuestas sus ca
ras. Solo los ángulos triedros, tales como H y B, diago
nalmente opuestos en el paralelepípedo , se nos presentan 
enteramente formados de ángulos planos iguales. Compa
rando la posición de estos (§. 223) venimos en conoci
miento de que los ángulos diedros AEHG y GCBA, 
DHGE y FBAC, AEGH y EACB son iguales. Y por 
aquí se ve que el prisma triangular ADCEHG esta 
construido por debajo del plano EHG de las mismas par
tes que constituyen al prisma ABCEFD por encima de 
ABC, y que por consiguiente estos dos poliedros, com-
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prendidos en la clase de los que no pueden coincidir 
0. 225), deben encerrar el mismo espacio: será, pues, 
el volumen de cada uno de ellos la mitad del del para
lelepípedo que ellos componen *.

251. Corolario. De esto se sigue que dos prismas 
triangulares que tengan una misma base y la misma altu
ra, son equivalentes ,como mitades que son de paralele
pípedos equivalentes.

TEOREMA.

2$2. 5/ Ji? corta un tetraedro por planos paralelos
á su base y equidistantes, se podrá formar en cada una 
de los cortes un prisma externo y otro interior , de. modo 
que la suma de los primeros se aproxime a la de los se- 

ccnsi^uiente tambien al tetraedro.

’ Si aun quedase alguna duda sobre esta igualdad, se la podrá di
sipar del siguiente modo. Por las extremidades A, E de una arista del 
paralelepípedo BH, fig. 134, se tirarán planos perpendiculares á esta 
arista, y asi se formará el paralelepípedo ÑE, cuyas aristas son perpen
diculares á la base AMNO, y es ademas equivalente al paralelepípedo 
BH , por tener una misma altura, ser equivalentes sus bases AOLE y 
ADHE, y tener por otra parte un lado común (§. 249). Ahora bien, 
el plano DBHF divide al paralelepípedo NE en dos prismas triangula^ 
res rectos AOMELI, MNOIKL, evidentemente iguales; porque sus 
caras son iguales, semeiantemente dispuestas, e iguales los ángulos die
dros correspondientes. Es, pues, cada uno de estos prismas la mitad 
del paralelepípedo NE, y por consiguiente la del paralelepípedo BH. 
Esto supuesto, es fácil ver que las pirámides cuadrangulares AMBDO 
y EIFHL son iguales, como que tienen todas sus caras iguales cada 
una á su correspondiente, semejantemente dispuestas, y sus ángulos 
diedros correspondientes iguales; y que si a consecuencia se quitan al
ternativamente del cuerpo AMOEFH, los residuos serán los dos pris
mas triangulares, AOMELI, ABDEFH. Son, pues, equivalentes estos 
dos prismas, y siendo el primero la mitad del paralelepípedo BH, 
habrá de suceder lo mismo al segundo.

Esta demostración me la comunicó en 1803 Mr. Fournier el jóven; 
pero Mr. Ampere, profesar entonces en la escuela central de Lyon, 
había ya descubierto por su parte el principio en que se finida.

Fig. 134-
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^^*g* ^35* Demostración. Sean ABC, fig. i 35» *^ base del te
traedro propuesto, y FGH, LMN, QRT los pianos se
cantes. Tírense por los puntos A y B,F y G, L y M, 
Q y R, las rectas AD y BE, la y K¿, 0/ y Vg, UZ y 
Vw, paralelas á la arista CS y terminadas en los planos 
secantes superiores. En el primer corte el prisma externo 
será ABCÜEH, y el interno ¿z^CFGH. Por abreviar de
signaré al uno por AH y al otro por t^H, En el corte se
gundo FGHLMN el prisma externo será FN y el Interno 
yN ; y asi sucesivamente hasta el último corte SQRT, el 
cual no tendrá prisma interno, sino solo el externo QS.

Todos estos prismas tienen por altura común al grue
so de las rebanadas; y estando comprendido el prisma In
terno de cada una entre las mismas paralelas que el pris
ma externo de la inmediata superior, habrá de ser igual 
á este último (§. 240); de modo que

¿rH=FN ; /N=LT; ZT=QS;
y por consiguiente

.íH^/N-^i T^FN+LTd-QS ;
suma que comprende todos los prismas externos, á ex
cepción del primero AH. Es, pues, este el exceso que 
lleva la suma de los prismas externos á la de los internos.

Yo no he considerado mas de cuatro rebanadas, pero 
pueden ser tantas cuantas se quieran; y cuanto mayor sea 
el número de ellas, tanto menor será su grueso, ó el del 
prisma AH. Por consiguiente se le podrá hacer menor que 
un prisma dado, por pequeño que sea este ; y lo mismo 
sucederá con la diferencia de la suma de los prismas ex
ternos y la de los Internos. Mas siendo el tetraedro SABC 
menor que la primera suma y mayor que la segunda, su 
diferencia con relación á cualquiera de las dos será toda
vía menor que su diferencia propia: podremos, pues, ha-
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cer de modo que la una y la otra suma se aproximen 
cuanto se quiera al volumen de este tetraedro.

TEOREMA.

^53- ^^^ teíraedros de una misma base ^' de una 
misma altura son equivalentes.

Demostraeion. Imaginémonos que sobre cada tetraedro 
SABC, SA BC se haya construido una serie de prismas 
externos correspondientes. Estos prismas, comprendidos 
entre planos paralelos, tienen necesariamente una misma 
altura; y estando las secciones que les sirven de bases 
respectivamente á una misma distancia del vértice, asi 
como los triángulos iguales ABC, A'BV, bases de los 
tetraedros, son iguales cada cual á su correspondiente 
('§• 236): son, pues equivalentes los prismas externos 
correspondientes; y por consiguiente la suma de Jos pris
mas externos de un tetraedro es igual á la de los prismas 
externos del otro. Si, pues, designamos por S y S^ estas 
dos sumas, tendremos ’

S=S'ó ^^ = 1 

0

mas como podamos reducir á la pequenez que queramos 
la diferencia de cada una de estas sumas y del tetraedro 
a que pertenece, podremos hacer ver que la diferencia en-

S SABC
ms razones — y — es menor que cualquiera

Otra cantidad dada ; y viniendo por este medio á serio asi-
SABCmismo la de la razón invariable ^.-7^77 y de la unidad,

0 A BC
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SABC . 
resultará de esto que ^7-7^, =1 (§. 153), Y P^r con- 

S A B C
siguiente que SÂRC=S^A^B^C' *.

* Se baria ver ininedialainenle que se cometería un absurdo eo 
suponer á uno de los tetraedros mayor que el otro; pues que para ello 
bastaría considerar tales á los prismas externos, que la diferencia en
tre los que esten formados sobre el tetraedro supuesto mas pequeño, 
y el mismo tetraedro, fuese menor que la diferencia de los dos tetrae
dros: porque de esto resultaría que la suma de los dos prismas ex er- 
nos correspondientes, formados sobre el tetraedro que se mira con 
el mayor, sería menor que este tetraedro.

TEOREMA.

254, Cualquier tetraedro es equi'valente dla tercia 
^arte del qjristna triangular que ten^a la misma base
la misma altura.

Demostración. Si por los puntos A y C de la base 
Fig. 136. ABC del tetraedro EAEC, fig- 136, tiramos las rectas 

AD, CF, paralelas á la arista BE, y por el punto Eun 
plano paralelo al ABC, resultara formado ^§. 23/) el 
prisma triangular ABCDEF. Si ahora hacemos pasar por 
los vértices A, E, C de los ángulos triedros de este pris
ma un plano, separar^í primeramente de él el tetraedro 
propuesto EABC, cuya base y altura son las mismas que 
las del prisma: después de lo cual resultará una pirámide 
cuadrangular EACFD representada con separación en 
E'AVF'D\ cuyo vértice se hallará en E, y que tendrá 
por base la cara posterior AÇFD del prisma. Y si por 
los puntos D, E, C hacemos pasar un nuevo plano, di
vidiremos con él la pirámide en dos tetraedros EACD. 
ECFD , representados aparte en E A C D , E <>
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F D , cuyas alturas serán iguales, pues que tienen su 
vértice en el mismo punto E, hallándose sus bases sobre 
un mismo plano. Estas bases son por de contado iguales, 
como mitades que son del paralelogramo ACFD: son. 
pues, equivalentes los tetraedros EACD, ECED (J. jrr- 
ce¿í.')i y pudiendo el segundo ser considerado como que 
tiene por base al triángulo DBF igual al triángulo ABC 
y su vértice en el punto C, vendrá á tener la misma base 
y la misma altura que el prisma , y á consecuencia será 
equivalente al primer tetraedro EABC. Es, pues, visto 
que los tres tetraedros EABC, EACD, ECFD son en^ 
tre sí equivalentes, y por consiguiente cada uno de ellos 
viene a ser la tercia parte del prisma triangular que entre 
todos componen.

TEOREMA.

255« Los j}ara¡elefí¿íos rectángulos ale una misma 
l>ase son entre si como sus alturas.

Demostración. Sean los paralelepípedos rectángulos 
AG é IP, fíg. igy, cuyas bases AC é IL son rectángu- Fig. 137. 
ios iguales.

^•° Sí las alturas AE é IN son comensurables, de 
modo que se Ias divida en partes Aa é U, iguales á su 
medida común , y que por los puntos a éisQ tiren pla~ 
ítos paralelos á AC y á IL, se formarán paralelepípedos 
Ar é íl ¡guales entre sí ^§. 240) ; y siendo el número de 
estos paralelepípedos en AG el mismo que el de las par
tes iguales contenidas en AE; y en IP el mismo que el 
^e las partes iguales contenidas en IN, tendremos evi- 
^entemente AG : IP : ; AE : IN, 
conforme á lo que hemos propuesto.

2' Cuando las alturas AE é IN no sean comensu- 
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rabies ^ el giro de demostración de (jue se ha hecho uso 
(§. i$6) hace igualmente ver que la razón del parale
lepípedo AG al paralelepípedo IP no puede ser mayor 
ni menor que la de AE á IN. Con efecto, si suponemos 
la proporción

AG :IP ; : AE : IR, 
siendo IR>IN ;
tomaremos sobre IN partes alícuotas de AE, mas peque
ñas que NR, y por el punto de division « que cae entre 
N y R, tiraremos un plano paralelo á IL, para formar 
el paralelepípedo ly?, con respecto al cual tendremos

AG ; I^ : : AE : 1« ; 
y de esta proporción y de la anterior deduciremos:

IP : I^ : : IR : I«:
resultado absurdo; pues siendo IP<I^ , es IR>I«.

Tampoco se puede hacer
AG : IP : : AE : IR;

siendo IR^<IN, 
porque para un punto de division «, colocado entre R 
y N, tendríamos :

AG : I/ : : AE : Wj 
de donde inferiríamos que

IP : 1/: : IR' :
lo cual es asimismo absurdo, pues que IP>^\ siendo 
IR<I«.

TEOEEMA.

256. Dos paralelepífedos rectángulos cualesquiera 
I^^S’ ^3®* -^^ ^' ^P» ^S’ ^3^’ ^°^ entre sí como los productos el^ 

las aristas que formen un mismo ángulo triedro.
Demostración. Si de la arista IN del paralelepípe^^ 

IP tomamos una parte lV=AE,y de la arista BC del
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paralelepípedo AG una parte BC=IM; y despues tira
mos el plano ÍV paralelo á IL, y el plano C'H' parale
lo á AF, resultarán construidos los paralelepípedos IL'y 
AG que tendrán por bases los rectángulos IM' y AH\ 
formados sobre bases y alturas iguales.Tendremos, pues, 
(§. preced.) AG' ; iV : : AB :IKí
y comparando los paralelepípedos AG y AG', considera
dos como que tienen por base al rectángulo AF, resultará

AG: AG\ : AD: ADÍ
Multiplicando estas proporciones por orden, omitien

do el factor AG^ común á los dos términos de la prime
ra razón compuesta, y sustituyendo á AD' su igual IM, 
vendremos á concluír que

AG : ir : : ÂBxÂD : ÏKxÏM.
Finalmente, por tener una misma base IKLM los 

paralelepípedos 1L^ é IP, nos darán esta proporción :
IV : IP : : IT : IN.

Multiplicando ahora por orden estas dos ultimas pro
porciones, omitiendo el factor IL\ y reemplazando á If, 
por su igual AE , tendremos;

AG : IP : : ABxADxÂË : IKxIMxíÑ; 
lo cual viene á ser la propuesta del teorema,

^57’ Observación. Si adoptamos por término de 
comparación de todos los paralelepípedos rectángulos al 
paralelepípedo rectángulo tr^, fig. 139, cuyas tres aris-Fig. 139. 
tas contiguas ab^ ad, ae, sean todas iguales á la línea es
cogida por unidad ó para medida común de Ias rectas, 
su producto habrá de ser la unidad; y tendremos:

<3^ : AG : : I : ABxADxAE ;
es decir: qw ei paraleiejjí/edo rectángulo AG contendrá'
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al paralelepij)edo ag tantas vecss tomo el producto de 
las líneas AB, AD, AE, referida d la medida común 
ab, contiene á la unidad. Esto es justamente lo que debe 
entenderse siempre que se diga que la medida del 'üolü' 
men de un ^aralelefífedo rectángulo es el producto de 
sus tres aristas continuas’, y si tenemos presente que 

el producto ABxAD expresa el numero de cuadrados 
iguales á ac que se hallan contenidos en la base AC 
(§. i6S), ó lo que viene á ser lo mismo, nos da la me
dida del área de la base, vendremos á concluir que el w- 
lúmen de unj^aralelcfípedo rectángulo tiene por medida al 
producto de su base por su altura, valuadas entrambas 
numéricamente.

En el caso de que las aristas AB, AD, y AE contu
viesen un número exacto de veces al lado ab del parale
logramo ag f se reconocería á la sola inspección de la figu
ra que se podrían colocar sobre la base AC tantos para
lelepípedos iguales á ag, como veces contiene la base ACá 
la aci y que de este modo se formaría un paralelepípedo 
de la misma base que AG, de la misma altura que ¿i^j 
y que estaría contenido en AG tantas veces como la altu
ra AE contiene la ae, ó al lado abi de lo cual se sigue 
ademas que el paralelepípedo AG contiene tantos para
lelepípedos iguales á ag, cuantas unidades contenga el 
producto de base ABCD por la altura AE,

258. Corolario if Si las aristas AB, AD, AE fue
sen entre sí iguales, el volúmen del paralelepípedo AG 

--- 8 --- . '3
se mediría por ABxAB=:AB, ó por la tercera po 
tencia de AB; mas es bien visible que en este caso las 
seis caras del paralelepípedo rectángulo AG vienen a ser 
cuadrados iguales. Entonces se le da el nombre de cubo, y
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de aquí nace el llamar cubo á la tercera potencia de cual
quier número.

^59* Corolario 2.° Puesto que un paralelepípedo 
cualquiera puede en todo caso ser trasformado en parale
lepípedo rectángulo de Ja misma altura, y construido so
bre una base equivalente (§. 249), habrá de ser consi
guiente que el volumen de un paralelepípedo cualquiera 
tenga por medida al producto de su base por su altura; y 
que por consiguiente dos paralelepípedos de una misma 
altura y de bases solo equivalentes, comprendan el mis
mo volumen.

260. Corolario 3.® Siendo equivalente el volumen 
del prisma triangular ÁBCEFG, fig. 129, á la mitad Fig. 129. 
del del paralelepípedo ABCDEEGH (§. 250), habrá 
de tener por medida, á consecuencia de Jo que precede, 
la mitad del producto de la base del tal paralelepípedo 
por su altura; mas no siendo el triangular ABC, que for
ma la base del prisma, mas de la mitad del paralelepípe
do, es evidente que el volumen de un prisma triangular 
tendrá por medida al producto de su base por su altura.

■Oel mismo modo se expresa el volumen de un pris
ma que tenga una base cualquiera ABODE, fig. 128; Fig- 128. 
porque si se divide el polígono ABCDE en triángulos con 
el auxilio de las diagonales AC, AD, y por estas diago
nales y por las aristas paralelas que la son contiguas, AF 
y CH, AF y DI, se tiran planos, se dividirá el prisma 
AI en tres prismas triangulares de una misma altura, y 
cuyas bases serán ABC, ACD, ADE;y designando por 
H la altura común de estos prismas, ó la distancia per
pendicular de los planos que contienen sus bases inferio- 
tes y sus bases superiores, serán las medidas de sus vo
lúmenes respectivos
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ABCxH; ACDxH; ADExH;

y por tanto su suma ABC-<-ACD-i-ADE ) H =

ABCDExH dará el volumen del prisma total AI.
De esto se infiere que los volúmenes de dos prismas 

cualesquiera son entre sí como los productos de su base 
por su altura, y que por consiguiente cuando tengan 
bases equivalentes, serán entre sí como sus alturas; y 
cuando tengan una misma altura, serán entre si como 
sus bases; y que finalmente serán equivalentes cuando 
tengan á un mismo tiempo una misma altura y bases 
equivalentes, cualesquiera que sean las figuras de estas 
bases.

261. Corolario 4.“ El volumen de un tetraedro tie
ne por medida á la tercia parte del producto de su base 
por su altura; puesto que este volumen es la tercia parte 
del del prisma que tiene por medida al producto de su 
base por su altura (§. 254).

262. Corolario 5.° Las mismas medidas convienen 
á todas las pirámides, cualesquiera que ellas sean; pues si 
dividimos en triángulos la base ABCDE de una pirámide 

Fig. 127. cualquiera SABCDE, fig. 127, y tiramos el plano por 
el vértice y por cada una de las diagonales AC, AD, re
sultará dividida la pirámide en tres tetraedros de una mis
ma altura, y cuyas bases serán respectivamente ABC, 
ACD, ADE: y siendo la medida del volúmen de cada 
uno de estos tetraedros la tercia parte dei producto de 
su base por su altura, la suma de los volúmenes de to
dos tres ó el de la pirámide propuesta, vendrá á ser ne
cesariamente igual á la tercia parte del producto de la 
suma de sus bases por la altura común; es decir, á la ter-
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cía parte del producto de la base de la pirámide pro
puesta por su altura.

De lo cual résulta que dos pirámides cualesquiera 
son entre sí como los productos de sus bases y alturas; y 
solamente como sus bases cuando sean unas mismas sus 
alturas: ó solamente como sus alturas si son equivalen
tes sus bases; ó finalmente, que las tales pirámides ha
brán de ser equivalentes en caso que sus alturas y sus 
bases lo sean á un mismo tiempo, cualesquiera que por 
otra parte sean las figuras de estas bases.

263. Observaciones. Puesto que podemos hallar la 
altura de una pirámide cuya parte es un tronco que se 
nos ha dado con bases paralelas (§. 23,4), no puede 
ocultársenos que podremos asimismo determinar el volu
men de este tronco, calculando con separación el de la 
pirámide entera, el de la que le falta, y tomando la di
ferencia de estos dos resultados.

Se puede ver igualmente que pudiendo ser dividido 
en pirámides un poliedro cualquiera (§. 241 ),la valua
ción de su volumen se efectuará calculando con separa
ción, conforme á io prescrito, el de cada una de las pí- 
lámides que el poliedro propuesto contiene; y tomando 
por último la suma de los resultados. No tengo por ne
cesario detenerme mas en este asunto-

Hay sin embargo una especie de poliedros, á la cual 
se pueden reducir todos los demas, y por esta razón 
conviene hacer conocer; y son los prismas frianguiares 
truncados, que no se diferencian de los ordinarios sino 
en que el plano opuesto á su base no es paralelo á ella; 
y en que á consecuencia sus caras vienen á ser trapezios 
en vez de ser paralelogramos. ABCDEF, fíg. 140, re- Fig 140 
presenta un prisma triangular truncado.

tomo iir. 18
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TEOREMA.

264. Un j^risma triangular truncado es en todo caso 
e^uivahnte d tres tetraedros de una misma base , y que 
tienen sus respectivos vértices colocados en cada uno de 
los ángulos del triángulo opuesto á esta base.

Demostración. Haciendo pasar un piano por los tres 
puntos Aj Q E, separaríamos en primer lugar del pris
ma ABCDEE al tetraedro EAEC, cuya base es el trián
gulo ABC, base del prisma, y cuyo vértice se halla co
locado en el ángulo E del triángulo DEF opuesto á esta 
base, A consecuencia de esto resultará la pirámide cua
drangular EACFD , que se dividiría en los dos tetrae
dros EACD, ECED, tirando por la diagonal DC y 
por el punto E el plano DEC. Estos tetraedros no son 
los que se hallan designados en la propuesta; mas resta
bleciendo el prisma en su total entereza, se hace fácil
mente ver que aquellos son equivalentes a estos últimos.

Con efecto, si en la cara ABED tiramos la diagonal 
BD , é imaginamos el plano BDC, nos resultará el tetrae
dro BACD, construido sobre la base ACD del tetraedro 
EA CD, y de la misma altura, pues que los vértices B y 
E del uno y del otro se hallan en una misma recta BE» 
paralela al plano de su base; pero tambien se puede con
siderar al tetraedro BACD como que tiene su vértice en 
el punto D, y por base al triángulo ABC: y de este modo 
este tetraedro es cual lo requiere la propuesta.

Para hallar ahora el tetraedro equivalente a ECFD) 
es necesario tirar las diagonales AF y BE en las caras 
ACED y BCEE; é imaginando entonces el plano AFB, 
tendremos al tetraedro BACF, cuya base ACF es egui 
Valente á la base CFD del tetraedro ECFD, pues que
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estos dos triángulos tienen una misma base CF y se ha
llan comprendidos entre las paralelas AD y CF: tenien
do ademas los tetiaedros sus vertices en la misma recta 
BE, paralela ai plano de su base, tienen por consiguiente 
una misma altura ; y son por tanto equivalentes. El te
traedro B.‘\CF, considerado como que tiene su vértice 
colocado en F, y por base al triángulo ABC, será el 
tetcer tetraedro designado en la propuesta.

265. Corolario. Del teorema precedente se sigue 
que el volumen de todo prisma triangular truncado tiene 
por medida al producto de su base por la tercia parte de 
la suma de las tres perpendiculares bajadas sobre esta base 
desde cada uno de los ángulos de la base superior, pues 
que estas perpendiculares son las respectivas alturas de 
los tetraedros, á cuya suma es equivalente el prisma, y 
que tienen todos por base la misma del prisma.

TEOREMA.

266. Dos jjolisíiros semejantes son entre si eomo los 
tubos ele sus aristas homólogas.

Demostration, i. Si los poliedros propuestos fue
ren Ias pirámides SABCDE, S^FGHIK , fig. i ay, ten- Fig. lay 
dremos (5. 235):

ABCDE : FGHÍK:: SP": S^, 
y multiplicando esta proporción por la proporción evi
dente fSP : ^S'Q : : SO : S'Q 
nos resultará

---------- ------- ---------------------- --- 3 --- 3 
ABCDExfSP ; FGHIK>S'Q : : SP : SQ.

Pos dos primeros términos de esta proporción, que 
expresan los volúmenes de las pirámides propuestas, nos 
manifiestan que estos volúmenes son entie sí como los cu-

MCD 2022-L5



228 ELEMENTOS 
bos de sus alturas; nias la semejanza de las pirámides 
nos da asimismo:

SP : S'Q :: SA : S'F :: AB : FG (J. 233);
de lo cual se deduce:

__ 3 --- 3 --- 3 --- 3 --- 3 --- 3
SP : : S'Q:: SA : S'F :: AB : FG ;

y por consiguiente ^

SABCDE : S'FGHIK : : SA : SF :: AB:FG; 
es decir: ^ue las ÿirâmtiiss semejantes son entre st como 
los cubos de sus aristas homologas, ya partan estas aris
tas desde sus 'vertices, ó ya se hallen en sus bases *.

* Imitando la construcción y el razonamiento del §. 177, sena 
fácil hacer ver que los ‘volúmenes de dos tetraedros que tengan un an^ 
gula triedro común, son entre si como los productos de las aristas, que 
en cada zino de ellos comprenden aquel ángulo.

2/ Cuando tratemos de otros poliedros cualesquie
ra, los podremos imaginar divididos en un mismo nu
mero de pirámides semejantes y semejantemente dispues
tas (§. 243). Cada una de las pirámides del primer po
liedro será á su correspondiente del segundo como el cu
bo de una de sus aristas es al cubo de la arista homóloga 
de la otra pirámide; mas estas aristas que necesariamen
te son ó las aristas mismas de los poliedros propuestos, o 
Ías diagonales de sus caras, ó finalmente las diagonales 
que juntan interiormente los vértices de sus ángulos po
liedros, se hallan de un poliedro al otro, en una misma 
razón (§. 244); formarán por consiguiente sus cubos una 
série de razones iguales; y siendo al mismo tiempo igua
les estas razones á Ias de las pirámides, nos será forzoso 
concluir que estas últimas han de ser Iguales entre si. Por 
tanto, la suma de las pirámides del primer poliedro es a 
la suma de las pirámides del segundo como una cualquie-
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ra de las pirámides del uno es á la correspondiente del 
otro; ó como el cubo de una cualquiera de las aristas del 
primer poliedro es al cubo de la arista homóloga dcl se
gundo. Y sustituyendo en esta última porción en lugar 
de las sumas de las pirámides , los poliedros que ellas 
componen, nos vendrá á resultar por conclusion que 
estos cuerpos se hallan entre si en la misma razón que 
los cubos de sus aristas homólogas.

PARTE SEGUNDA.
SECCION SEGUNDA.

De los euerj^os redoníios.

267. Los cuerpos redondos son los que podemos 
imaginar como producidos á consecuencia de dar una 
figura plana vueltas al rededor de una línea recta. De 
entre ellos trataré solo aquí con especialidad del eono rec
to , del cílindro recto ^ y de la esfera.

El cono recto se puede imaginar formado con el 
auxilio de hacer girar un triángulo rectángulo SAC, figu
ra 141,3! rededor de uno de los lados del ángulo recto; Fig. 141. 
de modo que la hipotenusa SA describe en este movi
miento la superfeie eónica recta que envuelve al cuerpo.

Un punto cualquiera A^ de esta recta describe una 
circunferencia de círculo, cuyo centro se halla en la rec
ta SC, ai rededor de la cual gira el triángulo SAC, y 
que por esta razón se llama el eje delconoi porque si ima
ginamos tirada en el triángulo generador la recta A'd 
perpendícularmente al eje, y girando con él, habrá de 
describír un plano perpendicular al eje SC (§. 198), y 
será claramente el radio del círculo A^D^BÍ
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De esto se sigue que siempre que cortemos la super

ficie cónica por un plano perpendicular á su eje, nos re
sultará una circunferencia de círculoj y es bien visible 
que un plano tirado por su vértice, la corta en general 
siguiendo dos líneas rectas.

El círculo ADE, descrito por el lado AC del trián
gulo generador j y que cierra al cono, es su basffj mien
tras que el punto S es su ‘vért'icei y esta base es perpen
dicular al eje SC

Los triángulos semejantes SAC y SAt\ que nos dan 
AC : AV :: SC : SC' :: SA : SA';

nos hacen ver que los radios de los círculos ADB y 
A'D'B' son proporcionales á la distancia.que hay desde su 
respectivo plano al vértice del cono ; mas siendo entre sí 
las circunferencias de los círculos como sus radios (§. 154), 
y siguiendo sus áreas la razón de los cuadrados de los 
mismos radios (§. 188), vendremos á tener ademas:
circ. ADB: circ. A'D'B': : AC: A'C' : :SC : S'C' •.:SA:S'A ; 

área ADB : área A'D'B' : : AC : Fc' :: Sc\ SC' :: 

SÂ\ SA'j

propiedades que vienen á ser las mismas que con respecto 
á las pirámides hemos demostrado (§§. 233 y 235).

268. Observación. Cuando conocemos las dimensio
nes de un tronco de cono con bases paralelas.................... 
BDAEB'D'A'E', fig. 144, podremos calcular por un

* Se da el nombre de cono 7‘ecto al que describimos aquí, para dis
tinguirlo del cono oblicuo con base circular que se forma haciendo 

, girar al rededor de un punto S, fig. 142, una recta SA, sujeta a 
tocar continuamente á la circunferencia de un circulo ADB, situado 
en un plano que no pase por el punto S: en tal caso la recta SC, que 
tambien se llama el eje del cono, deja de ser perpendicular al plano 
de la base zVDB.
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métodû análogo al del §. 234, la altura del cono entero. 
Con efecto, siendo semejantes los triángulos ASO y Á^S0\ 
nos dan

AO : A'O' t: SO : so'; 
de donde se deduce que

AO-A'O' : SO-SO' :: AO : SO; 
la cual viene á ser la siguiente

AO-A'O' : 00' :: AO : SO; 
proporción en la cual nos están dados los tres primeros 
términos, y que de consiguiente nos puede dar á co
nocer la altura del cono entero.

PROBLEMA.

269. Si se construyen polígonos regulares inseritos' 
y circunscritos en la base de un cono, y se juntan los án^ 
gulos de estos j^olígonos con el vértice del cono, estas líneas 
determinarán jjirdmides ^ue se llaman regulares, jjorque 
todas sus caras triangulares serán iguales ; y entre estas 
jrirámides se jjueden en todo caso encontrar dos, la una 
inscrita y la otra circunscrita, tales que la diferencia de 
sus áreas sea menor que cualquiera cantidad dada, ^or 
pequeña que sea la magnitud de esta.

Demostración. Sea abcdef, fig. 143, el polígono re
gular inscrito en la base del cono : y tirando las rectas ¿jS, 
bS, c3 S<.c., y juntando estas rectas por planos, nos resul
tará la pirámide Sabedef El área de esta pirámide, no 
comprendiendo en ella su base abcdef, se halla compues
ta de los triángulos aSb , bSc, cSd 8íC., iguales entre sí 
pues que están formados de los lados del polígono abcdef, 
regular por su posición, y de las oblicuas S¿r, 3b, 3c &c., 
que igualmente se apartan de la perpendicular SO. El 
área de cualquiera de estos triángulos, la de a3b por
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ejemplo , tiene por medida -^abxS^, siendo S^ per
pendicular á la í/Z» ; la suma de las áreas de todos tendrá 

por medida ^Nx¿7¿xS¿;, designando por N al número 
de lados del polígono abedefi y representando N xab ai 
contorno de este polígono, se habrá de concluir induda
blemente que el área áe la firámiáe regular, no com’ 
frenátenáo en ella la áe su base, tienefor tneáláa la mi- 
taá áel j^roáucto áel contorno áe esta base^or la j^er^en- 
áicular bajaáa áesáe el vertice á cualquiera áe los laáos 
áe la misma base.

En la pirámide circunscrita, de la cual he represen
tado solo una cara ASB á fin de no complicar mas la fi
gura, son iguales entre sí todas las caras como en la pirá
mide inscrita, porque las aristas SA, SB &c. son asimismo 
oblicuas que se apartan igualmente de la perpendicular 
SO. Y siendo el punto de en medio del lado AB del po
lígono circunscrito precisamente el punto de su contacto 
con la circunferencia del círculo aGbf, se habrá de con
fundir con el lado la perpendicular SG, bajada desde el 
punto S sobre el lado AB. El área del triángulo ASB 

tiene por expresión ¿^ABxSG; y por consiguiente la de 
la pirámide entera, sin incluir la de su base, vendrá áser

|NxABxSG.
Supuesto esto, si designamos por y; y P Ias áreas de 

la pirámide inscrita y de la pirámide circunscrita, y por 
f y P^ los contornos de sus bases, tendremos:

;^=íAS^i P=ÍPxSGí 
de donde podemos inferír que
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Mas resultando de Ia naturaleza de los polígonos regula
res inscritos y circunscritos al círculo (§. i§i) que los 
contornos de estos polígonos se aproximan á ser iguales á 
proporción que se multiplican sus lados; es bien visible 
que en igualdad de circunstancias la diferencia entre las 
rectas SG y S¿ puede llegar á ser tan pequeña como se 

quiera: de consiguiente l>s productos ,|P^xSG y ^j^'^

S^ se aproximarán tambien sin cesar á la igualdad; y la 
diferencia de las áreas de las pirámides inscrita y circuns
crita podrá á consecuencia llegar á ser menor que cual
quiera cantidad que se quiera.

270. Corolario. Es bien evidente que cuanto mas se 
multiplican los lados de los polígonos inscritos y circuns
critos, tanto mas se aproximan á confundirse con el cono 
las pirámides inscritas y circunscritas; y tanto mas aumen
ta el área de la pirámide inscrita, al mismo tiempo que 
disminuye la de la circunscrita. Con efecto, constante
mente aumenta el contorno del polígono inscrito, asi como 
la recta S^-, que acercándose á la superficie cónica, se ale
ja sin cesar de la perpendicular SO, mientras que el con
torno del polígono circunscrito disminuye sin cesar acer
candose al círculo, y que la recta SG conserva la misma 
magnitud. De aquí se sigue evidentemente que por lo 
respectivo á la extension, el área del cono se halla siem
pre comprendida entre Ias de la pirámide inscrita y de la 
pirámide circunscrita; y como, según el teorema prece
dente, se puede hacer la diferencia de estas últimas menor 
que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea la 
niagnitud de esta, con mayor razón podremos hacer en 
todo caso tan pequeña como queramos la diferencia entre
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el área del cono y la de la pirámide inscrita ó la pirámide 
circunscrita.

TEOREMA.

271. £1 area de ün eono reeto tiene j^or medida la 
mitad del producto de la circunferencia del círculo que le 
sirve de hase por su lado", lo cual designando por Cd 
la primera, y por R al segundo, vendra d estar bien ex
presado por JCR.

Demostración. Si P representa actualmente el perí
metro del polígono circunscrito, el área de la pirámide 
circunscrita habrá de expresarse por JPR (§. 269), pues 
que R es lo mismo que SG ; y si designamos por X la 
verdadera medida del área de Icono, tendremos las canti
dades JPR, JCR y X, que se hallan en el mismo caso 
que se supone en el §. 186 ; pues que siendo constante
mente la primera mayor que las otras dos, en virtud del 
§. 27c , y ácausa de ser P>C, se pueden aproximar una 
á otra cuanto se quiera. Tendremos, pues, que

X=JCR^.

TEOREMA.

272. El drea de la porción que resta de una super
ficie cónica despues de haherle quitado por un plano pa-

* Este Icorema poihíumns demostraría valiéndonos inmediatamen
te de UH razonandento semejante al de hi nota del §. 187, sustituyen
do pu'ínndes á los polígonos empleados en la nota citada. Fácil es 
tlescubrír cómo sea necesario modificar d mismo razonamiento y apli- 
carlo á las proposiciones de los §§. 279 , 280 , 283, 297 v 304, q’'® 
completan la medición del área y del volúmen de los cuerpos re
dondos
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Caleto a su busi una farte SARD'S'; ó lo que viene á ser 
lo mismo, el área áel cono truncado ADBEA^DB^E^ 
fig. 144, tiene f or medida la mitad del froducto de la Fig. 144. 
suma de las circunferencias de sus dos base's ADB y 
A^D'B^ for su lado AAÍ

Demostración. Si en el punto A se levanta perpen
dicularmente á SA la recta AC, igual en longitud á la 
circunferencia ADBE, y se tira Ia SC; teniendo el área 
del triángulo rectángulo SAC por medida -JACxSA, 
habrá de ser esta equivalente al área del cono SADBE 
(§. freced.f Tirando en seguida la recta A^C^ paralela á 
la AC , los triángulos SAC y SA'C\ entre sí semejantes, 
nos darán;

AC : AV : : SA : SA'j 
mas tambien tenemos: 
clrcunf. ADBE : circunf. A'D'B'E' : : SA ; SA' (§. 267); 
y siendo común esta segunda razón á las dos últimas pro
porciones, resultará de ellas la siguiente:

circunf. ADBE : circunf. A^D'B'E' : : AC : A'C';
y puesto que AC=circunf. ADBE por construcción, 
deberá ser por consecuencia A^C = circunf. A'D'B^E.

De esto se sigue que el área del triángulo SA^C^

igual á ^A'CxSA\ será equivalente á la de cono 
SA^D^B^E^ que se echa menos: será, pues, el área del 
trapezio ACC^A' equivalente á la del tronco de cono 
ADBEA'D'B^E'; y pues que la recta AA' es perpendicu
lar á las rectas AC y A^C^, la medida del trapezio ACC^A 
será |AA^ (AC+AV) (J. 175),
ó lAA'(circunf. ADBE-i-circunf. A'D'B'E') 
como anuncia la propuesta.

Y pues que podemos tomar en vez de |-(ACh-AC}
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lu recta A."C'' tirada puralelaniente á AC por el medio 
de AA' (§. 175), es consiguiente que en lugar de 
J (circunfer. ADBE +circunfer. A'D'B'É') podamos 
sustituír la circunferencia A''D"B''E" de la sección hecha 
en el tronco de cono á distancia igual de las dos bases y 
paralelamente á sus planos; pues tendremos esta serie de 
razones iguales:
AC ; A'V' : : SA : SA" : cire. ADBE : circ. A"D"B'E", 
á consecuencia de la cual la igualdad de circunferencia 
ADBE y de la AC nos hace ver la de circunferencia 
A'^D"B^^E" y de A''C".

De lo cual podremos concluir que el área convexa 

del tronco de cono tiene por medida AA^xcircunfer....  
A D B E , ó al producto de su lado por la eireunjeren- 
da de la sección hecha d una i^ual distancia de las bases.

N. B. Sustituyendo el vértice á la base superior, 
viene á ser esta medida la del área del cono íntegro.

TEOREMA.

273. Adultij^lícando sujicientemente los lados del fo- 
li^ono inscrito, jjodemos en todos casos formar dos pirá
mides, la una inscrita y la otra circunscrita, tales ^ue la 
diferencia de sus voliimenes sea menor que cualquiera 
cantidad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta.

Demostración. Con efecto, teniendo la pirámide ins- 
Fig. 143' Cfita y la circunscrita la misma altura SO, fig. 143, sí 

designamos por ^ y P los volúmenes de estas pirámides; 
p y P^ las áreas de los polígonos abedef, ABCDF que 
las sirven de base, tendremos :

/=^'xSOj P=iP'xSÓ;
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lo cual dará P—^=150
y pudiéndose reducir ai grado de pequeñez que se quie- 
ra, la diferencia P*—^^ entre el área del polígono inscri
to, y la del polígono circunscrito 0. 184), se podrá 
igualmente reducir á que sea menor que tal cantidad 
dada como se quiera, la diferencia P—y? entre el volu
men de la pirámide inscrita y el de la pirámide circuns
crita. ,

274. Corolario. Siendo visiblemente el volumen del 
cono intermedio entre los de la pirámide inscrita y de la 
circunscrita, se infiere del teorema precedente que en 
todo caso se puede asignar una pirámide inscrita y otra 
circunscrita, que se diferencien de él en cuanto menos se 
quiera.

TEOREMA.

27 5. £1 voliimen ¿le un eono tiene j)or tne¿ii¿la la ter
cia j^arte ¿iel j^rodueto del area ¿le su base por su altura; 
a lo cual equivale jCH, siempre que la primera se de
signe por C, y la segunda por H.

demostración. Sea P el área del polígono que sirve 
«le base á la pirámide circunscrita, cuyo volumen tendrá 
en tal caso por medida 7PH j y represente X la verdade
ra medida del volúmen del cono. Asi tendremos tres can
tidades ÍPH, ¡CH y X, que se hallarán en el caso de las 
<lel §. 186; puesto que 7PH es siempre mayor que las 
otras dos, y puede aproximarse á ellas cuan cerca se 
quiera. Tendremos, pues, Xrr^CH*.

El teorcjna anterior tiene igualmente lugar aun cuando sea obli- 
C"o el cono propuesto; pues bien se ve que ni en el teorema del 
In •’ ^’ *^” ^^ corolario del §. 274 se supone que la perpendicular 
^ caiga sobre el centro de! círculo nG/y, y pueden por consiguiente
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PROBLEMA.

276. ¿ianar el volumen ¿le im bronco de eono recio 
con bases paralelas.

Solución. Seiá indispensable prolongar los lados AA^ 
Fig. 144« y ^B*í fig- M4 » Ii2sta que se encuentren, y así nos den 

á conocer la altura SO del cono entero (§. 268), con el 
auxilio de la cual tendremos para volumen de este cuer

po á -^SOxADBEí y quitando de SO la altura del tron
co OO\ el residuo SO\ será la altura del cono sustraído, 

cuyo volumen estará expresado por iS0^xA'D'B'E^ y 
por tanto la diferencia entre este producto y el anterior ha
brá de ser la medida del volumen del tronco de cono 
propuesto.

277. Si nos imaginamos que el rectángulo ACCA, 
Fig. 145. fig. 145 , gire al rededor de uno de sus lados CC, ven

dremos en conocimiento del cómo podemos suponer for
mado el cuerpo que llamamos cilindro recíoi en cuya su
posición la recta AA^ describirá la superficie cilindrica.

Un punto cualquiera de esta recta describirá la cir
cunferencia del círculo A"D''B" ^ igual y paralelo a! 
círculo ADB engendrado por AC, al cual se le llama la 
base del cilindro; en vista de que la recta A"C.", perpen
dicular á CC\ igual á AC , describirá girando ai rededor 
de CC' un plano paralelo al ADB, y cuya intersección 
con la superficie cilíndrica será A^^D^^B^Í De lo cual re
sulta que la sección de la superficie del cilindro recto por

Fiff I 42. adaptarse al cono oblicuo que se nos presenta en la figura^ 1^2. b> 
®* ^ mismo puede decirse con respecto á la investigación del volumen del 

cono truncado del §. siguiente.
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un piano paralelo a su base, es un círculo igual á esta 
misma base.

EI cilindro está terminado en su parte superior por 
una base A'D'B' igual y paralela á su base inferior ADB, 
La recta CC al rededor de la cual suponemos que ha 
girado el paralelogramo ACC'A', y en la cual evidente
mente se hallan los centros de las bases de todas las sec 
ciones que las son paralelas, se llama el eje del cilindro, 
y es perpendicular á la base.

TEOREMA,

278. 5/ se inscriben y se circunscriben al círculo ^ue 
sirve de base a un cilindro, polígonos de un tnisíno núme
ro de lados, y j^or los vertices de los ángulos de estos po
lígonos se tiran rectas paralelas al eje OO', fíg. 147, Fig. 147. 
juntando sus extremidades superiores con otras rectas, 
resultarán formados dos prismas, el uno inscrito y el otro 
circunscrito al cilindro propuesto •, las cualc-s podrán en 
todo caso ser tales ^ue la diferencia de sus áreas sea me
nor que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea 
la magnitud de esta cantidad.

El cilindro oblicuo es el que contiene la superficie descrita por 
una recta cualquiera AA^, fig. 146, forzada «á deslizarse paralelamente Fig, I 4^» 
«> si tnisma á lo largo de la circunferencia de un círculo ADB. Si 
consideramos á la recta generatriz AA^ como existente en una po
sición cualquiera , cual DD , y por el centro de la base tiramos la CO 
paralela e igual á la AA^, y terminamos el cuerpo con un plano A'D'R' 
P^'^^T^Á” ^^ ADBj lirando C'D, nos resultará formado el paralelógra- 
mo DCC'D/, y tendremos C'D^=CD. Es, pues , visto que la base 
superior A'D'O del cilindro oblicuo debe ser un círculo, lo mismo 
9yp su base interior y todas las secciones que la son paralelas; mas el 
®je LL no sera perpendicular á esta base, como lo es eu el cilindro
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Demosfraeion. Las rectas aa , bb\ levantadas para

lelamente á 00', y por consiguiente perpendiculares al 
plano abedef, se hallarán sobre la superficie del cilindro, 
pues que los rectángulos aOO'a, bOO'b son iguales al rec
tángulo generador. Por otra parte es evidente que los rec
tángulos abb'a\ bcc'b^ &c. son entre sí iguales, puesto que 
visiblemente tienen dos ángulos y tres lados respectiva
mente iguales (§. 85). Siendo las aristas aa^ bb" &c. per
pendiculares á ab, be Scc., las áreas de los rectángulos ab, 
be Scc. se expresarán por ab^aa^ bexbb' &c.

Reuniendo estos productos con la advertencia de que 
todos tienen un factor común, pues que aa'=bb 8íC,, 
el área del prisma inscrito, sin comprender las bases abedef 
ab'ed'e'f', vendrá á estar expresada por Qab-^-be-i-cd-+- 
¿ie-^ef-i-fa') aa , ó por ;?+H, designando por y? al pe
rímetro del polígono abeeisfi y por H á la altura aa co
mún al prisma y al cilindro.

Con el fin de evitar cualquiera confusion, no he re
presentado mas de una sola cara ABB^A^ del prisma cir
cunscrito. Bien se ve que sí en esta cara y por el pun
to G, en que el lado AB toca al círculo, se tira GG 
paralelamente á 00\ esta recta se hallará sobre la su
perficie cilindrica , en vista de que el rectángulo GOO G 
es igual al rectángulo generador. Y estando expresada el 

área del rectángulo ABB^A^ por AB X GG^ el área 

total del prisma circunscrito, sin comprender las bases, 
será igual al contorno P del polígono circunscrito, mul
tiplicado por la altura GG' ó H, común á todos los para
lelogramos que envuelven al prisma circunscrito , y lo 
mismo puede decirse de los del prisma inscrito.
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Supuesto esto, la diferencia del área convexa del 

prisma inscrito y la del circunscrito vendrá á ser PxH — 
/’xH2=(P—yj) H, y se la podrá hacer tan pequeña 
como se quiera tomando polígonos inscritos y circunscri
tos, cuyos contornos tengan una diferencia menor que 
cualquiera cantidad dada , por pequeña que la magnitud 
de esta sea.

¿79. Corolario. De Ia proposición anterior y de las 
razones expuestas (§. 270) se sigue que la superficie ci
lindrica es menor que Ia del prisma circunscrito, y mayor 
que la del inscrito, y que por consiguiente podemos de
terminar un prisma inscrito ó circunscrito, cuya área se 
diferencie en cuan poco se quiera, de la del cilindro 
recto.

TEOREMA.

280. lEl area de la su/erjieie eonvexa del eilindro 
reeto tiene ^or medida alyjrodueto de la eireunfereneia de 
su base yjor su altura H, ^ue representaremos por CH.

Demostraeion. Si P designa ai contorno del polígono 
que sirve de base al prisma circunscrito al cilindro, y X 
la verdadera medida de este último, vendrá á represen- 
lar PH al área del prisma circunscrito, y visiblemente 
se hallarán las tres cantidades PH, CH y X en el caso 
que Ias del §. 186, Será por consiguiente X = CH.

TEOREMA.

281* £n todo caso se pueden formar dos prismas, 
d uno inscrito y el otro circumserito al cilindro, ta~

«9TOMO III.

MCD 2022-L5



2^2 ELEMENTOS
les que sus volúmenes se difereneien en cuan poeo que
ramos. , . . ,jr

Demosiracion. El volûmen del prisma inscrito abedef 

a'b'e'd'ef es igual á abedef ><}^ (§. 260); y designando 
el área del polígono inscrito por j} , y la del circunscrito 
por P, el volumen del prisma inscrito vendrá a tener por 
medida á /H, el del circunscrito áPH ; y siencio su dife
rencia (P-f) H, podrá venir á ser tan pequeña como se 
quiera, en consecuencia de que P-/, diferencia de las 
áreas de los polígonos inscrito y circunscrito , puede llegar 
á ser menor que cualquiera cantidad dada, por pequeña 
que sea la magnitud de esta (§. 184).

282. Corolario. De esto se sigue que se pueden 
construir un prisma inscrito y otro circunscrito, tales que 
su volûmen se diferencie del del cilindro en cuan poco se 
quiera; en la inteligencia de que este ha de ser siempre 
mayor que el primero y menor que el segundo.

TEOREMA.

2S3. EZ volumen de un eilindro recto tiene for me
dida al producto del drea de su base por su altura, 0 
designando por C^ al área de esta base, ^■

Demostración. Si designamos por P' al área del po
lígono circunscrito, habrá de ser P'H la medida del vo
lumen del prisma circunscrito, y por X designamos la 
verdadera medida del volumen del cilindro; hallandose 
las tres cantidades P'H, CH y X en el mismo caso qw 
las del §. 186, habremos necesariamente de tener X- 

C'H*.
* Este teorema se veriGca igualmente con respecto al cilindro oWi*
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284. Si el semicírculo ACB gira al rededor de su 

diámetro AB, fig. 148^ podremos imaginamos que por Fig. 148 
medio de este movimiento forma la esfera, al mismo ** 
tiempo que la semicircunferencia describe la su/er/de 
esférica.

En este movimiento cada punto del arco ACB des
cribe evidentemente la circunferencia de un círculo, cu
yo radio es la perpendicular DE, bajada sobre el diáme
tro AB, al cual se llama el eje. Se deben sin embargo 
exceptuar de esta observación los dos puntos extremos A 
y B del eje, que permanecen inmóviles, como todos los 
demas puntos de este eje, y que se llaman los j^ohs.

La superficie de la esfera tiene todos sus puntos igual
mente distantes del punto O, centro del círculo genera
dor; porque habiendo conservado este punto la misma si
tuación en el plano del semicírculo ACB en todas cuan
tas posiciones ha tomado este plano, no ha variado su 
distancia á ninguno de los puntos del arco ACB, que su
cesivamente han pasado por todos los de la esfera.

De aquí se sigue que el radio del círculo ACB es 
asimismo el de la esfera.

TEOREMA.

285. La sección ¿ie la esfera jjor un flano cual
quiera, es indefectiblemente un circulo.

J^emosíracion. A consecuencia de lo anteriormente 
expuesto, es por sí misma evidente Ia proposición, siem
pre que el plano secante pase por el centro de la esfera;

<uo; pues es muy fácil de ver que ni el teorema ni su corolario requie
ren que el eje del cilindro ni las aristas de los prismas sean perpen
diculares al plano de la base.

*
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en cuyo caso la circunferencia de esta sección tiene por 
radio al mismo de la esfera.

Mas si DGFH designa á un plano cualquiera, y si 
del centro O se baja sobre este plano la perpendicular 
OE, el pie E de esta perpendicular se.hallará á distancia 
igual de todos los puncos de la sección DGF ; pues que 
siendo entre sí iguales, como radios que son de la esfera, 
todas las oblicuas ÜD, OG, OF, OH, estarán igual
mente apartadas de OE (^§. 200^. Sera, pues, la curva 
DGFH un círculo cuyo centro sea E, y cuyo radio 
sea DE.

286. Observación. Siendo necesariamente menor 
que el radio OD la recta DE, el círculo DGFH habrá 
de ser menor que el que habria resultado si la sección se 
hubiese hecho por el centro de la esfera; pues en este 
caso se nos presentaría un circulo máximo, en vez de que 
cualquiera otro habrá de ser un circulo menor.

Teniendo todos los círculos mayores un mismo radio, 
habrán de ser entre sí iguales.

287. Corolario. Dos círculos máximos ACBb, 
AIBK se cortan siempre en dos partes iguales; pues, 
como bien se ve, no pueden encontrarse mas que en la 
recta AB, sección común de sus dos planos, la cual pa
sando por su centro común, viene á ser áun mismo tiem
po diámetro común de entrambos, y los divide por con
siguiente en dos partes iguales.

2S8. Tres círculos que se corten dos á dos en la 
superficie de la esfera, forman un triángulo esfericoi mas 
de ordinario no se consideran sino los que están formados 
por tres arcos de círculo máximo, menores que la semi
circunferencia, cual es el íCM.

Si del centro de la esfera se tiran radios á los puntos
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C, I y M, bien se ve que estos radios determinarán un 
ángulo triedro OCIM, cuyos ángulos planos I0C, lOM, 
MOC, tendrán por sus respectivas medidas á los arcos 
Cr,IM y CM.

TEOREMA.

289. l^a suma ¿le t^os lados cualesquiera de un 
triángulo esférico es siempre mayor que el íercero.

Demosíracion. Puesto que en virtud de lo expuesto 
(§. 222) la suma de dos cualesquiera de los tres án
gulos planos Ï0C, lOM, MOC, que forman el ángulo 
triedro OCIM, es mayor que el tercero; y siendo de un 
mismo radio los arcos d, IM y CM, que son las medi
das de estos ángulos, resulta de esto por necesidad que 
la suma de dos cualesquiera de estos arcos, la cual será 
forzosamente la medida de la suma de los dos ángulos á 
que corresponden (§. i lo), habrá de ser mayor que el 
tercero.

290. Corolario 1° De esto se sigue que el camino 
mas corto para ir de un punto á otro sobre la superficie 
de la esfera , es el arco de la circunferencia de un círculo 
máximo determinado por los dos puntos ya indicados y 
por el centro de la esfera; porque si se asignase como ca
mino mas corto.desde el punto A al B, fig. 149, una Fíg. 142. 
línea AMNB, diferente del círculo máximo, cuya circun
ferencia pasa por los dos puntos propuestos; tomaríamos 
en esta línea un punto M, y tirando desde él los dos ar
cos de círculo máximo AM y MB, tendremos (§. précédé

AM-i-MB>AB.
Tomando en seguida el punto N entre M y B; y ti

rando por él los dos arcos MN y MB de círculo máximo,
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nos resultará de consiguiente que AM-i-MN-+-NB> 
AM+MB.

Continuando del mismo modo, veremos con claridad 
que cuanto mas nos acerquemos á la linea AMNB, mas 
se au/nenta el camino que hay que andar para pasar de 
A á B : por lo cual es evidente que el arco AB de la cir
cunferencia de un círculo máximo es el camino mas cor
to, sin ser posible que lo haya menor; porque el círculo 
máximo que de nuevo se tiraría por dos cualesquiera pun
tos del arco AB, se confundiría con este mismo arco, en 
vista de que todos sus puntos y el centro de la esfera se 
hallan comprendidos en un solo plano.

Yo he supuesto que la linea AMNB fuese exterior a 
todos los círculos máximos tirados por dos cualesquiera de 
sus puntos; mas en caso de ocurrir lo contrario, según 
puede verse en la parte puntuada MN^A, tiraríamos los 
arcos de círculos máximos MN^ y AN^; y como entonces 
tendríamos AN^-i-MN^AM,
resulta asimismo que

AN '-hMN'h-MN-^N B> A Mh-MB> AB.
291. Ccrolario 2 ^ Del mismo teorema se sigue 

tambien que la suma de los lados de un triángulo es
férico es menor que la circunferencia de un círculo má
ximo; porque si se prolongan los lados Aly AM del trián- 

Fig. 148. gulo MAI, fig. 148, hasta que vuelvan á encontrarse 
en B, tendremos que

IM<BM-^-BI (§. 289);
añadiendo á una y á otra parte la suma de los lados AM 
n-AI, resultará que

IM-í-AM-f- AI<BM-i-BI-i-AM-í-AI.
Ahora bien, los dos arcos AM y BM juntos, com

ponen la semicircunferencia ACB: y los dos AI y BI
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juntos componen otra semicircunferencia AIB , igual á la 
primera. Equivale, pues, la suma de estos cuatro arcos 
reunidos á una cicunferencia de círculo máximo, la cual, 
según se ve, es mayor que la suma de los lados del trián
gulo MAL

Fácil es ver que esta proposición resulta igualmente 
de lo expuesto (§§. 226 y 288).

TEOREMA.

292. Síforeleenírode un círculo cualquiera DGFH, 
trazados sobre la esfera, se levanta una ferj^endicular 
AE, pasará esta por el centro áe la esfera, y la cortará 
en dos puntos A y B, cada uno de los cuales se hallará 
igualmente distante de todos los de la circunferencia 
DGFH.

Demostración, Con efecto, de lo expuesto (§. 200) 
se infiere con evidencia que la perpendicular AE debe pa
sar por una série de puntos tales, que cada uno de ellos 
se halle á igual distancia de los puntos de la circunferen
cia DGFH descrita desde el pie E de esta perpendicular, 
como centro.Pues ahora, teniendo el punto 0, centro de 
la esfera, la misma propiedad, deberá por consiguiente 
hallarse en la misma línea AE; y los puntos A y B, en 
que la AE encuentra á la esfera, habrán de estar cada 
uno á igual distancia de los puntos de la circunferencia 
DGFH : bien entendido que la distancia de estos últimos 
al punto A no es igual á la distancia de los mismos ai 
punto B, sino cuando el punto E coincida con el 0, ó lo 
que es lo mismo, cuando se trate de un círculo máximo 
CILK.

Bien claro se ve que los arcos AD, AG, AF, AH,
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tomados en las circunferencias de círculos máximos, que 
son necesariamente iguales, y que tienen por cuerdas á 
las distancias del punto A á cada uno de los puntos de 
la circunferencia DGFH, deben ser entre sí iguales.

293. Corolario. De lo anteriormente expuesto se 
sigue que los puntos A y B nos pueden servir para des
cribir el círculo DGFH, sin necesidad de conocer su cen
tro, colocado en el interior de la esfera, pues que basta 
con marcar todos los puntos cuyas distancias al punto A 
ó al punto B, medidas sobre la superficie de la esfera 
por los arcos del círculo máximo AD y AG, ó BG, sean 
iguales á la que se haya escogido para describir el círcu
lo propuesto.

En consecuencia los puntos A y B se llaman los ^0- 
los del círculo DGFH; y la recta AE es su eje.

TEOREMA.

294. El plano t^irado for un funto de la suferjieie 
de la esfera ferfendieularmente al radio ^ue fasa for 
este funto, es tangente a la esferas y reeifroeamente, el 
flano tangente en un funto cualquiera ¿le la suferjieie es- 
fériea, es ferfendieular en la extremidad del radio que 
fase for aquel funto.

Demostración. Siendo perpendicular el radio OC en 
el punto C al plano AB, habrá de tener todos sus demas 

Fig. IJ'^- puntos mas apartados que el punto C del centro 0 de la 
esfera; pues que las oblicuas cualesquiera OD, OE &c. 
son mas largas que la perpendicular OC (§. 200); se 
hallan, pues, fuera de la esfera los puntos D, E &c.; y 
no teniendo el plano AB mas que el solo punto C común 
con Ia superficie de la esfera, debe ser la tangente.
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Reciprocamente, el plano tangente á la esfera en C 

no puede ser otro que el plano AB, perpendicular al ra
dío OC; porque no teniendo este plano de común con la 
esfera mas que el punto del eontaeío C; y hallándose mas 
distantes del centro que este rodos sus demas puntos, es 
consiguiente que el radio OC sea la línea mas corta que 
pueda tirarse desde el centro al plano tangente, y que á 
consecuencia sea perpendicular á este plano

TEOREMA.

295. Si sff inscriben y se eireunseriben à un areo 
cualquiera de un semieíreulo dos j^oreiones de polígonos re
gulares de un mismo número de lados, y se hace ^irar al 
semteíreulo al rededor de su diámetro, Juntamente eon las 
mdieadas /cordones de los ^oli^onos, j^odremos en todo 
caso conseguir que la di/erenda entre el área del euerj^o 
descrito for la fordon inscrita j la del cuerdo descrito 
J)or la circunscrita, sea tan pequeña cuanto se quiera.

Demostración. El área del cuerpo descrito por la 
porción del polígono abcd, fig. 151 , cuando esta gira Fíg- 151« 
juntamente con el arco ab al rededor del diámetro ap, se 
compone de las áreas que en particular describe cada uno 
de sus lados. El primero ab describe un cono entero, mien
tras los demas describen troncos de conos, cuyas bases son 
los círculos engendrados por las perpendiculares be, cf, 
d^, bajadas de los puntos b, c, d, al eje aO (§. 267). 
El área de uno de estos cuerpos, del que, por ejemplo, 
describe cd, se determina, bajando de en medio de este

lado sobre aO la perpendicular Iq, y se expresa por cd 
^drcunfer. Iq; mas esta expresión se puede trasformar en
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otra que no contenga al factor cire. Iq^ que varia para 
cada cono. Con este objeto se baja la er perpendicular 
sobre la ¿ig i se tira la Oh y siendo semejantes los trián
gulos ¿ler y qlO, como que los lados del uno son respec
tivamente perpendiculares á los del otro, cada uno al su- 
y® (§• ^S)’ tendremos que

cd : cr ’. ' 10 : Iq.
Pero siendo cr igual a Jg , y teniendo entre si las cir
cunferencias de circulo la misma razón que sus respecti
vos radios, podremos sustituir en lugar de la razón de 
/0 á Iq la de las circunferencias de círculos cuyos radios 
sean aquellas rectas; y en tal caso tendremos:

^^ : fg ' ^^ : circ. Iqi 
de lo cual deduciremos que •

¡Tí/xcirc. /^=/^xcirc. /0;
y por consiguiente el área del cono descrito por cd ten
drá asimismo por expresión á ^xcirc. lOi es decir , al 
producto de su altura for la cireunfireneia del eíreulo 
inscrito al folígono de ^ue su lado hace farte. Lo mismo 
podemos decir de las áreas de los conos descritos por los 
otros lados, y cuyas alturas son efy ae. Siendo un factor 
común de todas estas áreas la circunferencia del círculo 
inscrito, es consiguiente que la suma de ellas, o el area 
del cuerpo descrito por la porción abcd del polígono ins
crito sea igual al producto de la suma de las lineas fgt 
ef, aa es decir, de la parte ag del eje, comprendida 
entre la extremidad ¿r del primer lado, y la perpendicu
lar bajada sobre el mismo eje por la extremidad del ulti
mo lado, multiplicada por la circunferencia del circulo 
inscrito, ó á ¿r^xcirc. 10.

Por la misma razón, el área del cuerpo descrito por 
la porción ABCD del polígono circunscrito tendrá por 
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expresión á AGxcírc. LO; la cual cantidad será en todo 
caso mayor que la primera, lo uno porque circunf. LO 
será siempre mayor que circunf. /O, y lo otro , porque 
AG es mayor que ag. Con efecto , desde luego tenemos 
que BG^^tíG-í-Aír; y ¿?^=:ííG-fG^;
de lo cual resulta que

AG-£Z¿-=A^—G^=Di^_G^ ;
pues que Aíz—Dí/; mas siendo bien claro que Gg<Dd, 
y que se puede disminuir cuanto se quiera, la Aa ó la 
Díi!, multiplicando suficientemente los lados de los polí
gonos, podremos hacer lo mismo con la diferencia de las 
líneas D¿/ y G^ , necesariamente menor que la mayor de 
estas líneas. Por consiguiente la AG será siempre mayor 
que la a^, y se las podrá aproximar una á otra cuanto 
se quiera *. En esta circunstancia, aproximándose mas y 
mas LO y /0 ; y diferenciándose cada vez menos circ. LO 
de cír. /0, podremos de consiguiente hacer á la diferencia 
-AFxcÍrc. LO—dt^xcirc. /0, menor que cualquiera canti
dad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta can
tidad , considerando á esta diferencia como la de dos rec
tángulos, cuyas bases y alturas pueden aproximarse cuan
to se quiera á ser iguales.

'‘íQÓ. Corolario. La expresión AG— ag=D¿i~~G^, 
nos hace ver al mismo tiempo que AG disminuye al mis-

El triángulo DOG nos da ( §. 59); ¿0:^0 :: D</; G^; y

úe aquí se deduce que Gg-=D¿x ^^ ; lo cual hace también ver que

®I^<IW, en vista de que ^0 no es mas que uno de los lados del trián
gulo rectángulo, cuya hipotenusa es áO. Ademas, siendo el punto 
S' ta extremidad común de todas las porciones de los polígonos inscri
tos al arco ad, no varían ni un punto las líneas ^0 ni dO ni la razón 
e ellas. Disminuye, pues, G^ al mismo tiempo que D¿.
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mo tiempo que Dí¿, por ser común á todos los polígonos 
inscritos en el arco ad la altura ag\ y permaneciendo 
igualmente la misma la LO^ resulta que el área del cuer
po descrito por la porción ABCD disminuye al acercarse 
á la esfera. El aumento de lo en la misma circunstancia 
prueba que el área del cuerpo descrito por ahed, aumen
ta entonces, y que por consiguiente el área de la por
ción de esfera descrita por el arco aLd es menor que la 
del primero de estos cuerpos, y mayor que la del segun
do. A lo cual es consiguiente que se puedan asignar dos 
cuerpos de este género, cuya área se diferencie tan poco 
como se quiera de la porción de la de Ia esfera descrita 
por el arco.

TEOREMA.

297. £1 área áe la j}oreíon áe esfera, eonodáa 
for el nombre áe casquete ó solideo esférico, áescrifaf or 
un arco que no sea mayor que la cuarta parte áe la cir
cunferencia áel círculo ^eneraáor, es i^ual al proáucto 
áe esta circunferencia multipUcaáapor la parte áel diá
metro que miáa la altura áel tal casquete 6 soHáeo.

Demostración. Designando por X á la verdadera me
dida del área descrita por el arco aá, y comparándola con 
las de los cuerpos descritos por la porción del polígono 
circunscrito ABCD, y por la porción del polígono ins
crito correspondiente, tendremos las tres cantidades

AGxcirc. LO, í7^xcirc. LO, y X;
la primera de las cuales, siendo siempre mayor que las 
otras dos, pudiéndose aproximar á estas cuan cerca se 

quiera , podremos inferir (§. 186), que X = ¿í^xcirc. 
LO.
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298. Corolario i.° De lo expuesto se sigue que el 

área de la esfera entera es igual á su diámetro multipli
cado por la circunferencia de un círculo máximo, ó á 

íí^xcirc. LO. Con efecto, si aplicamos el teorema ante

rior al cuarto del círculo al^m, nos resultará í20xcírc. 
LO para el área de la semiesfera que él engendra giran
do al rededor del eje LO; y lo mismo por lo que res

pecta ai segundo cuarto de círculo /nm^ tenemos ^Ox 
circ. LO: y la suma de estas dos cantidades viene á ser

(í^O-í-^Oyxcirc. LO — ajjxcirc. LO.
En general, el área de una porción cualquiera de la su
perficie esférica, comprendida entre dos planos paralelos, 
ó de una zona^ es igual á la altura de esta zona, ó á la 
distancia perpendicular de los planos que la terminan, 
multiplicada por la circunferencia de un círculo máximo; 
porque si del casquete descrito por el arco aLm^ y cuya 

area tiene por medida á ¿tOxcírc. LO, se quita el cas
quete descrito por el arco aL¿¿, y cuya área se mide por 
«^xcirc. LO, tendremos á

(^ízO—ií^)xcirc. LO = O^xcirc. LO
para medida del área de la zona descrita por el arco ¿¿m.

Con arreglo al mismo método podríamos hallar que 
el área de la zona descrita por el arco mn debe expresar

se por Ooxcirc. LO; y agregando este producto al 0^ 
xcirc. LO, tendríamos en el resultado ( Oo-t-O^^xcirc.

L0=o^ x circ. LO la expresión del área de Ia zona des
crita por el arco ¿ímn, la cual comprende al centro de la 
esfera.
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299. Corolario 2.® Se sigue asimismo de lo que 

precede que el área de la superficie esférica, es cuádru
pla de la de su círculo máximoj porque el área de este 
se expresa por ^CR, designando por C la circunferencia 
y por R á su radío (§. 187); y como designando por D 
al diámetro, tendremos á consecuencia R = ^D, nos re
sultará igualmente "R=:^D; de donde podemos con en
tera seguridad inferir que -^CD viene á ser la justa ex
presión del área del círculo máximo, la cual no es efecti
vamente mas que la cuarta parte del producto CD, que 
es la medida del área de la esfera (

TEOREMA.

Fig. 148. 300. El área de la j^oreion ACBIA, fig. 148,
eomj^rendida entre dos circulos máximos que se cortan, 
llamados huso esférico, es á la suferjicie de la esfera, 
como el arco CI del círculo CILK jjerpendicular á la in
tersección común de los jtlanos BCA y BIA es á su ar- 
cunferendai ó como el ángulo que mide al diedro de estos 
es á cuatro rectos.

Demostración. La proposición es de suyo evidente 
cuando el arco CI es parte alícuota de la circunferencia 
CILK; porque si suponemos dividida efectivamente en 
sus partes alícuotas á la circunferencia, y tirados por los 
puntos A, B , v por los puntos de division círculos má
ximos, la superficie esférica resultará dividida en tantos 
husos iguales á ACBIA, q^mo partes contenga el círculo, 
CILK; pues que es bien visible que dos husos de una 
misma esfera son iguales siempre que los planos de los 
círculos que los determinan forman respectivamente un 
mismo ángulo diedro.

Mas cuando el arco CI no sea parte alícuota de la
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circunferencia, se puede hacer ver por medio de un ra
zonamiento análogo al del §, 109 que la razon del huso 
ACBIA a la superficie entera de la esfera, no puede ser 
menor ni mayor que la del arco CI á la circunferencia 
CILK.

Siendo perpendicular á la recta AB el plano CILK, 
el ángulo plano COI medirá evidentemente el ángulo 
diedro CABIj y pues que la razón de este ángulo á cua
tro rectos es la misma que la del arco Cl que lo mide, 
á la circunferencia CILK (§. Jio), se sigue necesaria
mente que el ángulo COI es á cuatro rectos como el 
área del huso ACBIA es á la de la esfera.

TEOREMA.

301. El área áe un triángulo esférieo es á la áe 
la esfera entera torno la áifereneia que ha)>a entre la su^ 
ma áe los tres ángulos áieáros formaáos ^or los eireulos 
que eontfonen al tal triángulo, j la áe áos ángulos ree- 
tos es á la áe ocho ángulos rectos.

Demostración, Los tres círculos ACBL,CILKy MIFK, 
que forman el triángulo esférico CIM, reparten la su
perficie esférica en ocho triángulos, de los cuales los 
CKM y FIL son entre sí iguales, según podemos con
vencemos de ello, con solo observar que los ángulos trie
dros OCKM y OFIL, á los que correspondent§. 288), 
tienen todas sus partes iguales *.

La igualdad de las partes de estos ángulos triedros demuestra con 
Bastante claridad la de las partes de los triángulos esféricos} pero se
gún es muy fácil de ver, los lados de estos triángulos no se hallan re
unidos de un mismo modo, y no es posible de consiguiente aplicar al 
uno sobre el otro. CabaUeri, á quien debemos la proposición anterior 
( Directorium generale uranomeiricum, Bononiae, 1632, pág. 316) y 
los autores que le han seguido, han mirado la igualdad de los triángulos
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En esta suposición, si designamos por S á la superfi

cie de la esfera , y por D al ángulo recto , el área de 
huso ICKMI vendrá á tener por expresión á

Sx—précédé ; 
4D

y componiéndose este huso de los dos triángulos CM, 
CKM, nos resultará que

cim-hCkm=Sx ^^i£EE^í ;
y siendo el área del huso MIFAM

^j dn¿. IMFA 

vendremos á tener:

esféricos cuyos lados sean res^tlvamenle iguales, cada uno á su cor
respondiente, como análoga a la de los triángulos rectilíneos, sin 11a- 
marles lo atención que no es posible dar vuelta á la superficie esfe'rica 
como á la plana j pero en el fondo esta dificultad es mas bien aparen
te que real, pues tenemos muchos medios de convencemos de la 
igualdad de las áreas de los triángulos de que se trata: y hé aquí, 
para que no quede sobre esto la menor duda, una demostración de ella. 

Si por los vértices de los ángulos de los triángulos propuestos se 
hace pasar un círculo, y por su polo se tiran arcos de círculo máximo 
á los ángulos de los triángulos propuestos, estos arcos habrán de ser 
iguales (§. 293); y por este medio se formará sobre cada lado de los 
triángulos propuestos un triángulo esférico isósceles. Ahora bien, sien
do iguales las cuerdas de los Íados de los triángulos esféricos propues
tos (§. 99), los círculos, de que acabamos de hablar, habrán asimismo 
de serlo (§• 119), y tendrán sus polos situados á unas mismas distan
cias de sus circunferencias. De consiguiente los 1res triángulos esféricos 
isósceles del primero de los triángulos propuestos serán evideotemeu- 
te iguales respectivamenteá los tres del segundo, cada uno al suyo, y 
las áreas de los triángulos propuestos habrán de estar formadas de la 
misma manera que la de los nuevos triángulos.
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CIM^-CIF^S x ^^ ^^¥.

y por ultimo el huso CILBC, cuya área se halla expre- 

sada por S x, nos dará
4D

CIM-^MIL=S x —<J2íí.
4D

Y si en lugar del triángulo CKM sustituimos á su 
^S^^^ FIL , y sumamos estas expresiones, observando 
que ClM-t-ClFn-FIL-bMIL componen la mitad de la 
superficie esférica, situada por delante del plano ACBL, 
ó al hemisferio lÁCBL, nos resultará

2CIM4-IS=^^ (áng. CIKM-háng. IMFA-^áng.

Ahora bien : los tres ángulos diedros CIKM, IMFA, 
ICLB, son evidentemente los que entre sí forman los 
planos de los lados del triángulo esférico CIM; y á fin 
de abreviar, Io designaré por una sola letra de su arista, 
cual es Ia que se halla en la intersección de dos lados de 
cada triángulo; por cuyo arbitrio los ángulos CIKM, 
IMFA, ICLB, vendrán respectivamente á ser los án
gulos I, M, C; y por consiguiente

s 
aCIM-híSs— 

4D
(I+M-í-C) ;

y quitando de ambos miembros á AS, nos resultará;

4
tomo m. 20
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Reduciendo en seguida á un mismo denominador to

dos los términos de esta expresión de aCIM, y toman
do la mitad de ambos miembros del resultado, tendremos:

CIM=
S (i-i-M-t-C—2D)

8D
lo cual nos dará:

CIM : S :: I-fM+C-uD : 8D*.

* Los ángulos I, M, C,son los misinos ángulos del triangulo es
férico. (Véase el Tratado elemental de Trigonometría, y de aplicación 
del Algebra á la Geometría, cap. H.

TEOREMA,

302. Sí Jjor las extremidades de las foreío»es eor- 
resj^ondiefítes de j^oh^onos regulares inseritas y etreufis- 
eritas en un mismo arco se tiran dos radios, se J^ormardn 
dos sectores j^oli^onales, ^ue girando al rededor de uno 
de estos radios, engendrarán 'volúmenes, cuya diferencia 
j?odrd dismimiirse cuanto se quiera, siempre que se 
multi^dique sujieientemente el número de los lados de los 
jjoli^onos.

Demostración. En tirando los radíos BO , CO, figu*  
, ra 151, vemos que el cuerpo engendrado por la figura 
abedO, girando al rededor del eje aO, se compone de 
los engendrados por los triángulos abO, bcO, cdO, cuyo 
valor se debe determinar con separación. Bajo esta supo
sición, si bajamos sobre la aO la perpendicular be, echa
remos de ver que girando la cuerda ab y el radio Ob al 
rededor de ¿zO, engendran dos conos, los cuales tienen 
ambos por base al círculo descrito por la perpendicular 
be. La suma de sus volúmenes, ó el volumen del cuerpo
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engendrado por el triángulo ahO, se expresará de consi
guiente por ^dOxcírcul. be (§. 275 ). Esta expresión 
se trasforma en otra en que no se halla el círculo be, ob
servando que el área del cono engendrado por la cuerda 

ab tiene por expresión á ;|-¿r¿xcircunf. be (§. 271). Pero 
tambien sabemos que

circuí, ¿^^^¿’é'xcircunf. be (§. 187);
de donde resulta que

Area del cono ab : círculo be : : •Jíi/’ x circunferencia b ; 
^be x circunferencia be;

ó ::ab:be,

dividiendo los dos términos de la segunda razón por ^ cir
cunferencia be. Si ahora bajamos sobre la ab la perpen
dicular OA, y comparamos entre sí los triángulos abe y 
ahO, semejantes, porque ademas de ser ambos rectángu
los tienen un ángulo común en <a!, tendremos esta pro
porción: ab be 1 'aO : Ohi
en donde se nos presenta tambien la razón ab: be; y asi 

Area del cono ab : círculo be ; : aO : OA;
y por consiguiente

Oh, 
círculo be=— x area del cono ab.

0a
Por medio de esta expresión el volumen del cuerpo en
gendrado por el triángulo abO, é igual á j-a^O x círculo 
be, vendrá á ser ~0h x área del cono ab , de lo cual re
sulta que el 'volumen ele un cuervo descrito ^or un trián^ 
guío gue gira al rededor de uno de sus lados, tiene j:tor 
medida la tercia farte del área del cono engendrado for 
uno de sus otros dos lados, multifUcada for la ferfen- 
dicular bajada sobre este lado desde su ángulo ofuesto.
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Con respecto al segundo triángulo hcO, debemos pro
longar la be hasta que encuentre á la íOi y en virtud de 
lo expuesto, siendo el volumen del cuerpo engendrado 
por el triángulo ctO igual á ^O/x área del cono et, mien
tras que el del cuerpo engendrado por el triángulo btO, 
es -Oz x área del cono bt, la diferencia de estas expresio

nes , ó la medida del cuerpo engendrado por el triángulo 

beO será visiblemente igual á jOz x la diferencia entre el 
área del cono et y la del cono bt, diferencia que es jus
tamente el área del cono truncado descrito por el lado be. 
Los mismos razonamientos harían ver asimismo que el 
volumen del cuerpo engendrado por el triángulo ítííO, 
tiene por medida á ^0/ x área del cono truncado descrito 
por ed. Continuando del mismo modo sucesivamente de 
uno en otro, y observando que las perpendiculares Oh, 
Oí, 01 &.c. son todas iguales, llegaremos á ver que, sea 
cual fuere el número de los lados ab, be, eei 8íc., el vo
lumen del cuerpo engendrado por el sector poligonal 
abedO tendrá por medida á jOZ xla suma de las áreas 
descritas por los lados ab, be, eei Scc.; suma que no es 
otra cosa que el area descrita por Ia porción del polígo
no abed.

Aplicando este resultado al sector poligonal circuns
crito ABCDO , hallaremos que el volumen de su cuerpo

que este engendra es igual á ~0L x área descrita por 
la porción de polígono ABCDí y estando ya demos
trado (§. 295) que las áreas descritas por las porciones 
correspondientes de polígonos regulares inscritos y cir
cunscritos pueden aproximarse cuando se quiera, mien
tras que la diferencia de las apotemas OL y O/ disminu-
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ye sin cesar, resultará evidentemente que los volúmenes 
engendrados por el sector poligonal inscrito, y por el sec
tor poligonal circunscrito correspondientes, se encaminan 
asimismo sin cesar á la igualdad, y pueden aproximarse 
a ella cuanto queramos.

303. Corolario. Bien se ve que el cuerpo descrito 
por el sector circular aLdO, y al cual llamamos sector 
esférico i es menor que el cuerpo descrito por el sector- 
poligonal circunscrito, y mayor que el descrito por el 
sector poligonal inscrito; es, pues, consiguiente al teore- 
nia anterior que la diferencia entre el primer cuerpo y el 
de cualquiera de los otros dos puede llegar á ser tan pe- 
quena como se quiera, multiplicando cuanto sea necesa
rio á los lados de los polígonos.

TEOREMA.

304. £1 ■volúmeK de un sector esférico es igual al
area del casquetet sobre el cual se a/oja, multij^Hcada 
por la tercia p^arte del radio; ó lo que zdene a' ser lo 
f^ismo, á |SR, designando el area for S, y al radio 
par R.

Demostt'acion, Si por P representamos al área des
crita por la porción de polígono circunscrito ABCD, el 
Volumen del cuerpo engendrado por el sector poligonal

ABCDO, será P x jOL, ó ^PR (§. 302) ; y designan
do por X á la verdadera medida del volumen del sector 
esférico , tendremos las tres cantidades 7PR, jSR, y X, 
que se hallan en las mismas circunstancias que las del 
§. 186, y de esto inferiremos que necesariamente X=jSR.

-Es evidente que por medio de este resultado venimos
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en conocimiento del sector esférico, pues (]ue su área S 
representa la del casquete descrito por el arco ad,

305. Corolario 1.” De esto se sigue que el volu
men de la esfera es igual á su área multiplicada por la 
tercia parte del radio; pues que si tomamos en lugar del 
arco ad la cuarta parte de la circunferencia, ó á arn, el 
sector esférico vendrá á ser igual á la semiesfera, porque 
el radio mC, perpendicular á aO, describirá un plano 
que dividirá á Ia esfera en dos partes iguales, y tendremos 

como mitad ó como hemisferio superior á ^S x-wO , re
presentando por S el área de la esfera entera; y reunien

do las dos mitades, el total S xjJflO vendrá á ser el volu
men de la esfera.

Siendo el área de la esfera cuádrupla de la de uno de 
sus círculos máximos; ó equivaliendo á la de cuatro círcu
los , su volumen vendrá á ser ^R X círculo, ó 7D x círcu
lo; es decir, que ¿1 'voUiw^n de la ^sJ^Éra es igual al 
area de su círeulo máximo^ íuultiplieada j?or las dos 
tercias partes de su diámetro.

306. Corolario 2.° Siempre que nos propongamos 
determinar el volumen engendrado por un sector aOfít 
mayor que el cuadrante de círculo, quitaremos de la es
fera entera al sector engendrado por nCp^ y equivale 

á ~mO x área del casquete descrito por el arco up, y la 
diferencia vendrá ser ^raO multiplicada por la diferencia 
entre el área entera de la esfera , y la del casquete des
crito por np’, diferencia que no es otra cosa sino el area 
descrita por el arco amn, ó la del casquete que sirve de 

base al sector compuesto.
3oy. Corolario 3.** El volumen de la porción ®
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esfera engendrada por el semÍsegmemo circular ^£¿7^, y 
al cual llamamos segmento esférico, se puede determinar 
quitando del sector esférico descrito por el sector circular 
aLdO el del cono descrito por el triángulo d^O.

Por lo que respecta al volumen comprendido entre 
la zona engendrada por el arco ¿ZLr y los planos descritos 
por las perpendiculares d^ y cf, se obtendrá quitando el 
segmento esférico descrito por el semisegmento circular 
acf, del que se describe por ad^.

Comparación de ios cuerpos redondos.

308. Los cuerpos redondos semejantes son los que 
resultan engendrados por figuras semejantes, rales como 
son los conos SADB y SA'D'B', fig. 141, engendrados Fig. 141. 
por los triángulos semejantes ACS , A^C'S.

Del §. 267 se sigue que los lados, las alturas y las 
circunferencias de las bases de los conos semejantes son 
proporcionales; y que asimismo las áreas de sus bases son 
entre sí ccmo los cuadrados de sus líneas homologas.

Los cilindros ADBA'D'B^ y adba'd'b', fig. 14$, Fig. 145. 
engendrados por los rectángulos semejantes ACC'A', ac'a', 
son tambien semejantes; y la semejanza de estas figuras 
nos dará igualmente las razones iguales:

AA' : aa' : : AC : ae : : circunf. AC : circunf. ac,
--- a ——a —a --- a
AA' : aa' : ; AC : ac : : círc. AC : círc. ae.

Por último, siendo las figuras semejantes los círculos, ha
brán tambien de ser las esferas cuerpos semejantes.

TEOREMA.

309. Las areas de los conos semejantes son entre jé
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corno los cuadrados de sus lados; y sus volúmenes como 
los cubos de los mismos lados.

Demostración. i.° Si se multiplican ordenadamente 
las dos proporciones que siguen:

circunf. AC ; circunf. A'C' ; : AS : A'S, fig. 141, 
íAS : |A'S: : AS : AS:

nos resultará iASXcircunf. AC : |ASxcircunf, A'CS;

AS:FSí 

proporciones cuyos dos primeros términos expresan las 
áreas de los conos SADB ySA'D3' (§. 271).

2.° Si multiplicamos ordenadamente los términos de 
las dos proporciones que siguen;

circuí. AC : circuí. A'C' : : AS ; A'S,
-CS : ¿OS : : AS : A^S: 3 X

tendremos esta otra:
---  --- --- 3 --- 3

^CS X circuí. AC: |C'S X circuí. AC' : ; AS : A'S: 
proporción cuyos dos primeros términos expresan la razón 
de los volúmenes de los conos propuestos SADB, SA'D'B'i 
Cí -s/s)-

TEOREMA.

310. Las areas de dos cilindros semejantes son en
tre sí como los cuadrados de sus lados homólogos, j' ^^^ 
volúmenes lo son como los cubos de los mismos lados.

Demostración. i.® Siempre que multipliquemos or
denadamente los términos de estas dos proporciones: 
circunf. AC : circunf. ac : : AA' : aa (§. 308), fig. 145' 

AA' : aa! : : AA^ : aa' 
nos habrá forzosamente de resultar:
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AA xcircunf. AC : tf^xcircunf. ac :; AA^ : aa'i 
proporción cuyos primeros términos expresan la razón 
que tienen entre sí Jos cilindros propuestos ^§. 280^.

2. Y en caso que multipliquemos ordenadamente 
Jos términos de estas dos proposiciones, cada uno por su 
correspondiente,

circuí. AC : circuí, ac : ; AA'; aa' (§. 308);
AA' ; aa AA^ : aa', 

nos habrá de resultar como producto

AAxcírcul. AC ; ^dtWrcuI. ^ít :; AA' : ^^', 
proporción cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de los cilindros propuestos (§, 283).

TEOREMA.

311» Z,as areas de dos esj^eras son entre sí como 
los cuadrados de sus radíos 6 de sus diámetros i ^- los 'vo
lúmenes son entre sí como ¿os cubos de aquellas mismas 
líneas.

ÍDemostración. Sean K y R^ los respectivos radios de 
las esferas propuestas ; D y D^ sus diámetros ; S y S^ sus 
areas; C y C^ las circunferencias de sus círculos máxi- 
í^ios; y,con esto tendremos, i.*’

C: C' :: D: D', 
y multiplicando esta proporción por esta otra evidente,

D : D^ :: D : D\ 
tendremos :

CD : CD^ :; D“ : D\
Ahora bien, los representados productos CD y C^D', 

ílesignan las áreas de las esferas (§. 298): por consi
guiente

Tomo íií. 21
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S: S^ :: D’ îD'’ :: 4R“ : 4R’ :: R’ : R'’î 

poniendo la atención que D=2R, y D^^aRÍ
2/ Y si multiplicamos ordenadamente los términos 

de estas siguientes proporciones^

S : S' R''
ÍR :íR'::R:R';

nos resultará esta otra:
-RS : XS'

proporción cuyos dos primeros términos representan Jos 
volúmenes de las esferas propuestas (§. 3 ° S) ’ 7 ^^^ como 
tenemos R’ : R'^ :: D’ : D'% tendremos asimismo

íRS ; íR'S' D’ : O'’.
312. Observación. Por lo común se compara la es

fera con el cilindro circunscrito; es decír, con el cilindro 
Fig. 150. FGG^F, fg. 150, cuyas bases son iguales á un círculo 

máximo de la esfera 0CC\ y cuya altura FF^ es igual á 
un diámetro de la misma esfera. Equivaliendo el área del 
tai cilindro al pioducto FFxcircunferencia FC (§. 2 80), 
viene á ser igual á la de la esfera (§. 298); pues que 
FF=CC^, y circunferencia FC=circunferencia CO.

El volumen del mismo cilindro, representado por 
FF^xcírculo FC (§. 283 ), si lo comparamos con 
el de la esfera, nos resultará medido este por |CC^ 
xcírculo OC (§. 305), y que de consiguiente no equi
vale á mas que á dos tercias partes del volúmen del ci
lindro.

313. Corolario. En todo cuanto precede no he com
prendido otras proposiciones que las absolutamente nece
sarias pata la medición de las áreas y los volúmenes; y los 
lectores que deseen tomar conocimiento de la teoría de las 
intersecciones de los planos y de las superficies curvas que
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abraza el complemento de los Elementos de Geometría, 
mirados en toda su extension, podrán recurrir á los £n- 
sajos ¿¡e Geomeí-ría resj}ectivoí á ¡os planos y superfi
cies curvas, q Elementos de Geometría descriptiva.

Por lo que toca á los cuerpos regulares ó poliedros 
terminados por polígonos regulares iguales, que forman 
ángulos diedros iguales, se hallan tratados con mucha de
tención en la Geometría de Mr. Legendre. Yo , por mi 
parte, pienso reducirme á poner en claro que no puede 
pasar de cinco el número de tales cuerpos, y que no es 
posible formarlos sino por medio de triángulos equilá
teros, ó de cuadrados, ó de pentágonos. Esto se deja ver 
con claridad, observando que debiendo la suma de Jos 
ángulos planos que componen un ángulo poliedro ser me
nor que Ia de cuatro rectos (§, 226), no es posible, ni 
aun con tres solos exágonos, formar un ángulo triedro, 
porque en tal caso Ia suma de los tres ángulos planos 
equivaldría á la de cuatro rectos (§. 82): y con mucha 
mayor razón no podemos para este objeto hacer uso de 
mayor numero que el de tres exágonos ú otros cuales
quiera polígonos de un mayor número de lados. De esto 
se sigue que podemos reunir tres, cuatro, cinco trián
gulos equiláteros para formar cada uno de los ángulos 
poliedros, y solamente tres cuadrados ó tres pentágonos; 
y asi completamos los cinco cuerpos.

El que tiene los ángulos triedros, y triangulares las 
fachadas, es el feíraedro regular, formado por cuatro 
triángulos equiláteros, fig. i§2. Fig. I$2.

El octaedro regular tiene sus ángulos tetraedros, y 
esta formado por ocho triángulos equiláteros, fig. 153. Fig. 153*

El icosaedro tiene sus ángulos pentaedros, y está 
formado por veinte triángulos equiláteros, fig. 154. Fig. 154*
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El exaedro ó cubo tiene sus ángulos triedros, y está 
^^S’ ^5$* forn^ado por seis cuadrados iguales, fg. 155.

El ¿Dodecaedro tiene asimismo sus ángulos triedros 
Fig. i 56. y está formado por doce pentágonos, fig. 1 56.
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