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Advertencia a los alumnos

o <P i

En esfe segundo grado de Hritmética, no se tra-
fa anicamente de aprender reglas para ejecutar
las operaciones, ni de saber sélo de memoria cier-
fas propiedades o teoremas, sino mds bien de
entender aquellas reglas y de razonar /o

verdad de estas propiedades, por [o cual los feore-
mas deben demostrarse, esfo es, explicanse
logicamenie los motivos de lo qgue en ellos se afirme.

Pero téngase en cuenta gue la demostracion no
debe aprenderse nunca sin haber antes compren-
dido perfectamente el enunciado. /A tal fin, cuando
en el [ibro se enuncian feoremas o reglas, suelen
ponerse ejemplos aclaratorios, que el alumno debe
variar, hasta haber penefrado bien el sentido de [a
cuestion. Sin ello, la demostracion es perju-
dicial.

Cuando el alumno halle dificulfades en la re-
presentacion de nimeros por lefras, no hay incon-
veniente en que, por primera vez, reemplace éstas
por aquéllos, aunque es bueno que se vaya habi-
{uando al uso de expresiones literales.
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ARITMETICA

[SEGUNDO GRADO]

1. Unidad y plaralidad.—Damos por ad-
quiridas las ideas abstractas de wnidad y plurali-
adad, que nacen, respectivamente, de la contem-
placion de un objeto aislado y de la de una co-
leccién de varios objetos.

2. Conjuntos.—Varios seres u objetos, si-
multdneamente considerados, forman lo que lla-
maremos un conyunto, del cual son elementos esos
mismos seres u objetos.

Los conjuntos de objetos tienen propledadeg
que dependen de la naturaleza de los elementos
que los constituyen, o del orden en que éstos se
consideren; pero su ﬁ!urafz'a’ad no depende ni de
una cosa ni de otra, sino que permanece inalte-
rable, aunque cada uno de aquellos objetos se
reemplace por otro de naturaleza distinta, o aun-
~que se mude el orden de colocacion.

‘Por ejemplo: si en un consunto (*) de plumas
sustituimos cada pluma por un ldpiz, habremos
formado un conjunto de ldpices, y éste conser-

(*) Aun sin advertirlo expresamente, entiéndese que este
conjunto es limitado o fizifo.
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vard ciertas propiedades de aquél, mientras otras
habrdn sufrido alteracién; v. g.: se conservard
la propiedad de ser los elementos aptos para la
escritura, y se habran modificado la naturaleza, y
tal vez el color, el peso u otras cualidades fZsicas
de los objetos. Pero si al cambiar de elementos
tuvimos cuidado de que cada pluma fuese susti-
tuida por un solo ldpiz, y de que no quedase nin-
guna pluma sin ser sustituida, la pluralidad del
conjunto no habra experimentado variacién.

Respecto al orden, ocurre anilogamente. El
conjunto de letras que forman la palabra rRoma
da origen a otras palabras distintas: AMOR, MORA,
RAMO, al cambiar el orden de los elementos; pero

la pluralidad de letras de estas palabras continta
la misma.

El conjunto de plumas y el de ldpices de que
nos hemos valido en el ejemplo anterior se lla-
man coordinadles, y esto significa, segtin  hemos
indicado, que cada pluma puede ser reemplazada
por un ldpiz, de modo que al agotarse, por estas
sustituciones, el conjunto de plumas, el de l4pices
se agota al mismo tiempo. En lugar de sustituir
cada pluma por su ldpiz correspondiente, podria-
mos formar parejas con estos elementos, de
suerte que un elemento del primer conjunto tiene
en el segundo otro elemento correspondiente a
el, y, reciprocamente, todo elemento del segundo
ticne uno, y sélo uno, correspondiente en el pri-
mero; y esto con independencia del orden. (*)

La coordinacién de dos conjuntos puede,

(*) Los elementos correspondientes suelen llamarse komd-
logos, y esta correspondencia, zeciproca o biuniveca.
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pues, hacerse de diversos modos, si bien para fa-
cilitarla se busca de ordinario que los elementos
correspondientes tengan algo de comun. Por
ejemplo, si las plumas antes mencionadas fuesen
una verde, otra amarilla, otra azul y otra blanca,
y los ldpices de los mismos colores, harfamos la
coordinacion tomando como elementos corres:
pondientes los de igual color, y formarfan pareja
la pluma verde con el lapiz verde, la pluma ama-
rilla con el lapiz amarillo, ete.

El conjunto de letras ABCD es coordinable
con el conjunto de letras A’'B'C’'D’, y la manera
mas comoda de efectuar la coordinacién es tomar
como parejas A con A’, Becon B, C con C' y D
con D’ con lo cual, al agotarse el primer conjun-
to, se agota indudablemente el segundo.

3. Ademas de las anteriores, admitimos
como zutuitivas (*) las siguientes propiedades:

I. Siun conjunto es coordinable con otro,
éste lo es con aquél. |

II. Si un conjunto es coordinable con otro,

y €sté con un tercero, el primero es coordinable
con el tercero.

(Compruébelo el alumno, sirviéndose de objetos
materiales).

4. Hemos dicho que si reemplazamos uno
por uno los elementos de un conjunto por los de
otro coordinable, la pluralidad no se altera.

Esta idea se expresa de un modo mds preci-
so, diciendo que dos conjuntos coordinables tienen
igual nimero de objetos.

(*) Que se ven o comprueban faciliente,
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5. Ndamero natural.—La idea de ntmero
€s, por consiguiente, una idea abstracta que ma-
nifiesta lo que tienen de comtn, en cuanto a la
pluralidad, fodos los conjuntos coordinables entre s7.

~ En términos mds breves diremos: '

Ndmero (natural) es una pluralidad deter-
menada. la que conviene a un conjunto dado y a
todos los coordinables con él.

6. El numero, como otra idea cualquiera, se
manifiesta por una palabra o por un signo de es-
critura. Asf, la palabra #es y este signo: 3, re-
presentan cierto numero. Y por una figura reté-
rica muy natural, la palabra misma #vs, y el signo
3, se llaman también ndmeros; aunque bien se
comprende que podrfan haberse elegido otra pa-
labra y otro signo distintos de los anteriores
para designar el mismo ndmero, como acontece
cuando se cambia de sistema de numeracién.

7- El numero de que estamos hablando, re-
presentante de la pluralidad de un conjunto con
independencia del orden en que se consideren los
objetos de éste, se llama ntmero cardznal. Pero
también sirve el nimero para indicar el lugar que
un objeto ocupa en un conjunto de ellos, dispues-
tos en cierto orden, y cuando asf se considera, se
llama ntmero ordznal.

3. Cero y uno.—Propiamente hablando, ##
objeto no constituye un conjunto, ni podemos re-
ferirnos a su pluralidad, sino a su unzdad; pero,
para mayor generalidad, convenimos en conside-
rar conjuntos de un solo objeto; y llamamos -
mero 2 la unidad, designando este nimero con la
paladra #no, y el signo o cifra 1.

Todavia mds: consideramos el conjunto nulo,
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que carece de elementos, y le asignamos el nu-
mero cero y la cifra o.

9. Serie natural. —Si consideramos un ob-
jeto, y luego el conjunto que forman €l y otro, a
este conjunto y a todos los coordinables con él,
corresponde, por su pluralidad, un ntmero (el
dos). Si al conjunto de esta manera formado le
agregamos un nuevo objeto, resultard otro con-
junto, al que corresponde un nuevo nimero (el
tres). Siguiendo de esta manera obtendremos
lo que se llama serze de los numeros naturales.

Tenemos conciencia de la posibilidad de que
la agregacién que ha dado origen a esta serie se
continde indefinidamente, y en este sentido deci-
Mos que Ja serie de numeros nalurales no tiene fin.

(Suele también decirse que es zlzmitada o infinita).

10. Contar es recorrer ordenadamente la
sucesion de los nimeros naturales, enunciando
su nombre con arreglo a las leyes de un sistema
de numeracion.

Contando, a la vez que fijamos la atencién
sucesivamente en los objetos de un conjunto, ob-
tenemos, al agotarlos, su nimero, y mediante este
numero, determenamos su pluralidad, esto es,
contestamos a la pregunta Jdcuxanios objetos hay?

11. Por eso, admitida la existencia del con-
junto de #7 objeto y del conjunto nule, conside-
ramos también como nzmeros al uno y al cero,
que contestarian, respectivamente, en estos casos,
a la palabra ¢cuantos?

12, Sicuando contamos vamos fijando el

orden de los objetos (primero, segundo, etc.),
obtenemos juntamente con. el nimero cardinal
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que dice cudntos objetos hay, el ndmero ordinal
que indica gué /ugar ocupa el Gltimo objeto con-
siderado. |

12. Imagen grdfica.—Para hacer m4s sen-
sibles estas consideraciones, conviene tener una
vmagen grafice de la serie natural de los ndmeros.

Para ello basta que, a partir del origen O de
una semirrecta O X (figura adjunta), tomemos

segmentos iguales OA, AB, BC, CD...
JEEE AR e s ‘%

6. 27 RB C. b B

Los extremos A, B, C..., de estos segmentos
vienen entonces numerados, esto es, distinguidos
por los nimeros 1, 2, 3... Al origen le corres-
ponde el numero cero.  Esta numeracién es, a la
vez, ordinal, puesto que designa e/ lugar en que
se halla el extremo de la derecha de un segmen-
to determinado, y cardinal, porque dice cudntos
segmentos hay hasta el considerado inclusive.

13. Aritmética es la parte de la Matem3-
tica que trata de los nameros. La Aritmética
vulgar estudia los nimeros escritos en el sistema
de numeracién decimal que usamos cortientemen-
te, y la Aritmética wniversal estudia los nimeros
en general, valiéndose para representarlos de las
letras del abecedario.

Generalmente se usan las letras mindsculas,
@, b, ¢ para designar nimeros que se suponen
conocidos; las ultimas letras «, 9, 2, suelen usarse
para designar nimeros indeterminados o ‘desco-
nocidos. A veces se usan las letras con ciertos
acentos a su derecha en esta forma 4" a’’ que se
lee a prema (primera) o’ (a segunda), etc.
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Szonos aritméticos son caracteres graficos que
sirven para representar o enlazar los numeros.
Tales son, ademds de las cifras 1, 2, 3..., los sig-
nos de igualdad y desigualdad =(igual), > (ma-
yor que), < (menor que), y los de las operacio-
nes -+ (mds), — (menos), etc., que deben ser ya
conocidos para el que estudie este libro.

En ¢l nos proponemos perfeccionar y ampliar al-
gtn tanto las nociones de Aritmética vulgar contenidas
en nuestra obrita «Fzouras y Calculos» o en otra and-
loga, y echar los primeros fundamentos de la Aritméti-
ca universal, que se estudian con mas solidez cientifica
en las Universidades y Escuelas especiales.

14. Relacién de igualdad.—Las propieda-
des I y Il del parrafo 3 dan evidencia, respecto
a los nimeros, a estas otras:

1.2 Todo nlimero es igual a si mismo.

2.2 Si un nimero es igual a otro, éste lo es
al primero.

3. Dos nimeros iguales a otro son iguales
entre si.

15. Claro es que, en el fondo, al expresar las pro-
piedades que anteceden, no hacemos sino afirmar que a
todos los conjuntos coordinables corresponde wn mizsmo
nimero; pero como el signo que empleamos para repre-
sentar éste puede ser distinto, las anteriores propieda-
des nos dan los caracteres que atribuimos a la relacion
de igualdad expresada por el signo =,

‘Estos caracteres se llaman:

El que expresa que @ = @, cardcter re¢flexivo o

zdéntico.

El que manifiesta que si @=24, 6 =a (es decir, que
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pueden invertirse los mzembros de la igualdad), cardcter
- Szmétrico o reciproco.
El que indica que de e=¢ y b=¢ se deduce a=¢
caradcter fransitivo o progresivo. | '
Diremos, pues, que la relacién de igualdad “entre
numeros es reflexiva, simétrica 'y transitiva, para mani-
festar que goza de las anteriores propiedades,




Operaciones con numeros naturales
ADICION

16. Reunir varios objetos es formar con
ellos un conjunto. A esta propiedad correspon-
de, en abstracto, la siguiente definzcion relativa a
los ntimeros:

Sumar varias #nzdades es formar con ellas
un numero. Este nimero es el que correspon-
derfa al conjunto de tantos objetos como unida-
des se consideran.

17. Reunir varios conjuntos es formar uno
solo en que entren todos los objetos de dichos
conjuntos, y solo ellos.

Sumar dos nimeros es formar uno solo con
las unidades de ambos.

18. Sumar varzos nimeros, dados en cier-
to orden, es sumar el 1.° con el 2.°, la suma de
ambos con el 3.° etc. Lo cual se indica:

(a - b) + ¢, o mds sencillamente, a2 + & 4 ¢,

[LLa primera manera indica mejor que hay
que sumar primero @ con 0, y e/ resultado con ¢;
pero después de adquirir costumbre puede usarse
la segunda forma. Para expresar este modo de
proceder, diremos que la suma se ejecuta suce-
stvamente, o bien que es una operacion pro-
gresiva.

19. Propiedad conmutativa. +Considera-



mos como cierto que el orden en que reunamos

los objetos de varios conjuntos para obtener otro,
no influye en el ndmero de objetos de éste.

De esta propiedad sacamos para la suma de
numeros, esta otra :

EL orden de los sumandos de una suma no
allera el total.

Esta es la propiedad conmuntativa de la suma,

qUE se expresa en signos, escribiendo, por ejem-
plo :

N
st S A B =054 a4 etc.

20. Propiedad asociativa.—S; un conjunto
S€ retne con otro, y lo resultante con un tercero,
se obtiene igual conjunto que reuniendo el pri-
mero con el conjunto formado por la reunién de
los otros dos.

De esta propiedad (que el alumno debe com.
probar con objetos materiales) sale para los nu-
meros la siguiente : |

St a la suma de dos nihmeros so Js suma un
lercero, se obtiene igual total que sumando el pri-
mero con la suma de los otros dos.

Esta es la propiedad asoctatzva, aplicada sélo
4 tres terminos o sumandos, que se escribirfa -

(@~8) - e=ia | (o)

Se puede ampliar la propiedad a m4ds térmi-
nos, y entonces la enunciaremos asf:

En una suma se pueden sustiturr varios S2-
Mandos por su suma efectuada.

Ejemplog G BFb =48 7.
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Para expresar esto mismo con letras, se in-
cluyen en un paréntesis los sumandos que se
reemplazan por su suma efectuada. Asi:

at+b+cetd=a--10b-+c)F d

La propiedad asociativa se aplica zuversa-
mente cuando en lugar de un sumando se ponen
varios de cuya suma resultase aquél, como se ex-
presaria escribiendo las igualdades anteriores con
los miembros cambiados, esto es:

44+8+7=4+83+547
a1+ (b+c+d=a-tbdec4 d

21. Sumando cero.—Si un conjunto se
reane con el conjunto nulo, permanece el mismo.
puesto que el conjunto nulo carece de objetos.

Esto, respecto a los nUmeros, quiere decir :

La suma de un nismero con cero, es el mismo
niumero. Asi: |

a4+0=0a 04+0=0

Para que la propiedad conmutativa siga apli-
candose a este caso, se hace el convenio de que
también

O+ a—=—a

22. Propiedad uniforme.—Si dos conjun-
tos coordinables, A y B, se retnen con otros

también coordinables, C y D), los resultados son
coordinables.

(Compruébelo el alumno).

Como a conjuntos coordinables corresponden
Iguales nimeros, podemos decir :
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St dos sumas (de a dos sumandos) fenen los
sumandos iguales, las sumas son iguales.
Es decir, que si

a=a y o6=—25

la suma 2 +- 4 es igual a la &’ - 4.
Esto mismo puede escribirse en la forma

}

a'='a
i —
a4+ b=a ¥

y entonces se enuncia diciendo :

Se pueden sumar, miembro a miembro, dos
toualdades, y resulta otra ipualdad. (Por sumar
meembro a meembro, se entiende efectuar la su-
ma del primer miembro de una igualdad con el
primero de la otra, y luego, el segundo miembro
con el segundo de la otra).

La propiedad es cierta para mds de dos
igualdades.

Como caso particular resulta, que 57 a Jos dos
mzembros de una ipualdad a = b se les suma un
meismo nimero, m, resulta otra igpualdad,

a—+m=6b-+ m

Porque esto equivale a hacer la suma de
igualdades

a =0
W —

a—+ m=~0b-m

23. Resumen y aplicaciones.—-En resu-
men: la adicién es una operacién wniforme, con-
mutativa y asociativa, y que para mas de dos
sumandos se realiza swcescvamente.



N T

Consecuencia de estas propiedades son las
que siguen: _

En una suma pueden encerrarse varios tér-
minos (sumandos) en un paréntisis, o suprimir
éste si le hubiere, sin que el total varie. Ejemplo:

at b otddf= atotictdtp

FPara sumar un ntimero con una suma, una
SUMA €O UN HUWEVO, 0 VAYIAS SUmas, se jforma
una sumae wunica con todos los lérminos de los
datos.

Ejemplos:

1.0 Un nimero -+ una suma :

a+ b+ ¢=a-t+b+c=@a+0b + .

2.0 Una suma -+ un numero :

(@486 -+ c=a-+ 6+ c

8.0 Una suma - otra :

m+@+¢+@_a+é+w+d

Se podrian dar reglas especiales para cada
uno de estos casos. (Es buen ejercicio para el
alumno el enunciarlas).

24. Observacion.—1La propiedad conmutativa y la
asociativa se han establecido en general, esto es, para
varios términos, pero se puede demostrar que si una
operacion que se realiza sucesivamente es uniforme,
conmutativa para dos términos y asociativa para tres
es conmutativa y asociativa en general, o que si es uni-
forrue y conmutativa para dos y tres '[EI'I’I]IHD::, es con-
mutativa y asociativa en general.

25. Relaciones de desigualdad — Se com-
prende que al tratar de coordinar dos conjuntos
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de objetos, disponiendo éstos por parejas (comm
hicimos con los ldpices y las plumas de los ejem-
plos anteriores) pueden agotarse los objetos de
uno de los conjuntos y no los del otro, de modo
que en €ste quedardn objetos sobrantes, o, lo que
es igual, el primer conjunto serd coordinable con
una parte del 2.°. Abreviadamente se dice en-
tonces, que el 1. conjunto es parte del 2.° y éste
es la reunién del primero con otro 3. conjunto
formado por los objetos que habfan quedado so-
brantes después de la coordinacién parcial.

Por esto, y por lo que de la serie de ntimeros
naturales sabemos, podremos decir que un nd-
MEro a €s me¢nor que otro 0, o éste mayor que a,
en cualquiera de los casos siguientes:

1.° Cuando un conjunto de objetos cuyo nu-
Mero es @ e€s una parte del COI’]]L‘:HIZD cuyo nume-
ro de objetos es 4.

2. Cuando 4 es la suma de & con un ter-
Cer numero ¢, |

3.° Cuando a estda antes que 4 en la serie
natural 9 ol S 2 A
En cualqmera diliae casos se escribird a < 4
00 Da.

Dados dos numeros a y 4, sélo pueden ocu-
rrir estos casos, de los que cada uno excluye los
otros dos.

IS ARl el

Cuando permanece en duda si g es, por ejem-
plo, igual o menor a 4, se escribe :

a.=\0

Entonces se dice también que a estd conten:-
do en 6 o que b contiene a a.
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Es facil comprobar que sia < 8y 6 < ¢, es
también a < c.

D0 ol

g =5

| Girnel
serd a—+c¢c > b+ d

Porque siendo ¢ > 4, serd ¢ la suma de & con otro
ntimero #, es decir: ¢ = d -+ #, y por tanto

at+c=a-+4+d-+n >a-td=5b3 4
o en resumen, @ - ¢ > & - 4.

Analogamente se prueba que si

@y 2 al>b
q‘::d };r _,£>d_
a-+¢c>b+d at+c¢c> b+ 4

Lo cual se enuncia diciendo : se pueden su-
mar, miembro a miembro, una igualdad y una
destgualdad, o dos desigualdades del mismo sents-
do, y resulta otra desigualdad del mismo sentido.

Si las desigualdades son de sentido contrario,
no se puede decidir de antemano cual sera el re-
sultado de sumarlas. Asi: 7 > 5y 2 < 4; pero

ekl



MULTIPLICACION

27. Multiplicar un namero llamado multi-
plicando, por ofro llamado multiplicador, ¢s /a-
llar un fercero, denomenado producto, ioual al re-
sultado de sumar el multiplicando tantas veces
como indique el multiplicador.

El multplicando y el multiplicador se llaman,
sin distincién, factores del producto.

La multiplicacién asi definida no es sino una
suma en que todos los sumandos son iguales al
multiplicando y hay un numero de ellos igual al
multiplicador. Asi

a X b,0a.60s6loab,

son productos 1ndicados que se leen: @ multiplica-
do por 4, a por 6 o s6lo ab, y equivalen todos a
la suma

a-+a—+ a.. + a(bsumandos)

El producto 1. 2 esigual a 2, porque
i.ea=1+1-41. (a veces)

28.  Multiplicar varios numerosso efectuar
un producto de varios factores, dados en cier-
to ovden, es multiplicar el primero por el segundo,
el producto de ambos por el tercero, etc.

La multplicacién se efectta, pues, swceszva-
menle.

29. Propiedad uniforme.—5z dos produc-
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tos (de dos factores) tremen iguales los factores,
son tguales. O dicho de otro modo: Se pue-

den multiplicar, miembro a miembro, dos zgual-
dades, y el resultado es otra toualdad.

ﬂJ‘
é.’
H

S= g fe

i

a
b
a.o

Para demostrarlo nos apoyamos en la defini-
cion de multiplicar (27) segtn la cual

a .0 =a +a -+ a .. (b sumandos)

a .0 =4a + a -+ a ... (6 sumandos)

Estas sumas tienen los sumandos iguales,
porque @ = a , y tienen igual nimero de suman-
dos, porque 6 = 4, luego son iguales.

La propiedad es cierta aunque las igualdades
fuesen mds de dos.

30. Como caso particular, resulta que se¢
pueden multiplicar los dos mzembros de una igual-
aad por un mismo nitmero, y los productos son
1guales.

Asi: st @ = 6, también a . m = 6 . m, por-
que esto equivale a multiplicar dos igualdades.

a == 0
W —
a.m =0 . w

31. Propiedad distributiva.—La" multipli-
caciéon es distributiva respecto de la suma, lo
cual significa que:

FPara multiplicar un nwmero por una suma
se le multiplica por el 1.7 sumando, en seguida,
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por el 2.7, elc., y se suman los productos parciales.
De modo que

a.(b-+0d=a.bta.c

Se demuestra apoydndose en la definicién de
multiplicar (27). Segun ella, para efectuar el pro-
ducto @ . (6 + ¢) ha de sumarse @ un namero de
veces 1gual a 0+ ¢. Mas para ello, segin las
propiedades de la suma, podemos, primero sumar
6. veces a (lo que da 2 . 6), luego ¢ veces (lo que

da @ .¢)y luego ambas sumas: con lo que se ob-
ticie a0t a ¢

He aqui el cdlculo detallado:

‘6 4+ ¢ veces

a.(0+¢=a+ata+ta..

(& veces (¢ veces

—atata..dtatata. . =a.b3a.c

Para multiplicar una suma por un nimero
se multiplica el primer sumando por el wnsmero,
luego, el segundo sumando por el nsmero, efc., y
se suman los productos parciales.

|

Es decir: que
(@4 8) . b=a.c4+&.c

Segtn la definicion de multiplicar, para efec-
tuar el producto de (¢ 4 &) por ¢, hay que sumar
esa suma ¢ veces. Mas esto, segtin las propieda-
des de la adicién, puede efectuarse sumando ¢
veces el sumando @ (lo que da @ . ¢), luego ¢ ve-
ces el sumando 4 (lo que da 6 . ¢), y luego am-
bas sumas, con lo que se obtienea .c - 6. ¢
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He aqui el calculo detallado :

(c veces
(e48).c=@+b)+@tH+@atd.. =

(¢ veces (¢ veces

—(@e+1+a+a.)+ (b4+b+6..) =a.c+b.c

32. Propiedad conmutativa.— %/ orden de
colocacton de los faclores no influye en el producto.
Para dos factores esto significa que

cz.ér-:é.;z

Y, en efecto: por la propiedad uniforme, po-
demos poner en el primer miembro de la igual-
dad en vez del nimero a la suma indicada de «
unidades, y haciéndolo asi, y aplicando la regla

anterior, para multiplicar una suma por un nt-
mero,

(a veces (a veces

sal (Dot He ) bee 1, pde 108k 108 b 5
(e veces

=000 = 0.0

33. Productos por 1 y por 0.—Habiamos
visto que, 1 . e = @. Para que la propiedad con-
mutativa se aplique a este caso, convenimos en
que

dili=—="a

Luego, un producto de dos factores es ipual a
uno de ellos cuando el otro es 1.

Segun lo convenido en la suma (21) y la de-
finicién de multlphcar

(a veces

0.a=0+4+0+4+0..
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Para que subsista atn la propiedad conmuta-
tiva convenimos en que también

a . 0=0

A

En particular: o.0 = o. Luego, an pro-
ducto es cero, cuando lo es alguno de los factores.

Fdcilmente se entiende que esta coudicidn,
suficiente, es también necesaria.

34. Propiedad asociativa.-—.S: ¢/ producto
de dos nimeros se mulliplica por otro, se obtiene
eoual vesullado que multiplicando el primer nii-
mero por el producto de los otros dos. Es decir:
que |

(@G ) e =" M i)

Como las multiplicaciones del primer miem-
bro de la igualdad han de hacerse sucesivamente,
dicho primer miembro equivale a

(5 veces (6 veces (&6 veces

(e+a+a..)+(at+a+a. )+(at+a+a..,) [c paréntesis/

Luego el nimero @ se suma 4 veces en cada
paréntesis, y como el nimero de éstos es ¢, en
definitiva se suma @ un ntmero de veces igual a
6.c¢, lo que produce (4. ¢/, como se querfa
demostrar.

35. Generalizacion y consecuencias.—Pro-
bado que la multiplicacién es uniforme, conmuta-
tiva para dos factores, y asociativa para tres, se
sabe (24) que serd conmutativa y asociativa para
cualquier nimero de factores.

Las consecuencias que de aqui se deducen
son analogas a Jas que se expusieron para la
suma (23) Asi: |

En un producto pueden encervarse varios fac-
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toves em un parénlesis, o supremiy éste st le hu-
beera.

Ejemplotird (0= e va o ="a v (c na [

Cambia ¢/ modo de efectuar la operacién,
pero no el producto o resultado final.

36. Para multiplicar un nimero pov un
producto, un producto por un numero, 0 varios
productos, se forma un producto unico con todos
los factores.

Ejemplos :
1.0 Un numero por un producto -

Gt A e S S e

2.0 Un producto por un nimero

(@ bl e =a.b Jc
3.2 Dos productos

(@ 0 (c dl = a0 .t d

Podrian darse, ademas, reglas especiales para
cada caso. Entre ellas es digna de mencién la
que dice que para mulliplicar un producto por
wun numero, basta multiplicar uno de los faclores,
v el vesultado se mulliplica por los demas.
Ejemplo :

4.7.8).5—2535 4.8

37. Observacion.—Hay que tener muy pre-
sente, que si bien en operaciones s6lo de suma o
s6lo de multiplicacion la supresion de paréntesis
no hace cambiar el resultado, no ocurre asi en
operaciones combinadas de suma y producto, por-
que se altera el significado de la escritura. Asi,
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la operacién (@ + 64) . ¢, da por resultado @ . ¢ +
+ 6 . ¢; mientras que escribiendo aquélla sin pa-
réntesis se obtendria @ + (4 .¢) que es cosa dis-
tinta. Mejor aun se comprueba con nameros :
(752 ) 5 = g’ Hu ' mientras que sin pa-
rentesis serfa: 7+ 2.3 =7+ 6 = 113.

38. Para multiplicar dos sumas que no pue-
dan realizarse, por venir indicadas con letras, mul-
tiplicamos la primera por cada uno de los suman-
dos de la segunda, o viceversa, y sumamos los
resultados parciales.

Ejemplos :
(@a+8).(c+d)=(a+08).c+(a+ 0 .d
(@+ 8).(c+d)=a.(c+d + 6.0+ d

Con eso queda la cuestiéon reducida a aplicar
reglas anteriores (31). Pero si se quiere direc-
tamente el resultado final que por estas reglas se
obtendrfa, se sigue la siguiente :

Para multiplicar dos sumas se mulliplican
todos los sumandos de la una por el primero de
la otra, en seguida ofra vez todos los sumandos de
aquélla por el segundo de ésta, elc., y se suman
los productos parciales. Asi se obtendria :

(@a+86).(c+d=a.c+b.c+a.d+ 06.d

39. Productos desiguales.— 57 se multiple-
can una igualdad por una desipualdad, o dos des-
toualdades del mismo sentido (en que no haya
factores nulos), resulta otra desigualdad del mus-
mo sentido que las empleadas.
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De modo que

iy a > b a > b
¢c > i c > d

S e R e

Para demostrar, por ejemplo, la primera des-
igualdad, compararemos los resultados a . ¢ y
6 . d, segun la definicion de multiplicar, lo que da

G C='0 + & 4@ . (€ Sumandos)

b.d=06+ 6+ b... (d sumandos)

[Los sumandos @ y 6 son iguales, pero como
¢ > &, la primera suma tiene mas sumandos que
la segunda, luego a .¢ > 6. d. |

Para demostrar la segunda desigualdad ten-
dremos :

Sl pEEE ey e S MR sumand.ﬂs)
D.a=b b b ... (@ sumandos)

El nimero de sumandos es el mismo, puesto
que ahora se supone ¢ = «&; pero como a > 0
los sumandos de la primera suma son mayores
que los de la segunda, y ésta es la causa de que
g 0 sk TE

Andlogamente se razona para el tercer caso.

En particular: Se se multiplican los dos miem:-
bros de una desipualdad por un nimero (distinto
de cero), Zos productos forman olra desioualdad

del muswio sentido. Aside a > b sale a.m > 6. m.

Porque esto se deduciria multiplicando la des-
igualdad @ > ¢4 por la igualdad m = m.

40. Se ha puesto la restriccién de no ser
cero los factores, porque de lo contrario se llega-
ria a absurdos. Asi, aunque @ > 6, st m es ce-

b

.......
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ro, serda @ . m = b .7, puesto que @ .m y 0. m
seran ahora iguales a cero. |

41. Maialtiplos—Maultiplo de un namero es
el resullado de multiplicarlo por otro. Este ex-
presa cl orden de mulliplicidad.

E]EmplDS

1.° El producto @ . m es multiplo de 2 (de
orden m); y de m (de orden a), porque también
podria escribirse 7 . a.

2.2 ¢ o b . ¢ d esmiltiplo, por EJemplo del
factor ¢. El orden de multiplicidad seria a . 4. 4,
porque el producto dado podria escribirse, consit
derando (@ . 4 . d) como un solo nimero, en la for-
mac. (a.b.d)

La serie ordenada de multlploa de un nume-
ro se forma multiplicando éste por la serie de
numeros 0, I, 2, 3... Asi, son multiplos de 4 los
nimeros 0O, 4, 8, 12..., resultantes de los pro-
ductos

2.0 414 240

El cero puede, por tanto, considerarse como
multiplo de cualquier nimero (de orden cero),
v todo ndimero es multiplo de si mismo (de pri-
mer orden); pero, generalmente cuando se habla
de los maultiplos de un nimero se consideran ex-
cluidos éstos.

El multiplo de segundo orden se llama doble
o duplo; el de tercer orden, Zrzplo; el de cuarto,
cuadruplo, etc.

Los multiplos de 2 se llaman pares. Son
pares las cifras 2, 4 y 8.

Los multiplos ‘de otro multiplo de un nume-
ro son multiplos de éste. Asf, 8 es multiplo de
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4, y siendo 4 multiplo de 2, 8 es multiplo de- 2.

LLos multiplos de igual orden de dos numeros
se llaman eguimultiplos de éstos. Ejemplos :
a.mvy b.m son equimiltiplos de a y é (de or-
den #2.) 12 y 15 son cquimultiplos de 4 y 5,
BOEQUE T2 7= A = T3y T =5 .72, |

Para indicar un multiplo de un nimero, cuan-
do no estd determinado el orden de multiplicidad,
se representa €ste por una letra.

Ejemplos : 2. x es un multiplo de a de cual-
quier orden, porque a . x se le puede hacer igual
a0, 1.2, 2. .% es cualguier aimery par; por
que haciendo sucesivamente x = 7, x = 2, etc.,
saldrdn los nameros pares 2, 4, 8... En vez de
escribir @ . x se puede escribir « (se lee multiplo
de o). Asi se tendria 12 4 (12 maultplo
de 4). |

42. FRactor comtin—Cuando se suman pro-
duclos que tienen todos un mismo factor, se dice
que se saca éste cuando se escribe fuera de un

paréntesis en el que se encierra la suma de los
otros factores.

|

Ejemplos : En.la suma de productos.
.4l .m4m.c (1)

se puede sacar el factor comun m escribiendo
WO (@ e o))

Se justifica estc porque al ejecutar la opera-
cién (2) se obtendria el resultado (1).

En la suma

a.m—+ m

''''''''



podemos imaginarnos, en vez de 2, el producto
m .1,y entonces al sacar el factor m queda

m . (a+ 1)

La suma de varios miultiplos de un ntimero
es otro multiplo. Asi, si

:‘-m.-:l: ;

: L
b=m.y) salea+b+c=m.(x + y+ 3) = m.
ot

Joy
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43. Potenciar un niumero, llamado base, por
otro, llamado exponente, es sallar un tercero, de-
nominado potencia, zoual al resultado de tomar
la base por factor tantas veces como unidades ten-
oa el exponente.

La potenciacion se llama también elevacion a
potencias. Lo mismo significa potenciar @ por
m, que elevar a a la emésima potencia.

Se indican ambas cosas asi: ¢”. El nimero
a es la base; el m, el exponente, y la potencia,
el resultado de efectuar el producto

@.a.a .. (m tactores)

para lo cual, claro es que habrd que reemplazar
las letras por los nimeros que representan.

De no hacerlo asi, la potencia quedard zna-
cada en la forma dicha, «”.

44. La segunda potencia se llama cradra-
do, y es el producto de la base por si misma
(> =a .a), yla tercera, cubo (a° =a.a.a)

- 45. La potencia de exponente 1 es por con-
venio igual a la base, es decir: a' = 2. Luego,
a todo niimero sele puede suponer el exponente 1,
Sene que se allere.

Se conviene en que a° signifique 1.

4.6.
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plecar potencias de igual base, se conserve -esta
base y se suman los exponentes.

Ejemplos :
33 : 85 e 37; a”., g* — gt »

Para demostrarlo, tendremos en cuenta que
segun la definicién, @™ significa un producto de
factores iguales a e, y 2” un producto de # facto-
res tambi€n iguales a 2, y como para multiplicar
estos productos hatrfa que formar uno solo con
todos los factores, el nimero # resultarfa tomado
como factor m + » veces, y esto da " T*.

He aqui el cdlculo detallado :

(# factores (# factores

58" = (@ d .80 ) . (@ a ) =

(772 + » factores
—a.a.a.a..=g"rtn

En particular :

2

a'.a=a*a'=a% a a=ad o' = a% A a= P ete,

47. Para elevar una potencia a ofra poten-

cea se conserva la base y se multiplican los expo-

72e72les.
Ejemplo :

(Sﬂ)‘i el 35’ [/c;'zm)” = ¥t .7

Porque segun la definicién, el ndmero (a”) se

- eleva a la enésima potencia, efectuando el pro-

ducto

(7 factores (72 sumandes °*

a”, @”., ... — g —]—ﬂz-i—m.“:ﬂm . 7

43. Potencias de productos y sumas.—
Lara elevar un producto a una potencia, se ele-
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van, uno por uno, lodos los factores, y se mults-
plican los vesultados.

Ejemplos :
(2.8 AP =20 g0 A}
(fl b . )m = ¥t pH em

Porque, segin la definicién, el nimero (a.b.c/
se eleva a la potencia emésima, haciendo el pro-
ducto

(772 paréntesis

a8 rlavd e

En este producto habra el factor @, tomado
m veces, y lo mismo el 4 y el ¢, luego, asociando
estos factores, saldra a”. 6. c”.

49. Cuadrado de una suma.— Para elevar
una su#ma a una potencia habrfa que multiplicarla
por si misma varias veces. Como el resultado
general es complicado, nos limitamos al siguiente
caso particular,

Ll cuadrado de lo suma de dos nameros es
toual al cuadrado del primer sumando, mds el
duplo del primervo por el segundo, mds el cuadra-
do del seoundo.

Ejemplo :
ﬂ«}—é’)“r—:ﬂ?-{—ﬁ.a.&—kéa

Segtn la definicién, (a + 4)* es el re&ultadc
de la multiplicacion siguiente :

@+ 8 (a8

Para efectuar esta multiplicacién se sigue la
regla general (38), o bien se observa que al
s 2 I
multiplicar @ . @ sale @°, al multiplicar 4 . 4 sale



6%, y el producto @ . 4 se obtiene dos veces : una,
al multiplicar el término « de la primera suma por
el 4 de la segunda, y otra, al multiplicar el 4 de
la primera por el @ de la segunda. Saldrfa, pues,
en resumen, a* + 6 + 2, a .6, que equivale a
lo que se quertia.

50. 57 al cuadrado de un nimero se le suma
su duplo mas 1, se obtiene ¢/ cuadrado del niime-
vo Sipuiente.

Ejemplo: Sia 16, que es 4°, le afadimos
24 =1 =10, scobliene 2= que = 5.

En general: el numero siguiente al represen-
tado por la .letra a, debe representarse por
(@ + 1), puesto que tiene una unidad mds. Pero

(@ =g £ 9 a3l

; 2
y esto hace ver que si al cuadrado 2" le suma-
mos ¢l duplo de @, mds 1, 2. 2 + 1, obtendremos

Y- =
(@ + 1)°, como expresa el enunciado.
>

Relaciones de desigualdad.—Si = 6, mul-
tiplicando esta desigualdad o igualdad por sf mis-

: ; e
ma varias veces, saldrd: z—:—é”.
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OFERACIONES INUERSAS

Detiniciones y primeras propiedades

51. A las tres operaciones, adicién, multipli-
cacion y potenciacion, llamadas directas, corres-
ponden otras zzwversas, a saber: la substraccién
u operacion de 7esfar; la divisién u operacién de
dweder; la radicacién u operacion de extraer
raices, y la logaritmacion u operacién de Zomar
logaritmos.

Conviene definir seguzdamente estas opera-
clones, para apreciar mejor la semejanza de su
respectivo objeto.

Substraccion.—Restar de un namero, llania-
do minuendo, otro toual o menor, llamado subs-
traendo, es Zallay un tercero, denomznado dife-
rencia, fal, qgue sumado con ol substraendo pro-
duszca el munuendo.

El signo es —, que se lee menos, y se coloca
entre el minuendo y el substraendo, que son los
términos o dafos de la operacién. Asf, § — 6
€s una substraccion o diferencia ndicada. Y 2
es la diferencia efecfuada, porque este nimero 2,
sumado con el substraendo 6, produce el minuen-
do 8. Escribiremos, pues:

8. g0

Con la condicién impuesta de ser 2 > 4, la
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diferencia @ — & es realizable, y expresa un nu-
mero #nico, porque si se fuesen sumando a 6 los
nameros I, 2, 3..., se irfa obteniendo una sola
vez cada uno de los ntimeros mayores que 4; vy,
por tanto, se obtendria una vez el nGmero a. Si
para cllo hay que sumar 4 con el nimero &, éste
serd la diferencia entre @ y 4, y se escribira :

a— b =4d

Esta i1gualdad tiene igual significado que la

a=06-+d

y €sta expresa que: e/ maenuendo es igual al subs-
traendo mas la diferencia.

52. Sia = 4, la diferencia @ — 4 es cero;
porque & 4 0 = ¢ es en este caso igual a a.

lambién se tiene @ — o = g, porque a
D=, '

53. Sia < 6, la diferencia @ — 6 es impo-
sible' en el campo de los nameros naturales o, 1
2...; porque ninguno de €stos, sumado con £
puede dar a.

54. Division.— Dividir u#»z nuamero, [lamado
dividendo, por otro, llamado divisor, ¢s hallar
un tercero, denominado cociente, gue multiplicado
por el diwvisor produzca el dividendo.

El signo consiste en dos puntos &, colocados
entre el dividendo y el divisor, que son los dasos
de la operacién, o también en una rayita, sobre

la cual se escribe el dividendo, y debajo el divisor.

; : 3 s :
Asi, 8 : 4, o bien, son divisiones o cocien-

:

3

tes ¢ndecados. El cociente efectuado es 2, por-



que este numero, multiplicado por el divisor 4,
produce el dividendo 8. Escribiremos, pues:
8:4 =2, o también % =9

En la segunda forma suele leerse: 8 partido
(en vez de dividido) por 4.

La division no siempre es posible en nume-
ros enteros. Porque al multiplicar el divisor por
la serie 0, 1, 2, 3..., no se obtienen todos los
nimeros enteros, sino sbélo los muliiplos del divi-
sor. Si, pues, el dividendo no fuese multiplo del
divisor, no habria ningtin nimero que multiplica-
do por éste diese aquél, y la division serfa impo-
sible.

Cuando la divisién es realizable, se dice tam-
bién que es exacfa. Entonces el dividendo es
maltiplo del divisor o divisidle por él. El divisor
se llama por su propio nombre, dzvisor, y tam-
bién factor del dividendo. Son, pues, sinénimas
las expresiones: namero meultzplo de otro, y nu-
mero divesible por ese otro; y este segundo nu-
mero es divisor o factor de aguél/. También se
dice que le dwide.

Ejemplos: La division 20 : 5 es exacta. 20
es multiplo de 5, y 5, divisor de 20. O bien: 20
es divisible por 5, y 5 divide a 20 o es factor
Suyo. -

(Pénganse muchos ejemplos para adquirir fijeza en
el uso de estas denominaciones).

Cuando el dividendo no es multiplo del divi-
sor, la divisién sélo puede, con nimeros enteros,
realizarse parcialmente, resolviendo el siguiente
problema:
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Averiguar el mayor nimero (coctente) que,
multiplicado por el divisor, da un producto conte-
nedo en el dividendo, y la diferencia entre el divi-
aendo y el producto del divisor por el cociente.
Esta diferencia se llama #esso. |

Cuando se resuelve este problema se dice
que se hace una divisién zrexacta.

St D es el dividendo, & el divisor, ¢ el co-
ciente, y » el resto, se tiene :

==

que es Ja férmula del resto.

Se ve fdcilmente que el cociente y el resto
SON #%n1cos.

55. Radicacién.—Extraer la raiz de indj-
Ce 0 de un niumero a, lamado radicando, es Aa-
lar otro numero v, llamado raiz, que elevado a la
polencia enésima produszca el radicando.

Se indica la raiz de indice # del nimero a,

7L

mediante el signo Va (se lee: rafz enésima de ).
Si 7 es la rafz, tiene que verificarse que #* = g.
De modo que la igualdad

equivale a la

Cuando el fndice es 2 no se escribe, y la raiz
se llama cuadrada.

Asi, la V25 (rafz cuadrada de 25) es 5, por-
que 5% == 25,

La radicacién no es siempre posible en ni-
meros vaturales. Refiriéndonos, como ejemplo, a
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la raiz cuadrada, observaremos que formando los
cuadrados de los nameros

0, 1, 2 8, 4...

se obtienen los cuadrados perfectos

O 14,9, 160,

pero 1o otros niameros. De modo que, si el ra-
dicando es, p. €j., 15, que no es cuadrado pertec-
to, la operacion es imposible.

Se puede, no obstante, realizar en parte, re-
solviendo el siguiente problema :

Averipuar el mayor nimero (raiz), cuyo cua-
drado esté contenido en e/ radicando, y la dife-
rencia entre el radicando y el cuadrado de la razs.
Esta diferencia se llama reszo.

Ejemplo: LaVi1g se dice que es 3, porque
3 es el mayor nimero cuyo cuadrado, 9, esta con-
tenido en 15. El resto serfa 15 — g = 6.
En general, siendo la rafz cuadrada de N y
7, el resto ha de ser

r = N — a?

La rafz y el resto son dnicos.

6. Logaritmacion.—La »adzcacion es, co-
mo se ha visto, inversa de la pofenciacion, puesto
que el radicando puede considerarse como una
potencia de exponente conocido (que es el indice),
y cuya base (la rafz) es lo que quiere averiguarse.

En la Jogaritimacion se pretende hallar el ex
pomnente de una potencia conociendo la base y un
numero igual a dicha potencia. El exponente se
llama Zogaritmo. Asi: hallar el logaritmo de un
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namero 6, en el sistema de base @, es buscar el
namero x, tal que

at =0

De esta operacién no diremos mds en este libro.

57. Observaciones generales.—--Bien sabi-
do lo que precede, se advertird que Jas operacio-
nes inversas, cuando son realizables exactamente,
tienen todas el siguiente obieto: Dado un .
mero que se Supone ser el vesultado de hacer una
operacion divecta con otros dos miimeros, Y cono-
ceendo uno de éstos hallar ¢l otro.

Por eso, abreviadamente, se dice

La substraccién tiene por objeto, dada una
suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos
(substraendo), hallar el otro (diferencia).

La divisién tiene por objeto: dado un pro-
ducto de dos factores (dividendo) y uno de ellos

(divisor), hallar el otro (cociente).
| La radicacién tiene*pmr objeto: dada una po-
tencia (radicando) y su exponente (indice) hallar
la base (rafz).

La logaritmacién tiene por objeto : dada una
potencia (nimero ) y su base (base logaritmica)
hallar el exponente (logaritmo).

Ejemplos: 1.° Si 9 es una suma y 4 uno
de los sumandos, el otro es g — 4.

2.° Si 20 es un producto y 5 uno de los’
factores, el otro es 20: 3.

3. Si 125 es una potencia y 3, el exponen-

3—.—
te, la base serfa \/195.

4.° Sl 125 es una potencia y 5 la base, el
exponente serfa el logaritmo de 125 (en base 3).
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Mas en general :

Sl a-t+x== 0, serd x = b—a

b

Sl L — 0, setd b — —
&

(0 6 : a)

s

S1 g7 =g setd a2 =\

58. Las i1gualdades anteriores en que hay
un numero x desconocido se llaman ecwaciones:;
el nimero x debiera llamarse Zzncégnito, pero por
venir representado por una letra, lo llamaremos
incognita”  Resolver la ecuacion, o despejar la
incognita es determinar a quién es igual ésta.
La primera ecuacién se resuclve, pues, restando
(de 4, @) la segunda, dividiendo (4 por a), etc.

El estudio de las ecuaciones corresponde al
Algebra. Aqui so6lo resolvemos las ecuaciones

anteriores o algunas qug resultan facilmente de
ellas.

Para eso nos filamos en que un numero que
estd en un miembro de la igualdad puede quitarse
de el y pasario al otro miemoro como substraendo,
S1 era sumando; como divisor, si era factor; como
indice de raiz, si era exponente; y viceversa.

Con esta observacion y procediendo por pa-
sos sucesivos, puede despejarse la incégnita en
ecuaciones muy sencillas.

Ejemplo: para despejar x en la ecuaciéon

(*) [D'ara habituarnos a la nomenclatura del Algebra.
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pasamos el sumando 2 del primer miembro al
segundo, y sale

R
5

= 8 — 2, es decir, 3—53 =0

Ahora pasamos el devzsor 5 del primer miem-
bro al segundo (como factor) y obtenemos

3.r=606.b osea 3.x2—=—30

y, finalmente, resolvemos esta ecuacion escribiendo

30
-z = == 10.

Este ntimero 10 puesto en lugar de x en la
ecuacion dada, hace cierta la igualdad, convirtién-

dola en otra evidente, que se llama zdentidad.
3. 10 . :
2 + ——=18 se convierte en 2+ 6 = 8

que es una identidad,
v o 9 .
La ecuacion A = @ g7 nos da primero

yilh il G
C T ) B sernidaiE
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NUMERACION DECIMAL
Practica de la adicién y la multiplicacion

59. Fundamento del sistema de numera-
cion,—Como suponemos conocidas prdcticamen-
te la numeracion y las operaciones sencillas, nos
limitamos a exponer los fundamentos generales.

Los sistemas de numeracidén reposan, esen-
cialmente, en la consideracién de un grupo de
unidades simples como conjunto provisionalmen-
te indivisible, al cual se le llama wnidad colectzva
de primer orden, y en formar otras unidades co-
lectivas de diversos 6rdenes, pero de modo que
cada una se forme repitiendo la anterior igual
namero de veces que el de unidades simples que
constituyen la primera unidad colectiva; ntmero
que, por ser muy importante, se llama dase del
sistema de numeracion.

El sistema deczmal que usamos tiene por base
el ndmero dzez, y sus unidades colectivas son,
como sabemos, la decena, centena, millar, etc.

Resulta de lo dicho que

10 veces 1 forman una decena = 10
10 veces 10 forman una certerna — 100
10 veces 100 forman un wmzllar — 1000
y como.
0= 10"
100 = 10

1000 = 10} ete.;

F ". =g e - e i
!:-{::'|I -[:'-r-.-;h' <
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se ve que: 1oda unidad colectiva es una poten-
cza de la base 10, cuyo exponente viene expresado
por el orden de aguella unidad colectiva.
La unidad colectiva de orden # serd, pues, 10.”
De lo que se sabe acerca de la multiplicacién
de potencias de igual base (46) resulta

Una decena X una unidad == una decena
Una decena < una decena
Una centena > una decena

|

una centena
un millar, etc.

I

O en general: La unidad de orden w2 por
la de orden 7 es una unidad de orden m + #.
(Porgueio™ > 10" = iq0” %)

60. PFara mzz[z‘zﬁlsz la unidad sepuida de
Coros por um numero, o viceversa, basta escribir

a la derecha del numero lantos ceros como los que
seguian a la unidad.

Ejemplos :

Lo 1000 X ¢ = 7000
2.0 7 X 1000 = 7000

El segundo ejemplo sale del primero por la
pmpledad conmutativa; luego sélo hay que de-
mostrar el pnmem

Pero segun la definicion de multiplicar, 1000 X
X 7 es lo mismo que 7 veces mil, es decir, que
7000.

61. El principio general de la numeracién
es que todo nimero consta de una coleccion de
unidades de diversos 6rdenes, siendo las de cada
orden en numero inferior a 10.

Ejemplo: 7543 = 7 millares 4 5 centenas -
4 decenas -} 3 unidades.
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Segun las observaciones anteriores puede es-
cribirse : |
7543 =7 . 10°4+-5.10° 4. 10 4 3.

En general, siendo 4, ¢, 4, a las cifras de un
numero N tomadas de izquierda a derecha

N=dcba=d.10°+ ¢ .10*+ 4 .10 + a

- El ndmero que conste de & decenas y # uni-
~ dades serd, por tanto, & . 10 + .

62. Fundamento de la regla de sumar.—
Como sabemos, al sumar varios numeros suma-
mos sus unidades; luego, sus decenas, etc., agre-
gando a las unidades de un orden las que de ese

mismo orden resulten en la suma inmediata an-
terior.

El fundamento de esta regla es, pues, la pro-
piedad asoczativa de la suma, aplicada directa o
inversamente.

63. Fundamento de las reglas de multi-
plicar.—Para multiplicar un nimero de varias ci-
fras por otro de una aplicamos la propiedad @7s-
lributiva, porque procedemos como si el multi-
plicando fuese una suma de unidades de diversos
ordenes.

Ejemplo: 457 X 3 equivale a
(7 unidades + 5 decenas - 4 centenas), X 3

y por eso hacemos los productos parciales 7 X 3,
5 X 3 (counsiderandolo como decenas), Nodl g

o

(considerandolo como centenas)

I i
&

Al multiplicar dos ntmeros de varias cifras
aplicamos también la propiedad a7séributiva, por-
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que procedemos como si ¢/ multiplicador fuese
una suma de unidades de diversos O6rdenes.

Ejemplo: 245 X 647 equivale a

245 X (7 unidades - 4 decenas -} 6 centenas)

y por eso hacemos los productos parciales 2.45% 7,
245 X 4 (que se corre un lugar para que repre-
sente decenas), 245 X 6 (en el lugar de las cen-
tenas). Como la materia es conocida para el
alumno, no hacen falta mas explicaciones.
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Nuevas propiedades

64. Dadas las primeras definiciones (que
deben recordarse), y sabido que la diferencia

a — 6 (siendo @ = 4) es un numero Gnico, ¢, tal .
que 0 4+ ¢ = 2, vamos a estudiar mds detal]ada-
mente esta operacion, comenzando por el siguien-
te importante teorema:

St al minuendo y al substyaendo de una dife-
rencia se les suma un mismo numero, la diferen-
cta permanece invariable. -

Quiere decirse que si

g —p=c
también

@t —(+n=c O

Para probar la certeza de esta igualdad, po-
demos fijarnos en los conjuntos de objetos, y ob-
servar que, si de un conjunto de & objetos quita-
mos & de éstos y quedan ¢, cuando a aquel con-
junto le agreguemos 7 objetos resultard otro con
a + n objetos, y st de éste quitamos los 4 obje-
tos que quitdbamos antes, y los # que habfamos
agregado (este e\sié + #), quedardn los mismos ¢.

L
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Pero es preferible razonar de otro modo. La
igualdad

(@ +n) —(6 -+ n)=c (I
equivale, por la definicion, a la

et (B+n=at+n (I

~ Pero, por haberse supuesto que @ — & = ¢, serd:

¢+ b= a |
y sumando 7 a los dos miembros
c+ 6+ n=a-+n

que e§ la misma igualdad (II), equivalente a la (I), que
querfamos demostrar.,

65. En la propiedad anterior nos fundamos
para resolver la dnica dificultad que puede pre-
sentarse al restar dos numeros de varias cifras,
a saber: que una cifra del minuendo sea menor
que la correspondiente del substraendo, como
ocurre en el ejemplo siguiente :

43
— 28

15

Al minuendo le agregamos 10 unidades, vy
decimos: de 8 a 13, 5. Al substraendo le agre.
gamos 1 decenay decimos: de 3 a 4, 1. Como
10 = una decena, hemos sumado el mismo nt-
mero al minuendo y al substraendo, y la diferen-
cia obtenida serd la verdadera.
~ Diferencias desiguales.—Se tiene :

a > o ="z a-=="
i c >d e A

. — —

;:z—-z:}.:g—a’ ¢ .-:i;h-—~¢?< b—d « ﬂ“—"ﬂ'u> O —d
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Se puede considerar como evidente, refirién-
dose a conjuntos de objetos, que si de dos con-
conjuntos quitamos igual nimero de objetos, que-
dard con mds aquel que mds tuviera, y esto prue-
ba la primera desigualdad; que si dos conjuntos
tienen igual ntmero de objetos, aquel de quien
quitemos mas quedard con menos, y viceversa, lo
que justifica las otras dos desigualdades.

Pero mds rigurosamente se razona acorddndose de’
lo dicho en la suma. (26). Por ejemplo: para la des-
igualdad segunda dirfamos: @ — ¢ serd menor que & — d,
porque si fuese @ — ¢ = & —- 4 sumando esta desigual-
dad con la ¢ > 4 resultaria @ >> &, contra nuestro su-
puesto de ser @ = 4.

66. Sumasy restas.—La operacién mds gene-
ral que podemos hacer sumando o restando es la serie
de sumas y restas, tal como |

a+6—¢—d- fetc.

Suponiendn que todas las restas que hay que efec-
tuar sean posibies, convendremos en que la operacién

se efectlie sucesivamente, esto es, ejecutdndola con los

dos primeros términos, luego con el resultado y el ter-
€Cero; etc,

Examinaremos primero el caso - de que sélo haya

tres términos: se presentardn las siguientes combinacio-
nes de signos :

-=I&—|—¢:

L

— 6+

— g =

N R R\ KR

En el primer caso sabemos realizar la operacién,
puesto que es una suma; y en el segundo también, por-
que equivale a (@ + &) — ¢, que es una diferencia.
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El tercero equivale a (@ — &) 4 ¢, és decir, que se
presenta en €l la operacidén nuneva de sumar una diferen-
cta con wn nimero;, y el cuarto caso conduce a la ope-
racion (@ — &) — ¢ de restar de una diferencia un ni-
mero. Debemos, pues, aprender a efectuar estas dos
operaciones nuevas, lo que se consigue con las reglas
que siguen :

67. LFara sumar una diferencia con un nu-
mero, se suma el minuendo con el numero, y del
resultado se resta el substvaendo.

Ejemplos :
2B a0

5, (@—0b) te¢=(a-+0—b (D

Acudiendo a los conjuntos de objetos, la
igualdad (I) nos dice, que si de un conjunto de a
objetos quitamos ¢ de ellos, y agregamos luego
¢ objetos nuevos, obtenemos el mismo resultado
que si a los @ objetos primitivos les agregamos
los ¢ nuevos y del conjunto quitamos los mismos
6 objetos que quitdbamos antes. (En el fondo
esto equivale a considerar como evidente que
igual da guifar primero y agregar después, que
agregar primero y quitar después /los mizsmos
0byetos).

Pero la igualdad (I) puede probarse acudiendo a la
definicion de la substracciéon, Segun ella, para que el
primer miembro de la igualdad sea el resultado de la
diferencia indicada en el segundo, basta que sumando
dicho primer miembro con & resulte (@ +¢). Y asi
ocurre, en efecto, porque

(@—06) + ¢+ & (2)

es una suma en que podemos asociar los sumandos
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(@a—0)y b,y como (@ — 4) es una diferencia, y & su
substraendo, al sumar ambos nimeros se obtendrd «, y

la suma (2) se convertird en (o + -:‘L'j, como queriamos
demostrar.

68. LFara restar de una diferencia un ni--
wmero, se rvesta del wunuendo la suma del subs-
z‘rczwm’ﬁ con el numero.

E]'empltj's :
(8—H) — 2=8--1; (ﬂ—é)-—c::z:zm—(é_ha) (IT).

La igualdad (II) se justifica, si se emplean
conjuntos de objetos, observando que, si de un
conjunto de @ objetos quitamos primero 4 de ellos
y luego ¢ de los que quedan, llegamos a igual
resultado que si del conjunto primitivo hubiése-
mos quitado de una sola vez los (4 + ¢/ objetos
que en dos veces quitamos antes.

Pero también podemos justificar la igualdad (II)
viendo que si al minuendo y al substraendo de la pri-
mera diferencia

(@ — &) — ¢,

les sumamos el nimero 4, se obtiene el segundo miem
bro de la igualdad.

69. Sabemos, por lo que antecede, ejecutar cual-
quiera de las cuatro operaciones de tres términos men-
cionadas en el nimero (66) y vemos que, salvo la pri-
mera, que es solo una suma, todas las demas quedan
reducidas a una diferencia unica, reemplazando los dos
sumandos o los dos substraendos por su suma efectua-
da. Esto es general, es decir que :

70. JLoda serie de sumas y restas (posibles)
equivale a una diferencia entve la suma de los

L4
£
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sumandos o términos aditivos, y la de los subs-
traendos o términos substractivos.

En efecto: Sila operacién comienza por varios
sumandos podremos reemplazar €stos por su suma, que
serd un soélo nimero. Hecho esto, y considerando la
operacion que se presente con los tres primeros térmi-
nos, sea la que quiera, siempre quedard, como hemos
visto, reducida a una diferencia, que al sumarle o res-
tarle el cuarto término dard otra diferencia, etc., por
lo que el resultado final sera una diferencia.

Comprobémoslo con un ejemplo. Sea la operacién

2+83—1+4+6—2—834+4—7
Poniendo en vez de 2 4 8 su suma, b, queda
b—14+6—2—3-+4—7
La operacion con los tres primeros términos es
(0 — 1) -6

que por la regla (67) se convierte en la diferencia

B+ 6) — 1

A esta diferencia hay que restarle el 4.0 término,
2, y segun la regla (68) esto nos da otra diferencia, la

B8 — (4 2)

A esta hay que restarle el término 3, lo que por la
misma regla nos daria

B lig el die sy

Ahora hay que sumar el término 4, aplicando la
regla (67), lo que conduce a

0 Arbshd) il g8 )




Y, finalmente, para restar ahora 7, segin (68),
escribimos

G+6+4)—1+24+347)
Con lo que se ve, como deciamos, que resulta una

diferencia que tiene por minuendo la suma de todos los

términos aditivos, y por substraendo la suma de to-
dos los términos substractivos.

71. - Consecuencia tmportante.—El orden en
que se ejecuten las operaciones de suma o resta,
siempre gue todas ellas sean postdles, no nfluye
en el resultado final; puesto que éste es siempre
la diferencia tnica entre la suma de los términos
aditivos y la de los substractivos.

72,  Conviene que, ademds de las reglas de
los nimeros 67 y 638 que nos easefian a sumar un
numero a una diferencia o restarlo de ella, sepa-
mos también restar de un numero una diferencia.
Para lo cual empleamos la regla siguiente :

Para restar de un nimero una diferencia se
Suma el niumero con ¢l substraendo, y dél resulta-
ado se rvesta el menuendo.

Ejemplo :

10 — (8 —4) = 14 - 8; 6—(9_5):11_—9;
a—(b—c¢=a+c— 6 (1II)

La igualdad (III) puede justificarse acudiendo a
los conjuntos de objetos; pero es preferible observar
que si al minuendo @ y al substraendo (6 — ¢ del pri-
mer miembro, se les suma el mismo nimero ¢, se obtie-
ne el segundo miembro, lo que prueba la igualdad.

74, Multiplicacion de diferencias.— \Vimos

(31) cémo se multiplicaba una ‘suma por un nd-
mero. Andlogas son las reglas que siguen :
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Para multiplicar una diferencia por un nimero
se multiplicar sus dos términos (minuendo y subs-

traendo) por e/ nitmero, v se resta el producto en
que entra el substraendo.

Ejemplos :
(¢ —=9).3=21 —15.¢ {a—&l.c=a.c—b.c
Porque
Pesv S e e
e veces e veces

—(@a+a+t+a.)—(b64+b+0b..)=(a.c—b.c
Por la propiedad gonmutativa
cof@a-—8)=c.a—c.b.

74. Fara multiplicar dos diferencias se pro-
cede como si una de ellas estuviese efectuada, es
dectr, como st fuese un solo numero.

Ejemplos :

(@—-06).(c—d)=(a—bc—(a—0b)l.d=(a.c—
— b.¢c)—(a.d— 0 .4d).

y aplicando ahora la regla para restar una diferen-
cia (72) el resultado final puede escribirse

@a.c—b.c—a d+6.d

De aqui la regla siguiente, que da directamen-
te este resultado final: Para multiplicar dos
diferencias se mulliplican los términos de la pre.
mera porv el primer termino de la segunda; luego
- otra vez los términos de la primera por el sepundo
término de la segunda. Los productos se suman,
exceplo aguellos en gue entre un salo substraendu,
los cuales se restan.




Obsérvese que el ultimo producto, en que han en-
trado dos substraendos, se ha sumado.

75. Casos particulares.— Cuadrado de una
diferencia.—La regla anterior ensefia que

(@ —b6)*=(a—8).(a—0b)=a?—b.a—a.b-}
+o*=a*—2.a.0-+ 0%

(Comparese este cuadrado de la diferencia

(@ — &) con el cuadrado de la suma (a2 4 &) ha-
llado antes (49).

Producto de una suma por umna diferencia.
Se efectia andlogamente :

(@+8).(@—b6) —=atb.a—a.b—b = a®— B (1)

o bien : ¢/ producto de la suma de dos nimeros
por la diferencia de los mismos es ipual a la di-
Jerenca de sus cuadrados.

Diferencia de cuadrados.— Es el caso inverso
del anterior, que se enuncia: /la diferencia de los
cuadrados de dos nimeros (a 'y b) es zonal al pro-
ducto de la suma de las bases (a -+ b) por la di-
ferencia de esas mismas bases (a — b).

Porque invirtiendo la igualdad (1) se obtiene

a* — b= (a-t+ b .(a—b).




DIVISION
Nuevas propiedades y reglas

76. Nuevas definiciones.- -Ademds de la de-
finicién dada en el ndmero (54) conviene conocer
otras dos de cardcter prdctico, utiles, por tanto,
para la resolucién de problemas.

(a La divisién tiene por obrelo hacer de un
m&mww (el dividendo) tantas partes zgzm!ﬁ?; (al co-
ciente) como wunidades tiene otro n#mero (el di-
visor).

En efecto: El producto tiene tantas partes
iguales al maultiplicando como unidades tiene el
mulliplicador.

Pero en la division podemos decir :

en vez de producto — dividendo
en vez de multiplicando — coctente
en vez de multiplicador — divisor,

luego : el dwvidendo tiene tantas partes iguales
al cociente como unidades tiene el dwvisor; que es
lo que expresa la definicién dada.

(b La divisién tiene por objeto averiouar las

weces que wun numero (el dividendo) contiene a

otro (el divisor).
El nimero de veces dicho es el cociente.
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En efecto: Tomando como multiplicador el
cociente podiamos decir :

en vez de producto. . . . . dividendo
en vez de mulitplicando. . divisor
en vez de mulliplicador. . cociente.

y como el producto contiene al multiplicando tan-
tas veces como unidades tiene el multiplicador,
el dividendo contiene al divisor tantas veéces como
unidades tiene el cociente.

77 Boérmula del resto.—Ya dijimos (54)
que siendo D el dividendo, & el divisor, ¢ el co-
ciente y 7 el resto, se verificaba

r=D —d.c | | 1

que es lo que llamamos formula del resto.

»8. FRormula del dividendo.— £/ dividendo
¢es igual al producto del divisor por el cocrente,
mas el resto.

Es decir que la formula del dividendo es

D=d.€+?’

Esta férmula se saca de la del resto despesan-
do D. Para ello, pasamos & . ¢ al primer miem-
bro y sale

vy +d.c==D

que, invirtiendo laigualdad, da la férmula anterior.
Reciproco—Siempre que un numero, ), sea
igual al producto de otros dos & . ¢ mds otro nu-
mero » menor que &, al dividir D por & resultarda |
de cociente ¢ y de resto 7.
En otros términos: si se verifica la igualdad

D=d.c+r(siendor <) (1)

d f "l_ = - - L= _ 1 § 3 ok | i
t::‘ :l" .."ﬁ'i':-\".. Bt AT SIS Ml -
'I | L e B RS N A T A s R w i iy v
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seran ¢ el cociente y » el resto de la divisién D : 4.

En efecto: si aumentamos el segundo miem-
bro poniendo en vez del nimero 7 el &, que es
mayor, saldra

DLd.c+d

y esto ensefia que el nimero 4 estd contenido
¢ veces en /), pero no una vez mds; luego el co-
ciente es ¢; y el resto tiene que ser la diferencia
entre /) y d .¢, que es precisamente #, puesto

que segtn (1) » es el numero que sumado con
& .cnos da D.

Ejemplos :
Si sabemos que 1743 =23 . 75 -}- 18

por ser 18 < 23 sabemos, sin necesidad de hacer
la division, que al dividir 1743 por 23 saldra de
cociente 75 y de resto 18.

2.” Si encontramos la igualdad

a=—=20.0-43

y sabemos que 3 debe ser menor que el namero
que representa la letra 4, podemos afirmar que
dividiendo @ por ¢ el cociente serd 5 y el resto 3.

79. St se multiplican el devidendo y el divi-
S0 por un mismo numero, ¢l coczente permanece
el mismo, pero el resto queda multiplicado por el
naumeero.

Tomemos la férmula del dividendo

D=d.c+r (r 2.

Multipliquemos los dos miembros de esta
igualdad por #, teniendo en cuenta, para multi-
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plicar el segundo, la regla de multiplicar una su-
ma por un ntmero (31), con lo que saldra :

D.n=d.c.n +7r.n

Como » < 4 se sabe que » .2 < d . n (39)
y, asociando factores, puede escribirse :

(D.ﬁ):(ci.ﬁ).b—{—:r.?z (siendo ».n < & .n).

Lo cual nos dice, segin el reciproco del na-
mero anterior, que al dividir (D . ») por (d . n)
el cociente serd el de antes, ¢, pero el resto serd
7 . 1, que es lo que querfamos demostrar.

80. Para dividir un producto por uno de sus
factores se suprime éste y se toma como cociente el
producto de los demds faclores.

Ejemplos :
(4.7.5):5=.ﬁlﬁ,7}(a.é.d:é:a.f.

En el segundo ejemplo, v. g.: hay que de-
mostrar que a . ¢ es el cociente. Lo serd si mul-
tiplicado por el divisor 4 produce el dividendo.

Y asf es, porque

7 . D= a . 0.t

81. Para dividir un producto por wun nit-
mero, que sea divisor de uno de los factores, se ai-
vide este factor por el nuwmero, y el resullado se
multiplica por los otros factores. f-

Ejemplos :
(7.90.6):5=(20:5).7.6=4.7.6
(@ b =Tatnl b ¢

(siendo exacta la division & : 7).

e ————————— = —
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Hay que probar que (@:#) .6 .¢ es el co-
ciente. Lo serd si multiplicado por el divisor
7 produce el dividendo. Y asi es, porque como
el cociente (a : #) asociado con el factor # darfa a,

@ in) o con=a n) ul b.t—=a:0.,¢

Para dwidir dos potencias, de la misma base,
se forma otra de ipual base cuyo exponentc sea /s:z
diferencia de los exponente.

Ejemplos :

27 L)ﬁ p— 2‘] S At v ot — gt —
pDI’CiL]E
QT gt — g (.4:6211

32. LFara dwidir una suma por un nimero
se dwide el primer sumando, ¢l resto se agreoa al
sepundo sumando y esta swma se divide por el
numero, etc. [l cociente total es la suma de los
cocrentes parciales, y el resto el de la dltema di-
v1s70m hecha.

Ejemplo: (17 -+ 24):5. Hacemos la di.
visién de 17 por 5, que da de cociente'3, y de
resto 2. Este resto lo asociamos con 24, y la
suma- 26 la dividimos por 5, obteniendo el co-
ciente 5, y el resto T.

Decimos que el cociente total es 3 - S 8,
y el resto, 1.

Para. dernostrarlm aplicamos la férmula del
dividendo a la primera division, y da

17=5.3+ ¢

(*) Esto estd de acuerdo con el .convenio de que a? — 1.
I'orque s1 dividimos dos potencias i1guales, a” : a7 — 1. Pero,

por otra parte, la regla anterior conduciria al resultado g7 : g7 —
——— ﬂﬁi =D — [-’?’I?
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Sustituimos el sumando 17 por suigual, y la
suma dada (1 7 4 24) se convierte en

B.at g laor 5 gi9e 1)

La férmula del dividendo en la segunda divi-
sion practicada nos darfa

26 =5.56 -+ 1
Sustituimos 26 por su igual en (1) y saldrd
S R

Sacamos el factor comtn 3, y resulta, en fin,

17 - 924 =5 . (3 +5) L 1

Y como sabemos que 1 < 5, segun el reci-
proco del ntimero (78), podemos afirmar que al
B dividir la suma 17 + 24 por &, el cociente seta
g L w yoel resto, 1.

Consecuencias.— St todos los sumandos de una
suma son divisidles por un numero, la sumz tam:
bién lo es. (Compdrese con el.numero en que
se enunciaba lo mismo en otra forma), (42, al
final.)

Porque al aplicar la regla anterior, los restos
parciales, y por tanto el resto final, son 1guales a
cero. Obsérvese que esta condicion Swuficiente
no es nrecesaria, es decir, que la suma puede ser
divisible por un nimero sin que lo sean forzosa-
mente los sumandos. Asi ocurre cuando la su-
ma de los restos que dan los sumandos es un
multiplo del divisor. |

Observacién.—Sobre la division de una dife-
rencia por un numero, se hablard mas adelante.

83. Reglas para dividir —/Zara fZallar e
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namero de cifras que ha de tener el cociente se le
aftaden al divisor uno, dos, tres, etc., ceros, hasta
formar un nimero mayor que el dividendo. FEl
numero de ceros estrictamente necesarios para
ello es el numero de cifras del cociente.

Ejemplo: El cociente de la division
824257 : 428

tendrd cuatro cifras, porque es preciso anadir
cuatro ceros a la derecha del divisor para for-

mar un numero mayor que el dividendo (com-
pruebese)

En efecto
el dividendo es mayor que 428000 = 428 X 1000;

luego el coclente por lo menos es 1000; pero el
dividendo es menor que 428 X 10000, luego el
cociente no llega a 10000. Dicho cociente ten-
drd, pues, 4 cifras. '

84. Casos de la division.—1.° Si el divi-

sor y el cocienté tienen una sola cifra, se busca -

esta por tanteo mental hasta hallar el ntimero que
‘multiplicado por el divisor da el producto mds
proximo interior al dividendo.

35. Segundo caso.—Que ¢/ divisor tenga
varias cifras v el coceente layn de tener una sola.
—Regla—>5¢ separan de la zzquierda del divi-
dendo cifras bastantes™ para contener a la pri-
mera de la tzgurerda del divisor y se divide por ésta
el namero que forman aquéllas. [/ cociente oble-
nido en esta division anxiliar puede ser mayor que
el de la division propuesta, y se compruedba mul-

(*) Una o dos, segtin los casos.
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lzplicindolo por el divisor: si el producto puede
restarse del dividendo, la cifra comprobada es e
verdadero coctente; en caso contrario, se rebaja en
Iy vuelve a comprobarse.

La operacion se indica reemplazando los pun-

tos : por dos rectas perpendiculares que forman
la caja de la divisién como se ve al margen.

2874 ﬁ?_de (a)

Como 2 < 6 separaremos, en este ejemplo,

~dos cifras de la izquierda del dividendo, y el nt-

mero 23 que ellas forman se dividird por 6. Esta
division aunxzlzar, 28 : 6, da por cociente 4, y va-
Mmos a ver que este numero es igual o mayor que
el verdadero cociente de la divisién (a).
En efecto: como 5 X 6 excede a 28, también
5 por 6 centenas (que son las del dlvlsor) excede-
ra a 238 cenfenas en alguna centena, luego asi-
mismo excederd al dividendo 2874, porque este
se compone de 28 centenas y las 74 unidades,
que no llegan a una centena. Luego si 5 por
una parte del divisor (sus 6 centenas) excede al
dividendo, también 5 por fodo el divisor excederd
al dividendo; de modo que el cociente de (a/ no
llegard a 5, y serd 4 o menor que 4.

Para salir de esta duda multiplicamos 4 por
el divisor y vemos si el producto puede restarse
del dividendo.

86. Esta comprobacion debe hacerse por
la siguiente

Regla. - Se multiplica la cifra ensayada por la
primera de la izquierda del divisor, y el producto se

b
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resta de las unidades del mismo orden del dividendo:
si la substraccién no puede realizarse la cifra compro-
bada es excesiva, y habrd que rebajarla en 1; pero si
esta primera substraccion fuese posible, se multiplica
la cifra que se ensaya por la siguiente del divisor y se
resta del nimero que forman el resto obtenido en la
primera substraccién parcial y la siguiente cifra del di-
videndo, y se continda asi hasta obterer como resto de
una de estas substracciones parciales una cifra igual o
mayor que la que se comprueba, pues en cuanto asi
ocurra la cifra comprobada sera el verdadero cociente,
En ¢l ejemplo anterior comprobaremos la cifra 4
diciendo: 4 X 6 centenas = 24 centenas, restadas de
las 28 del divisor se obtiene ya una diferencia 4, zgual
a la cifra ensayada: ésta serda la pedida, porque multi-
plicada por /odo el divisor dard un producto contenido
en fodo el dividendo. Para ver que es asi, elijamos un
caso extremo, en que el dividendo sea lo menor posi-
ble y el divisor lo mayor posible; caso el mas desfavo-
rable para nuestro intento: tal ocurrirfa si el dividendo
fuese 2800 y el divisor 699. Pero aun en este caso,
como 28—4 .6 +4=4.7, las 28 centenas del di-
videndo serfan iguales a 4 X 7 centenas, y como el di-
visor no llega a 7 centenas, su producto por 4 podra
restarse del dividendo. En el caso del ejemplo prime-
ro, 2874 : 652, se verifica lo mismo, pues shora el divi-
dendo es mayor que 28 centenas, y el divisor perma-
nece menor que 7 centenas® Es, pues, cierto lo que
afirmabamos.®

87. Hallada la verdadera cifra del cociente,

(*) Claro que si el resto de la primera substraccion parcial
fuese mayor que la cifra ensayada, 4, como ocurrirfa en el ejem-
plo 2974 : 652, la substraccion total 2974 — 652 X 4 seguiria
siendo posible. _

i
.....
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se multiplica, como de ordinario, por el divisor,
y al mismo tiempo que se hace este producto se
va restando del dividendo para ha-
2874 | 652 lar el resto final de la divisién, co-
266 | 4 mo al margen se expresa. La prue-

va consiste en ver que el dividendo

es igual al producto del divisor por el cociente,
mas el resto.

88. Tercer caso. —Que el divisor y el co-
crente hayan de lener varias cifras. Regla. De
la 12quicrda del dividendo se separan las cifras
estrictamente necesarias pava formar un nimero
que contenga al divisor.® Se considera el divi-
dendo como una swma, cuyo primer sumando sea
¢l valor relatwo del numero separado, y los de-
mas el de cada una de las cifras siguientes, y se
aplica la repla para diwvider esta suma por el

divisor. (82)
Ejemplo: En la divisién 753346 : 346 se-
paramos en el dividendo tres cifras que forman

el nimero 753, mayor que 346. Consideramos
el dividendo como si fuese la suma

7163 millares 4 3 centenas -} 4 decenas -+ 6 unidades,

y dividimos esta suma por 346; para lo cual di-
vidimos el primer sumando, 753 millares, lo que
da de cociente 2 millares, y de resto 61 millares.

Este resto hay que asociarlo con el sumando
siguiente, 3 centenas, para lo cual basta escribir

(*) Segtin los casos, serdn precisas tantas cifras como tie-
ne el divisor o una mas.
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la cifra 3 a la derecha del resto 61, pues 613
15 age  Centenas es, en efecto, igual a
{09500, | 290 1 v indilhares - 3 centenas.

et Ahora dividirfamos nueva-
0596 mente-619 por 346, ete:
104 Todo lo cual se hace como

al margen se expresa. (%)

89. - Cuarto caso.—Qwue el divisor termine en
ceros.—Regla.—Se prescinde de los ceros en que
termina el divisor, y de igual numero de cifras
tomadas de derecha a izquierda en el dividendo,
y se dividen los numeros resultantes. Asf se
obtiene el verdadero cociente, pero el resto total
se forma escribiendo a la derecha del que pro-
duzca la divisién practicada las cifras de que se
habia prescindido en el dividendo.

Ejemplo: 2%75°43 : 400. Hacemos la divi-
sion de 275 por 4. El cociente de ésta, 68, lo
es también de la primera, pero el resto se fmrma
con el resto 3 de la divisiéon 275 : 4 y las cifras
separadas en el dividendo;, dicho resto es,

pues, 343

Para demostrarlo acudimos a la férmula del divi-
dendo que para la division 275 : 4 nos da

ME —=AX 6843 (B< 4

Multiplicando el dividendo y el divisor por 100,
sabemos que el cociente es el mismo, pero el resto
viene multiplicado por 100 (79), luego

27500 = 400 X 68 - 300 (300-< 400)

() Se Suprunen ciertos detalles por suponerse que el alum-
no sabfa ya de antemano, practicar la operacion.
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Sumando a los dos miembros 43,

20043 = 400 X 68 + 343 (343 < 400)

Y, ahora, por el reciproco del nimero (78), vemos
que el cociente seguird siendo 68, y el resto serd 343.

La demostracion se puede aplicar andlogamente a
otro ejemplo.

Caso particular.—FEn el caso particular de
ser el divisor la unidad seguida de ceros la re-

gla anterior nos obligard a separar de la derecha
del dividendo tantas cifras como ceros siguen a
la unidad. La parte separada a la izquierda se-
rfa el cociente, y la separada a la derecha el
rESto.

Ejemplo: 2748 : 100. Escribirfamos 2748,
y 27 serfa el cociente, y 48 el resto.

{l._.1" -F LOMLnicgad AUtonoma ae |
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RADICACION

Reglas

9o. Expuestas ya las primeras definiciones
de esta operacion, que deberan ser repasadas,
vamos a ver como se realiza con nimeros enteros.

Reglas. —FPrimer caso.— Que el vadicando sea
menor gue 100. Entonces su raiz serd menor que
10, y para hallarla se busca mentalmente el ma-
yor numero de una cifra cuyo cuadrado esté con-
tenido en el radicando. La diferencia entre éste
y dicho cuadrado serd el resto.

Ejemplo: V39. Como el cuadrado de 6 es
el mayor de los contenidos en 39, la raiz es 6.
El resto es 39 — 6" ==
- Segundo caso.— Que el radwando sea supe-
rior a I00 e injferior @ 10000. Entonces la rafz
estard entre 10 y 100 y serd un numero de dos
cifras.

Regla—a) Se extrae la raiz de las centenas
del radicando y ésa serd la primera cifra de la raiz.

6) Se eleva la cifra hallada al cuadrado, y
se resta de las centenas del radicando. A la de-
recha del resto se escriben.las dos ultimas cifras
del radicando, y asi se obtiene el primer residuo.
¢/ Se dividen las decenas del primer residuo
por el duplo de la cifra ya obtenida en la raiz, y

asf se halla una cifra que hay que comprobar.
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d) Para comprobar la cifra hallada se la es-
cribe a la derecha del nimero que sirvié de divi-
sor; se multiplica el nimero resultante por la cifra
que se comprueba y se ve si este producto puede
restarse del primer residuo. En caso afirmativo
la cifra comprobada es la de las unidades de la

raiz. En caso contrario se le rebaja 1 y vuelve
a comprobarse, etc.

Ejemplo explicado: &/ @ El radicando tiene

V"-1;7‘58 P 47 centenas, y la raiz de 47 es

6, que se ha escrito en la caya.

LSl 6) 6= 36, que restado de

47 da 11. Seguido este nu-
mero de 58, da el primer residuo 1158.

¢/ El nimero, 115, de decenas de este resi-
duo se ha dividido por 2 X 6 = 12, y se ha ha-
llado por cociente 9. |

@) Para comprobar la cifra 9 se ha escrito a
la derecha del divisor 12, y el nimero 129 se ha
multiplicado por g. Como el producto no puede
restarse de 1158, la cifra 9 es excesiva.—Proce-
derd comprobar el 8, que es la verdadera cifra
de la raiz. Esta es 68 y el resto 134.

Q1. Demostracion.-—Como se sabe que la raiz ha
de tener dos cifras y ha de ser el wayor ntmero cuyo
cuadrado esté contenido en el radicando, llamando a
dichas cifras 4 y # el numero del sistema decimal que
tiene 4 decenas y # unidades se escribird 4. 10 -} #,
(61 ) y este numero serd la rafz si damos a & y » los
mayores valores posibles para que (@ .10 4 »)* esté
contenido en el radicando. |

Sea éste el del ejemplo, 4758. Recordando el cua-
drado de una suma, y teniendo en cuenta que el cuadra-
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do del primer sumando #. 10 serd 2% . 100, vemos que
en el radicando 4758 ha de estar contenida la suma

d2.1004+2.4.10 .+ u?. (1)

Como 4*.100 son 4 * centenas, habrdn de estar
contenidas en las 47 centenas del radicando. Luego &
serd e/ mayor nimero cuyo cuadrado esté contenido en
47, es decir, la rafiz cuadrada de 47. Con esto queda

probada la parte @) de la regla, y averiguado que a la
cifra & hemos de darle el valor 6.

0), ¢) Side4d7b8 restamos & 2. 100, esto es 3600,

obtenemos ¢l primer residuo 1158 en el cual debe estar
contenida la suma.

2.4.10.u 4 u®

Cuyo val-c}r, reemplazando & por el numero ya hallado,
b, da

12. 10 . 2 4 #* (1I)

Pero 12.10.# son 12 .u decenas, que habrdn de

estar contenidas en las 115 que tiene el 1.¢r residuo,
es decir,

12,2 =115

Ahora bien, esto no se podria verificar si # fuese
mayor que el cociente de la divisién 115: 12, porque
entonces 12. » excederia a 115, luego # no puede ser
mayor que dicho cociente, que en el ejemplo elegido

es 9.

d) Ademads, el valor (II) deciamos que habrd de
estar contenido en el 1.% residuo, 1158. Pero el va-
lor (II) puede escribirse sacando # como factor comun,

(120 + #) . u.
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‘Para ver, pues, si # puede ser 9, formamos el pro-
ducto

(120 +9).9 = 129 . 9

y veremos si puede restarse de 11568. En caso de no
ser posible daremos a # el valor 8, o el 7, etc., hasta
que la substraccidon sea posible,

92. Lercer caso.— Que el radicando exceda de
10.000. Este caso se reduce a la aplicacién re-
petida de los anteriores, como se probarfa si en
vez de designar por & la cifra de las decenas de
la raiz se designase el nimero (de varias cifras)
que forman Jas decenas dichas.

Sea, por ejemplo, el radicando 47583425.
Dividdmosle en grupos de a dos cifras empezan-
do por la derecha. Resultard 4758 34°25. La
raiz del namero 4758 se sabe hallar por el caso
anterior. Pero esta raiz, 68, constituye las de-.
cenas de la raiz de 4758 34, cuyas unidades po-
dremos determinar. Mas la raiz asi hallada cons-
tituye las decenas de la raiz del radicando pro-
puesto, y se podrda proceder a determinar sus
unidades. Vemos, pues, que la regla del segun-
do caso es aplicable en general, con sélo variar-
la como sigue:

a) En vez de decir centenas del radicando,
digamos primer periodo de la izquierda.

6) En vez de dividir por el duplo de la cifra
hallada dividiremos por el duplo del nimero que
forman todas las cifras halladas en la raiz.

Resulta, pues, que solo la primera cifra de la
raiz se halla por radicacion. Las demds se ha-
llan por divisién.

Advertencias.—1." Aunque el cociente que
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“proporciona alguna cifra de la raiz sea mayor que
O no se comprobard numero mayor que €ste,
porque las cifras se obtienen una por una.
_ 2. La cifra cero no es menester compro-
barla.

3.2 El resto no puede exceder al duplo de
la raiz.

Porque si llamando N al radicando, @ a la raiz y »
al resto, fuese » >2.4, seria porlomenos »r =2 .2+ 1
y como de la férmula

r =N — a?
se saca, despejando N,
N=a%—+7r

en el caso de ser » = 2. a4 -+ 1 se tendria

N=@a'+2. a4+ 1=+ 1" (0

y la VN no hubiera sido @, como se suponfa, sino a--1.

e TE PR = P A
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Propiedades de los numeros
naturales

CONGRUERCLIAS

93. Dos numeros son congruentes, con res-
pecto a otro, llamado modulo, cuando al dividirlos
por él dan restos ipuales. Sino son congruen-
tes se llaman zucongruentes.

Ejemplo: 12 y 17 son congruentes respecto
al médulo 5, porque al dividirlos por 5 dan am-
bos el resto 2

Se indica la congruencia con el signo = (con-

oruente con...) |

12 = 17 (médulo 5)

es una comgruencia cuyo primer miembro es 12,
el segundo es 17, y el médulo 5.

La relacién de congruencia es reflexiva, simé-
trica y transitiva (14); esto es: Todo numero es
congruente consigo mismo; sl un NUMero €s con-
oruente con otro, éste lo es con aquél; y dos nu-
meros congruentes con un tercero lo son entre
sf. Porque en todos los casos el resto es inva-
riable.

Si elegimos un médulo, p. ej.: el 5, todos los
ntimeros se pueden dividir en grupos o clases,



e
siendo los de cada clase congruentes entre si e
iIncongruentes con los demds. He aqui c6mo:

Lrimera clase.—Nameros maltiplos de 5,

congruentes con c¢ero, por dar como resto O.
Son los siguientes :

=)
1= 1) ; <
= dulo !
15 =0 modulo H

|
I

Segunda clase.—Numeros que por tener una
unidad mds que los anteriores dan el resto 1, es

decir, son congruentes con 1. (Pues 1 :5 da de
cociente o, y de resto, 1).

modulo 5

iiiiiiiiiiii

Zercera clase.—Nulmeros que tienen dos uni-

dades mds que un multiplo del médulo, y son
congruentes con 2.

(=0
i? = g modulo 5

Cuarta clase.—Nameros congruentes con 3.
Quinta clase.—Nameros congruentes con 4.
No hay mads clases, pues si un nimero tuvie-

~se cinco unidades mds que un miltiplo del médu-

lo 5 serfa otro multiplo de 5 y pertenecerfa otra
vez a la primera clase.

94. Los nimeros de una misma clase se di-

_____________
=1 | —ry § EAURE- 30 ] L=t
o o P LA AN | S
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ferencian, como se ve, en un multiple del moédulo.

95.—Observacion —Recordaremos la férmu-
la del dividendo (78) y aplicandola al caso de la
divisién de un namero @ por un modulo 7, sien-
do » el resto, se podra escribir, en virtud de la
notacién ya empleada.

a=m -+ r

Hacemos esta observacién porque hemos de
emplear con frecuencia esta forma.

06. Propiedades fundamentales.—57 dos
nemeros Son congruentes su diferencia es un ??.’2’34:/
Liplo del modulo.

Porque esos numeros pertenecerdan a una
misma clase, y se ha dicho (94) que entonces su
diferencia sera un multiplo del médulo.

97. Reciproco.— St la diferencia de dos ni-
meros es un multiplo de otro tomado como modu-
lo, aguellos numeros son congruentes con relacion
a ¢ste.

Sean a y 46 los nimeros, y », el médulo.

Suponemos que

a —= G =
Despejando @, tendremos:

a,:?;;ﬁ—l—&

El resto que dé a al dividirlo por » sera el
que dé la suma m - 4; pero, aplicando la regla
(82) para dividir esta suma por ez, por Ser cero
el resto del primer sumando el de la suma serd
el mismo que da 4.
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Luego de la igualdad

LT O =—

se desprende la congruencia
@ =06 (médulo m).

Y como la igualdad o — 4 = s, entrafia la

@ = 6+ my al revés, resulta que una congruen-
cia puede escribirse en tres formas -

la a= 4 (méd. Lo D e O TS
By w

98.  Comsecuzncins.— Para que la diferencia
de dos numeros sea divisible por un numero basta
que el minuendo y el substraendo den restos 10Ua-
les al dividirlos por dicho ndmero.—Si ol minyen.
ao y el substraendo son divisibles por un niumero
la diferencia también lo es.

Un namero es congruente con ol resto ge 1e-
sutle al dividirlo por otro tomado como modulo.

Pues si el numero es a, el médulo 7, y el res-
to 7, se verificard entre el dividendo el divisor y
el resto la relacién o = i + 5, que equivale a la
congruencia @ =7 (modulo ).

99. Lodo numero gue sea divisor del divs.
dendo y del divisor, lo es del resto, y rveciprocamente,
St 4o es del divisor y del resto, lo es del dividendo.

Sea a el dividendo: 7z, el divisor, y 7, el resto.

Recordemos ante todo que un divisor de # lo
serd de m (42 ) Ademds

L

por la férmula del resto, » = o "e;

por la férmula del dividendo, g — F;ﬁ ~+ 7,
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La primera nos ensefia que todo .divisor de 2
y m lo es de su diferencia »; y la segunda que
todo divisor de # y » lo es de su suma a.

100. La suma, miembro a miemoro, de va-
rias congruencias del mismo modulo es otra con-
gruencra de igual modulo.

a= 20
c=d

s ————— s T —

a-+c=6-+d (modulo m)

(moédulo )

Porque escritas las congruencias en la terce-
ra forma (97) y supuesto que los primeros miem-
.bros son mayores que los segundos

a=m —+ b
c=m + d »

G+d=m+b+d

por ser la suma de multiplos de # otro multiplo
del mismo numero, o bien

a4 c= & 4+ d (modulo m).

Si fuese, por ejemplo, ¢ < & se cambiarian los
miembros de esta congruencia, y se escribirfa
d= m-c

101. + Multiplicando por un mismo nimero
los dos mrembros de una congruencia se ovliene otra.

Ejemplm :
Si 19= 14 (méd 5), también 19 X 3= 14 X 3 (mdd. 5)



SR

Porque haciendo la suma de tres congruencias
iguales a la primera se obtiene la segunda.

102. B/ producto de dos conpruencias de
zoual modulo es otra congruencia.

Ejemplo: De

a =06 (modulo )
c=d id)

se obtiene ¢ . c =& . d (mddulo m).

Para demostrarlo, multipliquemos los dos
miembros de la primera congruencia por el pri-
mero de la segunda, y los dos de la segunda por
el segunde de la primera y saldré -

a X ¢=06 X ¢ (mddulo m)

G =5 3 (i) luego @ . c=4.d(méd m).

|

» 103. Restos potenciales 2¢ 70 con respecto
a un modulo m. Se llaman asi los restos que pro
ducen las sucestvas potencias de 1o al dividirlas
por m.

Desde luego la potencia de exponente o, como
3 3 b
es iguala 1 ( 45 ) produce el resto 1.
Para hallar los demds llamemos 7, el que
produce 10" y se tendrd, por ser el dividendo
\ congruente con el resto (98),
1 — . .
31[8! —’"1 - | la primera de las congruencias
=y = T
e X "1="21 del margen. s
102 =7y X vy =7y :
108 =7, X 3, =7, La segunda se halla multi-
= v gesid’ ; s . - i
___________ eeenennnnse | Plicando la primera por sf mis-
/ ma, y viendo el resto que da
7y X 7y, al cual llamaremos 7,. La tercera, o
cualgurera de las demas, se hallan multiplicando
la precedente por la primera.
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Ejemplos:
Para los Para los ,
modulos 10, 2 v 5| modulos 3 Yy 9 | Para el médulo 1z Para el médulo 7
10°=1 | 10°=1 |10°=1 100=1
10 =0 10 =1 |10 =10=-1(10 =3
10% = 1= 11710 =1 10t=2
10°=0 1003=1 |10°=10=-1|10RF=6==1
etc. ete. 110*=1 10'=4=-3
ete. 10°=5=—-2
1P =1
| y se repite

Qdservacion.—LEn los moédules 11 y 7, los
pumeros — I — 3, ¢€tc., ban: de restarse de un
multiplo del médulo, pues significan que la divi-
sion se ha hecho por exceso.

Asil, por ejemplo: 10=11 — 1, 1000 =
= [001 — I, etc. Si los dos miembros de es-
tas igualdades se multiplican por un ntimero, por
ejemplo #, saldrd: 10.2 = 11 .2 — #, que en
forma de econgruencia es. 10.% = — #... BEside-
cir : que en estas congruencias se puede hacer
también la multiplicaciéon de los dos miembros
por un numero, conservando el signo — que lle-
va el segundo miembro.

104. LFara averiguar con quien es congruen-
: te un numero del sistema decimal con respecto a
un modulo, se descompone el numero en Sus uni-
dades de diversos ordenes y se mulliplica cada
cifra del numero porv los dos miembros de la con-
gruencia relativa a la unidad colectiva correspon-
diente. Después se suman las congruencias re-
sultantes.

6
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Ejemplo: ¢ Con quién es congruente 2473
respecto al médulo 9 ?

I.G

GATS =9 108 A H0NE T a0t s 10

2.°  Multiplicamos los dos miembros de las
congruencias del cuadro anterior referentes al
moédulo 9 respectivamente por 3, 7, 4, 2, que
son las cifras del nimero, y sale

3% 10°=3 g 3=13
S = s T T
A5 10t =4 ( © bien 1 400=4
9% 108 =2 | 9000 =

y sumando,
24713 =2+ 4+ 743

El nimero 2473 da, pues, al dividirlo por o,
el mismo resto que la suma 2 + 4 - 7+ 3 = 16.

Observacion.—Puede abreviarse restando ¢
de la suma de las cifras en cuanto ésta exceda de
dicho numero.

Ejercicios. — (Estos ejercicios se resuelven
de un modo anilogo).

1. Con respecto a los médulos 10, 2 y 5,
el resto de un namero es el mismo que dé la ci-
fra de sus unidades.

2.° - Con respecto a los mddulos 9 y 3 todo
numero es congruente con la suma de sus cifras.

3.2 Con respecto al moédulo 11 un numero
es congruente con el obtenido sumando y restan-
do alternativamente sus cifras, empezando de
derecha a izquierda. Si hay substracciones im-
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posibles se aumenta 11 al minuendo para hacer-
las realizables. |

106. Con respecto al médulo 7 haremos las
siguientes observaciones :

L2 Si el nimero no tiene mds de 3 cifras se si-
gue la regla general, y el nimero es congruente con la
suma de los productos de sus cifras, tomadas de dere-
cha a 1zquierda, por 1, 8 y 2.

Ejemplo :
468=8.1-1-6.34+4.2= 31, o bien 458=81=23

2.2 Si el nimero tiene mds de 3 cifras se le consi-
dera como si estuviera escrito en el sistema de numera-
cion de base 1000, para lo cual basta considerar cada
grupo de tres cifras como si fuera una sola cifra, y en-
tonces se procede como antes se hizo para el 1.

(La razdén de esto es que 10°=1, 103=—1, 10°=1).

Caracteres de divisibiledad.—Como un nime-
ro es divisible por el médulo cuando es congruen-
te con cero respecto a dicho mdédulo, de las re.
glas anteriores se deducen los caracteres (sefales
o signos) de divisibilidad, que siguen :

Un naimero es divisible por 10 si termina en
un cero; por 10”7 sl termina en 7 Ceros.

Un nimero es divisible por 2 si termina en
cero o cifra par; y por 5 siacaba en cero o en 5.

Un nimero es divisible por 9 o por 3 si lo
es la suma de sus cifras.

Un nimero es divisible por 11 si al sumar y
restar, alternativamente, sus cifras (de derecha a
izquierda), aumentando en 11 el minuendo cuan-
do sea preciso para poder realizar la substrac-
c1on, resulta cero u 11.
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107. La investigaciéon del resto que da un
ntmero al dividirle por un médulo, ademds de
ser tedricamente muy interesante, tiene aplicacion
en la pruecba de las operaciones. El modulo pre-
ferible para esto es el 9, porque el resto se halla
con gran facilidad suprimiendo 9 siempre que s€
pueda al sumar las cifras; y también porque es
necesario emplear todas éstas. A él nos referi-
remos, por consiguiente, en lo que sigue :

Prueba de la suma.—Se funda en que st

(=1
 b0=7 4 médulo 9
a-t+b=r—47

Luego sila suma @ 44 da de resto R debe ser
7 47" = R . (médulo 9).

Regla. —Se halla el resto de cada sumando,
se suman estos restos y se halla el resto de este
resultado, y este mismo debe ser el resto del total.

Ejemplo :
42703 camestoli Gy
8124 o lcllag Resto de 13 ...4
12397 e i

Prucba de la multiplicacion.—Se funda en
que sl |

a=r
=
a.b=r.v

Luego siel producto a . 4 es congruente con R,

=R
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Regla.—Se hallan los restos de los factores
y se multiplican; el resto de este pmducto debe
ser el mismo que el del producto de los nimeros

dados.
Ejemplo ;

4791 .t.oeesto .,

¥ 334 > —J[—ﬁ.
19164

38328

14875

1839744 Restoy = fata - o e ke 0

Prueba de la divisién —Es combinacién . de
las anteriores, puesto que el dividendo es suma
de un producto con un numero.

Regla.—Se hallan los restos del divisor y del
cociente y se multiplican; el resto de este produc:
to se suma con el del resto de la division, y el
resto de esta suma debe ser lgual al del divi-

dendo.

Resto de 18 ... 0

Ejemplo :
' s RESTO
ol R Em L Resto de 0.5...0
i | 1841 b KD
112 :
046
19,—}—1
El dividendo debe dar de resto . . . . 1

Prueba de la vaiz cuadrada.— Se funda en que

N=4a*+R
y sl
a=r serd a’=1"
y sl E—

2+4-R= 32
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Regla.—Se halla el resto de la rafz y se ele-
va al cuadrado: el resto del nimero resultante

se suma con el que da el resto de la operacion, y
la suma debe ser congruente con el radicando.

Ejemplo
V6 3 7 25 .. Resto 7; resto de 7% =49 ... &
2 3.7| 45.5
12..........*..._—|—5
El resto del radicando debe ser. . . . . 7

Observacién.—Se notard que la manera de
efectuar las pruebas por 9 es la misma ordinaria,
solo que en vez de operar con los nimeros dados
se opera con los restos minimos (menores que g).
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MAXIMO COMUN DIVISOR

108. Como indica su nombre, ¢/ maximo
comun divisor de varios numeros es el mayor de
sus divisores comunes. dny
El procedimiento natural para hallarlo seria
averiguar todos los divisores de los nameros
dados, buscar los comunes y elegir entre éstos el

mayor,.

Ejemplo :
12 tiene los divisores 1, 2, 8, 4, 6, 12
S tiene los divisores 1, 2, 4, 8
Son comunes I, 2 y 4. Luego 4 es el ma-

ximo com(n divisor de 12 y 8. En abreviatura
se eseribe

m. c. d. (12,8) =4, o mds breve: D (12, 8) = 4

Pero como el problema de hallar todos los
divisores de un numero no siempre es fdcil, se
usa para hallar el m. c. d. de varios numeros
otro procedimiento que vamos a estudiar.

Antes diremos: Se laman nitmeros primos
entre si, aguellos cuyo m. c. @. es I.

Ejemplo: 8 y 9.

109. M. ¢ d. de dos numeros.— Para ha-
lar el m. ¢. d. de dos niymeros se divide el mayor
por el menor, éste por el vesto e la drvision st lo
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hublere, etc., hasta hallar un resto cevo. Bl 1lts-
mo divisor, que es también el peniltemo vesto, es

el m. c. d.

Ejemplo: Sean los nimeros 328 y go. Se
; . haran las divisiones del mar-
S| Xt rl| 4|38 | 1 h
308 [00/58/32/36] 6] 2 gen, en las cuales se ha co-
58 (32126| 6] 2| 0 Ifc§d0 el cociente sobre el
| divisor.
El m. c. d. es 2, dltzmeo divisor o peniltimo
resto.

Demostracion.— Recordando que todo divisor
del dividendo y del divisor io es del resto, y re-
ciprocamente (99) vemos que un divisor de la
primera pareja 328 y 9o lo serd de la segunda,
90 y 538 (pmam gue 58 es el primer resta)} y
siéndolo de ésta 16 serd de la tercera, 58 y 32,
y de 32:y.26; y de.26 9 6, yude6liy 2, v reci-
procamente. = Pero ielm: ciid.de. 6 y 2 es 2,
porque 2 es divisor de 6 y de s mismo, y un na-
mero mayor que 2 no podria ser divisor de 2.
Luego, D (328, go) = 2.

Ooservacion.—Cuando un resto es mayor que
la mitad del divisor es conveniente, para abre-
viar, hacer la divisién por exceso.

La regla anterior caeria en defecto si nunca
se llegase a obtener una divisién exacta; pero
esto es imposible, porque los restos sucesivos son
numeros enteros decrecientes, y no puede haber
infinitos.

Se habrd advertido que el procedimiento em-

pleado consiste en sustituir una primera pareja

de numeros por otra formade del que sirve de -

divisor y del resto.

PR
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De esta observacién se desprenden los teo-
remas siguientes.

110. St se'multiplican dos nitmeros por otro,
sum. . d. queda también multiplicado; y analo-
gamente st se dividen

Pues al multiplicarse o dividirse la primera
pareja queda multiplicado o dividido el primer
resto: luego queda multiplicada o dividida la se-
gunda pareja, y el segundo resto, etc.

Y como el m. c. d. es el pentdltimo resto
también queda multiplicado o dividido.

Ejemplos :
5i D (30, 24) = 6, serd D (30 X 3,24 X 8) = 6 X 8.
Sinbe (50, 24) =6, seraD(30:i8; 24.5:8) =61

Caso particular.— St se dividen dos nimeros
por su m. c. d. los cocientes son primos entre si.

Ejemplo :
S DL(E0 24y — 6, sera D (30 6, 24w b= b b=

Luego los nimeros 5 y 4 resultantes de los
cocientes 30 :6 y 24 : 6, por tener el m, ¢, d.
igual a 1 son primos entre si (108).

Inversamente : St dos ndimeros primos entre
sz se multiplican por otro, su m. c. d. es este otro.

Porque siendo ay ¢los nimeros primos entre
sf, su m. c. d. serd 1,y siay 0 se multiplican por
otro numero #, su m. ¢. d. serd 1 X #, es decir #.

Si se dividen dos ndtmeros por otro y los co-
clentes son primos enire st, ese otvo numero era el
m ¢ d Sean A y B los nimeros que divididos
por otro, 7, dan los cocientes @ y 4, primos entre
si. Si los cocientes @ y 6 los multiplicamos por
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%, sabemos que # serd el m. c. d. de los produc-
tos resultantes. Pero siendo @ el cociente A : #,
al multiplicar @ X 7 resulta A (y andlogamente
b6 n=B), luegoel D (A, B) = =

111. Zeorema.—St un numero es divisor de
un producto de dos factoves. y ¢s primo con o
de ellos, serd divisor del otro factor. _

Ejemplo : Si 4 es divisor de 5 X #, como
4 es primo con 5, tendrd que ser 4 divisor de 7.
Luego # podra ser 4, 8, 12, etc.

Demostracion. —Como '4 y 5 son primos, los
productos 4 X 2y 5 X # tienen por m. c. d. €l
namero 7z (110).

Pero ambos productos 4 X 7 y 5 X # son
divisibles por 4; luego su m. c. d., #, también lo
sera.

112. Aplicacion.—Si se dividen los dos miem-
bros de una congruencia por un divisor comun primo
con el mdédulo se obtiene otra congruencia de igual
modulo,

Sea la congruencia a.p=6.p (mdédulo m); que
puede escribirse

a.;ﬂ——é.;b::w;z y también p. (@ — &) =:»w
Pero para que m sea divisor de p.(a — 4), siendo
primo con el factor p, debera ser divisor de (a—é), esto es,
a— b= %@t, o bien 2 = & (médulo )

que es lo que se querfa demostrar, puesto que a y 6
son los cocientes de dividir @. p y & . p por 2.

113. M. C. D. de varios niimeros.—Para
hallay e/ m. c. d. de varios numeros, se sustituyen
dos de ellos por su m. ¢. d., y gueda asi un nume-
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yo menos. Repitiendo la operacion se veduce este
caso al anlterior, en que solo habia dos numeros.
Ejemplo: Para hallar el m. c. d. de los czatro
numeros 42, 30, 24 y 18, sustituimos los nameros

18 y 24 por sum. c. d.,, 6; y consideramos ahora
los ¢res nimeros 42, 30y 6. Si ahora reemplaza-

mos 30 y 6 por sum. c. d.,, que tambien es O,

s6lo quedanan los dos imieros 42y 6.

Es preciso demostrar ahora que, en efecto,
pueden sustituirse dos de los nameros por su
m. c. d. Porque todo divisor de los cuatro nu-
meros dados lo serd en particular de 24 y 18,y
por consiguiente, de su m. c. d;, 6. Y recipro-
camente, un divisor de 6 lo serd de sus multiplos
18 y 24, de modo que si ademas lo es de 30 y
42 lo serd de los cuatro nimeros dados. Asi,
pues, la serie

492, 80, 24, 18
tiene los mismos divisores que la serie
42, 30, 6,

y el mdximo divisor serd también el mismo.

Observaciones.—1.* Generalmente conviene
sustituir por su m. ¢. d. los dos menores numeros.

2.2 Si hay entre los numeros dados algunos
que sean multiplos de otros, pueden suprimirse
aquéllos.

1.2 Las propiedades del m. c. d. de varios
numeros son analogas a las del de dos, y se de-
ducen de éstas. Por ejemplo: si varios nimeros
se multiplican o dividen por otro, su m. ¢ d. que-
da multiplicado o dividido tambien.
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Minimo comun multiplo

114. Como su nombre expresa, e/ mznimo

comun mulizplo de varios nitmeros es el menor de
sus mulliplos comunes.
El procedimiento natural para hallarlo serfa
ir formando todos los multiplos de uno de los nu-
meros hasta encontrar uno que fuera multiplo de
los demds numeros.

Ejemplo: Para hallar el minimo comin mual-
tiplo de 30 y 24 formemos la serie de multiplos
de 30,

30, 60, 120...

y como 120 es el primero de los nimeros de es-
ta serie, que ademds de ser multiplo de 30 lo es
de 24, dicho numero 120 serfa el minimo comun
multiplo. |

Se indica en abreviatura: #. ¢. #. (30, 24)==
= 120, y también M (306, 24) = 120.

El procedimiento anterior se reemplaza por
otro mds breve, fundado en el siguiente

115. Teorema.—F/ m. c. m. de dos nume-
7os se obliene mulliplicando uno de ellos por el
coctente resultante de dividr el otro por el m. ¢. d.
de ambos.

Ej;mplo: El'm, ¢ m.-de 30 y. .24 ceri

24

30X o porque 6 es;el m. ¢c. d.. Como e,

resulta M (30, 24) = 30 X 4 =: 120.
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Demostracion.—Sea 30 . x el menor multi-
plo de 30 que lo es también de 24. ‘Tendremos:

S0 = 94

Dividiendo por 6, que es el m. c. d., sale

5.0 =14
Esto ensefia que 4 es divisor del producto
= . &, y como es primo con 5 (porque los cocien-
tes 4 y 5 de dividir los numeros 24 y 30 por su
m. ¢. d. son primos entre si), (110) serd 4 divisor
de x, y e/ menor valor que se podra dar a x
serd 4. EIM (30, 24) es, ples, 30X 4 =120
Observaciones. —1 . Si en el caleulo anterior
damos a x en vez del valor 4 el valor 4 . 7, ob-
tenemos un multiplo de 30 y 24 que no es el

minimo  Su forma es, pues,

80 . 4 .m =120 . »

luego todo miultiplo comuin de 30 y 24 loes de
Su M. €. M. 120.

2.2  Poniendo en lugar de 30 su igual 5 . 6,
resulta para.el m. ¢. m. el valorde 5 .6 . 4=
= 5 .24 =24 .5, lo que prueba que el enun-
ciado era aplicable al 24, aunque la demosiraci6n
la hicimos para el 3o0.

3.2 Designando en general por ay 6 dos
nameros, por D su m. ¢. d, por & y 6 los co-
cientes ¢: D y 6:D, y por M el m. c. m, éste
tendrd una de las formas

=4 E»"
M=.a

Il
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Ilas propiedades del m. c. m. se deducen de
estas formas, como veremos en lo sucesivo.

116. 57 se mulliplican dos nitmeros por otro,
Su me. c. m. queda multyplicado lambién.

Ejemplo :
M (30, 24) — 120, M (80 X 3, 24.3) = 120.. 3

L.os nuevos ntimeros serdn, por ejemplo, a. 7
y 0.n sum. c. d. serd ahora D . %, pero los

cocientes (a.n):(D.n) y (b.n): (D .#n) son,

como antes, ¢« y 6’ ( 79 ) luego el minimo co-
muUn multiplo serd ahora

(@a k. 6 =il .0 ) i N

117. St dos numeros son primos entre st su
m. ¢. m. es Ssu producto.

Ejemplo: el m. e.im. de 8y

Siay b son primos, D =1y

Mi="a =

9 €
b.);

118. Sz el m. ¢. m. de dos nimeros se drvi-
de por ellos, los coczentes son primos entre si.
Las dos formas de M son

M:.;:zé da l S e
h'I: Y € ellas sale PVI {6‘_—.::1'

Pero @' y 4 son primos entre sf, por ser los
cocientes de dividir dos ndmeros por su m c. d.

119. M. C. M. de varios nidmeros.--Para
hallay el m. ¢. m. de varios numeros se sustitu-
yen dos de ellos por su m. c. m., y se opera ast con
U NUINEVO MENOS.

Ejemplo : Para hallar el m. c¢. m. de los cua-
fro numeros 42, 30, 24 y 18, sustituimos 42 y 30
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por su m, ¢. m. 180y operamos solo con los #res
numeros 130, 24y 138.

Demostracion. — Un multiplo de los cuatro
nameros dados lo es en particular de 42y 30, y
por consiguiente, de 180. E inversameunte, un
multiplo de 180 lo es de sus divisores 42 y 30,
luego si también lo es de 24 y 18, lo sera de los
cuatro numeros. Luego la serie

42, 30, 24, 18
y la serie
* 180, 24, 18

tienen los mismos multiplos, y el menor de ellos
serd el m. ¢ m.

Observaciones.— 1.* Suelen reemplazarse por
su m. c. m. los dos numeros mayores.

2.* Si entre los numeros dados hay algunos
divisores de otro se pueden suprimir aquéllos.
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NUMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS

120. Nuamero primo es e/ gue carece de di-
visores, a excepcion de él mismo y de 1.
Ejemplos s 2,°3,:5, 7,/ 11,:13.... 500 DHMOS,
porque cualquiera de ellos v. ¢., el 7 sélo es di-
visible por él, 7, y por 1:

Numeros compuestos.—Se llaman asi todos
los que no son primos. Un numero compuesto
siempre tiene, por consiguiente, algun divisor o
factor. Asi: 30 es divisible por 5 y por otros
nameros.

121. Un nimero compuesto es un producto
de factores primos iguales o distintos.

Ejemplos :
8=2.2.2=92 15=38.5 12—2.9.3=9* 3
La forma general es N =a”. 6" . ...

Para demostrar esto observamos que siendo N
compuesto, ha de tener algin divisor. Si el menor de
estos divisores es a, a tendrd que ser primo, pues si no
tambien €l tendrfa otro divisor &', menor que «, que
por ser divisor de « lo seria de su multiplo N. Luego
N tenfa un divisor &~ menor que a, lo que no es posi-

ble, puesto que habfamos admitido que @ era el menor
divisor de N.

Teniendo.N el divisor a, serd de la forma

N N
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Pero para N’ razonaremos igual, y tendrd, o el
mismo factor primo @ u otro &, de modo que respecti-
vamente

N =g N o= 0" N>
y sustituyendo en la igualdad anterior
Bri—gg N "o Ny - a N

Continuando iguales razonamientos para N se
llegard a obtener para N la forma general antes expre-
sada.

122. Serie de ndmeros primos.—Dado un

s uUMETO Primo, P, Stempre se puede enconiray olvo nuniero
Dprimo mayor que éL |

Supongamos formado el producto de todos los nu-

meros primos hasta p inclusive, que sera

Qiginiios P

Si llamamos 7z a cxalquiera de estos nimeros pri-
mos, el producto P serd » , y por tanto

Ahora, P + 1 podrd ser primo o no serlo. 5i lo
es, como evidentemente es mayor que p, ya existe un
numero primo mayor que g, y si no es primo P -1
sera compuesto de factores primos. WMas estos facto-
res no son de los comprendidos entre 2 y g inclusives,
puesto que con respecto a cualquiera de ellos, 7, es
P —+ 1 congruente con 1; luego, tendrdn que ser mayo-
res que p. Existen, pues, nimeros primos mayores

que p.

123. Tabla de niimeros primos.—Aunque
la serie de ntmeros no tenga fin, podrian ence-
rrarse fodos en una féormula, asi como todos los
multiplos de 2, por ejemplo, no obstante ser tam-

l?'
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bién en ntimero indefinido, pueden comprenderse
en la formula 2 X a.  Pero no habiéndose halla-
do esta féormula que produzca todos los nimeros
primos y unicamente ellos, es preciso construir
cuadros o tablas en las que se consignen los nu-
MEeros primos.

Cualquiera podria construir una de estas tablas es-
cribiendo la serie natural de los ntimeros y suprimiendo
en ella todos los multiplos de 2, de 3, etc., fijandose en
que como cada numero tiene una unidad madas que el
anterior, el que esté dos lugares después del 2 es
2+ 2=4: el que esté 2 lugares después serd 4+ 2=0;
etcétera. Es decir, que asf se destruirdn todos los mul-
tiplos de 2. Y andlogamente se procederia para ¢l 3,
suprimiendo los que se encuentren de tres en tres lu-
oares, etc, Pero como este procedimiento, aungque ca-

paz de abreviarse, siempre es prolijo, se prefiere con-
sultar una tabla,

Para nuestros cdlculos bastard saber que los
numeros primos menores que 100 son 2, 3, 5, 7,

Ir, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, BITS675 71,573,070, %63, 801 VIO T
124. Un numero primo divisor de un pro-
ducto de dos faclores es divisor de alguno dz ellos.
Demostracion.—Supongamos que el produc-
to a X 6 sea divisible por 3. Decimos que lo
seran también @ o 4.

Porque si a no es divisible por 3, no puede
tener con él divisor comun distinto de 1. Luego
@y 3 son primos entre si y este teorema se con-
vierte en el ya conocido del namero (111).

Observacion. —Como un producto de varios

factores puede siempre reducirse a otro de dos,
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el teorema es cierto aunque sean varios los fac-
tores.

125-  Un namero primo no puede ser divisor
de un producto de factores tambicn primos, sino
ene el caso de ser 1pual a alguno de ellos.

Ejemplo: Si 2 es divisor del producto 3 X
o sk rpsergaoualia giio.a 7,08 11 4o Borgue
tiene que ser divisor de alguno de estos nimeros,
que no tienen otros divisores que ellos mismos.

126. De cualguier modo gue se descomponga
nie numero en  faclores piimos, resultaran [los
mismos factores y repelidos las mismas veéces.

Porque si por una parte resultase el namero
ioual al producto de factores primos iguales o
distintos, @ XX 6 X ¢, y por otra igual al producto
e X & X ¢, cada uno de estos ultimos serfa di-
visor del namero, es decir, de @ X 0 X ¢, 'y ten
dria que ser igual a alguno de estos factores.

127. ‘Teorema.—S5z un numero cualquiera
es primo con los Jactores de un producto lo es con
dste, y viceversa. |

Ejemplo: El ntmero 8, primo con 9 y con
rE Hloesoon o 1k

En general; si # es primo con @ y con ¢, lo
serd con @ . 6. En efecto, por hipotesis

Dl a) =1
multiplicando por 4
- Din.bra.b) — 0

Si el nimero # y el producto 2 . 4 tuviesen
un factor comun, ese factor lo seria de .6 y
@ . b, y por tanto, de su m. c. d. 4. Lo cual con-
tradice la hipétesis de ser z primo con 4.
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Receprocamente.—S1i n y a . b son primos, 7
no puede tener ningin factor comun con e ni
con 64, porque los factores de ay & lo son del
producto @ . 4, y entonces # y a . 6 no serian
primos entre si, como se habia supuesto.

Observacion.—Claro es que al decir: no tie-
nen factor comun, se entiende dzséznio de 1, pues-
to que 1 es factor de todos los numeros.

128. Casos particulares.— Un numero pri-
mo con la base de una pofencia ¢s primo con la
polencia (por ser ésta un producto de faclores
rouales a su base).

Las potencias de dos nitmeros primos entre si
son primas entre Si.

129 Para que un nimero A sea multiplo de
otro B (o B divisor de A), es necesario y sufi
ciente que A tenga fodos los factores primos de
B con exponentes por lo menos 1guales.
Ejemplos: SiA=2°’ 3" 5y B=2" 3.7
no puede ser B divisor de A, porque en A no en-
ira el factor 7. | "

Si C=2" 3° tampoco es A multiplo de C
porque el factor 3 entra en A con menor expo-
nente que en C

Si D es 2°. 3% serd divisor de A porque en A
entran todos los factores de DD con exponente
igual o mayor. _

Demostracion s St A= b=71 . 0, tendrd
A que contener, ademds de los factores de B, los
de Q, luego se cumplird la condicién.

Reciprocamente : Si A contiene todos los
factores de B, por lo menos con exponentes 1gua-
les, se podra formar con los factores de A, por lo
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menos, el nimero B (y entonces Q = 1), y, en
general, el nimero B y otro nimero Q, luego
ae=b. 10,
Asi; cuando A

I

J 4 ' 2 3
2.3.5 y Q= 2" 3" es

I s e O (2_ D D)
A = T g R

Esto quiere decir que todo ntmero de la for-

ma a”. 0*. ¢ es divisor de otro de la forma
o : ;
a* . 6°. ¢l siempre que

WEC{;HEg:ﬁET

130. M. C. D.—E/ m. c. d. de varios ni-
meros descompuestos en factores primos se obliene
multiplicando los factores primos que se hallen er
lodos ellos, afectados de los menorves exponentes
con que Jrouren.

Ejemplo: El m. c. d. de los ntmeros.

-Azgixg‘ﬁxgja l
B ot opiner Ly ol
C— 90 % 5 % 11|

Efectivamente: D es divisor de A, By C,
porque cumple las dos condiciones necesarias pa-
ra ello. Otro divisor cualquiera de A, B, C ten-
dria algtn factor menos que D, o alguno de ellos
con menor exponente. Luego D es el mayor di-
visor comdan. |

131. M. C. M.— Elwm. ¢c. m. de varios ni-
meeros descompuestos en factores primos se obtiene
multiplicando todos los factores primos que haya
e los mumeros, afectados de los mayores exponen-
les con que figuren.

- — y
e i Y s e B R N B[ BT BT A
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Ejemplo: El m. c. m. de los mismos nume-
ros del ejemplo anterior es M = 2" X 3” X 5" X
X 7 X 11°. M es multiplo de A, By C, porque
cumple con las condiciones necesarias para ello
(129). Otro multiplo cualquiera de A, By C
tendria algan factor mds de los que entran en M,
o alguno de éstos con mayor exponente y serfa
mayor ‘que. M. Luego' éste es el m..c..m. de
A by U

132, . Esta manpera.de halarel m c. diy el
m. c. m. facilita las demostraciones de algunos
teoremas. Por ejemplo :

Si varios numeros se dividen por su m. c. d.,
los cocientes son primos entre sf.

Porque para dividir un producto por factores
suyos éstos se suprimen, luego al dividir los na-
meros por su m. c¢. d. s¢ suprimen todos los fac-
tores comunes. Los cocientes no tendrdn, por
consiguiente, ningln factor comein,y serdn primos.
(Compruébese con un ejemplo).

Hemos aplicado este procedimiento para re-
petir la demostracién de un teorema conocido;
pero se puede aplicar a demostrar otros nuevos,
entre los cuales elegimos el siguiente.

Elm. c. d. de dos nitmeros ay b, no se altera

maultiplicando uno de ellos por un factor n primo
con el otro.
En efecto, al hallarel m. ¢c. d. de @ y 4 . #, si
n es primo con a ninguno de los factores de #
podra entrar en dicho m. c. d., puesto que no son
comunes con «; luego resultard el mismo m. c. d.
de a y 0.

133. Hallar todos los divisores de un nitme-
ro.—Para hallar los divisores o factores primos
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pueden usarse varios procedimientos, puesto que
se sabe que el resultade es el mismo (126); pero
de ordinario se sigue el siguiente:

Se ve si el ndmero es divisible por 2, y si lo
es se hace la divisién (mentalmente) y se escribe
el cociente debajo del ntmero y el 2 separado
por una raya en la forma que indica el ejemplo
del margen.

| Si el cociente es otra vez divisible
396 |

2 por 2 se repite lo dicho. Cuando se
13% g obtenga un n}ﬁmf:m que no sea divisible
as | o por2, se e sil0 es pot 3, 0 por &, ete.,
11 |11y se continda de andlogo modo hasta

_ hallar un numero primo, que sélo sera
divisible por él mismo.
En el ejemplo propuesto 396 = 2 X 198 =
== A K200 9D iR B BB T
S B Rahs % II':22><32XII.

Observacion —Si es facil descomponer el na-
mero en dos factores compuestos, basta descom-
poner separadamente éstos y multiplicar los re-

sultados.

Ejemplo : Si se tratase del nimero 396000
lo descompondriamos en 396 X 1000. Y como
396—————-'2?')( 32 XKadsl 5y L O0DH— 2’ X 5:”1 sera
206000 = 2" X3 X1 X2 X5’ =2 X 3"
BT

Regla.—Para hallar todos los divisores de un nu-
mero, se escribe en una fila 1 y todas las potencias del
primer factor primo, desde la 1.2 hasta aquella con que
entre en el nimero. Se traza por debajo de la fila asi
formada una raya, y se procede a multiplicar todos los
nuimeros que hay encima de la raya por la 1.2 potencia
del factor primo siguiente formando una fila, después

4 " . m I I ¥
[:: R e %1 1 Y ol " |
{\ / LOMUNIGaa AUTonema - =
;
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por la 2.2 potencia del mismo factor formando otra
fila, etc. Se traza otra raya, y sc multiplican los nu-
meros de todas las filas que hay encima de esta segun-
da raya por las potencias sucesivas del tercer factor, etc.
Todo como se ve en el ejemplo, correspondiente al ni-
mero 396 (advirtiendo que se han hallado ya los valo-
res de las potencias dichas).

LLos numeros escritos en el cuadro

1 2 4| anterior son los productos parciales
3 6 12| que resultarfan si se hubiesen multi-
v 18 36| plicado las sumas.

1122 - 44|

oo 66 132 (1 4+24-2% X (14 8+38%) X (1411).
99~ 198 390 & |

y son todos y los unicos divisores de
396. Porque cualquiera de esos productos parciales
es un numero compueste de los factores primos 2, 3 u
11 con exponentes que no exceden a los que estos fac-
tores llevan en 896; y cumple, por tanto, con las con-
diciones necesarias para ser divisor de 396. Y cual-
quier divisor de 896 tendrd sélo los factores primos 2,
3, 11, con exponentes iguales o menores que los que
llevan en 396 y habrd sido obtenido al efectuar el pro-
ducto de las sumas dichas.
Como en la primera de estas sumas hay 2 41
nameros, en la segunda 2 41 y en la tercera 1 -1,
el numero de términos resultantes al multiplicarlas es

@+1).@4+1.0141)

Es decir: B/ nitmero de divisores es el producto de los
exponentes de los faclorves primos del ndimero después
de aumenlado cada exponente en 1.




8 goie - =
: La suma de los divisores seria el valor del pm&u-ﬁ:—-
to de las sumas consideradas, esto es,

2 B9 (L I)=TX18X12=1002.

" En general, los divisores de N = g . 4 . ¢? se ha- <
- llan al multiplicar las sumas '

- L
I
iy g

s - -

b (-tetae?t.am). (1 bF bt ) o (e db i)

{€) Comunidad Autonoma de La Rioja
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CANTIDADES: SU MEDIDA

Conceptas fundamentales

134. Magnitud—La idea de wmagniiud,
andloga en cierto modo a la de pluralidad, nace
de la contemplacion de las cosas que, por tener
un caracter comun con respecto al cual se llaman
fiomogéneas, pueden ser comparadas entre si.

A veces las cosas mismas cuya magnitud es-

timamos, se llaman también magnitudes, y en

este sentido puede decirse que, por ejemplo, un
segmento de recta es una magnitud.

Ejemplos: Todos los segmentos de recta
tienen un cardcter comdin que los hace compara-
bles: tal es su longritud. Las vasijas o recipien-

“tes son comparables por su capacidad, las mone-

das por su zalor, etc.

No poniendo mds restricciones entrarfan tam-
bi¢én en la categoria de magnitudes las cualidades
abstractas que el hombre posee: bondad, amor,
lealtad, etc.

135. Cantidades: sus caracteres.-- Nosotros
estudiamos s6lo un género de magnitudes, las
cantidades, y por ello supondremos en las cosas a
que vamos a referirnos, los siguientes atributos :

1.° Que por el cardcter comtn que las hace
homogéneas pueda siempre apreciarse de un mo-
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do particular para cada género de cosas, pero

stempre sin dejar lugar a dudas, cuando dos de
€S4s €osas son zguales O deszguales.

Ejemplos : De los segmentos de recta sabemos
que son iguales o desiguales en longitud, segtn sean o
no coincidentes por superposicién (¥), De dos vasijas
podremos afirmar que son iguales en capacidad cuan-
do llenando una de ellas de un liquido y vertiendo éste
en la otra, quede también llena., De dos ijétﬁs mate-
riales podremos decir que son iguales en peso cuando
se equilibran en los platillos de una balanza, etc.

2. Que la relacién de igualdad o desigual-

dad establecida entre dos magnitudes, A y B,
sea reflexiva simétrica y transitiva (15), y la re-
lacion de desigualdad satisfaga a la condicién de
que st A > Bsea B < A, y viceversa, y que si
A >By'b >0 seq A >1C

3. Que se pueda definir de un modo preci-
so la suma de dos magnitudes del género coasi-

derado, y esta suma sea otra magnitud del migmo
o€nero.

Ejemplo: La suma de las longitudes de dos seg-
mentos es la longitud de un tercer segmento que se
forma poniendo aquéllos consecutivos sobre una recta.

La suma de las capacidades de dos vasijas es la de
una tercera que se llenaria justamente al verter en ella
el liquido que contengan las otras des, etc.

Obsérvese que a veces sélo se hace esto de un mo-
do ideal, por ejemplo : la suma de los valores de una
moneda de peseta y de otra de cinco céntimos no es
valor de ninguna moneda acunada; pero nada impide

e - -

\*) Congruentes, suele decirse mejor.
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concebir que existiese efectivamente una moneda cuyo
valor fuese de ciento cinco céntimos.

En cambio, no concebimos que puedan sumarse
de un modo exacto las bondades de dos personas, etc.

4.”  Que, reciprocamente, toda magnitud de
las consideradas pueda concebirse como suma de
varias magnitudes del mismo género, que se lla-
man paries de aquélla.

Ejemplos: La longitud de un segmento, la capa-
cidad de una vasija, el peso de un cuerpo, etc., son di-
visibles en partes sin perder su naturaleza. Pero no en
todas las cosas ocurre asi. Las partes de una silla no
son sillas, ni las de un hombre son hombres, etc.

5. Que la suma definida con las magnitu-
des dadas sea uniforme, conmutativa y asociativa.

6. Que por la suma de magnitudes iguales
se pueda obtener una magnitud mayor que otra
cualquiera prefijada (del mismo género).-

136. Unidad concreta.——Supuestas las an-
teriores condiciones, llamaremos unidad concreta,
o de medida, a la magnitud de uno cualquiera
de los objetos considerados.

Asl el metro es una unidad concreta, porque
es la longitud de cierto segmento; el litro es una
unidad concreta, porque es la capacidad de una

i 3 W
vasija de 1 dm.” de volumen interno, etc.

La unidad concreta es, al mismo tiempo (en
virtud de lo dicho), una cantidad, y reciprocamen-
te cualquiera cantidad puede servir de unidad con-
creta entre sus homogéneas.

Por ejemplo : el peso de este libro podria ser-
vir de unidad de peso, etc.
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Cantidad enfera—1La suma de cierto nimero

“de unidades concretas es una cantidad entera.

Ejemplos : 7 metros, 8 litros, etc.

Si la cantidad suma de 7 unidades se toma
como unidad, resultara compuesta de »z partes
iguales, llamadas a/icuotas. Cada parte de estas
se llama, en general, enésima o encava parte de
aquella unidad.

Ejemplo: Si la cantidad 5 pesetas la to-
mamos por unidad, llamandola 2«70, cada peseta

serd una parte alicuota del duro (que aquf se dice

guinta parte).

137. Producto de una cantidad por un nu-
mero.—Por ser la cantidad entera suma de =
unidades iguales, se considera como producto de
una de éstas por .

Ejemplos :
1. duro== 1 pesetac X ©
1=l dm. 40

En general, siendo C la cantidad que tiene #
unidades iguales a U, se escribird

Ci= ULimill
A veces se cambia el orden escribiendo

=0 1 32)

pero lo mismo en la forma (1) que en la (2) de
bemos entender que esto signifiica
C = # veces U
Cuando escribimos

Un metro =10 dm.

e e
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entendemos también que el metro es 10 veces
un decimetro. |

El nimero de unidades de que consta una
cantidad entera se dice gue¢ mede dicha canti-
dad o que expresa su mededa hecha con aquella
unidad. En el ejemplo anterior se dird que # es
el nimero que mide a C, o que 2 expresa la me-
dida de C hecha con la unidad U.

1338.  Razon.—El namero que mide la can-
tidad C con la unidad U se llama también 7aszéx
de la cantidad C con la cantided U, porque es
el resultado de compararlas. Cuando se mira

la cantidad C, primera de las que se com-
paran, se llama antecedente, y Ja cantidad segun-

da U se llama consecuente. La igualdad (1) dice
entonces que

Antecedente — Consecuente X Rason.

La razon es, pues, en el caso considerado, el
numero que expresa la medida del antecedente
cuando se toma el consecuente por unidad, vy
también el numero por quien hay que multiphcar
la segunda cantidad para obtener la primera.

Por haberse escrito
C= 1.1

es natural escribir

= —
0]

es decir, que para indicar la razén de dos cant
dades se usa la raya del cociente. Por eso se
lee también: C partido por U igual a 7, enten-

diendo que todas las expresiones anteriores tie-
nen igual significado. |
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Asi podemos decir indistintamente : un me-
tro igual a 10 decimetros; el nimero que expresa
la medida del metro tomando por unidad el dm. es

i 10; la razén de 1 metro con 1 dm. €s 10,y I me-
b tro partido pqr 1 dm. igual a 10, porque en to-
~ dos los casos, lo que queremos manifestar; es que

la suma de 10 decimetros es 1 melro.

El alumno debe habitvarse a emplear sin con-
fusion estos-diversos enunciados, todos ellos de
uso frecuente en la practica. .

139. Medida.—Medsr una cantidad entera
es fijar la unidad de medida y determinar el nu-
mero que expresa dicha medida.

Toda cantidad entera es mensurable con una
de sus partes alzcuolas. El nimero que expresa
la medida es un numero natural, pero se le llama
también namero entero, trasladando a él el adjeti-
vo calificativo de la cantidad.

Todo ndmero natural o entero es, por consi-
ouiente, el representante abstracto de una canti-
dad entera '

140. Relaciones entre cantidades y nil-
meros.— De los caracteres antes atribuidos a la
ioualdad, desigualdad y suma de las cantidades,
y de los que poseen las mismas relaciones refert-
das a los ntimeros, resulta :

Que a dos cantidades iguales, medidas con
la misma unidad, corresponden dos nimeros igua-
les; a mayor cantidad, mayor nimero, y a la su-
ma de dos cantidades, el nimero resultante de
sumar los que expresan, en dicha unidad, las me-
didas de los sumandos.

Que a una cantidad A que sea la suma de #2
cantidades B, corresponde el multiplo de orden
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m del nimero que mide a B.  Por eso se dice en-
tonces que A es multiplo de B (de orden #). En
particular, a doble cantidad, doble nimero, etc.

Reciprocamente :  Un ntmero que represen-
ta la medida de una cantidad, representa también
todas las cantidades iguales a ella. suputesta la
misma unidad concreta, etc.

141. Nueva definicion de ndmero.—Po.-
demos, pues, definir ahora los nimeros diciendo
que e/ ndmero es un ente abstracto que delermi-
na la medide de una cantidad (y de todas las
iguales a ella).

Y podemos definir las cantidades diciendo
que cantidad es /a2 magnitud determinable por
nimeros (supuesta una unidad).

Dos cantidades se llaman conmeensuradles cuan-
do admiten una unidad comun; es decir, cuando
son ambas multiplos de una misma cantidad.
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NUMEROS NEGATIVOS

142. Preliminares. —Para comprender el
alcance de Jas definiciones que luego hemos de
dar, conviene anteponer las siguientes considera-
clones 3

La Geometrfa nos ensefia que si sobre una
recta, XY, tomamos un segmento, AB, éste pue-
de suponerse engendrado por el movimiento de

X A R TeainRE e U
un punto que partiendo del origen A llega hasta
el extremo B, en el sentido que llamaremos posi-
ev0 0 de avance, o bien partiendo del origen B
llega al extremo A en el sentido que diremos #e-
gativo o de retroceso.

En otros términos: el segmento AB y el BA,

aunque de la misma longitud, son de opuesta
cualidad o sentido.

Sabemos también, que la suma de dos seg-
mentos del mismo sentido, AB y BC, es el seg-
mento AC, de igual sentido, que podriamos supo-
ner engendrado por un punto moévil que parte del
origen A, del primer sumando, y se detiene al
llegar al extremo C, del segundo sumando.

Tendremos, pues,

AB 4+ BC = AC. (1) =

=t 8

: -
-___,__-l:"'-\_:‘;.. 7 ‘:-__'_,_'—":-_"‘_ _‘H
oy B e o
{ e . ___.-FF’H_#_FF s
i, - e T o
- TR LS = )
-\'-'_'- - -
oy - -
'\-\._____ o — = "'-__\_ 3

SR g e —
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Si medimos con una misma unidad estos seg-
mentos, y son, respectivamente, @, 6 y ¢ los ntime-
ros que expresan las medidas, la igualdad (1) se
traduce en numeros por la

a+b=c (2

Podriamos enunciar estas observaciones di-
ciendo:

I.  La suma de dos sepmentos de igual sentido
es otro seomento del mismo sentido cuya longitud
es la suma de las Zﬂﬁgfmdﬂs de aquéllos.

Es claro, que si del segmento AC restamos

ahora el BC, la diferencia serd el AB, de modo
que

AC — BC=AB (3
y a esta igualdad corresponde, numéricamente, la

t—b=a (4

Pero para realizar mecdnicamente la substrac-
ci6n indicada en la igualdad (3) podriamos haber
supuesto un punto movil que avanzando desde A
a C, retrocedriese en seguida de C a B; esto es,
recorriese en sentido posifive el minuendo AC, y
en sentido zegatzvo el substraendo BC.

Como entonces la substraccién no difiere de
la suma, sino en el cambio de sentido de uno de
los segmentos, podemos ampliar el concepto de
la adicién llamando suma algébrica de dos seg-
mentos al sepmento que se obtieme recorriendo el
primero y luegn el segundo, lomando como origen
de éste el extremo de aquél, con lo cual la dife-
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rencia, (3) se convierte en la suma aloébrica

AC + CB, y podrd escribirse :
AC OB A

La ventaja que este convenio puede repor-
tarnos es la de que mientras el concepto de subs-
_traccién parece envolver (como en los nimeros
naturales realmente ocurre) la condicién de ser
el substraendo menor que el minuendo, la swma
algébrica puede efectuarse aunque el sumando
negativo sea mayor que el positive. Asi, nin-
guna imposibilidad hay en que sumemos algébri-
camente el segmento positivo BC con el negati-
vo CA, lo que nos darfa

B CA == BA(6)
y esto, escrito en forma de diferencia, se formula:
BC - AC—BAJ

Convendremos, pues, en que esta igualdad
(7) tenga la significacién de la (6), y por tanto:

Una diferencia (de segmentos) en que el subs-
traendo sea mayor que el minuendo, equivale a
la szema algébrzca del minuendo con el substraen
do cambiado de sentido. Con lo cual serdn rea-
lizables todas las diferencias, y lo tinico que acon-
tecerd es que, cuando el substraendo sea mayor
que el minuendo, si éste es positivo, la diferencia
serd un segmento zegativo. Ademas, vemos que:

Il.  La suma alpébrica de dos segmentos de
opuesto sentido es otro del semlido del mayor ¥
cuya lonpitud es la diferencia de las longiludes
de aguellos.

Ahora bien: para que al pasar de la consi-
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deracion de los segmentos a la de los ndmeros
que los miden no se rompa la armonia que debe
existir entre las cantidades y los numeros, segun
dijimos, (140) es preciso que los nimeros vayan
provistos de algan signo que indique la cualidad
o sentido de los segmentos a que se refieren.

Desde luego podriamos inventar, a tal fin, un
signo cualquiera, por ejemplo : el signo (%) para
los niimeros que representen medidas de segmen-
tos de sentido positivo, y el (%) para los que fue-
ren de sentido negativo. Asi la traduccion en
nimeros de la suma algébrica (6), serfa |

[(2) 8]+ [(nic]=(n)a

Pero es mds sencillo, y mds conveniente, usar
en vez del siono (/) el signo -+, y en vez del sig-
no (z) el signo —, con lo cual la igualdad prece-
dente se escribiria

(5pa0 - (e =0

y esto significa que st al segmento posefzvo cuya
longitud es 4, le sumamos algébricamente el seg-
mento negativo de longitud ¢, resulta el segmento
nepativo de longitud a.

Notese bien, para evitar confusiones, que el
signo -+ o — que acompafia dentro de los parén-
tesis a los nameros 4 y ¢, indica /la cualedad vy no
ninguna operacion, mientras que el signo - situa-
do entre los paréntesis sigue teniendo la signifi-
cacion de signo de sumar.

También debemos observar que siendo arbi-
trario el elegir como positivo uno u otro de los
dos sentidos en que-puede suponerse recorrido
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un segmento, mientras éste se considere aislado,
el nimero, sin signo, que expresa la longitud de
un segmento puede afectarse del signo -4, es
decir, considerarlo como positivo; y, por tanto,
igual significan, por ejemplo :

7, que (+ 7); b, que (+ bH); etc.

143. Clases de enteros.—De lo dicho resul-
ta que los numeros enteros pueden ser :

1.°  Naturales,o sinsigno, como 1, 2, 3, etc.

2. Positivos (esto es, representantes de lon-
gitudes de segmentos de sentido positivo) que
llevan 4 como (4='1), (4= 2), (4 3], etc.

3. MNegativos (que representan longitudes
de segmentos de sentido negativo) los cuales lle-

van antepuesto el signo —,como ( — 1), (— 2),
(— 3{)}, el
4. Ademads, consideramos el nimero o, que

indistintamente puede escribirse o, (4-0)y (— o).

144. Imagen grafica. — Asi como dimos
una imagen grafica de los nimeros naturales, po-
demos darla de los numeros enteros, repre-
sentdndolos por segmentos medidos sobre cada
una de las semirrectas que determina el punto O
sobre la recta XY, asignando al punto O el cero,
y colocando los nimeros positivos hacia la dere-
cha y los negativos hacia la izquierda en la si-
guiente forma:

—_— - [ s

)
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145. Cantidades de opuesta cualidad. —Lo
que acerca de los segmentos positivos y negati-
vos y de su suma algébrica hemos dicho puede
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aplicarse de modo andlogo a otras cantidades que
admitan ser consideradas en dos opuestos senti-
dos, de tal suerte, que, llamando positivo a uno
de ellos y negativo al otro, se verifique que el
conjunto de una unidad positiva y otra negativa
equivalga al conjunto nulo; lo cual se expresaria
en numeros por la igualdad |

(+ 1)+ (- 1)=0.

Asi, por ejemplo: el tiempo puede admitir, a
partic de un instante presenie, los dos sentidos
opuestos de pasado y futuro; las cantidades de
dinero que un comerciante toma en cuenta pue-
den ser opuestas segin deban figurar como gasfos
o Zngresos; un kilogramo en el platillo de la dere-
cha de una balanza, mas un kilogramo en el de la
izquierda se anulan en cierto modo, es decir, dejan
la balanza en el fiel, etc.

A todos estas cantidades de cualidad opuesta
se les podrian extender las consideraciones hechas
respecto de la longitud; porque midiendo dichas
cantidades resultarfan numeros, que, por ahora,
supondremos enteros, y ya hemos visto que €stos
pueden representarse graficamente mediante seg-
mentos positivos-o negativos.

Por eso, en lo sucesivo, al hablar de nimeros
positivos o negativos supondremos que provie-
nen de la medida de cualesquiera cantidades que
admitan esa doble cualidad. |

146. Suma de enteros.-——Para que la suma
de ntimeros enteros esté conforme con la de las
cantidades cuya medida representan, debemos
definir aquélla de tal modo, que, amoldandose,
por una parte, a lo que de la suma algébrica he-

%
T T e



orden, se entiende el resultado de sumar el 1.

N S

mos dicho, no contradiga, por otra, lo que ya sa-
bemos respecto de las operaciones con nameros
naturales.

A estas condiciones se ajustan las definicio-
nes siguientes :

[. Por suma de dos numeros ambos positivos
0 ambos neoativos se entiende olro numero de i9ual
stono que los sumandos y de valor (*) zgzm! a la
suma de los valoves de aquéllos. (Véase I n.° 142).

II. Por suma de dos numeros de sipno con-
trario se entiende el numero de signo tgual al que
lleve el de mayor valor, y cuyo valor es la dile-
rencia de Zos valoves de los sumandos (11, n.° 142).

Ejemplos :

(sr2) (o)== 1
(—2)+(—=B)=—T

(H2)F (= F) ="

C—2) -9 )=«

bR e s b sssmberraal)

St o G e A
(+a)+(—b)=—+(a--0) sia > b
(Fa)+(—b)=—(b—a)sia< b

Por suma de warzos nimeros, dados en cierto
O

con el 2.° la suma de ambos con el 3.°, etc.
147. Propiedades de lasuma algébrica. La
suma algébrica de dos nimeros es conmuiativa. Por-

(*) Al decir zalor, entendemos el que se obtiene prescin-
diendo del signo. Suele llamarse valor absoluto.
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que en cuanto al valor ya lo sabfamos, y el signo no
depende del orden de los sumandos.
Cuando la suma tiene tres términos, se presentan,
respecto a los signos, los siguientes casos :

ERay - Cro bR ol = a) a0 (i)
s e S M Gl 7 e R e ) o
+a+ o+ Ha | (—a+H o+ (—9
(a4 (—8+(—0o | (—a) 1+ (+0+ (T8¢

los cuales hemos ordenado de modo que los que figu-
ran a la derecha son andlogos a los de la izquierda,
aunque con todos los signos cambiados.

[Las consideraciones antes expuestas sobre la suma
algébrica de segmentos para hacer intuitiva la defini-
cion, nos aseguran, con igual cardcter intuitivo, que si
cambidsemos en la suma algébrica de tres segmentos el
sentido de todos ellos, los resultados, iguales en longi-
tud, serian solamente opuestos en sentido, y esto, res-
pecto a los numeros que miden aquellos segmentos,
quiere decir que las operaciones de la derecha del cua-
dro anterior dardn un resultado de igual valor, pero de
signo opuesto, al de las correspondientes operaciones
de la izquierda. | |

Ademds, es notorio que si al hacer sumas de seg-
mentos realizamos sucesiva e inmediatamente dos avan-
ces podemos reemplazarlos por un avance unico, y lo
mismo si son dos 7efrocesos, es decir, que podemos aso-
ciar dos sumandos consecutivos de igual sentido. Esto,
en cuanto a los numeros, significa que pueden asociar-
se dos sumandos consecutzvos de igual signo.

Con este precedente puede deducirse que la suma
algébrica de tres sumandos, unos positivos y otros ne-

ik
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gativos, equivale a la suma algébrica de los positivos
mds la de los negativos.

En efecto : si la suma es la

L A LS )

basta asociar los dos primeros términos y se tendra

@B d) e

Si la suma fuese la

(+a) + (—— &) 4+ (— o),

asociando los dos ultimos saldria

EL N

Y si fuese la suma

-q

() G =) - )

podriamos, por la definicién de suma de varios suman-

dos, asociar los dos primeros, y substituir el resultado

por la suma igual (— &) -} (4 @), con lo que se ob-
tendria

(—&) +(Fa+HFo==8+[+@+a]

~y por la propiedad conmutativa para dos términos

[+ (@ +9)] +(=20)

que era lo que pretendfamos probar.

148. Convenio de escritura. — Haremos
ahora el siguiente convenio, que simplifica mucho
la escritura:

La suma alobbrica de varios sumandos se in-
dica escribiendo éstos umos a continuacion de otros,
sin mds signo que el que por su cualidad de post-

fivos 0 negativos les perienece.

Ademads, si el primer término es positivo, pue-
de suprimirse su signo (142).
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De este modo las férmulas anteriores se c¢omn-
vierten en

a—+ 6+ ¢

a -+ 6—-c¢

Boaitte

y, segin hemos visto, resulta :

a-+6—¢c=(at+b —c¢
a—b—c= a-—(b+ ¢

a—b-+c=(at+c)—éb.

Como estos masmos son los resultados que se
obtienen haciendo operaciones de suma y resta
con tres numeros naturales @, 6 y ¢ cuando las
substracciones son realizables, estamos seguros
de no llegar a ninguna contradiccién, y de que la
Suma algébrica de nimeros enteros comprende
cemo caso particular la serie de sumas y restas
de nimeros naturales.

Ademas, siendo la suma algébrica de dos o
tres términos conmutativa, y pudiendo admitirse
como intuitiva la propiedad uniforme, serd tam-
bién cierta la asociativa, ( 24 ) y la suma algébrica
gozara, por tanto, de las mismas propiedades que
la suma aritmética, o de nimeros naturales.

149. Posibilidad de toda substraccion, —
En virtud de lo que antecede, la substraccién pue-
de siempre considerarse como operacién realiza-
ble, pues aunque el minuendo sea menor que el
substraendo, por ejemplo, en 2 — 5, bastard con-
siderar esta operacién como suma aloébrica de
dos enteros, uno positivo y otro negativo,
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y esta suma es realizable y da por resultado el
pamero #négativo -—. 2. Mas es claro que no
siendo éste un ndmero natural, representante solo
de una pluralidad determmdda sino un numero
entero apto para representar la medida de una
cantidad, solo adquirird significacion cuando di-
cha cantidad, considerada en general, admita el
doble sentido positivo y negativo que hemos
atribuido a las longitudes medidas sobre una rec-
ta, a partir de un punto.

150. Serie de sumas y restas.— Siendo
realizable en el campo de los ntmeros enteros la

operacién de restar, podremos considerar que la
serie de sumas y restas

TN T e

por ejemplo, es también realizable, puesto que
equivale a la suma algébrica de enteros

(=d) (- Fiaa) e G s fo (0

y como ésta es realizable, ya sea sucesivamente,
ya considerando separadamente la suma de tér-
minos positivos y la de los negativos, diremos :

I3 serie de Sumasyreseas 4 — Jeir a5t
— & + 4, puede efectuarse de dos modos. Pro-
oresivamente, diciendo: 4 — 7 = — 3 (resulta-
do de la suma de entevos (+4) +(— 7); — 3+
—+ 2 = L Bire s et e g i e
— 7 — 7 4. g = — 3: o bien diciendo: prime-
ro, 4+2+4 =10, 7+ 145 =13,y luego

L0 el =

Queda demostrado que de ambos modos el resul-
tado final es el mismo. Si dicho resultado es un nu-
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mero natural, serd siempre interpretable. Si es nega-
tivo, serd Interpretable cuando considerado como me-
dida de una cantidad pueda ésta tener la cualidad
negativa.

Para completar lo que nos proponemos, sélo nos
talta cousiderar la substraccién de enzeros.

[51. Substraccion de enteros.—- Dadds dos
nimeros enteros (positivos o negativos), se Hama

diferencia e/ namero que sumado con el sepundo,
da el primero.

Dicho ntimero existe y es tnico. Existe, porque
S1 representamos por ¢ y ¢ los nimeros dados el ndme-
t0 o + (— 4), sumado con el gda

(+a)+(—6)+(+6)=+a

puesto que se pueden asociar — gy 4 §, y SuU suma es
Cero,

Que la diferencia es tnica, es consecuencia de ha-
ber admitido que la suma es uniforme.

La substraccion algébrica se convierte, por

consiguiente, en suma, con s6lo cambiar el signo
del substraenda

Ejemplﬂs:
4 "__(_'“ 7) :41—f' 71 4 — (‘F‘ 7):4—"' 7:

y en general

e e L@ b=—a—(4b)
0 )= 7 @+ b=a—(—204)

Observemos que esto equivale a cambiar de
signo al nimero que se encierra en un parénte-
sis cuando éste va precedido del signo - -, 0 a

- 3 - -~ -
P F . - —

B T e ae— Fogra—
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suprimir el paréntesis precedido del signo —, cam-

Orando de stgno el numero encervado en éf.
Lo mismo se puede hacer en la serie de su-
mas y restas. Asi

a—(b—¢c)—=a—(+b--¢c)—=a—brc=a+c¢c—0b

Y obsérvese que este resultado es el mismo
que se obtuvo al restar de un ntmero una dife-
rencia cuando era posible aritméticamente la
operacion.

152, Consecuencia final.—En la operacion

a-b—=(c—f) +(g+4h)—(Z+]) + m

se puede: suprimir los paréntesis precedidos del
signo +; y suprimir los paréntesis precedidos del
signo —, pero cambiando los signos que figuran
dentro del paréntesis. Asi se obtiene

@& pb—cyfa e ik i==9m

En esta operacién se puede, inversamente, en-
cerrar en paréntesis precedidos del signo -+ los
términos que se desee, conservando a cada uno
de ellos su signo; y encerrar en paréntesis prece-
didos del signo — los términos que se quiera,
pero cambiando el signo que les afecta.

Asf podrd escribirse, por ejemplo,

Qi (O —cif) —(—F+ )t ))

Para obtener rdpidamente el resultado final,
lo mejor es suprimir los paréntesis y sumar se-
paradamente los términos positivos y los nega-
t1vos.

Casos particulares :

—(—a)= +a
= @)= —
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153. Multiplicacidon y division —La mul-
tiplicacién y divisién de nimeros negativos (o po-
sitivos y negativos) se efecttia determinando pri-
mero el signo del resultado por la regla que si-
gue, y verificando luego la operacién como con
los nameros naturales.

Regla de los signos.— Un producto de dos
Jactores, o un cocente, leva el sipno + si los dos
lerminos son de igual signo, v el — st son de sig-
70 contrario.

Ejemplos :
(—2).(—B)=+10; (—4).3=—12: 6.(—5) —
= —30;(—a) . (+ 8= —a.b;(—a).(—a) = + a’
Ll e B e T
etcétera.

Un producto de varios factores lleva el signo

+ 0 el — segun que el nimero de factores negati-
VOS sea par o umpar.
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NUMEROS FRACCIONARIOS

Primeras propiedades

154. Lanueva definicién de nimero (141),
y las consideraciones relativas a la medida de las
cantidades conmensurables, conducen a la admi-
sion de otros numeros distintos de los enteros.

Unidades fraccionarias.—Cuando una canti-
dad se repite z veces para formar otra, la prime-
ra es, como ya dijimos, una enésima parte de la
segunda. Esta enésima parte de una cantidad
que padria tomarse como unidad enfera €s, a su
vez, sl queremos, una nueva wunidad, pero frac-
ctonaria; y asi considerada se llama eneavo o un:-
dad f:ma:w:mrm de denominador n.

La unidad entera contiene n eneavos.

Segtin demos al denominador # el valor 2,
3,4, 5,6, 7, 8 g sedira en vez de eneavo, me-
dio, tercio, cuarto, quinto, sexto, séptimo, octa-
vo o noveno; pero siel denominadores 11, 12, ete.,
se sigue la nomenclatura general diciendo: once-
avo, doceavo, etc.

La unidad entera tiene, pues, 2 medios, 3
tercios, etc. |

155. Fracciones y niimeros fraccionarios.
— Fraccton es un conjunto de unidades fraccio-
narias de igual denominador.
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Ejemplo: 5 #receavos de metro. Aqui la
unidad entera es el metro; la unidad fraccionaria,
el treceavo del metro y el nimero 5 de estas
unidades fraccionarias que tomamos para formar
la fraccion es el numerador de ella, porque, efec-
tivamente, nwumera los treceavos que conside-
ramos.

Al medir una cantidad con una unidad homé-
genea con ella, puede ocurrir que la cantidad no
sea un conjunto exacto de unidades enteras, pero
s{ un conjunto de unidades fraccionarias olteni.
das dividiendo la unidad entera en partes iguales.
Entonces, para expresar la medida, necesitamos
dos nimeros naturales: uno gue indica de cudn-
tas unidades fraccionarias consta la fraccién o
cantidad dada, y se llama #numerador, como he-
mos dicho; y otro que es el denominador de la
unidad fraccionaria que empleamos para hacer la
medida, e indica, segin se sabe, el nimero de
partes en que se dividié la unidad entera.

Para generalizar lo dicho (139) al resultado de
la medida, tomado en abstracto, se le debe lla-
mar numero, agregando, para evitar confusién,
el calificativo fraccionario. Por eso, el conjunto
de los dos ntimeros naturales que expresan una -
fraccién se considera como un solo #imero frac-
c101a7°170.

Como el ntmero fraccionario expresa en abs-
tracto la medida de una fraccién de cierta unidad,
se dice indistintamente, por abreviar, fraccién o
numero fraccionario.

La nomenclatura y escritura de fracciones se
suponen ya conocidas.

156. Razon fraccionaria.—Siendo el nime-
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ro fraccionario el resultado de la medida de una
cantidad conmensurable con otra (que es la uni.

dad elegida), es natural extender a este caso las
definiciones y notaciones conocidas (137 y 38). Si
midiendo la cantidad C con la cantidad U resulta

F & o 7L F Yd
el niimero fraccionario — -1 este numero serd la

razon de C con U, lo cual se expresa escribiendo

7 7/
C=1U. i@ C = — U (se lee: 7z eneavos de U)
71

También puede escribirse :

L e ;
i (se lee: razdén de C con U, m eneavos)

Cualquiera de estas expresiones significa que
C es m veces la enésima parte de U, o, lo que es
igual, que existe una nueva unidad (la enésima
parte de la primera) que esta contenida 7 veces
en U y m veces en C.

157. Numeros racionales.—De ahora en
adelante podemos, en.virtud de lo que antecede,
considerar dos clases de numeros : los enteros
(que son los mismos numeros naturales, desde
otro punto de vista), y los fraccionarios. A unos
y otros se les da, juntamente, el nombre de n#-
n2e7°0s racionales.

Dos numeros racionales son iguales, o mejor,
ﬁgmﬂm’gm‘ﬁ cuando expresan la medldA de una
misma cantidad.

158. Valor de la unidad y de un entero.- -

Como 7 eneavos forman la unidad entera, pode-
mos escribir
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Y como a unidades enteras contienen a . 7
eneavos, decimos que

es decir, que un entero equivale a una fraccion
cuyo numeradorv es el producto de aguel entero
por un nimero, y el denominador es este numero.

Ejemplos : Poner el entero 6 en forma de
fraccion de denominador 7. Se tendrd:

b i 42

6_?“?

X « 72

Expresar x en #-avos. x=—

159. Teorema fundamental.— 57 se mwu/li-
plican el numerador v el demominador de una
fraccidn por un mismo nitmero (natural), la frac-
cion resultante es equivalente a la primera.

Asi

%)

£l s F2

]
sl

b

i

u ?E

Tomemos un é-avo de la unidad entera y-di-
viddmoslo en z partes, con lo que resultaran
6 . n partes en la unidad entera. Si en vez de
un solo é-avo tomamos a b.awvos, resultaran a . n
partes de las dichas. Luego los a 6 cavos equi-
valen a a . # (4 . »)-avos.

Repetirecmos la demostracién con un ejemplo
numérico para facilitar el lenguaje. Vamos a
probar que |

Diremos: Tomemos un guinto de la'unidad
entera y dividdmosle en 4 partes, con lo que re-
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sultardn 20 partes en la unidad entera. Si en
vez de un solo quinto tomamos 3 quintos, resul-
tardn 12 partes de las dichas, es decir, 12 vein-
teavos.

Véase comprobado este ejemplo en la figura
adjunte :

i 4 12
S -
e
1 9 3 4 '
0 3 5 5 5 L

Reciproco.—Es claro que si multiplicando por

; . a e o
7 los dos términos de —- resulta la fraccion equi:

o 7

(4 el ; O )
valente 7 dividiendo los dos términos de ésta

o #
por z resulta aquélla, luego:

51 se dividen los dos términos de un fraccion
por un adzvisor comain, se obtiene otra equivalente.

160. Simplificacién —Simplificar una frac-
cion es hallar otra equivalente de términos me-
NOres. |

Cuando los dos términos tienen un divisor
comn (distinto de 1) se consigue evidentemente
la simplificacion dividiendo los dos términos por
dicho divisor. |

Ejemplos :
6 _"6:3_2*21__21:?_1? @
i A5 g iy en s e o s A e

161. Fraccion irreducible.—Si se dividen
los dos términos de una fracciéon por su m. c. d.,
resulta simplificada y con los términos premos en-
fre st (110). La fraccidn asi obtenida se llama
zrreductble (que no se puede reducty o simplificar),
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porque ofra cualguiera equivalente a ella tiene sus
lerminos equimnltiplos de los de la dada, y, por

tanto, no menores.

= St
En efecto: Sea la fraccion — en que supone-
X

mos @ y 6 primos entre si. Sila fraccién; es la

equivalente, se tendrd

L A

Multiplicando los términos de la primera por
v, y los de la segunda por 4, se tendra :

|

x.0
BN

pero dos fracciones de igual denominador no
pueden ser iguales mds que siendo iguales sus
numeradores, luego

i L R S TR B 1)

Como x es divisor del segundo miembro,
tendra que serlo del primero, esto es, del pro-
ducto de dos factores @ . y, y como es primo con
a, tendrd que ser divisor de y (111). El ntme-
ro ¢, miultiplo de 4, serd, pues, de la forma

Y—="0

y poniendo en vez de y su igual 4.z en la 1gual
dad (1), resulta

ﬂ.@.?zr"—"x.f!-

de lo que se deduce x=a . n. Los numeros
x € ¥ son, pues, multiplos de ¢ y ¢ del mismo
orden de multiplicidad, es decir, son equimultt
plosdeay 6 (41).
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162. Reduccion a denominador comiin,—

En la demostraciéon anterior hemos reducido las

. (44 x . ’
fracciones —-y @ denominador comiin, lo cual

quiere decir: transformarlas en otras equivalen-
tes que tengan entre si 1gual denominador.

- Para reducir fracciones a denominador co-
mun se multiplica el numerador de cada fraccién
por los denominadores de todas las demds, y se

pone por.denominador el producto de todos los
denominadores.

: ; 2 4 6
Ejemplo : Sean las fraccxpnes Su o
Resultara
SRR I e S alhee 5108 - 888
3 3.GB.7 B G Y RIS e LT

Caso particular —Si se tratase de dos frac-

: 2 4 2
ciones tales como -y 4= en que ficilmente se

advierte por qué nimero hay que multiplicar el
denominador de la primera para obtener el de la
segunda, basta multiplicar por dicho nimero los
dos términos de la primera fraccién para tener su
equivalente de iguai denominador que la segunda.

Asi, observando que 3 .5 = 15, serd
2 T £ . _
& — - yestay la 7 tienen igual denominador

Se puede, mas en general, hallar el minimo deno-
minador comtin de varias fracciones, haciéndolas irre-
ducibles y multiplicando los dos términos de cada una
por el cociente de dividir el m. ¢. m. de los denomina-
dores por el denominador de la fraccion que se con-
sidera,
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i b )
Ejemplo: Sean las fracciones ; ) . El
m. ¢. m. de los denominadores es 72.

1.et numerador (72: 8) . 5=45 l o

o l{. ] : a ‘: |- e :;} e }} — —
*) ¢
J.ee id.  (72:18). 1= 4 | 8,1 172 6 57218 72

P ]

163. Comparaciéon de fracciones.—S1 par-

: yh by . 3 :
timos de una fraccién irreducible = p. €j., y tor-

mamos la serie de equimultiplos de sus terminos
(a excepcion del de orden 0, y del de 1. orden),
obtendremos todas las fracciones iguales a Ia
propuesta

3 b= 12
e S e = o St ete.
5] 10 15 20

Para comparar dos fracciones cualesquiera se
reducen a un comun denominador, y la misma
relacion de igualdad o desigualdad que exista
entre los numeradores existird entre aquellas frac-

ciones.

5 ¢ (A vy /
Asf, para - y —, reduciéndolas a comun

denominador saldrdn, respectivamente, las equi-
valentes

B Pt
B Nelig
seoln sea a dz c. b sera 2 =i
y g 2 = : ) b { ﬂ?‘

Caso particular : Si las fracciones tienen
. s a &
igual numerador, por ejemplo: - y —, se ten-
dria, que segun

>

@t —a. b serfa—
e e ey b

AllV

Ll
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> : >
pero @ .c = a . b segln sea ¢ — 0, luego sepa-

rando los signos, si
4 a

(i [ .
L ibes = ey ] €8¢ < 068 g
es decir :

De dos fracciones de igual numerador es mze-
nor la que tiene mayor denominador, y viceversa.

164. Bntero en forma fraccionaria.—>a-
bemos que

LA

S — —

7l

Pero si dividimos los dos términos de la frac

€ . 71 ; &
cibn == por #, saldrd la forma 5, que deberemos

r:onceptuar como igual al entero a.

Es decir: que @ fodo entero se le puede dar
la forma fraccionaria poniéndole por denomina-
dor 1.

Claro es que, propiamente hablando, 1 no

es una fraccion, porque su denominador no indica
una parte de la unidad, sino la unidad misma;

pero aparte de lo que acabamos de ver se justl-

(44
fica también que @ = — considerando 1 CoOmo

razén de la cantidad medida por el nimero a con
la unidad 1, y esta razbn es precisamente igual
al entero a. |

Se obtiene ademds de este modo la ventaja
de que fodos los nameros racionales se pueden

representar bajo la forma fraccionaria —- ﬁ siendo
a y 6 nameros distintos de cero _
Si @ = o se obtiene la farma ? que conve-
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nimos en que represente cero. (*) Pero si 6 = o

il @ 2 7
la expresion -, que entonces serfa —, carece de

sentido. |

165. La comparacién de fracciones, y de
éstas con los enteros, nos hace ver que gue entre
dos entevos consecutivos hay tnfinidad de niimeros
fraccionarios. Por ejemplo: entre oy 1 estdn
las nfinitas fracciones que tienen el numerador
menor que el denominador, como son :

1

1 2

g

e

R ey |

B Aas s

B b e
ﬁ?ﬂ?ﬁ?ﬂ?ﬂ“ ﬂ.

Pero también entre dos fracciones de igual
denominador y numeradores consecutivos hay in-

finidad de fracciones.

. { ;
Por ejemplo: entre i— Y — €s decir, entie o0 3

1

— , podriamos poner todas las infinitas fraccio-

nes cuyo numerador sea 1 y su denominador

mayor que .

A 1 e [y i
s1, entre oy 5 podriamos poner =, —, 5 €lc.

R 1 1 | Va1 |
nire o y 5, se pocrian poner -, +, &, = etc.

En resumen: exntre dos wnimeros wacionales

(*) Asf se justifica cuando la fraccién se considera corno
cociente.

2 =2 et



e

cualesqurera hay infinitos wndmeros raciomales.

Asi, entre los puntos que en la imagen grafi-
ca de la serie de nimeros naturales o, 1, 2... co-
rresponden a los extremos de los segmentos
medidos por estos ntmeros, podemos marcar in-
finitos puntos correspondientes a segmentos con-
mensurables con la unidad elegida.

Por ejemplo: dentro del segmento o, 1, que

ahora reproducimos ampliado, estin los medidos
por los nimeros

m e ) Eo oo Rl e
Lt St R e SRR T ST I SR MR RS S SR TN s

3 1.4 92 5

6 = g 3> g etc.

1 1 2 3 2 4

3 5 5o meTE
...

1 1 5 1 5 2 T
LN o e S s SRS T S

Pero permanece en duda por ahora si, aun
marcando los extremos de todos los segmentos
conmensurables con la unidad dada y comprendi-
dos entre 0 y 1, quedardn todavia entre esos pun-
tos Luecos en que puedan marcarse nuevos puntos.

Y obsérvese que, si asf fuera, habrfa segmen-
tos cuya medida no seria ni un entero ni una frac-
cion, o lo que es igual segmentos que no podrian
medirse con la unidad elegida de un modo com-
pleto. Si tales segmentos existiesen, podrfan jus-
tamente llamarse znconmensuradles; y si a esos
segmentos correspondian expresiones numéricas
que pudieran llamarse nimeros, como no serfan
enteros ni fraccionarios, es decir, como no serfan
vacionales, se llamarian, justamente, zzracionales.

Veremos mas adelante que asf ocurre, en efecto.
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Operaciones con numeros racionales
Adician y substraccion

166. Definicion. — Llamaremos suma o dife-
rencie de nimeros racionales al nimeero que mie
la suma o diferencia de las cantidades medidas
por los niumeros aados.

Regla.— Resulta inmediatamente: FPara su
mar o restor nimeros racionales se reducen a de-
nominador comun, s SUMan 0 restar (oS numera-
dores y se pone al resullado el mismo denominador.

Por ejemplo :

az_i_&____.fz—k-& a 0 2.0
fer Lottt e M ol et
72 71

7 77 72

Pquue, evidentemente, (d b fﬁ) eneavos €s
una cantidad suma de @ eneavos con ¢ eneavos.
Y lo mismo para la diferencia.

167. Propiedades —Como procediendo de
la manera dicha la suma o resta de nimeros ra:
cionales queda reducida a sumar o restar enteros
y poner luego cierto denominador, por ser la su-
ma de enteros uniforme, conmutativa y asociativa,
estas mismas propiedades tendrd la suma de frac-
ciones y de enteros y fracciones, es decir, de nu-
meros 7acionales. Y lo mismo se conservaran
las propiedades de la diferencia.



— R R

Ejemplo: 2 4—= —F 2 I i

Ejemplo: — +—= ——— porque la pri-
= N b+ a

mera suma darfa —— y la segunda, — — y

a+0=6+4 a

b . : = a :
En particular: Sz/a fraccion — tiene el nu-

merador, a, mayor que el denominador b, es 1gual
a un éntero, que es el cociente de dividir a por b,
mds una fracidn cuyo numevador es el resto y el
denominador el divisor. Porque si dividiendo a
por 4 obtenemos el cociente ¢ y el resto 7, por

la férmula del dividendo sera e = &6 .¢c+ 7,y
tendremos :

e A e e s

s A e g S AL

o 7 : 3 =
La expresion ¢+ — se llama wnamero mexto.

Luego una fraccion cuyo numerador sea mayor
que el denominador es igual a un nimero mixto,
cuya parte entera es el cociente de # : 4. Hallar

este entero se suele decir extraer el entero de la

#2

fracciéon -+ Leyeado de derecha a izquierda las

igualdades (1) se ve que para reducir un nimero
mixto a fraccion se multiplica el entero por el de-
nominador, se suma el numerador y se pone el
Weis120 Aenoniinador.

168.  Diversos ejemplos dc suma y resta.

Iﬂ%11|{=—3
. ,1515 5
N e S TR
AR R T 30 30 -~ 30
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5
0 4 | el 4 VS e 2l B
4 Fpadg =04 (s Lolbd i =
ey
=0
e £ 8 1
UGty Ty T
6o i 1. B9 um
9 Ben - Engr s ey
pRas die 4 5 1
g e
: e 15 15—19 3
Oy Bme = =g Vg o et
9 1 10 3 7
0 e T e e Gymrs 3
9.° 43 25—"415 BT 15
] e 8  63—40 23 3
I'o 45_9”3"“‘5—“‘3— 15 —;5_1'1"5
b a.c+0 77 7t P
0 e Sy s el
1 ﬂ_'_f: & ? 72 I}ﬁ 7
rh G 14 :ﬂ.f:-—.ﬁ , 5 1. P
A G 72 i 4

A, R i S R RR e
13- (&+a’) (Ez d)_ B
¥ od—mm . b a.d+c¢c.b—r.d-+m.bd
b .d Bl
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MULTIPLICACION Y DIUISION

[69. Multiplicacion por un nidmero natu-
ral.—La multiplicaciéon de una fraccién por un
ndmero natural tiene por objeto sumar el multi-
plicando tantas veces como unidades tiene el mul-

tiplicador.
Ejemplos :
EX4_2 | ‘;..i ! 2 2H_._2_‘+2_{+2+2_E_>H<E
3 gty Mgl o3 3 3
(n veces "z veces
a. e e R e e __;_*:{-i-w;—#—a.._.__g_.ﬂ
gt 1D b ;

Parva multiplicar una fraccion por un nime-
ro (natural) se multiplica e/ numerador y se con-
serva el mismo denominador.

Los ejemplos anteriores justifican esta regla.

170 Divisién por un ndmero natural.,—El
cociente de dividir una fraccion por un numero
natural es el nimero racional que multiplicado por
el divisor produzca el dividendo.

Ejemplos :

9 2 2 2 2

- A =— o pmrque e >< d—= = =
que es el dividendo.

a_ a _a.n__-a

T'H__ﬁ*.ﬂ}pgrqueg.ﬂxﬁ_é.ﬂ b
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Pora dividir una fracceén por un nimero (na-
tural) se conserva el mumerador v e denominador
se multiplica por el niimero.

Los ejemplos anteriores justifican esta regla.

171 Posibilidad de la divisién de enteros.
—Un cociente de enteros es ipual a una fraccion
cuyo numerador es el dividendo y el denominador
e/ dwesor. Y esto aunque la divisién no sea rea-
lizable en nlimeros naturales.

Es decir, que

L

Porque —— multiplicando por el divisor 4 da

% X b = ihﬁ — a, que es el dividendo.

Los ntimeros fraccionarios hacen, por consi-
guiente, posibles todas las divisiones, pues .cuando
una division sea inexacta, es decir irrealizable en
el campo de los numeros naturales, por ejemplo:

. ; Ly 2
2 : 3, diremos que el cociente es la fraccion =

Claro que este cociente solo tiene interpreta-
cion considerado como nimero racional, esto es,
como medida de una cantidad divisible en partes.

Comparando con lo que respecto a la subs.
tracién se dijo en el ndmero (149) se ve que asf
como los nimeros negativos salvan la imposibili-
dad de la substraccién cuando el minuendo es
menor que el substraendo, los nimeros fracciona-
rios salvan la imposibilidad de la divisién cuando
el dividendo no es multiplo del divisor.

Para evitar confusiones, cuando una divisidén
no es exacta en numeros naturales llamaremos
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coctente entero al que en ella se obtenia, y cocien-
te complelo al que se obtiene haciendo uso de las
fracciones. El cociente completo, cuando el divi-
dendo es menor que el divisor, es un nuimero
mixto que tiene por parte entera el cociente en-
tero, y se completa con una fraccién cuyo nume-
rador es el resto y el denominador el divisor.
Pues ya vimos que si @ > 6, y es ¢ el cociente
(entero) de dividir a por 64, y 7 el resto,

N\

. - |G
ﬂ.z‘.’?——mg} i

‘En adelante, por consiguiente, se podra de-

cir a dividido o partido por 4, 0 a 6-avos, para ex-

&

presar el numero — -

La misma operaciéon es dividir el nimero a
por 4, que ponerle al numero ¢ el denominador 4.

172. Maltiplicador {fraccionario.— Mults-
Plicar un ndmero racional por una fraccion sig-
nifica muliiplicar aquel nimero por el numerador
y devidir por el denominador.

Esta definicién estd de acuerdo con lo que al
hablar de la razén de dos cantidades se dijo

(156); pues vimos que si-C era una cantidad, U
71 y, .
otra, y - - la razén entrc amtas, la expresion

€
7
significaba que para obtener C habia de tomarse
m veces la enésima parte de U; pero, tratandose
de nimeros, tomar un namero » veces es multi-
plicarlo por =2, y hallar la enésima parte es divi-
dir por #.
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De la definicién salen estas reglas

LPara multiplicar un entero por una fracciéom,
se multiplica por el numerador y se divide por e
denominador (o bien se le pone este denomina-
dor) Ejemplo :

b

b :
a X hel

L (A

FPara multiplicar dos fracciones se forma
otra que lenga por numerador e/ producto de los

numer adores, y por demominador el producto de
los denominadores. Ejemplo :

£ [ @& « C
ST e

Porque, segun la definicién, para multiplicar
) & " - . ’
—,~ por —- habia que multiplicar aquélla por ¢, lo

@& €

que daria (169)

y luego dividir ésta por &, lo
t -« ¢

que-da (170) 7

173. Definicion geneval.— Se pueden reunir en
un solo enunciado las dos definiciones de multiplicar
relativas a los dos casos de ser el muitiplicador entero
o fraccionario, diciendo : Za multiplicacién de wnimeros
ractonales iiene por oljelo formar el producto haciendo
con el mulliplicando las opervaciones que se hicieron con
la unidad entera para obiemer el multiplicador.

S1 el multiplicador era entero se obtuvo de la uni-
dad enfera sumdndola tantas veces como unidades
tiene dicho multiplicador, y eso mismo habria que hacer
con el multiplicando para obtener el producto; asi sale
la definicidén del nimero ( 27 ).

- 4 L : . ; L
Si el multiplicador es fraccionario, ——, para obte-



e T

T L. T

SR

nerle se tomd m veces la #* parte de la unidad entera,
luego para obtener el producto hay que tomar 7 veces
la ¢ parte del multiplicéndn, lo que se obtiene hacien-
do las operaciones indicadas en la definicién del nu-
mero (172).

174.  Propiedades—Como al multiplicar frac-
ciones se multiplican sus numeradores, que son enteros,
y sus denominadores, que también lo son, se compren-
de que subsistirdn para el producto de fracciones las
propiedades uniforme, conmutativa y asociativa, que
tenia ¢l producto de enteros; y como todo numero ra-
cional se puede escribir en forma fraccionaria, quedan
extendidas dichas propiedades a todos los numeros
racionales.

La propiedad distributiva también subsiste.

El detalle de la conclusién general que antecede
es un poco laborioso. Puede hacerse como sigue :

Propiedad uniforme. Si

’ ) 1 7

40 L deeimns que =
r——— e —_——— L T——— _—.’ e e L S—— ]
B W2 o
by
= 2 a @ =
En'efecto : para que = -5 se requicre que ire:

ducidas estas fracciones a ‘denominador comun sean
iguales los numeradores resultantes, @ .8 y a' .0y

?

para que i, = ;{,r ticne que ser ¢.d = .d, esto es
A e — R s ;
: Multiplicando estas igualdades sale
i AR R
(el il i) == ) )
- f o A
que es precisamente la condicion para que h sea
. | ﬂ,lv&‘!
1gual a 5’,“‘3,;

10
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Propiedad conmuniativa.

(44 L 5 aZ :
— = == ey e ARl ==
e ~ . 5 porque siend ¢ y
dei Ce 2
umd.é,m—d—g.

Propiedad asociativa.

ﬂ I': l.‘? E:I {:' £ - ﬂ‘t{:‘qg:ﬂi(ﬁlf/]
S —(— | -—) , porque silendo 1
Vil g L Lh N b.d. f=0.(d.f)

los resultados del primero y segundo miembros de la
igualdad. propuesta son iguales.
Propiedad distributiva.

€l (4 1 (2« 771 A
B e e

a 71 b. # d.72

En efecto

(i) L= (@it m (a.d48.Im
RS g O .d o O.d.n

. a.d.m+b.c.m
5 b.d.n

El segundo miembro de la igualdad que queremos
demostrar da igual resultado reduciendo las fracciones
al deneminador comin & . 4. 7.

Para el caso de ser varios sumandos o una dife-
rencia, se procede andlogamente. Ak

Por tltimo, aun cuando los ntimeros racionales sean
negativos, contintian rigiendo las mismas leyes forma-
les que para los enteros.

175. Division. — La division liene por obje
lo hallar un ndamero que multiplicado por el di-
visor produszca e/ dividendo.

Lraccion tnversa de otra es la que se forma
tomando por numerador el denominador, y vice.
versa.
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También un entero puede invertirse ponién-
dole en forma de fraccién de denominador 1.

; a b
Biemplos’: lnversa’ de ™~ es = Plnversa
a 1
v oo B8
Y producto de dos natmeros inversos es I.
O a.b
S S A ol e
| Forque - o = Sl

Para dwidir dos numeros racionales basta
multiplicar el dividendo por el f'?z-z;.er so del divisor.

| St y , 77
| SHEjemplos 900,21 g === = Porque al
| 72 ?.'5'.?-

multiplicar este resultado por el divisor sale

no | i
a.\= ) =a.1=a quees el dividendo.
- 172 i

' 4 17 2 7L X« 72
| e s == * (Igual demostra-
| Q*ké'ﬂ z’fﬂ><f,rz b (g

cion.) |
| a a 1 a.l a :
; (B T ey imn s o, AU

: = == == e el mis-

!! 3 b b 772 b b .z (

mo resultado obtenido por la regla dada antes

i (170).
| Qbservaciones. —Comparando P%t{) con lo di-
!1 cho para la substraccién, se ve que mediante los

nimeros negativos y las fracciones las operacio-
nes inversas se transforman en directas.

Que el cociente e¢s unico, y las demas pro-
piedades de la divisiéon son consecuencias de las
de la multiplicacion, y generales, como éstas eran.

; ’ . . @
1 176, Aplicaciones.—Siendo - = a : b,y ha:

a

| ( aa 3
:l biéndose visto que - [z -éf----sale————ﬂfa-/)-m

y esto nos dlce que ;’(z:va divider un numero, a,
por un producto puede dwidirsele sucesivamiente

i et T T e A AR vy s e e B A e
ey Comunidad Autéhoma de La Rigja
v,
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por los jactores, haciendo las divisiones comple-
fas. (Si nos limitamos a cocientes enteros atn
es cierto el teorema, pero para hallar el resto
hay que seguir una regla poco sencilla).

Andlogamente se podrfan demostrar otras
proposiciones relativas a la divisién por medio de
las fracciones, pues, como hemos visto, podemos
emplear en vez de las palabras drvedendo, divisor
y cociente completo, las correspondientes, numera-
dor, denominador y fraccion.

177. Fracciones de términos racionales.—
Considerada la fraccién como cociente, claro es
que sus terminos pueden ser nimeros racionales
no enteros. Kntonces resultan expresiones de
la forma de las que siguen :

e

FREEEt LN

G-
¢ A g

-

ate.

todas las cuales se llaman expresiones raciona-

les, y también fracciones complejas. Pero no hay

A

que olvidar que aunque sz forma es = siendo

A 'y B nimeros racionales cualesquiera, su concepto
es el de coczente. Por tanto, para probar las pro-
piedades de estas fracciones, gue son completa-
mente andlogas a las de las fracciones ordinarias,
hay, o bien que convertir en ordinarias las frac-
ciones complejas, lo cual siempre es posible no
siendo cero ninguno de sus términos, o apoyarse
en_las propiedades del cociente. Lo haremos de
este Ultimo modo, limitdndonos a los teoremas vy
reglas fundamentales. |
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St se multiplican los dos términos de la fraccion de

5 : A : : .
1erminos racionales p Dor un mismo nimero racional

(aunque no sea entero), resulla otra equivalente.
Asi, por ejemplo :

LHoE Bl
B

A Gl E .
En efecto: -~ representa una divisién. Si lla-

mamos ¢ al cociente (completo), serd :
=B .

Multiplicando estos dos nimeros iguales, Ay B . ¢,
por el mismo nimero C, se obtiene

AaC = 1B L) e

y esto indica que g es el cociente de la divisién %_}j’
luego “
B A
B B C

Todo ello, adviértase, en virtud de haberse gene-
ralizado para numeros racionales las propiedades de los

. enteros.

Este teorema da la posibilidad de reducir a un co-
mun denominador (pero sélo por la primera regla (162),
pues la del m. c. m. no tendria aqui significacién.)

La suma y resta de fracciones complejas se hace
como en las ordinarias.

A B A+ B

: S S e S S e
Ejemplo: % TR
e sy Il oS |
4 —— W e, S——— e Y| l ,
Multiplicacion e Llamando gy ¢

. Tk A & :
a los cocientes de las divisiones - ¥ 5 serd:



B

Aiai BN
6l Multiplicando A . C = (B D).g.q
luego S : como i el g e .
SR g B iy 7.9 = B D1
mostrado.
ALTEY : | A AVB
£ 2t _I:" . 5 S S wd e g
Division.—El fundamento es que S

luego subsiste la regla (175).

178. Potencias y raices de iracciones or-

dinarias. tendo al caso de ser la fraccién

€L . R e ‘ : :
-, ordinaria (es decir de términos naturales), ve-

mos inmediatamente que, por conservarse la de-
finicion de potencia, se tendra :

(n factores

(::;-:)i“*£ (T ¢ X IRy e I (1

b G sl By Dimelv: Dieias i

Esto es: para elevar una fraccon a una po-
lencia, se elevan sus dos lérminos, y se forma con
los resultados una fraccion.

En particular, para el cuadrado resulta:

a\?2 7
e
b . &
Si @ y 6 son primos entre si; sus potencias
también lo son, luego el cuadrado de una fracciéon
irreducible es otra también irreducible, que no

puede, por tanto, ser igual a un nimero entero.
179. Raiz cuadrada—De la igualdad (1)

] ; a :
se desprende inmediatamente que —- es la raiz

2

[

y como « ¢s la de o@®, y 6 la de

cuadr

0% se deduce que: para extraer la raiz cuadra-
da de una fraccon cuyos términos son cuadrados
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perfectos, se extrae la raiz del numerador y se dr-
vide por la raiz del denominador.

Ejemplos :

H \/—E—:v—imi B \/Eiﬁ_ﬁ b ?'52,_,__,;3
_ 9 \ 3 49 7 g2 0

180. Raices aproximadas.—Cuando un
= entero, por ejemplo 21, no es cuadrado perfecto,
hemos llamado rafz al mayor entero cuyo cua-
drado estd contenido en el radicando.

"I TR

Asi, la /21 es 4, porque 4wzl -y g? es
ya mayor que 21. Pero ahora conviese que a
esa rafz, 4, la llamamos 7razz por defecto, y que
al nimero siguiente, 5, le llamamos razz por ex.
ceso; y a ambas raices aproximadas en 1menos
de una unidad. En general: si N es el radican-
do y la raiz no es exacta, hay dos numeros conse-
cutivos, 4y a - 1, entre cuyos cuadrados esta
comprendido N, es decir que se verifica :

ol N (g o

. El ntmero a sera la rafz por defecto; el @ 4 1,

la raiz por exceso.
Sabido esto podemos demostrar el teorema

siguiente : |

r 181. S7 se extraen las waices enteras por
defecto y por exceso del numerador de una frac-

cién cuyo denominador sea cuadrado perfecto, y

se dividen aquellas raices enteras por la rars

exacia del denominador, se obtienen dos [fraccio-

nes entre cuyos cuadrados esta comprendida (o

fraccion dada.

—




= e

——

Ejemplo: = Sea \/;ﬁ, lLas raices enteras
de -7 son’ 2. por detecto, y. 3, por exceso; -y la
raiz exacta de 25 es 5.

Por lo primero se verificard

Lol A e
y dividiendo por 5° = 25
22 7 32

B <Sm <
o lo que es 1gual
o2 N ey
(5) < 2 <('

3
D
: 2 S
[.as dos fracm-:)nes? i

B

entre cuyos cua-

. 7
drados se halla el radicando &S llaman raices

aproximadas por defecto y por exceso; y como su

diferencia es = se dice que expresan la rafz cua-

1 1
drada de 5z conun error menor que > 0 ez menos

1 ;
de ' Se escribe

re—wm o

2 7 3
"g<\/§g ‘<‘“E:,;“ (2]

entendiéndose que estas desigualdades (2) equi-
valen a las (1).

St se reconoce que el denominador de la frac-
cion no es cuadrado perfecto, se reduce este caso
al anterior por la siguiente

Regla. —Fara transformar umna fraccion en
olra equivalente cuyo denominador sea cuadrado

perfecto, basta multiplicar los dos términos de la
[fraccion por el denominador,
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Ejemplos :
de gl 29 e e a.b vasd
§ 8.8 &t 5 s

Con esto se podrd aplicar el teorema anterior
a la nueva fraccién, pues es claro que la raiz cua-
. i 1
drada exacta de 8" es 8, y la de &° es é.

Ejemplo: Extraer la \/—;—

R
A0
Las raices enteras de 56 son 7 y 8, luego
N2 56 8 \2
() <w<(5)
o en otra forma
7 56 8
s~ Yo ~w

y, por consiguiente,

Bl [ 7 S
5 < \/? 58
, 7 1
Las rafces de -5 en menos de —g-son, pues,
s : 7 o
el mismo numero 5, y el 5 = L.

185, Siun entero no tieme raiz cuadvada
exacta entera tampoco la tiene exacla fracciona-
rza. Si supusiéramos que la raiz cuadrada
del nimero entero z, que no es cuadrado pertec-
to, fuese una fraccién, ésta podria hacerse por
simplificacién igual a otra irreducible que llama-

il

s et
remos —, . Pero Vu =

: equivale a decir
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a \2 : 3 s .
(_é,_) = g, y esta ultima igualdad es imposi-
ble (178

Es, pues, imposible que # tenga raiz fraccio-
naria exacta.

- Segun el teorema anterior, cuando un entero

no es cuadrado de otro entero hay que renun-

ciar a hallar su raiz exacta; pero pueden encon--

trarse raices fraccionarias aproximadas y con un
error tan pequeio como se quiera, por la si-
outente *

Regla.—Fara hallar la rawz cuadrada de un

| 1 :
entero Com 1 ervoy mwenor gie o e le convierte

i i - ?q
en fraccion cuyo denonuinador sea q , y se extraen
lus raices aproxvmadas de dicha fraccion.
Ejemplo: Extraer la Y2 con un error me-
1 |

nor que — - .

9.52 50 56
ettt luego V2 = Y —
Aplicando ahora el procedimiento anterior (181)

sacariamos "
7\ 2 g\ 2
(T) <2 < ( ) |
D 3
o bien

7 L 8
?4 \/’2—_‘( .
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FRACCIONES DECIMALES

183. Se laman fracciones decomales ague-
las cuyo denomuinador es lao wunidad seguida de
cer os.

Estas fracciones tienen las mismas propieda-
des que las ordinarias, pero a causa del denomi-
nador especial que llevan, dichas propiedades y
las reglas de las operaciones admiten enunciados
de forma distinta y simplificaciones que conviene
estudiar.

La serie de unidades fraccionarias decimales es

1 1 1 1

) T R s

10 100 1000 10000

etc,

Estas unidades se nombran: una déama, cén-
testma, milésima, diezmelesima, etc., y se escriben,
abreviadamente |

0,1, 0,01 » 0,001, 0,0001.....

Atendiendo a esta manera de eseribir se dice
que la décima es la unidad decimal de primer or-
den y ocupa el primer lugar después de la coma;
la centésima es la unidad decimal de segundo or-
den y ocupa el segundo lugar después de la coma,
etcetera.

Por consiguiente, en general: la unidad deci-
mal de orden = ocupa el lugar = después de la

Rle) Comunidad AL
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coma y es la unidad fraccionaria que tiene por
denominador 1 seguido de % ceros.

Conociendo el denominador de una unidad
fraccionaria (que le da nombre) es facil, por tan-
to, hallar su orden o lugar.

Por ejemplo: la diezmilmillonésima tiene por
denominador 10000.000000, y como este nume-
ro se escribe con 10 ceros serd unidad de orden
10, y ocupard el lugar 10 después de la coma.

Inversamente: sabido el orden de una unidad
decimal se averigua ficilmente su nombre y su
denominador. Por ejemplo: la unidad de orden
g tendrda por denominador 1000.000000, y S€
llamard medlmzillonésima. (Repitanse estos ejer-
cicios que son utiles para la lectura y escritura de
decimales).

184. En la serie de unidades fraccionarias
escritas antes se advierte que el denominador de
cada una es 10 veces mayor que &l de la anterior,
_y que, por consiguiente, 10 unidades de un orden
forman otra del inmediato. Como este era el
principio fundamental de la numeracion en el sis-
tema decimal, se ve que los nimeros mixtos deci-
males, es decir, compuestos de parte entera y
fraccion decimal, pueden escribirse exn forma en-
lera, esto es, sin manifestar el denominador, bas-
tando para -ello distinguir la parte entera de la
decimal, colocando una coma a la derecha de la
cifra de las unidades, entre ella y la de las décimas.

De aqui resultan las siguientes reglas.

185. Para escribir un nimero decimal se es-
cribe su parte entera, o cero si careciese de ella,
se pone una coma, y después se escribe la parte
decimal como si fuese entera, pero precedida de
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los ceros necesarios para que la tltima cifra deci-
mal ocupe el lugar correspondiente a las unidades
de su orden. |

Ejemplo : 2 unidades y 27 diezmilésimas se
escribe

2, 0027
19 cienmilésimas se escribe
Q,: 00049, €1LC;

Para leer un decimal se lée su parte enterza,
y luego la decimal como si fuera entera, pero
con el nombre que corresponda a las unidades
decimales representadas por su ultima cifra de la
derecha.

Ejemplo :

1001,100001 se lee: mil una unidades, y
cien mil una millonésimas. 0,01004 se lee: mil
cuatro czenmilésimas, etc.

186. Propiedades.—S7 @ la derecha o a la
tzquierda de un dectmal se escriden ceros, siempre
que no se mueva la coma el decimal no altera de
valor. :

Ejemplos : 2, 6 = 002, 600.

Los ceros puestos a la izquierda desde luego
no influyen en el valor de la parte entera, que
sigue siendo 2. La parte decimal era 6 décimas,

. b P , ;
es decir 5’ ¥ como multlphcando los dos térmi-

nos de esta fraccién por 100 no cambia de valor,
600

se convertird en 555 €sto €s, en 600 milésimas,

que es la parte decimal que habfamos considerado.
187. Sien un decimal se correlacoma uno o
varios lugares hacia la derecha (poniendo antes los
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ceros que fueren precisos), el decimal queda mul.
tiplicado por la unidad secguida de tantos ceros
como lugares se corrié la coma. Y si el movi-
miento de la coma fuere hacia la izquierda, el de-
cimal quedaria dividido por el mismo nimero.

Ejemplos: Sien 2, 4 corremos la coma #res
lugares hacia la derecha (para lo cual agregamos
antes dos ceros), resulta el nimero entero 2400;
y decimos que 2400 = 2, 4 X 1000. En efec-
to : escribiendo el nimero mixto en forma ordi-
naria se tiene :

4 o4 :
Z4pe10
Multiplicando por 1000, y simplificando luego
sale |
24000
= =000

Luego 2400 es el resultado de multiplicar el
decimal 2, 4 por 1000. '

188.  Consecuencias.— Paza multiplicar un
decimal por la unidad seguidae de ceros basta co-
rrer la coma hacta lo derecha tantos lugares co-
mo ceros Siguieran a le umdad dicha.

Si en un decimal se suprime la coma (lo que
equivale a considerarle como entero), queda mul-
tiplicado por 1 seguido de tantos ceros como ci-
fras habfa en el decimal después de la coma.

Asi: si en vez de 2, 003 escribimos 2003
hemos hecho al decimal mil veces mayor. Por-
que esto equivale a haber corrido la coma tres
lugares.

Qbservacién.—Si corriendo la coma hacia la
derecha, por ejemplo un lugar, queda el decimal
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multiplicado por 10, es claro que al correrla un
lugar /Zacia la zguierda quedaria dividido por 10.
Pues si por ejemplo :

po, 1b'=2, 815> 10 " sera " 2 315= 95,15 ¢ 10.

139. Consecuencia.—FPara divider un de-
cemal por la unidad sepuida de ceros basta correr
la coma hacie la izquierda tanfos [moares como
ceros segutan a la unidad.

Ejemplo: 2,15: 100 = 0, 0215.

190. OPERACIONES.—Adicién y subs-

traccion.—Para sumar o restar decimales se
iguala, afiadiendo ceros si es preciso, el nimero
de sus cifras decimales; se suman o restan como
enteros, y se separan de derecha a izquierda en
el resultado, con una coma, tantas cifras decima-
les como tenia cualquiera de los datos.

Ejemplos :
o8 — | Bo0s _ | o
2,4 + 3, 0056 = 1_____ 6 —— 0,29 = l___
5,408 5,71

Igualar el nimero de cifras decimales equiva-
le a reducir las fracciones a denominador comun,
puesto que el denominador depende del nimero
de cifras decimales; sumar como enteros equivale
a sumar los numeradores, y separar en el resul-
tado las cifras dichas equivale a ponerle por de-
nominador el denominador comun; por lo cual se
ve que la regla empleada es substancialmente la
misma que se usaba para las fracciones ordina-
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rias. En comprobacién, véase lo que resulta es-
cribiendo en forma ordinaria :

34 8 _ 24 3008 2400 3008 5408
10 T 31000 — 10 * 1000 — 1000 T 1000 — 1000 — *r*V°-

5 20 600 205U ¥
00 T 100 A0 s T R

191. Multiplicacién.—Para multiplicar de-
cimales se multiplican como enteros y se sepa-
ran en el producto con una coma, de derecha a
izquierda, tantas cifras como decimales retnen
entre todos los factores.

2,8
Ejemplo: 2,8 X 0,004 = 0,00 4
0,009 2

Multiplicar como enteros equivale a multipli-
car los numeradores, y separar las cifras di-
chas equivale a poner por denominador el pro-
ducto de los denominadores, porque éste serd la
unidad seguida de tantos ceros como se reunie-
sen en los denominadores de los factores: luego
hemos empleado substancialmente la misma re-
ola que para las fracciones ordinarias. En com-
probacion :

3 4 23 1 92

192. Division.—FPara dwidir un decimal
por un entero se dividen como enteros y se se-
paran en el cociente de derecha a izquierda con

una coma tantas cifras como decimales tuviere
el dividendo.
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Ejemplo: 2,007 | 3
20 0,669
27
O

Dividir como enteros equivale a dividir el
numerador por el entero, y separar las cifras a
poner el mismo denominador, luego esta regla
es una de las dadas para dividir' una fraccién or-
dinaria por un entero.

it

! 20003
1000

2007, . 2007:3
1000 T 1000

2 5

193. QObservacion. — Cuando la divisién no es
exacta, el resto representa unidades decimales de
igual orden que la dltima cifra del cociente, y este
puede completarse con la fraccion ordinaria cuyo
numerador sea el resto y el denominador el di-
visor.

194. FPara dividir cualquier nimero por #n
decimal se multiplica primero el dividendo por la
unidad seguida de tantos ceros como decimales tu-
viera el divisor y se divide luego por éste conside-
rado como entero. |

Ejemplos : 6 : 0,02 = 600 : 2
0,008 : 0,02 :‘QOO, S D=0 G2
0,970,008 =000 5 — 5.

Asi recaemos siempre en una division de en-
teros o de un decimal por un entero.

[La regla dada equivale a la conocida: para
dividir un nimero por una fraccién se multiplica
el dividendo por la fracciéon invertida.

11
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Asi
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§ 9 800 8

=T Y A — L e . € '
1000 © 100 — 1000 ‘2 =19 ‘2= 08:2 etc

Observacién.—Si hubiere resto seria del or-

den de la tultima cifra del decimal que tuviese
mayor ndmero de ellas.

195. Potenciacion — Para elevar un deci
mal al cuadrado se eleva como si fuera entero y

se separan en el resultado dob/e nimero de deci-
males.

Ejemplo : (0,002)? = 0,000004

Porque esto equivale a multiplicarle por sf
mismao.

196. Radicacion.—Para extraer la raiz cua-

drada de un numero decimal, se hace primero

par el nimero de cifras decimales (afiadiendo un
cero si es preciso), se extrae la raiz como si fuera
entero y se separen en ella /a mztad del namero
de cifras que tuviese el radicando.

Ejemplo: /0,000 = 1/ 0,0010. Por defecto 0,03
y pOr €XCeso 0,04, CON Un error menor que 0,01,

Hacer par el nimero de cifras decimales equi.
vale a convertir el denominador del decimal en
cuadrado perfecto; pues la unidad seguida de un
nimero par de ceros es el cuadrado de la unidad
seguida de un nimero de ceros mitad de aquél.
Exiraer después la rafz como entero equiva-
le a extraer la raiz del numerador. Y en fin se-
parar la mitad del nimero de cifras decimales
del radicando es lo mismo que dividir por la raiz
exacta del denominador. Luego esta regla coin-

(=
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cide con la dada para las fracciones ordinarias
(181). En comprobacioén :

\/ A \/ T
1000 10000V (100)?

Y se tendrd por ser 3 < V10 < 4,

166 s \/ (100 = 1—@0’ S bien
0,03 < V0,001 < 0,04

como se habia visto en el ejemplo. _
Observacion.—Un numero entero puede po-
. nerse en forma de decimal escribiendo ceros en
la parte decimal, asi: 2 = 2,0000..
De esto y de la regla antenor se deduce la
siguiente
- Regla.— Para extraer la rais cuadrada de un
entero en menos de una unidad decemal de orvden
0N se expresa el entero en forma decimal, ponicn-
dole después de la coma, 2 .0 ceros; se extrae la
rais del nimero resultante considerado como en-
tevo, y se separvan en ella n cifras decimales.
Ejemplo: V2 en menos de 0,01. Se extrae

—————— T ———

V2,0000 = 1,41 por defecto.
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Conversion de iracciones ordinarias
en decimales, y viceversa

Advertencia imporiante. Consideraremos siem-
pre fracciones ordinarias irreducibles y propzas.
Esto supuesto, decimos :

197 St el denominador de la fraccién ordi-
paria que quiere convertirse en decimal no admi-
te otros factores primos que 2, 5, 6 ambos, la
fraccion se puede transformar exactamente en
decimal. Este decimal no tendrd parte entera, y
el nimero de cifras decimales serd el mayor de
los exponentes con que entren el 2 o el 5 en el
denominador de la fraccién propuesta.

= 2% : YTy
Ejemplo: Sca la fraccidon ordinaria 555 cuyo

denominador es igual a 2° X 5°. Se tendrd:

8 ondaind
200 — 22 X B?

Esta fraccion equivale a una decimal de tres
cifras. |

En efecto: si multiplicamos los dos térmi-
nos de esta fracciéon por 5, con objeto de que
los dos factores entren con exponentes iguales,
saldrd :

g 3¢5 35 15

E—.

B Che o B 00 1000 o

y esta ultima fraccién responde al enunciado.
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En general: siendo 4 un ntmero cualquiera
mayor que g, '

e m———
———

—
————

97 . 59 97 , 5P 104

y esta ltima fraccion es decimal y tiene # cifras.
Procedimiento.—Para hacer la conversién no

es preciso el artificio usado en la demostracion.
basta dwidir el numerador por el demominador
(lo que dard cero de cociente entero) ¢ 77 agre:
gando un cero a la derecha de

30 | 200 caaa 7esto hasta terminar la ope-
300 | 0,015 racion. Véase el cialculo del mar-
1000 gen.

0

Porque esto equivale a maltiplicar
el dividendo 3, por 1000, y dividir por
200 = 2° X 5% y como 1000 = 23 X 5% se ve que en
resumen se ha multiplicado 3 por 5 y se ha expresado
el resultado en mzlésimas.

- 198.  Si el denominador de la fraccién or-
dinaria es primo con 10, es decir, si no es divisi-
ble por 2 ni por 5, resultard una fracciéon deci.
mal sin parte entera que consta de un ndmero
tnacabadle de cifras, en que un grupo de ellas que
empieza en la de las décimas s¢ repite siempre ex
el mismo orden.

Esta decimal se llama periédica pura, siendo
el periodo el ntimero que forman las cifras re-
petidas. |
El ndmero de cifras del perfodo es igual al
exponente de la menor potencia de 10 congruen-

te con 1 respecto al denominador tomado por
modulo.
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(Z
. b
con 10. Si dividimos 10, 100, 1000, etc., por el deno-

minador de la fraccién dada, ninguna divisién sera
exacta, puesto que dicho denominader es primo con
10 (y por tanto con sus potencias), luego en estas divi-
siones no se obtendra el resto cero. Y como el nu-
mero de restos distintos es a lo mds igual al de uni-
dades del divisor menos una, habrd de reproducirse
algin resto. Si fuesen por ejemplo, 10”7 y 10* (m > 7)
dos potencias de 10 que dan igual resto, serd

10™ = 10* (médulo &)

Demostracion.—Sea la fraccion —; y & primo

Los dos miembros de esta congruencia pueden di-

vidirse por 10* que es primo con el modulo (112) y

saldra :
107 —»=1 (moddulo &)

Hay, pues, ciertas potencias de 10 congruentes
con 1 respecto al modulo 4.  Si suponemos que sea g
el exponente de /a menor de estas potencias, sera

10¢=1, y de aqui 10¢ X 10= 10, o sea 10¢+1 =101,

y, andlogamente, de 10¢+1=10se saca 10s ! X 10 =
=10 X 10, o sea 10¢+2= 10% y asi sucesivamente
hasta llegar a 10% ¢ que darfa el mismo resto que 10¢.
Luego los restos se repiten de g en g lugares.

Ademds, el numero de cifras del perfodo no puede
ser menor que g, pues si siendo g’ < g pudieran ser
congruentes dos potencias cuyos exponentes se dife-
renciasen en g’, tales como 10?2 y 102 7¢ de la con-
gruencia

102 +& =102 (moédulo &)
saldria, dividiendo por 107,

10¢ = 1 (mddulo 6)
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|6 que no es posible, puesto que era 10¢ Ja menor po-
tencia congruente con 1.

Luego, en resumen: los restos se repiten sucesiva
e indefinidamente de g en g lugares; o dicho de otro
modo, forman un periodo de g términos.

Si en vez de dividir por & las potencias de 10, di-
vidimos los productos de @ por esas potencias, que es
lo que se hace al seguir el mismo procedimiento em-
pleado para la conversidén en el caso anterior, se ten-
dria en vez de la congruencia 10¢ = 1, la

a.10¢ =a (mddulo &)

lo que indica que existe un dividendo parcial que da el
mismo resto que @. Pero como a < & (por ser propia
la fraccion) el resto de @ es el mismo numero @, y co-
mo al ponerle a este resto un cero y dividir por & se
obtiene en el cociente la cifra de las décimas, cuando
vuelva a repetirse @ y se le agregue un cero volverd a
salir en el cociente una cifra igual a la de las décimas,
y repetida ésta se repetirdn las demds en igual orden
sucesiva e indefinidamente.

199. Si el denominador de la fraccién ordi-
naria admite alguno o los dos factores 2 y 5, y
ademdas otros primos con 10, se obtiene una de-
cimal compuesta de un numero de cifras igual al

‘mayor de los exponentes del 2 o del 5, las cua-

les forman una parte no periodica, y van seguidas
de un periodo de cifras que se repiten sin fin y
cuyo numero es el exponente de la menor poten-
cia de 10, congruente con 1 respecto al namero
que forman los factores del denominador primos
con 10.

Esta fraccién se llama periddica mixta.
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Ya se ve que el caso actual es mixto de los dos
primeros. ILa demostracion se compone también de
partes andlogas a las anteriores; pero la omitimos por
ser un poco mas complicada.

‘ - At e 2
Lyemplos de fodos los casos.—La fraccion

,. . : 2
darfa una decimal exacta de 3 cifras, la <7 una

peridédica pura de dos cifras de perfodo (por ser

2— g 2 LR » "
10° =1 (méd. 11) y la 247 una periédica mix-

ta con 3 cifras no periddicas y dos periddicas.
He aqui los calculos respectivos :

20 | 195 20 |11 =20 18T
200 0016 90 0'181s18... 200 = 0001454545...
750 20 2000
000 6250
500
625

200. Paso inverso.-- Dada una fraccién de-
cimal periédica pura sin parte entera, si se forma
una fraccién ordinaria que tenga por numerador
un perfodo de la decimal, y por denominador un
numero formado por tantos nueves como cifras
tiene dicho perfodo, esta fraccion ordinaria pro-
duce la misma decimal propuesta. Ambas frac-
ciones se consideran por esto como equivalentes.

Ejemplo :

09190 19 s

99

Para'probar quf:‘; g;— produce la decimal dada,

observemos, en primer término, que por Sser 12
menor que 99, la parte entera sera cero. Ade-
mas, st se divide 12 seguido de dos ceros por 99,

-
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se obtendrd de cociente 12, y de resto, 12, porque
1200 =99 X 12 + 12 (¥

Luego nos encontramos en iguales condicio-
nes de antes, y poniendo otros dos ceros volve.

rfa a salir 12 en el cociente, y 12 de resto, etc.,

; N :
es decir, que al convertir g5 en decimal, se ob-

! 4
tendra @ 121219 ..
Lixceperén.—La decimal 0'999 ... no puede

i A S 9
provenir de la ordinaria -4~ porque 9 : 9 = 1,
cociente exacto. Sin embargo, se considera di-
g ety . 9
cha decimal 0'999 ... como igual a W ad, ol
virttud de que la diferencia 1 — 0'999 ... puede

hacerse tan pequefia como se desee tomando un
naémero de nueves suficientemente grande.

Dada una fraccién decimal periddica mixta sin
parte entera, se obtiene una ordinaria equivalen-
te tomando como numerador un ntimero formado
con las cifras de la parte no periddica seguidas
de las de un perfodo menos el que forman las de
la parte no periédica, y como denominador, un

. nimero compuesto de tantos nueves como cifras

tiene el perfodo seguidos de tantos ceros como
cifras tiene la parte no periédica.

Ejemplo :
‘ o i e T eSO
0 24 710 71 D 74@ ol 99900

Si llamamos f a la decimal dada y la multiplicamos
por la unidad seguida de tantos ceros como cifras tie-
ne la parte no periddica, obtendremos

FX 100 = 24, 715 715 . .= 24 _;;%

(*) Porque en ambos miembros esta 12 repetido 100 veces.

e} Comunidad A
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o bien
e 715 24000 — 24 + 715
f><100“24+(100-—1)— 999 o
_ 24715 — 24
= 999
y despejando f,
7 24715 — 24
S 299900

201. Observaciones.— 1.2 Si las decimales
tienen parte entera se prescinde de ella, se las
convierte en ordinarias y después se forma un
numero mixto con aquella parte entera y esta frac-
cién ordinaria. |

Ejemplo :

4,972727 ... — 4 + 0,2127 ... = 4 ==

»® La conversiéon de fracciones ordinarias
en decimales es ultil por la mayor facilidad de los
cdlculos con éstas.

Por ejemplo : Para extraer la rafz cuadrada
de una fraccién ordinaria en menos de una unidad
decimal de orden dado, se reduce aquélla a deci-

" mal y se sigue la regla conocida (196).

[a transformacién de decimales periodicas en

ordinarias se verifica cuando hayan de obtenerse
resultados exactos.
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- PROPCORCIONALIDAD

»02. Se llama igualdad fraccionaria la ex-
presion de la igualdad o equivalencia de dos frac-
ciones, ordinarias o complejas.

Ejemplos :

_2_) 3
2 4 (5 a

| c
9 A 0 3(1) (iﬁ_ 8T e
SR

Los Zérminos de la Gltima son @, 6, ¢y & (en
este orden) y se llaman 1.%, 2.°, 3.” y 4.7, respec-
tivamente. *

En la segunda igualdad fraccionaria, el primer

r s 2 4
término es & el segundo es g el tercero €s 3

1 i
y el cuarto €s -3

e ——

El primero y cuarto se llaman ex/renos, y el

‘segundo y tercero, medios.

203. Propiedad jundamental — £/ produc-
‘o de los términos medios es igual al producto de

los extremnios.

Ejemplos: En la igualdad fraccionaria %—=f—

d
debeser b.c=a.d. Gk
En la del ejemplo anterior debe ser = Nom

e —é— % 1 (compruébese).

Demasfrm:z'éﬁz.—~Reduciendo las fracciones or-
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dinarias o complejas a comin denominador se

tendra.

a . b.r ;
b.d - 5.z Y €Sto exige que a.d =4 . por-

que stendo iguales las fracciones y teniendo el
mismo denominador sus numeradores han de ser
1guales.

Reciprocamente : Sz e/ producto de dos ni-
meros es rgual al de otros dos, com los cualro se
pueden formar varias igualdades fraccionarias,
lomando como medios los factores de uno de los
Productos y como extremos los del otro.

Ejemplo : De @.d = 4.cse deduce la igual-

a ¢

P . _f:l f . -I A
orque st - no tuese igual a —» tampoco el

producto @ . & serfa igual a 4. ¢ (163).

Observacion.—De la igualdad de productos
@ . & = 6 .cse pueden obtener las siguientes
igualdades fraccionarias.

LEAAE L Sint e
pEeE s

1) 5 =< () )

ﬁ!-.-*‘h
|
|
—
&0
|
|

‘De la (1) se pasa a la (2) conmutando entre
s¢ Jos extremos. De la (1) a la (3) se pasa con-
mutando entre si los medios. Y dela (1)ala (4)
conmutando a la vez los extremos y los medios.
Todas estas conmutaciones son, por consiguiente,
licitas.

Invirtiendo las dos fracciones que forman cada
una de las cuatro igualdades anteriores, se ten-
drian otras cuatro.

204. Términos medios.—Se llama, en ge-
neral, férmino medio entre dos nimeros otro com-

T —
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prendido entre ambos; es decir, mayor que uno y
menor que el otro. Pero mds especialmente se
da el nombre de términos medios aritmético, geo-
métrico y armoénico, a los siguientes :

Medzo m'zz'mgz‘zm entre dos nimeros a y 4
(a < 6) es el nimero x que satisface a la condicién

r—ag=06-—x (1)

Despejando x en esta ecuacién ( 58 ) sale,
sucesivamente,

x+—xr=0b-Fa,0bien 2. x=a-t+ b yr= ﬂ;&—(ﬂl

El medio aritmético de dos ntimeros es, pues,
su semisuma (mitad de la suma).

En general, el término medio, aritmético, de
varios numeros se obtiene dividiendo su suma
por el nimero de numeros considerados.

Ejemplo: Sitomada la temperatura a me-
diodia durante una semana, se obtuvo :

Dominge: o (wizisin . a1 28 orados
(BT < e S PR R O B S
Mates- 8 o 5. 5 <26 S
Micrcoles .. . .. ., is. 2704 —
Juewest s g hiar s A
Viernes; riai aply delas B9 WS
Sabade. oo & B.508ERS0ID =)

se dird que la temperatura medza en esa semana

fué de

98 - 99 & 96 4 274 + 286 -+ 291 + 30
_ _ ok

— 28'5 grados.

Para ver que el medio aritmético de los nu-
meros a y & es realmente término medio, en el

.I’ i\."l_.:".-l_ I_.\\_-I _- l P - .-. .-. ':;- 2 & .
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sentido general de esta palabra, probaremos que
es mayor que @ y menor que 4. En electo

a+ b a -+ o a -+ a AR

_._4_‘},.““ > a, Pﬂfque —§—— > -——2— = ) a
a -+ b a+b _ b+ 0 2.5
N0 b,porque T Il = p lims g b

Medio peométrico entre dos numeros a y 0
(a< 6) es el numero z que forma la igualdad
fraccionaria continua

a x . x b

L — oty hen = —

% b a 5 (3)
en que x ocupa los dos medios o los dos ex:
tremos.

Segtin la propiedad fundamental (203) serd :
v % =—a.b, 0 bienxP=a.0'y x=Va.b 4

El medio geométrico de dos numeros es,
pues, la rafz cuadrada de su producto.
Es término medio, puesto que

B P

\/ﬂ.ﬁ > Va.a ::V;E:::::;
Va.b<Vo. 6 =Vo"= ¢
Medio arménico entre dos numeros, ay 6 (a < 0)

es el numero x que satisface a la condicion

Ayl 2

b —x

‘Despejando # se obtiene :

zi=— - obien —=5— 5=

(D

2w 1 a-+ b l(a | 5):
@b a.p

s b




i

El inverso del medio armonico entre dos ntimeros,

a'y b, es, pues, el medio aritmético de los inversos de
dichos numeros.

205. Proporciones —.S¢ lama proporcion
la toualdad de dos razones.

Para que cuatro cantidades A, B, C, D, dadas
en este orden, formen proporcién, bastara que la
razon de A con B sea igual a la de C con D, lo
cual se escribe:

y se enuncia A ¢s a B como C es a D.

Esto exige que A sea homogénea con B, y
C.con D

b R

jemplo :
4 Tm. ] 2!

o m—
e r—

60 Qm. 18 DI.

Aqui hay la razén de dos cantidades homo-.
oéneas (dos pesos) y la de otras dos también
homogéneas entre si (dos capacidades).

Siendo, como suponemos siempre por ahora,
conmensurables los términos de ambas razones,
de la proporcion se deduce una zgualdad fraccio-
naria reemplazando las cantidades por los name-
ros que expresan sus medidas referidas a una
unidad comun para cada par de cantidades homo-
géneas. |

Asi, expresando las Zm. en Om. y los D/
en /., se obtendria:

40 Qm._ 121,

e . T —

60 Qm. 18 1.

o 40 Qm. > 40
Pero la razin 5qy s el numero Gy, porque




e
Lo r

v S
- 40
40 Qm. = 60 Qm. X -

12 1.

g A9l . igy
Y andlogamente la razén {5 es igual a

luego de la proporcién anterior sale la igualdad

fraccionaria |
40 12

60 1B,
Por eso, de ahora en adelante, usaremos in-
distintamente los nombres de proporcién o igual-
dad fraccionaria, y enunciaremos la proporcién

A ¢

B D

como antes hemos dicho: A es a B como C es a
D, o A partido por B igual a C partido por D,
entendiéndose que al hablar de este ultimo modo
nos referimos a los ndmeros que miden A y B,
Cy D, en la forma que acabamos de expresar.

206. Series de numeros proporcionales. —
Varios nameros a, 0, ¢ ... dados en este orden son

proporcionales a otros tantos, a, &', ¢... cuando

se verifica que

a0 SeSeay :f! (1)

@ b’ c

Si llamamos 7 al valor de cada uno de los co-

s £ b A ’
clentes —m =i €s.claro ,que sera

d==a =00y c=—v il

Luego cuando dos series de ntimeros son pro-
porcionales, se obtienen los numeros de la primera
serie multiplicando los de la segunda por un nu-
mero fijo, 7, llamado razon comun. Y recipro-
camente, de la igualdad (I) se deduce la (1).
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i

SBR[y

Claro es que se podrfa escribir en vez de la
igualdad (1) la |

y los nameros a’, &', ¢, se obtendrian multiplican-

, 1555
do los a, 4, ¢ por el nimero — inverso del de an-

IES.

207. Propiedades.— F£n dos series de tér-
menos proporcronales, con dos numeros cualesquiers
de una serie y los dos corvespondientes de la otra
se puede formar una igualdad fraccionaria

Sean
@ 0.8
AN
las dos series. Decimos que, por ejemplo, con
los términos a, ¢y sus correspondientes, a’, ¢’, se
puede, formar la igualdad fraccionaria

!
[#
== @
(4 4

Porque, por la definicién (206) se sabe que

y conmutando en esta igualdad fraccionaria los
medios sale la (#).

208. FEn dos sertes de numeros proporveiona-
les las sumas o diferencias de sus términos corres-
pondientes puedern fnrmm parte de las serzes.

~ Asi, siendo las series las de antes, se podrian

poner en ellas, ademds de los términos dados,

losa 46, a — 6, a-}6— ¢, etc. y sus correspon-
% 719
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dientes @' +46',a — &',a + 6 — ¢, etc., en esta
forma; | -

a, 6, ¢, a +b6, a —0, a +6—c

a, &, ¢, a+b, w—=Pp, altéd—i

porque los numeros de la primera serie seguirdn
siendo el producto de las correspondientes de la
segunda por el mismo nimero, 7.

Q7

P. ej.: siendo Sl LI esa+ 6= +8&).+

209. FLn dos series de numeros proporciona-
les se pueden poner, como nuevos términos de ellas,
equemutlizplos de los términos antiguos.

Ejemplo : las series pueden ampliarse como
se ve a continuacion

Porque, por ejemplo: De a = a .» sale
m.a=(m.a).r

Combinando esta propiedad y la anterior se
podrian poner atin nuevos términos en las series.

Por ejemplo :

a, b, ¢, m.a, n.b, p.c, m.a—+ n.b, p.c — é.. :
etc.

a,b,c,ma,nb,p.c,matnb,p.c—7b..

210. S7 Jos términos de dos sevies son pro-
porcionales a los de una lercera, son proporcio-
nales entre st




I

= 199
Sean, por ejemplo, las series

@ 0 ¢
y las

B
decimos que las series

a, b, s A1

By ;A

son proporcionales,
Pues stendo 7, la razén coman de las series
(I), y », las de las series (II), se tendria, p. €j.:

i . Fr

H

@y i N g a 7 - 7
dividiendo —/ = ‘- y @, = ay . =+

@ . ?’2 2% 7o _ 79

|

a9

luego @, se obtiene multiplicando 2, por un nu
. 7 7 -
mero fijo —* que es la razén comin de las se-
2 X

ries (III).

Observacion.—Al aplicar las propiedades an-
teriores suponemos siempre que no hay ni apa-
recen en las series términos iguales a cero.

211. Los teoremas anteriores nos permiten,
desde luego, escribir una multitud de igualdades
fraccionarias.

Por ejemplo: del primer teorema sacarfamos

@ b C a+a5"___az_:ﬁb az_—_E—zﬁ_-::‘

a’ b’ c e B —

que da origen a las igualdades fraccionarias

e B
a—+ b

|
|

[ 4
Ty oy T e [ EtC
4 t
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Concretandonos sélo a lo mds frecuente ve-
remos que de las series de dos términos

07 c

o ad

que equivalen a la igualdad fraccionaria

L e
Erm | L

podria sacarse estas otras

ﬂ;ﬂ:+{}£_ {2_§$£I+ﬂ @& —:f (V)
b b+ d B b= b+ d b— d .

colmtus

En virtud del primer teorema (207), se po-
dria también escribir en vez de la (IV) la

2

Bl
3 —‘d 'LVI)

y en lugar de las (V), que se obtenfan de aquélla,
las obtenidas por igual método de ésta, a 'saber:

a a—+ b a &— 0 a -+ o a
Lottt foemt, el _embn

De las (V) se obtiene

a o a b 7 s

a -+ ¢ b+ d a— ¢ b — d i —=iia E?—a’(VHI)

e e : . p C—

!!
|
|

Cambiando extremos en las (VII) y escribién-
‘dolas con los miembros de la igualdad invertidos

i C a ¢ a -+ b ¢+ d

El alumno no debe preocuparse de retener
todas estas férmulas en la memoria. Basta que
se apodere del procedimiento general de formacion.
Sin embargo, por su frecuente uso nos fijaremos,
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principalmente, para traducirlas al lenguaje wvul-
gar, en las tres siguientes, sacadas de la igual-

® ® i e

dad fraccionaria 5 == —
.-:sz__c:-l-d}rzhi—b Gl d it x
€ 4 a—b c—d  b+d b

que se enuncian respectivamente como sigue :

212. La suma de los dos primeros términos
partida por el primero es igual a la de los otros
dos partide por el lercero. La suma de los dos
primeros termenos partida por su diferencia es
tpual a la suma de los otros dos partida por su
diferencia.

La suma de los numeradores partida por la
de los denominadores da una fraccon ipual a las
propuestas. (Se aplica a mas de dos fracciones).

213. Los nimeros de dos series de térmi-
nos correspondientes

o e

g o e

se llaman inversamente proporcionales cuando
los de una serie son proporcionales a los znversos
de la otra: es decir, que son proporcionales (direc-
tamente) los términos de las series

a, 0, ¢
! been il
a b ¢

[Llamando 7 a la razdén comun de los térmi-
nos de esta serie, se tendrfa, por ejemplo :

(4 .
——  — 1y o bien a.a==

&
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luego cuando los términos de dos series son in-
versamente proporcionales, su producto es un nu-
mero fijo. (Excluimos siempre el caso de ser
cero algdn término).

214. Cantidades proporcionales.— Consi-
deremos dos cantidades designadas soélo por su
nombre general, por ejemplo, una lomgzéud y un
trempo. Sien una cuestion determinada a cada
valor particular de la longitud corresponde un
valor bien determinado del tiempo, diremos que,
en dicha cuestion, el tiempo depende o es funcion
de la longitud. |

Ejemplos: El tiempo que tarda una perso-
na en recorrer cierto camino depende de la lon-
oitud de éste. Podria lo mismo decirse el tiem-
po és fsz;zm de la longitud del camino.

El grea de un Cuadradc: depende de la Jongz-
tud de su lado.  El volumen de un cubo es fun-
cion de la longitud de su arista.

El valor de una mercancia es funcion de su
peso (0 depende del peso), etc.

215. « Proporcionalidad directa.—1)os can-
tidades que dependen una de otra (Q_ que una €s
funcién de otra) se llaman dervectamente propor- |
cionales cuando sus valores particulares se corres-
pmnden de tal modo que con dos valores de la
primera y sus correspondientes de la segunda ._
pueda formarse una proporcién. i

Claro es que, si se nos dan estos pares de
valores correspondientes, inmediatamente podre-
mos comprobar si existe proporcionalidad entre
las cantidades para los valores elegidos, pues
bastara ver si con ellos puede o no formarse pro-
porcion. |

e R S =

......
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Ejemplo :

Si se nos dice que una circunferencia
de didmetro de 1 m. tiede de longitud 31416 m.; y

otra de didmetro de 2 m. tiene de longitud 62832 m.,

es claro que con estos valores puede formarse la pro-
porcion,

i

L _ 39416
2m 62832

porque la igualdad fraccionaria

1 91416
2~ (2832
es verdadera.

Podriamos, pues, decir que en este caso particular
la longitud de la circunferencia es proporcional a la de
su diametro.

En cambio, si se nos dice que un ldpiz cuesta 005
pesetas y un millar de ldpices cuestan 45 pesetas, ve-

mos que las razones

005 pesetas 1 Japiz

45 fﬁfﬁ&"fﬁrﬁr Y 1000 ldpices

no son iguales, porque la igualdad fraccionaria

005 1
45 1000

serfa falsa, ya que 0°05 X 1000 no es igual a 45 > 1.

No habria, pues, proporcionalidad en este caso.

Pero cuando nos referimos ez gencral a dos
cantidades, sin determinar valores particulares,
por ejemplo, cuando se habla de la longitud de la
circunferencia (esto es, de cualguzera circunferen-
cia) y de la de su didmetro, y se afirma que son
proporcionales, ha de entenderse que la propor-
cion entre dos valores de la circunferencia y 'sus
correspondientes del diametro puede escribirse
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seempre, cualesquiera que sean los valores co-
rrespondientes que se elijan.

216. [Esta generalidad del concepto de can-
tidades proporcionales exige que se posea un cri-
terio para reconocer la proporcionalidad, y co-

munmente se adopta uno de los dos que siguen:

LPrimer criterio.—Se ve si a valor doble da-
do a una de las cantidades (la que se supone va-
riable) corresponde en la otra (en la funcién) valor
lambién doble; y se supone (0 se demuestra) gue
sz el valor de la primera se hiciese, en vez de do-
Ole, triple, cuadruple, etc., el de la segunda se ha-
rea asimismo triple, cudadruple, ele.

Ejemplo: Supongamos que una persona ha
de viajar en un carruaje cierto tiempo, pagando
por ello cierta cantidad de dinero que llamaremos
coste del viaje.

Si a doble, triple, cuddruple, etc., tiempo co-
rresponde doble, triple, cuadruple, etc., coste, vy,
por ejemplo, al tiempo de una hora corresponde
el coste de cinco pesetas, midiendo el tiempo en
horas y el coste en pesetas, se corresponderdn
las cantidades que estdn una debajo de otra en
los renglones siguientes :

S Tiempos en heras ok, 0900 T8 aail

Coste, en pesetasi: 5,7 10,7 15,20, ...

y siendo proporcionales los nimeros que en es-

Liatdaesd

tas series figuran, porque las razones — 75 5

etcetera, son todas iguales, con dos nimeros de
la primera serie y los dos correspondienies de la
segunda se podrd formar una igualdad fraccio-

]
el ol e —
1
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naria (207), y con las cantidades medidas por
dichos nimeros una proporcion.

Podriamos, pues, afirmar que el tiempo que
dura el viaje y el coste de éste son proporciona-

les, por lo menos siempre que aquel tiempo sea
un namero euntero de horas.

Ponemos esta restriccion, porque hasta ahora

- s6lo hemos hecho figurar nimeros enteros en la

serie de los que miden el tiempo. Pero se puede
ver que la propiedad se extiende al caso en que
se atribuyan al tiempo cualesquiera valores 7a-
cionales, (*) para lo cual basta introducir en la
serie de numeros que miden el tiempo los nime.

ros fraccionarios. En efecto: si queremos intro-

ety : : 2 1
ducir, por ejemplo, las fracciones -y 45> las re-

" duciremos a comun denominador y resultardn las

24 o 1
equivalentes 45 y ¢g°  Pero como 5 de horaha

de repetirse 60 veces para fermar una hora, el

coste correspondiente debe ser tal que repetldﬂ
3}
también 60 veces dé 5 pesetas. Serad, pues, gy

de peseta.

Si tomasemos por unidad g de hora (un mi:

nuto) tendrfamos, por conmgmente, correspon-
diéndose los valores que siguen :

: M SR
Tiempo, en horas: &5’ 6’ 60

S | e
Coste, en pesetas : &5’ 60’ 60

(*) Positivos .
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con lo cual vemos que también para valores frac-
cionarios subsiste la proporcionalidad. (*)

Sepundo criterio.—Dos cantidades son direc:
tamente proporcionales, st a valores touales de una
covresponden valores iguales de la otra, y a la
suma de dos valores de la primera, la suma de los
dos correspondientes de la sepunda.

Este criterio es, en el fondo, el mismo ante-
rior, pero le aventaja en precision.

Para explicarlo nos valdremos de un ejemplo
analogo al empleado antes. Supongamos que a
igual tiempo de recorrido en el carruaje corres-
ponde igual coste. Tomemos por unidad de
tiempo la hora, y por unidad de coste el de 5 pe-
setas, que para que aparezca como tal unidad lo
[lamaremos 1 duro. Entonces, por la segunda
parte del enunciado, a las sumas.

1. h.4+1h., 2h. 4 1h., 3h. -+ 1 h... corresponderan
1d.-}14d.,2d +4+1d., 3d + 1 d.

es decir, que serdan correspondientes los términos
de las dos series que siguen:

Tiempo, en horas: 1, 2, 3, 4.
Coste, en duros i 'L, 2,73, 4.

: | EESEE ShE
y como evidentemente las razones 4 5 5 .....

son iguales, las series de numeros enteros que
las forman son proporcionales. Se veria, ade-
m4s, como antes, que dichas series pueden com-
pletarse con términos fraccionarios para consti-

(*) DPara valores irracionales, se verd después.
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el A

tuir todo el conjunto de nameros racionales
(positivos).

(Sobre la introduccién de numeros irracionales, que

corresponden a valores inconmensurables con la unidad
elegida, se hablard mds adelante).

217. Proporcionalidad inversa.—Dos can-

tidades que dependen una de otra son zrversa-

mente proporcionales cuando sus valores particu-
lares se corresponden de modo que con la razon
de dos valores de la primera y la de los dos co-
rrespondientes de la segunda fomados en orden
inverso se puede formar una proporcion.

Si dos cantidades son zumwversamente propor-
cionales y medimos los valores con una unidad
comtun (para cada una de ellas) las dos series de
ndmeros son inversamente proporcionales.

Ejemplo: Si suponemos que e/ fiempo que
se tarda en efectuar un trabajo es znrversamente
proporcional al nimero de obreros que en él se
emplean (esto es un convenio), y suponemos que
empleando un obrero se tarda una hora, se co-
rresponderian los valores

Numero de obreros: 1, 2, 3.

Tiempo, en horas: =

y estas series de nimeros son Inversamente pro-
porcionales.

Los criterios para reconocer la proporciona-
lidad inversa son los mismos que para reconocet
la proporcionalidad directa entre los valores de
la primera cantidad y /Jos znmversos de los de la
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segunda. El mds sencillo serd, por consiguiente,
el que sigue :

Se ve si @ doble, triple, etc. valor de una can-
tedad corresponde en la otra mitad, tercera parte,
elccltern.

En el ejemplo, a doble nimero de obreros
corresponde mitad de tiempo, etc.

218. Una cantidad que es funcién de otra
se dice proporcional al cxadrado o al cubo de ella
cuando la razén de dos valores particulares de
la primera es igual a la de los cuadrados o cu-
bos de los correspondientes de la segunda.
Entonces a la serie de valores 1, 2, 3,... de la va-
riable corresponden en la funcién la serie de cua-
drados o cubos de estos mismos numeros, mi-
diendo en unidades comunes y correspondientes:

Ejemplos: Las dreas de los cuadrados son
proporcionales a los cuadrados de las longitudes
de los lados, y se corresponden los valores si-
guientes :

Eong en.m-il, =28 s Lo
Areasenm? 1, 4, 9..18,..

Los volimenes de los cubos son proporciona-
les a los cubos de las longitudes de sus aristas,
y se corresponden los siguientes valores :

Long.enm, "1 27 8, 7id g
Vol-en' mo 1, 8B 27 NG
La zntensidad de iluminacién de una pantalla
es inversamente proporcional @/ cuadrado de la

distancia a que se halla la luz que la ilumina, y
st se corresponden la distancia un metro con la

A
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intensidad expresada por una bujifa, se corres-
ponderan

Distancias en m. Bl e (o s
Intensidades en bujfas. 1 L e
' | 9 e

219. Proporcionalidad compuesta-—Una
cantidad M que depende de wvarzas A, B, C, se
dice que es proporcional a ellas, directa o 1ver-
samente, cuando es proporcional a A, permane-
ciendo constantes B y C; a B, siendo invariables
Ay C, ya C, cuando no varfan A ni B.

Ejemplo : el wolumen de un paralelepipedo
rectangular es proporcional a sus dimensiones.
Esto quiere decir que es proporcional a la lon-
gitud cuando no varfa la anchura ni la altura, a
la anchura cuando no varfan la longitud ni la altu-
ra, y a la altura cuando permanecen constantes la
longitud y la anchura.

220 Principie fundamental. — Cuando una
cantidad es proporcional a otras varias, la razon
de dos valores particulares de la primera es igual
al producto de las razones de los valores corres-
pondientes de las otras.

Ejemplo : Admitiendo que el tiempo que se
necesita para llenar cierto nimero de cubas de
vino sea directamente proporcional a la capacidad
total de ellas, e inversamente proporcional al nu-
mero de obreros que se empleen, supongamos
que se correspondan los siguientes valores :

Tiempo Capacidad Namero de obreros

e R R LR E———

2 dias 80 Hl 4

Si hacemos variar la capacidad, dejando fijo
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el nimero de obreros, variard el tiempo, y lla-
mando «x al valor que corresponde a la nueva ca-
pacidad, que supondremos de 120 HI, se tendrd :

Tiempo Capacidad
2 dias 80 Hl X P A
5 fd. 120 id. UMmeEro ade obDIreEros, 4.

Por ser el tiempo proporcional a la capacidad

2 80
e

A

St ahora hacemos variar el nimero de obre-
ros dejando fija la capacidad de 120 Hl, llamando
z al valor del tiempo correspondiente a 8 obreros,

Tiempo Ndmero de obreros
4
z 3 Capacidad 120 Hi

Por ser el tiempo znwversamente proporcional
al nimero de obreros tendremos :

& 8 3
2 4 (&)

y multiplicando las igualdades (a) y (4

2 x 80 8
T T
: 2 2
o it puestoque = == 5

30 8
oy %

&

Y como eran valores correspondientes :
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Tiempo “apacidad Numero de obreros
E 2 dias S0 HI 4
B g 120 id. ]

= seveen (¢ que la razén de los valores del tiempo
s, efectivamente, el producto de la razén de las
. capacidades por la razén de los ntimeros de obre-
. ros, tomando ésta invertida por ser inversa la
"  proporcionalidad.

¥ 'T:"
S

i LA TH 5 P
ey

i i
Be) Comunidad Autonoma de La Rioja
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BEBLS: DL - ThES

221. Son las que sirven para resolver los
siguientes problemas : |

Problema de regla de tres simple.—/Dado ;
un par de valores particulares de dos cantidades 1
proporcionales, hallar el valor que corvesponde en
una de las cantidades a un nuevo valor de la otra.

Ejemplo : Admitiendo que para dos cuerpos
que se mueven con igual velocidad la distancia
recorrida es directamente proporcional al tiempo
empleado en recorrerla, si llamamos e a la distan-
cia recorrida en / segundos, y preguntamos que
valor del tiempo corresponde a una nueva distan-
cia ¢, llamando x al tiempo buscado, dispondre-
mos los datos en la siguiente forma :

Distancias Tiempos

!
2

La proporcion

o la igualdad fraccionaria que de ella se deduce
al reemplazar las cantidades por los nimeros que
expresan sus medidas, permite hallar el término
desconocido.
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222. Problema de regla de tres compues-
ta.— Dada una serie de valores correspondientes
a’g varias cantidades en que la primera sea pro-
porcional a las demads, y una nueva serie de valo
res de todas c¢stas, hallar el valor que a dicha se-
punda serie corvesponde en la primera cantidad.

Ejemplo : Sabiendo que se corresponden los
valores siguientes del ejemplo anterior (220)

Tiempo Capacidad N, de obreros
2 dias 30 HI. 4
g g, 120 id. 8

hallar el valor z del tiempo que corresponde a la
nueva serie de valores (120 Hl. y 8 obreros) de
las demas cantidades.

Para resolver este problema basta aplicar el
principio fundamental antes expuesto (220), en
virtud del cual la igualdad (¢/ origina la

2 640

7 480

de la que puede sacarse el valor de z.

223. Observacion.—La proporcionalidad
de las cantidades y las reglas de tres que de ella
se derivan se emplean con gran frecuencia en la
resolucién de multitud de cuestiones tales como
las de intereses, descuentos, repartos proporcio-
nales, etc.

[.as mds frecuentes de estas cuestiones pue-
den repasarse en nuestro librito «<Figuras y Cal-
culos», o en otro analogo, y mds al detalle en
obras especialmente dedicadas a ejercicios prac:
ticos de Aritmética., Cada profesor elegird de

e e 7 13
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entre estos ejercicios los que le parezcan mas
oportunos, segin el fin que se proponga, pues
no hay motivo, a nuestro juicio, para limitarse en
las aplicaciones a la llamada Aritmética mercantil.

La dificultad no consiste en aplicar las reglas,
sino en separar los problemas parciales que se
enlazan entre si en toda cuestion prdctica por
sencilla que sea, y para esto es mucho mds ftil
que acumular reglas resolver suficiente numero
de cuestiones para engendrar el habito de hacer-
lo. Por eso aconsejamos que se repitan los ejer-
cicios contenidos en el librito citado, o que se
propongan otros nuevos tomados de las colec-
ciones de problemas de Aritmética, si bien es
fuerza confesar que el auxilio de las ecuaciones,
estudiadas en el Algebra, facilita extraordinaria-
mente la resolucién de tales problemas.




Lantidades inconmensurables y nimeros
Irracionales

224. OQObservaciones preliminarss.—Si so-
bre la semirrecta OX, que se extiende hacia la derecha

S 1 T P T ree— .

g _.,__-.._,.._,_,_.u_l_ - el = e
IR e R s e DD DD

tomamos varios segmentos que tengan por -:jrigen el
punto O, es indudable que cuanto mayores vayan sien-
do irdn teniendo su extremo mas hacia la derecha. Asi,
por ejemplo, sera OC, < OC,; < 0OC,...

Y reciprocamente : un segmento, tal como el OP,
sera mayor que todos aquellos cuyo exiremo caiga a la
izquierda de P y menor que aquellos cuyo extremo

‘caiga a la derecha de P. En otros términos: la posi-

cién relativa de los extremos de los segmentos nos
dara idea de su magnitud, correspondi€ndose en este
sentido las frases mayor segmenio 'y extremo a la deve-
cha; menoy segmento 'y exlremo a la 1zquierda.

Hecha esta observacién, tomemos una unidad de
longitud OU y supongamos que el segmento OP, con-
mensurable con dicha unidad, tiene con ella la razon
23

=

5
escribiendo :

, por ejemplo. Sabemos (156) que esto se expresa

OF o 223 2l e
oU = & o bien OP 5



— 196 —
y, en una u otra forma, significa que OP es veintitrés
veces la quinta parte de OU.

La longitud OP nos permite clasificar todas /as
demds longitudes conmensurables con OU en dos clases:

1.2 Longitudes menores que OP,

2.2 Longitudes mayores que OP.

Lo cual, en virtud de la observacion antes hecha,
equivale a decir, refiriéndonos a los extremos de los
segmentos, que el punto P divide a los demds de la se-
mirrecta en estas otras dos clases.

1.2 Puntos a la izquierda de P.

2.2 Puntos a la derecha de P.

Expresaremos esto diciendo que el punto P pro-
duce una cortadura en la semirrecta.

Si en vez de los segmentos nos fijamos ahora en

los ndmeros que expresan sus medidas referidas a la
23

produce en el campo de los niimeros racionales pﬂsiti-
vos una cortadura. Con ello queremos significar que
todos Jos demds nimeros racionales (y positivos) que-
dan divididos en dos clases:

23
1.2 Numeros menores que e

23
2.2 Numeros mayores que - =

Y es claro que esto equivale a afirmar :
@) Que hay ntmeros en ambas clases 1.2 y 2.2
5) Que todo nimero de la 1.2 clase es menor que

cualquiera de la 2.2 (Porque aquéllos son menores que

23
— vy los otros mayores).

Estas dos condiciones son las que caracterizan la

23
cortadura pmdumda por —— Y, desde luego, esto se




— gy
23

podria aplicar como a — 4 cualquier otro numero ra-

. 14 %
cional s,y fuese m2 = 7 o no).

En Geometria se demuestra que la diagonal de un

cuadrado es una longitud tal que no es igual a ningtin
multiplo del lado ni de una parte alicuota del lado, es
decir, que tomando por unidad el lado, la medida de la
diagmﬁal no seria ni un numero entero ni una fraccidn.
Este, y otros ejemplos que podrian ponerse, nos ad-
vierten la existencia de cantidades no mensurables
exactamente con otras, a las cuales, por este motivo,
se les da el nombre de znconmiensurables (con la unidad
elegida).
' Supongamos ahora que OP fuese inconmensurable
con OU. No habria entonces ningtin numero ni entero
ni fraccionario que correspondiese al punto P conside-
rado como extremo del segmento OP.

Mas no por eso dejaria de existir el punto P, y de
producir, como antes, una corZadura, clasificando los
demds puntos en puntos de la izquierda (como los
C, Cy...) y puntos de la derecha (D, Dy D3 ...), y co-
rrespondiendo a los primeros segmentos mzenores que
OP y a los segundos segmentos mayores que OP.

Pero con respecto a los wdmeros que miden los
segmentos existe entre la corladura de antes y la de

ahora .una diferencia notable. Pues antes, el numero

E;— era mayor que todos los de la primera clase, y me-

nor que todos los de la segunda, lo cual se expresa
bien llamdndole elemento de separacion enire ambas
clases. Pero ahora, como no hay nimero racional que
corresponda al punto P, tampoco hay elemento racio-
nal de separacién entre los nimeros de la primera y de
la segunda clase. Es natural, sin embargo, que puesto



— 198 —

que el punto P sigue existiendo, le hagamos corres-
ponder numéricamente algo que lo determine, y a ese
algo que representamos por la letra griega ¢, (*) lo lla-
marcmos todavia wamero; pero como no puede ser nu-
mero racional, lo denominaremos n#mero irracional.
Y es, asimismo, 16gico que digamos, recordando lo que
con los segmentos ocurre, que ese numero irracional «
es mayor que los numeros (racionales) de la primera
clase, menor que los de la segunda, y elemento de se-
paracion de ambas.

El alumno no debe empefiarse en buscar en su
imaginacion ese a/go que hemos llamado numero irra-
cional. Cuando quiera tener una representacion sensi-
ble de él la encontrara perfectamente clara en el seg-
mento OP, inconmensurable con OU. Y en el terreno
abstracto de los numeros le bastard considerar que al
afirmar que existe el nimero irracional  no hacemos
sino afirmar que existe la corfadura que satisface a las
condiciones antes dichas |[(a@ y (4] y que ésta cortadura
no tiene ahora elemento racional de separacion.

Admitida la existencia del simbolo « desaparecen
realmente las longitudes inconmensurables, porque es
natural convenir en que ¢ represente ahora como siem-
pre la razén entre la cantidad OP y la unidad OU, y
que escribamos, por tanto

%:a,ubien OF = Ul

| por lo cual « serd el miinero que exprese la medida de
OP. De modo que cn vez de decir que OP es incon-
mensurable con OU, podremos decir que la razén de
OP con OU es un wimero zrvacional.

(*) Esta letra se llama a/fa, y corresponde a la @ de nues-
tro abecedario.

el

T _—
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225. Las consideraciones que anteceden
creemos que seran suficientes para aclarar las si-
guientes definiciones, que son el resumen de ellas.

Se llama cortadura en el campo de los niume
ros racionales la distriducion de ellos en dos clases
tales que se verifique

a)

clases.

il

Existen ntimeros racionales en ambas

6) Los ntimeros de la primera clase son
menores que los de la segunda.

(Nosotros hemos limitado esto a los nume-
ros positivos).

Un numero racional produce una cortadura
considerdndolo como elemento de separacion en-
tre las dos clases formadas por todos los demas
nimeros, pero generalmente se le considera a é€l
mismo como formando parte de la primera clase,
en la cual es entonces elemento maximo.

226. Nu#mero irracional es el elemento de
separacion que suponemos entre las dos ‘clases
de una cortadura cuando no existe elemento ra-
cional de separacion entre ellas. Se representa
por una letra (nosotros la usamos griega) y tiene
su imagen grafica en un segmento Inconmensura.
ble con la unidad; y es, por definicion, mayor que
los numeros racionales de la primera clase y me-
nor que los de la segunda.

22%. Hemos conseguido con la adopcion del
ntmero irracional que a todo segmento OP, conmen-
surable o inconmensurable con la unidad OU, corres-
ponde un w#mero, racional o irracional. . Cabe ahora
preguntar si inversamente, dado un numero a capricho,
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podrd corresponderle un determinado segmento de la
semirrecta OX.

Desde luego podemos decir que si cuando el nt-
mero sea entero o fraccionario, es decir, racional, pues-
to que ya hemos visto la manera de hacerlo. Pero
si el numero es el irracional 4, hemos dicho que su
existencia solo supone que hay dos clases de ntime-
ros que cumplen las condiciones @ y &, y de esto sélo
podemos deducir que hay dos series de segmentos me-
didos por numeros racionales y tales que los extremos
Cy, €,y Gy, ... de los de la primera serie estdn todos a
la 1zquierda de cualquiera de los D de la segunda, y
' todos los Dy, Dy, Dj, siempre a la derecha de cualquie-
ra de los C de la primera,

Ahora bien: los caracteres que hemos asignado a las
cantidades continuas de que nos ocupamos (135) y el
concepto mismo intuitivo que de la recta poseemos nos
permiten admilir que puesto que los puntos C,, Cy, Cs,...
pueden ir avanzando hacia la derecha, y los Dy, D,, Ds,
retrocediendo hacia la 1zquierda, y puesto que toman-
do una unidad suficientemente pequeta puede dismi-
nulr arbitrariamente la distancia entre el dltimo punto
C y el dltimo D, debe considerarse que existe uz dnico
punto P que separa ambas series. El segmento OP
sera entonces el correspondiente al ndmero irracional 4.

Hemos asi conseguido nuestro objeto, que no era
otro sino establecer entre las longitudes y los nimeros
una correspondencia bien definida, que es ademds apli-
cable a otras cantidades que tengan caracteres andlo-
gos a los de la longitud de los segmentos.

228. Lxisten operaciones puramente. arit-
méticas que conducen a numeros zzracionales.

Hagamos en el campo de los nameros racio-
nales la siguiente cortadura:
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a) Hay numeros racionales de dos clases, a
saber: , la formada por todos los numeros

(pﬂsmvoc) cuyoe cuadrados son menores que 2;

y 2.2, la formada por aquellos cuyos cuadrados
son mayoras que 2.

6) Los numeros de la primera clase son
menores que los de la segunda., Porque siendo @
de la prlmela y 6 de la segunda, serd o’ <2< 4,
luego a® < 4% y esto supone que @ < 0.

Se ve, desde luego, que todo ntimero racional

~pertenece o a la primera clase 0 a la segunda,

porque no hay ningn numero racional cuyo cua-
drado sea exactamente igual a 2. (182)

¢ Habrd elemento racional de separacion entre
ambas clases? Vamos a ver que no.

En efecto: si @ pertenece a la primera clase,
serd a° < 2, y es facil comprobar (y podria de-
mostrarse) que existe otro numero & también de
la primera clase, y cuyo cuadrado estd mds proximo
a 2 que el de a, es decir: que se tiene 2 — a’* <
< 2 — a’, y de aqui puede deducirse que a”* >a
y que @ > a.

Luego no éay en la primera clase un nimero
madximo. Se ve, andlogamente, que no hay en la
segunda un numero winzmo, luego no hay ele-
mento raczonal de separacion; y por consiguiente,
esta cortadura defime un numero zrzacional, .
Después de estudiar las operaciones con numeros
irracionales se puede demostrar, ademas, que Bl

2, luego conservando la c]f:ﬁmcmn de raiz cuadrada
deberemos decir que ¢« = V2. Por eso afirmare-
mos que V2 es un namero zrracional (Precisamen-
te el que corresponderia a la longitud de la diago-
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nal de un cuadrado cuando se tomase el lado por

unidad).

Lo mismo ocurre con V3 /5, etc., es decir, con
las rafces de enteros que no son cuadrados per-
fectos.

Para terminar estas explicaciones conviene
aun hacer la siguiente observaciéon. Sabemos
que el ntmero irracional « = 1\/2, no es en rigor
sino el conjunto de dos series de infinitos nume-
ros racionales cada una, y tales que los de la pri-
mera clase dan al elevarlos al cuadrado nimeros
menores que 2, y los de la segunda- mayores.

Pertenecen a la primera clase los numeros de
da-sevig

1, 1,4, 1,41, 1414, 14142 ..

que se obtienen al extraer la rafz cuadrada de 2
por defecto en menos de una unidad, una décima,
etcétera, y pertenecen ala segunda clase los de la
serie de rafces igualmente aproximadas por exceso

2, 16, 1,42, 1415, 1,4148..

siendo digno de observarse que la diferencia en-
tre dos términos correspondientes va siendo suce-
sivamente 1; 0,I; 0,01; etc. y puede, por tanto,
llegar a ser tan pequefia como se quiera, es decir,
menor que cualquier nimero positivo que se fije.

Pero adviértase que nunca obtendremos por
este medio exactamente la \/2, y que st bien aps? o-
ximadamente puede decirse que \/2 es, pm‘ ejems-
plo, 1,4142, la igualdad

Vz = 1,4149

no seria rigurosamente cierta. En otros térmi-
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nos, el nimero irracional V2 (y lo mismo ocurre con
los demds ntimeros irracionales) o tiene repre-
sentacton decimal exacta; pero pudiendo hallarse

cuantas cifras decimales se desee, es costumbre
escribir, ¥. g.: |

Vo — 14149 .

expresando por los puntos que falta de hallar una
tnfintdad de cifras.

También hay que tener presente que estas
fracciones decimales znacabables que expresan los
numeros irracionales no pueden ser periodicas,
pues si lo fuesen, su generatriz darfa el valor exacto
del namero irracional, lo que es absurdo.

229. Hasta ahora no hemos hecho sino dar el
concepto del numero irracional, pero es claro, que de
poco nos serviria esto si’'no supiésemos cuando dos nu-
meros irracionales son iguales o desiguales, y como
puede operarse con ellos.

Cabe definir la igualdad, desigualdad y operaciones
refiriéndose, por ejemplo, a las longitudes representadas
por los nimeros, y asi dos nimeros irracionales serian
iguales cuando expresasen referidos a igual unidad lon-
gitudes iguales, etc.

Pero conviene tener criterios puramente aritméticos
para operar con €stos numeros.

Como la materia exige considerables desarro-
llos y explicaciones en que no pedemos entrar
aqui, nos limitaremos a las indicaciones mas pre-
cisas, omitiendo toda demostracion y aplicando
practicamente cuanto se va a decir a los irracio-
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nales \/? y \/3— €N cuyas clases ﬁguran los térmi-
nos siguientes :

b 1Al 1414 -1 4149
2 1,0p 142, 14156, 14143,

1

9
Enla la clase 1; 1,7; 1,73; 1,782: 1,7320...
92 1d. 2 18 1.74; 1733 17591,

\/2 Enla 1.2 c]ase
ld 2% id.

i

Por definicién, puede escribirse: 1 < v3; 1,4 <
£ V2..ete. yaltevés, 2 548 1.8 5495 . ete.

230. Laigualdad de dos irracionales requie-
re cerciorarse de que Zodo numero racional de la
primera clase de uno esté también en la primera
del otro, y Zodo nimero de la primera de éste, en
la primera de aquél.

Para nosotros es mds interesante, y mds sen-
cillo, reconocer la desigualdad. Aplicdndolo al
cjemp]c: nos convencemos de que V3 > 42 viendo
que existe #z numero que siendo mayor que V2
es menor que V3. Tal es, por ejemplo, el nimero
1,5 > V2, y menor que 1,7, que a Su Vez €S me-
nor que V3.

231, Adwion.—Por suma de V3 }-3 se
entiende el nimero (cuya existencia puede de-
mostrarse) que servirfa de elemento de separacién
de las series.

14+ 1; 14417 141 41,73 1.414 +.1,732; 1,4142 4-1,7520...
9L 1518142 + 1 74 1415 1738 LAI4S 5. 17321

0 sea
2; ;1 a4 08146 "6 1469,
de Fg-c a6 =Brlas e R 1 d6a

(Obsérvese: que todos los nimeros de la primera
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serie son menores que los de la segunda; que aquéllos
van, en general, creciendo y éstos decreciendo, y que la
diferencia entre términos correspondientes va siendo su-
cesivamente 2, 0,2; 0,02, etc.)

232. Substraccion.— Se hace sumando el
minuendo con el nimero opuesto al substraendo
que se obtiene cambiando de signo a los nimeros
de las dos series del substraendo y tomando luego
por primera serie la segunda y al revés.

Asi: V3 — 2 viene caracterizada por las dife-
rencias

{9 17 15: 173 142 1782 —1,415; 17320 — 1,4143..
O 1: 1,8 14; 1,74 —141; 1,733 —1,414; 1,7821 —1,4144...

O Se€a
—1:-09: 031 0317 0317
1: 04: 033 0,319 0,3179...

(H4aganse observaciones andlogas a las indicadas
en la adicidn).

238  Multiplicacion.—Por producto de Vo X 1*’3 |
se entiende el nimero (cuya existencia pﬂdriﬂ demos-
trarse) caracterizado por las series.

15 1: 1,45 1,7; 1,41 X 1,735 1,414 3 1,732; 1,4142 X 1,7320..
2% 2: 1,5 X 1,8; 1,42 X 1,74; 1,415 XX 1,733; 1,4143 X 1,7321...

O SEd
1; 2,38 2,4393; 2,449048; 2,44939440...
4 2,70; 24708 2,452195; 2,44970903. ..

934, Division—Supuestos los datos positivos, la
divisién se efectua multiplicando el dividendo por el
nimero mverso del divisor que se obtiene tomando los
invetsos de los términos de las dos series del divisor y
tomando luego por primera serie la segunda y al revés,
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Asii V3 : 42 serfa el numero caracterizado por
las series

1 17 178
R S
2 18 1,74
P F

Pero lo mismo para el producto que para el cocien-

te pueden seguirse otros procedimientos fundados en
las propiedades que van a seguir.

2. 3 5 Cﬁnsec:uenc:lﬂ ilﬂﬂl. ‘“‘“LOS ﬂljﬂ‘]erf)ﬁ ra-

cionales y los irracionales se llaman juntamente
numeros reales, de modo que en esta denomina-
cion estdn comprendidos todos los ntimeros que
hemos estudiado, a saber: los nafurales, enteros
(positivos o negativos), fraccionarios, e irraciona-
les. En el campo de los ndmeros reales son po-
sibles siempre la adicién, substraccién, multipli-
cacién y divisién (exceptuando el caso de ser
cero el divisor), y estas operaciones se han defi-
nido de tal suerte que al hablar, por ejemplo, de
suma de nameros racionales lo mismo se aplica
siendo éstos enteros que fraccionarios; al hablar,
v. g., de producto de nimeros reales lo mismo
podemos referirnos a los racionales que a los irra-
cionales, y ademds, se conservan las propiedades
fundamentales de las operaciones (uniforme, con-
mutativa, etc.), es decir, que cada nueva clase de
nameros que hemos ido formando contiene, como
caso particular, los nimeros de las categorias in-
feriores.

De esta suerte se ha generalizado €l concep-
to de nimero de un modo provechoso para el
calculo y exento de contradicciones lggicas.
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286 Por lo que respecta a la radicacién, hemos
admitido que la raiz cuadrada de un niumero positivo
(inico caso considerado) tiene siempre un valor positi-
vo racional o irracional que, elevado al cuadrado re-
produce el radicando. Se le llama walor aritméizco.

Fundados en ello, demostraramos los teoremas que
siguen, que son de utilidad tedrica y practica.

237. La raiz cuadrade de wn producto se
obtiene multiplicando las raices cuadradas de los
Jfactores. |

Ejemplo : \/;_.”5 — \,’; . '\/:5 (I)

Para demostrarlo, basta ver que el segundo
miembro de esta igualdad serd la rafz cuadrada
de .64, si elevado al cuadrado da el radican-
do a . 6. '

Y asi sucede; porque teniendo en cuenta que para
elevar un producto al cuadrado hay que elevar cada
factor, y que la rafz cuadrada de un nimero elevada al
cuadrado da, por definicién, dicho nimero, se teandra

Wa -Vo)?=Wa)? (Wo)=2a.0

que es lo que hacfa falta demostrar para ver que la
igualdad (1) es verdadera.

238. Leyendo la igualdad (1) invertida en
esta forma

Vrﬂ! ; \/ T \/ﬂ.ﬁ'
se puede decir: Para multiplicar las rvaices cua-
dradas de dos o mas nimeros, se extrae la raig
cuadrada del producto de dichos natmeros.

Asi, el ejemplo V2 . V3 que pusimos al hablar
del producto de irracionales se resolverfa ahora
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mds facilmente hallando los valores aproximados
de 1a V5.3 = V6 | (Compirese el valor 2,44949..
que ahora se obtiene con los obtenidos antes).
229. La raiz cuadrada de un cocrente se ob-

tiene drvidiendo la raiz del dividendo por la del

aAdrveser. .
Ejemplo :

\/5 wo Ve,
By

(V) _Wer s
\@. (V8)° b

240. Leyendo invertida la igualdad (2) nos
dice :

Porque

Para divider las raices cuadradas de dos nit-

mervos se extrae la raiz cuadrada de su cociente.
Ejemplo :
V3

E
s Vel T

o41. Para elevar a wna poténca (de expo-
nente natural) una raiz, se eleva el radicando,

conservando el signo de la rais.

Ejemplo :
(o v

Porque segun la definicion de potencia

(7t factores

Walt oV oV Ve o :
X — e s R (Ll B b — i

242. Para extraer una raiz de ofra raz e




— 209 —

conserva el rvadicando y se extrae de ¢ una raiz
cuyo indice sea el producto de los indices.

Ejemplo :

e 4
VAL 2NG @
Porque el primer miembro de esta igualdad, eleva-

do a la 4.2 potencia, daria el radicando a del 2.0 miem-
bro sin mds que tener en cuenta que

(o) =[(viaP T =va) =

243. Leyendo inversamente la igualdad (4)

£ )
\/cz = \/\/5
que dice : para extraer la raiz 4.° de un nimero
se extrae la raiz cuadrada del numero y luego lo
raiz cuadrada del resultado.
244. Para ntroductr un faclor debajo del

signo de la raiz cuadrada hay que elevarlo al
cuadrado.

sale

Ejemplos :

2 2 1B i G
3 X \/T e \/3’E X Bt _’ @ VNb. = Na2'b
&)

Porque
s \/sﬁ_)‘j = L\/éf)l == 2y

Inversamente : sz debajo del signo de la raiz
- 7
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hay wun nimero gue sea cuadrado perjecto, se pue-
de sacar fuera extrayindole la raiz.

Ejemplos :

‘\/9;5:3.19f5}\/1=vi — VJ}\/_—___.
= /E-*\/ET-—i \/5 etc
'F\ 4 e :

245, Cuando el denominador de una frac-
cién es una rafz cuadrada, se puede racionalizar
dicho denominador mulnphcando por ¢l los dos
términos de la fraccion.

Ejemp}m

e VR e g oW e e e
TR "':%": == —}—3 = Ll “{.:_ — V2 etc.
\’IJ \/;3-\“’“ ( xajﬁ 3 \/2 2

Si el denominador es V:z —+- V_J? se multiplican los

dos términos de la fraccion por Vﬂ — \/ 6, (*) y sale

SN  N.Wae—V8

Va +V b OWaa Vi Wa =V
y como el producto de la suma de dos nimeros por su
dfierencia es la diferencia de sus cuadrados ( = ), ¥

Wal=a y (V=20 la expresiéon anterior se con-
vierte en

N.(0Wa— V)

a— b

cuyo denominador es racional.

Estas transformaciones se usan frecuentemente en
(Geometria.

e m—

(*) Si fuese el denominador Va— V b se muitlphcarian los
términos por V a -+ V' b.
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247. Generalizacion sobre las cantidades
proporcionales. —Expresada la razén de dos can-
tidades inconmensurables por un ndmero irracio-
nal, es aplicable a ellas la definicion de propor-
cionalidad.

Pero para establecerla serd preciso que en
las series de valores numeéricos correspondientes
puedan entrar, ademas de los racionales, los z77a-
cionales.

Sean dos cantidades, y A el valor de la pri-
mera que corresponde al B de la segunda. lo-
memos A como utidad de los valores de la pri-
mera, y B por unidad de los de la segunda. Si
las cantidades son proporcionales para valores
conmensurables con A y B, respectivamente, se
corresponderan :

1.2 cantidad en unidades A.—1, 2, 3 ...
2.8 {d. en id. B—1, 2 3.

Esto llevard consigo que se correspondan
también los ntmeros fraccionarios, y, por consi-
guiente, todos los que figuren en las dos clases
de la cortadura de un namero 7»racional que ex-
prese la razén de dos valores inconmensurables.
Luego las cantidades seguirdn siendo proporcio-
nales, aun en el caso de inconmensurabilidad.
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