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Voy & comprobar con hechos la palabra dada en mi ante-
rior librito sobre las raices numéricas, referente a tener deter-
minadas muchas soluciones para la ecuacién de tercer grado,
la de cuarto, y aun algunas para la de segundo.

En este cuaderno se comprenden sélo las de segundo y ter-
cer grado. De las de segundo, aunque habia mas, inicamente. .
se publican cuatro: las dos primeras, porque se fundan en la.
relacion de las raices con los coeficientes de la ecuacion; la ter-
cera, porque implica la posibilidad de'poder igualar a cero la
suma de los coeficientes;y la cuarta, porque, al menos en la
forma, nos da una férmula final diferente de la que dan todas
las otras.

Cuando empeceé & ocuparme de la ecuacion de tercer grado,
conocia someramente la solucion que se le daba en el Algebra
superior de Cortazar, que por curiosidad compré en aquellos
dias en un baratillo, asi como la antiquisima de M. Clairaut.
quien también la resuelve del mismo modo. Pero & mi, por lay
falta de practica, pareciome entonces ineficaz aquella solucidn,
y esto fué como un incentivo mas para que me aferrase a mi
proposito de buscar otros modos de resolverla. |

Con paciencia y poco a poco, como la gota de agua, fui des-
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cubriendo hasta dieciocho soluciones de tercer grado, todas con
oste radical, y deducidas todas de s6lo cuatro relaciones utiles
que pude hallar entre los coeficientes. Cierto es que algunas
de estas soluciones parece no son mas que modificaciones de
otra anterior; pero en todo caso representan, cada una, una de
las formas externas que pudiera tener la ecuacién dada, para
estar directamente resuelta. '

Hay, porlo demas, soluciones que se fundan en la relacion
' de las raices con los coeficientes, y otras también en divisores
muy variados, que se preparan & una de las ecuaciones dedu-
cidas. '

En un tratado de Algebra, impreso en francés, y de autor
francés, cuyo nombre no recuerdo, vi hacia el ano 78 enun-
ciada la siguiente idea: «Si en la ecuacion de tercer grado el
seuadrado del coeficiente del segundo término fuese igual a
»ires veces el coeficiente del tercero, la ecuacion estaria direc -
stamente resuelta.»

Ista proposicion, que es exactisima, a fuerza de tenerla
presente, hizome después pensar en si no habria més formas
externas que nos diesen la ecuacién directamente resuelta. La
observacion que sobre esto fué recayendo diome & conocer
hasta catorce formas, bajo cada una de las cuales se presenta
la ecuacion resuelta, directamente y sin necesidad de prepara-
cion de ninguna clase. |

[.a sucinta exposicién de aquellas formas precede en este
libro & la de las soluciones preparadas, con el fin de que asi se
pueda ver mejor la correlacion que entre unas y otras existe;
muchas de las preparadas consisten solo en dar & la ecuacion
una de aquellas formas.

Por uno de los modos de resolver (preparacién fundada en
¢*==3bn), se han resuelto muchas ecuaciones numeéricas, con
diferencia en todas, ¢ de raices, 0 de signos y raices, y en to-
das ellas se observo que la cantidad sometida al radical de ter-
cer grado, os constantemente un cubo perfecto; asi como la s0-
metida al radical de segundo grado, que entra en la férmula
de s, es constantemente un cuadrado perfecto, multiplicado por

4+ \/ 3  ¥sta coincidencia fué en realidad la primera razon
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que tuve, pues otras mas poderosas se presentaron despueés,
para proponerme ¢sta, entonces, para mial menos, utopice
caestion: resolver la ecuacion de tercer grado sin radicales de
grado tmpar.

El entrar el radical de tercer grado en todas las soluciones
hasta entonces descubiertas, no podia menos de hacer aparecer
como quimérica aquella pretension; pero el hecho de que en
todas las soluciones practicadas desaparecia el radical, porque
la cantidad 4 6] sometida era un cubo perfecto, daba tambien
motivo para que al menos se pudiese sospechar, si su interven-
cion en las soluciones seria 6 no esencialmente necesaria.

Ia empresa, aunque larga y & veces desesperada, terming
por fin satisfactoriamente, dandome & conocer un modo de re-
solver dicha ecuacion con solo radicales de segundo y cuarto
orado, y otros dos con s6lo el radical de segundo.

Con motivo de estas soluciones, presentose otra con radical
de tercer grado, de muy distinto método que las otras, por lo
que también se pone 4 continuacién de aquellas.

La coincidencia de ser cuadrados y cubos las cantidades
subradicales en el primer método fundado en c¢*==3bn, coinei-
dencia que s6lo se hacia visible después de sustituir los valo-
res numericos de los coeficientes, era preciso comprobarla con
los coeficientes literales de la ecuacion dada, y asi se consiguid
por fin, como puede vers i continuacion de las soluciones con
radical de tercer grado.

1Y & qué tantas soluciones para una sola ecuacion? me pre-
cuntara cualquiera. Pues muy sencillo: en un principio iba
_tras una solucién que fuese mejor que todas las otras; pero ya
m4s tarde juntése 4 esto la idea de poder pasar sistematica-
mente de la de tercer grado a4 la de cuarto, ¥, si fuese posible
después, de la de cuarto 4 las siguientes.

Convengo en que esta empresa parecera, sin duda, el colmo
del atrevimiento 6 de la insensatez; pero tampoco nadie negara
que la otra empresa, de resolver la de tercer grado sin radica-
les de grado impar, no era, ni Menos insensata, ni Menos atre-
vida que la segunda. Es cosa bien probada que las utopias mas
absurdas suelen & veces convertirse en realidades.
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LUCUBRAGIONES ALGFBRAICAS

ECUACION DE SEGUNDO GRADO

ARTICULO PRIMERO

TrorEMA.— K1 producto de dos nimeros, multiplicado
por 4, es igual al cuadrado de la suma, menos el cuadra- -
do de la diferencia de dichos nimeros.

En efecto, sin=pgq serdadn=4 D q,
pero dpq=(p -+ ¢"— (p —9q)

Hsta igualdad ultima queda demostrada con sélo ejecutar
las operaciones indicadas en el segundo miembro.
Y partiendo por 4 dicha jgualdad, resulta:

@+ —(p— 9
P 4= Y

NoTa. La anterior propiedad de los factores de un producto no
s0lo es aplicable, como vamos 4 ver, 4 la resolucion de la ecuacidon de
segundo grado, sino que ademds nos facilita el modo de hallar el pro-
ducto de dos mimeros por medio de los cuadrados; pues es evidente
que si sumamos y restamos entre si los factores de un producto p ¢, y
tomamos en la tabla de cuadrados los correspondientes 4 la suma v
diferencia, el producto serd sin duda la cuarta parte de la diferencia
de los cuadrados.

Las tablas, en vez de ser de los cuadrados, podrian ser con ventaja
de las cuartas partes de éstos, pues de este modo los productos se ha-
llarfan con s6lo sumar y restar entre si los factores, y luego restar los
numeros correspondientes de las tablas.

Por via de ensgayo se construyeron las tablas de cuartas partes hasta
el nimero 20.000.
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ARTICULO II

APLICACION DEL TEOREMA PRECEDENTE A LA ECUACION DE SEGUNDO

GRADO

Sea la ecuacion  w*~-bx -7 —0.
Sean P, q, los dos valores de .
Tendremos: p4+q=—12>
pq=1
Y también 4pg=4n=(p+q— (P — 9
Pero . (p-Fqp=—0° '
Luego 4n=b—(p—q)

y (p—q)::i: \/b” — A

(lonocemos, pues, la suma —b, y la diferencia == Vb —4n,
de los dos valores de o; luego el mayor serd, la mitad de la
cuma, mas la mitad de la diferencia; y el menor, la mitad
de la suma menos la mitad de la diferencia. Lio cual nos da
la misma férmula comtn, y nos comprueba que el valor
del radical en la ecuacion de segundo grado representa la
diferencia de sus raices. |

"ARTICULO 1II

SEGUNDO MGDD DE RESOLVER LA DE SEGUNDO GRADO

Sea | ® +boe-tn=_0.
Sean p, ¢, los valores de «; y se tendra:
Pepd=— b

pq =1n.
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Hagamos p — s=q; con lo que, sustituyendo, nos dars:
2p—Ss=—0
P —pis—n

Despejando p en la primera y sustituyendo en la segunda,
sera:

(80", s*1-bs s
e — =0
De donde G - 4n=0
O bien S = \/{)2 Ty 4“?5

Conocemos, pues, como antes la suma y la diferencia de
los dos valores de .

Nota. Obsérvese que este método y el precedente se fundan en la
velacion de las raices de la ecuacion con los coeficientes de la misma: sobre
Jo cual puede verse el teorema nim. 526, p4g. 322 del Algebra de Ci-
rode, edicién décimatercera, en cuyo teorema se niega la posibilidad
de determinar las raices 4 medio de sus relaciones con los coeficientes.

En la de tercer grado verdnse también soluciones que se fundan en
dichas relaciones. |

ARTICULO 1V

OTRA SOLUCION DE SEGUNDO GRADO
Sea y by +n=0 (4)
Hacemos 1 == -E'—; g6 sustituye, y multiplicando por ¢, ser:

' +bqatng =0 (A1)
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Haciendo el coeficiente de x, bq = —2, sera g == ——: sus-

tituvendo, nos da:

St 2 T == 0 (A?).

Haciendo en esta o = (z -} ), y sustituyendo, se tendra:

_+-2?ﬂ|ﬁ+ ’}2::0 : (:‘qﬂ}
BT i A

4

i

Ahora daremos 4 » el valor necesario para que la suing

de los coeficientes de toda la ecuacion sea igual d ' cero,
esto es:

S LERSR |
TR
De donde resulta: gl Vo __.5_.'"?-_?’.'*'_

Con este valor de » es en (4,) la suma de los coeficientes
igual 4 cero, y por lo tanto un valor de z es la unidad. El
otro valor serd el cociente de dividir (4:) por (z— 1); con
lo cual queda también resuelta la ecuacion dada (A). .

Observardse que esta solucion estd fundada en la posibi-

lidad de igualar 4 cero la suma de los eneﬂmeutes de una
ecuamén dada.
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ARTICULO V
OTRO PROCEDIMIE NTO

Sea la ecuacién: P —{-2 x4n =0 (A)

Multiplicdndola por p, serd: p o +§_§E x~+np=0 (A,)

Afiadiendo y quitando x°, y pasando al segundo miembro
el término de (p — 1), seré:

o —{—priﬂ—i—-?ip (1—p)x® (4a)

Haciendo ahora que el quebrado del coeficiente de 2, ele-
vado al cuadrado, sea igual al término % p, nos da:

———Ei:—' el ?‘}
i
De donde 9 == _E; |

Con este valor de p, es evidente que el primer miembro
de (4,) es el cuadrado de (9::—]— ----- ) y tomando en ella las

raices cuadradas, serd:
I) P e
o —}— _-Eé—- =l el ] = D

Sustituyendo en ésta el valor de p, y eJecutando operacio-

nes, se obtlene
1

L’rb"w-fl n

2

En esta férmula, las raices de la ecuacién estdn represen-
tadas por un cociente, cuyo dividendo es el producto de las
raices, y el divisor, la suma 6 la diferencia de las mismas.

=
;1
|
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- CUADERNO SEGUNDO
ECUACION DE TERCER GRADO

Puede tener catorce soluctones directas.
Se exponen diecinueve preparadas con radical de tercer grado.
Demostracion de las raices
cuadrada y cibica de los radicales en la primera solucion,
Sundada en ¢'=3 bn.
- Una solucion con solo radicales de sequndo y cuarto grado.

Dos soluciones con solo radicales de seqgundo grado.
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ECUACION DE TERCER GRADO

CAPITULO PRIMERO

SOLUCIONES DIRECTAS Y TRANSFORMACION GENERAL

PARA LAS PREPARADAS

——

ARTICULO PRIMERO

SGLUGIDNEE DIRECTAS
Sea la ecuacion 1P +by’+cy+n=0 (A)

Los coeficientes de esta ecuacién, b, ¢, n, pudieran tener
entre si, de dos en dos, 6 los tres 4 la vez, una de las rela-
clones siguientes, sin necesidad de preparacién, y entonces
con cualquiera de ellas vendria la ecuacién directamente
resuelta. ' .

PPrimera solucion.

o1 fuese: b =3, ¢ o 3, n =1, la ecuacion serfa el cubo
de (y + 1) con las tres raices iguales.

Segunda selucion.

Si fuese: b =3, ¢ =3, n Z 1, con afiadir y quitar 1, serfa:

P el N

Y = —1 Vil

Dividiendo la ecuacion por larafz conocida (y+1—Vi—n)
nos daria los otros dos valores de g, el polinomio de se-

gundo grado que resulta en el cociente, igualdndole 4 cero.
b i
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Tercera selucion.

P ¥  BE i e
o1 fuese: (_g) == :; y (i;-) = 7, la ecuacion seria el cubo

de (y +- %) con las tres raicés iguales.

Cuaria solucien.

Nz Al e b\ = i : (b)’“
S1 fuese: (d) = (?) _n, con afiadir y quitar .
- se tendria: _
ecdiss 4 ! ; ..,bl:; — 7

Los otros dos valores se hallarian como en el segundo caso.

Quinta solucion.

Si be = #n, la ecuacion seria divisible por la raiz (y - b);
los otros dos valores como en el segundo caso.

Sexta solueion,

U

£ : b sih sk
Si fuese: b=c¢, v 5 =1, seria: y°+3 5 Y+ 3 #g Y 4 =0.

Sumando yrestando z y*, nos daré la igualdad:

I; (Y +1p =y’ (—3 = 1)
1

De donde sale y ==

W {/lﬁ :

Los otros dos valores como en el segundo caso.
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Séptima soluclon.

S - 4 : . ol iy .
S1 fuese: b = ¢, b’ == n, serfa la ecuacién divisible como.

 en el quinto caso por (y + b), y los otros dos valores como

en el segundo caso.

Delava solucion.

Si fuese: b= ¢, b" =, se tendria lo mismo que en la pre -
cedente.

Novena solucion.

Si fuese: (b4-c+ )= — 1, serfa y = 1; los otros dos
‘valores como en el segundo caso.

Becima solueion.

Si fuese: b =1 y ¢=—n, seria la ecuacién divisible por
(# 4 1); los otros dos valores como en el segundo caso.

Undécima solucion.
e c\" | % : e N2
Sl b=3 y (3) = n, ponlendo en vez de 7 su 1gual_(--;--)

J
?/3+3?/“+3—§-y | ’; = 0.

Multiplicando por T; y sumando y restando y°, dar4:

De donde Y == - i s
. 3—c
B 2k 3 \/ g

Los otros dos valores, como en el segundo caso.
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Duodécima solucion.

: ;-
Si ¢>=3 b n; poniendo en vez de » su igual 56’ multipli-

cando por 3 y partiendo por b, serd:

3 : ¢ ¢t
s Ut 3y g g =0

Multiplicando ahora por ° v afiadiendo y 'quitandb U2,

b’
nos dara:

(v+ 2) =0 (5
De donde sale Yy———
—b+v’b(b*-~*3c)
Los otros dos valores como en el ségundﬂ caso.
NorA. Obsérvese que la undécima es como una consecuencia de

la duodécima, después de multiplicar ésta por 3 y partirla por b.

Deécimatereera sol ueiﬁn.

La cual sélo se diferencia de la. anterior en el modo de
proceder. En efecto; si se tiene ¢’==3 b », partiremos por ¥/,
y luego por 7, y se tendré: | |

' l
o ¢ >< ______ >< + ﬂ- == (},

En esta ecﬁacién, el coeficiente del segundo término —;7-

elevado al cuadrado, es igual & tres veces el coeficiente de
tercer término, puesto que se tiene ¢ == 3 b n. Procediendo,
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pues, en esie ¢aso como en su analogo el cuarto, y poniendo
3 (63 e
en vez de —, su igual 555 56 obtiene para y el mismo valor

que en la precedente.

‘Este tltimo modo de proceder findase, segun se ha visto,
en la condicidon general b’— 3¢, la cual se realiza como una
consecuencia de la otra ¢*==3 b «: y por lo tanto, puede de-

cirse que la condicién cuarta es una consecuencia de la duo.
décima. |

Deécimacuaria solueion.

g 1 B w1l : | A >
Por ultimo; si se diese ¢’ > 9 -1 1 — 0, es evidente
que un valor de y es —1; los otros dos valores como en el
segundo caso.

—

Quedan, pues, 4 mi modo de ver, determinadas todas las
condiciones externas, con cada una de las cuales se resuelve
directamente la ecuacion, sin necesidad de transformarla,
~ Sin embargo, con el conocimiento de estas formas exterio-
res por sf solo, nada habremos adelantado, puesto que cada
una de ellas, en relacion con las formas que no dan solucién
alguna por sf mismas. es como la unidad considerada en el
numero infinito.

Preciso es, pues, recurrir 4 las transformaciones; pero de-
biendo ser esto en tal manera, que la transformada, si ha de
poderse resolver, se nos presente bajo una de las formas ex-
ternas que quedan expresadas.

ARTICULO II

TRANSFORMACIONES

~ De todas las formas que podemos dar 4 la ecuacién de
tgrﬁer grado, modiﬁcando sus coeficientes, sélo cuatro de
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ellas reunen la condicién de prepararla para que pueda ser
resuelta. Hay ademds otra que, diferente 4 la vista, es idén-

tica en el fondo y en los resultados 4 una de las primeras.
Veamos, pues, cusles son estas formas, 0 relaciones de

los coeficientes, y el modo de establecerlas. ;
Sea la ecuacidén: yit+ b,y ey + 7, =0 (4)

Nétese que si usamos el subindice 1, es para evitar luego

el uso de las mayusculas.
Haciendo y = (¢ -+ s), se sustituye, y se tiene:

w’L3s | 88 |21 Shi (A

b, 2058 | DG
' + C, | =S
S

Para abreviar, representaremos.los coeficientes de ésta por
las letras respectivas b, ¢, 7, las que, puestas en la ecuacion,
nos daran:

4+ b o+ ¢+ n=0. (A,)

A la disponible s podemos darle en (A.) cuatro valores su-
cesivos, con los cuales obtendremos para los coeficientes de

(A,) estas cuatro relaciones:

Relacién 1.7 ¢c— - abn
g dble bkl 6bn |
3.5 D bﬂ Ci— h;" ‘fj: (;2 ] 5 6 b ) \ (?ﬂ’}
42 b= 20 ¢ 1200

Hay, por fin, una quinta relacién que es idéntica en los
resultados 4 la primera, y sélo se diferencia en que, al esta-
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blecerla, se separa el factor 3 en los dog términos medios
de (A4.), y se expresa de este modo: ,

19,8 C:=bn (m)

Para realizar estas cinco igualdades no hay mds que po-

ner en ellas, en lugar de cada letra, el coeficients que repre-
senta de (A.), 6 sea: |

b

b,
*+2bis ¢,
- b 8tcis+tn,

SLRUT
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|

[

= D

Y ejecutando las operaciones indicadas, resultard en todas
para s una ecuacion de segundo grado.

La de la primera y quinta, que son idénticas, es la si-
gulente: |

(02— 3 ¢) s'+ (b, c.— I n) s+ (c2— 3 b, n,)=0. (%)

De donde

e man

A et N ES A o Ty e Y Ta Y O o
2(b°—38c¢,) W

0. (h,)

Del mismo modo se obtienen la ecuacion y formula de s
en las otras igualdades (i), siendo todas diferentes entre sf,
Yy también de la establecida en (h). !
~ Slendo esto de ficil ejecucion, omitiremos el hacerlo en
obsequio 4 la brevedad. _ |
Kl uso de las mindsculas b, ¢, %, en (As), es, como se ve,

. bara evitar los inconvenientes del uso de las maytsculas en

 las ecuaciones y férmulas de muchos términos.
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CAPITULO 11
SOLUCIONES DE TERCER GRADO FUNDADAS EN LAS CINCO

RELACIONES (m).

S

ARTICULO PRIMERO

SOLUCIONZS QUE SE FUNDAN EN LA PRIMERA RELACION

cc—=3bn

Ante todo, conviene observar que las relaciones (in) se-
gunda, tercera y cuarta, no se pusieron entre las soluciones
directas, porque las tales formas no dan solucion directa,
sino que sirven de medios para pasar & otras que la dan,
como luego se vers al tratar de ellas.

También observaremos, para evitar repeticiones, que la
ecuacion (4.) 4 que aludiremos con frecuencia, es la que pre- -
cede 4 las relaciones (m), entre cuyos coeficientes se verifican

estas mismas relaciones.
Primera y segunda solucion.

En los ntimeros 12 y 13 de las soluciones directas hemos
visto ya que la ecuacion (4,), por ser en ella ¢ =30, d@
puede resolver de los dos modos, diferentes en la forma,
que alli se explican, coincidiendo ambos en que la férmula

de x es:
C
= =

: )
b+ Vb®—30)

Y por lo tanto, la férmula de y en la ecuacién dada, sera:

e

L —

Y=s !

-— R it

Sl
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Tercera solucion, fundada en

=3 b xn.

Si en (4,) hacemos af:::-g- y se sustituye, multipliéandc»

por ¢°, daré: |
b qrd-cq’r4n ¢g*=0. (L)

Igualando 4 cero los coeficientes de ésta y dividiendo 4 la
la vez por n, seré: |

3 2 b 1 :
¢+ O+ g+ - =0. (L)

lin ésta se tiene que: el coeficiente de q’, elevado al cua -
drado, es igual 4 tres veces el coeficiente de ¢, puesto que ya
tenemos ¢’== 3 ) n: luego esta ecuacion estd resuelta por el
modo de la cuarta solucién directa.

Resuelta (L,) queda resuelta ( L), puesto que un valor de z
es la unidad, segiin se ha visto en la novena solucién directa.

Resuelta (L) lo estd también (4,), y por lo tanto la ecua-
c1on dada.

Cuarta solucion, fundada en

¢ — 3 bhn.

L

Si en la ecuacién (Lj que precede, hacemos »—(u L s ),
sustibuyendo, se tendr:

w438 | w38 | u+ts’ 0 B )
+hq ‘ "*th'{‘i | "”bg*ﬂi
| ¢ e g s,
. Lug
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Si en ésta hacemos s, =1, la ultima cantidad, libre de w,
queda en esta forma, después de dividirla por .

; AN j lac?
ctyotrat, (0

Cuya cantidad, igualada 4 cero, es una ecuacion idéntica
4 la (L) del caso anterior, y se resolvera del mismo modo.
Resuelta, pues, la (L:) tendremos la (L,) con el ultimo tér-
mino reducido & cero, y, por lo tanto, convertida en una de

segundo grado para u.
Resuelta (L.), queda lo demds como en el caso precedente.

Quinta solucion, fundada en

¢ =—30bn.

Si en la (£.) que precede, en vez de hacer s,=1, hace-
mos s.== ¢ ¢°, sustituyendo en el ultimo término libre de 7,
v dividiéndole por ¢’ q’, nos dara, igualdndole 4 cero:

&

b 1
i+, O Ot = (L,)

{3. L}

En la cual el coeficiente de g, elevado al cuadrado, es igual
4 tres veces. el de ¢*, multiplicado por el ltimo término.

Liuego esta ecuacion puede resolverse directamente como
en la primera solucién fundada en ¢'=3 b n. |

Sexta solucion, fundada en
¢ —ob.

Esta solucién, y las dos que siguen, consisten en preparar

divisores & la ecuacion (4.,)-
Dividiendo la ecuacién (4.) por el trinomio de segundo

orado (2 + s, x1q), hasta que desaparezca o en el residuo,
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el cociente que resulta es (o0 -+ b )iy el r.esiduo, que debe
ser cero para que la division sea exacta, es:

(82 —bs,— 940w+ (s5q—bgtn)=—0 (b

~ Igualando 4 cero el segundo paréntesis y desPFJandn 15
nos da; | |
pipnibg o
:«l !1_, (hl)

Cuyo valor, sustituido en el primer paréntesis, nos da para
g la ecuacion:

¢'—cq'4bnq—m =0,

Pero en ésta, el coeficiente de ¢*, elevado al cuadrado, es
evidentemente igual 4 tres veces el coeficiente de q, 6 sea

¢’'= 3 b n; luego esta ecuacién de ¢ estd resuelta por el mé-
todo de la cuarta solucién directa.

Tenemos, pues, resuelta la igualdad (&); con lo que el re-
siduo de la division se redujo & cero, y, por 10 tanto, la divi-
sién se hizo exacta.

Siendo exacta la divisién, es evidente que el polinomio de
(4,) se hizo igual 4 este producto.

(2 s 20 = q) ‘(st:: } b si)i=0.

El cual nos da la (A.) resuelta en funciones de primero y
de segundo grado. L

Séptima solucion, fundada en
¢ =abn
OTRO DIVISOR

El polinomio de (4.), que es igual 4 cero, es evidentemente
1gual 4 este otro:

x4+ ba-+s)+ ( (¢ — s} o ’}’1):{}. | (h)
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Dividiendo el primer paréntesis por el dltimo total, se vera
que el residuo sin &z, que debe ser igual 4 cero, es:
sﬁ+2mﬁ+oﬂ s;--n?—0ben=0. (k,)
+0 n

En esta ecuacion el coeficiente de s, elevado al cuadrado,
es igual 4 tres veces al coeficiente de s, es decir:

4ci—3cHo.bn _
¢ bien 2— 3bn, que es la relacion supuesta.

Luego la igualdad (%) estd resuelta por el método de la
cuarta solucién directa, y, por lo tanto, la (4.) se hizo divi-
sible por la cantidad de primer grado ((c — &) X+ ?’E)

Octava solucion, fundada en

ci=3bn,
OTRO DIVISOR
Si el polinomio de (4,) le dividimos por la cantidad de
primer grado (w -+ S—Ej) verdse que el cociente es la de se-

gundo grado:

vt (b— ) @+ (¢ — st 3)

y el residuo, que debe ser cero para que la divisién sea exac-
ta, es, después de multiplicarle por b°, y cambiar los signos:

s —Bsptbcs,—bn=0.

Pero en ésta se tiene que el cuadrado del coeficiente del

penultimo término es igual 4 tres veces el producto del se-
gundo por el ultimo, es decir:

b*ec* =3 b°n
O bien =30 n.
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Resuelta, pues, la de s;, la divisién sera exacta, quedando,

por lo tanto, resuelta la de (4.), en funcién del divisor y del
cociente que son exactos,

Novena y ultima solucion, fundada en

=3 bn.

il

RELACION DE LAS RAICES CON LOS COEFICIENTES

hiepresentando las tres raices 6 valores de v en (4.) por
Dy 9, 7, € tendr4:

D rq - r=0
Pg+Ppr4qr=c
Pqr=mn

Haciendo p q¢ = z, y sustituyendo, dars:

= n
n, O bien r=-

H

L
i riDkg)
(0 + )bhw"

Poniendo el valor de » en la segunda y la tercera, sers:

2+ @+9)—c=0
(p+q)=b——
Y pomendo en la primera el de (p—{—q), tomado en la se-
gunda, serd, después de multiplicar por 2>

2—cC2 4+ bnz—n=0.

Kn ésta, el cuadrado del coeficiente de 2* es igual al coefi-
clente de 2 multiplicado por tres; luego estd resuelta por el
modo cuarto de soluciones directas.

Conocido el valor de p g=3, conocemos también el de
(b T4q),y, por lo tanto, las tres raices de (4.).
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ARTICULO 11
SOLUCIONES FUNDADAS EN. LA SEGUNDA RELACION
Ve ¢+ 6bm—40*c = 0.
o PRIMER MODO—UN DIVISOR

Tomando la ecuacion (4,) con esta relacién entre sus coefi-
cientes, hacemos w= ’z se sustituye, y multiplicando por

q3, tendremos:
: bt ceqgztng=0. A

En ésta daremos 4 g el valor necesario para que:

Lltimo 1érmino, menos el sequndo coeficienle multipli-
cado por el tercero, mds el segundo cuadrado sumado con
el tercero, menos dos veces el sequndo, mds la unidad, sea
igual a cero.

Es decir:

(n—be)g’+b+c)g —2bq+1=0. . (@)

Dividiendo por (z — b ¢), y multiplicando y dividiendo 4
la vez por 3, los coeficientes de los dos términos medios de
esta ecuacion (a), tendremos:

: Btec L, a0 —20b 1
rian saltianga it oo 0 )

En la cual, el quebrado del segundo término, elevado al
cuadrado, es igual al quebrado del tercer término, 6 sea:

(i3 f::fﬁey)?‘—' —2b

Lo cual nos da: b*4-¢’+6bn —4b c=0, que es la igual-
dad ya establecida como cierta en (4,).
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Luego la ecuacion (4.) esta resuelta por el modo de la
enarta solucion directa.

Hallados el valor 6 valores de ¢ en (A,,#), y expresando los
coeficientes de (4,), por B, C, N, tendremos:

Z4+Bza2fCz N=0. (A4s)

En la que los coeficientes tienen entre si la relacion (@).
listo asi, se tiene que el polimonio (45), que es igual 4 cero,
es también igual al signiente producto de dos factores:

(224 24s,) (- B —1). A

Esta ijgualdad quedard demostrada si dividiendo (A4,) por

el primer paréntesis, y obteniendo el segundo como cociente,
viniese el residuo reducido 4 cero, s6lo 4 medio de la dispo-
nible «,.

En efecto; haciendo la indicada division por el primer pa-
réntesis, el cociente es el segundo paréntesis, y el residuo es:

(C—si—B41)z24+(N—Bs+s) (R)

Despejando s, en estos dos paréntesis, para reducirlos 4
cero, € ignalando luego los dos valores, resulta:

N

De donde sale:

N—BCAB4+C—2B41 an)

Cuya cantidad es evidentemente cero, por ser la misma re-
ducida 4 cero en (a).

Siendo, pues, cero la cantidad (a,), es indudable que con
cualquiera de los valores s, ignalados en (R,), el residuo R
% reduce 4 cerv, y por lo tanto la divisién se hizo exacta.

Pero siendo exacta la division. el polinomio de (4:) es igual

§
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al producto (4,), y queda, en consecuencia, resuelta la ecua-
cion de (A;) en funciones de primero y segundo grado, y 4
la vez también la (4.), igual 4 la (4;).

Segunda solucion, fundada en
b+ 6bn — 40" ¢=0.
OTRO DIVISOR

La ecuacién (4,), con la relacién dicha entre sus coeficlen-

tes, siendo igual & cero su polinomio, este es también igual
al polinomio.

(0* — 8,) (m+b)+((b+3!) m—]—n—l—bsi) g

Dividiendo (4,) por el factor (x’— s,) nos da de cociente
(4 b) y de residuo w (c+s))+ D si+n): y dividiendo el
divisor (1>*— s:) por este residuo, resulta como cociente ente-
ro la cantidad

% b 3,4 n
¢ 8, (cts,)*

y como segundo residuo sin &, la cantidad:

(E’ 8y +ﬂ)3_ 8y (G_%_S!)-_:
A (@)

la cual debiendo ser cero, da para s, la ecuacion:
s —B—2¢) s+ (c*—2bn)s,— n*==0 (A,)

Pero en ésta se tiene qué el coeficiente de s elevado al
* cuadrado, es igual al coeficiente de s, multiplicado por 3, 0
sea (b'—2¢)=3 (¢ — 2 b n). Esta igualdad es cierta, pues
es la misma que nos sirve de supuesto.

Segtin esto, la ‘ecuacion (A.) estd resuelta por el modo
cuarto de las soluciones directas; y, por lo tanto, siendo
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cero el segundo residuo (a), tendremos que la. cantidad

(( cs) x4 (bs, n‘*) del ultimo paréntesis total (Ag), es
divisor comun de si mismo, y del factor (22— :-1) por cuya
razon lo es tamblén de (A49), la cual qneda as{ resuelta en
funciones de primero y segundo grado, pero ‘que ‘ya llevan,
commo en los casos anteriores, el mdlcal de tercer grado.

Tereera solucion, fmul:i:lﬁ en

W'+ 6bn—4pc— 0.
| OTRO DIVISOR e
Si la ecuacién (A (4,) la dividimos duectamente por ffﬂ+gi+b)
nos dard de cociente (x> s o - ¢ 21 bsi+¢), y de residuo;
SH 20 s+ (b?-l— ¢) s11 (b ¢ — n) (As)

Pero esta cantidad, aunque de tercer grado, estd reducida
4 cero directamente, puesto que el cuadrado del coeficiente

de s, es igual 4 tres veces el producto del coeficiente de
s,” por todo el dltimo términﬂ es decir: '

0?1 ¢)’=3.2b (b c— n)
0 bien T2+ 6bn—4bc= 0, que es lo supuesto.

Reducido 4 cero asf el residuo, la divisién es exacta, y por
lo tanto est4 resuelta ( ).,

Cuarta solucion, fandada en

b+ 2L 6bn—4b c=0.
OTRO DIVISOR, O SEA LA QUINTA SOLUCION DIRECTA

Si en (4,) hacemms q (z -+ §:) ¥ sustituimos, nos da:

b 88 7 4+382 |25 =0 [ (4
<+ b ' —_“;'bg: "“beﬂ |

e et ‘ -+ C $

19

|
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En ésta daremos el valor necesario para que: el coeficien-
te de 22, multiplicado por el de z, sea igual d todo el ulti~
mo termino, es decir:

(8 s:4-0) B8+ 2bs,4 C)=8’1 b .Ff‘ C 8, n.

Ejecutando operaciones y ordenando para s: después de
dividir por 8, resulta:

b*4-c h¢=— %
TS 2 S 1T

Cuya ecuaci6n estd desde luego resuelta por ser en ella: el
cuadrado del coeficiente de s,, igual 4 tres veces el coeficiente
de s2 por el ultimo término, 6 bien:

(bi‘—[—c) '3 b (b;.—ﬂ)

6 bien ejecutando operaciones b4 ¢+ 6bn —4b’c=0.
Resuelta asf 1a de s,, lo estd también (4:), puesto que se
hizo divisible por (z 4- 3 s,+ 0).

@uinia solucion, fundada en
b."++ cﬂ_l_ﬁbn_é:bﬂczoﬁ
RELACION DB LAS RAICES CONX LOS COEFICIENTES

Expresando las raices de (Ag) por p, q, r, tendremos:

p 49 4+ r=b0
pg+pr+qr—=ci (b))
pgr=n)

Hagamos (pt19g)=3s, sustituyendo y haciendo opera-
ciones hasta que desaparezcan p, ¢ y r, resulta para s, la
ecuacion;

sr— 2 b s (bﬂ—E— C) s (97— D -C) ==/(): | (fia)
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En la cual es, segin ya se ha visto: el cuadio del coefi-
ciente de s,, igual d tres veces ol Jp 8,* por el %ltimo (61 -
Mino.

Resuelta asf la ecuacién de 31, Conocemos el valor de Ia

suma (p 4-q) y por lo tanto conocemos 7, en la primera de
lag igualdades (k). | _

Y conociendo 7, conocemos el valor pq en la wdltima de
dichas igualdades,

Y conociendo los valores de lg suma.y del producto, cono-
cemos también los respectivos de py de q.

ARTICULO 111

'SOLUCIONES QUE SE FUNDAN EN LA TERCERA RELACION
b4+ 6by—5 b’c =0

Primera solucién. Un divisor,

Tomando la ecuacién (4,), con la relacién expresada, ha -
OMOs ® = (3 1 5,), y sustituyendo daremos a s, el valor ne-
¢esarlo para que en la ecuacién de z se tenga: |

el coeficiente del segundo término elevudo al cubo, me-"
n0s euatro veces el del sequndo por el tercero, mids ocho
veces todo el wltimo término, igual d cero, es decir:

- (8404 (8s4b) (85,24-265,1.0) 18 (s+bs,*4-¢5,4-0)=0 (a)

- Bjecutando operaciones y ordenando para s, resulta:

T 4ec—bYs,+4bec—b—8n—0 (a,)

En la cual, el cuadrado del coeficiente de s, es igual 4 tres
Veces el coeficiente de .2 multiplicado por toda la wltima
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cantidad, puesto que, ejeculada la operacién, resulta, para
ser cero, la cantidad que ya lo es por suposicion, O sea.

bit4 ¢ 6bn—Dbbie=0.

Seotin esto, la ecuacion de s, esta resuelta por cualquiera
de los modos que se fundan en ¢*=— 3 b 7. | |

Sustituyendo en la de z, expresaremos sus coeficientes por
B, C, N, y se tendra:

234 Bz’+Cz4+ N=0. Lo (As)

En la que se verifica la relacion (a).
Ahora en (4,), se multiplica y parte por 2 el segundo tér-
mino, se pasan al segundo miembro los dos ultimos tér-

, | . i B
minos, y se aflade en ambos iembros -z, con lo cual se
tendré:
e Coits L T e ]
SGALYE(T s el
Y en ésta se tiene que. el segundo miembro es divisible,
: como el primero, por la cantidad (z—l— 1;)
Hagase la division y se verd que siendo el cociente
( 2 G), el residuo, que debe ser igual 4 cero, después .

de cambiarle los si’gnﬂsl y multiplicar por 8, es:
B -4 b0 175N

Cuya cantidad es la que se redujo 4 cero, en (a) 4 medio
del valor de s,. '

T

]Lﬂaeg;:lr los dos miembros de (4:) son _divisibles .PGT (z 4 ﬁ)

. y, por lo tanto, estd resuelta (44). y con ella (AL v
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Segunda solucion, fundada en
b'4+4 2+ 6bn—5bec=0.

RELACION DE LAS RAICES CON LOS COEFICIENTES

Tomemos (4,) con dicha lelamém y e'{presando sus raices
por P, q, 7, se tendrda:

P+ g+ r—1

patprrgr—c!
Pqr—mn ;

Haciendo p + g — 7 —3,, se sustituye hasta que se eli-
minen p, ¢, °, y entonces queda para s, la ecuacién:

si—bs(de—b)st B —4bc+8n)=0 (a)

En la cual, el cusdrado del coeficiente de s, es igual 4 tres
veces el caeﬁuente de s, por el tltimo paréntesis: puesto que
hecha la operacion queda. para ser cero, la misma eautldad
que ya lo es por supuesto.

Estd, pues, resuelta la de s, por cualquicra de los modos
que se fundan en ¢*= 3 b n.

Conocido el valor s, en la primera de las igualdades (),
tendremos:

ptg="T" (a2)

Poniendo el valor de (p + q) en la segunda de las igualda-

des (h), y poniendo luego el valor de »» tomado de la tercera,
resulta:

¢t Ver—2n(b+s,)

Conocemos, pues, el valor de la suma y del preducto de

las rafces p y ¢, luego conocemos el de cada una de ellas,
Y por lo tanto, también el de .
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ARTICULO 1V
SOLUCIONES FUNDADAS - EN LA CUARTA RELACION
b+ c—2be—12bn mﬂ.{),
Primera soluecion. — Un divisor. |

Tomando (4.) con esta relacién, si la dividimos por Ia

cantidad (v +s,— 0), nos dard de cociente la de segundo
grado:

(20 —s) w452 Bbs,4 24 ¢

y como residuo sin &, que debe ser igual 4 cero la de tercer
grado para s;:

S'—4bs’4+ 50 |ss— 20+ bect+n)—0 (4,)
: ST | ;

En cuya ecuacién, el cuadrado del coeficiente de s, es
igual & tres veces el producto del coeficiente de &,* por todo
el ultimo término; puesto que, haciendo la operaciéon, fios
queda para ser cero la misma cantidad que ya lo es por el
supuesto.

Luego (4.) estd resuelta por cualquiera de los modos que
se fundan en ¢’=3 b #». _

Reducido asi 4 cero el residuo (4;), es indudable -que'(Aﬂ)
lo estd también, pues que es igual al producto:

(@4 80—0) (@4 2b—s) 2+ 5—3bs+ 206+ ¢)

NorA, 8ien el divisor se pone -0 en lucar de — b, resultaria la
tercera solucion fundada en (0*+-c’+-6bn — 4 b¢).
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Segunda y ultima solucién, fundada en
b'+c— 20 c—12 b n.
Si en (As) hacemos & = (z + b), sustituyendo, se tiene:

53_;_4893?153)“z+(2b”‘+bc+n):0 (4,)
C ;

Fn ésta los coeficientes estdn en la misma relacién que en
1a del caso precedente, y, por lo tantn se resuelve del mismo
modo. |

ARTICULO V

Si en la ecuacion dada Y4 b, Y24 ¢,Y 4 #, hacemos
Y— (2 s), y sustituyendo damos 4 s el valor necesario
para que desaparezca el segundo término, tendremos:

v't+cxt+n=0.

Ksta ecuacién presenta dos modos de solucién idénticos
en el fondo y forma & dos de los ya explicados, por cuyo
motivo, y en obsequio 4 la brevedad, omitiremos la exposl-
cion de los mismos.

ARTICULO VI

La siguiente solucién, con el radical de tercer grado, se
diferencia de las precedentes en que la relacién c¢:=3 b #,
no se establece en la ecuacion dada, sino en una deducida; y
en que dicha relacién no se realiza con ]a sustltumén

Y= (2 4 #), sino con esta otra general Y, = - hecha de

antemano en la ecuacién dada, y estableciendo con ¢ la re-
lacién que se vers.

Sea Y+ b Y+ o, V=0, k)
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Separando Y en los tres primeros términos, y haciendo
Y = (2 - r), se sustituye: y expresando los coeficientes del
segundo paréntesis que resulta por 0 y ¢, se tendra:

@) Ppbote)  pn= (4,)

Poniendo — s en el segundo paréntesis, le sumaremos
fuera multiplicando por (2 +7); y separando s como factor
comun, la escribiremos asi:

(:1’:—1-?“) (9:: +(JT+(C——S))+S(I‘+T5+ ) ----- (4,)

Igualando 4 la umdad el quebradn del ultimo paréntesis,
nos da para s:

g - G ! ()

Dividiendo el segundo paréntesis de (4,) por (x4 1), nos
da de residuo, que debe ser cero, para que sea exacta la di-
vision:

c—s—b+1=0, (h,)

Sustituyendo los valores de sy de ¢ y D, tomando estos
e (4,) 6 sea b=(27r+b), c=("Tbr+c); y operando
~ hasta ordenar con respecto 4 7, resulta:

b | + ‘? rem =0 Vs)

0 1 A
+% 1 +E£1

Si en ésta elevamos al cuadrado el coeficiente de 7, igua- |
‘lando al producto de fres veces el cceficiente de #* por toda
la ultlma cantidad, se obtiene, para ser cero, esta expresmu

(Cf— 3 bin) ot (9 ni— D1 C1) e (51 i 3 C!-)-—O | 3}
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Esta igualdad puede venir, siendo clerta, desde la ecuacién
(A). En efecto, supongamos que la propuesta fué:

Yit+bY 2o Vit g =0 (43)

| i s :
Y que en esta hlm.mns pe— E'; con lo que sustituyendo y

multiplicando por ¢°, sera:

Y34 0,9 Y+ g’ Y4 m, g3 =0. (A4,

Si en ésta establecemos entre los .coeﬁcientes la relacidon

(), no habrd més que multiplicar cada paréntesis por la po-
tencia correspondiente de ¢, y sers:

| (C—3 bi ?’Zi) q*—- (9 0= b:ci) qg'i— (bi?"—- 3 Ci) q?— 0.

Dividiendo por ¢?, y despejando ¢, nos da:

q‘ sl _{:9 Wy biﬂi_)_:i: V 9”1 R blci }!“"4(3}%2‘_ ;—H;J ("312_ 3 b{’ﬁ’i) (Fl )
< (ciz_ 5 biﬂ‘i) :

Expresando los coeficientes'de (4.) por b, ¢,, 7., tendre-
mos la ecuacion (4), con los coeficientes relacionados se-
gun (h,).

Expresando también en (%,) los coeficientes de » por
| ﬁfj C, DJ, sera:

i+ B2l Cr+ N=0 (725)

En la cual es 0>~ 3 B N; y puede, por lo tanto, resolverse
como las fundadas en esta relacion. | |

Resuelta la ecuacién de », hizose la (A4.) divisible por
(@1 1), y ests, por lo tanto, resuelta.



42

ARTICULO VII
DEMOSTRACION FINAL SOBRE EL PRIMER MODO DE RESOLVER

CON EL RADICAL DE TERCER GRADO, FUNDADO EN
9.
=3 bn.

En el prologo de este libro se hizo ya ligera indicacion de
que el radical de tercer grado, que entra en el método fun-
dado en ¢’= 3 b n, cubre siempre una cantidad que es un
cubo perfecto; y que esta circunstancia se observo al hacer
en las férmulas la sustitucién de los ntimeros representados
por los coeficientes de la ecuacidn. |

- Pues bien; observado esto més detenidamente, se cOMpro-
b6 con las letras su certeza. |

El radical, segtin se ve en la primera solucion fundada en

¢*=3 b n, se presenta asi: Vb ("= 3 o).
Sustituyendo valores, aparece debajo el valor s con su radical

s am

de segundu gl‘ad{} 3 \/(bici_'{fj ﬂ1)2_4(512—3 Cg) (012—351??1);
cuyo radical 4 su vez cubre una cantidad que es un cuadra-

e

do perfecto, multiplicado por (= v— 3.
Si en ambos radicales se contindan las sustituciones hasta
poner las radces 6 valores de la incognita dada, los que ex-

presaremos en general por p', ¢, 7', tendremos:

il (bici'_:gﬂijﬁ;‘d‘(bf"act) (‘312_351“’1:‘=i]/ =3 (p'—g") (p'—r") (g'=r")

T T YR q' i 'V:31+?‘(li_::vjti}
y V b (b°—3 c)._- P e T

Si el polinomio que resulta debajo. del radical de tercer
orado después de hacer las sustituciones, se le ordenase con
relacién 4 g 6 7, en vez de p, como se hizo para determinar
su raiz, ésta serfa la misma, con sélo cambiar de lugar p con
g, 6 con r respectivamente, en la féormula que precede.



CUADERNO TERCERO

SOLUCIONES DE TERCER GRADO

Sin radical de grado impar.

j NOTACION PRELIMINAR

En la primera solucion que sigue, con sélo radicales de segundo y
cuarto grado, no debe, en rigor, buscarse un procedimiento que por su
mayor sencillez pueda sustituir con ventaja 4 los que admiten el radi-
cal de tercer grado; pues, como desde luego se verd, es en ésta mayor
la complicacion de eantidades, sin duda porque la férmula final estd
tomada directamente de una de cuarto grado. .

Las otras dos soluciones, con sélo radicales de segundo grado, ofre-
cen formulas, al menos en la apariencia, mds sencillas; por mds que en
una y otra estén tomadas sobre una de cuarto grado como en la pri-
mera: en éstas la de cuarto grado se presenta como un producto de dos
factores de sequndo, tomandose de cada uno una ecuacién de segundo
grado, | |

Las tres formas que aqui se dan 4 la ecuacién, pueden admitir algu-
nas modificaciones en el modo de desarrollarlas, pero sin que por nin
guna de ellas se pueda llegar 4 una solucién que se diferencie en el
fondo de las tres ya mencionadas, -

No serd dudoso, sin embargo, que por cualquiera de estos modos, si
S€ tratase de resolver una ecuacién numérica, las dificultades de eje-
cucion serdan sumamente mayores que por los que admitan el radical
de tercer grado. Pero aqui ya no se trata de io que sea més 6 menos
1acil, sino solamente de 1o que puede ser ¢ no cientificamente posible.
Bajo este aspecto, }' siendo cierto que la l6gica de los niimeros no pue-
 de engafiarnos, creo que la demostracién hecha habra de parecer 4
todos Irreprochable,



ECUACION DE TERCER GRADO

SU RESOLUCION SIN RADICAL DE GRADO IMPAR

ARTICULO PRIMERO

PRIMERA SOLUCION CON SOLO RADICALES DE SEGUNDO

Y CUARTO GRADO
Sea la ecuacion: y*+ b y*+cy—+n—=0 (4)
~ Multiplicdndola por (y =+ s), nos da:

y+oly+e |ytn |y+ns=0. (4,)
e —}—bs} m—csl_ |

~ Ahbora se hace ¥ = (x - r) y se sustituye; pero 4 la vez
se separa 4 como factor comun en los términos segundo y
cuarto, y 6 en el tercero, asf:

i e )
| | ERi e ol
jf_'_(E’f’_'H’SHI Eﬂ‘zfﬂjbs)? 4(c4-bs)r
el
+  ms

En ésta haremos que: el cuadrado del paréntesis vertical

que tlene el segundo término sea igual al paréntesis vertical
del tercero, 6 bien: |

b—_{—_s) i_(b-{—s)? , (e+0bs)

(1*1— | e . ()
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Ejecutando operaciones, desaparlecen Ios, términos de », y
_ queda para s la de segundo grado. i T

B8t 9ps g g g

b2 VI @e b5
Dedopde . okl

Esto asi, hagamos que en (4,) sea: cuadrado del parénte-
sis vertical del tercer término igual al producto delos parén-
tesis verticales del segundo y del cuarto, ¢ bien:

(rr G0 B (1, 2H (e Bamr Bebian )y

2 6 4 4 gy 4

Ejecutando operaciones desaparecen desde luego los tér-
minos de »* y 7% y el término de 72 desaparece también, por-
que su coeficiente, separéndole el factor 9, resulta ser igual
4 la cantidad que se hizo cero al determinar el valor de s.

Y en consecuencia, nos queda para 7~ la de primer grado.

f: 36 (n-+-cs)— 6 (b--s) (c—[—bs}j‘ r+-9(b+-s) (n}-cs)—4 (c4-b8)>=0 (h,)’

e 4lc A D8P—9 (b 5) (n-cs)
De donde P S e PO (1)

En esta fsrmula de » no es cero ni el numerador ni el de-
nominador, vi el primero es divisible por el segundo.
- Determinados asi los valores de s y 7, expresaremos los
Paréntesis de (d,), los verticales, y la dltima cantidad toda,
por las letras respectivas B, C, D, N, y se tendr4:

WL ABL BB D N 0 L)
En ésta, seglin las relaciones establecidas en (h) y (hy), te-

'HEI}J(}S Bﬂ:.: C, y’ pﬂr 10 tant(} Biz;: CE*; PG]_’O CE::E“—' B D! {j biell
L—Bp luego BP—D. '
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- Poniendo, pues, en (4,) en vez de C, su igual B, y en vez
de D su igual B’ ser4:

%'+ 4 B o+ 6 B+ 4 Bswe + N=0 (4.)

Pasando IV al segundo miembro, y afiadiendo en ambos
B, es evidente que el primer miembro es la cuarta potencia

de (x4 B); y tomando la rafz cuarta de ambos miembros,
se tendra:

X —+ 3 — = VBN _
6 bien = —B +£VB_N . (T25)
Y por lo ta_nto Y =1 — B i \f/Br.___N

-Poniéndo fuera del radical el valor de B, tomado en (4.,),
nos da:

b 8 -.f, e |
| 1— StV BN

Y=
Y si debajo del radical ponemos los valores de B y N, to-

mados en (4.), cuidando de igualar los denominadores & 256,
cuarta potencia de 4, sera:

e e

S m——— L g

o — (bs5) =t V(b5 25611;-—]—16?*(3; L 5)3— 256 #-(n-l-cs) )

Queda, pues, determinado el valor ¢ valores de y en fun-
cion de sus coeficientes en la ecuacién dada, sin que inter-
venga el radical de lercer grado, ni otro alguno de grado
impar,

El procedimiento estd, como se habré notado, estricta-
- mente ajustado 4 las leyes de la 16gica de los ntimeros.



ECUACGION DE TERCER GRADO

I ——

ARTICULO II

OTRO MODO DE PREPARAR LA SOLUCION QUE PRECEDE

Tomando la ecuacién (4.) del caso anterior, haremos, como
alli, que el cuadrado del paréntesis del segunde término
sea igual al paréntesis vertical del término tercero: lo cual
sabemos da para s el valor:

b-1-2 Vﬁ“ﬁ?&i"gﬁ
Bl : -

Después, en vez de hacer, como allf se hizo, que: el cuu-
drado del paréntesis vertioal del tercer término sea igual al
producto de los paréntesis verticales del segundo y cuarto
términos, se haré: que el producto de los paréntesis vertica-
les del segundo y tercer término sea igual al paréntesis ver-
tical del cuarto término. Es decir:

b+s\ [ o (b+8)r . (c4bs)
A U e S i) i i
('1'&)._(?”{" ot 6_)

S(hys)r® . 2(c4bs) (ncs)
et ROk L LA WG e i S8 S
= P - A 6 5 1 + i

Ejecutando operaciones, sale para » la de primer grado:

(b8 (c+bs) —6(n-—Hcs)
"= B+ —80+ 9

Cuya férmula es, como se ve, mucho més sencilla que la
Precedente,

En todo lo dem4s se procede como en el modo anterior,
teniendo presente que si B>=C y BC=2D, es evidente
que B’—= D.
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ARTICULO III
SOLUCION PRIMERA DE TERCER GRADO, CON SOLO RADICALES

DE BEGUNDO

Yol b ¥4 6. Y - n=—=0 (4)

Haremos Y— (x - 74); se sustituye y nos da:

a3, |82 |t =0 (4,
e e bi o) 2 bi‘ﬂ“i i -D*lf‘{ﬂ
+ ¢ + ¢,
+n,

En ésta damos & », el valor necesario para reducir 4 cero
el coeficiente del peniltimo término, 6 sea:

31242 b7 ¢ci—= 0 | (72)
. SRSy L D R el
De donde e b,k ’;{" Tal (724)

Eliminado asi el penﬂlﬁimc} término, expresaremos por b
el coeficiente del segundo, y por #-todo €l ultimo término
de (A4 ):

04 b o  Fnr== (4)

Multiplicando ésta por (a - s), nos da:

o +b| T bsaEnetlns — _ (A3)
+ s

Separando en los tres primeros términos, y haciendo
luego o = (21 7), se sustituye y dars:

(E_f_r}i(zﬂ_}_gg ;Pb?ﬁ +nztnr4ns—0 (4,)
D ~+b 7
e 8 e B

-4 bs
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Ahora en el segundo paréntesis se afiade b .s'; y esta canti-
dad, multiplicada por el primer paréntesis, la restaremos fue-
ra, pero separando &4 la vez, como factor comtn de todo lo
exterior 4 los dos paréntesis primeros, el — b s, as:

9f 2] ’
(a7 (a2
& )
+ s

Esto asf, igualaremos entre si los coeficientes de los térmi-
nos 2z, en los dos ultimos paréntesis:

il}—}—, —_— : (hﬂ)

i
bs
Do donde’ ' s=—" ¥ Fxdbn (hs)

Igualaremos también entre sf las dos tultimas cantidades
libres de z que hay en dichos dltimos paréntesis, 6 sea:

br4sr+2bs= ;:' %E | (hs)

Quitando el denominador, ordenando para ». y despejan-
~do, resulta:

?4_ﬁ_3(”+21'25) (hs)
- s (b+bs)+n

Si en esta férmula de # sustitufmos, como ests, el valor
de S, NOS da:

i 2 (E;‘* T_V{,T.T__Eﬂ) (m —_fﬁj‘_: b VFL__ {b_?i)_ (hﬁ)
dbn+ (—bt Vibr—abn) (=1 be—4 bn)

Cuya formula dars para r, aparentemente, hasta dieciséis
valores, que luego se reducen 4 ocho iguales! de dos en dos,
PEro con signo contrario.

Con los valores de s y 7 se realizan las dos igualdades
e) y (Be), ¥, por lo tanto, las cantidades de los dos \ltimos

+
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paréntesis de (A,) son idénticas, 6 més bien una misma canti-
dad, pudiéndose, en consecuencia, escribir asi dicha ecuacién:

((z Lpp—bs) (2|t =0 (4]
+ b + br
4+ s| + sr
+20bs

De la cual salen para z dos de segundo grado, que la re--

suelven, 6 sean: |
g p'\ bs
— (27 +bts)k V (b—s)— 4bs
R

Resueltas asf las (A4,) y (4s), lo estdn las anteriores hasta la
propuesta, con sélo ecuaciones y radicales de segundo grado.

Debe advertirse que si en la férmula directa de », despeja-
da en (1), y antes de separar s comeo factor comun, segun
~ estd en (k;), se sustituyen uno 4 uno los dos valores de s, se
obtendran para + los mismos ocho valores ya indicados.

También conviene tener presente que si en la ecuacion
dada no eliminamos el término de ¢, las féormulas quedaran
las mismas con sélo aumentar los términos que contengan ¢;
pero en cambio desaparecera el radical con que la habiamos
eliminado.

T

ARTICULO IV
SEGUNDA SOLUCION DE TERCER GRADO, CON SOLO RADICALES
DE SEGUNDO

Y b Y4 ¢ Y + 0 =0 | (A)
Haciendo Y,= (Y 4 »,), se sustituye y daremos & », el

valor necesario para que en la resultante se reduzca 4 cevo
el pentltimo término, 6 sea:

(B2 4 2bri+€) Y =0 ()

Eliminado asi dicho término, y expresando el segundo co-
eficiente y ltima cantidad respectivamente por b y n sera:

Y py a0 (4.)
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Haremos Y = — sustituyendo vy multiplicando por ¢3
tendremos: / /
v5+b g 2 -1 g2%—() )
Sepqraﬂdo = en los primeros términos y multiplicando
después por el hinomio(z +-5), nos dara:

Y 1 Z40 g $)4-n B2 40 ¢Bg=()
i g} P°T+n g3s 4, )

Haciendo z=(z_y ), v sustituyendo, sers:

(21222 r | 21 12N 1pgs 5 3
. . - Sz It = 9 z[_?@gu‘ja ﬁf t}Sﬁ—T—O 7
i L sy et )
e 00 | A g
+ bgs

P oniendo en el dltimo término del segundo paréntesis
la cantidad negativa — s ¢3, la pondremos tambien fuera
con el signo positivo, y multiplicada como estd 1q nega-
tiva por (2472, asi:

i

{ﬁ___f.azﬂ)?”z::ﬂ—q-iﬁ“l.' b p2\ S o2y =0(4 )
o Siik o B ;

-4—57 gl G Z?_e?’}‘*" L8 @

+bgs  § .78

-*—SQ“ G e

8

Obsérvese que en el dltimo paréntesis hemos separado
como factor comun § ¢3.

Kn esta igualaremos entre silos coeficientes de los
términos 2 en los dos ltimos paréntesis, asi.

7

2 P840 ¢=2 e e (hy)
_ —bg Vo | ()
De donde sale §=—— 2 5 7/

Ahora, en (4,), igualaremos también entre si las dos
ultimas cantidades de los iltimos paréntesis, suprimiendo
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desde luego én ambas la cantidad igual 72, y quitando el
denominador . |

P2 b g $2—qBs24b g rs—ns—n =0 (h.)
Obsérvese que por abreviar se paso todo al primer
miembro: | | _
Despejando s en (%), igualaremos su valor con el

de s en (7%,), 6 sea:
-

?@—JJQ‘-:*:E‘:\/ n? +“f93}'ﬁf3?"'i—f?ﬂf} "‘?’9+sf.ﬂi-'{2~4ﬂ"""3‘.’5__...

S

Y a ar

e e e L

2= bg—q°) 2

Quitando denominadores, con supresion desde luego

del factor comun 2; reduciendo 4 cero la cantidad que re-
sulta libre de radicales,

(b ¢*—bq*—n)=0

b2+ b4 b
de donde e (%)
dejando un radical en cada miembro, y elevando al cua-
drado, nos dara para r el valor: i

b

1}b—q*) (0P +4 n)—n

]

_,?.

20%0°(q>—b)+2ng(2¢"—30) (%)

Con los valores de 7, ¢, s se realizan las igualdades
(h3) y (%), COD as cuales las cantidades de los dos il-
timos paréntesis de (4 ;) se hicieron iguales término a
término y, por lo tanto, podemos escribirla asi:

/ 22 3 D 1 6D 2 :
( Eﬁ—’[- 7 ) - Sfa) (2:"’1 -29 lf;---{f‘i'“ =() (.A ﬁ}
i i
R e
8 | S
: T

Lo que da para 2z dos ecuaciones de segundo grado,
quedando con ellas resueltas todas las precedentes hasta

la propuesta.



