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INTRODUCCION.

Cuando en 1856, siendo alumno de la Escuela especial de Arqui-
tectura el autor de estas lineas, fué destinado por Real 6rden al Cuerpo
facultativo subalterno de Obras publicas, en virtud de concurso ante
la Escuela de Ingenieros de Caminos, los obstéculos insuporaldes con
los medios de accién de que podia disponer en el ejercicio de su em-
pleo, le hicieron conocer desde luego la gran diferencia que existe entre
la teoria y su aplicacion inmediata.

De muy pocas obras podia entonces valerse, tal vez de ninguna,
para los estudios y buena eleccion de trazados; pues las que se habian
publicado, unas, solo contenian simples indicaciones 6 reglas practicas
para resolver los casos mas ordinarios en terreno poco accidentado:
otras, por su excesiva extension, tenian el grave inconveniente de pre-
sentar mezcladas las cuestiones relativas al proyecto, ejecuciony ex-
plotacién de caminos de hierro, carreteras y canales; y otras, en fin,
carecian tanto de cuerpo de doctrina, como de los medios auxiliares para
efectuar con facilidad y precision las diversas operaciones topograficas,
en terrenos muy quebrados, y & la vez los célculos de suma impor-
tancia, ya al atravesar forzosamente ciertos parajes, cruzando elevadas
divisorias y profundos talwegs, ya también al salvar los grandes bar-
rancos y otros pasos peligrosos é inaccesibles.

Pero los principios que deben servir de base en los trazados y pro-
yectos de las vias de comunicacién y los procedimientos adoptados, no
se han estudiado en Espafia con método y do una manera clara 'y pre-
cisa, que permita aplicarlos facilmente.

Muchas verdades tedricas y no pocas generalidades se hallan espar-
cidas en diferentes obras, asi nacionales como extranjeras, que ya por
lo que estas pierden en la traduccion, 6 bien por su formay dimen-
siones, no se pueden usar en campafia; y ademas por su caracter de
obras de ensefianza no siempre son aplicables sus teorias, aim cuando
sea evidente qu9 en la serena region de los principios invariables 6 de
las ciencias puras, la doctrina cientifica debia ser también constante en
cualquier época y en todos los paises. Pero no sucede lo mismo en la
practica con los tratados de aplicacion; porque en la esfera impura de
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la realidad, casi es imposible efectuar con toda exactitud lo que ense-
fian las ciencias fisico-matematicas. y lo que el entendimiento humano
comprende en toda su perfeccion. Asi es, que esta Ultima clase de li-
bros varian de una nacién & otra y cambian de dia en dia, por las mo-
dificaciones que hay que introducir, segun los adelantos y los resul-
tados de la experiencia.

Por consiguiente, no basta sentar principios absolutos, ni descri-
bir analitica 6 graficamente brillantes sistemas que, por buenos que
parezcan, seran incompletos si las verdades que contienen no estan
bien ordenadas, atendida la mutua relacion que debe haber entre ellas;
desentrafiando las cuestiones para determinar cémo, cuando, entre qué
limites y hasta qué punto se pueden aproximar los resultados a lo que
prescriben las ciencias.

H6 aqui indicado sucintamente de donde proviene la gran diferen-
cia que hay entre la cienciay su aplicacién inmediata, y la modifica-
acion que admiten las formas & que estadn sujetas 6 pueden sujetarse
las variaciones; estableciendo solucién de continuidad por medio de
coeficientes experimentales y de las séries de observaciones para des-
cender de la teoria & la practica; puesto que siendo constantes los
principios absolutos en que se funda la primera, y variables los ele-
mentos y medios de accion que se emplean en la segunda, esta va
pasando por todos los grados de aproximacion, hasta que imalmente
la diferencia se halle comprendida dentro de estrechos limites. De los
procedimientos empleados para conseguir el mismo objeto, con la ma-
yor prontitud y exactitud posible, dimanan los diversos sistemas.

Por tanto. las obras de aplicacion y de utilidad préctica, deben
estar escritas sobre el terreno, en el idioma nacional, con gran copia
de datos adquiridos en el pais; planteando las cuestiones y analizando
las distintas U opuestas condiciones que envuelve el problema mas ge-
neral , para conciliarias : ayudado también & veces de los mismos prin-
cipios y demas ciencias auxiliares por quienes existen y la combina-
cion de que dependen. Este asunto y la solucion de cada problema, for-
maran en todos los casos el complemento, y el conjunto de los resultados
constituye la parte principal del dep6sito de la ciencia; prestandose a
la modificacion que se apetezca, atendiendo siempre a las circunstan-
cias y al objeto propuesto. De suerte que el modo de plantear toda
cuestion y su resolucién, serd siempre obra del génio y del talento de
cada facultativo que, interpretando con acierto las férmulas, sabe
aplicarlas oportunamente.

Asi lo comprendieron en las naciones que se lian colocado & la ca-
beza de la civilizacion; cuyo perfeccionamiento y notables progresos,
tanto en el antiguo como en el nuevo mundo, son debidos en su mayor
parte al gran resorte de la iniciativa individual y al espiritu emprende-
dor y de asociacion, porque siendo libres las carreras profesionales, la
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educacion cientifica se halla muy generalizada, y muchos de los cono-
cimientos que abrazan las ciencias, se han hecho vulgares por las in-
numerables publicaciones y libros de todas clases; formando un am-
biente de saber que da mucha facilidad para su inmediata aplicacién k
las artes, & la industria y & la agricultura.

Si en Espafia no se ha generalizado todavia este género de saber, si
es muy escaso el nimero de hombres capaces de discurrir nuevos pro -
cedimientos, y si tampoco hay notabilidades ¢ especialidades en todos
los ramos de construcciones, no es culpa de las dotes intelectuales, celoy
actividad de sus habitantes, cualidades reconocidas por los extranjeros.
Es entre otras cjiusas, cuyo detenido examen publicaremos oportuna-
mente, por carecer de libros elementales bastante extensos, sobre tan
vastas materias: es también por falta de un pensamiento preconcebido
y de un sistema de ejecucion bien combinado; y sobre todo, por no
haberse apreciado debidamente la importancia de la iniciativa indivi-
dual y de la libre competencia.

Concretandonos ahora & este pequefio libro, vamos a dar una su-
cinta idea acerca de las secciones en que se divide, de los asuntos
que contiene, y de las aplicaciones de que se trata.

Pero antes haremos notar una de las primeras dificultades con que
hemos tropezado, & saber: si convendria descartar las teorias y formu-
las, presentando Unicamente las reglas practicas para los casos mas
comunes, 6 si habria que plantear las cuestiones en el terreno cientifi-
co para utilizar todos los medios auxiliares. En el primer concepto,
hemos tenido presente que la practica exagerada suele ser pura rutina;
y ademas, siendo tan diversas y opuestas las condieiones que deben
llenar los buenos trazados, y tan caprichosa la forma de la tierra, seria
preciso escribir muchos volimenes si se hubieran de comprender un
gran nimero de casos para la mejor eleccion do trazados en terrenos
muy accidentados: y bajo el segundo punto de vista, largos y tor-
tuosos muchos de los procedimientos analiticos y graficos de exposi-
cién, no siempre conducen directamente & los verdaderos resultados;
y complicandose con largas discusiones hacen penoso el llegar & ellos,
0 acaso dificultan su inteligencia y aplicacion. Huyendo de los ex-
tremos, para evitar ambos escollos, y al mismo tiempo con el deseo
de presentar un tratado de aplicacion al estudio, trazado y replanteo
de caminos deshierro, carreteras y canales tan completo como el que
mas, y en mucho menor volumen, hemos empezado siempre por las
cuestiones fundamentales y formulas generales, desde la mas complicada
0 trascedental, hastala méas sencilladelemental: presentando comoejem-
plos numeéricos los casos mas principales, que comprenden mayor nu-
mero de condiciones y de circainstancias j)articulares entre los de su
especie. Reducidas ya las formulas & su ultima expresion y tradu-
cidas al lenguaje vulgar, la solucién de todos los deméas problc-



mas analogos, es operacion de meras sustituciones 6 de las modifica-
ciones concernientes para investigar los giros que, segin los casos y los
accidentes de cada caso”convenga dar a la cuestion propuesta.

Asi hemos podido ordenar y agrupar en un reducido espacio, las
expresiones trigonométricas y logaritmicas, que con las del algebra,
.reometria elemental y analitica, y con la aplicacién del calculo dife-
rencial é integral, establecen solucién de continuidad y constituyen la
ciencia fundamental en que esta basado el presente tratado.

En cuanto & su originalidad, debemos decir que tiene mucho de
todas las obras consultadas, sin que se parezca & ninguna; y bajo este
concepto es todo lo original que pueden serlo los tratados de aplicacion
que se fundan en teorias anteriormente demostradas y que tienden al
mismo fin. L . N

Esta es la combinacion con que se ha procurado distinguir este li-
bro de los de su clase, hasta conseguir darle caracter de original,
-abriendo diversos senderos y siguiendo nuevos rumbos para acortary
llegar facilmente & los resultados por medio del célculo y de opera-
ciones descriptivas con figuras intercaladas en el texto, y de todas
las tablas de que nos ocupamos en el cuerpo de la obra.

Para establecerlo todo con orden y método. dividimos este tratado
en tres secciones;

La primera haréa conocer el origen é invencién de los logaritmos,
las definiciones y relaciones de las lineas y colineas trigonométricas
naturales, y el tipo del calculo en que se funda la composicion de las
tablas; presentando al mismo tiempo la combinacion de los elementos
necesarios para el trazado de curvas por arcos de circulo. y la reso-
lucion de los triangulos rectilineos.

La segunda contendra los sistemas de coordenadas y secciones c6-
nicas, que son la parte mas principal de este ramo de las matemati-
cas', por sus infinitas aplicaciones. tanto para el trazado de curvas cir-
cularL como para las de segundo drden; ocupandose de los medios
adecuados para expresar las diferentes condicionas comunes & uno 0
mas puntos consecutivos. que frecuentemente produciran ecuaciones
indeterminadas : con las cuales, sera posible hallar en expresiones al-
gebraicas y trigonométricas la situacion de un punto, el curso de una
linea y, en general, cuanto tenga relacion con la forma y dimensiones
de los cuerpos.

Y por ltimo, la tercera tratara de la aplicacion al estudio, traza-
do y replanteo de caminos y canales, propiamente dichos; de los pro-
blemas de topografia; del célculo, composicion y disposicion, uso y
aplicacion de tres tablas de coordenadas de curvas circulares, elipticas
y parabdlicas.

Finalmente acompafian con la portada y el correspondiente apén-
dice , acerca de su disposicion y uso, las tablas trigonométricas com-
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plementarias j trazado de curvas sobre el terreno: de modo que con el
texto podran encuadernarse juntamente, 6 bien para major comodidad
en tomo separado.

No concluiremos sin indicar que de intento no nos hemos ocupado
en primer lugar de la mutua correspondenciay enlace de las distintas
vias de comunicacion. y de las condiciones & que debe satisfacer su
establecimiento y explotacion; porque este asunto vasto y prolijo me-
rece indudablemente un plan bien combinado y un tratado completo:
todo lo cual requiere profundos conocimientos, gran copia de datos
y larga experiencia. Esto no obstante, los datos y conocimientos acer-"
ca de un Pian general de Obras publicas y de un Tratado especial,
-que ha podido adquirir el autor, al ejercer bastante tiempo y en dos
épocas distintas el cargo de Secretario de inspeccién de los distritos
de Sevilla, Cérdoba y Badajoz, y ultimamente estando en Empre-
sas, los ordenara y extenderd si este primer ensayo merece la be-
nevolencia de las personas ilustradas 6 imparciales, y si juzgan que en
ello podemos servir al pais y a la clase & que tenemos la honra de
pertenecer.

Tal es, en compendio, el libro que ofrecemos & nuestros com-
profesores y tal el objeto que nos proponemos, sin otra pretension y
sin otro mdvil, que el de generalizar y simplificar la aplicacién de
los conocimientos Utiles y necesarios ; escitando el celo y actividad
de los jovenes estudiosos a su propagacion y perfeccionamiento.






PRIMERA SECCION.

COIPOSICION DE m TABLAS TRIGONOMETRICAS \ ELEMENTOS DE CIRVAS.

CAPITULO PRIMERO.

inVENCIOIS DE LOS LOGARITMOS Y EXPRESION DE LAS LINEAS Y COLIMEAS.

1.—Res&fia histérica de los logaritmos.—A! célebre Jugq Néper, que
ba publicaiio & principios de! siglo XVI una obra en latiD bajo el titulo de
De mirifici logarithmorum canonie constructione” es debida esta admirable
juvenciuQ de inilnitas aplicaciones.

A Enrique Briggs, no ménos célebre, y contemporaneo de Néper, esti-
mulado por este grande invenlor, se debe el sistema de logaritmos ariiiiciales.
Este sistema se ha dado & conocer en unas tablas de logaritmos de los nG-
meros desde i hasta 20.000 con catorce cifras decimales, y después da
90.000 & 1CO.e00 : precedian & ellas las correspondientes explicaciones en
inglés acerca de la naturaleza, propiedades, usos y aplicaciones de los loga-
ritmos, publicadas en Londres el afio 1624, con el nombre de Aritmética lo-
garitmica.

Adriano Vlacq fué el que se encarg6 de llenar el vacio que habia dejado
Briggs, calculando otras grandes tablas de logaritmos de ios senos, tangentes
y secantes para todos Jos grados del cuarto de circulo, de minuto en minu-
to,con diez decimales; es decir, de Oa 3.400 minuto.s, y para lodos los nu-
meros desde 1 hasta 100.000; asi como también una aritmética logaritmica
escrita en latin y publicada el afio 1628, que después se ha traducido al in-
glés y al francés.

El mismo Adriano Vlacqha sido el que ha calculado con diez decimales los
logaritmos, senos, cosenos, tangentes y cotangentes de 10" en 10", por me-
dio de los senos naturales, etc. del Opus palalinum. E.sta tabla precedida
de una trigonometria rectilinea y esférica, escrita en latin, se di6 a luz ei
afio 1633 iniitulada Trigonometria ariificialis. Al mismo tiempo se han
impreso las tablas centesimales que Briggs liabia calculado y rogado & Vlacq
que se encargara de corregir If edicion, las cuales conlenian los senos na-
turales y sus logaritmos, para los 90“ del cuadrante de la circunferencia, con
catorce decimales; y ademas las tangentes y secantes naturalesy los logaritmos
tangentes de los mismos arcos; pero solamente con diez cifras decimales.

Sucesivamente lian aparecido varias tablas do logaritmos més 6 ménos
1



completas que haa dndo & luz diferentes jlombres ilustrados: entre ellos
Sherwin que hapublicado el afio 172 i unas tablas, las cuales han sidoaumen-
tddas Y reproducidas por Gardiner en 1742, y otra nueva edicion en el ano de
1770 revisada por el P. Pecefias, y finalmente por Callet y Taylor, con stete
cifras independientemente de la caracteiistica. Las tablas de Lagrange, La-
nlace Couseii, Mauduit y Delanibrc, lasde Lnlande impresas en 1802, y 1lis de
Plaiuoles estereotipadas en 1809; las centesimales de C. Borda, y las grandes
tablas de Prony director de la Escuela de Ponts et (.h*ustes de trancia lla-
madas de) Catastro; eslas Ultimas tablas son las mils completas que se cono-
cen puesto que estan calculadas con odio decimales ademas de la caraclo-
rislica. Y en fin, no obstante las correcciones hecuas por Zach, Véga, ldeler,
Delambre, Burckarit. Bag-iy y otros muclics hasta el afio 1857 , especialmen-
te Brémicker en Derlin, y Lefort en Paris, lian hecho sentir la necesidad de
una revision general de las tab'as de Callet, estereoliparlas en 1795, las cuales
por Gltimo han sido corregidas por Saigey y verificada nuevamente la tirada
ene‘]_ano 1801. .

al es en restuien la invencion trascendental de los Iogarltmos ncpena-
nos que dan inmediatamente h'S valores de lis lineas y colineas trigonomé-
tricas naturales, la longitud y areas de la hiperbdlica equilatera, por cuya
razon se Mamau logaritmos hiperbdlicos, y que también se conocen por el ti-
tulo de Corion miri/icus 6 sistema de Neper que tiene la uoidad por mddulo;
y tal el origen de los logaritmos tabulares 6 de Briggs, que se dicen vulgares
porque su base 10 es la misma de nuestro si-.teina ordinario de numeracién
décupla 6 decimal.

2.—Descripcion y objeto de las tablas.—Nos hemos remontado has-
ta el origen de bis logaritmos neperianos y artificiales, con el doble fin de dar
a conocer los inventores a quienes somos deudores de unos sistemas de in-
mensas aplicaci'-nes, y las épocas en que fueron publicadas las mejores tablas
de los sabios cuyos nombres pasaran a la posteridad uni los & sus inmortales
obras, y al mismo tiempo para recordar & nuestros lectores de dénde pmvie-
nen las tablas de lineas y colineas trigonométricas naturales, asi como los ele-
memos geomeétricos de curvas circulares en que se funda su composicion , uso
y aplicacién al estudio y trazado de alineaciones recla< y curvas, para el e.s-
tablecimienlo de caminos y canales, resolucion de trimgulos y otras muchas
cuestiones por medio de los calculos, después de haber hallado las relacio-
nes que ligan & los angulos y lados de todo triangulo; pero como aquellos no
podian ligarse directaireete & no ser por ecuaciones muy complicadas, hé
aqui la ra/.on que lia habido para introducir las lineas y colineas trigonomé-
tricas como auxilinre.s, cuyos valores numéricos dependen de la abertura de
los &ngulos, y cuyas relaciones con los lados son muy sencillas segiin veremos
mas atlelante.

Las lineas y colineas trigonométricas naturales, presentan el valor de la
langeiitc y colangente, seno y coseno, senoverso y COSenoverso, secante y
cosecante del verdadero angulo trigonométrico y el de su complemento, es
decir, para los arcos complementarios de 0 & 90" que tienen la unidad por
radio ', y crecen de 30 en 30 segundos, calculadas con siete cifras decimales.
Son aplicables al trazado de curvas combinando los distintos elementos en



funcioD del angulo de las alineaciones, del suplemento 6 del seml-angiilo en
«l centro y del radio tomado por unidad, esto es, para ios arcos sup'eriienta-
rios desde ISOR 4 o, que van decreciendo de minuto en minuto : eipresau la
longitud natural de la tangente, semi-cuerda, ileclia, secante, longitud dol
arco correspondiente al angulo trigométrico 6 de la semi-curva y desar-
rollo de su complemento: conlienen las coordenadas rectangulares, adop-
tando las abscisas y ordenadas en funcién de la tangente 6 de la cuerda del
arco de circulo y del radio 1; asi como también pueden calcularse por me-
dio de dichas tablas los diferentes sistemas de coordenadas para las curvas
planas y deméas que resultan de las secciones conicas: sirven para el célculo
de distancias y alturas accesibles é inacci>sil)les, triangulacion y medicion de
angulos lionzonlales y verticales, é igualmente para la nivelacién por pen-
dientes y reduccién de distancias al horizonte; 6 bien la Icngitud de las ali-
neaciones reducida & su proyeccion horizontal, conociendo las cotas de altu-
ra de lospunlos nivelados, y demas problemas: simplifican las operaciones de
campo y de gabinete, facilitan no solo el estudio y trazado definitivo, sino
que también la formacion de proyectos deh'S caminos de hierro, carreteras
y canales, y su replanteo con toda la exactitud posible.

3.—Definicién de las lineas y colineas trigonométricas.—E'. seno de
un arco de circulo 6 de un angulo, es la perpendirular bajada desde un ex~
iremo del arco correspondiente sobre el radio que pasa por el otro extrimo.

El coseno de un &angulo es el seno dei complemento del arco.

La tangente de un angulo 6 de un arco, es la recta que partiendo del ex-
tremo, en el punto de contacto G origen del arco, termina en la prolonga-
don del radio que pasa por el otro extremo del mismo arco.

La cotangente de un arco, es la tangente del complemento del arco 6 del
angulo & que corresponde.

Ln secante de un arco, es la distancia del centro al extremo de la tan-
gente del misino arco.

La cosecante de un angulo 6 de un arco, es la secante del complemento
de este 6 del mismo angulo.

El seuovcrso de un arco, es la parte de radio comprendida entre el pié
del seno y el origen de la tangente 6 del extremo de dicho arco.

El cosenoverso de un angulo 6 del arco correspondiente, es el senovirso
del complemento de este arco 6 de aquel angulo.

El desarrollo de un arco de circulo, es la parte de curva rectificada que
itene por longitud 6 medida- la razén aproximada de la circunferencia at
diametro, lomando el radio como unidad.

Observaciones.—1* El seno de un angulo, es la relacion del seno del
arco que mide el angulo al radio del m-smo arco; y el complemento de este
es el arco correspoi.diente ni co.seno de dicho angulo.

2, * 1Ji tangente de un angulo es la relacion de latangente del arco que
mide el &ngulo, al radio del mismo arco.

3. * La iangciiie, seno, senoverso, secante y desarrollo del complemento de
un arco 6 de un angulo, son la cotangente, coseno, cosenoverso, cosecante
y longitud de dicho arco correspondiente al mismo angulo trigonométrico.



+* El desarrollo del arco trigonométrico” es la longitud del arco que cor-
responde al complemento del angulo recto, que tiene por medida el cua-
drante.

4 —Analisis de las férmulas generales.—Sea A el origen de los arcos
AM, AMm, AmM, etc. {fig. I.)i

Fig. 1.

el arco AM tendra MP por seno; MQ, por coseno; AT, por tangente; BT’
por cotangente ; CT, por secante; CT', por cosecante; AF, por senoverso, y

BQ por cosenoverso ; el angulo ACM medido por el arco AM, tendra ~,por

MQ AT . . BT . . CT
seno; —-, por coseno; —_, por tangente; — , por cotangente; o Por

AC AG AC’
. CT i &P . BQ
secante; — ,porcosecante,gorsenoverso, y D50 I COSenoverso.
AG Al AG

Del mismo modo el arco ABm tiene mp, por seno; mQ, por coseno; a't, por
tangente; Di', por cotangente; Cf, por secante; Ci', por cosecante, eie.
De las definiciones precedentes se deduce que el tridngulo CPM, rectan-



gylo en P, es exactamente igual al triangulo CQM, y semejante & los trian-
gulos CAT y CBT"; por consiguiente se tiene

MQ= CP; MP = CQ; MP* + CP* = Cii* ;

AT _ MP _ £1=: _ MC,
7¢® 'A% BT'AC CP* CB MP

AP AC— MQ,yBQ= BC- MP.

Conoaciendo el seno de un arco 6 de un angulo, se pueden calcular por
medio de estas relaciones el coseno, la tangente y cotangente, la secante y
cosecante, el senoverso y cosenoverso de este angulo y el arco correspon-
diente.

Veamos, pues, como se deben calcular los senos de los arcos. Sean dos
arcos AM y MN {fig. 2); AP y NO los senos; CP )

y CO los cosenos : los dos arcos ¢ su suma AMN, Fig. 2.
tendra NQ por seno, y CQ por coseno. Los
triangulos semejantes CAP, CSQ y NSO daran
formando las proporciones
CP: AC::CQ:CS,yCP:AP:ON:OS,
CP: AC ON:NS,yCP:AP: CQ:Qs
«de donde se deducen las ecuaciones
<A) CP X CO= AC X CQ -f~ AP X ON.
<B) CP X NQ= AP X CQ-HACX ON.
Multiplicando la ecuacién (A) por AP, y la
ecuacion (B) por AC; restando el primer pro-

ducto del segundo; tomando por AC* — AP*

su valor CP*, y después dividiendo por CP,
nos da
<0 AC X NQ — AP X CO= CP X ON:

ahora multiplicando la ecuacién (A) por AC,y la ecuacién (B) por AP; res-
tando el segundo producto del primero, y operando del mismo modo que con
la precedente, tendremos

(D) ACX CO—AP X NQ= CP X CQ.

Siendo el arco AM= o, y el arco MN = S; el arco AMN valdra a -h S,
y haciendo AC — 1 las ecuaciones (A) y (C) daran

"E) sen. (a 4 6) = sen. a X eos. 6 -s-e0s. a X sen. 6,
F eos. (a -H6) = eos. a X eos. € —sen. « X sen. 6.

Al contrario, siendo AMN = «y AM =6, en este caso MN valdra
« — 6; y las ecuaciones (B) y (D) nos daran

<G) sen. (a— 6) = sen. 0 X cos. 6 —eos. a X sen. 6.

<H) eo0s. (a — 6) = eos. a X eos. 6 sen. a x sen. 6.



Designando por w, la semi-circunferencia de un circulo cuyo radio es la
unidad, $bien R = i, tendremos
7==3,1i159 26335 89793 23846 26433 83279, etc.

De Jas definiciones precedentes se sigue;

Sen.oX = Oeos.0X n i, sen. t= 1;e04-"=0;
sen. ir= o0;eos.iz= ~1i; sen. A t= - i;eo0s 4 = 0:
eos. ~ ir=0;

sen. 2ir= 0;eos. 2ir= 1; sen.

sen. 3irr=0;e0s.3«= - i;son." w==- 4;e0s.4 =0, etc.

Por manera ;que si se designa por h un nimero entero cualquiera sa

tendra
sen. 2 AX = 0Ojeos. 2AX =;i:

sen. /4 A <= t\ /44 -1- ]\
sen. A+ I)x = 0;e0s. QA-h)x = —j;
sen 4 A f- 3>

Sustituyendo 2 AX, X, etc. en lugar de a, en las férmulas

®) (F)» (G) y (H); tendremos

sen. 2 AX + 6)= * sen. 6;e0s. 2AX = 6) = eos. 5:

sen.[ (ii”™) ,, £ 6] = g. + Noe,. 5=
sen [QAH 1) X% S]= q: sen. g; .e0s. [QA 4)x = £]= _ eos. 6;
cos.[(I").£i]==,= eoe. 6.

estas formulas haeen ver cdmo crecen 6 decrecen los senos y cosenos da

los arcos 6 de los &ngulos.
Sea a =; 6, Jas formulas (E) y (F) nos dan

Sen. 2« = 2sen. a X eos.a; eos. 2a= (cos. *— (sen, a)*:

multiplicando la primera por ]/” ~ i y aumentando el producto & la segun-
da, 6 restando este producto de la segunda, nos daré



e0s. 2.£sen.2« x [/ - 1= (eos. «* £ 2 sen. . €os. .

— (sen. a)* que es el cuadrado de eos. a £ sen. a )/ — 1. Luego sera

(eos. . £ sen. « = e0s. 2.+ sen.2a

multiplieando cada miembro por eos. a + sen.a / — 1, tendremos.

(eos. a+ sen. «/ “* ) =

= €0S. 2. €0S. « - Sen. 2.. sen. «

+ (sen.2 «. eos. a + eos. 2«. sen.a) x = e0s.3a#* se0. 3« /-t

Del mismo modo, teadremos

(eos. . £ sen.«/m N )* = e0s. 4. = SO»-

y eo general

(eos. . + sen. . I/~ )" = eo0s. « + «e0.na

(eos. » - sen. «

eos. n. - sen. n.

de aqui se deduce

(n eos:n« =(€0s a+ sen.. t/~ r + (eos,a- sen a
(K) sen, na — (€os. « -t- sen g —1n—(eos. —sen 0
iV —1

desarrollando estas potencias en séries, nos dan

P n.(n—i . sen. a*
(L)  eos: naa(pgs,_a)"---_____g_z ----- D tros. sen. &

X (eos. «)"-*. (sen.a)‘ -
2.. 3.. 4

X (c 0s. a)"-®, (sen. a)« -i-etc.

n.(n- i). («—2) "
(y) sen. na= n. (eos. a)" *. sen. «

X (eos. . (seo- «)” +

N (,en.nf-2--~70 AN(eos.»)®-7 (sen.a)r+ele.



Sea a un arco infinitamente pequefio, y nun numero inflniio; no sera
un arco finito ; designandole por x , enténces cos. 0= 1;sen.a= a:

_ X* or* X*

(N) cos.m= 1—" -H _ _
2 2347 2.6 2.8

- 3r* a” X*
0 sen. &#= 07—
©) 23 2.5 2.7 2. —

g?ea P — « tendremos las siguientes expresione.s :
iP) Cos.~ = 1,00000 G000 00000 OO0 —
— . 1,23370 05591 36169 82735 43

------ 0,00000 00000 GOOCO00000 03 + ............... €fC

Q) Sen. A(;71 n X 157079 63267 94896 61923 13 —

————— r. 0,64596 4C975 06246 25365 58

n 0,00000 0000000000 00000 52 — ... etc.

Por medio de estas férmulas se obtienen facilmente los senos y cosenos de
los 4ngulos.

(B TFang. i = e X 063661 07723 67561 34307 55 v

». 0,29755 67820 59733 93308
— . 0,00000 00000 00000 00001 + ... etc.

we o ™
<S) Cot. — = —.0,63881 97723 67581 34307 55358 534000574480126 —

4mn

PP X 0,31830 98861 83790 67153 8 -

- 0,20528 83894 14508 20153 9
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El calculo de las secantes y cosecantes no presenta ya ninguna diCcultad.
Se las obtiene facilmente por via de snstnccion. Con efecto, si el angulo
MCB {fig. 2), complemento de ACM, se divide en dos partes jguales por me-
dio de Ci, serd CT = Ti; es decir,

secan. AM= cot. -j compio. AM. — tang. AM:

cosec. BM = cot. — cot. BM

Del mismo modo se obtienen los senoversos y cosenoversos. En efecto, da
las definiciones que preceden, se sigue que

senov. a = 1— eo0s. a; y cosenov. 0 = 1 — sen. «.

5.—Fo6rmulas logaritmicas.—Antes de Néper , se habian formado las
tablas trigonométricas de los senos naturales, cosenos, tangentes , etc.; por
medio de ellis y por via de mnlliplicacion 6 division se obtenian diricilmente
las soluciones de las cuestiones relativas & la topografia, geodésia, astrono-
mia, etc.; pero desde que se di6 & conocer el gran descubrimiento de Néper,
las c-isas han cambiado por completo, y & los senos naturales, cosenos, tan-
gentes, cotangentes, etc., se han sustiiui lo los logaritmos. Por lo tanto pre-
sentaremos ahora las férmulas logaritmicas y & seguida la correspondencia
reciproca entre los logaritmos vulgares 6 artificiales con los neperianos 6lu-
perbdlicos, para hacer después las oportunas aplicaciones.

Asi, pues, viniendo & las dos inmensas progresiones que resultan do la
combinacién de las potencias subduplas de 10 y de los fxponentes; tomando
dos términos consecutivos cualesquiera, tales como Y é YM', y los logaritmos
y éy-hm' setiene

___________ 6 2 = MIrE y chm—y 6 ALY — m*:

AY
m'= (M — 1) K; luego ALY = K

En estas Ultimas expresiones K representa un valor aproximado del médu-
lo. Esta aproximacion do k en el limite, no difiere del verdadero valor del
modulo mas que en una cantidad infinitamente pequefia; y por consiguiente
se tendrd; haciendo uso del calculo diferencial

Las dos séries de esta ecuacion pueden desarrollarse tanto por encima de
10 y de su logaritmo 1, como por debajo de 1y de su logaritmo 0: de todos
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modos Y puede, represeolar los DUtneros mayores 6 menores que la imidail.
Sea, pues, Y= 1+ Y tendremos

dL 1+ ®=f = fe{dx~codx + x"dx - x"dx etc.):
de donde se deduce
L. (1 +a5) = ft (05- Y 3~ T
del mismo modo so tiene
Ll—a)= —f(ic+Y +
Sea ®= énn nos dard

, 1A {An)i, (An)«
(A) L. (n+A)=Ln flY % 3n»

(A" (A" e )

=Af (An)« ,  (An)»
2b» 3n*

4n* bn"

Si se suman 0 se restan estas dos féormulas nos dan

An)*
icy
+etc.l.
N 2n* N Sn*
1°An , (An)»  (An»  (An)\ ~
(D) L.(« +An)=L.(n—An) + 2fe. Ay 5n" m’ "

Sustituyendo en la formula (A"), 2An & An; 3An & An; 4An & An, etc.;
mAn & An, resulUriin las ecuaciones (A"); (A™)> etc., que combinadas en-
tre si dH un modo tal, como
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A" —?A';, A" —3A" + 3Alj etc., dardn uo gran ndmero de férmulas
que seran otros tantos casos particulares de la expresion general que sigue;

(E" L.(n+ mAn)= mL. [n+ (m—>1) An] m(m—1)
L+ m—2ag+ "M )O—2
L. [n+ (m—3) An] —etc........... zp L.n
k /An\
A X m"- m (m- )m+ )
m_
t / AnyY + ¢
113 . X
----- (]
X +~m (mMm—D"+ “+ 7 . (M—2™+ wa=Fw)
K +
m+ 2(_|_y X (Mm“+ *—w (m— )"+ *+
* rpm) £ ... etc.

El signo mas tiene lugar cuando m es par. Si se opera del mismo modo
con lii formula (ii') se llega a otra (F') que no difiere de (E') sino en que
An y esnegativo. Do la misma manera si operase en las formulas (C') y
(D"), resultarian las expresiones que se oblendrian combinando (E") y (F') por
via de adicion y de sustraccion.

La aplicacion de todas estas formulas & la investigacién de los logaritmos,
es muy facil, y por lo tanto no nos detendremos en presentar ejemplos.

6 —Relacion entre los logaritmos artificiales y los neperianos.—In-

dicaremos sucintamente el modo con que se lia efectuado el calculo de unos
y otros logaritmos, y la relacion que exi-te entre elios La serie que da loga-
ritmo (1 -I-si), si se hace ce=: y — t, se convierte en logaiitmo comun

log. y=iog. e[y —i—— (y — 1)M4- “i)s—  (y— D*+etc.].

Cuando el logaritmo es neperiano se le designara solo con la letra I, y en tal
caso sera

iy=y- 1- (y_ D*+ -L(y- D*- -iiy*“ A etc.

Estas formulas no pueden aplicarse sino cuando el nimero y difiere muy
poco de la unidad. .Mes si se hace

= \/z,
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siendo r un nimero cualquiera, la primera daré

log. js==rlog.el \/ z — 1--—- A 3— 1~ etc.d;

y si se toma r negativamente, serd

log.i = riog.cri—
~ \/z V z z
Estas dos séries, en las que se puede dar & r el valor que se quiera, se-
ran convergentes ; la primera cuando r sea tal que se tengayré 2,y la
segunda cuando seay '~ >m my- Ademas se ve desde luego que si la primera

série estd compuesta altermlivameote de términos positivos y negativos,
mientras que en la segunda todos son positivos, se tiene

log.z < r log® — 1, ylog. 2> riog.

Lo que da dos limites que se pueden aproximar cuanto se quiera, aumen-
tando el indice r riel radical.

Ademas es preciso conocer log. e. Se obtiene advirtiendo que si bes la
base del .'istema & que pertenece log. z, se tiene e = 6®* «; tomando en
ambos n.iembros los logaritmos neperianos, resulta

1= log.e.lb

de donde

La expresion de | y arriba indicada, da haciendo........ y —a,

(6= fug g=6-" 1- 4 (" O"+de (- D*- 4

y por lo tanto

E1 numero Ib, esto es, el logaritmo neperiano de la base dei sistema, se
Ilama modulo por los gedbmetras y que nosotros designaremos por M En el
Sistema neperiano, el médulo es igual & la unidad. Los logaritmos tomados
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ell el sistenift cuya base es b, miiUiplicados por Ib 6 sea el modulo, se
eonvertiran en logaritmos oeperiaiios.

Ed el sistema comuo la base 6 = 10.
Tomando r = 28Bse baila extrayendo 60 veces la raiz cuadrada de 40, y

-sera
20
p/To"= 4,00000 0000000000 0019974742 08125 50527.

Ji 0 1,00000 00000 COOOO00086 73817 37988 40334.
Luego
J_ _ 86 73617 37988 403"
Ib ~ 199 71742 08423 5j 327
1 _
= 2,30258 50930.
log. e

Foresta Gltima relacién se deben multiplicar los logaritmos ordinario»
para obtener los neperianos.

CAPITULO II.

CALCULO DE LOS VALORES TRIGONOMETRICOS T F-LEMENTOS NECESARIOS PARA
EL TRAZADO DE CURVAS CIRCULARES.

7._problema fundamental.—Siendo nuestro propésito indicar tnicamen-
te ios fundamentos vy las relaciones que ligan a bs logaritmos neperianos y ar-
tificiales con los valores trigonornélricos naturales do las (ineasyeolineas, sin
ocuparnosde la manera de aplicar las formulas g-"nerdes, nos concretaremos a
los eslrcciios limites de este tratado, dando solamente una ligera idea del pro-
cedimiento para determinar losvaloresdelaslinoasycolineas. desarrollo de los
arcos correspondientes a los dngulos trigonométricos compifioientarios, y los
distintos elemenlos para trazar las curvas circulares, construyendo las tablas
trigonométricas naturales en vista de las expresiones logaritmicas, y pre-
sentando desdo luego la cuestion principal bajo el enunciado siguiente.

Dado el nimero de grados, minutos y segundos de un arco cualquiera,
hallar por medio de logaritmos aTtificialcs les va'orcs de los lineas y colineas
trigonométricas naturales & que pertenecen, y reciprocamente.

El logaritmo seno, coseno, tangente y cotangente del angulo trigonomé-
trico, y el de su complemento 6 el de los arcos complemeolarios, se llalla
directamente en tas tablas de logaritmos.

llubiendo observado en distintas veces que las diversas tablas de lineas
trigonométricas que hemos usado, y especialmente otras varias que contie-
nen los elementos para el trazado sobre el terreno de curvas circulares y pa-
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rabélicas, tuvimos ocasion de notar graves errores, no solo materiales, sino
Jo que es peor todavia del sistema seguido en su composicion. Las notables
diferencias que se advierten cotifrontaiido unas con otras, sin duda provienen
6 de su origen, 6 del grado de aproximacion y del nimero de cifras decima-
les con que liayan sidij calculadas. De manera que en vista de los rosidtodof
comparados, confrontados los calculos fundados en ellas, npan-cerian dife-
rencias muy notables, y & veces cuando estas se van acumulando concluyen
por dar lugar & errores euormes. Por lo tanto liemos creido conveniente ex-
tender los valores 6 elementos & siete cifras decimales, calculadas de Ten V
por las labias de Callel, y de 30" en 30" por la interpolacion de las parles
proporcionales, interpolacion que, ya sea por cocientes 6 por diferencias,
darén en todo caso resallados mas A ménos exactos y aproximados entre si
para los pequefios incrementos de ios angulos. Aunque para el trazado de
alii.eaciones rectas y curvas serian sufirieotes unas tablis calculadas co-i cin-
co 6 seis cifras decimales; sin embargo,como las del dltimo 6rden no siempre
son exactas sino que hay alguna diferencia por ilelecto & por exceso si se des"
precia alguna fraccion 6 se hace refluir aumentando en una unirlad la dltima
cifia decimal; y por otra parle, como para el célculo de distancias y alturas,
medicion de angulos, resolucion de triangulos y otras cuestiones que requie-
ren mucha precision, conviene tomar el mayor nimero de cifras exactas, aun
cuando se supriman después algunas, aproximando el resultado final & mi-
llonésimas solamente; lié aqui porque teniendo oslo en cuenta liemos adop-
tado como suficiente el nimero de siete cifras decimales igual al de las tablas
de logaritmos de Callet que son unas de las completas y exactas que general-
mente se usan para los calculos superiores, tanto de asironomia y geodesia,
como de geografia y navegacion, etc., con el objeto de conseguir cierta uni-
foru idad y el mayor grado de exactitud en los estudios y trazado.s de cami-
nos y canales, & fin deque tengamos un prototipo, digdmodo asi, refiriendo
& las mencionadas tablas de Callet como término de comparacién constante,
todas las labias trigonométricas naturales que se usan en la practica 6 segin
nos Jas presentan los Gltimos adelantos.

Aunque las actuales las hemos comprobado diferentes veces por distintos
sugelos, Confrontadas con otras y Gltimamente revisadas; sin embargo, como
pudiéramos babor egiii\ocado alguna cifra 6 se hubiese escapado a'gun error
al tiempo de manejar las tablas ya de apreciacion en las Gltimas decimales, ya
material 6 de imprenta, & pesar de las precauciones tomadas en la correccion
de pruebas y demas, liemos creido conveniente indicar el tipo del calculo,
preseiilando algunos ejemplos numéricos tanto de las primeras lineas y co-
lineas como de las segundas; cuyos valores lian sido di-ducidos con el objeto
deque nuestros lectores puedan rectificar cualquier f;,Ha y confrontar facil-
mente los valores A elementos de curvas en ca-0s analogos, aunque las tablas
trigonométricas complementarias llevan en si mismas, como tales, un medio
seguro y sencillo de comprobacién, fundado en la relacion que existe entre los
angulos 6 los arcos complementarios 6 suplementarios situados sobre una mis-
ma horizontal en cada dos paginas que Ilamaremos gemelas, porque se abar-
can de un solo golpe de vista.

Renunciamos en obsequio de la brevedad & la resolucién del problema re-
ciproco; esto es, conocidos los logaritmos artificiales 6 vulgares, de las lineas



<5

trigonométricas, determinar el nimero de grados, minutos y segundos de un
arco 6 de un angulo. Asi, pues, nos limitaremos solo & la composicién de las
tablas, presentando ejemplos numéricos y como resimen de todo el

8.—Tipo del célculo de las primeras lineas y colineas respectivas.
Ejempi.os.

1  Dado el angulo de 10' 20' 30" determinar el seno natural.

Log. Sen. 10' 20" 0™ ....ooveevirereeieeeseseensenes — ft.211072:
Seno natural 10" 20" 30" ... = 1795176.
2. ® Determinar el coseno natural del angulo 10' 20' 30"
L0g. €0S. 10" 20" oo, =9.99?Si168:
Coseno natural 10' 20" 30"... = 0,9837517.
3. ' Conocido el angulodclarco de 20° 10'30", bailarla tangente natural.
Log. lang. 20° 10" 30". M e =9.5fi1'782:
Tangente natural 20° . = 0,3674330.

4. * Hallar la cotangente natural del angulo de 20' 10' 30".

Log. colang.2r"10'30" .....ccoeviririinnicinnin, =0.4318218,;
Cotangente iiitural 20° 10" 30".......ccccovvviriiccrinrnninnn, =2,721 0848.

5. ° Longitud del arco de 20’ 10 30

Aunque las tablas de logaritmos de que nos hemos servido, no contienen
mas que los senos y cosenos, tangentes y cotangentes; esto no obsianle se
pueden hallar seocillaimmle por medio de ellas el senoverso y cnseiioverso,
secante y cosecante nalurales, segin se deduce de las expresiones tngonnin
tricas; expresiones que, traducidas al lenguaje vulgar, nos dan las siguien es.

9.—Tteglas para deterniin!\r las segundas lineas y colineas
pendientes.— 1.* Al complemento aritmclico del lognrilmo coseno, ana
dase una decena, esto es, 10,0000000, y se tendra el logaritmo de la o

2. * Para hallar el logaritmo de la cosecante, aumentése I0.0UUOIUO ai
complciTicnto ari'molico del logaritmo del seno.

3. " El logaritmo del senoverso se hallara del mismo modo afiadiendo al
doble logartinio seno de la mitad del angulo o del arco dado, una cons ori e
C= 0,3010300, y restando \0,000f 000 de la suma.

4. * Al doble logaritmo seno de la mitad del complemento e arco a o,
auméntese la constante 0,3010300, réstense 10,0000000 de la suma, y se ten-
dré el logaritmo dd cosenoverso.

I’ora mayor claridad presentaremos algunos ejemplos num neos que in
diquen el procedimiento tanto respecto ai modo de hallar los va ores e as
lineas trigonnmétt'icas arriba expresadas, como para que sirvan e compro a
cion, en la forma siguiente:
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10.—Tipo del calculo de las segundas lineas y colineas.

E jemplos.

i.' Hallar la see. natural del arco 86 48" 30".

0. o = 4.2543
c.» log. cos. . +,0.000
T = 11.2543297
Log. see. 80 ~ 17,960968
Secante natural 86 48 au
i.* Determinar la cosec. del angulo 48" 56" 30"
C.» log.sen. 48 46 locoooooo

=S 10.1226(149

4%» «fi'-10» A _ 1,326

Log. cosec.
Cosecante natural 48 5b

3. * Hallar el senoverso natural del arco 34 18 30 .

Log. sen. BOOME” = 94697393

OuplodeMog.. ™ .~

19.2403086

..................................... — lo.oonouoo

n lo/ oA 9.2i00086

Log. scoov 34 30 s = 0,1739837

Senoverso natural 3>18du

4, * Determinar el cosenoverso natural del angulo 1 1 30 .

(L::; dse;nércﬂf')ﬁggg ng’ 0.. ................................. AT gi'gé()‘lj
Duplo del 10g. SEfio0.....cccomvurerenn. <o~ 138315308
19.9921006

—10.0000000

.. COBCOV O 88 A 99921606

Cosenoverso natural 1 1 .....ccoovvvvenninvcinnnns @ >

11 -Coordinacién de los elementos de curvas circulares combina-
dos con las lineas y colineas trigonométricas.-Asi como liemos podido
determinar (nam. 6). la relacién entre los logaritmos vulgares y los nepena-
nos también es facil conocer la reciproca correspondencia que existe entre
las lineas trigonométricas y los distintos elementos de curvas, y la conversion
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de los valores de aquellas en otros geométricos para el trazado de alineacio-
nes curvas por arcos de circulo; cuyos valores lrasformados se calculan en
funcion del angulo de las alineaciones rectas y del radio-unidad.

De suerte que se lian podido coordinar de un modo tal, que solamente con
unas tablas de facil manejo se presentan al primer golpe de vista los valores
numeéricos de las lineas y colineas de los angulos trigonométricos, 6 igualmente
los elementos necesarios para el establecimiento de alineaciones rectas y cur-
vas circulares, cuyas tablas son de grande utilidad préactica,, tanto por su
extension é innumerables aplicaciones, como por la claridad y sencillez con
que estan dispuestas para que puedan ser de un uso frecuente, y sobre todo
general.

Antes de presentar las expresiones generales y el tipo del calculo de los

principales elementos aplicables al objeto de que se trata , serd conveniente
darlos & conocer empezando por las respectivas

12. —Definiciones de los elementos que constituyea la unién 6 acor-
dacién de las alineaciones rectas.—lo tangente geométrica de un arco de
circulo, es la tangente trigonomclrica del arco que mide [la mitad del suple-
mento del &ngulo de las alineaciones rectas; en otros términos, es la tangente
del arco correspondiente al &ngulo trigonométrico complemento de la mitad
del angulo de las alineaciones 6 de las tangentes principales.

Se llama somi-cuerda de un arco, la mitad de la recta que une los puntos
de tangencia; cuya mitad es & la vez igual & la abscisa tomada sobre la tan-
gente y al seno correspondiente al angulo trigonométrico.

La flecha de un arco, es la perpendicular bajada desde su punto medio
sobre la cuerda que une sus extremos, siendo también igual & la ordenada le-
vantada sobre la tangente, y al senoverso del angulo trigonométrico 6 del se-
mi-angulo en el centro.

Se llama parte exterior de la secante de un arco, la porciéon de bisectriz
comprendida entre el vértice del &ngulo de las tangentes principales 6 de las
alineaciones y el del arco correspondiente al angulo en el centro; la cual es
igual & la diferencia entre el radio y la secante del arco que mide el angulo
suplementario.

La scmi-curva es la longitud de un arco de circulo que tiene su origen
en el punto de tangencia de tas alineaciones rectas, y el otro extremo sobre
la bisectriz del angulo que forman en su encuentro, é igual al desarrollo del
correspcndienle al arco trigonométrico.

13. —Discusién de las formulas principales.-Sean .\B y BC (fig. 3)

dos alincacionos recias que se cortan formando entre si un angulo conocido, y
R el radio dado.
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Fig. 3

Las perpendiculares OA 'y OC & las alineaciones AB y BC determinan los
puntos de contacto Ay C; y por consiguiente las tangentes geométricas BA
y BC del arco AMC.

Llamando a al angulo AOC formado en el centro por los radios OA y OC
de los puntos de tangencia, y 6 al angulo ABC de las alineaciones rectas, que
esigual a 6' 6 al que resulta de la interseccion de las dos tangentes abjbcsl
arco trigonométrico ame, y tendremos

AB= nC= tang. i-a ;yAN= EM= sen. N
AN= AD=: AC— NC= semi-cuerda a

MN = AE = senover. 4" ~ 7 fleclia — «



BM= BO — MO = secante 4* «; y AM= arco4- «= n

Observando que en el cuadrilatero ABCO, los angulos en Ay en Cson ree*
tos (Geom.)> la suma de los otros dos angulos a y 6 es igual & media cir-
cunferencia; y por consiguiente

a 4 6= i80®; de donde a = 180®— 6.

Pero 6 es el angulo de las alineaciones igual al de las tangentes, y a el
angulo en el centro : Luego este 6 sea el angulo trigonometrici, es suplemento
del angulo de las alineaciones rectas y reciprocamente ; es decir, que los dos
son suplementarios: y por lo tanto los valores ¢ los eloincntos del pHmero
equivalen d los del segundo.

También se observa que los triangulos rectangulos BAO y BCO ltcnen sus
lados y sus angulos respectivamente iguales, y la suma de los angulos agudos
de cada triangulo nos da

B« £ Iy 6 = 90“; de aqui se deduce que L a= 9ot 6;

pero 6 es mitad del &ngulo de las alineaciones, y 4" * uiilad del angulo

en el centro: luego la mitad del angulo de las alineaciones, es complemento
de la mitad del &ngulo en el centro 6 del angulo trigonométrico, y por con-
siguiente , siendo ambos complementarios, las lineas trigonométricas del pri-
mero (ndm. 3.) equivalen a las colineas del segundo y reciprocamente:
Asi, pues, tendremos:'
1-® La tangente geométrica AB del arco AMC, es la tangente trigonomé-
trica de la mitad del mismo arco, que llamaremos T, y nos da la férmula

0) T= AB— R tang. 4- «= R cotang.4-

Tirando por M la recta PQ perpendicular & BO, seré tangente en el vér-
tice de la curva, y uniendo los puntos P y Q con O, los angulos AOP, POM,
MOQy QOC son iguales entre si; y por lotanto cada uno de ellos es igual &

-y a: larecta MP tangente geométrica del angulo AOM a, es latan-

gente trigonométrica de POM; y por consiguiente Ilamandola T, se tiene la
espresion
$

<2) T,= Rlang. a:= Rcotang. — 6.

Bn general, para una fi-accion Y del arco de circulo. Ja tangente goo-



20
mélrica es la tangente trigonométrica de su mitad ~ : de donde resulta la

formula

Ta = R tang. - = R cotang.
©)

2 “ La cuerda AC que une los puntos de tangencia , como que es igual al
dotie seno de la mitad del arco AMC, designandola por C, tendremos la ex-

presion

*) C= 2Rsen. -1 a= 2Reos. 6.

Del mismo modo la semi-cuerda se obtiene dividiendo por 2 esta férmu-
la, que nos da

) Js C= R sen. 4 «==Reos. -}
Igualmente la cuerda AM de la mitad del arco llaméandola C, sera

(5) Ci= 2Rgen.4-“ = ‘Reos. 476-

y en general, la cuerda de la fraccion 1 del arcotoial, estard expresada
por la férmula

C,= 2Usen.- = 2R eos.
(6)

3® La flecha MN que es igual al senoverso de la mitad AM del arco AMC,
lamandola F nos da la expresion
. t A

i
(7) F — R senover. — a = R cosenover. — 6.

De la misma manera la flecha HY de la mitad AMdel arco, sera Fij y asi
se tiene la formula

. | t R
Fi= R senover. — a = R cosenover. -J- 0.
En general, la parte At' del arco total se deduce de la expresién
i

©) Fn — R senover. » ~ cosenover. —.

4.° La parle exterior BM de la secante geométrica de un arco', es igual &
la diferencia entre la secante trigonométrica BO de la mitad del arco y el ra-
dio: de donde si se designa por S — R, resulta la formula

(10) S-R=R see.y a - R=R(see.y -« -1) =R (cosec.
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De! mismo modo la parte exterior PH de la secante de la mitad de! arco
AMC, se obtiene por la formula

(10 S, —R=; R”"see. * 1) = R "cosec. 6 — 1™

L1 .
y en general, para una fraccion — del arco total, representandola por

S# — R, tendremos la expresion
(12) s» — R = R (see. 2 — 1) =R (cosec. — —I).

5 ® El desarrollo ¢ longitud de la circunferencia del radio R, tiene por ex-
presiéon 2rR; y como este desarrollo corresponde & los 360® de la eircunfe-

rencia, la longitud del arco de un grado sera — y por consiguiente el
desarrollo del arco de a grados designandole por D, se deduce déla expresion

13) D= .= 0017453202 Ro.

Observando que 350 es igual al total desarrollo del arcodea grados del

circulo, el de -“a que representa la semi-curva, se hallara por la férmula
V) -i- D= — 0,0174532925 R 4~ «o

en general la longitud de la parte ~ del arco total designandola por D» ,

nos da la expresion

(ib) Dn = = 0,0174532925 R
360°n 2n

Si se quisiera tener otras formulas de los principales elementos para el
trazado de curvas circulares en funcion de la tangente y dei mismo angulo
de las alineaciones, no habria mas que despejar R en las ecuaciones prece-
dentes y sustituir su valor en las respectivas expresiones en lugar dcR; cuyo
valor se hallaria facilmente, aunque las férmulas va no serian tan sencillas
como cuando se calculan en funcién del radio.

14.—Cuestion fundamental acerca de los valores numéricos de los
elementos de curvas circulares.—Por medio de las formulas que prece-
den se pueden hallar los principales elementos parael trazado de curvas por ar”
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eos Je circulo, que para un radio determinado y constaule dén los valores
numeéricos correspondientes en cada expresion, ya en funcion de los angulos
trigonométricos compleinf-ntarios que crecen de 30 en 30 segundos, 6 bien de
los &ngulos suplementarios de las alineaciones que decrecen de minuto en mi-
nuto, combinandoles entre si en virtud de las mutuas relaciones que existen
entre unos y otros valores que ya se pueden hallar directamente sirviéndonos
desde luego™de las tablas trigonométricas complementarias en lodos los casos
que puedan ocurrir, los que se comprenden en la cuestién fundamental bajo
el sencillo enunciado que sigue:

Dado el &ngulo de las alineaciones rectasy el radio del arco de circulo
que ha do unidas, resolver en funcién de estos datos y por medio de las ia-
blas trigonométricas los problemas para hallar les elementos que & continua-
cion se expresan:

I L a longitud de la tangente del arco-, la de su mitad; la de su cuarta

parte, y en general, la que corresponde & la fraccion — de todo el arco.

2,° La cuerda del arco; la semi-cuerda; la de su cuarta parle, y la de la
porcion ~ del mismo arco.

3.“ La flecha del arco; ia de su mitad, y la de la parte — de dicho
arco.

4'*

La secantedel arco y su parte externa; la de su mitad, y lo de fopor-

Cion — del arco.
2n

5® La longitud del arco 6 de la semi-curva, y en general, el desarrollo

de la fraccion — del arco.

Con el objeto de indicar pronta y ordenadamente el procedimiento, con-
viene poner de manifiesto la reciproca correspondencia entre los valores de
las lineas trigonométricas y los de los elementos geométricos de las curvas, y
hacer ver como hemos podido trasformarlos facilmente y combinarlos sm alte-
rar las mutuas relaciones que existen entre los angulos trigonométricos com-
plementarios, y los de las alineaciones suplementarios; por lo tanto, conside-
ramos oportuno presentar los valores numéricos.

Asi, pues, para que sirva de ejemplo vamos a resolver los problemas deri-
vados de la cuestién fundamental, haciendo aplicacién de las formulas (J),
@M. (7), (10) y (14). _ T

Sea una curva de i.000 metros de radio, la cual debe unir dos alineacio-
nes rectas que forman entre si un angulo de 136* 29', liallar los valores de
las lineas geométricas: 1." de la tangente; 2.® de la semi-cuerda de los pun-
tos de contacto} 3.“de ia liecha; 4.” de la secante y su parte exterior} y 5.
de la longitud del arco trigonométrico, igual & la semi-curva que ha de en-
lazar Jas dos alineaciones rectas.
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Sustituyendo en las formulas los elementos de curvas & los valores res-
pectivos de las lineas que nos dan ioinedialameiile las tablas trigooornétricas
naturales que tienen la unidad por radio, y representandolos por sus inicia-
les, podremos fijar sencilla y claramente el

15.—Tipo del célculo de los elementos de curvas circulares.—

Ejemplos.

1.® Tane. 4 -« = i= 0»-031020

2. Sen. 4-* =
3. Sen. ver. -*a = f — 0.0209841
4, Sec.4;a_ 1= s- r= 10214339 1= 0,0214339

5* Are. = 4A- 0 = 0,2052216.

Como todos los valores, tanto de las lineas y colineas trigonométricas,
como los de los elementos de las lineas geométricas, son proporcionales al
radio y a la tangente, antes y después de su trasforraacion en las férmulas,
bastara para sustituir las Gltimas lineas a las primeras, multiplicar los valo-
res trigonométricos por el del radio daJoj y por consiguiente, como en el
problema propuesto el valor del radio es R= 1.000 metros, si representa-
mos las lineas geométricas por las mismas letras de los primeros términos de
las respectivas formulas, tendremos

1® T = 208,152
2. 4- C= 203,784

3®  F==20984
4® S—R = 1021434

5® 4" D= 205,222
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CAPITULO III.

RESOLUCION DEITRIANGULOS RECTILINEOS.
‘Wl r(3,, -my!
f 16.—Condiciones de lostriangulos oblicuangulos.—Crasos que pueden
ocurrir.—Para que el problema de la resolucioli de tridngulos rectilineos, en
general, sea deierminado, es necesario conocer en todo triangulo oblicuan-
gulo tres de las seis partes que le constituyen, & saber: tres angulos y tres
lados, debiendo figurar entre los datos uno de estos lados por lo menos. Pero
cuando el triangulo es rectangulo se conoce siempre el angulo recto, y
por lo tanto bastara que se conozcan otras dos de las cinco partes restantes.
De suerte que las resoluciones de los tridngulos rectangulos no son mas que
casos particulares del problema ge-
neral de los triangulos rectilineos.
C En la resolucion de estos, pue-
den presentarse cuatro casos: para
que se comprenda mejor el proce-
dimiento y con mayor facilidad en
todos ellos, designaremos por A,
B, C, i/ig.i), los tres angulos,
y llamaremos o, b, c, alos tres
lados del mismo triangulo respec-
tivamente opuestos a dichos an-
gulos.

Fig. 4.

Primer caso.—Dados el lado ay los angulos By C, hallar los lados b ye
y el angulo A opuesto a dicho lado.
Desde luego se tiene A= 180° — (B -m C).
El lado b se hallara por el siguiente teorema:
aEn todo triangulo los lados son proporcionales & los senos de losdngulos
opuestos.»
De donde resulta la proporcion

a:b::sen. A:sen. B,
que nos da la formula

sen. B
16
(16) a sen. A
El lado ¢ se hallard igualmente por la ecuacién
c sen.C
a sen. A

Segundo caso.—Dados dos lados ay by el angulo comprendido C, ha-
llar el tercer lado c y los otros dos angulos Ay B.
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Tenemos desde luego A -i- B= [80® — C. De suerte que conocemos la
suma de los dos angulos Ay B.

Aliora podemos hallar su diferencia, cuya resolucién se funda en el si-
guiente enunciado.

nEn lodo tirangulo la suma de dos {/odo.-?, es & su diferencia, como la
tangente de la mitad de la suma do los angulos opuestos a dichos ladoSy es &
la tangente de la mitad de la diferencia de los mismos angulos.»

Formando proporcién nos da la fdrmula

a_”"_tang. -y (A4-B)
(i8)

“ *  tfang. 4" (A—B)
Para hallar el lado ¢ tenemo.s la proporcion
c:a::sen. C:sen. A,

que se resuelve por lu férmula (17) segin hemos dicho.

Tercer caso.—Dados los tres lados a, by c, hallar los tres angulos
A ByC

Hay que tener presente el teorema siguiente :

(.(En todo triangulo el cuadrado de un lado es igual & la suma de cua-
drados de los otros dos lados, menos el duplo del producto de estos dos la-
dospor el coscnodol angulo comprendido.»

Aplicando esto & los tres lados del triangulo nos dara tres ecuaciones dis-
tintas :

a*= 6®4- ¢ct— 26¢cCeos. A
(19) 6*= a* 4-c*— 2aceos. B
c*= a*4- 6*—206¢e0s. G

<fue contienen & las seis partes del triangulo, y por consiguiente pueden ser-
vir para la resolucion del problema general de la trigonometria rectilinea.
Asi, pues, el angulo A se hallara por la ecuacion

a*= 6*4-c*— 26 ¢, eos. A,
Aue contiene & los datos y 4 la incdgnita, de donde resulta

6*4-c*—a,

eos. A= 26¢

Por medio de esta formula puede hallarse otra mejor dispuesta para el
calculo. Si se introduce el perimetro a*4- 64-¢c = 2p; restando 2 c da
ambos miembros, sustituyendo y suprimiendo el factor comdn 2, tendremos

(20) 3e,,.-L A=
* be
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Extrayendo la raiz cuadrada sera

1) sco. 1= Vo —fﬁb(l')P—c)

Permutando convenientemente las letras y aplicando & los angulos B y G
e! teorema precedente, resultaran las dos formulas que siguen:

22 sen V- P MP—a)iP—9)

23) Sen Jé_c—\/(P—qzJ gP—

De un modo semejante liallaremos

. _La=

(24) Cos. _L a 6c
_Lprnr/pip--&)

(25) 2 ac

(26) Lc=\/pxzEFI.

Igualmente dividiendo cada una de las féormulas (2t), (22) y (23) por sa
correspondiente, de las (24), (23) y (26), resultan estas otras tres

I_A= ylpp—"f)iP—yg
27) Tg PP — o) .

28 Tg ~ B= 0P-q) {p~1I\

9 ® p(p-6)
i-c=\IP~ (P~

@9 o ® 0t

Se fendra una comprobacion en que la suma de los tres angulos asi halla-
dos debe ser igual & I1SO®.

De la ecuacién del perimetro o-+-&-t-c=s2pse deduce que la super-
ficie de un triangulo cualquiera cuando se conocen los tres lados a, 6, c, tiene
por expresion

(30) S. = [/p{p—a (p—b] (p— o).

Cuarto caso* Dados dos lados ay b y el &ngulo A opuesto a uno de
ellos , hallar el tercer lado c y los otros dos angulos B y C.
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El angulo B se hallara por la proporcién

sen. B:sen.\ ::b :a

bsen. A

(30 sen. B o

El angulo C= 180°— (A+ B).
El lado c se halla en seguida por la proporcion

c:a:: sen. C:sen. A

asen. G
sen. A

(32)

La formula (31) no determina si el triingulo ABC por razén del éangulo B,
es acutangulo, obtiisdngulo 6 rectangule. De suerte que en este problema
pueden ocurrir diferentes accidentes.

1* Sio> fr, también el &ngulo A sera mayor que el B, y por consiguien-
te este angulo sera agudo, en cuyo caso no hay mas que una sola solucion;
es decir, que el problema es determinado.

2. * Sia= 6serd A= B; luego también en este caso el problemaes de-
terminado.
3. 7 Siac< 6sera el angulo A menor que el B.

En este caso nada se opone & que el angulo B tenga dos valores; uno el de
un angulo agudo 6 dado por las tablas, y el otro su suplemento 180 — 6.

Siendo 6y 180" — 6 los dos valores do B, los correspondientes de C seran
180* — A—6, y 180 — A— 180“-i-6= 6 — A.

Los valores correspondientes de ¢ se hallan

osen. (A4-6) . osen, (6— A

———————————————————— »C — Bl e

4. “ Sia esigual 4 la altura del tridngulo, el angulo B es recto, y el pro-
blema no tiene méas gne una solucion.
5. ° Si o fuese menor que la altura, resultarla un absurdo, que nos ad-
vertiria que el triangulo era imposible.
En cuanto al lado c puede hallarse directamente por mediode la (for. 19)
que contiene 4 los datos y & la incégnita,
6 bien

(33) c= beos. A+ / a*— 6*sen* A.
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17.—Coadiciones de ios triangulos rectdngulos.— Casos que se ‘pre-
sentan.—Como ya hemos dicho en el nimero precedente que en lodo trian-
gulo rectangulo, cuyos
lados son A, By C 5),
se conoce el angulo rec"
to; claro es que bastara
conocer otras dos de las
cinco partes para que el
problema sea determi-
nado. En la resolucién
de él pueden ocurrir cua-
tro casos distintos, & sa-
ber:

Fig. 5.

Primer caso.—Dados los dos catetos i y ¢, hallar la hipotenusa a y los
angulos B C. Por el teorema llamado de Pitagoras se lia demostrado que
en todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la liipotenusa es igual & la suma
de cuadrados de los catetos.

La hipotenusa se hallard en seguida por la ecuacion a* = ¢ mmc® que
contiene & ios datos 6, ¢, y 4 la incognita a. De esta ecuacién resulta la for-
mula

(34) a= 1/ &

El angulo B se determina porel teorema siguiente: »Enlodo triangiUo rec-
tangulo el radio es & la tangente de uno de los angulos agudos, como el cate-
to adyacente & dicho angulo, es al cateto opuesto.»

Formando proporcion, tendremos R :tg. B; :c : e

Siendo R = 1, se puede reducir ala ecuacion 6= ctg. B ;
de ella resulta

35 tg. B= —.
(35) g c
Conocido este angulo, tendremos C = 90® — B.

Segundo caso.—irados la hipotenusa ay el cateto b, hallar el cateto cy
las angulos By G.
El cateto c se hallard por el teorema de Pitdgoras, que nos da la ecua-
ciéon c*= a*—
de donde resulta

(36) = |/ a*—(*
El 4ngulo B se obtieue por el teorema que sigue:

«En todo triangulo rectangulo el radio es al seno de uno de los angulos
agudos, como la hipotenusa esal cateto opuesto a dicho angulo: 6 bien, el ro-
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dio es al coseno de uno de los angulos agudos, como la hipotenusa es al ca-
teto adyacente & dicho angulo.»
Formando proporcién sera

R:sen. B::n:

0 bien
R :eos,B;:0:¢c
que DOBdan
seo. B eos. B= —
a
pero como R = ! es el radio de las tablas trigonométricas tomado por uni-

dad se puede suprimir, y tendremos la fdrmula

@7 ;

El a&ngulo c = 90*— B.

Tercer caso.—Dados el cateto by el angulo B, hallar el cateto ¢, la hi-
potenusa ay el angulo C.
El cateto ¢ se hallara por la ecuacion 6= c lg. B,
de donde.

(38) c= 6cot. B

La hipotenusa a se hallara por la ecuaciéon 6= o0 se». B,
de la cual resulta

(39) a= sen. B
El angulo c sera
C= 90*— B

Cuarto caso.—Dados la hipotenusa a y el angulo B, hallar los catetos by
oy el angulo C.

Los catetos 6 y ose hallaran como en el 2®caso, multiplicando por a los
dos miembros de ambas ecuaciones, tendremos

b= a. sen. B
(40)
c= a.eos. B
El &ngulo C sera también

C=90‘—B.



SEGUNDA SECCION.

SISTEMAS DE COORDEA'ADAS Y SECCIOIS COMCAS,

CAPITULO PRIMERO.

PROBLEMA!? INDETERMINADOS.

Ig.—Condicionss difereates que deben reunir los problemas.—
Para lijar cualquier punto en un plano, es necesario conocer sus distancias 6
i dos rectas invariables, 6 & un punto y una recta, conociendo estay aquel, 6
su distancia a un punto y la inclinacién de la linea que la marca con otra, ¢
bien en general, dos condiciones equivalentes A las anteriores. De aqui resul-
ta que si al situar un punto no nos fuese conocida mas do una de estas condi-
ciones, se liallarian infinitos puntos que la cumpliesen, y en tal caso el proble-
ma que tuviese por objeto el fijarle, seria indeterminado.

Como para situaron punto bau de existir precisamente dos condiciones
diferen'es, & las que debe satisfacer al mismo tiempo, se comprende bien que
para reunir en una expresion algebraica cierlas condiciones & las cuales hayan
de corresponder del mismo modo muchos puntos, cuando so trata de formu-
lar la expresion, resultara una serie de puntos unidos entre si que por lo ge-
neral forman una linea. Luego, si haij medios adecuados para ligar condicio-
nes que sean comunes & mueftos puntos consecutivos produciendo cuestiones
indeterminadas, sera posible hallar por medio de expresiones algebrdicas la
tiiuacion de unpunto, el curso de una linea con todos sus accidentes, y en ge-
neral, todo cuanto tengarelacion canias formas y dimensiones de los cuerpos.

Sabiendo ya que para que un punto quede determinado, se necesitan co-
nocer sus distancias & dos ejes 6 &dos rectas fijas, y como toda linea puede
considerarse que es una serie no interrumpida,de puntos, para su represen-
tacion e! medio adoptado consiste también en referir todos los puntos de cada
linead ios mismos dos ejes fijos, deduciendo después la relacién que, haciendo
depender unas distancias de oira.s, sea comun & todos los puntos de la linea
propuesta.

Tales son los medios ¢ artificios que se emplean para obtener formulas que
representen las diversas lineas que nos son conocidas, y tal es el objeto de los
sistemas de coordenadas que nos proponemos analizar y generalizar, haciendo
aplicacion oportunamente de la geometria analitica, y calculando los valores
numéricos en funcién de las lineas y colineas naturales que conlicnen las ta-
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blas trigODomélricas; cuyos valores derivados de aquellas se trasforman eu geo-
métricos déla misma manera que liemos hecho en el capitulo precedente res-
pecto de los elementos de curvas circulares, y aplicandolos para la resolucion
de los varios problemas & que dan lugar las secciones conicasy curvas planas.

19.—Definiciones y consideraciones sobre los problemas indetermi-
nados.—Se llaman ejes coordenados a dos rectas fijas que se trazan en un
plano, y & las cuales se refieren lodos los puntos d-i! mismo plano. Si los an-
gulos que forman dichas rectas son iguales, se denominan rectangulares,
y si forman angulos desiguales, se los de.signa con el nombre de ejes oblicuos.

El punto de interseccion de las rectas 6 vértice comdn de los &ngulos, se
llama origen de coordenadas, 6 se dice simplemente origen. Las distancias &
los ejes contadas en un sentido determinado se consideran como positivas, y
como negativas las lomadas en sentido opuesto.

Llamause coordenadas de un punto, las rectas tiradas por él paralelamente
i los ejes: si estos fuesen rectangulares, las paralelas a los mismos se convier-
ten en las verdaderas distancias de dicho punto 4 los ejes; pero si estos fuesen
ohliruos, las coordenadas del punto dado no miden las distancias & los expre-
sados ejes, si i)ien las reemplazan en todas sus funciones.

Sean OXy QY [fig. 6) los dos ejes rectangulares, y Mel punto dado: las
paralelas MBy miden N g
las respectivas distancias
a los indicados ejes. Es-
tos suelen nombrarse se- n
paradamente por la letra
con que se designan las
distancias contadas sobre
ellos. Asi el eje OX con
el que pueden y deben
apreciarse las distancias
paralelas, tal como MB,
que siempre representa-
remos por cc, se llama
eje de las x 0 de lasabs-
cisas; el otro eje OY al
cual son'paralelas las dis-
tancias MAque se expre-
san pory, se dice eje de
lasy 6 de las ordenadas.

Ahora bien, si consideramos que para cada punto de una linea cualquiera
trazada en un plano, existe una relacién constante, una ley invariable entre
sus coordenadas, y esta relacion 6 ley rige en una expresion algebraica entre
« @y, dieba expresion ha de representar necesariamente aquella linea de
donde proviene, y si la citada ley es exclusiva y Unica del curso de la misma
linea, la expresion algebraica representara solo la recta 6 curva que le di6 su
origen; pero si la relacion entre ordenada y abscisa de cada uno de sus pun-
tos fuese tal, que se verificase en una 6 mas lineas cuya existencia se igno-
rase todavia, el algebra que con sus signos y caractéres las incluiria & todas
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al establecer dicha ley 6 relacioii, nos las haria conocer al tratar de aplicarla
para determinar diferentes puntos.

La ecuacion de los puntos de una linea contendra las dos incognitas ®éy,
6 sean las distancias de cada punto que se trate de encontrar; para fijar dichos
puntos no habrd mas que dar & una de estas incognitas, por ejemplo 4y, va-
lores completamente arbitrarios, y calcular con ellos los que resultan en la
ecuacion propuesta para que es la otra incognita 6 distancia desconocida.
Ue suerte, que se podran ir colocando cuantos puntos se quieran dela linea, y
por fin, hasta construirla.

Toda ecuacion en la cual al hacer m= o0, dé 1 = o, es de una linea cjue
pasa por el origen. Pues si al dar en dos ecuaciones un mismo valor a las abs-
cisas y ordenadas, resultan iguales los otros de las ordenadas y abscisas, las
dos lineas so corlan en el punto a que corresponden dichos valores; pero como
cualquiera otra linca cu que aparezcan simultineamente estos valores pasa
por aquel punto particular del plano en que se halla, porque estos valores se
suponen iguales & cero, las lineas que se encuentran en estas condiciones re-
presentadas por ic é y pasaran por un mismo punto del plano que las contiene;
es decir, por el punto en que se cortan los ejes.

Fundados en estas consideraciones vamos & determinar ante lodo su ex-
presion.

20.__ Hallar la formula general de una recta que pasa por el origen
de las coordenadas.—Sean OX y OY {fig. 7) los ejes coordenados, y a el
angulo que forman
entre si; sea MO la
recta que pasa por el
origen, y cuya expre-
sibn vamos & deter-
minar.

Las ordenadas de
los diferentes puntos
M, M etc., de esta
recta, seran las MP,
M'P', etc., paralelas
al eje QY ; mientras
que las correspon-
dientes abscisas seran
las distancias OP,
OP', etc., contadas
sobre el eje OX.

Para obtener la ecuacién de la recta OM, es preciso hallar entre x&y
una relacién 6 ley que se verifique en todos los puntos; desde luego se observa
que los tridangulos OPM, OP'M!', etc., son semejantes por tener los lados para-
lelos: comparando sus lados homologos se obtiene una série de razones iguales

n _ MT" .
o OP! OP" "

pero observando que los numeradores que hacen de antecedentes, represen-

Fig. 7.
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tan 4 7 6 & los ordenados y los consecuentes 6 denominadores, las abscisas a?,

resulta que la relacién constante entre las coordenadas de cada punto tendra
un valor ay sera

MP _ M'F _ tc =
0P~ OF . 9T
de donde despejando y se tiene
(A) y_ gaip

Pero esta expresion establece una condicién que se verifica en lodos los
punios de una misma recta, siempre que pase por el origen; luego sera la for-
mula general pedida.

2t.—Observacion |.—La relacion entre las coordenadas de cada punto
de una recta, es la de los senos de los angulos que forma con los ejes. Con
efecto, en cada triangulo OMP, OMT", etc., sucede que los lados son propor-
clénales & los senos de los &ngulos opuestos; luego
MP _ sen. MOP ~ M'P' _ sen. M'OP'
OP ~ sen. OMP * ~ ~ éen. OMP' ’

Los angulos en M M, etc., son iguales entre si por correspondientes é
»guales también & MOY por alternos internos entre paralelas; de.consiguiente
MP __ sen. MOX M'P" __ sen. o
0?  sen. MOY' A sen. omy* ¢

pero las primeras razones 6 quebrados de estas ecuaciones, son siempre iguales
al valor o; luego las relaciones de los senos lo seran del mismo modo.

Observacion I1.—Dado el &ngulo que forman los ejes y el de la recta con
uno de ellos, queda esta determinada.
Si el angulo de los ejes es m, y el de la recta OM con el eje OX es n, de
la ecuacion 6 formula (A) correspondiente & dicha recta, se deduce dividien-
do ambos términos por x, y serd (nim. 20.)

y _
X
Slo que es lo mismo
P'M’ PM
OP'
Pero la relacion entre las coordenadas de cada punto, es la de (0s senos
de los angulos que la recta forma con los ejes; por consiguiente
(41) AN_P'M'_MP_ sen n
o~ ~ OP sen. {m — n)'
de aqui resulta que siendo m y n conocidos, lo es igualmente a; luego solo
quedan como indeterminadas las coordenadas as éy en la formula general de

larecta, 6 lo que es lo mismo, la expresion se particulariza al representar la
Unica recta que forma con el eje OX un angulo MOX = n.
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« e« m los eies son rectangulares, el coeficiente a de X en

"""pltuensiendf(féor' A)y - a ic el coeficicTile de a:, sera
sen. MOX
®"sen. MOY’

cuando .0s ejes

X . ™M ot:~t;ego cal/a uno de los senos ,,,& »Bunan en ,a relacion

a, es el coseno del angulo del otro, y por lo mismo

pyj sen. MOX_ sen. MOX _
41y “ OP*“ sen. MOY  eos. MOX

cirse directamente imaginando la recta OM que sale 0
nadas referidas 4 los ejes rectangulares OX y OY [fig. u.j, pu 4
S a se hubiera visto que cada ordenada AM forma con su abscisa OA y la

la tangente de) angulo opuesto ; de donde
MA= AO X lang. MOX

y = tang. MOX X m

22,-Detenmiuar .a expresidon genera, de una reota

nopasa por . origen de las ejes, y N und r&dR il
ra, cuyas coordenadas se refie-
ren & dichos ejes; si por su
origen O se tira la 0(i para-
lela & MN, cuya ecuacion se
trata de hallar, las ordenadas de
esta deberdn estar expresadas
porlas de PQyQ M ,ypor con-
filiguioute tendremos

Fig. 8,

PQ=.y=air;
y como las MP de la recta MN,
se compondran siempre de las
partes PQ que corresponden co-
mo ordenadas de las anteriores
0Q, y délas porciones MQ igua-
leslodasaON por paralelas com-

ttda por MP:= PQ - QM= 0®-1- ON;
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luego llamando 6 & la longitud constante ON para tojas las ordenadas, se ten«
mdra la formula general

<B y = ax-\-h.

Observacion.--Por la forma de esta expresion, que es la de toda rec-
ta situada de cualquier modo respecto de los ejes, se ve que para determinar
una recta es preciso conocer las dos cantidades a y 6, lo que equivale en ge-
neral &liallar dos de sus puntos 6 condiciones equivalentes: por consiguiente
los accidentes que en sus expresiones representa el algebra, van conformes
een todo & los que se nos dieron conocidos en las lineas por la geometria.

Si en la ecuacién de una recta que pasa por el origen, no liabia mas que
la relacion a que determinar para fijar cada recta; es decir, sino habia en
general que conocer mas que un punto, conviene tener presente que con
deber pasar por el origen, resultaban dos para trazarla.

23. —Dadas las coordenadas de un punto, hallar la férmula de toda
Tecta que pase por él.—Si las coordenadas del punto dado son occ éy, co-
mo la ecuacion de la recta ha de tener la forma general

y=aX b,

no habrd mas que sustituir en la férmula (B) los valore.? y' x por y X] por-
que en el momento en que la recta pase por el punto x' éy', estas coordena-
das son suyas y han de satisfacer & su ecuacion, por consecuencia se tendra

y'= ax' -i-b.

Entre esta ecuacion y la anterior solo se puede hacer desaparecer una de
las dos cantidades a 6h desconocidas; pues aun cuando son dos ecuaciones
con dos incégnitas, en la primera son indeterminadas x éy que no pueden
dar & conocer ni 0 ni 6 aunque so las despeje. Restando una de otra las dos
ecuaciones anteriores, se eliminaré la 6; asi resultara la férmula

(42) y~ y =ra{X—xly.
que es la ecuacion de toda recta, 6 mejor dicho, la forma que tendra cuan-
do pase por un punto cuyas coordenadas x' é y' sean conocidas.

Aun cuando en la formula obtenida pudiera despejarse la 'y para ponerla
bajéla forma adoptada hasta aqui en las ecuaciones do las rectas, es mas
conveniente presentarla en la que tiene, toda vez que (ndm. 2i ohscru- ITI)
la diferencia entre las ordenadas esigual & la de las abscisas multiplicada por
la relacion o de los senos, 6 por la tangente trigonométrica.

24. —Hallar la expresion de unarecta que pasa por dos puntos da-
dos.—Sean ix'y') y\x" y") las respectivas coordenadas de dichos puntos.
Como la formula (B) de toda recta ha de verificarse necesariamente cuan-
do por X t/se sustituyan x' y', 6 bien cuando debiendo ser el punto que
marcan estas coordenadas, uno de los de la recta indeterminada, en el
momento en que pase por él, la x' ha de tener con la y' la relacién o que liga
i las demas; luego sustituyendo en la férmula (B) que es general, tendremos

y'= ax'-l-i»
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I'as mismas consideraciones hacen ver que las coordenadas m" y" deben
satisfacer la ecuacion general de la recta; por coosigu-ente, sustduyendo .n
esta ecuacion aquellas coordenadas particulares, se tendrd
y”= ncc" 4 b.

Ahora, restando estas dos ecuaciones para elirainar la incignita b, daréan

y'—y"= a(c—m");

en donde no existiendo mas cantidad desconocida que larelaciéon a, se podra
despejar, la cxial tendra por valor

vy

(El — icll!

SustituYéndole en la formula (42) de una recta sujeta a pasar por un pun®
to,Lra pLala cuestion presente que tiene que pasar por dos, la expresio.

(*3) y X' —a

25 -Toda ecuacion deprimer grado con dos variables, tiene por
lugar geométrico una recta.-Para demostrarlo, exammemos k ecuacion

general de primer grado que tiene la forma

Ay-i-Bx-4-C=:0:
despejando k y 6 dividiendo toda la ecuacién por A, y pasando al segundo
miembro los dos dltimos términos, resulta

B C

haciendo en esta ecuacién las cantidadas conocidas X' N A

que sustituidas en esta Gltima expresion nos da
y= 0®-H&
ecuacion ,a conocida (nim. 22) para una recta, la cual demueatra que cj.r-

ta al eje de las y & una altura sobre el origen expresada per 6= — —y

que forma con el eje de las &un angulo cuya tangente trigonomélriea es la

- B
relacion o = — Al

Por lugar geométrico de una linea se entiende. pues, que es ta sene de
coordenadas de los puntos que tienen una relacion tal, cual expr

don propuesta.

Observacion.-Cnando dada nna ecuacién de primer grado con dos varia-
Hes!srgnicre conslrnir la recta que representa, como eslas lincas no nece-
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sitan mas que dos punios para quedar determinadas, bastard suponer x — o,
que dara paray el punto del eje de las ordenadas por donde pasa; y después
y ~ 0 quedaraparax el valor correspondiente al encuentro de larecta con el
eje de las abscisas.

Si haciendo x = oresultay = o0, entonces la recta pasa por el origen, y
basta dar & x un valor cualquiera, por ejemplo i, para lijar el extremo de la
ordenada correspondiente por donde pasa la recta.

26.—Dadas las coordenadas de dos puntos, determinar la formula
de su distancia.— Observacion.—Sean My M' los dos puntos {fig. 9)
<X, Y)Y (X" YY) Fig. 9.
las coordenadas cono-
cidas, y cuya distan-
cia de Ma M'se quie-
re hallar, .para esto
stendremos:

OP=x', OI>'=x",

Tirando por M la
recta MB paralela al
mje OX, se formaraun
triangulo MMB en
el que segun hemos
visto (jitm, 1G, caso
3 .*}, respecto de los
triangulo» oblicuangulos, se verifica que el cuadrado de un lado es igual & la
suma de cuadrados de los otros dos, menos el duplo del producto por el cose-
no del angulo comprendido; y por consiguiente resulta

= MB* 4 "jpB* — 2 X MB. BM' X eos. MBM.

Pero la distancia MB igual PP', por paralelas comprendidas entre paralelas,
no essino la diferencia OP' — OP de las abscisas dada.s: 1o mismo puede ob-
servarse respecto a lalinea BM' = P'M'— P'B = P'M'— PM, que es ladife-
rencia de las dos ordenadas propuestas. El angulo MBM, cuyo coseno figura
cu la expresion del cuadrado de MM', es también igual al OP'M' por cor-
respondientes, y siendo este suplemento del angulo YOX que forman los ejes,
pues con él suma dos rectos, se sigue que dicho coseno de MBM es el de
YOX; recordando que las lineas trigonométricas de un arco son iguales & las
6e su suplemento: el angulo YOX conocido, podremos representarle por a; y
olii.oiamenle & la distancia inedgoiia MM por D: con estas condiciones ia
«cuacion seré

D= (e _ + (Y —yy —2(X"—=X) (y"—y") X eos. a.

Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros nos da la formula

(W) D= j/(jc" —£) -H [Xf —y) — 2(x" — x)TI/* — y') X cos.””
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0.servacton.-Si los ejes son rectangulares
forman se hace igual cero; luego si eos. a

, P
lancia sé reduce a
(45)
SRR - [
directamente suponiendo ,ue los ejes OVy OX (ft. >).2 :!:'“ 1 P -

entonces una distancia cualquiera M M' entre dos , L
lelas & los ejes liradas

por ellos M'.Ry R
un tridngulo rectan-
gulo MRM', la cual
serd la hipotenusay
M en tal caso nos da

Fig. 10.

JIF=MR 4"~ 1*>

y como los dos cate-
tos MRy RM' son lo
mismo que anterior-
mente, las diferencias
entre las ordenadas y
X abscisas de los pun-
tos conocidos My M’

0 P’ tendremos

mm’=d' = [y —y'7+ ® — .
luego

(46) D= /(y" - sT +
De aqui se deduce que: La distancia entre dos puntos es igual & la rais
cuadradade la suma de cuadrados délas diferencias entre sus abeisas y
orde'nadas. , , . ,
Si uno de los puntos dados es el origen de las coordenadas, por ejemplo,
el (<0"y"), estas se haran nulas en la expresion de la distancia. Asi si los
ejes son del sistema oblicuo, suponiendo x" é y" igual cero (fOr, 44),resultara

(46)' D= [/(m'+ y'? —2 eos. &

Y si los ejes fuesen rectangulares, haciendo en esta formula de las dis-
tancias referidas a ellos, las mismas hipdtesis de «" = 0éy" = o0, se tendra
(46)" D—j/i (™ y?

De modo que nos da la siguiente regla: La distancia de un punto c«ai-
quiera al origen, esigual a la rais cuadrada de la suma de cuadrados de
3U8 ordenadas.
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CAPITULO II.

FORMULAS DEL CIRCULO Y LA TANGENTE.

27.__HallarlaexpresiODg”eneral del circulo.—Observaciones. —Para
determinar la expresion do (as, y) que pueda vi.riiicarse en cualquier punto

de un mismocirculo con referencia a losejes rectangulares OXy OY H),
basta recordar que todos sus puntos distan del centro una cantidad cons-
tante representada por pjg

el radio: si & este se le
expresapor r; por(a, b)
las coordenadasdel cen- "
tro, y por (&?,y) lascoor-
denadas generales que
corresponden indistin-
tamente & cada punto
de la circunferencia,
bastara recordar, repe-
timos, que la expresion .
hallada (mim. 26, f6r- 0’ c Ni )
mula, 46) serd la que iy
se bu.sca, con rela- A X
cion & los ejes ortogo-
nales, tan pronto co- Q
mo se hayan reempla-
zado las cantidades que ahora deben figurar en lugar de aquellas.

La expresion de la distancia entre dos puntos {x', y'), (x", y") referidos
a los ejes rectangulares, era

y haciendo desaparecer el radical, nos da

Luegosia;"=5a,y" = & y'= vy, >= » la expresion géneral de un
circulo sera

© m»= (03—af -H (y —by

Observacion |.—Si el origen de las coordenadas se colocase en el
extremo de un diametro, siendo este el eje de las abscisas como se repre-
senta {fig. H), en donde los ejes respecto al circulo no son ya OXy OY»
sino OV y O'Y'; entonces en la expresion precedente la abscisa del cen-
tro 0o = OR se convertird en laO'C= r, y la ordenada 6= CR en cero;
con estas modificaciones la formula anterior se reduce & la

= (Xx—ry -h



40
6 desarrollando el cuadrado del binomio {x —r)*, tendremos

®=  —2rx - r* -Hy®,
destruyendo los términos en r®, viene & convertirse en

47) Y®— 2raj — co», 6 bien, yY®= » (2r — jr);
de donde se deduce: que cada ordenada y perpendicular al eje de las x , es

media proporcional entre los segmentos del diametro, como ya sabiamos por
la geometria elemental.

Observacion I1.—Si el origen de las coordenadas se hallase en el cen-
tro C, en cuyo caso en la expresion del circulo

®= B—a®-h{y— 6"

habria que suponer las coordenadas a y 6 del centro, nulas; lo cual reducira
la ecuacion & la formula

(47" ®= @®-f- yr.

Expresion la mas sencilla y usual de la curva circular.

28.—Determinacién de toda recta tangente a un circulo.—Délas
propiedades que descubren las expresiones algebraicas que hasta ahora he-
mos visto ser las mismas que conociamos por la geometria, se puede deducir
la ecuacién de la tangente 4 un arco de circulo; pero con objeto de conse-
guirlo como caso particular de otra cuestién mas general, examinaremos antes
qué propiedad gozan las partes de dos cuerdas que se cortan, contadas desde
su interseccion liasta la circunferencia.
Sean {m, n) las coordenadas del punto com(n & las dos cuerdas; la ecua-
cion de la primera cuerda que pasa por dicho punto sera

y—n= a(c—m):

llamando d & la distancia del punto comln & la circunferencia contada sobre
esta recta, y (x*, y') las coordenadas de su encuentro con la curva, se veri-
ficara en la recta que

i/—n= a(® —m);
y para el circulo, siendo su ecuacién B®-i- t®— r®, tendremos
02 Yy®= r*.

También con la distancia d se verificara necesariamente esta condicion: de

donde resulta,
®= (y'—n®+ (m'— m®

luego tendremos tres ecuaciones para determinar las dos incégnitas (a),y )
que hasta ahora existen; es evidente que habiendo una ecuacién de m s,

esta serd la que exprese la condicién que han de llenar las otras cantidades
d lineas que se han tomado en consideracion.
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La elimiDocioD de (cc, y') debe hacerse con preferencia enlre las dos ecua-
ciones

yy—n=a[x—m)y = [y—ny{x—n)*
de la recta y una de sus porciones ; sustituyendo después sus valores en la del

circulo, y poniendo por y' — n en la segunda de estas ecuaciones, su expre-
sion tomada de la primera, tendremos

= ar{x' — m)®-h (jr' — mj*;
sacando el factor comin {x' — my, sera

{x—my @ =
e donde resulta

d
X —m

-i-
y por consiguiente reemplazando este valor en lugar dey' — n, darad

y o= ad

< bien

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacion del circulo , puesto que
son, como se dijo, las coordenadas de uno de sus puntos, daran a conocer las
condiciones a que ha de satisfacer la recta para gozar de las propiedades que
Masta ahora se le han ido fijando. De modo que se tendra

o 2dm g"d» 2dna
a f- 1 ar-h 1

n* -i-
la»
ordenando con respecto a d que es la cantidad que no podra ser arbitraria

cuando la recta ademas de pasar por el punto (m, n) forma un angulo de-
terminado a con el eje de las abscisas, da

d* d -i- HmM®—r*)= 0.
l/on i
Los dos valores de d que presenta esta ecuacion de segundo grado, seran

las porciones de cada recta tirada en el circulo en un punto dado por sus co-
ordenadas (m, n).

Esta expresion liace ver que el tercer termino siendo el producto de las
raices 6 segmentos de cada cuerda 6 secante, es independiente del angulo
<jue cada una de ellas forma con el eje de abscisas; porque en dicho tercer
térinino (M* -h M® — r’) no aparece a: luego los dos segmentos de cada
cuerda que setire por un punto, dan siempre el mismo producto: y cuando
ol producto de dos factores es igual al producto deciros dos, se puede formar
proporcién (\rit.), resulta que; cada dos cuerdas que se cortan en un cir®
culo se dividen en partes reciprocaiiiente jyroporoionales.



Si las aoordeaadas (», n) del p a | por
que corresponden a mio situado fuera de gatera contada

. _ A A7
Et=2 riinnn= =ASIA
circulo; luego

m» -Hn2= f"

esto supuesto, eu la ecuaciou que da las distancias del puntoi la eircnnle-
renda desaparece el Gltimo térmuio, y solo queda.

. i / m -Han \
R 2 -~ N d=o0;06bjen,d|rd-22jN_"N|-0.
@» .
y i -h n n
Las raices de esta ecuacion son
m -t- an
d'= o,ycr= -2 .
y /i
tercia 4 si . e”nUdad cualquiera determinada. Mas
cuerda que salga de ClI, pue<le s *-n,eQte es necesario que desapa-

guiente debe veriiicarse que

m+ an .
:O, como también m + na — 0;

-2
I/t + n*
de esta condicion resulta que
m
n
Luego, sustituyendo este valor en la ecuacion de una recta cualquiera, se
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tendra la férmula general para la tangente sujeta & pasar por un punto (m, ?i).

D) y n= - r;n]_ @ 4- m).

Si combinamos la ecuacion de la tangente con la del radio tirado al punto
de contacto, se hallara , pues, que dicho radio es una recta que pasa por el
origen, y su ecuacion sera

y la déla tangente es

(DO y—od= -

Como el radio que se considera ha de pasar por el punto de contacto cu-
yas coordenadas estan expresadas por(m, n), su ecuacion dara estos valores;

es decir, que
» = a?n;
de donde resulta

Luego si la tangente trigonométrica----- Y del angulo que la tangente al
(]

circulo forma con el eje de las abscisas, es la cotangente negativa de! angu-
lo que el radio tirado al punto de contacto forma con el mismo eje, dichas
lineas son perpendiculares. Por consiguiente: el radio tirado al punto de con-
tacto de una recta con una circunferencia, es perpendicular a la tangente.
En cuanto & la expresion que daba las distancias de un punto de una rec-
ta & sus intersecciones con la circunferencia, hemos demostrado en el pre-
sente ndmero que el producto de estas distancias era el tercer término
W®+ n* — r”) de dicha expresion.
Ahora bien, si se Fig. 12.
considera que el punto
(ni, n) es el exterior N Y
(Aff=12), dicho producto
que expresa el de cual-

quier secante KS por su N
parte externa EN, iiace

notar que también es el y 1°h
cuadrado de la tangente i
NR tirada desde el mis- {
mopuntoexteriorN; pues / T
como en el triangulo rec- \ A M
tangulo ONM, segun el /myR

teorema de Pilagoras, el
cuadrado de la hipotenu-
sa es igual a la suma de
cuadrados de ios catetos,
resulta

m»+ n*= OM NM = ON
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Por la misma razon el triangulo rectdngulo ORN, nos da la formula

(48) we# ,.-r>=0N*-OR"=RNR" -
Luego si se comparan una secante , suparte “J-V lla~t*alL al
rada desde el mismo punto, NONAA
do de esta, se deduce la regla” Snienle”S.
gente y una secante & un circulo, la tangente es mea

g tiTun «na fa»-

enl« la
i f

tendria la forma
y= 03

la cual estaria satisTec.acon my n; es decir, que se veriDcaria necesaria-
mente

n om :
de donde

- ., fili» fijari» plradio con la ecuacion
cuyo valor sustituido en la ecuacion y .
resultante

V= — &
A m

Como la tangente es una recta sujeta i pasar por el punto de contacto
{m, n) tendra por ecuacion

y—n=a'(® * "™

dicho radio; es decir, que

(48') y—n= _____I‘I‘I_ (® —

cuya ozpresiou es la misma que la hallada en este namero {for. D".)
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CAPITULO II1.

TRASFORMACION DE COORDENADAS.

29.—Cuestion fundamental.—Cnn lo que llevamos dicho en esta segun-
da seccion, se comprende facilmente que por la expresién de una linea se
puede conocer su curso Yy las propiedades de que goza, determinando todos
sus puntos; para esto no hay mas que dar valores arbitrarios & una de las va-
riables, que generalmente es la abscisa, y levantar sobre cada una de las que
se van suponiendo la ordenada U ordenadas correspondientes al valor de x en
la ecuacion que se discute; pero como esta discusion 6 examen de las lineas
curvas y su trazado ha de ser mas 6 menos dificil segin la expresién que la
represente, conviene adoptar la de cada linea de la manera mas clara y sen-
cilla que la relacion entre sus abscisas y ordenadas permita.

La conveniencia y utilidad de presentar la formula de una linea recta 6
curva bajo la forma mas simple, y las observaciones hechas al estudiar los
puntos, las rectas y circulos, unidas & la prontitud y claridad con que se han
llegado & obtener las formulas, cuando los ejes coordenados se eligieron y si-
tuaron de un modo méas conveniente que el general, cual es el de no guardar
ninguna analogia con punto alguno de dichas lineas, hace conocer ahora la
imprescindible necesidad de saber referir una curva dada con respecto & unos
ejes, & otros que puedan simplificar su expresion algebraica.

Esta cuestion es, en general, la que toma el nombre de trasformacion de,
coordenadas, y se reduce, como hemos dicho, & determinar los valores que
tienen las que se buscan, cuando dependen de las que se dan en la ecuacién
de la curva; 6 como debe decirse tratandose del algebra y de la trigonome-
tria, es hallar las férmulas de unas coordenadas desconocidas en funcion de
otras conocidas.

Esto supuesto, como solo existen dos sistemas de ejes rectangulares 0
oblicuos, cuando de este modo se quieren fijar los puntos de un plano, el
problema de la trasformacion de coordenadas so compone de los casos 6 que
pueden dar lugar las combinaciones de estas dos clases de ejes. Ademas, es
evidente que la determinacion de las coordenadas de una linea cualquiera en
funcién de otras, solo consiste en saberlo hacer con las de cada uno de sus
puntos. En virtud de estas consideraciones generales se concibe facilmente
el 6rden que debe seguirse al tratar esta cuestion, y solo queda que hacer el
estudio aislado en cada caso particular. Nosotros, en gracia de la brevedad,
solo nos ocuparemos de ios cinco casos mas principales que dan lugar i otros
tantos problemas, a saber;
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30-Hallar las nuevas coordenadas de un punto cuando se tras-
not?e eforigen sin cambiar la direccién de los ejes.-Sea,, estos los

primitivos B Y Y (@ 13), ¥ © Aggvo origen 07 i los ejes ligodeighte

Fig. 13. los anteriores, seran

las dos paralelas O'X'

Y y O'Y' liradas por el
1 punto O'.

En estos supuestos,
un punto cualquieraM
del plano de los nue-
VoS ejes, tiene por co-
ordenadas primitivas
_ X" OPy PM;y por coor-
denadas nuevas O'P'

La relacién que liga
aestasconaquellasjse
X" ve que es sumamente
sencilla; porque se-
gun las condiciones

de los ejes, resulta

OP= OB+ RPyP™=
cero OBy O'B l.an de ser conocidas para poder trasportar el orijsen al pimio
Cdesigneo:luego si se suponen OB= ey O'l) = I, las coordenadas ant,-
mcuas te, y) y las modernas (*', y'), tendremos las férmulas

x= n+
(y = b+y\

Por consiguiente estos serdn los valores que deberan sustituirse porf" y) €0
Porconsibu npcesario referirla & ejes paralelos, pero
Eﬂ%qgi?égn se ha le én‘un M determinadq,@or sus coordenadas con res-

aparecera con toda la sencillez & que pueda dar lugar la elecc.on de

"'«rmulfls nrecedentes obtenidas para (m, y) lo lian sido en el supuesto
Las férm p , i« frulo YOX de las coordenadas positivas,

crsrr¢ o n efecto,Siendo”

o'v’rrY -riarridenadas (J, y')’ serdn 0"P" , P"M-
1 ; &ls\°otra; es lamisma,y en cuyo caso sera
Qp_ Q"p"— 0"B", yPM= P"M — B 0

ur

0 bien poniendo las representaciones adoptadas nos da

c—a' —o0,éy= Yy
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Reuniendo en uno los valores de cada coordenada, hallados en el primer
supuesto y en ei presente, obtendremos para formulas generales en el cam-
bio de origen, siempre que los ejes permanezcan paralelos

X=x"% a
(49)
y =y'dzh

Estas expresiones contienen todas las situaciones posibles del origen nue-
vo con relacion & los ejes primeros; porque si se halla en el angulo XOY, los
signos positivos son los que corresponden : si estd en el angulo crOy, su abs-
cisa a se hace negativa, mientras que la ordenada 6 permanece positiva: si
se encuentra en ei angulo xOy, las dos coordenadas ay b deben llevar el sig-
no menos, y por Gltimo, si esta situado el nuevo origen en el angulo j/OX, su
abscisa o vuelve & ser positiva, en tanto que la ordenada b, continda siendo
negativa.

Resuelto e! primer caso , nos evita el tener que considerar a lo sucesivo
el cambio de origen, puesto que una vez obtenidas lis férmulas para (®, y)
en funcién de las nuevas coordenadas referidas & ejes de diferente direccion,
pero de un mismo origen, si fuese preciso también cambiar éste, bastaria
sustituir en dichas férmulas por las coordenadas modernas, las expresiones
halladas anteriormente.

31.~Determinar las expresiones de las coordenadas de un punto
para pasar de un sistema de ejes rectangulares & otro de oblicuos que
tengan el mismo origen.— Sean OX y QY ios ejes primitivos rectangula-
“wB{fig. 14), cuyas coordenadas estan expresadas por (X, tj}. siendoOX'y QY
Jos nuevos ejes y las coordenadas representadas por {x', y'}.

Es evidente que .
para pasar del pri- Fig.
mer sistema de e-
jes YOX al segun-
do Y'OX', se nece-
sita conocer los
angulos Y'OX vy
X'OX que los nue-
~Nos ejes forman
con uno deios pri-
milivosque hemos
supuesto ser ei de

abscisas. Estos
angulos para mas
sencillezlos expre-
saremos porXY'y
XX'que son las le-
tras de sus exlre-
fnos, é indican cla-

Ay disliataraente los dos ejes cuyo angulo se consi lera.

14.
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Para conocer ahora la relacion que liga las nuevas coordenadas de cada
punto del plano con las primitivas, imaginese un punto cualquiera M, vy tra~
cense las ordenadas PM perpendicular & OX y P'M paralela & OY"; de donde

OP= a,PM= y, OP'= c'yP'M=y.

Si por el extremo P' de la nueva abscisa se tiran P'Q paralela 4 OX, y P'R
paralela &4 QY, se tendra

®= OP= OR+ PQ-éy==PM= MQ+ PR.

Pero OR y P'Q, MQ y P'R son los catetos de dos triangulos rectangulos
ORP' y P'QM, cuyas hipotenusas OP' y P'M son (a?, y'), y los angulos P'OR
y MP'Q iguales & XX' é VX son conociilosj por consiguiente (num. 17), cada
uno de estos catetos debe ser igual & su hipotenusa multiplicada, 6 por el
seno del angulo opuesto, 6 por el coseno del angulo adyacente.

Luego;

OR = OP' X eos. POR = x' eos. X X,
PQ= PM X eos. MPQ= y'eos. XY
P'/R= OP' X sen. POR = x'sen. XX,
MQ= PM X sen. MPQ = y' sen. Y'X:

estos valores sustituidos en los de {x, y), daran

IX — x' eos. XX -f- y' eos. Y'X
(50)
\y = x' sen, XX'-f y' sen. Y'X.

Estas férmulas de los valores de {x, y) en funcién de las nuevas coorde-
nadas y de los angulos que forman con el eje de las abscisas primitivas, so
vé que son generales para lodos los puntos del piano en que estén trazados
los ejes; porque las construcciones voriiicadas para deducirlas, puedeu te-
ner lugar en cualquier otro punto que el Men que fuesen empleadas.

32.—Hallar las formulas de las coordenadas para pasar de un siste-
made ejes oblicuos & otro rectangular que tenga el mismo origen —
Este problema es el inverso del precedente: por lo mismo segin las ecua-
ciones determinadas entonces (x\ y') serdn las coordenadas conocidas, y
(®, y) las incognitas; mientras que los angulos XX y XY' continuaran siendo
también conocidos, porque debiéndolo ser el X'Y' de los ejes oblicuos dados,
y el XX' del nuevo de las abscisas con el primitivo, su suma es un angulo
determinado.

Por lo tanto, los valores de (x\ y') que ahora se buscan, se obtendran
inmediatamente con solo despejar estas cantidades en las expresiones de (X,
y) que se deducen de la cuestion precedente. Multiplicando los valores
hallados entonces, 6 sea la primera ecuacién de la (fér. 50) por sen. XX,
la segunda por eos. XX, y restandolas miembro a miembro se obtiene

Xsen. XX —y eos. XX = y' (eos. XY' sen. XX — sen. XV eos. XX):

de donde resulta
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J N ~sen. XX —y cos. XX_
sen. (XX' — XYy~"~

6 bien cambiando los 'ignos & numerador y denominador para que en este
po aparezca un jlngnlo negativo, pui’s XX'es menor que XY' nos da la
formula '

y eos. XX ~ 0;sen. XX

3 -
D y seu. (XY' — XX)

El valor de x' se puede hallar de! mismo modo multiplicando la primera

gcuacic')n por sen. XY'. /a segunda por cos. XY'. y re.slandolas después ten-
remos ’

X sen. XY' - ycos. XY'= x' (sen. XY' cos. XX — eos. XY' sen. XX):
de cuya lgualdad se deduce inmediatamente la expresion

31 , _  Xsen XY'—y cos. XY'
sen. (XY' — XX

33.-Deter?ninar las expresiones de las coordenadas de un punto
para pasar de un sistema de ejes rectrngulares & otro también rec-
tangular que tenga el mis*no origen.— Para obtener los valores de las
coordenadas del sistema primitivo {x y) en funcion de las nuevas {x'y’),
cuando unas y otras son rectangulares, no hay mas que introducir en las
{fors. ao) halladas para pasar de un si.stcma rectangular & otro oblicuo, las
modificaciones inherentes & Jo que Jjemos supuesto actualmente.

Estas modi-
ficaciones se Fig. 15.
efectiian con
mucha senci-
llez. En efec-
to, siel angu-
lo XY {fio.
13) se hace
recto, el &n-
gulo XX' es
el comple-
mento por ex-
ceso del XY";
»si sen. XY'
= cos. XX
yeos. XY'=
— sen. XX'. Con estos valores tendremnslas formulas para el presente caso
(52) X — x'. cos. XX'—y', sen. XX

y = x'. son. XX -f- i/. eos. XX.
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34.—Dadas las coordenadas de un punto referido & ejes oblicuos,
hallar las formulas para pasar a otro sistema también oblicu} que
tenga el mismo origen.—Seau los ejes primilivod OX y OY {fig. 16), y
los nuevos OX' y OY": las coordenadas antiguas las expresaremos por (X y) y
las modernas por {x' y').
Fig. 16. Si por el origen comun O
yn de estos dos sistemas de ejes
se concibe otro tercero
X"0Y" rectangular, cuyo
angulo XX" sera conocido,
puesto que podremos elegir-
le arbitrariamente: con las
formulas para pasar del sis-
tema dado XOY al rcclan-
gular X"OY", y las que co-
nocemos para hacerlo tle
liste al que se desea X'OY",
X quedaré resuello el problo-

jiilU que nos ocupa.
Las {fors. 50) que ligan

las coordenadas rectangulares con las oblicuas, y ¢“®por ser mas senciNaa
deben ahora preferirse, se hallaron 31): poniendo en ellas prim ro
(x" ij") en lugar de (.r y) que erau entonces las coordenadas rectangu are»,
Vpor (x'y') también (x y)-, sustituyendo después (x y) por las (x y ),y
dejando las (x' y') acentuadas del mismo modo que lo estan, se tendran dos
expresiones de..x" y de y", la una en funcién del sistema oblicuo dado, y a
otra del oblicuo en que quiere Irasfonnarse; asi solo quedara que tiaccr lii
eliminacion de las coordenadas auxiliares (x" y") para lograr una dependen-
cia directa entre las coordenadas (x y) quese dan ylas (x'y') que se buscan.

Las expresiones {51 y 51") que tenian la acentuacién indicada, cuantio el

sistema oblicuo era XOY, y ahora sera
(t" = X. eos. XX + y. eos. X"Y, y" = x.sen. XX + y. sen X"V.

Cuando el sistema oblicuo que se compara con el rectangular X'OV' os
el X'OY', las mismas expresiones son
x" = X' eos. X"X' + y', eos. X"Y', y"' = x'. sen. X"X' -f y', sen. X"Y'"-
La igualacién de los valores de (x"ly"), elimanamio & estas, dara las
relaciones que se buscan entre (x y) y (x' y'} en las dos ecuaciones que
siguen

X. eos. X"X + yeos. X"Y — x'. eos. X"X"+ y', eos. X"V*"
x. sen. X"X + ysen. X"Y =x"'. sen. X’X 4-y', sen. X"Y".

A\hora, para hallar los valores de (x y) se eliminara una de'estas varia-
bles y se tendrd la expresion de la otra. La etiminacian mas conveniente es,
para hallar lax, muliiplicar cada ecuacion por el coeficiente dey en la otra,
y restar después las ecuaciones.
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En efecto, mulliplicando la primera ecuacion por sen. X”Y la secunda
por eos. X”Y y restandolas se tiene

0; (sen. X"Y. eos. X"V — sen. X"X. e0s. X"Y) = (.son. X"Y. eos. X" X'
- X"X'"eos. X"Y) + y'(sen. X"Y. eos. X"Y' — sen. X"Y' eos. X"V),
$lo que os lo mismo

sen. (X"Y - X"X}==cc. sen. (X"Y- X'X)+ y', sen. (X"Y' -X"Y):
Luego

n *s5cOi (X"V — X"X') + y', sen. (X"V' — X"V)
seo. (X"Y — X"Y) “

Lgsymlsmos prosedimientos repelidos para eliminar la x dardn para el va-
x\ son. fX;'""— X"X) + y', sen. (X"Y'— X"X)

8eD7'(XNY — X"X)

Pero las sustracciones de los angulos que aparecen en estas expresio-
nes, dehen efectuarse, para que ninguno quede con relacién & los ejes rec-
tangulares; por lo mismo examinando (a figura se ve que

XY — X"X'= XY, X"Y'— X"Y= YT, X"\'— \"X = XX/,

X"Y' - XX = XV, y X"V - X"X = XVY.

De donde se deducen las férmulas siguientes:

E= + y-«en. Y'Y
(53) sen. XY"
_ sen XX' -f y\ son. XY’
sen. XY
coo'i Iﬁ [700em B L Y | de trasrormacion de
oordenadas que se In,, resuello, Hubiera que Irasporlar el origen, que en
la abse ™ oe aunienlaria la expresion de

a abscnsa con la del origen, y lanibieii la de la ordenada con la del mismo
origen, segln se indic6 en el primer problema.

CAPITULO 1IV.

COORDENADAS VOLARES.

Drimn'rri"”? '™« y foliniciones.-Cuando en el capitulo
pr.mro de csla seccion liemos manireslado al principio el modo de fijar los
Sos en ,Per’ T »f-« invariables 6 lineas tiradis por
«j presé, =" ™<=«"0s liasta

noye s gt roy medio de lo que se lia cen-
«ogEretex] ki, ¢ también pudieran elegir-

venél i
se otra
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Asi sucede: cuando la posicion de un punto se marca por  distancia &
otro invarialle, y por el angulo que forma con una recta dada, la existeii-
fencia de estas dos condiciones simtiUaneas constituye lo que llaman c cw-
UENADAS POLARES.

La recta fija 6 eje que, 6 pasa por el punto (lado, 6 se sustituye por una
paralela tirada por t2, con este mismo punto, se dice sistema pelar.

El punto inmévil al que se refieren las distancias de todos los del plano,
se designa con el nombre de polo.

Y por altimo, la distancia respectiva de cada punto al mismo polo, se
denomina radio vector.

El hallar la expresion de una linea referida & un sistema polar, es cues-
tién que interesa muchisimo y se presenta con mucha frecuencia: pero como
para conseguirlo no se necesita ya otra cosa mas que deducir las formulas
de trasformacion correspondientes, segiin hemos visto en el capitulo prece-
dente, vamos ahora a determinarlas por este otro sistema polar.

36.—Dadas las coordenadas rectangulares de un punto, hallar sus

expresiones para pasar aun sistema polar de eje paralelo.— Sea el

sistema rectangular YOX {fig. i7), el polo O’ y el eje que pasa por el O'X’;
siendo paralelo al de las abscisas, por ejemplo.

Las coordenadas de

Fig. 17. un punto cualquiera .M

\Y del plano, son OP y PM

que se componen de ORy

0'Q vy (leRO' y QM; es
decir, que leiidremos

OP = OR+ 0Q
PM= RO’ + QM.

Si las coordenadosOR
y RO' del polo que han
de sernecesariamenle co-
nocidas, serepresentasen
por ay6,yalas OPy
X PMsclasllama como has-
ta aqui (x y), se tiene
OP= = c+ OQ;PM= y— 6+ QM:
por consiguiente la cuestion ya esta reducida & determinar las expresiones
de las lineas O'Q y QM en funcion 6 con relacion al radio vector OH del
punto dado y de su angulo MO'X' con el eje.
Llamando r a! radio vector y v al angulo -MOX; se deduce del triangu-
lo rectangulo MO'Q', que

0OQ = 03i. eos.V,y QM= O'M. sen. r;
6 bien
OQ=r eos.t>y QM —r. sen. v.
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tslos valores sustituidos en los de las coordenadas OP y PM, dan para
el caso presente como formulas
ler= Q+ r. eos. t»

(34)
ly = 6 -(-r. sen. v

37. Determinar los valores de las coordenadas para pasar de un
sistema rectangular 4 otro polar cuyo eje tenga una inclinacién cono*
cida.—El .sistema reclarigular priinilivo es el YOX {/ig. 17); O' es el polo,
y O'X" el eje del sistema polar & que han de referirse las coordenadas OP
y PM de un punto M, y asi tendremos

OP= OR -f 0Q.yPM= RO + QM
0 bien
ic= a-f-0'Q;y= 6+ QM;
sieoilo
OP= ?yPM= y; OR= ay RO — 6.

Ei angulo MO'X' que cada radio vector MO = r, forma con el eje OX
de abscisas 6 con una paralela suya O'X', se compone dei .MOX" que se de-
sign.i por V y del conslanle X"0°X que fija la posicién del nuevo eje con
relacion al primitivo; por lo tanto, el triangulo rectangulo MO'Q, dara como
anteriormente en cantidades conocidas Jas expresiones de sus dos catetos»
y seran

0Q= r.eos. (u+ X"X), yQM= r. sen. (u+ X’X".
Con lo cual los valores de (x, y) se convierten en las formulas
X~ a+r. eos. (u-f-X"X)

(3%)
y — b+ r.sen. (v+ X"X)

38.—Hallar las férmulas para pasar de un sistema de ejes oblicuos
a otro polar.—Si por el origen de un sistema oblicuo dado se im.nginan dos
ejfls rectangulares, las formulas halladas para pasar de uno a otro, y las que
se ac.iban de obtener para pasar del rectangular al polar, daran eliminando
li.s coordenada.s rectangulares que se han iulrodacido como auxiliares, lare-
lacion 6 correspondencia reciproca entre las oblicuas y las polares.
Sean (®, y) las coordenadas oblicuas de un punto cualquiera; y (m', y")
las rectangulares de dicho punto referido & un sistema del mismo origen, se-
gan el {nim. .34) se tendra

= Xx. eos. XX -i-y. eos. X'Y; y' x. sen. X'X + y. sen. X'Y.

has mismas coordenadas rectangulares en funcidn de las radios vectores
y de ios angulos v', seran

X'= r.eos.y'; y = r.seny:

en las cuales se ha prescindido ahora de los incrementos constantes o y 6, y
en las que v' representa los angulos de los radios vectores, no consu eJe sina
Con el de las abscisas x.



Eliminafilo por la igualacion de valores a {x', y'), se tiene

r. eos. o' — X. eos XX + y. eos. XY;r.sen. ' = x.son. XX +
-t- y. sen. X'Y.

Multiplicando la primera por seo. X'X, la segunda por eos. X'X, y res-,
tundelas se tendra

r. (eos. u. sen. X'’X —sen. v. eos. X'X) = y (eos. X'Y. sen. X X—sen. X X
X eos. X'X)

de donde se deduce la féormula

r.sen. (o' - XX)
iMi7T(X'Y — XX}

Procediendo del mismo modo para hallar el valor de x, se encontrara

(5C) 2/

r.sen. (XY —V")

(K6) X2 sen (XY — XX

Expresiones en las que trazando la figura correspondiente, se pueden re-
emplazar las diferencias entre angulos que existen, por los verdaderos angu-
los que resultan, y lo son todos con relacion a los ejes oblicuos dados.

39._Observaciones.—1.“ Cuando haya precision de variar también el
origen 06 polo de aquellas coordenadas, se debera aumentar la abscj.sa x en
Ja del polo a, y la ordenada en b.

2.“ Si se quisiera hallar la ecuacion polar del circulo con referencia
& su centro, en el que se coloca también el polo, sustituiremos eti la ecuacion
a* -} jlk= R* {for. 47"- nam. 27) del circulo por (t, y) las expresiones ha-
lladas (ndm. 27), en el que se supondrian nulas oy d. Estas expresiones se-
rian por lo tanto

oc”™ r.eos. V; y= r.sen. o
con las que la ecuacion del circulo se convierte en
r* (sen,*v + cos®v) = R®
pero como sen® v + cos.*f, es la unidad, segin la trigonometria, resulta
®= R® 6 bienr = R:
de aqui se deduce que : el radio vector es constante, puesto que es indepen-
diente del angulo v; y por consiguiente todos /os puntos de la circunferen-
cia equidistan del polo, como ya se sabe.
3.* Si el polo se coloca en el extremo del diametro, podra obtenerse la
ecuacion del circulo, sustituyendo les mismos valores de {x, y) en su ecua-
cion Y®+ o= 2 R < (ndm. 21—fér. 47'}, cuando el origen se baila en im

extremo del didmetro.
En este concepto la ecuacion polar del circulo se reduce a

r* (sen®v + eos. v) = 2R X . €0s. V :
6 suprimiendo el paréntesis que es la unidad, resulta la formula
58" T = 2R.r. eo0s. v.
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Siendo r. eos. t>la parte de diametro comprendida desde su extremo has-
ta el pié de la perpendicular bajada desde el extremo de cada radio vector 6
cuerda del circulo, se deduce facilmente que, cada cuerda r es medio pro-
porcional entre el diametro y el segmento correspondiente.

CAPITULO V.

SECCIONES CONICAS.

40. —Determinacion de las curvas planas.—Habiendo estudiado la si-
tuacion de los puntos, el curso de las rectas y curvas circulares, y después
de conocer los medios de simplificar en muclios casos las férmulas de los
puntos y lineas, corresponde ahora determinar las de las curvas planas que
resultan de la iuterseccion de un cono recto con un plano.

41. —Hallar la expresién do un cono recto y de toda seccién causa-
da en él por un plano. —Observaciones.— Para obtener con méas facili-
dad y sencillez la ecuacion que pueda representar todos los puntos de una
linea sin otra condicion que la de liaflarse sobre una superficie cénica y un
plano secante que haya de originarla, se debe suponer el cono recto H\G
{fig. 18), Si aO es su eje y HDG el circulo de su base, cualquier plano que
pase por el eje, serd
perpendicular al de 18.
la base, porque con-
tendra adicho eje que
es una perpendicular
& la base.

Ahora imaginese
que el cono IIAG, s
le ha colocado ile mo-
do que presente & la
vista el punto mas al-
IoR yel mésbajoCde
la seccién CMB cuya
ecuacion se busca: si
por el punto E donde
el eje atraviesa a)
plano CMB de la sec-
cion se levanta & este
la perpendicular EF,
el plano que pase por
ella serd perpendicular al de la seccion; por consiguiente el plano HAG de la
figura que divide de arriba & bajo al cono en dos mitades, supondremos que
es el que pasa por dicha EF y por el eje. y por tanto el que goza de la pro-
piedad de ser perpendicular al de la seccion CBM y al de la base ILAG
del cono.
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Cortando ahora la superficie cénica por un tercer plano RMS paralelo &
la base y que atraviesa al de la seccidn, sera también perpendicular al HAG:
de lo que deducimos que siel CMBy el \MS son perpeudiculares al HAG,
iu comin seccién PAI sera perpendicular & Jas PC y Pl de cada plano con el
tercero HAG.

Pero la curva RMS causada en el cono por un plano paralelo & su base
es un circulo, y por consiguiente cada perpendicular MP lirada desde la cir-

cunferencia ai diametro serd media proporcional entre los segmentos de este;
luego

PM®= UP X PS.

Con esta observacién se limita la cuestién & determinar los valores RP y
Pil en ios triangulos RPC y BPa eu los que es necesario saber qué partes han
de ser conocidas. Para esto, fijemos el origen de las coordenadas de todos los
puntos de la seccion CMB eu B, tomemos por eje de abscisas la interseccion
BC imaginando las ordenadas MP perpeudiculares, lo que liara que PM =y
y = 37.SeaXB= c; lldmese a ai angulo HAG que fija la superficie c6-
nica, y represéntese por 6 el ABC que determina la seccidn.

Segun estos supuestos el segmento 1P del diametro, como lado dei trian-
gulo RPC se halla recordando que eu todo triangulo los lados son proporcio-
nales & ios senos de los angulos opuestos, lo que da

RP : PC :; seu. ACB :.sen. HRS;

pero PC = BG— BP= BC — x; el angulo ACB, como parte del triangulo
ABC es suplemento de A -j- B==a -t- 6, y su seno igual al de este; HRS,
como suplemento de su adyacente PRA tiene también el mismo seno; mas el
PRA es complemento del RAE en el triangmlo rectangulo que forman con

el eje y RP; luego su seno es el coseno de RAE = 4 RAS = T 2.

Asi la proporcion anterior, se reduce a

RP:BC—@&::sen. {a+ 5);e0s. ~ a

pp_ (BC—a), sen, (a+ a)
eos. 1 a
|

En esta expresion queda aun desconocida la BG, y para Jiallarla compara-
remos los lados del triangulo ABC con tos senos de los angulos opuestos, que
nos da

BC : AB : : sen. CAB : sen. ACB;
0 bien

BC;r ::sen. a; sen. (a-f 6}:
<le donde

c.sen a
sen. (@ +6)’



Este valor sustituido al anterior sera

—a? +
Rp = C Sen. o —a? sen. @+ 6
eos. ,, a
El segmento PS como lado del tridngulo PSB, se determina en él, compa-
rando lados y senos de angulos opuestos, y se tiene

PS : PB : ;sen. CBG ;sen. HSAj
pej'o PB = a; : ei 4ngulo CBG es suplemento de su adyacente CBA que es 6,
y por lo tanto su seno es igual ai de este anguloj y por ultimo el USA tiene

como el SUA por seno el eos. a; luego la proporcién anterior sera

PS :a?: :sen. S ; eos. a:

de aqui se deduce que

pS X. sen. 6

eos. L a
2

Las expresiones de RP y PS halladas, sustituidas porel valor del cuadra-
do de PM =y, dan una relacion cutre {x,i/) depeudiente délas Unicas can-
tidades que lijan cada seccion coénica, y que serd por lo mismo la ecuacién
<le todas; asi tendremos

PM =RPXxPS;
<le donde
y2_c. sen. a — X. sen. (n + SJQ X. sen. 6 :
eos. L a eos. -1 ®
2 2

sacando por factor comin sen. 6 del segundo numerador, partido por el pro-
ducto de los denominadores, resulta la formula general

sen. S

<E) [ex. sen. a —x."seo, (a+ 6) ]

eos.i 1

Esta es la ecuacion de cualquier linea que resulte de la seccion de una
superficie conica recta por un plano.

ObserTaoioaes.—I L o s valores dados para y en esta ecuacion gene-
ral que carece del término que contiene su primera potencia, seran iguales
y de signo contrario para cada valor de cc; luego, toda Si:ccion conica es si-
métrica respecto al eje, causada en su plano jior otro perpendicular que j)ase
por el eje del cono.

2.* Siel plano de la seccién corta todas las generatrices del cono, como
se ha supuesto en la figura, (a -f 6) no llega & valer dos angulos rectos, y su
seno sera precisamente positivo. La curva cerrada que aparece en este caso
ic denomina elipse.
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3. * Si el plano de la seccién gira alrededor de B pemiaDeciemlo perpen-
dicular al 11AG, hasta que dejando de cortar todas las generatrices se siUio
paralelamente & la opuesta AH, entonces a + 6 como suplemento uno de
otro, valen dos angulos rectos, y su seno se hace nulo. La curva indeiiuida
abierta ljacia la parte opuesta a B, se llama parabola.

4. * Siel plano de la seccién sigue aproximandose més & la parte superior
AB de la arista, 6 bien si el piano de la seccion gira hasta colocarse en una
posicién paralela al eje del cono, la sumaa + 6 es mayor que dos angulos-
rectos, y su seno se hara esencialmente negativo. La curva que, suponien-
do indefinido el cono por encima de su vértice, asi como el plano secante
que volveria & aparecer en el cono invertido, sera por decirlo asi, abierta
en todos sentidos, la cual se distingue con el nombre de hipérbola.

42.—Determinar la formula de la elipse referida a uno de los
vértices.— Hemos dicho arriba que cuando en la ecuaciéon genera! (L) de
Jas secciones cénicas, a -f Ses menor de dos angulos rectos, y por lo tanto
su seno positivo, sucedia que erplano secante cortando todas los aristas del
cono, engendroba la elipse. Para obtener aiiora su expresion bajo una forma
mas adecuada, se deben reunir por una parte todo lo que sean lineas trigo-
nométricas, dejando en otra las coordenadas ¢ distancias conocidas.

En efecto, dividase el factor do dentro dei paréntesis por sen. (a -} 6),
multiplicando al de fuera por la misma cantiiiad; esta operacion no altera en
nada la expresion de y en dicha ecuacion general. Pero esta expresion hace
ver que, al buscar los puntos en que la curva corla al eje de las x , para lo
cual se ha de suponery = o\ las abscisas de los encuentros con el eje do ja

curvason@® = oyo — c. sen. o , esdecir, que un encuentro es en el
sen. (a mm6)
origen B {fig. 18), y el otro &4 una distancia determinada BC de dicho origen;
. . . c.sen.a
luego si & esta distancia la representamos por 20, lo que ro
sen. (a mm6)’

ofrece ningun ioconveniente, quedarad la ecuacion bajo la forma apetecida, y
nos da
sen. 6.sen. ( a 6
Y 2= it e ) (2a X- X%
e0s.* — a

La recta BC 6 2a por dividir en mitades todas las perpendiculares compren-
didas en la curva, se llama eje primero. El punto medio de este eje se le da
el nombre de reniro: y la doble ordenada que pasa por €) centro, se llama
eje segundo. Los extremos de los ejes se dicen vértices de la curva.

Si al semi-eje segundo le representamos por 6, como su extremo tiene
por coordenadas a y b, hallandose sobre la curva, la expresion de esta que-
dara determingda con estos valores, y seréa

__sen. 6. sen. (a -f- 6)
eos.* L a
2

6*
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0 bien dividiendo los dos miembros por a*, da

6" sen. 6. sen. (a -f- 6)

a eos* a
2

Es decir, que el factor constante que mutliplica & la diferencia {2 a x — x*}
puede reemplazarse por el cociente de los cuadrados de los semi-ejes, lo
cual da & la formula de la elipse la forrtui siguiente

®7) y'= Ti@Q ®— &%

Tal es la expresion de toda la elipse referida a ejes rectangulares y cuyo ori-
gen se halla en uno de los vérlices.

43. —Hallar la expresién de la elipse con relacién & su centro. —
Para obtener la formula de la elipse cuando el origen se halla en su centro,
basta observar que las coordenadas de dicho cenlro son (a y o) ; luego debera
ponerse por x en la ecuacion anterior cc -f a, y tendremos

y’'=-~(2aa;— X*),
de donde resulta
(57"

Que es la fdrmula que se pedia.

44 .—Los circulos trazados sobre los ejes, quedan el uno inscrito
y el otro circunscrito a la elipse.—Si la expresion de la elipse es

6*

la del circulo descrito con el radio a, sera
X* -fy* = a* 0 bien y* = «* — x»;

porque & una misma abscisa x corresponderan al circulo ordenadas y' dife-
rentes de las y de la elipse.
Dividiendo 6 comparando miembro & miembro esta ecuacién de la curva
olipiica, se tiene
y*;y* 1 6®: a® Obien.y :y';: 6:0;

Juego si b era el eje menor, y' ha de ser siempre mayor que y: y si 6 fuese
el mayor eje de la elipse y' seria siempre menor que y, lo que prueba el
teorema.

Observacion. —La proporcidon anterior demuestra que; las ordenadas
de la elipse, y las de les circuios inscrito y circunscrito, son proporcionales
d los semi-ejes ; y por consiguiente puede servir para construir esta curva
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siu mas que buscar cuartas proporcionales a los seini-ejes y & cada ordenada
del circulo descrito con uno de ellos como radio.

45.—Determinar los puntos, cuyas distancias & los de la elipse
sean una expresion racional de su abscisa.—Seau las coordenadas del
punto que se busca (a;'y'), y sean (x y) las de cualquier punto de la curva:
la distancia del primero & uno de estos estard determinada por la suma de
cuadrados de las diferencias entre las abscisas y ordenadasj luego llamando
1 4 la distancia, se tendra
= {x—X'Y+ y—yY=xt—2xx'+ X'+ y —2yy + y*

Ahora sise sustituye por y su valor deducido de la ecuacién de la elipse
que es

y= x-l/a”~-xS

«xpresion radical, y claro os que quedard bajo esta forma el término 2yy";
por consiguiente este término debe desaparecer, lo cual da & conocer que
y' = 0] luego el punto que se busca lia de estar sobre el eje primero de la
curva. No exisliemio el término 2yy™ ni el y~. la expresiou de se re-
duce &

D= x2— 2x X" -t- Xx-+ y2
que, con el valor de

se convierte en
mn=:(1 — X2 —2 XX+ (X2 + -

Si el valor 1), ha de ser racional, es necesario que tenga raiz exacta 6 que,
suponiéndole un trinomio, el producto de los Icnninos extremos sea igual al
cuadrado de la mitad del término medio; es decir, que la ecuacién de con-
dicion lu de ser

(cc2 +62)=x2x"*;
6 parliemlo por x* tendremos
@ - {X""+b")=x'<-,
siendo lo mismo que
a* 0
6 dividiendo por

fLa;'2=0»-6*:
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DCB da la rdnniiia
(58) x'= + [/

Por consiguiente: la abscisa dd punto quese buscaba, c$ el cateto de un
triangulo rectangulo cuya hipotenusa es el smi-eje mayor, y el otro cateto
el menor, tomado ya positiva, ya negativamente.

Asi, pues, existen dos puntos sobre el eje mayor cuyas distancias & to-
dos los de la curva, pueden expresarse en funcién racional de la abscisa, y
para determinarlos no hay mas que hacer centro en el extremo B del eje
menoj*y ron uii ra-
dio igual & la mitad Fig. Xo.
delmayor, trazar dos A
arcos que lecortenen
Fyr (fiy. 19.) Es-
tos puntos se llaman
FOOB de la elipse, y
sus abscisas OF y
OF' dadas por la ex-
presién acabada de
encontrar, se distin-
guen con el nombre

EXCENTRICIDAD.
Cualqtiiera recta li-
rada desde los focos
aun punto de la cur-
va, se dice radio vector; y como existen dos focos, se sigue que. para cada
punié de la elipse hay des radios vectores.

46.—En toda elipse la suma de los radios vectores de cada punto
esconstanto é igual aleje primero.—Observaciones. —Puesto que cada
M 10 \eclor MFO MF' (fig. 19), no es mds que la distancia entre el foco cor-
respondiente y un punto de la curva, en hallando las expresiones de estas
islancias y sumandolas, se vera si es cierta la propiedad anunciada.

La distancia MF entre el punto M cuyas coordenadas son (icy) y el foco

rquefieneporcoordenadas(i/a* —6*, 0), es

poniendo por y* la ecuacién de la curva, sera

Pero
—6*= OFj
fllogo si esta excentricidad OF se expresa por e, tendremos

MF = ~ —2ex + a%
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que por ser cuadrado perfecto e! segundo miembro da

m MF = a -————X.

La expresion del radio vector MF' se obtendrd del mismo modo; pero
siendo evidente que resiiltarian las mismas combinaciones para su valor, fue-
ra de ser la excentricidad e negativa, con solo introducir esta condiciéon en
la expresion de MF', que precede, tendremos la de

(39) MF'=a-f—@

Allora sumando los dos radios vectores, resulta
(S9™) MF-t-MF'= 2o:
que es la propiedad que se queria demostrar.

Observaciones. 1* Es'a propiedad notable de la elipse facilita un me-
dio de trazarla por puntos 6 por un movimiento continuo.

Para hacerlo por puntos, no hay mas que describir desde un foco, por
ejemplo el F, arcos de circulo de radio menor que FRj y mayor que FS; cor-
tando & cada arco descrito desde el otro foco F' y un radio igual & la diferen-
cia del anterior al eje mayor, se obtendran cuantos puntos y tan préximos
como se quieran de la curva.

Para trazarla por un movimiento continuo, se sujetan los extremos de
un hilo 6 cuerda cuya longitud exacta sea la del eje mayor RS en los focos
Fy F', y haciendo correr un lapiz por el hilo de modo que siempre conserve
la misma tensién; 4 medida que la parte del hilo recorri la por el lapiz au-
menta, disminuird en la misma cantidad la que debe aun recorrerse, de una
manera tul, que todas las posiciones sucesivas de él en contacto del liilo,
corresponderan a puntos de la misma elipse.

2.” Desde luego se comprende que estos dos procedimientos pueden apli-
carse sobre el papel, 6 bien sobre el terreno, sustituyendo al hilo y al lapiz
una cuerda y un punzén; pero como estos procedimientos exigen que la su-
perficie sea plana y que el terreno sea bastante despejado é igual, y que la
mayor dimensu/n de los ejes sea de corta longiluii, y como tratandose de
trazado de caminos y canales, en general, el terreno es en extremo desigual
y cubierto de maleza, la superficie demasiado accidentada, y sobre todo, el
desarrollo de la curva eliptica, es muy considerable para que pueda replan-
tearse por movimiento continuo; de suerte que, para obviar estos inconve-
nientes y vencer en lodos los casos cualquiera dificultad 0 obstaculo, lo me-
jor y mas exacto es la aplicacion de las tablas de coordenadas calculadas al
efecto; asi como la longitud del arco, segin veremos mas adelante.

47.—La doble ordenada que pasa por el foco de la elipse, es i™al

al pardmetro. —LIdmase parametro de la elipse una tercera proporcional 4
los ejes de la misma.

Siendo la ecuacion de las ordenadas
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no habra mas que puncr por x el valor de la excentricidad e, 6 sea la distan-
cia del centro al foco, para obtener la que pasa por este; y si esta ordenada
mcumple Con la condicion de ser una tercera proporcional a los ejes, sera el

parémetro
La abscisa del focoesK a« — ; luego su cuadrado x* = o®— 6* que,
puesto en la ecuacion de la elipse, daréa para y®la expresion
(f2—  -1- b7
de donde
6®
y = T

y su doble ordenada se presenta en la férmula

<) 2f —  —— -
n a 2 a'

mOLE €S una cuarta proporcional 42a,26y 26,6 bien una torcera propor-
cional & los ejes.

48.—Hallar la ecuacion polar de la elipse cuando el polo se en-
cuentra en el foco .~Observacion.—Las {férs. 5i y 35) para pasar de un
sistema rectangular & otro polar, que en este caso eran
X=r.es.V a é y= r.sen u-i 6
sustituidas en la ecuacion de la elipse, con las modificaciones convenientes

para situar el polo en el foco, dariau la que se busca.
Pero teniendo ya conocida la expresion (39) del radio vector (n«>n. 45)

JIF 6 r que eraa ------- x; en donde e representaba la excentricidad OF,

bastard poner en ella por x su valer en funcion de diclio radio vector y dol
angulo que forma con el eje para obtener la ecuacién que se desea.
Para esto la Ol (y. 19) 6 x, corr-jspondiente al punto M nos da

OF - FP = X= e -f-r. €o0s. v;
siendo ii= .MFP.

Luego

a* — @®— CT. eos. v
r= a-——— {o+ r.eos. v)=

y poniendo por ¢®su valor a* 6®) sera

B8R —er. €o0s. v
6Rr

6 bien despejando r tendremos la formula

61 r= ..,
(61) a-i-c.eos. V
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Observacion.— El circulo ($ una elipse cuyos ejes son iguales:
En efecto, en cunigiiiera de las ilos ecuaciones qu? se conocen para la
elipse., si se suponen oy &iguales, resulta la ecuacion del circulo.
La elipse referida al extremo de su eje, esta expresada (nim 42) por la
{fér. 07); ysi en esta ecuacion se supone b= a, resulta

1/ = Uax — £c*,

que es la expresion del circulo referido ai extremo de su diametro, cuando
este es igual & 20.

La {for. S:') de la elipse referida ai centro, y si en ella se hace a= b,
se tiene para la elipse de ejes iguales la expresion

(62) y®= 0o* — a 6 bien, g* Y®= a®:
de donde resulta la férmula de nn circulo referido & su centro, cuyo radio es o.

49.—Determinar 'a expresion de Ja hipérbola referida al extremo
de su eje primero 6 vértice.—Cuando la seccioén causada en un cono por un
plano era tal quo este plano cortaba & la generatriz Al («lim. 41, ftg. 18), y
& su opuesta para lo cual habia de veriiicar.se que (a -f-é) fuese mayor que
dos rectos, hemos dicho (««>». 41 vbserv. 4.*) que la curva tomaba el nom-
bre de Ailpcr&ola, y se componia de dos ramas que necc-sariamente estarian
separadas por el espacio que debia existir entre las dos secciones que la pro-
dujesen.

Ahora nos corresponde hallar la férmula de esta curva .«in otra condicion
que la de suponer (a + 6) mayor que dos angulos rectosj pasando después
& examinar algunas de sus propiedades en el mismo érdenque se hizo con la
elipse.

Si (a + 6), segin la expresion general (E) de las secciones conicas que se
ha discutido en el (nim. 41), es mayor que dos rectos, sen. (a™- 6) serd
precisamente negativo, lo que da para ecuacion de todas las hipérboles ori-
ginadas en el mismo cono

y3 —. — iex. sen.a-fa® sen. (a+ 6)V
e0s.® 2'« ' /

Para presentar esta ecuacion bajo una forma mas sencilla y facil en su
aplicacion, multiplicaremos el factor fraccionario por sen. (a + 6), divi-
diendo el que lo sigue por esta misma cantidad, conforme hicimos para la
elipse, y tendremos;

sen. S. sen. (ct& , ¢ w.sen. a X 4

e0s.®— a ¥S€n (-(éi;lé) J

El multiplicador de x, es precisamente el valor que corresponde 4 la longi-
tud del eje de las x, existente entre ios puntos donde la curva le atraviesa;
pues haciendoy = o0,y pudiéndose dividir enlénces toda la expresién por el fao
tor que se halla fuera ilel paréntesis, resultan para x los valores cero, y también

------ 7 que son el origen By la distancia BC contada en sentido

sen.((l—l—o)
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negativo; luego si & esta distancia invariable para cada hipérbola se la repre-
senta por — 2a, la ecuacion se simplifica y toma la forma de

.3 sen. 6. sen. (a h- 6)
2 Y -

eos. ~ a

Esta expresion por carecer <o término y, hace ver que a cada valor de
corresponden dos de y jguales y de signo contrario; luego la recta BC biseca
todas las perpendiculares comprendidas en la curva: por esta razén toma el
nombre de eje primero de la hipérbola. El punto medio de dicho eje se de-
signa con el nombre de centro.

Si en él se levanta una perpendicular al eje, dicha linea como ordenada,
no correspondera a ningln punto de 1« curva, y en tal caso su expre-
sion debe_scr_imabri?iaria, representandola por b {/ — \ : de suerte que
a,y 6j/ —J, deberan satisfacer la ecuacién de la hipérbola, pues miradas
como coordenadas del punto de la curva que so halle sobre el centro, no
existiendo ninguno en esta situacion , y llevando dichas coordenadas este ca-
racter por ser 6 — 1limaginario, la ecuacion de la liipérbola se verifi-
cara con ellas, y sera

. sen. 6. sen. (a 6
— ( )LX —oO0*:

eos. «

de donde despejando, resulta
sen. 6. sen. (a -i- 6) i

e0s.® -i- a

El valor de 6 se conoce facilmente en esta expresién, cuyo valor mirado
como real, determinauna perpendicular levantada en el centro al primer eje
y que tomada h.1cia ambos lacios de este, recibe el nombre do eje segundo 6
eje imaginario.

L ® - .
Pero la sustitucién ded— en vez del quebrado & quien es igual, reduce Ja

ecuacion de la hipérbola & la misma fornia que la de ia elipse, excepto el sig-
no de co® Luego se tendra la ecuacion general de la hipérbola referida ai ex-
tremo de su eje primero 6 vértice que nos da Ja fumiula

(63) yr= (2aa:-f-iB=).

Observacioaes.— |.* Mientras & sea positiva, también lo serd ?/, cre-
ciendo simultaneamente: luego la hipérbola es inde/inida en el sentido de las
abscisas positivas.

2.* Si &?es negativa, siendo menor que 2a, el valor de y aparecerd ima-
ginario. Por consiguiente, hay en la hipérbola un espacio igual al eje pri-
mero, sobre el cual no existe punto alguno de la curva.
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3* Sicc= — 2a, resultay = o0; y si ctoma valores negativos mayores
que 2a, lay se hace positiva, creciendo indefinidamente & medida que lo hace
£Cdel lado de las abscisas negativas, lo cual maniiiesta que : en toda kipér-
lola existen dos ramas indefinidas en sentido contrario, que estan separadas
sobre el eje real por la longitud de este mismo eje.

50.»Deducir la formula de la hipérbola referida & su centro.-»
Las coordenadas del centro O {fig. 20) con relacion al origen S & que se re-
fiere la expresion (63) de la hipérbola, sonac= —a, é y:= 0; y como los

Fig. 20.

nuevos ejes OX y OY permanecen paralelos & los primeros SX y SY', no
habra mas que sustituir por x ,x — a en la ecuacion precedente, para ob-

tener la que se busca.
Esta sustitucién nos da la férmula

(64) — (®>-a%).

Expresion de la hipérbola referida & su centro, que no solo podria discu-
tirse y dar & conocer las propiedades que ya se han descubierto, y aun otras
muchas que le sean exclusivas, sino que quitando el denominador, con lo que
aparece bajo esta forma

acy2—b* = —o*b*
manifiesta que todas las propiedades halladas para la elipse, se verifican en

Ja hipérbola; pues sus ecuaciones estan formadas de una manera analoga; con
solo mudar en las expresiones de aquella el signo de b*.
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Asi, pues, Ja ecuacién (64) liace ver;

1. “ Que si 0?= 0, 6 bien si toma valores menores que a, ya positivos ya
neptivos, Jay resulta imaginariaj es decir, que en toda la longitud del eje
primero 6 real no hay curva.

2. * Si X se hace igual & a positiva 6 negativamente, se obtiene paray el
valor cero, lo que prueba que la curva pasa por los eiiremos del eje 6 vér-
tices.

3. * Si X toma valores mayores que a, ya positivos 6 bien negativos, por
cada valor que se suponga, resultan paray dos iguales y de signo contrario;
lo cual quiere decir: que la curva es simétrica respecto al eje primero fro”
longaio. Y como del mismo modo se observa que para cada dos valores de x
iguales y de signo contrario, y loma uno mismo, también resulta que; la hi-
pérbola es simétrica con relacion al eje imaginario.

51.—Hallar los puntos del plano de una hipérbola cuya distancia a
los delacurva sea una expresion racional de la abscisa.— Sean las
coordenadas de uno de los puntos que se buscan {x',y") y las de uno cualquie-
ra {*g. 20) de la hipérbola {x,y)-. el cuadrado de la distancia entre ellos,
estara representado por D, y sera

WB= {x—xj +{y~yy = &—20® + X" + y* —2yy' -hy'\
Sustituyendo por y* su expresion tomada de la ecuaciéon de la hipérbola, é
imaginando el término = o0 & lin de que no aparezca radical segin se
desea en la cuestion, para lo cual es preciso hacer 0, tendremos:
DF= o —20d - <&* -t- — (¢ —a%);
é bien
D" = H- — Mxx" (e — 6).

Si esta expresion ha de dar el valor racional de D, es indispensable que
tenga raiz exacta, para lo que considerando como trinomio dicha expresion,

pueda llenar lacondicion de que el producto de los extremos seaigual al cua-
drado déla mitad del término medio: esto es, que

ic* -I- (@* — 6% = a*x'*:

$dividiendo los dos miembros por cc*, se tiene

Esta ecuacion nos dara el valor de la abscisa ®, efectuando la multiplica-
cion, destruyendo los términos semejantes y dividiendo por el coeficiente &
que esta afecta, resulta

®» = a* -h b*
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de donde se deduce la expresion

(65) al= =/ 6».

Luego, hay dos puntos situados & distancias iguales del centro, y coloca-
dos en el eje que llenan la condicién indicada.

Para construir 6 situar estos puntos, se tomara la hipotenusa ST que pasa
por ios extremos de los semi-ejes a y é y se colocara desde el centro O &
derecha é izquierda, lo que dara los puntos Py F' que se llaman focos Las
rectas tiradas desde estos focos a cualquier punto de la liipérboia, son los
radios vectores: & la distancia OF y OF' del centro & ios focos se designa con
el nombre de ea;ce«incidad.

52.-E n toda hipérbola, la diferencia de los radios vectores tirados
& un mismo punto, es constante é igual al eje primero.-Sea If (fig 20)
un punto cualquiera de la curva, y sus coordenadas {x, y): el radio vector
FM que mide la distancia del punto Mal F, cuyas coordenadas son (x’ =
y = 0)} en donde e representa la excentricidad, sera

H
y

MF* = {e-®)* + ~{x" — + Seo; +i0* -+ x”
a*

en este desarrollo se ha puesto por su igual  + 6" de donde se deduce

y poniendo por el numerador (0" -f- 67). su expresién e*. tendremos
MF *=5-1,®« — 2ex mma®,
@ «

extrayendo la raiz cuadrada, puesto que el segundo miembro la tiene exacta,
resulta la formula

(66) MF = — X — 3.
a

La opresion del olro radio vector MF' correspondieolc al mismo punto
M, solo d.ferméa do la precedente en el signo do o que seré nega‘uvo pL el
foco F', lo que da 1

+ Seas+ a®, y MF = —ax-""a.

Restando del MF' el MF; pues ya por la figura, ya por sus expresiones
se ve que aquel es mayor siempre que este, resultara la ecuacion

in i:F' MF=2+a_-l-"a==2a.

N
a - a
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Uiie Gs la propiedad que se habia enunciado.

También pudieran haberse hallado directamente las expresiones de MF y
MF , en los triangulos rectangulos FMPy F'MP.

Observacion.—De esta notable propiedad de la hipérbola se sigue un
procediroienlo para trazarla, ya por pimlo.s 6 bien por un movimiento con-
tinuo.

Para describir por puntos la hipérbola, cuando se conocen sus ejes RS y
TT' se marcardn primeramente los focos Fy F', colocando la distancia TS
sobre el eje primero desde O & una y otra parte; después se hara centro en
uno de ellos, F por ejemplo, y de-scribiendo con un radio arbitrario F\1 un
arco, no liabra mas que afiadir & este radio la longitud RSpara tener el dei
arco que se ha de trazar desde el foco F' para que corte al anterior en un
punto do la curva. Esta operacion repetida varias veces, dara & conocer cuan-
tos puntos se quieran de la curva.

En vista de lo que hemos indicado (nim. 46—2.* observacion),renuncia-
mos & la descripcion de la hipérbola por un movimiento continuo.

53.—La doble ordenada de la hipérbola que pasa por el foco es
Igual al parametro.—Se llama parametro en la hipérbola duna tercera
proporcional & los ejes.
La expresion de una orden.ada cualquiera de la curva, estd dada por

lluego cuando por m se sustituya su igual 1/“0" -i- que es la abscisa del
foco, resultarad para y el de la ordenada que pasa por él.
Haciendo esta sustitucion , se convierte en la ecuacién que sigue
6* . . R
= —(@-hir-ai)=—;
de donde
6*

y duplicando la expresion, nos da
(68) 2 =2 &_ 4n
A a 20’

Este valor, siendo el de la doble ordenada que pasa por el foco, se obtie-
ne buscando una cuarta proporcional &4 20, 26 y 26, 6 una tercera proporcio-
nal & los ejes, lo que prueba que es el parametro,

54.—Hallar la expresion polar delahipérbola.—Para determinar la
ecuacion polar de la hipérbola, se puede aplicar Ii {fér. 67) del radio vector,
eoDocida desde el (mim. 52) en que solo con sustituir por x su expresion en
funcién del mismo radio MF {/ig. 20), que supondremos igual ar, y de! an-
gulo que forma con el eje que designaremos por o, como anteriormeolLe, sa
tendra la expresion que se busca.
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Al determioar los valores de la abscisa OP en funcion del radio vector
FM del mismo punto y del angulo MFP, ya se vi6 en la cuestion general
(ndm. 36) de coordenadas polares que

OP= OF -t-FP = e -i-r. eo0s. v.

Siendo e la excentricidad OF, tendremos

MF=r= ;(e+ r. eos. v) — a:

de donde
-h er. eos. v —a®

que poniendo por «* su valor (a* h- 6*), da

6*4-cr. eos. V

luego despejando & r, se obtiene por Gltimo la expresion
(69) F— meeecerecgee- ,

Esta ecuacion polar de la hipérbola, solo se diferencia de la de la elipse en
el signo de e.

55.—Determinar la férmula de la parabola referida & su vértice.—
Observaciones. — Hemos dicho (nim. 41, obser. 3.*) que cuando el plano
secante es paralelo & una de las generatrices del cono, la curva recibe el
nombre de parabola; asi para hallar la expresion correspondiente se de-
bera modificar la formula general (E) de las secciones cénicas (nim. 41),
observando que (a mm6) valdran dos angulos rectos, y que su seno debe ser
cero, con lo cual resulta

c. sen. 6. sen. a

«* = TT
Yy .

€0s a
S

y como la relacion expresada por la fraccién es constante para cada parabo-
la, puesto que solo depende del angulo a que forman entre si las generatri-
ces del cono, dado para cada caso, y el angulo 6, ¢ sea la inclioacion del
plano secante, que es siempre suplemento del anterior, nada mas facil y na-
tural que imaginar se ha construido la linea expresada per dicha fraccion;
ia que, representada por 2p, da 4 la expresion la sencilla forma

(70) = 2px.
Esta es la formula de la parabola, referida a su vértice 6 pimio desde el

ijwsf el eje de la seccion la divide en dos ramas simétricas, como manifiesta
la misma expresion.
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Observaciones.-1 * Discutiéndola ecuacion = 2pa; de la parabo-
la se puede venir en conocimiento de su curso y de las propiedades que la
distinguen. Asi, si x se supone cero, resulta también cero el valor de y;
lo cual manifiesta que la parabola pasa por el origen O de las coordenadas.

2* Para cada valor arbitrario, que se asigne & a?, resultan dos iguales y
de signos contrarios para y; luego el eje de las abscisas divide a la parabola
en dos ramas simétricas.

3. Cuando x toma valores positivos, y siempre es real; y & medida que
aquellos se liacen mayores, crecen también los de y; luego la parabola se
extiende hasta el infinito en el sentido de las abscisas positivas.

4’ Si «c se hace negativa, la ordenada y resulta imaginaria; y como
ninguno de los valores negativos de la abscisa la vuelve & coirverUr en real,
resulta: que la pardbola no existe sino & un lado del origen 6 vértice.

5* De todo esto se deduce que, el eje de la pardbola es indefinido ; por
consiguiente, ni podemos tomar su mitad, ni levantar en ella un segundo
eje: asi que la formula y2=s2paj, es la UOnica que se emplea para esta
curva.

56.—En toda parabola, los cuadrados de las ordenadas, son propor-
cionales & las abscisas correspondientes.—SeaM'MO etc. (*y.21)unapa-
rabola cualquiera: sj
sus ejes OX 'y QY son
rectangulares y tie-
nen el origen en el
vértice, la ecuacion
de la curva, sera

y* =1 2pcc.

Llamando (®', y') las
coordenadas OP vy
PM de un punto M,
y (ixj", y”) las OP' y
P'M' de otro cual-
quiera M', sus valo-
resestaraniigados por
la relacion escrita en
la expresion de la pa-
rabola; es decir, que

Fig. 21.

se tendra
y* = 2pa’
y"3 — 2pa>".

Comparando miembro & miembro estas ecuaciones, resultara
y*oyU*:; 2pec L 2pxt;
dividiendo la segunda razén por el factor comdn 2p, nos,da

y2 iy'raiiqlcx":
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proporcién que, reponiendo en ella, por (a;, y') y (cc", y"), las lineas que
representen en la figura, hace ver que
(71) 1nes .. OP; OP,

es la propiedad que se queria demostrar.

57.—Determinar un punto cuya distancia acualquiera de los de la
pardbola, sea una expresion racional de la abscisa.—Sea M' {fig. 21),
un punto cualquiera do la pardbola, cuyas coordenadas, representaremos por
(@, y): si las del punto que se busca se designan por {x\ y"), el cuadrado de
lu distancia D entre estos dos punios, tendra Ja forma

= X'Y H-(y—y'f;

que desarrollando los cuadrados de las diferencias sera

2= 2 2a& yh—2yy' My
Ahora, sustituyendo por y en esta expresion su valor deducido de la
ecuacion de la parabola = 2px, tendremos
y = rh 1/ -2px,

que siendo radical, da & conocer que mientras en la expresion D exista un
término con lay elevada al primer grado , no podra resultar una funcion ra-
cional de x; luego lo primero que ha de verificarse para que el punto que
se busca, cumpla la condicién exigida, es que el término — 2yy' sea cej*o,
lo cual no puede verificarse sino cuando y' — 0, en cuyo caso manifiesta que
el punto que se busca esta situado sobre el eje de las abscisas, que es el de
la curva.

I*ara determinar aliora la x', suponiendo y' ~ 0, no habra mas que susti-
tuir por  su expresion ip x en la del cuadrado de la distancia: que nos dara

2= @B— 2a:ir -f x *-f- 2px.

La distancia D no sera todavia funcién racional de cc, si su expresién
que es el segundo miembro , no es cuadrado perfecto, en tal caso, ordena-
da con respecto & x, sera

2= ce*-f 2x {p —x") -Fx™":

la cual exige que el producto de ios extremos ceV*, sea igual al cuadrado de
la mitad del Iérniiny medio; esto es, que

ccV* = £ (p —a)*:
6 bien, dividiendo por 07, resulta
Be= (p — o)z
que extrayendo la raiz cuadrada do ambos miembros nos da la expresién
(72) x'~2> —te', 2x'= p, yai'~ ¢(p.
Condicién indispensable para obtener la solucién que se queria, es decir,

que el punto en cuestion F se halla sobre el eje & una distancia - p delorigen.
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A este punto cuya distancia & cualquiera de los de la parabola, es funcion ra-
cional fie la abscisa , se llama foco\ y las distancias FM' del foco & la curva,
radios vectores.

58.—Todos los puntos de la pardbola equidistan del foco y do la di-
rectriz.—Observaciones.—Se llama directriz de la parabola, una perpen.
dicular a su eje que dista del vértice tanto como el foco.

SeaM' un punto cualquiera dé la parabola, cuyo origen es O {/tg. 21) y su
eje OX el de las abscisasj si se coloca la distancia OF, del vértice al fuco, esto
es, desdeO basta O', y en este punto .se levanta la perpendicular IiO, esta
sera la directriz segin la propiedad que se lia reconocido en ella para darla
este nombre.

La distancia del punto M' & la directriz, es la MH paralela al eje de las

X, y por lo tanto igual 4 O'P'; pero O'P'= 0O -i- OP' = p -f-cc; Luego

si la expresion del radio vector FAI' es la misma, habremos probado la pro-
piedad enunciada.

Dos medios se presentan para liallar el valor del radio vector FM'": el pri-
mero consiste en sustituir en la férmula de la distancia, hallada precedente-

mente, por x' su igual lo que da

D*= o-f peo-h le 0 bien, D= d?-f-J‘p:

el segundo se reduce & buscar directamente dicho valor de FM', como liipo-
tenusa del triangulo rectangulo FP'M', de donde

FM*“ = FP™ - P'M™“= (OP" OF)2-h P'M

gne poniendo por estas lineas sus correspondientes sera

06 hien desarrollando y sustituyendo por y®su valor 2pa?, resulta
FM™* = ic«+ 2px -I-  p*:
también para expresion del radio vector FM', da la mas sencilla férmula

(73) FAI' = cc-|--fp.

Observacién.—De esta propiedad se deducen dos medios para trazar la
parabola, dado su vértice y su foco: ya por puntos aislados tan préximos como
se quieran, y ya por un movimiento continuo.

Para determinar puntos aislados de la curva, se toma desde el origen & la
parle opuesta del foco, li distancia OF entre estos punios, lo que dara el
punto O' por donde se hace pasar la directriz IID; levantando ahora en cua-
lesquiera punto P', etc. verticales P'Al' etc., no habrd més que trazar desde F
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como centro, y con los radios O’P', arcos que las corlen, para tener puntos
M' equidistantes del foco y de la directriz.

Por las mismas razones expuestas (nwm. 46 — obser. 2.*), omitimos el
segundo medio de describir la paradbola por movimiento continuo, confor-
me & lo dicho al tratar de la hipérbola.

59. —Ladoble ordenada que pasa por el foco en toda parabola, es
igual al parametro.—La linea 2p = ~ que es una tercera proporcional a

la abscisa y ordenada de cualquier punto de la pardbola, se llama para-
metro. ) B ) o ,
Porque siendo la ecuacion de la parabola referida a su vértice,

si en ella se sustituye por x la abscisa -jp del foco, resulta

y> y también, 7 = p,
que multiplicando por 2 ambos miembros, dara la expresion
(74) = 2p.
60. —Hallar la ecuacién polar de la parabola cuando el polo se ha-

lla en el foco.—La expresion del radio vector tal como FM', se ha deter-
minado al tratar de las coordenadas polares: cuyo valor era

FM'= x-h-AP-

Si en esta expresion se sustituye por x una funcién del radio vector mis-
mo y del angulo que forma con el eje, se tendra ia ecuacion polar que se de-
sea, llamando r al radio vector, y ual angulo MTX que forma con el eje; del
triangulo rectangulo FM'P', deducimos que

FP' =:r. eos. C:
y como

a,= OP'= OF +FP'
se tendra

= —p+r.eos V.

Este valor puesto en lugar d er — 03+>|-p, y despejando r, da la
formula.

(74) r= -1 Cosu

Expresion polar de la parébola referida & su foco.
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CAPITULO VI.

TANCE.ITES Y DIAMETROS DE LAS CURVAS.

61.—Dada una curva por su ecuacion, hallar la expresion de sutan-
gente en un punto dado.—Se eoliende por tangente & una curva cualquie-
ra, toda recta que solo tiene un punto comdn con ella.

La cuestion general que se presenta para hallar la formula de ia tangente
en un punto dado sobre una curva, podra resolverse de varias maneras.

La mas sencilla es lasiguiente:

Sean los dos ejes coordenados OX y OY {fig. 22), y una curva cualquiera
BMM referida & los mismos ejes: sea el punto M de contacto dado” y sus coor-
denadas OP = x', y PM= y's

Sea TT'la tangente que se p 22
pide. La incognita en este
caso sera tang. T'TXquella- y
maremos t.

Para determinarla, supon-

gamos que la abscisaoi'u OP
recibe un incremento PQ
que designaremos por h: es
evidente que la ordenada y'
6 PM habré recibido otro
incremento correspondiente
HM' que podemos llamar k.
Tirando ahora larecta SMM'
gue sera una secante, el an-
gulo M'SX que forma con el
«je de las x, serd igual al
MMH ; luego las tangentes
seran iguales; pero

como lo manifiestan los triangulos rectangulos M'SQ y M'iiH; luego

MH Kk
sQ  MH

por consiguiente en hallando la relacion entre los incrementos de la ordena-
da y la abscisa de un punto de la curva, se tiene la tangente trigonométrica
del angulo que la recta pasando por dicho punto y el correspondiente & los
incrementos forma con el eje de las abscisas.

A medida que la recta M'S sujetad pasar siempre por M, gire acercaudose
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& la tangente T'T, el punto M' se acerca al dado M, y cuando la secante haya
llegado & ser la misma tangente, dichos puntos h y Icse hacen nulos ; luego
en la relacion

MQ

SQ’
debemos examinar que parte desaparece por la condicién de /i= oy t— o*
para lo cual el segundo miembro en donde entran estas lineas que no se ha-

cen nulas porque el punto se haya confundido con el M, escribiremos asi
la férmula general

i: PM Inw PM -t- k

(F) lang. M8X= SP + PU SP -i-h

en donde al hacer fc= o en el numerador, queda la parto independiente y
constante PM, y en el denominador al suprimir h, quedara el limite TP de
las porciones SP de eje interceptadas por la ordenarla y el pié de la secante,
que continuamente se acerca a T hasta confundirse con él, cuando llega &
ser tangente.

Luego, para hallar la iangenlo trigonométrica del angulo que la taiigente
geométrica & una curtia en un punto dado, forma con el eje de las abscisas,
se sustituirdn por (ic, y), (cc, y'), después {x' -h h) é {y mmh): ia resto de
cstas'ccuaciones dara una que contendra & hy k, y despejando enella la re~

lacion ~K no habra més que suprimir enelsegundo miembro los términos que

contengan estos incrcm"Titos para obtener el limite que corresponde a t.

Conaociendo a t, la expresion de la tangente que se nos pedia queda tam-
bién determinada; porque siendo la de una recta sujeta & pasar por el punto
{x’, y") en su ecuacién nos da la expresién general

(F) y—y' = i(x—x).

no quedando mas indeterminadas que las coordenadas generales {x,y) que
han de representar todos sus puntos.

62.—Dada la ecuacioa de una curva, determinar el valor de la sub-
tangente correspondiente a un punto determinado.—Se llama sub-tan—
gente & una curva la parle del eje TP (fig. 22), comprendida entre los piés
de la tangenta y de la perpendicular bajada desde el punto de contacto.

Si (x'j y”) son las coordenadas del punto marcado en la curva, la expre-
sion de la tangente en dicho punto sera

2—y' = i(x~x");

y como lo que ahora se busca es la parte de eje comprendida entre el pié de
la tangente y el de la ordenada que evidentemente es {x — x'), cuando la
X corresponde & la interseccion de la tangente con el eje de las abscisas, se
hara primero y = oen la ecuacion de dicha tangente, y sera

—y' = t(cc —»").
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En esta expresion ya representa x la abscisa del encuentro de la tangente
con el eje; y por consiguiente, despejando x — x', se obtiene Ja férmula ge-
neral

- = — X' = A
©) sub-tang. = x X v

63.—Dada la ecuacion de una curva hallar la férmula de la normal
de un punto conocido.—Se dice normal & una curva la perpendicular MN
(fig. 22) 4 la tangente en el punto de contacto, contada hasta su encuentro

con el eje.
Si las coordenadas del punto dado son {x', y'}, la ecuacion de la tangente
en él seré

y—y' = t{x —x);

y como la normal es una perpendicular a esta, sujela & pasar por el mismo
punto {x\ y'), su ecuacion nos dara necesariamente la formula general

h
) y—y ~ — — (x—X) — y (x— x.

Siendo Ay ft los incrementos dados & la abscisa y ordenada del punto fija-
doen la curva, se encuentra en su relacion la parte independiente de los

mismos.

64.—Dsda una curva, hallar la expresidon de la sub-normal corres-
pondiente 4 un punto determinado.—Se llama sub-rxormal de una curva
la parte PN del eje comprendida entre los pies de la ordenada y de la normal
del punto de contacto.

Sea (x', y'), el punto dado eu la curva: la expresiéon de la normal en di-
cho pudo sera

y —y' ~ y (X — X9).

Haciendo y — o, resulta de la ecuacion precedente

donde x representa la abscisa de la iulerseccion de la normal con el eje de las
x; luego (x — x') es la sub-normal que se busca, y por consiguiente despe-
jando esta diferencia se obtiene la expresion general

U} sub-nor.= x — x' = ij/".
Es evidente que con cualquiera do las cuatro lincas precedentes que se

conozca para un punto de una curva tal, como BMM' [fig. 22), queda conoci-
da en funcién de ella la tangente y sub-tangenle, la normal y sub-normal.
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65.—Determinar la fdrmula de la tangente & la elipse en un punto
dado.—La ecuacion de la elipse sera

aVv + 6 ahf ~

si el punto dado es [x\ y'), dicha ecuacion quedara satisfecha con estas co-
ordenadas ; es decir, que

ay'h = abh— b x'A
Sustituyendo por jr, su igual &8+ Y por V también y' -f k, se tiene
oY» + 2a’y'k -Han "= a¥v* —6‘x"“— UNX'h — 6%R:
restando de esta la ecuacién anterior, resulta

Hary'k + a’ie= — (26°x'ft -h );
6 bien
k 26V + i:
de donde
k 26*® + bth
T ~ 2aYy +0~ A~
expresion que suponiendo ft= o,y i; = o, da para latangente trigonomé-
trica t del angulo que la tangente geométrica forma con el eje de las abscisas
b-x'
a*®

luego la ecuacion 6 la formula de iatangente & la elipse en el punto (&%67?/),
seré4

&*®, .
(9)

66. —Expresion de la sub-iangente & la elipse.—Sustituyendo en la

formula general (G) subt.= ®"®’= - f porisuvalorteudre-
mos la expresion .
(76) subt.=— - - ib
67. - Férmula de la normal & la elipse en un punto conocido.-Esta
formula serd
@) y-y="(®_®0.

Expresion de la sub normal de la elipse.-Observaciones.-Ponien-
do enia formula general de esta linea subn. = ty', por i, nos dara su valor
la siguiente formula
6*®|_

(78) subn. = gy — ax



79

Observaciones.— 1.* De la ecuacion de la tangente & la elipse, se
deduce que desde x' = 0, en cuyo caso y'= foy i= o, liasta x'= a, en
quey = O,-" /.= <», dicha tangente puede formar con el eje de las abcisas
todos los angulos posibles desde la posicion paralela cuando t= o hasta (a

perpendicular cuando t = <&

2. * Se deduce igualmente de la ecuacion de la normal que puede lomar
todas las posiciones, desde ser perpendicular al eje ha.sla coincidir con él.

3. * También las longitudes de la sub-taiigente y sub-normal varian desde

cero hasta el infinito.

68.—Determinar la expresion de los angulos que latangente en un
punto de la elipse forma con los radios vectores correspondientes al
mismo punto.— Observaciones.—Supongamos que el punto de contacto
sea M, cuyas coordenadas son {x\ j *): laecuacion de latangente TT' {fig. 23),
seré

Fig. 23.
y_y ay-{x _X,)’
6 bien
bra/ avV* mm
aly' " oY

poniendo por el segundo numerador su igual a*b', nos da

6’x" . B
N = _|y" + 7 -
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La ecuacién ilel radio vector FM recta que pasa por el punto Mcuyas
coordenadas son {x\ y'), y por el punto F; cuyas coordenadas seran [x"—e,
y" = o), DCsda

L_ y-y — 0" 0 bi = y ~
y —vy X —x (as — 0;"), 6 bieny X—e{x e).

La férmula general del angulo FMT que forman dos rectas dadas por sus
ecuaciones, es

79 tang. FMT = |
(79) g I+ aa'’

en donde o' y o representan las tangentes trigonométricas de los angulos que
cada recta forma con el eje de las abcisas.

i L y
Ahora, sustituyendo por a’, aHf YPOTO % o

; hechas las tras-

formaciones y reducciones convenientes, se tendra

bHx' — N2 _ e
tang. FMT =
Xy — afey ey' {ex’ — @) cy
Como la determinacion del angulo F'MT del otro radio vector con la mis-
ma tangente hubiera dado igual resultado sin otra alteracion que ser la abs-

cisa OF' = — ¢j cambiando el signo de e en la expresion anterior, se tendra
la formula

' tang. FMT = "
(79" g. = oy

Dos angulos cuyas tangentes trigonométricas son iguales y de signo con-
trario, son suplemento uno de otro; porque la tangente de la suma de ellos, se-
gun la férmula, se hace cero, 6 corresponde & dos rectos. Luego si FMT es
suplemento de F'MT, como este lo es tainbTen de F'MT' por adjacente suyo;
por consiguiente el primero y Gltimo seran iguales. De suerte que: toda tan-
gente a la elipse forma angulos iguales con los radios vectores tirados al
punto de contacto.

Observaciones.— |.* Esta propiedad facilita medios para tirar tangen-
tes a una elipse, ya por un punto suyo y ya por olro dado fuera de ella.
Para trazar a la elipse una tangente por el punto M (fg 23), se tirar.an
& él los dos radios vectores FM y F'M, prolongando este en una distancia cual-
quiera MQ'; ahora si se ilivide el angulo FMO' en do.g mitades, la recta TT'
que lo biseca sera la tangente; pues sien.lo por construccion FMT = TMO', y
como tambiénT\IO'= F'MT' poropuestospor el vértice, resulta FMT= F'MT’,
que son ios &ngulos que la TT' forma con los radios vectores correspondientes
al mismo punto M por donde “asa la tangente.
2.* Para tirar una tangente & la elipse desde un punto D dado fuera de ia
curva, se trazard desde este punto y con el radio DF, distancia al foco, un
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arco HLH'; y desde e! otro ibco F', y con un radio igaal al eje primero otro
arco HNH' que cortara al anterior en los puntos Hy H', desde IOs que tiran-
do al segundo centro F' las rectas HF' y sus encuentros My Al' con-la
curva, seran los puntos de contacto que se desean, y las rectas DMy DM
las tangentes correspondientes.

69.—Hallar la expresién de la tangente & la hipérbola en un punto
dado por sus coordenadas.—La ecuacion de la hipérbola ya sabemos
que es

sustituyendo {x' y') sera

Ahora, efectuando las operaciones indicadas trasponiendo y reduciendo,
la expresion de la tangente que se pide, por ser una recta cuya inclinacion
con el eje de las x conocemos por las {férs. 79 y 79") del nimero anterior
que pasa ademas por el punto (cc’ 5°), obtendremos la expresion

(80) ) r

Esta formula solo se diferencia de la expresion de la tangente & la elipse
en el signo de fi*, como debia suceder, puesto que es el Unico accidente en
que difieren las expresiones de ambas curvas.

70.—Determinar la formula de la sub-tangente de un punto de la
hipérbola.—Sustituyendo en la férmula general de la sub-tangente de cual-
quiera curva

subt. =

el valor hallado para
0*x'
ay
lo que da para expresion de la sub-tangente & la hipérbola

1 0**®
poniendo poro* y' su igual 5% x'* —a* (X®—a*), nos da la formula
w__q®
(81) subt. —

Esta expresion nos dice: que la sub-fangente es una cuarta proporcional
6 la abscisa del punto de contacto, y &4 la suma y diferencia entre el semi-
tje y dicha abscisa.
6



82

71 .—Hallar la expresién de la normal & la hipérbola en un punto
dado.—SupOQieado que las coordenadas de este punto sean (»'y'), tendre-
mos la féormula

(82) y—y — SA)ZY (cc— a)}

pues esta es la expresion de una perpendicular & la tangente en el punto
(cu' y") de la hipérbola.

72.—Determinar la férmula da la sub-normal en un punto de la hi-
pérbola.—Se halla poniendo en la expresién general de la .sub-normal a
cualquier curva subn.=1i y', por t el valor conocido para la hipérbola que es

b X!
ay

t —

3’

de donde se deduce la expresion

6*03’

(83) subn. =

Observaciones.—1/ De la expresion de la tangente a la hipérbola se
deduce, por el contrario que en la elipse, que dicha tangente no puede tomar
todas las posiciones po.sibles desde ser paralela hasta ser perpendicular.

Si por el origen O {Hg- 20), se tiran dos rectas que pasen por los extremos
By B'de la perpendicular al eje eu el extremo S, iguales & 6; las rectas OBy
OB' irdn a tocar a la curva en un punto situado eu el inflnito, puesto que su abs-
cisam'= Q0iy todas las demas taugentes a la curva lo han de ser en puntos
mas préximos al origen que el infinito, se sigue que las rectas OBy OB' cu-
yo angulo con el eje BOX esta dado por la expresion

laig. BOX= | = A,

son el limite de todas las tangentes & la hipérbola.
Se llaman asintotas de la hipérbola, sus tangentes en el in/inito tiradas

desde el origen, 6 bien , las rectas limites de todas las tangentes.

2.° De la ecuacion de™a normal & la hipérbola se deduce igualmente que
solo puede tomar las posiciones comprendidas entre ser paralela ¢ coincidir
con ei eje, lo que sucede en los vértices de la curva, y formar con dicho eje
un angulo complemento del de las asintotas 6 limites de las tangentes, que
estara expresado por

7= =6

3* Las longitudes de la sub-tangente y sub-normal varian como en las
otras curvas eutre cero ¢ iDfmito.
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73.—Determinar el &ngmlo que la tangente en un punto de la hi-
pérbola forma con los radios vectores tirados al mismo punto.—Sea
M (fio 24) ei punto
dado de contacto, y
sus coordenadas {x'
V'Y, segua este su-
puesto Ja tangente en
M tendrd por ccua»
cioQ

b/x!

Despejando & y para
prepararla bajo la
forma que ha do dar-
se a la ecuacion de
cada radio vector,

resulta
6*X /]
Y= ay y

La ecuacion del radio vector FM, sujeto & pasar por M cuyas coordena-
das se lian representado por {x’ y'), y ademas por el foco F que tiene por
coordenadas (x” = g, y" = 0); en donde e es la excentricidad, sera

OF= / o»+ b\
que nos da

y—y" —A~ (Y® _ x") 6bien,y= Y {x—e).
El angulo DMF que forman la tangente DM vy el radio vector MF, es
tang. DMF = —-—--

haciendo las sustituciones y reducciones convenientes, resulta la formula

(#4) la.g. DMF =
cy {ex — 0% ey {ex — a*) ey
Determinando de la misma manera el angulo DMF de la tangente con el
otro radio vector, dara evidentemente un resultado que solo diferird en el
signo, por ser la e negativa para el foco F’.

Observacion.—De esta propiedad de ser iguales los dngulos que forma la
ingente con los radios vecloi-es del punto de contacto, se derivan medios
para tirar tangentes 4 la hipérbola, ya en un punto dado de ella, 6 bien des-
ale otro conocido fuera de la curva.

Para tirar una tangente & la hipérbola por un punto M, sefialado en la
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misma, se trazaran primero ios dos radios vectores MF' y MF que corres-
ponden & dicho punto, y dividiendo en dos partes iguales el angulo F'MF,
la recta DM que biseca dicho angulo, es la tangente que se queria deter-
minar.

Y para tirar tangentes & la iiipérbola desde un punto Ddado fuera, se ha-
rd centro en este punto, y con un radio DF, igual & la dislancia al foco F, se
describird im arco FHIF; después haciendo centro en el segundo foco F' con
un radio igual al eje real RS se trazara otro arco HH’ que cortara al anterior
en dos punios Hy H" las rectas F'H y F'H' tiradas desde el foco que ha ser-
vido de centro & esta interseccion de los arcos, iran & cortar & la curva en
los puntos M, que seran los de contacto que ahora se deseaban. Concretan-
donos & la recta DM, por ejemplo, vemos que divide por mitad 4 todo arco
descrito desde My comprendido entre los radios vectores, tal como FHj pero
lalinea que esto hace, biseca también y es perpendicular & la cuerda, pues-
to que la recta DM tiene dos puntos Dy M equidistantes de F y H.

74.—Los puntos de las asintotas 4 una hipérbola se aproximan &
los de la curva cuanto mas se alejan del origen.—Hemos dicho
(nuf?». 72) al analizar la expresion de la tangente & la hipérbola, que para
esta curva existen dos rectas que, pasando por el origen, la tocan en el in-
finito : estas rectas que se han llamado asintotas, tienen propiedades muy
notables que abora vamos & examinar.

Para demostrar la existencia de la propiedad enunciada, solo habra que
hallar la diferencia de ordenadas de la asintota y de la hipérbola en puntos
que correspondan & una misma abscisa.

La expresion de la asintota superior, cuya linea estd sujeta a pasar por el
origen de coordenadas, formando con el eje de las abscisas un angulo que

tiene por tangente trigonométrica sera

= — X
y a

La ecuacion de la hipérbola da el valor de sus ordenadas en la siguiente
forma

b /-
_ 1 3
y= = vV ick —o*
Representando por d la diferencia que se busca, serd

d= — B—j/

Ahora bien: si se extrae la raiz de x® — a?, y se multiplica por — «n

cuyo caso se hallara una série de términos * ) — etc., crue irdn con-
a X
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teniendo en los denominadores mayores potencias de x, hara visible la pro-
piedad enunciada.

Luego sustituyendo por — t/0j’ --- a*, el valor que tiene en la série, nos

da

ba
d= -- -+etc.:
2is
en donde & medida que crece x, disminuyen estas fracciones, y por consi-
guiente su soma; pero sin que lleguen & hacerse cero, mientras x no sea in-

finita: luego las asintotas 4 una hipérbola se aproximan 4 la curva conitnua-
menle sin poder jamas tocarla, ni menos corlarla.

75.—Hallar ia expresion de la hipérbola, referida 4sus asintotas.—
Observaciones.-Sea MRM’ {véase mas adelante lafig. 25), lahipérbola refe-
ridadlos ejesrectangulares OX y QY : si las asintotasson OX'yOY' parapasar
del sistemarectangular al oblicuo que tiene el mismo origen, nos serviremos de
las {fors. 50) halladas en el (ntim.31), en las cuales (cc', y') son las coordena-
das generales del nuevo sistema, y las mayusculas indican los angulos de los
ejesque las tienenen la figura, y cuyo vértice se halla siempre en el origenO.

Las modificaciones que las citadas formulas experimentan para la trasfor-
macion de sus ejes, se reducen & dos: t.* El d&ngulo XX' por h aliarse con res-
pecto al eje OX en sentido contrario que el Y'X, 6ser negativo, tiene su seno
también negativo, mientras que el coseno permauece positivo. 2.* Los &ngu-
los XX'y Y'X son iguales.

Reducidas las {fors. 50), y buscando los valores de sen. XX' y eos. XX' en

funcién de la tangente que como ya se sabe, es —; y por consiguiente las

expresiones para pasar del sistema rectangular de los ejes, a! oblicuo de las
asintotas, se convierten en

A -y 7 N N * _ A 6»

Estas expresiones, son pues, las que se han de sustituir por x y pory en
la férmula de la hipérbola

ai y* —6*o*= —0* =

restando después los numeradores, efectuando los desarrollos y divisiones
Ainvenientes, resultara para la formula de la hipérbola referida a sus asin-
totas

(85) 4®y = c* 6bienxy — ye*.

Expresién que dice: en toda hipérbola el producto de las coordenadas
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asintéticas de cada puntOf es constante é igual al cuadrado de la mitad de la
distancia del centro al foco.

Observaciones. —i.* La ecuacion xy = prueba desde luego con

toda claridad que las asintotas se acercan constantemente & la curva sin to-
carla jamas; puesto que despejando la ordenada PM = y, se tiene

de donde & medida que aumente el denominador por incrementos de x, tanto
menor sera el valor de y; pero como el numerador es constante, solo pue-
de hacerse y — o cuando x = 0o.

2/ La superficie del paralelégrarao OP’M'H construido sobre las coorde-
nadas de un mismo punto es, considerando OH = P'8! por base y siendo la
altura M'O’, tendremos que el

area= P'M'x MO
pero MO’ en el triangulo M'O'H es igual &
HM' X sen. O'HM" y como HM'= OP'y OHM' = Y'OX,
se tiene
area OP'M'll = P'M' x OP'. sen. Y'X'= xy. sen. Y'X".

El producto ccy es constante, el angulo que forman las asintotas tambienr
luego los paralelégramos construidos sobre las coordenadas de cada punto ds
la hipérbola son equivalentes.

3.* Entrelos paralelagramos construidos sobre las coordenadas de los
distintos puntos de la hipérbola, se halla el 00"R 0" cuyo vértice R coincide
con el de la curva, y cuyos lados son iguales, porque los tridngulos 00"R vy
00™"'R iguales, son is6sceles; pues 0"R0O = ROO™ por alternos internos en-
tre paralelas, y este Gltimo ROO™ = ROO"»

El producto de las coordenadas asintéticas del vértice, se llama potencia
de la hipérbola: y como son iguales en todos casos, resultara

ar= A4 e donde = ~ e

Luego : la abscisa y ordenada del vértice son iguales &4 la semi-excentri-
«idad.
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76 —Determinar la férmula d© la tangente 4 una hipérbola con
relacién & sus asintotas,—Sea el pucto de coDtacto M {fig. |25), cuyas
coordenadas repre- .

. Fig. 25.
sentaremos por (cc',

para hallar el an-
gulo que la tangente
en M, forma con la
asintota OX, es ne-
cesario sustituir en
la ecuacion de la
curva por (®, vy),

(jr', y") : después x'
t-fe 6y + fc, v
restandolas ecuacio*
nes que resultan,
deducir de la final

la relacion . to
mando de ella la
parte independiente
de estos incremen-
tos.

La expresién déla

hipérbola referida &
las asintotas, es

yx = -j-
sustituyendo las coordenadas del punto M, resulta
y-ai' = 4-
ahora si se sustituye ir' h- fedccy por y, ® -t- fe se tiene
X'y' emhy' —+ fo? % feK= 4

restando las dos ecuaciones y dejando en la resultante los términos con fe
en elprimer miembro, y los términos con fe en el segundo, queda

fe(al fo= — Ay,
de donde
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Por coasiguieute la fdftnula de la tingeme TO™, sera

(86) y—y = —~{x—x).

77.—Hallar la expresion de la sub-tangente asintétie.a.—Observa-
ciones.—Sustituyendo en la formula general (G) determinada en el (niim. 62),
lo que da

subt. = ?

el valor hallado para i, se expresa en la fdrmula

(87) subt. = TP'=% = —m'
y
—X
El signo menos indica que ahora !a sub-tangente se halla & la derecha de
la ordenada que es la posicién contraria & la que hasta aqui se ha mirado
como positiva; luego atendiendo solamente & la longitud, se verifica que; en
toda hipérbola, la suh-tangenle asintética es igual a la abscisa del punto de
contado.

Observaciones, i.* Esta propiedad, nos proporciona un medio facil y
sencillo de tirar tangentes en puntos dados de una hipérbola , cuando se co-
nocen sus asintotas.

SeaM' el punto dado: tirando por él la paralela M'P' & uua asintota OY",
no habra mas que tomar desde su pié P', la recta P'T = OP" el punto T y el
dado M. fijaran la tangente TO™. Como en la expresion de la hipérbola en-
tran de un mismo modo {x, y), también se verifica que la parte HO™ del eje
de ordenadas comprendida entre los encuentros de la tangente y una parale-
la & la abscisa tirada por el punto de contacto, serd igual a la ordenada OH
de este mismo punto; luego puede tirarse por M' la M'H paralela & la segunda
asintota OX'y tomar la porcién OH desde il hasta O para tener en este pun-
to otro de la tangente pedida.

2.* De los tridngulos semejantes TM'P'y T0™0, se deduce que

TP, TO:; TM' : TO™;
pero

TP'=Y n TO™.
De modo que; las tangentes & la hipérbola comprendidas entre sus asin-

totas, estan bisecadas en el punto de contacto.

T8-—Los segmentos de una recia cualquiera, comprendidos entre
cada rama de la hipérbola y su asintota inmediata, son iguales.—
Consecuencia.—Sea la recta FD, que atraviesa la hipérbola; su expresién
tendra la forma

y = a cc -4 6;
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«n donde a y 6 son indeterminadas, y por lo tanto la ecuacién representara
todas las rectas imaginables.
La féormula de la hipérbola referida & sus asintotas ya sabemos que es

Igualando coordenadas, se obtendran las de sus encuentros, y seran

ax Hb= — 1y 4dax* -h ibx —c*= o:
4a

de donde

Las raices de esta ecuacion, son las abscisas OP y OP' de las interseccio-
nes de la rectay la hipérbola; pero su suma es sabido que lia de ser igual al
coeficiente del segundo término mudado el signo: luego

OP + OP'= —
a

El encuentro de la recta FU con la asintota OX', se determina haciendo y = o
en la expresion de larecta, que da

De aqui se deduce que la suma de las abscisas, es igual & OD; y por consi-
guiente

OP + OP'= OD.
Despejando OP, resulta

OP= OD—OP = PD.

Siendo OP 6 su paralela SM= P'D, los tridngulos SMFy M'P'D son iguales
por tener ademas de los lados SMyP'D iguales, también los angulos SFM =;
PM'Dy FSM= M'P'D; pues sus lados son paralelos.
De la igualdad de los triangulos FSM y M'P'D se sigue que FM = M'D,
que es lo que nos hemos propuesto demostrar.

Consecuencia.—De esta propiedad se puede hacer uso para construir
nna hipérbola , cuando se conozcan las asintotas y un punto; porque no ha-
brd méas que tirar por dicho punto, tal como M',cuantas rectas DF, D'F'.elc.,
se quieran, y tomando después en cada una la parte MD’ que hay hasta
la asintota mas proxima, y colocarh desde F hasta M: del mismo modose co-
loca la parte M'D' de la otra secante desde F' hasta M", y procediendo de esta
nwQora con suficiente nimero de secantes, se obtendran puntos tan proximos
como se quieran de la rama superior para poder conocerla y trazarla. Para
la rama inferior se podria imaginar al punto Mdespués de hallado, como el
conocido para tirar por él diversas secantes, repitiendo las operaciones indi-
cadas.
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Este procedimiento es muy importante por su sencillez, facilidad y exac-
titud.

19.—Hallar l1a férmula de la tang-ente a4 la parabola en un punto
dado.—Sustituyendo en la (for. 70) determinada en el (num, 55), por
(y, x) las coordenadas del punto dado para el contacto, que supondremos
ser (y'al), resulta

y's = 2par'.
Ahora sustituyendo y* k pory, yaf liporx, setendra
YN - 2&) + o= 2px’ mmph.
La resta entre los dos miembros de la primera ecuacién y los de esta,

sera
2ky' -(-&* = 2pft, 6 bien, h (2 y' -t- fty = 2ph.

Despejando en eslatKima expresion k se obtiene

2p
h 2y'-h&
y tomando la parte independiente de k, pues h no aparece en el segundo
miembro , queda por UGltimo

i=P.
y
Por consiguiente la expresién de la tangente ala paradbola en el punto co-
nocido {x'y y') sera

(88) — A
y—y y )

80. —Determinar la expresiéon de la sub-tangente correspon-
diente 4 un punto dado de la pardbola. —Esta expresién se obtie-
ne sustituyendo en la férmula general (G) hallada {ndm. 62) de las sub-

tangentes, subt. = t—por el denominador, cuyo valor se halla en la ecua-

cioD de la taogeate, y tendremos la expresion

v o« B 2px’
(89) subt. , y también , subt. — —7r~= 2 x".
p p P
81. —Hallar la féormula de la normal & la parabola en un punto co-

nocido.—Siendo (»', y") las coordenadas del punto dado, tendremos la for-
mula

90 y—y — —""L(x—x).
(90) P
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Desde luego se compreode que debe ser una recta perpendicular & la
tangente lirada por el mismo punto; pues cada una de las tangentes trigono-
métricas de los angulos que forman con el eje de las abscisas, ha de ser la
cotangente negativa del otro.

82.—Determinar la sub-normal relativa & un punto de la parabo-

la.—Observaciones.—Se halla poniendo por i, su valor en la formula
subn. = ty"\

la que da en este caso la expresion de la sub-normal

(1) subn. =~y ' = p".
y

Observaciones.—!.* De la formula de la tangente & la parabola, se de-

duce que desde x' = o0, en cuyo caso la expresion de la curva hice y' = o*
y tresulta infinita, hasta off — <», resultando y' = co, yi= o; la recta
tangente puede tomar todas las posiciones imaginables desde perpendicular
al eje hasta ser casi paralela al mismo. A esta posicion no llegard nunca;
porque siendo infinitas las coordenadas (a;', y') del punto de contacto, hacen
ver claramente que este se halla situado & una distancia también infinita del
origen.

2. * Los valores de la sub*laogente varian igualmente desde cero al in/ini~
to; pero su relacién con la abscisa presenta un medio sencillo de tirar tau-
gentesa la parabola en puntos
dados: porque si M {fiy. 26) 26.
es el punto fijado, bajando
desde él la perpendicular
MPal eje, se tendra conoci-
da la abscisa OP, y colocan-
dola desde O hasta T, en este
punto terminaré la sub-tan-
gente; asi la tangente en
cuestion sera la recta T™M
que pasa por Ty M.

3. * La expresion de la
normal hace conocer tam-
bién que puede esta linea
tomar todas las posiciones
imaginables desde coincidir
Con el eje, si bien jamas lle-
gara a ser perpendicular al
mismo.

4, * El valor constante p,
de la sub-normal proporcio-
na de la misma manera un
medio facil de tirar una tangente & la parabola en punto dado. Con efecto®
sea el punto dado el M: ante todo, se tirara por el foco la GG' perpendicular
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al eje; y como la doble ordenada que pasa por el foco es el parametro 2>,
colocando la GF desde P hasta N, la MN sera la norma!, y una perpendicular
en el extremo sera la tangente.

83.~Hallar la expresion del &ngulo que forma la tangente 4 la pa-
rdbola con el radio vector tiradoal punto de contacto.—Observacion.
La formula de la tangente en un punto dado M {fig. 26), cuyas coordenadas
son (cc', y') ya sabemos que es

y—y'= NA N~ B

despejando y para obtener la expresion bajo la forma ordinaria

\ y"‘—}\)x_'
y= e =gt

poniendo por y** su igual 2pa7', tendremos

y y

La ecuacion del radio vector MF que, pasando por el punto M tiene por
coordenadas (x', y'}, y por el foco F cuyas coordenadas, segin hemos visto
m{nim. 57) (fér. 72), son

(X"x=n, y"=0),
SOS da

Yoy g—,  —@)tambign y= A=)

reduciendo la cantidad mixta del denominador & quebrado, y dividiendo el
numerador, se convierte en

o
A 2x'—p\ 2/-

Conocidos ya por las ecuaciones de la tangente y del radio vector los an-
gulos que forma con el eje para hallar el que abrazan entre si, nos servire-
mos do la [for. 79) conocida

taiig. TMF =
" 1-haa'

sustituyendo por a, ____?_){____’ y por a ¥ se tiene
2x — P y

* ' £ n?
tafg;. TMF = A7 —2Alx - p”
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poniendo por y** su valor 2jw:', y haciendo las reducciones convenientes
obtendremos la férmula

2pint p* _ p(2X I

92) tan. TMF =
2oc'y' -f- py y' (2®' + p) V"

Pero esta expresion es también la que se hallé para el angulo MTN de la
tangente con el eje do abscisas 6 con cualquiera paralela MH. Luego: la fon-
genle & la paréabola forma angulos iguales con el radio vector y la paralela
al eje, lirada por el punto de contacto.

Observacion.—Bsta propiedad facilita medios para tirar tangentes a una
parabola, ya en puntos dados sobre la misma, y ya por puntos situados fuera
de ella.

Para tirar tangentes & una parabola, por el punto M {fig. 26)fijado sobre la
curva, se tiran desde é1, el radio vector MF y una paralela MH al eje, y di-
vidiendo en mitades el angulo HMF, la recta que lo bisectriza, sera latangen-
te que se debe establecer.

Para tirar tangentes 4 la pardbola desde un punto exterior D, se hace
centro en Dy con el radio DF, que es la distancia al foco, se describe un arco
que cortara en HyH' & la directriz; por los puntos Il y I!" se hacen pasar dos
paralelas al eje, y sus encuentros My H' con la curva, seran los puntos de
contacto.

En efecto, cada recta BMy DM biseca el angulo HMF y H'M'F que for-
man las paralelas al eje y los radios vectores tirados & los puntos de contacto.
Para convencerse de esta verdad, nos concretaremos & la recta DM, cuyo
punto D equidista de F y Hcomo centro que es del arco que pasa por estos
puntos, M' equidista igualmente de ios mismos puntos F y Il por ser uno ile
los de la pardbola, todos los cuales tiene la propiedad respecto del foco y de
la directriz; luego la recta DMal bisecar a la HF, divide en mitades el arco
que pudiera describirse desde M con el radio Mil, y por lo mismo al angulo
& que corresponde dicho arco.

84,—Diametro de las curvas.—Definiciones.”*Se llama cuerda, cuoi—
guiera recta que va de un punié & otro de una curva. Para hallar la longi-
tud de una cuerda, no hay mas que sustituir en la expresion general de la
distancia entre dos puntos, por coordenadas de estos, los valores que tengan
en cada caso particular.

Cuando dos cuerdas tiradas desde un mismo punto de una curva, van a
terminar en los exiremos del eje, se llaman suplementarias.

La elipse y la hipérbola pueden tener cuerdas suplementarias en todos
sos puntos; porque teniendo el eje dos extremos, pueden tirarse rectas a ellos.
La parabola no tiene cuerdas siiplementaria.s; pues siendo infinilo el eje, la
que fuese al extremo infinitamente lejano, seria una paralela cuya longitud
nunca podra ser determinada.

Se entiende por centro de una curva, el punto que divide en mitades to-
das las rectas que pasan por ély terminan en dicha curva.
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85.—Si una curva tiene centro, en su ecuacién no apareceran las

primeras potenciasde las variables.—Consecuencias.—Sean Jos ejes co-

ordenados, d(is cualesquiera OX y OY{fig. 27) que pasen porel centro de la cur-

va. Una recta

tal como MN

que atraviesa

pordichocen-

tro lia de que-

dar bisecada

en él; luego

marcando las

ordenadas MP

y NQde los ex-

tremos de la

recta,los trian-

gulos MOP y

NOQ resultan

iguales; pues

tienen el lado

ON = OM, los angulos en O iguales por opuestos, y los en Ny M también

iguales, por alternos internos; de donde resulta que, como partes de los trian-

gulos MOP y NOQ, las abscisas OP y OQ tienen que ser iguales, y también

las ordenadas PN y QN. Luego la expresion de la curva lia de ser tal, que

sustituyendo en ella por x sus valores OP y OQ iguales y de signo contrario,

ios que dé para y han de gozar de la misma propiedad. Esto solo se verifica

cuando una ecuacion de segundo grado, carece de segundo término; por con-

siguiente para que exista centro es necesario que no baya término eny; y

como lo mismo puede decirse respecto de resulta que toda ecuacién en

donde entre alguna de las primeras potencias de Jas variables, no tiene
centro.

Consecuencias.—1* La elipsey la hipérbola tienen centroy esle es el
encuentro de los ejes. Porque se ha visto que sus expresiones referidas al pun-
to medio de diclios ejes, no contienen mas que los cuadrados de sus coorde-
nadas.

2.* En la parabola el vértice no es centro; porque entrando en su formu-
la la primera potencia de x, cuando & esta se dén valores positivos y negati-
vos iguales, resultaran para y unos reales y otros imaginarios.

Para demostrar que esta curva no tiene centro, vamos a resolver la si-
guiente cuestion.

86.—Dada la expresion de una curva referida & cualesquiera ejes,
determinar las coordenadas de su centro.—Consecuencia.—La ecua-
cién mas general de segundo grado entre dos variables {y, x)" es

™M Ay* 1 Bxy 4 QBF H Dj/ -- E® £ F= 0

en ella aparecen todos los términos posibles de {x, y), y ademas un término
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F conocifio; por lo tanto incluye todas las ecuaciones de las curvas que hasta
allora conocemos: mas adelante veremos que no puede representar otras.
Para hallar las coordenadas del centro de las lineas que puede expresar la
ecuacion anterior, supongamos que son dichas coordenadas a y b. Para tras-
formar los ejes actuales en otros paralelos que pasen por el centro, habré que
sustituir pory, (y -h b)y por x, (x b a» y tendremos

Ay* mmBxy -i- Cx* mm(2A6 +Bo-HD)y  (2Go -t-B6 -t-E) X
M= o.

En esta ecuacion Mrepresenta el conjunto de términos en donde no entran
variables 6 mejor dicho, es el término constante.

Ahora bien, para que la curva tenga centro, es necesario que el cuartoy
quinto término, que contieneu las primeras potencias de (y,x), desaparezcan,
es decir que los coeficientes de estas variables han de ser cero; luego resultan
para la existencia de! centro estas dos condiciones:

2A6+ Bo-t-D 0. y 2Ca B6 E = 0.

De estas dos ecuaciones se pueden deducir las expresiones de a y 6; las
cuales son

2AE — BD 2C0 — BE
B —dac YT B»_ 4AC

Cualquiera de estas dos condiciones simultaneas que se elijan, sirven para
conocer si una curva dada por su expresion tiene centro; pero como las Ul-
timas dan ademas el valor de sus coordenadas, es preferible siempre el hacer

la sustitucion en ellas. o ) rn ir
Esta sustitucion esta reducida & reemplazar las cantidades A, B, C, 'y

con los coeficientes de y*, xy, x*, y y x de la ecuaciéon propuesta.

Consecuencia.—La parabola no tiene centro. Para demostrarlo, siendo
*a expresion de la pardbola y* = 2 px, no habra mas que hacer en las ecua

Clones deay6,A=1,B=0, C= 0,D= 0yE= 2p, y ten remo
2AE — BD _ —4p _ yb = «@mn—be o
"B* — 4AC “ 0 B* — 4AC

Esto quiere decir que la abscisa del centro es infinita, y la ordenada le-
vantada en su extremo puede tener todos los valores imaginables, len que
el centro de la parabola esta en el infinito.

Llamase diametro de ana curva, toda recta bisetriz de un sistema &e
Cuerdas paralelas. j-.

De esta definicion se sigue que; la tangente en un extremo del diametro
ha de ser paralela al sistema de cuerdas que divide en mitades. Porque de
no ser paralela a dicho sistema, se podria tirar por el extremo en cuestion
una cuerda que 'o fuese, y esta no quedada dividida en su mitad; lo cual
estd en oposicion con la condicién de que bisectriza & todas.
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87.—Toda curva referida & un diametro y i una paralela al sistema
de cuerdas que divide en mitades, carece en su ecuacion de la pri-
mera potencia de una de las variables.—Si, por ejemplo, se loma el dia-
metro por eje de las abscisas, como cada ordenada por ser paralela & las
cuerdas que biseca, serd la mitad de una de ellas, es claro que la ordenada
negativa bajada desde su pié sera la otra media: luego & cada valor de x han
de corresponder dos iguales y de signo contrario para y; pero raices iguales y
de signo contrario solo las dan las ecuaciones que carecen de la primera po-
tencia de Ja incognila despejada: luego para que una curva esté referida & un
diametro, y una paralela & las cuerdas bisecadas, espreciso que no exista
uno de los términos en y 6 en ccde su ecuacion.

Dos diamfilros se dicen conjugados, cuando cada uno divide en mitades
las cuerdas paralelas al otro.

Cualquiera dianutro déla elipse pasa por su centro.—Porque para ser
didmetro ha de dividir en mitades todas las cuerdas paralelas de un sistema
dado, y entre ellas & la que pase por el centro; y como este punto biseca &
ggglql{[ier cuerda que pase por él, se sigue que corresponda & uno de los del

iametro,

88 — Las propiedades de la elipse respecto a sus ejes, se verifican
también con relacién & sus didmetros conjugados.-Para persuadirse de
esta verdad, no hay mas que observar si la expresion de Ja curva referida a

diametros conjugados, es andloga a la relativa & sus ejes, ysi aquellos entran
del mismo modo quo estos.

Se puede conocer la forma de la ecuacién de la elipse cuando se halle
referida & didmetros conjugados, recordando que por pasar estos por el cen-
tro, es decir, por estar el origen de las coordenadas en é1, no pueden apare-
cer en la expresion (mim. 85), Jas primeras potencias de las variables; ycomo
ademas eJ eje de abeisas es diamciro, tampoco puede tener dicha expresion
segln eJ (mim. Rb-2.* consec.], un término yx que, respectody contiene su
primera potencia: luego la expresion de la elipse sera precisamente de la forma

Ay» - B&»=C.

Si se supone la longitud del diametro de las abscisas igual 4 2m, y h de su
conjugado igual & 2n, es evidente que cuando x = 0, habrd de sery= %
lo que reducira la ecuacion ’

Un» = C, ypor lo mismo B= -r.
nm

Si se imagina en la ecuacion y = o, ha de resultar necesariamentex = m;
con lo cual la ecuacion se convierte en

Am»= C, yA=11.

Ahora, sustituyendo por A y B las cantidades a que equivalen, resulta para
ecuacion de la elipse
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dividiéndola toda por Cda

r-hnr=1:

quitando los denominadores, tendremos la expresion
(03) nhj* -H mBoc® — m”n*,

Ksta fiirmula manifiesta lo que se ha propuesto demostrar, porque es ana-
loga en todo & la que depende de los ejes, y en ella entran ios cuadrados de
los seini-diamelros conjugados como coeficientes de los de cada ordenada, de
la misma manera que lo hacian los semi-ejes.

89.—En toda elipse, la suma de cuadrados de los semi-didmetros
conjugrados, es igrual a la de los cuadrados de los semi-ejes.—Para de-
mostrar esta propiedad, es indispensable hallar la ecuacién de los ejes, sien-
do estos funcion de los diametros, para compararla con !a referida a estos,
é al contrario.
Sea la expresion de la curva referida & sus didmetros conjugados que son
ejes oblicuos

para que esta ecuacion corresponda & la de los ejes, lo primero serd trasfor-
marla & ejes rectangulares con el mismo origeu: las férmulas para la tras-
formacion halladas [nim. 32), nos ilan

x'. sen. YX' —y’, eos. XY' y', eos. XX — a*/, sen, XX
sen. XY’ y sen. X'Y'

En estas formulas {x', y'), son las coordenadas rectangulares, y {x ,y)
las oblicuas dadas: en sus denominadores se ha supuesto ejecutada la resta que
sen. (XY'— XX) indicaba (nim. 32) arriba citado.

Sustituyendo estos valores de {x, y) en la ecuacién dada, se tiene quitan-
do denominadores y haciendo cero el término que contiene xy ; pues no pue-

de existir en ecuacion alguna referida a diametroscomo lo son los ejes; asi ten-
dremos

(m*. eos». XX'-}-n». eos». XY') y'»-f-(m».sen». XX'-i-n» sen. XY') cc»=:
= m». n* sen». XYY"

La condicién para nacer desaparecer el término xy, que es la de igualar
su coeficiente & cero sera

m». eos. XX'. sen. XX' h- n». eos. XY'. sen. XY'= o.

Pero la expresion de la elipse referida & sus ejes, ya sabemos que tiene la
forma

0*y» —+~ B»icw=a»b»:

luego debe ser idéntica con la penultima que corre.sponde al mismo supues-

to: mas como esta identidad 6 igualacién entre cada dos términos correspon-
7
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dientes, no puede evidenciarse directamente, supongamos que fe es un nu-
mero tal, que inultiplicande por él la ecuacion -i- = a-b" la haga
idéntica con la otra de los ejes rectangulares en funcion de diametros con-
jugados; en este caso, haciendo la multiplicacion resulta

atkyN -+ BRE®= a"b’k;
comparando las coeficientes de las variables con los respectivos de los de la
otra ecuacion se deduce
m*. cos® XX' n®. eos®. XY' = afe

m®. sen®. XX' + n®. sen*. XY' =6®fe
MR, N®. sen®. X'Y'= a®bfe.

Para conocer la cantidad indeterminada fe hay un sencillo artificio que con-
siste en multiplicar las dos primeras de estas tres ecuaciones , y restar de la
resultante el cuadrado de la ecuacion de condicion que es el coeficiente de

Xy, igualado & cero :
La multiplicacion de las dos ecuaciones primeras de este grupo de tres

DOsda
m*. sen®. XJC. eos®. XX + m*. n®. sen®. XX'. eos®. XY' + mB®. m®x

X sen®. XY' XX'+ n*. sen®. XY' XY' =
La ecuacién de condicién

m®. eos. XX'. sen. XX' -j- n®. eos. XY'. sen. XY'= o,

«levada al cuadrado nos dara

m*. sen®. XX'. eos®. XX' + 2m®. n®. sen. XX'. eos. XX'. sen.XY'.cos.XV
+ n*. sen®. XY'. eos®. XY'= 0;

restada de la resultante de la multiplicacion anterior, se convierte en la que
sigue:
mMRN® (sen. XX eos. XY'. — sen. XY' eos. XX)® ~ a W

Pero el paréntesis es el sen. (XY'—XX') = sen. X"Y', segln se ha supues-
to en los denominadores de las formulas para la trasformacion; luego

m®. n®. sen*. X'Y'= a®6:fe®

£1 primer miembro de esta ecuacién es el mismo que el de la tercera de
las del grupo deducido por la idealidad; por consiguiente, ios segundos miem *
bros seran también iguales, y se tendra

ORBRER= ORGRfe:

dividiendo por oB6Rfe, da para feel valor de fe= i.

Es decir que no existe coeficiente alguno necesario, para hacer idénticas
las dos expresiones de la elipse referidas & sus ejes, mas que la unidad; luego
dichas ecuaciones son idénticas por si mismas.

Convencidos de esta verdad para hallar la propiedad que se trataba de cu-
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tiocer, supondremos fe= i en el grupo de ecuaciones originadas de la identi-
dad que ya queda demostrada : esto supuesto, la convertira en

m*. eos*. XX'-f n®. eos®. XY'= a®
m*. sen®. XX' + n* sen®. XY' — 6*
m*. n*. sen®. XY =

En estas tres ecuaciones se hallan ya cuantas relaciones existen entre los
ejes y los didmetros conjugados, como vamos & ver en los tres casos siguientes:
1  Sumando las dos ecuaciones primeras, se deduce asi que,

MR, (sen*. XX' + XX) + n® (sen*. XY'+ eos*. XY') = a®-f 6*

pero cada paréntesis, segin la trigonometria, equivale a la unidad; luego re-
sulta la féormula

(94) m* -f M= a®-f 6*:

es decir, que segun se trataba de demostrar: la suma de cuadrados de los
temi-ejeSf es igual & la de los semi-diametros conjugados.

2.* La tercera ecuacion dcl grupo, por si sola, da extrayendo la raizcua-
drada de sus dos miembros

m. n, sen. X'Y' — ab

Pero m. n. sen. XY, es el area del paralolégramo D'OXB' {fig. 27), cons-
truido sobre los didmetros conjugados OXy OD'; pues tomando por base
OX= m, la altura D'G, enel triangulo rectangulo D'GO,resulta igual 8 OD'X
sen. DOX = n. sen. XY:y como el paralelogramo total ABB'A' se compone
de otros cuatro iguales al D'B'XO, multiplicando por 4 los dos miembros do la
ecuacion que se discute, tendremos la expresion

(9i5) 4m. n. sen. XY = 4a6.

De suerte que: el paralelégramo construido en la elipse sobre los diame-
tros corjlug-ados, es equivalente al rectdngulo trazado sobre los ejes.
3.® Siendo tres las ecuaciones de condicion entre los ejes y los diametros
conjugados, y figurando en ellas seis cantidades diferentes, resuelven este
problema generalmente. De estas seis partes que son/os dos ejes, los dos dia-
metros conjugados y los dos angulos, uno de ellos, el que forman entre siy
el otro con un eje, se hace frecuente uso: asi es, que dadas tres do las seis
cfrfitidades, las otras tres se determinan facilmente.

90 —Las propiedades de la hipérbola respecto a sus diametros con-
jugados, son las mismas que las que tienen con relacién a sus ejes.—
Todas las propiedades que hemos hallado para la elipse, se verifican en la hi-
pérbola sin més alteracion que la producida a! considerar la cantidad 6®como
negativa en la ecuacion de aquella; pues qued esto se reduce la diferencia en
la formacion de las expresiones de ambas curvas.

En efecto, la ecuacion de la hipérbola referida & diametros conjugados,
«s analoga en todas sus partes & la que la representa con relacion & sus ejes.
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pues latéim ala

elrrc"T'tambferrery“mmoé i!,! porque
LA~ a'ltreji;;u

:r.lre c,,no e, de abscisas, es 6l6u.etro: lueso
tendra dicha expresion precisamente la forma

A®+ B®= C.

cien viene & ser
Bm®= C.

Pero cuaudo.= ose ,acey ‘“MB™ria; lueg™£ia .008" ~

el origen esn, su valor daiio por la ecuacion sera ,, / 1.y por co
la expresion de la hipérbola resulta

— A®= C

De esta igualdad y la anterior, se deduce

A= —mm XB mer

valores que, puestos eo la ecuacioo de la hipérbola referida 6 diametros con-
jugados, se obtienen por la férmula

yi —m®cr®=— ndm®
(96)

Esnresion cuya composicion demuestra que; lodos las propiedad reia-
ul m ¢

I loen lyar con relacién & los didmetros conyugados.

91 E n toda hlperbila la dlferenC|a de

con variar Ios signos de n>y 6=; luego si para la elipse se dedujo
A2 + MR= a*+
para la hipérbola se verificara la ecuacién

(97)

Erpresion que no es mas que la escritura algebraica de la propiedad que
se ha tratado de evidenciar.

92.-E 1 paralelégramo oons.rnido sobre los i® A IT lertT etra
se dedujo para esta curva

4m. n. sen. XY'=

, como la, propiedades de la hipérbola se deducen de la curra anterior, nada
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mas facil que variar lossignos de n» y 6»; ahora se tendra

4m.n.sen. XY — 1= 4a6\/—i;
dividiendo ambos miembros por — 1, resulta la formula
(98) 4m. n.sen. XY = A4at.

Esta expresion prueba también que la propiedad enunciada es cierta .

93.—Las diagonales de cualquier paralelégramo construido sobre
los diametros conjugados , son las asintotas do la hipérbola. Sean ios
diametros conjugados MAI' y NN' {fig. 28); si O es el centro de la hipérbola, y
en él esté el origen de las coordenadas , se verificara que OM= OSi'= m, y
ON= ON = n.

Ahora, tirando la MQ, desde .
el punto M de contacto de la Fig 28.
tangente IIF, paralela al didme-
tro conjugado NN’, dicha MQ
paralela & la asintota OF, sera
la ordenada asintética del punto
M; asi como la OQ sera también
la abscisa asintética del mismo
mpunto.
En el triangulo OMQ, por

ser oblicuangulo se verifica, (nG-
mero 16.—3.er caso) que el cua-
drado de un lado opuesto & un
angulo agudo, es igual & la su>
ma de cuadrados de los otros
dos, menos el duplo del pro-
ducto de uno de ellos por el
segmento suyoadyacente al an-
gulo agudo.

Asf se tendra:

= OQ*+ ~1* —2.0Q X PQ;
siendo como se supone la PM perpendicular & la OQ. La porcidon 6 segmento
PQ en el tridngulo rectangulo PMQ, es igual & la hipotenusa QM multiplicada
por el coseno del angulo adyacente PQM, d OQM; luego
OV = — 2. OQXQM. eos. OQM;
poniendo por OM, m; y llamando x & OQ, é y & QM, tendremos
= @ -t- y* — 2ay. eos. OQM.
El angulo OQM es suplemento del HOF que forman las asintotas; lueg<k
OQM=: — eos. HOF, y con esto la ecuacion se convierte en
m* = X* -H y* -i- 2a?. eos. HOF.

VAN
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En el triangulo HQM se verifica que
= g®-Hy” — 2id/. eos HOF;

pues QH = OQ por ser proporcional & las partes de la tangente MH — FM;.
restando esta de la anterior ecuacién, se tiene

m® — MH* = 4cry eos. HOF.

Segun la ecuacion de la hipérbola referida & sus asintotas, cuya ecuacion
es xy = , 6 bien, ixy =e”! enlaque representaba 4 (@" -h 6®),
se tiene

ixy =as -H6*

Ahora solo falta hallar el eos. 1IOF, para sustituir su valor en la expresion
de — Mii** y demostrar de este modo la propiedad que se ha enunciado.

El &ngulo HOF es igual & 2 — HOF; pero
laDg.-I-HOF=":

y como la trigonometria nos di la férmula para determinar la tangente de un
arco doble, haciendo aplicacion de ella, tendremos

fang. 88E— A2 1ang. | HOF
0 bien
2. ah

tang. HOF Ar— B

Conocida ya la tangente del angulo HOF, se halla facilmente el coseno de),
mismo, y sera

eos. FOH _ V I tang*. HOF’

En donde sustituyendo por tang. HOF su valor, resulta

cos. FOH & A - Vh’c+67c ac_f_6*

con esta expresion y la do ixy, la diferencia m* — MH*>> se convierte en
m* — VH* =0* — 6%

pero el segundo miembro o* — 6*, diferencia de los cuadrados de los semi-
ejes, es igual im* — n* diferencia de los cuadrados de los didmetros conju-
gados ; luego

m* — Mil* —n*;
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de donde se deduce la férmula que se busca
(99)
De aqui se sigue que la tangente HF contada hasta las asintotas, es igual

al diametro conjugado NN': luego dichas asintotas son las diagonales del pa-
ralelégramo construido sobre los didmetros conjugados.

94.—Todarecta paralela al eje de la parabola biseca un sistema do
cuerdas paralelas & la tangente en su extremo.—La expresion de la
parabola referida a ejes rectangulares, es

y como en ellano entra la primera potencia de y, & cada valor de x arbitra-
rio, corresponderan dos 6rdenadas iguales y de signos contrarios : como cada
doble ordenada es una cuerda, resulta que el eje bisecaun sistema de cuerdas,
que es la condicion para llamarle diametro.

Ahora lo que debera hacerse, es trasformar la expresién en otra de ejes
oblicuos, cuyo origen se halle en un punto de la curva, y determinar des-
pués las condiciones para que el de las abscisas sea diametro.

Sean las coordenadas del nuevo origen situado en la curva (ay 6); las
féormulas halladas en el (nim. 34), aumentadas con la nueva abscisa en a,
y su coordenada en 6; porque también se cambia el origen, son

oc= x'. eos. XX mmy', eos. XY' -+ Q|
y = x'. sen. XX' may'. sen. XY -t- b.
Sustituyendo estos valores en la formula de la parabola, se tendra
sen* XY y'» -h 2. sen. XX\ sen. XY x'y' -+
,4- 2 & sen. XY' — 2p. eos. XY.y' - M= o:

en esta ecuacion M representa todos los términos independientes de y.

Luego, para que el eje de las abscisas sea un didmetro, es preciso que los
términos en a/y', y en y' desaparezcan, 6 que sus coeficientes sean nulos,
y sera

seo. .XX. sen. XY'= o0; h.sen. XY' — p. eos. XY' = o.
De la segunda de estas ecuaciones se deduce el angulo que el nuevo eje

de lasy, forma con el primitivo de las  porque despejando el primer térmi-
no, resulta

6. sen. XY =iJ. eos. XY"

dividiendo ambos términos por b. eos. XY', se tiene

sen- XY . —tang.XY'= 7
e0s. XY’

Y como esta expresion es la que se determind para cualquier tangente 4 la
parabola, se sigue que si el eje de las nuevas abscisas ha de dividir en mita—
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des un sistema de cuerdas paralelas, d bien si ba de ser didmetro, es preci-
so que dichas cuerdas sean paralelas & la tangente & la curva parabolica en
el extremo del eje de las abscisas ; esto es, que la tangente sea el de las or-
denadas.
La primera ecuacion de condicion

sen. XX'. seo. XY' — o.

hace ver que siendo el angulo XY' el de su tangente, puesto que esta se ha
hallado que es una cantidad real, es necesario que nos dé la férmula

(100) sen. XX' = 0.

Luego para que el nuevo eje de abscisas sea diametro, es jmiispensable que
forme con ei primitivo un angulo nulo; 6 bien que le sea paralelo. De suerte
que; en la parabola toda recta paralela ni eje, es un didmetro, y las cuerdas
(jue biseca son paralelas & la tangente tirada a la curva en su extremo.

95.—Observaciones.—Las propiedades de los didmetros conjugados en
la elipse y en la hipérbola, facilitan medios de tirar & estas curvas , tangentes
paralelas & una recia dada.

1.* En laelipse y en laiiipérbola, dada larecta & que ha de ser paralela
la tangente, no habra mas que tirar una cuerda que lo sea & dicha recta, y
el diametro que pase por su mitad dara en sus extremos los puntos de contac-
to para tirar por los medios conocidos dos rectas paralelas & la dada. Resulta-
ran por esta constrnccion dos tangentes.

2. * En la pardbola dada la recta & que ha de ser paralela la tangente, se
tirara una cuerda que lo sea & diclia recta, y la paralela al eje que pasa por su
mitad, dard en su encuentro con la curva el punto de contacto. Resultara
una sola tangente.

3. * Sienvez de ser las tangentes que se piden, paralelas & una recta co-
nocida, hubieran de formar con ella un angulo dado, se construiria antes di-
cho angulo en un punto cualquiera de la recta, y la nueva linea baria en este
caso las veces de la primera para proceder como se ha dicho; es decir, que
se habrian de tirar tangentes paralelas & la segunda recta.



TERCERA SECCIOK

APLICACION AL M, TIIAIDO Y REPLANTEO RE CAMINOS Y

CAPITULO PRIMERO.

PROBI.EMAS BE TOPOORAFIA.

96.-"Objeto y procedimiento.—La inmediata aplicacién délas férmulas
conforme & lo expuesto en la 1.*y 2.* seccién ele este Tratado, para dar so-
lucién & diversas cuestiones que se pre.senlau en la practica, y para determi-
nar la forma, division y demas accidentes de un territorio de mas 6 inénos
extension, es el objeto de ios problemas de topografia.

En cuanto al procedimiento, siempre es idéntico lo mismo en los traba-
jos de campo que en los de gabinete; ya se trate del estudio de las lineas
férreas y ordinarias, ya de canales y aprovechamientos de aauas, 6 bien del
saneamiento y desecamiento de terrenos pantanosos: pue.sto que se dirige &
conocer desde luego las distancias entre puntos determinados, la altura de
estos entre si 6 con relacién & un plano genera! de nivel llamado de compa-
racion, la coniiguracion y accidentes de la superficie de la tierra, con el fin
de establecer los tra7.ados que sirvan de base para laredaccion y realizacion
de proyectos de las vias de comunicacién y aplicaciones de las aguas 4 la
agricultura y 4 la industria, segln el objeto é irnporlancia, medios disponi-
bles, y demas circuD.stancias; cuyo procedimiento consiste en efectuar las
operaciones en el menor tiempo posible y la mayor exactitud que se requie-
re en los datos y observaciones, a fin de obtener con precision los resultados
del calculo, para la mas pronta ejecucion material con todas las garantias de
acierto y el buen éxito de la explotacion.

Para las operaciones topogréaficas se necesita el auxilio de varios instru-
mentos y otros medios que daran resultados mas 6 ménos aproximados & la
exactitud de la teoria, conforme & la mayor 6 menor perfeccién con que aque-
llos se hayan construido, de la destreza de quien tenga que usarlos y escru-
pulosidad con que se proceda.

Todo lo cual dependo tanto del ingenio y pericia del director 6 facultati-
vo encargado del proyecto, y de la acertada division del trabajo entre el per-
sonal auxiliar dcslrnado para efectuar liis diversas operaciones topograficas y
demas, segln indicaremos oportunamente, como de la disposicion y orde-
nado sistema de aplicacion al estudio, trazado y replanteo de caminos y ca-
nales.
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En muchas ocasiones acontece durante los trabajos de campo, que ya por
carecer cualquier facultativo de toda clase de instrumentos con que poder
observar 6 graduar los angulos que las alineaciones rectas forman entre si
en los frecuentes y pronunciados cambios de direccion é inclinacién, ya por
encontrarse desprovisto de instrumentos para medir angulos en casos impre-
vistos, y ya por haberse inutilizado en un momento desgraciado alguno de los
que se usaban, sin tener otros de respeto, lo cual ocurre con demasiada fre-
cuencia en paises muy accidentados, escabrosos 6 cubiertos de maleza; por
cualquiera de estos accidentes ljabria que suspender Jas operaciones en todo
6 en parte, segun las circunstancias, ocasionando su paralizacion graves per-
juicios, y una pérdida de tiempo considerable. Por lo tanto, es de grande
interés y hasta cierto punto necesario utilizar desde Juego en su defecto los
innumerables recursos que puedeu sumiuislrar las tablas trigonométricas
complementarias que se aplican directaménte con la mayor exactitud como
medio supletorio que ofrece mucha facilidad y economia, estableciéndolas ali-
neaciones rectas simplemente con las banderolas y piquetes, midiendo las
distancias con la cinta metalica 6 cadena, y hallando al mismo tiempo el va-
lor de los angulos expresados en grados y minutos, etc., solamente con el
auxilio de las tablas, como veremos més adelante al tratar de los medios ex-
peditos de verilicarlo, para continuar después las operaciones en grande es-
cala, haciendo uso de los mejores instrumentos y demas medios de accion
conforme ai procedimiento.

Tal es el objeto que nos proponemos en la presente seccién, empozando
por trazar y medir lineas, observando los angulos que forman y concluyendo
con las operaciones de primer 6rdeu que para su mayor exactitud , prontitud
y facilidad, requieren instrumentos los mas perfeccionados, resolviendo pre-
viamente los problemas que se refieren al mejor modo de establecer y medir
las lineas horizontales, inclinadas y verticales accesibles é inaccesibles.

97,—Trazar una recta que pase por dos puntos dados sobre el
terreno.—Casos que se presentan.—A dos se pueden reducir los casos que
se presentan en el trazado de alineaciones rectas. 1." Cuando los dos puntos
dados son al mismo tiempo visiblemente accesibles. 2.* Cuando uno de ellos
6 ambos & la vez son inaccesibles, 6 invisible el uno desde el otro.

Primer caso.—Para sefialar en el terreno la alineacion que marca la
traza del plano vertical que pasa por ios dos puntos dados visibles entre si,
se colocan en ellos dos jalones 6 banderolas, y se fijan en los puntos in-
termedios otras, alinedndolas con aquellas y procurando retirarse un poco
de las extremas, para mirar tangencial y alternativamente por uno yotro lado
hasta que las banderolas intermedias queden bien cubiertas con las de los
puntos dados, y que todas aparezcan en linea recta como si no hubiese mas
que una sola, es decir, que todas se hallen en el mismo plano proyectante.

Segundo caso.—Supongamos que se quiere trazar una recta con bande-
rolas en el terreno pasando por los puntos Ay B (fij. 29), siendo los dos
inaccesibles 6 invisibles entre si. Para esto se coloca en o una banderola, y
a cierta distancia de las otras puestas en los puntos dados desde donde se las
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pueda ver y alinear aisladamente como en el primer caso: hacia el medio
de la distancia entre Ay B, ya poco mas 6 ménos sobre la alineacion de
estos dos puntos se pondra otra banderola en b sobre la direccion Ao, co o-
cado en b el que dirige la operacion, hara trasladar 4 a la banderola que
estaba situada en o, de suerte que quede en la direccién iiB; del mismo mo-
do hara pasar la banderola de 6 & 6' en la direccion a A, y asi sucesivamente

Fig. 29.

por tanteos hasta que las banderolas que al principio se habian colocado en a
y b ocupen los puntos a' y b™ que corresponden a la traza, pasando por A
y B: determinados aquellos puntos y lijando banderolas en ellos, y otras en los
lugares intermedios, siguiendo en ambos sentidos, quedara establecida la li-
nea recta tal cual se deseaba.

Cuando los puntos dados se hallan muy distantes entre si y las rectas
atraviesan paises muy accidentados, cuyo trazado exige mayor exactitud, se
jalonan las alineaciones por medio del anteojo, del teodolito 6 de otro ins-
trumento provisto de hilos micrométricos y se practican las operaciones se-
gun dejamos indicado en el primer caso. Este procedimiento se aplica nece-
sariamente en los terrenos montuosos y cubiertos de malezaj cuando hay
que salvar algun talwegs 6 los profundos valles y para cruzar divisorias muy
pronunciadas. . .

Si hubiese necesidad de partir, haciendo estacion en cualquiera punto de-
terminado, se elige una altura, aunque sea en la prolongacién de la misma
alineacion, en uno 6 en ambos sentidos, desde los cuales se vea el mayor
nimero posible de puntos culminantes; se dirige el anteojo  estos pun os
por donde debe pasar la linea,y se fijan en ellos banderolas, y asi se van
enfilando sucesivamente; advirtiendo que cada banderola debe afirmarse en
la posicion del plano vertical, de modo que coincida con la interseccion de
los hilos de la recLicula, haciendo girar el anteojo sobre su eje horizontal.

Determinados de este modo los puntos principales, no hay mas que tras-
ladarse en seguida de un extremo & otro de la alineacién, y en cada una de
las alturas hacer colocar las banderolas y los jalones intermediarios que fue-
ren necesarios. Debera evitarse, siempre que sea posible, el dar principio &
la traza definitiva en el medio de las rectas, por ser demasiado pesado el
procedimiento y poco exacto el resultado; pero si el terreno fuese muy acci-
dentado, es tal vez el medio mas expedito el tanteo arriba indicado.

Cuando una linca viene & terminar sobre otra ya establecida, hay que
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determinar y distinguir perfectamente el punto de inlerseccioo de dos ali-
neaciones rectas, plantando, en los vértices delosangulosqueformau, las me-
jores binderolas; es decir, las mas derechas y de mayor altura, bien asegura-
das, de modoque puedan permanecer por mucho tiempo en posicion vertical.

98 .—Levantar perpendiculares 4 una recta dada.—Las operaciones
de levantar 6 bajar perpendiculares y de trazar paralelas, lo mismo que las
del nimero precedente, son iguales a las que se ensenan en la geometria es-
peculativa, con la diferencia de emplearse banderolas y piquetes para mar-
car las lineas y la cinta 6 la cadena para medirlas, en vez de la reglayel com-
pas 6 escala. Por lo mismo, cuando haya que formar angulos y medirlos, tra.
zar arcos, etc., no puede ofrecer ninguna dificultad; sirviéndose para tra-
zar estos ya de una cuerda s de la cinta que tenga en su extremo una punta
de madera s de hierro, ya de un liston de madera ¢ de una regla, ya de un
aparato que se llama ftaiuei, 6 bien del compas de plomada para arcos de
poca amplitud.

Como todos estos Utiles tienen una aplicacion muy limitada, raro es el
caso en que se pueden usar, tratindose de los estudios y trazados de cami-
nos y canales, cuando las curvas son de gran radio y solo para operaciones
de poca entidad; por lo mismo no nos ocuparemos de ellos, concretandonos
Unicamente & ios medios de trazar con bastante exactitud perpendiculares
de corta longitud, con banderolas 6 jalones y la cadena 6 una cinta cualquie-
ra, segln se trata en seguida.

Ejkmpi.o .—Supongamos que se quiere levantar en el punto a una perpen-
dicular a la recta AB [rig. 30): para esto tiéndase sobre la misma linea desde
el punto a hasta ¢ una parte de la cadena ¢ cinta igual & 4 metros, pY“~ane-
ciendalijoel extremorie eslaeney lo mismo el punto de division que sefiala los
am 0Qenci: tdmense en dicha cinta otras dos porciones que tengan de longitud

una de ellas

Fig. 30. 37,00ylaotra

5®,00 quejun-

tamente con

los cuatro an-

teriores, com-

prenden la di-

vision marca-

da segun el 6r-

den de nume-

racion con el

de 121“,00; el

extremo de esta

longitud jan-

tese al mismo

de la cinta que

se hallafijoen el punto ¢, mientras que la division sefialada con el nimero 4« ,00
se mantiene invariable en el puntoa : en esta posicion témplese bien a cinta
cadenilla hasta que llegue al grado de tensién ordinario, y cogiéndola por on

de tiene sefialada la division 7<n,00 pdngase en el punto b correspondiente ai
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terreno una bantlerola 6 piquete, y desde luego habremos formado un trian.

guio abc; cuyos lados son ai?= 3, a" = 4y6c=ab5: elevando al cuadrado
los dos miembros de cada una de estas igualdades, tendremos

06*s= 3R oc =4*, be =5®:

observaremos que 3« 4" = 0% 0 bien, 9 -h 40 = 25; pero segun el teo-
rema reciproco del enunciado de Pitagoras, si el cuadrado de un lado es
igual & la suma de cuadrados de los otros dos, el angulo opuesto a dicho lado
es recto: luego resulta que be esla hipotenusa del triangulo abe rectangu-
lo en a; asi como fié* -f- ac que concurren en este punto son p 'rpetidicu-
fares entre si, por ser los catetos del mismo triangulo; y por consiguiente
tendremos por construccion que a6 prolongada indefinidamente es perpendi-
cular en el punto a, fijado de antemano, sobre la recta dada AB, con la que
coincide exactamente el cateto ac por igual razon.

Segln esto podrd servir una cuerda también dividida en parles de un
modo tal que los valores numéricos de cada una, se hallen en la misma re-
lacion; es decir, con tal de que el cuadrado de una de las parles sea igua'
4 la suma de cuadrados de las otras dos, se podran levantar cuantas per-
pendiculares se pidan,

99.—Trazar paralelas & una recta conocida.—Para tirar paralelas &
una recta cualquiera AB (/iff. 34), pasando una de ellas por im punto P' dis-
tante por ejemplo 20,54 de la recta dada, se levantaran dos perperidicu-
lare's a0 y bel indeOnidas & uno y otro lado del punto P, y & una distancia mas 6
menos corta segun io permita el terreno, aplicando el sencillo procedimien-
to del nimero anterior; después se marca la distancia de20"*,54 sobre cada
una de ellas y la recta A'B' trazada por los puntos cd sefialados, pasarad al
mismo tiempo por el
punto P'; puesto que
distan igualmente de
la recta AB.

Sl hubiese que tra-
zar otra paralela &
esta linea por un
punto cualquiera, co-
nocida su distancia
més corta a la recta
AB 6 & su paralela
A'B'. se tomaria so-
bre las mismas perpendiculares U otras levantadas & la vez en los puntos
mas convenientes, longitudes iguales & la distancia conocida.

El procedimiento de trazar paralelas y levantar perpendiculares es muy
sencillo y se emplea con buen éxito cuando se carece de instrumentos y las
lineas son de corta longitud; pero no ofrecen bastante precision en las ope-
raciones que requieren para su exactitud buenos instrumentos.
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" " X . ™c.a., se'gradsan exactamente con loa iostrorneoms

Tas perfeccionados que se usan para LTl ™ 7oy
adelante en las operaciones importantes; pero & falta 'de ellos en caso
Tipresidad se usan & la vez con el poderoso auxilio de las lineas trigono
mTtricas n atu ri, de les mismos Utiles de que hemos hecho menc.ou para
trazar y medir lineas do poca longitud en terreno fac.l, ya fuesen
culares 6 bien paraieias entre si; cuyos angulos se miden muy sencillamente,
como veremos en los ejemplos siguientes : avvVri'ia ‘21
1o Sea el angulo formado por dos alineaciones rectas AV y VB (Aff- «),
cuvi vértice es V; considerando uno de los lados AV, por ejemplo, »«deii'ip
do”en ambos sentidos, témese sobre su prolongacion & contar desde el ~é/tl-
ce una longitud VC determinada por un nimero redondo de metros, tal como
10 iOO etc.: levantese en la extremidad c de esta distancia marcada una
perpendicular hasta su encuentro con la otra alineacion VB, midase esta dis-
tancia que supondremos de 20™,33. y habremos construido.

Fig. 32.

un tridngulo YCD rectangulo en C, por lo cual conocemos los dos lados del
angulo r?cto: ahora bien, si nosotros consideramos VC - a como radio,
en = 6 sera la tangente que, formando proporcién (num. i.), nos da

R:lang. V::a: &

siendo® = 1y sustituyendo u y b por sus respectivos valores numéricos

tendremos
1:tang. V:100™: 20*,33

de donde segln la {for. 35), resulta
tang. V = - A

En seguida buscando en las tablas trigonométricas en la columna de las
tangentes la que mas se aproxima al valor 0,2033. sehala a
al angulo H" 30" 9". Pero como el angulo que se trata de medir es
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plemenio de CVD, sera por lo tanto igual &

— 11*30’ 0". = 168“20' 51”.

2.* Si, por ejemplo, sobre uno de Jos lados del angulo y la prolongacion
del otro & partir dcl vértice, 6 bien sobre cada uno de los lados del angulo
lomamos dos distancias iguales, tendremos en arabos casos dos procedimien-
tos distintos, 4 saber: sea el angulo AVB [fig. 33) en el que siendo iguales los
lados VB y VC, cuyas longitudes se
miden con la cadena 6 cinta, y unien- 33.
do sus extremos con la recta BC, se
forma un triangulo isdsceles en el que
conocemos los tres lados ya determi-
nados por construccion: en este caso el c
angulo del vértice V se deduce {nim. i 6 \Y
—3.cr caso) de la {for.21), que nos da

sen. Y -./ip-6) (p-c)
be

3® Tambiénse puede obtener el valor del 4ngulo {fig. 31) por otro pro-
cedimiento; esto es, tomando CD mitad de BC, puesto que estando marcadas
cada una de dichas longilodes BV y BC
partiendo del vértice V, se descompone
el triangulo BVC en otros dos tridangulos
iguales VDC = VDB, y ambos rectangu-
los en D.
De suerte que tanto por la (fig. 33}
como por la (fig. 34) en cada uno de es-
tos dos triangulos se conoce la hipotenusa
y uno de los catetos; considerando estos
iguales al radio, la hipotenusa sera la se-
cante, en cuyo caso podremos Servirnos

de las siguientes proporciones y aplicarlas & cada uno de los triangulos, que
nos dara

R:sec.B::BD;BV, y R:sec. C::CD;CV,

de donde se puede deducir haciendo R — 1
BV cv
sec.n= ~ , ysec. C =-",

Ahora buscando en seguida en las tablas los valores de la sec. By de la
sec. Cen las respectivas casillas, se hallaran enfrente de dichos valores nu-
méricos y sobre la misma horizontal los angulos & que corre.sponden By C.
En la (fig. 33) el angulo que se trataba de medir é graduar seré igual 4 la su-
ma de los dngulos D y C; recordando que el angulo formado por un lado de
un tridngulo y la prolongacién de otro, cSigual & la suma de los angulos no
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adyactintes & él: mientras que en la {/tg. 3i) el &ngulo BVC es el suplemento;
es decir, que 1}VC= 180° — {B -+ C).

Por Gltimo, todavia se puetio liallar el valor DV por medio del cuadrado
de la l)ipotenusa, que se determina en seguida aplicando las férmulas de los
triangulos rectangulos expuestas en el {nim 17).

101._ Medicion de lineas accesibles é inaccesibles, horizontales,
inclinadas y verticales. — Despu<=s de lo que se lia dicho ai hablar de la
aplicacion de las tablas y de ios atiles que, en defecto de otros instrumentos,
se emplean en casos de necesidad sobro el terreno, vamos ahora & tratar de
las operaciones que deben verificarse con el tetidolitu por ser el instrumento
angular mas perfeccionado y usual por sus buena.s condiciones tanto para los
trabajos de campo mas sencillos como para los de mayor importancia. Aunque
para dar una idea completa del procedimiento hubiera sido suficiente el pro-
blema general que en todos los casos abraza el medio de trazar lineas, hallar
distancias horizontales, inclinadas y verticales; esto no obstante con ei obje-
to de que se comprenda mejor los diversos giros que segln los accidentes de
cada caso convendra dar & las cuestiones para resolverlas méas fécil y senci-
Ilamente, presentaremos tres problemas principales para quesirvan de ejem-
plos en casos analogos, que se ponen & continuacion por el ordeii siguiente:

102 —Problema |.—Medir una distancia horizontal — Casos que
pueden ocurrir.—En este problema liay que considerar dos casos: 1.° Cuan-
do uno de los extremos de la recta dada es accesible é inaccesible el otro. 2.°
Cuando los dos puntos do la linea sou inaccesibles.

Primer caso.—Supongamos que la distancia AB (fig. 35) es accesible en
el punto R : en este caso pdngase el teodolito en estacion de modo que su
centro se proyecte por medio del perpendiculo en el mismo punto B dado
sobre el terreno; es decir, que ambos puntos estén en una misma vertical;
puesto ei limbo horizontal y conicidiendo la linea de fe con la del platillo
superior, dirija se el anteojo al pimto A inaccesible; fijese ei limbo inferior y
haciendo girar el superior hacia tiu punto b, desde el que se puedan ver los
dos puntos dados Ay By ele modo que forme con ellos un angulo mayor de
30*; midase el angulo Al3», y trasladese cl instrumento al punto b, estando
en estacion como anteriormente , midase e! &ngulo A6B y también la recta
Bi); de esta suerte tendremos formado un triangulo \Bb en el que conoce-
mos un lado y los dos angulos adyacentes, como también el tercero por ser
suplemento de los otros dos.

Desde luego se tiene A= ISO* — (R -i- 6). El lado A B se hallara re-
cordando {ndm. 16 — caso |.°) que en todo triangulo los lados son propor-
cionales & los senos de los &ngulos opuestos; de donde resulta la proporcion

B6X sen.b
sen. A:sen.6::B6:AB=
sen. A

Sean por ejemplo el ang. .\ = 42* 50' y el 40og. 6 — 6i* 30'; siendo la
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recia B 6 = iC0” ,00: sustituyeudo los respectivos valores numéricos en la
expresion anterior tendremos la distancia horizontal entre Ay B,con el auxi-
lio de las tablas, que nos dan

AB= 100 X 0,8788171 _ 129261

0,0798681

Fig. 35.

Segundo caso. —Si la distancia de la linea AB fuese del lodo inaccesi-
ble, establézcase uua base ab de un modo tal, que desde sus extremos se
descubran los puntosAyB inaccesibles y se pueda obtener con la mayorexac-
titud la longitud en proyeccion horizontal; obsérvense los &ngulos que con olla
forman en el punto o los Ay D; pracliquese una operacién analoga en el otro
punto b de la base, dirigiendo visuales & los mismos extremos de la linea
dada, y se tendran los datos suficientes para resolver el tridngulo Abaj y por
lo tanto conocer el lado Ab: del mismo modo se podria resolver el triangulo
A6B para conocer el otro lado B6: pero como estos lados y el angulo en B ya
nos son conocidos por el caso anterior, é igualmente el angulo 5comprendido,
se podra determinar la distancia entre Ay B buscada, conforme al célculo
que hemos hecho arriba. Mas cuando no se tienen estos Gltimos datos, des-
pués de resolver aquellos tridngulos segln el procedimiento anterior y cono-
cido el angulo b que comprenden los dos lados Ab y B6, se hall~a facilmen-
te el tercer lado AB y ios otros dos angulos Ay B, formados en estos puntos;
de donde resulta que la suma do dichos angulos A -} B 180* — 6.

De consiguiente, aplicando la (for. 18) del (mim. 18) tendremos

Ab mmes N9 (a+b)

tang. fa-)
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El lado AB se hubiera hallado ahora haciendo uso de la {for. 16) de que
se trata en el nimero citado, y seria la misma proporcién que nos da

AB = B6 X sen. 6(‘
sen. A

cuya distancia resultaria igual & la que hemos determinado en e! primer caso
del problema que nos ocupa.

Cuando al tratar de conocer la distancia AB inaccesible, aunque pueda
medirse la base ah no es posible observar los Angulos en sus extremos, en tal
caso establézcase otra base cd que no presente aquella dificultad, con objeto
de tener datos para resolver el tridngulo A6B, conocido un lado B6 y los an-
gulos adyacentes & él.

Del mismo modo si al tiempo de resolver un triangulo no se pudiese medir
mas que un lado y un angulo, se tomaria sobre cualquiera de los lados 6 en su
prolongacién un punto desde el cual se pudiere dirigir visuales & dos vérti-
ces, formando asi un triangulo auxiliar en el que se conozcan los tres angu-
los y dos lados del principal; de suerte que con estos dalos, se puede hallar
el tercer lado y el angulo adyacente al mismo. Estos dos casos se aplican con
mucha frecuencia en los trazados para comprobar por el célculo la longitud

de las rectas medidas con la cadena 6 cinta.

103.—Problema Il.—Hallar la extensién de una recta inclinada.—
Este problema es de una aplicacion muy frecuente: ya cuando se trata de me-
dir una séric de lineas mis 6 menos inclinadas y del tanteo de pendientes
que tiene por objeto franquear alguna divisoria é desarrollar cualquier tra-
zado, conocido el desnivel entre aquella y los talwegs, para descender al fon-
do dé los valles y reciprocamente, y ya cuando se quiere determinar la ma-
xima pendiente y extensién de la falda de una montafia en linea absoluta desde
la cspide 6 cima liasla el pie 6 lado horizontal de la base sobre que insis-
te. Como bajo este Ultimo concepto tendremos ocasion de tratar mas adelante
al mismo tiempo que do las alturas inaccesibles por su pié, solo nos ocupa-
remos ahora especialmente del modo de liallar cualquier distancia de una rec-
ta inclinada, asi como también su proyeccion horiionlal 6 vertical, segin me-
jor convenga en cada caso.
Ademas del sencillo problema en que la recia inclinada qu*5 se trata de
medir es accesible, pueden ocurrir otros dos casos: 1 Cuando uno de losex-
tremos de la linea indicada es accesible. 2* Cuando ambos son inaccesibles.

Primer caso.—Sea larecta inclinada a'b' paralela & la que pasa por los
puntos a y ii trazada sobre el terreno {jig. 36), accesible en el extremo infe-
rior a : en este sitio, pdngase el teodolito en estacion y dirijase al punto h
una visual donde se habra colocado una mira de tablilla, después de haber
fijado en esta la altura del instrumento sobre el plano horizontal a n, tan-
gente al punto a, contada desde el plano de nivel o' «' que pasa por el eje
optico del anteojo, a fin de evitar la correccion de la altura a a' del instru-
mento; pues diilos mismos resultados la linea a'b' siendo paralela & la ah que
une los puntos a y &dados sobre el terreno: obsérvese el angulo de elevacion



t'a’n' con el que se resolvera el triangulo rectangulo abn formado por la li
Dea inclinada ab, que algunas veces se puede medir en sentido de la pendien-
te natural del terreno, la vertical bn y la horizontal an, cuya longitud tam-
hién se mide aplicando lo dicho en el nimero precedente y las {fors, 36, 38
y 40) de las que nos hemos ocupado (nGm. 17.)

Segundo caso.—Cuando el terreno es muy accidentado y no es posible
situar el instrumento sobre el punto b, en donde estaba colocada la mira des-
de el que ya varia la inclinacién, por ser inaccesible 4 causa de los obstacu-
los que impiden dirigir visuales al otro extremo ¢ de la linea dadaj en este
caso si hubiese de continuar la operacién para hallar la pendiente y longitud
de la recta be, se colocard el teodolito en sitio despejado, & cierta distancia
fuera de la linea inclinada en un punto r, tal que puesto el instrumento en
estacion, el eje 6ptico del telescopio coincidiendo con el plano de nivel, se en-
cuentre mas elevado quo el plano paralelo que pasa por 6, y al mismo tiem-
po que se pueda dirigir una visual al extremo superior c, estando equidistan-

Fig. 36.

N de este el centro de estacion r y el otro extremo inferior b : permaneciendo
mira en posicion vertical sobre este punto, hagase subir 6 bajar la tablilla
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hasta que su centro coincida con la visual, la cual determina la altura del
plano de nivel sobre el otro paralelo que pasa por el punto b en que esté colo-
cado el pie de la mira; después de fijar laaltura bt, traslidese al extremo ¢
y la visual dirigida & la misma tablilla estara en el plano paralelo a lainclina-
cion de la recta que une los punios b j c; porque la altura de mira que se
habla fijado, es la misma respfclo al plano inclinado, con el que coincide be
y lavisual b'c' que le es paralela : obsérvese el angulo de elevacién c'r't =crb,
y la resolucion del tridogulo reclangulo cSque se efectia del mismo modo
que se ha indicado en el primer caso, dara la distancia de la linea be inclina-
da 6 inaccesible y sus dos proyecciones horizontal y vertical.

Este procedimiento que por primera vez nos hemos visto en la extrema
necesidad do estudiar en los trabajos de campo para salvar los grandes obs-
taculos que con frecuencia se encontraban é impedian la continuacion del
tanteo de pendientes que , por la fragosidad del terreno era materialmente
imposible poder vencerlos siguiendo el sistema ordinario, hemos tenido que
valernos de este recurso para desarrollar el trazado de la carretera de Avila
4 Taiavera en la bajada del puerto del Pico a las Cuevas y & Mombeltran.
También lo hemos aplicado con buen éxito en la misma Sierra del Guadarra-
ma para el trazado de la linea férrea, cruzando la divisoria desde el Escorial
& Segovia; asi como igualmente en el estudio del ferro-carril desde las Porti-
llas & Orense, especialmente en la seccion que comprende las vertientes al Sil
y siguiendo por la orilla izquierda las accidentadas y escabrosas margenes de
este rio caudaloso.

Habiendo observado por los resultados experimentales que es muy expe-
dito y ofrece toda la exactitud apetecible en esta clase de operaciones con
el teodolito y la mira de tablilla, aun en los casos mis dificiles en que pueda
verse un facultativo encargado de ellas, que de pronto se encuentre encerro-
do 6 colfiado, como vulgarmente se dice, por no encontrar salida en algunos
tramos en que el terreno es notablemente quebrado, cubierto de rocas en
masa y bancos cortados casi verticalmente en sentido opuesto & la pendiente,
tanto que, por el procedimiento descrito eu el primer caso, seri=t, sino im-
posible, interminable para ejecutar las operaciones con la misma precisién
que en el presente caso, como facilmente se comprende, sobre todo tratan-
dose del estudio de grande importancia en las laderas muy inclinadas para
la investigacion del trayecto que debe fijarse con bastante aproximacion antes
de adoptar el trazado definitivo.

Aunque se podria demostrar ya descriptiva 6 analiticamente que en todos
los casos siempre se puede situar el instrumento & uno U otro lado fuera de
la linea cuya pendiente y distancia se trata de medir segin las condiciones
impuestas, nos hemos limitado & poner de relieve el procedimiento; pues
de otro modo bastaria considerar simplemente un tridngulo recta'ngulo cual-
quiera, tal como ieS' que, girando alrededor del cateto vertical c'S' como eje,
engendra un cono recto, cuya base circular dm d'm" se halla en el plano lio-
rizonlal que pasa por el punto ioferior S' paralelo & Sb trazado sobre el terre-
no: siendo invariable la longitud é inclinacion de la recta y lomismo el trian-
gulo generador, es evidente que en todas las posiciones de este durante su
movimiento de rotacion, los angulos formados por la hipotenusa y el cateto
horizontal, seran iguales; y por consiguiente los angulos de elevacion y la



H7

eproyeccion de dos 6 mas oblicuas liradas & un mismo punto c¢', que se apar-
tan igualmente del pié S' de la vertical.

Ahora bien, si nos fijamos an la proyeccion liorizontal del cono y en la
traza del plano sobre que insiste, se ve desde luego que no hay inconvenien-
te en poner el instrumento en estacion fuera de la linea inclinada & uno
G otro lado de ella, por ejemplo, en vez de situarlo en r se pudo haber co-
locado en un punto cualquiera de la base dm d'm' del conoj fijaudo la altura
del plano de nivel sobre el que pasa por el extremo inferior b, en donde .pri-
mero se habia colocado la mira para marcar la altura b't de la tablilla antes
de trasportarla al extremo superior e: de todo lo cual resulta que al dirigir
las respectivas visuales, sus proyecciones horizontales son jguales entre s
por corresponder & radios de un mismo circulo, 6 igualmente cada uno de
los rayos visuales, comparados con la inclinacion de la recta y su proyec-
cion bS = o'd' por ser oblicuas equidislautes 6 lineas de maxima pendiente.

Por dltimo, cuando se trata de una pronunciada hondonada 6 de un pro-
fundo barranco, son aplicables los dos casos, pero en sentido inverso, es
decir, que asf como antes hemos observado el &ngulo de elevacion ABC {figu-
ra i5), (a) que es el opuesto al cateto vertical AG; ahora se mide el de iu-
clinacion ACB opuesto al cateto horizootal AB del tridngulo rectangulo ABC
que resulta formado; cuya hipotenusa es la linea inclinada; y en cuanto &
su resolucién se verifica del mismo modo como en los dos casos de que nos
hemos ocupado, sirviéndonos de los senos 6 de las tangentes cuyas lineas se
*ndican en la figura, y de los valores Irigoaomélricos que nos dan inmediata
y exaclamenle las tablas trigonométricas.

104.—Problema Il1l.—Medir una altura 6 linea vertical.—En la me«
dicioQ de lineas verticales 6 alturas, lo mismo quo en los problemas que se
presentan para las distancias horizontales 6 jnclintidas, ya sean accesibles en
todo 6 en parte y ya completamente inaccesibles, pueden reducirse también
& dos casos:

Primer caso.-Sea laaltura AC (fig. 37) de un obelisco cuya base es ac-
cesible hasta su pie en plano horizontal. Coloquese el instrumento en un
punto B, tal que la distancia AB parezca & simple vista préximamente igual
é la altura que se busca; nivélese el teodolito, y dirijase por el anteojo la
visual te & la cuspide C. Obsérvese el angulo de elevacién con la linca de
nivel ab. Midase con toda cxactiUiO la base BB’, afiadiéndola el semi-lado
cd de! cubo 6 plinto sobre el que se ha erigido el obelisco, y nos dara
la distancia AB; de donde resulta formado un tridngulo rectangulo con la
linea de nivel ab, la visual 6C y la vertical nC; hallada esta y sumada con
Aa, igual & la altura del plauo de ni\el del instrumento sobre el punto B,
tendremos la altura total del obelisco U objeto de que se trata. De iROdo
que hay que resolver un triangulo reclanguio, conocido un angulo agudo
y el cateto adyacente, io cual es muy sencillo recordando {nim. 17) que
el radio es 4 la tangente de uno de los &ngulos agudos, como el cateto adya-
cente es al cateto expuesto, y formando proporcién nos da

K:lang. b ::ab:

(@) Véase lo que hemos expuesto (niim. 17), respecto de los triingaloi recUogulos.
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siendo ab = 00 metros y el angulo b= 34° 18' 30": de donde resulta ha»
ciendo uso de las tablas trigonométricas en las que R — 1, tendremos

aC=ab xjtang. 6=60""Xtang. 34*18'30"s= 60*“x 0,682367 = 40" ,94.

Afadiendo 1“,d0 que tiene de altura el plano de nivel del instrumento”
sobre el punto B marcado en el terreno, resulta que la altura tota! AC del
obelisco sobre la base de operaciones AB, es de 42“ ,04.

Fig. 37.

Segundo caso.—Cuando la altura es completamente inaccesible, como
por ejemplo, un castillo situado sobre una elevada colina {fig. 38)j elijase
una base ya sea enfilando con el punto culminante, yaen una direccion cual-
quiera, y si el terreno no es horizontal, hallese la diferencia entre las alturas
de sus extremos. Colocado el teodolito como anteriormente en el punto B, ob-
sérvense los angulos abe y d6D. Haganse iguales operaciones en B' y coloque-
se el instrumento de modo que la visual 6 el eje éptico del anteojo se halle en
el mismo piano vertical de la estacién anterior, y obsérvense los angulos db'i>
y a6'C; lémese la altura del instrumento & contar desde su plano de nivel has-
ta el de la base de operaciones, cuya altura sera B6=Aa. Midase con toda
precision la base BB'; y como ademas se conocen los angulos Db'b y Cb'b, se
tendran en el.triangulo 6i)6' los datos necesarios para calcular D6', y en él
bCh’ la Cb\

Conocidas ya D6'y Ch’ que sou las hipotenusas de ios respectivos triangu-
los rectangulos Ddb’ y Co6', se averiguaran las alturas Dd= a'a y aC, tanto
de la colina como del castillo sobre el piano de nivel del instrumento, a las
cuales se afiadira la altura Ao= B6 del plano del nivel sobre la base de ope-
raciones. De suerte que no solo tenemos las alturas totales del castillo y de
la colina calculadas desde la base general, si que larabien la altura de aquel
contada desde la cima de dicha colina restando la segunda de la primera, es
decir, que aC =|AC — Ao.

También puede liacerse eligiendo una base de operaciones tal como B'E
horizontal ¢ inclinada, anotando la diferencia entre los planos de nivel de las
estaciones para obtener la total altura de los puntos méaximos sobre los mini-



119
mos del terreno, con relacién é los planos de nivel tangentes & dichos puntos,
ya se trate de una construccién 0 edificio 0 objeto material, cualquiera que
sea su forma, 6 bien de una colina, montafia, etc.; cuya ba« de operaciones
B'E no estando en el mismo plano vertical de las visuales dirigidas al punto
culminante y 4 su pie desde uno de sus extremos, forma con las visuales tira-
das & los mismos puntos observados desde la otra, una piramide triangular
en la que dos de sus caras son verticales y la arista que resulta de la inter-
seccion de las mismas coincide exactamente con la altura buscada de la ¢ s-

pide i la base sobre que insiste.

Fig. 38.

105.—Triangulacién.— Cuando se trafa de ios distritos geodésicos 6 de
levantar el plano topngraiico-catastral de un pais 0 territorio, la zona 0 faja
dentro de la cual se quiere establecer, por ejemplo, cualquier trazado de ca-
minos y canales, 6 efectuar el desecamiento de lagunas y el saneamiento de
terrenos pantanosos, hay que situar los pueblos y caserios mas 6 ménos dise-
minados y demas objetos notables, tal cual se hallan unos respecto de otros.

Es necesario saber elegir con acierto los parajes elevados, ya sean natu-
rales como las mesetas que presentan las cumbres de algunas montafias y la
cima de los ramales 6 de las coirnas, etc., y ya artificiales, como torres, cas-
tillos, y otras construcciones desde donde se descubran muchos puntos de los
que se desean situar en el plano: al mismo tiempo se trazaran en un croquis
las lineas que sigan préximamente la direccién de los citados puntos u obje-
tos, y se escribird a su lado los nombres de ellos; con este bosquejo se ten4ra
una idea clara y distinta de las operaciones que desde luego habra que ejecu-
tar sobre el terreno méas en detall con toda precision.

Después de estos preliminares se procedera & la eleccion del sitio mas 11a-
uo y horizontal posible en paraje elevado, para verificar la medida de una
Jinea de longitud proporcionada & !a extensién y configuracion del terrenoy
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clase de triangulos de la rea con quc haya de cubrirse la superficie; cuya linea
se llama también hase de opemciones 6 de partida ; porque, en efecto, desde
ella parten todas las demas. Conviene procurar que sus extremos sean puntos
visibles 6 invariables, como casas, torres U otros objetos naturales analogos
que presenten aristas; pues de lo contrario seria preciso usar ile sefiales que
personas mal intencionadas, los animales, el viento fuerte , las corrientes de
aguas extraordinarias, lorrentadas U otras causas puedan arrancar 6 derribar.

Cuando los lados de los tridangulos de la red que debera trazarse resulten >
segun el terreno despejado en que se opera, do una grande extension, habra
que tener en cuenta la curvatura terrestre, y calcular los puntos en que las
verticales bajadas desde sus vértices, encuentren la superficie de la tierra
que se considera como la prolongacién 6 continuacion de la que forman las
aguas del mar. Pero esto seria traspasar los limites de) pre.senle tratado,
puesto que requiere grandes conocimientos de la trigonometria esférica y
de otras ciencias especiales, asi como la aplicacion de teorias, y utilizar los
datos experimentales para la mas acertada ejecucion de las operaciones, é
importantes problemas cuyas soluciones corresponden & la Geodésia, tales
son; la triangulacién de primer érden, las cartas geograficas, las operaciones
del catastro y demas. Podran consultarse acerca de tan variadas y notables
aplicaciones las obras de Geodesia de Puissant, Francoeur y otras muchas que
contienen los Gltimos adelantos; especialmente los grandes trab.ajos que en-
cierran los distritos geodésico-catastrales y las obs”rvaciones para determinar
astroriémicainente la posicion de la mayor parte de las capitales de provincia,
asi como también las operaciones geodésicas y topograficas que se han ejecu-
tado ala vez Ultimamente en Espafia por las comisiones encargadas de la carta
de la Peninsula, realizando tales adelantos que no han podido menos de llamar
la atencién de los sabios mas eminentes de Europa y hacer mencion honorifi-
ca de ellos en el seno de varias Academias de ciencias, mereciendo los elogios
de los miembros que las componen.

Esto no obstante, creemos que la triangulacién de segundo érden hecha
sin tantos requisitos y sin necesidad de usar el circulo repetidor, serd muy
atil en muchos casos sin conducir & errores de trascendencia, manejando
bien los mejores teodolitos cuando se trata de levantar el plano de una co-
marca 6 de una faja de terreno que no exceda de 4 kilémetros de ancho para
el proyecto de las grandes vias de comunicacion en las regiones que habran
de atravesar en su largo trayecto, como tunbien las cuencas y valles que se
quieran desecar 6 regar por medio de canales ; fijanlo desde las cumbres él
contorno y las vertientes & contar desde las divisorias de las montafias 6 ra-
males que las rodean,.para determinar e! orfg-’n y curso de las grandes cor-
rientes naturales, e! de los afluentes y punto.s de derivacidn de las artificiales,
pueblos U objetos notables y demas datos necesarios. En tal concepto indica-
remos ligeramente el procedimiento , presentando con el mismo objeto el si-
guiente problema general.

106. —Dada la base de los pantos de partida, situar los pueblos
lugares notables de una 6 mas regi-rtnes.—Sean los pueblos U objetos
notables A, B, G, D, E, etc., que se designan por nimeros y por sus inicia-
les. Medida con toda exactitud ia base AB de los puntos de partida {fig. 39),
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que supondremos elegida de tal modo que sus extremos se hayan situado en
las entradas 6 lugares culminantes de ios pueblos U otros objetos invariables,
que representan las letras Ay B.

Puesto el teodolito en estacion en el extremo A de la base y bien nivela-
do, dirijase una visual por el anteojo movil al extremo B, fijando en cual-
quier punto & larga distancia la inlorsecciou de los hilos del telescopio llama-
do ds piueba, que debe tener el teodolito; cuyo objelo es indicar si el ins-
trumento durante el curso de las observaciones de los punios 2, 3, -i, etc.
ha variado de la linea de referencia: hagase girar el limbo para dirigir vi-
suales & los demas puntos visibles y repetir los angulos, girando siempre de
izquierda & derecha 6 vice-versa, pero en el mismo sentido ambas observa-
ciones. Se anotan en una libreta 6 registro por su orden los angulos observa-
dos que las diferentes visuales dirigidas & los puntos arriba mencionados
forman con la base, dando una vuelta entera alrededor del horizonte con el
limbo superior y telescopio mévil hasta lomar el dltimo angulo 3AD.

Fig. 39.

30

En seguida se traslada el teodolito al extremo de la base correspondiente
4 B, y en este pinto se ejecutan iguales operacioucs observando los angulos
como aateriorrnente, y dirigiendo visuales no solo & los mismos puntos que
puedan verse, sino también & otros que de nuevo se dcscub™an y se quieian
situar, apuntando siempre en la libreta de campo 6 registro los angulos cor-
respondientes. Después de algunas observaciones con el telescopio superior ¢
cuando parezca conveniente, so ve si el eje del anteojo inferior, intercepta
exactamente el punto en que se habia fijado la visual, y no siendo asi hay
que repetir las operaciones anteriores y reponer el inslr umenlo y el telesco-
pio de prueba en su debido estado por medio de los tornillos de presién y el
de coincidencia.

Para continuar las operaciones se toma uno de los lados de los triangulos
ya calculados para nueva base, tal como BC: ejecutando en sus extremos lo
mismo que en la primera base AB con relacion a los puntos que la rodean, y
asi sucesivamente si hubiese que extender mas el plano en cualquier sentido,
midiendo nuevas bases, en cuyos extremos se procedera segin se ha dicho
respecto de las anteriores. De este modo quedard formada una red de trian-
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gulos para enlazar los puntos principales de cada comarca. Siguiendo el
mismo procedimiento se pueden determinar otros intermedios y los que antes
no hubiese sido posible descubrir, formando una segunda red de triangulos
mas pequefios; y en fin, determinando otros accidentes U objetos en detall,
comprendidos entre las mallas de la red, con lo cual quedard levantado el
plano geométrico del terreno.

Concluidas todas las operaciones indicadas, y resolviendo los tridngulos
que resulten por el 6rden de las apuntaciones, se hallaran las distancias ho-
rizontales de unos puntos & otros; cuyas operaciones de calculo se simplifi-
can extraordinariamente con el uso de las tablas trigonométricas naturales,
en vez de los logaritmos artificiales.

Muchas veces sucederd que al tiempo de calcular algunos triangulos pa-
rece a primera vista que no hay datos suficientes para su resolucién, porque
A la série de operaciones de campo 'se han olvidado de medir alguno 6 al-
gunos angulos, 6 bien por la imposibilidad de (poder observarlos; esto no
obstante, no dejan de encontrarse medios faciles de resolverlos en el gabi-
te, ya por los procedimientos graficos solamente, 6 bien combinados con los
grandes recursos del céalculo que ofrece el manejo de las tablas de lineas y
colineas trigonométricas que acompafan.

107.—Observaciones sobre la medida do lineas horizontales, incli-
nadas y verticales, y acerca de la triangulacion. 1.* En la medicion
de distancias horizontales 6 inclinadas, debe procurar.se que la base de ope-
raciones tenga cuando menos & simple vista , una longitud igual & la décima
parte dei lado mayor que se busca; y en cuanto sea posible, debe aproxi-
marse a i a” ja que no pueda ser casi igual.

Conviene evitarlos angulos muy agudos U obtusos, procurando que sea
equilatero el triangulo en que se quieran hallar dos lados en funcién de la
base elegida y de los angulos adyacentes.

2.* La medicién de alturas segln los procedimientos descritos no resul-
tard exacta, perqué si es demasiado agudo el angulo de elevacion, el mas
lijero error en su graduacion sera bastante notable con relacion & la altura
buscada. Y es muy facil de incurrir en error en la apreciacion de la fraccion
de segundos si el teodolito es demasiado pequefio, ya por la diferencia entre
el nivel verdadero y el aparente, é inconstancia de las refracciones de la
luz, ya por la oscilacion que, en ciertas lloras del dia en cada localidad,
segun las estaciones del afio, ofrecen los objetos eo el anteojo & causa de los
vapores terrestres segln el clima, ya en fin, porque el viento ¢ la atraccion
de las montafias, hagan desviar de la posicién vertical la plomada al tiempo
de fijar el centro de estacion.

Cuando las alturas que se miden estan a una distancia considerable de la
base 6 puntos de estacién, es necesario hacer las dos correcciones arriba in-
dicadas, para obtener la verdadera altura. Mas como nos hemos ocupado de
ellas en la segunda parte de nuestra obra, haciendo notar, al tratar de la ni-
velacion , que larefraccion es muy variable cerca de la superficie de la tier-
ra, y sumamente inconstante en un mismo dia y lugar determinado, para
llevar eo cuenta lo que debia rebajarse por esta causa de las diferencias de
nivel aparente al verdadero, segun la tabla calculada al efecto, no nos de-
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tendremos en esto, tanto mas, cuanto que conforme & las condiciones arriba
impuestas acerca de la proporcién que debe guardar la base con las alturas y
los angulos de elevacion 6 de presién medidos con el teodolito, seran inapre*
dables aquellos errores en tan corta distancia, puesto que solo influyen en
las grandes nivelaciones.

La altura que no presenta un punto culminante é una arista, no puedo
medirse con exacliiud, porque no hay medios de comprobar que el eje 6ptico
del telescopio y la direccion de ia visual , se hallan en el plano vertical que
pasa por la altura y el punto de estacidn.

3. * Encuanto a la triangulacién, tenemos quehacer varias observaciones
ademas de lo que se ha dicho. Antes de empezar las operaciones indicadas en el
nimero precedente, hay que rectificar el instrumento para conocer su error
central de divisién y de colimacion, y en cada punto de estacion de la base
después de observar todos los angulos haciendo girar el limbo superior hasta
hacer una revolucién completa, es decir, todos los angulos formados alrede-
dor del centro de estacion de los diferentes puntos hasta volver al de partida;
cuya suma total debe ser igual & 360* si las observaciones se han hecho con
toda exactitud.

4. * Hay que marcar en el registro con precision, el punto del objeto &
que se dirige la visual; si fuese una torre, es necesario expresar si se dirige
la visual & la veleta 6 & cierta arista, etc.; si a4 una casa U otro edificio aoalo-
go, sera preciso advertir que es tal chimenea, mirador, palomar, U otro
cuerpo de la casa que mas sobresalga, para recordar en las operaciones sub-
siguientes, & donde seguramente deben dirigirse las visuales que desde otros
puntos de estacion se tiren & los mismos objetos.

5. * Cuando por no ofrecer el pais torres U otros puntos, 6 no se presen-
tan estos convenientemente dispuestos para la direccion de las visuales y de-
jar salida a fio de continuar las operaciones sucesivas, do modo que puedan
enlazarse unas & otras facilmente y bajo el punto de mira de que los tridngu-
los que se formen tengan las circunstancias correspondientes, serd necesario
establecer sefiales. Estas pueden consistir en pefiascos que se presentan ais-
lados y terminan en agujas, arboles de tronco bien recto, 6 en ramas que se
unen por sus puntas después de clavadas en tierra por la parte mas gruesa,
de suerte que forman una clioza cénica. También se construyen castillos de
madera y piramides de piedra, 6 se afirman verticalmente en el suelo postes
de madera que & veces convendra pintarlos & trozos de distintos colores para
distinguirlos mejor. Las hogueras pueden emplearse Gtilmente, y de noche
las ldmparas de reverbero, serviran lo mismo, especialmente si el estado at-
mosférico no hace oscilar el sitio aparente de la luz. Do todos modos, deben
preferirse las observaciones hechas durante el dia.

6. * Las atalayas de forma piramidal son preferibles para las sefales;
porque no se padece error en la direccion de las visuales cuando se puede
descubrir con claridad el vértice. Si no se distingue bien, sera mas conve-
niente que las sefiales tengan la forma de un paralelepipedo de base cua-
drada.

7.* Segun hemos dicho en las primeras observaciones, la exactitud de
las operaciones exige como condicion precisa que ia magnitud de la base se
aproxime 0 sea igual si fuese posible al lado que se busca, é igualmente los
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angulos en sus dos extremos: de suerte que, la circunstancia mas favorable
de un tiiilDgiiio para su f4cil y exacta resolucién, consiste en que sea equi-
latero ; porque tiene la gran ventaja de que también los angulos se miden con
mas precisi 0, y los pequefios errores de las observaciones inlluyen mucho
m¢Dos en la longitud de los lados.

8. * Los triangulos deben también ser proporcionados a la extension de la
comarca cuyo plano se levanta. Aunque uo es muy facil encontrar sefiales
en el terreno que ofrezcan la ventaja de que resulten tridngulos equilateros
conforme alas condiciones precitadas, sin embargo, tampoco sera necesario
cuando el teodolito sea tal, que por su tamafio, mecanismo y precision, se
pueda usar en lugar del circulo repetidor, con el que se aprecian los angulos
con ladiferencia en menos de 3 segundos; en cuyo caso el lado mayor del
triangulo puede llegar & tener de 40 & 50 kilémetros, sin que el eri'or influya
en las unidades de metro, siempre que el angulo 6 arco de ménos amplitud ob-
servado sea mayor de 35* que es el limite inferior adoptado en las operacio-
nes geodésicas. Pero siendo muchas veces imposible llenar las condiciones de
que los lados resulten casi de la misma longitud que la base medida de ante-
mano, é iguales los angulos observados en ambos extremos de ella, hay que
contentarse con no admitir ningin angulo menor de 30* para satisfacer 4 las
dos condiciones en cuanto se pueda: en tal concepto se dice que el tridngulo
esta bien formado.

9. * Conviene medir otras bases para calcular de nuevo las que les prece-
den vy las distancias ya determinadas después de varias operaciones; y si so
hallan iguales, se tendra una comprobacion de los resultados obtenidos, 6 se
conoceran los errores cometidos, dejandolos aislados para que uo se vayan
acumulando cu los calculos sucesivos de los triangulos que componen la red
general.

10. En cada punto de estacion serda muy conveniente calcular cuantos
triangulos se puedan formar antes de pasar mas adelante; porque si se deja
este trabajo para después, podra suceder que luego en el gabinete se encuen-
tren errores que obliguen & volver & un sitio del que ya se estaba demasiado
distante, lo cual ocasiona grao pérdida de un tiempo precioso, sin contar con
los gastos y perjuicios que son consiguientes.

La libreta 6 registro que debe llevarse diariamente para el calculo de las
distancias 6 lados de los tridngulos, podra tener la forma siguiente :
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108.—Conversion de las pendientes en angulos verticales y reci-
procamente.—En las expresiones de las pendientes 6 rampas, ya para su
trasformacion en angulos verticales é inclinados, anotados en grados, minu-
tos y segundos, 6 bien reciprocamente, siempre hay que considerar la pro-
yeccion horizontal que se fija ordinariamente por unidad de base, y también
por 10, 100, 1000 metros, etc., y la altura que varia segun el grado de incli-
nacién: en este concepto se dice que la pendiente tiene tanto de altura por
metro, por 100, por kilémetro, etc., de base, como veremos en los dos casos

siguientes:

Primer caso.-Sea el triangulo ABC. {f\g. 40), formado por la proyec-
cién AB de la linea inclinada AC y la altura BC que mide el angulo BAC de
inclinacién de la pendiente: considerando ABC como un tridngulo trigono-
métrico rectangulo en B, y tomando AB por unidad igual al radio de las ta-

blas, tendremos por lo tanto que
Fig. 40. BC sera la tangente trigonomeétrica,
y AC la secante.

L*e aqui resulta que si se nos
diese el grado de inclinacién de una
rampa, se hallard haciendo uso de
lastablas en la columna de las tan-
gentes, enfrente del angulo BAC,
el valor trigonométrico de BC.

Asi tendremos que una pendien-

1700
te de

Q™O001 corresponde & un angulo de................. g 3 30"
003. 0 17 30
010. 0 34 30
015. 0 31 30
020. 1 9 00
023. 1 26 00
030. 1 43 00
035 2 00 30
040, 2 17 30
045. 2 34 30
000. 2 51 30
035. 3 9 00"

Segundo caso.— Reciprocamente, si se quiere tener la pendiente por
metro, dado el angulo vertical expresado en grados, minutos y segundos, se
obtiene directamente con las tablas , consultando la columna de las tangentes
sobre la horizontal enfrente de la expresion del angulo conocido. Por ejom-
T)lo, si se observase que el angulo de una linea inclinada era de H " >
la pendiente por metro seria de 0™,2!>, y si fuese de 35“ 24 30 , resu ana
O™ 711 de pendiente por unidad de base.

Sien lugar de tomar el radio sobre el cateto AB [jig. 41) se hubiera o-
mado sobre la liipotenusa 6 linea inclinada AC, en tal caso el otro cateto
que sera igual al seno de las tablas, indicara la pendiente por metro de ion-
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gitud tomada sobre AC. Desde luego se comprende en vista de cuanto se ha
dicho , que este procedimiento se puede aplicar con ventaja a! calculo de ios
triangulos rectangulos.

Sea, por ejemplo, un tridngulo ABC en ei que se conoce el angulo agudo
en A deb37* 48' y el cateto adyacente de 410” ,00, y se quieren hallar la hipo-
tenusa y el otro cateto.

Segun hemos visto arriba la ex-
presion de la tangente al extremo
de un metro de longitud tomado
sobre AB, se hallard por medio de
Jas tablas y sera 37* 48' =
0” ,775679; peroalcabode 110 ,00
que tiene de longitud AB, la pen-
diente se habra elevado en el punto
C & una altura 410 veces mayor;
la cual estard, pues, expresada B
por

Fig. 41.

BC = 07 ,775675 X 440” ,00 = S§",32.

La misma longitud de 4” ,00 tomada sobre AB y considerada como el radio
de las tablas, corresponde & una parle de la linea inclinada AC que también
esta expresada en las tablas por la secante, cuyo valor es de 4” ,265574; pero
como al” ,00 de AB correspondo 4” ,265574 sobre .AC, tendremos que &
410” ,00 correspondera x formando proporcion

4”00 : 47 ,265574 : : 410" ,00 : flc= AC

de donde se deduce que,
k= AC= 1",265574 X 110" = 139" ,24.

Si solamente se conociese la hipotenusa ACy el angulo en A, bastaria mul-
tiplicar la longitud de aquella (mim. 47-2.« caso) por el seno de este
angulo para determinar la altura 6 calelo BCy por el coseno del mismo an-
gulo para hallar la proyeccion horizontal 6 cateto AB. Asi en este ultimo
Illamando D al desarrollo de AC, 6 sea la longitud 6 medida en sentido de la
pendiente; P a la proyeccion horizontal AB.y «al angulo que forma en A la li-
nea inclinada trazada sobre el terreno con la horizontal, tediremos la férmula

(10i) P=D . eos. a.

De modo que los célculos indicados en esta expresion son Jdonticos a los
que se han verificado anteriormente aplicando los {férs. 34, 30, 36,37, 38,
39 y 40), para la resolucion de los triangulos rectangulos en los cuatro casos
que, segun el (mim. 17) se presentan.

Asi, pues, se comprende facilmente el grande auxilio que prestan Ias ta-
blas v como se puede nivelar por pendientes & medida que se vaya liaciendo
un trazado provisional, calculando las alturas y reduciendo al horizonte las
distancias inclinadas que se midan, conociendo el angulo que forma con la ho-
rizontal; cuyas alturas se deducen ele la distancia medida, tomada como ra-
dio del arco correspondiente al angulo vertical, multiplicandola ya por el seno
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de esle en cada tirada que se quiera nivelar para obtener la altura- 6 bien
por el coseno, con lo cual quedara reducida al horizonte la distancia medida.

Para evitar la acumulacion de los errores que pudieran cometerse en ti
calculo, es preferible deducir ia altura inmediatamente de la distancia medida
antes de reducirla, empleando el seno del &ngulo en vez de obtenerla después
de haberla reducido al liorizonte multiplicandola por la tangente.

Reduccion al horizonte de las distancias entre puntos nivela-
dos. Enelnimero precedente hemos visto de que manera puede verificarse
exacta y sencillamente la conversion de las pendientes 6 rampas en angulos
verticales y viceversa; ya conocien<lo la pendiente por metro, 100, 1000, etc
ya por medio de la tangente y del seno del angulo vertical y ya de la secante
0 linea ioclinnda y del coseno que es su proyeccion horizontal; bajo este pun-
to de vista tieue su aplicacion inmediata la expresada trasformacion para
nivelar por pendientes.

~ Pero como ordinariamente la nivelacion de los trazados definitivos se efec-
ta con el nivel de aire, y ademas como no es posible medir con toda exac-
titud la proyeccion liorizontal de cualquier linea trazada sobre un terreno muy
accidentado, especialmente si son grandes las diferencias de nivel y corto el
desarrollo de las distancias entre los puntos nivelados, iiay que valerse de
otros medios para reducirlas ai horizonte, resolviendo el problema en fuficion
de la, longitudes desarrolladas y de la diferencia de los planos de nivel ¢ de
Jas cotas de altura de Jos puntos nivelados.

De suerte que la cuestion de la reduccién de distancias al liorizonte, pue-
de formularse en los términos siguientes:

Conocida la longitud de cualquier linea inclinada y las cotas de altura de
los extremos, deducidas de las operaciones verificadas con el nivel de aire
determinar la proyeccion horizontal de la recta dada 6 reducir al horizonte
las distancias desarrolladas sobre el terreno entre los puntos nivelados.

Sea, por ejemplo. Ja seccion de un pequefio trozo en el que se han medido
Jas distancias inclinadas 6 desarrollo parcial comprendido entre los puntos ni-
velados A, B, C, D, ele. (fig. 42), marcados sobre el terreno y tendiendo la
cadena en sentido de la pendiente natural: Jas colas de altura de aquellos
puntos referidas & un plano de comparacién, corresponden & los cambios do
inclinacion m”s notables, y se deducen de las lecturas de mira verificadas
con el nivel do aire.

Ahora bien: si se bajan las verticales desde los puntos A, B, C, D, etc., del
terreno sobre el plano de proyeccion, Ja superficie proyectante que pasa por
el lugar geométrico determinado por Ja linea que une ios piés de las vertica-
les, y los extremos de las lineas inclinadas, marcara las correspondientes pro-
yecciones A’B', B'C', C’D’, etc. Para poderlas calcular, supongase que tam-
bién se han tirado las horizontales Ab, Be, etc., desde los puntos del terreno
niveladas, prolongadas hasta encontrar las verticales bajadas de los inmedia-
tos superiores: de suerte que se habran formado los triangulos rectangulos
A6B, BeC, CdD, DeE, etc.,- en cada uno de los cuales son conocidas la linea
inclinada y la diferencia entre las colas de altura de los puntos nivelados, cor-
respondientes & los extremos de aquellas distancias medidas.
£12.Asi tendremos que en el tridngulo A6B, rectangulo en 6, conocérnosla
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hipotenusa AB y el cateto B6; y de consiguiente {nam. il) estamos en el se-
gundo caso, y aplicando las (férs. 36 y 37) se hallara el otro cateto Ab cuyo
valor numérico es igual a! coseno del angulo en A, el cual representa la dis-
tancia de la linea inclinada reducida al horizonte.

Fig. 42.

De modo que, aplicando el mismo procedimiento & los demas triangulos,
tomando dos & dos las cotas de altura de los puntos extremos de las distancias
parciales niveladas , se obtendran por el calculo trigonométrico las proyeccio-
nes horizontales de las lincas inclinadas, cuyas proyecciones deherdu mar-
carse por su orden sobre el oje de las abscisas que, con las ordenadas cor-
respondientes, determinaran la superficie proyectante y el verdadero perfil
longitudinal del terreno ; asi como la total longitud horizontal conformo con
las distancias parciales sefialadas en el mismo eje (iel trazado desarrollado en
plano y perfil.

Con el objeto de que el problema de la reduccion de distancias al hori-
zonte, quede planteado con toda generalidad y bajo la forma mas sencilla
para lodos los casos que ocurran eu la préactica, cualquiera que sea el des-
arrollo y la diferencia de nivel entre los puntos extremos do cada distancia
nivelada 6 de toda linea recta mas 6 menos inclinada, vamos & determi-
nar, por ejemplo, en el tridngulo rectangulo A6B, del cual nos hemos ocu-
pado arriba, la expresion de la distancia inclinada AB reducida al horizonte
por unidad de longitud tomada sobre ella como radio. Para esto liabra que
hallar el seno y el coseno del arco 6 del angulo opuesto al cateto dado: el
seno se obtiene dividiendo ei cateto B6, que representa la diferencia de nivel
de los puntos Ay B, entre la longitud conocida de la lincainclinada AB, y sera

Noo= 2545454,
AB 410

Buscando en las tablas el seno del angulo & que corresponde este cocien-
te, se haila el de 44®, 45' cuyo valor numérico del seno es de 0»,2546049,
que solo se diferencia en Om,0000565 poresceso: esta pequefia fraccion se
desprecia en este caso, y sobre la horizontal que parte de los 45*se encuen-
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tra en la plana de la dereclia €) coseno del mismo angulo, cuyo valor de
0«,96704b9 representa la proyeccién horizontal por metro de distancia de la
linea inclinada {for. 10f); pero como esta tiene de longitud ii0®,00, claro
esque su proyeccion reducida al liorizonte, sera también en la misma pro-
porcion i IO veces mayor: luego la distancia inclinada AU reducida & su pro-
yeccion horizontal, estara expresada por

Ab= 0®,9670459 X UO0®,00 = [06m,375.

De agui se deduce la siguiente regla: para reducir al horizonte toda
recta inclinada trazada sobre al terreno y medida en sentido de la pendien-
te natural, dividase entre su desarrollo la diferencia de las cotas de altura
de los dos puntos extremos nivelados, vy el cociente sera el valor numérico
del seno del angulo 6 del arco que tiene por radio «n metro, lomado sobre la
recta inclinada, cuyo radio~unidad es el de las tablas; busquese en estas el
coseno del arco correspondiente al mismo &ngulo , y se tendré& la proyeccion
horizontal por unidad; multipliquese por la longitud 6 deiarrollo total, y el
producto sera la distancia de la recta reducida al horizonte.

Por medio de la formula arriba indicada, y haciendo uso de las tablas
trigonométricas, se pueden formar otras para la reduccién al horizonte de
las distancias entre los puntos nivelados.

lio.—Observaciones sobre los limites de las diferencias en la me-
dicion y nivelacion de las lineas.—Cuando la tierra presenta una superfi-
cie regular en una extensa regién ¢ se halla limitada por pianos mas 6 ménos
inclioados. se pueden medir las distancias tendiendo la cadena 6 cinta meta-
lica en sentido de la pendiente natural.

Mas como todas las operaciones topograficas se verifican en la hipotesis de
que el terreno es horizontal; pues de Jo contrario, seria muy dificil, por no
decir imposible, coordinar operaciones ejecutadas sobre planos de diferente
inclinacién, de aqui la necesidad de proyectar en un mismo plano llamado
por esto de comparacién todos los puntos del terreno; ya por medio de Jos an-
gulos de inclinacién 6 de las varias pendientes de diferentes lineas, segln lo
indicado {nim. i09), 6 bien calculando en funcién de la diferencia de las
cotas de altura de los punios del terreno y las respectivas distancias compren-
didas entre ellos, conforme & las operaciones de nivelacién efectuadas con el
nivel de aire, y en vista de lo expresado en el nimero citado.

Pero cuando la superficie del terreno es irregular y los cambios de incli-
nacion son demasiado frecuentes, aunque sean poco bruscos, no solamente
se cometen graves errores en suponer que las distancias medidas sobre el ter-
reno en sentido de la pendiente son rectas y su longitud exacta, si que tam-
bién en la reduccion de las distancias al horizonte por la misma razén; y por-

que los errores se van acumulando, & pesar del célculo prolijo, desde el
punto de partida 0 origen hasta e! de llegada 6 arribo, en ios trayectos de
mucha longitud.

En tales conceptos haremos algunas observaciones:

i.* Cuando los terrenos mas 6 ménos accidentados presentan una super-
ficie alabeada, rocas en masa y baucos U otros obstaculos que no se pueden
superar, sino que para medir las lineas trazadas hay que tender la cadena é
cinta por encima 6 apoyada en ellos, resulta que las distancias medidas no
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aerdD las verdaderas longitudes de las rectas inclinadas, sino que realmen-
te son el desarrollo de lineas convexas y céncavas en plano vertical, combi-
nadas con elementos de rectas; formando una continua sucesion cuando hay
que franquear alguna vertiente ¢ ladera fragosa, surcada por una série de
contrafuertes y barrancos, los cuales habra de cruzar el trazado en direccion
préximamente normal & sus divisorias y talwegs: en cuyo caso la proyeccién
vertical de ladirectriz serd& mas bien mistilinea, y por lo tanto al reducir &
la proyeccién horizontal ios arcos, considerando sus desarrollos como si fue-
sen las distancias de lineas inclinadas, cuando en realidad lo que d"bia re-
ducirse serian las longitudes de las cuerdas sub-lendsntes, resulta que se co-
meten muchos errores en las distancias parciales que influyen en la total lon-
gitud de los trazados y en los rssullados de las operaciones ulteriores para la
redaccién y ejecucién de proyectos.

2. * En el trazado definitivo de caminos y canales, y muy especialmente
de ferro-carriles, no solo hay que medir sino que ademas debe marcarse &
la vez sobre la directriz la division kilométrica en heclémelros, y lo mismo
las distancias intermedias de los puntos notables, como los maximes y mini-
mos, etc., con referencia & los piquetes mas inmediatos que les preceden de
mamisma division kilométrica. De este modo se tienen sefialadas con piquetes
Gijos sobre el eje, todas las distancias parciales y al origen, tanto del trayecto
desarrollado como de la nivelacion que debe verificarse en seguida con el ni-
vel de aire, respecto de las longitudes marcadas y las cotas de altura de los
puntos nivelados para representar el trazado definitivo en plano y perfil.

Pero como después al efectuar la nivelacién y reducir al horizonte las ti-
radas inclinadas que unen los puntos nivelados, no solo se altera la divisién
kilométrica del trazado en plano y perfil, trastornando estas distancias to-
madas cu nimeros redondos, porque simplifican muchisimo las operaciones
de campo y de gabinete, sino que hace variar todos los datos aoiilados para
el plano y los lugares U objetos situados con relacion al eje, base de opera-
ciones: de donde resulta que & los errores que hemos indicado en la t.* ob-
servacion , hay que afiadir los que provienen de las pequefias fracciones par-
ciales que se desprecian en ol calculo; pero que reunidas influyen mucho en
las operaciones subsiguientes, porque se van acumulando iosensiblemente en
mayor 6 menor proporcién , segln el nimero de cifras decimales con que se
opera la reduccion. De suerte que al reducir las distancias niveladas a su
proyeccion horizontal, se cometen errores materiales y de célculo, y se
pierde un tiempo precioso, que por si solo representa un capital incalcula-
ble, sin contar los demas gastos y perjuicios que se originan.

3. * Para obtener los datos de campo con prontitud, sencillez y exactitud,
«s preferible efectuar las proyecciones horizontales al mismo tiempo que se
«pera sobre el terreno; siguiendo el sistema melddico que se establece en
otro lugar, se puede conseguir todas estas ventajas, haciendo uso los medi-
dores de jalones bien derechos, provistos de su correspondiente perpen-
diculo para verificar la vertical cuando se apoyan en el suelo, y de la cinta
de trama metalica que redine muy buenas condiciones, sin estar tan expues-
" «orno la cadena & la variacion de longitud; con la que se pueden apreciar
hasta ios dobles milimetros,y por su poco peso no influye en ella la gravedad
hasta el punto de formar la catenaria 6 pandeo que casi es inevitable en las
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cadeoas que excedeo de 10 metros, mientras que la cinta se tiende horizon-
talmente. Cuando la pendiente es fuerte y para quo la cinta se mantenga en
su punto, uno de los medidores la levanta apoyando su extremo contra
el jalon y el otro baja el extremo opuesto basta el regatén de su jaldn, si es
preciso; y asi se van midiendo las distancias en contacto unas.de otras, ali-
neando los das jalones con las banderolas que sefialan la traza: la cinta se
templa corslantemenle la cantidad suficiente, marcando siempre los puntos
extremos sobre los cuales se hincan los jalones ¢ se proyecta su eje vertical-
mente. Silos cambios de inclinacion son bruscos y las pendientes demasia-
do rapidas, hay que doblar 6 recojer la cinta y solo se tiende una parte
tal, que pueda sostenerse bien templada con la horizontalidad y exactitud que
se requiere; y que, si es posible, la cantidad de su longitud sea en name-
ros redondos para medir con ella mas facilmente sin que dé lugar & ningu-
na equivocacién en las anotaciones y fracciones de las dist.ncias parciales,
ni se cometan errores de apreciacion en la division kilométrica al tiempo de
clavar los piquetes de los hcctémelros 6 de fijar las marcas de los demés
puntos intermedios que convenga situar en la traza.

Asi, pues, no se debe tolerar entre dos 6 mas inedidas borizonlales y en
las nivelaciones de una misma linea, especialmente en las vias férreas y cana-
les, toda diferencia que exceda de 0m,10 por kilémetro como limite méaximo,
debiendo también fijarseel minimo de 0m,001 por unidad kilométrica. Siendo
dificil obtener dos medidas exactamente iguales en un trayecto de 1.OOO ki-
Iémetros, porejemplo, y la diferencia minima seria en el limite un metro, qu i
apenas influye en el capital de construcciou y explotacion de una viade conu>
nicacioD, mientras que el gasto y tiempo invertido en una tercera rectificacion
represenlaria un capital importante; asi puede considerarse desde luego la
diferencia de 0« ,001 por kilémetro, término medio, como si fuese exacta den-
tro de los limites que nos hemos propuesto y de los medios de accion de que se
puede disponeren lasoperaciones topograficas. Peronosucedelomismo cuando
excede la diferencia del limite maximo de 0™,10; puesen un trazado de 1.000
kilometros daria un error de 100 metros, y el capital que representaria por
ambos couceptos, merece tenerse muy en cuenta; tanto mas, cuanto que
segun la ley general de ferro-carriles en explotacion, la percepcién de las
fracciones por kilometro empezado se pagan como si se Imbiera recorrido por
entero. De manera que si el error estuviera distribuido en diferentes seccio-
nes, pudiera ocasionar injustamente al traTico un gravamen considerable.

Por ultimo, hemos fijado estos limites fundados en datos experimentales,
por varias razones; 1* porque en los estudios verificados al atravesar llanu-
ras como las de Castilla con buenos medidores y confrontadas las alineacio-
nes rectas por el calculo de distancias inaccesibles y las alineaciones curvas
por el de.sarrollo que dan las tablas, hemos obtenido en muchos casos una
diferencia igual al limite inferior, y en otros una exactitud increible y lo
mismo en la nivelacion: 2. porque al cruzar divisorias y valles, franqueando
vertientes de mas de 35®y escarpes de 30 & 60 metros de altura sobre labase
inferior, es muy dificil que los medidores puedan conseguir resultados tan
exactos como en los paises llanos, y muchas veces tampoco se puede confron-
tar por el céalculo a causa de la escabrosidad del terreno 6 de liallarse pobla-
do de bosque, & no ser las alineaciones curvas por medio de la longitud, cal-
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culada en las tablas; asi es que por necesidad hay que tolerar el limite maxi-
mo; y 3.* porque no siempre se puede disponer de todos los medios de accién
mas precisos, ni del tiempo indispensable para reclificar diariamente los ius-
Iruinenlos y confrontar la cadena 6 cinta con el tipo del metro, corrigiendo
las notables variaciones debidas & las aileraciones de dilatacién y contraccion
ii otras causas, acortando y alargando la cantidad suficiente para que conserve
constan teniente su longitud exacta; asi como también respecto de la nivelacion.

Reasumiremos estas observaciones manifestindo que las tolerancias que
pueden admitirse en la medicién y nivelacion de una série de lineas compren-
didas entre dos puntos dados, 6 bien para la suma de dos 6 mas séries que
tienden & encontrarse, como sucede con las lineas radicales de la red de fer-
ro-carriles; cuyas tolerancias deiien tener sus limites, porque seria un error el
creer que cualesquiera que fuesen las diferencias que se hallasen, debia pa-
sarse por alto en la rectificacion de los trabajos de campo d en la redaccion
de proyectos, y proceder & la construccién unavez obtenida la aprobacion y
autorizacion de la superioridad.

Terminaremos presentando en resimen tos limites de las diferencias que
ae toleran generalmente admitidas como legales en las operaciones topograii-
co-cataslrales de algunos paises, y particularmente en Francia, que para las
lincas en general, se han adoptado los limites siguientes:

0™,02 por unidad desde 30 & 100 metros

0 o 100 & 300
0 00i 300 & 500
O 002 bOO4 1.000.

Como se Vé las diferencias en el limite estan en razon inversa de la dis-
tancia total: y de consiguiente habiendo la misma relacionen los grandes
trayectos llegara al minimo que hemos obtenido experimentalmente por ki-
I6metro, término medio; y en cuanto al maximo fijado, se ha deducido de al-
gunos trozos del terreno mas accidentado que puedo presentarse en la Pe-
ninsula espafiola. Tal es la escala gradual que abraza los dos extremos entre
los cuales estan comprendidas Jas diferencias intermedias de otros paises me-
nos montafiosos que el nuestro.

CAPITULO II.

TRAZADO DEFINITIVO DE ALINEACIONES RECTAS Y CURVAS.

m .-Sistem a metdédico adoptado, -E | sistema metodico que el arte
mH ingeniero ensefa y los resultados de la experiencia aconsejan, acerca del
estudio y trazado definitivo de caminos y canales, consiste en establecer si-
multanea y sucesivamente las alincdciones rectas y curvas sobre el terreno,
unidas por una serie de puntos mas 6 ménos proximos entre si, para sefialar
el trazado seguido desde el origen 6 punto de partida hasta el de llegada; cuyo
trayecto marcado porla traza de los planos proyectantes,tendra por expresion la
total longitud reducida al horizonte de la directriz desarrollada en plano y perfil.

Si en los cambios de direccidn é inclinacién no hubiera que satisfacer a
diversas y opuestas condiciones, pudieran adoptarse los trazados en recta y
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pendiente absoluta, 6 cuando mas establecer las alineaciones en penrliente-
minima y las curvas de unién de un radio tal, que los motores y velticulos
por razoD de dichos cambios, experimentarau la menor resistencia. Pero como-
por una parte laeconomia y accidentes del terreno, yporotra las circunstancias
y el objeto que deben llenar las vias de comunicacion, bajo el triple punto de
vista de la construccion, explotacion y conservacion, no solo liay que tener en
cuenta el tipo de los motores y de los vehiculos, si que también la clase 6 ca-
tegoria de las diferentes viasy la utilidad, para determinar ante todo, entre qué
limites y hasta qué punto, pueden satisfacerse las principales condiciones.

En efecto, unas veces por la economia en la construccion hay que plegar
el trazado mas 6 menos & las inflexiones del terreno, yevitar las grandes obras
de fabrica y de movimiento de tierras; otras la conveniencia de atravesar los
lalwegs, divisorias y coutrafuertes, cruzandolos normalmente en alineacion
recta, obliga & fijar en puntos detertninados los vértices, entrada y salida de
las curvas; y en fin, otras la facilidad, economia y utilidad del trafico, exige
que se sacrifique el capital de construccion al de explotacion 6 al contrario,
y que se calcule la longitud de los radios aplicando la escala gradual deduci-
da de los datos experimentales, y discutiendo la farmula de la fuerza de trac-
cioén 6 de resistencia en las curvas, para determinar cdmo, cuando, entre
qué limites y hasta qué punto se pueden conciliar las condicionesadmisibles.

Generalmente en el trazado de carreteras y de canales, y en particular
en los de los caminos de hierro, se emplean los arcos de circulo para uuir
las alineaciones rectas; por cuya razén es de la mayor importancia la expo-
sicion de los medios que convendra adoptar para su establecimiento, segln
los casos y accidentes de cada caso; dejando para mas adelante li investiga-
cion (le otros medios para el trazado de las curvas planas que resultan de las
secciones conicas.

Asi, pues, concretandonos al objeto que nos hemos propuesto en este ca-
pitulo. presentaremos aliora la cuestion reducida & los mismos términos en
que ha sido analizada {ndm. 13), & saber:

Dado el angulo de las alineaciones redas y el radio del arco de circulo
que ha de unirlas, determinar en funcién de estos datos los deméas elementos
y reci/jrocamenie.—Planteado el problema, y suponiendo que la curva circu-
lar estuviera determinada por el radioy por el angulo de las alioeacimes
rectas que debe enlazar, todavia hay que calcular la tangecte para fijar los
puntos de entrada y salida 6 de contacto de la alineacion curva, y la parte
exterior de la secante que marca el vértice del arco; 6 bien el extremo de la
semi-curva sobre la bisectriz del angulo. Reciprocamente, prefijados de an-
temano los elementos que constituyen la tangente y la secante, habria que
calcular la longitud del radio é investigar la graduacidn correspondiente & la
abertura del angulo, variando desde luego la posicion de las dos alineaciones
rectas que le forman.

Como se vé el problema es indeterminado, porque su expresion envuelve
siempre dos 6 mas incognitas, y por consiguiente admite varias soluciones,
habiendo sido tomado el angulo 6 dado al radio un valor arbitrario. Esto no
obstante, puede utilizarse ventajosamente su indeterminacién, sabiendo sa-
car mucho partido de ella, ya para establecer las alineaciones rectas d bien
para hacer pasar la curva de unién por uno 6 mas puntos de sujecion, con tal
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de que sean compatibles y no se opongan 4 las principales condiciones que
debe reunir el mejor trazado, bajo el doble punto de mira que queda indicado
de la construccion y explotacion.

Toda vez que cada una de las alineaciones curvas esta determinada por el
angulo de las tangentes principales y por el radio, vamos & ocuparnos en
primer lugar de los medios mas exactos y expeditos que conduzcan directa-
mente a situar los lados que forman el vértice de aquel, y & seguida fijar el
radio de curvatura y demas elementos , teniendo en cuenta las condiciones
arriba indicadas.

112.—Determinacion de los angulos.—A dos sistemas puede reducirse
cl procedimiento: uno es el adoptado por la escuela del cuerpo de ingenie-
ros civiles, y el otro forma parte del que nos hemos propuesto seguir en
nuestro Tratado. El primero consiste en elegir definitivamente el trazado po-
ligonal y unir después entre si las alineaciones por medio de curvas, ya des-
critas analitica 6 gruficamonte en el gabinete, ya mas tarde sobre el terreno.
El segundo esta reducido & establecer sucesiva y simultaneamente las alinea-
ciones rectas y curvas que constituyen el trazado del eje 6 directriz, en vir-
tud del calculo hecho y operaciones topograficas ejecutadas al mismo tiempo
en el campo para su replanteo.

Habiendo practicado nosotros ambos sistemas en distintas ocasiones, he-
mos observado que, en igualdad de circunstancias y empleando idénticos me-
dios de accidn, los resultados experimentales obtenidos, no solo hay una di-
ferencia de mas del simple al doble & favor del segundo sistema, tanto por la
exactitud y sencillez en las operaciones y resultados deducidos del calculo,
como por la prontitud y facilidad en el conjunto de los trabajos de campo y
de gabiuete, sino que también por la grande economia de tiempo y de gasto
total de cada proyecto.

De modo que, segun e! sistema seguido ordinariamente por la mayor
parle de los ingenieros dependientes del Gobierno, no solamente todos los
angulos 6 las rectas y vértices que consiiluyen el trazado definitivo poligonal,
son una séric de lineas y puntos de sujecién arbitrarios tomados 6 pnon sin
reglas ni datos fijos, y & los cuales 6 hay que subordinar después las cur-
vas de enlace6 variar el trazado, si que ademas se cometen graves des-
aciertos al determinarlas graficamente, y los errores que son consiguientes
al tener que variar las distancias al origen y las parciales en plano y per ilj
asi como ios datos de nivelacion y demés que sirven de base para el calculo,
cubicucion y otras operaciones de gabinetej y hé aqui la causa principal del
mal éxito y desconcierto en los proyectos de obras publicas, cuyas consecuen-
cias se tocan ya al tiempo deir & ejecutarlas & pesar de los tramites de un len-
toéinterminable expedienteo, y los estériles resultados de la explotacion nocor-
respoiiden al trabajo y recursos invertidos: mientras que por el segundo siste-
ma no se admiten mas puntos de sujecion que ios impuestos por la imperiosa
ley de la necesidad y alguno que otro compatible con las condiciones & que
deben satisfacer las alineaciones curvas; subordinando siempre a ellas el tra-
zado de las rectas y la abertura de los angulos, por la grande innuencia que
ejerce su resistencia al movimiento , los deterioros, gastos y demas inconve-
nientes que presentan en la explotacion, lo cual no sucede en las rectas de
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igual peQclientej y ademas, porque habiendo hecho ya el replanteo de curvas
a posteriori en virtud del estudio comparado y comprobado sobre el terreno,
claro es que permanecen invariables en el gabinete las distancias horizontales
y la division kilométrica en hectoinetros, etc., del trazado deiinitivo y el pla-
no acotado, é igualmente los dalos de nivelaciéon y demas obtenidos con toda
precision y el mejor acierto por el calculo; en los cuales se funda el estudio
do rasantes en el gabinete , y el buen éxito con algunas ligeras variantes que
convenga introducir en la traza definitiva at tiempo de la realizacién <) pro-
yecto, en beneficio de las principales condiciones & que debe satisfacer.

Asi, pues, es necesario efectuir el trazado definitivo simultaneo de alinea-
ciones rectas y curvas sobre el terreno, teniendo en cuenta el radio de cur-
vatura como veremos mas adelante ; y ademas el estudio general acerca del
régimen vy distribucion de las pendientes. Kn este supuesto haremos algunas
indicacioues que en cierto modo puedan servir de reglas de aplicacién inme-
diata, & saber:

1. “ Cuando el terreno es accidentado y no es facil, econémicamente ha-
blando, seguir en linea recta desdo el punto de partida al de llegada, sino
que hay necesidad de plegar todo lo posible el trazado & las inflexiones que
foimen Jos contrafuertes y ios senos 6 valles que se encuentran entre ellos;
en esto caso para franquearlos es inevitable el que las curvas se sucedan con
frecuencia y muchas veces la concavidad de los arcos habra de e.star vuelta
en sentido opuesto : por lo mismo hay que tener la mayor prevision en los
cambios de direccion para fijar ios vértices y establecer Jas alineaciones rectas
de un modo tal, que seguu la pendiente del terreno, se compensen hasta
cierto limite & simple vista las alturas de los puntos maximos y minimos con
relacion 4 la rasante provisional que convenga adoptar en cada tramo en des-
monte 6 terraplén; asi como la abertura de los angulos que las rectas forman
entre si, consideradas dos & dos, y que la longitud de ellas sea la mavor posible.

2. * Para efectuar el cambio de direccién que deb™ra seguir una recta,
habra que tantearla alineandola provisional y solamente con banderolas, si-
tuandola {nam. 97) en posicién la mas conveniente y prolongandola en am-
bos sentidos de manera que puedan vencerse los obstaculos para dejar expe-
dita la salida por una y otra parte; esto es, por ambos extremos, para que
la nueva alineacion venga & empalmar sobre la Ultima ya establecida que se
habia dejado indefinida hasta fijar por medio de su interseccion el vértice. En
este punto se pone al teodolito en estacidn, y se rectifica enfilando bien Jas
banderolas con el anteojo para marcar la recta que se habla alineado &sim-
ple vista: en .seguida se ve si el rumbo de la otra alineacion ya trazada defi-
nitivamcnie es igual al que se habia obtenido en el vértice anterior, y en
el caso de que resultase alguna diferencia, se vuelven & rectificar las dos
alineaciones y su interseccion, colocando nuevamente el instrumento y repi-
tiendo las operaciones hasta conseguir que el rumbo directo de la pendltima
mea sea proximamente igual al del vértice precedente + IS")®. Cuando el
angulo que resulta formado por las dos alineaciones, expresado en grados,
minutos, etc., es mayor de 120° como limite minimo en los trazados de ca-
minos do hierro, y de 6)° en los de carreteras y canales, bajo este concep-
to se dice que el angulo de las alineaeioncs esta bien formado.

Existen, como veremos después, medios con los que se puede obtener an-
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gulos de mayor graduacién que la de estos limites, aun cuando los formados
por las tangeiiles principales 6 por las alineaciones rectas fuesen menores,
tanto respecto & los de las vias férreas, como los de las ordinarias. Por con-
siguiente, Soloen casos muy excepcionales deben admitirse losangulos agudos.

Cuando se lian fijado de antemano por disposicion de la superioridad 6 ar-
bitrariamente, como por desgracia sucede con frecuencia, uno 6 mas puntos
de sujecién de la direclri?,; ya cuando tiene que salvar el trazado algln paso
dificil, y ya para evitar obras demasiado costosas al cruzar los lalwegs y
atravesar las divisorias: en cualquiera de estos casos y aiiles de aproximarse
a dichos parajes con el trazado definitivo, debe suspenderse en el mejor sitio
que se encuentre, trasladandose desde luego los encargados de estas opera-
ciones con los instrumentos al pimio de sujeciéon 6 paso dificil, para fran-
quearlo estableciendo provisional y oportimainenle, como hemos dicho ar-
riba, la posicion ydireccion de las alineaciones en amb”s sentidos ; tomando
aquel como punto de pariida hasta encontrar la mejor salida, y volviendo
después en sentido opuesto, alineando y marcando solo con banderolas y ja-
lones cada una de las rectas, de manera que corle siempre & la que le proce-
de en el punto rnas conveniente , y que la abertura del angulo que formen
entre ellas sea el mayor jiosible, hasta acordar la parte de Irazado provisional
coj el delinilivo. En seguida se puede conlinuar este, modiiicando y rectii-
<&Gairlo si fuere preciso, el trazo provisional. Con estas precauciones se consi-
gue en poco triempo, sencilla y acerladamente, lo que de otro modo sin el
tanteo aproximado, hubiera comprometido tal vez el buen éxito del estudio
en la parle mas costosa; 6 de lo contrario, habria que inutilizar una gran
porcién de las operaciones principales del trazado en plano y perfil, retroce-
diendo y perdiendo entre tanto el personal subalterno encargado de los tra-
baos secundarios, un tiempo considerable.

Tal es la exposicion de motivos, y tales las indicaciones que, entre otras
michas, pueden servir de regla, en la imposibilidad de dar tantas, cuantos
seiiin los innumerables casos y accidentes de cada caso particular que se
presentan en la practica.

En el modo de aplicarlas oportunamente, y en el mejor acierto pira diri-
girlas operaciones de campo, es donde méas bien se dan & conccer la iuleli-
getcia y prevision, el buen criterio y pericia del director del Irazado, dolado
de cienciay de una mirada penetrante para ver en el c.spacio y calcular
«a sinple vista con aproximacion las distancias y alturas de los puntos nota-
bles que convenga apreciar después cxperiinentalmenle , por el conoci-
mieiio del relieve del terreno que se oculta a su vista 'y que debié adquirir
préva y ordenadamente: de esta suerte se puede hacer mas en pocos ino-
nienos y obtener una cantidad de trabajo Gtil mucho mayor que otros con
todo 3l Injo de teorias y el aparato de medios auxiliares insuficienfes, trazan-
do Ureas de tal longitud que dan lugar & trabajos prolijos y & calculos inexac-
tos, éimpracticables operaciones sobre el terreno mas 6 meuos accidentado.

113—Determinacion de los radios.—Establecido yii el angulo de las
alineacones tangentes, como se ha dicho arriba, la determinacion de los ra-
dios paa el Irazado de alineaciones curvas sa obtiene con mucha facilidad y
sencillet por medio del célculo, sin necesidad de tratar grafica 6 analitica-
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mente de las soluciones que pudieran adoptarse segin los distintos casos;
porque si bien no ofrecen ninguna dificultad en el papel, tal vez seria, sino
imp'isible, cuando menos interminable poderlas verificar sobre un terreno
quebrado y en malisimas condiciones, que es precisamente donde hay que
resolver las cuestiones sobre Ja marcha, y con frecuencia en las peores cir-
cunstancias: por lo tanto, renunciamos desde luego & las soluciones |;!raficas
por su prolijidad é inexactitud, y & las analiticas por ser demasiado lenta y
poco expedita su aplicacion inmediata; limitandonos & describir las figuras
solo con el objeto de dar una idea ciara y completa del procedimiento para
resolver inmediatamente las cuestiones que se presentan en la practica, y
para replantear las alineaciones rectas y curvas, 6 sea el trazado definitivo
sobre el terreno antes de la redaccion del proyecto de cualquiera via de co-
municacion, lo mismo que después al tiempo de ir & ejecutarla.

Al determinar los radios de curvatura, debe procurarse qué su longitud
sea tal que los motores y vehiculos no experimenten mas resistencia en ellas
ni tengan otros inconvenientes ai tiempo de recorrerlas & toda velocidad, que
si el trayecto fuese eu recta; pero como por una parte los accidentes del ter-
reno, y por otra ciertos puntos de sujecién no permiten adoptar siempre cur-
vas de grande radio, y como a medida que la longitud de este disminuye,
aumenta la resistencia de aquellas en mayor proporcidn, resulta que llegi a
cierto limite el esfuerzo adicional en cada momento, y por lo mismo la trac-
cién en alineacién curva se hace muy dificil y costosa con ios rozamientos la-
terales y demas que se desarrollan. Segun los resultados deducidos del calcu-
lo experimentalmente, desde que las curvas circulares tienen iOOO metros de
radio en ferro-carriles y 100ra.0O0en carreteras y canales, el esfuerzo adicio-
nal que imprime el desvio es casi nulo, y la resistencia que se opone a la fuerza
de traccion en alitieacioo curva, ya se considera como en recta : {©r el con-
trario. cuando los radios no tienen mas que 300 metros en caminos de hier-
ro y 30 en carreteras y canales, las resistencias son muy considerabas.
De manera que admitiremos por limite maximo de resistencia, el de las curcas
de 300® de radio en las vias férreas, y el de 30®,00 en las ordinarias; y cono
limite minimo el de 1000 ,00 para las primeras, y 100 para las segundas

Reciprocamente, los radros tomados en cada uno de estos limites seran
los extremos de la escala gradual dentro de los cuales estardn comprendilas
todas las soluciones para la determinacion de los radios en los distintos cisos
y segun los accidentes de cada uno de ellos. De modo que cuando para el .ra-
zado de alineaciones curvas, se puedan adoptaren ferro-carriles radi® de
1000 metros 6 mas, ya no hay cuestion respecto a la traccion y explotanon,
atendiendo solamente a los puntos de contacto y & las demas de sujecioi se-
gun las condiciones del mejor trazado y de la construccion.

Si luibiesoque admitir forzosa y econémicamente hablando, radios neno-
res de 300®,00 para poder vencer los obstaculos y atravesar paises mujque-
brados con cualquier via férrea de mas 6 méoos importancia, enténceshiy que
tener muy presente & la vez las circunstancias locales para establece una
explotacion especial, 6 & doble traccién , acumulando las pendientes p<r tra-
mos, conforme & las condiciones del material movil; adoptando el sistena ar-
ticulado para curvas de pequefio radio, y el grado de pendiente en jelacion
con la potencia y tipo de los motores. También en algunos casos excepdonale”
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hay que admitir radios meoores de 30 metros tanto en carreteras como en loe
canales. Pero deben evitarse a lodo trance las curvas de pequefio radio; sacrifi-
cando el capital de construccion al de explotacién, por los muchos peligros y
graves inconvenientes que presentan al Irifico, losdeterioros que ocasionan en
el material fijoy moévil, y demasexcesos de gastos para la buena conservacion.

114.—Casos que pueden presentarse.—Varios casos pueden ocurrir en
el trazado dealineaciones circulares; ya con relacién & los puntos de contado»
ya respecto de otros que deben considerarse como de sujecion dentro del an-
gulo de las alineaciones tangentes. Dejando para después ios que se refieren
& estos Ultimos, nos ocuparemos en primer lugar de los correspondientes a los
puntos de contacto. Estos se reducen & tres que son; 1.* cuando dos arcos
circulares se tocan interiormente: 2.* cuando dos alineaciones curvas se locan
exteriorinenle; y 3.* cuando dos arcos se cortan 6 son exteriores uno & otro.

Primer caso.—Si dos curvas circulares se tocan interiormente, in distan-"
cia de los centros Oy O'de los circuios es igual a la diferencia 8e los radios
(Geom.); y por consiguiente la traza de las dos alineaciones curvas que Si-
guen una & continuacién de
la otra, 0 les arcos respecti-
vos, vuelven su concavidad
al mismo lado.

Sea el arco TCT,, interior
al T,C'T'(/ip. 43), que se
locan en el punto T,. En
este caso conviene que la
diferencia entre la longitud
de los radios sea la menor
posible, con el objeto de
evitar cierta especie de gar-
rotes y el paso brusco de la
curva menor & la mayor y
vice-versa.

Segundo caso.—Si dos arcos de circulo se tocan exteriormente, la
dfsfnncio de los centros Oy O' es igual & la suma de los radios; y por
lo mismo las dos alineaciones curvas vuelven su convexidad en sentido
opuesto. Sean V y V' (fig. 44) los vértices de las tangentes; TCT, y T,C'T'
los dos arcos que se tocan exteriormente en el punto T, de contacto.

Desde luego se ve que ahora la convexidad de los dos arcos se halla & di-
ferente lado, y por esta circunstancia las dos alineaciones circulares forman
una inflixion en el punto de contacto.

Este caso, lo mismo que el primero, se presenta con mucha frecuencia en
terrenos muy accidentados. Pero como, por ejemplo, en los ferro-carriles no
son admisibles las curvas circulares tangentes exteriormente, & excepcion de
los casos en que el radio minimo es de 1000 metros; puesto que, segln he-
mos dicho antes, las alineaciones curvas ya se consideran como en recta para
los efectos de la traccion 6 explotacion; mas si alguno de los radios fuese me-
nor que el limite indicado, entonces solo se debe adoptar en los trazados dft
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las vias de acordacios que pueden situarse los puntos

tangenciales des-

equidistantes, y en las del servicio de estaciones, como veremos al final del

Fig. 44.

i
!
un elemento de recta entre los puntos de tangencia T' y

presente capitulo;
porque se desar-
rollan resistencias
excesivas y no se
puede marchar a
gran velocidad por
ser muy expuesto
& descarrilamien-
tos, cuando parte
del convoy selialla
en una de lascur-
vas y la otra con-
tinGa recorriendo
ya la que lesigue.

Con el fin de
evitar estos gra-
ves inconvenien-
tes, es necesario
separar las dos a-
lineaciones cur-
vas tales como
TCry TCT por
T {jig. 45), cuya

longitud minima sea mayor 6 cuando menos igual & la maxima de un tren

Fig. 45.
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completo: estd admitido como suficiente una recta de 100 metros de distan-
cia. Es evidente que esta condicion disminuye la longitud de los radios, y
por consiguiente aumenta el rozamiento; pero este inconveniente aun es
preferible en el caso del radio minimo; porque el elemento de recta interme-
dio permite que se pueda elevar el carril correspondiente a la parte convexa
de ambas curvas, pasando insensiblemente del lado inierior mas bajo de una
curva, ai exterior de la otra mas alto, y viceversa. Por este medio ingenioso
aplicado al asiento de las vias férreasy al afirmado do las carreteras, se evita
6 disminuye en gran parte el peligro de que puedan descarrilar los Irenes, y
volcar los carruajes.

Tercer caso.—Si dos arcos circulares se cortan, la distancia de los cen-
tros Oy O' es menor que la suma de los radios, y mayor que su diferencia.
Sean las dos curvas TCT' y TC'T' {fig. 46) que se cortan en el punto M,;

Fig. 46.

siendo la distancia de los centros O y O' mayor que la diferencia de los ra-
dios, vuelven su concavidad lidcia un mismo lado y estan separados por una
alineacion recta, comprendida éntrelos puntos de tangencia T yT'; cuya lon-
gitud, aunque menor que la suma de los radios, es mayor que caria uno de
ellos, y por consiguiente la traza de las curvas de unién es mas facil y no
ofrece tamos inconvenientes como en los casos anteriores.

Si las dos curvas circulares fuesen exteriores una & otra, la distancia de
los centros seria mayor que la suma de los radios; y por consiguiente no
presentaria ninguna dificultad su trazado, que podria considerarse aislada-
mente la cuestion del replanteo de cada una de las alineaciones curvas.

115.—Condiciones que modifican la determinacion de los radios.—
Hasta aqui solo nos hemos ocupado Unicamente de la determinacion de los
radios en lo que se refiere & los puntos de contacto, segln los distintos casos
y accidentes que aislada 6 juntamente pueden presentarse al establecer una
via de comunicacion & través de un pais montafioso y en parajes en que el
terreno es mas 6 ménos quebrado: ahora vamos 4 tratar de los puntos de su-
jecion y de las cuestiones que pueda haber, ya sobre las alineaciones tangen-
tes, 0 bien cuando se encuentran dentro del angulo que estas forman menor
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de 180°, siempre que los puntos referidos sean compatibles con las condi-
ciones del mejor trazado posible.

Mas como es necesario tener en cuenta la distancia de las alineaciones
rectas, medida de vértice & vértice, y el angulo que forman en su encuentro,
para fijar sobre cada una de ellas la longitud de las tangentes geométricas
de las curvas sucesivas en valores trigonométricos; asi como también el ele-
mento de recta que debe haber entre los puntos de tangencia mas inmedia-
tos, hay que tener muy presente lo indicado en el (2.° y 3.ef coso). Pero si
por la configuracion del terreno G otro accidente fuese muy corta la distan-
cia, que llamaremos dispomd/a, de cada una de las alineaciones rectas que
se cortan entre si, es preciso limitarse & la menor longitud de que se pueda
hacer uso en la determinacién de los puntos de contacto de dos alineacio-
nes curvas consecutivas; y por consiguiente la mayor distancia disponible en
la alineacién recta mas corta, viene & ser precisamente una de las primeras
condiciones que limita la extension de los radios de curvatura.

Todavia puede darse la circunstancia de que la longitud de los radios esté
restringida, & pesar de disponer sobre cualquiera alineacion recta de una
distancia mas que suficicote para tomar en cada extremo de ella & partir del
vértice del angulo que forma con la que le precede y la que le sigue, la
longitud de la tangente correspondiente al mayor radio que en otro caso se
hubiera adoptado; mas como hay que fijar ante todo los puntos de contacto
para salvar los lalwegs y establecer obras de fabrica en recta, 6 cruzar & la
vez en iguales circunstancias un contrafuerte U hondonada, estribacion, etc.;
de aqui, pues, otra de las condiciones que modifican la determinacidn de los

radios y de las tangentes.

116 —Férmulas para preparar la soluciéon de los problemas so-
bro ciertos puntos de sujecion.—En vista de todo lo expuesto en este
capitulo, y concretandonos & las cuestiones principales que pueden ocurrir,
vamos a resolver algunas de ellas, sirviéndonos al efecto de las férmulas mas
sencillas ya conocidas, que, haciendo uso de las Tablas, se aplican con
mucha facilidad para la resolucién de los problemas por medio de otros tan-
tos ejemplos numeéricos, para indicar el procedimiento en casos analogos; cu-
yas férmulas , deducidas de las que ya se han enumerado, presentamos una
coleccion de ellas para hallar unos elementos de curvas circulares en fun-
cion de otros tomados como datos, segln indica el cuadro siguiente:
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El problema (nim. 1) se resuelve multiplicando los elementos de las ta-
blas por el radio dailo.

Para la soUicioo del (nim. 2) basta dividir como indica la féormula la abs-

. cisa conocida por la que se halla en las tablas enfrento del .iogulo dado; ef
cociente sera la longitud de] radio, gne siendo determinada también la expre-
sion del angulo de las alineaciones, se obtiene los demas elementos como em
el problema (ndm. t), multiplicandolos por el valor del radio hallado.

El mismo procedimiento se sigue respecto de Jos problen)as (nims. 3 4
Ky6).

Por lo que hace 4 la solucion de los problemas desde el (ndm. 7 al H), ea
los cuales se fijan como datos el radio y uno de los elenientos g*>ométricos,
conviene observar que el segundo elemento sera )a el resultado de la multi-
plicacion del radio por otro elemento del mismo nombre tomado de las tablas:
de aqui se sigue que dividiendo este segundo dato por el primero, es decir,
por su radio, el resultado nos suministrara el valor primitivo de los elemen-
tos gne contienen las tablas; buscando en ellas dichos valores, se hallaran co-
locados sobre la tnisma horizontal ios demas elementos y ios angulos de las
alineaciones & que corresponden, y por lo tanto, Ja solucién de cada uno de
estos problemas, se encuentra en el caso de los precedentes.

Para la resolucion délos problemas (nims. 12 y 13), bastara hallar el va-
lor del radio, y despejar el de las incognitas, quedando reducidas ai caso de
las formulas anteriores.

y ejemplos numéricos.—Para simplificar y presen-
tar en resumen la cuestion general de los radios con toila la claridad hay que
atender al mismo tiempo a los puntos de contacto y & los demas de suje-
cion compatibles que pueda haber sefialado , dentro del angulo menor de
ISO”, 6 bien sobre las tangentes principales: esto supuesto, vamos a redu-
cirla en términos concretos a tres casos dislintosque pueden ocurrir, y a re-
solver ios problemas por medio de otros tantos ejemplos numéiicos, haciendo
aplicacion de las férmulas que contiene el cuadro precedente, & saber:

1.* Cuando el punto de referencia ¢ de sujecion se halla sobre una de las
alineaciones rectas.

2 « Cuando el punto determinailo se encuentra en la bisectriz del angu-
lo de las tangentes principales.

3.* Cuando el punto de sujecién esta situado entre una de las alineacio-
nes tangentes y la bisectriz del &ngulo que forman.

Si el punto prefijado resultase fuera del angulo de las alioeaciones rec-
tas , no habria mas que desviarlas moviéndolas paralelamente & si mismas,
6 variando también la abertura del angulo, para situarlas de manera que
uno 6 mas puntos de sujecion queden dentro del que forman en su encuentro
las tangentes principales, y asi la cuestion estd comprendida en alguno de los
tres casos que se acaba de enumerar.

Primer ejemplo.— Conocido el angulo de las alineaciones 6 de las tangen-
tes de 152* 40' y la tangente de i09“ ,43, distancia medida desde el punto
de sujecion al vértice, hallar el radio y todos los demas elemenios.— Siendo
las lineas geométricas y sus valores trigonométricos, proporcionales al radio



i47)
de curvatura, para liallar la longitutl de este nos serviremos de la misma pro-
porcionalidad: recordando que el radio 1es la unidad & que estan referidos
los valores trigonométricos de las tablas; llamando R al radio geométrico
que se busca; T = 109™,*3 la tangente medida 6 distancia disponible, y

| — 0,243157 la tangente trigonométrica que corresponde al angulo obser-
vado, podremos formar la proporcién siguiente:

109 ,43
toic:T V= y = = 450.
0>",2431575

Hallado ya el radio que es de 450 metros de longitud, solo falta multipli-
car los demas elementos geométricos correspondientes al angulo dado de
152* 40' por R = 450.

_ Tan«. Sec. Serni-curva.
Para el radio 1 0,2431575 0,0291383 0,2385283
430 450 550

ParaR = 450 109m.420875 13™,H235 10?",533773

Este ejemplo pudiera aplicarse ai primer caso (fig. 44) acolando las lineas
y los dngulos de las alineaciones para obtener la longitud del radio por medio
de la distancia de que se puede disponer desde el punto T, de sujeciou 6 de
contacto de los arcos, hasta el siguiente vértice V del angulo dado; cuya dis-
tancia disponible, es precisamente la que mide la tangente geométrica que
nos ha servido de dato, correspondiente al angulo observado.

Si, por ejemplo, hubiese que dejar entre los puntos de tangencia T'y T
(fig. 40), algin elemento de recta, como se ha dicho en el segundo y tercer
caso, habria que aumentar esta parte 4 la de la tangente que le precede,
marcandola sobre la alineacién recta, y la diferencia entre esta suma vy la
total distancia de vértice & vértice, seria la longitud que se podria tomar para
la tangente que sigue desde e! punto de contacto fijado ultimamente ha.sia el
vértice; y por lo tanto el segundo y tercer caso se resuelve lo mismo que el
primero.

Segundo ejemplo.— Observado el argulo de las alineaciones rectas ex-
presado por 168®21',y conocida la distancia de 10™,90 sobre la bisectriz en-
tre el punto de sujecion y el vértice del angulo dado, determinar todos tos
demds elementos de la alineacion curva.

Siendo s = O™0031903 la parle exterior de la secante que para el an-
gulo 168®21' y el radio 1 presentan las tablas, y S= 10™,90 la distancia
disponible desde el punto referido al vértice del angulo para la secante del
arco de circulo que debe unir las alineaciones rectas , se obtendra ante todo
la expresion del radio R por medio de la proporcion

s:1::S:R= — = — — 2100.
S 0,0051903

Determinada ya la longitud del radio R= 2100 metros, se multiplicaran por
10
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esta cantidad los valores trigonométricos correspondientes ai angulo de 168®
ai’, asf tendremos

Tangente Secante  Semi-curva
Para el radio i  0,1020171 0,0001903 0,1016654
2100 2100 2100

ParaR = 2100 214“ 23591 10"™,89963 2i3"™,49734

Del mismo modo se luibieraa obtenido los valores geométricos de los de-
mas elementos multiplicandolos por la longilud de 2100“ que tiene el radio
determinado.

Tercer ejemplo.—Conocido el angulo de las alineacianes 6 de las tan-
gentes de 140° 28'y la d.slancia de 29" ,462 de la ordenada bajada desde el
punto de sujecién situado entre la bisectriz del angulo dadoy una de las
alineaciones rectas mas proxima, hdlar en funcién de estos dalos el radio
del arco de circulo que debe pasar por el punto fijado , la tangente, secante
y desarrollo de la curva , etc.

La longitud del radio Il se detennimra como en los ejemplos precedentes
formando proporcion; para esto llamando V= 29* ,462 & la ordenada medida,
y =0,0389223 el valor de la ordenada que para el angulo de 140* 28'y
el arco de circulo de radio 1 nos dau las labias, tendremos

500.
A y 0,05»9,23
Ahora mnitiplicando las lineas trigonométricas que nos presentan las ta-
blas por los 390 metros que resulta tener el radio déla alineacion curva, ob-
tendremos en valores geométricos lodos los elementos correspondientes al an-
gulo de 140* 28', y seran

Tangente  Secante Semi-curv.

Para el radio 1  0,3393631  0,0626115 0,3449934

500 500 500.

ParaR= 500 179",08203 31“,30370 [72“ 4967

Por Gltimo, a pesar de que en la ejecucion solo pueden apreciarse las
distancias parciales medidas con la cinta hasta los dobles milimetros, esto
no obstante, conviene que el calculo se haga con las siete cifras decimales
que presentan las tablas, con el objeto de que los resultados aproximados
solo & milinjetros sean bastante exactos, sin que los errores parciales & causa
de las fracciones despreciadas 6 aumentadas en ia Gltima cifra, se vayan
acumulando por defecto 6 por exceso.

Ilg.—Observaciones.—En vista de todo lo expuesto acerca de la de-
terminacion de los radios, conviene observar que si se hubiese calculado
expresamente con la mayor aproximacion el rozamiento de los vehiculos en
las curvas circulares para cada radio de los admitidos hoy dia en la practi-
ca, por el esfuerzo adicional que emplean los motores en cada momento al
cambiar de direccién, en su marcha constante, por unidad de longilud dcl
arco; es evidente que cuanto mas aumente el desarrollo de una curva de
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enlace de radio dado, tanto mayor ser.i la suma total de esfuerzos adiciona-
les y de resistencias que experimentaran los veiiiculos durante el trayecto
del arco recorrido, y en la misma relacion la fuerza de traccion 6 impulsion
que liabra de ejercer el motor para efectuar el desvio; asi como igualmente
los gastos de explotacion y el deterioro del material fijo y mévil en las vias
terrestres por el total desarrollo de caila una de las alineaciones curvas. Ho
aqui una de los razones porque se lia dicho (nim. 112), que debia procurar-
se mucho al establecer los angulos, que su abertura fuese la mayor posible,
con el doble objeto de simplificar las operaciones y de disminuir cuanto es
dable el total desarrollo de las alineaciones curvas.

tis preciso también cuando liay que establecer varios arco? consecutivos
de -iferenle radio, combinarlos entre si de manera que la longitud de estos
aumcnie @ disminuya gradualmente para que no haya garrotes y el paso de
unos a otros sea imperceptible, sacando al mismo tiempo el mejor partido
de bs mili'xiones del terreno compatible con la mayor facilidad y economia
en la explotacién.

De suerte que podemos deducir algunas conclusiones que nos sirvan has-
ta cierio punto de regla para recordarlas y aplicarlas oportunamente & los
varios casos que ocurren en la ejecucioén , a sabor;

1* Que 4 igualdad de radio la longitud de las tangentes y el desarrollo
de las alineaciones curvas, esta en razon inversa de la graduacién de los
angulos que forman entre si las alineaciones rectas.

2. * Que para un mismo radio el paso de los Irenes en los puntos de en-
trada y salida de las curvas, es tanto mas facil y méuos expuesto a descarri-
Jamionios en las vias férreas y a funestos accidentes en las ordinarias, cuanto
mayor es la abf'rlura del &ngulo de las tangentes principalesyreciprocamente.

3. * Cuando haya que adoptar dos 6 mas arcos de circulo de diversa am-
plitud debe procurarse en los puntos de contacto, que la diferencia entre la
longitud de los radios sea la menor posible, para evitar en el paso de unos a
otros el cambio brusco de los trenes.

Que las combinaciones de tres 6 mas arcos seguidos cuando vuelven
en un mismo sentido, deberan establecerse de modo que la alineacion curva
en su conjunto aparezca aproximandose mas 6 ménosaia forma de las ramas
de la elipse 6 de la pardbola, segin que la curvatura de los arcos extremos
se acerque hasta confundirse casi con las alineaciones rectas, hallandose los
puntos de tangencia & desigual distancia del vértice de la curva del centro si
las ramas no fuesen simétricas.

3.* Cuando la longitud délos radios es igual 6 mayor de 1000 metros,
se consideran ya las alineaciones curvas como en recta para lx« efectos con-
siguientes & la exploticion de los caminos de hierro , y i00®,00 para carre-
teras y canales.

0-* Quesi el radio de curvatura fuese menor de 300 metros para las
"ias férreas y de 30 en las ordinarias, habrd que disminuir las pendientes y
Variar en las primeras el Upo de los motores y las condiciones déla via, 6 bien
fldopiarel sistema del material mdvil articulado, para evitar los grandes roza-
tnienlus: mientrasque en las segundas ya se hace dificil la circulacién; siendo
yamuy considerable lafuerza de impulsion conque los veliiculos tienden ensu
desvio &marchar por latangente 6 & descarrilar siguiendo en pendiente fuerte.
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También conviene advertir, que si para simplificar el calculo en los tres
problemas ultimamente presentados como oiros tantos ejemplos numéricos
hemos procurado que la longitud de los radios fuese en ndmeros redondos)
no sucede asi en la aplicacion; porque ordinariamente resultan fraccionarios)
cuando se calculan unos elementos que penden de otros datos, 6 cuando
bay que atender & los puntos forzados 6 de sujecion. Se co iiprénde facil-
mente la gran ventaja de las tablas calculadas en funcién del radio-unidad
y deb-s éangulos expresados en grades, minutos, etc., sobre las diversas
tabla< que boy todavia se usan para el trazado de curvas combinadas para
cierto nimero de angulos expresados en grados, y Unicamente para radios
determinados también en nimeros redondos, que por lo comdn crecen de 50
en f)0 6 de IfO en tOO; por consiguiente solo en casos particulares 6 en
terreno féacil pueden admitirse, subordinando & este sistema rutinario las
rondici' nes & que deben satisfacer los buenos trazados al establecer la posi-
cion de aUQfaciones rectas y curvas en terrenos accidentados, cualquiera
que sea la graduacién de los angulos expresados en grados, minutos, segun-
dos. ele.; asi como la longitud de los radios de curvatura.

Tal es el procedimiento segln los distintos casos y los accidentes de cada
caso que pueden presentarse al hacer un trazado, adoptando una explotacion
est-ecial con pendientes econémicas para los tramos en que se atraviesan pa-
rajes muy quebrados, haciendo uso de frenos enérgicos 6 automotores y si-
guiendo el mismo sistema metddico en terrenos mas 6 menos accidentados.

119.— Establecimiento de alineaciones curvas.—Se pueden seguir
do.s sistemas para trazar las curvas circulares, & saber: Por movimiento con-
tioi.o, y por puntos sucesivos. Cuando el radio de curvatura es pequefio bav
miiclios medios auxiliares para establecer ios arco.« de circulo sobre im’ter-
reno llano y despejado: el primer sistema por movimiento continuo «e eiecr-
la con una cuerda, cadena, baibe), etc., que se fija uno de sus extremos en
el centro del arco, y con un punzén 6 estaca en el otro extremo se va mar-
cando la traza sobre una superficie plana. Massi la longitud del railio excede
de cierto limite, como sucede en las vias férreas y aun en las ordinarias, 0
cuando el terreno es accidentado, seria muy dificil y costoso si se emplease
el primer sistema; y ademés de la inexactitud, tal vez hubiera sido rmpo.sible
por la gran longitud que suelen tener los radios y los obstaculos insuperables
que con frecuencia se presentan en los parajes quebrados.

Asi es que generalmente se adopta el segundo sistema ; es decir, que co-
Bocido el angulo de las alineaciones rectas y el radio de las curvas de enla-
ce, segln se ba dicho (nims. H2 y H3), se puede prescindir del centro de
cada arco, y se fijan siempre por puntos marcando con piquetes el vértice,
entrada y salida de las curvas circulares por medio de las tablas; pero cuan-
do Uuy que replantearlas, no basta sefialar los puntos principales, sino que
también es preciso continuar el trazado definitivo, determinando tantos pufi-
os intermedios cuantos sean necesarios para establecer convenientemente
0 a a parte circular, circunscribiendo é inscribiendo poligonos regulares y

Up icando el nimero de lados hasta llegar & un limite tal, que se confundan
con ICB pequefios arcos, & los cuales deben reemplazar.

oc manera que se pueden seguir varios procedimientos, y entre ellas.



cilaremos algunos de ios més usuales, como son ; L* Por los sistemas de co-
ordenadas: 2® Por los angulos tangenciales:3.® Por lascuerdassubteadenles:
4.* Por interseccidn de las cuerdas: S* Por la desviacion tangencial: 6 * Por
las cuerdas subduplas del arco: 7.® Por las cuerdas sucesivas y sus flechas
correspondientes: 8 “Por los senos y cosenoversos: 9® Por la longitud de
las tangentes sucesivas y el doble seno de la mitad del angulo for-narto en
su encuentro: 10. Por la longitud de las cuerdas sucesivas y el doble seno
de la mitad del angulo que cada una forma con la anterior; 11. Por las tan-
gentes y la parte exterior de la secante correspondiente: 12. Por la longitud
de la tangente del arco y la parte exterior de la secante del arco doble , etc.

Dejando para el siguiente capitulo lossistcmas de coordenadas, solo pre-
sentaremos ahora tres procedimientos que son los que se pueden verificar
por medio de las operaciones mas faciles, mis expeditas, y sobre todj», las
mas exactas, haciendo uso de las tablas, a saber: 1.® Por las tangentes 6
cuerdas sucesivas. 2.“ Por la duplicacion de las tangentes 6 de las cuerdas;
y 3®por el trazado de las vias de acordacion.

120.—Trazado de curvas por tangentes sucesivas.— Observacio-
nes.—Uado el radio de 1000 metros, por ejemplo, trazar una curva circular
por incrementos constantes del arco, partiendo del punto de tangencia 6 de
-otro situado sobre una alineacion recta.—Sea AB (fig. 47), la recta dada

Fig. 47.
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y T el punto do contacto U otro situado sobre ella. Sea OT = R = 1000 me-

trigonométricos en graduacion creciente
desde 0 & 30 ; de r en i*; de I0"en (O% de 20' en 20" ele., y ten.lre.nos
consultando la figura. en la que se suponen Jos incrementos tomados de "ra-
do en grado, planteada la cuestion, & saber: °

T6=ctang. i")=i7m,435i; y 6¢c= fsec. I“_ R) = g™ 15=8
TD = (sen. 29 = 34m,S99%; y D«= (senov. 2} = 0«,6092."

Como 6n = T6y el angulo trigonométrico 260T = dbn = 2% Ja linea bn

y el pumo « se ha determinado dos veces, lo cual es un medio de verifi-
cacion.

Asi pues, siempre se tiene
nb’= T6= 17104331
b'c'= bc= Ora1523
nD'= TI)= 34ra,899a= n6'  r34m 8993 — |7ni4551)
D'n'=r Dn = 0ra,6092

h'b'n'= Dén= 2*
Todavia conviene notar que

Td = (son. 3*) = 52m,336
de' = (senov. 3®) = im,371;

y hé aqui otra nueva comprobacion. Del mismo modo se puede continuar has-
ta el segundo punto de tangencia T'.

Observaciones.—1." Si convertimos nuestra atencién hacia el arco tra-
zado, se vé desde luego que se halla circunscrito por un poligono recular
cuyos ladus T6, 66'. 6’6" etc., son jguales, y lo mismo los angulosé, b\ b”
que forman entre si; pero estos son Jos &ngulo™ de las tangentes sucesivas

...... = Jwego también se pueden trazar directamente las cur-
vas circulares por medio de ios angulos tangenciales, 6 sean los que las tan-
gentes sucesivamente forman unas con otras, puesto que lodos son iguales al
primero, sin tener en cuenta los incrementos de Jos angulos trigonométricos,
como”por ejemplo se ha hecho en el problema que nos ocupa.

2. * También se pudiera inscribir un poligono regular por medio de
arcos trigonométricos y de las cuerdas subtendentes, de una longitud propor-
cional, 6 de los angulos que forman entre si ; pero son todavia mas inexactos
ios resultados, y no tienen tantos medios de comprobacién como cuando se
emplean las tangentes sucesivas.

3. Este procedimiento se usa con frecuencia; ya para poder adoptar el
radio maximo de un arco de circulo, si hubiese que contornear algin contra-

uerte 6 ios senos que forman algunos vaile.s, y hacerle pasar lo mas préximo
posible por dos 6 méas puntos de referencia U otros notables fijados de ante-
mano en un terreno sinuoso y cubierto de maleza; ya para tantear las
cur\as circulares de mucha amplitud y establecer después con més acierto
ja posicion de las alineaciones rectas 6 de las tangentes principales, situando
convenientemente el vértice del &ngulo que forman entre eilasy los puntos de
contacto, y ya en fin, para desembarazar 6 franquear un terreno fragoso y

0s
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demasiado escabroso antes de efectuar el replanteo de las alineaciones cur-
vas, 6 sea el trazado delinilivo.

Pero es necesario de todos modos operar con muchisimo cuidado y hacer
en cada punto correspondiente a una alineacién curva todas las verificacio-
nes, utilizando oportunamente los distintos medios (“ue las tablas trigono-
métricas nos suministran.

Asi, pues, si estuviese determinado el angulo de las alineaciones rectas
j fijados los puntos de contacto, es preferible partir de ambos puntos de tan-
gencia y terminar en el vértice del arco: de esta manera los errores que ha-
yan podido cometerse en cualquiera de las semi-curvas, se evita que se va-
yan acumulando y se trasmitan de una rama a la otra; sirviendo de com-
probacién el vértice del arco circular, que ya ha debido fijarse al mismo tiempo
que la entrada y salida de cada alineacion curva.

121.—Duplicacién de las tangentes y de las cuerdas.—Es muy con-
veniente duplicar el nGmero de las tangentes 6 de las cuerdas que sirven de
base & las ordenadas, con el objeto de di sminuir su longitud, segin veremos
mas adelante. Por regla general, es mejor duplicar el namero de las tan-
gentes, cuando la mayor ordenada excede de 40 metros, 6 bien cuando se
trata de circunscribir al arco un poligono regular cuyos lados sean tan
pequefios como se quieran, hasta el limite en que las tangentes secon-
fundan con los arcos. Hé aqui como se procede.

Después de haber fijado ios puntos de tangencia Ty T' {fig. 49 y el vér-
tice C de la curva, se tira por este punto una perpendicular SS 4 la bisectriz
VC; esta perpendicular por ser tangente en el punto C, sustituye al angulo

Fig. 48.
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de las ahnaaciones AVB por otros dos secundarios CST y CS'T', que tiene

lorig 3 f| pncipalesyun va-

En efecto, siendo por construccion la tangente SS' perpendicular & CV

SW alineaciones rectas, resultan dos triangulos SCV y
S CV rectangulos en C. Ahora bien, sabiendo (Geom.) que: todo &Z h C sl

consti ven eI’ A J A conlinuaria en las dos semi-curvas que
mayores*de 30» M ' secundarias fuesen todavia

ue”™NAN yasi sucesivamente se obtienen cuantos puntos intermedios

sus n tr b L e PM'Sono circunscrito coincida en
lonas SUS partes con la alineacion curva.

7 ouerdas.-Cando hay necesidad de proceder por

“vaTr*nor iT | [ ] ‘oMt weio reemplazar la cnerda primi-
tiva Tr por las Jos cuerdas secundarias TC y CT' que desde lueco estan de

enmnadas per los primeros elornenlosde la curva circular; la hinvi ud 1

nométrico. Asi para el angulo COT (/ig. 48). leodreinos ®
CT = 2sen. 6 bien CT = fO' + wi

elevar*s7h“ ' {" ST HTMITM R secundarias, bastarfa

e|evar sobre el medio de su longilud, las perpendiculares cg, o'(? iue cada

una do o las sena igual & la Hecha de la semi-curva 6 de losarc«TCC yCCT-

ﬂa/g ﬁechgs“, Egge; u;a-ﬁe I,Iell's r/1\uevas cuerdas Te, c/(\B y Ce, c'T'e)g{ginoteﬁg?d
i etc., tendra

por expresion de su longitud

TC= 2sen.

memrfndirf" cualquiera de los dos procedimientos, es iguai-
SV pP "*“Scctes principales y la loo-
SalL T '‘“«@P/ntos de contacto Ty T': de donde re-
irlfer h a’plic’cion de las tangentes, casi siempre

rs ir " i . establecidas, g,por lo tanto se ve-
nica mucho mejor y presenta mas medios de comprobacion
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122.—Observacién importante.— Sucede coa frecuencia que, ya por
ser inaccesible el vértice V del angulo de las alineaciones y las rectas AV y
BV (fig. 49) que le forman, & cierta distancia de su encuentro, 6 bien,
cuando entre los puntos de contacto y la interseccion de las tangentes prin-
cipales luy algunos
Fig. 49. obstaculos; como rios»
bosques, etc., es ne-
cesario en tales ca-
sos establecer con-
venientenieirte una
trasversal cualquiera
RSj cuya traza pueda
descubrirse en toda
su extensién, y de
modo que corle en dos
puntos accesibles R
y S las alineaciones
rectas AV 'y VB.
Después que se
haya medido la lon-
gitud de la trasver-
sal y los angulos de
los puntos Ry S, se
conocerd la base del
triangulo RSV y los
dos angulos adyacen-
tesRy S;y por con-
siguiente el angulo
del vértice V serd
V=180® — (R + S).
y los lados RV y VS
se conoceran por la
{férs. 10 y 17 de*
nam. 16, i.er coso.)
Ror medio del angulo V, del radio adoptado y de las tablas se hallara la
longitud de las tangentes TV y VT'; ahora ya no fhi"» que restar de
oslas tangentes la longitud de los lados RV y YS & fin de conocer la distan-
cia que debera medirse desde los puntos Ry S para determinar la posicion
de los de tangencia 6 de contado Ty T
Una vez conocidos estos puntos, todavia falta averiguar el valor de las
tangentes secundarias. Los angulos de estas tangentes son siempre iguales y
determinados, aumentando 90® & la mitad del angulo de las tangentes prin-
cipales; de suerte que bastard hallar las tangentes iguales Tl = T7', que
nos daran la posicion de los dos vértices secundarios t y i'; y por lo tanto la
direccion y posicion de las tangentes W, y asi sucesivamente como liemos
dicho en el namero precedente.
Este procedimiento se emplea también con mucha frecuencia cuando los
angulos de las alineaciones son demasiado agudos; con locual so obtiene por
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metilo de! calculo, ia longitud de las tangentes mucho maés facil y «acta-
mente que por la medicién ordinaria.

123.—Trazado de las vias de acordacién.—Se presenta algunas ve-
ces esta cuestion, ya para empalmar dos lineas férreas paralelas, trazadas
en el mismo sentido 6 en el opuesto, mas ¢ inénos distantes entre si va
especialmente en los cambios de via 0 apartaderos que tienen lugar para
el servicio de estaciones; en donde hay que hallar la distancia entre Jos
puntos tangenciales y el radio de fa curva de enlace, dado el entre-eje, sin
que se conozca el angulo que forman, 6 sea cero, y en el supuesto de que son
paralelas corea del punto de acordacion. Do modo que pueden ocurrir dos
casos distintos que dan lugar & otros tantos problemas, de cuya solucién nos
Tamos & ocupar ahora.

Fig, 60.

/\NC
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De donde resulta 199®,“C para valor total de la distancia entre los pun-
tos de tangencia Ty T".

Problema Il.— Hallar el radio conocida la longitud entre los punios de
tangencia y el entre-eje délas ofas.—Sea la distancia MT = NT" = 99“ 88
[fig. 50) : el entre-eje MN=10* ,00 ; y la milad MT' = 5“ ,00.

Este problema se resuelve por la expresion (1.'t) del {nam. 116) que figura

en el cuadro; conociendo la fiedia y la abscisa 6 serni-cuerda NT' = TK"
= 99“ ,88 hay que determinar el radio R por la formula

_Sernl-ct_Jerda IIF|ec|Ha\I
. \ Flectin Jn
Radio

Siendo la flecha RT = MT" — 5>n,00 la longitud del radio R se luillar,
sustituyendo estos valores conocidos en la expresion anterior, que nos da

A 5,00 A
Radio = Y S = 100C* ,00.

CAPITULO II11.

CALCULO DE COORDENADAS Y REPLANTEO DE CURVAS.

124, —Sisteiras de coordenadas.—Siguiendo el método adoptado en el
curso de este pequefio tratado, vamos ahora, en fin, & determinar por el
calculo los valores numéricos de los diferentes sistemas de coordenadas,
tanto de las que con preferencia conviene emplear para el replanteo in-
meiliato de alineaciones circulares, como las que deben aplicarse al e.sta-
gun la Investigacion de las formulas indicadas en las respectiva.s secciones,
partiendo desde el origen hasta las expresiones mas sencillas y concretas que
sera mucho mas conveniente usar en cada case particular, y muy especial-
mente en virtud de !a dmplia discusidii que ha tenido lugar en la segunda
seccion del presente tratado con el propio objeto, acerca de las curvas de se-
gundo grado.

Asi, pues, nos ocuparemos a seguida del calculo y elementos necesarios;
presentando al final de este libro tres labias diferentes de coordenadas para su
replanteo, y empezando por la que se refiere & los arcos de circulo trazados
por puntos sobre el terreno.

125. —Coordenadas rectangulares.—En general, ademéas de los puntos
principales de la entrada . vértice y salida de las curvas circulares que de-
terminan las marcas 6 piquetes, es indispensable lijar otros intermedios mu-
cho mas proximos entre si, cuando se trata del repbnteo, que por el proce-
dimiento indicado anteriormente. Esto se consigue con mucha facilidad cal-
culando y haciendo aplicacién de las abscisas y ordenadas que se designan
bajo el nombre comun de coordenadas rectangulares.
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Aungue estas se calculan y emplean en funcién de los radios y de las
tangentes, como también de las cuerdas, sin embargo, nosotros solo nos
ocuparemos de estos dos Gltimos procedimientos; porque por meilio de las
tangentes 6 de las cuerdas se pueden obtener sencillamente todas las demas.

Los sistemas de coordenadas adoptados con preferencia se pueden redu-
.cir & seis, que son; 1® Coordenadas de los angulos Irigonoinétricos que dan
sobre el arco correspondiente puntos equidistantes por incrementos en-
teros 6 fraccionarios. 2.” Coordenadas de puntos equidistantes lomadas sobre
las tangentes por incrementos constantes. 3® Coordenadas por equidistancias
fijadas sobro el arco en decametros ¢ por incrementos de 10 en 10 metros.
4.® Coordenadas de puntos desequidistanles sobre el arco por incrementos
fraccionarios. 5® Coordenadas en funcion de las cuerdas sub-tendenies.
0® Combinacion de coordenadas en funcion de las cuerdas y de las tangen-
tes paralelas que dan ordenadas complementarias.

126.—Coordenadas de los angrulos trig;onométricos.—Las tablas tri-
gonométricas forman el mas vasto sistema de coordenadas para los arcos
correspondientes & la division del circulo de radio 1, por medio de los senos
y COSenos, Senoversos y cosenoversos, etc.; puesto que para cada uno de ellos
presentan la abscisa, la ordenada y también el desarrollo circular, las cuales
no hay mas que multiplicarlas por el radio dado, para que puedan ser apli-
cables & todos los casos sin ninguna excepcion.

127. —Coordenadas de puntos equidistantes Ajados sobre las tan-
grentes por incrementos enteros.—En este caso solo se propone determinar
las coordenadas aplicandolo & lodos los mdltiplos de 1, 5, i0, 20, etc., 6 de
cualquier otro nimero exacto de metros medidos sobre la tangente, & partir
del punto de contacto.

Si se tratase de hallar por medio de las tablas trigonométricas y para
un radio de 100 metros, las ordenadas correspondientes & las abscisas de-
camélricas de 0 hasta 80 metros, se dispondran los dalos y los resultados
del célculo segln indica el siguiente cuadro

SENOS 6 AB!ICISAS. SENOVF.RSO 6 ORDENADAS.
ldadas para de de para OBSEBVACIONES.
i B —100 las labias. las tablas. B « 100.
. '
2.* 3. i» La segunda colvmaa expresa los co -,
& _— _— — —_ demos de la primera casilla divi-
. dtda por el radio; a>i
10 o.10n 0,005017 0.001"
0,200 0,tj204-0 2,0-220 H
ieba sAO‘IOOigualllaabscisa para ,
i 30 0.s00 0,046065 4,6060
i -
40 0,400 0,083463 8,54(13 R L
50 0,000 0,1339:5 13,3975 La tercera columna contiene la.s or-
" denadas halladas en las tabia.s por
fio 0,600 0,199966 19,9966

medio de las abselsasde Usegun-
70 0,700 0,28;iS33 m28,i833 da casilla.
Lacuarta columnaes el p-oducto de

1 80 0,800 0,399929 39.9929
la tercera por el radio dado.
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128. —Coordenadas tomadas sobre el arco en decametros 6 por in-
crementos de 10 en 10 metros.—El empleo de este sistema da Jugara
dos procedimientos. Consiste el primero, en determinar los puntos marcados
sobre ei arco por equidistancias circulares» calculadas ordinariamente por in-
crementos de 10 en 10 metros, & partir de coda punto de tangencia; de don-
de resulta que hay una interrupcion en las equidistancias entre los dos pun-
tos de contacto marcados, é igualmente distantes de la secante 6 del vértice
de las taugenles principales.

El segundo procedimiento estd reducido & calcular las coordenadas por
incrementos desiguales, de puntos que se hallan & diferentes distancias uno®
de otros; cuyas distancias parciales se van sumando para tener lasgenerales
con relacion al origen 6 punto de partida, como veremos en el siguiente
namero.

La disposicion que deberd darse en casos analogos & los dalos y elemen-
tos concernientes al objeto, se indican en el siguiente cuadro preparado para

obtener las diez primeras coordenadas de una curva circular que tiene bOO
metros de radio.

DATOS TOMADOS DE LAS

Arcos TABLAS. PARA It — i»0i.
tn- dados. - 1
cremento
ORMF-RVACIONES.
angulo. a =500. Abscisas. Ordenadas. Abses. Orden.
I 2> 5.* 4> 5. 6% laprimera casilla expresa el
— — valor angular de In.s arras
: en segundos, v esta for-
4lil 10 0,019062 O’qulgg 9,981 0.0993 mada )for la adlrton sure-
1 dm 20 0,039986 0,000800 19.993 0,4000 siva del primerdngulo.

. La legunila contiene las e- :
1i6 1o 30 0059913  0,00i797 29,971  0.8965 flilinislanrias por incre-
lesoo io 0,079909  O0.(W5198 59,951 1,599 memos dolOen ]J() metros
Lo Apartir de la tanginin.

12IMI123 30 0,0998-26 0,001991 49,913 2.4H Laterrera ylacuarta presen-
~21750 co 0,119704 0,007190 39,932 3.393 tan lossenos O abscisas Y
los senoverso.s li ordena- |
w2887S 70 0,139533 0.009883 69,766 4.942 das de Ing angulos loma- i
233000 80 0,159307 0,012771 79.604 6,386 dus de las tablas que tie-
nen la unidad por radio.
57115 o 0,178972 0,016154 81»,486 8,077

<

por Gltimo, multiplicando
41250 . doo  Daseess 0019931 99920 00ne U8 T e ssa
11= 500,se(ibtieno el va-
lor de las absci$.i$ y orde-
nadas de las dos dltimas
casillas.

Conocido el incremento de los arcos en decametros y la longitud del ra-
dio R = 500, se deduce facilmente el valor de los angulos de la 1* casilla 6
de ios arcos correspondientes que aparecen en la 2.* columna; determinando
antes el valor angular del arco de 1 metro de longitud por la eipresion

360" 360* 1206000" _  129600" =412" 5

sR 2 x 314150265 x R €]"831853 X 500 314tm 59285 ’
De suerte que habiendo reducido & 1298000 segundos los 360 grados de

la circunferencia de 500 metros de radio, y dividido por su tota! desarrollo
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de 3141fn,59263, hemos obtenido 112”,5, valor angular por unidad de longi-
tud de cada arco; pero como el desarrollo de los arcos de las equidistancias
circulares esta dado por incrernenlos de 10 en 10 metros, es evidente que el
valor del angulo 6 del arco correspondiente, tomado por unidad, expresado
por 412",b habréa que rnulltplicarie por la misma cantidad de 10 metros: de
donde resultan los 4125" del primer angulo que figura al principio de la 1.*
columna.

129.—Coordenadas de puntos desequidistantos por incrementos
fraccionarios —Con respecto al segundo procedimiento arriba indicado,
hay que calcular directamente todos los puntos de la curva en relacion
con la medicion kilométrica del trazado general desde su origen; empezando
por determinar la posicion de lodos los piquetes hectomélricos & los que de-
ben referirse los de los puntos inlenncdios, tales como iosde tangencia y vér-
tice de las curvas, é igualmente los maximos y minimos, etc.

Después de haber c:4lculado los puntos principales que dan la posicién de
las tangentes T y T' (fig. 51) del vértice C de la curva sobre la bisectriz y el
desarrollo, se mide al tiempo del replanteo la distancia dol Gltimo piquete
heclométrico & la entrada de lacurva, que segun el ejemplo propuesto es de

5i7>.66, la cual se halla acotada en la figura entre p— y T; midiendo en se-
guida el complemento de 109 metros, se tendra la distancia de la primera

9
tangente T al piquete p—sefialado con el nimero 8, cuyo complemento es
igual & 43 ,34: el vértice C del arco situado sobre la bisectriz, dista 9C™,60

. 12k, Sz
del piquete P— que marca los kildmetros;*“y el puuto de contacto de la se-

gunda tangente T' est4 separado del piquete por una distancia de 38“ ,54.
Del mismo modo se han acotado las distancias de los piquetes intermedios

p', p,— etc., colocados en los puntos maximos y minimos { otros notables
que. ha sido conveniente determinary sefialar refiriéndolos al piquelage del
trazado general.

Los piquetes estan numerados por séries de 10 que son las parles en que
se divide cada kilémetro. Por consiguiente todos ellos tienen dos numera-
ciones: 1.* la de la serie de kilémetros 4 que pertenecen; y 2.' la del nimero
correspondiente 4 cada una de las séries de hectdmelros.

Plantados asi los piquetes de 400 en 100 metros, el nimero de unidades
que tenga cada uno en la 2.* série hectoinétrica, representa otras tantas cen-
tenas, de la misma manera que en la 1* série kilométrica las unidades de
millar. En cuanto 6 la subdivision de los hiiCl6émelro.s que marcan los pique-
tes intermedios, también contienen dos numeraciones, que son: la del piquete
heclométrico que le precede y la de la di.slanciaque le separa de este.De suer-
te que, todo piquete lleva inscripta la expresion de la distancia acotada referi-
da al anterior y la general al origen del trazado; es decir, las di.stancias par-
ciales de lodos los puntos que se ha creido conveniente determinar, y la total
longitud entre cada uno de ellos y el punto de partida.
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Fig. 51,
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Asi, pues, se representan en detall cuatro piquetes con una muesca 6
corte de espera en su frente, que se deja a fior de tierra al tiempo de hincar-
los en el terreno, para sentar encima de ella la mira al efectuar la nivela-
cién, segun el sistema completo que se halla descrito en la primera parte de
nuestro Tratado especial; cuyos piquelns llevan anotada la expresién de las
distancias en ios cuatro casos distintos que pueden presentarse, a saber: i
Cuando el piquete marca solamente la série kilométrica. 2* Cuando sefiala
ademas la serie hectométrica. 3® Cuando determina algin punto maximo &
minimo U otro notable dentro de lasubdivision de lasegunda sériej y4.®Cuando
fija la posicion do algunode los tres puntos principales de las alineaciones cur-
vas. En este caso lo mismo que el primero se antepone a las acotaciones lasres-
pectivas iniciales K T. C.yT'delaentradn, vértice y salidade las curvas,ésean
los puntos de la medicién kilométrica , los de tangencia y el vortice dei arco.

Esto supuesto, nos concretaremos ahora & la combinacion de estos ulti-
mos, comparandolos entre si para la composicion y disposicion dei cuadro de
coordenailas correspondientes & todos los puntos marcados {fig. 5i) sobre la
alineacion circular.

El punto de entrada en la curva estard determinado por la expre.sion de
la distancia al origen acolada en el piquete. - T = i !>%-f- 7Theci. 454111 gg

El vértice por la del piquete......cccceuenenee. C=5|2 -ho0 -1-96 [eO

La salida por la del piquete..........cceunee. T= 12 -+t+4 -+ 38

Restando la primera expresion de la
segunda, nos da el desarrollo de la semi-
curva y el VArtice ..o (0=0 -h3

Y comparando la primera con latercera
dara la total longitud de laalineacioncurva.. C = O f 6 -t-83 88

Hallando en seguida los complementos de 100™,00 se tendra la distancia
de la primera tangente T al piquete nim. 8= 45"'3i; del vértice G sobre
la bi.sectnz al piquete nim. 1= 3™,40, y la de la segunda tangente T'al
piquete siguiente, sefialado con el nim. 5= 61" 46.

Ahora solo falta determinar las coordenadas de los puntos marcados por
los piquetes 8, 9, 9" 12,1, 2,2, 3etc : para obtenerlas por medio de las
tablas trigonoiriétricas adoptaremos la marcha establecida en el cuadro (nu-
mero 12."), como se ve en Ja disposicion del que sigue;

41 94
*

DATOS TOMADOS DE IAS

Arcos TABLAS. PARA R =. 1000.
Is- dados
cremento para
todel OBSERVACIONES.
arco.  11-1000 Abscisas. Ordenadas. Abscisas Ordeoads
2257332 12_33,3311 oo,o;s_s_»za;) 0,001026 4i>M 1026 Lasabscisas 7 ordenadas de
. 1i.i-88 0,0103,>7 14-4,788 10,337 las tablas, maltiplicadas
090.>0 189.34 0,188i.>8 0,017877 188,238 17,877 por 1000 metros valor del
507321‘; 24.3.34 0242010 0,029931 242910 29,951 radio, dosdan las absci-
38,54 0,0385."3 0,000743 38,535 0,743 sas 7 ordenadas de estas
fg;;? 1;:22 0,138021 0,009.371 13.8,021 9.571 dos Gltimas casillas G par-
4920t 23[3'54 0,197230 0,019043 197,230 19,(M3 tir de ambos pontos de
38, 0,256273 0,028314 236,273 28,313 tangencia.

«9827"  338.34 05532097 0,036798 332,097 56,798
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Observacién.—El mismo procedimiento liaria conocer las coordenas si
la curva hubiese que replantearla por piquetes de 50 en 50 metros desde
cada uno de los puntos de tangencia; hallando los complementos de la equi-
distancia adoptada, y lainbien se podran determinar todos los puntos in-
termediarios que se consideren necesarios; pero es mucho mejor, cuando
una curva esta replanteada por los piquetes heclométricos , no emplear mas
coordenadas que las de las cuerdas subiendentes de inO metros para llenar los
puntos intermedios, porque entouces las cuerdas quedando todas determina-
das por la posicién de los hectdinetros, son muy pocas en ndmero y siempre
las mismas para cada radio, y sobre todo, son considerablemente de menor
longitud que las de las tangentes.

130.—Combinacién de coordenadas en funcion de las tangentes y
de las cuerdas subtendentes que dan ordenadas complementarias.—
Se comprende que este sistema de coordenadas puede muy bien combinarse
con cada uno de los tres anteriores, especialmente con el de las tangentes;
puesto que siempre es facil tirar una tangente & un arco de circulo parbicla
a la cuerda suhtendeolej en este caso la tangente tiene su punto de contacto
en el vértice dcl arco; esto es, en la extremidad de la flecha que mide la se-
paracién 6 equidistancia de las dos paralelas. I'or coosiguieiile si se resta de
la fl-clia la longitud de las ordenadas de la tangente, obiendremos por dife-
rencia la altura de las ordenadas en funcion de la cnerda; las abscisas por
ser paralelas comprendidas entre paralelas, como tii?nbien las ordenadas, son
iguales por una parle y por otra; teniendo el mismo origen sobre la flecha
del arco, segin puede observarse en el siguiente, trazado con un radio de
500 metros por ejemplo.

Fig. 52.

De suerte que, cuando la tangente tiene su punto de contacto en el vérti-
ce del arco que rublende una cuerda paralela, las ordenadas de esta son com-
plementarias de las dé aquella para cada punto dd arco; porque su suma es
igual & la longitud de ia flecha.

131. Construccién y disposicién, uso y aplicacion de las tablas
de coordenadas —Hemos visto en todo el curso de este tratado que el uso
de las tablas trigonométricas suministra de la manera méas completa que
darse puede, todos los elementos necesarios, no solamente para el trazadoy
replanteo de curvas circulares por lo que se ha convenido en llamar puntos
principales, sino que igualmente se deduce de ellas un ndmero ilimitado de
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abscisas y ordenadas por incrementos constantes 6 variables, enteros d frac-
cionarios & elegir como mejor convenga, ya con relacién A Jos arcos de cir-
culo, ya sobre rectas toina<las como ejes, segiin se ve en los cuadros prece-
dentes: y adennis presentan grandes recursos para la construccion electros
sistemas de coordenadas aplicables & las curvas que resultan de las secciones
conicas, 6 curvas de segundo grado.

Esto no obstante los calculos no dejarian de ser bastante pesados cuando
tuviese por objeto operar sobre una série de puntos A la vez, como sucede en
el replanteo de curvas. Para obviar estos inconvenientes y proporcionar me-
dios expeditos que los faciliten en el menor tiempo posible, pre.senfamos a
continuacion tres tablas ?de cooi'denadas de curvas circulares, elipticas y
parabélicas, por medio de las que se simplifican muchisimo las operacioues;
cuyas tablas van precedidas de las correspondientes explicaciones, por el 6r-
den que se acaba de enunciar, acerca de su composicion y disposicion, uso
y aplicacion.

132.—TABLA PRIMERA.—Coordenadas del circulo.—Sea el arco
BCO (/ig. 1)3) la cuarta parte de la circunferencia. Si el origen de las coor-
denadas se coloca en Oy & partir de este punto se divide el arco en partes
iguales & 5% por ejemplo, las perpendiculares bajadas desde los puntos de
divisién t, 2, 3, 4, etc., sobre el radio que pasa por el otro extremo B del
mismo arco, seran los cosenos naturales de los angulos 6 de los incrementos
de los arcos. Si se prolongan estos cosenos basta el encuentro de la tangente
OY en los puntos V, 2% 3', 4', etc., cada parte tal corno 1'.. .17.2"...2",
3. V.,, 4" serd igual al i'adio menos el coseno correspondiente, y las
partes 0...4',0,..2". 0...3, 0...4', etc., también serén iguales & los se-
nos naturales con relacion & los incrementos.

Ademas se comprende que el arco BCO puede replantearse por medio
de estos incrementos y de los que representan las diferencias entre el radioy
los cosenos de los arcos correspondientes, haciendo uso de las tablas trigono-
métricas, cuyaspartes0...1',0.,.2',0.,..3",0...4"eic.,ylasl...t',2...2",
3.. ,3, 4...4', etc., no son otra cosa que las coordenadas rectangulares de los
puntos 1, 2, 3, 4, 5, etc.; siendo el eje de las abscisas la tangente OY.

Si se toma por eje de abscisas la cuerda sulhtondente CD del arco de 60%
tendremos: que las abscisas 0 . 1)...2,, D...3,, etc., 'seran iguales &
los senos naturales de los arcos 6 de los angulos de 3°, 10" lo*, 20, etc.; y
las ordenadis 1...1,, 2...2,, .3...3,, etc., serdn evidentemente ianalos &
los cosenos de los mismos angulos, meno.s laparte constante C.. 6" igual al
seno de 60*, complemento de 30, mitad del arco que la cuerda CD subien-
do, 6 al coseno del mismo arco,

Ahora si se imagina el arco BCO dividido en otros arcos Iguales a 1', 5',
10', lo', 30", etc., 6 & r, es facil comprender que las coordenadas corres-
pondientes & lodos los puntos de divisién se olitienen como anteriormente.

Las coordenadas asi obtenidas para el radio-unidad, h.ibra que multipli-
carlas en cada caso por el radio dado. Para evitar en gran parte estos calcu-
los, se ha determinado una série de valores trigonométricos de las abeisas y
ordenadas para los radios representados por ios numeros digitos 1, 2, 3, ¢
5, 6, 7, 8, 9y sus multiplos.
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Esta tabla presentada asi, dara en yeneral sin ningin ediculo en mu-
ecliisimos casos, los valores do las coordenadas, aunque cada una de I"s nue-
ve cifras que figuran 6 la cabeza y al pié de las columnas, esté seguida de
uno 6 mas ceros; puesto que no hay mas que correr la coma otros lautos lu-
gares hacia la derecha, como ceros le acompafian, segin veremos al tratar
de BJuso y aplicacion. Tal es la composicion de la tabla primera.

Fig. 53.

Disposicion.—La tabla, miradas cada dos paginas, que llamaremos p'e-
melas, estan divididas.en diez columnas. La casilla lateral de la izquierda
contiene Ja graduacién de los arcos por incrementos de 5'en b' desde 0 a
10®) de 10' en 10' liasta 20"; de 30" en 30" hasta 40®y de i" en ¥®hasta los
90 grados: siguen & continuacion las nueve casillas que presentan con siete
cifras decimales los valores délas abscisas y de las correspondiente.s ordenadas.

Para facilitar mas su frecuente uso y presentar al primer golpe de vista
la mas sencilla disposicién, tanto los incrementos de ios arcos como los v.i-
lores respectivos de coordenadas, se han puesto & la cabeza el nombre de
ABSASy al pié el de ordenadas, que se corresponden vertical y 1) >rizonlal-
mente con la numeritcion de los guarismos que figuran & la cabeza y al pié
de las casillas, que se refieren & los radios, y la graduacion de los angulos
€n la primera casilla titulada incrementos dei. arco; pero se lian dividido en
dos partes iguales con una linea doble todas las columnas: de m.anera que
en la mitad superior de cada dos pagina«se hallan las abscisas, y en la otra
mitad inferior se encuentran las ordenadas por su érden correlativo.

133.—Usoy aplicacién.—En cuanto al uso y aplicacion es sum.Tmenle
facil. Sea, por ejemplo, una curva de 600 metros de radio que , después de
fijar los punto.« de tangencia y el vértice como ya hemos dicho repelidas ve-
ces, se trata de replantear marcando cuantos punios inlermedios se puedan
desear, equidistantes entre si. Para esto la eleccion de la primera abscisa, ya se
tome sobre latangente 6 sobre una cuerda paralela, dependera de la distancia a
se quieran obtener los puntos de la curva, y serd proximamente igual 4 la
longitud del arco & que corresponde la ordenada bajada desde su extremo.
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* Si se supone que los puntos se han de fijar sobre el arco de 30" en 30', se-
busca en la columna vertical que corresponde al radio 6, sefialada con este
numero y sobre la horizontal que marcan los 30" en la casilla del incremento
del arco, se tendra e! valor de la primera abscisa, corriendo la coma dos lu-
gares & la derecha, puesto que el radio es de 600 metros, y sera Sm;j236:
del mismo modo se hallara eu la misma columnay eo la horizontal correspon-
diente & 1° O'el seguodoincremento, y asi sucesivamente para 1“30', 29%2* 30"
3% 37 30', etc., quedaran losdislancias 107,47, 15m,70, 20n>,9i, etc. Esta»
distancias se marcan sobre la tangente OY & partir del punto O de con-
tacto, y seran 0...1', 0...2', 0...3", 0...4", etc. En los puntos 1', 2', 3
4', etc., se elevan las perpendiculares 2...2', 3...3°, etc., res-
pectivamente igualesa 0®,023... 0m,091... Om,205... 0Om,365 que son los
valores de las ordenadas; cuyos valores se hallan en la parte inferior de la mis-
ma columna corre-jpondiente & lasorclenadas y enfrente de30', 1*30', 2%etc.,
sobre las respectivas horizontales que parten de la casilla de los incrementos del
arco, déla misma manera que hemos dicho con relacion 1 las abscisas.

Si se opera igualmente sobre la tangen (e en el otro extremo del arco

BCO, quedara este completamente replanteado.

734, —TABLA SEGUNDA.—Coordenadas del circulo y de la elipse.
Supongamos que se ha trazado sobre el eje mayor AB de una elipse, to-
mado como diametro, la semi-circuiiforencia AOCB (fig. 03), y sobre eJ eje
menor ab el semi-circulo aO'&.

Hornos visto (nim. 44), que los circulos descritos sobre los ejes, quedan
uno inscrito y otro circunscrito. Y como la expresion de la elipse ora (for. 57°)
la del circulo trazado con e! radio r = o, seray™ =s a* — cc*.

Comparando miembro & miembro estas dos ecuaciones, tendremos

yiiy» i a®: 6bieny :y'::b:a.

Esta proporcién demuestra que las ordenadas de la elipse y las de los
circuios inscrito y circunscrito, son proporcionales & los semi-cjes: por lo
tanto puede servir para trazar la curva eliplica solo con hallar cuartas pro-
porcionales & los semi-ejes y & cada ordenada del circulo descrito con uno
de ellos como radio.

Asi, siy’ representa el seml-eje mayor OX = XB, sera el radio del semi-
circulo AOCB cuyo didmetro es AB; y la proporcion anterior nos da la

. b . - .
ecuacion ;{; = g8 decir: la ordenada de la elipse, es a la ordenada det

semi-circulo descrito sobre el eje primero, como el eje menor es al ejemoyor.

Las coordenadas de la tabla segunda se pueden calcular por la expresion
general {nim. 27), & del circulo {fér. 47), cuando el origen de las coorde-
nadas se coloca en el extremo de un didmetro con relacién & la tangente en
este punto; cuya férmula es r* = (@ — r)* -h y*; de donde se deduce el va-
lor de la ordenada sustituyendo el radio a en vez der, y sera

y= a—\a* —
La ecuacién de la elipse referida a la tangente en el vértice del eje me-

nor se convierte en y = 6 ——
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Todavia subsiste la proporcioa arriba indicada que nos hace ver clara-

mmente la igualdad ii. = = de donde proviene la férmula
v

+(102) y=-%/"

la cual nos dice : para o&iener la ordenada de una elipse cuyos ejes son co-
nocidos, se muUipUca la ordenada del circulo descrito sobre el eje mayor

como diametro por la relacion a—; siendoy = b— T l/a* — B valor

de la ordenada en la ecuacioén de la tangente en el vértice O' del eje menor
de la elipse. Laecuacion de esta curva referida & la tangente BZ en uno de los

vértices del eje mayor por ejemplo en B, serdy = a — —ic’, y des-

de luego hara conocer del misino modo la férmula

a .,
(103) y=1jy ‘;
es decir, que se puede hallar ia ordenada de una elipse, dados los ejes,
multiplicando la ordenada del circulo dcscrifo sofera el eje menor como dia-

metro por la relacién ry Cuando se trate de las aplicaciones haremos obser-

var que si hay que trazar un cuarto de elipse tal, como el arco ellplico
Afe...cO' se puede efectuar bien la parte O'h del arco por medio de la tan-
gente tirada desde el vértice O'; pero se llega & cierto punto en que ya los
elementos que constituyen la curva eliptica se presenta con tal oblicuidad &
la direccion de las ordenadas que, por este procedimiento, casi es imposible
lijar con precision los puntos cuanto mas se aproximan al vértice A. En este
caso es indispensable el lomar por eje de abscisas la tangente en A.

De aqui se deduce que, tanto con relacién al circulo como respecto do la
elipse, nada mas facil que, conociendo la flecha, trazar estas curvas por
medio de las cuerda.s sub-tendentes.

Para esto, se calculara la ordenada, y se multiplicara la que representa y'

<lel circulo de radio a 6 fpor la correspondiente relacion —6—, segln que se

opera sobre la tangente lirada ya por el vértice O', ya por la otra que parte
del extremo B, y restando la ordenada asi obtenida de la flecha dada que lla-
maremos f y serd respectivamente en uno i otro caso

y_f'.__;{,f 6bien v=f-jVv -

Volviendo & la construccion de la tabla segunda, solo nos resta decir
<jue se ha calculado por la {fér, 47) arriba indicada, que nos da el valor
y= r —/r* — ®* para la cuarta parle de la circunferencia que tiene la
unidad por radio , por incrementos constantes de las abscisas de 1en i mi-
lésima , desde O hasta Om,999j y de 1 en i diezmilésima hasta 1®,000:
«iendo igualmente aplicables & las coordenadas de la elipse.
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Sustituyendo los valores de r = |y de laprimera abcisax = 0,001 eula
férmula que precede, tendremosy = i — — 0,001®.
Las coordenadas obtenidas asi para el railio-iinidad, liay que multiplicar-
las en cada caso por el valor del radio dado, como veremos luego al ocupar-
nos de su uso y aplicacion.

Disposicion.—En cuanto & la tabla segunda, cada pdgina se divide en
ocho columnas y esta dispuesta de manera que las casillas impares contienen
los valores trigonométricos de las abscisas, y en frente de -estas en las colum-
nas pares se encuentran los de las ordenadas correspondientes; calculadas
con 6 decimales por la (fér. 47) ya citada, y por incrementos de las abscisas
de milimetro en milimetro, & excepcion de las Gltimas que varian de diez-
milésima en diezmilésima.

135.—Uso y aplicacién para hallar las coordenadas del circulo.—
Las coordenadas de un circulo de radio dado R, se obtienen multiplicando
por él las abscisas y ordenadas de la tabla segunda : el radio conocido ft, 6
todo ndmero que le multipliqgue 6 divida exactamente puede tomarse como
primera abscisa; y, una vez adoptada, las demdas quedaran determinadas:
esto es, que se obtendran todas las ordenadas igualmente espagadas entre
si, puesto que e! incremento siempre sera igual & la primera abscisa.

Ejemplo.—Como uso y aplicacion determinaremos las coordenadas de
un arco circular de 100 metros de radio. Segln hemos dicho arriba se
puede lomar esto nGmero como primera abscisa y lo mismo todo multiplo 6
sub-maltiplo de él.

A.«i, por ejemplo, si se elige por primera abscisa Sm,00, para hallar la
ordenada correspondiente, dividase esla abscisa 6 su valor 5®,00 por el ra-
dio, que nos da el cociente 0»,00; blsquese este en la columna de las abs-
cisas de la laida, y enfrente de ella, en la casilla de las ordenadas, se ha-
llaréd la que corresponde, y sera Om,001251; multipligtese por R = 100, y se
tendra la ordenada 0Oin,i2ol correspondiente & la abscisa ora ,00 dada.

La ordenada que corresponde ai incremento 6 abscisa I(ra,00 inmediata
siguiente, so obtiene del mismo modo que en el caso anterior. 116 aqui las
diez primeras coordenadas para trazar un arco de circulo de 100 metros de
radio, que hemos tomado por ejemplo, siendo la primera abscisao!= 5, ten-
dremos lis incrementos de

5ra,00 Ora,1251

10 00 0 5013

00 1 1314

00 2 0204

X —< 88 y los de las ordenadas seran ij =< 2 égg’{
00 6 3250

00 8 3481

00 10 6972

00 13 3975

Aunque en la practica no se aproximan los resultados finales mas que has-
ta milimetros solamente, hemos tomado todas las cuatro cifras decimales que
Bos da la tabla para mayor exactitud.
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136.—Uso y aplicacién para obtener las coordenadasde la elipse.—
Para el replanteo de arcos elipticos cuando los ejes son conocidos, ya he-
mos dicho que no habia méas que multiplicar las ordenadas del circulo des-
crito sobre el eje mayor, tomado como diametro, por la relacion entre el eje
menor y el mayor.

Siendo a el semi-eje mayor de la elipse y 6 el semi-eje menor de la mis-
ma, representando por y' la ordenada del circulo de radio a, calculada por
la segunda tabla, la ordenada y de la elipse correspondiente & la misma abs-
cisa se obtiene por la férmula (i02).

Pero todavia es méas conveniente no hacer uso de las ordenados del circu-
lo; en este caso, para obtener las ordenadas de la elipse por medio de la ta-
bla segunda de radio i sin necesidad de calcular las ordenadas del circulo
de radio a, se multiplican las ordenadas de esta tabla por b, que es el semi-
eje menor de la elipse. Ue suerte que la ordenada y cuyo semi-eje menor
es 6, tendra por valor la expresién
(Io1) y=y"xb-,
siendo y" no la ordenada del circulo de radio u, sino mas bien la ordenada
de la labia cuyo radio sabemos que esr = 1.

Para demostrarlo, recordaremos que para hallar por la tabla la ordenada
de un circulo de radio o, era necesario multiplicar y' por el valor de este ra-
dio; cuya ordenada estara representada por la expresién

(HO) y=y”xa.
Luego la ordenada de la elipse sera y = (y” X al —; de donde resulta la

férmula (104). expresion muy sencilla por medio de la cual se hallan las or-
denadas de una elipse rapidamente y sin mas dificultad que las de uu circulo,
cualiuiera quesea su radio.

Asi, de las expresiones (102 y 103), y de las (104 y 100), se deducen dos
modos diferentes para calcular el valor de y. Ahora aplicaremos sucesiva-
mente uno y otro & un mismo ejemplo; y veremos como ambos conducen
también & un mismo resultado.

Ejemplo.—Hallar las coordenadas de una elipse cuyo semi-eje mayor es
de 43«n,70, y el semi-éjft menor de lomjTS.

Determinaremos por el sistema ya conocido las onlenadas del circulo de
radio a = 43«",73. Se puede elegir el nGmero que mejor convenga para pri-
mera abscisa 6 el que sea méas comodo para hallar las deméas con mayor apro-
ximacion. Y /

En efecto, si se multiplica por 0,08. se obtiene 3m,00, nimero mas
conveniente bajo todos conceptos. Por manera que si queremos hallar las or
denadas correspondientes & las cuatro primeras, tendremos que siendo el in-
cremento igual & 3“ ,30, resulta que & cada nuevo valor de

Ora, 4402
3ra,50 10 5636
7 00 1 2787
hOo 5

G= i (0 el de la respectiva ordenada seray' = 2 3004
7 & 3 6525
.5

51 00 3693
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Las ordenadas de la elipse correspondientes & las mismas abscisas de ar-
riba, se obtienen multiplicando los valores que sucesivamente va tomando

w' por la relacion 1277: 0,36 entre el semi-ejemenor y el mayor de la elip-
se, y tendremos que
3m,50 Qa,0505
7 00 0 2029
para 05=; las correspondientes ordenadas son y = 8 gggf
/17 70 1 3149
21 00 1 9330

Hallando directamente las ordenadas do la elipse, sin las intermediarias
del circulo de radio a= 43“,75 que no hay necesidad de conocer; supo-
niendo los mismos datos que en el ejemplo precedente, y tomando por pri-
mera abscisa 3,50 que representa el incremento, solo habrd que buscar en
la tabla las ordenadas correspondientes & los incrementos de la abscisa, para
cada valor que sucesivamente va tomando

3,50 0“,003205

Z) 08 0 012883

10 5 . . — 0 029227
o= li4 00 el de la respectivaordenada sera y' = 0 052583
17 50 0 083485

21 00 0 122731

Ahora para obtener las ordenadas de la elipse correspondientes & las seis
abscisas de arriba , se multiplican ios valores de y' por el del eje menor; esto
es, las ordenadas del circulo que nos da la tabla multiplicandolas a la vez
por el eje menor, de donde resulta;

3“ 50 0m, 1505
7 00 0 2029
x« _ Mo 50 ,_ 0 4603
li4 00 y'= 0 8281
17 50 1 3149
21 00 1 9330

cuyos valores son idénticos & los hallados en el primer caso.

Conviene observar que las ordenadas determinadas asi, son las que se ob-
tendrian si se resolviese la cuestion por la {for. 57); es decir, si se dedujese
por laecuacion déla elipse conrelacién a la tangente en el vértice 6 extremo del

. L b.
eje menor, cuya expresion esy = 0 - |//,-s_—.

Si se hubiese de trazar el cuarto de elipse BnO' {ftg. 53) Unicamente por
la tangente ZZ' en el extremo O' del eje menor, se marcaran sobre ella las
distancias 07a5, O'a;', 0'a>", O'm, etc., respeclivamenté iguales & los valores
3,50.. .7,00...10,50...14,00... etc.;en los diferentes puntos asi obtenidos,
se elevaran las perpendiculares xy , x'y', xy", m n... etc. , que seran las
ordenadas correspondientes, cuyos valores 0,0505...0,2029...0,4603...
0,8281.. .etcse determinaron arriba, y asi sucesivamente se continuara
hasta el punto Z que sera el limite de las abscisas.

Para trazar el mismo cuarto de elipse, tomando por eje de abeisas el
mayor AB, bastara restar los valores de las ordenadas xy, x'y"'.. .mn, etc.,
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del semi-eje menor O'X = 13“,75 para obtener las correspondientes a las
abscisas tomadas sobre el eje mayor: asi, por ejemplo, OX — mrv= bn; 6
bien 15,73 — 0,R281 = 14,9219; y asi continuamente se demuestra de una
manera general que las ordenadas de una elipse calculadas por la {for. 57)
que se reliere & la tangente en el vértice de uno de los ejes, y por medio de
la tabla primera, se obtienen las respectivas ordenadas elevadas en los pun-
tos é que corresponden las abscisas tomadas sobre la cuerda paralela & la
tangente, restando el valor de cada ordenada hallada, del de la flecha, si es
un arco eliptico el que se trata de replantear, 6 del semi-cje si es un cuar-
to de elipse. De modo que, segln el (niim. 130) las ordenadas referidas
4 Tacuerda paralela & la tangente en el vértice del arco, son complemen-
tarias.

Para trazar una elipse sobre el papel existen muchos procedimientos;
aunque ya hemos indicado alguno al tratar de esta curva en la segunda sec-
cién de este tratado; siu embargo, vamos a ocuparnos de uno que es suma-
mente facil, fundado en los mismos principios admitidos a! aplicar la segunda
tabla al trazado de los arcos elipticos sobre el terreno.

Sean AX 'y XO' los semi-ejes de la elipse {(ig. 53). Desde el punto X
como centro y con los radios XO y XO', se trazaran los dos cuadrantes de
circulo AOy 00, que se dividen en un mismo nimero de partes iguales.
Esto se consigue muy sencillamente , puesto que 1os dos arcos son concén-
tricos y la divisién es la misma; y por consiguiente se hace coincidir el cen-
tro de un trasportador con el punto X, de manera que los ejes AX 'y XO' pro-
longados cubran los puntos 0 y 90® del cuadrante: en esta posicién el tras-
portador, se marcaran sobre el papel por arriba 6 por debajo del arco AOlos
puntos de la division que se haya adoptado, sefialandolos con un pequefio
trazo sobre los dos arcos concéntricos, sin necesidad de tirar las lineas radi-
cales. Ahora tirando por cada uno de los puntos de division de los arcos AO y
«O' las rectas paralelas respectivamente & los semi-ejes, Jas intersecciones
de aquellas seran otros tantos puntos que marcan el cuarto de la elipse. De
este modo se puede trazar cualquier arco eliptico sobre el papel siguiendo el
mismo procedimiento.

137, TABLA TERCERA. Coordenadas de la parabola.—Sea el
arco de la pirdbola TOT’ (fig. 54)giie segin hemos visto (ndm. 55) tiene
por expresion y* = 2px; siendo la Unica que se emplea para esta curva. Por
la formula (70) de la parabola referida & su vértice, en donde el eje de la
seccion la divide en dos ramas simétricas, se deduce que el valor de cada
una de estas ramas esfj*=px;de consiguiente, el de la ordenada y*, sera

/—l/pcc.

Si se supone Ob, = x. serd b,b= vy ; es decir, que las abscisas se toman
sobre el eje y las ordenadas correspondientes seran perpendiculares al mis-
mo eje.

Pero si se cuentan las abscisas & partir del vértice O, como origen de co-
ordenadas, sobre la tangente OY' perpendicular ai eje OX, las ordenadas se-
ran paralelas al mismo, siendo Ob' la abscisa, y b'b la ordenada.

Observaremos que bb, = Ob'y Ob, = bb'; luego en la ecuacion y* = p »



no
se puede cambiar y por 03, y se tendra para la expresion ele la parabola re-
ferida & la tangente en el vértice la ecuacién a®= py; de donde

106
(106) b
expresion muy sencilla y desembarazada del radical.
Fig. 54.
2, N

Disposicion.—Se lia dividido cada pagina en odio casillas: las abscisas
estan en las columnas impares y enfronte de ellas se hallan en las casillas

pares las correspondientes ordenadas; calculadas unas y otras por la expresion

2
y =m— que, siendo p = 1, se convierte eny = cc*

Por medio de esta férmula se han calculado las ordenadas de la tabla
tercera en funcion del parametro-unidad, y por incrementos de las abs-
cisas (le una en una diozmildsiina desdo O & 0m,013: de cinco en cinco
die/.muésimas basta 01,0-i6; de una en una clieziniiésima iiasia O™22; y
de dos en dos milésimas hasta 0“ ,30.

. oo j i

Siendo v = — el valor de la ordenada de la tabla, otra ordena&ia cuai-
quiera y' correspondiente & la misma abscisa x de una parébola, cuyo para-
metro sea p’ tendra por expresion y' = y

Si se dividen miembro & miembro esta ecuacion y la precedente, ten-
rireuios

(107) P

. 1 .
Comop = 1setieney' — = x y; esdecir, que para obtener por me-

dio de la tabla una ordenada de la parabola cuyo parametro es p' 'y
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para una abscisa ac coQteoula eu iliclia tabla, basta niulliplicar y por

la relacion -i-.

La ventaja de operar por la tangente ,e ve claramente , y la inspeccion
de la ifig. 54) basta para hacerla resaltar & primera vista.

También se comprende que Inordenada nc, perpendicular d la cnerda
//m no es otra cosa que la diferencia entre la flecbaOX y la onlenada c'c, y la
abscisa X» sera igual & ccj: luego conocida la flecha de una curva parabélica
se obtendran las ordenadas perpendiculares & la cuerda, restando de la flecha
las ordenadas de la tabla. De donde podemos concluir que, por me.tio de
la tabla tercera, se podra trazar facil é inmediatamente todo arco de pardbo-
la, ya sea por la tangente 6 por lacuerda, dado el paramelro.

138,—Uso y aplicacion.— El uso y apHcacioude la misma tabla es muy
sencillo. Para obtener las ordenadas de una parabola cuyo par-irnetro es co-
nocido, la priineia operacion que liay que hacer, consisto en dividir el para-
melro 1 por el nimero que represente el pardmetro dailoj buscando en las
columnas de las abscisas los incrementos de ellas, que caila uno de los cuales
seréa igual & la primera abscisa elegida, y después multiplicando las ordenadas
correspondientes que contiene dicha tabla por la relacién entre el pardmetro™
unidad y el dado en cada caso.

Ejemplo.—Supongamos que se trata del replanteo de una paradbola, cuyo
parametro es de UO metros por incrementos de las abscisas de 20 en 20 me-
tros.

Segln hemos visto arriba, para obtener las ordenadas correspondientes
por medio de la tabla giie tiene por pardmetro la unidad, lo primero que
debe hacerse es, dividir este paramelro por el dado; buscar después en la
casilla de las abscisas los nimeros 20, 40, 60, etc., y multiplicar las orde-

nadas correspondientes & estos incrementos por la relacion ~ = 0,02.

Mas como los valores de las abscisas do la tabla se han calculado, se-
gun hemos dicho al indicar su disposicion, por iticreineulos de una en
una diezmilésima, resulta que son 10000 veces menores que las que he-
mos elegido ahora, y las ordenadas correspondientes se encuentran en la
misma relacion; por consiguiente habra que multiplicar ante lodo los valores
de las abscisas y ordenadas de la tabla por la cantidad de lGOOO, sm que
por esto se altere su correspondencia reciproca, puesto que (Arit. y Alg.),

toda relacién ¢ igualdad y = — no varia multiplicandoddividiendo sus tér-

minos 6 miembros por una misma cantidad; luego tendremos que, para los
incrementos de

0,0400
@ 01600
60  los de las ordenadas correspondientes son y =  0,3600
- 0,6 400
100 1,0000

Ahora para hallar las ordenadas que se buscan habra que multiplicar
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cada uno do los valores de y por la relacion 0 = 0,02 entre losparametros,

y tendremos por el mismo érden

20 0,0400 0,0008

40 0,1600 0,0032

®B=1 60 de donde y ==| 0,3600 >X0,02=< 0,0072
/ 80 0,6400 0.0128
MO 1,0000 0,0200

Antes de replantear la parabola per medio de las coordenadas asi obteni-
das, se traza iarecta indefinida YY' tangente en el vértice, y sobre ella &
partir de este pimio se marcan hacia OV' las di.-tancias Oa', Oh', Oc', etc., que
seran respectivamente iguales & los incrementos 20, 40, 00, 80, 100 metros,
que va tomando la abscisa; en cada uno de los puntos ...c'... etc., se
elevan las perpendiculares 0’a,6'6,c'c,ele., jguales en longitud & las ordenadas
Om,000i<; 0m,0032; 0”,0072; etc. Los puntos extremos a... b... c... ele,,
que corresponden & la pardbola se sefialan con piquetes.

Si nos fijamos bien en la {fig. 54), se comprende desde luego que para
trazar la curva por la semi-cuerda que une los puntos de tangencia Ty T/,
siendo conocida la flecha OX, se obtiene la ordenada en, por ejemplo, cor-
respondiente & la abscisa Xn= Oc', restando la ordenada c'c de la flecha
OX = f, es decir, que en = f — c'c, y asi para cualquier oiro punto se pue-
den determinar las demés ordenadas, puesto que segin hemos visto (nime-
ro 130), las ordenadas tomadas sobre la tangente paralela & una cuerda, son
complementarias a partir del vértice de la curva.

139.—Consideraciones acerca de las curvas planas.—Habiendo tra-
tado ya en este capitulo de los sistemas de coordenadas para el replanteo de
curvas circulares con bastante extension, por ser las que se usan exclusiva-
mente en los trazados do ferro-carriles, y en vista de la descripcion anaiflica
de las curvas planasy de la teoria en que se funda el trazado en general de
la elipse, de iiipérbola y de la parabola por los sistemas de coordenadas que pre-
ceden, debemos utilizar ahora estos elementos necesarios para su replanteo.

Mas como los sistemas de coordenadas de curvas circulares pueden servir
también para el trazado de los arcos elipticos, hiperbolicosy parabélicos, con-
sideramos oportuno consignar esta gran ventaja, puesto que en todo caso
basta multiplicar las abscisas y ordenadas por una relacién constante (nime-
ro 134). A excepcion de laraiz cuadrada del parametro, los elementos de la
pardbola también son proporcionales al radio del arco de circulo que une
dos alineaciones rectas , conocido el angulo y siendo el radio igual & la nor-
mal de la pardbola. Los motivos que pudieran hacer necesario el trazado
de las curvas de segundo grado, seran los que en los diversos casos particula-
res daran lugar & la investigacion de ia relacién correspondiente & cada una de
ellas; por lo tanto, siendo de muy poco uso, no haremos mas que indicar el
procedimiento y las formulas reducidas & su fillima expresién, para liailar el
desarrollo de los arcos por medio del calculo diferencial é integra!. Pero no
sucede lo mismo con las curvas parabolicas que ademas de los arcos de circulo
son las Gnicas entre las de segundo grado aplicables en muchos casos & las
lineas de carreteras y canales.
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Es indudable que las alineaciones circulares son generalmente las que
mas se emplean en los trazados de las vias de comunicacion ; porque lienen
la gran ventaja sobre todas las deméas de que el radio de curvatura es cons-
tante y su replanteo mucho mas facil, y porque una vez entrado en ella cual-
quier carruaje produce un rozamiento igual en todas sus partes, y el esfuer-
zo0 de traccién que ejerce el motor durante el movimiento para cambiar de
direccion y seguir recorriendo toda la serie de puntos, experimenta una re-
sistencia uniforme; y por consiguiente, los g; slos de explotacion.por el de-
terioro de la via en alineacién curva son menores, y los vebfculos estan mé-
nes espueslos & descarrilamientos 6 vuelcos: mientras que los arcos de para-
bola ofrecen las ventajas de que con ellos so pueden plegar muellisimo los
trazados en paraji's sinuosos 6 muy accidentados, y adaptar su directriz a las
inflexiones que representan graficamente las curvas do nivel, a fin de evitar
los gastos extraordinarios que ocasiona la cnslruccion de las grandes obras
de fabrica y de movimiento de tierras ; como también la de acercarse mucho
mas al vértice de las alineaciones rectas para unos mismos punios de tangen-
cia comunes & una curva circular y a otra parabdlica , y ia de que, crecien-
do el radio de curvatura desde la entrada hasta el vénice de esta Ultima, los
vehiculos entran y salen de ella con mayor facilidad, é insensiblemente se p-isa
de laalineacién recta Ala curva 6 vice versa; pero en cambio presentan el gra-
ve inconveniente de que variando ei rozamiento 6 resistencia que se opone al
movimiento entre ei minimo y el maximo correspondiente en razén inversa
al radio de curvatura que, variando desde laeniradci hasta el vértice, vuelve a
decrecer con mucha rapidez desde este Gltimo punto hasta el de salida.

140.—Replanteo de las curvas parabdlicas.—Para el trazado de los
arcos (le parabola sobre el terreno, se pueden empl(?ar varios medios, ya sean
iguales 6 desiguales las distancias de los puntos de tangencia al encueuiro de
las alineaciones rectas. Conocida la posicion del eje de las abscisas, el tierii-
cey el parametro bay que calcular también los principales elementos para su
replanteo, entre ellos elradio ucefor y ei de curvatura del punto de contaci**.
Serd aplicable cada procedimiento con preferencia & los demas, seguo los
casos y circunstancias particulares 6 accidentes que ofrezca el terreno en
cada caso, lo mismo que hemos dicho al tratar de las curvas circulares.
Aunque con relacidn & las curvas parabdlicas se podrian resolver proble-
mas idénticos & los propuestos respecto & la unién de las alineaciones rectas
por medio de los arcos de circulo, sin embargo, atendiendo al poco uso quo
se hace de los arcos de parabola, por los muchos inconvenientes que presen-
ta su empleo, nos limitaremos & cuatro problemas de mas facil aplicacion y de
mayor utilidad practica, que simplifican algin tanto su trabajoso replanlco.
La solucion de continuidad que segiin hemos visto existe entre el circulo,
la elipse y la hipérbola, y como hay también ia misma solucién eiilre los
sistemas de coordenadas de curvas circulares que pueden aplicarse & la para-
bola, multiplicando por una relacién constante las abscisas y ordenadas, va-
mos a ocuparnos de las aplicaciones con relacion i esta Gltima curva.

141.—Problema I.—Conoctdi? el &ngulo de dos alineaciones rectos cn-

lazarlas por medio de un arco de parabola tangente & ellas en puntos equi-
distantes del vértice.



Sea, por ejemplo, el arco de pardbola STOT'S' {fig. 55), que esta deter-
minado por la condicién de sor tangente en T y T', lo mismo que el arco de
circulo QTOTQ', 4 las alineaciencs rectas AV y VB (t); cuya pardbola tiene
por eje de abscisas la bisectriz VX del angulo de las alineaciones AVB, en
virtud de la posicion simétrica de los puntos de tangencia Ty T'.

Haciendo aplicacién de lo que hemos dicho {ndm. 80), tendremos: que
la distaocia del vértice U ori“en O de la parabola al vértice V del angulo do
las alineaciones, es la mitad de la sub-tangente VD.

En el tridngulo rectangulo VDT se tiene que la sub-tangente VD es igual

a4 la tangente VT x eos. y la distancia VO también es igual & la tan-

VT X jcos, a
gente -----c---Aol- \

L'i abscisa OD es la distmeia VO de! vértice de la parabola al vértice del
angulo de las alineaciones; porque el punto O ocupa el medio de la sub-lan-
genleVD, La ordenada Ti) es la semi-cuerda dcl arco de circulo 6 curva
de enlace.

El 'paramclro, estando el origen do las coordenadas colocado en el vérti-
ce O de la parabola, la ecuacion de una de las ramas de esta curva sera

=px.

Para el punto de tangencia T esta expresiéon nosda Tl) *= p x OD:
de donde el valor del pardametro p, se deduce de la expresion

(tos) v W)

Pero la ordenada TD es la semi-cuerda del arco de circulo que une las
dos alineaciones roelas; luego la abscisa OD es igual, como ya hemos dicho ar-
riba,a la distancia VO dcl vértice del angulo al vértice U origende la parabola.

También se puede hallar el pardmstro por medio del triangulo TDC, rec-
tangulo en D, que nos da

=2CD = 2TDlang.-La = 2VTsen. a tang. a,
Pero CD es la subnormal; luego esta es igual & la mitad del parametro.
Siendo F el foco de la curva parabdlica, el radio vector TF, es igual & la
abscisa OD mas un cuarto del parametro; esto es, TF=: OD -t- * p.

Se puede obtener el valor del radio vector TF, por medio del tridngulo
VTF, cuyos angulos V' y T son iguales, y tendremos la proporcién

TF : VT ::sen. ~ 0: sen. a;

(1) Téngase pre.-iMie fjnc se han truneado las recias AV y VB, corao se ve on la figén,

por los puntos V'y V",
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de donde el radio vector se halla JO' la formula

tang. VT X sen.” a.
sen.«

(109) TF =

El radio de curvatura T'L en el punto de tangencia T', se deduce del
triangulo T'KLrectdngulo en K, construido con lacondicion de que el ladoT'K
ha de ser doble del radio vector TT; y por consiguiente formando proporcion se
tiene

TL :T'K:sen. TKL :sen. TLK= YTF= TVF=



6 bieD
TL :2TT i ;sen. 4-0:

reemplazando el radio vector T'F por su valor, el del radio de curvatu-
ra se deduce de la formula

TL =
(HO) Seu. a

El radio de curvatura, pues, en el vértice U origen de la parabala, esigual
a la mitad del parametro.

142.—Problema Il.— Fijada la posicién de los puntos de contacto equi-*
distantes del vértice dcl angulo que forman las alineaciones rectas, unir-
las con un arco de parabola por medio de las tangentes sucesivas, y de las
$ub-tangenles— Ue las propiedades de la pardbola se deducen varios medios
para su trazado sobro el terreno; entre ellos se aplican en ciertos caso.s el de
las langentos y el de las sub-langentes, ya combinados 6 bien iniicpendiente-
menle uno de otro. Indicaremos el procedimiento por las tangentes, y & segui»
da el de las sub-tangeotes.

Primer caso.—Cuando las tangonles principales AV y VB {/ig. 56), cu-
yos puntos Je contacto ya se liallen equidistantes 6 desequidistanles del vér-
tice se dividen en tantas parles iguales entre si como puntos mas uno s quie-
ran obtener , no hay mas que unir los puntos de divisién correspondientes
iyr, 2y2, 3y3, 4y 4, etc., por medio de rectas, que serén las tangen-
tes secundarias de la parabola.

Hemos visto {nim. 82), que de la ecuacion de la tangente & la parabola
se sigue que una de aquellas rectas tangentes tal como t y I' por ejemplo,
puede turnar sucesivamente, girando en ambos sentidos, todas las posiciones
imaginables, en cada una de las dos ramas, desde ser casi paralela al eje
hasta llegar & ser perpendicular al mismo. Por consiguiente toda la cuestion
esta reducida & determinar cuantos puntos de contacto se desean de la curva
que engendra una tangente por el movimiento continuo.

La propiedad de ser diametro toda paralela al eje en la parédbola, facilita
un medio mas sencillo para fijar dichos puntos; porque no habrd mas que ti-
rar cuerdas paralelasa las tangentes. En efecto, dada la tangente 4 que lia
de ser paralela una cuerda, se tirara esta de modo que lo sea, y la paralela
al cié que pase por su mitad, dard en su encuentro con la curva el punto de
contacto. Asi, si por el punto O se lira una cuerda paralela &4 la tangente
A ..A", yotra cuerda paralela & la tangente 6.. .6', y por el punto medio de
cada una de ellas, es decir, porr'y s' se tiran las paralelas rr' yss' al eje
de la paradbola hos dan por su interseccién con las tangentes ios puntos ¢ y d.
medios que son los de contacto de la curva; del mismo modo se pueden ob-
tener cuando convenga todos los demas puntos de tangenciaa, 6 . . f, etc.,
trazando cuerdas paralelas & las tangentes en cada una de las ramas de la
curva parabdlica labcOdefgV.



Segundo caso.—La expresion (89) del [nim. 80), hace conocer ta pro-
piedad de que ia sub-tangente es doble de la abscisa del puuto do contacto,
bien esté referida al eje 6 bien & la paralela & la cuerda que une los puntos
de tangencia: por consiguiente, si se unen entre si los puntos Ty T' de

contacto, y el medio P
con el origen 6 vértice O,
la rectaOPseraelcjeque
ya sabemos que tiene la
propiedad de ser al mis-
mo tiempo didmetro. La
rectas.. .5 'tirada por el
vértice O paralela 4 TT",
también hemos visto que
es una de las tangentes;
uniendo desde luego O
con lospuQtos

TyT'el me-

dio p Hi OT

con o, y el punto g mi-
tad de OT' con b', ten-
dremos que el punto b
medio de?)...5 y el crtii-
tad de gb', corresponden
a las dos ramas déla cur-
va. Del mismo modo las
rectas »oy o'n' paralelas
4 OT' OT durian igual-
mente los puntos yc;y
asi sucesivamente para
lodos los de-
més puntos
de la curva.
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143 -Problema Il1l1.-M o el angulo de las tangentes principales y la
vosicion de los puntos de contacto de la parabola desequidistantes del verti-
ce, unirlas por medio de un arco tramdo por el sistema de intersecciones.
Casos aue se presentan.

Para la resolucion de este problema pueden presentarse cuatro casos,
cualquiera que sea la relacion de las distancias del vértice del angulo & lo.
nuntos de tansencia: 1 Por intersecciones de las rectas paralelas al gj
I de los didmetros con las cuerdas que. partiendo del n
de tangencia, dan cuantos puntos se quieran de la curva parabdlica. 2. P
la interseccion de ios radios vectores correspondientes con las tangentes suces -
vas. 3.° Por intersecciones de los radios vectores entre si. 4. lor la intersec-
cién de las tangentes con los radios vectores infinitos.

Primer caso.-Por intersecciones de las rectas paralelas al eje conw sisic-
m» de cuerdas que parten del vértice 6de los puntos de
mos que se desea unir las alineaciones rectas AV y VB (/jfl. S,), por med
Tuo arco de parabola tangente, & ellas en los puntos T y T' desequid.staote.
del vértice V del angulo. Desde el punto de contacto T por ejemplo, tracese
una perpendicular T y P una paralela TQ al eje VX. Constrlyase el ree
«uio OPTO, Vdividanse los lados PT y TQ en tantas partes iguales entre si.
L s una, como puntos se quieran obtener sobre la rama de la curva, & par
tir desde el origen O basta el punto de tangencia T; Unanse los puntos de di-
vision i . 2... 3... 4..+etc., conel vértice O, y en los otros puutos 1,
2' 3' 4' etc.: levantense perpendiculares a larecta PT ; y las intersecciones
que je deben marcar sobre el terreno, & partir del vértice, por las séries
de piquetes que sefialan las letras a,b, c, d, etc., corresponden al arco de
la curva; porque segun liemos visto {nim. 83), dividiendo en “‘mta'ies cada
uno de los angulos ial'. 2ft2', 3c3', 4d4', etc . que forman los sistema de
cuerdas, y las paralelas ai eje tiradas por el punto de conlaclo (num. 94 , =
consideran como didmetros ; las rectas que lo hagan, seran otras tantas tan-
gentes que se pueden trazar en los puntos a, & c, d, etc., determinados po
las intersecciones sobre la curva. marmi-

si los accidentes del terreno U otras circunstancias especiales no perm

tieran estal.lecer la recta PT, podria servirse de la recta MN " do cua qui
otra paralela RS,etc., porque todas quedarian divididas en partes "8«' .
tal caso por los puntos de division de la recta perpendicular al eje e trar,a
los diametros que cada uno de ellos formaria con la cuerda OT un éangulo
constante é igual & TOP por alternos internos entre paralelas

Por una razdn anéloga se emplearan los sistemas de cuerdas que parte
de los puntos de contacto de las tangentes principales para trazar una para-
bola sobre el terreno, lo mismo que en el papel, conociendo el eje de ansci
sas y las ordenadas correspondientes.

Paraesto se dividira la abscisa ON. por ejemplo, tomada sobre el eje en tan
tas partes mas una como puntos se quieran sefialar en cada rama, y en el mis
nimero de partes iguales entre si lacoordenada NT'y Nfl: por loa
Vision de estas, tirense paralelas ind-ifinidas alejeOX; y par a marcar la
Oadg, se trazan apartir de! punto de tangencia T'. por todos los de la divisi
de la abscisa ON, las rectas prolongadas que corlaran las paralelas; y P



179

tos de interseccion seran los que marcan el arco de la parabola. Operando del
mismo modo y tirando cuerdas a partir del punto g de contacto, se lijar4 la otra
rama Oi'T' & causa de la simetria de la curva. Pero si las ramas no fuesen si.
métricas, esdecir, si los puntos de tangencia estuviesen desequidistantesdel vér-
tice, como sucede en la (fig. 57) que nos ocupa, habria que hacer las mismas
operaciones sobre la abscisa OP y la doble ordenada TP para determinar el arco
mayor OadT, segin hemos dicho arriba con el menor, acerca de la doble or-
denada T'N y de la abscisa ON tomada sobre el mismo eje de la parabola.

Segundo caso.—Por la interseccion de los radios vectores con las ton"e«-
ies.—Determinada la posicion del foco F, conocido el pardmetro (nam. 141).

por ser OF = -~ p, y levantando en O la perpendicular al eje, la recta QY

sera el lugar geométrico que contendra los piés de las perpendiculares lirn-
-das desde el foco & las tangentes. De modo que, si desdo F se lira una

Fig, 57.
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lecla cualquiera Fr, la perpendicular Err' & este en r, es la tangente
que tiene en r'el punto do contacto; pero en la parabola un radio vector
tal, como Fr', del punto de tangencia, es igual & la distancia EF del pié de’
la tangente, luego los des triangulos ErF y Frr' rectangulos en r, son igua-
les: de donde, angulo EFr = rFr'. Por consiguiente, si haciendo estaciom
en el foco F se liran las rectas Fr y Fr' y se miden los dngulos de manera
que r'FE = 2rFE , y en el punto r marcado sobre QY so levanta rr’ perpen-
dicular Ui radio vector Fr, el punto de interseccion r' del radio Fr' con la
perpendicular ri', es un punto de la curva. Si se repite la misma operacion,
se pueden obtener los deméas puntos de interseccion que se quieran sobre el
arco parabolico.

Conviene elegir de antemano los puntes m, n, r, s, |, etc., equidistantes y
préximos entre si, para que los que se quieran obtener tales, como in', n',
r, i', etc., resulten & distancias, sino iguales, tanto menores cuanto ma-
yor sea el radio de curvatura de ios puntos de tangencia de la parabola.

Tercer caso.—Por intersecciones de los radios vectoresenlre® si. De la
propiedad enuuciada (nim. 38), de que lodos los puntos de la parabola equi-
distan del foco y de la directriz, se infiere el medio de trazarla por intersec-
ciones de los radios vectores. Asi, pues, si para (jjar el piquete d, por ejem-
plo, trazada la directriz CH, la recta ?d' perpendicular & la tangente dE y los
radios vectores para un punto d, serian Fd y dd'; de donde resulta que los
triangulos rectangulos EFi é tFd son iguales, y por consiguiente nos dan; an-
gulo iFE = (Fi; aiiora bien, si se dirige la visual Fd' que forme con el eje
FV un angulo cualquiera VFd' de modo que la recta que uniese los puntos
F y d, formaria un angulo doble tal como EFd, y si en e! punto d' <c la di-
rectriz se traza una paralela d'd al eje, el punto de iutcrscccion d correspon
de & lacurva. Lo nii”mo que en el caso precedente, conviene que los pun-
tos a, b, ¢, d, ele., se bailen equidistantes.

Cuarto caso.—Por la interseccion de las tangentes con los radios vecto-
res infinitos.—Si se tira por F una recta Fd, corlard 4 la directriz CU en el
punto d', y al lugar geométrico de los pios de las perpendiculares & lascan-
gentes en i: levantando e.n este punto la recta id perpendicular & T, y en
d' se traza la paralela d'd al eje, aquella sera tangente & la curva, y e>ta
pasara por el punto de contacto; por lo tanto, el punto d comdn & ambas,
que es el de la tangencia , pertenece & la curva.

Con el fin de que los puntos queden & una distancia inversamente propor-
cional al radio de curvatura de los puntos de contacto do las tangentes pnu-
cipales, para abreviar las operaciones y evitar errores, sera conveniente qua
después de establecer la directriz Cn y el eje de ordenadas OY en el vértice
de la curva, lomar sobre la directriz la parto D/t' = PT, determinar el purr
to K de la interseccién de F/i' y QY, divi<liendo las porciones DA'y OKeo u
mismo nuimero de partes iguales n -h 1; siendo n el de los punios que”
quieren establecer; desde luego los puntos de division correspondientes, ta
como iy d', son los de estacion para marcar sobre la corva el que se relier

a d. Este medio tiene la ventaja, comparado con les que proceden, de que
€5 de absoluta necesidad el instrumento para mcdirlosangulossobrcol terrer.
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144.—Problema IV.—Unir con «no curva parab6lica dos alineaciones
vedas por medio de los sistemas de coordenadas.— Supongamos que se trate
de enlazar dos alineaciones rectas AY y VB {fig. 38)" que forman entre si un
angulo de 33* 40' por un arco de pardbola ATOT'B tangente & ellas en los
punios T y T'equidistantes 140® del vértice V.
Dos medios se presentan para la resolucion de este problema: 1.* Por in-

crementos constantes de las abscisas. 2® Por incrementos constantes de las
mordenadas.

Fig. 58.

Primer caso.—Por tncrc- v VO = -A VT eos — a
mmentos de las abscisas.— Va - :
sella dicho (mim. 137), que el valor de VT= 140® yelde
la ecuacion de la parabola re-
ferida 4 su eje y ai vértice, es -"0 = 17®50" tendremos que
y®=2po!; que nos da el /valor ladistancia desde el vértice del
y= 2px\ cuyo parame- angulo al vértice de la curva,
tro p, asi como la dis- aproximado & mili-
tancia del vértice al metros nos da YO =
déla curva, sededu- 6b®,637. Del mismo
ce de loexpuesto en modo si se sustituye
el («im. 141); sustl- en la ecuacion
luyendoen la expre-

sién p:=9YT8eD.§]a Iang.-]“a
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la longitud de la tangente y la graduacién del angulo nos da el valor del pa-
rametro p — 27m,086 aproximado & milimetros.

Si aliora se calculan las ordenadas en funcién de los incrementos cons-
tanles de la abscisa, y haciendo sucesivamente x = 10, 20,30,40, etc., ten-
dremos que

10m,00 ICm 610
20 23 488
'30 28 768
para x ={ 40 los de las ordenenadas seran rj = 33 21
,50 37 134
60 40 582
,66,64 42 872

.Marcando sobre el eje de las abscisas las longitudes contadas desde el
origen de la parabola por incrementos constantes de 10 en 10 metros; levan-
tando en los puntos sefialados las ordenadas, y iljando en ellas con piquetes &
uno y otro lado del eje Jas distancias correspondientes que representan los
valores positivos y negativos de las ordenadas y', y", etc., quedara determi-
nada la traza de la curva parabdlica sobre el terreno.

Si las ordenadas fuesen demasiado grandes, como la dd, por ejemplo, en
tal caso convendra trazar por el punto anterior ¢ la recta o'x' paralela al eje
VX que biseca el &ngulo, y lo mismo la curva, dividiéndola en dos ramas si-
métricas, y referir & 0'x' las abscisas y ordenadas siguientes: el punto d se
determinara por medio de las distancias cd" y dd", que seran cd"=0d, —Cc,
y dd" = ddj — cc,; sustituyendo las cantidades de los segundos miembros
por los valores numéricos que preceden, nos dan cd" — 40 — 30, y dd" =
33,211 — 28,768: y asi sucesivamente para los demas punios de la rama
AT.. .a0 de la pardbola. Del mismo modo y con las mismas coordenadas se
replantea la otra rama.

Se simplifican los célculos despejando x en la expresion de la curva , en
vez de y segun el caso que precede; cuyo valor para cada una de las ramas

de la parabolaserd ol= ~que nos da para ccun valor positivo por cada otro
P

positivo 6 negativo dey: de suerte que el punto a' se determina por el valor
arbitrario atribuidoay= 0...1 y el correspondiente de 03= 1...m que se
deduce de la ecuacion precedente. De donde tendremos que & los incrementos de

5 /' Qa 905

15 |3 i

20 1% 498

y—t o5 corresponden los de x' = 653
30 132 620

35 (44 400

40 uz 992

Tomando sobre el eje de ordenadas para valores positivos dey, las distan-
cias0...1, 0...2, 0...3,... etc. yl...a', 2.. 6', 3...c', etc., sefialan-
do sobre las paralelas al eje de las x las distancias de las respectivas abscisas,
<e¢obtienen los puntosa'... 6'... c'... etc., que se marcan con piquetes so-
bre el terreno. Do un modo analogo, y por la misma razén que liemos dicho
arriba cuando las ordenadas tienen ya gran magnitud, pueden referirse &
«tro eje tal como larecta ZZ'.
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Segundo caso.— Por incrementos constantes de las ordenadas.—P &a
estosi se tira por los puntos pares 6', d".r, etc., las lineas mm’, Jin'.rr', etc.,
y advirtiendo que si en laabscisa i...0" se toma = 2.0 —i.. .a
= x" — x’ yenel punto m se traza una paralela mm' al eje de lasy, y so-
bre ella se tima mb' y b'm’ iguales & la distancia comprendida entre los nd-
meros 2y3 que también esigual ay"'—Vy", el punto ¢* pertenece a la curva, y
el m' corresponde & la abscisa del siguiote tomando sobre ellam'c’—y' —y
yc'n=y‘v_y', el puntoc'es déla curva, ynel pié de la ordenada m , yasi
sucesivamente se pueden obtener con prontitud cuautos puntos se quieran so-

bre el terreno, para replantear la curva.

145.—Aplicacién del calculo diferencial &4 las coordenadas polares
y rectangulares.—Coordenadas polares.—El empleo de estas coordenadas
para lijar la posicién de un punto cualquiera, consiste en sustituir las coor-
denadas rectangulares ac é y por el radio vector r y el angulo v formado por
este radio y el eje de las abscisas. Las nuevas coordenas estaran relacionadas
con las primeras, segin hemos visto (2.* seccion, cap. 1V), y en los (nuTne
ros 48, 54, y 60), por las respectivas ecuaciones.
La expresion de la elipse y de la hipérbola en coordenadas polares que
tienen el origen en el centro, es
2 — ar & .
6* e0s.* V+ a* sen.* v
Situando su origen en el foco de la elipse, en sentido de las abscisas po-
sitivas, y lo mismo en la hipérbola, pero en la regién de las x negativas,
contando la abscisa a partir del centro, se tiene 0; -i- ae en la primera curva,
y B— ac en la segunda. Sus ecuaciones seran respectivamente para la elipse

r= o(l —e*"y hipérbola
1 mme eos. V
_ il-, 6 bien r = ﬂl
i -t-"eeos. V eeos. u—
segin que se considere In rama de la curva mas d ,liénos g
m L por origen. Estas ecuaciones se deducen lanibioo de las propiedades
gue ya nos son conocidas de las curvas en cuestion. « nn

La ecuacion de la parabola cuando e! origen se sitla en el vértice, es en

coordenadas polares
, €0S. U

A Asen.*u
Pero si el origen se coloca en el foco de la curva, se tendra por la ecua-
Clon en coordenadas polares

N\ aeos Voo 2r
r=2r gpmv i eos. v
y se cuenta el angulo v i partir do la porcion M eje que N B

lado de las abscisas negativas; es decir, & contar desde la parte del eje com-
prendida entre el foco y el vértice de la pardbola, tendremos

*eo0s. V.

2in
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parabola ja conocidas; y por lo tanto no nos detendremos en otras explicacio-
nes ni se necesita recordar su mas oportuna aplicacion. Los mismos resulta-
dos pueden obtenerse por la.geometria sencillamente.

i7oordenaiias rectangulares.—Volviendo a este sistema de coordenadas, es
muy conveniente adoptar para las ordenadas incrementos constantes, como
queda dicho en el numero precedente, y calcular los correspondientes de
las abscisas. En tal caso se pueden determinar los incrementos de cc sin
que sea preciso conocer las abscisas y deducir desde luego estas de aquellos,
haciendo uso del célculo diferencial para cada una de las ramas delaparabo-

la, cuya expresion es ;= —, que nos da la relacion por medio de la férmula
V

(ul) x=+f(y)K
P

Para formarse una idea precisa sobre esta ecuacién, supdngase allora que
la variable independiente (¥} aumenta a partir de este valor en una canti-
dad constante que llamaremos &y, la funcién X variara por consiguiente en
una cierta cantidad que designaremos por Ax: de modo que se tendra

aj-HAfCc = —/'(jZ-h A Ut
P

6 bien haciendo la trasposicion y su/titucion.

AX A *__/m *_
P y) p V)
Desarrollando el Iérmiuo {7 -f- Ay )* por la férmula del binomio de
ISewton, se tiene + iry A haciendo la reduccion, nos da para

bailar la diferencia entre la primera y segunda abscisa, la ecuacién.
(H2) Acc— 1 "2yAy + (Ay)’).

La féormula para determinar la diferencia constante entre las primeras
diferencias de las abscisa.s, se liallaran del mismo modo por el procedimiento
idéntico al anterior que no.s da la expresién

MR X= —(Ayf
(H3) V( y

Si suponemos que el valor numérico atribuido al incremento constante de
las ordenadas , es Ay = 5, ysiendo el del parametro 27m,586 como se ha
determinado en el primer caso, sustituyendo en la {for. IH) el valorde la va-
riable iudependiente y* = 5% vy el del parametro f =27,586, tendremos

25 .
X ~ =i — 0®,006.

Haciendo la sustituciéon de los valores numéricos en la [fér. 112), se de-
duce igualmente

AX = ! (2"X"5 XS (S 2,719,

27,586 27,586
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Del mismo modo la expresiou (113) uos da

2 X 5
& i 1,812.
AT 7586

Para mas claridad y 6rdeo prnsenlanios el resultado del calculo en el
siguiente cuadro:

DIFERKNXIAS DE

1Puntos. Abscisas.
Primer Orden. i Segundo Grden.

090 '
e, 006
2,719
g 3,655
4,r>31 i
$,156
i u14,199
22,634 1,812
9,967 \
[ 52,621
11,779 y

41,400
15,391
8 57,991

1 etc. ele.

Como desde luego se observa, tanto el valor de la primera abscisa 0,906
«orno la diferencia de primer 6rden que ligura & la cabeza, son iguales a la
mitad de la diferencia 1,812 de segundo grado: sumando esta con la primera
diferencia 0,906, se obtiene 2,718, que solo difiere en 1milésima de ia canti»
dad 2,719 bailada por la (/dr. 112); cuya cantidad es el incremento de la pri-
mera abscisa: para conocer los demas incrementos se va sumando sucesiva-
mente la diferencia de la 4.” casilla con el que le precede, y asi se obtienen
los demas valores de las primeras diferencias que contiene la 3.' columna;
loscuale.sseauinenlan a lasabscisasde la 2 * casiPa éntrelas que estan com
prendidos, para hallar la inmediata siguiente.

Del mismo modo conviene advertir que las cantidades colocadas entre dos
abscisas consecutivas son las diferencias primeras de aquellas; de suerte que
basta conocer la primera abscisa y la diferencia de primer 6rden entre ella y
la segunda, para que todas las demas queden determinadas. Cualesquiera que
sean las ordenadas y el parametro de la parébola . cuyas abscisas se tratan
de calcular, la primera de estas es siempre igual & la mitad de ia diferencia
de segundo grado, y la segunda abscisa el doble de esta diferencia: se ob-
tendrd por sustraccion el nimero 2.719, diferencia primera de las dos pri-
meras abscisas, y por sumas sucesivas todas las demas.

Supongamos que se tratase de replantear la rama de parabola OoidT
{fig- 54), se marcarian sobre el eje OY' los incrementos Oa', 06, 6¢ . etc.,
jcuales 4 5, 10,15, etc.; y sobre el otro eje OX loa valores de las abscisas
Oo,, 0,6,, 6,c,, etc., respectivamente iguales & 0,906; 3,625; 8,166; etc.; ti-
rando por ios puntos marcados sobre los dos ejes, rectas paralelas & los mis-
mos, tales como a‘'a y 0|0, Vhy b, etc., sus intersecciones determinaran
punios de la curva que se marcaran con los piquetes a, b, c, d, ele.

Aplicando el mismo procedimiento & la otra rama . quedara trazado lodo
*arco comprendido entre los puntos de tangencia.
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146.—Uso del calculo integral para hallar las longitudes de las
curvas planas.—Para completar el plaa que nos hemos trazado en este li-
bro, réstanos hacer uso de las integrales definidas para la evaluacion 6 des-
arrollo de las curvas planas 6 de segundo grado, empezando por la

Elipse. La ecuacién de esta curva con relacion & su centro es, (nim. i3)>

yi = A (@® —x") y la de! circulo de radior = o0, serd — d®—x®; de

donde (nam. 134 for. 102) y = ~ ?/. Enlacual seglin sea 6 > 6 < fl, tam-

bién seray > 6 < y'. Luego la elipse estara comprendida entre dos circulos
trazados con los semi-ejescomo radios. Aliora bien: si fueran conocidas las
coordenadas de uno de estos circulos, podriamos, en virtud de la relacién an-

teriory = -w'. trazar 6 replantear la elipse por puntos, segun lo eipuesto

(ndms. 134?y 136) acerca del calculo y aplicacion délas coordenadas de la
tabla segunda.

Pero si se considera la elipse referida & sus diametros rectangulares se
hallara facil y aproximadamente su desarrollo, aplicando el calculo integral
cuya ecuacion es

X* 1S b vy dy [ J— A
- -H 1; y tendremos X, - - -

de donde resulta

i/ ixox A /0— (- )X

=y 0" V'ABi.-~=y o0 vy

para expresion de la longitud del arco, contado desde el vértice de la curva
hasta el punto cuya abscisa esx. Introduciendo la excentricidad representa-
da por e, 6 haciendo a®— = 0* «S esta expresién tomara la forma

Jo V o* — X®

Observando, por ejemplo, que es siempre uoa fraccién, podremos su-

poner X= 0. eos. i; de donde dx — — 0. sen. «k? y

i——a “dx I/ 1 — ePeos*. <.
wn
Si suponemo.s X = a, y por consiguiente eos. = 1, 0 bien, 9— 0, la
anterior expresion dara el desarrollo del cuarto del contorno de la elipse, se-
gun la férmala
v ‘-VY — e -if'-:Hivyy-etc..
114 1 ~’L(¥j / 012.4.6 Jo’y Wohes ) J

Como la aplicacion inmediata de la férmula que precede conduce gene-
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raimente & un célculo muy prolijo y bastante ilificil para determinar la lon-
gitud rectificada de una elipse & de un arco eliplico, se han deducido de la ex-
presion general ciertas relaciones con una aproximacion suficiente para hallar
facilmente el desarrollo de los arcos elipticos en los diversos casos que se pre-
sentan en la préctica.

147.—Relacién aproximada entre los semi-ejes y la longitud del
arco del cuarto de elipse.—Aplicacion.— Pura simplificar ios calculos
presentamos las relaciones de los cuartos de elipse, desde aquel en que el

semi-eje menor es ~ del senii-eje mayor, tomando este por unidad, hasta

aquellos en que los semi-ejes son iguales entre si, y en tal caso su desarrollo
es el mismo del cuarto de circulo, cuya longitud ya sabemos por las tablas
trigonométricas y elementos de curvas que es igual & 1,5707963. Asi, pues,
tendremos el cuadro siguiente:

IIELACION LONGITUD
CQtre los sciQi-cjcs. dil arce por uaidad. OBbBEItVACIONI-S. i
1,015811 Las relaciones de la primera casilla
b, 1,050.m provienen de quebrados ordinarios
O,S 1,09-2!31 cuvo numeradores el semi-eje me-
O,t 1,10P626 Dor, 7 cuyo denominador es el se-
0.5 1,21105* mi-pjc mavor
0,6 1,2*(13i>2 M ultiplicando pnr este las primeras
0.7 1,310.59* longitudes de la iirimcra columna,
0,8 1,%18185 se obtiene ladel cuarto de elipse
0,9 1,%9575
1,0 1,570796

Aplicacion.—Hallarla langilud rccli/icada del cuarto de elipse.—Dos
casos pueden presentarse. I.* Que la relacion de los semi-ejes se baile exac-
tamente en el cuadro que precede. 2.“ Que dicha relaciéon no se encuentre
en el mismo.

Primer oaso.—Sea, por ejemplo, una elipse cuyo semi-eje mayor o = 50
metros, y el semi-eje menor 6 = 30 metros; la relacién sera

30 6
50 10
ahora buscando en el cuadro la longitud por unidad que corre.sponde & esta
relacion, encontramos sobre la horizontal que 4 0,6 de laprimera casilla cor-
responde 1,276352; muliplicando esta cantidad por 50 metros que es igual al
semi-eje mayor, se obtiene 63ra,8i66 que nos da la longitud del cuarto de
elipse buscada.

0,6:

Segundo caso.—Si la relacion de los semi-ejes de la elipse no estuviese
comprendida entre las del cuadro precedente, se halla con mucha facilidad
®longitud del cuarto de) arco de ella por medio de una sencilla proporcidn.
Supongamos que la relacion entre los dos semi-ejes de la elipse cuyo desar-



185
rollo se trata de averisuar fuese

i = 21 = L= 05277.
] 72 36 ’

Esta relacioD estd comprendida eolre 0,5 y 0,6 de consiguiente sera
0,3 -f- 0,0277; pero a la relacion 0,3 corresponde t,2H054, y para saber lo
que hay que aumentar & esta Ultima cantidad por la fraccion 0,0277, se halla
la diferencia entre las relaciones 0,5 y 0,0, cuya diferencia es de 0,06520, y
mdespués se establece la pi‘oporcion siguiente;

i 1006329 ;: 0,0277 : x = 0,001808

eque, junto con 1,211034, Ja 1,212862. Multiplicando esta dltima cantidad
por el seini-eje mayor a = 72, se halla 87,326 que es el desarrollo del cuar-
to de elipse que so pedia.

148.—Hipérbola.—Ya sabemos (nim. 50 fér. 46), que esta curva referi-
da & su centro tiene por expresion

6~ / \

Desde luego conviene advertir gac esta expresion que solo difiere de la
hallada para la elipse, en el signo de &', tendra 6 daréd por lo tanto propie-
dades idénticas & las de aquella curva. Y de consiguiente se puede aplicar el
mismo procedimiento para iiallar la relacién constante y trazar la hipérbola
por puntos lo mismo que liemos dicho respecto de la elipse, -conociendo las
coordenadas de uno do los circulos trazados con los semi-cjes.

Haciendo uso de las integrales definidas para la evaluacion de las longitu-
des de las curvas planas, tendremos que la ecuacion do la hipérbola

por consiguiente
'l a = @®XN —a 'J oa A (cx — a¥)
0, haciendo a* b* =a* a*, se tiene

s=rdx

y a \' x'—o*

para expresion de la longitud del arco, contado desde el vértice de la curva
hasta el punto cuya abscisa es x. Como aqui siempre es x>a,

se puede suponer iiel'c=----®---; de hondle Eia; —® iy
P P g €0S.« €0s. o*l_J

i do , e ki, €0s.” «

d v
ii515; Y/a<-co0s.-?- ~V o t-

Obseryfremos que siendo la ecuaciéon de la asintota y = — x, \a dis-
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lancia del centro de la curvaal punto de la asintota cuya abscisa es x, nos ila

t/fl» X ae
a = 8X= e0s. ip
Sea r esta (listancia: tendremos
1—sen. @ « \Y% 11
— 9 f ft -— —_ eos.* f
e0s. @ 2e ./ 0 f 2 &5 n
in 1 N t.ii.o | , \
N0 - eos® ' | -+ etl.
2.4 Go» s o 2.4.6 8&* ' J-
Si se supone c= —, y por lo tanto eos. tf= 0, 6 bien, §= —;

Gltima formula dara en el limite a que tienda el exceso de r sobre i,

ii medida que la abscisa se hace mayor “teniendo siempre presente que

\—sen,(p _ _co3.y = 0,cuando ® = —) de las dosramas de la
eos. 9 1 mmsen.<p ‘ 21/.

hipérbola contadas desde el vértice hasta el punto que marca la abscisa x;
cuyo desarrollo reducido & su Ultima expresion, se obtiene por la formula

TTof I /71 1V i /1.3 1V * o\

ele.
(" 47N (i 3 \2.4 eV "M (s5.1.GeO

t49.—Parabola.—La ecuacmn de la parabr.la que tiene por origen de
las coordenadas el Gnico punto de contacto con la curva, y que en virtud de
lo que expresa la formula nos da el valor dey = + |/ px, se extendera In-
definidamente & nno y otro lado del eje de iasabscisas. Pero la forma mas sen-
cilla do la ecuacién de la parabola referida & su vértice, punto desde el cual
el eje de las x la divide en dos r.unas simétricas, serd = 2px; que nos da

De suerte que, la longitud reclilicada del arco comprendido entre el vor-
tice de la curva y el punto cuya abscisa es m, tiene por expresién

V*y

La integral indefinida dx\/ I+ se hallara suponiendo

J"dx\J I-f- -~= I'dx. trxi-AJ*Mdl=x t-"1J

Turnando la integral desde x = o hastam= ®, se obtiene el desarrollo
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de la curva parabdlica aplicando la férmula mas sencilla

(116)  s= |V gpcme ix Alp xR 2R
opee

150 —Aplicacion.—Para el desarrollo y iacil uso de esta expresion, debe-
mos tener presente, ademas de lo expuesto en los {nims. 5y 6), acerca de las
formulas logaritmicas y de la relacién entre los logaritmos vulgares y los
neperianos L” que, asi como la base de los artificiales es 10, la de los liiper-
bélicos es

2,71828 18284 69043 23536 02874 71352 66240 8.

De consiguiente, para facilitar la conversion de dos logaritmos artificiales en
neperianos y vice-versa, hay que hacer uso de las tablas dcCallet, las cuales
se refieren al modulo y sus productos desde 1 hasta 100, para pasar de los
logaritmos vulgares 0 los hiperbélicos y reciprocamente.

Supongamos, por ejemplo, que es necesario calcular la longitud de la ra-

ma 6 arco de parabola OaT contado desde el origen O de coordena-
das en el vértice de la curva liasta el punto T de tangencia; siendo la abs-
cisa OP = 66“ ,637. y en el supuesto de que ei parametro es = 27“ ,586:

sustituyendo estos valores numéricos, efectuando las operaciones indicadas
eii la formula y Ilamando D al desarrollo del arco parabdlico 6 longitud rec-
tificada, tendremos

J-1/2 X 27,586 X 66,637 4 X 66,637"

=7 2.66,637-1-1 2.27,586.66.637-1-4.66,637* _

-27,586L" .
2 .27,586 . 66,637 L 83%,703

Como ios puntos de tangencia equidistan del vértice V del angulo de las
alineaciones rectas, mullipiicando por 2 ei resultado final se obtiene el tota)
desarrollo que es igual & 167 ,406.

Si las dos ramas no fuesen simétricas; esto es, si los dos puntos de tan-
gencia estuviesen desequidistantes del vértice, se calcularian separadamente
cada una de dichas ramas ; y lo mismo si hubiese que dallar la longitud del
arco 6dT, se determinaria la parle Oab y se restariade la longitud de 83* ,703
hallada anteriormente. De la misma manera se podria calcular para tener & la
ve?, uua parle de la otra rama, tal cotno c'd'OaT, comprendida desde el vér-
tice O hasta el punto €' & que corresponde la abscisa x' = 25 yla rama con-
tada desde el mismo vértice hasta el punto de cautacto T,cuya abscisa ya sa-
bemos que es OP =oc = 66“,637, y su suma nos dariael desarrollo del arco
<’OT, 6 hien, la longitud reclificada.



TABLA PRIMERA.

ABSCISAS Y CEDENADAS,

POR INCREMENTOS DEL ARCO DE CIRCULO DE S' EN 5’, DE 0* A i0¥;
DE 10* EN 10'. HASTA 20*; DE 30" EN 30, HASTA 40* Y DE 60' EN
60', HASTA 90

CONTIENEN
LOS VALORES OE LAS COORDENADAS CON SIETE CIFRAS DECIMALES
PARA LOS RADIOS REPRESENTADOS POR LOS NDEVE GDARISHOS DE LOS NUMEROS OfCITOS,

T rara sos moLTIPLOS.
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0,000 0000
0,001 -iftii
(1,002 9080
0,004 3G33
0,00r> 8177
0,007 2721

0,008 7263
0,010 1809
0,011
0,013 089«
0,014 3459
0,013 938-2

0,017 4324
0,018 9066
0,0-20 3008
0,021 8141)
0,023 2690
0,024 “230

0,026 1769
0.027 6309
0,029 0847
0,030 538:-)
0,031 9922
0,033 4439

0,034 8993
0.0.0 3330
0,037 8063
0,031) 2398
0.010 7131
0,01-2 Ib'63

0.000

Ginn) oor

0.IUH) (1012
0,011)) 0993
0,000 0170
0,000 0263

0,000 0381
0,000 0318
0,000 0677
0,000 0837
0,000 10.18
0,000 1280

0,000 1323
0,(K)0 1788
0,01«) 2073
0.01K) 2380
0.000 2708
0,000 30:>7

0,000 31-27
0.000 3818
O.IHIfl 4231
0,000 1664
0,000 3119
0,000 !'«i94
0,000 6092
0.i'00 ofllo
0,000 71.19
(««
Bio Bl

0,0(X) 8801

0,000 0000
0,002 9088
0,003 8178
0,008 7266
(I5(m  «351
0,011 3-U2

0,017 4330
0,020 .3618
0,023 2706
0,02« 17U2
0,029 0878
0,031 9964

0,034 9048
0.037 8132
0,040 7216
0,013 6298
0,016 3580
0.049 4460

0.052 3538
0,033 2618
0.038 1694
0,061 0770
0,063 98.44
0,066 8918

0,069 7990
0.072 7000
0,073 6130
0,078 3196
0,081 1-26-2
0,084 3326

oppes
0,001) 0084
0,000 0190
0,600 )i3io
0,000 0330

0,006 0762
0,600 1036
0,000 1334
0,006 1714
0,01«) 2116
0,000 2360

0,000 30.16
0.006 3576
0,006 41-16
0,006 47(H)
0.n00 3.416
0,000 6114

0.000 68.34
0.000 7636
0,000 816-2
0,006 9328
0,001 0238
0,061 1188
O.IKH 2184

0,061 3220
0.001 -429«

i1 B

0,001 7788

0,000
+0,004
0,008
0,013
0,017
0,021

0,026
0,050
0,034
0,039
0,045
0.047

0,0:-)2
0,036
0,06i
0,063
0,069
0,074

0,078
1,082
0,087
0.091
0,09.3
0,100
0,104
0,109
0,113
0,117

0,126 -

0.000
0.IKIO
6,000
6,660
0,01«)
6,000

0.0flo
0,000
0,000
0,000

0,661

0(«92
0,002
0,002
0.002

OnOESADAS.

0-281
1134
2693
309-2
3537
6782

8-276
9830

1417
3130
4873
6682

0,000 0000
0,003 8176
0,011 6336
0,017 433-2
0,023 2708
0,029 088-t

0,034 90(30
0,040 7236
0.046 541-2
0,032 35R.4
0,058 1756
0,063 992.5

0.069 8096
0,073 6264
0,081 4.132
0,087 23!)it
0,093 0760
0,098 8920

?.002 000Q
onn
0,000 0168
0,000 0380
0,000 0680

0.000 1060

0,0)K) 1324
0,000 207-2
0,000 2708
0.(«M) 31-28
0,000 4252

0,000 3120

0. «) 60
oid A%
0,(MK) 8292
6,000 9320
0.001 08.v2
0,001 22-28

0,001 3708
0,001 3272
0,001 6924
0,001 8636
(.02 Ui'e
0,002 2576

0,002 4368

biio &%

0,005 0810
0.003 316-4
0,003 357(>



0.000
0,007
0,014
0,021
0,029
0,036

0,045
0,030
0,038
0.0C5
0,072
0.079

0.087
0,091
0,101
0.109
0,116
0,123

0,130
0,138
0.U3
0,452
0,1.39
0,167

0,174
0,181
0.189
0.106
0,20,3
0.210

0000
27'20
5415
8165
088a
5605

6323
9045
1765
4480
7193
9910

2620
3350
8040
0745
3130
6150

8845
1345
413.5
6923
9(510
2295

4975
7650
0323
2990
3655
8315

(KH«
0055
0210
0473
0850
1523

«S95
7970

0460
3030
5745
85 ‘W
1435
4470

COORDENADAS DEL CIRCULO.

0,000
0.000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0.tKI0
0.000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,001
0,001
0,001
0.001
0.001

0.002
0002
0,002
0,002
0.CRI3
0,003

0,005
0,(03
0.004
0.004
(1.004
0,005

OIKX
7264
4554
1798
9062
6326

3590
0854
811.8
3376
2634
9892

7141
4506
1648
8891
6110
3580

0614
78.34
5082
2310
9532
6734

3970
1180
8390
5588
2786
9978

0000
0066
0232
0370
1020
1590

2286
3108
40R2
5142
6,318
7680

9138
0728
2138
-1280
6248
8342

0562
2008
3386
7984
0714
3564

6552
9600
2894
6260
9746
5364

o e

ABSCISAL:
7

0,(HK) (HKX)
0,010 1808
0,020 3023
0,050 5451
0,040 7239
0,050 9047

0,061 085.3
0,071 2663
0,081 4471
0,091 6272
0,101 «073
U,M1 9874

0,122 1668
0,132 3462
0,142 52,36
0,152 70.13
0,162 8830
0,175 0610

0,183 2383
0,195 4163
0,203 5929
0.213 769.3
0,223 945.1
(1,234 1213

0,244 296.3
0,254 4710
0.264 64S.3
0,274 «186
0,284 9917
0,295 1641

0,000 0000
0,000 0077
0,000 0294
0.i00 0665
0.000 1190
0,000 1855

0,000 2(567
0,01.0 .3626
0.000 4759
0,000 5999
0,000 7106
0,000 8960

0,001 0661
0,001 2516
0.001 4511
0,<W1 6060
0,001 89.36
0,002 1399

0,0f2 3989
0,602 1.726
0,002 96)7
0,003 2648
0,ii(J3 5833
0,003 91.39

0,004 2614
0.(04 6270
(.005 0043
0.00.3 3970
0,(HJ5 8037
0,006 22.38

w

ORDENADAS

8

0.000
0,011

0,023
0.(C>4
0,016
0,058

0,116.9
0,081

0.095
0,104
0,116
0,127

0.159
0,151
0.162
0,174
0,186
0,197

0,209
0,221
0,232
0.2U

0,2.35
0,267

0.279
0,200
0,302
0,311
0,32.3
0,337

0,000
0,090
0,000
0,000
0.IKKI
0,000

0,000
0.doo
0,000
0,000
0,(Ki0
0,001

0,001
0,001
0,(X)

0,u.)t
0,0:>2
0,<;02

0,002
0,003
0.(0.3
0.003
0,001
0,004

0.0('4
0,005
0.005
0,006
0.006
0,007

0000
6352
2712
9064
3416
1768

«120
4172
0821
7168
3512
9850

6192
2.328
8864
5192

1.320
7810

4152
0172
6776
3081)
9376
5672

1960
«210
4520
0784
-048
3304

ofioo
0088
03.36
0760
1360
2120

304«
4141
5416
6856
8161
0240

21H1
4504
6,81
9040
1661
4156

7416
0;,44
7848
7312
09:;2
47.32
87.°6
280
7192
16S0
0328
1152

9

0,000
0,013
0,026
0,031
0,052
0,065

0,078
0,091
0,104
0,117
0,13(1
0,143

0,1.57
0,170
0.183
0,190
0,2f-9
0,222

0,235
0,248
0,261
0,274
0,287
0,501

0,314
0,397
0,310
0,-.33
0.366
0,379

0,000
0,000
0,000
0,000
H.Ot'n
0.doo

0,000
0.000
0.1.00
0.000
<1.000
0,001

0,001
0,001
0,001
0,002
0.002
0,002

0,003
0.003
0,003
0,004
0,004
0.005

0,005
(1,005
0,006
0,006
0,007
0,008

0000
0896
1801
2697
3593
4489

1«,85
6981
7177
8064
8951
9838

0716
1.391
2472
3341
4210
5070

5921
6781
7623
8.165
9298
0131

0955
1770
2.385
3382
41*9
4967

0000
0099
0378
08B5
1.330
238S

3429
4662
6093
7713
9.522
1520

3707
6092
8657
1420
4372
7.513

0843
4362
8079
1976
6071
0.346

4828
9190
1341
9390
4619
0046
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Incrementos
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0,013 fiio]
ur>021
0.0Hi
0.047 978i
0,040 4308
0.030 8835

0,032 3381)
0,053 7s83
(h03> 240C
0,038 1U8
0,050 5967

0,081 0485
0,06-2 5002
0,003 9317
0,005 1031
0.0C6 83W
0,068 3035

0,06!) 7563
0,071 2073
0,07-2 6580
0,071 1085
0,075 5589
0.077 0091

11,078 4591
0,079 91)90
0,081 3387
0,082 8082
0,081 2576
0,085 7067

O.ono 9518
0,001 0165
0,001 0829
0,00t 1516
n.00l 2225
0,001 2953

0.001 5705
0,001 U76
0,001 5263
0,001 6084
0,001 6919
0,001 7775

0,001 8632
0,001 9351
(6002 0171
0,002 2373
0,002 3356

0.00-2 4360
0,002 5385
0,002 6131
0,002 7198
0,002 8587
0.002 9697

0.003 0827
0,003 1978
0,003 3151
0,005 1345
0,005 5560
0,003 6796

TAILLA PRIMERA.

ABSCISAS.
0.087 2388 0,130
0,090 1148 0,135
0,093 0506 0,139
0.095 9562 0,143
0,098 8616 0.148
0,101 7670 0,152
0,104 6720 0,157
0,107 5766 0,161
0,110 4812 0,165
0,113 3856 0,170
0,116 2896 0,174
0,119 1934 0,178
0,122 0970 0,183
0,125 0004 0,187
0,127 9031 0.191
0,150 8062 0,196
0,133 7088 0,200
0.156 6110 0.201
0,139 5130 0,209
0,U2 4146 0,213
0.145 3160 0.217
0.148 2170 0,22
0,151 1178 0.226
0.151°0182 0,231
0,136 9182 0,235
0,159 8180 0. Z%Li
0,16-2 7174
0,165 6164 0.248
0,168 5132 0.232
0,171 4134 0,257
0.001 9036 0,002
0.002 0326 0,IM)3
0.002 1658 0,003
0,002 3032 0.003
0,0)2 1150 0,003
0,002 5910 0,003
0,002 7410 0,001
0,002 8952 0,001
0,003 0538 0.001
0,003 2168 o.00l
0,003 3838 0,005
0,003 5530 0.005
0,003 7304 0,005
0.003 9102 0,1H)5
0,001 0942 0,006
0,004 2822 0,006
0,004 1746 0,006
. 0,001 6712 0,007
0,001 87-20 0,007
0,005 0770 0,007
0.000 2862 0,007
0.005 4996 0,008
0,005 7174 0,008
0,005 9394 0,008
0,006 1654 0,009
0,006 3956 0,009
0,006 6302 07009
0.006 8690 ofo10
0,00" 1120 0,010
0,007 3592 0,011

ORDENADAS.

8582
2172
5759
9343
2924
6505

0080
3649
7-218
0784
4541
7901

1155
501)6
8551
2093
5632
9165

2695
6219
9740
3255
6767
0273

3773
7270
0761
4246
-728

gh4
0189
2187
15.18
6675
8865

1115
3128
5807
8252
0757
3325

5956
8«)3 m
1413
4233
7119
0068

3080
6155

9153
3055
6680
0388

0,174
0,181)
0,186
0,191
0,197
0.203

0,20
0,215
0,220
0,2-26
0,232
0,238

0,211
0,250
0.25'
0,261
0,267
0,273

0,279
0,284
0,290
0,296
0,30-2
0,508

0,313
0,319
0,3-25
0,631
0,337
0,34-2

0,00!)
0,010
0.010
0,010
0,011
0,011

0,012
0,012
0,013
0.013
0,01.4
0,014

1776
-2896
1012
912-i
7232
1340

3140
1532
9621
7712
5792
3868

1940
0008
8068
6124
4176
22-20
0-260
8292
6320
4310
2356
0364

8364
6360
1318
2328
0304
8268

7440
1540
5724
9992
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0,418 0370
0,243 3020
0.232 62GS
0,23» 8903
0.U7 i510
0.231 1175

0,261 G300
0.268 1U15
0.276 2030
0.283 1640
0,290 7240
0,297 9835

0,3a5 2423
0,312 :»10
0.319 7585
0.327 0155
0,354 270J
0,341 5275

0.348 7825
0,70 0365
0.3(3 2900
0,370 5125
0,377 7945
0,383 0455

0,392 2955
0,399 $430
0,406 7935
0,414 0410
0421 2880
0,428 .333%5

0004 7590
0,003 0815
0,005 4145
0,005 7580
0.006 1125
0,006 4775

0,006 8)25
0,007 23s0
0.007 6343
0.008 0420
0.008 4593
0.008 8873

0,009 3260
0.009 7755

0.0I0 2355
0,010 7055
0011 1865
0,011 6780

0.012 1800
0.1H2 6925
0.013 2155

0,014 8485

0,015 1135
0,015 9890
0,016 .37.

0.017 1725
0.017 7800
0,018 3980

5

COOROENADAS DEL CmCUi.O.

6

0,261 7164
0,270 4314
0,279 1518
0.287 8G36
0,296 5848
0.3D3 3010

0,514 0160
0.322 7298
0,.331 4436
0,340 1568
0.548 8688
0,357 5892

0,366 2910
0,.373 0012
0.38,3 7102
f1,.392 4186
0,401 1264
0,409 8350

0,418 5390
0.427 2438
1435 9480
,444 6510

1,453 3534
,462 0546

0.470 7.346
0.479 4540
0,488 1322
0,314 2402

0003 7108
0.006 0978
0,006 4974
(KM 909

0007 3%
0,007 7730

0.008 2230
QOIS 6836
0,009 1614
0.009 6504
0.010 1514
0.010 6650

0,011 1912
0.011 7306
0,012 2826
0.012 8466
0,013 4238
0O.0U 0136

0.014 CI60

0.017 8182

0,018 4962
0.019 1868
0,019 8906
0.020 6070

0.021 3360
0,022 0776

6

ABASS
7

0,303 3358
0,315 3068
0.32". 6771
0,333 8467
0,346 0156
0,356 1845

0,366 3520
0,376 5181
0,386 6842
0,390 8496
0,407 0136
0,417 1769

0,427 3395
0,437 5014
0,41- 6619
0,457 8217
0.467 9808
0,478 1385

0,488 2955
0,498 4511
0.:y)8 6060
0518 7505
0,528 9123
0,539 0637

0.549 2137
0,559 3630
0,569 5109
0,579 6574
0,589 8032
0,.599 9469

0,006 6626
0,007 1141
0,007 5803
0.008 0612
0,008 5575
0,009 0683

0,009 5935
0,010 1332
0,010 6883
0,(ML 2558
0.011 8133
0,012 4425

0,013 Q'rf4
1015 6837
014 3297

0,014 »877

0,015 6611

(1,016 3492

0,017 0520
0,017 7695
0.018 son
0,019 2486
81.020 ow

,020 7879

0.021 5789
0,022 3846
0.023 2057
0,024 (MIS
1,024 8920
,025 7572

7
CRIPAADS

8

0,348 9552
0,360 5792
0..572 2924
0,383 8248
0,39,5 4-464
0,407 0680
0418 1)8%0
0,431) 3064
0141 5248
0,4'i3 5424
0.463 1584

‘0,476 7736

0.488 3880
a0 (|

0511 6156
0.523 2248
0,534 8352
0.H46 4140

g-;zo
0569 6584
0,581 2640
U.592 8680
01504 4)12
0.616 0728

0,627 6728
0,639 2720
0,650 8696
0,6t)2 4636
0,674 0608
0,683 6536

O(HL7 6144
0.008 1304
él,oos 6652
1009 2128
009 7800
0,010 3640

0,010 9640
0011 580!
1,012 21 52
012 8672
0,013 5352
0,014 2200

0,014 9216
0.015 6108
0.016 3768
0,017 1283

0,017 8984
0,018 6818

0.019 4880

0,021 9984
0,022 8696
0,023 7576

0,024 6616
0.025 5824
0,026 5208
0,027 4760
0,028 4480
0029 4368

8

195

9

0.392 5746
0405 6516
0.418 7277
0431 8029
(I,m 8772
0,457 9515

0,471 02-40
0.484 0947
0,497 1G4
0,510 2532
0.523 3032
0,536 5703

0,519 4365
11,562 5018
0,575 %6.53
0,588 6279
0,601 6896
0,614 7493

0,627 8085
0.610 8637
81 ,055 0220

666 9765
0,680 0301
0,695 0819

0,706 1319
0,719 1810
0.732 2283
0.745 2758
0,758 5184
0.771 3603

0,008 5662
0,009 1467
0,009 7461
n.mo 3644
£l,011 0025
1,011 6395

0,012 3345
oot o
QQM4756
0,015 2271
0,015 9975
0,016 7868
0,017 3959
0,018 4239
0,019 2699
0,020 1357
0,021 0204

0,021 9240
11,022 8465
0.023 7879
0,024 7482

0.025 7283
0,026 7273

0,027 7443
0,028 7802
0.029 8359
0,030 9103
0,032 0040
0,035 1164

9
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Incre@ntos

AKCO.

6 0

IncreraelntOB
e
ARCO.

0.087 177
00518 GH4S
0,090 0532
0,001 5016
0,092 9499
0,094 3979

0,095 8458

0,103 0819

0,104 5285
0,105 9748
0,107 4210
0,108 8669
0,110 5126
0,111 7580

0.113 2032
0,114 6182
0,116 0929
0,117 5374
0,118 9816
0,120 4256

0,121 8693
0,123 3128

0,120 0811

0.003 8053
0,003 9331
0,004 0631
0,004 1951
0,004 3292
0,001 4655
0,001 6038
0,001 7443
11,001 8868
0 005 0315
0,005 1783
O0h 3272
n

0(5 4782
0,005 6312
0,005 7864
0,005 9157
0,006 1031
0,006 2646

0,006 4282
0,006 5038
0,006 7617
0,006 0316
0,007 1036
0,007 2777

0,007 4538
0.007 6322
0,007 8126
0,007 9951
0,008 1797
0.UU3 3663

TABLA PRIMERA.

ABSCISAS.

0,174 3114 0,261 4Gr1
0,177 2092 0,265 8138
o 180 1064- 0,270 1596
0,183 0032 0,274 50.18
0,185 8993 0,278 8497
0,188 7958 0,283 1937
0,191 6916 0,287 5>“4
0,194 5868 0,291 8802
1),197 4816 0296 22It
200 3762 0,300 5615
0,205 2702 0,304 9053
0.206 1638 0,309 2-157
0,209 0370 0,313 5855
0,211 9496 0,317 9214
0.214 8120 0.322 2650
0,217 7338 0.5-26 6007
0,220 6252 0.350 9378
0,225 5160 0,335 2710
0,226 4064 0,539 6096
0,229 2961 0,343 9416
0,232 1858 0,318 2787
0.235 0748 0,352 6122
0,237 9632 0,336 9418
0,2-10 8312 0,561 2768
0,213 7386 0,365 0079
0,246 6256 0,569 938-1
0,249 5120 0,374 2680
0,252 3930 0,378 5970
0,255 2852 0,382 9248
0.258 1682 0,387 2523
0,007 6106 0,011 4159
0,007 8662 0,011 7993
0,008 1262 0,012 1893
0,008 3902 0,012 5855
0.008 6581 0,012 9876
,008 osto 0,013 5965

0,009 2076 0,013 81U
0,009 4886 0.014 2329
0,009 7736 0,014 6601
0,010 06 0015 0915
0,010 3566 0,015 5319
0,010 6514 0,015 9816
0,010 9;16i 0,016 4516
o 011 2624 0,016 8936
m 5728 0,017 3592
0011 8874 0,017 8511
0,012 2062 0.018 .309%
0,012 5292 0,013 7958
0.012 8561 0,019 2846
0.013 1876 0,019 7814
0,013 5234 0,020 2831
0,013 8632 81’020 7918
0,014 2072 ,021 3108
0,014 5554 0,021 8331
0,014 9076 0,022 361-i
0.015 26U 0,022 8066
0,015 6252 0,023 4378
0,015 9902 0.023 9853
0,016 3594 0,021 5391
0,016 7326 0,025 0989

ORDENADAS.

0.348 6228
0,354 4184
1,2.60 2128
,366 0064
0,571 7996
0,577 5916

0,383 3832
0.389 1736
0.394 9652
0-i00 7524
0,406 .5401
0,412 5276

0,418 1140
0,423 8992
0-4-29 6810
0,455 4676
0,441 2501
0,447 0520

0.4b2 8128
0,458 5928
0,461 3716
0-170 1496
0,175 9264
li,-t8] 7024

0, 487 4772

;'3 2512
0-199 0240
0,50i 7960
0,510 5664
0,516 3301

0,015 2212
0.015 7324
0,016 2524
0,016 7804
0,017 3168
0,017 8620

0.018 4152
0,018 9772
0,019 5172
0,020 1260
11,020 7132
0,021 3088

0,021 9128

U,02i 4124
0,025 0584

0,025 7128
0.026 37.52
0,027 0168
0.027 7264
0.028 4144
0,U29 1108

0,029 8152
0.030 5288
0,031 2304
0.031 9804
0,032 7188
0,033 4652



0.43s
0.443
0.450
0.457
0B
0.471

0.470
0,480
0,493
0,500
0,508
0.515

0,522
0,529
0.537
0.541
0,551
0.55«

0,566
0,573
0,580
0.581
0,594
0,602

0,609
0,616
0,623
0,630
0.038
0,613

778H
0iso
21560
5080
7495
9895

2290
4670
7040
9405
1755
4095

6425
8740
1050
3345
5630
7900

0160
2410
4645
6870
9089
1280

3185
5640
7800
9950
2080
4205

026.5
CtM»
3155
9755
6460
3275

0190
7215
4,310
1.575

COORDENADAS DEL CIRCULO.

0.522 9342
0.5:51 6216
0,540 5192
0,549 0096
0,557 6994
0,566 3874

0,575 0148
0.583 7601
0,592 4448
0.601 1286
0,609 810G
0,618 4914

0.627 1710
0,633 8488
0.liu 52G0
0,653 2014
0,661 8756
0,0:0 5480

0,679 2192
0.6S7 8892
0.696 5574
0,70.3 2214
0.713 8896
0,722 5536

0,731 2158
0,739 8768
0,748 5360
0,757 1940
0,763 8496
0,774 5046

0,022 8318
0,023 5986
0,024 3786
0,02.3 1706
0.025 9752
0,026 7930

0,027 6228
0,028 4738
0,029 3208
0,030 1890
0,031 0698
0.031 9632

0.032 8692
0,033 7872
0,034 7181
0,033 6622
0,036 6186
0,037 5876

0.038 5692
0,059 5628
0.04'» 5702
0,041 5896
0,042 6216
0,045 6662

0,044 7228
0.045 7932
0,016 8756
0,047 9706
0,049 0782
0,050 1978

ABSaSAS.

0,610 0899
0,620 2522
U.6S0 3724
0.640 OH2
0,6:i0 6493
0,660 7853

0,670 9206
0,681 0538
0,601 1855
0,701 3167
0,711 4457
0,721 5733

0,731 6995
0.741 8236
0,751 9470
0,762 0683
0,7-2 1882
0,782 3069

0,792 4224
0,802 5374
0.812 6505
0,822 7618
0,832 8712
0,842 9792

0,853 0851
0,86.3 1896
0,873 2920
0,883 3930
0,893 4912
0,903 5887

0,026 6371
0,027 5317
0,028 441"
0,029 3657
0,050 3044
0.031 2385

0,032 2266
(1,033 2101
0,034 2076
0,035 220.3
0,036 2481
0,037 2904

0,038 3474
0,030 4184
0,040 5048
0,041 CI1s9
0,042 7217
0,043 8522

0.044 9974
0,046 1566
0,047 3319
0.048 r.212
0,049 7252
0.050 9439

0.032 1766
0.053 4254
0,054 6882
0.if6S 9657
0,057 2579
0,058 5641

7

OROF.NADAS.

8

0,697 2476
0,708 836%
0,720' 4250
0,732 0128
0,743‘59“5

0.755 1832

0,766 7064
0.77H 3472
0,789 9264
0.S0l 5048
0,813 0808
0,824 6552

0,836 2280
0,814 7984
0,859 3680
0,870 9352
0,82 5008
0,894 0640

0,905 62.56
0,917 1856
0,928 7432
0,940 2992
0,951 8528
0,963 4048

0,971 9544
0,1>86 5(121
0.998 0489
1,00 5920
1,021 1328
1,032 6128

0,030 4124
0,031 4648
0.032 5018
0,033 5708
0,034 6356
0.053 7240

0,036 8304
0,037 0.111
0,059 0944
0,1)40 2520
0,041 4264
0,042 6176

0.043 8236
0,045 0496
0,046 2912
0,017 5496
0,048 8248
0,050 1168

0.051 4256
0.052 7504
0,051 0956
0,055 4528
0,056 8288
0,058 2216

0,059 6394
0,061 0576
0,062 .3008
0,063 9608
0.065 4576
0,066 9304

0,734
0,797
0,810
0,523
0,338
0,849

0,81«
0,875
0,888
0,901
0.1114
0,927

0,940
0.953
0.966
0,979
0,992
1.005

1,018
1,031
1,044
1,057
1,070
1,083

1,096
1,109
1,122
1,135
1,148
1,161

0,034
(3,03u
0.036
0,037
0,038
0,040

0,041
0,042
0,043
0.045
0,046
0,047

0,1149 .

0,050
O.IKii
0,a33
0,054
0,056

0,037
0,059
0,060
0,062
0.063
0,1)65

0.067
0,068
0,070
0,071
0,073
0,075

197

4013
4414
4788
5144
5491
5811

6122
6106
6672
6929
7159
7371

7565
7732
7890
8021
8134
8220

8288
8.338
8361
si'lo
8344
8304

8237
8152
8040
"910
"T44
7569



198

Incrementos
del

7*

8 BEGBug SSHRABS BsSBay 828R

w
a1

40

25

ASHEBS BRGBug FBEEHE

IncremcDlos
del

1

0,130 5262
0,131 0581
0.135 4000
0,154 83

0,136 2019
0,137 7327

0,139 1731
01i0 6132
0'142 0331
0.143 4926
0,144 9319
0,146 3708

0,147 8094
0,149 2477
0,150 6857
0.152 1234
0,153 5607
0,154 9078

0.156 4345
0,157 8708
0 159 5060
0,160 7426
0 162 1770
0.163 6129

U.SC5 0-476
OlICC 4810
0,107 9150
0.169 3495
0,170 782«
0,172 2156

0,008 5551
0,008 7-161
0,008 0391
0.009 1341
0,009 3313
0,00!) 5506
0,069 7320
0,009 9355
0,010 1410
0.010 3180
0,010 5584
0,010 7762

000 0842
0011 2(«2
0011 4183
0,011 6385
0011 8608
0.012 0852

0,012 3117
0,012 5402
0,012 7700
0,013 0056
0,013 2385
0,013 4754

0,013 7144
0,013 0555
0,014 1987
0,014 4430
0,014 6913
0.014 9408

TABLA PRIMERA.

0,261 0524
1,2G3 N562

,266 8102
0 269 7018
0,272 5838
0,275 4654

0,278 3462
0,281 2264
0,284 1062
0,286 9852
0,281) 8658
0,292 7416

0,295 6188
0,298 4954
0311 3714
0,314 2468
0.307 1214
0,309 9056

0,312 8600
0.315 7416
0,3(8 6138-
0.321 -4852
0,324 3558
0,327 2258
0.33D 0952
0.332 0638
0,335 8518
0,338 6990
0,341 5656
0,344 4312

0,017 110:

0('17 4022
0.017 8782
0,018 2682
0,018 6626
0,019 0612

0,019 4640
0.019 8710
0,0-20 2820
0,020 6072
021 1108
0,021 5104

0.021 9684

0,023 7216
0,024 1704

0,1)24 62.54
O,Ote 0804
0,025 5418
0.026 01)72
0,026 4770
0,026 9508

0,027 4288
0,027 Olio
0,028 3974
0,028 8878
0,029 38-%6
0,029 8816

3
0,591 5786
03115 9045
0.400 2283
0,404 5527

0,408 8757
0-413 1981

0,417 5193
0,421 839%
0,426 1593
0431) 4778
0,434 7957
0,450 11-24

O-45 4282
0,447 7431
0,4.2 0571
0,456 3702
0,460 0821
0,464 9034

0,469 3035
0,473 6124
0-477 9207
0.182 2278
0,486 5337
1)401) 8387
0,495 1428
0400 4457
0.503 7477
0,502 0485

0,516 6468

0.015 6653
0,026 2583
0,026 8173
0,1)27 4023
0,027 9039
0,028 5918

0.020 1960
0,029 8065
0,030 4230
0.031 0158
0,031 6752
0,032 3106

0.03-2 9526
0,033 6006
0,054 2519
0,034 9153
0.055 584
0,036 2556

0.036 0351
0,037 6206
0.038 3127
0,039 0108
0,039 7153
0,040 4262

0,041 1432
0,041 8665
0,042 5%1
0,043 3317
0,04-4 0739
0,044 8224

ORDENADAS.

0,)22 1048
0,527 8724
0,533 6584
0,539 4056
0.545 1676
0,550 9308

0,556 692»
0 562 4528
0,568 2124
0,573 9704
0,579 7276
0,585 4852

0,591 2376
0,596 9908
0,602 7428
0,008 4936
0,614 2428
0,619 9912

0,625 7580
0.651 4832
0,657 2276
0,642 9704
0,648 7116
0,654 4516

0,660 1904
0.665 9276
0,671 61

0,077 3 80
0,685 1312
0,688 8624

0,]834 2204
0,034 %844
0,035 7564
0,0.56 5364

0,1)37 3252
8 1224

0,058 9280
0,1)39 7420

1140 5C10
0,041 3944
0.042 2556
0.0-13 0808

0,013 9568
0,044 8008

0,048 5108

O(I)-49 2468
50

0,051 0836
0,052 0144
0052 9510
0,053 9016

0,054 8576
0,035 821)
0.1)56 7948
0,057 7756
0.038 7652
0,059 7632



COORDENADAS DEL CIRCULO. 199

ABSCISAS.
5 6 7 8
0,653 6310 0,783 1572 0,913 6854 l.oa 2096 1,174 7358
0,659 8405 0,791 8086 0,9~ 7767 1,055 7448 1,18- 7129
0,667 0.180 0,800 4576 0,953 8672 1,067 2768 1,200 6864
0,674 2545 0,809 1034 0.94-3 9565 ILIH i 8072 1,213 6581
0,681 4595 0,817 7514 0,9.51 0453 1,0CiO 5712 1,226 6271
0,688 6635 0,826 5962 0,964 1289 1,101 8616 1,239 5943
0,695 8655 0,835 ('386 0.974 2117 1,115 5848 1,252 P.579
0.703 0660 0,813 6792 0,984 -.921 1,124  90:f 1,265 5188
0,710 2635 0,852 3186 0,994 3717 1,136 4218 1,278 4779
0,717 4630 0.860 9.556 1,004 4482 1,147 9108 1,291 4334
0,721 6595 0,869 6914 1,014 5233 1.169 4662 1,304 3K71
0.751 8540 0.878 2248 1,021 5956 1.170 9664 1,317 3372
0.739 0170 0.886 64 1,034 6658 1,182 4752 1,330 2846
0,746 2585 0,895 4862 1,044 7339 1,193 9810 1,343 2193
0,7.55 4285 0.904 1142 1,054 7999 1,205 47156 1,356 1713
0,760 6170 0,912 7104 1.061 8638 1.216 9872 1,569 1106
0,767 8035 0.921 3642 1,074 9219 1,218 4856 1,382 11463
0,774 9890 0,929 9868 1,084 9816 1,239 9821 1,394 9«02
0,782 1745 0,938 6070 1,095 0415 1,251 4760 1,407 9105
0,789 5.540 0,947 2218 1,105 0956 1,262 9664 1,410 8372
0,796 .5345 0.955 8114 1,115 1483 1,274 45-12 1,433 7021
0,803 7130 11.964 45.56 1,125 1982 1,285 9408 1,446 6'<34
0,810 8595 0,975 0674 1,135 21.53 1,297 4232 1,459 6011
0,818 0645 0,981 6774 1,145 2905 1,3(J8 !HI52 1,472 5161
0.825 4380 0,990 2856 1,155 3532 1,520 .5808 14811 4-184
0,832 409.5 0.998 8914 1,16-5 3*33 1,351 8552 1,4lig 3371
0.839 5795 1,007 4954 1,175 4113 1.543 3272 1,511 2431
0.846 7475 1,016 0970 1,185 4463 1,551 7960 1.52.4 14.55
0,853 9140 1,024 6968 1,195 4796 1,366 2621 1,537 0452
0,861 0780 1,033 2936 1.205 5092 1,377 7248 1,549 9404
0,042 7755 0,051 3306 0,059 8857 0,068 4403 0,076 9959
0,043 7305 0,052 4766 0,061 2227 0.069 9688 0.075 7119
0.04-1 6955 0.053 6546 0,062 .5737 0,071 .5128 0,080 4519
0,045 6705 0,054 8046 0,063 9387 0,075 0728 0,082 2069
0,046 6.565 0,055 9878 0,065 3191 0,074 6:-04 0,083 9817
0,047 6530 0,057 1856 0,066 7142 0,076 2418 0,085 7754
0,0-48 6600 «,C68 3920 0,068 1240 0.077 8.560 0.087 5880
£ 0,019 6775 0,(<9 6130 0,069 .US-S 0,079 4840 0,089 4195
0,a50 7050 0,060 8.160 0,070 987» 0,081 1280 0,091 2690
0,051 7450 0,062 0916 0,072 1-102 0.082 7R88 0,(»95 1374
0.(152 7920 0,063 3504 0,073 9088 0,084 4672 0,095 0256
0,053 8510 0,064 6212 0.075 3914 0,086 1616 0,096 9318
0,054 9210 0,063 9052 0,076 8894 0.087 8756 0,098 8578
0.056 OWO 0,067 2012 0,078 .«tu 0,089 6016 0.100 8018
0,t6)7 0915 0,068 5098 0,079 9281 0,091 5464 0,102 7647
0,05« 1925 0,069 831» 0,081 4695 0,095 1080 0,104 7465
0.CeU 5040 0,071 1648 0.('83 0256 0,094 8864 0,106 7172
0,060 4260 0,072 5112 0,084 5964 0,096 6816 0,108 76G8
0.061 5.585 0,073 R702 0,086 1819 0,008 4936 0,110 80.53"
0,062 7010 0,075 2112 0,087 7814 0,100 5216 0112 8618
0.065 8545 0,076 6254 0,089 3963 0,102 1672 0,114 9381
0,065 0180 0.078 0216 0,091 0232 0.104 0288 0.117 0324
0,066 1925 0,079 4310 0.(;92 6695 0,105 9080 0,119 1165
0,067 3770 0,080 8524 0.094 3278 0,107 8032 0,121 2786
0,068 5720 0.082 2864 0,096 6008 0,109 7152 0,123 .1296
0.069 7775 0,085 7350 0.097 6885 0,111 6440 0,125 5995
0,070 9935 0,085 1922 0,099 5909 0,115 5896 0,127 7885
0,072 2195 0,086 6(534 0101 1075 ; 0:115 5512 0,129 99.51
0,075 1565 0,088 1478 0:i02 8391 , 0,117 5504 0,152 2217
0,074 7010 0,089 6148 1 0,104 5836 1 119 5264 0,134 4672
5 \ 6 1 7 1 8

OROI*NAOAS.



20e

Incrpinpnlos
Pmp
ARCO.

(€9)

12:

13"

14

10»

11»

13«

14

ty
10

2
0

10
50

o
10
20
30
40
50

20

a
o

o 3888Bq

BB, 85888

oE8WB, 88

Inctﬁ){)iuos
ARCO.

0,173 6482
0,176 5121
0,1"0 3740
0,182 2355
0,185 0049
0,187 932

0,190 8090
0,193 6656
0,196 5166
0,199 3679
0202 2176
0,2(i5 0655

0,207 9117
0,210 7561
0,213 5988
0,216 4.3%6
0,219 2786
0,222 1158

0,224 9511
0,227 7844
0,230 6159
0,255 4451

0,236 2729
0,239 0984

0,241 9219
0,244 7433
0,247 W27
01250 (Ko
0,253 1952
0,256 OUR2

0,015 1923
0,015 7015
0,016 2192
0,016 7451
0,017 2794
0,017 8219

0,018 3729
0,018 9320
0,019 4995
0,020 0755
0,020 6594
0,021 2517

0.021 8524
0,022 46U

0,025 0785
0,025 7040
0,024 3377
0,024 9797

0,025 6299
0,026 2884

0,026 9552
0,027 6301
0.028 5153
0,029 0046

0,029 7043
0,030 4121

0,055 3254

TABLA PRIMERA.

0,347 2964
0,353 0242
0,358 7192
0361 4710
0,370 1898
0,375 9034

0,381 6180
0,387 3272
0,393 9332
0,398 7338
0,401 4352
0,410 1510

0,415 8234
0421 bI22
0,427 1976
' 0,432 8792
0,438 5572
2516

0,449 9022
O 455 5688

461 2318
0 466 8908
0,472 5UW
0,478 1968

0,483 843
0,489 4866
0-495 1251
0,500 76%12
0,506 39
0,512 0164

0,030 3846
0,031 4030
0,032 4584
0,033 4902
0,034 5588
0,035 6438

0,056 7458
0.057 8640
0,038 9990
0,040 1506
0,041 5188
0,042 5054

0,0« 7048
0,044 9228
0,046 1570
0,047 4080
0,018 6754
0,040 9594

0.051 2598
0.052 5768
0,055 9104
0.055 2602
056 6266
0,038 0092 m

0,059 4086
0,060 8242
0.062 2564
0,065 7048
0,063 169%
0,066 6508

0,520 9446
0,529 5363
0,538 1238
0,546 7065
0,535 2847
0,563 8581

0,572 4270
0,580 9908
0,589 5498
0,598 1037
0,606 6528
0,615 1965

0,623 7351
0,632 2683
0,640 7964
0,649 3188
0,657 8358
0,666 3174

0,674 8533
0,680 3532
0,691 8477
0,700 33f«
0,708 8187
0,717 2952

0,725 7657
0,754 2299

0.768 0246

0.045 5769
0,017 1045
0,048 6576
0,0.50 2553
0,051 8582
0,055 4657

0,055 1187
0.056 7960
0.05S 4985
0,060 2239
0,061 9782
0.065 7531

0.065 5372
0,067 3842
0,069 2355
0,071 1120
0,073 0131
0.071 9391

0,076 8897
0,078 8652
0,080 8656
0,082 8905
0,081 9399
0,087 0158

0,089 1129
0,091 2365
0,093 5816
0,095 5572
0,097 7544
0,099 9762

* ORDENADAS.

0,694 5928
0,706 0484
0,717 4.W
0,728 942 |
0,740 5796
0,751 8108

0,763 2360
0,774 6544
0,786 0664
0,797 4716
0,808 8704
0"") 2620
0,831 6168

,H43 0244
U,8.;4 5952
0,865 7.584

0,877 1144
0,888 4632

0,899 8044
0911 1376
0.921 4656
0,953 7816
0,9L5 0916
0.956 5936

0.967 68

0,978 9732
0,990 *i08
1,001 5200
1,012 7808
1,021 0328

0.060 7692
0,062 8060
0,064 8768

0,066 9804
0,969 1176
0,071 2876

0,073 4916
0,075 7280
0,077 9980
0,080 3012
0,082 6576
0.085 0068

0,087 4096
0,089 8*56
0,092 3140
0,094 8160
0,09" 3508
0,099 9188

0,102 5196
0,105 1536
0,107 8208
0,110 5201
0,115 2i»32
0,116 0184
0,118 8172
0,121 6484
0,124 5128
0,127 4096
0,130 3392
0.153 5016



l'l.,% 2«l
1.S-ii 5
,896 8730
0011 177S
0,925 4743
0,939 7653

0,934 04

0,968 5180
0,982 3850
0,996 8593
1,011 0880
1,023 5275

1,039 5585
1,035 7803
1,067 9940
1,082 1980
1,09 3930
1.110 5790

1,124 7553
1,138 9220
111k3 0793
1,167 2270
1,181 5645
1,193 4920

1,209 609
1,223 7165
1,237 8135
1,231 9000
1,265 9760
1,280 0410

0,073 9613
0,078 5075
0,081 0960
0,083 7233

0,086 3970
0,089 1093

0,091 8645
0,091 6600
0,097 4975
0,100 3765
0,103 2970
0,106 2385

0,109 2620
0,112 3070
0,115 3925
0,11S .3200
0,121 6885
0,124 8983

0,128 1493
0,151 44

0,134 7760
0,138 1505
0,141 5663
0,14.3 0230

0,148 3215
0,152 0603
0.135 Olio
0,159 2620
0,162 9240
0,166 6270

COORDIiNADAS DEL CIRCULO.

1.041 8892
1,039 0726
1,076 2476
1,093 4130
1,110 5694
1,127 7162

1,144 8340
1161 9816
1,179 0996
1,196 2074
1213 3036
1,230 3%1)

1,247 4702
1,264 5366
1,281 592«
1,208 6576
1,316 6716
1,532 6948

1,349 7066
1,366 7064
1,383 6934
1. 400 6724
1,417 6374
1,434 5904

1,451 5314
1.468 4598
1,485 3762
1. 302 2800
1,519 1712
1. 336 0492

0,091 1558
0,094 2090
0.097 3152
0,100 4706
0,103 6764
0.106 9314

0,110 2374
0,113 5920
0.116 997.3
0,120 4318
0,123 9564
0,127 3102

0,131 1144
0,134 7684
0,138 4710
0,142 «240
0,146 0262
0,149 8782

0 153 7794
0,157 7.
0,161 7312
0,165 7806
0,169 8798
0,174 0276

0,178 2258
0,182 4726
0,186 7692

i
O 195 5088
0,199 9524

6

1,215 5374
1,255 3847
1,253 6222
,273 6485
1,293 6643
1,315 6689

1,533 6630
1,355 6452
1,575 6162
1.393 3753
1,415 5232
1,4.33 4585

+1,455 3819
1475 2927
1,49p 1916
1,513 0772
1,334 9302
1,554 8106

1574 K577
1.394 4908
1,614 3113
1,634 1178
1,653 9103
1,673 6888

1,693 4533
1,713 2031
1.752 9589
1.752 6600
1,772 3661
1,792 0574

0,106 3461
0,109 911«
0,115 3344

0,117 2137
0,120 9>58
0,121 7333

0,128 6103
0,132 3240
0,136 4965
0.1-40 5271
0,144 6138
0,148 7619

0,132 9668
0.137 2298
0,161 54

0,165 9280
0,170 3ft39
0.174 8579

0,479 4093
0,184 0188
0,188 6864
0,193 4107
0,198 1931
0,203 0522

0,207 9301
0,212 8847
0,217 8974
0,222 9668
0.228 0936
0,233 2778

OnORSAKAS.

1,389 1856
1,412 0Uo8

1434 9968
1457 8810
1-180 7592
1,505 6216

1,526 4720
1,549 3088
1.572 132«
1,594 942
1,617 7-108
1,640 3240

1,663 2936
1,686 018«
1,708 7904
1,731 316«
1,754 2288
1,776 9264

1,799 6088*
1,822 2752
1,844 9272
1,867 5632
1,890 1832
1,912 7872

1,935 3752
1,957 9464
1,980 5016
2.003 OH)
2,023 5616
2,048 0636

0,121 5384
0.125 6120
0,129 7536
0,133 9608
0,138 2352
0,142 5752

0,140 9832
0.151 4360
0,155 9960
0.160 6021
0,165 27,52
0,170 0156

0,174 8192
0.179 6912
0.181 6280
0,189 6320
0,194 71)16
0,199 8576

0,203 0392
0,210 3072
0,213 6416
0,221 0408
0,226 3064

0252 0368

N
o
S
R
> ©
5

0,266 6052

8

1,362 8338
1,588 6089
1,614 3714
1 640 1195
1,663 3341
1,691 5745

1,717 2810
1,742 9724
1,768 6494
1,794 3111
1,819 9584
1,845 5895

1,871 2053
1,896 8049
1,922 3892

2,024 3599
2,050 0396
2,075 #A31

2
2.126 4361
2,151 8856

2,177 2971
2,202 6897
2,228 0643
2,253 4200
2,278 7568
2,304 0738

0,136 7307
0,ul 31SI
0,143 9728
0,150 7059
0,155 5146
0,160 3971

0,165 3361
0,170 3880
0,175 4933
0,180 6777
0,18.5 9346
0191 2iS3

0,196 6716
0,202 1326
0.207 7063
0,213 3360

0,219 0393
0,224 8173

0.2.30 6691
0,2.36 5936
0,242 3968
0,248 6709
0,254 8197
0,261 0414

0.267 3387
0,273 7089
0,280 1338
0.286 6716
0,293 2632
0,299 9286
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0,258 8100
0,261 62""
0,261 4542
0,267 2584
0,270'0103
0,272 8400

0,275 (5374
0,278 4314
0.281 2251
0,284 0153
0,286 8032
0,289 5887

0,292 3717
0,205 1522
0,297 9303
0.300 70.78
0,303 4788
0,306 2402

0,309 0170
0,311 7822
0,314 5418
0,317 3047
0,320 0610
0,522 SIGI

0,32.5 5682
0,32« 3172
0,351 0831
0.333 8060
0,336 5175
0,330 2853

0,034 0742
0.031 8312
0,035 .5063
(1,036 3605
0,037 1510
0,037 9106

0,038 7383
0,039 5442
0,040 3582
0,041 180.3
0,012 0103
0,042 8488

0,043 6952
0,044 5108
0,045 4121
0,046 2831
0.047 1618
0,048 0486

0,048 9435
0,049 8164
0,050 7574
0,051 6761
0.052 6031
0,053 5384

0.034 4815
0,053 .1525
0,056 391.3
0,057 3585
0,0.58 5335
0,059 3165

TAHLA

0,517
0,523
0,528
0,534
0,340
0,545

0,551
0,556
0.562
0,568
0,573
0,579

0,584
0,590
0,595
0,601
0,006
0,612

0,618
0,623
0,629
0,634
0.640
0,645

0,651
0,656
0,662
0,067
0,675
0,678

PRIMERA.

6380 0.776
2354 0,784
8684 0,793
4768 0,801
0806 0,810
6800 0,818
2748 (1,826
8648 0.8.35
1502 0,815
0306 0,8.32
6061 0,860
1774 0,868
74,34 0,877
3014 0,885
8606 0,893
4116 0,902
9576 0,910
4984 0,918
0310 0,927
56.U 0,9.35
0896 0,943
6001 (.g.i1
12,38 0,960
6328 0,968
1364 0.9%6
6.3.14 0.984
1208 0,993
6138 .00l
0950 LiKtO
57116 1,017
1481 0.102
6621 0,104
1926 0,106
7.390 0,109
3020 0,1)1
8812 0,113
4766 0.116
088* 0,118
7161 0,121
5606 0,12.3
0210 0,126
6976 0,128
390-1 0,1.31
0996 0,133
8218 0,156
5662 0,138
32.36 0,141
0972 0,141
8870 0.146
61628 0,149
3148 0.152
3528 0,155
2068 0,157
0768 0,160
9630 0.163
8650 0,166
78.30 0,169
7170 0,172
(»70 0,175
6330 0,177

ORDENADAS.

4370
8831
3026
7152
1209
5200

9122
n72

6735
0159
41.96
7661

1131
1566
7909
1174
4361
7.176

0510
3166
6311
U1
1857
4192

7016
9.316
li'oa
42i7

6423
83.39

1,035
1,0-16
1,037
1,068
1,080
1,091

1.102
1,115
1,124
1,136
1,147
1,138

1,169
1,180
1,191
1.102
1,213
1,224

1,236
1,247
1,258
1,269
1,280
1,291

1,302
1,31.3
1,324
1,333
1,346
1,357

0.136
0,139
0.U2
0.145
0,148
0,151

0,154
0,1.38
0,161
0,164
0,168
0,171

0,174-
0,178
0,181
0,183
0,188
0,192

0,195
0,199
0,203
0,206
0,210
0,214

0,217
0,221
0,225
0,229
0,253
0,237

2968
3248
3H.52
4780
6040
7624

9532
1768
4528
7212
0420
5952

7808
1992
6496
1324
6.472
1944

7740
58.36
0296
7056
4136
1530

9:60
7500
3660
4340
3.340
2660






TABLA PRIMERA.
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COORDENADAS DEL CIRCULO. 20b

ABSCISAS,

8
1,710 1010 2,052 1212 +2,391 U 14 2.736 1616 5,078 1818
1,791 0370 2, 2111 2,40l 4318 2,801 6.592 3,151 8666
1,791 S595 2.151) 2071 2,508 5753 2,866 9-152 5.225 3111
1.832 3065 2,199 IK)78 $..365 5091 2932 0104 3.298 5117
1,873 (1330 2,217 6396 2,622 S16-2 2.996 8328 3,371 459-4
1,915 4170 2,296 1004 2,678 7838 3,061 4672 3, -U4 1500
1,953 6.355 2.541 3866 2,7K 1177 3,125 8188 3,516 .5799
1,993 7435 2,392 4916 2,791 2457 3,189 9928 3.588 7419
2.033 6830 2,410 4196 2,817 1562 3,253 8928 3,660 6294
2,073 4660 B,488 1592 2,902 8,321 3,317 5456 3,732 2388
2.113 0015 2,535 7998 2,958 .3281 3,380 9-161 3,805 5647
2,152 5555 2.583 0666 3,013 5777 3,444 0888 5,874 5999
2101 8560 2,630 2272 3,068 5984 5..506 9696 3.915 3408
2,2.30 9800 2,677 1868 3,123 3816 3.5669 58'M 4,015 7802
2,269 9525 2,723 9-430 3,177 933:> 3.631 92-10 4,085 9145
2.30.5 7430 2,770 4916 3.232 2402 3.693 9888 4,155 7374
2,317 3,580 2,816 8296 13,286 ?M)12 3,755 7728 4.225 2t-14
2,385 79.10 2,862 9528 33-10 IHG 3,817 2704 4.291 4292
2,.124 04S0 2,908 8576 3,393 6672 3,878 4768 1,363 2864
2,46-» liso 2,951 5116 3,-146 9652 3,939 3888 4, -131 8121
2,500 («M)0 3,i)IH) 0000 3,300 (HHH) 4.000 (HHH) 4,500 (MWO
2.537 6920 5,015 231)4 3.352 7688 4,060 3072 4,567 84.56
2,575 1905 3,090 2286 3,605 2667 4.120 3048 4,535 3129
2,612 4950 3,131 9716 3,657 4902 4,179 9888 4,702 4874
2.649 596ki 3,179 5138 3,709 4351 4,259 3514 4.769 2737
2.686 4980 5.223 7976 3,761 11972 4,298 3968 4.835 6964
2,723 1950 3,267 8510 3,812 47.30 4,5;>7 1120 4,901 7510
2,759 68-30 3,311 6220 3,863 5590 4,415 4960 4,967 4331)
2,795 9615 3,35.5 1574 5,914 3.503 4,473 5152 5,032 7561
2.832 0310 3,398 4372 ,3,964 8-131 4,531 2496 5,097 635«
0,301 .3370 0,361 8-i-U 0,422 1518 0,482 4592 0,512 7666
0,316 6390 0,379 9668 0,-443 2916 0{M)6 6224 0,569 9502
0,3.32 0080 0,398 5176 0,164 9372 0.531 3.568 (1,597 7764
0,347 9125 0.41" 4050 0,487 0775 0,5)6 6600 0,626 2ifo
0,361 080.3 0.136 89f.6 0,i0n 7127 0,582 5288 0.6.5.5 3449
0,380 6023 0,456 7230 0,532 8455 0,608 9640 0.685 08-15
0,397 4755 0,476 9706 0,156 4637 0,635 9Gils 0,715 4539
0,411 6995 0,497 6394 0,580 5793 0,66.3 .5192 0,746 4591
0,-432 2730 0.518 7276 -0,605 1822 0.691 6368 0.778 0914
0,430 1935 0.5«) 2322 0,6.30 2700 0,720 3096 0,810 3483
0,465 461(1 0.562 1332 0,655 8454 0,749 5376 0,843 2298
0,187 0735 0.5S4 4882 0,681 9019 0,779 3176 0,876 7323
0,506 0300 0.607 2360 0,708 4420 0,809 6180 0,910 8540
0,52.5 32iui 0.630 3912 0.735 4599 0,810 5156 0. 945 5913
0.514 9673 0.653 9610 0,762 9545 0,871 9-180 0r)80 9415
0.564 9160 0,677 9352 0.790 92U (1,903 9136 1,016 9028
05vS3 2620 0,702 3141 0,819 3668 0,956 4192 1,055 -1716
0,605 9145 0.727 0974 0,848 28,)3 0,969 4632 1,090 6Wil
0,02(! 9015 0,752 2818 0,877 6621 1,003 0121 1,128 4227
0,645 2215 0,777 86.)8 0,907 5101 1,037 1.5V 1,166 7987
0,669 8730 0,8m3 8476 0.937 8222 1.071 7968 1,205 7714
0.G91 8540 0.8.30 22-18 0,968 5956 1,106 96 )4 1,245 33*2
0,714 1635 0,8-W 9962 0,999 8289 1,142 6616 1,285 1913
0,736 7990 0,884 158« 1.031 5186 1178 8784 1.326 2382
0,759 7595 0,911 " 11i 1,063 6633 1,215 6152 1,367 5671
0,783 0430 0,939 6)16 1.096 261)2 1,252 8(588 1,409 4774
0,806 6170 0,067 9761 1,129 5058 l.iH) 65.52 1.451 9616
0,8,30 5710 0. 996 652 1,162 7994 1,328 9136 1.-495 11278
0,851 8120 1,025 7714 1,196 7368 1367 6992 1,5.38 6616
0,879 3690 1, CK5 2428 1,251 1166 1,406 9904 1,582 8642
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0,575 5761
0,580 7030
0,587 7853
0,5iU 8i28
0,601 8150
0.608 7611

0,615 6613
0.622 5U6
0,620 3204
0,636 0782
0,642 7876
0,656 0590

0,669 1306
0,681 9984
0,694 6384
0.707 1068
0,719 3398
0,751 5537

0,743 U48
0,751 7096

0.788 0107
0,798 6355

OSiw 0170

0.848 0181
0,857 1673

0,80 8179
0,185 8845
0,190 9830
81.196 1451
,201 3645
0,206 6167

0,211 9P9%5
0,217 3918
0,222 8540
0.228 3754
0.233 9356
0,24.3 2904

0,256 8552
0.268 6463
0,280 6602
0,292 8932
0.30.3 3116
0,318 00i6

0,330 8691
0,343 9410
0,357 2124
0.370 6796
0.384 3385
0.398 1850

0.412 2147
0.426 4236
0 440 8071

435 3610
() i70 0807
0,481 9619

TABLA PRIMERA.

3
1,147 1528 1,720 7292
1,161 .4060 1,7.12 1090
1,175 5706 1.763 3559
1,189 6456 1.784 4684
1,203 iSO 1,805 4iHO
1,21* 5228 1,82(5 2842
1,251 3230 *1,846 9845
1215 0292 1 867 5438
58 6408 1,887 9612
1.272 1564 IO'fS 2346
1,285 5752 é8 3628
1.312 1180 968 1770
1,538 2612 2,007 3918
1,363 9968 gggg gggg
1,389 3168 .
1,414 2136 2,121 3204
1,438 6796 2,158 0194
1,462 70*%4 2,194 0611
2,229 4344
158 4108 2,261 1288
1,532 0888 22118 1332
1,554 2920 %%%ﬂ ?ﬁ
1.576 0214 . .
1,597 2710 2.395 9066
1,618 0310 2,447 asio
1,638 5042 2,4.SZ 4363
1,658 0752 2.48" 1128
1677 34 2,016 0118
1, 696 0962 2.544 1415
1,-ii 3316 25571 W19
0,361 69.58 1).5i2 5437
0,3*1 7690 0,5.57 6335
0,381 9660 0.572 9490
0,392 2862 0,588 4293
0,402 7290 0.604 0935
0,413 2934 0,619 9101
0,423 9786 0,635 9679
O 434 7836 0.652 1754
0,668 5620
I) 136 *508 0.685 1262
0,16* 9112 0,701 8668
0,490 5808 0,7*5 8712
0,513 7104 0.770 5656
0,537 2926 0,803 9.339
0,561 3204 0.841 9806
0,585 78iU 0,8*8 6796
0,6t 6832 0,916 0248
0,636 0032 0,954 0048
0,661 7.388 0,992 6082
0,687 8820 1,031 8230
0,714 4248 1.0*1 6372
0,711 3592 1,112 0388
0.768 6770 1,153 0155
0,796 3700 1,194 5550
0.821 4294 1,236 6141
0,852 8472 1,279 270S
0.881 6142 1,322 4213
0,910 7220 1,366 0850
0.940 1614 1,410 2121
0,969 9238 1,.154 8857
3
ORDENADAS,

4

2,294 3056
2.322 8120
8,351 1411
2,379 2912
2,10* 2600
2,4.35 0456

2,462 6160
2,499 0584
2.517 2816
2,514 3128
2-571 1504
2,621 2360

2.676 5224
2,717 9936
2,778 6336
2,828 4272
2,877 3592
2,925 41-48

2,972 5792
3,018 8384
3,061 1776
3,108 .5840
3.152 0428
5,194 5420

3,2.36 0680
5,276 61184
5516 1504
3,351 682»
3.392 1924
3,128 6692

0,723 3916
0,743 5380
0.763 9320
0,784 5724
0,805 4580
0,826 5868

0.847 9572
0,869 56*2
0,891 4160
0.913 5016
0,935 8124
0,981 1616
1,027 4208
1,074 5852

1,122 6408
1171 5(28

1,272 0064

1,323 1776
15%5 7(i40
1,428 84%

1,592 710
1,648 8588
1 *05 6944
1.763 2284
1,821 4440
1,8M) 5228
1,939 8176

4



%,867 8820

2.958 9265
2974 1U0
5.009 07.)0

3,078 3075
3,112 5730
3,146 6020
3,180 3910
3,213 9380
3,280 20.80

3.345 6530
3,40« 9920
3,473 2920
3.53.7 5340
3.596 6990
3,656 7685

5,715 7240
3,773 5480
3,830 2220
5,885 7300
5,940 055
3.993 1773

4,045 0850
4.095 7605
4,14;) 1880
4,193 5530
4.240 2405
4,285 8365

0,904 231*5
0.92« 4225
0,954 9150

1,226 4520

1.284 2760
1,313 2515
1,403 3010
1.464 4660
1.526 7080
1,590 0080

1,654 3470
1.71« 7050
1,786 0620
1,8:>5 3980
1.921 6925
1,990 9250

2,061 0735
2,132 1180
2.204 0355
2,276 80'i0
2.350 4035
2,424 8095

COORDENADAS DEL CIRCULO.

3441 4584
«05 bt.3H48i 2180

3,526 7118
3568 «368
3,610 8900
(U7, 808@52 534
3,693 9690
3735 0876
3775 9224
5,816 4692
3854 w56
3,956 3510

4,014 7836
4,001 9904
4167 9504

4242 6408
4316 0388
4388 1222

4-458 8688
452« 2316
4596 2664
4662 8760
4725 0642
4791 8132

4,854 1020
4,914 9126
4,974 2256
5.032 0236
5,088 2856
5,143 0038

1,085 0874

1 115 5070

1,14.5 8980

980 715376 8586
1,208 1870

1,259 8802

(<o odteZTl K8
304 3508

1337 1240

1,370 2524

1,405 7336

1,471 7424

1541 1312
1,611 8778
1,685 9612
1,757 3592
1,832 0496
1,908 0096
1,985 2104
2,063 6460
2,143 2744
2,224 0776
2,306 0310
2.389 1100
2,473 2882
2,558 5416
2.6M 8426
2,732 1660

2,820 4842
2,90« 7714

4,015 0548
4,064 9210
4, Hi 4971
4,163 7596
4.212 7050
4,261 3298

4,309 031«
4,357 6022
4,405 2428
4452 54

4,499 5132
4,592 4130

4,683 9142
4,773 9888
4,862 6088
4,949 7476
5,035 3786
5,119 4759

5,202 0136
5.282 9672
5362 5108
5.U0 <20
5516 0749
5501) 4485

5,663 1190
5,734 0647
5,803 2632
5870 e«i2
5956 5367
6,000 1711

483 9251
l 321 7426

1,-551 9780
1,598 6278
1,637 6192
1,717 0328

1,797 9864
1,880 5241
1964 6214
20110 2.324
2137 5912
2226 (1112

2.316 0858
2,407 {»70
2,500 48(«
2:594 7572

2 690 3695
2[787 2950
2,885 {»29
2,984 9%.32
3,085 6497
3.187 5270
3.290 .3649
3,3«i 7333
1

ORDKNADAS.

8

4588 6112
4,645 6240
4,702 2824
4,758 5824
4,814 5200
4,870 0912

4,915 2920
4,980 1168
5,031 5632
5,088 6256
5,142 3008
5,248 4720

5,353 0448
5455 «872
5,557 2672
5,0i,6 834
5,754 7184
5,850 8296

5,945 1584
6,037 6768
6,128 .3652
6.217 1680
6,304 0856
6,38« 0840

6,472 1360
6,553 2168
6,632 5008
6,709 364«
6,784 3818
6,857 3384

1,446 7852
1,487 0760
1,527 8640
1,569 1443
1,610 9160
1653 1736

1,693 9144
1,7.31) 1344
1,782 8320
1,817 0032
1 871 644«
1962 3232

18416
2,(54&9 1704
2,245 2«16
2,343 1456
2,442 7328
2. 344 (1428

2,646 9552

3,074 7080
3,185 48(K)
3,297 7176
3.4H 3888
3. 326 4368
3.642 «880
3,760 6456

3.879 6953

8

207

5,162 1870
5226 3270
5,290 0677
3353 4052
5416

5478 8526

5,540 9533
5,602 6314

5304 5310

6,022 1754
6,137 9856
6,251 9256
6,363 )GL2
6,474 OL82
6,582 J833

6,688 3032
6,7'W 5864
6,894 3996
6,99-4 3140
7,092 0963
7,187 7198

7,281 1530
7,372 3689
7,461 5384
7,548 0354
7,632 4329
7,714 5057

1627 6311
1,672 9605
1,718 8470
1,765 2879
1,812 2805
1,869 8203

1,907 9037
1,956 5262
2,0xi5 6800
2,053 3786
2,105 6004
2,207 6136

2,311 RhG3
2,417 8167
2,525 9418

2862 0144
2,977 8246

3095 4690
3.214 9116

5,583 (»50
3,709 932.3
3,837 8134
3.967 263«
4,098 2190
4,230 7263
4,364 6571



0,966 5078

0,915 5454
0,920 5049
0,927 1859
0,953 5804
0.939 6920
0,945 5185

0,951 1K
0,956 3048
0,961 2617
0,965 9258
0,970 2957
0,974 5701

0.978 1476
0,981 6271
0,984 8077
0,987 0883
0,990 2680
0,992 5462

0,994 5218
0,996 1947
0,997 5640
0,998 G295
0,999 3908
0,999 8477

0,500 0000
0,515 1904
0,550 5284
0,546 0095
0,561 6288
0,577 3817
0,995 2654

0,625 5954
0,641 6521
u,go 9798
0,674 4518

0,690 9830
0,707 6285
0,724 3626
0,741 1810
0,758 0781
0,775 0489

0,792 0885
0,809 1910
0,826 5518
0,843 56:45
0,860 8269
0,878 1507

0,895 4715
0,912 84-43
0,950 24.55
0,94* 6640
0.965 1005
0,982 5476

TARLA PRIMERA.

ABSCISAS.

1,752 0508
1,749 2394
1,7t6 8952
1782 0150
1,797 5880
1,812 6150

1,827 0908
1,841 0098
1,854 3678
1,867 1608
1879 5852
1,891 0570

1,902 1150
«1912 6096
1922 5234
1951 8516
1940 5914
11048 7402

1,906 2952
1963 2542
1,969 6154
1,975 5766
1,980 5360
1,985 0924

1,989 0456
1,*92 3594
1,995 1280
1,997 2590
1.998 7816
1.999 6954

1,000 G000
1,650 3508
1,061 0568
1,092 0190
1,125 2576
1,154 7634

1,186 5268
1,218 5578
1,250 7868
1.285 2642
1,315 9596
1,348 8636

1,581 9660
1,415 2566
1,448 72;i2
1,482 5620
1516 1562
1,550 0978

1,584

I filg 5820
1652 7036
1,687 1510
1,721 6538
1,756 2614

1,790 9430
1,825 6886
1,860 4870
1,895 3280
1,930 2010
1,965 0952

2,598 0762
2,625 8591
8428

2,6-48

2,675 0195
2,698 5820
2,718 9234

2,740 6362
2,761 5147
2781 5517
238110 7412
2,819 0778
2,836 5555

2,855 1695
2,I'6H 9144
2,883 7831
2,897 774
2,910 8371
2,923 1103

2,934 4428
2,914 8813
2934 4231
2,963 0649
2 970 8040
2,977 6380

2,983 5634
2,988 5841
2.992 >0
2.993 8835
2.998 1724
2.999 5431

1,500 QOO
1,545 5712
1,591 5852
1,638 0283
1,684 8864
1,732 1451

1,779 7902
1,827 8067
+1,876 1802
1.924 8963
1,973 93%4
2,025 2954

2.072 9490

2890 3013
2,947 6428

3,464 1016
5. I9H 4788
3531 7904
3. 561 1980
3,595 1760
3,625 2312
3,654 1816
3,682 0196
3,708 73ll6
3,734 5216
3738 7704
3,782 0710

3,804 2260
3,81i 2192
5845 0468
3,863 7032
3.881 1828
3,897 4804

3,912 5904
3926 5084
3939 2308
5930 7552
3,961 0720
5,970 1848

5,978 0872
3,984 7788
3,990 2560
3.994 5180
3,997 5632
3.999 3908

2I1HX1 a0
2,06* 7616
2,122 1136
«2,184 0380

2.246 5152
2,309 5265

2,573 0536
2,457 0756
2,501 5736
2,566 5284
-',631 9192
2,697 7272

2.763 9520
2.830 5132
2,897 4504
2.964 7240
3,052.3144
sil00 1956

3,168 3532
5.256 7640
3.305 4072
3574 2620
3443 3076
5512 5128

3.581 8860
3,651 5772
3710 9740
3,790 6560
3860 4020
3,930 1904
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4.330 1270
4.373 0985
4,414 7380
4,455 0325
4,493 9700

4531 5590

4,567 7270
4,602 52-45
4,635 9195
4,667 9020
4,698 4630
4,727 5925

4.755 2825
4.781 5240
4.806 3085
4,829 6290
4.851 4785
4,871 8505

4,890 7380
4,908 1.355
4,924 0385
4,938 4415

4,951 3400
4,962 7310

4.072 6090
4,980 9735
4,987 8200
4,993 1175
4:996 95.40
4,999 2385

51,500 0000
5575 %5

2652 6450
2,730 0475
2:8(i8 1440
2,586 9055

2,966 3170
5.046 5445
3126 9670
3208 1655
3289 8990
3372 15

54.54 9150
3,538 1415
5,621 8130
3,705 9050
5,790 5905
3,875 2115

3,960 4415

4217 8275
43(14 1345
43%(1 6535

4,477 5575
4,564 2215
4,651 2175
4,758 3200
4,825 5025
4,912 7380

COORDENADAS DEL CIRCULO.

6

5,196 1524

5638 1556
5,673 Ilio

5,706 3390
5,737 8288
5,767 5702
5,795 5518
6,821 7742
5,816 2206

5,868 8856
5,889 7626
5.908 8402
5,926 1298
5941 6080
5,95a 2772

5,907 1308
5,977 1?2
5,985 5

5991 7770
5,996 3418
5,999 0862

3,000 0000
3,091 1424
5,183 1704
5,270 0570
3,369 7728
3.16i 2902

3559 3804
3.655 6154
3,752 304
3,849 7926
3,947 8788
4,046 5908

415 8950
4215 0B
47316 1736
4417 0860
4,518 4686
4650 2934
4752 528
4.855 1460
49W 1108
5(811 5030
5.164 9614
5268 7842

5,372 8290

5,895 2856

6

7

6,062 1778
6.12-2 3279
6,180 6332
6,237 01%
6,291 5580
0,344 1546

6.394 8178
644a &l

6,490 287
6,535 0628
6,577 8482
6,618 6295

6,657 3955
6,694 i:

6,728 8319
6.761 4806
6,792 0699
6,820 5907

6,847 0332
6.871 3897
6.893 6539
6.913 8181
6,931 87|
6,947 82

6,961 6526
6,973 3629
6.982 9480
6,990 4065
6,995 7356
6,998 9339

4,152 8438
4,264 8825
4,377 7538
4,191 4247
4,605 «586
4,721 0226

4.836 8810
4,9:.3 3981
5,070 5382
5,18« 2670
5.306 546

5,425 3423

5,544 6181
5,661 3370
5,784 1626
8,904 9385
6,025 7883
6,146 9149

6,268 50¢b
6,589 9101
6,511 "OH
6,6.53 6480
6,755 7035
6,877 8332

onnENAIIAS.

6.928 203-2
6,996 9576
7,063 58-S
7,128 052»
7,190 3520
7,250 4624

7,508 36.32
7,364 0392
7,417 4712

7,564 1480

7.608 4520
7,650 4384
7,090 0936
7.727 44

704 9608

7,825 1808
7,853 0168
7,878 4616
7,901 5064
7922 1i-10
7,940 5696

7 956 1744

5576
7 5120
7,989 0360
7,995 1264
7,998 7816

4,000 0000
4,121 5232
4,244 2272
4,368 0760
4,493 0504
4,619 0.i36
4,7.i6 1072
4,874 1512
5,003 1472
5133

5,263 8384
5,395 4544

5,5i7 8610
5661 0264
5,794 9008
5,929 4.180
6,064 6248
6,100 3912

6,336 7064
6:475 5280
G610 8144
6,748 5240
6,886 6152
7,025 OU
7,163 7720
7,302 7544
7441 9480
7,5Ki 3120
7,720 8040
7,860 3808

8

209

9

7,794 2286
7871 5773
7.946 5284
8,019 058!

8,089 200
8.156 7702
8,221 9080
8.284 5411
8544 (B51
8402 2250
8,457 2.354
8,509 0665
8,559 5085
8606 7432
8,651 3553
8,693 3322
8,732 61113
8,769 3309

8,803 3284
8,834 643
8 863 269 3

8,912 41—20
8,932 9158

8,950 6962
8,905 7523
8,978 0760
8,987 6655
8.994 5172
8,998 6293

4,.500 0000
4,636 7136
4.774 7556
4,914 0855
5,054 6592
5,196 4353

5.3.39 .3706
5,483 4201
5,628 5406
5.774 6889
5921 8182
6,069 8862

6,218 8470
0,368 &547
6,519 2634
6,670 6290
6,822 7029
6,975 4401

7,128 7947
7,282 7190
7,437 1662
7,592 0895
7,747 4421
7,903 1763

8,059 2435
8,215 ..987
8,572 1915
8,528 9760
8,685 9045
8,842 9284

14






TABLA SEGUNDA.

ABSCISAS Y ORDENADAS

mDEL CUADRANTE DEL CIRCULO EN PUNCION DEL RADIO-UNIDAD, POR

INCREMENTOS DE LAS ABSCISAS, DE 1 EN 1 MILESIMA DE 0“ ,00l

A 0”7 .999; Y DE 1 EN 1 DIEZMILESIMA, HASTA I*.000: SIENDO
APLICABLES A LAS COORDENADAS DE LA ELIPSE.
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0,000001
0,000002
0,0(H)005
0,000008
0,000012
0,000018

0,000024
0,00005-2
0.0100il
0,0000.50
0,000061
0,000072

0,000084
0,000098
0,000115
0,000128
0,01)0145
0,000162

0,000180
0,000200
0,000221
0,000242
0,0i«)-261
0,000288

0,000315
0,0(X)358
0,000565
0,000592
0,000421
0,000451

0.000481
1),01M5 12
0,000545
0,000578
0,000613
0,000648

0,000685
0,000722
0,000761
0,000801
0,000841
0,00088-2

0,000925
0,000968
0,001013
0,001059
0,001105
0,001135

0,001201
0,601251
0,001502
0,001553
0,001405
0,001459

0,001514
0,001369
0,001626
0,001683
0,001742
0,001802

0,00186-2
0,001924
0,001987
0,002050
0,002115
0,002181

U.067
0,068
0,069
0,070
0,071
0,072

0,073
0,074
0,675
0,076
0,077
0,078

0,079
0,080
0,081
0,082
0,083
0,084

0,085
0,086
0,087
0,088
0,089
0,000
0,091
0,092
0,093
0,094
0,095
0,096

10,097

0,099

0,103

TABLA SEGUNDA.

ORDENADAS.

0,002247
0.002315
0,002383
0,002453
0,002524
0,002595

0,002668
0,00274-2
0,002817
0,002892
0,002969
0,003047

0,003125
0,003205
0,003286
0.0C3368
0,003.yil
0.003.534

0,003619
0,003703
0,00379-2
0,006880
0,003968
0,U04i08

0,004149
0,004241
0.1HH534
0,1K)412K
0.004r>23
0,004619

0.004716
0,01)4814
0,004915
0,005013
0,003111
0,01)5216

0,005319
0.0054-25
0.005528
0,005654
0,005741
0,005849

0,005958
0,0116068
0,006180
0,006292
0,006 IftH
0,00¢)19

0.006654
0,006731
0,006868
0,006986
0,007106
0.007226

0,007547
0,007470
0,007.595
0,007718
0,007843
0,007970

0,008097
0,008226
0,008555
0.008486
0,008618
0,008750

ABSCISAS.

0,1)08884
0,009019
0,009155
0,009291
0,1)09429
0,009568

0.009708
1),001)8i9
0,009991
0,010133
0,010-277
0,0104-22

0,010508
0,010715
0,010864
0,0111)13
0.011163
0,011514

0,011466
0,(111620
0,011774
0,1)11929
0,0121)S6
0,01-2-243

0.0)2491
0,012561
0.01-2721
0.012885
0,015016
0,013-209

0,015574
0,015510
0,015706
0,013874
0,01-4043
0.014215

0,01-4584
1),014556
0,0147-29
0,014905
0,015078
0,015-255

0,013432
0,015610
0,015789
0.015970
0,016151
0,016354

0,016.317
0,016702
0,016887
0,017074
0.017262
0,017150

0,017640
0,017831
0,0180-25
0.018216

0.0184)0

0,0186To

0,018802
0,1)18i-99
0,019197
0,019596
0,01951)7
0.019798

do2Rh

0,020409
0,02061-4
0,0208-22
0,021029

0,0-21238
0,0214-48
0,0-210.59
0,021871

0,02-2084
0,0-22299

0,02251-4
0,0-227-20
0,0-2-20-48
0,023166
0,023386
0,023607

0,0238-28
0.021051
0,112-127,5
0,024500
0,024726
0.021953

0,i)i5182
0,025411
t),li-i'i6 11
0,025870
0,026105
0,1)26539

0,026374
0,026809
0,0270-46
0,027-284
0,027523
0,0-27765

0,028005
0,0282-47
0,028 4i)l
0.1128735
0,028981
0,029227

0,029475
0,029724
0.0291)74
0,030225
0.050477
0,050731

,1,050985
0.0512-«)
0,05141)7
0.051754
0.052013
0,052273

0,032534
0,052796
0,0350.5.0
0,055525
0,035589
0,033855

0.034123
0,034.392
0,034661
0,054952
0,055204
0,055477
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ABSCISAS. URDBN'ADAS. ABSCISAS. ORDE.VADAS. ABSCISAS. ORDENA’IAS. ABSCISAS. ORDENADAS.

0.265 0,035752 0,531 0.056369 0,397 0.0s2182 0,403 0,113642
0.266 0.030(127 0,332 0.036721 0,598 0,082*115 0,104 0,114165
0.267 0,03(13i4 0,333 0.057073 0,399 0,083019 11,495 0,114689
0.268 0,056581 0,334 0.057427 0,400 0,083485 0,460 0,115215
0,260 0,036860 0,335 0,0.57782 0,101 0,083922 0,407 0,115743
0,270 0,057140 0,536 0,058138 0,40-2 00815110 ; 0,403 0,116272
0,271 0.037421 0,337 0.(158496 0.403 0,084800 ! 0,469 0.116802
0,272 0.037703 0,338 0,058854 0.404 0,085241 ' 0,170 0,117334
0,273 0,037986 11,339 0,059214 0,403 0,083084 ; 0,471 0,117867
0,274 0,038270 0.319 0.0.5957.- 0,400 0.1»G127 . 0,472 0.118402
0,27 0,038556 0,311 0,059937 0,407 0,086372 1 0.173 0,118938
0,276 0,058843 0,312 0,060300 0.4<J8 U,087018 1 0,171 0,119475
0,277 0,039130 0,343 0,0606'}5 0,409 0,087406 ' 0,475 0.121H 114
0,278 0,039419 0,311 0,06102U 0,410 0,)6T9I5 i 0,470 0,120535
0,279 0.0.19709 0.345 0,061597 0,411 0,088563 0,177 0,1-21097
0,280 0.0twoU 0,316 0.061766 0,412 0,088816 t 0,478 0,121040
0,281 0,0102'32 0,317 0.002135 0,413 0.089209 ' 0,179 0,122185
0,282 0,010386 0,348 0,062306 0,414 0,089723 ' 0,180 0,122731
0,283 0,040880 0,349 0.062877 0,115 0,090179 1 0,481 0,12.3-279
0,281 0,041176 0,350 0.063230 0,410 11,090635 1 0,482 0.12.3829
0,283 0,041473 0,351 0.065623 0.417 0.091094 i 0,483 0,124370
0,286 0,04(770 <A,352 0,061000 0,418 0,091.553 1 0,484 0,121932
0.287 0.012070 0,353 0,064377 0.419 0,092914 1 g 485 0,1-2:3186
0,288 0,042570 0,354 0,064755 0,420 0.092476 | o486 0.126041
0.2s9 0,012671 0,555 0.065131 0,421 0,092.)39 1 0,487 0,1-26398
0,290 0,012973 0,3.36 - 1,06.7)314 0,422 0.0UsiOl 0.488 0,1271»
0,291 0,013277 0,557 0,065896 0,423 0.U9.i870 0,489 0,127716
0,292 ' 0,0.13i>82 D.35S 0,066278 0,124 0,09433.8 0,190 U.128277
0.2§)3 0,013885 0,359 0,006663 0.423 0,001807 0,491 0.128840
0,294 0,044195 0,560 0,067018 0,420 0,093-277 0,492 0,12911)3
0,295 0.044.503 0,361 0,067431 0,427 0,093748 0,493 0.1-29971
0,2« <1.014812 0.362 (i,<)67822 0,428 0,096221 0,494 0,130538
0,297 <'.113123 0,363 0,068211 0.429 0,090096 1.4'95 0,131107
0.298 1.04,5431 0,36.4 0.068601 0,430 0,097171 0,496 0.1.31078
0.299 0,043747 0,365 0.068993 0,431 0.0971118 0,497 0,13-2250
0,300 0,0160G | 0,536 0,069383 0,132 0,098126 0,498 0,1328-23
0,501 0,016370 0,367 0,069779 0,433 0,098606 0,499 0,133398
0,302 0,046692 0.368 0.070174 0,434 0,999087 0,500 0,16yj76
0,303 0,04718)9 0,569 0.070571 0,435 0.099:i70 0.591 0,134353
0.304 0,047328 0,370 0.070968 0,436 11.100031 0,102 1),1.33133
0,303 0.047648 0.371 0.071367 0.437 0,unisco 0,503 0,133714
0,306 0,047968 0,372 0,071767 0,438 0,1010-25 0,594 0,130296
0,3f>7 0,048291 0,373 0.072169 0,439 0,101513 0.503 0,136881
0,308 0,048614 0.374 0.072371 0.440 0.102002 0,506 0,13*%467
0,509 0,<M8938 0..375 0,07297.3 0,411 0,102193 0,507 0,158034
0,310 0,019264 0,376 0.075380 0,44-2 0.10298.3 0,518 0,158613
0,311 0,019390 0,377 0.073787 0,445 0.103178 0,509 0,1.392,34
0,312 0,049918 0,378 0,074193 0,444 0,103973 0,510 0,1.39823
0,313 0,050217 0.379 0,071603 0,415 0.104469 0,511 0,140419
0,514 0,050577 0,.380 0.0%50)3 o.ilo 0,104967 0,512 0,141015
0.315 0,050908 0.381 0.075425 0,417 0.1034'16 0,513 0,141012
0.316 0,.(B12il 0,382 0.075838 0,448 0,105967 0..514 0‘142'280
0.317 0,051.575 0,383 0.07<f252 0,449 0.106469 0,515 0.14is10
0,318 0,051909 0,384 0,076667 0,430 0,106972 0,516 0,143412
0,319 0,05221.5 0,383 0.077084 0,4.31 0.10<476 0..517 0.144015
0,320 0,386 »,077501 0.432 0,107982 0,51H 0,144020
0,321 11,0.52921 0,387 0.077920 0,4.53 0,108490 0.519 0,1452-26
0,322 0,588 0.078341 0,4.31 0,108999 0.320 0,14.5834
0.323 0,0.33601 0,389 0.078762 0,4.35 0,109.509 0.521 0,146444
0,324 0053943 | 0,300 0,079185 04,56 0,110020 0,522 0,447055
0.325 0.1B1286 0,591 0,079009 0,437 0,1105.33 0.523 0.147667
0..326 0,054630 0,392 0,080035 U.4.i8 0,111048 0,524 0,142282
0.327 0,054976 0,393 0.080162 0.459 0,111564 0.5i5 0,148898
0,328 0,053322 0,394 0,080890 0,460 0.112081 0.526 0,149516
0,329 0,055670 0,39.5 0,081319 0,461 0,112600 0527 0,150133

0,330 0,0.36019 0,396 0081750 0,462 0113120 0,528 0,159756



214 TABLA SEGUNDA.

ORDENADAS. ABSCISAS.  ORDENADAS.

0,br) 0.151378 0,595 0196273 0,661 0249614 0.727 0513563
0,550 0,152002 0,596 0,197016 0,662 0,250496 0,728 0,314425
0,551 0,152628 0,597 0,197759 0,663 0,251581 0,729 0,315486
0,552 0,153256 0,598 0,198504 0,664 0,252267 0,730 0,316553
0,553 0,163885 0,599 0,199251 0.665 0,253157 0.731 0,317622
0,534 0.154516 0,600 0200000 0666 0254048 0,732 0.318695
0,555 0,155148 0,601 0,200751 0,667 0,254943 0,733 0,319771
0,536 0,155782 0,602 0,201504 1 0,233839 0,734 0,320851
0,531 0,1.36418 0,605 0,202259 0,669 0.256758 0,735 0,321933
0,558 0,15701« 0,604 0,203016 0,670 0,257639 0,736 0,523018
0,539 0,157694 0,603 0,203775 0,671 0,258543 0,737 0,3iHO7
0,540 0,158335 0,606 0,204556 0,672 0,259449 0,738 0,525199
0,5-il 0,158978 0,607 0,205298 0,673 0,200358 0,739 0,326295
0,542 0,159622 0,608 0,206063 0,674 0,261269 0,740 0,327393
0,543 0,160268 0,609 0,206830 0,675 0,262182 0,741 0,328495
0,544 0,160915 0,610 0,207599 0,676 0,265098 0,7-42 0,329600
0,545 0,161504 0,611 0,208569 0,677 0,264017 0,743 0.330709
0,546 0,162215 0,612 0,209142 0,678 0,264938 0,744 0,531821
0,547 0,162868 0,613 0,209917 0,679 0.265862 0,745 0,532936
0,548 0,163522 0,614 0.210694 0,680 0,266788 0,746 0,334054
0,549 0,164178 0,615 0,211473 0,681 0,267717 0,747 0,355176
0,551 0,164835 0,616 0,212254 0,682 0,268648 0,748 0,336501
01/\ 0,165495 0,617 0,213037 0,683 0,269582 0,749 0,337430
0,552 0,166156 0,618 0,213822 0,684 0.27iei8 0,750 0,338562
0,8)3 0,166819 0,619 0,214609 0,271457 0,751 0,339698
0,554 0,167484 0,620 0.215398 0,272398 0,752 0.340837
0,555 0168150 0621 0.216189 0273343 0,753 0341980
0,536 0,168818 0,622 0,216983 0,274281) 0,754 0,343126
0,357 0,169488 0,623 0,217778 0,275239 0,755 0,344275
0,538 0,170159 0,624 0,218576 0,690 0,276191 0,756 0,345428
0,559 0,170832 0,625 0,219375 0,691 0,277145 0,757 0,346585
0,560 0171507 ,626 0,220177 0,692 0278103 0,758 0317746
0,561 0.172181 0,627 0,220981 0,695 0,2%1H)62 0,759 0,318909
0,562 0,172863 0,628 0,221787 0,694 0,280025 0,760 0,350077
0,563 0,173543 0,629 0,222595 0,695 0,280991 0,761 0,551248
0,561 0,174220 0,630 0,223405 0,696 0,281938 0,762 0,332425
0,565 0,174909 0,631 0,224217 0,697 0,282929 0,763 0,353602
0,566 0,175595 0,632 0,225032 0,698 0,283902 0,764 0,354784
0,567 0,176282 0,633 0,225848 0,699 0,284878 0,765 0,355970
0,568 0,176971 0,634 0,226667 0,700 0,285837 0,766 0,357159
0,569 0,177662 0,635 0,227488 0,701 0,286839 0,767 0,358353
0,570 0,178355 0,636 0,228511 0,702 0,287823 0,768 0,359350
0,571 0,179050 0,637 0,229136 0,703 0,288810 0,769 0,360751
0,572 0,179747 0,638 0,229964 0,704 0,289890 0,770 0.361956
0,573 0,180445 0,639 0,2.30793 0,705 0,290795 0,771 0,363165
0,574 0,181145 0,640 0,23162.5 0,706 0,291788 0,772 0,364378
0,575 0.181847 0,641 0,232459 0,707 0,292787 0,775 0,365594
0,576 0,182551 0,642 0,233295 0,708 0,293-89 0,774 0,366814
0,577 0,183256 0,643 0,234134 0,709 0,294792 0,775 0,368039
0,578 0,183963 0,644 0,234975 0,710 0,295798 (1,776 0,569267
0,579 0,184672 0,645 0,255818 0,711 0,296808 0,777 0,370499
0.580 0,185385 0,646 0,236663 0,712 0,297821 0,778 0,371736
0,581 0,186096 0,647 0,237510 0,713 0,298836 0,779 0.572976
0,582 0,186811 0,648 0,258360 0,714 0,29985-i 0,780 0374221
0,583 0,187527 n.6i9 0.239212 0,715 0,300876 0,781 0,375469
0,584 0,188246 O,«» 0,240066 0,716 0,301900 0,782 0,376722

0,188967 0,651 0,240922 0,717 0,302927 0,785 0,377978

0,189689 0,652 (1,211790 0,718 0,303957 0,784 0,379239

0,190415 0,653 0,242642 0,719 0,304990 0,785 0,380504

0,191139 0,654 0,243505 0.720 0,306026 0,786 0.381774

0,191867 0,655 0,244571 0,721 0,307063 0,787 0,383047

0,192597 0,656 0,215239 0,722 0,308107 0,788 0.384325

0,193328 0,657 0,216109 0,723 0,309152 0,789 0.385607

0,194062 0,658 0,246982 0.724 0,310200 0,790 0,386895

0,194798 0,659 0,247837 0,723 0,3112.51 0,791 0.388184

0,195535 0,660 0,248734 0,726 0,312305 0,792 0.389479
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ABSCISAS  ORDENADAS.  ABASAS ORDE»AD(S. ABSOSAS  ORDENADAS. ABOSAS  CRCENADAS

0,793 0.390778  0.853 0,478094 0,913 0,592041 0,973 0,769195
0,794 0592082 0,854 0,479727 0,914 0,594286 0,974 0,773452
0,795 0393391  0.855 0,481375 0,915 0,596546 0,975 0.777795
0.796 0,594703 0,856 9,483024 0,916 0598826 0,976 0,782230
0.797 0,396021 0,857 0,484684 0,917 0,601113 0,977 0.786761
0,798 0,397343 0,858 0,486351 0,918 0,603420 0,978 0,791395

0,799 0,398669 0,859 0,488025 0,919 0,605741 0,979 0,796140
0,800 0410000 0,860 0,489706 0,920 0.608081 0,980 0.801003
0,801 1401336 0,861 0-491395  0.921 0,610438 0,981 1.805992
0,802 ,402670 0,862 0,493092 0,922 0,612810 0,982 .811119
0,803 0,404021 0,863 0.494796 0,923 0,615200 0,983 0.816594
0,804 0,405371 0,364 0,496508 0,924 0,617608 0,984 0,821832

0,805 0,406725 0,865 0.498228 0,925 0,0)20033  0.985 0.827446
0,806 0 408085 0,866 0.499956 0,926 0,622477 0,986 0. 8332%5

0,807 0,867 0,501692 0,927 06249.39 0,987 O 839230
0,808 0 410817 0,868 0503436 0,928 0,627420 0,988
0,809 0,ii2i9i 0,869 0505188 (i,929 0,629921 0,989 0 852084

0,810 0415570 0870 0,506948 0,930 0,632441 0,990 0,858933

0811 0414954 0871 0508717 0931 9634981 0991  0.866138
0812 0116347 0872 0510494 0932 0637342 0992 0873762
0813 041773 0873 0512280 0933 0640124 0993 0831886
0814 0419135 0874 0514074 0934 0642727  0jit94 0890620
0815 0420539 0875 0515877 0935 0645352 0995  0.900125
0816 0421948 (0876 0517689 0936 0648000 0996 0910647

0,817 0423362 0,877 0.519510 0,937 0630671 0997 0922598
0818 0421782 0878 0521339 0,938 0053365 0998  0,936786
0819 0426107 (g79 0523178 0,939  0&i6083 0999  0.955290
0820 0427637 088»  U.525026 0940 0638826 09991 0957585
0,821 0429072 (881 0526884 0,941 0.C61594 09992  0.960008
0822 0430515 0882 0528751 0942  0,664389 09995  0,962590

0,823 0,431959 0,883 0.530627 0,943 0667207  0.9994  0,965364
0,824 0.433410 0,884 0,552513 0,944 0,670055  0,9995  0.968381
0.825 0,434867 0,885 0.534409 0,945 0.672930  0.9996 0971719
0,826 0436330 0,886 0,536315 0,946 0.675853  0,9997  0,975507
0,827 0437798 0,887 0,538231 0,947 0,678766 »9998  0,980001
0,828 0,439272 0,888 0,540157 0,948 0,681750 0999  0,985)"8

0,829 0,440753 0,889 0,542093 0,949 0.684724 099991  0.986584
0.830 0,442237 0,890 0544040 0,950 0687751  0,99992  0.987331
0,831 0,445728 0,891 0,545997 0,951 0.690809  0,99995 0,988168
0,832 0443024 0,892 0547965 0,952 0.693902  0.99994  0,989046
0,855 0446727 0,893 0549943 0,953 1697030 0,99903  0,990000
0,834 0,448236 0,894 0551935 0,954 700193  0,99996  0,991(»6

0,8W 0449750 0,895 0553934  0.955 0.703594  0.99997 0,992234
0.836 0451271 0,396 0555946 0,956 0,700653  0,99998  0.995675
0,837 0,452797 0,897 0,557970 0,«57 0.709912 0,99999  0.995526
0838 0,461330 0,898 0.560005  0.958 0.713232  1,00000  1,000000
0,839 0,455869 0,899 0.562051 0,959 0,71(»94
0,840 0,457414 0,900 0564110 0,960 0,720000

0,841 0.458965 0,901 0,566(81 0,961 0.723452
0,842 0,460523 0,902 0.568264 0,962 0, 726951
0,843 «.46-086 0,903 0,570360 0,963 0,7304.9 .
0,844 0,463657 0,904 0.572468 0,964 0. 734098
0,845 0,465234  0,9(» 0574588 0,965 0.757751
0,846 0,466817 0,906 0576722 0,966 0,741458

0,847 0,468407 0,907 0578869  0.967 0,745224
0,818 0,470004 0,908 0581030 0,068 0.749a')0
0,849 0471607 0,900 0,583204 0,969 0,752939
0,850 0473217 0910 0,585392 0,970 0.756895
0,851 0474854 0911 0587594 0,971 0,760921
0,852 0,476458 0,912 0,589810 0,972 0,765019






TABLA TERCERA.

ABSCISAS Y ORDENADAS

DE LA PARABOLA EN PUNCION DEL PARAMETRO-UNIDAD, POR

INCREMENTOS DE LAS ABSCISAS. DE 1 EN 1 DIEZMILESIMA DE

0®.0020, A 0*,013; DE S EN g DIEZMTLESIMAS. HASTA O®,046;

DE 1 EN 1 MILESIMA, HASTA 0“.220; Y DE 2 EN 2 MILESIMAS,
HASTA O™.300,



218 TABLA TERCERA.

ORDENADAS.

0,0020  0,00000400 o0,008s  0,00007396 0,0210 QA5 00690 0004761

0,0021 0,00000411 0,0087 0,0000736.) 0.0215 0,9006(1925 10,0700 0.1)04900
00022 0,0ulK)048i 0,0088  0.00007741 Q@)  o.0mi625 ¢ 00710  0.005041
0,0(t23 0,00000,529: 0,0((89 0,00007921 0,02)5 0,1100631)25 0,0720 0,003184
,0021 0,noli0a576j 0,11090 0,00008100 0,0260 (1,00967690 0,0730 0,005329
0,0025 0,00000625 u.0091 A 0,0265 0,00070223 (1,0740 0,005476
00026 0,00000676' 0.0092  0.09008464 Q020  0000"2:kK) 0,075()  0,005625
0,0027 6>00000729 0,0093 0,090 8619 0,0273 0,0007592' 0,0791) 0,005776
0,0028 10005784 0,0094 0,00008836  (1,0280 0,0007819( 0,0770 0,005929
0,0020 Ol) 10841! 0,0095 0,(10009023 § g285 0,00081225 0,0780 0,006084
0,0030 Kg9gu| 0,0996 0,00009216 0,92)0 0,0(Xi841()(i 0,0790 0,006241
0,0031 OOuO 0,0097 0,000(19409 (0293 0,00087023 0,1)800 0,006400
0,0032 orooomzi' 0,0098 0,00009(X)4 ¢ 0300 0,00090000 10,0810 0,006561
0,0053 0,018101089; 0.,0099 0.00-J00SOl  0,9305 0,00093920 0,(1820 0,006%24
0,0034 600001156 0,0100 awo()h:oshi 00310 0,00996199  0,08.30 0,006889
0,0035 0,00001223 0,0101 20,1315 0,091199223 0,0810 0,007056

0,0036 0,00001296 0,0102 0,(K)010.104 09320 0,(101924(1(1  0,0831) 0,007225
0,0037 0,00001569! (1,0103 0,00010609 0,0323 0,09103625 10,0860 0,007596

0,0038 0,0000144V 0,0104 0,00010816 (0330 0.0ni0SIMMi 0,0870 0,007569
0,0030 0,0IK)01u20 o0,01ii5 0,00011025 (.0335 0,00112225 (1,0880 0,«J07744
0,0010 8,8%&%2 U,0106 0,00011236  0,03.19 (1,901136(«I  0,0890 0,007921
0011 ) 0,0107 0,00011440 (0313 0,90119925 0,0900 0,008100
0,0012  0,00001764' 0.0108 0,00011661  0,i(3.)0 0,901223(K  0,1)910 0,008281
0,0015 0,00001849 o0.0109 0,00011881 ,0355 (,00120925 0,0920 0,008464
00041 0,00001930 0,0110 000012100 0360  00012)60 0.0930  0.008640
0,0045 SI ,00002023 (1,0111 0,00012321 0363 0,901.33225 0,09-40 0,008836
0,0016 00002116 10,0112  {1.01)912544 g 0370 0,09136 MO 10,0950 0,009025
0,0047 O« 002209 0,0113 0,(10:i12769  0,9375 0,1)0119625 0,0969 0,003216
0,0018 22301 0,0114 0,00012996 0,0,780 0,00111199  (1,0970 0,009409
0,0040 0,015 0,00013223 0383 0,00118225 00,0980 0,009604
0,0050 0,0i;ua2500 0,0116 0,00013436 0390 0,00152100 0,0990 0,009.801
0,00.51 0,0 (J(i21101 0,0117 0,0;i013689  0,03i)3 0,0«lu6u25 0,1090 0,010000
0,0052 0,00002701 ¢ ,0118 0,09015924 Q(]]fD «,001609(K1  0,1010  0,010201
0,00.53 0,00002809 o,()j19 0,00014161 0493 (),09Ifii'125 A 0,010104
0,0051 0,00(X)2016 (4,0120 0,99014400 00,9410 0.0O0iesifli  0,1030 0,010609
0,0055 000003025‘ 00121 0,00014641 (0415 0,00172223 0,1040 0,010816
0,0056 0,0(7003136' 0,0122 0,90014881 0420 0,0ni76.'M) 0,1030 0,011025
0,0057 0,0:J00324i1 0,0123 0,00013129 g 0423 0,00180625 0,1060 0,011230
GUIB  U0000BM4 00124  0,0((013376 0.0430 €,0018i90)( 0,070  0,011449
0,0050 0,000031811 ¢,012.5 0,0(X)1S62.5 0,0435 0,00189225 0,11)80 0,011664
0.IKXiO 0,000036110 o0,0126 0,00013876 0440 0,09193609 0,1090 0,011881
00061 0,00005721' o017  0,09016128 oloa13  o.00198025 0,1100  OQOI211)0
0,0062 0,00003841- 0128 0,00016381 0,0450 0,00202500 &111 0,012.321
0,0065 A 3 , 0.0129 9,00016611 0,0460 0,002116 10,1)12544
0,0064 0,00004096 00130  0.90016900 0,0470 0,0022B  o.1130 ' 0012769
0,0065 0,00004225' 0,0133 0,90018223 (0180 0,91)23"4 0,1140 0,012996
0,0066 0,00001356, o,0140 0,900i96(U(  0,0490 0,002401 0,1130 0,013223
0,0067 0,00004489 0.,0145 9,00021023 0,0500 0,002500 0,1160

0,0068 ,0C 4{ 00L“0  0.00022309 g 0510 0.002601 01no  o0.015689
0,0069 00U00476 0,0153 0,(H)024023 g 9320 (1,002704 0,1180 0,015924
0,0070 001900! ¢ 0160 0,00025600 (- 0330 0,002809 0,1190 0,014161
0,0071 00000 511 o.0163 0,0(102*225  0,0540 0,002:116 0,1200 0,014100
0,0072 0-(K00318|! 0,0170 0,00928990 0,0.550 0,003023 0,1210 0,01'U)4t
0,00%3 0,00005529! ¢,0175 0,00(1.30620 g 9560 0,003156 0,1220 0014884
00074  0,00005176! ¢ o150 0,00032400 0570 0.003249 0 1f"30 0,015129
0,0075 0,00005623; 0'018.5 0,00034225 0580 0,003364 OlitO  o.013376
0,0076 0,00005776 o nigo 0,00056 UM) 0,0590 0,003481 (1230 0,01362.3
0,0077  0(GOCK\5929 0,0193  0,90038023 10,0600 0,003600  0,1260  0.015876
0,0078 0,0(1006084  (,0200 0,000400110 0,0610 0,003721 01270 0,016129
0,0070 0,X10062il 0,0203 0,00042()25 0,0620 0,003814 0,1280 0016384
0,0080 00000640(1 0,0210 0,90044100 10,0630 0,003960 0,1290 0,016641
0,0(181 6561 0.021.5 0.{K)04(i22"i 0,0640 0,00.1096 (»,1300 0,016900
0,0032 000 06721 0,0220 0,90018409 0,0650 0,004225 0,1310 0,017161
0.00s3 0,0 )ii06889 0.0223 novommyzs QIQDD  o0.004356  0.1320 0017421
i,(H18i (1.0r00'fRB  0,0230 U,00n.H29(M)  0,0670 0,001189 0,13.30 0,017689

0,0083 000(107225 1,0233 (1,00053227  0,0680 0,004024  0,1340 0,017956



0.018225
0,018496
0,018769
0,019044
i),019521

,019600
0,619:81
0,02t'164
0,020149
0,050736
0,021023
0,021316

0.021609
0,021904
0,0222J1
0,1i225ti0
0,022801
0,023104

0,023109
8,% 3716

,021«
0,021336

0,024649
0,024964

0,025281

0,027225
0,027536
0,027889
0,028224
0,028561
0,028900
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0,029241
0,02958.4
0,929929
0,050276
0,030625
0,039976

0,031329
0,031684
0.032041
0.03211J0
0,032*61
0,033121

0,033189
0,033856

0,034969
0,035341

0.033721
0,036100
0,036181
0,036864
0,03*2.49
0,037656

0,038025
0,038416
0.058809
0,059204
0.039001
0040000
0,040401
0040804

0,042136

0,042849
0,043264

\ 1
0,014944

0,043369
0,045796
0,046225
0,046636
0,047089
0,047524

0,048100

0052900

0,053824
0,054*66
0,055696
0,056644
0,057600
0,058364

0,059536
0,060316
0,061504
0,062500
0,963304
0,064316

0,065336
0,066564
0,06760»
0,068644
0,069096
0,070*36

219

0,071824
0,072900
0,073984
0,0750*6
0.076176

7284

0,078400
0,979524
0,080656
0,081796
0,082944
0,084100

0,085264
0,086436
0,087616
0,088804
0,090000
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A dbre los problemas indetermina- 21 23. Dadas las coordenadas de un punto,.
-------------------------------------------- hallarla formula de todarecta que )
w. Hallar la férmula general de una pase Por él i} 35
recta que paa por el origen de 21. Hallar la expresion de una recta t
, las coordenadas.. .32 que pata por dos puntos dados
Observaciones 33 25. Toda ecuacion de primer grado con
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dos variables, tiene per lugar geo- tos, determinar la férmula de su
métrico una recta 36 distancia.— Observacian....

Dadas las coordenadas de dos pun-

CAPITULO Il.—Fdérmulas del circulo y de la tangente.

Hallarlaexpresiongcneraldel circu- 28. Determinacién de toda recta tangen-
lo,—observaciones.. 39 te & un circulo .

CAPITULO IlIl.—Trasformacion de coordenadas.

Cuestion fundam ental. 40 ejes oblicuos & otro rectangular

Hallar las nuevas cocrdenadas dc que tenga el mismo origen .
un punta cuando se trasporte el 33. Determinar lasexpresionesde Iasco—
origen sin cambiar la direccién ordenadas de un punto para pasar
de los ejes. 46 de un sistema de ejes rectangula-

Determinar Ias expreslones de las resdotro también recianguiarque
coordenadas de un punto para pa- tonga el mismo origen.
sar de un sistema de ejes rectan- 34. Dadas las coordenadas de un punto
gulares 4 otro de oblicuos (jue referido & ejes oblicuos, hallar las
tengan el mismo origen 7 formulas para pasarliotro sistema

mbién li n I mis-

Hallar las férmulas de las coorde- ta bé oblicuo que tenga e s
nadas para pasar de un sistemade mo origen..

CAPITULO IV.—Coordenadas polares.
Condiciones simullaneas y dctnlclo- denadas para’pasar de no slslem.a \
rectangular a otre polar, cuyo eje
Sl tangul tre pol yo eje 1

Dadas las coordenadas rectangulares tenga una' inctinaciun conooda ... f
de unpunto bailar susexpresiones 38. Hallar las formulas para pasar de un
para pasard un sistema polar do sistema de ejesoblicuos & otro po-
eje paralelo... Ss lar N

Determinar losvalores de las coor- 39. Observaciones..

CAPITULO V.—Secciones conicas.

Determinacion de las curvasplanas. ’ curva seaAuna expresién racional

Hallar laexpresién de un rofio recto 55 de Iaabéelvsa............. N e
V de toda seccion causadacu él por 52. En toda hipérbola, la diferencia de
iin plano.— O bservaciones— los radios vectores tirados I un

Determimar la formula >ie la elipse mlsrrwo p{”‘m’ es constante € igual
referida &4 uno de los vértices — 58 53 L aldelslp”mdem'é PR

Hallar la expresion de la elipse con . a do _E ordenada de a. perbola.
relacion & su centro. que pisa por el focoesigualalpa- |

Los circulos (razados Sobre los ejes 59 rametro... - S .
quedan el yno inscrito yel otro cir- 54. Hallar la expresiéon polar de la hi-j
cunscrito ala elipse ... perbo'la.

Determinar los puntos cuyas tan- 55. Determinar la formula de la parabo-
cias 4 lo.sde la nlipse sean una ex- la referida & su vértice.— Obser-
presion racional de su abscisa..s 60 56. En 5 UxdTados de

En toda elipse la suma de los radios )
vectores de cada punto esconstan- las ordenadas son proporcionales
te & igual al eje primero Obser I las abscisas correspondientes. .

9 Jep . 61 57. Determinaron punto cuya distancia
vaciones. . : A .

La doble ordenada que pasa por el 4 cualquiera de ins de la parabola,

foco de laelipse, es igual al parn- sea una expresion racional do la
' 6l abscisa.. o*

" ;;I‘;'r"l‘;‘;‘c';'a é'n";]'K')‘I'a"r"d';"l;"e';'i'p';'e 58. Todoslos punlosde la parabola equl-
cuando el polo se encuentra en el distan dol focoyde la directriz. —
foco-— Observacion. 59. L Odbsslrvaclznesd N

Determinarla expresion de la hlpel" ) a doble ‘ordenada que pasa por
bola referida al extremo de su eje foco en toda parabola, es igual al
primero Ovértice ... . parametro. ummmw

Deducirla formula de la hipérbola 60. Hallar la ecuacion piriarde la para-

bola cuando el polo se halla en el
referida 4 su centro.

Hallar los pontos dcl plano de una foco
hipérbola cuya distanciad losde la

CAPITULO VI.—Tangentes y diametros de las curvas.

L 62, Dada la ecuacion de UNdcurva, de-
Dada una curva por su ecuacioén, ha- N R | | de | bt
Ilar la expresion de sutangente en erminar e va.or e lasubtangen-
te correspondiente | un puntodc-
un punto dado. 75
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terminado 76 81. Hallar la formula de la normal & la
63. Dada la ecuacién de una curva ha- \ parabiria en un punto conocido... 90
llar la férmula de la normal deun i 82. Determinarla suh-normal relativa &
punto conocido 4§ un punto do la pardbola.—Obser-
64. Dada ana curva, bailar la expresnon i vaetones 91
de la subnormal correspondlentca 1 83. Hallar la expresion del angulu que
W punto determinado............c....... forma la tangente 4 la pardbola
65. Determinar la férmula de la tangen- coa el radio vector tirado al pun-
ted la elipse en un pthodadn \ to de contacto.— O bservacién... 92
66. Expresion de la sub-tangente i la / 84. Diametro de las curvas.— Uclinl-
i 218 clones 93
67. Férmula de la normal & la elipse en \ 85. Si una curva tiene centro, en su .
un punto conocido 1 ecuacién no aparecerdn las pri- i
68. Determinar la expresion de los angu- meras potencias de las variables, |
los ?ue Iatangente en un panto de CONSECUBNCIAS oo | Q&
lae ipse forma con los radios vec- 86. Dada la expresion de una curva re- /
tores correspondientes al mismo ferida a4 cualesquiera ejes, delcr- |
puntol_observaciones 79 minar las coordenadas de su ]
69. Hallar la expresion de la tangente & . centro.—Consecuencia .
la bipérbula en un punto dado por | 87. Teda curva refetida & un diametro y '
sus coordenadas %(81 4 una paralela al sistemado cuer-
70. Determinar la formula de lasub-tan- das que divide en mitades, care-
gente de un punto de la hipérbola. * ce en su ecuacion de la primera |
71. Hallar la expresion de lanormal 4 la potencia de una de las variables. \ 96
h|perbo|a en un punto dado.......... S\ 88. Las propiedades de la elipse res-
7i. Determinar la formula delasub-nor- I cto & sns ejes, se verifican tam -;
mal en un punto de la hipérbola.. iCD con relacion asus diametros
73. Determinar el angulo que la tangen- CONJUGAT 0 coreremvsensornrenensssnsernsncos o
te de un punto de la hipérbola for- 89. En toda elipse, la suma de cuadra-
macon los radios vectores tirados dos de lossemi-iliametros conju-
al mismo pumo . 83 gados, ESigual & la de los cuadra-
7i. Los puntos de |asas|mo[as auna h|_ dos de 10S Serai-ejes . 97
pérbola se aproximan & los de la 90. Las propiedades de la hipérbola
curva cuanto masscalcjaodel ori- respectu & sus diametros conju-
gen . 84 ga(fés, son las mismas que las que
75. Hallar la expresion de la hipérbola tienen con relacién 4 sus ejos... 99
referida & sus asintotas. — Obser- 91. En toda hipérbola la diferencia de)
vaciones 85 cuadrados de los semi-didmeiros |
76. Determinar la formulade la tangen- conjugados, es lgual & la de los
te & una hipérbola con relacion i SEM i-€jVS ..>100
sus asintotas 87 92 El paralelﬁgramu construldc sobre !
77. Hallar la expresion de la snb- tan- los diametros conjugados, es |
gente asintolica.—Observaolones. equivalente al rectanguio traza-1
78. Lossegmentos de una recta cualquie- do sobre losejes.. f—
ra, comprendidos entre cada rama ) 88 93. Las diagonales de cualquler para-
de U hipérbola ; su asintota inme- lelégramo construido sobre los
diata son iguales. — Lonaocuen- diametros conjugados, son las
asintotas do la hipérbola.. 101
79. Hallarla férmula déla tangenteala 94. Todarecia paralela al eje de U pa-
pardbola en un ponto dado........ rabola, eiseca UA sistema de
60. Determinar la expresién do la snb- 90 cuerdas paralelas /~Va tangente en
tangente correspondiente 4 un sn extremo.. ion
punto dado de la pardbola............ 95. Observaciones.. 194
APLICACION AL ESTLT)IO, TRAZADO Y REPLANTEO DE CAMINOS Y CANALES.
CA.PITULO PRIMERO.—Problemas de topografia.
96.0bjeto y proredimlento.. 105 das y veflicales. ... B
Trazar una recia que pase por dos 102 Problema 1.—Medir una disuncia 112
pantos dados sobre el terreno.— horiioatal.— Casos que pueden
Lasos qae se presentan.. . 106 oesrrir..
9». Levantar perpendiculares a una 103. Problema !l. — Hallar la extensién
recu dada.. . de unarecta inclinada.... 114
Tnzar paralelas & una recta cono- 101. Problema Ill.— Medirnna altura 6
rtn e 1089 linea vertical 17
w . CraduacioD de los angulos sobre el 105. Triangol.icion. 119
terreno cuande se c*rece de ins- toe. Dada la base de los puntos de
cn« « “““cnfos para medirlos.. 110 partida, situar los pueblos y lu-
« Medicion de lineas accesibles é in- garea noublesde una 6 mas re-
accesibles, hurizoD lales, Inclina- giones 120
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107. Observaciones sobre la meriida de mente 126
lineas horizontales, inclinadas y 109. Reduccién al horizonte de las dis-
verticales, Y acerca de la triangu- tancias entre puntos nivelados... 128
lacion 1272 110. Observaciones sobre los limites de

108. Conversion de las pendientes en las diferencias en la medicion Y
angulos verticales y reclproca- nivelacion de las lincas.. 150

CAPITULO Il.—Trazado definitive de alineaciones rectasy

curvas.
111. Sistema metédico adoptado 155 118. Observaciones... s 146
112. Determinacién de los angulos 155 i19. Establecimiento dealineaciones cur-
113. Determinacién de los radios... . 157 vas 148
114. Casos que pueden presentarse— 139 120. Trazado de curvas portangentes su-
115. Co.ndiciones que modillcan la de- cesivas.— Observaciones... . 149
n terminacion de los radios.. . 141 121. Duplicacién de las tangentes y de
11~ Férmulas para preparar la solucién las cuerdas... . 131
de los problemas sobro ciertos ]22. ObservacloD importante. . 153
pantos (le sujecion... - 142 123. Trazado de las vias de acordaciéon. 154
117. Problemas y ejemplos numéricos... 144

CAPITULO I1l1.—Caélculo de coordenadas y replanteo de curvas.

124. Sistemas (le coordenadas.. -e» coordenadas del circulo .. . 166
125. Coordenadasrectangulares 136. Uso y aplieacioii pan obtener las
126. Coordenadas do ios angulostrigono-. co(irdcna(las de la elipse. . 167
m étricos.. — 137. TABLA TERCRRA.—Coordenadas
127. Coordenadas de puntos criuldistantes 156 déla parabola.. SOV N1 ]
fijados sabré las tangentes por \ 138. Uso y aplicacion.. e 171
incrcmemos enteros... 139. Consideraciones acerca de las cur-
128. Coordenadas tomadas sobre o] arco vas planas 172
en decametros 6 por Incrementos 140. Replanteo de las corvas parabdlicas, i ...«
de 10 en 10 metros . 137 141. Problema | j
129. Coordenadas de puntos desequidis- 142. Problema 11
tantcs por incrementos fracciona- 143. Problema Ill.. 17%
rios 138 114. ProblcmaiVv 181
130. Combinacionde coordenadas en fon- i 145. Aplicaciéon del céalculo difcrcnciat &
clon de la« tangentes y de las i las coordenadas polares y rectan-
cuerdas sub-tendentes que dan f gulares 183
ordenadas complementarias... .1 146. Uso del calcalo integral pora hallar
131. Construccion y disposicion, uso y ( las longitudes de ias curvas pla-
aplicacién de las tablas de coor- i nas 186
denadas , 147. Relacion nprozimada entre los semi-
132. TARI,A I-RI31ERA.— Coordenadas ejesy lalongilud detarco del cuar-
del circulo.. 162 to de elipse.— Anpiicaclon 187
133. Uso V aplicaciéon. 163 148. Hipérbola... 188
134. TABLA SEGUNDA.— Coordenadas 14.9. Paréabola 189
del circulo y de la elipse.. e 164 130. Anplicacion. 190
133. Uso y aplicaciéon para hallar las
TABLA BrtliVIBBA.

Abscisas y ordenadas, por Incrementos del arcode circnlodc 5'en 5' de O”4 10°; de 10" .
en ID', basta20°; do 50" en SO' hasta40°; y de 60" en 60", hasta 90°... ...191-209
TABLA SEOXIJXBA.

Abscisas y ordenadas del cuadrante det efrculn en funciéon del radio-unidad, por incre-
mentes de las abscisas, de 1 en 1 mitésimade Om ,001 4 Om ,999; y de len 1 diczmiiési-
ma hastaim ,000: siendo aplicables & las coordenadas de la elipse... ...211-215

TABLA TEBOLBA.

Abscisasy ordenadas de ta parabola en fundén del parametro-unidad pririncremento; (fe
las abscisas, de 1 en 1 diczmilésima de Om ,0020, 4 Om ,0i3; de 3 en 3 diezmilésimas,
hastaOm ,046;do 1 en 1 milésima, hastaO» ,220; y de2 en 2 milésimas, hasta Om ,300. 217-2w






Este Tratado se lialiora ie venta por separado de las Tablas Trigowme-
tricas COMFLBAEMTALIAS, a 4 cscudos en las principales librerias de Madrid y
de provincias.

Acimtm'sirflcion, calle de la Hiedra, nim. 5y 7, imprenta.

OBRAS EN PRENSA.

Plan gekebal de cOMLmCACIONES.-CoDliene el anle-froyecto para esta-
blecer la red coniplela de feiro-cnrriles de un modo tal, que su realizacion
pueda satisfacer & la vez las necesidades de Espafia en sus relaciones interio-
res y exteriores, segun las condiciones politicas y militares, administrativas
y comerciales. A esta obra acompafian dos mapas 6 cartas itinerarias de
la remmula Esfafiola : en una de ellas se representan las vias existentes,
ya en ejplolacion, en construccion 6 en proyecto, tal como se bailan en el
dia; y en lo otra se fijan los ejes de las lineas radiales y de los troncos tras-
versales de los redes, maicando los cruceros y demas puntos de umon, é
indicando el entronque de cada uno de los ramales principales y los empal-
mes de los secundarios que forman las ramificaciones de distintas catego-
rias, parala mas acertada ejecucion de las diferentes ciases ddvias, por el
orden de preferencia.

T ratado E.spEciAL.-Se divide en tres partes, que componen otros tantos
volimenes.

En la primera se trata de los estudios fundamentales 6 investigaciones
acerca de los mejores sistemas para el establecimiento y explotacion de los
ferro-caniles, conforme & las condiciones & que hayan de satisfacer, en vista
de los Gltimos adelantos.

La segunda conliene Jos principios y bases que deben servir de funua-
mento para la determinacion y trazado de los caminos ordinarios 6 carretel.

La tercera comprende los estudios aplicables & la navegacion interior,
aprovechamiento de aguas, desecamiento de lagunas y saneams»
renos.



