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INTRODUCCION.

Cuando en 1856, siendo alumno de la Escuela especial de Arqui­
tectura el autor de estas líneas, fué destinado por Real órden al Cuerpo 
facultativo subalterno de Obras públicas, en virtud de concurso ante 
la Escuela de Ingenieros de Caminos, los obstáculos insuporaldes con 
los medios de acción de que podia disponer en el ejercicio de su em­
pleo , le hicieron conocer desde luego la gran diferencia que existe entre 
la teoría y  su aplicación inmediata.

De muy pocas obras podía entonces valerse, tal vez de ninguna, 
para los estudios y buena elección de trazados; pues las que se habían 
publicado, unas, solo contenían simples indicaciones ó reglas prácticas 
para resolver los casos mas ordinarios en terreno poco accidentado: 
otras, por su excesiva extensión, tenían el grave inconveniente de pre­
sentar mezcladas las cuestiones relativas al proyecto, ejecución y ex­
plotación de caminos de hierro, carreteras y  canales; y  otras, en fin, 
carecían tanto de cuerpo de doctrina, como de los medios auxiliares para 
efectuar con facilidad y  precisión las diversas operaciones topográficas, 
en terrenos muy quebrados, y á la vez los cálculos de suma impor­
tancia, ya al atravesar forzosamente ciertos parajes, cruzando elevadas 
divisorias y  profundos talwegs, ya también al salvar los grandes bar­
rancos y otros pasos peligrosos é inaccesibles.

Pero los principios que deben servir de base en los trazados y  pro­
yectos de las vias de comunicación y los procedimientos adoptados, no 
se han estudiado en España con método y do una manera clara y  pre­
cisa, que permita aplicarlos fácilmente.

Muchas verdades teóricas y no pocas generalidades se hallan espar­
cidas en diferentes obras, así nacionales como extranjeras, que ya por 
lo que estas pierden en la traducción, ó bien por su forma y  dimen­
siones, no se pueden usar en campaña; y  además por su carácter de 
obras de enseñanza no siempre son aplicables sus teorías, a\m cuando 
sea evidente qu9 en la serena región de los principios invariables ó de 
las ciencias puras, la doctrina científica debía ser también constante en 
cualquier época y en todos los países. Pero no sucede lo mismo en la 
práctica con los tratados de aplicación; porque en la esfera impura de
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la realidad, casi es imposible efectuar con toda exactitud lo que ense­
ñan las ciencias fisico-matemáticas. y lo que el entendimiento humano 
comprende en toda su perfección. Así es, que esta última clase de li­
bros varían de una nación á otra y  cambian de día en dia, por las mo­
dificaciones que hay que introducir, según los adelantos y los resul­
tados de la experiencia.

Por consiguiente, no basta sentar principios absolutos, ni descri­
bir analítica ó gráficamente brillantes sistemas que, por buenos que 
parezcan, serán incompletos si las verdades que contienen no están 
bien ordenadas, atendida la mùtua relación que debe haber entre ellas; 
desentrañando las cuestiones para determinar cómo, cuándo, entre qué 
limites y hasta qué punto se pueden aproximar los resultados á lo que 
prescriben las ciencias.

Hó aquí indicado sucintamente de donde proviene la gran diferen­
cia que hay entre la ciencia y  su aplicación inmediata, y la modifica- 
ación que admiten las formas á que están sujetas ó pueden sujetarse 
las variaciones; estableciendo solución de continuidad por medio de 
coeficientes experimentales y de las séries de observaciones para des­
cender de la teoría á la práctica; puesto que siendo constantes los 
principios absolutos en que se funda la primera, y variables los ele­
mentos y medios de acción que se emplean en la segunda, esta vá 
pasando por todos los grados de aproximación, hasta que ímalmente 
la diferencia se halle comprendida dentro de estrechos límites. De los 
procedimientos empleados para conseguir el mismo objeto, con la ma­
yor prontitud y exactitud posible, dimanan los diversos sistemas.

Por tanto. las obras de aplicación y de utilidad práctica, deben 
estar escritas sobre el terreno, en el idioma nacional, con gran copia 
de datos adquiridos en el país; planteando las cuestiones y analizando 
las distintas ú opuestas condiciones que envuelve el problema más ge­
neral , para conciliarias : ayudado también á veces de los mismos prin­
cipios y demás ciencias auxiliares por quienes existen y la combina­
ción de que dependen. Este asunto y la solución de cada problema, for­
marán en todos los casos el complemento, y el conjunto de los resultados 
constituye la parte principal del depósito de la ciencia ; prestándose á 
la modificación que se apetezca, atendiendo siempre á las circunstan­
cias y al objeto propuesto. De suerte que el modo de plantear toda 
cuestión y su resolución, será siempre obra del gènio y  del talento de 
cada facultativo que, interpretando con acierto las fórmulas, sabe 
aplicarlas oportunamente.

Así lo comprendieron en las naciones que se lian colocado á la ca­
beza de la civilización; cuyo perfeccionamiento y notables progresos, 
tanto en el antiguo como en el nuevo mundo, son debidos en su mayor 
parte al gran resorte de la iniciativa individual y al espíritu emprende­
dor y de asociación, porque siendo libres las carreras profesionales, la



educación científica se halla muy generalizada, y  muchos de los cono­
cimientos que abrazan las ciencias, se han hecho vulgares por las in­
numerables publicaciones y  libros de todas clases; formando un am­
biente de saber que dá mucha facilidad para su inmediata aplicación k 
las artes, á la industria y  á la agricultura.

Si en España no se ha generalizado todavía este género de saber, si 
es muy escaso el número de hombres capaces de discurrir nuevos pro - 
cedimientos, y si tampoco hay notabilidades ó especialidades en todos 
los ramos de construcciones, no es culpa de las dotes intelectuales, celo y 
actividad de sus habitantes, cualidades reconocidas por los extranjeros. 
Es entre otras cjiusas, cuyo detenido examen publicaremos oportuna­
mente , por carecer de libros elementales bastante extensos, sobre tan 
vastas materias: es también por falta de un pensamiento preconcebido 
y  de un sistema de ejecución bien combinado; y  sobre todo, por no 
haberse apreciado debidamente la importancia de la iniciativa indivi­
dual y de la libre competencia.

Concretándonos ahora á este pequeño libro, vamos á dar una su­
cinta idea acerca de las secciones en que se divide, de los asuntos 
que contiene, y de las aplicaciones de que se trata.

Pero antes haremos notar una de las primeras dificultades con que 
hemos tropezado, á saber: si convendría descartar las teorías y  fórmu­
las, presentando únicamente las reglas prácticas para los casos más 
comunes, ó si habría que plantear las cuestiones en el terreno científi­
co para utilizar todos los medios auxiliares. En el primer concepto, 
hemos tenido presente que la práctica exagerada suele ser pura rutina; 
y  además, siendo tan diversas y  opuestas las condieiones que deben 
llenar los buenos trazados, y  tan caprichosa la forma de la tierra, seria 
preciso escribir muchos volúmenes si se hubieran de comprender un 
gran número de casos para la mejor elección do trazados en terrenos 
muy accidentados: y bajo el segundo punto de vista, largos y  tor­
tuosos muchos de los procedimientos analíticos y gráficos de exposi­
ción, no siempre conducen directamente á los verdaderos resultados; 
y  complicándose con largas discusiones hacen penoso el llegar á ellos, 
ó acaso dificultan su inteligencia y aplicación. Huyendo de los ex­
tremos, para evitar ambos escollos, y  al mismo tiempo con el deseo 
de presentar un tratado de aplicación al estudio, trazado y  replanteo 
de caminos deshierro, carreteras y  canales tan completo como el que 
más, y  en mucho menor volumen, hemos empezado siempre por las 
cuestiones fundamentales y  fórmulas generales, desde la más complicada 
ó trascedental, hastala más sencilla ó elemental: presentando comoejem- 
plos numéricos los casos más principales, que comprenden mayor nú­
mero de condiciones y  de circainstancias j)articulares entre los de su 
especie. Reducidas ya las fórmulas á su última expresión y  tradu­
cidas al lenguaje vulgar, la solución de todos los demás problc-
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mas análogos, es operación de meras sustituciones ó de las modifica­
ciones concernientes para investigar los giros que, según los casos y los 
accidentes de cada caso  ̂ convenga dar á la cuestión propuesta.

Así hemos podido ordenar y agrupar en un reducido espacio, las 
expresiones trigonométricas y logarítmicas, que con las del àlgebra, 
.reometría elemental y analítica, y con la aplicación del cálculo dife­
rencial é integral, establecen solución de continuidad y constituyen la 
ciencia fundamental en que está basado el presente tratado.

En cuanto á su originalidad, debemos decir que tiene mucho de 
todas las obras consultadas, sin que se parezca á ninguna; y bajo este 
concepto es todo lo original que pueden serlo los tratados de aplicación 
que se fundan en teorías anteriormente demostradas y  que tienden al
mismo fin. , , .. i-

Esta es la combinación con que se ha procurado distinguir este li­
bro de los de su clase, hasta conseguir darle carácter de original, 
-abriendo diversos senderos y siguiendo nuevos rumbos para acortar y 
llegar fácilmente á los resultados por medio del cálculo y de opera­
ciones descriptivas con figuras intercaladas en el texto, y de todas 
las tablas de que nos ocupamos en el cuerpo de la obra.

Para establecerlo todo con orden y método. dividimos este tratado 
en tres secciones;

La primera hará conocer el origen é invención de los logaritmos, 
las definiciones y relaciones de las líneas y colineas trigonométricas 
naturales, y el tipo del cálculo en que se funda la composición de las 
tablas; presentando al mismo tiempo la combinación de los elementos 
necesarios para el trazado de curvas por arcos de círculo. y la reso­
lución de los triángulos rectilíneos.

La segunda contendrá los sistemas de coordenadas y secciones có­
nicas, que son la parte mas principal de este ramo de las matemáti­
cas', por sus infinitas aplicaciones. tanto para el trazado de curvas cir- 
cularL como para las de segundo órden; ocupándose de los medios 
adecuados para expresar las diferentes condicionas comunes á uno ó 
más puntos consecutivos. que frecuentemente producirán ecuaciones 
indeterminadas : con las cuales, será posible hallar en expresiones al­
gebraicas y trigonométricas la situación de un punto, el curso de una 
linea y ,  en general, cuanto tenga relación con la forma y dimensiones 
de los cuerpos.

Y por último, la tercera tratará de la aplicación al estudio, traza­
do y replanteo de caminos y canales, propiamente dichos; de los pro­
blemas de topografía; del cálculo, composición y disposición, uso y  
aplicación de tres tablas de coordenadas de curvas circulares, elípticas 
y parabólicas.

Finalmente acompañan con la portada y el correspondiente apén­
dice , acerca de su disposición y uso, las tablas trigonométricas com-
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plementarias j  trazado de curvas sobre el terreno: de modo que con el 
texto podrán encuadernarse juntamente, ó bien para major comodidad 
en tomo separado.

No concluiremos sin indicar que de intento no nos hemos ocupado 
en primer lugar de la mùtua correspondencia y  enlace de las distintas 
vias de comunicación. y  de las condiciones á que debe satisfacer su 
establecimiento y  explotación; porque este asunto vasto y  prolijo me­
rece indudablemente un plan bien combinado y un tratado completo: 
todo lo cual requiere profundos conocimientos, gran copia de datos 
y  larga experiencia. Esto no obstante, los datos y conocimientos acer-^ 
ca de un Pían general de Obras públicas y  de un Tratado especial, 
-que ha podido adquirir el autor, al ejercer bastante tiempo y en dos 
épocas distintas el cargo de Secretario de inspección de los distritos 
de Sevilla, Córdoba y  Badajoz, y últimamente estando en Empre­
sas, los ordenará y  extenderá si este primer ensayo merece la be­
nevolencia de las personas ilustradas ó imparciales, y  si juzgan que en 
ello podemos servir al país y a la clase á que tenemos la honra de 
pertenecer.

Tal es, en compendio, el libro que ofrecemos á nuestros com­
profesores y tal el objeto que nos proponemos, sin otra pretensión y 
sin otro móvil, qüe el de generalizar y simplificar la aplicación de 
los conocimientos útiles y necesarios ; escitando el celo y actividad 
de los jóvenes estudiosos á su propagación y  perfeccionamiento.
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PRIMERA SECCION.
COIPOSICION DE m  TABLAS TRIGONOMÉTRICAS \  ELEMENTOS DE CljRVAS.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .
inVENCIOIS DE LOS LOGARITMOS Y EXPRESION DE LAS LINEAS Y COLIMEAS.

1.—Res&ña h istó rica d e  los logaritm os.—A! célebre Ju<tq Néper, que 
ba publicaüo á principios de! siglo XVI una obra en latiD bajo el título de 
De mirifici logarithmorum canonie constructione ̂  es debida esta admirable 
íuvenciuQ de inílnitas aplicaciones.

A Enrique Briggs, no ménos célebre, y contemporáneo de Néper, esti­
mulado por este grande invenlor, se debe el sistema de logaritmos ariiíicíales. 
Este sistema se ha dado á conocer en unas tablas de logaritmos de los nú­
meros desde i hasta 20.000 con catorce cifras decimales, y después da 
90.000 á ICO.eoo : precedían á ellas las correspondientes explicaciones en 
inglés acerca de la naturaleza, propiedades, usos y aplicaciones de los loga­
ritmos, publicadas en Lóndres el año 1624, con el nombre de Aritmética lo­
garítmica.

Adriano Vlacq fué el que se encargó de llenar el vacío que había dejado 
Briggs, calculando otras grandes tablas de logaritmos de ios senos, tangentes 
y secantes para todos Jos grados del cuarto de círculo, de minuto en minu­
to,con diez decimales; es decir, de O á 3.400 minuto.s, y para lodos los nú­
meros desde 1 hasta 100.000; así como también una aritmética logarítmica 
escrita en latin y publicada el año 1628, que después se ha traducido al in­
glés y al francés.

El mismo Adriano Vlacq ha sido el que ha calculado con diez decimales los 
logaritmos, senos, cosenos, tangentes y cotangentes de 10" en 10", por me­
dio de los senos naturales, etc. del Opus palalinum. E.sta tabla precedida 
de una trigonometría rectilínea y esférica, escrita en latín, se dió á luz ei 
año 1633 iniitulada Trigonometria ariificialis. Al mismo tiempo se han 
impreso las tablas centesimales que Briggs liabia calculado y rogado á Vlacq 
que se encargara de corregir If. edición, las cuales conlenian los senos na­
turales y sus logaritmos, para los 90“ del cuadrante de la circunferencia, con 
catorce decimales; y además las tangentes y secantes naturales y los logaritmos 
tangentes de los mismos arcos; pero solamente con diez cifras decimales.

Sucesivamente lian aparecido varias tablas do logaritmos más ó ménos
1



completas que haa dndo á luz diferentes ¡lombres ilustrados: entre ellos 
Sherwin que ha publicado el año 172 i unas tablas, las cuales han sidoaumen- 
tddas Y reproducidas por Gardiner en 1742, y otra nueva edición en el ano de 
1770 revisada por el P. Peceñas, y finalmente por Callet y Taylor, con stete 
cifras independientemente de la caracteiística. Las tablas de Lagrange, La- 
nlace Couseii, Mauduit y Delanibrc, lasde Lnlande impresas en 1802, y 1 is de 
Plaiuoles estereotipadas en 1809; las centesimales de C. Borda, y las grandes 
tablas de Prony director de la Escuela de Ponts et (.h^ustes de trancia lla­
madas de) Catastro; eslas últimas tablas son las mils completas que se cono­
cen puesto que están calculadas con odio decimales además de la caraclo- 
ríslica. Y en fin, no obstante las correcciones hecuas por Zach, Véga, Ideler, 
Delambre, Burckarit. Bag-iy y otros muclics hasta el año 1857 , especialmen­
te Brémicker en Derlin, y Lefort en Paris, lian hecho sentir la necesidad de 
una revisión general de las tab'as de Callet, estereoliparlas en 1795, las cuales 
por último han sido corregidas por Saigey y verificada nuevamente la tirada

ene) año 1801. . , , , •- •
Tal es en resúuien la invención trascendental de los logaritmos ncpena-

nos que dan inmediatamente h'S valores de lis líneas y colíneas trigonomé­
tricas naturales, la longitud y áreas de la hiperbólica equilátera, por cuya 
razón se Mamau logaritmos hiperbólicos, y que también se conocen por el tí­
tulo de Corion miri/icus 6 sistema de Neper que tiene la uoidad por módulo; 
y tal el origen de los logaritmos tabulares ó de Briggs, que se dicen vulgares 
porque su base 10 es la misma de nuestro si-.teina ordinario de numeración 
décupla ó decimal.

2 .—Descripción y objeto de las ta b la s .— Nos hemos remontado has­
ta el origen de bis logaritmos neperianos y artificiales, con el doble fin de dar 
á conocer los inventores á quienes somos deudores de unos sistemas de in­
mensas aplicaci'-nes, y las épocas en que fueron publicadas las mejores tablas 
de los sábios cuyos nombres pasarán á la posteridad uni los á sus inmortales 
obras, y al mismo tiempo para recordar á nuestros lectores de dónde pmvie- 
nen las tablas de líneas y colíneas trigonométricas naturales, asi como los ele- 
memos geométricos de curvas circulares en que se funda su composición , uso 
y aplicación al estudio y trazado de alineaciones recla< y curvas, para el e.s- 
tablecimienlo de caminos y canales, resolución de trimgulos y otras muchas 
cuestiones por medio de los cálculos, después de haber hallado las relacio­
nes que ligan á los ángulos y lados de todo triángulo; pero como aquellos no 
podían ligarse directaireete á no ser por ecuaciones muy complicadas, hé 
aquí la ra/.on que lia habido para introducir las líneas y colíneas trigonomé­
tricas como auxilinre.s, cuyos valores numéricos dependen de la abertura de 
los ángulos, y cuyas relaciones con los lados son muy sencillas según veremos
más atlelante. , , . .

Las líneas y colíneas trigonométricas naturales, presentan el valor de la 
langeiitc y colangente, seno y coseno, senoverso y cosenoverso, secante y 
cosecante del verdadero ángulo trigonométrico y el de su complemento, es 
decir, para lo.s arcos complementarios de 0 á 90'' que tienen la unidad por 
ràdio ', y crecen de 30 en 30 segundos, calculadas con siete cifras decimales. 
Son aplicables al trazado de curvas combinando los distintos elementos en



funcioD del ángulo de las alineaciones, del suplemento ó del seml-ángiilo en 
«I centro y del ràdio tomado por unidad, esto es, para ios arcos sup'eriienta- 
rios desde ISO® á o , que van decreciendo de minuto en minuto : eípresau la 
longitud natural de la tangente, semi-cuerda, íleclia, secante, longitud dol 
arco correspondiente al ángulo trigométríco ó de la semi-curva y desar­
rollo de su complemento: conlienen las coordenadas rectangulares, adop­
tando las abscisas y ordenadas en función de la tangente 6 de la cuerda del 
arco de círculo y del ràdio 1 ; así como también pueden calcularse por me­
dio de dichas tablas los diferentes sistemas de coordenadas para las curvas 
planas y demás que resultan de las secciones cónicas: sirven para el cálculo 
de distancias y alturas accesibles é inaccí>sil)les , triangulación y medición de 
ángulos lionzonlales y verticales, é igualmente para la nivelación por pen­
dientes y reducción de distancias al horizonte; ó bien la Icngitud de las ali­
neaciones reducida á su proyección horizontal, conociendo las cotas de altu­
ra de lospunlos nivelados, y demás problemas: simplifican las operaciones de 
campo y de gabinete, facilitan no solo el estudio y trazado definitivo, sino 
que también la formación de proyectos deh'S caminos de hierro, carreteras 
y canales, y su replanteo con toda la exactitud posible.

3.—Definición de las lineas y colíneas trigonom étricas.—E'. seno de 
un arco de circulo ó de un ángulo, es la perpendirular bajada desde un ex~  
iremo del arco correspondiente sobre el ràdio que pasa por el otro extrimo.

El coseno de un ángulo es el seno deí complemento del arco.
La tangente de un ángulo ó de un arco, es la recta que partiendo del ex­

tremo, en el punto de contacto ú origen del arco, termina en la prolonga- 
don del ràdio que pasa por el otro extremo del mismo arco.

La cotangente de un arco, es la tangente del complemento del arco ó del 
ángulo á que corresponde.

Ln secante de un arco , es la distancia del centro al extremo de la tan­
gente del misino arco.

La cosecante de un ángulo ó de un arco, es la secante del complemento 
de este ó del mismo ángulo.

El seuovcrso de un arco, es la parte de ràdio comprendida entre el pié 
del seno y el origen de la tangente ó del extremo de dicho arco.

El cosenoverso de un ángulo ó del arco correspondiente, es el senovirso 
del complemento de este arco ó de aquel ángulo.

El desarrollo de un arco de circulo, es la parte de curva rectificada que 
itene por longitud ó medida- la razón aproximada de la circunferencia at 
diámetro, lomando el ràdio como unidad.

Observaciones.— 1.* El seno de un ángulo, es la relación del seno del 
arco que mide el ángulo al ràdio del m-smo arco; y  el complemento de este 
es el arco correspoi.diente ni co.seno de dicho ángulo.

2, * ÍJi tangente de un ángulo es la relación de la tangente del arco que 
mide el ángulo, al ràdio del mismo arco.

3. * La iangcñie, seno, senoverso, secante y  desarrollo del complemento de 
un arco ó de un ángulo, son la cotangente, coseno, cosenoverso, cosecante 
y  longitud de dicho arco correspondiente al mismo ángulo trigonométrico.



♦.* El desarrollo del arco trigonométrico ̂  es la longitud del arco que cor­
responde al complemento del ángulo recto, que tiene por medida el cua­
drante.

4 .—Análisis de las fórmulas generales.— Sea A el origen de los arcos 
AM, AMm, AmM', etc. {fig. l . ) í

F ig . 1 .

el arco AM tendrá MP por seno; MQ, por coseno; AT, por tangente; BT’, 
por cotangente ; CT, por secante; CT', por cosecante; AF, por senoverso, y

BQ por cosenoverso ; el ángulo ACM medido por el arco AM, tendrá ~ , p o r

MQ AT . . BT' . . CT
seno; —- ,  por coseno; — , por tangente; — , por cotangente; ——, por 

AC AG AC AC

CT' . AP BQsecante; — , por c o s e c a n te ;p o r s e n o v e rs o ;  y p o r  cosenoverso. 
AG AC AG

Del mismo modo el arco ABm tiene mp, por seno; mQ, por coseno; a't, por 
tangente; Di', por cotangente; Cf, por secante; Ci', por cosecante, eie.

De las definiciones precedentes se deduce que el triángulo CPM, rectán-



gylo en P, es exactamente igual al triángulo CQM, y semejante á los trián­
gulos CAT y CBT'; por consiguiente se tiene

MQ =  CP; MP =  CQ; MP* +  CP* =  Cií* ;

AT _  MP _  £ 1 = :  _  MC,
7 c “ ' ^ “ B T ''A C  CP* CB MP'

AP AC — MQ, y BQ =  BC -  MP.

F ig . 2.

Conociendo el seno de un arco ó de un ángulo, se pueden calcular por 
medio de estas relaciones el coseno, la tangente y cotangente, la secante y 
cosecante, el senoverso y cosenoverso de este ángulo y el arco correspon­
diente.

Veamos, pues, cómo se deben calcular los senos de los arcos. Sean dos 
arcos AM y MN {fig. 2); AP y NO los senos; CP 
y CO los cosenos : los dos arcos ó su suma AMN, 
tendrá NQ por seno, y CQ por coseno. Los 
triángulos semejantes CAP, CSQ y NSO darán 
formando las proporciones 

CP : AC :: CQ : CS, y CP : AP :: ON : OS;
CP : AC ON : NS, y CP : AP :: CQ : QS;

•de donde se deducen las ecuaciones 
<A) CP X  CO =  AC X  CQ -f- AP X  ON.
<B) CP X  NQ =  AP X  CQ -H AC X  ON.
Multiplicando la ecuación (A) por AP, y la 
ecuación (B) por AC; restando el primer pro­

ducto del segundo; tomando por AC* — AP*

su valor CP* ,  y después dividiendo por CP, 
nos da
< 0  AC X  NQ — AP X  CO =  CP X  ON:

ahora multiplicando la ecuación (A) por AC, y la ecuación (B) por AP; res­
tando el segundo producto del primero, y operando del mismo modo que con 
la precedente, tendremos

(D) AC X  CO — AP X  NQ =  CP X  CQ.

Siendo el arco AM =  o , y el arco MN =  S; el arco AMN valdrá a -h S, 
y haciendo AC — 1 las ecuaciones (A) y (C) darán 

^E) sen. (a -4- 6) =  sen. a x  eos. 6 -s- eos. a x  sen. 6,

(F) eos. (a -H 6) =  eos. a X  eos. é — sen. « X  sen. 6.

Al contrario, siendo AMN =  « y AM = 6 ,  en este caso MN valdrá 
« — 6 ; y las ecuaciones (B) y (D) nos darán

<G) sen. (a — 6) =  sen. o x  co.s. 6 — eos. a X  sen. 6.

<H) eos. (a — 6) =  eos. a X  eos. 6 sen. a x  sen. 6.



Designando por w, la semí-circunferencia de un circulo cuyo ràdio es la  
unidad, <5 bien R =  i ,  tendremos

7t ==3,1 í í 59 26335 89793 23846 26433 83279, etc.

De Jas definiciones precedentes se sigue;

Sen. o X  =  Oí eos. 0 X  n  i ; sen. t: =  1 ; eos. 4 - ^ = 0 ;

sen. ir =  o ; eos. iz =  ~ i ;  sen. A  t: =  -  i ; eos. 4  =  0 :

sen. 2 ir =  O ; eos. 2 ir =  1 ; sen. eos. ~  ir = 0 ;

sen. 3 ir r=  0; eos. 3 « = -  i ; son. ^  tt == -  4 ; eos. 4 ^ = 0 ,  etc.

Por manera ;que si se designa por h un número entero cualquiera sa 
tendrá '

sen. 2 A X =  Oj eos. 2 A x = ; i :

A  -I- t \  /-4 /j j 'sen.

sen

/ 4  A  -I- t \  / 4  A  -I- i \

sen. (2A +  l ) x  =  0; eos. (2 A -h 1) x  =  — j ; 

•4 A -f- 3>

Sustituyendo 2 A x ,  x ,  etc. en lugar de a , en las fórmulas
í®-)* (F)» (G) y (H); tendremos

sen. (2 A X ±  6) =  ±  sen. 6; eos. (2 A x ±  6) =  eos. 5:

sen. [ ( i í ^ )  „  ±  6] =  g . ±  ^  ,e„. 5=

sen [(2 A H- 1) X ±  S] =  q : sen. g; .eos. [(2 A 4) x  ±  £] =  _  eos. 6;

c o s . [ ( l ^ ) . ± í ] = = , =  eoe. 6.

estas fórmulas haeen ver cómo crecen ó decrecen los senos y cosenos da 
los arcos ó de los ángulos.

Sea a = ; 6 , Jas fórmulas (E) y (F) nos dan

Sen. 2 « =  2 sen. a x  eos. a ; eos. 2 a =  (cos. «)* — (sen, a)*:

multiplicando la primera por ] / ^ ~ i  y aumentando el producto á la segun­
da , ó restando este producto de la segunda, nos dará



eos. 2 . ± s e n . 2 « x / -  1 =  (eos. «)* ±  2 sen. .  eos. . i -  

— (sen. a)* que es el cuadrado de eos. a ±  sen. a ) /  — 1. Luego será 

(eos. .  ±  sen. « =  eos. 2 .  ±  sen. 2 a

multiplieando cada miembro por eos. a ±  sen. a /  — 1, tendremos.

(eos. a ±  sen. « / “ )’ =  eos. 2 .  eos. « -  sen. 2 . .  sen. «

±  (sen. 2 «. eos. a  +  eos. 2«. sen.a) x  =  eos. 3 a ±  seo. 3 « / -  t

Del mismo modo, teadremos

(eos. .  ±  sen. « / ■ ^ ) *  =  eos. 4 . ±  so»- 

y eo general

(eos. .  +  sen. .  l / ^ ) "  =  eos. «« +  «eo. na 

(eos. » -  sen. « =  eos. n .  -  sen. n .

de aquí se deduce

.„« = (e o s  a +  sen. . t / ~ r  +  (eos, a -  sen, a( I )  eos.

g, — 1 )n — (eos. ¡X— sen 0(K) sen, na — ( eos. « -t- sen
¡ V  —  Ï

desarrollando estas potencias en séries, nos dan

n. ( n — i) . sen. a*. na =í (eos. a)"---------- --------. t^os. »y

n. .  n  —  5

(L) eos. — V-------  2

X  (eos. «)"-*. (sen. a ) ‘ - 2 . . . .  6
X

2 .. 3 . .  4

X ( C 0S . a)"-® , (sen. a)« -i-etc.

n. (n -  i ) . (« —2) ^
( y )  sen. na =  n. (eos. a)" ‘. sen. «

X  (eos. . (seo- «)’ +  ""

^  ( , e n . n f - ? - - ^ ; ” -̂ ^ ( e o s . » ) ° - ’ (sen. a ) r + e l e .



Sea a un arco infinitamente pequeño, y n u n  nùmero inflniio; n o  será 
un arco finito ; designándole por x , entónces cos. o =  1 ; sen. a  =  a :

(N ) cos. m =  1 — ^  -H _
2

(0  ) sen. a? =  07 —
2.3

X* 07* X*
2.3.4 2 . . .  6 ' 2 . . . 8

37* a?’ X*
2 . . .5 2 . . ,7 2 . . .

— etc.

— etc.

Co&ea a? — • tendremos las siguientes expresione.s :

í P ) Cos. ~  =  1,00000 OOOOO 00000 OOOOO —

— . 1,23370 05591 36169 82735 43

m*
------ 0,00000 00000 OOOOO 00000 03 + ............... etc.

(Q) Sen. ^  X  1,57079 63267 94896 61923 13 —¿71 n

----- r .  0,64596 4C975 06246 25365 58

^  0,OOCOO OOOOO 00000 00000 52 — .........etc.

Por medio de estas fórmulas se obtienen fácilmente los senos y cosenos de 
los ángulos.

/ n \  'T 2mn(R ) Tang. =  —------  x  0,63661 07723 67581 34307 55 h-¿n n*—w*

•. 0,29755 67820 59733 93308

— . 0,00000 00000 0 0000 0 0 001 + .........etc.

TWTC 7X
<S) Cot. —  = — . 0,63881 97723 67581 34307 55358 534000574480126 —

4mn 
4n*— m* X  0,31830 98861 83790 67153 8 -

— . 0,20528 83894 14508 20153 9n

------ ^  . 0,00000 OOOOO 60000 00007 — ........ etc.



»
El cálculo de las secantes y cosecantes no presenta ya ninguna diCcultad. 

Se las obtiene fácilmente por via de snstnccion. Con efecto, si el ángulo 
MCB {fig. 2), complemento de ACM, se divide en dos partes ¡guales por me­
dio de Cí, será CT =  Tí; es decir,

secan. AM =  cot. - j  compio. AM. — tang. AM:

cosec. BM =  cot. — cot. BM.

Del mismo modo se obtienen los senoversos y cosenoversos. En efecto, da 
las definiciones que preceden, se sigue que

senov. a =  1 — eos. a; y cosenov. o =  1 — sen. «.

5 .—Fórm ulas logarítm icas.—Antes de Néper , se habían formado las 
tablas trigonométricas de los senos naturales, cosenos, tangentes , etc.; por 
medio de ell is y por vía de mnlliplicacion ó división se obtenían dirícilmente 
las soluciones de las cuestiones relativas á la topografia, geodésia, astrono­
mía, etc.; pero desde que se dió á conocer el gran descubrimiento de Néper, 
las c-isas han cambiado por completo, y á los senos naturales, cosenos, tan­
gentes, cotangentes, etc., se han sustiiui lo los logaritmos. Por lo tanto pre­
sentaremos ahora las fórmulas logarítmicas y á seguida la correspondencia 
recíproca entre los logaritmos vulgares ó artificiales con los neperianos 6Iu- 
perbólicos, para hacer después las oportunas aplicaciones.

Así, pues, viniendo á las dos inmensas progresiones que resultan do la 
combinación de las potencias subduplas de 10 y de los fxponentes; tomando 
dos términos consecutivos cualesquiera, tales como Y é YM', y los logaritmos 
y é y -h m', se tiene

Y\r -  Y ,  AY ................----------- ó - -  = M  - 1 .  é y -h m’ — y 6 AL.Y — m':

ó bien

m' =  (M- — 1) K; luego AL,Y =  K
AY

En estas últimas expresiones K representa un valor aproximado del módu­
lo. Esta aproximación do k  en el límite, no difiere del verdadero valor del 
módulo mas que en una cantidad infinitamente pequeña; y por consiguiente 
se tendrá; haciendo uso del cálculo diferencial

d l . Y = k
Y

Las dos séríes de esta ecuación pueden desarrollarse tanto por encima de 
10 y de su logaritmo 1, como por debajo de 1 y de su logaritmo 0: de todos



iO
modos Y puede, represeolar los DÚtneros mayores ó menores que la imidail. 
Sea, pues, Y =  1 +  Y tendremos

d L. (1 +  ®) =  fc =  fe {d x~ co d x  +  x^dx  -  x^dx etc.):

de donde se deduce

L. (1 + a5 ) =  ft ( 0 5 -  Y  *3 ~  T  

del mismo modo so tiene

-r® £D* . .
L. (1 — a-) =  — fe (íc +  Y  +  T

An . , 
Sea ® =  — , nos dará n

(A')
, I ^n

L. (n -+- An) =  L. n fe. I Y
An {An)í , (An)«

2«̂ 3n»

(An)* (An)" — . . .  etc. I.

iAnAn (An)« , (An)»
2/»» 3n*

ÍC')

4n* bn"

Si se suman ó se restan estas dos fórmulas nos dan

[(An)*

+ e t c . l .
^  2n* ^  3n* J

1‘An , (An)» (An)» (An)\ ~l
(D') L.(« + A n )= L .(n —An) +  2fe. ^n» 5n" 7n’ ' |

Sustituyendo en la fórmula (A'), 2An á An; 3An á An; 4An á An, etc.; 
mAn á An, resulUriin las ecuaciones (A"); (A"')> e tc ., que combinadas en­
tre sí dH un modo tal, como



n
A" — ?A'; A'" — 3A" +  3A'j e tc ., darán uo gran número de fórmulas 

que serán otros tantos casos particulares de la expresión general que sigue;

(E') L. (n +  mAn) =  m L. [n +  (m —> 1) An]
m (m — I )

L. [/» +  (m — 2) An] +
m (m — I ) (m — 2) 

2.773

L. [n +  (m — 3) An] — etc........... zp L. n.

X  (m " -  m. (m -  !)"■ +
k  / A n \

^  m-
fc /  A n Y  +  ‘

. . . . . ( “ j

X  +  ‘ ~ m  (m — 1)'" +  ‘ +  ’̂  {m — 2)"* +  *■•■ =F w)A

2

X

k
m +  2 ( - í - y

+  '
X  (m“ +  * — w (m — I )'" +  '* +

+  rpm ) ±  . . .  etc.

El signo más tiene lugar cuando m es par. Si se opera del mismo modo 
con líi fórmula (íi') se llega á otra (F') que no difiere de (E') sino en que 
A n y es negativo. Do la misma manera si operase en las fórmulas (C') y 
(D'), resultarian las expresiones que se oblendrian combinando (E') y (F') por 
via de adición y de sustracción.

La aplicación de todas estas fórmulas á la investigación de los logaritmos, 
es muy fácil, y por lo tanto no nos detendremos en presentar ejemplos.

6 —Relación en tre  los logaritm os artificiales y  los neperianos.—In­
dicaremos sucintamente el modo con que se lia efectuado el cálculo de unos 
y otros logaritmos, y la relación que exi-te entre elios La serie que da loga­
ritmo (1 -I- si), si se hace ce = : y — t ,  se convierte en logaiitmo común

log. y = io g . e[y — i — — (y — 1)^4- “  i)s — (y — l)*+etc.].

Cuando el logaritmo es neperiano se le designará solo con la letra I , y en tal 
caso será

i y =  y -  1 -  (y _  1)* +  -L  (y -  D* -  - i  íy “  ^  etc.

Estas fórmulas no pueden aplicarse sino cuando el número y difiere muy 
poco de la unidad. .Mas si se hace

=  \ / z ,



siendo r  un número cualquiera, la primera dará

log. js==rIog.eI \ /  z  — 1 -----^  3 — 1 ^  etc .J;

y si se toma r  negativamente, será

log. í  =  r  i o g . c r i —
~ \ /  z  V  z  z

Estas dos séries, en las que se puede dar á r  el valor que se quiera, se-
r

rán convergentes ; la primera cuando r  sea tal que se tenga y '  ¿ 2, y la

segunda cuando sea y ' ~  >■ ■g"- Además se ve desde luego que si la primera 
série está compuesta altermlivameote de términos positivos y negativos, 
mientras que en la segunda todos son positivos, se tiene

12

■ — 1̂ ,  y log. 2 >  riog.log. z <  r  log

Lo que da dos límites que se pueden aproximar cuanto se quiera, aumen­
tando el índice r  riel radical.

Además es preciso conocer log. e. Se obtiene advirtiendo que si b es la 
base del .'istema á que pertenece log. z, se tiene e =  6'®*- «• ; tomando en 
ambos n.iembros los logaritmos neperianos, resulta

de donde

1 =  log. e. l b;

La expresión de l y  arriba indicada, da haciendo........ y — à,

í 6 =  ^  = 6 - ^  1 -  4 - (* “  O* + 4 -  (ft -  1)* -  4 -l0£f. fi * *log. e 

y por lo tanto

E1 nùmero Ib, esto es, el logaritmo neperiano de la base dei sistema, se 
llama mòdulo por los geómetras y que nosotros designaremos por M. En el 
Sistema neperiano, el módulo es igual á la unidad. Los logaritmos tomados



eü el sistenift cuya base es b, miiUipIicados por Ib ó sea el módulo, se
eonvertirán en logaritmos oeperiaiios.

Ed el sistema comuo la base 6 =  10.
Tomando r =  2®® se baila extrayendo 60 veces la raiz cuadrada de 40, y 

-será
2#ci
p / T o " =  4,00000 OOOOO 00000 0019974742 08125 50527.

i -  =  1 00000 00000 OOOOO 00086 73817 37988 40334. j,00 ’

43

Luego:

j _ _  86 73617 37988 403^
Ib ~  199 71742 08423 5 j 327

1
log. e

=  2,30258 50930.

Foresta última relación se deben multiplicar los logaritmos ordinario» 
para obtener los neperianos.

C A P Í T U L O  I I .
CÁLCULO DE LOS VALORES TRIGONOMETRICOS T F-LEMENTOS NECESARIOS PARA 

EL TRAZADO DE CURVAS CIRCULARES.

7 ._ p ro b Iem a fundam ental.—Siendo nuestro propósito indicar únicamen­
te ios fundamentos y las relaciones que ligan á bs logaritmos neperianos y ar­
tificiales con los valores trigonornólricos naturales do las (ineasyeolíneas, sin 
ocuparnosde la manera de aplicar las fórmulas g-^nerdes, nos concretaremos á 
los eslrcciios límites de este tratado, dando solamente una ligera idea del pro­
cedimiento para determinar losvaloresdelaslínoasycolíneas. desarrollo de los 
arcos correspondientes á los ángulos trigonométricos compifioientarios, y los 
distintos elemenlos para trazar las curvas circulares, construyendo las tablas 
trigonométricas naturales en vista de las expresiones logarítmicas, y pre­
sentando desdo luego la cuestión principal bajo el enunciado siguiente.

Dado el número de grados, minutos y segundos de un arco cualquiera, 
hallar por medio de logaritmos aTtificialcs les va'orcs de los lineas y colíneas 
trigonométricas naturales á que pertenecen, y reciprocamente.

El logaritmo seno, coseno, tangente y cotangente del ángulo trigonomé­
trico, y el de su complemento ó el de los arcos complemeolarios, se llalla 
directamente en tas tablas de logaritmos.

llubiendo observado en distintas veces que las diversas tablas de líneas 
trigonométricas que hemos usado, y especialmente otras varias que contie­
nen los elementos para el trazado sobre el terreno de curvas circulares y pa­



rabólicas, tuvimos ocasión de notar graves errores, no solo materiales, sino 
Jo que es peor todavía del sistema seguido en su composición. Las notables 
diferencias que se advierten cotifrontaiido unas con otras, sin duda provienen 
ó de su origen, ó del grado de aproximación y del número de cifras decima­
les con que liayan sídij calculadas. De manera que en vista de los rosidtodoí 
comparados, confrontados los cálculos fundados en ellas, npan-cerian dife­
rencias muy notables, y á veces cuando estas se van acumulando concluyen 
por dar lugar á errores euormes. Por lo tanto liemos creido conveniente ex­
tender los valores ó elementos á siete cifras decimales, calculadas de Ten V 
por las labias de Callel, y de 30" en 30" por la interpolación de las parles 
proporcionales, interpolación que, ya sea por cocientes ó por diferencias, 
darán en todo caso resallados más A ménos exactos y aproximados entre sí 
para los pequeños incrementos de ios ángulos. Aunque para el trazado de 
alii.eaciones rectas y curvas serian sufirieotes unas tabl is calculadas co-i cin­
co ó seis cifras decimales; sin embargo,como las del último órden no siempre 
son exactas sino que hay alguna diferencia por ilelecto i5 por exceso si se des" 
precia alguna fracción ó se hace refluir aumentando en una unirlad la última 
cifia decimal; y por otra parle, como para el cálculo de distancias y alturas, 
medición de ángulos, resolución de triángulos y otras cuestiones que requie­
ren mucha precisión, conviene tomar el mayor número de cifras exactas, aun 
cuando se supriman después algunas, aproximando el resultado final á mi­
llonésimas solamente; lié aquí porque teniendo oslo en cuenta liemos adop­
tado como suficiente el número de siete cifras decimales igual al de las tablas 
de logaritmos de Callet que son unas de las completas y exactas que general­
mente se usan para los cálculos superiores, tanto de asironomía y geodesia, 
como de geografía y navegación, e tc ., con el objeto de conseguir cierta uni- 
foru ídad y el mayor grado de exactitud en los estudios y trazado.s de cami­
nos y canales, á íin deque tengamos un prototipo, digámodo así, refiriendo 
á las mencionadas tablas de Callet como término de comparación constante, 
todas las labias trigonométricas naturales que se usan en la práctica ó según 
nos Jas presentan los últimos adelantos.

Aunque las actuales las hemos comprobado diferentes veces por distintos 
sugelos, Confrontadas con otras y últimamente revisadas; sin embargo, como 
pudiéramos babor eqiii\ocado alguna cifra 6 se hubiese escapado a'gun error 
al tiempo de manejar las tablas ya de apreciación en las últimas decimales, ya 
material ó de imprenta, á pesar de las precauciones tomadas en la corrección 
de pruebas y demás, liemos creido conveniente indicar el tipo del cálculo, 
preseiilando algunos ejemplos numéricos tanto de las primeras líneas y co- 
líneas como de las segundas; cuyos valores lian sido di-ducidos con el objeto 
deque nuestros lectores puedan rectificar cualquier f;,Ha y confrontar fácil­
mente los valores A elementos de curvas en ca-os análogos, aunque las tablas 
trigonométricas complementarias llevan en sí mismas, como tales, un medio 
seguro y sencillo de comprobación, fundado en la relación que existe entre los 
ángulos ó los arcos complementarios ó suplementarios situados sobre una mis­
ma horizontal en cada dos páginas que llamaremos gemelas, porque se abar­
can de un solo golpe de vista.

Renunciamos en obsequio de la brevedad á la resolución del problema re­
cíproco; esto es, conocidos los logaritmos artificiales ó vulgares, de las líneas

14



trigonométricas, determinar el número de grados, minutos y segundos de un 
arco ó de un ángulo. Así, pues, nos limitaremos solo á la composición de las 
tablas, presentando ejemplos numéricos y como resúmen de todo el

8 .—Tipo del cálculo de las primeras lineas y colineas respectivas.

E je m p i .o s .

1 Dado el ángulo de 10' 20' 30" determinar el seno natural.

Log. sen. 10' 20' 30"........................................... — ft.2“ÍI072:
Seno natural 10' 20' 30"..............................................  =  1795176.

2 .  ® Determinar el coseno natural del ángulo 10' 20' 30"

Log. eos. 10' 20' ................................................ =9.99?SÍ168:
Coseno natural 10' 20' 30".............. ’........................... =  0,9837517.

3 .  '  Conocido el ánguloóclarco de 20° 10'30", bailarla tangente natural.

Log. lang. 20° 10' 3 0 " .^ .................................. = 9 .5 f i ’l'782:
Tangente natural 20°   ...................................... =  0,3674330.

4 .  * Hallar la cotangente natural del ángulo de 20' 10' 30".

Log. co lan g .2 r ''1 0 '3 0 " ..................................... = 0 .4318218;
Cotangente ii itural 20° 10' 30"....................................  = 2 ,7 2 1  o848.

. .. 2 7:13(20° 10'30")
5 .  ° Longitud del arco de 20' 10 30 = ------ — 0,3o212ü2.

Aunque las tablas de logaritmos de que nos hemos servido, no contienen 
mas que los senos y cosenos, tangentes y cotangentes; esto no obsianle se 
pueden hallar seocillaimmle por medio de ellas el senoverso y cnseiioverso, 
secante y cosecante nalurales, según se deduce de las expresiones tngonnin 
tricas; expresiones que, traducidas al lenguaje vulgar, nos dan las siguien es.

9 .—Tteglas para deterniin!\r las segundas lineas y colíneas
p en d ien te s .— 1 .* Al complemento aritmclico del lognrilmo coseno, ana
dase una decena, esto es, 10,0000000, y  se tendrá el logaritmo de la

2 . * Para hallar el logaritmo de la cosecante, aumentóse lO.OUÜOüÜO ai 
complciTicnto ari'mólico del logaritmo del seno.

3 . '  El logaritmo del senoverso se hallará del mismo modo añadiendo al 
doble logartinío seno de la mitad del ángulo o del arco dado, una cons orí e 
C =  0,3010300, y restando \ 0,000f 000 de la suma.

4. * Al doble logaritmo seno de la mitad del complemento e arco a o,
auméntese la constante 0,3010300, réstense 10,0000000 de la suma, y se ten­
drá el logaritmo dd  cosenoverso. .

l’ora mayor claridad presentaremos algunos ejemplos num neos que in 
diquen el procedimiento tanto respecto ai modo de hallar los va ores e as 
líneas trigonnmétt'icas arriba expresadas, como para que sirvan e compro a 
cion, en la forma siguiente:

<5
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10.—Tipo del cálculo de las segundas lineas y  colíneas.

E je m p l o s .

i . '  Hallar la see. natural del arco 86“ 48' 30".
.0. OA" . . . .  =  4.25435197

c.»  log. cos. . +  ,o.ooooooo

T ............... =  11.2543297
Log. see. 80 ............. ................. ^  17,960968

Secante natural 86 48 áü ...................................

í.*  Determinar la cosec. del ángulo 48' 56' 30".

C.» log.sen. 48 4,6 locoooooo

.o» «fi' -10»   =S 10.1226(149Log. cosec. 48    ̂ _  1,3261874
Cosecante natural 48 5b ....................................

3 .  * Hallar el senoverso natural del arco 34 18 30 .

,  jnOQM«" ........  =  9 4697393Log. sen. 17 9 15 ......................................... ...................

O u p lod eM og..™ .,..^

19.2403086
..................................... — lo.oonouoo

_ n Io/ oA" 9.2í0o086
Log. scoov 34 30 ...............................  =  0,1739837

Senoverso natural 3> 18 d u ...........................

4 ,  * Determinar el cosenoverso natural del ángulo 1 1 30 .

C.*« del arco 88“ 58' ?0" o t-a x - ì..A.-.A/AA»' . . .  =  9.84.io6-)dLog. sen. 44“ 29 30 ....................................... ..............................
, , . , .. . . . .  — 19.6911306Duplo del log. seno........................    ^  0.3010300

19.9921006
......................................................................................  —  10.0000000

. .0 ,» oA"   =  9 9921606,.„g. COSC.OV i t 30 .............................. ^  ^
Cosenoverso natural 1 1 ....................................  «• >

11 -C oordinación de los elementos de curvas circulares combina­
dos con las lineas y  colineas trigonom étricas.-Así como liemos podido 
determinar (núm. 6 ). la relación entre los logaritmos vulgares y los nepena- 
nos también es fácil conocer la recíproca correspondencia que existe entre 
las líneas trigonométricas y los distintos elementos de curvas, y la conversion



de los valores de aquellas en otros geométricos para el trazado de alineacio­
nes curvas por arcos de círculo; cuyos valores Irasformados se calculan en 
función del ángulo de las alineaciones rectas y del radio-unidad.

De suerte que se lian podido coordinar de un modo tal, que solamente con 
unas tablas de fácil manejo se presentan al primer golpe de vista los valores 
numéricos de las líneas y colíneas de los ángulos trigonométricos, ó igualmente 
los elementos necesarios para el establecimiento de alineaciones rectas y cur­
vas circulares, cuyas tablas son de grande utilidad práctica,, tanto por su 
extensión é innumerables aplicaciones, como por la claridad y sencillez con 
que están dispuestas para que puedan ser de un uso frecuente, y sobre todo 
general.

Antes de presentar las expresiones generales y el tipo del cálculo de los 
principales elementos aplicables al objeto de que se trata , será conveniente 
darlos á conocer empezando por las respectivas

12. —Definiciones de los elementos que constítuyea la unión ó acor­
dación de las alineaciones rectas.—lo  tangente geométrica de un arco de 
circulo, es la tangente trigonomclrica del arco que mide [la mitad del suple­
mento del ángulo de las alineaciones rectas; en otros términos, es la tangente 
del arco correspondiente al ángulo trigonométrico complemento de la mitad 
del ángulo de las alineaciones ó de las tangentes principales.

Se llama somi-cuerda de un arco, la mitad de la recta que une los puntos 
de tangencia; cuya mitad es á la vez igual á la abscisa tomada sobre la tan­
gente y al seno correspondiente al ángulo trigonométrico.

La flecha de un arco, es la perpendicular bajada desde su punto medio 
sobre la cuerda que une sus extremos, siendo también igual á la ordenada le- 
vantada sobre la tangente, y  al senoverso del ángulo trigonométrico ó del se- 
mi-ángulo en el centro.

Se llama parte exterior de la secante de un arco, la porción de bisectriz 
comprendida entre el vértice del ángulo de las tangentes principales ó de las 
alineaciones y  el del arco correspondiente al ángulo en el centro ;  la cual es 
igual á la diferencia entre el radio y  la secante del arco que mide el ángulo 
suplementario.

La scmi-curva es la longitud de un arco de circulo que tiene su origen 
en el punto de tangencia de tas alineaciones rectas, y el otro extremo sobre 
la bisectriz del ángulo que forman en su encuentro, é igual al desarrollo del 
correspcndienle al arco trigonométrico.

13. —Discusión de las fórmulas p rin cip a les.-Sean .\B y BC (fig. 3) 
dos alincacionos recias que se cortan formando entre sí un ángulo conocido, y 
R el radio dado.

17
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F i g .  3

Las perpendiculares OA y OC á las alineaciones AB y BC determinan los 
puntos de contacto A y C; y por consiguiente las tangentes geométricas BA 
y BC del arco AMC.

Llamando a al ángulo AOC formado en el centro por los radios OA y OC 
de los puntos de tangencia, y 6 al ángulo ABC de las alineaciones rectas, que 
es igual á 6' 6 al que resulta de la intersección de las dos tangentes a b j b c s l  
arco trigonométrico ame, y tendremos

AB =  nC =  tang. i - a ; y AN =  EM =  sen. ^ :

AN =  AD = : AC — NC =  semi-cuerda a

M N  =  AE =  senover. 4" ~  ”  fleclia — «



Observando que en el cuadrilátero ABCO, los ángulos en Á y en C son ree* 
tos (Geom.)> la suma de los otros dos ángulos a y 6 es igual á media cir­
cunferencia; y por consiguiente

a -4- 6 =  í 80®; de donde a =  180® — 6 .

Pero 6 es el ángulo de las alineaciones igual al de las tangentes, y a el 
ángulo en el centro : Luego este ó sea el ángulo trigonomètrici, es suplemento 
del ángulo de las alineaciones rectas y reciprocamente ; es decir, que los dos 
son suplementarios : y por lo tanto los valores ó los eloincntos del pHmero 
equivalen d los del segundo.

También se observa que los triángulos rectángulos BAO y BCO Itcncn sus 
lados y sus ángulos respectivamente iguales, y la suma de los ángulos agudos 
de cada triángulo nos dá

 ̂ i  i  i-5“ « -f- - y  6 =  90“; de aquí se deduce que —  a =  90*------- 6 ;

pero 6 es mitad del ángulo de las alineaciones, y 4 " * uiílad del ángulo

BM =  BO — MO =  secante 4* « ; y AM =  arco 4 -  « =  ^

en el centro: luego la mitad del ángulo de las alineaciones, es complemento 
de la mitad del ángulo en el centro ó del ángulo trigonométrico, y  por con­
siguiente , siendo ambos complementarios, las lineas trigonométricas del pri­
mero (núm. 3 .) equivalen á las colineas del segundo y  reciprocamente:

Así, pues, tendremos:'
1 -® La tangente geométrica AB del arco AMC, es la tangente trigonomé­

trica de la mitad del mismo arco, que llamaremos T , y nos da la fórmula

O) T =  AB — R tang. 4 -  « =  R cotang. 4 -

Tirando por M la recta PQ perpendicular á BO, será tangente en el vér­
tice de la curva, y uniendo los puntos P y Q con O, los ángulos AOP, POM, 
MOQ y QOC son iguales entre sí; y por lo tanto cada uno de ellos es igual á

- y  a : la recta MP tangente geométrica del ángulo AOM a , es la tan­

gente trigonométrica de POM; y por consiguiente llamándola T, se tiene la 
espresion

$

<2) T, =  R lang. a :=  R cotang. —  6 .

Bn general, para una fi-accion — del arco de círculo. Ja tangente goo-
n
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mélrica es la tangente trigonométrica de su mitad ^  : de donde resulta la 

fórmula
6

Ta =  R tang. - = R  cotang.
(3)

2 “ La cuerda AC que une los puntos de tangencia , como que es igual al 
dotie seno de la mitad del arco AMC, designándola por C , tendremos la ex­
presión

C =  2R sen. - 1  a =  2R eos. 6.(*)

Del mismo modo la semi-cuerda se obtiene dividiendo por 2 esta fórmu­
la, que nos dá

(V) J -  C =  R sen. 4 -  « == R eos. - |-» 2 z

Igualmente la cuerda AM de la mitad del arco llamándola C, será

(5) C4 =  2 R g e n .4 - “ = ‘R eos. 4 7 6 -

y en general, la cuerda de la fracción 1  del arco to íal, estará expresada 

por la fórmula

(6)

3 .® La flecha MN que es igual al senoverso de la mitad AM del arco AMC, 
lamándola F nos da la expresión

C„ =  2U s e n . -  =  2R eos.

(7)
i  ' t ^

F — R senover. —  a =  R cosenover. —  6.

De la misma manera la flecha HY de la mitad AM del arco, será F ij y así 
se tiene la fórmula

I _ t /?Fi =  R senover. —  a =  R cosenover. -j- o.

En general, la parte ^  del arco total se deduce de la expresión 
ti

(0) Fn — R senover. ^  ^  cosenover. — .

4.° La parle exterior BM de la secante geométrica de un arco', es igual á 
la diferencia entre la secante trigonométrica BO de la mitad del arco y el ra­
dio: de donde si se designa por S — R, resulta la fórmula

( 10) S - R = R  see. y  a -  R =  R (see. y - « - 1 )  = R  (cosec.



De! mismo modo la parte exterior PH de la secante de la mitad de! arco 
AMC, se obtiene por la fórmula

21

( 11) S, —- R = ; R ^ see. “  1) =  R ^cosec. 6 — 1^:

1y en general, para una fracción —  del arco total, representándola por 

S# — R, tendremos la expresión

(12) s» — R =  R (see. 2 ^ — l )  = R  (cosec. —  — l ) .

5 ® El desarrollo ó longitud de la circunferencia del radio R, tiene por ex­
presión 2 rR ; y como este desarrollo corresponde á los 360® de la eircunfe-

rencia, la longitud del arco de un grado será —̂  y por consiguiente el

D =  =  0,017453292b R o.
360* *

desarrollo del arco de a grados designándole por D, se deduce déla expresión 

(13)

Observando que es igual al total desarrollo del arcodea grados del 
360

circulo, el de -^a que representa la semi-curva, se hallará por la fórmula

(U ) -i- D =  — 0,0174532925 R 4~ «•

en general la longitud de la parte ~  del arco total designándola por D» , 

nos da la expresión

(ib) Dn =  =  0,0174532925 R
360‘n 2n

Si se quisiera tener otras fórmulas de los principales elementos para el 
trazado de curvas circulares en función de la tangente y dei mismo ángulo 
de las alineaciones, no habría mas que despejar R en las ecuaciones prece­
dentes y sustituir su valor en las respectivas expresiones en lugar dcR ; cuyo 
valor se hallaría fácilmente, aunque las fórmulas va no serian tan sencillas 
como cuando se calculan en función del radio.

14.—Cuestión fundamental acerca de los valores numéricos de los 
elementos de curvas circulares. — Por medio de las fórmulas que prece­
den se pueden hallar los principales elementos para el trazado de curvas por ar^



eos Je círculo, que para un radio determinado y constaule dén los valores 
numéricos correspondientes en cada expresión, ya en función de los ángulos 
trigonométricos compleinf-ntarios que crecen de 30 en 30 segundos, ó bien de 
los ángulos suplementarios de las alineaciones que decrecen de minuto en mi­
nuto, combinándoles entre sí en virtud de las mutuas relaciones que existen 
entre unos y otros valores que ya se pueden hallar directamente sirviéndonos 
desde luego"de las tablas trigonométricas complementarias en lodos los casos 
que puedan ocurrir, los que se comprenden en la cuestión fundamental bajo 
el sencillo enunciado que sigue:

Dado el ángulo de las alineaciones rectas y el ràdio del arco de circulo 
que ha do unidas, resolver en función de estos datos y por medio de las ía- 
blas trigonométricas los problemas para hallar les elementos que á continua­
ción se expresan:

I L a  longitud de la tangente del arco-, la de su mitad; la de su cuarta 

parte, y en general, la que corresponde á la fracción — de todo el arco.

2,° La cuerda del arco; la semi-cuerda; la de su cuarta parle, y la de la
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porción ~  del mismo arco.

3 .“ La flecha del arco; ia de su mitad, y  la de la parte —  de dicho

arco.
4.* La secante del arco y su parte externa; la de su mitad, y lo de íopo r-

Cíon —- del arco. 
2n

5.® La longitud del arco ó de la semi-curva, y  en general, el desarrollo

de la fracción — del arco.

Con el objeto de indicar pronta y ordenadamente el procedimiento, con­
viene poner de manifiesto la recíproca correspondencia entre los valores de 
las líneas trigonométricas y los de los elementos geométricos de las curvas, y 
hacer ver como hemos podido trasformarlos fácilmente y combinarlos sm alte- 
rar las mutuas relaciones que existen entre los ángulos trigonométricos com­
plementarios , y los de las alineaciones suplementarios; por lo tanto, conside­
ramos oportuno presentar los valores numéricos.

Asi, pues, para que sirva de ejemplo vamos á resolver los problemas deri­
vados de la cuestión fundamental, haciendo aplicación de las formulas (J),
(4M. (7), (10) y (14). . ,

Sea una curva de i . 000 metros de radio, la cual debe unir dos alineacio­
nes rectas que forman entre sí un ángulo de 136* 29', liallar los valores de 
las líneas geométricas: 1." de la tangente; 2 .® de la semi-cuerda de los pun­
tos de contacto} 3.“ de ia üecha; 4.’ de la secante y su parte exterior} y 5. 
de la longitud del arco trigonométrico, igual á la semi-curva que ha de en­
lazar Jas dos alineaciones rectas.



Sustituyendo en las fórmulas los elementos de curvas á los valores res­
pectivos de las líneas que nos dan ioinedialameiile las tablas trigooornétricas 
naturales que tienen la unidad por radio, y representándolos por sus inicia­
les, podremos fijar sencilla y claramente el

1 5 .—Tipo del cálculo de los elementos de curvas circu lares.—

Ejemplos.

I.® Tane. 4 - « =  í =  0»-031o20
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2.“ Sen. 4 - “ =

3.“ Sen. ver. - ^ a  =  f —  0.0209841

4.' Sec. 4 -  a _  1 =  s -  r  =  1,0214339
él

1 =  0,0214339

5.* Are. =  4 -  0  =  0,2052216.A
Como todos los valores, tanto de las líneas y colíneas trigonométricas, 

como los de los elementos de las líneas geométricas, son proporcionales al 
radio y á la tangente, antes y después de su trasforraacion en las fórmulas, 
bastará para sustituir las últimas líneas á las primeras, multiplicar los valo­
res trigonométricos por el del radio daJoj y por consiguiente, como en el 
problema propuesto el valor del radio es R =  1.000 metros, si representa­
mos las líneas geométricas por las mismas letras de los primeros términos de 
las respectivas fórmulas, tendremos

1.® T =  208,152

2 .“ 4 -  C =  203,784

3.® F == 20,984

4.® S — R =  1021,434

5.® 4 "  D =  205,222
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C A P Í T U L O  I I I .
RESOLUCION DEITRIANGULOS RECTILINEOS.

'■T’ rú3„ •• ■•■j;;!
f  16.—Condiciones de los triángu los oblicuángulos.—Crasos que pueden 
ocurrir.—Para que el problema de la resolucioü de triángulos rectilíneos, en 
general, sea deierminado, es necesario conocer en todo triángulo oblicuán­
gulo tres de las seis partes que le constituyen, á saber: tres ángulos y tres 
lados, debiendo figurar entre los datos uno de estos lados por lo menos. Pero 
cuando el triángulo es rectángulo se conoce siempre el ángulo rec to , y 
por lo tanto bastará que se conozcan otras dos de las cinco partes restantes. 
De suerte que las resoluciones de los triángulos rectángulos no son más que

casos particulares del problema ge-
F ig . 4 . 

C
neral de los triángulos rectilíneos.

En la resolución de estos, pue­
den presentarse cuatro casos: para 
que se comprenda mejor el proce­
dimiento y con mayor facilidad en 
todos ellos, designaremos por A, 
B, C, i / i g . i ) ,  los tres ángulos, 
y llamaremos o ,  b , c , á los tres 
lados del mismo triángulo respec­
tivamente opuestos á dichos án­
gulos.

P rim er caso.— Dados el lado a y  los ángulos B y C, hallar los lados b y e  
y  el ángulo A opuesto á dicho lado.

Desde luego se tiene A =  180° — (B -+■ C).
El lado b se hallará por el siguiente teorema:
aEn todo triángulo los lados son proporcionales á los senos de losángulos 

opuestos.»
De donde resulta la proporción

a : b : : sen. A : sen. B,

que nos da la fórmula 

(16)
sen. B

( H )

a sen. A

El lado c se hallará igualmente por la ecuación 

c sen. C
a sen. A

Segundo ca so .—Dados dos lados a y  b y  el ángulo comprendido C, ha­
llar el tercer lado c y  los otros dos ángulos A y B.



Tenemos desde luego A -i- B =  Í80® — C. De suerte que conocemos la 
suma de los dos ángulos A y B.

Aliora podemos hallar su diferencia, cuya resolución se funda en el si­
guiente enunciado.

nEn lodo tirángulo la suma de dos {/odo.-?, es á su diferencia , como la 
tangente de la mitad de la suma do los ángulos opuestos á dichos ladoSy es á 
la tangente de la mitad de la diferencia de los mismos ángulos.»

Formando proporción nos da la fdrmula

2S

( i 8 )
a _ ^ _ t a n g .  -y  (A 4 - B)

“ * tang. 4 " (A — B)

Para hallar el lado c tenemo.s la proporción

c : a :: sen. C : sen. A,

que se resuelve por lu fórmula (17) según hemos dicho.

Tercer caso.—Dados los tres lados a , b y c ,  hallar los tres ángulos 
A, B y C.

Hay que tener presente el teorema siguiente :
(.(En todo triángulo el cuadrado de un lado es igual á la suma de cua­

drados de los otros dos lados, menos el duplo del producto de estos dos la­
dospor el coscnodol ángulo comprendido.»

Aplicando esto á los tres lados del triángulo nos dará tres ecuaciones dis­
tintas :

(19)
a* =  6® 4- c* — 2 6 c eos. A 
6* =  a* 4-  c* — 2 a  c eos. B 
c* =  a* 4-  6* — 2 o 6 eos. G

<fue contienen á las seis partes del triángulo, y por consiguiente pueden ser­
vir para la resolución del problema general de la trigonometría rectilínea. 

Así, pues, el ángulo A se hallará por la ecuación

a* =  6* 4- c* — 2 6 c, eos. A,

^ue contiene á los datos y á la incógnita, de donde resulta

6* 4- c* — a  ,
eos. A = 2 6 c

Por medio de esta fórmula puede hallarse otra mejor dispuesta para el 
cálculo. Si se introduce el perímetro a*4- 6 4 - c  =  2 p ;  restando 2 c da 
ambos miembros, sustituyendo y suprimiendo el factor común 2 , tendremos

(20) 3e„,.-L A =
* be
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(21)

Extrayendo la raíz cuadrada será

i _  ,v _  — f>) ÍP — c)SCQ. b o

Permutando convenientemente las letras y aplicando á los ángulos B y G 
e! teorema precedente, resultarán las dos fórmulas que siguen:

(22) Sen

Sen

J .  P _  ^ /(P — q) ÍP — g)

JL c  — \ /  (P — q) (P —
o 6 ’(23) 2

De un modo semejante Iiallaremos

. _L a  =(24)

(25)

(26)

Cos. 6 c

._L p ^ ^ / p Íp - - & )
’ 2 a  c

L c = \ / p ± E F l .

Igualmente dividiendo cada una de las fórmulas (2t), (22) y (23) por sa 
correspondiente, de las (24), (23) y (26), resultan estas otras tres

(27)

(28) 

(29)

Tg J _  A =  y / (p — fc) ÍP — g)
P ( P  — o)  *

Tg ^  B =  0 P - q )  { p ~ l \  
® p ( p - 6 )

Tg i -  c =  \ / (P ~  (P ~~
p { p — c)

Se íendrá una comprobación en que la suma de los tres ángulos así halla­
dos debe ser igual á ISO®.

De la ecuación del perímetro o - + - & - t - c = s 2 p s e  deduce que la super­
ficie de un triángulo cualquiera cuando se conocen los tres lados a , 6, c, tiene 
por expresión

(30) S. =  [ /p { p  —  a) ( p — b] (p —  c).

Cuarto caso • Dados dos lados a y  b y el ángulo A opuesto á uno de 
ellos , hallar el tercer lado c y los otros dos ángulos B y C.



El ángulo B se hallará por la proporción

sen. B : sen. \  : :b  : a
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(30 sen. B
b sen. A 

o

El ángulo C =  180° — (A +  B).
El lado c se halla en seguida por la proporción

c : a  :: sen. C: sen. A.

(32)
a sen. G 
sen. A

La fórmula (31) no determina si el triángulo ABC por razón del ángulo B, 
es acutángulo, obtiisángulo ó rectángule. De suerte que en este problema 
pueden ocurrir diferentes accidentes.

1 .* Si o >  fr, también el ángulo A será mayor que el B, y por consiguien­
te este ángulo será agudo, en cuyo caso no hay más que una sola solución; 
es decir, que el problema es determinado.

2. * Si a  =  6 será A =  B; luego también en este caso el problema es de­
terminado.

3. ’ Si a  <  6 será el ángulo A menor que el B.
En este caso nada se opone á que el ángulo B tenga dos valores; uno el de 

un ángulo agudo 6 dado por las tablas, y el otro su suplemento 180 — 6.
Siendo 6 y 180’ — 6 los dos valores do B, los correspondientes de C serán 

180* — A — 6, y 180* — A — 180“ -i- 6 =  6 — A.
Los valores correspondientes de c se hallan

o sen. (A 4- 6) . o sen, (6 — A)C =  ------------- :------- » c —  — --------- 1------ -sen. A sen. A

4 . “ Si a  es igual á la altura del triángulo, el ángulo B es recto , y el pro­
blema no tiene más qne una solución.

5 . ° Si o fuese menor que la altura, resultarla un absurdo, que nos ad­
vertiría que el triángulo era imposible.

En cuanto al lado c puede hallarse directamente por medio de la (for. 19) 
que contiene á los datos y á la incógnita, 
ó bien

(33) c =  b  eos. A ±  /  a* — 6* sen.* A.
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17.—Coadiciones de ios triángu los rectángulos.— Casos que se 'pre­
sentan.—Como ya hemos dicho en el número precedente que en lodo trián­

gulo rectángulo, cuyos 
lados son A, B y C 5), 
se conoce el ángulo rec" 
to; claro es que bastará 
conocer otras dos de las 
cinco partes para que el 
problema sea determi­
nado. En la resolución 
de él pueden ocurrir cua­
tro casos distintos, á sa­
ber:
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P rim er ca so . — Dados los dos catetos i  y  c , hallar la hipotenusa a y los 
ángulos B ?/ C. Por el teorema llamado de Pitágoras se lia demostrado que 
en todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la liipotenusa es igual á la suma 
de cuadrados de los catetos.

La hipotenusa se hallará en seguida por la ecuación a* =  6̂  ■+■ c®, que 
contiene á ios datos 6, c, y á la incógnita a. De esta ecuación resulta la fór­
mula

(34) a  =  1 / 6»

El ángulo B se determina por el teorema siguiente: »Enlodo triángiUo rec­
tángulo el radio es á la tangente de uno de los ángulos agudos, como el cate­
to adyacente á dicho ángulo, es al cateto opuesto.»

Formando proporción, tendremos R : tg. B ; : c : è 
Siendo R =  1, se puede reducir á la ecuación 6 =  c tg. B ; 

de ella resulta

(35) tg. B =  — .
c

Conocido este ángulo, tendremos C =  90® — B.

Segundo caso .—irados la hipotenusa a y  el cateto b, hallar el cateto c y  
las ángulos B y G.

El cateto c se hallará por el teorema de Pitágoras, que nos da la ecua­
ción c* =  a* — :
de donde resulta

(3 6 ) =  l /  a* — ú*.

El ángulo B se obtieue por el teorema que sigue:
«En todo triángulo rectángulo el radio es al seno de uno de los ángulos 

agudos, como la hipotenusa es al cateto opuesto á dicho ángulo: 6 bien, el ro-
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dio es al coseno de uno de los ángulos agudos, como la hipotenusa es al ca- 
teto adyacente á dicho ángulo.»

Formando proporción será

ó bien 

que DOS dan

R : sen. B : : n :

R : eos, B ; : o : c

seo. B a
eos. B = —

pero como R =  ! es el radio de las tablas trigonométricas tomado por uni­
dad se puede suprimir, y tendremos la fdrmula

(37)
sen. B =  —

; a .
Ì ®\cos. B =  —

El ángulo c =  90* — B.

T ercer caso.—Dados el cateto b y  el ángulo B, hallar el cateto c , la hi­
potenusa a y  el ángulo C.

El cateto c se hallará por la ecuación 6 =  c Ig. B, 
de donde.

(38) c =  6 cot. B.

La hipotenusa a se hallará por la ecuación 6 =  o se». B, 
de la cual resulta

(39) a = sen. B

El ángulo c será
C =  90* — B.

Cuarto caso.—Dados la hipotenusa a y  el ángulo B, hallar los catetos b y 
o y  el ángulo C.

Los catetos 6 y o se hallarán como en el 2.® caso, multiplicando por a los 
dos miembros de ambas ecuaciones, tendremos

(40)

El ángulo C será también

b =  a. sen. B

c =  a. eos. B.
V

C = 9 0 ‘ — B.



SEGUN D A SECCION.
SISTEMAS DE COORDEA'ADAS Y S E C C IO IS  CÓMCAS.

C A P Í T U L O  P R IM E R O .
P R O B L E M A ! ?  I N D E T E R M I N A D O S .

I g . — C o n d ic io n ss  d i f e r e a te s  q u e  d e b e n  r e u n i r  lo s  p r o b le m a s .—
Para lijar cualquier punto en un plano, es necesario conocer sus distancias ó 
i  dos rectas invariables, ó á un punto y una recta, conociendo esta y aquel, ó 
su distancia á un punto y la inclinación de la linea que la marca con otra, ó 
bien en general, dos condiciones equivalentes A las anteriores. De aquí resul­
ta que si al situar un punto no nos fuese conocida más do una de estas condi­
ciones, se liallarian infinitos puntos que la cumpliesen, y en tal caso el proble­
ma que tuviese por objeto el fijarle, seria indeterminado.

Como para situaron punto bau de existir precisamente dos condiciones 
diferen'es, á las que debe satisfacer al mismo tiempo, se comprende bien que 
para reunir en una expresión algebráica cierlas condiciones á las cuales hayan 
de corresponder del mismo modo muchos puntos, cuando so trata de formu­
lar la expresión, resultará una sèrie de puntos unidos entre sí que por lo ge­
neral forman una línea. Luego, si haij medios adecuados para ligar condicio­
nes que sean comunes á mueftos puntos consecutivos produciendo cuestiones 
indeterminadas, será posible hallar por medio de expresiones algebráicas la 
tiiuacion de unpunto, el curso de una linea con todos sus accidentes, y  en ge­
neral, todo cuanto tengarelacion canias formas y dimensiones de los cuerpos.

Sabiendo ya que para que un punto quede determinado, se necesitan co­
nocer sus distancias á dos ejes ó ádos rectas fijas, y como toda línea puede 
considerarse que es una sèrie no interrumpida,de puntos, para su represen­
tación e! medio adoptado consiste también en referir todos los puntos de cada 
líneaá ios mismos dos ejes fijos, deduciendo después la relación que, haciendo 
depender unas distancias de oira.s, sea común á todos los puntos de la línea 
propuesta.

Tales son los medios ó artificios que se emplean para obtener fórmulas que 
representen las diversas líneas que nos son conocidas, y tal es el objeto de los 
sistemas de coordenadas que nos proponemos analizar y generalizar, haciendo 
aplicación oportunamente de la geometría analítica, y calculando los valores 
numéricos en función de las líneas y colíneas naturales que conlicnen las ta-



blas trigODomélricas; cuyos valores derivados de aquellas se trasforman eu geo­
métricos déla misma manera que liemos hecho en el capítulo precedente res­
pecto de los elementos de curvas circulares, y aplicándolos para la resolución 
de los varios problemas á que dan lugar las secciones cónicas y curvas planas.

19.—Definiciones y consideraciones sobre los problem as inde term i­
n ad o s .—Se llaman ejes coordenados á dos rectas fijas que se trazan en un 
plano, y á las cuales se refieren lodos los puntos d-i! mismo plano. Si los án­
gulos que forman dichas rectas son iguales, se denominan rectangulares, 
y si forman ángulos desiguales, se los de.signa con el nombre de ejes oblicuos.

El punto de intersección de las rectas ó vértice común de los ángulos, se 
llama origen de coordenadas, 6 se dice simplemente origen. Las distancias á 
los ejes contadas en un sentido determinado se consideran como positivas, y 
como negativas las lomadas en sentido opuesto.

Llámause coordenadas de un punto, las rectas tiradas por él paralelamente 
i  los ejes: si estos fuesen rectangulares, las paralelas á los mismos se convier­
ten en las verdaderas distancias de dicho punto á los ejes; pero si estos fuesen 
ohlíruos, las coordenadas del punto dado no miden las distancias á los expre­
sados ejes, si i)ien las reemplazan en todas sus funciones.

Sean OX y OY [fig. 6) los dos ejes rectangulares, y M el punto dado: las 
paralelas MB y miden ^  g
las respectivas distancias 
á los indicados ejes. Es­
tos suelen nombrarse se- ^
paradamente por la letra 
con que se designan las 
distancias contadas sobre 
ellos. Así el eje OX con 
el que pueden y deben 
apreciarse las distancias 
paralelas, tal como MB, 
que siempre representa­
remos por cc, se llama 
eje de las x  ó de las abs­
cisas; el otro eje OY al 
cual son'paralelas las dis­
tancias MA que se expre­
san por y, se dice eje de 
las y ó de las ordenadas.

Ahora bien, si consideramos que para cada punto de una línea cualquiera 
trazada en un plano, existe una relación constante, una ley invariable entre 
sus coordenadas, y esta relación 6 ley rige en una expresión algebráica entre 
« é y ,  dieba expresión ha de representar necesariamente aquella línea de 
donde proviene, y si la citada ley es exclusiva y única del curso de la misma 
línea, la expresión algebráica representará solo la recta ó curva que le dió su 
origen; pero si la relación entre ordenada y abscisa de cada uno de sus pun­
tos fuese tal, que se verificase en una ó más líneas cuya existencia se igno­
rase todavía, el álgebra que con sus signos y caractères las incluiria á todas

31
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al establecer dicha ley ó relacioii, nos las haría conocer al tratar de aplicarla 
para determinar diferentes puntos.

La ecuación de los puntos de una línea contendrá las dos incógnitas ® é y , 
6 sean las distancias de cada punto que se trate de encontrar; para fijar dichos 
puntos no habrá más que dar á una de estas incógnitas, por ejemplo á y ,  va­
lores completamente arbitrarios, y calcular con ellos los que resultan en la 
ecuación propuesta para que es la otra incógnita ó distancia desconocida. 
Ue suerte, que se podrán ir colocando cuantos puntos se quieran de la línea, y 
por fin, hasta construirla.

Toda ecuación en la cual al hacer m =  o, dé 1/ =  o , es de una linea c¡ue 
pasa por el origen. Pues si al dar en dos ecuaciones un mismo valor á las abs­
cisas y ordenadas, resultan iguales los otros de las ordenadas y abscisas, las 
dos líneas so corlan en el punto á que corresponden dichos valores; pero como 
cualquiera otra linca cu que aparezcan simultáneamente estos valores pasa 
por aquel punto particular del plano en que se halla, porque estos valores se 
suponen iguales á cero, las líneas que se encuentran en estas condiciones re­
presentadas por íc é y pasarán por un mismo punto del plano que las contiene; 
es decir, por el punto en que se cortan los ejes.

Fundados en estas consideraciones vamos á determinar ante lodo su ex­
presión.

20._Hallar la fórm ula general de una rec ta  que pasa por el origen
de la s  coordenadas.—Sean OX y OY {fig. 7) los ejes coordenados, y a el

ángulo que forman
F i g .  7 . entre sí; sea MO la 

recta que pasa por el 
origen, y cuya expre­
sión vamos á deter­
minar.

Las ordenadas de 
los diferentes puntos 
M, M', etc., de esta 
recta , serán las MP, 
M'P', etc., paralelas 
al eje OY ; mientras 
que las correspon­
dientes abscisas serán 
las distancias OP, 
OP', e tc., contadas 
sobre el eje OX.

Para obtener la ecuación de la recta OM, es preciso hallar entre x & y  
una relación ó ley que se verifique en todos los puntos; desde luego se observa 
que los triángulos OPM, OP'M', etc., son semejantes por tener los lados para­
lelos: comparando sus lados homólogos se obtiene una sèrie de razones iguales

^  _  M 'T '' _  .
OP’ OP' OP" ' ’

pero observando que los numeradores que hacen de antecedentes, represen-

J



tan á 7/ ó á los ordenados y los consecuentes ó denominadores, las abscisas a?, 
resulta que la relación constante entre las coordenadas de cada punto tendrá 
un valor a y será
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=  e tc . = 05MP __ M'F
’OP' ~  OF 

de donde despejando y  se tiene 
(A) y _  g jp

Pero esta expresión establece una condición que se verifica en lodos los 
punios de una misma recta, siempre que pase por el origen; luego será la fór­
mula general pedida.

2 t .—O bservación l . — La relación entre las coordenadas de cada punto 
de una recta, es la de los senos de los ángulos que forma con los ejes. Con 
efecto, en cada triángulo OMP, OMT', etc., sucede que los lados son propor- 
clónales á los senos de los ángulos opuestos; luego

MP _  sen. MOP  ̂ M'P' _  sen. M'OP'
OP ~  sen. OMP ’ ^  ~  s”en. OM'P' ’

Los ángulos en M, M', e tc ., son iguales entre sí por correspondientes é 
»guales también á MOY por alternos internos entre paralelas; de.consiguiente 

MP __ sen. MOX M'P' __ sen. MOX
O? sen. MOY’ ^  sen. OMY’-, etc.;

pero las primeras razones ó quebrados de estas ecuaciones, son siempre iguales 
al valor o; luego las relaciones de los senos lo serán del mismo modo.

O bservación I I .—Dado el ángulo que forman los ejes y  el de la recta con 
uno de ellos, queda esta determinada.

Si el ángulo de los ejes es m, y el de la recta OM con el eje OX es n, de 
la ecuación 6 fórmula (A) correspondiente á dicha recta, se deduce dividien­
do ambos términos por x ,  y será (núm. 20.)

•5 lo que es lo mismo
P'M'
OP'

y _

X

PM

Pero la relación entre las coordenadas de cada punto, es la de (os senos 
de los ángulos que la recta forma con los ejes; por consiguiente
(41) ^ _ P ' M ' _ M P _  sen 7n

0 ^  ~  OP sen. {m —  n)'
de aquí resulta que siendo m y n conocidos, lo es igualmente a ; luego solo 
quedan como indeterminadas las coordenadas as é y en la fórmula general de 
la recta, ó lo que es lo mismo, la expresión se particulariza al representar la 
única recta que forma con el eje OX un ángulo MOX =  n.



«  •«« m  los eies son rectangulares, el coeficiente a de X en

"""p ltue^siendf(fó r' A) y -  a íc el coeficicTile de a:, será
sen. MOX 

® ^ s e n .  MOY’

cuando .os ejes

X . “ ,™ .: o t:^ t;e g o  ca/a uno de los senos ,„ e  »Bunan en ,a relación
a, es el coseno del ángulo del otro , y por lo mismo

pyj sen . MOX _  sen. MOX _
(41)' “  OP “  sen. MOY eos. MOX

cirse directamente imaginando la recta OM que sale o
nadas referidas á los ejes rectangulares OX y OY [fig. u.j, pu 4
S a  se hubiera visto que cada ordenada AM forma con su abscisa OA y la

la tangente de) ángulo opuesto ; de donde
MA =  AO X  lang. MOX

^ y  =  tang. MOX X  m-

2 2 , - D e te n m iu a r  .a  e x p r e s ió n  g e n e r a ,  d e  u n a  r e o t a  

no p a s a  p o r  e .  o r ig e n  d e  la s  ™ “̂ „ / „ c t a  cu 'a lqL -

3-i

F ig . 8,
ejes, y MN una recta cualquie­
ra ,  cuyas coordenadas se refie­
ren á dichos ejes; si por su 
origen O se tira la 0 (i para­
lela á MN, cuya ecuación se
trata de hallar, las ordenadas de
esta deberán estar expresadas 
por las de P Q y Q M , y p o r  con- 
fiiguioute tendremos

P Q = .y = a i r ;

y como las MP de la recta MN, 
se compondrán siempre de las 
partes PQ que corresponden co­
mo ordenadas de las anteriores 
OQ, y délas porciones MQ igua- 
leslodasáON por paralelas com-

ttd a  por MP := PQ -1- QM =  o ® -1- ON ;



luego llamando 6 á la longitud constante ON para tojas las ordenadas, se ten« 
■drá la fórmula general
<B) y =  a x - \ - h .

O bservación.--Por la forma de esta expresión, que es la de toda rec­
ta situada de cualquier modo respecto de los ejes, se ve que para determinar 
una recta es preciso conocer las dos cantidades a y 6 , lo que equivale en ge­
neral áliallar dos de sus puntos ó condiciones equivalentes: por consiguiente 
los accidentes que en sus expresiones representa el álgebra, van conformes 
•en todo á los que se nos dieron conocidos en las líneas por la geometría.

Si en la ecuación de una recta que pasa por el origen, no liabia más que 
la relación a que determinar para fijar cada recta; es decir, sino había en 
general que conocer más que un punto, conviene tener presente que con 
deber pasar por el origen, resultaban dos para trazarla.

23. —Dadas las coordenadas de un  punto, hallar la fórm ula de to d a  
Tecta que pase por él.—Si las coordenadas del punto dado son oc é y , co­
mo la ecuación de la recta ha de tener la forma general

y =  a X b,

no habrá más que sustituir en la fórmula (B) los valore.? y' x  por y X] por­
que en el momento en que la recta pase por el punto x '  é y', estas coordena­
das son suyas y han de satisfacer á su ecuación, por consecuencia se tendrá

y' =  a x ' -i-b .

Entre esta ecuación y la anterior solo se puede hacer desaparecer una de 
las dos cantidades a óh  desconocidas; pues aun cuando son dos ecuaciones 
con dos incógnitas, en la primera son indeterminadas x  é y  que no pueden 
dar á conocer ni o ni ó aunque so las despeje. Restando una de otra las dos 
ecuaciones anteriores, se eliminará la 6; así resultará la fórmula

(42) y  ~  y’ =: a {X —  x'y.

que es la ecuación de toda recta, ó mejor dicho, la forma que tendrá cuan­
do pase por un punto cuyas coordenadas x ' é y' sean conocidas.

Aun cuando en la fórmula obtenida pudiera despejarse la y para ponerla 
bajóla forma adoptada hasta aquí en las ecuaciones do las rectas , es más 
conveniente presentarla en la que tiene, toda vez que (núm. 2í ohscru- ITI) 
la diferencia entre las ordenadas es igual á la de las abscisas multiplicada por 
la relación o de los senos, ó por la tangente trigonométrica.

24. —H allar la expresión de una rec ta  que pasa por dos puntos da­
dos.—Sean ix ' y') y \x "  y") las respectivas coordenadas de dichos puntos.

Como la fórmula (B) de toda recta ha de verificarse necesariamente cuan­
do por X t/se  sustituyan x ' y ', 6 bien cuando debiendo ser el punto que 
marcan estas coordenadas, uno de los de la recta indeterminada, en el 
momento en que pase por é l, la x ' ha de tener con la y' la relación o que liga 
i  las demás; luego sustituyendo en la fórmula (B) que es general, tendremos

y' =  a  x ' -I- í».
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! as mismas consideraciones hacen ver que las coordenadas m" y" deben 
satisfacer la ecuación general de la recta; por coosigu-ente, sustduyendo .n 
esta ecuación aquellas coordenadas particulares, se tendrd

y” =  n cc" -4- b.

Ahora, restando estas dos ecuaciones para elirainar la incígnita b , darán 

y' — y" =  a (cc' — m");

en donde no existiendo más cantidad desconocida que la relación a , se podra 
despejar, !a cxial tendrá por valor

. y’ -  y”
ce' — íc"’

SustituYéndoIe en la fórmula (42) de una recta sujeta á pasar por un pun^ 
to ,L r á  p L a la  cuestión presente que tiene que pasar por dos, la expresio.
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(*3) y x ' — cc

25 - T o d a  ecuación d ep rìm er grado con dos variab les, tiene p o r 
lugar g e o m é t r i c o  u n a  re c ta .-P a ra  demostrarlo, exammemos k  ecuación
general de primer grado que tiene la forma

A y - i - B x - 4 - C = : 0 :

despejando k  y 6 dividiendo toda la ecuación por A, y pasando al segundo 
miembro los dos últimos términos, resulta

B C

haciendo en esta ecuación las cantidadas conocidas X" “  ^ A

que sustituidas en esta última expresión nos da
y =  o ® -H &:

ecuación ,a  conocida (núm. 22) para una recta, la cual demueatra que cj.r- 

ta al eje de las y  á una altura sobre el origen expresada per 6 =  — — ,y  

que forma con el eje de las a> un ángulo cuya tangente trigonomélriea es la 

B
relación o =  — A '

Por lugar geométrico de una linea se entiende. pues, que es ta sene de 
coordenadas de los puntos que tienen una relación tal, cual expr 
don propuesta.

Observación.-C nando  dada nna ecuación de primer grado con dos varia- 
H es!srqn icre conslrnir la recta que representa, como eslas lincas no nece­



sitan más que dos punios para quedar determinadas, bastará suponer x — o, 
que dará para y  el punto del eje de las ordenadas por donde pasa; y después 
y ~ o  quedará parax el valor correspondiente al encuentro de la recta con el 
eje de las abscisas.

Si haciendo x  =  o resulta y =  o, entonces la recta pasa por el origen, y 
basta dar á x  un valor cualquiera, por ejemplo i ,  para lijar el extremo de la 
ordenada correspondiente por donde pasa la recta.

26.—Dadas las coordenadas de dos puntos, determinar la fórmula 
de su distancia.— Observación.— Sean M y M' los dos puntos {fig. 9)
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F ig. 9.■<x', y') y (X ", y") 
las coordenadas cono­
cidas, y cuya distan­
cia de M á M'se quie­
re hallar, .para esto 
•tendremos:

O P = x ',  O l> '=x",

Tirando por M la 
recta MB paralela al 
■eje OX, se formará un 
triángulo MM'B en 
el que según hemos 
visto (jiúm, 1G, caso 
3 .*}, respecto de los 
triángulo» oblicuángulos, se verifica que el cuadrado de un lado es igual á la 
suma de cuadrados de los otros dos, menos el duplo del producto por el cose­
no del ángulo comprendido; y por consiguiente resulta

=  MB* -4- "jpB* — 2 X  MB. BM' X  eos. MBM'.

Pero la distancia MB igual PP', por paralelas comprendidas entre paralelas, 
no es sino la diferencia OP' — OP de las abscisas dada.s: lo mismo puede ob­
servarse respecto á la línea BM' =  P'M' — P'B =  P'M' — PM, que es ladife- 
rencia de las dos ordenadas propuestas. El ángulo MBM', cuyo coseno figura 
cu la expresión del cuadrado de MM', es también igual al OP'M' por cor­
respondientes, y siendo este suplemento del ángulo YOX que forman los ejes, 
pues con él suma dos rectos, se sigue que dicho coseno de MBM' es el de 
YOX; recordando que las líneas trigonométricas de un arco son iguales á las 
óe su suplemento: el ángulo YOX conocido, podremos representarle por a; y 
ólii.oiamenle á la distancia ineógoiia MM' por D: con estas condiciones ia 
«cuacion será

1)> =  (cc" _  +  (y" — y y  —  2 (x" — X') (y" — y') X  eos. a .

Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros nos da la fórmula(W ) D =  j/ (¡c"  — £c') -H [xf —  y') — 2 (x "  — x')Tl/" —  y') X  cos.”^



0 .s e r v a c to n .- S i  los e¡es son rectangulares 
forman se hace igual cero; luego si eos. a  , P 
lancia sé reduce á
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(45)

= ,- r :  -  Í

directamente suponiendo ,u e  los ejes OV y OX ( f t .  >«) . 2 : ! : ' “ !  P -  
entonces una distancia cualquiera M M' entre dos

O

Fig. 10.

M

R M '

P '

lelas á los ejes liradas 
por ellos M'.Ry R 
un triángulo rectán­
gulo MRM', la cual 
será la hipotenusa  ̂ y 
en tal caso nos da

JÍ'JI* = M R  4"^ 1̂  >

y como los dos cate­
tos MR y RM' son lo 
mismo que anterior­
mente, las diferencias 
entre las ordenadas y 

X  abscisas de los pun- 
tos conocidos M y M', 
tendremos

m'm ’ =  d’ =  [y' — y '7  +  (®' — •

luego

(46) D = / ( y "  -  s T  +
De aquí se deduce que: La distancia entre dos puntos es igual á la rais 

cuadradade la suma de cuadrados délas diferencias entre sus abeisas y
orde'nadas. , , . ,

Si uno de los puntos dados es el origen de las coordenadas, por ejemplo, 
el (<o" y"), estas se harán nulas en la expresión de la distancia. Así si los 
ejes son del sistema oblicuo, suponiendo x "  é y" igual cero (fOr, 44),resultará

(46)' D =  [ /(m ' +  y '?  —  2 eos. a”
Y si los ejes fuesen rectangulares, haciendo en esta fórmula de las dis­

tancias referidas á ellos, las mismas hipótesis de « "  =  o é y" =  o, se tendrá

D — j / ( ^(46)" y ?
De modo que nos da la siguiente regla: La distancia de un punto c«aí- 

quiera al origen, es igual á la rais cuadrada de la suma de cuadrados de 
3U8 ordenadas.
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C A P Í T U L O  I I .
FÓRMULAS DEL CÍRCULO Y LA TANGENTE.

2 7 .__H a lla r la e x p re s iO D g ^ e n e ra l d e l c ír c u lo .—O b s e rv a c io n e s .  — Para
determinar la expresión do (as, y) que pueda vi.riíicarse en cualquier punto 
de un mismocírculo con referencia á losejes rectangulares O.X y OY H ), 
basta recordar que todos sus puntos distan del centro una cantidad cons­
tante representada por p jg
el radio : si á este se le 
expresa por r ;  por (a, b) 
las coordenadasdel cen­
tro, y por (a?, y) las coor­
denadas generales que 
corresponden indistin­
tamente á cada punto 
de la circunferencia, 
bastará recordar, repe­
timos, que la expresión 
hallada (mím. 26, fór­
mula, 46) será la que 
se bu.sca, con rela­
ción á los ejes ortogo­
nales, tan pronto co­
mo se hayan reempla­
zado las cantidades que ahora deben figurar en lugar de aquellas.

La expresión de la distancia entre dos puntos {x', y ') ,  (x", y " )  referidos 
á los ejes rectangulares, era

y  i
"  Ì

i \  X '
0 ’ C N i )

i y
— ^  X

Q R  P

y haciendo desaparecer el radical, nos da

Luego si a;" =5 a , y" =  &, y' =  y , i> =  »•, la expresión géneral de un 
círculo será(C) r» =  (03 — a f  -H (y — b y

Observación I . — Si el origen de las coordenadas se colocase en el 
extremo de un diámetro, siendo este el eje de las abscisas como se repre­
senta {fig. H ) ,  en donde los ejes respecto al círculo no son ya OX y OY» 
sino O'.V y O'Y'; entonces en la expresión precedente la abscisa del cen­
tro o =  OR se convertirá en la O'C =  r , y la ordenada 6 =  CR en cero; 
con estas modificaciones la fórmula anterior se reduce á la

=  ( x  —  r y  -h



ó desarrollando el cuadrado del binomio { x  — r)*, tendremos

r® =  — 2rx  -f- r* -H y®;

destruyendo los términos en r®, viene á convertirse en

(47)' y® — 2raj — cc», ó bien, y® =  » ( 2r — ¡r);

de donde se deduce: que cada ordenada y  perpendicular al eje de las x , es 
media proporcional entre los segmentos del diámetro, como ya sabíamos por 
la geometría elemental.

Observación II.— Si el origen de las coordenadas se hallase en el cen­
tro C , en cuyo caso en la expresión del círculo

r® =  (05 — a)® -h {y — 6)*

habría que suponer las coordenadas a  y 6 del centro, nulas; lo cual reducirá 
la ecuación á la fórmula

(47)" r® =  03® -f- y^.

Expresión la más sencilla y usual de la curva circular.

28.—Determinación de toda recta tangente á un círculo. — Délas 
propiedades que descubren las expresiones algebráicas que hasta ahora he­
mos visto ser las mismas que conocíamos por la geometría, se puede deducir 
la ecuación de la tangente á un arco de círculo; pero con objeto de conse­
guirlo como caso particular de otra cuestión más general, examinaremos ántes 
qué propiedad gozan las partes de dos cuerdas que se cortan, contadas desde 
su intersección liasta la circunferencia.

Sean {m , n) las coordenadas del punto común á las dos cuerdas; la ecua­
ción de la primera cuerda que pasa por dicho punto será

y  — n  =  a  (cc — m ) :

llamando d á la distancia del punto común á la circunferencia contada sobre 
esta recta, y ( x ‘, y') las coordenadas de su encuentro con la curva, se veri­
ficará en la recta que

i / — n  =  a ( ®'  — m);

y para el círculo, siendo su ecuación 03® -i- t/® — r®, tendremos
o,'2 y'® =  r*.

También con la distancia d se verificará necesariamente esta condición: de 
donde resulta,

d® =  ( y ' — n)® +  ( m ' — m)®;

luego tendremos tres ecuaciones para determinar las dos incógnitas (a) , y ) 
que hasta ahora existen; es evidente que habiendo una ecuación de m s, 
esta será la que exprese la condición que han de llenar las otras cantidades 
d líneas que se han tomado en consideración.
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La elímiDocioD de (cc', y') debe hacerse con preferencia enlre las dos ecua­
ciones

y' —  n =  a [x ' —  m ), y =  [y' —  n y  {x ' — n)*,
de la recta y una de sus porciones ; sustituyendo después sus valores en la del 
círculo, y poniendo por y' — n en la segunda de estas ecuaciones, su expre­
sión tomada de la primera, tendremos

d^ =  a ^ { x ' — m)®-h (¡r' — mj*; 

sacando el factor común {x ' — m y, será

{x' — m y  (fl* =
^e donde resulta

d

4(

X — m
-i-

y por consiguiente reemplazando este valor en lugar de y ' —  n, dará

ad
y' — n =

<i bien

x ’ =
/ r

m , é y '  =
ad

t / r
Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuación del círculo , puesto que 

son, como se dijo, las coordenadas de uno de sus puntos, darán á conocer las 
condiciones á que ha de satisfacer la recta para gozar de las propiedades que 
^asta ahora se le han ido fijando. De modo que se tendrá

d» 2dm
a* -f- 1

g^d» 
a^-h 1

2dna

/a »
+  n* -í-

ordenando con respecto á d que es la cantidad que no podrá ser arbitraria 
cuando la recta además de pasar por el punto (m , n) forma un ángulo de­
terminado a con el eje de las abscisas, da

d* d -i- H- n® — r* ) =  0.
l/o^  -f- i

Los dos valores de d que presenta esta ecuación de segundo grado, serán 
las porciones de cada recta tirada en el círculo en un punto dado por sus co­
ordenadas (m, n).

Esta expresión liace ver que el tercer termino siendo el producto de las 
raíces ó segmentos de cada cuerda 6 secante, es independiente del ángulo 
<jue cada una de ellas forma con el eje de abscisas; porque en dicho tercer 
térinino (m* -h n® — r ’ ) no aparece a : luego los dos segmentos de cada 
cuerda que se tire por un punto, dan siempre el mismo producto: y cuando 
ol producto de dos factores es igual al producto deciros dos, se puede formar 
proporción ( \ r i t . ) , resulta que ; cada dos cuerdas que se cortan en un cir^  
culo se dividen en partes reciprocaiiiente jyroporoionales.



Si las aoordeaadas ( » ,  n ) del p a l  por 
que corresponden á mío situado fuera de gatera contada; s : ; ; “ : r ; i v ; ; r . s

3 : t í S : = s : : : - = 9 ^

: E t = 2 r : í i i i = : “ = :; t :^ s :^ í
círculo; luego

m» -H n2 =  f ':

esto supuesto, eu la ecuaciou que da las distancias del punto i  la eircnnle- 
renda desaparece el último térmuio, y solo queda.

CÌ»

/  m -H an \
2 - ^ ^  ci =  o ; ó b ¡ e n , d | ^ d - ^ 2 j ^ _ ^ | - o .

y  i -h ^ ^

Las raíces de esta ecuación son

d ' =  o , y c r  =  - 2
m -t- an

/ i

tercia 4 sí e^nUdad cualquiera determinada. Mas
cuerda que salga de CÌ, pue<le s *-n„eQte es necesario que desapa-

guíente debe veriíicarse que 
m +  an

—  2
l / t  +  n*

; O, como también m +  na — 0 ;

de esta condición resulta que
m
n

Luego, sustituyendo este valor en la ecuación de una recta cualquiera, se



tendrá la fórmula general para la tangente sujeta á pasar por un punto (m, ?i).

(D)
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m
y n = -------(a? 4- m).

n
Si combinamos la ecuación de la tangente con la del radio tirado al punto 

de contacto, se hallará , pues, que dicho radio es una recta que pasa por e! 
origen, y su ecuación será

y  =  a x :
y la déla tangente es

(DO
m , .y — »1 = -----

Como el radio que se considera ha de pasar por el punto de contacto cu­
yas coordenadas están expresadas por(m, n), su ecuación dará estos valores; 
es decir, que

» =  a?n:
de donde resulta

m

Luego si la tangente trigonométrica-------del ángulo que la tangente al
1%

círculo forma con el eje de las abscisas, es la cotangente negativa de! ángu­
lo que el radio tirado al punto de contacto forma con el mismo eje, dichas 
líneas son perpendiculares. Por consiguiente: el radio tirado al punto de con­
tacto de una recta con una circunferencia, es perpendicular á la tangente.

En cuanto á la expresión que daba las distancias de un punto de una rec­
ta á sus intersecciones con la circunferencia, hemos demostrado en el pre­
sente número que el producto de estas distancias era el tercer término 
(w® +  n* — r^) de dicha expresión.

Ahora bien, si se
considera que el punto 
(ni, n) es el exterior N 
(Aff* 12), dicho producto 
que expresa el de cual­
quier secante KS por su 
parte externa EN, iiace 
notar que también es el 
cuadrado de la tangente 
NR tirada desde el mis- 
mopuntoexteriorN; pues 
como en el triángulo rec­
tángulo ONM, según el 
teorema de Pilágoras, el 
cuadrado de la hipotenu- 
sa es igual á la suma de 
cuadrados de ios catetos, 
resulta

F ig. 12. 

Y

y  /

/  / 1 /

N

‘ i 1 
1 
1 \1
«\1
¡

\  ^ / ■ y R
M

m» +  n* =  OM’ NM =  ON



Por la misma razón el triángulo rectángulo ORN, nos dá la fórmula 

(48) „ .  +  „ . - r > = O Ñ * - Ó R " = Ñ R ‘ -

Luego si se comparan una secante ,  su parte “ J - V l l a ^ t ^ a L a l  
rada desde el mismo punto, y ^ ^ ^ ^  ¿ gg tÍTun «na ía»-
do de esta, se deduce la regla ^ Snienle^S. enl« la
gente y una secante á un circulo, la tangente es mea i f

tendría la forma
y =  033

la cual estaría satisTecl.a con m y n ; es decir, que se veriDcaria necesaria- 

mente
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n om :

de donde

. • /i/í» fiiarí» p1 radio con la ecuación
cuyo valor sustituido en la ecuación y . j
resultante

n
V =  — 05. 
^ n»

Como la tangente es una recta sujeta i  pasar por el punto de contacto 

{m, n) tendrá por ecuación
y — n = a ' ( ®  “ ”^)j

dicho radio; es decir, que

a ' =  —
m

luego la fórmula que se busca está reducida á la forma

m r -  \ .
y — n = ------- (® —(48')

cuya ozpresiou es la misma que la hallada en este número {for. D'.)
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C A P Í T U L O  I I I .
TRASFORMACION DE COORDENADAS.

29.—Cuestión fundamental.—Cnn lo que llevamos dicho en esta segun­
da sección, se comprende fácilmente que por la expresión de una línea se 
puede conocer su curso y las propiedades de que goza, determinando todos 
sus puntos; para esto no hay mas que dar valores arbitrarios á una de las va­
riables, que generalmente es la abscisa, y levantar sobre cada una de las que 
se van suponiendo la ordenada ú ordenadas correspondientes al valor de x  en 
la ecuación que se discute; pero como esta discusión ó exámen de las líneas 
curvas y su trazado ha de ser más ó menos difícil según la expresión que la 
represente, conviene adoptar la de cada línea de la manera más clara y sen­
cilla que la relación entre sus abscisas y ordenadas permita.

La conveniencia y utilidad de presentar la fórmula de una línea recta ó 
curva bajo la forma más simple, y las observaciones hechas al estudiar los 
puntos, las rectas y círculos, unidas á la prontitud y claridad con que se han 
llegado á obtener las fórmulas, cuando los ejes coordenados se eligieron y si­
tuaron de un modo más conveniente que el general, cual es el de no guardar 
ninguna analogía con punto alguno de dichas líneas, hace conocer ahora la 
imprescindible necesidad de saber referir una curva dada con respecto á unos 
ejes, á otros que puedan simplificar su expresión algebráica.

Esta cuestión es , en general, la que toma el nombre de trasformacion de, 
coordenadas, y se reduce, como hemos dicho, á determinar los valores que 
tienen las que se buscan, cuando dependen de las que se dan en la ecuación 
de la curva; ó como debe decirse tratándose del álgebra y de la trigonome­
tría, es hallar las fórmulas de unas coordenadas desconocidas en función de 
otras conocidas.

Esto supuesto, como solo existen dos sistemas de ejes rectangulares ú 
oblicuos, cuando de este modo se quieren fijar los puntos de un plano, el 
problema de la trasformacion de coordenadas so compone de los casos ó que 
pueden dar lugar las combinaciones de estas dos clases de ejes. Además, es 
evidente que la determinación de las coordenadas de una línea cualquiera en 
función de otras, solo consiste en saberlo hacer con las de cada uno de sus 
puntos. En virtud de estas consideraciones generales se concibe fácilmente 
el órden que debe seguirse al tratar esta cuestión, y solo queda que hacer el 
estudio aislado en cada caso particular. Nosotros, en gracia de la brevedad, 
solo nos ocuparemos de ios cinco casos más principales que dan lugar i  otros 
tantos problemas, á saber;



3 0 - H a lla r  las nuevas coordenadas de un  punto cuando se t r a s -
not?e e fo r íg e n  sin cam biar la  dirección de los e je s .-S e a „  estos los
^  n v  V AY (fía 13̂  y el nuevo origen 0 ' ;  si los ejes lian de conprimitivos OX y OY (̂ jig. i ó), y nue b dirección de
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F ig . 13 . 

Y '

O"

B

los anteriores, serán 
las dos paralelas O'X' 
y O'Y' liradas por el 

1 punto O'.
En estos supuestos, 

un punto cualquieraM 
del plano de los nue­
vos ejes, tiene por co­
ordenadas primitivas 

_X' OP y PM; y por coor­
denadas nuevas O'P'

X
La relación que liga 

áestasconaquellasjse 
X " ve que es sumamente 

p »  sencilla; porque se­
gún las condiciones 
de los ejes, resulta

OP =  OB +  RP y P^* =
cero OB y O'B l.an de ser conocidas para poder trasportar el oríjsen al pimío 
C d e s ig n e o : luego si se suponen OB =  e y O'l) =  I,, las coordenadas ant,- 

■ cuas te , y) y las modernas (*', y'), tendremos las fórmulas
cc =  n +

( y  =  b + y \

Por consiguiente estos serán los valores que deberán sustituirse p o r (^  y) eo 
Porconsibu npcesario referirla á ejes paralelos, pero
cualquiera ' ‘ determinado por sus coordenadas con res-cuyo origen se ha le en un pû  ̂ ^̂ 1̂ _

aparecerá con toda la sencillez á que pueda dar lugar la elecc.on de

"’'«rmúlfls nrecedentes obtenidas para (m, y) lo lian sido en el supuesto 
Las fórm p . , ¡«„frulo YOX de las coordenadas positivas,

' : r s r r ¿ o n  efecto, S i e n d o ^

o 'v ” r r Y - r i a r r i d e n a d a s  (J ,  y ')’, serán 0"P '' ,  P''M- 
U  r ; ; : ! ;  á l s \ ° o t r a ;  es la misma, y en cuyo caso será 

Qp _  Q"p" — 0"B", y PM =  P"M — B 0;

ó bien poniendo las representaciones adoptadas nos dá
cc — a ' — o, é y =  y'
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Reuniendo en uno los valores de cada coordenada, hallados en el primer 
supuesto y en ei presente, obtendremos para formulas generales en el cam­
bio de origen, siempre que los ejes permanezcan paralelos

(49')
X = x '  ±  a 

y = y '  dz b.

Estas expresiones contienen todas las situaciones posibles del origen nue­
vo con relación á los ejes primeros; porque sí se halla en el ángulo XOY , los 
signos positivos son los que corresponden : sí está en el ángulo crOy, su abs­
cisa a se hace negativa, mientras que la ordenada 6 permanece positiva : sí 
se encuentra en ei ángulo xOy, las dos coordenadas ay  b deben llevar el sig­
no menos, y por último, si está situado el nuevo origen en el ángulo j/OX, su 
abscisa o vuelve á ser positiva, en tanto que la ordenada b, continúa siendo 
negativa.

Resuelto e! primer caso , nos evita el tener que considerar á lo sucesivo 
el cambio de origen, puesto que una vez obtenidas lis fórmulas para (®, y) 
en función de las nuevas coordenadas referidas á ejes de diferente dirección, 
pero de un mismo origen, sí fuese preciso también cambiar éste, bastaría 
sustituir en dichas fórmulas por las coordenadas modernas, las expresiones 
halladas anteriormente.

F i g .  1 4 .

31.~Determ inar las expresiones de las coordenadas de un punto 
para pasar de un sistema de ejes rectangulares á otro de oblicuos que 
tengan el mismo origen .— Sean OX y OY ios ejes primitivos rectangula- 
*■08 {fig. 14), cuyas coordenadas están expresadas por (x, tj}. siendo OX' y OY' 
Jos nuevos ejes y las coordenadas representadas por {x', y'}.

Es evidente que 
para pasar del pri­
mer sistema de e- 
jes YOX al segun­
do Y'OX', se nece­
sita conocer los 
ángulos Y'OX y 
X’OX que los nue- 
'̂os ejes forman 

con uno deios pri- 
milivosque hemos 
supuesto ser ei de

abscisas. Estos 
ángulos para más 
sencillezlos expre­
saremos porXY'y 
XX'que son las le­
tras de sus exlre- 
fnos, é indican cla-
^  y disliataraente los dos ejes cuyo ángulo se consí lera.



Para conocer ahora la relación que liga las nuevas coordenadas de cada 
punto del plano con las primitivas, imagínese un punto cualquiera M, y trá~ 
cense las ordenadas PM perpendicular á OX y P'M paralela á OY'; de donde

OP =  a!, PM =  y ,  OP' =  cc' y P 'M =y'.

Si por el extremo P' de la nueva abscisa se tiran P'Q paralela á OX, y P'R 
paralela á OY, se tendrá

® =  OP =  OR +  P'Q- é y == PM =  MQ +  P 'R .

Pero OR y P'Q, MQ y P'R son los catetos de dos triángulos rectángulos 
ORP' y P'QM, cuyas hipotenusas OP' y P'M son (a?', y'), y los ángulos P'OR 
y MP'Q iguales á XX' é V'X son conociilosj por consiguiente (núm. 17), cada 
uno de estos catetos debe ser igual á su hipotenusa multiplicada, ó por el 
seno del ángulo opuesto, ó por el coseno del ángulo adyacente.

Luego;
OR =  OP' X  eos. P'OR =  x '  eos. X X',
P'Q =  P'M X  eos. MP'Q =  y' eos. X Y'j 

P'R =  OP' X  sen. P'OR =  x '  sen. X'X,
MQ =  P'M X  sen. MP'Q =  y ' sen. Y'X:
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(50)

estos valores sustituidos en los de {x, y), darán

IX  — x ' eos. XX' -f- y ' eos. Y'X 

\y  = x '  sen, XX' - f  y ' sen. Y'X.

Estas fórmulas de los valores de {x, y) en función de las nuevas coorde­
nadas y de los ángulos que forman con el eje de las abscisas primitivas, so 
vé que son generales para lodos los puntos del piano en que estén trazados 
los ejes; porque las construcciones voriíicadas para deducirlas, puedeu te ­
ner lugar en cualquier otro punto que el M en que fuesen empleadas.

32.—Hallar las fórmulas de las coordenadas para pasar de un siste­
ma de ejes oblicuos á otro rectangular que tenga el mismo origen —
Este problema es el inverso del precedente: por lo mismo según las ecua­
ciones determinadas entonces ( x \  y') serán las coordenadas conocidas, y 
(®, y) las incógnitas; mientras que los ángulos XX' y XY' continuarán siendo 
también conocidos, porque debiéndolo ser el X'Y' de los ejes oblicuos dados, 
y el XX' del nuevo de las abscisas con el primitivo, su suma es un ángulo 
determinado.

Por lo tanto, los valores de ( x \  y') que ahora se buscan, se obtendrán 
inmediatamente con solo despejar estas cantidades en las expresiones de (x, 
y) que se deducen de la cuestión precedente. Multiplicando los valores 
hallados entonces, ó sea la primera ecuación de la (fér.  50) por sen. XX', 
la segunda por eos. XX', y restándolas miembro á miembro se obtiene

X sen. XX' — y eos. XX' =  y' (eos. XY' sen. XX' — sen. XV' eos. XX'): 

de donde resulta



, /  ^  ^ s e n .  XX' — y cos. XX'_ 
sen. (XX' — X Y y ~  ’

6 bien cambiando los 'ignos á numerador y denominador para que en este 
DO aparezca un ¡Ingnlo negativo, pui’s XX'es menor que XY' nos da la 
fórmula . '

49

(31) y
, _ y  eos. XX' ~  o; sen. XX' 

seu. (XY' — XX')

El valor de x '  se puede hallar de! mismo modo multiplicando la primera 
ecuación por sen. XY'. /a segunda por cos. XY'. y re.slándolas después ten­
dremos ’

X sen. XY' -  y  cos. XY' =  x '  (sen. XY' cos. XX' — eos. XY' sen. XX'):

de cuya Igualdad se deduce inmediatamente la expresión

, _  X sen. XY' — y  cos. XY'(31)'
sen. (XY' — XX')

33.-Deter?ninar las expresiones de las coordenadas de un punto 
para pasar de un sistema de ejes rectrngulares á otro también rec­
tangular que tenga e l mis.*no origen .— Para obtener los valores de las 
coordenadas del sistema primitivo {x y) en función de las nuevas {x' y ’), 
cuando unas y otras son rectangulares, no hay más que introducir en las 
{fors. ao) halladas para pasar de un si.stcma rectangular á otro oblicuo, las 
modificaciones inherentes á Jo que Jjemos supuesto actualmente.
Estas modi­

ficaciones se F ig . 15 .
efectiian con 
mucha senci­
llez. En efec­
to, si el ángu­
lo X'Y' {fio.
13) se hace 
recto, el án­
gulo XX' es 
el compl e ­
mento por ex­
ceso del XY';
»sí sen. XY'
=  cos. XX'
y eos. XY' =
— sen. XX'. Con estos valores tendremnslas fórmulas para el presente caso 

X — x ' .  cos. XX' — y ',  sen. XX' 

y  =  x ' .  son. XX' -f- i / .  eos. XX'.
(52)



34.—Dadas las coordenadas de un punto referido á ejes oblicuos, 
h allar las fórmulas para pasar á otro sistema también oblicu} que 
tenga el mismo origen .—Seau los ejes primilivoá OX y OY {fig. 16), y 
los nuevos OX' y OY': las coordenadas antiguas las expresaremos por (x y) y 
las modernas por {x' y' ).

F ig . 16. Si por el origen común O
yn de estos dos sistemas de ejes

se concibe otro tercero 
X"0Y" rectangular, cuyo 
ángulo XX" será conocido, 
puesto que podremos elegir­
le arbitrariamente: con las 
fórmulas para pasar del sis­
tema dado XOY al rcclan- 
gular X"OY", y las que co­
nocemos para hacerlo tle 
líste al que se desea X'OY', 

X ” quedará resuello el problo- 
jiiU que nos ocupa.

Las {fórs.  50) que ligan
las coordenadas rectangulares con las oblicuas, y q̂ '̂® por ser más senciNaa 
deben ahora preferirse, se hallaron 31): poniendo en ellas prim ro
(x "  ij") en lugar de (.r y) que erau entonces las coordenadas rectangu are», 
V por (x ' y') también (x  y)-, sustituyendo después (x y) por las (x y  ), y 
dejando las (x' y') acentuadas del mismo modo que lo están, se tendrán dos 
expresiones de..x" y de y", la una en función del sistema oblicuo dado, y a 
otra del oblicuo en que quiere Irasfonnarse; así solo quedara que tiaccr lii 
eliminación de las coordenadas auxiliares (x" y") para lograr una dependen­
cia directa entre las coordenadas (x  y) quese dan y las (x ' y') que se buscan.

Las expresiones { 51 y 51') que tenían la acentuación indicada, cuantío el 
sistema oblicuo era XOY,  y ahora será
(t" == X. eos. X"X +  y .  eos. X"Y, y"  =  x .  sen. X"X +  y .  sen X"V.

Cuando el sistema oblicuo que se compara con el rectangular X 'OV' os 
el X'OY', las mismas expresiones son

x" =  X'. eos. X"X' +  y', eos. X"Y', y" =  x '. sen. X"X' -f y', sen. X"Y'-

La igualación de los valores de (x"ly"),  elimanamio á estas, dará las 
relaciones que se buscan entre (x y) y (x ' y'} en las dos ecuaciones que 
siguen

X. eos. X"X +  y eos. X"Y —  x '. eos. X"X' +  y ',  eos. X"V':X .  sen. X"X +  y sen.  X"Y = x ' .  sen. X” X' 4- y',  sen. X"Y'.

.\hora, para hallar los valores de (x y) se eliminará una de'estas varia­
bles y se tendrá la expresión de la otra. La etiminacian más conveniente es, 
para hallar la X ,  muliiplicar cada ecuación por el coeficiente de y en la otra, 
y restar después las ecuaciones.
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•  51
En e fe c to , m ullip licando la p rim era  ecuación p o r s e n . X ” Y, la secu n d a  

por eos. X” Y, y restándo las se  tiene  ’ °

o; (sen. X ''Y . eos. X".V —  sen. X” X. eos. X "Y ) =  (.son. X” Y. eos. X” X ' 
-  X” X ' eo s . X” Y) +  y' (sen . X "Y . eos. X” Y' —  s e n .  X” Y '. eos. X "V ), 
<5 lo que os lo mismo

sen. (X "Y  -  X” X} == cc'. sen. (X” Y -  X 'X )  +  y', sen . (X” Y' - X " Y ) :  
Luego

^ • scOi (X ''V  — X " X ')  +  y', sen . (X "V ' —  X"V)
seo . (X "Y  —  X” .Y) “

Los m ism os p ro sed im ien to s repelidos para  elim inar la x  d a rán  para  el va­
lor de y

x\ so n . f X ; ' ^ —  X” X) +  y', se n . (X "Y ' —  X "X )
8eD7'(X^Y —  X"X)

P ero  las su s tracc iones de los ángulos que ap a recen  en  estas ex p res io ­
nes, dehen e fec tu a rse , p a ra  q u e  ninguno q u ede  con re lac ión  á  los ejes r e c ­
tan g u la res ; p o r lo m ism o exam inando (a figura se ve que

X 'Y —  X” X' =  X 'Y , X "Y ' —  X” Y =  Y T , X " .\ ' —  .\" X  =  XX ',
X” Y' -  X” X =  X V ', y  X "V  -  X"X =  XY.

De donde se ded u cen  las fórm ulas sigu ien tes:

y  =

(53)
ÍE =  +  y'- «en. Y’Y

se n . XY"
sen XX' - f  y\ son. XY’=  -

sen . XY

c o o 'í ! íp n I ? ° ‘° " '  ' " “ 'I " ' '™  <''= '» í  de trasrorm acion  d e
oordenadas que se ln„, r e s u e l lo ,  Hubiera que  Ira sp o rla r  el o r ig e n , q u e  en

la absei 1'" oe aun ien laria  la expresión  d e
a abscisa con la del o r ig e n , y lanibieii la de la o rdenada con la del m ism o 

o rigen , según se indicó en el p rim e r problem a.

C A P I T U L O  I V .
C O O R D E N A D A S  V O L A R E S .

Drimn'rrí"” ? ' “ ’" “  y íoliniciones.-Cuando en el capitulo
pr.mro de csla sección liemos manireslado al principio el modo de fijar los
S os en ,P e r ' 'í »f-« invariables ó lineas tiradis por
«¡ presé, =" ™<=«"os liasta
v en é l i’i " 7 ' " “ “ ““ S '" '’“  r<»- medio de lo que se lia cen­
se otra “ '’'■*"‘‘' '“ *1 *'“» í “  también pudieran elegir-



Así sucede: cuando la posición de un punto se marca por distancia á 
otro invarialle, y por el ángulo que forma con una recta dada, la existeii- 
íencia de estas dos condiciones simtiUáneas constituye lo que llaman c^cw-

UENADAS POLARES.
La recta fija ó eje que, 6 pasa por el punto (lado, ó se sustituye por una 

paralela tirada por t?l, con este mismo punto, se dice sistema pelar.
El punto inmóvil al que se refieren las distancias de todos los del plano, 

se designa con el nombre de polo.
Y por último, la distancia respectiva de cada punto al mismo polo, se 

denomina radio vector.
El hallar la expresión de una línea referida á un sistema polar, es cues­

tión que interesa muchísimo y se presenta con mucha frecuencia: pero como 
para conseguirlo no se necesita ya otra cosa más que deducir las fórmulas 
de trasformacion correspondientes, según hemos visto en el capítulo prece­
dente, vamos ahora á determinarlas por este otro sistema polar.

3 6 .—Dadas las coordenadas rectangulares de un punto, hallar sus 
expresiones para pasar á un sistema polar de eje paralelo.— Sea el 
sistema rectangular YOX {fig. Í7), el polo O’ y el eje que pasa por el O'X'; 
siendo paralelo al de las abscisas, por ejemplo.

Las coordenadas de 
F ig . 17 . un punto cualquiera .M

V  del plano, son OP y PM
que se componen de OR y 
O’Q, y (le RO' y QM ; es 
decir, que leiidremos

OP =  OR +  O'Q 
i>M =  RO’ +  QM.

Si las coordenadosOR 
y RO' del polo que han 
de sernecesariamenle co­
nocidas, se representasen 
por a y 6, y á las OP y 
PMsclasllama como has­
ta aquí (x  y), se tiene

OP =  cc =  ci +  O'Q; PM =  y — ó +  QM :

por consiguiente la cuestión ya está reducida á determinar las expresiones 
de las líneas O'Q y QM en función ó con relación al radío vector OH del 
punto dado y de su ángulo MO'X' con el eje.

Llamando r  a! radio vector y v al ángulo -MO'X'; se deduce del triángu­
lo rectángulo MO'Q', que
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6 bien

O'Q =  0'3Í. eos. V, y QM =  O'M. sen. r; 

O'Q =  r  eos. t>, y QM — r. sen. v.



üslos valores sustituidos en los de las coordenadas OP y PM , dan para 
el caso presente como fórmulas
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(34)
I cr =  Q +  r. eos. t»

1 y =  6 -(- r. sen. v

37. D eterm inar los valo res de las coordenadas p ara  pasar d e  un 
sistem a rec tangu lar á otro  polar cuyo eje tenga una inclinación cono* 
c id a .— El .sistema reclarigular priinilivo es el YOX {/ig. 17); O' es el polo, 
y O'X" el eje del sistema polar á que han de referirse las coordenadas OP 
y PM de un punto M, y así tendremos

ó bien 

sieoilo

OP =  OR - f  O'Q. y PM =  RO' +  QM 

íc =  a-f- O'Q; y =  6 +  QM;

OP =  a? y PM =  y ;  OR =  a  y RO' — 6.

Ei ángulo MO'X' que cada radio vector MO' =  r ,  forma con el eje OX 
de abscisas ó con una paralela suya O'X', se compone dei .MO'X" que se d e - 
sign.i por V y del conslanle X "0’X' que fija la posición del nuevo eje con 
relación al primitivo; por lo tanto, el triángulo rectángulo MO'Q, dará como 
anteriormente en cantidades conocidas Jas expresiones de sus dos catetos» 
y serán

O'Q =  r. eos. (u +  X"X'), y QM =  r .  sen. (u +  X” X').

Con lo cual los valores de (x , y )  se convierten en las fórmulas

(35) x ~  a +  r .  eos. (u -f- X"X') 

y  —  b +  r .  sen. (v +  X"X')

38.—Hallar las fórm ulas p ara  pasar de un sistem a de e jes  oblicuos 
a otro p o la r.—Si por el origen de un sistema oblicuo dado se ím.nginan dos 
ejfls rectangulares, las fórmulas halladas para pasar de uno á otro, y las que 
se ac.iban de obtener para pasar del rectangular al polar, darán eliminando 
Ií.s coordenada.s rectangulares que se han iulrodacido como auxiliares, la re ­
lación ó correspondencia recíproca entre las oblicuas y las polares.

Sean (®, y) las coordenadas oblicuas de un punto cualquiera; y (m', y ') 
las rectangulares de dicho punto referido á un sistema del mismo origen, se­
gún el {núm. .34) se tendrá

=  X .  eos. X'X -í- y. eos. X'Y; y ' x .  sen. X'X +  y. sen. X'Y.

has mismas coordenadas rectangulares en función de las radios vectores 
y de ios ángulos v ', serán

x ' =  r. eos. y'; y' =  r. sen, y:

en las cuales se ha prescindido ahora de los incrementos constantes o y 6, y 
en las que v' representa los ángulos de los radios vectores, no con su eje, sina 
Con el de las abscisas x .  *



Elimin añilo por la igualación de valores á {x', y'), se tiene

r. eos. o' — X. eos X'X +  y. eos. X'Y; r. sen. ü' =  x. son. X'X +
-t- y. sen. X'Y.

Multiplicando la primera por seo. X'X, la segunda por eos. X'X, y res-, 
túndelas se tendrá
r. (eos. u. sen. X'X — sen. v. eos. X'X) =  y (eos. X'Y. sen. X X— sen. X X

X eos. X'X)

de donde se deduce la fórmula

(5C)
r. sen. (o' -  X'X) 
i^íí7(X'Y — X'X}'2/“

(K6')

Procediendo d'el mismo modo para hallar el valor de x , se encontrará 

r. sen. (X'Y — v')
X  = sen. (X'Y — X'X)

Expresiones en las que trazando la figura correspondiente, se pueden re­
emplazar las diferencias entre ángulos que existen, por los verdaderos ángu­
los que resultan, y lo son todos con relación á los ejes oblicuos dados.

39 ._O bservaciones.— 1.“ Cuando haya precision de variar también el 
origen ó polo de aquellas coordenadas, se deberá aumentar la absc¡.sa x  en 
Ja del polo a , y la ordenada en b.

2.“ Si se quisiera hallar la ecuación polar del círculo con referencia 
á su centro, en el que se coloca también el polo, sustituiremos eti la ecuación 
a;* -}- j/« =  R* {fór. 4 7 " -  núm. 27) del círculo por (t , y) las expresiones ha­
lladas (núm. 27), en el que se supondrían nulas o y ó .  Estas expresiones se­
rian por lo tanto

cc ^  r. eos. V; y =  r. sen. o. 

con las que la ecuación del círculo se convierte en
r* (sen,* v +  cos.® v) =  R®;

pero como sen.® v +  cos.*f, es la unidad, según la trigonometría, resulta 

r® =  R®, ó bien r  =  R :

de aquí se deduce que : el radio vector es constante, puesto que es indepen­
diente del ángulo v; y  por consiguiente todos /os puntos de la circunferen­
cia equidistan del polo, como ya se sabe.

3.* Si el polo se coloca en el extremo del diámetro, podrá obtenerse la 
ecuación del circulo, sustituyendo les mismos valores de {x, y) en su ecua­
ción y® +  cc* =  2 R <n (núm. 21—fór. 47'}, cuando el origen se baila en im 
extremo del diámetro.

En este concepto la ecuación polar del círculo se reduce á 

r* (sen.® v  +  eos. v) =  2 R x  r . eos. v : 

ó suprimiendo el paréntesis que es la unidad, resulta la fórmula 
^5$"') T* =  2 R. r. eos. v .



5S
Siendo r. eos. t> la parte de diametro comprendida desde su extremo has­

ta el pié de la perpendicular bajada desde el extremo de cada ràdio vector 6 
cuerda del círculo, se deduce fácilmente que, cada cuerda r es medio pro­
porcional entre el diámetro y  el segmento correspondiente.

C A P Í T U L O  V .
S E C C I O N E S  C Ó N I CA S .

40. —Determinación de las cu rvas planas.—Habiendo estudiado la si­
tuación de los puntos, el curso de las rectas y curvas circulares, y después 
de conocer los medios de simplificar en muclios casos las fórmulas de los 
puntos y líneas, corresponde ahora determinar las de las curvas planas que 
resultan de la iuterseccion de un cono recto con un plano.

41. —Hallar la  expresión do un cono rec to  y  de to d a  sección causa­
da en él p o r  un plano. — O bservaciones.— Para obtener con más facili­
dad y sencillez la ecuación que pueda representar todos los puntos de una 
línea sin otra condición que la de Iiaílarse sobre una superficie cónica y un 
plano secante que haya de originarla, se debe suponer el cono recto H.\G 
{fig. 18), Si a O es su eje y HDG el círculo de su base, cualquier plano que 
pase por el eje, será
perpendicular al de 18.
la base, porque con­
tendrá á dicho eje que 
es una perpendicular 
á la base.

Ahora imagínese 
que el cono IIAG, .se 
le ha colocado ile mo­
do que presente á la 
vista el punto más al- 
loR yel mósbajoCde 
la sección C.MB cuya 
ecuación se busca: sí 
por el punto E donde 
el eje atraviesa a) 
plano CMB de la sec­
ción se levanta á este 
la perpendicular EF, 
el plano que pase por
ella será perpendicular al de la sección; por consiguiente el plano HAG de la 
figura que divide de arriba á bajo al cono en dos mitades, supondremos que 

es el que pasa por dicha EF y por el e je . y por tanto el que goza de la pro­
piedad de ser perpendicular al de la sección CBM y al de la base II.AG 
del cono.



Cortando ahora la superficie cónica por un tercer plano RMS paralelo á 
la base y que atraviesa al de la sección, será también perpendicular al HAG: 
de lo que deducimos que si el CMB y el !\MS son perpeudiculares al HAG, 
üu común sección PAÍ será perpendicular á Jas PC y PIl de cada plano con el 
tercero HAG.

Pero la curva RMS causada en el cono por un plano paralelo á su base 
es un círculo, y por consiguiente cada perpendicular MP lirada desde la cir­
cunferencia ai diámetro será media proporcional entre los segmentos de este; 
luego

PM ®= UP X  PS.

Con esta observación se limita la cuestión á determinar los valores RP y 
Píl en ios triángulos RPC y BPá eu los que es necesario saber qué partes han 
de ser conocidas. Para esto, fijemos el origen de las coordenadas de todos los 
puntos de la sección CMB eu B, tomemos por eje de abscisas la intersección 
BC imaginando las ordenadas MP perpeudiculares, lo que liará que PM =  y 
y =  37. Sea x\B =  c ; llámese a ai ángulo HAG que fija la superficie có­
nica, y represéntese por 6 el ABC que determina la sección.

Según estos supuestos el segmento IIP del diámetro, como lado dei trián­
gulo RPC se halla recordando que eu todo triángulo los lados son proporcio­
nales á ios senos de los ángulos opuestos, lo que da

RP : PC : ;  seu. ACB : .sen. HRS;

pero PC =  BG — BP =  BC — x ;  el ángulo ACB, como parte del triángulo 
ABC es suplemento de A -j- B == a -t- 6 , y su seno igual al de este; HRS, 
como suplemento de su adyacente PRA tiene también el mismo seno; mas el 
PRA es complemento del RAE en el triángmlo rectángulo que forman con

el eje y RP; luego su seno es el coseno de RAE =  RAS =  — a .á i
Así la proporción anterior, se reduce á

RP : BC — a? : : sen. {a +  5) ; eos. ~  a
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p p _  (BC — a;), sen, (a +  a)
eos. _1_ a 

i

En esta expresión queda aun desconocida la BG, y para Jiallarla compara­
remos los lados del triángulo ABC con tos senos de los ángulos opuestos, que 
nos da

ó bien 

<le donde

BC : AB : : sen. CAB : sen. ACB; 

BC ; r  : : sen. a ; sen. (a - f  6} :

BC c . sen a 
sen. (a + 6 ) ’



Este valor sustituido al anterior será

c. sen. o — a?, sen. (a +  6)RP =
eos. _  a 2

El segmento PS como lado del triángulo PSB, se determina en él, compa­
rando lados y senos de ángulos opuestos, y se tiene

PS : PB : ; sen. CBG ; sen. HSAj

pej'o PB =  a; : ei ángulo CBG es suplemento de su adyacente CBA que es 6, 
y por lo tanto su seno es igual ai de este ánguloj y por último el USA tiene

como el SUA por seno el eos. a; luego la proporción anterior será

PS : a? : : sen. S ; eos. ct :

de aquí se deduce que

PS — X. sen. 6
eos. _L a 

2

Las expresiones de RP y PS halladas, sustituidas porel valor del cuadra­
do de PM = y ,  dan una relación cutre {x,¡/) depeudiente délas únicas can­
tidades que lijan cada sección cónica, y que será por lo mismo la ecuación 
<le todas; así tendremos

PM = R P x P S ;
<le donde

,,2 __c. sen. a — X. sen. (n +  S j /7  x .  sen. 6y  ------------------X  ---------—  :
eos. _L a eos. -1. ®

2 2

sacando por factor común sen. 6 del segundo numerador, partido por el pro­
ducto de los denominadores, resulta la fórmula general

<E)
sen. S

eos. i 1 [ e x .  sen. a —• x.^  seo, (a +  6) ].

Esta es la ecuación de cualquier línea que resulte de la sección de una 
superficie cónica recta por un plano.

O bserTaoioaes.—I L o s  valores dados para y  en esta ecuación gene­
ral que carece del término que contiene su primera potencia, serán iguales 
y de signo contrario para cada valor de cc; luego, toda Si:ccion cónica es si­
métrica respecto al eje, causada en su plano jior otro perpendicular que ¡)ase 
por el eje del cono.

2.* Si el plano de la sección corta todas las generatrices del cono, como 
se ha supuesto en la figura, (a - f  6) no llega á valer dos ángulos rectos, y su 
seno será precisamente positivo. La curva cerrada que aparece en este caso 
ic denomina elipse.



3. * Si el plano de la sección gira alrededor de B pemiaDeciemlo perpen­
dicular al IIAG, hasta que dejando de cortar todas las generatrices se siUio 
paralelamente á la opuesta AH, entonces a +  6 como suplemento uno de 
otro, valen dos ángulos rectos, y su seno se hace nulo. La curva indeíiuida 
abierta Ijácia la parte opuesta á B, se llama paràbola.

4 . * Si el plano de la sección sigue aproximándose más á la parte superior 
AB de la arista, ó bien si el piano de la sección gira hasta colocarse en una 
posición paralela al eje del cono, la suma a  +  6 es mayor que dos ángulos- 
rectos, y su seno se hará esencialmente negativo. La curva que, suponien­
do indefinido el cono por encima de su vértice, así como el plano secante 
que volvería á aparecer en el cono invertido, será por decirlo así, abierta 
en todos sentidos, la cual se distingue con el nombre de hipérbola.

4 2 .— Determinar la fórmula de la elipse referida á uno de los 
vértices.— Hemos dicho arriba que cuando en la ecuación genera! (L) de 
Jas secciones cónicas, a -f  S es menor de dos ángulos rectos, y por lo tanto 
su seno positivo, sucedía que erplano secante cortando todas los aristas del 
cono, engendroba la elipse. Para obtener aiiora su expresión bajo una forma 
más adecuada, se deben reunir por una parte todo lo que sean lineas trigo­
nométricas, dejando en otra las coordenadas ó distancias conocidas.

En efecto, divídase el factor do dentro dei paréntesis por sen. (a -}- 6), 
multiplicando al de fuera por la misma cantiiiad; esta operación no altera en 
nada la expresión de y  en dicha ecuación general. Pero esta expresión hace 
ver que, al buscar los puntos en que la curva corla al eje de las x  , para lo 
cual se ha de suponer y  =  o\ las abscisas de los encuentros con el eje do ¡a

, es decir, que un encuentro es en el

58

c. sen. ctcurva son a? =  o y oc — ^ ,
sen. (a ■+■ 6)

origen B {fig. 18), y el otro á una distancia determinada BC de dicho origen; 
c. sen. a

luego si á esta distancia la representamos por 2o, lo que ro
sen. (a ■+■ 6)’

ofrece ningún ioconveniente, quedará la ecuación bajo la forma apetecida, y 
nos da

,  sen. 6. sen. ( a 6)
y 2 = ---------------1-------- (2 a X -  X*).

eos.* —  a

La recta BC ó 2a por dividir en mitades todas las perpendiculares compren­
didas en la curva, se llama eje primero. El punto medio de este eje se le da 
el nombre de reníro: y la doble ordenada que pasa por e) centro, se llama 
eje segundo. Los extremos de los ejes se dicen vértices de la curva.

Si al semi-eje segundo le representamos por 6, como su extremo tiene 
por coordenadas a y b, hallándose sobre la curva, la expresión de esta que­
dará determingda con estos valores, y será

6*_sen. 6. sen. (a -f- 6)
eos.* _L a 

2
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ó bien dividiendo los dos miembros por a*, da6̂ ____ sen. 6. sen. (a -f- 6)

a- eos.* _  a 
2

Es decir, que el factor constante que mutliplica á la diferencia {2 a x —  x*} 
puede reemplazarse por el cociente de los cuadrados de los semi-ejes, lo 
cual da á la fórmula de la elipse la forrtui siguiente

(57) y ' =  Ti (2 ® — a?*)«

Tal es la expresión de toda la elipse referida á ejes rectangulares y cuyo ori­
gen se halla en uno de los vérlices.

43 . — Hallar la expresión de la elipse con relación á su centro. —
Para obtener la fórmula de la elipse cuando el origen se halla en su centro, 
basta observar que las coordenadas de dicho cenlro son (a y o) ; luego deberá 
ponerse por x  en la ecuación anterior cc -f  a , y tendremos

y’ = - ^ ( 2 a a ; — X*),

de donde resulta 

(57')

Que es la fórmula que se pedia.

4 4 .—Los círculos trazados so b re  los ejes, quedan e l uno inscrito  
y el otro  circunscrito á la e lip se .—Sí la expresión de la elipse es

6*

la del círculo descrito con el radio a, será

X* -f y'* =  a*, ó bien y'* =  «* — x^;

porque á una misma abscisa x  corresponderán al círculo ordenadas y ' dife­
rentes de las y de la elipse.

Dividiendo 6 comparando miembro á miembro esta ecuación de la curva 
olipiica, se tiene

y * ; y'* ; :  6® : a®, ó bien . y : y ' ; :  ó : o;

Juego si b era el eje menor, y ' ha de ser siempre mayor que y: y si ó fuese 
el mayor eje de la elipse y' seria siempre menor que y, lo que prueba el 
teorema.

O bservación. — La proporción anterior demuestra que; las ordenadas 
de la elipse, y las de les circuios inscrito y circunscrito, son proporcionales 
d los semi-ejes ; y por consiguiente puede servir para construir esta curva



siu más que buscar cuartas proporcionales á los seini-ejes y á cada ordenada 
del círculo descrito con uno de ellos como radio.

4 5 .—Determinar los pun tos, cuyas distancias á los de la elipse 
sean  una expresión racional de su absc isa .—Seau las coordenadas del 
punto que se busca (a;' y'), y sean (x y) las de cualquier punto de la curva: 
la distancia del primero á uno de estos estará determinada por la suma de 
cuadrados de las diferencias entre las abscisas y ordenadasj luego llamando IJ á la distancia, se tendrá

=  { x — x'Y +  {y — y'Y =  x’- — 2 x  x ' +  x ' +  y’ — 2 y y' +  y*.

Ahora sise sustituye por y su valor deducido de la ecuación de la elipse 
que es
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y =  ± - l / a ^ - x S

«xpresion radical, y claro os que quedará bajo esta forma el término 2yy'; 
por consiguiente este término debe desaparecer, lo cual da á conocer que 
y ' =  0] luego el punto que se busca lia de estar sobre el eje primero de la 
curva. No exisliemio el término 2yy'̂  ̂ ni el y^. la expresiou de se re­
duce á

que, con el valor de
D' =  x2  —  2 X  x' -t-  X -  +  y2

</ = - ^

se convierte en

1)2 = : ( l  — X'2 — 2 X X' +  (x'2 +  í**)-

Si el valor 1), ha de ser racional, es necesario que tenga raiz exacta ó que, 
suponiéndole un trinomio, el producto de los Icnninos extremos sea igual al 
cuadrado de la mitad del término medio; es decir, que la ecuación de con­
dición lu  de ser

(cc'2 + 6 2 ) = x 2 x '* ;

ó parliemlo por x* tendremos

(1 -  { X '^ + b ’)=x'< -.

siendo lo mismo que

ó dividiendo por
a* o

f L a ; '2 = o » - 6 * :
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DOS da la rónniiia

(58) x ' =  ±  [ /

Por consiguiente: la abscisa d d  punto quese buscaba, c$ el cateto de un 
triángulo rectángulo cuya hipotenusa es el sm i-e je  mayor, y  el otro cateto 
el menor, tomado ya positiva, ya negativamente.

Así, pues, existen dos puntos sobre el eje mayor cuyas distancias á to­
dos los de la curva, pueden expresarse en función racional de la abscisa, y 
para determinarlos no hay más que hacer centro en el extremo B del eje 
menoj* y ron uii rà­
dio igual á la mitad F ig . X9.
del mayor, trazar dos ^
arcos que le cortenen 
F y r  (fiy. 19.) Es­
tos puntos se llaman 
FOCOS de la elipse, y 
sus abscisas OF y 
OF' dadas por la ex­
presión acabada de 
encontrar, se distin­
guen con el nombre

EXCENTRICIDAD.

Cualqtiiera recta li­
rada desde los focos 
áun punto de la cur­
va, se dice radio vector; y como existen dos focos, se sigue que. para cada 
punió de la elipse hay des radios vectores.

46.—En toda elipse la suma de los radios vectores de cada punto 
esconstanto é igual aleje primero.—Observaciones. —Puesto que cada 
■̂8 10 \ec1or MFÓ MF' (/ig. 19), no es mds que la distancia entre el foco cor­

respondiente y un punto de la curva, en hallando las expresiones de estas 
islancias y sumándolas, se verá si es cierta la propiedad anunciada.

La distancia MF entre el punto M cuyas coordenadas son (íc y) y el foco 
rquefíeneporcoordenadas(i/a* — 6*, o), es

poniendo por y* la ecuación de la curva, será 

Pero

— 6* =  O Fj
íüogo si esta excentricidad OF se expresa por e, tendremos

MF =  ^  — 2 e x  +  a%
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que por ser cuadrado perfecto e! segundo miembro da

m M F  =  a ---------- X .

La expresión del radio vector MF' se obtendrá del mismo modo; pero 
siendo evidente que resiiltarian las mismas combinaciones para su valor, fue­
ra de ser la excentricidad e negativa, con solo introducir esta condición en 
la expresión de MF', que precede, tendremos la de

(39') M F '= a - f — CD.
a

Allora sumando los dos radios vectores, resulta 

(S9’') M F -t- íM F'=  2 o:

que es la propiedad que se quería demostrar.

O bservaciones. 1.* Es'a propiedad notable de la elipse facilita un me­
dio de trazarla por puntos ó por un movimiento continuo.

Para hacerlo por puntos, no hay más que describir desde un foco, por 
ejemplo el F, arcos de círculo de radío menor que FRj y mayor que FS; cor­
tando á cada arco descrito desde el otro foco F' y un radio igual á la diferen­
cia del anterior al eje mayor, se obtendrán cuantos puntos y tan próximos 
como se quieran de la curva.

Para trazarla por un movimiento continuo, se sujetan los extremos de 
un hilo ó cuerda cuya longitud exacta sea la del eje mayor RS en los focos 
F y F', y haciendo correr un lápiz por el hilo de modo que siempre conserve 
la misma tensión; á medida que la parte del hilo recorrí la por el lápiz au­
menta, disminuirá en la misma cantidad la que debe aun recorrerse, de una 
manera tul, que todas las posiciones sucesivas de él en contacto del Iiilo, 
corresponderán á puntos de la misma elipse.

2.’ Desde luego se comprende que estos dos procedimientos pueden apli­
carse sobre el papel, 6 bien sobre el terreno, sustituyendo al hilo y al lápiz 
una cuerda y un punzón; pero como estos procedimientos exigen que la su­
perficie sea plana y que el terreno sea bastante despejado é igual, y que la 
mayor dimensu/n de los ejes sea de corta longiluii, y como tratándose de 
trazado de caminos y canales, en general, el terreno es en extremo desigual 
y  cubierto de maleza, la superficie demasiado accidentada, y sobre todo, el 
desarrollo de la curva elíptica, es muy considerable para que pueda replan­
tearse por movimiento continuo; de suerte que, para obviar estos inconve­
nientes y vencer en lodos los casos cualquiera dificultad ú obstáculo, lo me­
jor y más exacto es la aplicación de las tablas de coordenadas calculadas al 
efecto; así como la longitud del arco, según veremos más adelante.

4 7 .—La doble ordenada que pasa por e l foco de la e lip se , es i^ a l  
al parámetro. —Llámase p a r á m e t r o  de la elipse una tercera proporcional á 
los ejes de la misma.

Siendo la ecuación de las ordenadas



no habrá más que puncr por x  el valor de la excentricidad e, 6 sea la distan­
cia del centro al foco , para obtener la que pasa por este; y si esta ordenada 
■cumple Con la condición de ser una tercera proporcional á los ejes, será el 
parómetro _______

La abscisa del foco esK  a« — ; luego su cuadrado x* =  o® — 6* que,
puesto en la ecuación de la elipse, dará para y® la expresión
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(fl2 —  -I- b^)

de donde
6®

y =  —ü

y su doble ordenada se presenta en la fórmula

<C0) 2 f — — — •
^ a 2 a '

■que es una cuarta proporcional á 2 a , 2 6 y 2 6 , ó  bien una torcera propor­
cional á los ejes.

4 8 .—Hallar la ecuación polar de la elipse cuando el polo se en ­
cuentra en el foco .^O bservación .—Las {férs. 5 i y 35) para pasar de un 
sistema rectangular á otro polar, que en este caso eran

x  =  r. eos. V a, é y  =  r. sen. u -i- 6;

sustituidas en la ecuación de la elipse , con las modificaciones convenientes 
para situar el polo en el foco, dariau la que se busca.

Pero teniendo ya conocida la expresión (39) del radío vector (n«>n. 45)

.'IF ó r  que era a -------x ; en donde e representaba la excentricidad OF,

bastará poner en ella por x  su valer en función de diclio radio vector y dol 
ángulo que forma con el eje para obtener la ecuación que se desea.

Para esto la OI‘ (^y. 19) ó x ,  corr-jspondiente al punto M nos da

OF -s- FP =  X =  e -f- r .  eos. v;

siendo ü =  .MFP. 
Luego

r =  a ------- { o +  r. eos. v ) = a* — e® — CT. eos. v

y poniendo por c® su valor a*

6®r

6®, será

6® — er. eos. v

ó bien despejando r  tendremos la fórmula 

(61) r = .....
a -i-c. eos. V



O bservación .— El circulo ($ una elipse cuyos ejes son iguales:
En efecto, en cuniqiiiera de las ilos ecuaciones qu? se conocen para la 

elipse., si se suponen o y ¿> iguales, resulta la ecuación del círculo.
La elipse referida al extremo de su eje, está expresada (núm 42) por la 

{fór. o7); y si en esta ecuación se supone b =  a , resulta

1/  =  Uax — £c*,

que es la expresión del círculo referido ai extremo de su diámetro, cuando 
este es igual á 2o.

La {fór. S :') de la elipse referida ai centro, y si en ella se hace a =  b, 
se tiene para la elipse de ejes iguales la expresión

(62) y® =  o* — a; ,̂ ó bien, aj* y® =  a®:

de donde resulta la fórmula de nn círculo referido á su centro, cuyo radio es o.

4 9 .—D eterm inar !a expresión de Ja hipérbola referida al extrem o 
de su eje prim ero ó vértice .—Cuando la sección causada en un cono por un 
plano era tal quo este plano cortaba á la generatriz Aü («lim. 41, ftg. 18), y 
á su opuesta para lo cual había de veriíícar.se que (a  -f- é) fuese mayor que 
dos rectos, hemos dicho (««>». 41 vbserv. 4.*) que la curva tomaba el nom­
bre de Aí/pcr&ola, y se componía de dos ramas que necc-sariamente estarían 
separadas por el espacio que debía existir entre las dos secciones que la pro­
dujesen.

Ahora nos corresponde hallar la fórmula de esta curva .«in otra condición 
que la de suponer (a  +  6) mayor que dos ángulos rectosj pasando después 
á examinar algunas de sus propiedades en el mismo órdenque se hizo con la 
elipse.

Si (a +  6), según la expresión general (E) de las secciones cónicas que se 
ha discutido en el (núm. 41), es mayor que dos rectos, sen. ( a ^ -  6) será 
precisamente negativo, lo que dá para ecuación de todas las hipérboles ori­
ginadas en el mismo cono

y3 — . — í ex . sen. a -f  as®, sen. (a +  6) V
eos.® 2'«  ' /

Para presentar esta ecuación bajo una forma más sencilla y fácil en su 
aplicación, multiplicaremos el factor fraccionario por sen. ( a + 6),  divi­
diendo el que lo sigue por esta misma cantidad, conforme hicimos para la 
elipse, y tendremos;

sen. S. sen. (ct —L « u. .' ' '  * ------- -- x  +
eos.®— a v . . . . . ( a  +  6)

6»

/  c. sen. a , 
y.sen. (a-j-6) J

El multiplicador de x , es precisamente el valor que corresponde á la longi­
tud del eje de la.s x ,  existente entre ios puntos donde la curva le atraviesa; 
pues haciendo y = o , y  pudiéndose dividir enlónces toda la expresión por el fao 
tor que se halla fuera ilel paréntesis, resultan para x  los valores cero, y también

------ ” que son el origen B y la distancia BC contada en sentido
sen.(*-i-o)



negativo; luego si á esta distancia invariable para cada hipérbola se la repre­
senta por — 2a, la ecuación se simplifica y toma la forma de

, 3 sen. 6. sen. (a  h-  6)
?/' = ---------------- Y----------

eos. ~  a

Esta expresión por carecer <lol término y, hace ver que á cada valor de co 
corresponden dos de y  ¡guales y de signo contrario; luego la recta BC biseca 
todas las perpendiculares comprendidas en la curva: por esta razón toma el 
nombre de eje primero de la hipérbola. El punto medio de dicho eje se de­
signa con el nombre de centro.

Si en él se levanta una perpendicular al eje, dicha línea como ordenada, 
no corresponderá á ningún punto de 1« curva, y en tal caso su expre­
sión debe _scr_íma5rí?íarí a ,  representándola por b { /  —  \ : de suerte que 
a , y 6 j /  — J, deberán satisfacer la ecuación de la hipérbola, pues miradas 
como coordenadas del punto de la curva que so halle sobre el centro, no 
existiendo ninguno en esta situación , y llevando dichas coordenadas este ca­
rácter por ser 6 — 1 imaginario, la ecuación de la Iiipérbola se verifi­
cará con ellas, y será
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, ,  sen. 6. sen. (a 6)
~~ — ---------------------------- L X  —o*:

de donde despejando, resulta

eos. _  «

sen. 6. sen. (a  -i- 6)

eos.® -í- a
i !
o®'

El valor de 6 se conoce fácilmente en esta expresión, cuyo valor mirado 
como real, determina una perpendicular levantada en el centro al primer eje 
y que tomada h.1cia ambos lacios de este, recibe el nombre do eje segundo ó 
eje imaginario.

6®
Pero la sustitución de —  en vez del quebrado á quien es igual, reduce Ja

d
ecuación de la hipérbola á la misma fornia que la de ia elipse, excepto el sig­
no de cc®. Luego se tendrá la ecuación general de la hipérbola referida ai ex­
tremo de su eje primero ó vértice que nos da Ja fúmiula

(63) y ^ = ~  (2aa:-f-íB=). 
a®

O bservacioaes.— I.* Mientras a? sea positiva, también lo será ?/, cre­
ciendo simultáneamente: luego la hipérbola es inde/inida en el sentido de las 
abscisas positivas.

2.* Si a? es negativa, siendo menor que 2a , el valor de y  aparecerá ima­
ginario. Por consiguiente, hay en la hipérbola un espacio igual al eje pri­
mero , sobre el cual no existe punto alguno de la curva.



3.* Si cc =  — 2a, resulta y =  o; y si cc toma valores negativos mayores 
que 2a, la y se hace positiva, creciendo indefinidamente á medida que lo hace 
£C del lado de las abscisas negativas, lo cual maniíiesta que : en toda kipér- 
lola existen dos ramas indefinidas en sentido contrario, que están separadas 
sobre el eje real por la longitud de este mismo eje.

5 0 .»D educir la fórmula de la  hipérbola referida á su centro.-^
Las coordenadas del centro O {fig. 20) con relación al origen S á que se re­
fiere la expresión (63) de la hipérbola, son cc =  — a , é y :=  o; y como los

F i g .  2 0 .

68

nuevos ejes OX y OY permanecen paralelos á los primeros SX y SY', no 
habrá más que sustituir por x , x  — a  en la ecuación precedente, para ob­
tener la que se busca.

Esta sustitución nos da la fórmula

(64) —  (® > -a* ).

Expresión de la hipérbola referida á su centro, que no solo podría discu­
tirse y dar á conocer las propiedades que ya se han descubierto, y aun otras 
muchas que le sean exclusivas, sino que quitando el denominador, con lo que 
aparece bajo esta forma

a« y2— b* =  — o* b*,

manifiesta que todas las propiedades halladas para la elipse, se verifican en 
Ja hipérbola; pues sus ecuaciones están formadas de una manera análoga; con 
solo mudar en las expresiones de aquella el signo de b*.



Así, pues, Ja ecuación (64) Iiace ver;
1. “ Que si o ? =  o, ó bien si toma valores menores que a ,  ya positivos ya 

neptivos, Ja y  resulta imaginaria j es decir, que en toda la longitud del eje 
primero ó real no hay curva.

2. * Si X se hace igual á a  positiva ó negativamente, se obtiene para y  el 
valor cero, lo que prueba que la curva pasa por los eiíremos del eje ó vér­
tices.

3. * Si X toma valores mayores que a ,  ya positivos ó bien negativos, por 
cada valor que se suponga, resultan para y  dos iguales y de signo contrario; 
lo cual quiere decir: que la curva es simétrica respecto al eje primero fr o ^  
longaio. Y como del mismo modo se observa que para cada dos valores de x  
iguales y de signo contrario, y  loma uno mismo, también resulta que; la h i­
pérbola es simétrica con relación al eje imaginario.

51.—Hallar los puntos del plano de una hipérbola cuya d istancia á 
los de la cu rv a  sea una expresión  racional de la abscisa .— Sean las 
coordenadas de uno de los puntos que se buscan {x',y') y las de uno cualquie­
ra {^g. 20) de la hipérbola { x ,y ) - .  el cuadrado de la distancia entre ellos, 
estará representado por D, y será

US =  {x—x j  + { y ~  y y  =  ce* — 2o®' +  x'^ +  y* — 2yy' -h y ' \

Sustituyendo por y* su expresión tomada de la ecuación de la hipérbola, é 
imaginando el término =  o á lin de que no aparezca radical según se 
desea en la cuestión, para lo cual es preciso hacer o, tendremos:
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6*D* =  cc* — 2o;cd’ -i- cc'* -t- — (cc* — a*);

é bien

D* =  H- — ^xx" (œ'* — 6*).

Si esta expresión ha de dar el valor racional de D, es indispensable que 
tenga raiz exacta, para lo que considerando como trinomio dicha expresión, 
pueda llenar la condición de que el producto de los extremos sea igual al cua­
drado déla mitad del término medio: esto es, que

íc* -I- (a:'* — 6*) =  a* x '* :

<5 dividiendo los dos miembros por cc*, se tiene

Esta ecuación nos dará el valor de la abscisa ®, efectuando la multiplica­
ción, destruyendo los términos semejantes y dividiendo por el coeficiente á 
que está afecta, resulta

®'» =  a* -h b*;
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de donde se deduce la expresión

(65) a /  =  ±  / 6».

Luego, hay dos puntos situados á distancias iguales del centro, y coloca­
dos en el eje que llenan la condición indicada.

Para construir ó situar estos puntos, se tomará la hipotenusa ST que pasa 
por ios extremos de los semi-ejes a  y é y se colocará desde el centro O á 
derecha é izquierda, lo que dará los puntos P y F ' que se llaman focos Las 
rectas tiradas desde estos focos á cualquier punto de la liipérboia, son los 
radios vectores: á la distancia OF y OF' del centro á ios focos se designa con 
el nombre de ea;ce«íncidad.

5 2 .- E n  toda hipérbola, la diferencia de los radios vectores tirados 
á  u n  mismo punto , es constan te é igua l al eje p rim ero .-S ea  If (fig 20) 
un punto cualquiera de la curva, y sus coordenadas {x, y): el radio vector 
FM que mide la distancia del punto M al F, cuyas coordenadas son (x’ =  e 
y =  o)} en donde e representa la excentricidad, será ’

H-
y

MF* =  { e - ® ) *  + ~ { x ^  — +  Seo; +¡0* -+ .^x^
a*

en este desarrollo se ha puesto por su igual +  6^: de donde se deduce

y poniendo por el numerador (o  ̂ -f- 6^). su expresión e*. tendremos

MF * =5-1.®« — 2ex ■+■ a®; 
o®

extrayendo la raiz cuadrada, puesto que el segundo miembro la tiene exacta, 
resulta la fórmula

(66) MF =  — X — 3. 
a

La opresión del olro radio vector MF' correspondieolc al mismo punto 
M, solo d.fermá do la precedente en el signo do o que seré negativo p L  el 
foco F ', lo que da . o i

+  Seas +  a®, y MF' = — x-^^a.
“  a

Restando del MF' el MF ; pues ya por la figura, ya por sus expresiones 
se ve que aquel es mayor siempre que este, resultará la ecuación

i n i : F ' _ M F = ^ + a _ - l - ^ a = = 2 a .a a



Úiie Gs la propiedad que se había enunciado.
También pudieran haberse hallado directamente las expresiones de MF y 

MF , en los triángulos rectángulos FMP y F'MP.

Observación.— De e.sta notable propiedad de la hipérbola se sigue un 
procediroienlo para trazarla, ya por pimlo.s ó bien por un movimiento con­
tinuo.

Para describir por puntos la hipérbola, cuando se conocen sus ejes RS y 
TT' se marcarán primeramente los focos F y F ', colocando la distancia TS 
sobre el eje primero desde O á una y otra parte; después se hará centro en 
uno de ellos, F por ejemplo, y de-scribiendo con un radio arbitrario F\1 un 
arco, no liabrá más que añadir á este radio la longitud RSpara tener el deí 
arco que se ha de trazar desde el foco F' para que corte al anterior en un 
punto do la curva. Esta operación repetida varias veces, dará á conocer cuan­
tos puntos se quieran de la curva.

En vista de lo que hemos indicado (núm. 46—2.* observación),renuncia­
mos á la descripción de la hipérbola por un movimiento continuo.

53.—La doble ordenada de la hipérbola que pasa por el foco es  
Igual al parámetro .—Se llama parámetro en la hipérbola d u n a  tercera 
proporcional á los ejes.

La expresión de una orden.ada cualquiera de la curva, está dada por

lluego cuando por m se sustituya su igual l / “ô  -i- que es la abscisa del 
foco, resultará para y el de la ordenada que pasa por él.

Haciendo esta sustitución ,  se convierte en la ecuación que sigue
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de donde

6* A*=  — (a> - h i ^ - a í ) = — ;

y duplicando la expresión, nos da

(68)

6*

2 =  2 6= _  4 ^  
^ a 2 o ’

Este valor, siendo el de la doble ordenada que pasa por el foco, se obtie­
ne buscando una cuarta proporcional á 2o, 26 y 26, ó una tercera proporcio­
nal á los ejes, lo que prueba que es el parámetro,

54 .—Hallar la expresión polar delahipérbola.—Para determinar la 
ecuación polar de la hipérbola, se puede aplicar Ii {fór. 67) del radio vector, 
eoDocida desde el (mim. 52) en que solo con sustituir por x  su expresión en 
función del mismo radio MF {/ig. 20), que supondremos igual á r, y de! án­
gulo que forma con el eje que designaremos por o, como anteriormeoLe, sa 
tendrá la expresión que se busca.



Al determioar los valores de la abscisa OP en función del radio vector 
FM del mismo punto y del ángulo MFP, ya se vió en la cuestión general 
(núm. 36) de coordenadas polares que

OP =  OF -t- FP =  e -í- r . eos. v .

Siendo e la excentricidad OF, tendremos
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de donde

MF =  r  =  —  (e +  r. eos. v) —  a: 
a

-h er . eos. v  — a®

que poniendo por «* su valor ( a* h-  6*), da

6* 4- c r. eos. V

luego despejando á r ,  se obtiene por último la expresión

(69) r —  ----------------.'  '  a — e.co$.v

Esta ecuación polar de la hipérbola, solo se diferencia de la de la elipse en 
el signo de e.

55.— D eterm inar la fórm ula de la parábola re fe rid a  á su vértice .— 
O bservaciones. — Hemos dicho (núm. 41 , obser. 3.*) que cuando el plano 
secante es paralelo á una de las generatrices del cono, la curva recibe el 
nombre de parábola; así para hallar la expresión correspondiente se de­
berá modificar la fórmula general (E) de las secciones cónicas (núm. 41), 
observando que (a ■+■ 6) valdrán dos ángulos rectos, y que su seno debe ser 
cero, con lo cual resulta

c. sen. 6. sen. a
«* =  TT y eos. _  a

S

y como la relación expresada por la fracción es constante para cada parábo­
la, puesto que solo depende del ángulo a que forman entre sí las generatri­
ces del cono, dado para cada caso, y el ángulo 6, ó sea la ínclioacíon del 
plano secante, que es siempre suplemento del anterior, nada más fácil y na­
tural que imaginar se ha construido la línea expresada per dicha fracción; 
ia que, representada por 2p, da á la expresión la sencilla forma

(70) =  2px.

Esta es la fórmula de la parábola, referida á su vértice ó pimío desde el 
ijwSf el eje de la sección la divide en dos ramas simétricas, como manifiesta 
la misma expresión.



O b serv ac io n es.-l .* Discutiéndola ecuación =  2pa; de la parábo­
la se puede venir en conocimiento de su curso y de las propiedades que la 
distinguen. Así, si x  se supone cero, resulta también cero el valor de y; 
lo cual manifiesta que la parábola pasa por el origen O de las coordenadas.

2 * Para cada valor arbitrario, que se asigne á a?, resultan dos iguales y 
de signos contrarios para y; luego el eje de las abscisas divide á la parábola 
en dos ramas simétricas.

3.‘ Cuando x  toma valores positivos, y siempre es real; y á medida que 
aquellos se liacen mayores, crecen también los de y; luego la parábola se 
extiende hasta el infinito en el sentido de las abscisas positivas.

4 ’ Si cc se hace negativa, la ordenada y resulta imaginaria; y como 
ninguno de los valores negativos de la abscisa la vuelve á coirverUr en real, 
resulta: que la parábola no existe sino á un lado del origen ó vértice.

5.* De todo esto se deduce que, el eje de la parábola es indefinido ; por 
consiguiente, ni podemos tomar su mitad, ni levantar en ella un segundo 
eje: así que la fórmula y2= s2paj, es la única que se emplea para esta
curva.

56.—En toda parábola, los cuadrados de las ordenadas, son propor­
cionales á las abscisas correspondientes.—SeaM'MO etc. (^y.21)unapa­
rábola cualquiera: s¡
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F ig. 21 .sus ejes OX y OY son 
rectangulares y tie­
nen el origen en el 
vértice, la ecuación 
de la curva, será

y* = : 2pcc.

Llamando (®', y') las 
coordenadas OP y 
PM de un punto M, 
y (íxj'', y”) las OP' y 
P'M' de otro cual­
quiera M', sus valo­
res estarániigados por 
la relación escrita en 
la expresión de la pa­
rábola; es decir, que 
se tendrá

y'* =  2pa', 

y"3 — 2pa>".

Comparando miembro á miembro estas ecuaciones, resultará 

y'* : y”* : ; 2pcc' : 2px";

dividiendo la segunda razón por el factor común 2p, nos,da 
y'2  : y'ra : : cp' : x":



proporción que, reponiendo en ella, por (a;', y') y (cc", y"), las líneas que 
representen en la figura, hace ver que

(71) 1 ^ “ ; : :  OP ; OP',

es la propiedad que se quería demostrar.

57 .—D eterm inar un punto  cuya d istancia á cua lqu iera de los de la 
parábola, sea una expresión racional de la abscisa .— Sea M' {fig. 21), 
un punto cualquiera do la parábola, cuyas coordenadas, representaremos por 
(a?, y): si las del punto que se busca se designan por { x \  y'), el cuadrado de 
lu distancia D entre estos dos punios, tendrá Ja forma

=  x 'Y  H- (y — y ' f ; 

que desarrollando los cuadrados de las diferencias será
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1)2 =  cc2 2.a:a?' y^ —  2yy' ^  y'

Ahora, sustituyendo por y  en e.sta expresión su valor deducido de la 
ecuación de la parábola =  2px, tendremos

y =  rh l /  -2px,

que siendo radical, da á conocer que mientras en la expresión D exista un 
término con la y  elevada al primer grado , no podrá resultar una función ra­
cional de x; luego lo primero que ha de verificarse para que el punto que 
se busca, cumpla la condición exigida, es que el término — 2yy' sea cej*o, 
lo cual no puede verificarse sino cuando y ' — o, en cuyo caso manifiesta que 
el punto que se busca está situado sobre el eje de las abscisas, que es el de 
la curva.

l*ara determinar aliora la x ',  suponiendo y ' ~  o, no habrá más que susti­
tuir por su expresión i p x  en la del cuadrado de la distancia: que nos dará

1)2 =  CB* — 2a:ír' -f  x ‘̂  -f- 2px.

La distancia D no será todavía función racional de cc, si su expresión 
que es el segundo miembro , no es cuadrado perfecto, en tal caso, ordena­
da con respecto á x ,  será

D2 =  ce* -f 2x {p — x ')  -f  x ’^:

la cual exige que el producto de ios extremos ceV*, sea igual al cuadrado de 
la mitad del lérniiny medio; esto es, que

ccV* =  £c* (p — a:')*: 
ó b ien , dividiendo por o?*, resulta

33'® =  (p — o:')2;

que extrayendo la raiz cuadrada do ambos miembros nos dá la expresión

(72) x '~ 2 >  — te', 2x' =  p, y ai' ~  ¿p .
Condición indispensable para obtener la solución que se quería, es decir, 

que el punto en cuestión F se halla sobre el eje á una distancia - ^ p  del origen.



A este punto cuya distancia á cualquiera de los de la parábola, es función ra­
cional fíe la abscisa , se llama foco \ y las distancias FM' del foco á la curva, 
radios vectores.

58.—Todos los puntos de la parábola equidistan del foco y do la d i­
rec triz .—Observaciones.—Se llama directriz de la parábola, una perpen. 
dicular á su eje que dista del vértice tanto como el foco.

SeaM' un punto cualquiera dé la parábola, cuyo origen es O {/tg. 21) y su 
eje OX el de las abscisasj si se coloca la distancia OF, del vértice al fuco, esto 
es, desdeO basta O ', y en este punto .se levanta la perpendicular líO, esta 
será la directriz según la propiedad que se lia reconocido en ella para darla 
este nombre.

La distancia del punto M' á la directriz, es la M'H paralela al eje de las

X ,  y por lo tanto igual á O 'P '; pero O'P' =  O'O -i- OP' =  p -f-cc; Luego

si la expresión del radio vector FAI' es la misma, habremos probado la pro­
piedad enunciada.

Dos medios se presentan para Iiallar el valor del radio vector FM': el pri­
mero consiste en sustituir en la fórmula de la distancia, hallada precedente­

mente, por x ' su igual lo que da
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1 1D* =  cĉ  -f peo -h -j- p “, ó bien, D =  o? - f  - ^ p :

el segundo se reduce á buscar directamente dicho valor de FM', como Iiipo- 
tenusa del triángulo rectángulo FP'M', de donde

FM'“ =  FP'“ -f- P'M'“ =  (OP' OF)2 -h P'M'

qne poniendo por estas líneas sus correspondientes será

ó bien desarrollando y sustituyendo por y® su valor 2pa?, resulta 

FM'* =  íc« +  2px -I- p* :

también para expresión del radio vector FM', da la más sencilla fórmula

(73) FAI' =  cc-|--fp.

O bservación.— De esta propiedad se deducen dos medios para trazar la 
parábola, dado su vértice y su foco: ya por puntos aislados tan próximos como 
se quieran, y ya por un movimiento continuo.

Para determinar puntos aislados de la curva, se toma desde el origen á la 
parle opuesta del foco, Ii distancia OF entre estos punios, lo que dará el 
punto O' por donde se hace pasar la directriz IlD; levantando ahora en cua­
lesquiera punto P ', etc. verticales P'AI' etc., no habrá más que trazar desde F



como centro, y con los radios O’P ', arcos que las corlen, para tener puntos 
M' equidistantes del foco y de la directriz.

Por las mismas razones expuestas (nwm. 46 — obser. 2.*), omitimos el 
segundo medio de describir la parábola por movimiento continuo, confor­
me á lo dicho al tratar de la hipérbola.

59. —La doble ordenada que pasa por el foco en toda parábola, es

igua l al parám etro .—La línea 2p =  ^  que es una tercera proporcional á

la abscisa y ordenada de cualquier punto de la parábola, se llama pará­
metro. , .

Porque siendo la ecuación de la parábola referida á su vértice,

si en ella se sustituye por x  la abscisa - j p  del foco, resulta 

y> y también, ?/ =  p ,

que multiplicando por 2 ambos miembros, dará la expresión 

(74) =  2p.

60. — Hallar la ecuación polar de la parábola cuando el polo se ha­
lla  en el foco. — La expresión del radio vector tal como FM', se ha deter­
minado al tratar de las coordenadas polares: cuyo valor era

F M '=  x - h - ^ P -

Si en esta expresión se sustituye por x  una función del radio vector mis­
mo y del ángulo que forma con el eje, se tendrá ia ecuación polar que se de­
sea, llamando r  al radio vector, y u al ángulo MTX que forma con el eje; del 
triángulo rectángulo FM'P', deducimos que
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y como 

se tendrá

FP' = : r .  eos. c :

a; =  OP' =  OF -f- FP'

ce =  — p +  r . eos. V.

Este valor puesto en lugar d e r — 0 3 + > | - p ,  y despejando r, da la 

fórmula.

(74) r = - r ^ .  1 — cos.u

Expresión polar de la parábola referida á su foco.
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C A P Í T U L O  V I .
TANCE.1TES Y DIÁMETROS DE LAS CURVAS.

61.—Dada una curva por su ecuación, hallar la expresión de su ta n ­
gen te en  un punto  dado.—Se eoliende por tangente á una curva cualquie­
ra, toda recta que solo tiene un punto común con ella.

La cuestión general que se presenta para hallar la fórmula de ia tangente 
en un punto dado sobre una curva, podrá resolverse de varias maneras.

La más sencilla es la siguiente:
Sean los dos ejes coordenados OX y OY {fig. 22), y una curva cualquiera 

BMM' referida á los mismos ejes: sea el punto M de contacto dado  ̂ y sus coor­
denadas OP =  x ',  y PM =  y '•

Sea TT'la tangente que se p  22
pide. La incógnita en este 
caso será tang. T'TXquella- y
maremos t.

Para determinarla, supon­
gamos que la abscisaoi'ú OP 
recibe un incremento PQ 
que designaremos por h: es 
evidente que la ordenada y' 
ó PM habrá recibido otro 
incremento correspondiente 
HM' que podemos llamar k .
Tirando ahora la recta SMM' 
que será una secante, el án­
gulo M'SX que forma con el 
«je de las x ,  será igual al 
M'MH ; luego las tangentes 
serán iguales; pero

como lo manifiestan los triángulos rectángulos M'SQ y M'iíH; luego

M’H k
SQ M'H

por consiguiente en hallando la relación entre los incrementos de la ordena­
da y la abscisa de un punto de la curva, se tiene la tangente trigonométrica 
del ángulo que la recta pasando por dicho punto y el correspondiente á los 
incrementos forma con el eje de las abscisas.

A medida que la recta M'S sujetad pasar siempre por M, gire acercáudose



á la tangente T'T, el punto M' se acerca al dado M, y cuando la secante haya 
llegado á ser la misma tangente, dichos puntos h y Ic se hacen nulos ; luego 
en la relación
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M'Q
SQ ’

debemos examinar que parte desaparece por la condición de /i =  o y fc — ô  
para lo cual el segundo miembro en donde entran estas líneas que no se ha­
cen nulas porque el punto se haya confundido con el M, escribiremos así 
la fórmula general

(F)
.  í: PM

lang. M SX =  —
IIM'

SP +  PU
PM -t- k 
SP -í- h

en donde al hacer f c =  o en el numerador, queda la parto independiente y 
constante PM, y en el denominador al suprimir h, quedará el límite TP de 
las porciones SP de eje interceptadas por la ordenarla y el pié de la secante, 
que continuamente se acerca á T hasta confundirse con él, cuando llega á 
ser tangente.

Luego, para hallar la iangenlo trigonométrica del ángulo que la taiigente 
geométrica á una curtía en un punto dado, forma con el eje de las abscisas, 
se sustituirán por (íc, y), (cc', y'), después {x' -h h) é {y ■+■ h): ía resto de 
cstas'ccuaciones dará una que contendrá á h y  k, y  despejando en ella la re~

lacion ~  no habrá más que suprimir enelsegundo miembro los términos que 
K

contengan estos incrcm''Titos para obtener el limite que corresponde á t.
Conociendo á t, la expresión de la tangente que se nos pedia queda tam­

bién determinada; porque siendo la de una recta sujeta á pasar por el punto 
{x’, y') en su ecuación nos da la expresión general

(F)' y — y' =  í (x — x ').

no quedando más indeterminadas que las coordenadas generales { x , y )  que 
han de representar todos sus puntos.

62.—Dada la ecuacioa de una curva, determinar el valor de la sub- 
tangente correspondiente á un punto determinado.—Se llama sub-tan— 
gente á una curva la parle del eje TP (fig. 22), comprendida entre los piés 
de la tangenta y de la perpendicular bajada desde el punto de contacto.

Si (x 'j y ’) son las coordenadas del punto marcado en la curva, la expre­
sión de la tangente en dicho punto será

2/ — y' =  í ( x ~ x ’);

y como lo que ahora se busca es la parte de eje comprendida entre el pié de 
la tangente y el de la ordenada que evidentemente es {x — x ') ,  cuando la 
X corresponde á la intersección de la tangente con el eje de las abscisas, se 
hará primero y =  o en la ecuación de dicha tangente, y será

— y' =  t(cc — »').



En esta expresión ya representa x  la abscisa del encuentro de la tangente 
con el eje; y por consiguiente, despejando x  — x ',  se obtiene Ja fórmula ge­
nera!
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(G)
y'sub-tang. = x  — x ' = ----- -V

63.—Dada la ecuación de una curva hallar la fórmula de la normal 
de un punto conocido.—Se dice normal á una curva la perpendicular MN 
(fig. 22) á la tangente en el punto de contacto, contada hasta su encuentro 
con el eje.

Si las coordenadas del punto dado son {x', y'}, la ecuación de la tangente 
en él será

y —  y' =  t { x  —  x ') ;

y como la normal es una perpendicular á esta, sujela á pasar por el mismo 
punto { x \ y'), su ecuación nos dará necesariamente la fórmula general

(II) y —  y ~  — —  (x — X') h , ,,
—  y  ( X —  X ) .

Siendo A y ft los incrementos dados á la abscisa y ordenada del punto fija­
do en la curva, se encuentra en su relación la parte independiente de los 
mismos.

64 .—Dsda una curva, hallar la expresión de la sub-normal corres­
pondiente á un punto determinado.—Se llama sub-rxormal de una curva 
la parte PN del eje comprendida entre los pies de la ordenada y de la normal 
del punto de contacto.

Sea (x', y ' ) , el punto dado eu la curva: la expresión de la normal en di­
cho pudo  será

y  — y' ~ y  (X  —  X ') .

Haciendo y —  o, resulta de la ecuación precedente

— y' =  “  y  — x'y.

donde x  representa la abscisa de la iulerseccion de la normal con el eje de las 
x ; luego (x — x ') es la sub-normal que se busca, y por consiguiente despe­
jando esta diferencia se obtiene la expresión general

(l) sub-nor.=  x  — x ' =  íj/ '.

Es evidente que con cualquiera do las cuatro lincas precedentes que se 
conozca para un punto de una curva tal, como BMM' [fig. 22), queda conoci­
da en función de ella la tangente y sub-tangenle, la normal y sub-normal.



65.—Determinar la fórmula de la tangente á la elipse en un punto 
dado.—La ecuación de la elipse será

a V  +  ó a h f ~  :

si el punto dado es [x\ y ' ) , dicha ecuación quedará satisfecha con estas co­
ordenadas ; es decir, que

a^y'^ =  a^b^— b̂  x'^.
Sustituyendo por ¡r, su igual 03' +  Y por V también y' -f k, se tiene 

oY» +  2a’ y'k -H a n ‘̂ =  a^b̂  — 6“ x '“ — U^x'h — 6%®: 

restando de esta la ecuación anterior, resulta
H a ^ y 'k  +  a ’íc= =  —  ( 26’x 'ft -h  );

ó bien 

de donde
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k (2£iV ' +  /i:

k 26*®' +  b^hT  ~  2 a Y  + 0 ^  ^
expresión que suponiendo f t=  o, y í; =  o, da para la tangente trigonomé­
trica t del ángulo que la tangente geométrica forma con el eje de las abscisas

b-x'
a*®'

luego la ecuación ó la fórmula de ia tangente á la elipse en el punto (®% ?/'), 
será

(7S)
&*®', , ,

66. —Expresión de la sub-íangente á la elipse. — Sustituyendo en la

fórmula general (G) subt. =  ® ^® ’= - f  por í su v a l o r t e u d r e -  

mos la expresión •

(76) sub t.= — ------- í,2gj- íb'

67. - Fórmula de la normal á la elipse en un punto conocido.-Esta 
fórmula será

(77) y _ y = ^ ( ® _ ® ' ) .

Expresión de la sub normal de la elipse.-Observaciones.-Ponien-
do en ia fórmula general de esta linea subn. =  ty ' , por í , nos dará su valor 
la siguiente fórmula

6 *® |_
------------ ---  a* '(78) subn. == a^y



Observaciones.— 1.* De la ecuación de la tangente á la elipse, se 
deduce que desde x ' =  o, en cuyo caso y '=  fc, y í =  o, liasta x '=  a, en 
que y  = 0,-^ / . =  <», dicha tangente puede formar con el eje de las abcisas 
todos los ángulos posibles desde la posición paralela cuando t =  o hasta (a 
perpendicular cuando t =  <x>.

2. * Se deduce igualmente de la ecuación de la normal que puede lomar 
todas las posiciones, desde ser perpendicular al eje ha.sla coincidir con él.

3 .  * También las longitudes de la sub-taiigente y sub-normal varian desde 
cero hasta el infinito.

6 8 .—Determinar la expresión de los ángulos que la tangente en un  
punto de la elipse forma con los radios vectores correspondientes al 
mismo punto.— O bservaciones.—Supongamos que el punto de contacto 
sea M, cuyas coordenadas son { x \  j ’): la ecuación de la tangente TT' {fig. 23), 
será

F i g .  2 3 .
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y — y

6 bien

ay
- { x  —  x ’) ,

b^a/ aV * ■+■ 
a’y ' ”  o Y

poniendo por el segundo numerador su igual a^b', nos da

6’x ' . 6»
^ =  - l y "  +  7 -



La ecuación ilel radio vector FM recta que pasa por el punto M cuyas 
coordenadas son { x \  y'), y por el punto F; cuyas coordenadas serán [x" — e, 
y"  =  o ) , DOS da

80

y — yr, _  y ~ y
X ' — X

(as — o;"), ó bien y  =_  y
X — e

{ x ~ e ) .

La fórmula general del ángulo FMT que forman dos rectas dadas por sus 
ecuaciones, es

(79) tang. FMT =
i +  aa' ’

en donde o' y o representan las tangentes trigonométricas de los ángulos que 
cada recta forma con el eje de las abcisas.

Ahora, sustituyendo por a ’, —
¥ x '

y por o, y ’
aH f' •' x '  T- e

formaciones y reducciones convenientes, se tendrá

bHx' — ^  ¿2 _  62

; hechas las tras-

tang. FMT =
¿‘x 'y ’ — a'^ey' ey' {ex' — a^) cy

Como la determinación del ángulo F'MT del otro radio vector con la mis­
ma tangente hubiera dado igual resultado sin otra alteración que ser la abs­
cisa OF' =  — cj cambiando el signo de e en la expresión anterior, se tendrá 
la fórmula

(79')
6«

tang. F'MT = ------
ey'

Dos ángulos cuyas tangentes trigonométricas son iguales y de signo con­
trarío, son suplemento uno de otro; porque la tangente de la suma de ellos, se­
gún la fórmula, se hace cero, ó corresponde á dos rectos. Luego si FMT es 
suplemento de F'MT, como este lo es tainbTen de F'MT' por adjacente suyo; 
por consiguiente el primero y último serán iguales. De suerte que: toda tan­
gente á la elipse forma ángulos iguales con los radios vectores tirados al 
punto de contacto.

O bservaciones.— I .* Esta propiedad facilita medios para tirar tangen­
tes á una elipse, ya por un punto suyo y ya por olro dado fuera de ella.

Para trazar á la elipse una tangente por el punto M ( fg  23), se tirar.án 
á él los dos radios vectores FM y F'M, prolongando este en una distancia cual­
quiera MO'; ahora si se ilivide el ángulo FMO' en do.g mitades, la recta TT' 
que lo biseca será la tangente; pues sien.Io por construcción FMT =  TMO', y 
como tambiénT.\IO' =  F'MT' poropuestospor el vértice, resulta FMT =  F'MT', 
que son ios ángulos que la TT' forma con los radios vectores correspondientes 
al mismo punto M por donde ^asa la tangente.

2.* Para tirar una tangente á la elipse desde un punto D dado fuera de ia 
curva, se trazará desde este punto y con el radio DF, distancia al foco, un



arco HLH'; y desde e! otro íbco F ', y con un radio igaal al eje primero otro 
arco HNH' que cortará al anterior en los puntos H y H', desde lOs que tiran­
do al segundo centro F' las rectas HF' y sus encuentros M y Al' con-la 
curva, serán los puntos de contacto que se desean, y las rectas DM y DM' 
las tangentes correspondientes.

69.—Hallar la expresión de la tangente á la  hipérbola en un punto 
dado por sus coordenadas.—La ecuación de la hipérbola ya sabemos 
que es

sustituyendo {x' y') será

Ahora, efectuando las operaciones indicadas trasponiendo y reduciendo, 
la expresión de la tangente que se pide, por ser una recta cuya inclinación 
con el eje de las x  conocemos por las {fórs. 79 y 79') del número anterior 
que pasa además por el punto (cc’ 5’), obtendremos la expresión

8i

(80) . r

Esta fórmula solo se diferencia de la expresión de la tangente á la elipse 
en el signo de fi*, como debía suceder, puesto que es el único accidente en 
que difieren las expresiones de ambas curvas.

7 0 .—Determinar la fórmula de la sub-tangente de un punto de la 
hipérbola.—Sustituyendo en la fórmula general de la sub-tangente de cual­
quiera curva

el valor hallado para

subt. = c

0*x'
a y

lo que da para expresión de la sub-tangente á la hipérbola

1 0* '̂®

poniendo poro* y'^ su igual 5* x'* — a* (x'®— a*), nos da la fórmula

x'* — a®(81) subt. —

Esta expresión nos dice: que la sub-fangente es una cuarta proporcional 
ó la abscisa del punto de contacto, y  á la suma y diferencia entre el semi- 
tje y  dicha abscisa.

6



71 .—Hallar la expresión de la normal á la hipérbola en un punto 
dado.—SupOQieado que las coordenadas de este punto sean (»' y'), tendre­
mos la fórmula
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(82) y — y —
a^y
b^x

7 (cc— a;')}

pues esta es la expresión de una perpendicular á la tangente en el punto 
(cu' y') de la hipérbola.

72.—Determinar la fórmula da la sub-normal en un punto de la  hi­
pérbola.—Se halla poniendo en la expresión general de la .sub-normal á 
cualquier curva subn .=  í y ' ,  por t  el valor conocido para la hipérbola que es

t  —
b^x'
a y  ’

de donde se deduce la expresión

(83) subn. = 6*03’
Observaciones.—1 /  De la expresión de la tangente á la hipérbola se 

deduce, por el contrario que en la elipse, que dicha tangente no puede tomar 
todas las posiciones po.sibles desde ser paralela hasta ser perpendicular.

Si por el origen O {Hg- 20), se tiran dos rectas que pasen por los extremos 
B y B' de la perpendicular al eje eu el extremo S, iguales á 6; las rectas OB y 
OB' irán á tocar á la curva en un punto situado eu el inflnito, puesto que su abs­
cisa m' =  O0i y todas las demás taugentes á la curva lo han de ser en puntos 
más próximos al origen que el infinito, se sigue que las rectas OB y OB' cu­
yo ángulo con el eje BOX está dado por la expresión

laig. B0X =  |  =  A,

son el limite de todas las tangentes á la hipérbola.
Se llaman asíntotas de la hipérbola, su s  t a n g e n te s  e n  e l  in / i n i to  t i r a d a s  

d e s d e  e l o r ig e n , ó  b ie n  , la s  r e c ta s  l im i t e s  d e  to d a s  la s  ta n g e n te s .
2.‘ De la ecuación de^la normal á la hipérbola se deduce igualmente que 

solo puede tomar las posiciones comprendidas entre ser paralela ó coincidir 
con ei eje, lo que sucede en los vértices de la curva, y formar con dicho eje 
un ángulo complemento del de las asíntotas ó límites de las tangentes, que 
estará expresado por

7  =  =  ̂ 6

3.* Las longitudes de la sub-tangente y sub-normal varían como en las 
otras curvas eutre cero  é  iDfmito.

.X



7 3 .—Determinar el ángmlo que la tangente en un punto de la hi­
pérbola forma con los radios vectores tirados al mismo punto.—Sea
M (fio 24) ei punto 
dado de contacto, y 
sus coordenadas {x' 
y'Y, segua este su­
puesto ]a tangente en 
M tendrá por ccua»
CÍOQ

b^x'

Despejando á y para 
prepararla bajo la 
forma que ha do dar­
se á la ecuación de 
cada radio vector, 
resulta

6*.X' 7)8
y = a*y y'

La ecuación del radio vector FM, sujeto á pasar por M cuyas coordena­
das se lian representado por {x’ y '), y además por el foco F que tiene por 
coordenadas (x ” =  g, y"  =  o); en donde e es la excentricidad, será
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OF =  /  o» +  b \
que nos da

~ y " y'y — y"  — ^ ( ®  _  x '’) 6 bien, y =  —  {x — e).

El ángulo DMF que forman la tangente DM y el radio vector MF, es

tang. DMF =  -------
1 -H aa

haciendo las sustituciones y reducciones convenientes, resulta la fórmula

(# 4) la .g . DMF =
cy {ex — o*) ey {ex — a*) ey

Determinando de la misma manera el ángulo DMF' de la tangente con el 
otro radio vector, dará evidentemente un resultado que solo diferirá en el 
signo, por ser la e negativa para el foco F’.

O bservación.—De esta propiedad de ser iguales los ángulos que forma la 
ingente con los radios vecloi-es del punto de contacto, se derivan medios 
para tirar tangentes á la hipérbola, ya en un punto dado de ella, ó bien des­
ale otro conocido fuera de la curva.

Para tirar una tangente á la hipérbola por un punto M, señalado en la



misma, se trazarán primero ios dos radios vectores MF' y MF que corres­
ponden á dicho punto, y dividiendo en dos partes iguales el ángulo F'MF, 
la recta D.M que biseca dicho ángulo, es la tangente que se quería deter­
minar.

Y para tirar tangentes á la iiipérbola desde un punto D dado fuera, se ha­
rá centro en este punto, y con un radio DF, igual á la díslancia al foco F, se 
describirá im arco FHIF; después haciendo centro en el segundo foco F' con 
un radio igual al eje real RS se trazará otro arco HH’ que cortará al anterior 
en dos punios H y H': las rectas F'H y F'H' tiradas desde el foco que ha ser­
vido de centro á esta intersección de los arcos, irán á cortar á la curva en 
los puntos M, que serán los de contacto que ahora se deseaban. Concretán­
donos á la recta DM, por ejemplo, vemos que divide por mitad á todo arco 
descrito desde M y comprendido entre los radios vectores, tal como FHj pero 
la línea que esto hace, biseca también y es perpendicular á la cuerda, pues­
to que la recta DM tiene dos puntos D y M equidistantes de F y H.

7 4 .—Los puntos de las asíntotas á una hipérbola se aproximan á 
los de la curva cuanto más se alejan del origen. — Hemos dicho 
(núf?». 72) al analizar la expresión de la tangente á la hipérbola, que para 
esta curva existen dos rectas que, pasando por el origen, la tocan en el in­
finito : estas rectas que se han llamado asíntotas, tienen propiedades muy 
notables que abora vamos á examinar.

Para demostrar la existencia de la propiedad enunciada, solo habrá que 
hallar la diferencia de ordenadas de la asíntota y de la hipérbola en puntos 
que correspondan á una misma abscisa.

La expresión de la asíntota superior, cuya línea está sujeta á pasar por el 
origen de coordenadas, formando con el eje de las abscisas un ángulo que

tiene por tangente trigonométrica será
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y =  —  X. 
a

La ecuación de la hipérbola dá el valor de sus ordenadas en la siguiente 
forma

b / -
y =  — V  íc* — o*. a

Representando por d la diferencia que se busca, será

d =  — 0̂3 —j /

Ahora bien: si se extrae la raíz de x® — a?, y se multiplica por — «n

cuyo caso se hallará una série de términos ^  —  e tc ., crue irán con-
a 2x



teniendo en los denominadores mayores potencias de x ,  hará visible la pro­
piedad enunciada.

88

Luego sustituyendo por — t/o j’ --- a*, el valor que tiene en la série, nos

dá

, bad =  - -  -+- etc. :
2¡s

en donde á medida que crece x , disminuyen estas fracciones, y por consi­
guiente su soma; pero sin que lleguen á hacerse cero, mientras x  no sea in­
finita: luego las asíntotas á una hipérbola se aproximan á la curva conítnua- 
menle sin poder jamás tocarla, ni menos corlarla.

7 5 .—Hallar ia  expresión de la hipérbola, referida á su s  asín to tas.— 
Observaciones.-Sea MRM’ {véase más adelánte lafig. 25), la hipérbola refe- 
ridaálos ejesrectangulares OX y OY : si las asíntotasson OX'yOY' parapasar 
del sistema rectangular al oblicuo que tiene el mismo origen, nos serviremos de 
las {fórs. 50) halladas en el (ntím.31), en las cuales (cc', y') son las coordena­
das generales del nuevo sistema, y las mayúsculas indican los ángulos de los 
ejesque las tienen en la figura, y cuyo vértice se halla siempre en el orígenO.

Las modificaciones que las citadas formulas experimentan para la trasfor- 
macion de sus ejes, se reducen á dos: t.* El ángulo XX' por h aliarse con res­
pecto al eje OX en sentido contrario que el Y'X, ó ser negativo, tiene su seno 
también negativo, mientras que el coseno permauece positivo. 2.* Los ángu­
los XX' y Y'X son iguales.

Reducidas las {fórs. 50), y buscando los valores de sen. XX' y eos. XX' en

función de la tangente que como ya se sabe, es —; y por consiguiente las

expresiones para pasar del sistema rectangular de los ejes, a! oblicuo de las 
asíntotas, se convierten en

„ * b

^  -  y') 7 ^ ^ * - ^ 6»

Estas expresiones, son pues, las que se han de sustituir por x  y por y  en 
la fórmula de la hipérbola

a i y* — 6* oí* =  — o* f>*‘

restando después los numeradores, efectuando los desarrollos y divisiones 
^invenientes, resultará para la fórmula de la hipérbola referida á sus asín­
totas

(85) 4 ® y =  c*, ó bien x y — y e * .

Expresión que dice: en toda hipérbola el producto de las coordenadas



asintóticas de cada puntOf es constante é igual al cuadrado de la mitad de la 
distancia del centro al foco.

O bservaciones. — i.* La ecuación x y  =  prueba desde luego con

toda claridad que las asíntotas se acercan constantemente á la curva sin to­
carla jamás; puesto que despejando la ordenada PM =  y , se tiene
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de donde á medida que aumente el denominador por incrementos de x ,  tanto 
menor será el valor de y; pero como el numerador es constante, solo pue­
de hacerse y —  o cuando x =  oo.

2 /  La superficie del paralelógrarao OP’M'H construido sobre las coorde­
nadas de un mismo punto es, considerando OH =  P 'aM' por base y siendo la 
altura M'O', tendremos que el

área =  P'M' x  M'O’j 

pero M’O' en el triángulo M'O'H es igual á

HM' X  sen. O'HM': y como HM' =  OP' y O'HM' =  Y'OX',

se tiene

área OP'M'II =  P'M' x  OP'. sen. Y'X' =  x y .  sen. Y'X'.

El producto oc y es constante, el ángulo que forman las asíntotas tambienr 
luego los paralelógramos construidos sobre las coordenadas de cada punto ds 
la hipérbola son equivalentes.

3.* Entrelos paralelágramos construidos sobre las coordenadas de los 
distintos puntos de la hipérbola, se halla el 0 0 "R 0 '"  cuyo vértice R coincide 
con el de la curva, y cuyos lados son iguales, porque los triángulos 00"R  y 
00"'R  iguales, son isósceles; pues 0"R 0 =  ROO'" por alternos internos en­
tre paralelas, y este último ROO'" =  ROO"»

El producto de las coordenadas asintóticas del vértice, se llama potencia 
de la hipérbola: y como son iguales en todos casos, resultará

a?* =  4~ úe donde ce =  ~  e.4 i

Luego : la abscisa y ordenada del vértice son iguales á la semi-excentri- 
«idad.
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76 .—Determ inar la fórm ula d© la tangen te  á  una hipérbola con 

relación á  sus asín to tas,—Sea el pucto de coDtacto M {fig. |25), cuyas 
coordenadas repre­
sentaremos por (cc',
y')-

para hallar el án­
gulo que la tangente 
en M, forma con la 
asíntota OX, es ne­
cesario sustituir en 
la ecuación de la 
curva por (®, y), 
(¡r', y ' ) : después x ' 
-t- fe, é y' +  fc, y 

restándolas ecuacío* 
nes que resultan, 
deducir de la final

la relación —; to- 
fe

mando de ella la 
parte independiente 
de estos incremen­
tos.

La expresión déla 
hipérbola referida á 
las asíntotas, es

F i g .  2 5 .

y x  =  -j-

sustituyendo las coordenadas del punto M, resulta

y-ai' =  4 -

ahora si se sustituye ir' h-  fe á cc y por y, ®' -t- fe, se tiene 

x'y' •+■ hy' -+- feo?' *+• feK =  4 “ •

restando las dos ecuaciones y dejando en la resultante los términos con fe 
en elprimer miembro, y los términos con fe en el segundo, queda

fe (a/ fe) =  — Ay';

de donde

A X
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Por coasiguíeute la fdftnula de la tángeme TO'", será

(86) y  —  y' =  — ~ ,{ x  —  x').

77.—Hallar la expresión de la sub-tangente asintótie.a.—Observa­
ciones.—Sustituyendo en la fórmula general (G) determinada en el (niim. 62), 
lo que da

subt. =  —;
t '

el valor hallado para í, se expresa en la fórmula

(87) subt. =  TP' = %  =  — m'.
y

— X

El signo menos índica que ahora !a sub-tangente se halla á la derecha de 
la ordenada que es la posición contraria á la que hasta aquí se ha mirado 
como positiva; luego atendiendo solamente á la longitud, se verifica que; en 
toda hipérbola, la suh-tangenle asintótica es igual á la abscisa del punto de 
contado.

Observaciones, i.* Esta propiedad, nos proporciona un medio fácil y 
sencillo de tirar tangentes en puntos dados de una hipérbola , cuando se co­
nocen sus asíntotas.

SeaM' el punto dado: tirando por él la paralela M'P' á uua asíntota OY', 
no habrá más que tomar desde su pié P ', la recta P'T =  OP': el punto T y el 
dado M'. fijarán la tangente TO'". Como en la expresión de la hipérbola en­
tran de un mismo modo {x, y), también se verifica que la parte HO'" del eje 
de ordenadas comprendida entre los encuentros de la tangente y una parale­
la á la abscisa tirada por el punto de contacto, será igual á la ordenada OH 
de este mismo punto; luego puede tirarse por M' la M'H paralela á la segunda 
asíntota OX' y tomar la porción OH desde il hasta O '" para tener en este pun­
to otro de la tangente pedida.

2.* De los triángulos semejantes TM'P' y T 0 '"0 , se deduce que 

T P '; TO :;  TM' : TO'";
pero

TP' =  Y  ^  TO '".

De modo q u e ; las tangentes á la hipérbola comprendidas entre sus asín­
totas, están bisecadas en el punto de contacto.

T8-—Los segmentos de una recia cualquiera, comprendidos entre 
cada rama de la hipérbola y su asíntota inmediata, son iguales.— 
Consecuencia.—Sea la recta FD, que atraviesa la hipérbola; su expresión 
tendrá la forma

y =  a  cc -4- 6;



«n donde a y 6 son indeterminadas, y por lo tanto la ecuación representará 
todas las rectas imaginables.

La fórmula de la hipérbola referida á sus asíntotas ya sabemos que es 

Igualando coordenadas, se obtendrán las de sus encuentros, y serán

S9

de donde

ax H- b =  — : y 4ax* -h ib x  — c* =  o :
4a'

, b e* a* -H _  aj — —  =  o. 
a 4a

Las raíces de esta ecuación, son las abscisas OP y OP' de las interseccio­
nes de la recta y la hipérbola; pero su suma es sabido que lia de ser igual al 
coeficiente del segundo término mudado el signo: luego

OP +  OP' =  —
a

El encuentro de la recta FÜ con la asíntota OX', se determina haciendo y =  o 
en la expresión de la recta, que da

OD =  x  =  - _ .
b

De aquí se deduce que la suma de las abscisas, es igual á OD; y por consi­
guiente

OP +  OP' =  OD.
Despejando OP, resulta

OP =  OD — OP' =  P'D.
Siendo OP ó su paralela SM =  P'D, los triángulos SMF y M'P'D son iguales 
por tener además de los lados SMyP'D iguales, también los ángulos SFM = ; 

P'M'D y FSM =  M'P'D; pues sus lados son paralelos.
De la igualdad de los triángulos FSM y M'P'D se sigue que FM =  M'D, 

que es lo que nos hemos propuesto demostrar.

Consecuencia.—De esta propiedad se puede hacer uso para construir 
nna hipérbola , cuando se conozcan las asíntotas y un punto; porque no ha­
brá más que tirar por dicho punto, tal como M',cuantas rectas DF, D 'F'.elc., 
se quieran, y tomando después en cada una la parte M'D’ que hay hasta 
la asíntota más próxima, y colocarh desde F hasta M: del mismo modose co­
loca la parte M'D' de la otra secante desde F' hasta M", y procediendo de esta 
nwQora con suficiente número de secantes, se obtendrán puntos tan próximos 
como se quieran de la rama superior para poder conocerla y trazarla. Para 
la rama inferior se podría imaginar al punto M después de hallado, como el 
conocido para tirar por él diversas secantes, repitiendo las operaciones indi­
cadas.



PO
Este procedimiento es muy importante por su sencillez, facilidad y exac­

titud.

19.—Hallar la fórmula de la tang-ente á la parábola en un punto 
dado.— Sustituyendo en la (fór. 70) determinada en el (núm, 55), por 
(y, x) las coordenadas del punto dado para el contacto, que supondremos 
ser (y' a/), resulta

y's =  2par'.

Ahora sustituyendo y' k por y, y af li por x ,  se tendrá 
y'̂  -t- 2&J/' +  fc* =  2px' ■+■ ^ph.

La resta entre los dos miembros de la primera ecuación y los de esta, 
será

2ky' -(-&* =  2pft, ó bien, h (2 y' -t- fc) =  2ph. 

k
Despejando en eslaúKima expresión ^  se obtiene

2p
h 2y' -h &

y tomando la parte independiente de k, pues h no aparece en el segundo 
miembro , queda por último

í = P .
y

Por consiguiente la expresión de la tangente á la  parábola en el punto co­
nocido {x'y y') será

(88) y —  y ' — ^ ’)- 
y

8 0 .  — Determinar la expresión de la sub-tangente correspon­
d iente á un punto dado de la parábola. — Esta expresión se obtie­
ne sustituyendo en la fórmula general (G ) hallada {núm. 62) de las sub­

tangentes, subt. = — por el denominador, cuyo valor se halla en la ecua-
t

cioD de la taogeate, y tendremos la expresión

v' «'* 2px'
(89) subt. , y también , subt. — — 7 r ~ =  2 x ' .
'  '  p p P

y'

8 1 .  —Hallar la fórmula de la normal á la parábola en un punto co­
nocido.—Siendo (»', y') las coordenadas del punto dado, tendremos la fór­
mula

(90) y —  y' —  — ^L (x — x ').
P



Desde luego se compreode que debe ser una recta perpendicular á la 
tangente lirada por el mismo punto; pues cada una de las tangentes trigono­
métricas de los ángulos que forman con el eje de las abscisas, ha de ser la 
cotangente negativa del otro.

8 2 .—D eterm inar la sub-norm al re la tiv a  á un punto de la  parábo­
la.—O bservaciones.—Se halla poniendo por í, su valor en la fòrmula

subn. =  ty'\

la que da en este caso la expresión de la sub-normal

91

(91) subn. = ^ y '  =  p'.
y

O bservaciones.—!.* De la fórmula de la tangente á la parábola, se de­
duce que desde x ' =  o, en cuyo caso la expresión de la curva hice y ' =  ô  
y t resulta infinita , hasta oj' — <», resultando y ' =  co, y í =  o; la recta 
tangente puede tomar todas las posiciones imaginables desde perpendicular 
al eje hasta ser casi paralela al mismo. A esta posición no llegará nunca; 
porque siendo infinitas las coordenadas (a;', y') del punto de contacto, hacen 
ver claramente que este se halla situado á una distancia también infinita del 
origen.

2. * Los valores de la sub*laogente varian igualmente desde cero al in/ini~ 
to; pero su relación con la abscisa presenta un medio sencillo de tirar tau- 
gentesá la parábola en puntos
dados: porque si M {fiy. 26) 26 .
es el punto fijado, bajando 
desde él la perpendicular 
MPal eje, se tendrá conoci­
da la abscisa OP, y colocán­
dola desde O hasta T, en este 
punto terminará la sub-tan- 
gente; así la tangente en 
cuestión será la recta TM 
que pasa por T y M.

3. * La expresión de la 
normal hace conocer tam­
bién que puede esta linea 
tomar todas las posiciones 
imaginables desde coincidir 
Con el eje, si bien jamás lle­
gará á ser perpendicular al 
mismo.

4. * El valor constante p , 
de la sub-normal proporcio­
na de la misma manera un 
medio fácil de tirar una tangente á la parábola en punto dado. Con efecto^ 
sea el punto dado el M: ante todo, se tirará por el foco la GG' perpendicular

N



al eje; y como la doble ordenada que pasa por el foco es el parámetro 2y>, 
colocando la GF desde P hasta N , la MN será la norma!, y una perpendicular 
en el extremo será la tangente.

8 3 .^Hallar la expresión del ángulo que forma la tangente á la pa­
rábola con el radio vector tirado al punto de contacto.—Observación.
La fórmula de la tangente en un punto dado M {fig. 26), cuyas coordenadas 
son (cc', y ' ) ya sabemos que es

y —  y ' = ^ A ^ ~  £»'):

despejando y  para obtener la expresión bajo la forma ordinaria

V y '^— px'
y =  T7 ® - — r ^ ;V y'

poniendo por y'^ su igual 2pa7', tendremos

y y'

La ecuación del radío vector MF que, pasando por el punto M tiene por 
coordenadas (x', y'}, y por el foco F cuyas coordenadas, según hemos visto 
■{núm. 57) (fór. 72), son
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( X " x = ^ ,  y " = 0 ) ,

SOS da

y - y ” =  -, — — ®"). también y =  ^ ~  " I  )  ^X —  X  „r V ^ ^ '

reduciendo la cantidad mixta del denominador á quebrado, y dividiendo el 
numerador, se convierte en

%}'
^ 2 x ' — p \  2 / -

Conocidos ya por las ecuaciones de la tangente y del radio vector los án­
gulos que forma con el eje para hallar el que abrazan entre s í , nos servire­
mos do la [fór. 79) conocida

taiig. TMF =
1 -h aa'

2y' Vsustituyendo por a , ----------- , y por a , - r ,  se tiene
2 x  — p y

2t/'* — 2flx' -f- p’tañe;. TMF =  — -------- --------- í— ;
* 2afy' — p Y  -t- 2py'



poniendo por y'^ su valor 2jw:', y 
obtendremos la fórmula
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haciendo las reducciones convenientes

(92) tan. TMF = 2pín' p* _ p (2x'
2oc'y' -f- py y' (2®' +  p)

JL
V"

Pero esta expresión es también la que se halló para el ángulo MTN de la 
tangente con el eje do abscisas ó con cualquiera paralela MH. Luego: la íon- 
genle á la parábola forma ángulos iguales con el radio vector y  la paralela 
al eje, lirada por el punto de contacto.

Observación.—Bsta propiedad facilita medios para tirar tangentes á una 
parábola, ya en puntos dados sobre la misma, y ya por puntos situados fuera 
de ella.

Para tirar tangentes á una parábola, por el punto M {fig. 26) fijado sobre la 
curva, se tiran desde é l , el radio vector MF y una paralela MH al eje, y di­
vidiendo en mitades el ángulo HMF, la recta que lo bisectriza, será la tangen­
te que se debe establecer.

Para tirar tangentes á la parábola desde un punto exterior D, se hace 
centro en D y con el radio DF, que es la distancia al foco, se describe un arco 
que cortará en H y H' á la directriz; por los puntos II y I!' se hacen pasar dos 
paralelas al eje, y sus encuentros M y H' con la curva, serán los puntos de 
contacto.

En efecto, cada recta BM y DM' biseca el ángulo HMF y H'M'F que for­
man las paralelas al eje y los radios vectores tirados á los puntos de contacto. 
Para convencerse de esta verdad, nos concretaremos á la recta DM, cuyo 
punto D equidista de F y H como centro que es del arco que pasa por estos 
puntos, M' equidista igualmente de ios mismos puntos F y II por ser uno ile 
los de la parábola, todos los cuales tiene la propiedad respecto del foco y de 
la directriz; luego la recta DM al bisecar á la HF, divide en mitades el arco 
que pudiera describirse desde M con el radio Mil, y por lo mismo al ángulo 
á que corresponde dicho arco.

84,—Diámetro de las c u rv a s .—Definiciones.^ S e  llama cuerda, cuoí— 
guiera recta que va de un punió á otro de una curva. Para hallar la longi­
tud de una cuerda, no hay más que sustituir en la expresión general de la 
distancia entre dos puntos, por coordenadas de estos, los valores que tengan 
en cada caso particular.

Cuando dos cuerdas tiradas desde un mismo punto de una curva, van á 
terminar en los exiremos del eje, se llaman suplementarias.

La elipse y la hipérbola pueden tener cuerdas suplementarias en todos 
sos puntos; porque teniendo el eje dos extremos, pueden tirarse rectas á ellos. 
La parábola no tiene cuerdas siiplementaria.s; pues siendo infinílo el eje, la 
que fuese al extremo infinitamente lejano, seria una paralela cuya longitud 
nunca podrá ser determinada.

Se entiende por centro de una curva, el punto que divide en mitades to­
das las rectas que pasan por él y terminan en dicha curva.



85.—Si una curva tiene centro, en  su ecuación no aparecerán las 
primeras potencias de las variables. —Consecuencias.—Sean Jos ejes co­
ordenados, d(ís cualesquiera OX y OY {fig. 27) que pasen por el centro de la cur- 

_ __ va. Una recta
tal como MN 
que atraviesa 
pordichocen- 
tro lia de que­
dar b isecad a  
en é l ; luego 
marcando las 
ordenadas MP 
y NQ de los ex­
tremos de la 
recta,los trián­
gulos MOP y 
NOQ resultan 
iguales; pues 
tienen el lado

ON =  OM, los ángulos en O iguales por opuestos, y los en N y M también 
iguales, por alternos internos; de donde resulta que, como partes de los trián­
gulos MOP y NOQ, las abscisas OP y OQ tienen que ser iguales, y también 
las ordenadas PN y QN. Luego la expresión de la curva lia de ser tal, que 
sustituyendo en ella por x  sus valores OP y OQ iguales y de signo contrario, 
ios que dé para y  han de gozar de la misma propiedad. Esto solo se verifica 
cuando una ecuación de segundo grado, carece de segundo término; por con­
siguiente para que exista centro es necesario que no baya término en y ; y 
como lo mismo puede decirse respecto de resulta que toda ecuación en 
donde entre alguna de las primeras potencias de Jas variables, no tiene 
centro.
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Consecuencias.—1.* La elipse y  la hipérbola tienen centro y  esle es el 
encuentro de los ejes. Porque se ha visto que sus expresiones referidas al pun­
to medio de diclios ejes, no contienen más que los cuadrados de sus coorde­
nadas.

2.* En la parábola el vértice no es centro; porque entrando en su fórmu­
la la primera potencia de x ,  cuando á esta se dén valores positivos y negati­
vos iguales, resultarán para y  unos reales y otros imaginarios.

Para demostrar que esta curva no tiene centro, vamos á resolver la si­
guiente cuestión.

8 6 .—Dada la  expresión de una curva referida á cualesquiera ejes, 
determinar las coordenadas de su centro .—Consecuencia.—La ecua­
ción más general de segundo grado entre dos variables {y, x)^ es

(M) Ay* ■+■ Bxy -4- C®* H- Dj/ -i- E® -f- F =  0;

en ella aparecen todos los términos posibles de {x, y), y además un término



F conocifio; por lo tanto incluye todas las ecuaciones de las curvas que hasta 
allora conocemos: más adelante veremos que no puede representar otras.

Para hallar las coordenadas del centro de las lineas que puede expresar la 
ecuación anterior, supongamos que son dichas coordenadas a y b. Para tras­
formar los ejes actuales en otros paralelos que pasen por el centro, habrá que 
sustituir por y, (y -h b) y por x , (x h-  a)» y tendremos
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Ay* ■+■ Bxy -i- Cx* ■+■ (2A6 +- Bo -H D) y 
M =  o.

(2Go -t- B6 -t- E) X

En esta ecuación M representa el conjunto de términos en donde no entran 
variables 6 mejor dicho, es el término constante.

Ahora bien, para que la curva tenga centro, es necesario que el cuarto y 
quinto término, que contieneu las primeras potencias de (y,x), desaparezcan, 
es decir que los coeficientes de estas variables han de ser cero; luego resultan 
para la existencia de! centro estas dos condiciones:

2A6 +  Bo -t- D 0. y 2Ca B6 E =  0.

De estas dos ecuaciones se pueden deducir las expresiones de a  y 6; las 
cuales son

o =
2AE — BD
B* — dAC y ^ =

2C0 — BE 
B» _  4AC‘

Cualquiera de estas dos condiciones simultáneas que se elijan, sirven para 
conocer si una curva dada por su expresión tiene centro; pero como las úl­
timas dan además el valor de sus coordenadas, es preferible siempre el hacer
la sustitución en ellas. r  n ir

Esta sustitución está reducida á reemplazar las cantidades A , B, C, y 
con los coeficientes de y*, xy, x*, y y x  de la ecuación propuesta.

Consecuencia.—La parábola no tiene centro. Para demostrarlo, siendo 
*a expresión de la parábola y* =  2 px, no habrá más que hacer en las ecua 
Clones d e a y 6 , A = 1 , B = 0 ,  C =  0 , D =  0 y E =  2p, y ten remo

«>nn — b e  o
y b  =2AE — BD _  — 4p _  

"B* — 4AC “  O B* — 4AC

Esto quiere decir que la abscisa del centro es infinita , y la ordenada le­
vantada en su extremo puede tener todos los valores imaginables, len que
el centro de la parábola está en el infinito.

Llámase diámetro de ana curva, toda recta bisetriz de un sistema áe
Cuerdas paralelas. . , j- .  ,

De esta definición se sigue que; la tangente en un extremo del diámetro
ha de ser paralela al sistema de cuerdas que divide en mitades. Porque de 
no ser paralela á dicho sistema, se podria tirar por el extremo en cuestión 
una cuerda que !o fuese, y esta no quedada dividida en su mitad; lo cual 
está en oposición con la condición de que bisectriza á todas.



8 7 .—Toda curva referida á un diámetro y i  una paralela al sistema 
de cuerdas que divide en mitades, carece en su ecuación de la pri­
mera potencia de una de las variables.—Si, por ejemplo, se loma el diá­
metro por eje de las abscisas, como cada ordenada por ser paralela á las 
cuerdas que biseca, será la mitad de una de ellas, es claro que la ordenada 
negativa bajada desde su pié será la otra media: luego á cada valor de x  han 
de corresponder dos iguales y de signo contrario para y; pero raíces iguales y 
de signo contrario solo las dan las ecuaciones que carecen de la primera po­
tencia de Ja incógnila despejada: luego para que una curva esté referida á un 
diámetro, y una paralela á las cuerdas bisecadas, e.s preciso que no exista 
uno de los términos en y ó en cc de su ecuación.

Dos diámfílros se dicen conjugados, cuando cada uno divide en mitades 
las cuerdas paralelas al otro.

Cualquiera diánutro déla elipse pasa por su centro.—Porque para ser 
diámetro ha de dividir en mitades todas las cuerdas paralelas de un sistema 
dado, y entre ellas á la que pase por el centro; y como este punto biseca á 
cualquier cuerda que pase por él, se sigue que corresponda á uno de los del 
diámetro,

88 — Las propiedades de la elipse respecto á sus ejes, se verifican 
también con relación á sus diámetros conjugados.-Para persuadirse de 
esta verdad, no hay mas que observar si la expresión de Ja curva referida á 
diámetros conjugados, es análoga á la relativa á sus ejes, y si aquellos entran 
del mismo modo quo estos.

Se puede conocer la forma de la ecuación de la elipse cuando se halle 
referida á diámetros conjugados, recordando que por pasar estos por el cen­
tro, es decir, por estar el origen de las coordenadas en é l , no pueden apare­
cer en la expresión (mim. 85), Jas primeras potencias de las variables; ycomo 
además eJ eje de abeisas es diámciro, tampoco puede tener dicha expresión 
según eJ (mim. Rb-2.* consec.], un término y x  que, respectoáy contiene su 
primera potencia: luego la expresión de la elipse será precisamente de la forma

Ay» -f- B®» = C .

Sí se supone la longitud del diámetro de las abscisas igual á 2m, y h  de su 
conjugado igual á 2n, es evidente que cuando x  =  o ,  habrá de ser y =  ?» 
lo que reducirá la ecuación ’

Un» =  C, y por lo mismo B =  - r .
n»

Si se imagina en la ecuación y =  o , ha de resultar necesariamente x  =  m; 
con lo cual la ecuación se convierte en
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Am» =  C, y A = Í l .

Ahora, sustituyendo por A y B las cantidades á que equivalen, resulta para 
ecuación de la elipse



dividiéndola toda por C dá
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r - h ^ = l :

quitando los denominadores, tendremos la expresión

(03) nhj^ -H m®cĉ  — m^n*.

Ksta fiírmula manifiesta lo que se ha propuesto demostrar, porque es aná­
loga en todo á la que depende de los ejes, y en ella entran ios cuadrados de 
los seini-diámelros conjugados como coeficientes de los de cada ordenada, de 
la misma manera que lo hacían los semi-ejes.

8 9 .— En toda elipse, la suma de cuadrados de los semi-diámetros 
conjugrados, es igrual á la de los cuadrados de los sem i-ejes.—Para de­
mostrar esta propiedad, es indispensable hallar la ecuación de los ejes, sien­
do estos función de los diámetros, para compararla con !a referida á estos, 
é al contrarío.

Sea la expresión de la curva referida á sus diámetros conjugados que son 
ejes oblicuos

para que esta ecuación corresponda á la de los ejes , lo primero será trasfor­
marla á ejes rectangulares con el mismo orígeu: las fórmulas para la tras- 
formacion halladas [núm. 32), nos ilan

x '. sen. YX' — y’, eos. XY' 
sen. X'Y' y =

y', eos. XX' — a*/, sen, XX' 
sen. X'Y'

En estas fórmulas {x ', y ') ,  son las coordenadas rectangulares, y {x , y) 
las oblicuas dadas: en sus denominadores se ha supuesto ejecutada la resta que 
sen. (XY' — XX') indicaba (núm. 32) arriba citado.

Sustituyendo estos valores de {x, y) en la ecuación dada, se tiene quitan­
do denominadores y haciendo cero el término que contiene x y ; pues no pue­
de existir en ecuación alguna referida á diámetroscomo lo son los ejes; así ten­
dremos

(m*. eos». XX'-}-n». eos». XY') y'»-f-(m».sen». XX'-i-n» 

=  m». n*. sen». X'Y'.

sen. XY') cc»=:

La condición para nacer desaparecer el término x y ,  que es la de igualar 
su coeficiente á cero será

m». eos. XX'. sen. XX' h-  n». eos. XY'. sen. XY' =  o.

Pero la expresión de la elipse referida á sus ejes, ya sabemos que tiene la 
forma

o*ÿ» -+- 6»íc»=a»6»:

luego debe ser idéntica con la penúltima que corre.sponde al mismo supues­
to: mas como esta identidad ó igualación entre cada dos términos correspon-

7



dientes, no puede evidenciarse directamente, supongamos que fe es un nú­
mero tal, que inultiplicande por él la ecuación -i- =  a-b^, la haga
idéntica con la otra de los ejes rectangulares en función de diámetros con­
jugados; en este caso, haciendo la multiplicación resulta

a^ky^ -+- 6®fecc® =  a^b^k ;
comparando las coeficientes de las variables con los respectivos de los de la 
otra ecuación se deduce

m*. cos^ XX' n®. eos®. XY' =  a*fe 

m®. sen®. XX' +  n®. sen*. XY' =6®fe 

m®. n®. sen®. X 'Y'=  a®6»fe.

Para conocer la cantidad indeterminada fe hay un sencillo artificio que con­
siste en multiplicar las dos primeras de estas tres ecuaciones , y restar de la 
resultante el cuadrado de la ecuación de condición que es el coeficiente de 
x y ,  igualado á cero :

La multiplicación de las dos ecuaciones primeras de este grupo de tres 
DOS dá

m*. sen®. XJC. eos®. XX' +  m*. n®. sen®. XX'. eos®. XY' +  m®. n® x  

X  sen®. XY'. eos®. XX' +  n*. sen®. XY'. eos®. XY' =  a®é®fe®.

La ecuación de condición

m®. eos. XX'. sen. XX' -j- n®. eos. XY'. sen. XY' =  o,

«levada al cuadrado nos dará

m*. sen®. XX'. eos®. XX' +  2m®. n®. sen. XX'. eos. XX'. sen.XY'.cos.XV

+  n*. sen®. XY'. eos®. XY'=  o ;

restada de la resultante de la multiplicación anterior, se convierte en la que 
sigue:

m®n® (sen. XX'. eos. XY'. — sen. XY'. eos. XX')® ~ a W .

Pero el paréntesis es el sen. (XY' — XX') =  sen. X'Y', según se ha supues­
to en los denominadores de las fórmulas para la trasformacion; luego

m®. n®. sen*. X'Y' =  a®6»fe®.

£1 primer miembro de esta ecuación es el mismo que el de la tercera de 
las del grupo deducido por la idealidad; por consiguiente, ios segundos miem * 
bros serán también iguales, y se tendrá

o®6®fe® =  o®ó®fe;

dividiendo por o®6®fe, dá para fe el valor de fe =  i .
Es decir que no existe coeficiente alguno necesario, para hacer idénticas 

las dos expresiones de la elipse referidas á sus ejes, mas que la unidad; luego 
dichas ecuaciones son idénticas por sí mismas.

Convencidos de esta verdad para hallar la propiedad que se trataba de cu-
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tiocer, supondremos fe =  í en el grupo de ecuaciones originadas de la identi­
dad que ya queda demostrada : esto supuesto, la convertirá en

m*. eos*. XX' -f  n®. eos®. XY' =  a® 
m*. sen®. XX' +  n* sen®. XY' — 6* 
m*. n*. sen®. XY =  o®6®.

En estas tres ecuaciones se hallan ya cuantas relaciones existen entre los 
ejes y los diámetros conjugados, como vamos á ver en los tres casos siguientes: 

1 Sumando las dos ecuaciones primeras, se deduce asi que,

m®. (sen*. XX' +  eos®. XX') +  n®. (sen*. XY' +  eos*. XY') =  a® -f  6*.

pero cada paréntesis, según la trigonometría, equivale á la unidad; luego re­
sulta la fórmula
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(94) m* -f  n® =  a® -f  6*:

es decir, que según se trataba de demostrar: la suma de cuadrados de los 
temi-ejeSf es igual á la de los semi-diámetros conjugados.

2.* La tercera ecuación dcl grupo, por sí sola, dá extrayendo la raizcua­
drada de sus dos miembros

m . n, sen. X'Y' — ab

Pero m. n. sen. XY, es el área del paralológramo D'OXB' {fig. 27), cons­
truido sobre los diámetros conjugados OX y OD'; pues tomando por base 
OX =  m, la altura D'G, en el triángulo rectángulo D'GO,resuIta igual á OD'X 
sen. D'OX =  n . sen. XY: y como el paralelógramo total ABB'A' se compone 
de otros cuatro iguales al D'B'XO, multiplicando por 4 los dos miembros do la 
ecuación que se discute, tendremos la expresión

(9i5) 4m. n. sen. XY =  4a6.

De suerte que: el paralelógramo construido en la elipse sobre los diáme­
tros corj/ug-ados, es equivalente al rectángulo trazado sobre los ejes.

3.® Siendo tres las ecuaciones de condición entre los ejes y los diámetros 
conjugados, y figurando en ellas seis cantidades diferentes, resuelven este 
problema generalmente. De estas seis partes que son/os dos ejes, los dos diá­
metros conjugados y los dos ángulos, uno de ellos, el que forman entre si y 
el otro con un eje, se hace frecuente uso: asi es, que dadas tres do las seis 
cf^fitidades, las otras tres se determinan fácilmente.

90 —Las propiedades de la hipérbola respecto á sus diámetros con­
jugados, son las mismas que las que tienen con relación á sus ejes.—
Todas las propiedades que hemos hallado para la elipse, se verifican en la hi­
pérbola sin más alteración que la producida a! considerar la cantidad 6® como 
negativa en la ecuación de aquella; pues queá esto se reduce la diferencia en 
la formación de las expresiones de ambas curvas.

En efecto, la ecuación de la hipérbola referida á diámetros conjugados, 
«s análoga en todas sus partes á la que la representa con relación á sus ejes.



pues la t ó m a l a  e I r r c " T 'ta m b fe r r e r ¿ “mmó í ! , !  porque
: L ^ ^ “ a ' L t r e j : ; ; u : r . l r e  c„,no e, de abscisas, es ólóu.etro: lueso 

tendrá dicha expresión precisamente la forma

Ay® +  Bx® =  C.

cien viene á ser
Bm® =  C.

Pero c u a u d o .=  o se „ace y ‘™ B™ ria; lu e g ^£ ia  . 0 0 8 ^  ^  
el origen esn , su valor daiío por la ecuación sera „  /  _  1. y por co 
la expresión de la hipérbola resulta

— An® =  C.

De esta igualdad y la anterior, se deduce
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A =  — — , y B ̂ n®’ ^
_C . 
m®*’

valores que, puestos eo la ecuacioo de la hipérbola referida ó diámetros con- 
jugados, se obtienen por la fórmula

(96)
yi — n® cr® = — m® n®

Esnresion cuya composición demuestra que; lodos las p ro p ie d a d  reía- 
uJ m c I  l o e n  l y a r  con relación á  los diámetros conyugados.

9 1 .-E n  toda hipérbola la diferencia de

erd” s r ’drx:-̂ ^̂
con variar los signos de n> y 6=; luego si para la elipse se dedujo 

^2  +  n® =  a'* +

para la hipérbola se verificará la ecuación

(97) =
Erpresion que no es más que la escritura algebráica de la propiedad que

se ha tratado de evidenciar.

9 2 .-E 1  paralelógramo oons.rnido sobre los í^ ^ lT le r tT e tr a :

se dedujo para esta curva
4 m. n. sen. X'Y' =

,  como la, propiedades de la hipérbola se deducen de la curra anterior, nada



más fácil que variar los signos de n» y 6»; ahora se tendrá 

4 m. n. sen. XY — 1 =  4a6 \ / — i;

dividiendo ambos miembros por — 1, resulta la fórmula 

(98) 4 m. n. sen. XY =  4at.

Esta expresión prueba también que la propiedad enunciada es cierta .

93. —Las diagonales de cualquier paralelógramo construido sobre  ̂
los diámetros conjugados , son las asíntotas do la hipérbola. Sean ios 
diámetros conjugados MAl' y NN' {fig. 28); si O es el centro de la hipérbola, y 
en él está el origen de las coordenadas , se veriíicará que OM =  OSi' =  m, y 
ON =  ON' =  n.

lOí

Fig 28 .
Ahora, tirando la MQ, desde 

el punto M de contacto de la 
tangente IIF, paralela al diáme­
tro conjugado NN’, dicha MQ 
paralela á la asíntota OF, será 
la ordenada asintótica del punto 
M; así como la OQ será también 
la abscisa asintótica del mismo 

■punto.
En el triángulo OMQ, por 

ser oblicuángulo se verifica, (nú­
mero 16.—3.er caso) que el cua­
drado de un lado opuesto á un 
ángulo agudo, es igual á la su> 
ma de cuadrados de los otros 
dos, menos el duplo del pro­
ducto de uno de ellos por el 
segmento suyo adyacente al án­
gulo agudo.

Así se tendrá:

=  OQ* +  ^1 *  — 2 . OQ X  PQ;

siendo como se supone la PM perpendicular á la OQ. La porción 6 segmento 
PQ en el triángulo rectángulo PMQ, es igual á la hipotenusa QM multiplicada 
por el coseno del ángulo adyacente PQM, d OQM; luego

OM* =  — 2. O Q xQ M . eos. OQM;

poniendo por OM, m; y llamando x  á OQ, é y á QM, tendremos 
=  CD* -t- y* — 2a::y. eos. OQM.

El ángulo OQM es suplemento del HOF que forman las asíntotas; lueg<k 
OQM = : — eos. HOF, y con esto la ecuación se convierte en

m* =  X* -H y* -í- 2a?y. eos. HOF.



En el triángulo HQM se verifica que

=  a¡® -H y’’ — 2ítí/ . eos HOF;

pues QH =  OQ por ser proporcional á las partes de la tangente MH — FM;. 
restando esta de la anterior ecuación, se tiene

m® — MH* =  4cry eos. HOF.

Según la ecuación de la hipérbola referida á sus asíntotas, cuya ecuación 

es x y  =  , ó bien, ix y  = e ^ ‘. en la que representaba á (a^ -h 6®),

se tiene
ixy  = a s  -H 6*.

Ahora solo falta hallar el eos. IIOF, para sustituir su valor en la expresión 
de — MÍi*’ y demostrar de este modo la propiedad que se ha enunciado.

El ángulo HOF es igual á 2 — HOF; pero

l a D g . - l - H O F = ^ :

y como la trigonometría nos dú la fórmula para determinar la tangente de un 
arco doble, haciendo aplicación de ella, tendremos
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. OOP _  2. tang. i  HOF 
tang. BOF -   ̂ ^ ^

ó bien

tang. HOF
2. ah

a ^ — 6»

Conocida ya la tangente del ángulo HOF, se halla fácilmente el coseno de), 
mismo, y será

eos. FOH - V i tang*. HOF’

En donde sustituyendo por tang. HOF su valor, resulta

cos. FOH “  ̂ — V la* + 6*)* a* -f- 6*
con esta expresión y la do i x y ,  la diferencia m* — MH*> se convierte en 

m* — MH* = 0 *  — ó*;

pero el segundo miembro o* — 6*, diferencia de los cuadrados de los semi­
ejes, es igual im *  — n* diferencia de los cuadrados de los diámetros conju­
gados ; luego

m* — Mil* — n*;



de donde se deduce la fórmula que se busca 

(99)
De aquí se sigue que la tangente HF contada hasta las asíntotas, es igual 

al diámetro conjugado NN': luego dichas asíntotas son las diagonales del pa- 
ralelógramo construido sobre los diámetros conjugados.

94.—Toda rec ta  para lela  al eje de la parábola biseca un sistema do 
cuerdas paralelas á  la tangente en su extrem o.—La expresión de la 
parábola referida á ejes rectangulares, es

y como en ella no entra la primera potencia de y, á cada valor de x  arbitra­
rio, corresponderán dos órdenadas iguales y de signos contrarios : como cada 
doble ordenada es una cuerda, resulta que el eje biseca un sistema de cuerdas, 
que es la condición para llamarle diámetro.

Ahora lo que deberá hacerse, es trasformar la expresión en otra de ejes 
oblicuos, cuyo origen se halle en un punto de la curva, y determinar des­
pués las condiciones para que el de las abscisas sea diámetro.

Sean las coordenadas del nuevo origen situado en la curva (a y 6); las 
fórmulas halladas en el (núm. 34), aumentadas con la nueva abscisa en a, 
y su coordenada en 6; porque también se cambia el origen, son

cc =  x '. eos. XX' ■+■ y ', eos. XY' -+- 0|

y =  x '.  sen. XX' ■+■ y ' . sen. XY -t- b.

Sustituyendo estos valores en la fórmula de la parábola, se tendrá

;sen.* XY'. y'» -h 2. sen. XX'. sen. XY'. x ' y' -+-

, 4- 2 &. sen. XY' — 2p. eos. XY'. y' h- M =  o:

en esta ecuación M representa todos los términos independientes de y.
Luego, para que el eje de las abscisas sea un diámetro, es preciso que los 

términos en a/ y', y en y' desaparezcan, ó que sus coeficientes sean nulos, 
y será

seo. .XX'. sen. XY' =  o; b. sen. XY' — p. eos. XY' =  o.

De la segunda de estas ecuaciones se deduce el ángulo que el nuevo eje 
de las y, forma con el primitivo de las porque despejando el primer térmi­
no, resulta

6. sen. X Y = íJ . eos. XY': 

dividiendo ambos términos por b. eos. XY', se tiene
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sen. XY 
eos. XY'

= := tang .X Y '=  ^

Y como esta expresión es la que se determinó para cualquier tangente á la 
parábola, se sigue que si el eje de las nuevas abscisas ha de dividir en mita—



des un sistema de cuerdas paralelas, d bien si ba de ser diámetro , es preci­
so que dichas cuerdas sean paralelas á la tangente á la curva parabólica en 
el extremo del eje de las abscisas ; esto es, que la tangente sea el de las or­
denadas.

La primera ecuación de condición

sen. XX'. seo. XY' — o.

hace ver que siendo el ángulo XY' el de su tangente, puesto que esta se ha 
hallado que es una cantidad real, es necesario que nos dé la fórmula
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(100) sen. XX' =  0 .

Luego para que el nuevo eje de abscisas sea diámetro, es ¡miispensable que 
forme con ei primitivo un ángulo nulo; ó bien que le sea paralelo. De suerte 
que; en la parábola toda recta paralela ni eje, es un diámetro, y  las cuerdas 
(¡ue biseca son paralelas á la tangente tirada á la curva en su extremo.

9 5 .—O bservaciones.—Las propiedades de los diámetros conjugados en 
la elipse y en la hipérbola, facilitan medios de tirar á estas curvas , tangentes 
paralelas á una recia dada.

1 .* En la elipse y en la iiipérbola, dada la recta á que ha de ser paralela 
la tangente, no habrá más que tirar una cuerda que lo sea á dicha recta, y 
el diámetro que pase por su mitad dará en sus extremos los puntos de contac­
to para tirar por los medios conocidos dos rectas paralelas á la dada. Resulta­
rán por esta constrnccion dos tangentes.

2 . ‘  En la parábola dada la recta á que ha de ser paralela la tangente, se 
tirará una cuerda que lo sea á diclia recta, y la paralela al eje que pasa por su 
mitad, dará en su encuentro con la curva el punto de contacto. Resultará 
una sola tangente.

3 .  * Si en vez de ser las tangentes que se piden, paralelas á una recta co­
nocida, hubieran de formar con ella un ángulo dado, se construiría antes di­
cho ángulo en un punto cualquiera de la recta, y la nueva línea baria en este 
caso las veces de la primera para proceder como se ha dicho; es decir, que 
se habrian de tirar tangentes paralelas á la segunda recta.



T E R C E R A  SE C C IO K
APLICACION AL m , T IIA I\D 0 Y REPLANTEO RE CAMINOS Y

C A P Í T U L O  P R IM E R O .
PROBI.EMAS BE TOPOORAFIA.

96.-^Objeto y  procedim iento.—La inmediata aplicación délas fórmulas 
conforme á lo expuesto en la 1 .* y 2.* sección ele este Tratado, para dar so­
lución á diversas cuestiones que se pre.senlau en la práctica, y para determi­
nar la forma, división y demás accidentes de un territorio de más 6 inénos 
extensión, es el objeto de ios problemas de topografía.

En cuanto al procedimiento , siempre es idéntico lo mismo en los traba­
jos de campo que en los de gabinete; ya se trate del estudio de las líneas 
férreas y ordinarias, ya de canales y aprovechamientos de aauas, ó bien del 
saneamiento y desecamiento de terrenos pantanosos: pue.sto que se dirige á 
conocer desde luego las distancias entre puntos determinados, la altura de 
estos entre sí ó con relación á un plano genera! de nivel llamado de compa­
ración, la coníiguracion y accidentes de la superficie de la tierra, con el fin 
de establecer lo.s tra7.ados que sírvan de base para la redacción y realización 
de proyectos de las vías de comunicación y aplicaciones de las aguas á la 
agricultura y á la industria, según el objeto é irnporlancia, medios disponi­
bles, y demás circuD.stancias; cuyo procedimiento consiste en efectuar las 
operaciones en el menor tiempo posible y la mayor exactitud que se requie­
re en los datos y observaciones, á fin de obtener con precisión los resultados 
del cálculo, para la más pronta ejecución material con todas las garantías de 
acierto y el buen éxito de la explotación.

Para las operaciones topográficas se necesita el auxilio de varios instru­
mentos y otros medios que darán resultados más ó ménos aproximados á la 
exactitud de la teoría, conforme á la mayor ó menor perfección con que aque­
llos se hayan construido, de la destreza de quien tenga que usarlos y escru­
pulosidad con que se proceda.

Todo lo cual dependo tanto del ingenio y pericia del director ó facultati­
vo encargado del proyecto, y de la acertada división del trabajo entre el per­
sonal auxiliar dcslrnado para efectuar l,is diversas operaciones topográficas y 
demás, según indicaremos oportunamente, como de la disposición y orde­
nado sistema de aplicación al estudio, trazado y replanteo de caminos y ca­
nales.



En muchas ocasiones acontece durante los trabajos de campo, que ya por 
carecer cualquier facultativo de toda clase de instrumentos con que poder 
observar ó graduar los ángulos que las alineaciones rectas forman entre sí 
en los frecuentes y pronunciados cambios de dirección é inclinación, ya por 
encontrarse desprovisto de instrumentos para medir ángulos en casos impre­
vistos , y ya por haberse inutilizado en un momento desgraciado alguno de los 
que se usaban, sin tener otros de respeto, lo cual ocurre con demasiada fre­
cuencia en países muy accidentados, escabrosos ó cubiertos de maleza; por 
cualquiera de estos accidentes Ijabria que suspender Jas operaciones en todo 
ó en parte, según las circunstancias, ocasionando su paralización graves per­
juicios, y una pérdida de tiempo considerable. Por lo tanto, es de grande 
interés y hasta cierto punto necesario utilizar desde Juego en su defecto los 
innumerables recursos que puedeu sumiuislrar las tablas trigonométricas 
complementarias que se aplican directaménte con la mayor exactitud como 
medio supletorio que ofrece mucha facilidad y economía, estableciéndolas ali­
neaciones rectas simplemente con las banderolas y piquetes, midiendo las 
distancias con la cinta metálica ó cadena, y hallando al mismo tiempo el va­
lor de los ángulos expresados en grados y minutos, e tc ., solamente con el 
auxilio de las tablas, como veremos más adelante al tratar de los medios ex­
peditos de verilicarlo, para continuar después las operaciones en grande es­
cala, haciendo uso de los mejores instrumentos y demás medios de acción 
conforme ai procedimiento.

Tal es el objeto que nos proponemos en la presente sección, empozando 
por trazar y medir líneas, observando los ángulos que forman y concluyendo 
con las operaciones de primer órdeu que para su mayor exactitud , prontitud 
y facilidad, requieren instrumentos los más perfeccionados, resolviendo pre­
viamente los problemas que se refieren al mejor modo de establecer y medir 
las líneas horizontales, inclinadas y verticales accesibles é inaccesibles.

97,— Trazar una recta que pase por dos puntos dados sobre el 
terreno.—Casos que se presentan.—A dos se pueden reducir los casos que 
se presentan en el trazado de alineaciones rectas. 1.'' Cuando los dos puntos 
dados son al mismo tiempo visiblemente accesibles. 2.* Cuando uno de ellos 
6 ambos á la vez son inaccesibles, ó invisible el uno desde el otro.

Primer caso.— Para señalar en el terreno la alineación que marca la 
traza del plano vertical que pasa por ios dos puntos dados visibles entre si, 
se colocan en ellos dos jalones 6 banderolas, y se fijan en los puntos in­
termedios otras, alineándolas con aquellas y procurando retirarse un poco 
de las extremas, para mirar tangencial y alternativamente por uno yotro lado 
hasta que las banderolas intermedias queden bien cubiertas con las de los 
puntos dados, y que todas aparezcan en línea recta como si no hubiese mas 
que una sola, es decir, que todas se hallen en el mismo plano proyectante.
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Segundo caso.—Supongamos que se quiere trazar una recta con bande­
rolas en el terreno pasando por los puntos A y B ( fij. 2 9 ) , siendo los dos 
inaccesibles ó invisibles entre sí. Para esto se coloca en o una banderola, y 
á cierta distancia de las otras puestas en los puntos dados desde donde se las



pueda ver y alinear aisladamente como en el primer caso: hácia el medio 
de la distancia entre A y B, y á poco más ó ménos sobre la alineación de 
estos dos puntos se pondrá otra banderola en b sobre la dirección Ao, co o- 
cado en b el que dirige la operación, hará trasladar á a  la banderola que 
estaba situada en o, de suerte que quede en la dirección ííB; del mismo mo­
do hará pasar la banderola de 6 á 6' en la dirección a A, y así sucesivamente
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F ig . 29.

A
............................ y ........

......a '

por tanteos hasta que las banderolas que al principio se habían colocado en a 
y b ocupen los puntos a '"  y b"' que corresponden á la traza, pasando por A 
y B: determinados aquellos puntos y lijando banderolas en ellos, y otras en los 
lugares intermedios, siguiendo en ambos sentidos, quedará establecida la lí­
nea recta tal cual se deseaba.

Cuando los puntos dados se hallan muy distantes entre sí y las rectas 
atraviesan países muy accidentados, cuyo trazado exige mayor exactitud, se 
jalonan las alineaciones por medio del anteojo, del teodolito ó de otro ins­
trumento provisto de hilos micrométricos y se practican las operaciones se­
gún dejamos indicado en el primer caso. Este procedimiento se aplica nece­
sariamente en los terrenos montuosos y cubiertos de maleza j cuando hay 
que salvar algún talwegs ó los profundos valles y para cruzar divisorias muy
pronunciadas. , . . .

Si hubiese necesidad de partir, haciendo estación en cualquiera punto de­
terminado, se elige una altura, aunque sea en la prolongación de la misma 
alineación, en uno ó en ambos sentidos, desde los cuales se vea el mayor 
número posible de puntos culminantes; se dirige el anteojo estos pun os 
por donde debe pasar la línea , y se fijan en ellos banderolas , y así se van 
enfilando sucesivamente; advirtiendo que cada banderola debe afirmarse en 
la posición del plano vertical, de modo que coincida con la intersección de 
los hilos de la recLícula, haciendo girar el anteojo sobre su eje horizontal.

Determinados de este modo los puntos principales, no hay más que tras­
ladarse en seguida de un extremo á otro de la alineación, y en cada una de 
las alturas hacer colocar las banderolas y los jalones intermediarios que fue­
ren necesarios. Deberá evitarse, siempre que sea posible, el dar principio á 
la traza definitiva en el medio de las rectas, por ser demasiado pesado el 
procedimiento y poco exacto el resultado; pero sí el terreno fuese muy acci­
dentado, es tal vez el medio más expedito el tanteo arriba indicado.

Cuando una linca viene á terminar sobre otra ya establecida, hay que



determinar y distinguir perfectamente el punto de ínlerseccioo de dos ali­
neaciones rectas, plantando, en los vértices delosángulosqueformau, las me­
jores b’inderolas; es decir, las más derechas y de mayor altura, bien asegura­
das, de modo que puedan permanecer por mucho tiempo en posición vertical.

9 8  .— L e v a n ta r  p e rp e n d ic u la r e s  á  u n a  r e c ta  d a d a .—Las operaciones 
de levantar ó bajar perpendiculares y de trazar paralelas, lo mismo que las 
del número precedente, son iguales á las que se ensenan en la geometría es­
peculativa, con la diferencia de emplearse banderolas y piquetes para mar­
car las lineas y la cinta ó la cadena para medirlas, en vez de la regla y el com­
pás ó escala. Por lo mismo, cuando haya que formar ángulos y medirlos, tra. 
zar arcos, e tc ., no puede ofrecer ninguna dificultad; sirviéndose para tra­
zar estos ya de una cuerda 6  de la cinta que tenga en su extremo una punta 
de madera 6  de hierro, ya de un listón de madera 6  de una regla , ya de un 
aparato que se llama ftaíueí, ó bien del compás de plomada para arcos de 
poca amplitud.

Como todos estos útiles tienen una aplicación muy limitada, raro es el 
caso en que se pueden usar, tratándose de los estudios y trazados de cami­
nos y canales, cuando las curvas son de gran radio y solo para operaciones 
de poca entidad; por lo mismo no nos ocuparemos de ellos, concretándonos 
únicamente á ios medios de trazar con bastante exactitud perpendiculares 
de corta longitud, con banderolas ó jalones y la cadena ó una cinta cualquie­
ra , según se trata en seguida.

Ejkmpi.0 .—Supongamos que se quiere levantar en el punto a una perpen­
dicular á la recta AB [f ig . 30): para esto tiéndase sobre la misma línea desde 
el punto a  hasta c una parte de la cadena ó cinta igual á 4 metros, pY^ane- 
ciendalijoel extremorie eslaeney lo mismo el punto de división que señala los 
4 m oOencí: tómense en dicha cinta otras dos porciones que tengan de longitud

una de ellas
Fig. 30. 3^,00 y la otra

5®,00 que jun­
tamente con 
los cuatro an­
teriores, com­
prenden la di­
visión marca­
da según el ór- 
den de nume­
ración con el 
de 121“ ,00; el
extremo de esta 
longitud jún­
tese al mismo 
de la cinta que

se halla fijo en el punto c, mientras que la división señalada con el número 4« ,00 
se mantiene invariable en el punto a : en esta posición témplese bien a cinta 
cadenilla hasta que llegue al grado de tensión ordinario, y cogiéndola por on 
de tiene señalada la división 7<n,00 póngase en el punto b  correspondiente ai
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terreno una bantlerola 6 piquete, y desde luego habremos formado un trián. 
guio abc’, cuyos lados son ai? =  3, a'' =  4 y 6c =a 5: elevando al cuadrado 
los dos miembros de cada una de estas igualdades, tendremos

i09

o6* s= 3®, oc = 4 * ,  be = 5 ®:

observaremos que 3« 4̂  =  o*, ó bien, 9 -h 40 =  25; pero según el teo­
rema recíproco del enunciado de Pitágoras, si el cuadrado de un lado es 
igual á la suma de cuadrados de los otros dos, el ángulo opuesto á dicho lado 
es recto: luego resulta que be es la hipotenusa del triángulo abe rectángu­
lo en a; así como ñé* -f- ac que concurren en este punto son p 'rpetidicu- 
íares entre sí, por ser los catetos del mismo triángulo; y por consiguiente 
tendremos por construcción que a6 prolongada indefinidamente es perpendi­
cular en el punto a , íijado de antemano, sobre la recta dada AB, con la que 
coincide exactamente el cateto ac por igual razón.

Según esto podrá servir una cuerda también dividida en parles de un 
modo tal que los valores numéricos de cada una, se hallen en la misma re­
lación; es decir, con tal de que el cuadrado de una de las parles sea igua' 
á la suma de cuadrados de las otras dos, se podrán levantar cuantas per­
pendiculares se pidan,

99 .—T razar paralelas á una rec ta  conocida.—Para tirar paralelas á 
una recta cualquiera AB (/iff. 34), pasando una de ellas por im punto P' dis­
tante por ejemplo 20'",54 de la recta dada, se levantarán dos perperidicu- 
lare's ao y bel indeOnidas á uno y otro lado del punto P, y á una distancia más ó 
menos corta según io permita el terreno, aplicando el sencillo procedimien­
to del número anterior; después se marca la distancia d e 20"*,54 sobre cada 
una de ellas y la recta A'B' trazada por los puntos cd señalados, pasará al 
mismo tiempo por el 
punto P '; puesto que 
distan igualmente de 
la recta AB.

SI hubiese que tra­
zar otra paralela á 
esta línea por un 
punto cualquiera, co­
nocida su distancia 
más corta á la recta 
AB ó á su paralela 
A'B'. se tomaría so­
bre las mismas perpendiculares ú otras levantadas á la vez en los puntos 
más convenientes, longitudes iguales á la distancia conocida.

El procedimiento de trazar paralelas y levantar perpendiculares es muy 
sencillo y se emplea con buen éxito cuando se carece de instrumentos y las 
líneas son de corta longitud; pero no ofrecen bastante precisión en las ope­
raciones que requieren para su exactitud buenos instrumentos.



u o

" " X :  ™ c.a., se 'gradsan exactamente con loa iostrorneoms

Tàs perfeccionados que se usan para ’ ; 7 “ , : r l ™ 7 r
adelante en las operaciones importantes; pero á falta de ellos, en caso 
Tipresidad se usan á la vez con el poderoso auxilio de las lineas trigono 
mTtricas n a t u r i , de les mismos útiles de que hemos hecho menc.ou para 
trazar y medir líneas do poca longitud en terreno fác.l, ya fuesen 
culares ó bien paraieias entre sí; cuyos ángulos se miden muy sencillamente,como veremos en los ejemplos siguientes : a v v V r í ’í a  “Í2Í

1 o Sea el ángulo formado por dos alineaciones rectas AV y VB (Aff- « ) ,  
cuvi vértice es V; considerando uno de los lados AV, por ejemplo, »«deíi'ip 
do^en ambos sentidos, tómese sobre su prolongación á contar desde el ^é^tl- 
ce una longitud VC determinada por un número redondo de metros, tal como 
10 iOO e tc .:  levántese en la extremidad c de esta distancia marcada una 
perpendicular hasta su encuentro con la otra alineación VB, mídase esta dis­
tancia que supondremos de 20™ ,33. y habremos construido.

F ig . 32 .

un triángulo YCD rectángulo en C, por lo cual conocemos los dos lados del 
ángulo r?cto: ahora bien, si nosotros consideramos VC -  a como radio, 
e n  =  6 será la tangente que, formando proporción (num. i .), nos dá

R : lang. V : : a : í>;\
siendo® =  1 y sustituyendo u y b por sus respectivos valores numéricos 
tendremos

1 : tang. V : 100™: 20“*,33 

de donde según la {fór. 35), resulta

tang. V =  -  ^

En seguida buscando en las tablas trigonométricas en la columna de las 
tangentes la que más se aproxima al valor 0,2033. se ha la a 
al ángulo H" 30' 9". Pero como el ángulo que se trata de medir es



M i
plemenío de CVD, será por lo tanto igual á

— 11“ 30’ 0". =  168“ 20' 51” .

2.* Si, por ejemplo, sobre uno de Jos lados del ángulo y la prolongación 
del otro á partir dcl vértice, ó bien sobre cada uno de los lados del ángulo 
lomamos dos distancias iguales, tendremos en arabos casos dos procedimien­
tos distintos, á saber: sea el ángulo AVB [fig. 33) en el que siendo iguales los 
lados VB y VC, cuyas longitudes se 
miden con la cadena ó cinta, y unien- 33.
do sus extremos con la recta BC, se 
forma un triángulo isósceles en el que 
conocemos los tres lados ya determi­
nados por construcción: en este caso el
ángulo del vértice V se deduce {núm. i 6 V ........
—3.cr caso) de la {fór. 21), que nos da

V _  / í p - 6 )  ( p - c )

C

sen. —  = :
be

3.® También se puede obtener el valor del ángulo {fig. 3Í) por otro pro­
cedimiento; esto es, tomando CD mitad de BC, puesto que estando marcadas 
cada una de dichas longilodes BV y BC 
partiendo del vértice V, se descompone 
el triángulo BVC en otros dos triángulos 
iguales VDC =  VDB, y ambos rectángu­
los en D.

De suerte que tanto por la (fig. 33} 
como por la (fig. 34) en cada uno de es­
tos dos triángulos se conoce la hipotenusa 
y uno de los catetos; considerando estos 
iguales al radio, la hipotenusa será la se­
cante, en cuyo caso podremos servirnos
de las siguientes proporciones y aplicarlas á cada uno de los triángulos, que 
nos dará

R : sec. B : : BD ; BV, y R : sec. C : : CD ; CV; 

de donde se puede deducir haciendo R — 1

BV CV
se c .n  =  ^ ,  y sec. C = - ^ .

Ahora buscando en seguida en las tablas los valores de la sec. B y de la 
sec. C en las respectivas casillas, se hallarán enfrente de dichos valores nu­
méricos y sobre la misma horizontal los ángulos á que corre.sponden B y C. 
En la (fig. 33) el ángulo que se trataba de medir é graduar será igual á la su­
ma de los ángulos D y C; recordando que el ángulo formado por un lado de 
un triángulo y la prolongación de otro, cS igual á la suma de los ángulos no



m
adyactíntes á él: mientras que en la {/tg. 3i) el ángulo BVC es el suplemento; 
es decir, que 1}VC= 180° — {B -+- C).

Por último, todavía se puetio Iiallar el valor DV por medio del cuadrado 
de la l)ipotenusa, que se determina en seguida aplicando las fórmulas de los 
triángulos rectángulos expuestas en el {núm 17).

101._Medición de lineas accesibles é  inaccesibles, horizontales,
inclinadas y verticales. — Despu<=s de lo que se lia dicho ai hablar de la 
aplicación de las tablas y de ios útiles que, en defecto de otros instrumentos, 
se emplean en casos de necesidad sobro el terreno, vamos ahora á tratar de 
las operaciones que deben verificarse con el tetidolitu por ser el instrumento 
angular más perfeccionado y usual por sus buena.s condiciones tanto para los 
trabajos de campo más sencillos como para los de mayor importancia. Aunque 
para dar una idea completa del procedimiento hubiera sido suficiente el pro­
blema general que en todos los casos abraza el medio de trazar líneas, hallar 
distancias horizontales, inclinadas y verticales; esto no obstante con ei obje­
to de que se comprenda mejor los diversos giros que según los accidentes de 
cada caso convendrá dar á las cuestiones para resolverlas más fácil y senci­
llamente, presentaremos tres problemas principales para quesirvan de ejem­
plos en casos análogos, que se ponen á continuación por el órdeii siguiente:

102 —Problema I.—Medir una distancia horizontal — Casos que 
pueden ocurrir.—En este problema liay que considerar dos casos: l.° Cuan­
do uno de los extremos de la recta dada es accesible é inaccesible el otro. 2.° 
Cuando los dos puntos do la línea sou inaccesibles.

Primer caso.—Supongamos que la distancia AB (fig. 35) es accesible en 
el punto R : en este caso póngase el teodolito en estación de modo que su 
centro se proyecte por medio del perpendículo en el mismo punto B dado 
sobre el terreno; es decir, que ambos puntos estén en una misma vertical; 
puesto ei limbo horizontal y conicidiendo la línea de fe con la del platillo 
superior, diríja se el anteojo al pimto A inaccesible; fíjese ei limbo inferior y 
haciendo girar el superior hácia tiu punto b, desde el que se puedan ver los 
dos puntos dados A y B y ele modo que forme con ellos un ángulo mayor de 
30*; mídase el ángulo AI3¿», y trasládese cl instrumento al punto b, estando 
en estación como anteriormente , mídase e! ángulo A6B y también la recta 
Bí); de esta suerte tendremos formado un triángulo \Bb  en el que conoce­
mos un lado y los dos ángulos adyacentes, como también el tercero por ser 
suplemento de los otros dos.

Desde luego se tiene A =  ISO* — (R -i- 6). El lado A B se hallará re­
cordando {núm. 16 — caso l.°) que en todo triángulo los lados son propor­
cionales á los senos de los ángulos opuestos; de donde resulta la proporción

sen. A : sen. 6 : : B 6 : A B =
B 6 X  sen. b 

sen. A

Sean por ejemplo el áng. .\ =  42* 50' y el áog. 6 — 6í* 30'; siendo la
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recia B 6 =  iC0” ,O0: sustituyeudo los respectivos valores numéricos en la 
expresión anterior tendremos la distancia horizontal entre A y B,con el auxi­
lio de las tablas, que nos dan

A B =
100 X  0,8788171

0,0798681 

F ig . 35.

=  129,261

Segundo caso. — Si la distancia de la línea AB fuese del lodo inaccesi­
ble, establézcase uua base ab de un modo tal, que desde sus extremos se 
descubran los puntosAyB inaccesibles y se pueda obtener con la mayor exac­
titud la longitud en proyección horizontal; obsérvense los ángulos que con olla 
forman en el punto o los A y D; praclíquese una operación análoga en el otro 
punto b de la base, dirigiendo visuales á los mismos extremos de la línea 
dada, y se tendrán los datos suficientes para resolver el triángulo Aba j y por 
lo tanto conocer el lado Ab: del mismo modo se podría resolver el triángulo 
A6B para conocer el otro lado B6: pero como estos lados y el ángulo en B ya 
nos son conocidos por el caso anterior, é igualmente el ángulo 5comprendido, 
se podrá determinar la distancia entre A y B buscada, conforme al cálculo 
que hemos hecho arriba. Mas cuando no se tienen estos últimos datos, des­
pués de resolver aquellos triángulos según el procedimiento anterior y cono­
cido el ángulo b que comprenden los dos lados Ab y B6, se hall^á fácilmen­
te el tercer lado AB y ios otros dos ángulos A y B, formados en estos puntos; 
de donde resulta que la suma do dichos ángulos A -}- B 180* —• 6.

De consiguiente, aplicando la (fór. 18) del (mím. 18) tendremos

Ab ■+■ 6B tang. ( a +  b)

tang. f  (■ ' - " ) '

J
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El lado AB se hubiera hallado ahora haciendo uso de la {fór. 16) de que 

se trata en el número citado, y seria la misma proporción que nos da

AB =
B6 X  sen. 6̂  

sen. A ’

cuya distancia resultaria igual á la que hemos determinado en e! primer caso 
del problema que nos ocupa.

Cuando al tratar de conocer la distancia AB inaccesible, aunque pueda 
medirse la base ah no es posible observar los Angulos en sus extremos, en tal 
caso establézcase otra base cd que no presente aquella dificultad, con objeto 
de tener datos para resolver el triángulo A6B, conocido un lado B6 y los án­
gulos adyacentes á él.

Del mismo modo si al tiempo de resolver un triángulo no se pudiese medir 
más que un lado y un ángulo, se tomaría sobre cualquiera de los lados ó en su 
prolongación un punto desde el cual se pudiere dirigir visuales á dos vérti­
ces, formando así un triángulo auxiliar en el que se conozcan los tres ángu­
los y dos lados del principa!; de suerte que con estos dalos, se puede hallar 
el tercer lado y el ángulo adyacente al mismo. Estos dos casos se aplican con 
mucha frecuencia en los trazados para comprobar por el cálculo la longitud 
de las rectas medidas con la cadena ó cinta.

103.—Problema II .—Hallar la extensión de una recta inclinada.—
Este problema es de una aplicación muy frecuente: ya cuando se trata de me­
dir una séric de líneas mis ó menos inclinadas y del tanteo de pendientes 
que tiene por objeto franquear alguna divisoria é desarrollar cualquier tra­
zado, conocido el desnivel entre aquella y los talwegs, para descender al fon­
do dé los valles y recíprocamente, y ya cuando se quiere determinar la má­
xima pendiente y extensión de la falda de una montaña en línea absoluta desde 
la cúspide ó cima liasla el pie ó lado horizontal de la base sobre que insis­
te. Como bajo este último concepto tendremos ocasión de tratar más adelante 
al mismo tiempo que do las alturas inaccesibles por su pié, solo nos ocupa­
remos ahora especialmente del modo de Iiallar cualquier distancia de una rec­
ta inclinada, así como también su proyección horiíonlal ó vertical, según me­
jor convenga en cada caso.

Además del sencillo problema en que la recia inclinada qu*5 se trata de 
medir es accesible, pueden ocurrir otros dos casos: 1 Cuando uno de losex- 
tremos de la linea indicada es accesible. 2.* Cuando ambos son inaccesibles.

Primer caso.—Sea la recta inclinada a'b' paralela á la que pasa por los 
puntos a  y íi trazada sobre el terreno {jig. 36), accesible en el extremo infe­
rior a : en este sitio , póngase el teodolito en estación y diríjase al punto h 
una visual donde se habrá colocado una mira de tablilla, después de haber 
fijado en esta la altura del instrumento sobre el plano horizontal a n , tan­
gente al punto a , contada desde el plano de nivel o' «' que pasa por el eje 
óptico del anteojo, á fin de evitar la corrección de la altura a a' del instru­
mento; pues dülos mismos resultados la línea a'b' siendo paralela á la ah que 
une los puntos a y & dados sobre el terreno: obsérvese el ángulo de elevación



t 'a ’n' con el que se resolverá el triángulo rectángulo abn formado por la lí • 
Dea inclinada ab, que algunas veces se puede medir en sentido de la pendien­
te natural del terreno, la vertical bn y la horizontal an, cuya longitud tam­
bién se mide aplicando lo dicho en el número precedente y las {fórs, 36 , 38 
y 40) de las que nos hemos ocupado (núm. 17.)

Segundo caso.— Cuando el terreno es muy accidentado y no es posible 
situar el instrumento sobre el punto b, en donde estaba colocada la mira des­
de el que ya varía la inclinación, por ser inaccesible á causa de los obstácu­
los que impiden dirigir visuales al otro extremo c de la línea dada j en este 
caso si hubiese de continuar la operación para hallar la pendiente y longitud 
de la recta be, se colocará el teodolito en sitio despejado, á cierta distancia 
fuera de la linea inclinada en un punto r ,  tal que puesto el instrumento en 
estación, el eje óptico del telescopio coincidiendo con el plano de nivel, se en­
cuentre más elevado quo el plano paralelo que pasa por 6, y al mismo tiem­
po que se pueda dirigir una visual al extremo superior c, estando equidistan-

F i g .  3 6 .
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^  de este el centro de estación r  y el otro extremo inferior b : permaneciendo 
mira en posición vertical sobre este punto, hágase subir 6 bajar la tablilla

1



hasta que su centro coincida con la visual, la cual determina la altura del 
plano de nivel sobre el otro paralelo que pasa por el punto b en que está colo­
cado el píe de la mira; después de fijar la altura b t, traslídese al extremo c 
y la visual dirigida á la misma tablilla estará en el plano paralelo á la inclina­
ción de la recta que une los punios b j  c; porque la altura de mira que se 
habla fijado, es la misma respfclo al plano inclinado, con el que coincide be 
y la visual b'c' que le es paralela : obsérvese el ángulo de elevación c'r't = crb , 
y  la resolución del triáogulo reclángulo ¿>cS que se efectúa del mismo modo 
que se ha indicado en el primer caso, dará la distancia de la línea be inclina­

da 6 inaccesible y sus dos proyecciones horizontal y vertical.
Este procedimiento que por primera vez nos hemos visto en la extrema 

necesidad do estudiar en los trabajos de campo para salvar los grandes obs­
táculos que con frecuencia se encontraban é impedían la continuación del 
tanteo de pendientes que , por la fragosidad del terreno era materialmente 
imposible poder vencerlos siguiendo el sistema ordinario, hemos tenido que 
valernos de este recurso para desarrollar el trazado de la carretera de Avila 
á Taiavera en la bajada del puerto del Pico á las Cuevas y á Mombeltran. 
También lo hemos aplicado con buen éxito en la misma Sierra del Guadarra­
ma para el trazado de la línea férrea, cruzando la divisoria desde el Escorial 
á Segovia; así como igualmente en el estudio del ferro-carril desde las Porti­

llas á Orense, especialmente en la sección que comprende las vertientes al Sil 
y siguiendo por la orilla izquierda las accidentadas y escabrosas márgenes de 
este rio caudaloso.

Habiendo observado por los resultados experimentales que es muy expe­
dito y ofrece toda la exactitud apetecible en esta clase de operaciones con 
el teodolito y la mira de tablilla, aun en los casos mis difíciles en que pueda 
verse un facultativo encargado de ellas, que de pronto se encuentre encerró- 
do 6 colfiado, como vulgarmente se dice, por no encontrar salida en algunos 
tramos en que el terreno es notablemente quebrado, cubierto de rocas en 
masa y bancos cortados casi verticalmente en sentido opuesto á la pendiente, 
tanto que, por el procedimiento descrito eu el primer caso, seri=t, sino im­
posible, interminable para ejecutar las operaciones con la misma precisión 
que en el presente caso, como fácilmente se comprende, sobre todo tratán­
dose del estudio de grande importancia en las laderas muy inclinadas para 
la investigación del trayecto que debe fijarse con bastante aproximación antes 
de adoptar el trazado definitivo.

Aunque se podría demostrar ya descriptiva ó analíticamente que en todos 
los casos siempre se puede situar el instrumento á uno ú otro lado fuera de 
la linea cuya pendiente y distancia se trata de medir según las condiciones 
impuestas, nos hemos limitado á poner de relieve el procedimiento; pues 
de otro modo bastaria considerar simplemente un triángulo recta'ngulo cual­
quiera , tal como íeS' que, girando alrededor del cateto vertical c'S' como eje, 
engendra un cono recto, cuya base circular dm d'm ' se halla en el plano lio- 
rizonlal que pasa por el punto ioferior S' paralelo á Sb trazado sobre el terre­
no: siendo invariable la longitud é inclinación de la recta y lo mismo el trián­
gulo generador, es evidente que en todas las posiciones de este durante su 
movimiento de rotación, los ángulos formados por la hipotenusa y el cateto 
horizontal, serán iguales ; y por consiguiente los ángulos de elevación y la
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•proyección de dos 6 más oblicuas liradas á un mismo punto c', que se apar­
tan igualmente del pié S' de la vertical.

Ahora bien, si nos fijamos an la proyección liorizontal del cono y en la 
traza del plano sobre que insiste, se ve desde luego que no hay inconvenien­
te  en poner el instrumento en estación fuera de la línea inclinada á uno 
ú otro lado de ella, por ejemplo, en vez de situarlo en r  se pudo haber co­
locado en un punto cualquiera de la base dm d'm' del conoj fijaudo la altura 
del plano de nivel sobre el que pasa por el extremo inferior b, en donde .pri­
mero se había colocado la mira para marcar la altura b't de la tablilla antes 
de trasportarla al extremo superior e: de todo lo cual resulta que al dirigir 
las respectivas visuales, sus proyecciones horizontales son ¡guales entre s 
por corresponder á radios de un mismo círculo, ó igualmente cada uno de 
los rayos visuales, comparados con la inclinación de la recta y su proyec­
ción bS =  o'd' por ser oblicuas equidislautes ó líneas de máxima pendiente.

Por último, cuando se trata de una pronunciada hondonada ó de un pro­
fundo barranco, son aplicables los dos casos, pero en sentido inverso, es 
decir, que así como ántes hemos observado el ángulo de elevación ABC {figu­
ra i5), (a) que es el opuesto al cateto vertical AG; ahora se mide el de iu- 
clinacion ACB opuesto al cateto horizootal AB del triángulo rectángulo ABC 
que resulta formado; cuya hipotenusa es la línea inclinada; y en cuanto á 
su resolución se verifica del mismo modo como en los dos casos de que nos 
hemos ocupado, sirviéndonos de los senos ó de las tangentes cuyas líneas se 
*ndican en la figura, y de los valores Irigoaomélricos que nos dan inmediata 
y exaclamenle las tablas trigonométricas.

104.— Problema I I I .—M edir una a ltu ra  ó línea ve rtica l.—En la me«
dicioQ de líneas verticales ó alturas, lo mismo quo en los problemas que se 
presentan para las distancias horizontales ó ¡nclintidas, ya sean accesibles en 
todo ó en parte y ya completamente inaccesibles, pueden reducirse también 
á dos casos:

P rim er ca so .-S ea  la altura AC (fig. 37) de un obelisco cuya base es ac­
cesible hasta su pie en plano horizontal. Colóquese el instrumento en un 
punto B, tal que la distancia AB parezca á simple vista próximamente igual 
é la altura que se busca; nivélese el teodolito, y dirijase por el anteojo la 
visual t e  á la cúspide C. Obsérvese el ángulo de elevación con la linca de 
nivel ab. Mídase con toda cxactiUiO la base BB’ , añadiéndola el semi-lado 
cd de! cubo ó plinto sobre el que se ha erigido el obelisco, y nos dará 
la distancia AB; de donde resulta formado un triángulo rectángulo con la 
línea de nivel ab, la visual 6C y la vertical nC; hallada esta y sumada con 
Aa, igual á la altura del plauo de ni\el del instrumento sobre el punto B, 
tendremos la altura total del obelisco ú objeto de que se trata. De iROdo 
que hay que resolver un triángulo reclánguio, conocido un ángulo agudo 
y el cateto adyacente, io cual es muy sencillo recordando {núm. 17) que 
el radio es á la tangente de uno de los ángulos agudos, como el cateto adya­
cente es al cateto expuesto, y formando proporción nos da

K : lang. b : : ab : __ __________

(a) Véase lo <|ue hemos expuesto (nüm. 17), respecto de los triingaloi recUogulos.
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siendo ab =  00 metros y el ángulo b =  34° 18' 30": de donde resulta ha» 
ciendo uso de las tablas trigonométricas en las que R — 1 , tendremos

aC=ab  x¡tang. 6 = 6 0 '"X ta n g . 34“18'30"s= 60“‘x  0,682367 =  40“ ,94.

Añadiendo l “ ,d0 que tiene de altura el plano de nivel del instrumento^ 
sobre el punto B marcado en el terreno, resulta que la altura tota! AC del 
obelisco sobre la base de operaciones AB, e s  de 42“  ,04.

F i g .  3 7 .
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Segundo caso.—Cuando la altura es completamente inaccesible, como 
por ejemplo, un castillo situado sobre una elevada colína {fig. 38)j elíjase 
una base ya sea enfilando con el punto culminante, ya en una dirección cual­
quiera, y si el terreno no es horizontal, hállese la diferencia entre las alturas 
de sus extremos. Colocado el teodolito como anteriormente en el punto B, ob­
sérvense los ángulos abe y d6D. Háganse iguales operaciones en B' y colóque- 
se el instrumento de modo que la visual 6 el eje óptico del anteojo se halle en 
el mismo piano vertical de la estación anterior, y obsérvense los ángulos db'í> 
y a6'C; lómese la altura del instrumento á contar desde su plano de nivel has­
ta el de la base de operaciones, cuya altura será B 6=A a. Mídase con toda 
precisión la base BB'; y como además se conocen los ángulos Db'b y Cb'b, se 
tendrán en el. triángulo 6Í)6' los datos necesarios para calcular D6', y en él 
bCb’ la Cb\

Conocidas ya D6'y Cb’ que sou las hipotenusas de ios respectivos triángu­
los rectángulos Ddb’ y Co6', se averiguarán las alturas Dd =  a'a y aC, tanto 
de la colina como del castillo sobre el piano de nivel del instrumento, á las 
cuales se añadirá la altura Ao =  B6 del plano del nivel sobre la base de ope­
raciones. De suerte que no solo tenemos las alturas totales del castillo y de 
la colina calculadas desde la base general, si que larabíen la altura de aquel 
contada desde la cima de dicha colina restando la segunda de la primera, es 
decir, que aC = |A C  — Ao.

También puede liacerse eligiendo una base de operaciones tal como B'E 
horizontal ó inclinada, anotando la diferencia entre los planos de nivel de las 
estaciones para obtener la total altura de los puntos máximos sobre los míni­



mos del terreno, con relación é los planos de nivel tangentes á dichos puntos, 
ya se trate de una construcción ó edificio ú objeto material, cualquiera que 
sea su forma, ó bien de una colina, montaña, etc .; cuya ba« de operaciones 
B'E no estando en el mismo plano vertical de las visuales dirigidas al punto 
culminante y á su pie desde uno de sus extremos, forma con las visuales tira­
das á los mismos puntos observados desde la otra, una pirámide triangular 
en la que dos de sus caras son verticales y la arista que resulta de la inter­
sección de las mismas coincide exactamente con la altura buscada de la c s- 
pide i  la base sobre que insiste.

119
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105 .—T riangulación.— Cuando se traía de ios distritos geodésicos ó de 

levantar el plano topngráíico-catastral de un país ó territorio, la zona ó faja 
dentro de la cual se quiere establecer, por ejemplo, cualquier trazado de ca­
minos y canales, ó efectuar el desecamiento de lagunas y el saneamiento de 
terrenos pantanosos, hay que situar los pueblos y caseríos más ó ménos dise­
minados y demás objetos notables, tal cual se hallan unos respecto de otros.

Es necesario saber elegir con acierto los parajes elevados, ya sean natu­
rales como las mesetas que presentan las cumbres de algunas montañas y la 
cima de los ramales ó de las coirnas, e tc., y ya artificiales, como torres, cas­
tillos, y otras construcciones desde donde se descubran muchos puntos de los 
que se desean situar en el plano: al mismo tiempo se trazarán en un croquis 
las líneas que sigan próximamente la dirección de los citados puntos u obje­
tos, y se escribirá á su lado los nombres de ellos; con este bosquejo se ten4rá 
una idea clara y distinta de las operaciones que desde luego habrá que ejecu­
tar sobre el terreno más en detall con toda precisión.

Después de estos preliminares se procederá á la elección del sitio más 11a- 
uo y horizontal posible en paraje elevado, para verificar la medida de una 
Jínea de longitud proporcionada á !a extensión y configuración del terreno y



clase de triángulos de la reà con quc haya de cubrirse la superfìcie; cuya linea 
se llama también hase de opemciones ó de partida ; porque, en efecto, desde 
ella parten todas las demás. Conviene procurar que sus extremos sean puntos 
visibles ó invariables, como casas, torres ú otros objetos naturales análogos 
que presenten aristas; pues de lo contrario seria preciso usar ile señales que 
personas mal intencionadas, los animales, el viento fuerte , las corrientes de 
aguas extraordinarias, lorrentadas ú otras causas puedan arrancar ó derribar.

Cuando los lados de los triángulos de la red que deberá trazarse resulten > 
según el terreno despejado en que se opera, do una grande extensión, habrá 
que tener en cuenta la curvatura terrestre, y calcular los puntos en que las 
verticales bajadas desde sus vértices, encuentren la superfìcie de la tierra 
que se considera como la prolongación ó continuación de la que forman las 
aguas del mar. Pero esto seria traspasar los límites de) pre.senle tratado, 
puesto que requiere grandes conocimientos de la trigonometría esférica y 
de otras ciencias especiales, así como la aplicación de teorías, y utilizar los 
datos experimentales para la más acertada ejecución de las operaciones, é 
importantes problemas cuyas soluciones corresponden á la Geodésia, tales 
son; la triangulación de primer órden, las cartas geográficas, las operaciones 
del catastro y demás. Podrán consultarse acerca de tan variadas y notables 
aplicaciones las obras de Geodesia de Puissant, Francoeur y otras muchas que 
contienen los últimos adelantos; especialmente los grandes trab.ajos que en­
cierran los distritos geodésíco-catastrales y las obs'^rvaciones para determinar 
astroriómicainente la posición de la mayor parte de las capitales de provincia, 
así como también las operaciones geodésicas y topográficas que se han ejecu­
tado a la vez últimamente en España por las comisiones encargadas de la carta 
de la Península, realizando tales adelantos que no han podido menos de llamar 
la atención de los sabios más eminentes de Europa y hacer mención honorífi­
ca de ellos en el seno de varias Academias de ciencias, mereciendo los elogios 
de los miembros que las componen.

Esto no obstante, creemos que la triangulación de segundo órden hecha 
sin tantos requisitos y sin necesidad de usar el círculo repetidor, será muy 
útil en muchos casos sin conducir á errores de trascendencia, manejando 
bien los mejores teodolitos cuando se trata de levantar el plano de una co­
marca ó de una faja de terreno que no exceda de 4 kilómetros de ancho para 
el proyecto de las grandes vías de comunicación en las regiones que habrán 
de atravesar en su largo trayecto, como tunbien las cuencas y valles que se 
quieran desecar ó regar por medio de canales ; fijan lo desde las cumbres él 
contorno y las vertientes á contar desde las divisorias de las montañas ó ra­
males que las rodean,.para determinar e! orfg-’n y curso de las grandes cor­
rientes naturales, e! de los afluentes y punto.s de derivación de las artificiales, 
pueblos ú objetos notables y demás datos necesarios. En tal concepto indica­
remos ligeramente el procedimiento , presentando con el mismo objeto el si­
guiente problema general.

J20

106. —Dada la base de los pantos de partida, situar los pueblos y  
lugares notables de una ó más regi-rtnes.—Sean los pueblos ú objetos 
notables A, B, G, D, E, etc., que se designan por números y por sus inicia­
les. Medida con toda exactitud ia base AB de los puntos de partida {fig. 39),
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que supondremos elegida de tal modo que sus extremos se hayan situado en 
las entradas 6 lugares culminantes de ios pueblos ú otros objetos invariables, 
que representan las letras A y B.

Puesto el teodolito en estación en el extremo A de la base y bien nivela­
do, diríjase una visual por el anteojo móvil al extremo B, fijando en cual­
quier punto á larga distancia la inlorsecciou de los hilos del telescopio llama­
do ds piueba, que debe tener el teodolito; cuyo objelo es indicar si el ins­
trumento durante el curso de las observaciones de los punios 2, 3, -i, etc. 
ha variado de la línea de referencia: hágase girar el limbo para dirigir vi­
suales á los demás puntos visibles y repetir los ángulos , girando siempre de 
izquierda á derecha ó vice-versa, pero en el mismo sentido ambas observa­
ciones. Se anotan en una libreta ó registro por su orden los ángulos observa­
dos que las diferentes visuales dirigidas á los puntos arriba mencionados 
forman con la base, dando una vuelta entera alrededor del horizonte con el 
limbo superior y telescopio móvil hasta lomar el último ángulo 3AD.
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En seguida se traslada el teodolito al extremo de la base correspondiente 
á B, y en este pinto se ejecutan iguales operacioucs observando los ángulos 
como aateriorrnente, y dirigiendo visuales no solo á los mismos puntos que 
puedan verse, sino también á otros que de nuevo se dcscub^'an y se quieian 
situar, apuntando siempre en la libreta de campo ó registro los ángulos cor­
respondientes. Después de algunas observaciones con el telescopio superior ó 
cuando parezca conveniente, so ve si el eje del anteojo inferior, intercepta 
exactamente el punto en que se había fijado la visual, y no siendo así hay 
que repetir las operaciones anteriores y reponer el inslr umenlo y el telesco­
pio de prueba en su debido estado por medio de los tornillos de presión y el 
de coincidencia.

Para continuar las operaciones se toma uno de los lados de los triángulos 
ya calculados para nueva base, tal como BC: ejecutando en sus extremos lo 
mismo que en la primera base AB con relación á los puntos que la rodean, y 
así sucesivamente si hubiese que extender más el plano en cualquier sentido, 
midiendo nuevas bases, en cuyos extremos se procederá según se ha dicho 
respecto de las anteriores. De este modo quedará formada una red de trián­



gulos para enlazar los puntos principales de cada comarca. Siguiendo el 
mismo procedimiento se pueden determinar otros intermedios y los que antes 
no hubiese sido posible descubrir, formando una segunda red de triángulos 
más pequeños; y en fin, determinando otros accidentes ú objetos en detall, 
comprendidos entre las mallas de la re d , con lo cual quedará levantado el 
plano geométrico del terreno.

Concluidas todas las operaciones indicadas, y resolviendo los triángulos 
que resulten por el órden de las apuntaciones, se hallarán las distancias ho­
rizontales de unos puntos á otros; cuyas operaciones de cálculo se simplifi­
can extraordinariamente con el uso de las tablas trigonométricas naturales, 
en vez de los logaritmos artificiales.

Muchas veces sucederá que al tiempo de calcular algunos triángulos pa­
rece á primera vista que no hay datos suficientes para su resolución, porque 
^  la série de operaciones de campo 'se han olvidado de medir alguno 6 al­
gunos ángulos , 6 bien por la imposibilidad de (poder observarlos; esto no 
obstante, no dejan de encontrarse medios fáciles de resolverlos en el gabi- 
te, ya por los procedimientos gráficos solamente, 6 bien combinados con los 
grandes recursos del cálculo que ofrece el manejo de las tablas de líneas y 
colíneas trigonométricas que acompañan.
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107.—Observaciones sobre la medida do líneas horizontales, incli­
nadas y verticales, y  acerca de la triangulación. I .* En la medición 
de distancias horizontales ó inclinadas, debe procurar.se que la base de ope­
raciones tenga cuando menos á simple vista , una longitud igual á la décima 
parte dei lado mayor que se busca; y en cuanto sea posible, debe aproxi­
marse á i  á ^ ja  que no pueda ser casi igual.

Conviene evitarlos ángulos muy agudos ú obtusos, procurando que sea 
equilátero el triángulo en que se quieran hallar dos lados en función de la 
base elegida y de los ángulos adyacentes.

2.* La medición de alturas según los procedimientos descritos no resul­
tará exacta, perqué si es demasiado agudo el ángulo de elevación, el más 
lijero error en su graduación será bastante notable con relación á la altura 
buscada. Y es muy fácil de incurrir en error en la apreciación de la fracción 
de segundos si el teodolito es demasiado pequeño, ya por la diferencia entre 
el nivel verdadero y el aparente, é inconstancia de las refracciones de la 
lu z , ya por la oscilación que, en ciertas lloras del dia en cada localidad, 
según las estaciones del año , ofrecen los objetos eo el anteojo á causa de los 
vapores terrestres según el clima, ya en fin, porque el viento ó la atracción 
de las montañas, hagan desviar de la posición vertical la plomada al tiempo 
de fijar el centro de estación.

Cuando las alturas que se miden están á una distancia considerable de la 
base ó puntos de estación, es necesario hacer las dos correcciones arriba in­
dicadas, para obtener la verdadera altura. Mas como nos hemos ocupado de 
ellas en la segunda parte de nuestra obra, haciendo notar, al tratar de la ni­
velación , que la refracción es muy variable cerca de la superficie de la tier­
ra , y sumamente inconstante en un mismo dia y lugar determinado, para 
llevar eo cuenta lo que debía rebajarse por esta causa de las diferencias de 
nivel aparente al verdadero, según la tabla calculada al efecto, no nos de­
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tendremos en esto, tanto más, cuanto que conforme á las condiciones arriba 
impuestas acerca de la proporción que debe guardar la base con las alturas y 
los ángulos de elevación ó de presión medidos con el teodolito, serán inapre* 
dables aquellos errores en tan corta distancia, puesto que solo influyen en 
las grandes nivelaciones.

La altura que no presenta un punto culminante ó una arista, no puedo 
medirse con exaclüud, porque no hay medios de comprobar que el eje óptico 
del telescopio y la dirección de ia visual , se hallan en el plano vertical que 
pasa por la altura y el punto de estación.

3 .  * En cuanto á la triangulación, tenemos quehacer varias observaciones 
además de lo que se ha dicho. Antes de empezar las operaciones indicadas en el 
número precedente, hay que rectificar el instrumento para conocer su error 
central de división y de colimación, y en cada punto de estación de la base 
después de observar todos los ángulos haciendo girar el limbo superior hasta 
hacer una revolución completa, es decir, todos los ángulos formados alrede­
dor del centro de estación de los diferentes puntos hasta volver al de partida; 
cuya suma total debe ser igual á 360* si las observaciones se han hecho con 
toda exactitud.

4. * Hay que marcar en el registro con precisión, el punto del objeto á 
que se dirige la visual; si fuese una torre, es necesario expresar si se dirige 
la visual á la veleta ó á cierta arista, etc.; si á una casa ú otro edificio aoálo- 
go, será preciso advertir que es tal chimenea, mirador, palomar, ú otro 
cuerpo de la casa que más sobresalga, para recordar en las operaciones sub­
siguientes, á donde seguramente deben dirigirse las visuales que desde otros 
puntos de estación se tiren á los mismos objetos.

5. * Cuando por no ofrecer el país torres ú otros puntos, ó no se presen­
tan estos convenientemente dispuestos para la dirección de las visuales y de­
jar salida á fio de continuar las operaciones sucesivas, do modo que puedan 
enlazarse unas á otras fácilmente y bajo el punto de mira de que los triángu­
los que se formen tengan las circunstancias correspondientes, será necesario 
establecer señales. Estas pueden consistir en peñascos que se presentan ais­
lados y terminan en agujas, árboles de tronco bien recto, ó en ramas que se 
unen por sus puntas después de clavadas en tierra por la parte más gruesa, 
de suerte que forman una clioza cónica. También se construyen castillos de 
madera y pirámides de piedra, ó se afirman verticalmente en el suelo postes 
de madera que á veces convendrá pintarlos á trozos de distintos colores para 
distinguirlos mejor. Las hogueras pueden emplearse útilmente, y de noche 
las lámparas de reverbero, servirán lo mismo, especialmente si el estado at­
mosférico no hace oscilar el sitio aparente de la luz. Do todos modos, deben 
preferirse las observaciones hechas durante el dia.

6. * Las atalayas de forma piramidal son preferibles para las señales; 
porque no se padece error en la dirección de las visuales cuando se puede 
descubrir con claridad el vértice. Sí no se distingue bien, será más conve­
niente que las señales tengan la forma de un paralelepípedo de base cua­
drada.

7.* Según hemos dicho en las primeras observaciones, la exactitud de 
las operaciones exige como condición precisa que ia magnitud de la base se 
aproxime ó sea igual si fuese posible al lado que se busca, é igualmente los



ángulos en sus dos extremos: de suerte que, la circunstancia más favorable 
de un tiiiÍDgiiio para su fácil y exacta resolución , consiste en que sea equi­
látero ; porque tiene la gran ventaja de que también los ángulos se miden con 
más precisi »0 , y los pequeños errores de las observaciones inlluyen mucho 
m¿Dos en la longitud de los lados.

8. ‘ Los triángulos deben también ser proporcionados á la extensión de la 
comarca cuyo plano se levanta. Aunque uo es muy fácil encontrar señales 
en el terreno que ofrezcan la ventaja de que resulten triángulos equiláteros 
conforme álas condiciones precitadas, sin embargo, tampoco será necesario 
cuando el teodolito sea ta l , que por su tamaño, mecanismo y precisión, se 
pueda usar en lugar del círculo repetidor, con el que se aprecian los ángulos 
con la diferencia en menos de 3 segundos; en cuyo caso el lado mayor del 
triángulo puede llegar á tener de 40 á 50 kilómetros, sin que el eri'or influya 
en las unidades de metro, siempre que el ángulo ó arco de ménos amplitud ob­
servado sea mayor de 35“ que es el limite inferior adoptado en las operacio­
nes geodésicas. Pero siendo muchas veces imposible llenar las condiciones de 
que los lados resulten casi de la misma longitud que la base medida de ante­
mano, é iguales los ángulos observados en ambos extremos de ella, hay que 
contentarse con no admitir ningún ángulo menor de 30* para satisfacer á las 
dos condiciones en cuanto se pueda: en tal concepto se dice que el triángulo 
está bien formado.

9. * Conviene medir otras bases para calcular de nuevo las que les prece­
den y las distancias ya determinadas después de varias operaciones; y sí so 
hallan iguales, se tendrá una comprobación de los resultados obtenidos, ó se 
conocerán los errores cometidos, dejándolos aislados para que uo se vayan 
acumulando cu los cálculos sucesivos de los triángulos que componen la red 
general.

10. En cada punto de estación será muy conveniente calcular cuántos 
triángulos se puedan formar antes de pasar más adelante; porque si se deja 
este trabajo para después, podrá suceder que luego en el gabinete se encuen­
tren errores que obliguen á volver á un sitio del que ya se estaba demasiado 
distante, lo cual ocasiona grao pérdida de un tiempo precioso, sin contar con 
los gastos y perjuicios que son consiguientes.

La libreta ó registro que debe llevarse diariamente para el cálculo de las 
distancias ó lados de los triángulos, podrá tener la forma siguiente :
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108.—Conversión de las pendientes en ángulos verticales y  recí­
procamente.— En las expresiones de las pendientes ó rampas, ya para su 
trasformacíon en ángulos verticales é inclinados, anotados en grados, minu­
tos y segundos, ó bien recíprocamente, siempre hay que considerar la pro­
yección horizontal que se fija ordinariamente por unidad de base, y también 
por 10, 100, lOOO metros, etc., y la altura que varía según el grado de incli­
nación: en este concepto se dice que la pendiente tiene tanto de altura por 
metro, por 100, por kilómetro, etc., de base, como veremos en los dos casos 
siguientes:

P rim er c a s o .-S e a  el triángulo ABC. {f\g. 40), formado por la proyec­
ción AB de la linea inclinada AC y la altura BC que mide el ángulo BAC de 
inclinación de la pendiente: considerando ABC como un triángulo trigono­
métrico rectángulo en B , y tomando AB por unidad igual al radio de las ta­

blas, tendremos por lo tanto que
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1^00

BC será la tangente trigonométrica, 
y AC la secante.

L*e aquí resulta que si se nos 
diese el grado de inclinación de una 
rampa, se hallará haciendo uso de 
las tablas en la columna de las tan­
gentes , enfrente del ángulo BAC, 
el valor trigonométrico de BC.

Así tendremos que una pendien­
te de

O,™ 001 corresponde á un ángulo de..................  O*
003. 
010 . 
015. 
020. 
023. 
030. 
035 
040, 
045. 
OoO.
035.

0* 3' 30"
0 17 30
0 34 30
0 31 30
1 9 00
1 26 00
1 43 00
2 00 30
2 17 30
2 34 30
2 51 30
3' 9' 00".

Segundo c a s o . — Recíprocamente, si se quiere tener la pendiente por 
m etro , dado el ángulo vertical expresado en grados, minutos y segundos, se 
obtiene directamente con las tablas , consultando la columna de las tangentes 
sobre la horizontal enfrente de la expresión del ángulo conocido. Por ejom- 
T)lo, si se observase que el ángulo de una linea inclinada era de H ■ »
la pendiente por metro seria de 0'",2!>, y si fuese de 35“ 24 30 , resu ana 
O™ 711 de pendiente por unidad de base.

Si en lugar de tomar el radio sobre el cateto AB [jig. 41) se hubiera o- 
mado sobre la liipotenusa ó línea inclinada AC, en tal caso el otro cateto 
que será igual al seno de las tablas, indicará la pendiente por metro de ion-



gitud tomada sobre AC. Desde luego se comprende en vista de cuanto se ha 
dicho , que este procedimiento se puede aplicar con ventaja a! cálculo de ios 
triángulos rectángulos.

Sea, por ejemplo, un triángulo ABC en ei que se conoce el ángulo agudo 
en A de537* 48' y el cateto adyacente de 410”  ,00, y se quieren hallar la hipo­
tenusa y el otro cateto.
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Según hemos visto arriba la ex­
presión de la tangente al extremo 
de un metro de longitud tomado 
sobre AB, se hallará por medio de 
Jas tablas y será 37* 48' =
0”  ,775679; peroalcabode 110“  ,00 
que tiene de longitud AB, la pen­
diente se habrá elevado en el punto 
C á una altura 410 veces mayor; 
la cual estará, pues, expresada 
por

BC =  0”  ,775675 X  440”  ,00 =  SS-" ,32.

La misma longitud de 4”  ,00 tomada sobre AB y considerada como el radio 
de las tablas, corresponde á una parle de la línea inclinada AC que también 
está expresada en las tablas por la secante, cuyo valor es de 4”  ,265574; pero 
como á l ” ,00 de AB correspondo 4” ,265574 sobre .AC, tendremos que á 
410”  ,00 corresponderá x  formando proporción

4” ,00 : 4”  ,265574 : : 410” ,00 : flc =  AC 

de donde se deduce que,
k =  AC =  1” ,265574 X  110”  =  139”  ,24 .

Si solamente se conociese la hipotenusa AC y el ángulo en A, bastaría mul­
tiplicar la longitud de aquella (mím. 4 7 - 2 .«  caso) por el seno de este 
ángulo para determinar la altura ó cálelo BC y por el coseno del mismo án ­
gulo para hallar la proyección horizontal ó cateto AB. Así en este ultimo 
llamando D al desarrollo de AC, ó sea la longitud ó medida en sentido de la 
pendiente; P á la proyección horizontal AB. y «al ángulo que forma en A la lí­
nea inclinada trazada sobre el terreno con la horizontal, teñiremos la fórmula

(lOi) P = D .  eos. a .

De modo que los cálculos indicados en esta expresión son Jdónticos á los 
que se han verificado anteriormente aplicando los {fórs. 34, 3o, 3 6 ,3 7 , 38, 
39 y 40), para la resolución de los triángulos rectángulos en los cuatro casos
que, según el (mím. 17) se presentan. . , .

Asi, pues, se comprende fácilmente el grande auxilio que prestan las ta­
blas v como se puede nivelar por pendientes á medida que se vaya liaciendo 
un trazado provisional, calculando las alturas y reduciendo al horizonte las 
distancias inclinadas que se midan, conociendo el ángulo que forma con la ho­
rizontal; cuyas alturas se deducen ele la distancia medida, tomada como ra­
dio del arco correspondiente al ángulo vertical, multiplicándola ya por el seno



de esle en cada tirada que se quiera nivelar para obtener la altura - 6 bien 
por el coseno, con lo cual quedará reducida al horizonte la distancia medida.

Para evitar la acumulación de los errores que pudieran cometerse en tí 
cálculo, es preferible deducir ia altura inmediatamente de la distancia medida 
antes de reducirla, empleando el seno del ángulo en vez de obtenerla después 
de haberla reducido al liorizonte multiplicándola por la tangente.

R e d u c c ió n  a l h o r iz o n te  d e  la s  d is ta n c ia s  e n tr e  p u n to s  n iv e la ­
d o s . En el número precedente hemos visto de que manera puede verificarse 
exacta y sencillamente la conversión de las pendientes ó rampas en ángulos 
verticales y viceversa; ya conocien<lo la pendiente por metro, 100, 1000, etc 
ya por medio de la tangente y del seno del ángulo vertical y ya de la secante 
ó línea ioclinnda y del coseno que es su proyección horizontal; bajo este pun­
to de vista tieue su aplicación inmediata la expresada trasformacion para 
nivelar por pendientes.

 ̂ Pero como ordinariamente la nivelación de los trazados definitivos se efec­
túa con el nivel de aire, y además como no es posible medir con toda exac­
titud la proyección liorizontal de cualquier línea trazada sobre un terreno muy 
accidentado, especialmente si son grandes las diferencias de nivel y corto el 
desarrollo de las distancias entre los puntos nivelados, iiay que valerse de 
otros medios para reducirlas ai horizonte, resolviendo el problema en fuficion 
de la., longitudes desarrolladas y de la diferencia de los planos de nivel ó de 
Jas cotas de altura de Jos puntos nivelados.

De suerte que la cuestión de la reducción de distancias al liorizonte, pue­
de formularse en los términos siguientes:

Conocida la longitud de cualquier linea inclinada y las cotas de altura de 
los extremos, deducidas de las operaciones verificadas con el nivel de aire 
determinar la proyección horizontal de la recta dada ó reducir al horizonte 
las distancias desarrolladas sobre el terreno entre los puntos nivelados.

Sea, por ejemplo. Ja sección de un pequeño trozo en el que se han medido 
Jas distancias inclinadas 6 desarrollo parcial comprendido entre los puntos ni­
velados A, B, C, D, ele. (fig. 42), marcados sobre el terreno y tendiendo la 
cadena en sentido de la pendiente natural: Jas colas de altura de aquellos 
puntos referidas á un plano de comparación, corresponden á los cambios do 
inclinación m^s notables, y se deducen de las lecturas de mira verificadas 
con el nivel do aire.

Ahora bien: si se bajan las verticales desde los puntos A, B, C, D, etc., del 
terreno sobre el plano de proyección, Ja superficie proyectante que pasa por 
el lugar geométrico determinado por Ja línea que une ios piés de las vertica­
les, y los extremos de las líneas inclinadas, marcará las correspondientes pro­
yecciones A’B', B'C', C’D', etc. Para poderlas calcular, supóngase que tam­
bién se han tirado las horizontales Ab, Be, etc., desde los puntos del terreno 
niveladas, prolongadas hasta encontrar las verticales bajadas de los inmedia­
tos superiores: de suerte que se habrán formado los triángulos rectángulos 
A6B, BeC, CdD, DerE, etc.,- en cada uno de los cuales son conocidas la linea 
inclinada y la diferencia entre las colas de altura de los puntos nivelados, cor­
respondientes á los extremos de aquellas distancias medidas.
£12.Así tendremos que en el triángulo A6B, rectángulo en 6, conocérnosla
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hipotenusa AB y el cateto B6; y de consiguiente {nám. i l )  estamos en el se­
gundo caso, y aplicando las (fórs. 36 y 37) se hallará el otro cateto Ab cuyo 
valor numérico es igual a! coseno del ángulo en A, el cual representa la dis­
tancia de la linea inclinada reducida al horizonte.

F i g .  4 2 .
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De modo que, aplicando el mismo procedimiento á los demás triángulos, 
tomando dos á dos las cotas de altura de los puntos extremos de las distancias 
parciales niveladas , se obtendrán por el cálculo trigonométrico las proyeccio­
nes horizontales de las lincas inclinadas, cuyas proyecciones deheráu mar­
carse por su órden sobre el oje de las abscisas que, con las ordenadas cor­
respondientes, determinarán la superficie proyectante y el verdadero perfil 
longitudinal del terreno ; así como la total longitud horizontal conformo con 
las distancias parciales señaladas en el mismo eje (iel trazado desarrollado en 
plano y perfil.

Con el objeto de que el problema de la reducción de distancias al hori­
zonte, quede planteado con toda generalidad y bajo la forma más sencilla 
para lodos los casos que ocurran eu la práctica, cualquiera que sea el des­
arrollo y la diferencia de nivel entre los puntos extremos do cada distancia 
nivelada ó de toda linea recta más ó menos inclinada, vamos á determi­
nar, por ejemplo, en el triángulo rectángulo A6B, del cual nos hemos ocu­
pado arriba, la expresión de la distancia inclinada AB reducida al horizonte 
por unidad de longitud tomada sobre ella como radio. Para esto liabra que 
hallar el seno y el coseno del arco ó del ángulo opuesto al cateto dado: el 
seno se obtiene dividiendo ei cateto B6, que representa la diferencia de nivel 
de los puntos A y B, entre la longitud conocida de la linca inclinada AB, y será

^  =  2545454.
AB 410

Buscando en las tablas el seno del ángulo á que corresponde este cocien­
te , se baila el de 44®, 45' cuyo valor numérico del seno es de 0»,2546049, 
que solo se diferencia en Om,0000565 poresceso: esta pequeña fracción se 
desprecia en este caso, y sobre la horizontal que parte de los 45'^se encuen-



tra en la plana de la dereclia e) coseno del mismo ángulo, cuyo valor de 
0«,96704b9 representa la proyección horizontal por metro de distancia de la 
línea inclinada {fór. 1 Oí) ;  pero como esta tiene de longitud í í 0® ,00, claro 
es que su proyección reducida al liorizonte, sera también en la misma pro­
porción i ÍO veces mayor: luego la distancia inclinada AU reducida á su pro­
yección horizontal, estará expresada por

A b =  0®,9670459 X  U0®,00 =  Í06m,375.

De aguí se deduce la siguiente regla: para reducir al horizonte toda 
recta inclinada trazada sobre al terreno y medida en sentido de la pendien­
te natural, divídase entre su desarrollo la diferencia de las cotas de altura 
de los dos puntos extremos nivelados, y el cociente será el valor numérico 
del seno del ángulo ó del arco que tiene por radio «n metro, lomado sobre la 
recta inclinada, cuyo radio~unidad es el de las tablas; búsquese en estas el 
coseno del arco correspondiente al mismo ángulo , y  se tendrá la proyección 
horizontal por unidad; multipliqúese por la longitud ó deiarrollo total, y  el 
producto será la distancia de la recta reducida al horizonte.

Por medio de la fórmula arriba indicada, y haciendo uso de las tablas 
trigonométricas, se pueden formar otras para la reducción al horizonte de 
las distancias entre los puntos nivelados.

l i o . — O b s e rv a c io n e s  s o b r e  lo s  lim ite s  d e  la s  d if e re n c ia s  e n  la  m e ­
d ic ió n  y  n iv e la c ió n  d e  la s  l ín e a s .—Cuando la tierra presenta una superfi­
cie regular en una extensa región ó se halla limitada por pianos más ó ménos 
inclíoados. se pueden medir las distancias tendiendo la cadena ó cinta metá­
lica en sentido de la pendiente natural.

Mas como todas las operaciones topográficas se verifican en la hipótesis de 
que el terreno es horizontal; pues de Jo contrario, seria muy difícil, por no 
decir imposible, coordinar operaciones ejecutadas sobre planos de diferente 
inclinación, de aquí la necesidad de proyectar en un mismo plano llamado 
por esto de comparación todos los puntos del terreno; ya por medio de Jos án­
gulos de inclinación ó de las varias pendientes de diferentes líneas, según lo 
indicado {núm. í09), 6 bien calculando en función de la diferencia de las 
cotas de altura de los punios del terreno y las respectivas distancias compren­
didas entre ellos, conforme á las operaciones de nivelación efectuadas con el 
nivel de aire, y en vista de lo expresado en el número citado.

Pero cuando la superficie del terreno es irregular y los cambios de incli­
nación son demasiado frecuentes, aunque sean poco bruscos, no solamente 
se cometen graves errores en suponer que las distancias medidas sobre el ter­
reno en sentido de la pendiente son rectas y su longitud exacta, sí que tam­
bién en la reducción de las distancias al horizonte por la misma razón; y por­
que los errores se van acumulando, á pesar del cálculo prolijo, desde el 

punto de partida ú origen hasta e! de llegada ó arribo, en ios trayectos de 
mucha longitud.

En tales conceptos haremos algunas observaciones: 
í.* Cuando los terrenos más ó ménos accidentados presentan una super­

ficie alabeada, rocas en masa y baucos ú otros obstáculos que no se pueden 
superar, sino que para medir las líneas trazadas hay que tender la cadena é 
cinta por encima ó apoyada en ellos, resulta que las distancias medidas no
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aeráD las verdaderas longitudes de las rectas inclinadas, sino que realmen­
te son el desarrollo de líneas convexas y cóncavas en plano vertical, combi­
nadas con elementos de rectas; formando una continua sucesión cuando hay 
que franquear alguna vertiente ó ladera fragosa, surcada por una série de 
contrafuertes y barrancos, los cuales habrá de cruzar el trazado en dirección 
próximamente normal á sus divisorias y talwegs: en cuyo caso la proyección 
vertical de la directriz será más bien mistilínea, y por lo tanto al reducir á 
la proyección horizontal ios arcos, considerando sus desarrollos como si fue­
sen las distancias de lineas inclinadas, cuando en realidad lo que d^bia re ­
ducirse serian las longitudes de las cuerdas sub-lendsntes, resulta que se co­
meten muchos errores en las distancias parciales que influyen en la total lon­
gitud de los trazados y en los rssullados de las operaciones ulteriores para la 
redacción y ejecución de proyectos.

2. * En el trazado definitivo de caminos y canales, y muy especialmente 
de ferro-carriles, no solo hay que medir sino que además debe marcarse á 
la vez sobre la directriz la división kilométrica en heclómelros, y lo mismo 
las distancias intermedias de los puntos notables, como los máximes y míni­
mos, etc., con referencia á los piquetes más inmediatos que les preceden de 
■la misma división kilométrica. De este modo se tienen señaladas con piquetes 
üjos sobre el eje, todas las distancias parciales y al origen, tanto del trayecto 
desarrollado como de la nivelación que debe verificarse en seguida con el ni­
vel de aire, respecto de las longitudes marcadas y las cotas de altura de los 
puntos nivelados para representar el trazado definitivo en plano y perfil.

Pero como después al efectuar la nivelación y reducir al horizonte las ti­
radas inclinadas que unen los puntos nivelados, no solo se altera la división 
kilométrica del trazado en plano y perfil, trastornando estas distancias to­
madas cu números redondos, porque simplifican muchísimo las operaciones 
de campo y de gabinete, sino que hace variar todos los datos aoülados para 
el plano y los lugares ú objetos situados con relación al eje, base de opera­
ciones: de donde resulta que á los errores que hemos indicado en la t.* ob­
servación , hay que añadir los que provienen de las pequeñas fracciones par­
ciales que se desprecian en ol cálculo; pero que reunidas influyen mucho en 
las operaciones subsiguientes, porque se van acumulando iosensiblemente en 
mayor ó menor proporción , según el número de cifras decimales con que se 
opera la reducción. De suerte que al reducir las distancias niveladas á su 
proyección horizontal, se cometen errores materiales y de cálculo, y se 
pierde un tiempo precioso, que por sí solo representa un capital incalcula­
ble, sin contar los demás gastos y perjuicios que se originan.

3. * Para obtener los datos de campo con prontitud, sencillez y exactitud, 
«s preferible efectuar las proyecciones horizontales al mismo tiempo que se 
«pera sobre el terreno; siguiendo el sistema melódico que se establece en 
otro lugar, se puede conseguir todas estas ventajas, haciendo uso los medi­
dores de jalones bien derechos, provistos de su correspondiente perpen­
dículo para verificar la vertical cuando se apoyan en el suelo, y de la cinta 
de trama metálica que reúne muy buenas condiciones, sin estar tan expues- 
^  «orno la cadena á la variación de longitud; con la que se pueden apreciar 
hasta ios dobles milímetros,y por su poco peso no influye en ella la gravedad 
hasta el punto de formar la catenaria 6 pandeo que casi es inevitable en las
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cadeoas que excedeo de 10 metros, mientras que la cinta se tiende horizon- 
talmente. Cuando la pendiente es fuerte y para quo la cinta se mantenga en 
su punto, uno de los medidores la levanta apoyando su extremo contra 
el jalón y el otro baja el extremo opuesto basta el regatón de su jalón, si es 
preciso; y así se van midiendo las distancias en contacto unas.de otras, ali­
neando los das jalones con las banderolas que señalan la traza: la cinta se 
templa corslantemenle la cantidad suficiente, marcando siempre los puntos 
extremos sobre los cuales se hincan los jalones ó se proyecta su eje vertical- 
mente. Silos cambios de inclinación son bruscos y las pendientes demasia­
do rápidas, hay que doblar 6 recojer la cinta y solo se tiende una parte 
tal, que pueda sostenerse bien templada con la horizontalidad y exactitud que 
se requiere; y que, si es posible, la cantidad de su longitud sea en núme­
ros redondos para medir con ella más fácilmente sin que dé lugar á ningu­
na equivocación en las anotaciones y fracciones de las dist.ncias parciales, 
ni se cometan errores de apreciación en la división kilométrica al tiempo de 
clavar los piquetes de los hcctómelros ó de fijar las marcas de los demás 
puntos intermedios que convenga situar en la traza.

Así, pues, no se debe tolerar entre dos ó más inedidas borizonlales y en 
las nivelaciones de una misma línea, especialmente en las vías férreas y cana­
les, toda diferencia que exceda de 0m,10 por kilómetro como límite máximo, 
debiendo también íijarseel mínimo de 0m,00l por unidad kilométrica. Siendo 
difícil obtener dos medidas exactamente iguales en un trayecto de l.OOO ki­
lómetros, porejemplo, y la diferencia mínima seria en el límite un metro, qu í 
apenas influye en el capital de construcciou y explotación de una viade conu> 
nicacioD, mientras que el gasto y tiempo invertido en una tercera rectificación 
represenlaria un capital importante; así puede considerarse desde luego la 
diferencia de 0« ,001 por kilómetro, término medio, como sí fuese exacta den­
tro de los límites que nos hemos propuesto y de los medios de acción de que se 
puede disponer en lasoperaciones topográficas. Peronosucedelomismo cuando 
excede la diferencia del limite máximo de 0™,10; puesen un trazado de 1.000 
kilómetros daría un error de 100 metros, y el capital que representaría por 
ambos couceptos, merece tenerse muy en cuenta; tanto más, cuanto que 
según la ley general de ferro-carriles en explotación, la percepción de las 
fracciones por kilómetro empezado se pagan como si se Imbiera recorrido por 
entero. De manera que si el error estuviera distribuido en diferentes seccio­
nes, pudiera ocasionar injustamente al traTico un gravámen considerable.

Por último, hemos fijado estos límites fundados en datos experimentales, 
por varías razones; 1.* porque en los estudios verificados al atravesar llanu­
ras como las de Castilla con buenos medidores y confrontadas las alineacio­
nes rectas por el cálculo de distancias inaccesibles y las alineaciones curvas 
por el de.sarrollo que dan las tablas, hemos obtenido en muchos casos una 
diferencia igual al límite inferior, y en otros una exactitud increíble y lo 
mismo en la nivelación: 2.“ porque al cruzar divisorias y valles, franqueando 
vertientes de más de 35® y escarpes de 30 á 60 metros de altura sobre la base 
inferior, es muy difícil que los medidores puedan conseguir resultados tan 
exactos como en los países llanos, y muchas veces tampoco se puede confron­
ta r por el cálculo á causa de la escabrosidad del terreno ó de liallarse pobla­
do de bosque, á no ser las alineaciones curvas por medio de la longitud, cal­
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culada en las tablas; así es que por necesidad hay que tolerar el límite máxi­
mo; y 3.* porque no siempre se puede disponer de todos los medios de acción 
más precisos, ni del tiempo indispensable para reclificar diariamente los ius- 
Iruinenlos y confrontar la cadena ó cinta con el tipo del metro, corrigiendo 
las notables variaciones debidas á las aileraciones de dilatación y contracción 
íi otras causas, acortando y alargando la cantidad suficiente para que conserve 
constan teniente su longitud exacta; así como también respecto de la nivelación.

Reasumiremos estas observaciones manifestindo que las tolerancias que 
pueden admitirse en la medición y nivelación de una série de líneas compren­
didas entre dos puntos dados, ó bien para la suma de dos ó más séries que 
tienden á encontrarse, como sucede con las líneas radicales de la red de fer­
ro-carriles; cuyas tolerancias deiien tener sus límites, porque seria un error el 
creer que cualesquiera que fuesen las diferencias que se hallasen , debía pa­
sarse por alto en la rectificación de los trabajos de campo d en la redacción 
de proyectos, y proceder á la construcción una vez obtenida la aprobación y 
autorización de la superioridad.

Terminaremos presentando en resúmen tos límites de las diferencias que 
ae toleran generalmente admitidas como legales en las operaciones topográíi- 
co-cataslrales de algunos países, y particularmente en Francia, que para las 
lincas en general, se han adoptado los límites siguientes:

o™,02 por unidad desde 30 á 100 metros 
0 01 100 á 300
0 00 i 300 á 500
O 002 bOOá 1.000.

Como se vé las diferencias en el límite están en razón inversa de la dis­
tancia total: y de consiguiente habiendo la misma relacionen los grandes 
trayectos llegará al mínimo que hemos obtenido experimentalmente por ki­
lómetro, término medio; y en cuanto al máximo fijado, se ha deducido de a l­
gunos trozos del terreno más accidentado que puedo presentarse en la Pe­
nínsula española. Tal es la escala gradual que abraza los dos extremos entre 
los cuales están comprendidas Jas diferencias intermedias de otros países me­
nos montañosos que el nuestro.

C A P I T U L O  I I .

«33

TRAZADO DEFINITIVO DE ALINEACIONES RECTAS Y CURVAS.

m .- S is t e m a  metódico adoptado, - E l  sistema metódico que el arte 
■del ingeniero enseña y los resultados de la experiencia aconsejan, acerca del 
estudio y trazado definitivo de caminos y canales, consiste en establecer si­
multánea y sucesivamente las alíncdciones rectas y curvas sobre el terreno, 
unidas por una sèrie de puntos más ó ménos próximos entre sí, para señalar 
el trazado seguido desde el origen ó punto de partida hasta el de llegada; cuyo 
trayecto marcado porla traza de los planos proyectantes,tendrá por expresión la 
total longitud reducida al horizonte de la directriz desarrollada en plano y perfil.

Si en los cambios de dirección é inclinación no hubiera que satisfacer á 
diversas y opuestas condiciones, pudieran adoptarse los trazados en recta y



pendiente absoluta, ó cuando más establecer las alineaciones en penrliente- 
mínima y las curvas de unión de un radio tal, que los motores y veltículos 
por razoD de dichos cambios, experimentarau la menor resistencia. Pero como- 
por una parte la economía y accidentes del terreno, yporotra las circunstancias 
y el objeto que deben llenar las vias de comunicación, bajo el triple punto de 
vista de la construcción, explotación y conservación, no solo liay que tener en 
cuenta el tipo de los motores y de los vehículos, si que también la clase ó ca­
tegoría de las diferentes vias y la utilidad, para determinar ante todo, entre qué 
límites y hasta qué punto, pueden satisfacerse las principales condiciones.

En efecto, unas veces por la economía en la construcción hay que plegar 
el trazado más ó menos á las inflexiones del terreno, y evitar las grandes obras 
de fábrica y de movimiento de tierras; otras la conveniencia de atravesar los 
lalwegs, divisorias y coutrafuertes, cruzándolos normalmente en alineación 
recta, obliga á fijar en puntos detertninados los vértices, entrada y salida de 
las curvas; y en fin, otras la facilidad, economía y utilidad del tráfico, exige 
que se sacrifique el capital de construcción al de explotación ó al contrario, 
y que se calcule la longitud de los radios aplicando la escala gradual deduci­
da de los datos experimentales, y discutiendo la fármula de la fuerza de trac­
ción 6 de resistencia en las curvas, para determinar cómo, cuándo, entre 
qué límites y hasta qué punto se pueden conciliar las condicionesadmisíbles.

Generalmente en el trazado de carreteras y de canales, y en particular 
en los de los caminos de hierro, se emplean los arcos de círculo para uuir 
las alineaciones rectas; por cuya razón es de la mayor importancia la expo­
sición de los medios que convendrá adoptar para su establecimiento, según 
los casos y accidentes de cada caso; dejando para más adelante Ii investiga­
ción (le otros medios para el trazado de las curvas plana.s que resultan de las 
secciones cónicas.

Así, pues, concretándonos al objeto que nos hemos propuesto en este ca­
pítulo. presentaremos aliora la cuestión reducida á los mismos términos en 
que ha sido analizada {núm. 13), á saber:

Dado el ángulo de las alineaciones redas y  el radio del arco de circulo 
que ha de unirlas, determinar en función de estos datos los demás elementos 
y  recí/jrocameníe.—Planteado el problema, y suponiendo que la curva circu­
lar estuviera determinada por el radio y por el ángulo de las alioeacimes 
rectas que debe enlazar, todavía hay que calcular la tangecte para fijar los 
puntos de entrada y salida ó de contacto de la alineación curva, y la parte 
exterior de la secante que marca el vértice del arco; ó bien el extremo de la 
semi-curva sobre la bisectriz del ángulo. Recíprocamente, prefijados de an­
temano los elementos que constituyen la tangente y la secante, habría que 
calcular la longitud del radio é investigar la graduación correspondiente á la 
abertura del ángulo, variando desde luego la posición de las dos alineaciones 
rectas que le forman.

Como se vé el problema es indeterminado, porque su expresión envuelve 
siempre dos ó más incógnitas, y por consiguiente admite varias soluciones, 
habiendo sido tomado el ángulo ó dado al radio un valor arbitrario. Esto no 
obstante, puede utilizarse ventajosamente su indeterminación, sabiendo sa­
car mucho partido de ella , ya para establecer las alineaciones rectas ó bien 
para hacer pasar la curva de unión por uno ó más puntos de sujeción, con tal
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de que sean compatibles y no se opongan á las principales condiciones que 
debe reunir el mejor trazado, bajo el doble punto de mira que queda indicado 
de la construcción y explotación.

Toda vez que cada una de las alineaciones curvas está determinada por el 
ángulo de las tangentes principales y por el radio, vamos á ocuparnos en 
primer lugar de los medios más exactos y expeditos que conduzcan directa­
mente á situar los lados que forman el vértice de aquel, y á seguida fijar el 
radio de curvatura y demás elementos , teniendo en cuenta las condiciones 
arriba indicadas.

112.—Determinación de los ángulos.—A dos sistemas puede reducirse 
cl procedimiento: uno es el adoptado por la escuela del cuerpo de ingenie­
ros civiles, y el otro forma parte del que nos hemos propuesto seguir en 
nuestro Tratado. El primero consiste en elegir definitivamente el trazado po­
ligonal y unir después entre sí las alineaciones por medio de curvas, ya des­
critas analítica ó grúficamonte en el gabinete, ya más tarde sobre el terreno. 
El segundo está reducido á establecer sucesiva y simultáneamente las alinea­
ciones rectas y curvas que constituyen el trazado del eje ó directriz, en vir­
tud del cálculo hecho y operaciones topográficas ejecutadas al mismo tiempo 
en el campo para su replanteo.

Habiendo practicado nosotros ambos sistemas en distintas ocasiones, he­
mos observado que, en igualdad de circunstancias y empleando idénticos me­
dios de acción, los resultados experimentales obtenidos, no solo hay una di­
ferencia de más del simple al doble á favor del segundo sistema, tanto por la 
exactitud y sencillez en las operaciones y resultados deducidos del cálculo, 
como por la prontitud y facilidad en el conjunto de los trabajos de campo y 
de gabiuete, sino que también por la grande economía de tiempo y de gasto 
total de cada proyecto.

De modo que, según e! sistema seguido ordinariamente por la mayor 
parle de los ingenieros dependientes del Gobierno, no solamente todos los 
ángulos 6 las rectas y vértices que consiiluyen el trazado definitivo poligonal, 
son una séric de líneas y puntos de sujeción arbitrarios tomados ó p n o n  sin 
reglas ni datos fijos, y á los cuales ó hay que subordinar después las cur­
vas de enlaceó variar el trazado, si que además se cometen graves des­
aciertos al determinarlas gráficamente, y los errores que son consiguientes 
al tener que variar las distancias al origen y las parciales en plano y per ilj 
así como ios datos de nivelación y demás que sirven de base para el cálculo, 
cubicucion y otras operaciones de gabinetej y hé aquí la causa principal del 
mal éxito y desconcierto en los proyectos de obras públicas, cuyas consecuen­
cias se tocan ya al tiempo de ir á ejecutarlas á pesar de los trámites de un len- 
to é interminable expedienteo, y los estériles resultados de la explotación nocor- 
respoüden al trabajo y recursos invertidos: mientras que por el segundo siste­
ma no se admiten más puntos de sujeción que ios impuestos por la imperiosa 
ley de la necesidad y alguno que otro compatible con las condiciones á que 
deben satisfacer las alineaciones curvas; subordinando siempre á ellas el tra­
zado de las rectas y la abertura de los ángulos, por la grande innuencia que 
ejerce su resistencia al movimiento , los deterioros, gastos y demás inconve­
nientes que presentan en la explotación, lo cual no sucede en las rectas de

i35



igual peQclientej y además, porque habiendo hecho ya el replanteo de curvas 
à posteriori en virtud del estudio comparado y comprobado sobre el terreno, 
claro es que permanecen invariables en el gabinete las distancias horizontales 
y la división kilométrica en hectóinetros, etc., del trazado deíinitivo y el pla­
no acotado, é igualmente los dalos de nivelación y demás obtenidos con toda 
precisión y el mejor acierto por el cálculo; en los cuales se funda el estudio 
do rasantes en el gabinete , y el buen éxito con algunas ligeras variantes que 
convenga introducir en la traza definitiva at tiempo de la realización <ie) pro­
yecto, en beneficio de las principales condiciones á que debe satisfacer.

Así, pues, es necesario efectuir el trazado definitivo simultáneo de alinea­
ciones rectas y curvas sobre el terreno, teniendo en cuenta el radio de cur­
vatura como veremos más adelante ; y además el estudio general acerca del 
régimen y distribución de las pendientes. Kn este supuesto haremos algunas 
indicacioues que en cierto modo puedan servir de reglas de aplicación inme­
diata, á saber:

1. “ Cuando el terreno es accidentado y no es fácil, económicamente ha­
blando, seguir en línea recta desdo el punto de partida al de llegada, sino 
que hay necesidad de plegar todo lo posible el trazado á las inflexiones que 
foimen Jos contrafuertes y ios senos ó valles que se encuentran entre ellos; 
en esto caso para franquearlos es inevitable el que las curvas se sucedan con 
frecuencia y muchas veces la concavidad de los arcos habrá ’de e.star vuelta 
en sentido opuesto : por lo mismo hay que tener la mayor previsión en los 
cambios de dirección para fijar ios vértices y establecer Jas alineaciones rectas 
de un modo tal, que seguu la pendiente del terreno, se compensen hasta 
cierto límite á simple vista las alturas de los puntos máximos y mínimos con 
relación á la rasante provisional que convenga adoptar en cada tramo en des­
monte 6 terraplén; asi como la abertura de los ángulos que las rectas forman 
entre si, consideradas dos á dos, y que la longitud de ellas sea la mavor posible.

2. * Para efectuar el cambio de dirección que deb^ r̂á seguir una recta, 
habrá que tantearla alineándola provisional y solamente con banderolas, si­
tuándola {núm. 97) en posición la más conveniente y prolongándola en am­
bos sentidos de manera que puedan vencerse los obstáculos para dejar expe­
dita la salida por una y otra parte; esto es, por ambos extremos, para que 
la nueva alineación venga á empalmar sobre la última ya establecida que se 
había dejado indefinida hasta fijar por medio de su intersección el vértice. En 
este punto se pone al teodolito en estación, y se rectifica enfilando bien Jas 
banderolas con el anteojo para marcar la recta que se habla alineado á sim­
ple vista: en .seguida se ve si el rumbo de la otra alineación ya trazada defi- ' 
nitivamcnie es igual al que se había obtenido en el vértice anterior, y en
el caso de que resultase alguna diferencia, se vuelven á rectificar las dos 
alineaciones y su intersección, colocando nuevamente el instrumento y repi­
tiendo las operaciones hasta conseguir que el rumbo directo de la penúltima 
mea sea próximamente igual al del vértice precedente ±  IS")®. Cuando el 

ángulo que resulta formado por las dos alineaciones, expresado en grados, 
minutos, etc., es mayor de 120° como límite mínimo en los trazados de ca­
minos do hierro, y de 6)° en los de carreteras y canales, bajo este concep­
to se dice que el ángulo de las alineaeioncs está bien formado.

Existen, como veremos después, medios con los que se puede obtener án­
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gulos de mayor graduación que la de estos límites, aun cuando los formados 
por las tangeiiles principales ó por las alineaciones rectas fuesen menores, 
tanto respecto á los de las vías férreas, como los de las ordinarias. Por con­
siguiente, Solo en casos muy excepcionales deben admitirse los ángulos agudos.

Cuando se lian fijado de antemano por disposición de la superioridad 6 ar­
bitrariamente, como por desgracia sucede con frecuencia, uno ó más puntos 
de sujeción de la direclri?,; ya cuando tiene que salvar el trazado algún paso 
difícil, y ya para evitar obras demasiado costosas al cruzar los lalwegs y 
atravesar las divisorias: en cualquiera de estos casos y áiiles de aproximarse 
á dichos parajes con el trazado definitivo, debe suspenderse en el mejor sitio 
que se encuentre, trasladándose desde luego los encargados de estas opera­
ciones con los instrumentos al pimío de sujeción ó paso difícil, para fran­
quearlo estableciendo provisional y oportimainenle, como hemos dicho ar­
riba, la posición y dirección de las alineaciones en amb^s sentidos ; tomando 
aquel como punto de pariida hasta encontrar la mejor salida, y volviendo 
después en sentido opuesto, alineando y marcando solo con banderolas y ja­
lones cada una de las rectas, de manera que corle siempre á la que le proce­
de en el punto rnás conveniente , y que la abertura del ángulo que formen 
entre ellas sea el mayor jiosible, hasta acordar la parte de Irazado provisional 
coj el delinilivo. En seguida se puede conlinuar este, modiíicando y rectiü- 
<5airlo si fuere preciso, el trazo provisional. Con estas precauciones se consi­
gue en poco tríempo, sencilla y acerladamente, lo que de otro modo sin el 
tanteo aproximado, hubiera comprometido tal vez el buen éxito del estudio 
en la parle más costosa; ó de lo contrario, habria que inutilizar una gran 
porción de las operaciones principales del trazado en plano y perfil, retroce­
diendo y perdiendo entre tanto el personal subalterno encargado de los tra­
baos secundarios, un tiempo considerable.

Tal es la exposición de motivos, y tales las indicaciones que, entre otras 
michas, pueden servir de regla, en la imposibilidad de dar tantas, cuantos 
seiiin los innumerables casos y accidentes de cada caso particular que se 
presentan en la práctica.

En el modo de aplicarlas oportunamente, y en el mejor acierto pira diri­
girlas operaciones de campo, es donde más bien se dan á conccer la iuleli- 
getcia y previsión, el buen criterio y pericia del director del Irazado, dolado 
de ciencia y de una mirada penetrante para ver en el c.spacio y calcular 
•á sinple vista con aproximación las distancias y alturas de los puntos nota­
bles que convenga apreciar después cxperiinentalmenle , por el conoci- 
míeiio del relieve del terreno que se oculta á su vista y que debió adquirir 
préva y ordenadamente: de esta suerte se puede hacer más en pocos ino- 
nienos y obtener una cantidad de trabajo útil mucho mayor que otros con 
todo 3l Injo de teorías y el aparato de medios auxiliares insuficienfes, trazan­
do Ureas de tal longitud que dan lugar á trabajos prolijos y á cálculos inexac­
tos, éimpracticables operaciones sobre el terreno más ó meuos accidentado.

113—Determinación de los radios.—Establecido yii el ángulo de las 
alineacones tangentes, como se ha dicho arriba, la determinación de los ra­
dios paa el Irazado de alineaciones curvas sa obtiene con mucha facilidad y 
sencillet por medio del cálculo , sin necesidad de tratar gráfica ó analítica-
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mente de las soluciones que pudieran adoptarse según los distintos casos; 
porque si bien no ofrecen ninguna dificultad en el papel, tal vez seria, sino 
ímp'isible, cuando menos interminable poderlas veriíicar sobre un terreno 
quebrado y en malísimas condiciones, que es precisamente donde hay que 
resolver las cuestiones sobre Ja marcha, y con frecuencia en las peores cir­
cunstancias: por lo tanto, renunciamos desde luego á las soluciones |;!ráficas 
por su prolijidad é inexactitud, y á las analíticas por ser demasiado lenta y 
poco expedita su aplicación inmediata; limitándonos á describir las figuras 
solo con el objeto de dar una idea ciara y completa del procedimiento para 
resolver inmediatamente las cuestiones que se presentan en la práctica, y 
para replantear las alineaciones rectas y curvas, ó sea el trazado definitivo 
sobre el terreno antes de la redacción del proyecto de cualquiera vía de co­
municación, lo mismo que después al tiempo de ir á ejecutarla.

Al determinar los radios de curvatura, debe procurarse qué su longitud 
sea tal que los motores y vehículos no experimenten más resistencia en ellas 
ni tengan otros inconvenientes ai tiempo de recorrerlas á toda velocidad, que 
si el trayecto fuese eu recta; pero como por una parte los accidentes del ter­
reno, y por otra ciertos puntos de sujeción no permiten adoptar siempre cur­
vas de grande radío, y como á medida que la longitud de este disminuye, 
aumenta la resistencia de aquellas en mayor proporción, resulta que llegí á 
cierto límite el esfuerzo adicional en cada momento, y por lo mismo la trac­
ción en alineación curva se hace muy difícil y costosa con ios rozamientos la­
terales y demás que se desarrollan. Según los resultados deducidos del cálcu­
lo experimentalmente, desde que las curvas circulares tienen iOOO metros de 
radio en ferro-carriles y lOOra.OOen carreteras y canales, el esfuerzo adicio­
nal que imprime el desvío es casi nulo, y la resistencia que se opone á la fuerza 
de tracción en alitieacioo curva, ya se considera como en recta : {©r el con­
trario. cuando los radios no tienen más que 300 metros en caminos de hier­
ro y 30 en carreteras y canales, las resistencias son muy considerabas. 
De manera que admitiremos por límite máximo de resistencia, el de las curcas 
de 300® de radio en las vías férreas, y el de 30®,00 en las ordinarias; y cono 
límite mínimo el de 1000“ ,00 para las primeras, y 100 para las segundas

Recíprocamente, los radros tomados en cada uno de estos limites serán 
los extremos de la escala gradual dentro de los cuales estarán comprendílas 
todas las soluciones para la determinación de los radios en los distintos cisos 
y según los accidentes de cada uno de ellos. De modo que cuando para el .ra­
zado de alineaciones curvas, se puedan adoptaren ferro-carriles radi® de 
1000 metros ó más, ya no hay cuestión respecto á la tracción y explotanon, 
atendiendo solamente á los puntos de contacto y á las demas de sujecioi se­
gún las condiciones del mejor trazado y de la construcción.

Si luibiesoque admitir forzosa y económicamente hablando, radios neno- 
res de 300® ,00 para poder vencer los obstáculos y atravesar países mujque- 
brados con cualquier via férrea de más ó méoos importancia, entónceshíy que 
tener muy presente á la vez las circunstancias locales para establece una 
explotación especial, 6 á doble tracción , acumulando las pendientes p<r tra­
mos, conforme á las condiciones del material móvil; adoptando el sistena ar­
ticulado para curvas de pequeño ràdio, y el grado de pendiente en jelacion 
con la potencia y tipo de los motores. También en algunos casos excepdonale^
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hay que admitir radios meoores de 30 metros tanto en carreteras como en loe 
canales. Pero deben evitarse á lodo trance las curvas de pequeño radio; sacrifi­
cando el capital de construcción al de explotación, por los muchos peligros y 
graves inconvenientes que presentan al Irifico, los deterioros que ocasionan en 
el material fijo y móvil, y demásexcesos de gastos para la buena conservación.

114.—Casos que pueden p resen tarse .—Varios casos pueden ocurrir en 
el trazado de alineaciones circulares; ya con relación á los puntos de contado» 
ya respecto de otros que deben considerarse como de sujeción dentro del án­
gulo de las alineaciones tangentes. Dejando para después ios que se refieren 
á estos últimos, nos ocuparemos en primer lugar de los correspondientes á los 
puntos de contacto. Estos se reducen á tres que son; 1.* cuando dos arcos 
circulares se tocan interiormente: 2.* cuando dos alineaciones curvas se locan 
exteriorinenle; y 3.* cuando dos arcos se cortan ó son exteriores uno á otro.

Prim er caso.—Si dos curvas circulares se tocan interiormente, in distan-" 
cia de los centros O y O' de los circuios es igual á la diferencia §.e los radios 
(Geom.); y por consiguiente la traza de las dos alineaciones curvas que si­
guen una á continuación de 
la o tra , ó les arcos respecti- 
vos, vuelven su concavidad 
al mismo lado.

Sea el arco TCT,, interior 
al T ,C 'T '(/íp . 43), que se 
locan en el punto T,. En 
este caso conviene que la 
diferencia entre la longitud 
de los radíos sea la menor 
posible, con el objeto de 
evitar cierta especie de gar­
rotes y el paso brusco de la 
curva menor á la mayor y 
vice-versa.

Segundo c a so .—Sí dos arcos de circulo se tocan exteriormente, la 
dfsfnncío de los centros O y O' es igual á la suma de los rad íos; y por 
lo mismo las dos alineaciones curvas vuelven su convexidad en sentido 
opuesto. Sean V y V' (fig. 44) los vértices de las tangentes; TCT, y T,C'T' 
los dos arcos que se tocan exteriormente en el punto T, de contacto.

Desde luego se ve que ahora la convexidad de los dos arcos se halla á di­
ferente lado, y por esta circunstancia las dos alineaciones circulares forman 
una inflixion en el punto de contacto.

Este caso, lo mismo que el primero, se presenta con mucha frecuencia en 
terrenos muy accidentados. Pero como, por ejemplo, en los ferro-carriles no 
son admisibles las curvas circulares tangentes exteriormente, á excepción de 
los casos en que el radio mínimo es de 1000 metros; puesto que, según he­
mos dicho antes, las alineaciones curvas ya se consideran como en recta para 
los efectos de la tracción ó explotación; mas si alguno de los radios fuese me- 
nor que el límite indicado, entonces solo se debe adoptar en los trazados dft
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las vías de acordacíos que pueden situarse los puntos tangenciales des­
equidistantes, y en las del servicio de estaciones, como veremos al final del

presente capitulo; 
F ig . 44 . porque se desar­

rollan resistencias 
excesivas y no se 
puede marchar á 
gran velocidad por 
ser muy expuesto 
á descarrilamien­
tos, cuando parte 
del convoy selialla 
en una de las cur­
vas y la otra con­
tinúa recorriendo 
ya la que le sigue.

Con el fin de 
evitar estos g ra­
ves inconvenien­
tes, es necesario 
separar las dos a - 
lineaciones c u r -  

¡ vas tales como
! T C r y TC'T' por

un elemento de recta entre los puntos de tangencia T' y T {¡ig. 45), cuya 
longitud mínima sea mayor ó cuando menos igual á la máxima de un tren

F ig . 4 5 .
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completo: está admitido como suficiente una recta de 100 metros de distan­
cia. Es evidente que esta condición disminuye la longitud de los radios, y 
por consiguiente aumenta el rozamiento; pero este inconveniente aun es 
preferible en el caso del radio mínimo; porque el elemento de recta interme­
dio permite que se pueda elevar el carril correspondiente á la parte convexa 
de ambas curvas, pasando insensiblemente del lado ínieríor más bajo de una 
curva, ai exterior de la otra más alto, y viceversa. Por este medio ingenioso 
aplicado al asiento de las vías férreas y al afirmado do las carreteras, se evita 
6 disminuye en gran parte el peligro de que puedan descarrilar los Irenes, y 
volcar los carruajes.

Tercer caso.—Si dos arcos circulares se cortan, la distancia de los cen­
tros O y  O' es menor que la suma de los radios, y mayor que su diferencia.

Sean las dos curvas TCT' y TC'T' {fig. 46 ) que se cortan en el punto M;

F i g .  4 6 .
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siendo la distancia de los centros O y O' mayor que la diferencia de los ra­
dios, vuelven su concavidad liácia un mismo lado y están separados por una 
alineación recta, comprendida éntrelos puntos de tangencia T yT '; cuya lon­
gitud, aunque menor que la suma de los radíos, es mayor que caria uno de 
ellos, y por consiguiente la traza de las curvas de unión es más fácil y no 
ofrece tamos inconvenientes como en los casos anteriores.

Si las dos curvas circulares fuesen exteriores una á otra, la distancia de 
los centros seria mayor que la suma de los radios; y por consiguiente no 
presentaría ninguna dificultad su trazado, que podría considerarse aislada­
mente la cuestión del replanteo de cada una de las alineaciones curvas.

115 .—Condiciones que modifican la determinación de los radios.—
Hasta aquí solo nos hemos ocupado únicamente de la determinación de los 
radíos en lo que se refiere á los puntos de contacto, según los distintos casos 
y accidentes que aislada ó juntamente pueden presentarse al establecer una 
vía de comunicación á través de un país montañoso y en parajes en que el 
terreno es más ó ménos quebrado: ahora vamos á tratar de los puntos de su­
jeción y de las cuestiones que pueda haber, ya sobre las alineaciones tangen­
tes, ó bien cuando se encuentran dentro del ángulo que estas forman menor



de 180°, siempre que los puntos referidos sean compatibles con las condi­
ciones del mejor trazado posible.

Mas como es necesario tener en cuenta la distancia de las alineaciones 
rectas, medida de vértice á vértice, y el ángulo que forman en su encuentro, 
para fijar sobre cada una de ellas la longitud de las tangentes geométricas 
de las curvas sucesivas en valores trigonométricos; así como también el ele­
mento de recta que debe haber entre los puntos de tangencia más inmedia­
tos, hay que tener muy presente lo indicado en el (2.° y  3.ef coso). Pero si 
por la configuración del terreno ú otro accidente fuese muy corta la distan­
cia, que llamaremos dispomó/a, de cada una de las alineaciones rectas que 
se cortan entre si, es preciso limitarse á la menor longitud de que se pueda 
hacer uso en la determinación de los puntos de contacto de dos alineacio­
nes curvas consecutivas; y por consiguiente la mayor distancia disponible en 
la alineación recta más corta, viene á ser precisamente una de las primeras 
condiciones que limita la extensión de los radios de curvatura.

Todavía puede darse la circunstancia de que la longitud de los radios esté 
restringida, á pesar de disponer sobre cualquiera alineación recta de una 
distancia más que suficicote para tomar en cada extremo de ella á partir del 
vértice del ángulo que forma con la que le precede y la que le sigue, la 
longitud de la tangente correspondiente al mayor radio que en otro caso se 
hubiera adoptado; mas como hay que fijar ante todo los puntos de contacto 
para salvar los lalwegs y establecer obras de fábrica en recta, ó cruzar á la 
vez en iguales circunstancias un contrafuerte ú hondonada, estribación, etc.; 
de aquí , pues, otra de las condiciones que modifican la determinación de los 
radios y de las tangentes.

116 —Fórmulas para preparar la solución de los problemas so ­
bro ciertos puntos de su je c ió n .—En vista de todo lo expuesto en este 
capítulo, y concretándonos á las cuestiones principales que pueden ocurrir, 
vamos á resolver algunas de ellas, sirviéndonos al efecto de las fórmulas más 
sencillas ya conocidas, que, haciendo uso de las Tablas, se aplican con 
mucha facilidad para la resolución de los problemas por medio de otros tan­
tos ejemplos numéricos, para indicar el procedimiento en casos análogos; cu­
yas fórmulas , deducidas de las q ue ya se han enumerado, presentamos una 
colección de ellas para hallar unos elementos de curvas circulares en fun­
ción de otros tomados como datos, según indica el cuadro siguiente:

142



U 3



El problema (núm. 1) se resuelve multiplicando los elementos de las ta­
blas por el radío dailo.

Para la soUicioo del (núm. 2) basta dividir como indica la fórmula la abs- 
. císa conocida por la que se halla en las tablas enfrento del .iogulo dado; eí 
cociente será la longitud de] radio, qne siendo determinada también la expre­
sión del ángulo de las alineaciones, se obtiene los demás elementos como em 
el problema (núm. t) , multiplicándolos por el valor del radio hallado.

El mismo procedimiento se sigue respecto de Jos probIen)as (núms. 3 4 
K y 6 ) .

Por lo que hace á la solución de los problemas desde el (núm. 7 al H), ea 
los cuales se fijan como datos el radio y uno de los elenientos g*>ométricos, 
conviene observar que el segundo elemento será )a el resultado de la multi­
plicación del radio por otro elemento del mismo nombre tomado de las tablas: 
de aquí se sigue que dividiendo este segundo dato por el primero, es decir, 
por su radio, el resultado nos suministrará el valor primitivo de los elemen­
tos qne contienen las tablas; buscando en ellas dichos valores, se hallarán co­
locados sobre la tnisma horizontal ios demás elementos y ios ángulos de las 
alineaciones á que corresponden , y por lo tanto, Ja solución de cada uno de 
estos problemas, se encuentra en el caso de los precedentes.

Para la resolución délos problemas (núms. 12 y 13), bastará hallar el va­
lor del radio, y despejar el de las incógnitas, quedando reducidas ai caso de 
las fórmulas anteriores.

y ejemplos num éricos.— Para simplificar y presen­
tar en resumen la cuestión general de los radios con toíla la claridad hay que 
atender al mismo tiempo á los puntos de contacto y á los demás de suje­
ción compatibles que pueda haber señalado , dentro del ángulo menor de 
ISO”, ó bien sobre las tangentes principales: esto supuesto, vamos á redu­
cirla en términos concretos á tres casos dislintosque pueden ocurrir, y á re­
solver ios problemas por medio de otros tantos ejemplos numéiicos, haciendo 
aplicación de las fórmulas que contiene el cuadro precedente, á saber:

1 .* Cuando el punto de referencia ó de sujeción se halla sobre una de las 
alineaciones rectas.

2 • Cuando el punto determinailo se encuentra en la bisectriz del ángu­
lo de las tangentes principales.

3.* Cuando el punto de sujeción está situado entre una de las alineacio­
nes tangentes y la bisectriz del ángulo que forman.

Si el punto prefijado resultase fuera del ángulo de las alíoeacíones rec­
tas , no habría más que desviarlas moviéndolas paralelamente á sí mismas, 
ó variando también la abertura del ángulo, para situarlas de manera que 
uno ó má.s puntos de sujeción queden dentro del que forman en su encuentro 
las tangentes principales, y así la cuestión está comprendida en alguno de los 
tres casos que se acaba de enumerar.

P rim er ejem plo .— Conocido el ángulo de las alineaciones ó de las tangen­
tes de 152* 40' y la tangente de i 09“  ,43 , distancia medida desde el punto 
de sujeción al vértice, hallar el radio y  todos los demás elemeníos.— Siendo 
las lineas geométricas y sus valores trigonométricos, proporcionales al radio
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de curvatura, para Iiallar la longitutl de este nos serviremos de la misma pro­
porcionalidad: recordando que el radío 1 es la unidad á que están referidos 
los valores trigonométricos de las tablas; llamando R al radío geométrico 
que se busca; T =  109'",*3 la tangente medida ó distancia disponible, y 
l —  0,243157 la tangente trigonométrica que corresponde al ángulo obser­
vado, podremos formar la proporción siguiente:

t : i : : T  : í \  =  y  =
109 ,43

0>",2431575
=  450.

Hallado ya el radio que es de 450 metros de longitud, solo falta multipli­
car los demás elementos geométricos correspondientes al ángulo dado de 
152* 40' por R =  450.

Tan«. Sec.
Para el radio 1

Serni-curva.
0,2431575

430
0,0291383

450
0,2385283

550
ParaR =  450 109m.420875 13'",H235 lO?"',533773

Este ejemplo pudiera aplicarse ai primer caso (fig. 44) acolando las líneas 
y los ángulos de las alineaciones para obtener la longitud del radio por medio 
de la distancia de que se puede disponer desde el punto T, de sujeciou ó de 
contacto de los arcos, hasta el siguiente vértice V del ángulo dado; cuya dis­
tancia disponible, es precisamente la que mide la tangente geométrica que 
nos ha servido de dato, correspondiente al ángulo observado.

Si, por ejemplo, hubiese que dejar entre los puntos de tangencia T' y T 
(fig. 40), algún elemento de re c ta , como se ha dicho en el segundo y tercer 
caso, habría que aumentar esta parte á la de la tangente que le precede, 
marcándola sobre la alineación re c ta , y la diferencia entre esta suma y la 
total distancia de vértice á vértice, seria la longitud que se podría tomar para 
la tangente que sigue desde e! punto de contacto fijado últimamente ha.sía el 
vértice; y por lo tanto el segundo y tercer caso se resuelve lo mismo que el 
primero.

Segundo ejem plo .— Observado el árgulo de las alineaciones rectas ex­
presado por 168® 21', y conocida la distancia de 10™,90 sobre la bisectriz en­
tre el punto de sujeción y el vértice del ángulo dado, determinar todos tos 
demás elementos de la alineación curva.

Siendo s =  Ö™,0031903 la parle exterior de la secante que para el án­
gulo 168® 21' y el radio 1 presentan las tablas, y S =  10™,90 la distancia 
disponible desde el punto referido al vértice del ángulo para la secante del 
arco de círculo que debe unir las alineaciones rectas , se obtendrá ante todo 
la expresión del radio R por medio de la proporción

s : 1 : : S : R =  —  =  — — 2100. 
s 0,0051903

Determinada ya la longitud del radio R =  2100 metros, se multiplicarán por
10
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esta cantidad los valores trigonométricos correspondientes ai ángulo de 168® 
a i ’, así tendremos

Tangente Secante Semi-curva
Para el radio i 0,1020171 0,00ol903 0,1016654

2100 2100 2100
ParaR =  2100 214“ ,23591 10'",89963 2i3'",49734

Del mismo modo se luibieraa obtenido los valores geométricos de los de­
más elementos multiplicándolos por la longilud de 2100“  que tiene el radio 
determinado.

Tercer ejem plo.— Conocido el ángulo de las alineacianes ó de las tan­
gentes de 140° 28' y la d.slancia de 29'" ,462 de la ordenada bajada desde el 
punto de sujeción situado entre la bisectriz del ángulo dado y una de las 
alineaciones rectas más próxima, hd lar en función de estos dalos el radio 
del arco de circulo que debe pasar por el punto fijado , la tangente, secante 
y  desarrollo de la curva , etc.

La longitud del radio II se detennimrá como en los ejemplos precedentes 
formando proporción; para esto llamando V =  29“  ,462 á la ordenada medida, 
y =0,0389223 el valor de la ordenada que para el ángulo de 140* 28'y 
el arco de círculo de radio 1 nos dau las labias, tendremos
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 ̂ y  0,05»9¿23
500.

Ahora mnitiplicando las líneas trigonométricas que nos presentan las ta­
blas por los 390 metros que resulta tener el radio déla alineación curva, ob­
tendremos en valores geométricos lodos los elementos correspondientes al án­
gulo de 140* 28', y serán

Tangente Secante Semi-curv.
Para el radio 1 0,3393631

500
0,0626115 0,3449934 

500 500.
P a r a R =  500“  179‘",082o3 31“ ,3037o Í72“ ,4967

Por último, á pesar de que en la ejecución solo pueden apreciarse las 
distancias parciales medidas con la cinta hasta los dobles milímetros, esto 
no obstante, conviene que el cálculo se haga con las siete cifras decimales 
que presentan las tablas, con el objeto de que los resultados aproximados 
solo á milínjetros sean bastante exactos, sin que los errores parciales á causa 
de las fracciones despreciadas ó aumentadas en ia última cifra, se vayan 
acumulando por defecto ó por exceso.

l l g . —O bservac iones.—En vista de todo lo expuesto acerca de la de­
terminación de los radios, conviene observar que si se hubiese calculado 
expresamente con la mayor aproximación el rozamiento de los vehículos en 
las curvas circulares para cada radio de los admitidos hoy dia en la prácti­
ca , por el esfuerzo adicional que emplean los motores en cada momento al 
cambiar de dirección, en su marcha constante, por unidad de longilud dcl 
arco; es evidente que cuanto más aumente el desarrollo de una curva de



enlace de radio dado, tanto mayor ser.i la suma total de esfuerzos adiciona­
les y de resistencias que experimentarán los veiiículos durante el trayecto 
del arco recorrido, y en la misma relación la fuerza de tracción ó impulsión 
que liabrá de ejercer el motor para efectuar el desvío; así como igualmente 
los gastos de explotación y el deterioro del material fijo y móvil en las vias 
terrestres por el total desarrollo de caila una de las alineaciones curvas. Hó 
aquí una de los razones porque se lia dicho (núm. 112), que debía procurar­
se mucho al establecer los ángulos, que su abertura fuese la mayor posible, 
con el doble objeto de simplificar las operaciones y de disminuir cuanto es 
dable el total desarrollo de las alineaciones curvas.

tis preciso también cuando liay que establecer varios arco? consecutivos 
de - iferenle radio, combinarlos entre sí de manera que la longitud de estos 
aumcnie ó disminuya gradualmente para que no haya garrotes y el paso de 
unos á otros sea imperceptible, sacando al mismo tiempo el mejor partido 
de b s míli'xiones del terreno compatible con la mayor facilidad y economía 
en la explotación.

De suerte que podemos deducir algunas conclusiones que nos sirvan has­
ta cierio punto de regla para recordarlas y aplicarlas oportunamente á los 
varios casos que ocurren en la ejecución , á sabor;

1-* Que á igualdad de radio la longitud de las tangentes y el desarrollo 
de las alineaciones curvas, está en razón inversa de la graduación de los 
ángulos que forman entre sí las alineaciones rectas.

2 . * Que para un mismo radio el paso de los Irenes en los puntos de en­
trada y salida de las curvas, es tanto más fácil y méuos expuesto á descarri- 
Jamionios en las vias férreas y á funestos accidentes en las ordinarias, cuanto 
mayor es la abf'rlura del ángulo de las tangentes principales y recíprocamente.

3. * Cuando haya que adoptar dos ó mas arcos de círculo de diversa am­
plitud debe procurarse en los puntos de contacto, que la diferencia entre la 
longitud de los radios sea la menor posible, para evitar en el paso de unos á 
otros el cambio brusco de los trenes.

Que las combinaciones de tres ó más arcos seguidos cuando vuelven 
en un mismo sentido, deberán establecerse de modo que la alineación curva 
en su conjunto aparezca aproximándose más ó ménosáia forma de las ramas 
de la elipse ó de la parábola, según que la curvatura de los arcos extremos 
se acerque hasta confundirse casi con las alineaciones rectas, hallándose los 
puntos de tangencia á desigual distancia del vértice de la curva del centro si 
las ramas no fuesen simétricas.

3.* Cuando la longitud délos radios es igual ó mayor de 1000 metros, 
se consideran ya las alineaciones curvas como en recta para lo.«« efectos con­
siguientes á la exploticion de los caminos de hierro , y i00®,00 para carre­
teras y canales.

0-* Que si el radio de curvatura fuese menor de 300 metros para las 
''ias férreas y de 30 en las ordinarias, habrá que disminuir las pendientes y 
Variar en las primeras el Upo de los motores y las condiciones déla vía, ó bien 
fldopiarel sistema del material móvil articulado, para evitar los grandes roza- 
tnienlus: mientras que en las segundas ya se hace difícil la circulación; siendo 
ya muy considerable la fuerza de impulsión conque los veliículos tienden en su 
desvio á marchar por la tangente 6 á descarrilar siguiendo en pendiente fuerte.
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También conviene advertir, que si para simplificar el cálculo en los tres 
problemas últimamente presentados como oíros tantos ejemplos numéricos 
hemos procurado que la longitud de los radios fuese en números redondos) 
no sucede así en la aplicación; porque ordinariamente resultan fraccionarios) 
cuando se calculan unos elementos que penden de otros datos, 6 cuando 
bay que atender á los puntos forzados 6 de sujeción. Se co iipr’ende fácil­
mente la gran ventaja de las tablas calculadas en función del radio-unidad 
y deb-s ángulos expresados en grades, minutos, e tc., sobre las diversas 
tabla< que boy todavía se usan para el trazado de curvas combinadas para 
cierto número de ángulos expresados en grados, y únicamente para radios 
determinados también en números redondos, que por lo común crecen de 50 
en f)0 ó de IfO en tOO; por consiguiente solo en casos particulares ó en 
terreno fácil pueden admitirse, subordinando á este sistema rutinario las 
rondici' nes á que deben satisfacer los buenos trazados al establecer la posi­
ción de aÜQfaciones rectas y curvas en terrenos accidentados, cualquiera 
que sea la graduación de los ángulos expresados en grados, minutos, segun­
dos. ele.; así como la longitud de los radios de curvatura.

Tal es el procedimiento según los distintos casos y los accidentes de cada 
caso que pueden presentarse al hacer un trazado, adoptando una explotación 
est-ecial con pendientes económicas para los tramos en que se atraviesan pa­
rajes muy quebrados, haciendo uso de frenos enérgicos ó automotores y si­
guiendo el mismo sistema metódico en terrenos más ó menos accidentados.

119 .— Establecim iento de alineaciones c u rv a s .— Se pueden seguir 
do.s sistemas para trazar las curvas circulares, á saber: Por movimiento con- 
tioi.o, y por puntos sucesivos. Cuando el radio de curvatura es pequeño bav 
miiclios medios auxiliares para establecer ios arco.« de círculo sobre im’ter- 
reno llano y despejado: el primer sistema por movimiento continuo «e eiecr- 
la con una cuerda, cadena, baíbe), e tc ., que se fija uno de sus extremos en 
el centro del arco, y con un punzón ó estaca en el otro extremo se va mar­
cando la traza sobre una superficie plana. Massi la longitud del railio excede 
de cierto limite, como sucede en las vías férreas y aun en las ordinarias, ó 
cuando el terreno es accidentado, seria muy difícil y costoso si se emplease 
el primer sistema; y además de la inexactitud, tal vez hubiera sido rmpo.sible 
por la gran longitud que suelen tener los radios y los obstáculos insuperables 
que con frecuencia se presentan en los parajes quebrados.

Así es que generalmente se adopta el segundo sistema ; es decir, que co- 
Bocido el ángulo de las alineaciones rectas y el radio de las curvas de enla­
c e , según se ba dicho (núms. H 2 y H3), se puede prescindir del centro de 
cada arco, y se fijan siempre por puntos marcando con piquetes el vértice, 
entrada y salida de las curvas circulares por medio de las tablas; pero cuan­
do Uuy que replantearlas, no basta señalar los puntos principales, sino que 
también es preciso continuar el trazado definitivo, determinando tantos puñ­
os intermedios cuantos sean necesarios para establecer convenientemente 
o a a parte circular, circunscribiendo é inscribiendo polígonos regulares y 
üp icando el número de lados hasta llegar á un limíte tal, que se confundan 

con IOS pequeños arcos, á los cuales deben reemplazar.
oc manera que se pueden seguir varios procedimientos, y entre ellas.
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cilaremos algunos de ios más usuales, como son ; !.* Por !os sistemas de co­
ordenadas: 2.® Por los ángulos tangenciales:3.® Por lascuerdassubteadenles:
4.* Por intersección de las cuerdas: S.* Por la desviación tangencial: 6 * Por 
las cuerdas subduplas del arco: 7.® Por las cuerdas sucesivas y sus flechas 
correspondientes: 8 “ Por los senos y cosenoversos: 9.® Por la longitud de 
las tangentes sucesivas y el doble seno de la mitad del ángulo for-narto en 
su encuentro: 10. Por la longitud de las cuerdas sucesivas y el doble seno 
de la mitad del ángulo que cada una forma con la anterior; 11. Por las tan­
gentes y la parte exterior de la secante correspondiente: 12. Por la longitud 
de la tangente del arco y la parte exterior de la secante del arco doble , e tc .

Dejando para el siguiente capitulo lossistcmas de coordenadas, solo pre­
sentaremos ahora tres procedimientos que son los que se pueden verificar 
por medio de las operaciones más fáciles, mis expeditas, y sobre tod¡», las 
más exactas, haciendo uso de las tablas, á saber: 1.® Por las tangentes ó 
cuerdas sucesivas. 2.“ Por la duplicación de las tangentes ó de las cuerdas; 
y 3.® por el trazado de las vías de acordación.

120.—Trazado de curvas por tangentes sucesivas. — Observacio­
nes.—Uado el radío de 1000 metros, por ejemplo, trazar una curva circular 
por incrementos constantes del arco, partiendo del punto de tangencia ó de 
-otro situado sobre una alineación recta.—Sea AB (fig. 47), la recta dada
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y T el punto do contacto ú otro situado sobre ella. Sea OT =  R =  lOOO me-
trigonométricos en graduación creciente 

desde o á 30 ; de r  en i*; de lO" en (O*; de 20' en 20", ele., y ten.lre.nos 
consultando la figura. en la que se suponen Jos incrementos tomados de "ra- 
do en grado, planteada la cuestión, á saber: °

T 6= ctang . i" )= í7 m ,4 3 5 i;  y 6c =  fsec. I“ _  R) =  q™ 15=>3 
TD =  (sen. 2*) =  34m,.S99o; y D« =  (senov. 2*} =  0<d, 6092. '
Como 6n =  T6y el ángulo trigonométrico 260T =  dbn =  2% Ja línea bn

y el pumo « se ha determinado dos veces, lo cual es un medio de verifi­
cación.

Así pues, siempre se tiene

n b ’ =  T 6 =  1710,4331 
b'c' =  b c =  Ora,1523 
nD' =  TI) =  34ra ,899a =  n6'
D'n' = r Dn =  0ra,6092

150

{34m,8993 — I7ni,4551 )

h'b'n' =  D6n =  2*
Todavía conviene notar que

Td =  (son. 3*) =  52m,336 
de' =  (senov. 3®) =  im ,371 ;

y hé aquí otra nueva comprobación. Del mismo modo se puede continuar has­
ta el segundo punto de tangencia T '.

Observaciones.—1." Si convertimos nuestra atención hacia el arco tra­
zado, se vé desde luego que se halla circunscrito por un polígono recular 
cuyos ladus T6, 66'. 6’6" etc., son ¡guales, y lo mismo los ángulos6, b\ b” 
que forman entre sí; pero estos son Jos ángulo^ de las tangentes sucesivas 

......= Jwego también se pueden trazar directamente las cur­
vas circulares por medio de ios ángulos tangenciales, ó sean los que las tan ­
gentes sucesivamente forman unas con otras, puesto que lodos son iguales al 
primero, sin tener en cuenta los incrementos de Jos ángulos trigonométricos, 

como^por ejemplo se ha hecho en el problema que nos ocupa.
2 .  * También se pudiera inscribir un polígono regular por medio de los 

arcos trigonométricos y de las cuerdas subtendentes, de una longitud propor­
cional, ó de los ángulos que forman entre sí ; pero son todavía más inexactos 
ios resultados, y no tienen tantos medios de comprobación como cuando se 
emplean las tangentes sucesivas.

3. Este procedimiento se usa con frecuencia; ya para poder adoptar el 
radio máximo de un arco de círculo, si hubiese que contornear algún contra-
uerte ó ios senos que forman algunos vaile.s, y hacerle pasar lo más próximo 

posible por dos ó más puntos de referencia ú otros notables fijados de ante­
mano en un terreno sinuoso y cubierto de maleza; ya para tantear las 
cu r\as circulares de mucha amplitud y establecer después con más acierto 
ja  posición de las alineaciones rectas ó de las tangentes principales, situando 
convenientemente el vértice del ángulo que forman entre eilas y los puntos de 
contacto, y ya en fin, para desembarazar ó franquear un terreno fragoso y



demasiado escabroso ántes de efectuar el replanteo de las alineaciones cur­
vas, 6 sea el trazado delinilivo.

Pero es necesario de todos modos operar con muchísimo cuidado y hacer 
en cada punto correspondiente á una alineación curva todas las verificacio­
nes, utilizando oportunamente los distintos medios (^ue las tablas trigono­
métricas nos suministran.

Así, pues, si estuviese determinado el ángulo de las alineaciones rectas 
j  fijados los puntos de contacto, es preferible partir de ambos puntos de tan­
gencia y terminar en el vértice del arco: de esta manera los errores que ha­
yan podido cometerse en cualquiera de las semi-curvas, se evita que se va­
yan acumulando y se trasmitan de una rama á la otra; sirviendo de com­
probación el vértice del arco circular, que ya ha debido fijarse al mismo tiempo 
que la entrada y salida de cada alineación curva.

121.—Duplicación de la s  tan g en tes  y de las cuerdas.—Es muy con­
veniente duplicar el número de las tangentes ó de las cuerdas que sirven de 
base á las ordenadas, con el objeto de di sminuir su longitud, según veremos 
más adelante. Por regla general, es mejor duplicar el número de las tan­
gentes, cuando la mayor ordenada excede de 40 metros, 6 bien cuando se 
trata de circunscribir al arco un polígono regular cuyos lados sean tan 
pequeños como se quieran, hasta el límite en que las tangentes secón- 
fundan con los arcos. Hé aquí como se procede.

Después de haber fijado ios puntos de tangencia T y T' {fig. 41*) y el vér­
tice C de la curva, se tira por este punto una perpendicular SS á la bisectriz 
VC; esta perpendicular por ser tangente en el punto C, sustituye al ángulo
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de las ahnaaciones AVB por otros dos secundarios CST y CS'T', que tiene 

lor i g 3 f |  pncipalesyun va-

En efecto, siendo por construcción la tangente SS' perpendicular á CV
S W  alineaciones rectas, resultan dos triángulos SCV y
S CV rectángulos en C. Ahora bien, sabiendo (Geom.) que: todo á Z h C s l

consti ven el’ ^  J ^ conlinuaría en las dos semi-curvas que
mayores^de 30» M  ' secundarias fuesen todavía

se n u e ^ ^ ^ ^  y así sucesivamente se obtienen cuantos puntos intermedios
?odarsus n t r  '  e* P^ '̂^Sono circunscrito coincida enlonas sus partes con la alineación curva.

7 o u e rd a s .-C a n d o  hay necesidad de proceder por
“ va T r^nor i T l  ■ “  "“ “ »'•io reemplazar la cnerda primi­
tiva T r  por las Jos cuerdas secundarias TC y CT' que desde lueco están de
enmnadas per los primeros elornenlosde la curva circular; la hinvi ud 1  

nométrico. Así para el ángulo COT (/ig. 48). leodreinos ®

CT =  2 sen. 6 bien CT =  fO ' +  w i

elevar*s7h“ '  í "  ' '  "™ '™  '*'= secundarias, bastaría
elevar sobre el medio de su longilud, las perpendiculares cd, o'd' iu e  cada
una do o las sena igual á la Hecha de la semi-curva 6 de los arc«TCC y CCT-

r ^ e  Ls“ cad" “  T í "  ^  ^ exíreino c' d iJas flechas, cada una de las nuevas cuerdas Te, cG y Ce', c'T' etc tendrá 
por expresión de su longitud í  etc., tendrá

TC =  2 sen.

m em rfn d i^ f" cualquiera de los dos procedimientos, es iguai-
S V p P "‘' “Scctes principales y la loo-
S a  L  T  '«® P^'ntos de contacto T y T': de donde re-
í r l f e r  h á^plic^cion de las tangentes, casi siempre

r S  i r i '  establecidas, y por lo tanto se ve-
nüca mucho mejor y presenta más medios de comprobación
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122.—Observación im portante.— Sucede c o d  frecuencia que, ya por 
ser inaccesible el vértice V del ángulo de las alineaciones y las rectas AV y 
BV (fig. 49) que le forman, á cierta distancia de su encuentro, ó bien, 
cuando entre los puntos de contacto y la intersección de las tangentes prin­

cipales luy algunos 
F ig . 49. obstáculos; como ríos»

bosques, etc., es ne­
cesario en tales ca­
sos establecer con- 
venientenieirte una 
trasversal cualquiera 
RSj cuya traza pueda 
descubrirse en toda 
su extensión, y de 
modo que corle en dos 
puntos accesibles R 
y S las alineaciones 
rectas AV y VB.

Después que se 
haya medido la lon­
gitud de la trasver­
sal y los ángulos de 
los puntos R y S , se 
conocerá la base del 
triángulo RSV y los 
dos ángulos adyacen­
tes R y S ;y  por con­
siguiente el ángulo 
del vértice V será 
V=180® — (R +  S). 
y los lados RV y VS 
se conocerán por la 
{fórs. lü  y 17 de* 
núm. 16, í.er coso.)

Ror medio del ángulo V, del radio adoptado y de las tablas se hallará la 
longitud de las tangentes TV y VT'; ahora ya no fhl̂ » que restar de 
oslas tangentes la longitud de los lados RV y YS á fin de conocer la distan­
cia que deberá medirse desde los puntos R y S para determinar la posición 
de los de tangencia ó de contado T y T'.

Una vez conocidos estos puntos, todavía falta averiguar el valor de las 
tangentes secundarias. Los ángulos de estas tangentes son siempre iguales y 
determinados, aumentando 90® á la mitad del ángulo de las tangentes prin­
cipales; de suerte que bastará hallar las tangentes iguales Tl =  T7', que 
nos darán la posición de los dos vértices secundarios t y í'; y por lo tanto la 
dirección y posición de las tangentes W , y así sucesivamente como liemos 
dicho en el número precedente.

Este procedimiento se emplea también con mucha frecuencia cuando los 
ángulos de las alineaciones son demasiado agudos; con lo cual so obtiene por
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metilo de! cálculo, ia longitud de las tangentes mucho más fácil y « a c ta -  
mente que por la medición ordinaria.

1 2 3 .— Trazado d e  la s  vías d e  acordación .—Se presenta algunas ve­
ces esta cuestión, ya para empalmar dos lineas férreas paralelas, trazadas 
en el mismo sentido ó en el opuesto, más ó inénos distantes entre sí va 
especialmente en los cambios de via ó apartaderos que tienen lugar para 
el servicio de estaciones; en donde hay que hallar la distancia entre Jos 
puntos tangenciales y el radio de ía curva de enlace, dado el entre-eje, sin 
que se conozca el ángulo que forman, ó sea cero, y en el supuesto de que son 
paralelas corea del punto de acordación. Do modo que pueden ocurrir dos 
casos distintos que dan lugar á otros tantos problemas, de cuya solución nos 
Tamos á ocupar ahora.

F ig, 60.
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De donde resulta 199®,“C para valor total de la distancia entre los pun­
tos de tangencia T y T".

Problema II.— Hallar el radio conocida la longitud entre los punios de 
tangencia y el entre-eje délas oías.—‘Sea la distancia MT =  NT" =  99“ ,88 
[fig. 50) : el entre-eje MN =  10“ ,00 ; y la milad MT' =  5“  ,00.

Este problema se resuelve por la expresión (!.'t) del {núm. 116) que figura 
en el cuadro; conociendo la fiedia y la abscisa ó serni-cuerda l\T' =  T'K" 
=  99“  ,88 hay que determinar el radio R por la fórmula

Ì55

Radio

/  Serni-cuerda „i i \I -  ■+■ Flecha I
\  Flectin____________J  ̂

Siendo la flecha RT =  MT’ — 5>n,00 la longitud del radio R se luillará, 
sustituyendo estos valores conocidos en la expresión anterior, que nos dá

^  5,00 ^V s.'-o }Radio = =  100C“ ,00.

C A P I T U L O  I I I .
CALCULO DE COORDENADAS Y REPLANTEO DE CURVAS.

12 4 . —Sísteiras de coordenadas.—Siguiendo el método adoptado en el 
curso de este pequeño tratado, vamos ahora, en fin, á determinar por el 
cálculo los valores numéricos de los diferentes sistemas de coordenadas, 
tanto de las que con preferencia conviene emplear para el replanteo in- 
meiliato de alineaciones circulares, como las que deben aplicarse al e.sta- 
bleciiiiiento definitivo sobre el terreno de las curvas planas en general; .se­
gún la Investigación de las fórmulas indicadas en las respectíva.s secciones, 
partiendo desde el origen hasta las expresiones más sencillas y concretas que 
será mucho más conveniente usar en cada case particular, y muy especial­
mente en virtud de !a ámplia discusiúii que ha tenido lugar en la segunda 
sección del presente tratado con el propio objeto, acerca de las curvas de se­
gundo grado.

Así, pues, nos ocuparemos á seguida del cálculo y elementos necesarios; 
presentando al final de este libro tres labias diferentes de coordenadas para su 
replanteo, y empezando por la que se refiere á los arcos de círculo trazados 
por puntos sobre el terreno.

125. —Coordenadas rectangu lares.—En general, además de los puntos 
principales de la entrada . vértice y salida de las curvas circulares que de­
terminan las marcas ó piquetes, es indispensable lijar otros intermedios mu­
cho más próximos entre si, cuando se trata del repbnteo, que por el proce­
dimiento indicado anteriormente. Esto se consigue con mucha facilidad cal­
culando y haciendo aplicación de las abscisas y ordenadas que se designan 
bajo el nombre común de coordenadas rectangulares.



1
Aunque estas se calculan y emplean en función de los radios y de las 

tangentes, como también de las cuerdas, sin embargo, nosotros solo nos 
ocuparemos de estos dos últimos procedimientos; porque por meilio de las 
tangentes ó de las cuerdas se pueden obtener sencillamente todas las demás.

Los sistemas de coordenadas adoptados con preferencia se pueden redu- 
.cir á seis, que son; 1.® Coordenadas de los ángulos Irigonoinétricos que dán 
sobre el arco correspondiente puntos equidistantes por incrementos en­
teros ó fraccionarios. 2.’ Coordenadas de puntos equidistantes lomadas sobre 
las tangentes por incrementos constantes. 3.® Coordenadas por equidistancias 
fijadas sobro el arco en decámetros ó por incrementos de 10 en 10 metros.
4.® Coordenadas de puntos desequidistanles sobre el arco por incrementos 
fraccionarios. 5.® Coordenadas en función de las cuerdas sub-tendeníes. 
0.® Combinación de coordenadas en función de las cuerdas y de las tangen­
tes paralelas que dán ordenadas complementarias.

126. —Coordenadas de los ángrulos trig;onométricos.—Las tablas tri­
gonométricas forman el más vasto sistema de coordenadas para los arcos 
correspondientes á la división del círculo de radio 1, por medio de los senos 
y cosenos, senoversos y cosenoversos, etc.; puesto que para cada uno de ellos 
presentan la abscisa, la ordenada y también el desarrollo circular, las cuales 
no hay más que multiplicarlas por el radio dado, para que puedan ser apli­
cables á todos los casos sin ninguna excepción.

1 2 7 . —Coordenadas de puntos equidistantes Ajados sobre las tan- 
grentes por incrementos enteros.—En este caso solo se propone determinar 
las coordenadas aplicándolo á lodos los múltiplos de 1, 5, i0, 20, etc., ó de 
cualquier otro número exacto de metros medidos sobre la tangente, á partir 
del punto de contacto.

Si se tratase de hallar por medio de las tablas trigonométricas y para 
un radio de 100 metros, las ordenadas correspondientes á las abscisas de- 
camélricas de 0 hasta 80 metros, se dispondrán los dalos y lo.s resultados 
del cálculo según indica el siguiente cuadro
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SENOS 6 AB.'ICISAS. SENOVF.RSO ó ORDENADAS.

1 d a d a s  p a r a d e de p a r a O B S E B V A C lO N E S .
¡ B  —100 l a s  l a b i a s . l a s  t a b l a s . B  «  100.

1 2 .* 3 . ' i . » L a  s e g u n d a  c o l v m a a  e x p r e s a  l o s  c o - '
1 — — — — d e m o s  d e  l a  p r i m e r a  c a s i l l a  d i v i - ' 

d t d a  p o r  e l  r a d i o ;  a> i
10 o.ion 0 , 0 0 5 0 1 7 O .o O l"

0,200 0 , t j20á -’0 2 , 0-220
s ^ O . lO O  ig u a l  i l a  a b s c i s a  p a r a  ,

i 3 0 o.soo 0 , 0 4 6 0 6 5 4 , 6 0 6 o 100

i 4 0 0 , 4 0 0 0 , 0 8 3 4 6 3 8 ,5 4 ( ! 3 R  «■» 1 .

5 0 0 , ü 00 0 , 1 3 3 9 : 5 1 3 , 3 9 7 5 L a  t e r c e r a  c o l u m n a  c o n t i e n e  la .s o r -

fiO 0 , 6 0 0 0 , 1 9 9 9 6 6 1 9 ,9 9 6 6
d e n a d a s  h a l l a d a s  e n  l a s  t a b i a . s  p o r  
m e d i o  d e  l a s  a b s e l s a s d e  U s e g u n -

7 0 0 , 7 0 0 0 ,2 8 ; iS 3 3 ■28,;í8 3 3 d a  c a s i l l a .

1 8 0 0 , 8 0 0 0 , 3 9 9 9 2 9 3 9 .9 9 2 9
L a  c u a r t a  c o l u m n a  e s  e l  p - o d u c t o  d e  

la  t e r c e r a  p o r  e l  r a d i o  d a d o .



128. — Coordenadas tomadas sobre el arco en decámetros ó por in­
crementos de 10 en 10 m etros.—El empleo de este sistema dá Jugará 
dos procedimientos. Consiste el primero, en determinar los puntos marcados 
sobre ei arco por equidistancias circulares» calculadas ordinariamente por in­
crementos de 10 en 10 metros, á partir de coda punto de tangencia; de don­
de resulta que hay una interrupción en las equidistancias entre los dos pun­
tos de contacto marcados, é igualmente distantes de la secante ó del vértice 
de las taugenles principales.

El segundo procedimiento está reducido á calcular las coordenadas por 
incrementos desiguales, de puntos que se hallan á diferentes distancias uno^ 
de otros; cuyas distancias parciales se van sumando para tener las generales 
con relación al origen ó punto de partida, como veremos en el siguiente 
número.

La disposición que deberá darse en casos análogos á los dalos y elemen­
tos concernientes al objeto, se indican en el siguiente cuadro preparado para 
obtener las diez primeras coordenadas de una curva circular que tiene bOO 
metros de radio.
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DATOS TOMADOS DE LAS
A r c o s TABLAS. PARA It  —  i» 0 ü .

t n - d a d o s . - 1
c r e m e n t o —

O R ^ F - R V A C IO N E S .

á n g u l o . a = 5 0 0 . A b s c i s a s . O r d e n a d a s . A b s e s . O r d e n .

I . ' 2 .* 5 .* 4 .* 5 . “ 6 ,* 1.a  p r i m e r a  c a s i l l a  e x p r e s a  e l
— — — v a l o r  a n g u l a r  d e  ln .s  a r r a s

; 4 1 í : / ' 10 0 , 0 1 9 0 6 2 0 ,o q p i 9 9 9 ,9 8 1 0 ,0 9 9 3
e n  s e g u n d o s ,  v  e s t à  f o r ­
m a d a  )fo r  l a  a d l r t o n  s u r e -

I d m 20 0 , 0 3 9 9 8 6 0 ,0 0 0 8 0 0 1 9 .9 9 3 0 ,4 0 0 0 s i v á  d e l  p r i m e r d n g u l o .

l i ó l o 3 0 0 . 0 5 9 9 1 3 0 , 0 0 í 7 9 7 2 9 ,9 7 1 0 .8 9 6 5
L a  l e g u n i l a  c o n t i e n e  l a s  e -  : 

f l i i i n i s l a n r i a s  p o r  i n c r e -

le s o o iO 0 , 0 7 9 9 0 9 0 .( W 5 l9 8 5 9 ,9 5 1 1 ,5 9 9 m e m o s  d o l O e n  ] ( )  m e t r o s

1 2ÍMÍ23 3 0 0 ,0 9 9 8 -2 6 0 , 0 0 1 9 9 1 4 9 ,9 1 3 2 .4 ! H
À p a r t i r  d e  la  t a n g í  n l n .

La t e r r e r a  y  l a  c u a r t a  p r e s e n -

 ̂ 2 1 7 5 0 CO 0 ,1 1 9 7 0 4 0 , 0 0 7 1 9 0 3 9 ,9 3 2 3 . 3 9 3 t a n  l o s  s e n o s  ó a b s c i s a s  y

■ 2 8 8 7 S 7 0 0 , 1 3 9 5 3 3 0 . 0 0 9 8 8 3 6 9 ,7 6 6 4 , 9 4 2
lo s  s e n o v e r s o . s  li  o r d e n a -  | 
d a s  d e  In g  á n g u l o s  l o m a -  i

■ 3 3 0 0 0  

5 7 1 Ì 5

8 0

i)0

0 , 1 5 9 3 0 7

0 , 1 7 8 9 7 2

0 ,0 1 2 7 7 1

0 , 0 1 6 1 5 4

7 9 .6 o 4  

8 !» ,4 8 6

6 , 3 8 6

8 , 0 7 7

d u s  d e  l a s  t a b l a s  q u e  t i e ­
n e n  la u n i d a d  p o r  r a d i o .

Y  p o r  ú l t i m o ,  m u l t i p l i c a n d o  
U s  c a n t i d a d e s  d e  l a s  d o s  
e o l u m n a s  p o r  e l  r a d i o  d a d o4 1 2 5 0 " . JOO 0 ,1 9 8 6 5 5 0 ,0 1 9 9 3 1 9 9 ,3 2 8 9 ,9 6 6

11 =  5 0 0 , s e ( i b t i e n o  e l  v a ­
l o r  d e  l a s  a b s c í$ . i$  y  o r d e -
n a d a s  d e  l a s  d o s  ú l t i m a s  
c a s i l l a s .

Conocido el incremento de los arcos en decámetros y la longitud del ra­
dio R =  500, se deduce fácilmente el valor de los ángulos de la 1.* casilla ó 
de ios arcos correspondientes que aparecen en la 2.* columna; determinando 
antes el valor angular del arco de 1 metro de longitud por la eipresion

1206000" _  129600"
e]^83Í853 X  500 314tm ,59285

360*
2t:R

360*
'2  X  3',14159265 X  R

-= 412" ,5.

De suerte que habiendo reducido á 1298000 segundos los 360 grados de 
la circunferencia de 500 metros de radio, y dividido por su tota! desarrollo



15S 1
de 3141fn,59263, hemos obtenido 112” ,5, valor angular por unidad de longi­
tud de cada arco; pero como el desarrollo de los arcos de las equidistancias 
circulares está dado por incrernenlos de 10 en 10 metros, es evidente que el 
valor del ángulo ó del arco correspondiente, tomado por unidad, expresado 
por 412",b habrá que rnulltplicarie por la misma cantidad de 10 metros: de 
donde resultan los 4125" del primer ángulo que figura al principio de la 1.* 
columna.

129 .—Coordenadas de puntos desequidistantos por incrementos 
fraccionarios —Con respecto al segundo procedimiento arriba indicado, 
hay que calcular directamente todos los puntos de la curva en relación 
con la medición kilométrica del trazado general desde su origen; empezando 
por determinar la posición de lodos los piquetes hectomélricos á los que de­
ben referirse los de los puntos inlenncdios, tales como iosde tangencia y vér­
tice de las curvas, é igualmente los máximos y mínimos, etc.

Después de haber c:4lculado los puntos principales que dan la posición de 
las tangentes T y T' (fig. 51) del vértice C de la curva sobre la bisectriz y el 
desarrollo, se mide al tiempo del replanteo la distancia dol último piquete 
heclométrico á la entrada de la curva, que según el ejemplo propuesto es de
5 i’’> .66, la cual se halla acotada en la figura entre p— y T ; midiendo en se­
guida el complemento de 109 metros, se tendrá la distancia de la primera

g

tangente T al piquete p— señalado con el número 8, cuyo complemento es 
igual á 43“ ,34: el vértice C del arco situado sobre la bisectriz, dista 9C™,6012 k.
del piquete P—  que marca los kilómetros;“y el puuto de contacto de la se­
gunda tangente T' está separado del piquete por una distancia de 38“ ,54. 
Del mismo modo se han acotado las distancias de los piquetes intermedios
p'^, p ,—, etc., colocados en los puntos máximos y mínimos ü otros notables 
que. ha sido conveniente determinar y señalar refiriéndolos al piquelage del 
trazado general.

Los piquetes están numerados por séries de 10 que son las parles en que 
se divide cada kilómetro. Por consiguiente todos ellos tienen dos numera­
ciones: 1 .* la de la serie de kilómetros á que pertenecen; y 2.' la del número 
correspondiente á cada una de las séries de hectómelros.

Plantados así los piquetes de 400 en 100 metros, el número de unidades 
que tenga cada uno en la 2.* série hectoinétríca, representa otras tantas cen­
tenas, de la misma manera que en la 1.* série kilométrica las unidades de 
millar. En cuanto ó la subdivisión de los hñClómelro.s que marcan los pique­
tes intermedios, también contienen dos numeraciones, que son: la del piquete 
heclométrico que le precede y la de la di.slancía que le separa de este. De suer­
te que, todo piquete lleva inscripta la expresión de la distancia acotada referi­
da al anterior y la general al origen del trazado; es decir, las di.stancías par­
ciales de lodos los puntos que se ha creido conveniente determinar, y la total 
longitud entre cada uno de ellos y el punto de partida.
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Así, pues, se representan en detall cuatro piquetes con una muesca 6 
corte de espera en su frente, que se deja á ñor de tierra al tiempo de hincar­
los en el terreno, para sentar encima de ella la mira al efectuar la nivela­
ción, según el sistema completo que se halla descrito en la primera parte de 
nuestro Tratado especial; cuyos piquelns llevan anotada la expresión de las 
distancias en ios cuatro casos distintos que pueden presentarse, á saber: i 
Cuando el piquete marca solamente la sèrie kilométrica. 2.* Cuando señala 
además la sèrie hectométrica. 3.® Cuando determina algún punto máximo è 
mínimo ú otro notable dentro de lasubdivision de la segunda sériej y4.®Cuando 
fija la posición do algunode los tres puntos principales de las alineaciones cur­
vas. En este caso lo mismo que el primero se antepone á las acotaciones las res­
pectivas iniciales K®, T. C .yT'delaentradn, vértice y salidade las curvas,ésean 
los puntos de la medición kilométrica , los de tangencia y el vórtice dei arco.

Esto supuesto, nos concretaremos ahora á la combinación de estos últi­
mos, comparándolos entre sí para la composición y disposición dei cuadro de 
coordenailas correspondientes á todos los puntos marcados {fig. 5i) sobre la 
alineación circular.

El punto de entrada en la curva estará determinado por la expre.sion de 
la distancia al origen acolada en el piquete. - T =  i !'>“»• -f- 7heci. -4.54111 gg

El vértice por la del piquete......................  C = 5 |2  -h 0 -1-96 [eO
La salida por la del piquete....................... T' =  12 -t- 4 -+- 38

Restando la primera expresión de la 
segunda, nos da el desarrollo de la semi­
curva y el vértice.........................................  ¿ 0  =  0 -h 3 41 ,94

Y comparando la primera con la tercera *
dará la total longitud de laalineacíon curva.. C =  O -f- 6 -t- 83 88

Hallando en seguida lo.s complementos de 100™ ,00 se tendrá la distancia 
de la primera tangente T al piquete núm. 8 =  45"',3 i; del vértice G sobre 
la bi.sectnz al piquete núm. 1 =  3™ ,40, y la de la segunda tangente T' al 
piquete siguiente, señalado con el núm. 5 =  61"",46.

Ahora solo falta determinar las coordenadas de los puntos marcados por 
los piquetes 8, 9, 9' 1 2 , 1 ,  2, 2', 3 etc : para obtenerlas por medio de las 
tablas trigonoiriétricas adoptaremos la marcha establecida en el cuadro (nú­
mero 12.'), como se ve en Ja disposición del que sigue;
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Is-
c r e m e n t o  
1 d e l  

a r c o .

A r c o s
d a d o s

p a r a

I I - 1 0 0 0

9 3 3 2 "
2 9 0 7 8
o 9 0 .> o
5 0 6 0 4

79.49
2 8 .3 7 3
4 0 9 .3 t
4 9 2 0 t
« 9 8 2 7 "

4 .3 ,3 4
1 4 3 ,3 -1
1 8 9 .3 4
2 4 .3 .3 4  

3 8 ,.5 4
1 3 8 .3 4
1 9 8 .3 4  
2 .3 8 ,5 4
3 3 8 .3 4

DATOS TOMADO.S DE lAS 
TABLAS.

A b s c i s a s .

0 ,0 4 3 -2 8 ;)
O . l i . i - 8 8
0 ,1 8 8 i .> 8
0 , 2 4 2 0 1 0
0 ,0 3 8 5 .’ 3
0 ,1 3 8 0 2 1
0 ,1 9 7 2 3 0
0 ,2 5 6 2 7 3
0 , 5 3 2 0 9 7

O r d e n a d a s .

PARA R  = .  1000.
A b s c i s a s  O r d e o a d s

0 , 0 0 1 0 2 6  
0 ,0 1 0 3 ,> 7  
0 ,0 1 7 8 7 7  
0 ,0 2 9 9 3 1  
0 ,0 0 0 7 4 3  
0 ,0 0 9 .3 7 1  
0 , 0 1 9 0 4 3  
0 , 0 2 8 3 1 4  
0 , 0 3 6 7 9 8

4¡>,m
1 4 -4 ,7 8 8
1 8 8 , 2 3 8242.910

3 8 , 5 3 5
1 3 .8 ,0 2 1
1 9 7 , 2 3 0
2 3 6 , 2 7 3
3 3 2 , 0 9 7

1 ,0 2 6
1 0 ,3 3 7
1 7 ,8 7 7
2 9 ,9 5 1

0 , 7 4 3
9 .5 7 1

1 9 ,(M 3
2 8 ,3 1 3
5 6 ,7 9 8

O B S E R V A C I O N E S .

L a s  a b s c i s a s  7  o r d e n a d a s  d e  
l a s  t a b l a s ,  m a l t í p l i c a d a s  
p o r  1000  m e t r o s  v a l o r  d e l  
r a d i o ,  dos d a n  l a s  a b s c i ­
s a s  7 o r d e n a d a s  d e  e s t a s  
d o s  ú l t i m a s  c a s i l l a s  ú  p a r ­
t i r  d e  a m b o s  p o n t o s  d e  
t a n g e n c i a .



O bservación.—El mismo procedimiento Iiaria conocer las coordenas si 
la curva hubiese que replantearla por piquetes de 50 en 50 metros desde 
cada uno de los puntos de tangencia; hallando los complementos de la equi­
distancia adoptada, y lainbien se podrán determinar todos los puntos in­
termediarios que se consideren necesarios; pero es mucho mejor, cuando 
una curva está replanteada por los piquetes heclométricos , no emplear más 
coordenadas que las de las cuerdas subiendentes de inO metros para llenar los 
puntos intermedios, porque entouces las cuerdas quedando todas determina­
das por la posición de los hectóinetros, son muy pocas en número y siempre 
las mismas para cada radio, y sobre todo, son considerablemente de menor 
longitud que las de las tangentes.

130.—Combinación de coordenadas en función de las tangentes y 
de las cuerdas subtendentes que dan ordenadas com plem entarias.—
Se comprende que este sistema de coordenadas puede muy bien combinarse 
con cada uno de los tres anteriores, especialmente con el de las tangentes; 
puesto que siempre es fácil tirar una tangente á un arco de círculo parbicla 
á la cuerda suhtendeolej en este caso la tangente tiene su punto de contacto 
en el vértice dcl arco; esto es, en la extremidad de la flecha que mide la se­
paración ó equidistancia de la.s dos paralelas. I'or coosiguieiile si se resta de 
la fl-clia la longitud de las ordenadas de la tangente, obiendremos por dife­
rencia la altura de las ordenadas en función de la cnerda; las abscisas por 
ser paralelas comprendidas entre paralelas, como tii?nbien las ordenadas, son 
iguales por una parle y por o tra; teniendo el mismo origen sobre la flecha 
del arco, según puede observarse en el siguiente, trazado con un radio de 
500 metros por ejemplo.

F ig . 5 2 .
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De suerte que, cuando la tangente tiene su punto de contacto en el vérti­
ce del arco que rublende una cuerda paralela, las ordenadas de esta son com­
plementarias de las dé aquella para cada punto d d  arco; porque su suma es 
igual á la longitud de ia flecha.

131. Construcción y  disposición, uso y  aplicación de las tablas 
de coordenadas —Hemos visto en todo el curso de este tratado que el uso 
de las tablas trigonométricas suministra de la manera más completa que 
darse puede, todos los elementos necesarios, no solamente para el trazado y 
replanteo de curvas circulares por lo que se ha convenido en llamar puntos 
principales, sino que igualmente se deduce de ellas un número ilimitado de

c r
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abscisas y ordenadas por incrementos constantes 6 variables, enteros d frac­
cionarios á elegir como mejor convenga, ya con relación A Jos arcos de cír­
culo, ya sobre rectas toina<las como ejes, segiin se ve en los cuadros prece­
dentes: y adennís presentan grandes recursos para la construcción electros 
sistemas de coordenadas aplicables á las curvas que resultan de las secciones 
cónicas, ó curvas de segundo grado.

Esto no obstante los cálculos no dejarían de ser bastante pesados cuando 
tuviese por objeto operar sobre una série de puntos A la vez, como sucede en 
el replanteo de curvas. Para obviar estos inconvenientes y proporcionar me­
dios expeditos que los faciliten en el menor tiempo posible, pre.senfamos á 
continuación tres tablas ?de cooi’denadas de curvas circulares, elípticas y 
parabólicas, por medio de las que se simplifican muchísimo las operacioues; 
cuyas tablas van precedidas de las correspondientes explicaciones, por el ór- 
den que se acaba de enunciar, acerca de su composición y disposición, uso 
y aplicación.

1

13 2 .—TABLA PRIMERA.—Coordenadas del círcu lo .—Sea el arco 
BCO (/ig. í)3) la cuarta parte de la circunferencia. Si el origen de las coor­
denadas se coloca en O y á partir de este punto se divide el arco en partes 
iguales á 5% por ejemplo, las perpendiculares bajadas desde los puntos de 
división t ,  2, 3, 4, etc., sobre el radio que pasa por el otro extremo B del 
mismo arco, serán los cosenos naturales de los ángulos ó de los incrementos 
de los arcos. Si se prolongan estos cosenos basta el encuentro de la tangente 
OY en los puntos V, 2% 3', 4', e tc ., cada parte tal corno 1 '..  . 1” . 2 '. . .2 " ,  
3 ' . . .  V . , ,  4" será igual al i'adío menos el coseno correspondiente, y las 
partes 0 . .  .4', 0 , .  .2 '. 0 . .  .3 ', 0 . .  .4 ', e tc ., también serán iguales á los se­
nos naturales con relación á los incrementos.

Además se comprende que el arco BCO puede replantearse por medio 
de estos incrementos y de los que representan las diferencias entre el radio y 
los cosenos de los arcos correspondientes, haciendo uso de las tablas trigono­
métricas, c u y a s p a r te s 0 . . .1 ',0 . , .2 ',0 . , . .3 ',0 . . .4 ',e íc . ,y la s l . . . t ' ,2 . . .2 ',
3.. ,3', 4 ...4 ', etc., no son otra cosa que las coordenadas rectangulares de los 
puntos 1, 2, 3, 4, 5, etc.; siendo el eje de las abscisas la tangente OY.

Si se toma por eje de abscisas la cuerda sulhtondente CD del arco de 60% 
tendremos: que las abscisas 0 . I). . .2 , ,  D .. .3 ,,  etc., 'serán iguales á 
los senos naturales de los arcos ó de los ángulos de 3°, 10^ lo*, 20“, etc.; y 
las ordenadü’s 1 .. .1 ,, 2 .. .2 ,, .3. . .3 , ,  etc., serán evidentemente ianalos á 
los cosenos de los mismos ángulos, meno.s la parte constante C .. 6" igual al 
seno de 60*, complemento de 30“, mitad del arco que la cuerda CD subien­
do, ó al coseno del mismo arco,

Ahora si se imagina el arco BCO dividido en otros arcos Iguales á 1', 5', 
10', lo ', 30', e tc., ó á r ,  es fácil comprender que las coordenadas corres­
pondientes á lodos los puntos de división se olitienen como anteriormente.

Las coordenadas así obtenidas para el radio-unidad, h.ibrá que multipli­
carlas en cada caso por el radio dado. Para evitar en gran parte estos cálcu­
los, se ha determinado una série de valores trigonométricos de las abeisas y 
ordenadas para los radios representados por ios números dígitos 1, 2, 3, •*, 
5, 6, 7, 8, 9 y sus múltiplos.



Esta tabla presentada así, dará en yeneral sin ningún edículo en m u- 
•cliísimos casos, los valores do las coordenadas, aunque cada una de l^s nue­
ve cifras que figuran ó la cabeza y al pié de las columnas, esté seguida de 
uno 6 más ceros; puesto que no hay más que correr la coma otros lautos lu­
gares hácia la derecha, como ceros le acompañan, según veremos al tratar 
de BU uso y aplicación. Tal es la composición de la tabla primera.
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Disposición.—La tabla, miradas cada dos páginas, que llamaremos p'e- 
melas, están divididas.en diez columnas. La casilla lateral de la izquierda 
contiene Ja graduación de los arcos por incrementos de 5' en b' desde 0 á 
10®; de 10' en 10' liasta 20"; de 30' en 30' hasta 40® y de í" en 1® hasta los 
90 grados: siguen á continuación las nueve casillas que presentan con siete 
cifras decimales los valores délas abscisas y de las correspondiente.s ordenadas.

Para facilitar más su frecuente uso y presentar al primer golpe de vista 
la más sencilla disposición, tanto los incrementos de ios arcos como los v.i- 
lores respectivos de coordenadas, se han puesto á la cabeza el nombre de 
ABSCISAS y al pié el de o r d e n a d a s , que se corresponden vertical y l) >rizonlal- 
mente con la numerítcion de los guarismos que figuran á la cabeza y al pié 
de las casillas, que se refieren á los radios, y la graduación de los ángulos 
€n la primera casilla titulada in c r e m e n t o s  d e i . a r c o ; pero se lian dividido en 
dos partes iguales con una línea doble todas las columnas: de m.anera que 
en la mitad superior de cada dos página«se hallan las abscisas, y en la otra 
mitad inferior se encuentran las ordenadas por su órden correlativo.

133.—Uso y aplicación .—En cuanto al uso y aplicación es sum.Tmenle 
fácil. Sea, por ejemplo, una curva de 600 metros de radio que , después de 
fijar los punto.« de tangencia y el vértice como ya hemos dicho repelidas ve­
ces, se trata de replantear marcando cuantos punios inlermedios se puedan 
desear, equidistantes entre sí. Para esto la elección de la primera abscisa, ya se 
tome sobre la tangente ó sobre una cuerda paralela, dependerá de la distancia á 

se quieran obtener los puntos de la curva, y será próximamente igual á la 
longitud del arco á que corresponde la ordenada bajada desde su extremo.



* Si se supone que los puntos se han de fijar sobre el arco de 30' en 30', se- 
busca en la columna vertical que corresponde al radio 6, señalada con este 
número y sobre la horizontal que marcan los 30' en la casilla del incremento 
del arco, se tendrá e! valor de la primera abscisa, corriendo la coma dos lu­
gares á la derecha, puesto que el radio es de 600 m etros, y será Smj236: 
del mismo modo se hallará eu la misma columna y eo la horizontal correspon­
diente á 1° O'el seguodoincremento, y así sucesivamente para 1“30', 2% 2* 30'^ 
3% 3'̂  30', e tc., quedarán losdislancias 10^,47, 15m,70, 20n>,9i, etc. Esta» 
distancias se marcan sobre la tangente OY á partir del punto O de con­
tacto, y serán 0 . . .1 ',  0 . . .2 ',  0 . . . 3 ',  0 . . .4 ',  etc. En los puntos 1', 2 ', 3', 
4 ', e tc., se elevan las perpendiculares 2. . .2 ',  3 .. .3’, etc., res­
pectivamente igualesá 0® ,023... 0m ,091... 0m ,205... 0m,365 que son los 
valores de las ordenadas; cuyos valores se hallan en la parte inferior de la mis­
ma columna corre-jpondiente á lasorclenadas y enfrente de30', 1*- 30', 2%etc., 
sobre las respectivas horizontales que parten de la casilla de los incrementos del 
arco, déla misma manera que hemos dicho con relación .1 las abscisas.

Si se opera igualmente sobre la tangen (e en el otro extremo del arco 
BCO, quedará este completamente replanteado.

^34.—TABLA SEGUNDA.—Coordenadas del círculo y de la elipse.
Supongamos que se ha trazado sobre el eje mayor AB de una elipse, to­
mado como diámetro, la semi-circuiiforencia AOCB (fig. o3), y sobre eJ eje 
menor ab el semi-círculo aO'&.

Hornos visto (núm. 44), que los círculos descritos sobre los ejes, quedan 
uno inscrito y otro circunscrito. Y como la expresión de la elipse ora (fór. 57') 
la del círculo trazado con e! radio r  =  o, será y'* =s a* — cc*.

Comparando miembro á miembro estas dos ecuaciones, tendremos 
y ‘‘ ; y'» : : a® : 6 bien y  : y' :: b : a.

Esta proporción demuestra que las ordenadas de la elipse y  las de los 
circuios inscrito y  circunscrito, son proporcionales á los semi-cjes: por lo 

tanto puede servir para trazar la curva eliplica solo con hallar cuartas pro­
porcionales á los semi-ejes y  á cada ordenada del circulo descrito con uno 
de ellos como radio.

Así, si y’ representa el seml-eje mayor OX =  XB, será el radio del semi­
círculo AOCB cuyo diámetro es AB; y la proporción anterior nos da la 

. y  b
ecuación “ ; =  —; es decir: la ordenada de la elipse, es á la ordenada det y  a ‘
semi-circulo descrito sobre el eje primero, como el eje menor es al ejemoyor.

Las coordenadas de la tabla segunda se pueden calcular por la expresión 
general {núm. 27), á del círculo {fór. 47), cuando el origen de las coorde­
nadas se coloca en el extremo de un diámetro con relación á la tangente en 
este punto; cuya fórmula es r* =  (a? — r)* -h y*; de donde se deduce el va­
lor de la ordenada sustituyendo el radio a en vez de r, y será

y =  a  — \ /a *  —
La ecuación de la elipse referida á la tangente en el vértice del eje me­

164

nor se convierte en y =  6 — —
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Todavía subsiste la proporcioa arriba indicada que nos hace ver clara- 

a
■mente la igualdad ií. =  —, de donde proviene la fórmula 

y' -

•(102) y = -*/':a

la cual nos dice : para o&íener la ordenada de una elipse cuyos ejes son co­
nocidos, se muUipUca la ordenada del circulo descrito sobre el eje mayor

como diàmetro por la relación — ; siendo y =  b —  — l/a *  — 03* valor 
‘ a a

de la ordenada en la ecuación de la tangente en el vértice O' del eje menor
de la elipse. La ecuación de esta curva referida á la tangente BZ en uno de los

vértices del eje mayor por ejemplo en B, seráy =  a  — — ¡c’ , y des­

de luego hará conocer del misino modo la fórmula

(103) a , 
y = j y ' ;

es decir, que se puede hallar ía ordenada de una elipse, dados los ejes, 
multiplicando la ordenada del circulo dcscrifo sofera el eje menor como diá­

metro por la relación —. Cuando se trate de las aplicaciones haremos obser- 
fe

var que si hay que trazar un cuarto de elipse ta l, como el arco ellplico 
Afe...cO' se puede efectuar bien la parte O'h del arco por medio de la tan­
gente tirada desde el vértice O'; pero se llega á cierto punto en que ya los 
elementos que constituyen la curva elíptica se presenta con tal oblicuidad á 
la dirección de las ordenadas que, por este procedimiento, casi es imposible 
lijar con precisión los puntos cuanto más se aproximan al vértice A. En este 
caso es indispensable el lomar por eje de abscisas la tangente en A.

De aquí se deduce que, tanto con relación al círculo como respecto do la 
elipse, nada más fácil que, conociendo la flecha, trazar estas curvas por 
medio de las cuerda.s sub-tendentes.

Para esto, se calculará la ordenada, y se multiplicará la que representa y'

<lel círculo de radio a  ó fe por la correspondiente relación — ó—, según que se

opera sobre la tangente lirada ya por el vértice O', ya por la otra que parte 
del extremo B, y restando la ordenada así obtenida de la flecha dada que lla­
maremos f  y será respectivamente en uno ü otro caso- V f

y —  f ~ - ya
ó bien v =  f - j V -

Volviendo á la construcción de la tabla segunda, solo nos resta decir 
<jue se ha calculado por la {fór, 47) arriba indicada, que nos da el valor 
y =  r  —/ r *  — ®*, para la cuarta parle de la circunferencia que tiene la 
unidad por radio , por incrementos constantes de las abscisas de 1 en i mi­
lésima , desde O hasta 0m,999j y de 1 en i diezmilésima hasta 1®,000: 
«iendo igualmente aplicables á las coordenadas de la elipse.
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Sustituyendo los valores de r  =  I y de la primera abcisa x  =  0,001 eu la 

fórmula que precede, tendremos y =  i — — 0,001®.
Las coordenadas obtenidas asi para el railio-iinidad, liay que multiplicar­

las en cada caso por el valor del radio dado, como veremos luego al ocupar­
nos de su uso y aplicación.

D isposición.—En cuanto á la tabla segunda, cada pdgina se divide en 
ocho columnas y está dispuesta de manera que las casillas impares contienen 
los valores trigonométricos de las abscisas, y en frente de -estas en las colum­
nas pares se encuentran los de las ordenadas correspondientes; calculadas 
con 6 decimales por la (fór. 47) ya citada, y por incrementos de las abscisas 
de milímetro en milímetro, á excepción de las últimas que varían de diez- 
milésima en diezmilésima.

135.—Uso y aplicación para hallar las coordenadas del circu lo .—
Las coordenadas de un círculo de radio dado R , se obtienen multiplicando 
por él las abscisas y ordenadas de la tabla segunda : el radio conocido ft, ó 
todo número que le multiplique 6 divida exactamente puede tomarse como 
primera abscisa; y ,  una vez adoptada, las demás quedarán determinadas: 
esto es, que se obtendrán todas las ordenadas igualmente espagadas entre 
sí, puesto que e! incremento siempre será igual á la primera abscisa.

Ejemplo. —Como uso y aplicación determinaremos las coordenadas de 
un arco circular de 100 metros de radio. Según hemos dicho arriba se 
puede lomar esto número como primera abscisa y lo mismo todo múltiplo 6 
sub-múltiplo de él.

A.«í, por ejemplo, si se elige por primera abscisa Sm ,00, para hallar la 
ordenada correspondiente, divídase esla abscisa ó su valor 5®,00 por el ra­
dio, que nos da el cociente 0»,0o; búsquese este en la columna de las abs­
cisas de la laida, y enfrente de ella, en la casilla de las ordenadas, se ha­
llará la que corresponde, y será Om,001251; multipliqúese por R =  100, y se 
tendrá la ordenada 0in,i2ol correspondiente á la abscisa ora ,00 dada.

La ordenada que corresponde ai incremento ó abscisa l(ra,00 inmediata 
siguiente, so obtiene del mismo modo que en el caso anterior. 116 aquí las 
diez primeras coordenadas para trazar un arco de círculo de 100 metros de 
radio, que hemos tomado por ejemplo, siendo la primera abscisa o ! =  5, ten­
dremos lüs incrementos de

X  — <

5ra,00 
10 00

00
00
00
00
00
00
0000

y los de las ordenadas serán ij =<

Ora,1251
0 5013
1 1314
2 0204
3 173»
4 6061 
6 3250 
8 3481

10 6972 
13 3975

Aunque en la práctica no se aproximan los resultados finales más que has­
ta milímetros solamente, hemos tomado todas las cuatro cifras decimales que 
Bos da la tabla para mayor exactitud.

1



136.—Uso y aplicación para obtener las coordenadas de la elipse.—
Para el replanteo de arcos elípticos cuando los ejes son conocidos, ya he­
mos dicho que no había más que multiplicar las ordenadas del círculo des­
crito sobre el eje mayor, tomado como diámetro, por la relación entre el eje 
menor y el mayor.

Siendo a el semi-eje mayor de la elipse y 6 el semi-eje menor de la mis­
ma, representando por y' la ordenada del círculo de radio a , calculada por 
la segunda tabla, la ordenada y de la elipse correspondiente á la misma abs­
cisa se obtiene por la fórmula (i02).

Pero todavía es más conveniente no hacer uso de las ordenados del circu­
lo; en este caso, para obtener las ordenadas de la elipse por medio de la ta­
bla segunda de radio i sin necesidad de calcular las ordenadas del círculo 
de radio a , se multiplican las ordenadas de esta tabla por b , que es el semi­
eje menor de la elipse. Üe suerte que la ordenada y cuyo semi-eje menor 
es 6, tendrá por valor la expresión 
(lOí) y =  y ' 'x b - ,
siendo y"  no la ordenada del círculo de radio u ,  sino más bien la ordenada 
de la labia cuyo radio sabemos que es r  =  1.

Para demostrarlo, recordaremos que para hallar por la tabla la ordenada 
de un circulo de radio o, era necesario multiplicar y' por el valor de este ra­
dio; cuya ordenada estará representada por la expresión 
(Hü) y =  y ” x a .

Luego la ordenada de la elipse será y  =  (y” X  al —; de donde resulta la

fórmula (104). expresión muy sencilla por medio de la cual se hallan las or­
denadas de una elipse rápidamente y sin mas dificultad que las de uu círculo, 
cuali]uiera quesea su radio.

Así, de las expresiones (102 y 103), y de las (104 y 10o), se deducen dos 
modos diferentes para calcular el valor de y. Ahora aplicaremos sucesiva­
mente uno y otro á un mismo ejemplo; y veremos como ambos conducen 
también á un mismo resultado.

E jem plo .—Hallar las coordenadas de una elipse cuyo semi-eje mayor es
de 43«n,7o, y el semi-éjft menor de lomjTS.

Determinaremos por el sistema ya conocido las onlenadas del circulo de 
radio a =  43«" ,73. Se puede elegir el número que mejor convenga para pri­
mera abscisa ó el que sea más cómodo para hallar las demás con mayor apro­
ximación. „ V  /

En efecto, si se multiplica por 0 ,08. se obtiene 3m,o0, número más 
conveniente bajo todos conceptos. Por manera que si queremos hallar las or 
denadas correspondientes á las cuatro primeras, tendremos que siendo el in­
cremento igual á 3“ ,30, resulta que á cada nuevo valor de
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05 =

3ra ,50 
7 00 

hO 50 
ii4 (;0 
17 50 
21 00

el de la respectiva ordenada será y ' =

Ora,4402 
10 5636 

1 2787 
,2  3004 
3 6525 

.5 3693



Las ordenadas de la elipse correspondientes á las mismas abscisas de ar­
riba, se obtienen multiplicando los valores que sucesivamente va tomando 

13 75
’ 0,36 entre el semí-ejemenor y el mayor de la elip-
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w' por la relación
43,75

se , y tendremos que
3m,50 
7 00

para 05=; las correspondientes ordenadas son
/ l7  70 
'21 00

y =

Ora ,0505 
0 2029
0 4603 
0 8281
1 3149 
1 9330

Hallando directamente las ordenadas do la elipse, sin las intermediarias 
del círculo de radio a =  43“ ,75 que no hay necesidad de conocer; supo­
niendo los mismos datos que en el ejemplo precedente, y tomando por pri­
mera abscisa 3,50 que representa el incremento, solo habrá que buscar en 
la tabla las ordenadas correspondientes á los incrementos de la abscisa, para 
cada valor que sucesivamente va tomando

cc =

3“  ,50 
7 00 

10 50 
| i 4  00 
17 50 

\21 00

el de la respectiva ordenada será y ' =

0“ ,003205 
0 012883 
0 029227 
0 052583 
0 083485 
0 122731

Ahora para obtener las ordenadas de la elipse correspondientes á las seis 
abscisas de arriba , se multiplican ios valores de y' por el del eje menor; esto 
es, las ordenadas del círculo que nos da la tabla multiplicándolas á la vez 
por el eje menor, de donde resulta;

X  —

3“ ,50 
00 
50 00 
50 
00

7
MO
|Í4
17
2̂1

y'  =

0m,1505 
0 2029
0 4603 
0 8281
1 3149
1 9330

cuyos valores son idénticos á los hallados en el primer caso.
Conviene observar que las ordenadas determinadas así, son las que se ob­

tendrían si se resolviese la cuestión por la {fór. 57); es decir, sí se dedujese 
por laecuacíon déla elipse con relación á la tangente en el vértice ó extremo del

b / _______eje m enor, cuya expresión es y =  o ------ i / / , s __ .
a '

Si se hubiese de trazar el cuarto de elipse BnO' {ftg. 53) únicamente por 
la tangente ZZ' en el extremo O' del eje menor, se marcarán sobre ella las 
distancias 0 ’a5, O'a;', 0'a>", O'm, etc., respeclívamenté iguales á los valores
3,50.. .7 ,00 .. .10,50.. .1 4 ,0 0 ... e tc .; en los diferentes puntos así obtenidos, 
se elevarán las perpendiculares xy  , x ' y ' , x ”y'', m n . . . etc. , que serán las 
ordenadas correspondientes, cuyos valores 0,0505. ..0 ,2029 .. .0 ,4603... 
0,8281.. . e t c s e  determinaron arriba, y así sucesivamente se continuará 
hasta el punto Z que será el limite de las abscisas.

Para trazar el mismo cuarto de elipse, tomando por eje de abeisas el 
mayor AB, bastará restar los valores de las ordenadas xy , x ' y ' . .  .m n , etc.,



del semi-eje menor O'X =  13“  ,75 para obtener las correspondientes á las 
abscisas tomadas sobre el eje mayor: así, por ejemplo, O'X — mrv =  bn; ó 
bien 15,73 — 0,R281 =  14,9219; y así continuamente se demuestra de una 
manera general que las ordenadas de una elipse calculadas por la {fór. 57) 
que se reliere á la tangente en el vértice de uno de los ejes, y por medio de 
la tabla primera, se obtienen las respectivas ordenadas elevadas en los pun­
tos é que corresponden las abscisas tomadas sobre la cuerda paralela á la 
tangente, restando el valor de cada ordenada hallada , del de la flecha, si es 
un arco elíptico el que se trata de replantear, ó del semi-cje si es un cuar­
to de elipse. De modo que, según el (niím. 130) las ordenadas referidas 
á Ta cuerda paralela á la tangente en el vértice del arco, son complemen­
tarias.

Para trazar una elipse sobre el papel existen muchos procedimientos; 
aunque ya hemos indicado alguno al tratar de esta curva en la segunda sec­
ción de este tratado; siu embargo, vamos á ocuparnos de uno que es suma­
mente fácil, fundado en los mismos principios admitidos a! aplicar la segunda 
tabla al trazado de los arcos elípticos sobre el terreno.

Sean AX y XO' los semi-ejes de la elipse {(ig. 53). Desde el punto X 
como centro y con los radios XO y XO', se trazarán los dos cuadrantes de 
círculo AO y oO', que se dividen en un mismo número de partes iguales. 
Esto se consigue muy sencillamente , puesto que 1os dos arcos son concén­
tricos y la división es la misma; y por consiguiente se hace coincidir el cen­
tro de un trasportador con el punto X, de manera que los ejes AX y XO' pro­
longados cubran los puntos 0 y 90® del cuadrante: en esta posición el tras- 
portador, se marcarán sobre el papel por arriba ó por debajo del arco AOlos 
puntos de la división que se haya adoptado, señalándolos con un pequeño 
trazo sobre los dos arcos concéntricos, sin necesidad de tirar las líneas radi­
cales. Ahora tirando por cada uno de los puntos de división de los arcos AO y 
«O' las rectas paralelas respectivamente á los semi-ejes, Jas intersecciones 
de aquellas serán otros tantos puntos que marcan el cuarto de la elipse. De 
este modo se puede trazar cualquier arco elíptico sobre el papel siguiendo el 
mismo procedimiento.

137,_TABLA TERCERA. Coordenadas de la  parábola.— Sea el
arco de la pirábola TOT’ (fig . 54)qiie según hemos visto (núm. 55) tiene 
por expresión y* =  2px; siendo la única que se emplea para esta curva. Por 
la fórmula (70) de la parábola referida á su vértice, en donde el eje de la 
sección la divide en dos ramas simétricas, se deduce que el valor de cada 
una de estas ramas e s f j^ = p x ; d e  consiguiente, el de la ordenada y*, será

i 69

!/ — l/pcc.
Si se supone Ob, =  x . será b,b =  y ; es decir, que las abscisas se toman 

sobre el eje y las ordenadas correspondientes serán perpendiculares al mis­
mo eje.

Pero si se cuentan las abscisas á partir del vértice O , como origen de co­
ordenadas, sobre la tangente OY' perpendicular ai eje OX, las ordenadas se­
rán paralelas al mismo, siendo Ob' la abscisa, y b'b la ordenada.

Observaremos que bb, =  Ob' y Ob, =  bb'; luego en la ecuación y* = p »



n o 1
se puede cambiar y por 03, y se tendrá para la expresión ele la parábola re­
ferida á la tangente en el vértice la ecuación cc® =  p y ; de donde

(106)
P ‘

expresión muy sencilla y desembarazada del radical.

F ig .  5 4 .
'V V"

D isposición.— Se lia dividido cada página en odio casillas: las abscisas 
están en las columnas impares y enfronte de ellas se hallan en las casillas 
pares las correspondientes ordenadas; calculadas unas y otras por la expresión 

2
y  =■— que, siendo p =  1, se convierte en y =  cc*.

Por medio de esta fórmula se han calculado las ordenadas de la tabla 
tercera en función del parámetro-unidad, y por incrementos de las abs­
cisas (le una en una diozmilósíina desdo O á 0m,013: de cinco en cinco 
die/.müésimas basta 0‘n,0-í6; de una en una clieziniiésíma iiasía O™,22; y 
de dos en dos milésimas hasta 0“ ,3O.

oD" j íSiendo v =  —  el valor de la ordenada de la tabla, otra ordenada cual-
. . ,

quiera y ' correspondiente á la misma abscisa x  de una parábola, cuyo para­

metro sea p’ tendrá por expresión y ' =  —.
P

Si se dividen miembro á miembro esta ecuación y la precedente, ten- 
rireuios

(107) P

1
Como p =  1 se tiene y' — x  y ; es decir, que para obtener por me­

dio de la tabla una ordenada de la parábola cuyo parámetro es p ' y



para una abscisa cc coQteoula eu iliclia tabla, basta niulliplicar y por 

la relación -Í-.

La ventaja de operar por la tangente ,^e  ve claramente , y la inspección 
de la ifig. 54) basta para hacerla resaltar á primera vista.

También se comprende que Inordenada nc, perpendicular d la cnerda 
//■, no es otra cosa que la diferencia entre la flecbaOX y la onlenada c'c, y la 
abscisa X» será igual á cc j: luego conocida la flecha de una curva parabólica 
se obtendrán las ordenadas perpendiculares á la cuerda, restando de la flecha 
las ordenadas de la tabla. De donde podemos concluir que, por me.tio de 
la tabla tercera, se podrá trazar fácil é inmediatamente todo arco de parábo­
la, ya sea por la tangente ó por la cuerda, dado el parámelro.

138,—Uso y aplicación.— El uso y apHcacioude la misma tabla es muy 
sencillo. Para obtener las ordenadas de una parábola cuyo par-irnetro es co­
nocido , la príineia operación que liay que hacer, consisto en dividir el pará­
melro 1 por el número que represente el parámetro dailoj buscando en las 
columnas de las abscisas los incrementos de ellas, que caila uno de los cuales 
será igual á la primera abscisa elegida, y después multiplicando las ordenadas 
correspondientes que contiene dicha tabla por la relación entre el parámetro* 
unidad y el dado en cada caso.

Ejem plo.—Supongamos que se trata del replanteo de una parábola, cuyo 
parámetro es de üO metros por incrementos de las abscisas de 20 en 20 me­
tros.

Según hemos visto arriba, para obtener las ordenadas correspondientes 
por medio de la tabla qiie tiene por parámetro la unidad, lo primero que 
debe hacerse es, dividir este parámelro por el dado; buscar después en la 
casilla de las abscisas los números 20, 40, 60, etc., y multiplicar las orde­

nadas correspondientes á estos incrementos por la relación ^  =  0,02.

Mas como los valores de las abscisas do la tabla se han calculado, se­
gún hemos dicho al indicar su disposición, por iticreineulos de una en 
una diezmilésima, resulta que son 10000 veces menores que las que he­
mos elegido ahora, y las ordenadas correspondientes se encuentran en la 
misma relación; por consiguiente habrá que multiplicar ante lodo los valores 
de las abscisas y ordenadas de la tabla por la cantidad de lüOOO , sm que 
por esto se altere su correspondencia recíproca, puesto que (Arit. y Alg.),

toda relación ó igualdad y =  — no varía multiplicandoódividiendo sus tér­

minos ó miembros por una misma cantidad; luego tendremos que, para los 
incrementos de
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20
40
60
80

100

los de las ordenadas correspondientes son y =

0,0400 
0,1600 
0,3600 
0,6 400 
1,0000

Ahora para hallar las ordenadas que se buscan habrá que multiplicar
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cada uno do los valores de y por la relación — =  0,02 entre los parámetros,
50

y tendremos por el mismo órden
20 
40

03 = 1  60 
/ 80 
MOO

de donde y  ==|

0,0400
0,1600
0,3600
0,6400
1,0000

>X 0,02=<

0,0008
0,0032
0,0072
0.01280,0200

Antes de replantear la parábola per medio de las coordenadas así obteni­
das, se traza ia recta indefinida YY' tangente en el vértice, y sobre ella á 
partir de este pimío se marcan hacia OV' las di.-tancias Oa', Oh', Oc', e tc ., que 
serán respectivamente iguales á los incrementos 20, 40, 00, 80, 100 metros, 
que va tomando la abscisa; en cada uno de los puntos . . . c ' . . .  etc., se
elevan las perpendiculares o’a,6 '6,c 'c,ele., ¡guales en longitud á las ordenadas 
Om,ooOí<; 0m,0032; 0^,0072; etc. Los puntos extremos a . . .  b . . .  c . . .  ele., 
que corresponden á la parábola se señalan con piquetes.

Si nos fijamos bien en la {fig. 54), se comprende desde luego que para 
trazar la curva por la semi-cuerda que une los puntos de tangencia T y T', 
siendo conocida la flecha OX, se obtiene la ordenada en, por ejemplo, cor­
respondiente á la abscisa Xn =  Oc', restando la ordenada c'c de la flecha 
OX =  f, es decir, que en =  f  — c'c, y así para cualquier oiro punto se pue­
den determinar las demás ordenadas, puesto que según hemos visto (núme­
ro 130), las ordenadas tomadas sobre la tangente paralela á una cuerda, son 
complementarias á partir del vértice de la curva.

13 9 .—Consideraciones acerca de las curvas planas.—Habiendo tra­
tado ya en este capítulo de los sistemas de coordenadas para el replanteo de 
curvas circulares con bastante extensión, por ser las que se usan exclusiva­
mente en los trazados do ferro-carriles, y en vista de la descripción anaiflica 
de las curvas planas y de la teoría en que se funda el trazado en general de 
la elipse, de iiipérbola y de la parábola por los sistemas de coordenadas que pre­
ceden, debemos utilizar ahora estos elementos necesarios para su replanteo.

Mas como los sistemas de coordenadas de curvas circulares pueden servir 
también para el trazado de los arcos elípticos, hiperbólicos y parabólicos, con­
sideramos oportuno consignar esta gran ventaja, puesto que en todo caso 
basta multiplicar las abscisas y ordenadas por una relación constante (núme­
ro 134). A excepción de laraiz cuadrada del parámetro, los elementos de la 
parábola también son proporcionales al radio del arco de círculo que une 
dos alineaciones rectas , conocido el ángulo y siendo el radio igual á la nor­
mal de la parábola. Los motivos que pudieran hacer necesario el trazado 
de las curvas de segundo grado, serán los que en los diversos casos particula­
res darán lugar á la investigación de ia relación correspondiente á cada una de 
ellas; por lo tanto, siendo de muy poco uso, no haremos más que indicar el 
procedimiento y las fórmulas reducidas á su íillima expresión, para liailar el 
desarrollo de los arcos por medio del cálculo diferencial é integra!. Pero no 
sucede lo mismo con las curvas parabólicas que además de los arcos de círculo 
son las únicas entre las de segundo grado aplicables en muchos casos á las 
líneas de carreteras y canales.



Es indudable que las alineaciones circulares son generalmente las que 
más se emplean en los trazados de las vías de comunicación ; porque lienen 
la gran ventaja sobre todas las demás de que el radio de curvatura es cons­
tante y su replanteo mucho más fácil, y porque una vez entrado en ella cual­
quier carruaje produce un rozamiento igual en todas sus partes, y el esfuer­
zo de tracción que ejerce el motor durante el movimiento para cambiar de 
dirección y seguir recorriendo toda la serie de puntos, experimenta una re ­
sistencia uniforme; y por consiguiente, los g; slos de explotacion.por el de­
terioro de la vía en alineación curva son menores, y los vebfculos están mé- 
nes espueslos á descarrilamientos ó vuelcos: mientras que los arcos de pará­
bola ofrecen las ventajas de que con ellos so pueden plegar muellísimo los 
trazados en paraji's sinuosos ó muy accidentados, y adaptar su directriz á las 
inflexiones que representan gráficamente las curvas do nivel, á fin de evitar 
los gastos extraordinarios que ocasiona la cnslruccion de las grandes obras 
de fábrica y de movimiento de tierras ; como también la de acercarse mucho 
más al vértice de las alineaciones rectas para unos mismos punios de tangen­
cia comunes á una curva circular y á otra parabólica , y ia de que, crecien­
do el radio de curvatura desde la entrada hasta el vénice de esta última, los 
vehículos entran y salen de ella con mayor facilidad, é insensiblemente se p-isa 
de la alineación recta A la curva ó vice versa; pero en cambio presentan el gra­
ve inconveniente de que variando ei rozamiento ó resistencia que se opone al 
movimiento entre ei mínimo y el máximo correspondiente en razón inversa 
al radio de curvatura que, variando desde laeníradci hasta el vértice, vuelve á 
decrecer con mucha rapidez desde este último punto hasta el de salida.

140.—Replanteo de las curvas parabólicas.— Para el trazado de los 
arcos (le parábola sobre el terreno, se pueden empl(?ar varios medios, ya sean 
iguales 6 desiguales las distancias de los puntos de tangencia al encueuiro de 
las alineaciones rectas. Conocida la posición del eje de las abscisas, el tierii- 
cey el parámetro bay que calcular también los principales elementos para su 
replanteo, entre ellos el radio ucefor y ei de curvatura del punto de contaci'^.

Será aplicable cada procedimiento con preferencia á los demás, seguo los 
casos y circunstancias particulares ó accidentes que ofrezca el terreno en 
cada caso, lo mismo que hemos dicho al tratar de las curvas circulares.

Aunque con relación á las curvas parabólicas se podrían resolver proble­
mas idénticos á los propuestos respecto á la unión de las alineaciones rectas 
por medio de los arcos de círculo, sin embargo, atendiendo al poco uso quo 
se hace de los arcos de parábola, por los muchos inconvenientes que presen­
ta su empleo, nos limitaremos á cuatro problemas de más fácil aplicación y de 
mayor utilidad práctica, que simplifican algún tanto su trabajoso replanlco.

La solución de continuidad que según hemos visto existe entre el circulo, 
la elipse y la hipérbola, y como hay también ia misma solución eiilre los 
sistemas de coordenadas de curvas circulares que pueden aplicarse á la para­
bola , multiplicando por una relación constante las abscisas y ordenadas, va­
mos á ocuparnos de las aplicaciones con relación í  esta última curva.

141.—Problema I .— Conoctdí? el ángulo de dos alineaciones rectos cn - 
lazarlas por medio de un arco de parábola tangente á ellas en puntos equi­
distantes del vértice.
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1
Sea, por ejemplo, el arco de parábola STOT'S' {fig. 55), que está deter­

minado por la condición de sor tangente en T y T', lo mismo que el arco de 
círculo QTOTQ', á las alineaciencs rectas AV y VB (t); cuya parábola tiene 
por eje de abscisas la bisectriz VX del ángulo de las alineaciones AVB, en 
virtud de la posición simétrica de los puntos de tangencia T y T'.

Haciendo aplicación de lo que hemos dicho {núm. 80), tendremos: que 
la distaocia del vértice ú ori^en O de la parábola al vértice V del ángulo do 
las alineaciones, es la mitad de la sub-tangente VD.

En el triángulo rectángulo VDT se tiene que la sub-tangente VD es igual

á la tangente VT x  eos. y la distancia VO también es igual á la tan-

. VT X  icos, a gente ---------^------- ,

L'i abscisa OD es la distmeia VO de! vértice de la parábola al vértice del 
ángulo de las alineaciones; porque el punto O ocupa el medio de la sub-lan- 
genleVD, La ordenada Ti) es la semi-cuerda dcl arco de círculo ó curva 
de enlace.

El 'parámclro, estando el origen do las coordenadas colocado en el vérti­
ce O de la parábola, la ecuación de una de las ramas de esta curva será

= p x .

Para el punto de tangencia T esta expresión nos da TI) * =  p x  OD: 
de donde el valor del parámetro p , se deduce de la expresión

(tos) TD 
' ’ =  W)

Pero la ordenada TD es la semi-cuerda del arco de círculo que une las 
dos alineaciones roelas; luego la abscisa OD es igual, como ya hemos dicho ar­
riba,á la distancia VO dcl vértice del ángulo al vértice ú origende la parábola.

También se puede hallar el parámstro por medio del triángulo TDC, rec­
tángulo en D, que nos da

= 2 C D  =  2T D Iang .-L a =  2VTsen. a tang. a ,

Pero CD es la subnormal; luego esta es igual á la mitad del parámetro. 
Siendo F el foco de la curva parabólica, el radio vector TF, es igual á la

abscisa OD más un cuarto del parámetro; esto es, TF = : OD -t- ^  p.

Se puede obtener el valor del radio vector TF, por medio del triángulo 
VTF, cuyos ángulos V y T son iguales, y tendremos la proporción

TF : VT :: sen. ~  o : sen. a;

( 1 )  T é n g a s e  p r e . - íM ie  f j n c  s e  h a n  t r u n e a d o  l a s  r e c i a s  A V  y  V B ,  c o r a o  s e  v e  o n  l a  f i g ó n ,  
p o r  l o s  p u n t o s  V '  y  V " .



de donde el radio vector se halla JjOI’ la fórmula
m

(109) TF =
tang. VT X  sen.^ a.

sen.«

El radio de curvatura T'L en el punto de tangencia T', se deduce del 
triángulo T'KLrectdngulo en K, construido con lacondicìon de que el ladoT'K 
ha de ser doble del radio vector TT; y por consiguiente formando proporción se 
tiene

T'L : T'K :: sen. T'KL : sen. T'LK =  YT'F =  T'VF =



ó bieD Í76

T'L : 2TT :: i ; sen. 4 - o :

reemplazando el radio vector T'F por su valor, el del radio de curvatu­
ra se deduce de la fórmula

(HO) T'L = seu. a
El radio de curvatura, pues, en el vértice ú origen de la parábala, esigual 

á la mitad del parámetro.

142. —Problem a II.— Fijada la posición de los puntos de contacto equi-^ 
distantes del vértice dcl ángulo que forman las alineaciones rectas, unir­
las con un arco de parábola por medio de las tangentes sucesivas , y  de las 
$ub-tangenles— üe las propiedades de la parábola se deducen varios medios 
para su trazado sobro el terreno; entre ellos se aplican en ciertos caso.s el de 
las langentos y el de las sub-langentes, ya combinados ó bien iniicpendiente- 
menle uno de otro. Indicaremos el procedimiento por las tangentes, y á seguí» 
da el de las sub-tangeotes.

P rim er caso.—Cuando las tangonles principales AV y VB {/ig. 56), cu­
yos puntos Je contacto ya se liallen equidistantes ó desequidistanles del vér­
tice se dividen en tantas parles iguales entre sí como puntos más uno s<̂ quie­
ran obtener , no hay mas que unir lo.s puntos de división correspondientes 
i  y  r ,  2 y  2', 3 y  3', 4 y  4' ,  etc., por medio de rectas, que serán las tangen­
tes secundarias de la parábola.

Hemos visto {núm. 82), que de la ecuación de la tangente á la parábola 
se sigue que una de aquellas rectas tangentes tal como t y I ' por ejemplo, 
puede turnar sucesivamente, girando en ambos sentidos, todas las posiciones 
imaginables, en cada una de las dos ramas, desde ser casi paralela al eje 
hasta llegar á ser perpendicular al mismo. Por consiguiente toda la cuestión 
está reducida á determinar cuántos puntos de contacto se desean de la curva 
que engendra una tangente por el movimiento continuo.

La propiedad de ser diámetro toda paralela al eje en la parábola, facilita 
un medio más sencillo para fijar dichos puntos; porque no habrá más que ti­
rar cuerdas paralelasá las tangentes. En efecto, dada la tangente á que lia 
de ser paralela una cuerda, se tirará esta de modo que lo sea, y la paralela 
al cié que pase por su mitad, dará en su encuentro con la curva el punto de 
contacto. Así, si por el punto O se lira una cuerda paralela á la tangente 
A . . A ' , y otra cuerda paralela á la tangente 6 . .  .6 ', y por el punto medio de 
cada una de ellas, es decir , por r ' y s' se tiran las paralelas rr' y ss' al eje 
de la parábola hos dan por su intersección con las tangentes ios puntos c y d. 
medios que son los de contacto de la curva; del mismo modo se pueden ob­
tener cuando convenga todos los demás puntos de tangencia a ,  6 . . f, etc., 
trazando cuerdas paralelas á las tangentes en cada una de las ramas de la 
curva parabólica labcOdefgV.



Segundo ca so .—La expresión (89) del [núm. 80), hace conocer ta pro­
piedad de que ia sub-tangente es doble de la abscisa del puuto do contacto, 
bien esté referida al eje ó bien á la paralela á la cuerda que une los puntos 
de tangencia: por consiguiente, si se unen entre sí los puntos T y T' de 
contacto, y el medio P 
con el origen ó vértice O, 
la rectaOPseráelcjeque 
ya sabemos que tiene la 
propiedad de ser al mis­
mo tiempo diámetro. La 
rec ta s .. .5 'tirada por el 
vértice O paralela á TT', 
también hemos visto que 
es una de las tangentes; 
uniendo desde luego O 
con lospuQtos 
T y T',e! me­
dio p Hfi OT
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con o , y el punto q mi­
tad de OT' con b', ten­
dremos que el punto b 
medio de?). . .5  y el crtii- 
tad de qb', corresponden 

á las dos ramas déla cur­
va. Del mismo modo las 
rectas »lo y o'n' paralelas 
á OT' OT durian igual­
mente los puntos y c; y 
así sucesivamente para 

lodos los de- 
m ás puntos 
de la curva. 
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1
143 - P ro b le m a  I I I . - M o  el ángulo de las tangentes principales y la 

vosicion de los puntos de contacto de la paràbola desequidistantes del verti­
ce, unirlas por medio de un arco tramdo por el sistema de intersecciones. 
Casos aue se presentan.

Para la resolución de este problema pueden presentarse cuatro casos, 
cualquiera que sea la relación de las distancias del vértice del ángulo á lo. 
nuntos de tansencia : 1 Por intersecciones de las rectas paralelas al ej 
I  de los diámetros con las cuerdas que. partiendo del ^
de tangencia, dan cuantos puntos se quieran de la curva parabólica. 2. P 
la intersección de ios radios vectores correspondientes con las tangentes suces - 
vas. 3.° Por intersecciones de los radios vectores entre si. 4. 1 or la intersec­
ción de las tangentes con los radios vectores infinitos.

P rim er c a s o .-P o r  intersecciones de las rectas paralelas al eje con w  sisíc- 
m» de cuerdas que parten del vértice ó de los puntos de 
mos que se desea unir las alineaciones rectas AV y VB (/¡fl. S ,), por med 
T u o  arco de parábola tangente, á ellas en los puntos T y T' desequid.staote. 
del vértice V del ángulo. Desde el punto de contacto T por ejemplo, trácese 
una perpendicular T y P una paralela TQ al eje VX. Constrúyase el ree 
«uio OPTO, V divídanse los lados PT y TQ en tantas partes iguales entre sí. 
L s  una , como puntos se quieran obtener sobre la rama de la curva, á par 
tir desde el origen O basta el punto de tangencia T; únanse los puntos de di­
visión i . 2 . . .  3 . . .  4 .. • e tc . , con el vértice O , y en los otros puutos 1 , 
2' 3' 4' etc. : levántense perpendiculares á la recta PT ; y las intersecciones 
que ¡e deben marcar sobre el terreno, á partir del vértice, por las séries 
de piquetes que señalan las letras a , b ,  c, d, etc., corresponden al arco de 
la curva; porque según liemos visto {núm. 83), dividiendo en '^■ta'ies cada 
uno de los ángulos ia l '.  2ft2', 3c3', 4d4', etc . que forman los sistema de 
cuerdas, y las paralelas ai eje tiradas por el punto de conlaclo (num. 94 , se. 
consideran como diámetros ; las rectas que lo hagan, serán otras tantas tan­
gentes que se pueden trazar en los puntos a, &, c, d , e tc ., determinados po
las intersecciones sobre la curva. marmi­

s i los accidentes del terreno ú otras circunstancias especiales no perm 
tieran estal.lecer la recta PT, podría servirse de la recta MN " do cua qui 
otra paralela RS,etc., porque todas quedarían divididas en partes ^8«' . .
tal caso por los puntos de división de la recta perpendicular al eje e t rar,a 
los diámetros que cada uno de ellos formaría con la cuerda OT un ángulo 
constante é igual á TOP por alternos internos entre paralelas

Por una razón análoga se emplearán los sistemas de cuerdas que parte 
de los puntos de contacto de las tangentes principales para trazar una para­
bola sobre el terreno, lo mismo que en el papel, conociendo el eje de ansci
sas y las ordenadas correspondientes.

Para esto se dividirá la abscisa ON. por ejemplo, tomada sobre el eje en tan 
tas partes más una como puntos se quieran señalar en cada rama, y en el mis 
número de partes iguales entre sí la coordenada NT' y Nfl: por loa 
Vision de estas, tírense paralelas ind-ifinidas alejeOX; y par a marcar la 
Oadg, se trazan á partir de! punto de tangencia T'. por todos los de la d i visi 
de la abscisa ON, las rectas prolongadas que corlarán las paralelas; y P
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tos de intersección serán los que marcan el arco de la parábola. Operando del 
mismo modo y tirando cuerdas á partir del punto g de contacto, se lijará la otra 
rama Oí 'T ' á causa de la simetría de la curva. Pero si las ramas no fuesen si. 
métricas, es decir, si los puntos de tangencia estuviesen desequidistantesdel vér­
tice , como sucede en la (fig. 57) que nos ocupa, habría que hacer las mismas 
operaciones sobre la abscisa OP y la doble ordenada TP para determinar el arco 
mayor OadT, según hemos dicho arriba con el menor, acerca de la doble or­
denada T'N y de la abscisa ON tomada sobre el mismo eje de la parábola.

Segundo caso.—Por la intersección de los radios vectores con las ton^e«- 
íes.—Determinada la posición del foco F , conocido el parámetro (núm. 141).

por ser OF =  -^  p, y levantando en O la perpendicular al e je ,  la recta QY

será el lugar geométrico que contendrá los píés de las perpendiculares lirn- 
-das desde el foco á las tangentes. De modo que, si desdo F se lira una
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lecla cualquiera F r , la perpendicular Err' á este en r ,  es la tangente 
que tiene en r 'e l  punto do contacto; pero en la parábola un radio vector 
ta l , como Fr', del punto de tangencia, es igual á la distancia EF del pié de’ 
la tangente, luego los des triángulos ErF y Frr' rectángulos en r ,  son igua­
le s : de donde, ángulo EFr =  rF r'. Por consiguiente, si haciendo estaciom 
en el foco F se liran las rectas Fr y F r ' y se miden los ángulos de manera 
que r'FE =  2rFE , y en el punto r  marcado sobre QY so levanta r r ’ perpen­
dicular üi radio vector Fr, el punto de intersección r' del radio F r' con la 
perpendicular r i ' ,  es un punto de la curva. Si se repite la misma operación, 
se pueden obtener los demás puntos de intersección que se quieran sobre el 
arco parabólico.

Conviene elegir de antemano los puntes m, n, r, s, l, etc., equidistantes y 
próximos entre sí, para que los que se quieran obtener tales, como in', n', 
r ' ,  i', etc., resulten á distancias, sino iguales, tanto menores cuanto ma­
yor sea el radio de curvatura de ios puntos de tangencia de la parábola.

Tercer caso .—Por intersecciones de los radios vectoresenlre^ si. De la 
propiedad enuuciada (núm. 38), de que lodos los puntos de la parábola equi­
distan del foco y de la directriz, se infiere el medio de trazarla por intersec­
ciones de los radios vectores. Así, pues, si para (¡jar el piquete d, por ejem­
plo, trazada la directriz CH, la recta ?d ' perpendicular á la tangente dE y los 
radios vectores para un punto d, serian Fd y dd' ; de donde resulta que los 
triángulos rectángulos EFí é tFd son iguales, y por consiguiente nos dan; án­
gulo iFE =  ¿F i; aiiora bien , si se dirige la visual Fd' que forme con el eje 
FV un ángulo cualquiera VFd' de modo que la recta que uniese los puntos 
F y d , formaría un ángulo doble tal como EFd, y si en e! punto d' <lc la di­
rectriz se traza una paralela d'd al eje, el punto de iutcrscccion d correspon 
de á la curva. Lo nii.̂ mo que en el caso precedente, conviene que los pun­
tos a, b, c, d, e le ., se bailen equidistantes.

Cuarto caso .—Por la intersección de las tangentes con los radios vecto­
res infinitos.— Si se tira por F una recta Fd, corlará á la directriz CU en el 
punto d', y al lugar geométrico de los piós de las perpendiculares á lascan- 
gentes en i: levantando e.n este punto la recta id perpendicular á ¡T, y en 
d' se traza la paralela d'd al eje, aquella será tangente á la curva, y e>ta 
pasará por el punto de contacto; por lo tanto, el punto d común á ambas, 
que es el de la tangencia , pertenece á la curva.

Con el fin de que los puntos queden á una distancia inversamente propor­
cional al radio de curvatura de los puntos de contacto do las tangentes pnu- 
cipales, para abreviar las operaciones y evitar errores, será conveniente qua 
después de establecer la directriz Cn y el eje de ordenadas OY en el vértice 
de la curva , lomar sobre la directriz la parto D/t' =  PT, determinar el purr 
to K de la intersección de F/i' y QY, divi<liendo las porciones DA' y OKeo u 
mismo número de partes iguales n -h 1; siendo n el de los punios q u e ^  
quieren establecer; desde luego los puntos de división correspondientes, ta 
como i y d', son los de estación para marcar sobre la corva el que se relier 
á d. Este medio tiene la ventaja, comparado con les que proceden, de que

^ € s  de absoluta necesidad el instrumento para mcdirlosángulossobrcol terrer. •
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1 4 4 .—Problem a IV .—Unir con «no curva parabólica dos alineaciones 
vedas por medio de los sistemas de coordenadas.— Supongamos que se trate 
de enlazar dos alineaciones rectas AY y VB {fig. 38)  ̂ que forman entre sí un 
ángulo de 33* 40' por un arco de parábola ATOT'B tangente á ellas en los 
punios T y T ' equidistantes 140® del vértice V.

Dos medios se presentan para la resolución de este problema: 1 .* Por in­
crementos constantes de las abscisas. 2,® Por incrementos constantes de las 
■ordenadas.

F i g .  5 8 .
V
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Prim er caso .—Por tncrc- 
■mentos de las abscisas.— Va 
sella dicho (mim. 137), que 
la ecuación de la parábola re­
ferida á su eje y ai vértice, es 
y®=2po!; que nos da el valor 
y  =  2px\ cuyo paráme­
tro p, así como la dis­
tancia del vértice al 
déla curva, sededu- 
ce de lo expuesto en 
el («úm. 141); sustl- 
luyendoen la expre­
sión

VO =  - ^  VT eos. —  a

el valor de VT =  140® yelde

- ^ 0  =  17® 50' tendremos que

la distancia desde el vértice del 
ángulo al vértice de la curva, 

aproximado á milí­
metros nos da YO =  
6b® ,637. Del mismo 
modo si se sustituye 
en la ecuación

1 1
p:=9YT8eD.-ja lang.-^a



ICm ,610
23 488
28 768
33 211
37 134
40 582
42 872

la longitud de la tangente y la graduación del ángulo nos da el valor del pa­
rámetro p —  27m,o86 aproximado á milímetros.

Si aliora se calculan las ordenadas en función de los incrementos cons- 
tanles de la abscisa, y haciendo sucesivamente x  =  10, 20,30,40, etc., ten­
dremos que

10m,00 
20 

'30
para x  = {  40 los de las ordenenadas serán rj =

,50 
60

,66,64
.Marcando sobre el eje de las abscisas las longitudes contadas desde el 

origen de la parábola por incrementos constantes de 10 en 10 metros; levan­
tando en los puntos señalados las ordenadas, y íljando en ellas con piquetes á 
uno y otro lado del eje Jas distancias correspondientes que representan los 
valores positivos y negativos de las ordenadas y', y" , etc., quedará determi­
nada la traza de la curva parabólica sobre el terreno.

Si las ordenadas fuesen demasiado grandes, como la dd, por ejemplo, en 
tal caso convendrá trazar por el punto anterior c la recta o'x ' paralela al eje 
VX que biseca el ángulo, y lo mismo la curva, dividiéndola en dos ramas si­
métricas, y referir á o 'x ' las abscisas y ordenadas siguientes: el punto d se 
determinará por medio de las distancias cd" y dd", que serán cd"= O d, — Oc, 
y dd" =  ddj — cc,; sustituyendo las cantidades de los segundos miembros 
por los valores numéricos que preceden, nos dan cd" — 40 — 30, y dd" =  
33,211 — 28,768: y así sucesivamente para los demás punios de la rama 
A T.. .aO de la parábola. Del mismo modo y con las mismas coordenadas se 
replantea la otra rama.

Se simplifican los cálculos despejando x  en la expresión de la curva , en 
vez de y según el caso que precede; cuyo valor para cada una de las ramas

de la parábola será o! =  ~ q u e  nos da para oc un valor positivo por cada otro 
P

positivo ó negativo de y: de suerte que el punto a' se determina por el valor 
arbitrario atribuido á y =  O .. .1 y el correspondiente de 03=  1 .. .m que se 
deduce de la ecuación precedente. De donde tendremos que á los incrementos de
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y — ±

Tomando sobre el eje de ordenadas para valores positivos de y, las distan- 
c ia s 0 . ..1 ,  0 . . .2 ,  0 . . . 3 , . . .  etc. y l . . . a ' ,  2 . .  6', 3 . . . c ' ,  etc., señalan­
do sobre las paralelas al eje de las x  las distancias de las respectivas abscisas, 
•<e obtienen los puntos a ' . . .  6 ' . . .  c ' . . .  etc., que se marcan con piquetes so­
bre el terreno. Do un modo análogo, y por la misma razón que liemos dicho 
arriba cuando las ordenadas tienen ya gran magnitud, pueden referirse á 
«tro eje tal como la recta ZZ'.

5 / Ora ,905
10 l  3 634
15 1 ^ 1.55
20
25 corresponden los de x ' = 498

653
30 I 32 620
35 (44 400
40 U 7 992



Segundo caso.— Por incrementos constantes de las ordenadas.—'P &ta 
esto si se tira por los puntos pares 6', d ' . r ,  e tc ., las líneas mm', J in '.rr ', e tc ., 
y advirtiendo que si en la abscisa i . . . o '  se toma =  2 . . . 0' — i . .  .a '
=  x "  — x ’ y en el punto m  se traza una paralela mm' al eje de las y, y so­
bre ella se tima mb' y b'm' iguales á la distancia comprendida entre los nú­
meros 2y3 que también es igual á y" '— ÿ", e! punto ¿*' pertenece á la curva, y 
el m' corresponde á la abscisa del siguióte tomando sobre ella m'c’ —  y' — y , 
y c 'n = y ‘v _ y '" ,  el puntoc'es déla curva, y n e l  pié de la ordenada m , yasí 
sucesivamente se pueden obtener con prontitud cuautos puntos se quieran so­
bre el terreno, para replantear la curva.

145.—Aplicación del cálculo diferencial á las coordenadas polares 
y rectangulares.—Coordenadas polares.—El empleo de estas coordenadas 
para lijar la posición de un punto cualquiera, consiste en sustituir las coor­
denadas rectangulares oc é y por el radio vector r  y el ángulo v formado por 
este radio y el eje de las abscisas. Las nuevas coordenas estarán relacionadas 
con las primeras, según hemos visto (2.* sección, cap. IV), y en los (nuTne 
ros 48, 54, y 60), por las respectivas ecuaciones.

La expresión de la elipse y de la hipérbola en coordenadas polares que
tienen el origen en el centro, es

a* 6*,.2  —  ___________  ___________________  .
6* eos.'* V ±  a* sen.* v

Situando su origen en el foco de la elipse, en sentido de las abscisas po­
sitivas, y lo mismo en la hipérbola, pero en la región de las x  negativas, 
contando la abscisa á partir del centro, se tiene o; -i- ae en la primera curva, 
y £B — ac en la segunda. Sus ecuaciones serán respectivamente para la elipse

r  =  o ( l  — e*)^ y hipérbola
1 ■+■ e eos. V

i83

____ il-, ó bien r  = 11
e eos. u — 1i -t- e eos. V

según que se considere In rama de la curva más d ,liónos “' J ““
m L  por origen. Estas ecuaciones se deducen lanibioo de las propiedades
que ya nos son conocidas de las curvas en cuestión. «o nn

La ecuación de la parábola cuando e! origen se sitúa en el vértice, es en 
coordenadas polares

„ eos. ü 
^ ^sen.*ü

Pero si el origen se coloca en el foco de la curva, se tendrá por la ecua- 
Clon en coordenadas polares

\ -4- eos. V
r  =  2r' ó r  =

2r'
sen". V i eos. v

y se cuenta el ángulo v i  partir do la porción M  eje que J'*''“'* ';j '" ' 
lado de las abscisas negativas; es decir, á contar desde la parte del eje com­
prendida entre el foco y el vértice de la parábola, tendremos

• eos. V. 
2í^
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Esta ecuación se deduce fácil é iiiinedialainente de las propiedades de la 
parábola ja  conocidas; y por lo tanto no nos detendremos en otras explicacio­
nes ni se necesita recordar su más oportuna aplicación. Los mismos resulta­
dos pueden obtenerse por la.geometria sencillamente.

í7oordenaíias rectangulares.—Volviendo á este sistema de coordenadas, es 
muy conveniente adoptar para las ordenadas incrementos constantes, como 
queda dicho en el número precedente, y calcular los correspondientes de 
las abscisas. En tal caso se pueden determinar los incrementos de cc sin 
que sea preciso conocer las abscisas y deducir desde luego estas de aquellos, 
haciendo uso del cálculo diferencial para cada una de las ramas delaparábo-

la, cuya expresión es o; =  — , que nos da la relación por medio de la fórmula
V

18i

( U l) x = ± f ( y ) K
P

Para formarse una idea precisa sobre esta ecuación, supóngase allora que 
la variable independiente (?/}* aumenta á partir de este valor en una canti­
dad constante que llamaremos áy, la función x  variará por consiguiente en 
una cierta cantidad que designaremos por Ax: de modo que se tendrá

a j-H A íc  =  — / '( jZ-h A !/)■■*;
P

ó bien haciendo la trasposición y su/titucion.

A X
P

^  y ) * - - / ■  (y)*-
p

Desarrollando el lérmiuo { ?/ -f- A y )* por la fórmula del binomio de 
ISewton, se tiene +  í^y ^  haciendo la reducción, nos da para
bailar la diferencia entre la primera y segunda abscisa, la ecuación.

(H 2) Ac c — 1  ^ 2 y A y  +  (A y )’) .

La fórmula para determinar la diferencia constante entre las primeras 
diferencias de las abscisa.s, se liallarán del mismo modo por el procedimiento 
idéntico al anterior que no.s da la expresión

(H 3) A2 X =  — (A y f  
V

Si suponemos que el valor numérico atribuido al incremento constante de 
las ordenadas , es A y =  5, y siendo el del parámetro 27m,586 como se ha 
determinado en el primer caso, sustituyendo en la {for. IH ) el valor de la va­
riable iudependiente y* =  5*, y el del parámetro f  = 2 7 ,5 8 6 , tendremos

25
X ~ -------- — 0® ,Ú06.

27,586

Haciendo la sustitución de los valores numéricos en la [fór. 112), se de­
duce igualmente

1 ............................. . 75
A X =

27,586
(2 X  5 X  5 -h 5*) 27,586

=  2,719,



Del mismo modo la expresiou (113) uos da

2 X  5*

183
A* if. 1,812.

27,586

Para más claridad y órdeo prnsenlanios el resultado del cálculo en el 
siguiente cuadro:

1 P u n t o s . A b s c i s a s .

D I F E R K N X I A S  D E  

P r i m e r  O r d e n .  ¡ S e g u n d o  ú r d e n .

e , 0 ü 6
o,9or» '

g 3 , 6 5 5
2 , 7 1 9

S ,1 5 6
4 ,r> 3 1  ji ■14,199

2 2 ,6 3 4 1 ,8 1 '2

(5 5 2 ,6 2 1
9 , 9 6 7  \

4 1 , 4 0 0
1 1 , 7 7 9  y

8 5 7 ,9 9 1
1 5 ,3 9 1

1 e t c . e l e .
1 __________

Como desde luego se observa, tanto el valor de la primera abscisa 0,906 
«orno la diferencia de primer órden que ligura á la cabeza, son iguales á la 
mitad de la diferencia 1,812 de segundo grado: sumando esta con la primera 
diferencia 0,906, se obtiene 2,718, que solo difiere en 1 milésima de ia cantí» 
dad 2,719 bailada por la (/dr. 112); cuya cantidad es el incremento de la pri­
mera abscisa: para conocer los demás incrementos se va sumando sucesiva­
mente la diferencia de la 4.’ casilla con el que le precede, y así se obtienen 
los demás valores de las primeras diferencias que contiene la 3 .' columna; 
loscuale.sseauinenlan á lasabscisasde la 2 .*̂ casiPa éntrelas que están com 
prendidos, para hallar la inmediata siguiente.

Del mismo modo conviene advertir que las cantidades colocadas entre dos 
abscisas consecutivas son las diferencias primeras de aquellas; de suerte que 
basta conocer la primera abscisa y la diferencia de primer órden entre ella y 
la segunda, para que todas las demás queden determinadas. Cualesquiera que 
sean las ordenadas y el parámetro de la parábola . cuyas abscisas se tratan 
de calcular, la primera de estas es siempre igual á la mitad de ia diferencia 
de segundo grado, y la segunda abscisa el doble de esta diferencia: se ob­
tendrá por sustracción el número 2.719, diferencia primera de las dos pri­
meras abscisas, y por sumas sucesivas todas las demás.

Supongamos que se tratase de replantear la rama de parábola OoidT 
{fig- 54), se marcarian sobre el eje OY' los incrementos Oa', o 6 , 6 c . e tc., 
¡cuales á 5, 10,15, e tc .; y sobre el otro eje OX loa valores de las abscisas 
Oo„ 0,6,, 6,c,, etc., respectivamente iguales á O ,906; 3,625; 8,166; etc.; ti­
rando por ios puntos marcados sobre los dos ejes, rectas paralelas á los mis­
mos, tales como a'a  y 0 |0 , Vh y b^b, e tc . , sus intersecciones determinarán 
punios de la curva que se marcarán con los piquetes a, b, c, d, ele.

Aplicando el mismo procedimiento á la otra rama . quedará trazado lodo 
**1 arco comprendido entre los puntos de tangencia.



1 4 6 .— U so d e l c á lc u lo  in teg ra l p a r a  h a l l a r  la s  lo n g i tu d e s  d e  la s  
c u r v a s  p l a n a s .—Para completar el plaa que nos hemos trazado en este li­
bro, réstanos hacer uso de las integrales definidas para la evaluación ó des­
arrollo de las curvas planas 6 de segundo grado, empezando por la

Elipse. La ecuación de esta curva con relación á su centro es, (núm. i3)>

186

y ‘i =  ^  (a® — x^) y la de! circulo de radio r  =  o, será — o® — x®; de

donde (núm. 134 fór. 102) y =  ^  ?/'. En la cual según sea 6 > ó < f l ,  tam­

bién será y >  ó <  y '. Luego la elipse estará comprendida entre dos círculos 
trazados con los semi-ejescomo radios. Aliora bien: si fueran conocidas las 
coordenadas de uno de estos círculos, podríamos, en virtud de la relación an­

terior y  =  - w '.  trazar ó replantear la elipse por puntos , según lo eipuesto 
a

(núms. 134y 136) acerca del cálculo y aplicación délas coordenadas de la 
tabla segunda.

Pero sí se considera la elipse referida á sus diámetros rectangulares se 
hallará fácil y aproximadamente su desarrollo, aplicando el cálculo integral 
cuya ecuación es

X* 1/S b y ________ dy b ------ ^
-  -H 1; y tendremos _  .x», -  -  -  ¿í.

de donde resulta

i / í,* X* , 1  / O' — («* -
=  . y  o “ V ' ^  Í5- í . - ^ = y  o y

) X*

para expresión de la longitud del arco, contado desde el vértice de la curva 
hasta el punto cuya abscisa e sx . Introduciendo la excentricidad representa­
da por e, ó haciendo a® — =  o* «S esta expresión tomará la forma

J o  V o* — X®

Observando, por ejemplo, que es siempre uoa fracción, podremos su­

poner X =  o. eos. i ;  de donde dx — — o. sen. «fd«?, y

,í — — a ‘ dx l /  1 — e® eos*. <?.

“2

Si suponemo.s x =  a ,  y por consiguiente eos. =  1, ó bien, «p — 0, la 
anterior expresión dará el desarrollo del cuarto del contorno de la elipse, se­
gún la fórmala

j . y  v ‘ - V Y — e 3 y - i f ' - : H i v y - e t c . . 
(114) 1  ~^~ej /  0I2.4.6 J  7V2.4.6.8 J  J

Como la aplicación inmediata de la fórmula que precede conduce gene-



raímente á un cálculo muy prolijo y bastante ílificil para determinar la lon­
gitud rectifícada de una elipse á de un arco eliplico, se han deducido de la ex­
presión general ciertas relaciones con una aproximación suficiente para hallar 
fácilmente el desarrollo de los arcos elípticos en los diversos casos que se pre­
sentan en la práctica.

147.—Relación aproximada entre los sem i-ejes y la longitud del 
arco del cuarto de elipse.— Aplicación.— Pura simplificar ios cálculos 
presentamos las relaciones de los cuartos de elipse, desde aquel en que el

semi-eje menor es ^  del senii-eje mayor, tomando este por unidad, hasta

aquellos en que los semi-ejes son iguales entre s í , y en tal caso su desarrollo 
es el mismo del cuarto de círculo, cuya longitud ya sabemos por las tablas 
trigonométricas y elementos de curvas que es igual á 1,5707963. Así, pues, 
tendremos el cuadro siguiente:

1S7

I I E L A C IO N L O N G I T U D

C Q tre  l o s  s c i Q í - c j c s . d ü l  a r c e  p o r  u a i d a d . O B b E I tV A C I O N I - S .  ¡

0 .1 1 ,0 1 5 8 1 1 L a s  r e l a c i o n e s  d e  l a  p r i m e r a  c a s i l l a
0,2 l , 0 5 0 . m p r o v i e n e n  d e  q u e b r a d o s  o r d i n a r i o s
o,s 1 ,0 9 -2 !  31 c u v o  n u m e r a d o r  e s  e l  s e m i - e j e  m e -
o,t 1 ,1 o P 6 2 6 D o r ,  7  c u y o  d e n o m i n a d o r  e s  e l  s e -
0 . 5 1 ,2 1 1 0 5 * m i - p j c  m a v o r .
0 ,6 1 ,2* (!3 i> 2 M u l t i p l i c a n d o  p n r  e s t e  l a s  p r i m e r a s
0 ,7 1 ,3 1 0 .5 9 * l o n g i t u d e s  d e  l a  i i r i m c r a  c o l u m n a ,
0 ,8 1 ,* 1 8 1 8 5 s e  o b t i e n e  l a  d e l  c u a r t o  d e  e l i p s e .
0 ,9 1 , * 9 5 ^ 5
1 ,0 1 ,5 7 0 7 9 6

A plicación.— Hallarla langilud rccli/icada del cuarto de elipse. —Dos 
casos pueden presentarse. I.* Que la relación de los semi-ejes se baile exac­
tamente en el cuadro que precede. 2 .“ Que dicha relación no se encuentre 
en el mismo.

Prim er oaso.—Sea, por ejemplo, una elipse cuyo semi-eje mayor o =  50 
metros, y el semi-eje menor 6 =  30 metros; la relación será

30
50

6
10

0,6:

ahora buscando en el cuadro la longitud por unidad que corre.sponde á esta 
relación, encontramos sobre la horizontal que á 0,6 de la primera casilla cor­
responde 1,276352; muliplicando esta cantidad por 50 metros que es igual a l 
semi-eje mayor, se obtiene 63ra,8i66 que nos da la longitud del cuarto de 
elipse buscada.

Segundo ca so .—Si la relación de los semi-ejes de la elipse no estuviese 
comprendida entre las del cuadro precedente, se halla con mucha facilidad 
I® longitud del cuarto de) arco de ella por medio de una sencilla proporción. 
Supongamos que la relación entre los dos semi-ejes de la elipse cuyo desar­



1
18S

rollo se trata de averisuar fuese

i  =  ? ! =  L» =  0,5277.
O 72 36 ’

Esta relacioD está comprendida eolre 0,5 y 0,6 j de consiguiente será 
0,3 -f- 0,0277; pero á la relación 0,3 corresponde t,2H 054, y para saber lo 
que hay que aumentar á esta última cantidad por la fracción 0,0277, se halla 
la diferencia entre las relaciones 0,5 y 0,0, cuya diferencia es de 0,06520, y 
■después se establece la pi'oporcion siguiente;

i : 0,06329 ; :  0,0277 : x  =  0,001808

•que, junto con 1,211034, Ja 1,212862. Multiplicando esta última cantidad 
por el seini-eje mayor a  =  72, se halla 87,326 que es el desarrollo del cuar­
to de elipse que so pedia.

148.—H ipérbola.—Ya sabemos (núm. 50 fór. 46), que esta curva referi­
da á su centro tiene por expresión

6* /  \

Desde luego conviene advertir qac esta expresión que solo difiere de la 
hallada para la elipse, en el signo de as’ , tendrá ó dará por lo tanto propie­
dades idénticas á las de aquella curva. Y de consiguiente se puede aplicar el 
mismo procedimiento para iiallar la relación constante y trazar la hipérbola 
por puntos lo mismo que liemos dicho respecto de la elipse, -conociendo las 
coordenadas de uno do los círculos trazados con los semi-cjes.

Haciendo uso de las integrales definidas para la evaluación de las longitu­
des de las curvas planas, tendremos que la ecuación do la hipérbola

por consiguiente

,  =  r  =  r
._/ a * a® x^  — a* ' J  a ^  (x* — a*)

ó, haciendo a* b* = a *  a*, se tiene

s =  r  dx
•y a  \  x '  — o*

para expresión de la longitud del arco, contado desde el vértice de la curva 
hasta el punto cuya abscisa es x .  Como aquí siempre es x> a,.. ® J  J  J  J  ® Vse puede suponer q i i e í c = --------; de nonde da; — ---------- 1—j J

' eos.«  eos. o*

y' í  do , _________  , e k /  , eos.’ «
OÍÍ5Í5; ) / a < - c o s . - ? -  „ V  t -

Observaremos que siendo la ecuación de la asíntota y =  —  x ,  \a dis-



lancia del centro de la curva al punto de la asíntota cuya abscisa es x ,  nos ilá

ae

i89

t/fl» .X  
a

Sea r  esta (listancia: tendremos

1 — sen. «? 
eos. «?

i.n  1

=  ex = eos. íp

« /  V /  1 1
— 9 -f- ft /  {-— —; eos.* f2e ./  O ■ 2 4e=5 ^

2.4 Ge»
cos.^ o t.ii.o I , , \------------ eos.® -+- etc.

2 .4 .6  8e* ' J-

Si se supone cc =  — , y por lo tanto eos. tf =  0, 6 bien, «f =  — ; 

última fórmula dará en el límite a que tienda el exceso de r sobre í , 

íi medida que la abscisa se hace mayor ^teniendo siempre presente que

\ — sen, (p _  _co3. y =  o, cuando ® =  — )  de las dos ramas de la
eos. 9 1 ■+■ sen.<p ‘ 2 / .

hipérbola contadas desde el vértice hasta el punto que marca la abscisa x; 
cuyo desarrollo reducido á su última expresión, se obtiene por la fórmula

ele.TTof l /  1 1 V i /1 .3  I V  * • \
( " ‘'í  47|_^ ( i  3 \2 .4  eV  " ^ 4  ( s .t .G e O

t 4 9 . —P arábo la .—La ecuacmn de la parábr.la que tiene por origen de 
las coordenadas el único punto de contacto con la curva, y que en virtud de 
lo que expresa la fórmula nos da el valor de y =  ±  l /  px, se extenderá In­
definidamente á nno y otro lado del eje de iasabscisas. Pero la forma más sen­
cilla do la ecuación de la parábola referida á su vértice, punto desde el cual 
el eje de las x  la divide en dos r.unas simétricas, será =  2px; que nos dá

=  •

De suerte que, la longitud reclilicada del arco comprendido entre el vór­
tice de la curva y el punto cuya abscisa es m, tiene por expresión

V * -  ¿
La integral indefinida d x \ /  ! +  se hallará suponiendo

J "  d x \J  l-f- - ^ =  l ' d x .  t ^ x i - ^ J * ^ d l  =  x t - ^ J

Turnando la integral desde x  =  o hasta m =  ®, se obtiene el desarrollo



190
de la curva parabólica aplicando la fórmula más sencilla

í  1 ,  „  2 c c  - h  l / 2 p ; rs = V ‘¿•px ■+•- i x ^ p  X " ------ ^(116)
4cc®

¿pee
150 —Aplicación.—Para el desarrollo y íácil uso de esta expresión, debe­

mos tener presente, además de lo expuesto en los {núms. 5 y 6), acerca de las 
fórmulas logarítmicas y de la relación entre los logaritmos vulgares y los 
neperianos L” que, así como la base de los artificiales es 10 , la de los liiper- 
bólicos es

2,71828 18284 69043 23536 02874 71352 66240 8.

De consiguiente, para facilitar la conversión de dos logaritmos artificiales en 
neperianos y vice-versa, hay que hacer uso de las tablas dcCallet, las cuales 
se refieren al módulo y sus productos desde 1 hasta 100, para pasar de los 
logaritmos vulgares ú los hiperbólicos y recíprocamente.

Supongamos, por ejemplo, que es necesario calcular la longitud de la ra­
ma ó arco de parábola OaT contado desde el origen O de coordena­
das en el vértice de la curva liasta el punto T de tangencia; siendo la abs­
cisa OP =  66“  ,637. y en el supuesto de que ei parámetro es =  27“ ,586: 
sustituyendo estos valores numéricos, efectuando las operaciones indicadas 
eii la fórmula y llamando D al desarrollo del arco parabólico ó longitud rec­
tificada, tendremos

ü = /
J - l / 2  X  27,586 X  66,637 4 X  66,637^

-27,586L„ 2.66,637-1-1/ 2.27,586.66.637-1-4.66,637* _  
2 . 27,586 . 66,637 “

83“ ,703.

Como ios puntos de tangencia equidistan del vértice V del ángulo de las 
alineaciones rectas, mullípiicando por 2 ei resultado final se obtiene el tota) 
desarrollo que es igual á 167“  ,406.

Sí las dos ramas no fuesen simétricas; esto e s , si los dos puntos de tan­
gencia estuviesen desequidistantes del vértice, se calcularían separadamente 
cada una de dichas ramas ; y lo mismo si hubiese que dallar la longitud del 
arco 6dT, se determinaría la parle Oab y se restaría de la longitud de 83“ ,703 
hallada anteriormente. De la misma manera se podría calcular para tener á la 
ve?, uua parle de la otra ram a, tal cotno c'd'OaT, comprendida desde el vér­
tice O hasta el punto e' á que corresponde la abscisa x ' =  25 yla rama con­
tada desde el mismo vértice hasta el punto de cautacto T,cuya abscisa ya sa­
bemos que es OP = o c  =  66 “ ,637, y su suma nos daría el desarrollo del arco 
<:’OT, ó bien, la longitud reclificada.

1



TABLA PRIMERA.

ABSCISAS Y CEDEN ADAS,

POR INCREMENTOS DEL ARCO DE CÍRCULO DE S' EN 5’, DE 0* Á iO*; 

DE 10’ EN 10'. HASTA 20“; DE 30’ EN 30’, HASTA 40“; Y DE 60' EN 

60', HASTA 90“:

CONTIENEN

LOS VALORES OE LAS COORDENADAS CON SIETE CIFRAS DECIMALES 

PARA LOS RADIOS REPRESENTADOS POR LOS NDEVE GDARtSHOS DE LOS NÚMEROS OfCITOS, 

T PARA SOS MÚLTIPLOS.



1°

2°

(V
s

10
IS
•20
2o
30
33
4 0
■i.H
bO
53

0 '
3

in
ii>
?o
2."»
3 0
33
4 0
43
30
3S

2° 1'

0,000 0000 
0,001 -ifiii 
(1 ,0 0 2  9 0 8 0  
0 , 0 0 4  3G 33 
0 ,0 0 r>  8 1 7 7  
0 , 0 0 7  2 7 2 1  

0 , 0 0 8  7 2 6 3  
0 , 0 1 0  1 8 0 9  
0,011 6353 
0 , 0 1 3  0 8 9 «  
0 , 0 1 4  3 4 5 9  
0 , 0 1 3  938-2 

0 , 0 1 7  4 3 2 4  
0 , 0 1 8  9 0 6 6  
0 ,0 -2 0  3 0 0 8  
0 , 0 2 1  8 1 4 !)  
0 , 0 2 3  2 6 9 0  
0 , 0 2 4  “ 2 3 0

0 , 0 2 6  1 7 6 9  
0 . 0 2 7  6 3 0 9  
0 , 0 2 9  0 8 4 7  
0 , 0 3 0  538:-) 
0 ,0 3 1  9 9 2 2  
0 , 0 3 3  4 4 3 9

0 , 0 3 4  8 9 9 3  
O .O .'O  3 3 3 0  
0 , 0 3 7  806.3 
0 ,0 3 ! )  2 3 9 8  
0 . 0 1 0  7 1 3 1  
0 ,0 1 -2  lb '6 3

0.000 0001) 0,1MH) OOH 
O.IUH) (1012 
0 ,011)) 0 9 9 3  
0 , 0 0 0  0 1 7 0  
0 , 0 0 0  0 2 6 3  

0 , 0 0 0  0 3 8 1  
0 , 0 0 0  0 3 1 8  
0 , 0 0 0  0 6 7 7  
0 , 0 0 0  0 8 3 7  
0 , 0 0 0  lO.'IS 
0 , 0 0 0  1 2 8 0

0 , 0 0 0  1 3 2 3  
0 ,(K )0  1 7 8 8  
0 ,0 1 « )  2 0 7 3  
O.OIK) 2 3 8 0  
0 . 0 0 0  2 7 0 8  
0 , 0 0 0  30:>7 

0 , 0 0 0  31-27 
0 . 0 0 0  3 8 1 8  
O .lH lfl 4231  
0 , 0 0 0  1 6 6 4  
0 , 0 0 0  3 1 1 9  
0 , 0 0 0  !« i9 4  

0 , 0 0 0  6 0 9 2  
O .i 'O O  OfllO 
0 , 0 0 0  71.19 
( ) .( « « )  7 7 1 0  
o,rno 8291 
0 ,0 (X ) 8 8 0 1

0,000 0000 
0 , 0 0 2  9 0 8 8  
0 , 0 0 3  8 1 7 8  
0 , 0 0 8  7 2 6 6  
(|‘, ( m  « ,3 5 1  
0 , 0 1 1  3 -U 2

0 , 0 1 7  4 3 3 0  
0 , 0 2 0  .3 6 1 8  
0 , 0 2 3  2 7 0 6  
0 , 0 2 «  17U 2 
0 , 0 2 9  0 8 7 8  
0 , 0 3 1  9 9 6 4

0 , 0 3 4  9 0 4 8  
0 . 0 3 7  8 1 3 2  
0 , 0 4 0  7 2 1 6  
0 , 0 1 3  6 2 9 8  
0 , 0 1 6  3 5 8 0  
0 . 0 4 9  4 4 6 0

0 . 0 5 2  3 5 3 8  
0 , 0 3 3  2 6 1 8  
0 . 0 3 8  1 6 9 4  
0 , 0 6 1  0 7 7 0  
0 , 0 6 3  9 8 .4 4  
0 , 0 6 6  8 9 1 8  

0 , 0 6 9  7 9 9 0  
0 . 0 7 2  7 0 0 0  
0 , 0 7 3  6 1 3 0  
0 , 0 7 8  3 1 9 6  
0 , 0 8 1  1-26-2 
0 , 0 8 4  3 3 2 6

0,000 (KMM) 
0,(H)0 0022 
0 ,0 0 1 )  0 0 8 4  
0 , 0 0 0  0 1 9 0  
0 , 6 0 0  ) ì3 iO  
0 , 0 0 0  0 3 3 0

0 , 0 0 6  0 7 6 2  
0 , 6 0 0  1 0 3 6  
0 , 0 0 0  1 3 3 4  
0 , 0 0 6  1 7 1 4  
0 ,0 1 « )  2 1 1 6  
0 , 0 0 0  2 3 6 0  

0 , 0 0 0  3 0 .1 6  
0 . 0 0 6  3 5 7 6  
0 , 0 0 6  41-16  
0 , 0 0 6  47(H ) 
O .nO O  3 .4 1 6  
0 , 0 0 0  6 1 1 4  

0 . 0 0 0  6 8 .3 4  
O.OOO 7 6 3 6  
0 , 0 0 0  8 1 6 -2  
0 , 0 0 6  9 3 2 8  
0 ,0 0 1  0 2 3 8  
0 , 0 6 1  1 1 8 8  

O .IK H  2 1 8 4  
0 ,0 6 1  3 2 2 0  
0 .0 0 1  -4 2 9 «  
0 ,0 0 1  34 -20  
)),(«) l 04)82 
0 ,0 0 1  7 7 8 8

0,000 0000 
• 0 ,0 0 4  3 6 5 2  
0 , 0 0 8  7 2 6 7  
0 ,0 1 3  0 8 9 9  
0 , 0 l 7  4 .331 
0 ,0 2 1  8 1 6 5

0 ,0 2 6  179:> 
0 , 0 5 0  54-27 
0 ,0 3 4  9 0 3 9  
0 ,0 3 9  2 6 8 8  
0 ,0 4 5  6 5 1 7  
0 .0 4 7  9 9 4 6  

0 ,0 :-)2  3 5 7 2  
0 , 0 3 6  7 1 9 8  
0 , 0 6 i  0 8 2 4  
0 ,0 6 3  14.47 
0 ,0 6 9  8 0 7 0  
0 ,0 7 4  1 6 9 0

0 ,0 7 8  5 3 0 7  
l ) ,0 8 2  8 9 2 7  
0 ,0 8 7  23-11 
0 .0 9 1  6 1 5 3  
0 ,0 9 .3  9 7 0 6  
0 ,1 0 0  5 5 7 7

0 ,1 0 4  6 9 8 3  
0 ,1 0 9  0 3 9 0  
0 , 1 1 3  4 1 9 5  
0 ,1 1 7  7 7 9 4  
0,122 i3;)3 
0 ,1 2 6  -4 9 8 9

0 .0 0 0  0 0 6 0  
O.IKIO (« )3 3
6 ,0 0 0  0 1 2 6  
6 ,6 6 0  0 2 8 3  
0 ,0 1 « ) 0 5 1 0
6 ,0 0 0  0 7 9 3

O.OflO l l . l . ’  
0 ,0 0 0  1 3 3 1  
0 ,0 0 0  2 0 3 1  
0 ,0 0 0  2 : i7 1  
0 ,0 0 0  3 1 7 4  
0 ,0 0 0  3 8 4 0  

0 , 0 0 0  .1 3 6 9  
O.IMiO 3 .5 6 4  
(1 ,0 0 0  6 2 1 9  
0 , 0 6 0  7 1 1 0  
0 ,(H I0  8 1 2 1  
0 ,0 0 0  9 1 7 1

0,001
0.001
0,001
0,001
0 ,0 6 1
0,001
0 ,6 6 1
0 ,6 6 10,(«)20,002
0,002
0.002

0-281  
1-13 4
2 6 9 3
3 0 9 -2
3 5 3 7
6 7 8 2

8 -2 7 6
9 8 3 0
1 4 1 7
3 1 3 0
.4 8 7 3
6 6 8 2

0,000 0000 
0 , 0 0 3  8 1 7 6  
0 ,0 1 1  6 3 3 6  
0 ,0 1 7  4 3 3 -2  
0 , 0 2 3  2 7 0 8  
0 , 0 2 9  0 8 8 - t

0 , 0 3 4  9 0 (3 0  
0 , 0 4 0  7 2 3 6  
0 . 0 4 6  5 4 1 -2  
0 , 0 3 2  3 5R .4  
0 , 0 5 8  1 7 5 6  
0 , 0 6 3  9 9 2 .S

0 .0 6 9  8 0 9 6  
0 , 0 7 3  6 2 6 4  
0 ,0 8 1  4 .1 3 2  
0 , 0 8 7  2 3 !) i!  
0 , 0 9 3  0 7 6 0  
0 , 0 9 8  8 9 2 0  

0 , 1 0 1  7 0 7 6  
0 , 1 1 0  3 2 3 6  
0 , 1 1 6  5 3 8 8  
0 ,1 -2 2  I b i O  
0 , 1 2 7  P G S 8  
0 , 1 3 3  7 8 5 6  

0 , 1 3 9  3 9 8 0  
0 ,1 - m  4 1 2 0  
0 ,1 .3 1  2 -2 6 0  
0 , 1 5 7  0 3 9 -2  
0 . 1 « 2  8 3 2 -1  
0 ,1 6 8  6 6 5 2

0.000 0000 
lUKK) onii 
0 , 0 0 0  0 1 6 8  
0 , 0 0 0  0 3 8 0  
0 , 0 0 0  0 6 8 0  
0 . 0 0 0  1 0 6 0  

0 ,0 )K ) 1 3 2 4  
0 , 0 0 0  2 0 7 -2  
0 , 0 0 0  2 7 0 8  
0 .(« M ) 31 -28  
0 , 0 0 0  4 2 5 2  
0,000 3120 
0 .(H « )  6 0 9 2  
0,(K10 7132 
0,(MK) 8 2 9 2
6 , 0 0 0  9 3 2 0  
O .O O l 08.V 2 
0 , 0 0 1  22-28  

0 , 0 0 1  3 7 0 8  
0 , 0 0 1  3 2 7 2  
0 , 0 0 1  6 9 2 4  
0 , 0 0 1  8 6 3 6  
( ) ,0 l l 2  U i ' 6  
0 , 0 0 2  2 5 7 6  

0 , 0 0 2  4 3 6 8  
0 ,(K )2  « 4 1 0  
0.(K)2 8396 
0 , 0 0 5  0 8 1 0  
0 . 0 0 3  316-4  
0 , 0 0 3  357(>

OnOESADAS.



COORDENADAS DEL CIRCULO. m

A B SC ISA !:.

5 6 7 8 9

0 .0 0 0  0 0 0 0 0 , 0 0 0  OIKXI 0,(H K ) (HKX) 0 . 0 0 0  0 0 0 0 0 ,0 0 0  0 0 0 0
0 ,0 0 7  2 7 '2 0 0 . 0 0 8  7 2 6 4 0 , 0 1 0  1 8 0 8 0 ,0 1 1  6 3 5 2 0 ,0 1 3  0 8 9 6
0 ,0 1 4  5 4 1 5 0 .0 1 7  4 5 5 4 0 , 0 2 0  3 0 2 3 0 , 0 2 3  2 7 1 2 0 , 0 2 6  1 8 0 1
0 ,0 2 1  8 1 6 5 0 ,0 2 3  1 7 9 8 0 , 0 5 0  5 4 5 1 0 ,(C > 4  9 0 6 4 0 ,0 3 ! )  2 6 9 7
0 , 0 2 9  0 8 8 a 0 ,0 .7 4  9 0 6 2 0 , 0 4 0  7 2 3 9 0 , 0 1 6  .3416 0 , 0 5 2  3 5 9 3
0 , 0 3 6  5 6 0 5 0 , 0 1 3  6 3 2 6 0 , 0 5 0  9 0 4 7 0 , 0 5 8  1 7 6 8 0 , 0 6 5  4 4 8 9

0 ,0 4 5  6 3 2 3 0 , 0 5 2  3 5 9 0 0 ,0 6 1  085 .3 0,116.9 « 1 2 0 0 , 0 7 8  1« ,85
0 ,0 3 0  9 0 4 5 0 ,0 6 1  0 8 5 4 0 , 0 7  1 2 6 6 3 0 ,0 8 1  4 1 7 2 0 ,0 9 1  6 9 8 1
0 , 0 3 8  1 7 6 5 0 ,0 6 ! )  8 1 1 .8 0 ,0 8 1  4 4 7 1 0 . 0 9 5  0 8 2 1 0 , 1 0 4  7 1 7 7
0 .0 C 5  4 4 8 0 0 , 0 7 8  3 3 7 6 0 ,0 9 1  6 2 7 2 0 , 1 0 4  7 1 6 8 0 ,1 1 7  8 0 6 4
0 , 0 7 2  7 1 9 3 0 ,0 8 7  2 6 3 4 0 ,1 0 1  « 0 7 3 0 , 1 1 6  3 5 1 2 0 ,1 3 (1  8951
0 . 0 7 9  9 9 1 0 0 , 0 9 5  9 8 9 2 Ü , M I  9 8 7 4 0 , 1 2 7  9 8 5 0 0 ,1 4 3  9 8 3 8

0 .0 8 7  2 6 2 0 0 ,1 0 4  7 1 4 1 0 , 1 2 2  1 6 6 8 0 . 1 5 9  6 1 9 2 0 ,1 .5 7  0 7 1 6
0 , 0 9 1  3 3 5 0 0 , 1 1 3  4 5 0 6 , 0 , 1 3 2  3 4 6 2 0 ,1 5 1  2 .328 0 , 1 7 0  1 .391
0 ,1 0 1  8 0 4 0 0 . 1 2 2  1 6 4 8 ! 0 , 1 4 2  52 ,36 0 . 1 6 2  8 8 6 4 0 .1 8 3  2 4 7 2
0 . 1 0 9  0 7 4 5 0 , 1 3 0  8 8 9 1 ! 0 , 1 5 2  70 .13 0 , 1 7 4  5 1 9 2 0 , 1 9 0  3 3 4 1
0 , 1 1 6  3 1 3 0 0 , 1 3 9  6 1 1 0 1 0 , 1 6 2  8 8 3 0 0 , 1 8 6  1.320 0 ,2 f - 9  4 2 1 0
0 ,1 2 3  6 1 5 0 0 ,1 4 8  3 5 8 0 1 0 , 1 7 5  0 6 1 0 0 , 1 9 7  7 8 1 0 0 ,2 2 2  5 0 7 0

0 , 1 3 0  8 8 4 5 0 ,1 5 7  0 6 1 4 0 , 1 8 3  2 3 8 3 0 , 2 0 9  4 1 5 2 0 ,2 3 5  5 9 2 1
0 , 1 3 8  1 3 4 5 0 ,1 6 3  7 8 .3 4 0 , 1 9 5  4 1 6 3 0 ,2 2 1  0 1 7 2 0 ,2 4 8  6 7 8 1
0 . U 3  4 1 3 .5 0 , 1 7 4  5 0 8 2 0 , 2 0 3  5 9 2 9 0 , 2 3 2  6 7 7 6 0 ,2 6 1  7 6 2 3
0 , 4 5 2  6 9 2 3 0 , 1 8 5  2 3 1 0 0 . 2 1 3  769 .3 0 . 2  U  3081) 0 ,2 7 4  8 .165
0 ,1 .3 9  9(510 0 ,1 9 1  9 5 3 2 0 , 2 2 3  9 4 5 .1 0 ,2 .3 5  9 3 7 6 0 ,2 8 7  9 2 9 8
0 , 1 6 7  2 2 9 5 0 , 2 0 0  6 7 3 4 ( 1 ,2 3 4  1 2 1 3 0 , 2 6 7  5 6 7 2 0 ,5 0 1  0 1 3 1

0 , 1 7 4  4 9 7 5 0 , 9 0 9  ,3 9 7 0 0 , 2 4 4  2 9 6 .3 0 . 2 7 9  1 9 6 0 0 , 3 1 4  0 9 5 5
0 ,1 8 1  7 6 5 0 0 . 2 1 8  1 1 8 0 0 , 2 5 4  4 7 1 0 0 , 2 0 0  « 2 1 0 0 ,3 9 7  1 7 7 0
0 . 1 8 9  0 3 2 3 0 .2 2 6  8 3 9 0 0 . 2 6 4  6 4S .3 0 , 3 0 2  4 5 2 0 0 , 3 1 0  2 .385
0 .1 0 6  2 9 9 0 0 ,2 3 .3  5 5 8 8 0 , 2 7 4  « 1 8 6 0 , 3 1 1  0 7 8 4 0 ,.- .3 3  3 3 8 2
0 ,2 0 ,3  3 6 5 5 0 . 2 4 1  2 7 8 6 0 , 2 8 4  9 9 1 7 0 ,3 2 .3  - 0 4 8 0 . 3 6 6  4 1 * 9
0 .2 1 0  8 3 1 5 0 ,2 5 2  9 9 7 8 0 , 2 9 5  1 6 4 1 0 , 3 3 7  3 3 0 4 0 , 3 7 9  4 9 6 7

0 , 0 0 0  (K H « 0 ,0 0 0  OOOO 0 , 0 0 0  0 0 0 0 0 , 0 0 0  OfiOO 0 , 0 0 0  0 0 0 0
0 , 0 0 0  0 0 5 5 0 . 0 0 0  0 0 6 6 0 , 0 0 0  0 0 7 7 0 , 0 9 0  0 0 8 8 0 , 0 0 0  0 0 9 9
0 , 0 0 0  0 2 1 0 0 ,0 0 0  0 2 3 2 0 , 0 0 0  0 2 9 4 0 , 0 0 0  03 .36 0 , 0 0 0  0 3 7 8

. 0 . 0 0 0  0 4 7 3 0 ,0 0 0  0 3 7 0 O .ü O o  0 6 6 5 0 , 0 0 0  0 7 6 0 0 , 0 0 0  0 8 B 5
0 , 0 0 0  0 8 5 0 0 ,0 0 0  1 0 2 0 0 . 0 0 0  1 1 9 0 O.ÍKKI 1 3 6 0 H .O t'n  1 .330
0 , 0 0 0  1 5 2 3 0 ,0 0 0  1 5 9 0 0 , 0 0 0  1 8 5 5 0 , 0 0 0  2 1 2 0 O .dOO 2 3 8 S

<1.000  190.3 0 ,0 0 0  2 2 8 6 0 , 0 0 0  2(567 0 , 0 0 0  3 0 4 « 0 , 0 0 0  3 4 2 9
0 , 0 0 0  2 3 9 0 O.tKIO .3 1 0 8 0 ,0 1 .0  .3 6 2 6 O .dO O  4 1 4 1 0 . 0 0 0  4 6 6 2
0 . 0 0 0  3 3 8 5 0 . 0 0 0  4 0 R 2 0 . 0 0 0  4 7 5 9 0 , 0 0 0  5 4 1 6 0 .1 .0 0  6 0 9 3
0 , 0 0 0  4 2 8 5 0 ,0 0 0  5 1 4 2 0 , 0 0 0  5 9 9 9 0 , 0 0 0  6 8 5 6 O.OOO 7 7 1 3
0 , 0 0 0  3 2 9 0 0 ,0 0 0  6 ,3 1 8 0 , 0 0 0  7 1 0 6 0 ,(K i0  8 1 6 1 <1.000  9 .522
0 , 0 0 0  6 4 0 0 0 ,0 0 0  7 6 8 0 0 , 0 0 0  8 9 6 0 0 , 0 0 1  0 2 4 0  ' 0 ,0 0 1  1 5 2 0

0 . 0 0 0  761.3 0 ,0 0 0  9 1 3 8 0 ,0 0 1  0 6 6 1 0 ,0 0 1  2 1 H 1 0 ,0 0 1  3 7 0 7
0 , 0 0 0  8 9 1 0 0 ,0 0 1  0 7 2 8 0 ,0 0 1  2 5 1 6 0 ,0 0 1  4 5 0 4 0 ,0 0 1  6 0 9 2
0 ,0 0 1  0 3 T ^ 0 ,0 0 1  2 1 3 8 0 .0 0 1  4 5 1 1 0 ,(X )I  6 í ,8 1  , 0 ,0 0 1  8 6 5 7
0 ,0 0 1  1 9 0 0 0 ,0 0 1  -1280 0,<W 1 6 0 6 0 0 , ü . ) t  9 0 4 0  , 0 , 0 0 2  1 4 2 0
0 ,0 0 1  3 5 1 0 0 .0 0 1  6 2 4 8 0 ,0 0 1  89 .36 0 ,0 :> 2  1 6 6 1 0 . 0 0 2  4 3 7 2
O.OOI .3 2 8 5 0 .0 0 1  8 3 4 2 0 , 0 0 2  1 3 9 9 0 ,< ;0 2  4 1 5 6  1 0 , 0 0 2  7 .513

0 ,0 0 1  7 1 3 3  ' 0 . 0 0 2  0 5 6 2 0 , 0 f '2  3 9 8 9  1 0 , 0 0 2  7 4 1 6  I 0 , 0 0 3  0 8 4 3
0 ,0 0 1  9 0 9 0  1 0  0 0 2  2 0 0 8 0 , 6 0 2  1 .7 2 6  ¡ 0 , 0 0 3  0 ; ,4 4 0 . 0 0 3  4 3 6 2
0 , 0 0 2  1 1 .3 5  ! 0 ,0 0 2  3 3 8 6 0 , 0 0 2  9 6 ) 7 0 . ( ‘0.3 .7 8 4 8  1 0 ,0 0 .3  8 0 7 9
0 , 0 0 2  3 3 2 0  , 0 ,0 0 2  7 9 8 4 0 , 0 0 3  2 6 4 8  I 0 . 0 0 3  7 3 1 2  1 0 , 0 0 4  1 9 7 6
0 , 0 0 2  « S 9 5 0.CRI3 0 7 1 4 0 ,í i ( J 3  5 8 3 3 0 , 0 0 1  0 9 : ;2  • 0 , 0 0 4  6 0 7 1

0 , 0 0 2  7 9 7 0 0 ,0 0 3  3 5 6 4 0 , 0 0 3  9 1 .3 9  ! 0 , 0 0 4  47 .32 0 . 0 0 5  0 .346

0 , 0 0 3  0 4 6 0 0 ,0 0 5  6 5 5 2 0 , 0 0 4  2 6 1 4 0 . 0 ( '4  8 7 .’ 6 0 , 0 0 5  4 8 2 8
0 , 0 0 3  3 0 3 0 0 , ( 0 3  9 6 0 0 0 . (  0 4  6 2 7 0 0 , 0 0 5  2 8 ‘'0 (1 ,0 0 5  9 1 9 0
0 . 0 0 3  5 7 4 5 0 .0 0 4  2 8 9 4 ( ' . 0 0 5  0 0 4 3  ' 0 . 0 0 5  7 1 9 2 0 , 0 0 6  1341
0 , 0 0 3  8 5 ‘W 0 . 0 0 4  6 2 6 0 0 .0 0 .3  3 9 7 0  : 0 , 0 0 6  1 6 S 0 0 , 0 0 6  9 3 9 0

0 , 0 ( H  1 4 3 5 (1 .0 0 4  9 7 4 6 0 ,(H J5  8 0 3 7  ' 0 . 0 0 6  0 3 2 8 0 , 0 0 7  4 6 1 9j

1

0 , 0 0 4  4 4 7 0 0 ,0 0 5  5 3 6 4 0 , 0 0 6  2 2 .3 8 0 , 0 0 7  1 1 5 2  1 0 , 0 0 8  0 0 4 6

1
5  1 6 ■? i 8 1 9

ORD EN A D A S.



194 TAILLA PRIMERA.
Incrementos

del
ARCO.

3 *

4 *

0 , 0 1 3  f i i O l  
0,Üi!> 0'21 
O .O H i
0 . 0 4 7  9 7 8 i  
0 , 0 4 0  4 3 0 8  
0 . 0 3 0  8 8 3 5  

0 , 0 3 2  3381) 
0 , 0 5 3  7 S 8 3  
0 .0 3 :>  2 4 0 C  
0,a5r> GÜ28 
0 , 0 3 8  1 U 8  
0 ,0 5 0  5 9 6 7

0 ,0 8 1  0 4 8 5  
0 ,0 6 -2  5 0 0 2  
0 , 0 0 3  9 3 1 7  
0 , 0 0 5  1031 
0 .0 C 6  8 3 W  
0 ,0 6 8  3 0 3 5

0 ,0 6 ! )  7 5 6 3  
0 ,0 7 1  2 0 7 3  
0 ,0 7 -2  6 5 8 0  
0 , 0 7 1  1 0 8 5  
0 , 0 7 5  5 5 8 9  
0 . 0 7 7  0 0 9 1  

11 ,078  4 5 9 1  
0 , 0 7 9  91 )90  
0 ,0 8 1  3 3 8 7  
0 , 0 8 2  8 0 8 2  
0 , 0 8 1  2 5 7 6  
0 , 0 8 5  7 0 6 7

O .o n o  9 5 1 8  
0 ,0 0 1  0 1 6 5  
0 ,0 0 1  0 8 2 9  
0 ,0 O t  1 5 1 6  
n .O O l 2 2 2 5  
0 ,0 0 1  2 9 5 3

O .O O l 5 7 0 5  
0 ,0 0 1  U 7 6  
0 ,0 0 1  5 2 6 3  
0 ,0 0 1  6 0 8 4  
0 ,0 0 1  6 9 1 9  
0 ,0 0 1  7 7 7 5  

0 ,0 0 1  8 6 3 2  
0 ,0 0 1  9 3 5 1  
0 , 0 0 2  0 1 7 1  
0,002 1111 
0 , 0 0 2  2 3 7 3  
0 , 0 0 2  3 3 5 6  

0 .0 0 -2  4 3 6 0  
0 , 0 0 2  5 3 8 5  
0 , 0 0 2  6 1 3 1  
0 , 0 0 2  7 1 9 8  
0 , 0 0 2  8 5 8 7  
0 . 0 0 2  9 6 9 7

0 . 0 0 3  0 8 2 7  
0 , 0 0 3  1 9 7 8  
0 , 0 0 3  3 1 5 1  
0 , 0 0 5  1 3 4 5  
0 , 0 0 5  5 5 6 0  
0 , 0 0 3  6 7 9 6

ABSCISAS.

0 .0 8 7  2 3 8 8  
0 , 0 9 0  1 1 4 8  
0 , 0 9 3  0 5 0 6  
0 . 0 9 5  9 5 6 2  
0 , 0 9 8  8 6 1 6  
0 ,1 0 1  7 6 7 0

0 , 1 0 4  6 7 2 0  
0 , 1 0 7  5 7 6 6  
0 , 1 1 0  4 8 1 2  
0 , 1 1 3  3 8 5 6  
0 ,1 1 6  2 8 9 6  
0 , 1 1 9  1 9 3 4

0 , 1 2 2  0 9 7 0  
0 , 1 2 5  0 0 0 4  
0 , 1 2 7  9 0 3 1  
0 , 1 5 0  8 0 6 2  
0 , 1 3 3  7 0 8 8  
0 . 1 5 6  6 1 1 0

0 , 1 3 9  5 1 3 0  
0 , U 2  4 1 4 6  
0 . 1 4 5  3 1 6 0  
0 . 1 4 8  2 1 7 0  
0 ,1 5 1  1 1 7 8  
0 . 1 5 1 ’ 0 1 8 2  

0 , 1 3 6  9 1 8 2  
0 , 1 5 9  8 1 8 0  
0 ,1 6 -2  7 1 7 4  
0 , 1 6 5  6 1 6 4  
0 , 1 6 8  5 1 3 2  
0 ,1 7 1  4 1 3 4

0 , 1 3 0  8 5 8 2  
0 , 1 3 5  2 1 7 2  
0 , 1 3 9  5 7 5 9  
0 , 1 4 3  9 3 4 3  
0 . 1 4 8  2 9 2 4  
0 , 1 5 2  6 5 0 5  

0 , 1 5 7  0 0 8 0  
0 , 1 6 1  3 6 4 9  
0 , 1 6 5  7-218 
0 , 1 7 0  0 7 8 4  
0 , 1 7 4  4 5 4 1  
0 , 1 7 8  7 9 0 1

0 , 1 8 3  1 1 5 5  
0 , 1 8 7  5 0 !)6  
0 . 1 9 1  8 5 5 1  
0 , 1 9 6  2 0 9 3  
0 , 2 0 0  5 6 3 2  
0 . 2 0 1  9 1 6 5

O .O O l 9 0 3 6  
0 . 0 0 2  0 3 2 6  
0 .O O 2  1 6 5 8  
0 , 0 0 2  3 0 3 2  
0 ,0 l ) 2  1 1 5 0  
0 , 0 0 2  5 9 1 0  

0 , 0 0 2  7 4 1 0  
0 , 0 0 2  8 9 5 2  
0 , 0 0 3  0 5 3 8  
0 , 0 0 3  2 1 6 8  
0 , 0 0 3  3 8 3 8  
0 , 0 0 3  5 5 3 0

0 , 0 0 3  7 3 0 4  
0 . 0 0 3  9 1 0 2  
0 , 0 0  1 0 9 4 2  
0 , 0 0  4  2 8 2 2  
0 , 0 0 4  1 7 4 6  

. 0 , 0 0 1  6 7 1 2  

0 , 0 0 1  87-20  
0 , 0 0 5  0 7 7 0  
O .OO o 2 8 6 2  
0 .0 O 5  4 9 9 6  
0 , 0 0 5  7 1 7 4  
0 , 0 0 5  9 3 9 4

0 , 0 0 6  1 6 5 4  
0 , 0 0 6  3 9 5 6  
0 , 0 0 6  6 3 0 2  
0 . 0 0 6  8 6 9 0  
0,00" 1120 
0 , 0 0 7  3 5 9 2

0 , 2 0 9
0 , 2 1 3
0 . 2 1 70,2-22
0 . 2 2 6
0 ,2 3 1

0 , 2 3 5
0 .2 3 ! )
0,211
0 . 2 4 8
0 . 2 3 2
0 , 2 5 7

2 6 9 5
6 2 1 9
9 7 4 0
3 2 5 5
6 7 6 7
0 2 7 3

3 7 7 3
7 2 7 0
0 7 6 1
4 2 4 6
- 7 2 8
1201

0,002 8“̂ 4 
0 ,lM )3  0 1 8 9  
0 , 0 0 3  2 1 8 7  
0 . 0 0 3  15.18 
0 , 0 0 3  6 6 7 5  
0 , 0 0 3  8 8 6 5  

0 , 0 0 1  1 1 1 5  
0 , 0 0 1  3 1 2 8  
0 . 0 0 1  5 8 0 7  
O .O O l 8 2 5 2  
0 , 0 0 5  0 7 5 7  
0 . 0 0 5  3 3 2 5

0 , 0 0 5  5 9 5 6  
0 ,IH )5  8 « ) 3  ■ 
0 , 0 0 6  1 4 1 3  
O ,0 0 6  4 2 3 3  
0 , 0 0 6  7 1 1 9  
0 , 0 0 7  0 0 6 8

0 , 0 0 7  3 0 8 0  
0 , 0 0 7  6 1 5 5  
0 , 0 0 7  9 2 9 3  
0 , 0 0 8  2 1 9 1  
0 , 0 0 8  5 7 6 1  
0 , 0 0 8  9 0 9 1  

0 , 0 0 9  2 1 8 1  
0 , 0 0 9  5 9 3 4  
0 ^ 0 0 9  9 1 5 3  
0 Í0 1 O  3 0 5 5  
0 , 0 1 0  6 6 8 0  
0 ,0 1 1  0 3 8 8

0 , 1 7 4  .1776 
0 ,1 8 1 )  -2896 
0 , 1 8 6  1 0 1 2  
0 , 1 9 1  9 1 2 -i  
0 ,1 9 7  7 2 3 2  
0 . 2 0 3  ’1340  

0 ,2 0 ')  3 1 4 0  
0 , 2 1 5  1 5 3 2  
0 , 2 2 0  9 6 2 1  
0 ,2 -2 6  7 7 1 2  
0 , 2 3 2  5 7 9 2  
0 , 2 3 8  3 8 6 8  

0 , 2 1 1  1 9 4 0  
0 , 2 5 0  0 0 0 8  
0 . 2 5 ' i  8 0 6 8  
0 ,2 6 1  6 1 2 4  
0 , 2 6 7  4 1 7 6  
0 , 2 7 3  22-20 

0 , 2 7 9  0-260 
0 , 2 8 4  8 2 9 2  
0 , 2 9 0  6 3 2 0  
0 , 2 9 6  4 3 1 0  
0 ,3 0 -2  2 3 5 6  
0 , 5 0 8  0 3 6 4  

0 , 3 1 3  8 3 6 4  
0 , 3 1 9  6 3 6 0  
0 ,3 -2 5  1 3 1 8  
0 ,5 3 1  2 3 2 8  
0 , 3 3 7  0 3 0 4  
0 ,3 4 -2  8 2 6 8

0 , 0 0 3  8 0 7 2  
0 , 0 0 1  0 6 5 2  
0 . 0 0 4  5 5 1 6  
0 ,0 0 1  6 0 6 1  
0 , 0 0 4  8 9 0 0  
0 , 0 0 5  1 8 2 0  

0 . 0 0 5  .4820  
0 . 0 0 5  7 9 0 4  
0 .(X )6  1 0 7 6  
0 , 0 0 6  4 3 5 6  
0 , 0 0 6  7 6 7 6  
0 , 0 0 7  1 1 0 0

0 ,0 0 7  4 6 0 8  
0 .0 0 7  8 2 0 4  
0 . 0 0 8  1 8 8 4  
0 , 0 0 8  5 6 4 4  
0 . 0 0 8  0 4 9 2  
0 , 0 0 9  34-2.4

0 ,0 0 ! )  7 4 4 0  
0 , 0 1 0  1 5 4 0  
O .O IO  5 7 2 4  
0 , 0 1 0  9 9 9 2  
0 ,0 1 1  4 3 4 8  
0 ,0 1 1  6 7 8 8  

0 , 0 1 2  3 3 0 8  
0 , 0 1 2  7 9 1 2  
0 , 0 1 3  2 6 0 4  
0 . 0 1 3  7 3 8 0  
0 ,0 1 .4  2 2 4 0  
0 , 0 1 4  7 1 8 4

ORDENADAS.
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ABSCISAS.

5 6 7 8 9

0,418 0370 
0,243 3020 
0.232 62GS 
0,23» 8903 
0.Ü7 i5ÍO 
0.231 1175

0,261 7164 
0,270 4314 
0,279 1518 
0.287 8G86 
0,296 5848 
0.3D3 3010

0,303 3358 
0,315 3068 
0,.32". 6771 
0,333 8467 
0,346 01.56 
0,356 1845

0,348 9552 
0,360 5792 
0..572 2924 
0,383 8248 
0,39,5 4-464 
0,407 0680

0.392 5746 
0,40.5 6516 
0.418 7277 
0,431 8029 
( l ,m  8772 
0,457 9515

0,261 G800 
0.268 ÍU15 
0.276 2030 
0.283 1640 
0,290 7240 
0,297 9835

0,514 0160 
0.322 7298 
ü,.33l 4436 
0,340 1 568 
0.548 8688 
0,357 5892

0,366 3520 
0,376 5181 
0,386 6842 
0,390 8496 
0,407 0136 
0,417 1769

0,-418 1)880 
0,431) 3064 
0,141 9248 
0,4'i3 5424 
0.463 1584 

'0,476 7736

0,471 02-40 
0.484 0947 
0,497 1G;;4 
0,510 2532 
0.523 3032 
0,536 5703

0,3a5 2423 
0,312 :»10 
0.319 7585 
0.327 01.55 
0,354 27ÔJ 
0,341 5275

0,366 2910 
0,.373 0012 
0.38,3 7102 
fl,.392 4186 
0,401 1264 
0,409 8350

0,427 3395 
0,437 5014 
0,41- 6619 
0,.457 8217 
0.467 9808 
0,478 1385

0.488 3880 
O.âOO (K116 
0,511 6156 
0.523 2248 
0,534 8352 
0.H46 4 140

0,519 4365 
11,562 5018 
0,575 56.53 
0,588 6279 
0,601 6896 
0,614 7493

r
0.348 7825 
0 ,^ 0  0365 
0.3(3 2900 
0,370 5125 
0,377 7945 
0,383 0455

0,418 5390 
0.427 2438 
(1.435 9480 
0,444 6510 
(1,453 3534 
0,462 0546

0,488 2955 
0,498 4511
0,:y)8 6060 
0.518 7505 
0,528 9123 
0,539 0637

0..'i58 (l-;20 
0.-569 6584 
0,581 2640 
Ü..592 8680 
0,1504 4)12 
0.616 0728

0,627 8085 
0.610 8637 
(1,055 0220 
0,666 9765 
0,680 0301 
0,695 0819

0,392 2955 
0,399 .54.30 
0,406 7935 
0,414 0410 
0,421 28.80 
0,428 .3335

0.470 7.346 
0.479 4540 
0,488 1322 
0,496 8492 
0,503 5456 
0,314 2402

0.549 2137 
0,559 3630 
0,569 5109 
0,.579 6574 
0,589 8032 
0,.599 9469

0,627 6728 
0,639 2720 
0,650 8696 
0,6t)2 4636 
0,674 0608 
0,683 6536

0,706 1319 
0,719 1810 
0.732 2283 
0.745 27.58 
0,758 5184 
0.771 3603

•

0 004 7590 
0,003 0815 
0,005 4145 
0,005 7580 
0.006 1125 
0,006 4775

O.003 7108 
0.006 0978 
0,006 4974 
0,(KMi 9096 
0.007 3.350 
0,007 7730

0,006 6626 
0,007 1141 
0,007 5803 
0.008 0612 
0,008 5.575 
0,009 0683

0,(H17 6144 
0.008 1 304 
(1,008 6652 
(1.009 2128 
0.009 7800 
0,010 3640

0,008 5662 1 
0,009 1467 
0,009 7461 
n.mo 3644 
(1,011 0025 
(1,011 6395

0,006 8;)2.5 
0,007 23s0 
0.007 6343 
0.008 0420 
0.008 4593 
0.008 8873

0.008 2230 
O.OilS 6836 
0,009 1614 
0.009 6504 
0.010 1514 
0.010 6650

0,009 5935 
0,010 1332 
0,010 6883 
0,(M1 25S8 
0.011 8133 
0,012 4425

0,010 9640 
0,011 580S 
(1,012 21.52 
0.012 8672 
0,013 5352 
0,014 2200

0,012 3345 
0,013 0284 
0,013 7-421 
O.OM 4756 ! 
0,015 2271 
0,015 9975 [

0,009 3260 
0.009 7755 
O.OlO 2355 
0,010 7055 
0.011 1865 
0,011 6780

0,011 1912 
0.011 7306 
0,012 2826 
0.012 8466 
0,013 4238 
O.OU 0136

0,013 0."rf44 
(1.01.5 6837 
0,014 3297 
0,014 »877 
0,015 6611 
(1,016 3492

0,014 9216 
0.015 6108 
0.016 3768 
0,017 1288 
0,017 8984 
0,018 6818

0,016 7868 1 
0.017 3959 1 
0,018 4239 1 
0,019 2699 1 
0,020 1357 1 
0,021 0204 j

0.012 1800 
0.1H2 6925 
0.013 2155 
0.013 74;H) 
O.OU 2935 
0,014 8485

0.014 CI60 
0,015 23K) 
0.015 8.386 
0,016 4988 
0,017 1.322 
0.017 8182

0,017 0.520 
0,017 7695
0 .0 18  s o n
0,019 2486 
(1.020 OIW 
0,020 7879

0.019 4880 
0,020 31180 
0,021 1448 
0,021 9984 
0,022 8696 
0,023 7576

0,021 9240 
11,022 8465 
0.023 7879 ! 
0,024 7482 | 
0.025 7283 
0,026 7273

0,015 11.35 
0,015 9890 
0,016 .37.3.3 
0.017 1725 
0.017 7800 
0,018 3980

0,018 4962 
0.019 1868 
0,019 8906 
0.020 6070 
0.021 3.360 
0,022 0776

0.021 5789 
0,022 3846 
0.023 2057 
0,024 (MIS 
(1,024 8920 
0,025 7572

0,024 6616 
0.025 5824 
0,026 5208 
0,027 4760 
0,028 4480 
0 029 4368

0,027 7443 ( 
0,028 7802 
0.029 8359 
0,030 9103 1 
0,032 0040 , 
0,035 1164

'
5 6 7 8 _ 9 1

i -  - - ...
ORIIPAADAS.

i



196 TABLA PRIMERA.
Incrementosctel

AKCO.

(K
5

10
15
20

30
35
40
45
50
55
0'
5

10
15
20
25
30

40
45
50
55
0'
5

10
15
20
25

ABSCISAS.

6*

T

0'
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
0'
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50

0'
5

10
15
20
25

0.087 1^7  
0,0518 G04S 
0,090 0532 
0,001 5016 
0,092 9499 
0,094 3979
0,095 8458 
0,097 2954 
0,098 7408 
0,100 1881 
0.101 6351 
0,103 0819 
0,104 5285 
0,105 9748 
0,107 4210 
0,108 8669 
0,110 5126 
0,111 7580 
0.113 2032 
0,114 6-182 
0,116 0929 
0,117 5374 
0,118 9816 
0,120 4256
0,121 8693 
0,123 3128 
0,124 7560 
0,126 1090 
0,127 6416 
0,120 0811

IncreraentOB
del

ARCO.

0.003 8053 
0,003 9331 
0,004 0631 
0,004 1951 
0,004 3292 
0,00 1 4655 
0,001 6038 
0,00 1 7443 
[ 1,001 8868 
0,005 0315 
0,00.5 1783 
O.OOb 3272 
n,0('5 4782 
0,005 6312 
0,005 7864 
0,005 9157 
0,006 1031 
0,006 2646
0,006 4282 
0,006 5038 
0,006 7617 
0,006 0316 
0,007 1036 
0,007 2777
0,007 4538 
0.007 6322 
0,007 8126 
0,007 9951 
0,008 1797 
0.UU8 3663

0,174 3114 
0,177 2092 
0,180 1064- 
0,183 0032 
0,185 8998 
0,188 7958 
0,191 6916 
0,194 5868 
l),!97 4816 
0,200 3762 
0,205 2702 
0.206 1638 
0,209 0370 
0,211 9496 
0.214 8-120 
0,217 7338 
0,220 6252 
0,225 5160 
0,226 4064 
0,229 2961 
0,232 1858 
0,235 0748 
0,237 9632 
0,2-10 8312 
0,2-13 7386 
0,246 6256 
0,249 5120 
0,252 3980 
0,255 2852 
0.258 1682

0,007 6106 
0,007 8662 
0,008 1262 
0,008 3902 
0.008 6581
0,008 osto
0,009 2076 
0,009 4886 
0,009 7736 
0,010 06.30 
0,010 3566 
0,010 65-14
0,010 9;16i 
0,011 2624 
O.tm 5728 
0,011 8874 
0,012 2062 
0,012 5292 
0.012 8561 
0.013 1876 
0,013 5234 
0,013 8632 
0,014 2072 
0,014 5554
0,014 9076 
0.015 26U 
0,015 62.52 
0,015 9902 
0,016 3594 
0,016 7326

0,261
0,265
0,270
0,274
0,278
0,283
0,287
0,291
0,296
0,300
0,304
0,309

4G71 
8138 
1596 
50.18 
8497 
1937 
5>“4 
8802 
22it 
5615 
9053 
2-157

0,313 .5855 
0,317 9214 
0.322 2650 
0.5-26 6007 
0.350 9378 
0,335 2710
0,539 6096 
0,343 9416 
0,318 2787 
0,352 6122 
0,336 9418 
0,561 2768
0,365 C079 
0,569 938-1 
0,374 2680 
0,378 5970 
0,382 9248 
0,387 2523

0.348 6228 
0,354 4184 
(i,?.60 2128 
0,366 0064 
0,571 7996 
0,577 5916 
0,383 3832 
0.389 1736 
0.394 9652 
O.-iOO 7524 
0,406 .5401 
0,412 5276 
0,418 1140 
0,423 8992 
0,-4-29 6810 
0,455 4676 
0,441 2501 
0,447 0520
0.4b2 8128 
0,458 5928 
0,461 3716 
0,-170 1496 
0,175 9264 
li,-t8l 7024
0,487 4772 
0,-i;'3 2512 
0,-199 0240 
0,.50i 7960 
0,510 5664 
0,516 3301

0,011 4159 
0,011 7993 
0,012 1893 
0,012 58-55 
0,012 9876 
0,013 5965 
0,013 81U 
0.014 2329 
0,014 6601 
0,01.5 0915 
0,01.5 5319 
0,015 9816 
0,016 4516 
0,016 8936 
0,017 .3592 
0,017 8511 
0.018 .3095 
0,013 7958 
0,019 2846 
0,019 781-4 
0,020 2831 
(1,020 79-18 
0,021 3108 
0,021 8331 
0,022 361-i 
0,022 8066 
0,023 4378 
0.023 9853 
0,021 5391 
0,025 0989

0,015 2212 
0.015 7324 
0,016 2524 
0,016 7804 
0,017 3168 
0,017 8620 
0.018 41.52 
0,018 9772 
0,019 5172 
0,020 1260 
11,020 7132 
0,021 3088
0,021 9128 
0.(^22 5218 
0.023 1456 
0,023 7748 
U,02i 4124 
0,025 0584
0,025 7128 
0.026 37.52 
0,027 0168 
0.027 7264 
0.028 4144 
0,U29 1108
0,029 8152 
0.030 .5288 
0,031 2304 
0.031 9804 
0,032 7188 
0,033 46.52

ORDENADAS.



COORDENADAS DEL CIRCULO. 197

ABSaSAS.

0 .4 3 S  7 7 8 H  
0 .4 4 3  0 Í 3 0  
0 .4 5 0  2Í560 
0 .4 5 7  5 0 8 0  
ü . i ß i  7 4 9 5  
0 .4 7 1  9 8 9 5

0 .4 7 Ü  2 2 9 0  
0 , 4 8 0  4 6 7 0  
0 , 4 9 3  7 0 4 0  
0 ,5 0 0  9 4 0 5  
0 ,5 0 8  1 7 5 5  
0 .5 1 5  4 0 9 5

0 ,5 2 2  6 4 2 5  
0 ,5 2 9  8 7 4 0  
0 .5 3 7  1 0 5 0  
0 .5 4 1  3 3 4 5  
0 ,5 5 1  5 6 3 0  
0 .5 5 «  7 9 0 0

0 ,5 6 6  0 1 6 0  
0 , 5 7 3  2 4 1 0  
0 , 5 8 0  4 6 4 5  
0 .5 8 1  6 8 7 0  
0 , 5 9 4  9 0 8 9  
0 ,6 0 2  1 2 8 0

0 ,6 0 9  3 1 8 5  
0 ,6 1 6  5 6 4 0  
0 ,6 2 3  7 8 0 0  
0 ,6 3 0  9 9 5 0  
0 .0 3 8  2 0 8 0  
0 ,6 1 3  4 2 0 5

0 ,0 1 9  0 2 6 .5  
0 ,0 1 9  C tM » 
0 ,0 2 0  3 1 5 5  
0 ,0 2 0  9 7 5 ,5  
0 .0 2 1  6 4 6 0  
0 ,0 2 2  3 2 7 5

0 , 0 2 3  0 1 9 0  
0 ,0 2 3  7 2 1 5  
0 ,0 2 4  4 ,310  
0 ,0 2 5  1 .5 7 5  
0 .0 2 S  8 9 1 5  
0 .0 2 6  6 3 6 0  

0 ,0 2 7  3 9 1 0  
0 ,0 2 8  1 5 6 0  
0 , ( K 8  9 3 2 0  
0 .0 2 9  7 1 8 5  
0 .0 3 0  5 1 5 : í 
0 ,0 3 1  3 2 3 0

0 , 0 3 2  1 4 1 0  
0 ,n .* 2  % 9 0  
0 ,0 3 3  8 0 8 .5  
0 ,0 3 4  6 5 8 0  
0 ,0 3 5  5 1 8 0  
0 ,0 5 6  5 8 8 5

0 ,0 3 7  2 6 9 0  
0 ,0 3 8  1 6 1 0  
0 , 0 3 9  06 .30  
0 ,0 5 9  9 7 5 5  
0 ,0 1 0  8 9 8 .5  
0 ,0 4 1  8 3 1 5

0 . 5 2 2  9 3 4 2  
0 .5 :5 1  6 2 1 6  
0 , 5 4 0  5 1 9 2  
0 , 5 4 9  0 0 9 6  
0 , 5 5 7  6 9 9 4  
0 , 5 6 6  3 8 7 4

0 , 5 7 5  0 1 4 8  
0 . 5 8 3  7 6 0 1  
0 , 5 9 2  4 4 4 8  
0 .6 0 1  1 2 8 6  
0 , 6 0 9  8 1 0 G  
0 , 6 1 8  4 9 1 4

0 . 6 2 7  1 7 1 0  
0 , 6 3 3  8 4 8 8  
O . l i U  5 2 G 0  
0 , 6 5 3  2 0 1 4  
0 ,6 6 1  8 7 5 6  
ü , 0 : 0  5 4 8 0

0 , 6 7 9  2 1 9 2  
0 .6 S 7  8 8 9 2  
0 . 6 9 6  5 5 7 4  
0 ,7 0 .3  2 2 1 4  
0 . 7 1 3  8 8 9 6  
0 , 7 2 2  5 5 3 6  

0 ,7 3 1  2 1 5 8  
0 , 7 3 9  8 7 6 8  
0 , 7 4 8  5 3 6 0  
0 , 7 5 7  1 9 4 0  
0 , 7 6 3  8 4 9 6  
0 , 7 7 4  5 0 4 6

0 , 0 2 2  8 3 1 8  
0 , 0 2 3  5 9 8 6  
0 , 0 2 4  3 7 8 6  
0 ,0 2 .3  1 7 0 6  
0 . 0 2 5  9 7 5 2  
0 , 0 2 6  7 9 3 0  

0 ,0 2 7  6 2 2 8  
0 , 0 2 8  4 ^ 3 8  
0 , 0 2 9  3 2 0 8  
0 , 0 3 0  1 8 9 0  
0 ,0 3 1  0 6 9 8  
0 . 0 3 1  9 6 3 2

0 . 0 3 2  8 6 9 2  
0 , 0 3 3  7 8 7 2  
0 , 0 3 4  7 1 8 1  
0 , 0 3 3  6 6 2 2  
0 , 0 3 6  6 1 8 6  
0 , 0 3 7  5 8 7 6

0 . 0 3 8  5 6 9 2  
0 , 0 5 9  5 6 2 8  
0 .0 4 '»  5 7 0 2  
0 ,0 4 1  5 8 9 6  
0 , 0 4 2  6 2 1 6  
0 , 0 4 5  6 6 6 2

0 , 0 4 4  7 2 2 8  
0 . 0 4 5  7 9 3 2  
0 , 0 1 6  8 7 5 6  
0 , 0 4 7  9 7 0 6  
0 , 0 4 9  0 7 8 2  
0 , 0 5 0  1 9 7 8

0 , 6 1 0  0 8 9 9  
0 , 6 2 0  2 5 2 2  
Ü .6 S 0  3 7 2 4  
0 . 6 4 0  Ö H 2  
0 , 6 : í0  6 4 9 3  
0 , 6 6 0  7 8 5 3

0 , 6 7 0  9 2 0 6  
0 ,6 8 1  0 5 3 8  
0 ,6 0 1  1 8 5 5  
0 , 7 0 1  3 1 6 7  
0 ,7 1 1  4 4 5 7  
0 , 7 2 1  5 7 3 3

0 ,7 3 1  6 9 9 5  
0 .7 4 1  8 2 3 6  
0 , 7 5 1  9 4 7 0  
0 , 7 6 2  0 6 8 3  
0 , 7 - 2  1 8 8 2  
0 , 7 8 2  3 0 6 9

0 , 7 9 2  4 2 2 4  
0 , 8 0 2  5 3 7 4  
0 . 8 1 2  6 5 0 5  
0 , 8 2 2  7 6 1 8  
0 , 8 3 2  8 7 1 2  
0 , 8 4 2  9 7 9 2

0 , 8 5 3  0 8 5 1  
0 ,8 6 .3  1 8 9 6  
0 , 8 7 3  2 9 2 0  
0 , 8 8 3  3 9 3 0  
0 , 8 9 3  4 9 1 2  
0 , 9 0 3  5 8 8 7

8

2 4 7 6  
8 3 6 $  

' 4 2 5 0  
0 1 2 8  

. 59iß 
1 8 3 2

7 0 6 4
3 4 7 2
9 2 6 4
5 0 4 8
0 8 0 8
6 5 5 2

0 , 6 9 7  
0 ,7 0 8  
0 , 7 2 0  
0 , 7 3 2  
0 , 7 4 3  
0 . 7 5 5

0 , 7 6 6  
0 .7 7 H
0 , 7 8 9  
O .S O l 
0 , 8 1 3  
0 ,8 2 4  

0 , 8 3 6  2 2 8 0  
0 , 8 1 4  7 9 8 4  
0 , 8 5 9  3 6 8 0  
0 , 8 7 0  9 3 5 2  
0 , ' 8 2  5 0 0 8  
0 , 8 9 4  0 6 4 0  

0 , 9 0 5  62 .56  
0 , 9 1 7  1 8 5 6  
0 , 9 2 8  7 4 3 2  
0 , 9 4 0  2 9 9 2  
0 ,9 5 1  8 5 2 8  
0 , 9 6 3  4 0 4 8

0 ,9 7 1  9 5 4 4  
0 ,!> 8 6  5(121 
0 . 9 9 8  0 4 8 9  
1 ,0 0 'J  5 9 2 0  
1 ,0 2 1  1 3 2 8  
1 ,0 3 2  6 1 2 8

0 ,7 3 4  4 0 1 3  
0 ,7 9 7  4 4 1 4  
0 ,8 1 0  4 7 8 8  
0 , 5 2 3  5 1 4 4  
0 , 3 3 8  5 4 9 1  
0 , 8 4 9  5 8 1 1  

0 , 8 1 «  6 1 2 2  
0 ,8 7 5  6 1 0 6  
0 , 8 8 8  6 6 7 2  
0 ,9 0 1  6 9 2 9  
0 .1114 7 1 5 9  
0 , 9 2 7  7 3 7 1

0 , 9 4 0  7 5 6 5  
0 . 9 5 3  7 7 3 2  
0 .9 6 6  7 8 9 0  
0 , 9 7 9  8 0 2 1  
0 , 9 9 2  8 1 3 4  
J . 0 0 5  8 2 2 0

1 , 0 1 8  8 2 8 8  
1 ,0 3 1  8 .3 3 8  
1 , 0 4 4  8 3 6 1  
1 ,0 5 7  S í 'lO  
1 , 0 7 0  8 3 4 4  
1 , 0 8 3  8 3 0 4

1 , 0 9 6  8 2 3 7
1 ,1 0 9  8 1 5 2  
1 ,1 2 2  8 0 4 0
1 ,1 3 5  " 9 1 0  
1 , 1 4 8  " 7 4 4
1 ,1 6 1  7 5 6 9

0 , 0 2 6  6 3 7 1  
0 , 0 2 7  5 3 1 7  
0 , 0 2 8  4 4 1 "  
0 , 0 2 9  3 6 5 7  
0 , 0 5 0  3 0 4 4  
0 .0 3 1  2 3 8 5

0 , 0 3 0  4 1 2 4  
0 ,0 3 1  4 6 4 8  
0 . 0 3 2  5 0 1 8  
0 , 0 3 3  5 7 0 8  
0 , 0 3 4  6 3 5 6  
0 . 0 5 3  7 2 4 0

0 , 0 3 4  2-477  
( J ,0 3 u  3 9 7 9  
0 .0 3 6  5 6 7 9  
0 ,0 3 7  " 5 5 9  
0 , 0 3 8  9 6 2 8  
0 , 0 4 0  1 8 9 5

0 , 0 3 2  2 2 6 6  
(1 ,0 3 3  2 1 0 1  
0 , 0 3 4  2 0 7 6  
0 , 0 3 5  2 2 0 .3  
0 , 0 3 6  2 4 8 1  
0 , 0 3 7  2 9 0 4

0 , 0 3 6  8 3 0 4  
0 , 0 3 7  O . 'l l l  
0 , 0 5 9  0 9 4 4  
0 ,1 )4 0  2 5 2 0  
0 ,0 4 1  4 2 6 4  
0 , 0 4 2  6 1 7 6

0 ,0 4 1  4 3 4 2  
0 , 0 4 2  0 9 8 7  
0 , 0 4 3  9 8 1 2  
0 . 0 4 5  2 8 3 5  
0 , 0 4 6  6 0 4 7  
0 , 0 4 7  9 4 4 8  t

0 , 0 3 8  3 4 7 4  
0 , 0 3 0  4 1 8 4  
0 , 0 4 0  5 0 4 8  
0 ,0 4 1  CI1S9 
0 , 0 4 2  7 2 1 7  
0 , 0 4 3  8 5 2 2

0 . 0 4 3  8 2 3 6  
0 , 0 4 5  0 4 9 6  
0 , 0 4 6  2 9 1 2  
0 ,0 1 7  5 4 9 6  
0 , 0 4 8  8  2  48 
0 , 0 5 0  1 1 6 8

0,1149 .3 0 5 8  
0 , 0 5 0  6 8 0 8  
O .lK ii  0 7 7 6  
0 , a 3 3  4 9 3 3  
0 , 0 5 4  9 2 7 9  
0 , 0 5 6  3 8 1 4

0 . 0 4 4  9 9 7 4  
0 , 0 4 6  1 5 6 6  
0 , 0 4 7  3 3 1 9  
0 . 0 4 8  r . 2 l 2  
0 , 0 4 9  7 2 5 2  
0 . 0 5 0  9 4 3 9

0 .0 5 1  4 2 5 6  
0 . 0 5 2  7 5 0 4  
0 , 0 5 1  0 9 5 6  
0 , 0 5 5  4 5 2 8  
0 , 0 5 6  8 2 8 8  
0 , 0 5 8  2 2 1 6

0 , 0 3 7  8 5 3 8  
0 , 0 5 9  3 1 4 2  
0 , 0 6 0  8 5 5 5  
0 , 0 6 2  .3 8 4 4  
0 . 0 6 3  9 3 2 4  
0 ,1 )6 5  4 9 9 3

0 . 0 3 2  1 7 6 6  
0 . 0 5 3  4 2 5 4  
0 , 0 5 4  6 8 8 2  
O .ifö S  9 6 5 7  
0 , 0 5 7  2 5 7 9  
0 , 0 5 8  5 6 4 1

0 , 0 5 9  6 3 9 4  
0 ,0 6 1  0 5 7 6  
0 , 0 6 2  .3 0 0 8  
0 , 0 6 3  9 6 0 8  
0 . 0 6 5  4 5 7 6  
0 , 0 6 6  9 3 0 4

0 .0 6 7  0 8 4 2  
0 , 0 6 8  6 8 9 8  
0 , 0 7 0  3 1 3 4  
0 , 0 7 1  9 ;> 5 9  
0 , 0 7 3  6 1 7 3  
0 , 0 7 5  2 9 6 7

7 8 9

0R0F.NADAS.



198 TABLA PRIMERA. 1
Incrementosdel

AKCO.

7* SU' 
5í> 
.«) 
•ii 
50

s° «y
5

lo
in
21)

30
35
■iO
45
50
55
O'
5

10
15
2t)
25
30
35
40
45
60

50'
35
40
45
50
5-i

O'
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
O'
5

10
15
20
25
50
33
40
4.3
50
55

1

0,130 5262 
0,131 0581 
0.135 4000 
0,154 8300 
0,136 2019 
0,137 73-27 
0,139 1731 
O ! iO 6132 
0'142 0331 
0.143 4926 
0,144 9319 
0,146 3708
0,147 8094 
0,149 2477 
0,150 6857 
0.152 1234 
0,153 5607 
0,154 9078 
0.156 4345 
0,157 8 708 
O 159 5060 
0,160 7426 
0 162 1770 
0.163 6129
Ü.SC5 0-476 
O.lCC 4810 
0,107 9150 
0.169 3495 
0,170 782« 
0,172 2156

IncremcDlos
del

ARCO.

0,008 5551 
0,008 7-161 
0,008 0391 
0.009 1341 
0,009 3313 
0,00!) 5506
0,069 7320 
0,009 9355 
0,010 1410 
0.010 3180 
0,010 5584 
0,010 7762 
O.OiO 0842 
0,011 2(«2 
0,011 4183 
0,011 6385 
0,011 8608 
0.012 0852
0,012 3117 
0,012 5402 
0,012 7700 
0,013 0056 
0,013 2385 
0,013 4754 
0,013 7144 
0,013 0555 
0,014 1987 
0,014 4430 
0,014 6913 
0.014 9408

0,261 0524 
1),2G3 !)562 
0,266 8102 
0,269 ’7018 
0,272 5838 
0,275 4654
0,278 3-462 
0,281 2264 
0,284 1062 
0,286 9852 
0,281) 8658 
0,29-2 7416
0,295 6188 
0,298 4954 
0,31)1 3714 
0,31)4 2468 
0.307 1214 
0,309 9056 
0,312 8600 
0.315 7416 
0,3(8 6138- 
0.321 -4852 
0,324 3558 
0,327 2258
0.33D 0952 
0.332 0638 
0,335 8.518 
0,338 6990 
0,341 5656 
0,344 4312

3

0,017 1102 
0,(!17 4022 
0.017 8782 
0,018 2682 
0,018 6626 
0,019 0612 
0,019 4640 
0.019 8710 
0,0-20 2820 
0,020 6072 
0,1)21 1108 
0,021 5104
0.021 9684 
0,022 41H)4 
(1,022 8366 
0,02.5 2770 
0,023 7216 
0,024 1704 
0,1)24 62.54 
O,Ote 0804 
0,025 5418 
0.026 01)72 
0,026 4770 
0,026 9508 
0,027 4288 
0,027 Olio 
0,028 3974 
0,028 8878 
0,029 38-26 
0,029 8816

0,591 5786 
0,3!15 90.45 
0.400 2288 
0,404 5527 
0,408 .8757 
0,-413 1981 
0,417 5193 
0,421 8396 
0,426 1593 
0,431) 4778 
0,434 79.57 
0,450 11-24 
O,-44.5 4-282 
0,447 7431 
0,4.2 0571 
0,456 3702 
0,460 0821 
0,464 9034
0,469 3035 
0,473 6124 
0,-477 9207 
0..18-2 2278 
0,486 5337 
1),491) 8387 
0,495 1428 
0.400 4457 
0.503 7477 
0,508 0485 
0,M-2 
0,516 6468

0.0Í5 6653 
0,026 2583 
0,026 8173 
0,1)27 4023 
0,027 9039 
0,028 5918
0.020 I960 
0,029 8065 
0,030 4-230 
0.031 0-158 
0,031 6752 
0,032 3106
0.03-2 9526 
0,033 6006 
0,054 2519 
0,03 4 9153 
0.055 58-24 
0,036 2556 
0.036 0351 
0,037 6206 
0.038 3127 
0,039 0108 
0,039 7153 
0,040 426-2 
0,041 1432 
0,041 8665 
0,042 5961 
0,043 3317 
0,04-4 0739 
0,044 8224

0,í)22 1048 
0,527 8724 
0.533 6-584 
0,539 40.56 
0.545 1676 
0,550 9308
0,556 692.» 
0,562 4,528 
0,568 2124 
0,573 9704 
0,579 7276 
0,585 4852
0,591 2376 
0,596 9908 
0,602 7428 
0,008 4936 
0,614 2428 
0,619 9912
0,625 7.580 
0.651 4832 
0,657 2276 
0,6-42 9704 
0,648 7116 
0,654 4516 
0,660 1904 
0.665 9276 
0,671 61)36 
0,077 3980 
0,685 1312 
0,688 8624

0,1)34 2204 
0,034 984-4 
0,035 7564 
0,0.56 5364 
0,1)37 3252 
0,038 1224
0,058 9280 
0,1)39 7420 
0,1140 5C10 
0,041 39-44 
0.042 25.56 
0.0-13 0808 
0,013 9.568 
0,044 8008 
0,0-45 6732 
0,046 55411 
0,047 44.52 
0,048 5108
0,0-49 2468 
0,l’50 1608 
0,051 0836 
0,052 0144 
0,0.52 9510 
0,053 9016
0,054 8576 
0,035 8221) 
0,1)56 7948 
0,057 7756 
0.038 7652 
0,059 7632

ORDENADAS.
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ABSCISAS.

5 6 7

0 , 6 5 3  6 3 1 0  
0 , 6 5 9  8 4 0 5  
0 , 6 6 7  0 .1 8 0  
0 , 6 7 4  2 5 4 5  
0 ,6 8 1  4 5 9 5  
0 , 6 8 8  6 6 3 5

0 , 7 8 3  1 5 7 2  
0 ,7 9 1  8 0 8 6  
0 , 8 0 0  4 5 7 6  
0 , 8 0 9  1 0 3 4  
0 , 8 1 7  7 5 1 4  
0 , 8 2 6  5 9 6 2

0 , 9 1 3  6 8 5 4  
0 , 9 ^  7 7 6 7  
0 , 9 5 3  8 6 7 2  
0 .9 4 -3  9 5 6 5  
0 ,9 .5 1  0 4 5 3  
0 , 9 6 4  1 2 8 9

0 , 6 9 5  8 6 5 5  
0 . 7 0 3  0 6 6 0  
0 , 7 1 0  2 6 3 5  
0 , 7 1 7  4 6 3 0  
0 , 7 2 1  6 .5 9 5  
0 .7 5 1  8 5 4 0

0 , 8 3 5  ( '3 8 6  
0 , 8 1 3  6 7 9 2  
0 , 8 5 2  3 1 8 6  
0 . 8 6 0  9 .5 5 6  
0 , 8 6 9  6 9 1 4  
0 . 8 7 8  2 2 4 8

0 . 9 7 4  2 1 1 7  
0 , 9 8 4  - .9 2 1  
0 , 9 9 4  3 7 1 7  
1 , 0 0 4  4 4 8 2  
1 , 0 1 4  5 2 3 3  
1 ,0 2 1  5 9 5 6

0 . 7 3 9  0 1 7 0  
0 , 7 4 6  2 5 8 5  
0 ,7 .5 5  4 2 8 5  
0 , 7 6 0  6 1 7 0  
0 , 7 6 7  8 0 3 5  
0 , 7 7 4  9 8 9 0

0 . 8 8 6  ^ 6 4  
0 , 8 9 5  4 8 6 2  
0 . 9 0 4  1 1 4 2  
0 , 9 1 2  7 1 0 4  
0 ,9 2 1  3 6 4 2  
0 , 9 2 9  9 8 6 8

1 , 0 3 4  6 6 5 8  
1 , 0 4 4  7 3 3 9  
1 , 0 5 4  7 9 9 9  
1 .0 6 1  8 6 3 8  
1 ,0 7 4  9 2 1 9  
1 ,0 8 4  9 8 1 6

0 , 7 8 2  1 7 4 5  
0 , 7 8 9  5 .540  
0 , 7 9 6  .5 3 4 5  
0 , 8 0 3  7 1 3 0  
0 , 8 1 0  8 S 9 5  
0 , 8 1 8  0 6 4 5

0 , 9 3 8  6 0 7 0  
0 , 9 4 7  2 2 1 8  
0 . 9 5 5  8 1 1 4  
1 1 .9 6 4  4 5 .5 6  
0 , 9 7 5  0 6 7 4  
0 ,9 8 1  6 7 7 4

1 , 0 9 5  0 4 1 5  
1 , 1 0 5  0 9 5 6  
1 , 1 1 5  1 4 8 3  
1 , 1 2 5  1 9 8 2  
1 , 1 3 5  2 1 .5 3  
1 , 1 4 5  2 9 0 5

0 . 8 2 5  4 3 8 0  
0 , 8 3 2  409 .5  
0 . 8 3 9  5 7 9 5  
0 . 8 4 6  7 4 7 5  
0 , 8 5 3  9 1 4 0  
0 ,8 6 1  0 7 8 0

0 , 9 9 0  2 8 5 6  
0 . 9 9 8  8 9 1 4  
1 , 0 0 7  4 9 5 4  
1 , 0 1 6  0 9 7 0  
1 , 0 2 4  6 9 6 8  
1 , 0 3 3  2 9 3 6

1 , 1 5 5  3 5 3 2  
1 ,1 6 -5  3 * 3 3  
1 , 1 7 5  4 1 1 3  
1 , 1 8 5  4 4 6 3  
1 , 1 9 5  4 7 9 6  
1 . 2 0 5  5 0 9 2

0 , 0 4 2  7 7 5 5  
0 , 0 4 3  7 3 0 5  
0 .0 4 -1  6 9 5 5  
0 , 0 4 5  6 7 0 5  
0 , 0 4 6  6 .5 6 5  
0 , 0 4 7  6 5 3 0

0 ,0 5 1  3 3 0 6  
0 , 0 5 2  4 7 6 6  
0 . 0 5 3  6 5 4 6  
0 , 0 5 4  8 0 4 6  
0 , 0 5 5  9 8 7 8  
0 , 0 5 7  1 8 5 6

0 , 0 5 9  8 8 5 7  
0 ,0 6 1  2 2 2 7  
0 , 0 6 2  .5 7 3 7  
0 , 0 6 3  9 3 8 7  
0 , 0 6 5  3 1 9 1  
0 , 0 6 6  7 1 4 2

0 ,0 -4 8  6 6 0 0  
• 0 , 0 1 9  6 7 7 5  

0 , a 5 0  7 0 5 0  
0 ,0 5 1  7 4 5 0  
0 .(1 5 2  7 9 2 0  
0 , 0 5 3  8 5 1 0

« ,C 6 8  3 9 2 0  
0 , ( « 9  6 1 3 0  
0 , 0 6 0  8 .1 6 0  
0 , 0 6 2  0 9 1 6  
0 , 0 6 3  3 5 0 4  
0 , 0 6 4  6 2 1 2

0 , 0 6 8  1 2 4 0  
0 , 0 6 9  .'US-S 
0 , 0 7 0  9 8 7 »  
0 , 0 7 2  1-102 
0 , 0 7 3  9 0 8 8  
0 . 0 7 5  3 9 1 4

0 , 0 5 4  9 2 1 0  
0 . 0 5 6  O W O  
0 , tó ) 7  0 9 1 5  . 
0 , 0 5 «  1 9 2 5  
O .C eU  5 0 4 0  
0 , 0 6 0  4 2 6 0

0 , 0 6 3  9 0 5 2  
0 , 0 6 7  2 0 1 2  
0 , 0 6 8  5 0 9 8  
0 , 0 6 9  8 3 1 »  
0 ,0 7 1  1 6 4 8  
0 , 0 7 2  5 1 1 2

0 , 0 7 6  8 8 9 4  
0 , 0 7 8  . « t u  
0 , 0 7 9  9 2 8 1  
0 ,0 8 1  4 6 9 5  
0 , ( ‘8 3  0 2 5 6  
0 , 0 8 4  5 9 6 4

0 .0 6 1  5 .5 8 5  
0 , 0 6 2  7 0 1 0  
0 . 0 6 5  8.54.5 
0 , 0 6 5  0 1 8 0  
0 , 0 6 6  1 9 2 5  
0 , 0 6 7  3 7 7 0

0 , 0 7 3  R 7 0 2  
0 , 0 7 5  2 1 1 2  
0 , 0 7 6  6 2 5 4  
0 . 0 7 8  0 2 1 6  
0 , 0 7 9  4 3 1 0  
0 , 0 8 0  8 5 2 4

0 , 0 8 6  1 8 1 9  
0 ,0 8 7  7 8 1 4  
0 , 0 8 9  3 9 6 3  
0 ,0 9 1  0 2 3 2  
0 , ( ; 9 2  6 6 9 5  
0 . 0 9 4  3 2 7 8

0 , 0 6 8  5 7 2 0  
0 . 0 6 9  7 7 7 5  
0 , 0 7 0  9 9 3 5  
0 , 0 7 2  2 1 9 5  
0 , 0 7 5  1 5 6 5  
0 , 0 7 4  7 0 1 0

0 . 0 8 2  2 8 6 4  
0 , 0 8 5  7 3 5 0  
0 , 0 8 5  1 9 2 2  
0 , 0 8 6  6(534 
0 , 0 8 8  1 4 7 8  
0 , 0 8 9  6-148

0 , 0 9 6  6 0 0 8  
0 .0 9 7  6 8 8 5  
0 , 0 9 9  5 9 0 9  
0 ,1 0 1  1 0 7 5  ; 
0 ; i 0 2  8 3 9 1  ! 

1 0 ,1 0 4  5 8 3 6  1

___ 5 \ 6 ____ 1 7 1
OROl^NAOAS.

8

l . o a  2 0 9 6  
1 , 0 5 5  7 4 4 8  
1 ,0 G 7  2 7 6 8  
l . l H i  8 0 7 2  
l,OCiO 5 ^ ! i2
1 ,1 0 1  8 6 1 6

1 ,1 1 .5  5 8 4 8
1 , 1 2 4  9 0 : .f .
1 , 1 3 6  4 2 1 8
1 ,1 4 7  9 1 0 8
1 . 1 6 9  4 6 6 2
1 . 1 7 0  9 6 6 4  

1 , 1 8 2  4 7 5 2  
1 , 1 9 3  9 8 l 0  
1 , 2 0 5  4^156 
1 . 2 1 6  9 8 7 ?  
1 , 2 1 8  4 8 5 6  
1 , 2 3 9  9 8 2 1

1 ,2 5 1  4 7 6 0  
1 , 2 6 2  9 6 6 4  
1 , 2 7 4  4.5.-Ì2 
1 ,2 8 5  9 4 0 8  
1 , 2 9 7  4 2 3 2  
1 ,3 (J 8  !H I52

1 , 5 2 0  .5 8 0 8  
1 ,3 5 1  8 5 5 2  
1 . 5 4 3  3 2 7 2  
1 , 5 5 1  7 9 6 0  
1 , 3 6 6  2 6 2 1  
1 ,3 7 7  7 2 4 8

0 , 0 6 8  4 4 0 3  
0 . 0 6 9  9 6 8 8  
0 ,0 7 1  .5 1 2 8  
0 , 0 7 5  0 7 2 8  
0 , 0 7 4  6 :-0 4  
0 , 0 7 6  2 4 1 8  

0 . 0 7 7  8 .5 6 0  
0 , 0 7 9  4 8 4 0  
0 ,0 8 1  1 2 8 0  
0 .0 8 2  7 R 8 8  
0 , 0 8 4  4 6 7 2  
0 , 0 8 6  1 6 1 6

0 . 0 8 7  8 7 5 6  
0 , 0 8 9  6 0 1 6  
0 ,0 9 1  5 4 6 4  
0 , 0 9 5  1 0 8 0  
0 , 0 9 4  8 8 6 4  
0 , 0 9 6  6 8 1 6

0 , 0 9 8  4 9 3 6  
0 , 1 0 0  5 2 1 6  
0 , 1 0 2  1 6 7 2  
0 . 1 0 4  0 2 8 8  
0 , 1 0 5  9 0 8 0  
0 , 1 0 7  8 0 3 2

0 , 1 0 9  7 1 5 2  
0 ,1 1 1  6 4 4 0  
0 , 1 1 5  5 8 9 6  
0 , 1 1 5  5 5 1 2  
0 ,1 1 7  5 5 0 4  
0 , 1 1 9  5 2 6 4

8

1 , 1 7 4  7 3 5 8  
1 , 1 8 -  7 1 2 9  
1 , 2 0 0  6 8 6 4
1 , 2 1 3  6 5 8 1  
1 , 2 2 6  6 2 7 1  
1 , 2 3 9  5 9 4 3

1 , 2 5 2  P .579  
1 , 2 6 5  5 1 8 8  
1 , 2 7 8  4 7 7 9
1 ,2 9 1  4 3 3 4  
1 ,3 0 4  3K 71 
1 ,3 1 7  3 3 7 2

1 , 3 3 0  2 8 4 6  
1 , 3 4 3  2 1 9 3  
1 , 3 5 6  1 7 1 3  
1 , 5 6 9  1 1 0 6  
1 , 3 8 2  11.463 
1 , 3 9 4  9 « 0 2

1 , 4 0 7  9 1 0 5  
1 , 4 1 0  8 3 7 2
1 , 4 3 3  7 0 2 1  
1 ,4 4 6  6 '< 34  
1 ,4 5 9  6 0 1 1  
1 , 4 7 2  5 1 6 1  

l , 4 8 ! i  4-184 
1 ,4 l i 8  3 3 7 1  
1 ,5 1 1  2 4 3 1  
1 .5 2 .4  14 .55  
1 ,5 3 7  0 4 5 2  
1 ,5 4 9  9 4 0 4

0 , 0 7 6  9 9 5 9  
0 .0 7 S  7 1 1 9  
0 , 0 8 0  4 5 1 9  
0 , 0 8 2  2 0 6 9  
0 , 0 8 3  9 8 1 7  
0 , 0 8 5  7 7 5 4  

0 . 0 8 7  5 8 8 0  
0 , 0 8 9  4 1 9 5  
0 , 0 9 1  2 6 9 0  
0 ,(» 9 5  1 3 7 4  
0 , 0 9 5  0 2 5 6  
0 , 0 9 6  9 3 1 8

0 , 0 9 8  8 5 7 8  
0 . 1 0 0  8 0 1 8  
0 , 1 0 2  7 6 4 7  
0 , 1 0 4  7 4 6 5  
0 , 1 0 6  7 1 7 2  
0 , 1 0 8  76G 8 

0 , 1 1 0  8 0 . 5 3 ’ 
0 , 1 1 2  8 6 1 8  
0 , 1 1 4  9 3 8 1  
0 , 1 1 7  0 3 2 4  
0 , 1 1 9  1 1 6 5  
0 ,1 2 1  2 7 8 6

0 , 1 2 3  .1296 
0 , 1 2 5  5 9 9 5  
0 , 1 2 7  7 8 8 5  
0 , 1 2 9  99.51 
0 , 1 5 2  2 2 1 7  
0 , 1 3 4  4 6 7 2



2oe TABLA PRIMERA.
Incrpinpnlosm

ARCO.

lOO

II"

12"

1 3 "

14'

10»

11»

13«

14«

ly
10
20
SO
.10
50
0'

10
20
30
40
50
0'

10
20
30
40
50
0'

10
20
30
40
50
0'

10
20
30
40
50

0'
10
20
3í)
40
50
0'

10
20
30
40
50
0'

10
20
30
40
50

O'
10
20
30
40
50

0'
10
20
30
40
50

0,173 6482 
0,176 5121 
0,1"0 3740 
0,182 2355 
0,185 0049 
0,187 932“
0,190 8090 
0,193 6656 
0,196 5166 
0,199 3679 
0,202 2176 
0,2(i5 0655 
0,207 9117 
0,210 7561 
0,213 5988 
0,216 4.396 
0,219 2786 
0,222 1158
0,224 9511 
0,227 7844 
0,230 6159 
0,255 4451 
0,236 2729 
0,239 0984
0,241 9219 
0,244 7433 
0,247 .'W27 
0.250 38(K» 
0,253 19.52 
0,256 OU82

Inctempiuoslini
ARCO.

0,347 2964 
0,353 0242 
0,358 7192 
0,361 4710 
0,370 1898 
0,375 9034
0,381 6180 
0,387 3272 
0,393 9332 
0,398 7338 
0,40 1 4352 
0,410 1510 
0,415 8234 
0.421 bl22 
0,427 1976 

'  0,432 8792 
0,438 5572 

2516
0,449 9022 
0,455 5688 
ü,461 2318 
0,466 8908 
0,472 5.UW 
0,478 1968
0,483 8438 
0,489 4866 
0,-495 1251 
0,500 76(h) 
0,506 3904 
0,512 0164

0,520 9446 
0,529 5363 
0,538 1238 
0,546 7065 
0,535 2847 
0,563 8581 
0,572 4270 
0,580 9908 
0,589 5498 
0,598 1037 
0,606 6528 
0,615 1965 
0,623 7351 
0,632 2683 
0,640 7964 
0,649 3188 
0,657 8358 
0,666 3174
0,674 8533 
0,68o 3532 
0,691 8477 
0,700 33f« 
0,708 8187 
0,717 2952 
0,725 7657 
0,754 2299 
0,742 6881 
0,751 IWO 
0,759 5856 
0,768 0246

0,694 5928 
0,706 0484 
0,717 4!.Wi 
0,728 942 I 
0,740 5796 
0,751 8108 
0,763 2360 
0,774 6544 
0,786 0664 
0,797 4716 
0,808 8704 
0 ')^ ) 2620
0,831 6168 
(),H43 0244 
ü,8.;4 5952 
0,865 7.584 
0,877 1144 
0,888 4632
0,899 8044 
0,911 1376 
0.92Ì 4656 
0,953 7816 
0,91.5 0916 
0.956 5936
0.967 6876 
0,978 9732 
0,990 *i08 
1,001 5200 
1,012 7808 
1,021 0328

0,015 1923 
0,01.5 7015 
0,016 2192 
0,016 7451 
0,017 2794 
0,017 8219
0,018 3729 
0,018 9320 
0,019 4995 
0,020 0755 
0,020 6594 
0,021 2517 
0.021 8524 
0,022 46U 
0,025 0785 
0,025 7040 
0,024 3377 
0,024 9797 
0,025 6299 
0,026 2884 
0,026 9552 
0,027 6301 
0.028 5153 
0,029 0046 
0,029 7043 
0,030 4121 
0,051 1282 
0,031 8524 
0,052 5848 
0,055 3254

0,030 3846 
0,031 4030 
0,032 4.584 
0,033 4902 
0,034 5588 
0,035 6438 
0,056 7458 
0.057 8640 
0,038 9990 
0,040 1506 
0,041 5188 
0,042 .5054
0 ,0 «  7048 
0,044 9228 
0,046 1570 
0,047 4080 
0,018 6754 
0,040 9594
0.051 2598 
0.052 5768 
0,055 9104 
0.055 2602
11,0.56 6266 
0,038 0092 ■
0,059 4086 
0,060 8242 
0.062 2564 
0,065 7048 
0,063 1696 
0,066 6508

0.045 5769 
0,017 1045 
0,048 6576 
0,0.50 2553 
0,051 8582 
0,055 4657
0,055 1187 
0.056 7960 
0.05S 4985 
0,060 2239 
0,061 9782 
0.065 7531
0.065 .5372 
0,067 3842 
0,069 2355 
0,071 1120 
0,073 0131 
0.071 9391
0,076 8897 
0,078 8652 
0,080 8656 
0,082 8905 
0,081 9399 
0,087 0158
0,089 1129 
0,091 2365 
0,093 5816 
0,095 5572 
0,097 7544 
0,099 9762

0.060 7692 
0,062 8060 
0,064 8768 
0,066 9804 
0,969 1176 
0,071 2876 
0,073 4916 
0,075 7280 
0,077 9980 
0,080 3012 
0,082 6576 
0.085 0068 
0,087 4096 
0,089 8*56 
0,092 31-40 
0,094 8160 
0,09" 3508 
0,099 9188 
0,102 5196 
0,105 1536 
0,107 8208 
0,110 5201 
0,115 2i»32 
0,116 0184
0,118 8172 
0,121 6484 
0,124 5128 
0,127 4096 
0,130 3392 
0.153 5016

• ORDENADAS.



COORDiiNADAS DEL CIRCULO.
11,868 2«l) 
(I.S-ii 5605 
0,896 8730 
0,011 177S 
0,925 4743 
0,939 7653 
0,934 0450 
0,968 5180 
0,982 3850 
0,996 8593 
1,011 0880
1,023 5275 
1,039 5585 
1,035 7803 
1,067 9940 
1,082 1980
1,096 3930
1.110 5790
1,124 7553 
1,138 9220 
1.1!k3 0793 
1,167 2270 
1,181 5645 
1,193 4920
1,209 609o
1,223 7165 
1,237 8135 
1,231 9000 
1,265 9760 
1,280 0410

0,073 9613 
0,078 5075 
0,081 0960 
0,083 7233 
0,086 3970 
0,089 1093
0,091 8645 
0,091 6600 
0,097 4975 
0,100 3765 
0,103 2970 
0,106 2385
0,109 2620 
0,112 3070 
0,115 3925 
0,1 IS .3200 
0,121 6885 
0,124 8983
0,128 1 493 
0,151 4420 
0,134 7760 
0,138 1505 
0,141 5663 
0,14.3 0230
0,148 3215 
0,152 0603 
0.135 Olio 
0,159 2620 
0,162 9240 
0,166 6270

1.041 8892 
1,039 0726 
1,076 2476 
1,093 4130
1,110 5694 
1,127 7162
1,144 8340
1,161 9816 
1,179 0996 
1,196 2074
1,213 3036 
1,230 3951) 
1,247 4702 
1,264 5366 
1,281 592« 
l,2ü8 6576 
1,316 6716 
1,532 6948
1,349 7066 
1,366 7064 
1,383 6934
1.. 400 6724 
1,417 6374
1,434 5904
1,451 5314 
1.468 4598 
1,485 3762
1.. 302 2800 
1,519 1712
1.. 336 0492

0,091 1558 
0,094 2090 
0.097 3152 
0,100 4706 
0,103 6764 
0.106 9314
0,110 2374 
0,113 5920 
0.116 997.3 
0,120 4318 
0,123 9564 
0,127 3102
0,131 1144 
0,134 7684 
0,138 4710 
0,142 «240 
0,146 0262 
0,149 8782 
0,153 7794 
0,157 7304 
0,161 7312 
0,165 7806 
0,169 8798 
0,174 0276 
0,178 2258 
0,182 4726 
0,186 7692
0 ,1 9 1  m i
0,195 5088 
0,199 9524

6

1,215 5374 
1,255 3847
1,253 6222 
1,273 6485 
1,293 6643 
1,315 6689
1,533 6630 
1,355 6452 
1,575 6162
1.393 3753 
1,415 5232 
1,4.33 4585
•1,455 3819
1,47.5 2927 
1,49p 1916 
1,513 0772 
1,334 9302 
1,554 8106 
1,574 K577
1.394 4908 
1,614 3113 
1,634 1178 
1,653 9103 
1,673 6888
1,693 4533 
1,713 2031
1.752 9589
1.752 6600 
1,772 3661 
1,792 0574

0,106 3461 
0,109 911« 
0,115 334-4 
0,117 2137 
0,120 9:>58 
0,121 7333
0,128 6103 
0,132 3240 
0,136 4965 
0.1-40 5271 
0,144 6138 
0,148 7619
0,132 9668 
0.137 2298 
0,161 5495 
0,165 9280 
0,170 3ft39 
0,174 8579
0,479 4093 
0,184 0188 
0,188 6864 
0,193 4107 
0,198 1931 
0,203 0522
0,207 9301 
0,212 8847 
0,217 8974 
0,222 9668 
0.228 0936 
0,233 2778

1,389 1 8.56 
1,412 0Ub8
1,434 9968 
1,4.57 8810 
l,-i80 7592 
1,505 6216 
1,526 4720 
1,549 3088 
1.572 132« 
1,594 9-4.32 
1,617 7-108 
1,640 3240 
1,663 2936 
1,686 018« 
1,708 7904
1,731 316« 
1,75-4 2288 
1,776 9264 
1,799 6088* 
1,822 2752 
1,844 9272 
1,867 5632 
1,890 18.32 
1,912 7872 
1,935 3752 
1,957 9464 
1,980 5016
2,003 OHH)
2,023 5616 
2,048 0636

0,121 5384 
0.125 6120 
0,129 7536 
0,133 9608 
0,138 2352 
0,142 5752 
0,140 9832 
0.151 4360 
0,155 9960 
0.160 6021 
0,165 27,52 
0,170 0156 
0,174 8192 
0.179 6912 
0.181 6280 
0,189 6320 
0,19 4 71)16 
0,199 8576
0,203 0392 
0,210 3072 
0,213 6416 
0,221 0408 
0,‘226 3064 
0,2.52 0368 
0,237 6.344 
0,24.3 2968 
0,249 0256 
0,2.54 8192 
0,260 6784 
0,266 6052

1,362 8338
1,588 6089 
1,614 3714 
1,640 1195 
1,663 3341 
1,691 5745 
1,717 2810 
1,742 9724 
1,768 6494 
1,794 3111 
1,819 9584 
1,845 5895
1,871 2053 
1,896 80-49 
1,922 3892 
1,947 9.564 
1,973 507-4 
1,999 0-422
2,024 3599 
2,050 0396 
2,075 34.31 
2.101 0086 
2.126 4361 
2,151 8856 
2,177 2971 
2,202 6897 
2,228 0643
2,253 4200 
2,278 7568 
2,304 0738

0,136 7307 
0,U1 31SÍ 
0,143 9728 
0,150 7059 
0,155 5146 
0,160 3971
0,165 3361 
0,170 3880 
0,175 4933 
0,180 6777 
0,18.5 9346 
0,191 2ÍS.3
0,196 6716 
0,202 1326 
0.207 7063 
0,213 3360 
0,219 0393 
0,224 817.3 
0.2.30 6691 
0,2.36 5936 
0,242 3968 
0,248 6709 
0,254 8197 
0,261 0414
0.267 3387 
0,273 7089 
0,280 13.38 
0.286 6716 
0,293 2632 
0,299 9286

8
OnORSAKAS.



202 TAHLA PRIMERA.
lacremeiito«

del
ARCO.

15*

16«

1 7 »

18»

1 9 «

15»

16«

17«

18«

1 9 »

0 '
10
20
3 0
4 0
:w

0 '
10
20
3 0
4 0
3 0

0'
10
20
3 0
4 0
3 0

0'
10
20
3 0
.10
50
0'

10
20
3 0
4 0
5 0

0'
10
20
3 0
4 0
5 0

0'
10
20
3 0
•IO
5 0

0'
lo
20
3 0
4 0
5 0

0'
IO
20
3 0
4 0
5 0

0'
10
20
3 0
4 0
5 0

iD c re m e n lo a
dei

ARCO.

0 , 2 5 8  8 1 0 0  
0 ,2 6 1  6 2 " "  
0 , 2 6 1  4 5 4 2  
0 ,2 6 7  2 5 8 4  
O ,2 7 O '0 1 O 3  
0 , 2 7 2  8 4 0 0  

0 , 2 7 5  (5374  
0 , 2 7 8  4 3 1 4  
0 .2 8 1  2 2 5 1  
0 , 2 8 4  0 1 5 3  
0 , 2 8 6  8 0 3 2  
0 , 2 8 9  5 8 8 7

0 , 2 9 2  3 7 1 7  
0 , 2 0 5  1 5 2 2  
0 , 2 9 7  9 3 0 3  
0 . 3 0 0  70 .78  
0 , 3 0 3  4 7 8 8  
0 , 3 0 6  2 4 0 2

0 , 3 0 9  0 I 7 0  
0 ,3 1 1  7 8 2 2  
0 , 3 1 4  5 4 1 8  
0 , 3 1 7  3 0 4 7  
0 , 3 2 0  0 6 1 0  
0 , 5 2 2  S I G I

0 ,3 2 .5  5 6 8 2  
0 , 3 2 «  3 1 7 2  
0 ,3 5 1  0 8 3 1  
0 . 3 3 3  8 0 6 0  
0 , 3 3 6  5 1 7 5  
0 , 3 3 0  2 8 5 3

0 , 0 3 4  0 7 4 2  
0 . 0 3 1  8 3 1 2  
0 , 0 3 5  .5 0 6 3  
( 1 ,0 3 6  3 6 0 5  
0 , 0 3 7  1 5 1 0  
0 , 0 3 7  9 1 0 6

0 , 0 3 8  7 3 8 3  
0 , 0 3 9  5 4 4 2  
0 , 0 4 0  3 5 8 2  
0 , 0 4 1  1 8 0 .3  
0 , 0 1 2  0 1 0 3  
0 , 0 4 2  8 4 8 8

0 , 0 4 3  6 9 5 2  
0 , 0 4 4  5 1 9 8  
0 , 0 4 5  4 1 2 1  
0 , 0 4 6  2 8 3 1  
0 . 0 4 7  1 6 1 8  
0 , 0 4 8  0 4 8 6

0 , 0 4 8  9 4 3 5  
0 , 0 4 9  8 1 6 4  
0 , 0 5 0  7 5 7 4  
0 , 0 5 1  6 7 6 1  
0 . 0 5 2  6 0 3 1  
0 , 0 5 3  5 3 8 4  

0 . 0 3 4  4 8 1 5  
0 , 0 5 3  .1 5 2 5  
0 , 0 5 6  3 9 1 .3  
0 , 0 5 7  3 5 8 5  
0 ,0 .5 8  5 3 3 5  
0 , 0 5 9  3 1 6 5

0 , 5 1 7  6 3 8 0  
0 , 5 2 3  2 3 5 4  
0 , 5 2 8  8 6 8 4  
0 , 5 3 4  4 7 6 8  
0 , 3 4 0  0 8 0 6  
0 , 5 4 5  6 8 0 0  

0 , 5 5 1  2 7 4 8  
0 , 5 5 6  8 6 4 8  
0 . 5 6 2  .1502 
0 , 5 6 8  0 3 0 6  
0 , 5 7 3  6 0 6 1  
0 , 5 7 9  1 7 7 4  

0 , 5 8 4  74 ,34  
0 , 5 9 0  3 0 1 4  
0 , 5 9 5  8 6 0 6  
0 , 6 0 1  4 1 1 6  
0 , 0 0 6  9 5 7 6  
0 , 6 1 2  4 9 8 4

0 , 6 1 8  0 3 1 0  
0 , 6 2 3  5 6 .U  
0 , 6 2 9  0 8 9 6  
0 , 6 3 4  6 0 0 1  
0 . 6 4 0  12 ,38  
0 , 6 4 5  6 3 2 8  

0 ,6 5 1  1 3 6 4  
0 , 6 5 6  6.3.14 
0 , 6 6 2  1 2 0 8  
0 , 0 6 7  6 1 3 8  
0 , 6 7 5  0 9 5 0  
0 , 6 7 8  57116

O .0 6 S  1 4 8 1  
0 , 0 6 0  6 6 2 1  
0 , 0 7 !  1 9 2 6  
0 , 0 7 2  7 .390  
0 , 0 7 4  3 0 2 0  
0 . 0 7 5  8 8 1 2  

0 . 0 7 7  4 7 6 6  
0 , 0 7 9  0 8 8 *  
0 , 0 8 0  7 1 6 1  
0 , 0 8 2  5 6 0 6  
0 . 0 8 4  0 2 1 0  
0 , 0 8 5  6 9 7 6

0 , 0 8 7  390-1  
0 . 0 8 9  0 9 9 6  
0 , 0 9 0  8 2 1 8  
0 , 0 9 2  5 6 6 2  
0 , 0 9 4  32 .36  
0 , 0 9 6  0 9 7 2  

0 . 0 9 7  8 8 7 0  
0 , 0 9 9  6!628 
0 , 1 0 1  .3 1 4 8  
0 . 1 0 5  3 5 2 8  
0 ,1 0 .3  2 0 6 8  
0 , 1 0 7  0 7 6 8

0 , 1 0 8  9 6 3 0  
0 , 1 1 0  8 6 5 0  
0 , 1 1 2  78.30 
0 , 1 1 4  7 1 7 0  
0 , 1 1 6  ( » 7 0  
0 , 1 1 8  6 3 3 0

0 . 7 7 6  4 3 7 0  
0 , 7 8 4  8 8 3 1  
0 , 7 9 3  3 0 2 6  
0 , 8 0 1  7 1 5 2  
0 , 8 1 0  1 2 0 9  
0 , 8 1 8  5 2 0 0

(1 ,8 2 6  9 1 2 2  
0 ,8 .3 5  ‘̂ 7 2  
0 , 8 1 5  6 7 3 5  
0 ,8 .3 2  0 1 5 9  
0 , 8 6 0  41 .96  
0 , 8 6 8  7 6 6 1  

0 , 8 7 7  1131  
0 , 8 8 5  1 5 6 6  
0 , 8 9 3  7 9 0 9  
0 , 9 0 2  1 1 7 4  
0 , 9 1 0  4 3 6 1  
0 , 9 1 8  7 .176

0 , 9 2 7  0 5 1 0  
0 ,9 .3 5  3 1 6 6  
0 , 9 4 3  6 3 1 1  
(l .g .’i l  9 U 1  
0 , 9 6 0  1 8 5 7  
0 , 9 6 8  4 1 9 2

0 . 9 * 6  7 0 1 6  
0 . 9 8 4  9 .3 1 6  
0 , 9 9 3  l i 'O à  
I .O O l 4 2 i 7  
l .iK tO  6 4 2 3  
1 , 0 1 7  83 .39

0 . 1 0 2  2 2 2 6  
0 , 1 0 4  4 9 .3 6  
0 , 1 0 6  7 8 8 9  
0 , 1 0 9  1 0 8 5  
0 , 1 ) 1  4 3 3 0  
0 , 1 1 3  8 2 1 8  

0 . 1 1 6  2 1 1 9  
0 , 1 1 8  6 5 2 6  
0 ,1 2 1  0 7 4 6  
0 ,1 2 .3  5 1 0 0  
0 , 1 2 6  0 3 1 3  
0 , 1 2 8  546 .1

0 ,1 .3 1  0 8 3 6  
0 , 1 3 3  6 1 9 1  
0 , 1 5 6  2 3 7 2  
0 , 1 3 8  8 1 9 3  
0 , 1 4 1  48 .34  
0 , 1 4 1  1.158

0 . 1 4 6  8 3 0 3  
0 , 1 4 9  5 3 9 2  
0 , 1 5 2  2 7 2 2  
0 , 1 5 5  0 2 9 2  
0 , 1 5 7  8 1 0 2  
0 , 1 6 0  6 1 5 2

0 . 1 6 3  4 1 1 5  
0 , 1 6 6  2 9 7 5  
0 , 1 6 9  1 7 4 5  
0 , 1 7 2  0 7 .3 5  
0 , 1 7 5  0 0 0 5  
0 , 1 7 7  9 4 0 5

1 , 0 3 5  2 7 6 0  
1 ,0 -1 6  5 1 0 8
1 ,0 3 7  7 3 6 8  
1 ,0 6 8  9 3 3 6  
1 , 0 8 0  1 6 1 2  
1 ,0 9 1  3 6 0 0

1 .1 0 2  5 4 9 6  
1 ,1 1 5  7 2 9 6
1 ,1 2 4  9 U 0 4
1 ,1 3 6  0 6 1 2
1 ,1 4 7  2 1 2 8  
1 , 1 3 8  3 3 4 8

1 ,1 6 9  4 8 6 8  
1 ,1 8 0  6 0 8 8  
1 ,1 9 1  7 2 1 2
1 . 1 0 2  8 2 3 2
1 ,2 1 3  9 1 5 2
1 ,2 2 4  9 9 6 8  

1 ,2 3 6  0 6 8 0  
1 ,2 4 7  1 2 8 8  
1 ,2 5 8  1 7 9 2  
1 ,2 6 9  2 1 8 8  
1 ,2 8 0  2 1 7 6
1 ,2 9 1  2 6 3 6  

1 ,3 0 2  2 7 2 8
1 ,3 1 .3  2Ù 8 8  
1 , 3 2 4  2 3 3 6  
1 ,3 3 3  2 2 7 6  
1 , 3 4 6  1 9 0 0  
1 ,3 5 7  1-412

0 . 1 3 6  2 9 6 8  
0 ,1 3 9  3 2 4 8  
0 . U 2  3H.52 
0 . 1 4 5  4 7 8 0  
0 , 1 4 8  6 0 4 0  
0 ,1 5 1  7 6 2 4

0 , 1 5 4  9 5 3 2  
0 ,1 .3 8  1 7 6 8  
0 ,1 6 1  .4 5 2 8  
0 ,1 6 4  7 2 1 2  
0 , 1 6 8  0 4 2 0  
0 ,1 7 1  5 9 5 2  

0 ,1 7 4 -  7 8 0 8  
0 , 1 7 8  1 9 9 2  
0 ,1 8 1  6 4 9 6  
0 , 1 8 3  1 3 2 4  
0 ,1 8 8  6 .4 7 2  
0 , 1 9 2  1 9 4 4  

0 , 1 9 5  7 7 4 0  
0 , 1 9 9  58 .36  
0 , 2 0 3  0 2 9 6  
0 , 2 0 6  7 0 5 6  
0 , 2 1 0  4 1 3 6  
0 , 2 1 4  1 5 3 0

0 , 2 1 7  9 : 6 0  
0 ,2 2 1  7 5 0 0  
0 , 2 2 5  3 6 6 0  
0 , 2 2 9  4 3 4 0  
0 , 2 5 3  3 .3 4 0  
0 ,2 3 7  2 6 6 0

ORDENADAS.
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Incrementos ABSCISAS.
ARCO. 1 2 3 .4

0' 0,3-12 020-2 0,684 0104 1,026 0606 1,568 0808
30 0,350 2074 0,700 4(48 1.050 622-2 1,400 8296

0 0,358 3079 0.716 7338 1,075 1037 1.4o3 4716
30 0.753 0026 1,09» 5039 1,466 0052

! 22“ 0 0.374 606G 0,749 2132 1,123 8198 1 498 4264
30 0,382 6854 0,765 5668 1,148 0502 1,530 7336

23° 0' 0,300 7311 0,781 46-22 1,172 1933 1,562 9244
30 0,398 7401 0.797 4982 1,196 2-473 1,594 9964

24° 0 0,400 73R6 0,813 4732 1,220 2098 1,626 9-464
30 0,414 6932 0.829 3864 1,214 0796 1,658 77-28

25« 0 0,422 6)83 0.845 2366 1.267 8549 1,690 -4732
30 0,450 5111 0,861 0-222 1,-291 5333 1.7-22 0-U4

26° 0' 0,438 3712 0.876 7424 1,3I5 1136 1,753 4848
30 0,4-16 197« 0,892 3936 1.338 595-4 1.781 7912

27« 0 0,453 9905 0,907 981(1 1,361 971.S 1,813 9620
0,461 7486 0.923 4972 1,385 2138 1,846 9941

28« 0 0,469 4716 0.938 9432 1,408 4148 1,877 8804
30 0,477 1588 0,954 öl i6 1.-451 4764 1,908 6552

29° ly 0,484 8096 0,969 6192 1,4.54 4288 1,939 2384
30 0,402 42.56 0,984 8172 1,477 2708 1,969 6944

30« 0 0,500 (HKI0 1.000 0000 1,500 0000 2.000 0000
30 0,507 5384 1,015 0768 1,522 6132 2,030 1536

31« 0 0,515 0.381 1,030 0762 1,545 1145 2,060 1524
30 0,522 4986 1,044 9972 1,567 4958 2,089 99U

i 32° 0' 0,529 9193 1,059 8386 1,589 7579 2,119 6772i 30 0,5.37 2090 1,074 5992 1,611 8988 2,149 1984
33° 0 0,54-4 0390 1,089 2780 1,6.33 9170 2,178 5560

30 0,551 9370 1,103 8740 1,65.5 8110 2.207 7480
34« 0 0.559 1029 1,118 .3858 1,077 5787 2,236 7716

30 0.566 -1062 1,132 8121 1,699 2186 2,265 6248

¡ 20» <y 0,060 3074 0,120 6148 0,180 9-222 0.241 2296
30 0,065 3278 0,1-26 6.5.56 0.189 9831 0,253 5112

1 21'' 0 0.006 4196 0.132 8392 0.199 -2388 0,263 6784
30 0,060 5825 0.159 11130 0,208 7475 0,278 5300

I 22" 0 (1,072 8161 0.1-15 6322 0,218 4483 0,291 2644
30 0,076 1205 0.152 2410 0,228 3615 0,304 48-20

23» 0' 0,079 4951 0.158 9902 0,2.38 4853 0.317 9804
311 0,082 93D9 0.165 8798 0,248 8197 0,331 7596

24» 0 0,086 4516 ' 0,172 909-2 0,259 3638 0.343 8184
•>0 0,090 0387 0,180 0774 0,270 1161 0,360 1548

25" 0 0,005 6922 0,187 3844 0,281 0766 0,374 7688
30 0,097 4147 0,194 8294 0,29-2 2441 0,389 6588

26" 0' 0,101 2060 0,202 4120 0.305 cisn 0,-401 82«)
50 0,103 0657 0.210 1314 0,315 1971 0,420 26-2«

‘ 27» 0 0,108 0033 0,217 9870 0,320 980.5 0,435 97-10
30 0,112 9892 0,225 9784 0,338 9676 0.4.51 9568

1 28» 0 0,117 (1.524 0,234 1048 O|0ól 1572 0,468 2096
30 0,121 1829 0,24-2 3658 0,363 5487 0.484 7316

29" 0' 0,125 3803 0.250 7606 0,376 1409 0,501 5212
50 0,129 0443 0,-259 2886 0,388 9329 0.518 5772

30« 0 0,133 97.16 0,267 9492 0,-101 923.8 0.535 8984
30 0,138 3708 0.276 7416 0,-413 1124 0,533 4832

31» 0 0,142 8327 0,285 6654 0,-428 4981 0,571 3.308
30 0,147 3598 0,294 7196 0,412 (1794 0,389 4.392

32» 0' 0,151 9519 0.303 9038 ' 0,433 8557 . 0,607 8076
30 0,156 (5086 0.513 2172 ' (l,4í>9 8238 0.026 4314

! 33» 0 (1,101 3291 0.322 63S8 ' 0,-183 9882 0,6-45 3176t 30 0,166 1142 0,332 2284 0,498 3426 0,664 -4568
i 34" 0 0,170 9()24 0.341 9248 0,312 8872 0.683 8496

30 0,175 8758 0,351 7476 0,327 621-1 0,703 4952

Incremcnlot 1 2 1 3 4
í del ------------ ---

ARCO. ORDllTíADAS.



COORDENADAS DEL CIRCULO. 20b

ABSCISAS,

1 ,7 1 0  1 0 1 0  
1 ,7 . ') !  0 3 7 0  
1 ,7 9 1  S 5 9 5
1 . 8 3 2  3 0 6 5  
1 , 8 7 3  (1330  
1 , 9 1 5  4 1 7 0  

1 , 9 5 3  6 .3 5 5  
1 , 9 9 3  7 4 3 5  
2 . 0 3 3  6 8 3 0  
2 , 0 7 3  4 6 6 0  
2 . 1 1 3  0 0 1 5  
2 , 1 5 2  5 5 5 5  

2 ,1 0 1  8 5 6 0  
2 ,2 .3 0  9 8 0 0  
2 , 2 6 9  9 5 2 5  
2 .3 0 .S  7 4 3 0  
2 , 3 1 7  3 ,5 8 0  
2 , 3 8 5  79 .10

2 ,  .124 0 4 S 0  
2 ,4 6 -»  l i s o  
2 , 5 0 0  («M)0 
2 . 5 3 7  6 9 2 0  
2 , 5 7 5  1 9 0 5  
2 , 6 1 2  4 9 5 0

2 . 6 4 9  596kì 
2 . 6 8 6  4 9 8 0  
2 , 7 2 3  1 9 5 0  
2 , 7 5 9  68-30 
2 , 7 9 5  9 6 1 5
2 . 8 3 2  0 3 1 0

0 , 3 0 1  .3 3 7 0  
0 , 3 1 6  6 3 9 0  
0 ,3 .3 2  0 0 8 0  
0 , 3 4 7  9 1 2 5  
0 , 3 6 1  080 .3  
0 , 3 8 0  6 0 2 3  

0 , 3 9 7  4 7 5 5  
0 , 4 1 1 6 9 9 5  
0 ,-4 3 2  2 7 3 0  
0 , 4 3 0  1 9 3 5  
0 , 4 6 s  461(1 
0 , 1 8 7  0 7 3 5

0 , 5 0 6  0 3 0 0  
0 ,5 2 .5  32íü‘i  
0 . 5 1 4  9 6 7 3  
0 . 5 6 4  9 1 6 0  
0 ,5vS 3 2 6 2 0  
0 , 6 0 5  9 1 4 5  

0 ,0 2 ( !  9 0 1 5  
0 , 6 4 S  2 2 1 5  
0 , 6 6 9  8 7 3 0  
0 .G 9 1  8 5 4 0  
0 , 7 1 4  16.3:5 
0 , 7 3 6  7 9 9 0

0 , 7 5 9  7 5 9 5  
0 , 7 8 3  0 4 3 0  
0 , 8 0 6  6 1 7 0  
0 ,8 ,3 0  5 7 1 0  
0 , 8 5 1  8 1 2 0  
0 , 8 7 9  3 6 9 0

2 , 0 5 2  1 2 1 2  
2,101 2111 
2 .1 5 1 )  2 0 7 1  
2 , 1 9 9  IK)78 
2 ,2 1 7  6 3 9 6  
2 , 2 9 6  1 0 0 4  

2 . 5 4 1  3 8 6 6  
2 , 3 9 2  4 9 1 6  
2 , 4 1 0  4 1 9 6  
B ,4 8 8  1 5 9 2  
2 , 5 3 5  7 9 9 8  
2 . 5 8 3  0 6 6 6

2 ,6 3 0  2 2 7 2  
2 ,6 7 7  1 8 6 8  
2 , 7 2 3  9-430 
2 , 7 7 0  4 9 1 6  
2 , 8 1 6  8 2 9 6  
2 , 8 6 2  9 5 2 8

2 , 9 0 8  8 5 7 6  
2 , 9 5 1  5 1 1 6  
3 ,i)lH ) 0 0 0 0  
5 , 0 1 5  231)4 
3 , 0 9 0  2 2 8 6  
3 , 1 3 1  9 'J1 6  

3 , 1 7 9  5 1 3 8  
5 .2 2 3  7 9 7 6  
3 ,2 6 7  8 5 1 0  
3 ,3 1 1  6 2 2 0  
3 ,3 5 .5  1 5 7 4  
3 ,3 9 8  4 3 7 2

8

0 ,3 6 1  8 -Í-U  
0 ,3 7 9  9 6 6 8  
0 , 3 9 8  5 1 7 6  
0 . 4 l "  4 0 5 0  
0 .1 3 6  8 9 f .6  
0 ,4 5 6  7 2 3 0  

0 , 4 7 6  9 7 0 6  
0 , 4 9 7  6 3 9 4  
0 .5 1 8  7 2 7 6  
0 . 5 « )  2 3 2 2  
0 . 5 6 2  1 3 3 2  
0 .5 S 4  4 8 8 2  

0 .6 0 7  2 3 6 0  
0 .6 3 0  3 9 1 2  
0 , 6 5 3  9 6 1 0  
0 ,6 7 7  9 3 5 2  
0 , 7 0 2  3 1 4 1  
0 , 7 2 7  0 9 7 4  

0 , 7 5 2  2 8 1 8  
0 ,7 7 7  86.')8  
0 , 8 m3  8 4 7 6  
0 .8 .3 0  22-18 
0 ,8 -W  9 9 6 2  
0 , 8 8 4  1 5 8 «

0 ,9 1 1  " I l i  
0 , 9 3 9  6 -)1 6  
0 ,0 6 7  9 7 6 1
0 .  9 9 6  6 ';5 2
1 , 0 2 5  7 7 1 4
1 ,  CK>5 2 4 2 8

• 2 ,3 9 1  U 1 4  
? , 4 i l  4 3 1 8  
2 , 5 0 8  5 7 5 3  
S ..3 6 5  5 0 9 1  
2 , 6 2 2  S16-2 
2 ,6 7 8  7 8 3 8  

2 , 7 K  1 1 7 7  
2 ,7 9 1  2 4 5 7  
2 ,8 1 7  1 5 6 2  
2 , 9 0 2  8 ,3 2 1  
2 ,9 5 8  .3281 
3 ,0 1 3  5 7 7 7  

3 ,0 6 8  5 9 8 4  
3 , 1 2 3  3 8 1 6  
3 ,1 7 7  93 3 :>  
3 .2 3 2  2 4 0 2  
.3 ,2 8 6  ?M)12 
3 ,3 -1 0  I H G  

3 , 3 9 3  6 6 7 2  
3 ,-1 4 6  9 6 5 2  
3 , 3 0 0  (HHH) 
3 . 3 5 2  7 6 8 8  
3 , 6 0 5  2 6 6 7  
3 ,6 5 7  4 9 0 2

3 ,7 0 9  4 3 5 1  
3 ,7 6 1  11972 
3 , 8 1 2  4 7 .3 0  
3 ,8 6 3  5 5 9 0  
5 , 9 1 4  3 .5 0 3  
,3 ,9 6 4  8 -1 3 1

0 , 4 2 2  1 5 1 8  
0 ,-4 4 3  2 9 1 6  
0 , 1 6 4  9 3 7 2  
0 , 4 8 7  0 7 7 5  
0 ,; iO n  7 1 2 7  
0 , 5 3 2  8 4 5 5  

0 , îk5 6  4 6 3 7  
0 , 5 8 0  5 7 9 3  

- 0 , 6 0 5  1 8 2 2  
0 ,6 .3 0  2 7 0 0  
0 ,6 5 5  8 4 5 4  
0 ,6 8 1  9 0 1 9

0 ,7 0 8  4 4 2 0  
0 . 7 3 5  4 5 9 9  
0 , 7 6 2  9 5 4 5  
0 .7 9 0  9 2 U  
0 , 8 1 9  .3 6 6 8  
0 , 8 4 8  2a,)3
0 ,8 7 7  6 6 2 1  
0 , 9 0 7  5 1 0 1  
0 .9 3 7  8 2 2 2  
0 ,9 6 8  5 9 5 6  
0 , 9 9 9  8 2 8 9  
1 .0 3 1  5 1 8 6

1 , 0 6 3  6 6 3 3
1 .0 9 6  2 6 1 )2  
1 , 1 2 9  5 0 5 8
1 ,1 6 2  7 9 9 4  
1 ,1 9 6  7 3 6 8  
1 ,2 5 1  1166

2 .7 3 6  1 6 1 6  
2 ,8 0 1  6 .5 9 2  
2 ,8 6 6  9 -1 5 2  
2  9 3 2  0 1 0 4  
2 .9 9 6  8 3 2 8  
3 ,0 6 1  4 6 7 2

3 ,1 2 5  8 1 8 8  
3 ,1 8 9  9 9 2 8
3 ,2 5 3  8 9 2 8  
3 ,3 1 7  ,5 4 5 6  
3 ,3 8 0  9-161  
3 ,4 4 4  0 8 8 8

5 ..5 0 6  9 6 9 6  
3 .5 6 9  5 8 'M
3 .6 3 1  92-10
3 .6 9 3  9 8 8 8  
3 ,7 5 5  7 7 2 8  
3 ,8 1 7  2 7 0 4

3 ,8 7 8  4 7 6 8  
3 ,9 3 9  3 8 8 8
4 .0 0 0  (HHH) 
4 ,0 6 0  3 0 7 2  
4 .1 2 0  3 0 4 8  
4 ,1 7 9  9 8 8 8

4 ,2 5 9  3 5 1 4  
4 ,2 9 8  3 9 6 8  
4 ,5 ;> 7  1 1 2 0
4 ,4 1 .5  4 9 6 0  
4 ,4 7 3  5 1 5 2  
4 ,5 3 1  2 4 9 6

0 , 4 8 2  4 5 9 2  
0,{M)6 6 2 2 4  
Ü ..531 3 .5 6 8  
0 , S ) 6  6 6 0 0  
0 , 5 8 2  5 2 8 8  
0 , 6 0 8  9 6 4 0  

0 , 6 3 5  9G il8  
0 ,6 6 .3  .5 1 9 2  
0 .6 9 1  6 3 6 8  
0 , 7 2 0  3 0 9 6  
0 , 7 4 9  5 3 7 6  
0 , 7 7 9  3 1 7 6

0 , 8 0 9  6 1 8 0  
0 , 8 1 0  5 1 5 6  
0 ,8 7 1  9 -1 8 0  
(1 ,9 0 3  9 1 3 6  
0 , 9 5 6  4 1 9 2  
0 , 9 6 9  4 6 3 2

1 ,0 0 3  0 1 2 1
1 ,0 3 7  1 .5 U  
1 .0 7 1  7 9 6 8  
1 ,1 0 6  9 6  )4  
1 , 1 4 2  6 6 1 6  
1 ,1 7 8  8 7 8 4

1 ,2 1 5  61 .52  
1 ,2 5 2  8(588  
l . i H )  65 .52  
1 ,3 2 8  9 1 3 6  
I 3 6 7  6 9 9 2  
1 ,4 0 6  9 9 0 4

5 , 0 7 8  1 8 1 8  
3 ,1 5 1  8 6 6 6
5 . 2 2 5  3 1 1 1  
3 . 2 9 8  5 1 1 7  
3 ,3 7 1  459-4
3 ,  - U 4  1.500

3 , 5 1 6  .5799
3 . 5 8 8  7 4 1 9  
3 , 6 6 0  6 2 9 4
3 , 7 3 2  2 .388 
3 , 8 0 5  5 6 4 7  
5 , 8 7 4  5 9 9 9

3 . 9 Ì 5  3 4 0 8  
4 , 0 1 5  7 8 0 2  
4 , 0 8 5  9 1 4 5  
4 , 1 5 5  7 3 7 4
4 . 2 2 5  2 t - l 4
4 . 2 9 1  4 2 9 2

1 ,3 6 3  2 8 6 4
4 ,  -131 8 1 2 1
4 , 5 0 0  (MWO 
4 ,5 6 7  84 .56 
4 , 5 3 5  3 1 2 9  
4 , 7 0 2  4 8 7 4  

4 . 7 6 9  2 7 3 7  
4 . 8 3 5  6 9 6 4  
4 ,9 0 1  7 5 1 0  
4 , 9 6 7  4.331) 
.5 ,0 3 2  7 5 6 1
5 , 0 9 7  6 3 5 «

0 , 5 1 2  7 6 6 6  
0 , 5 6 9  9 5 0 2  
(1 ,5 9 7  7 7 6 4  
0 , 6 2 6  2 i f ô  
0 .6 .5 .5  3 4 4 9  
0 . 6 8 5  08-15 

0 , 7 1 5  4 5 3 9  
0 , 7 4 6  4591  
0 . 7 7 8  0 9 1 4  
0 , 8 1 0  3 4 8 3  
0 , 8 4 3  2 2 9 8  
0 , 8 7 6  7 3 2 3

0 , 9 1 0  8 5 4 0
0 .  9 4 5  .5913  
0 r ‘) 8 0  9 4 1 5  
1 , 0 1 6  9 0 2 S  
1 ,0 5 5  -1716 
1 , 0 9 0  6 W il 

1 ,1 2 8  4 2 2 7  
1 , 1 6 6  7 9 8 7  
1 , 2 0 5  7 7 1 4  
1 ,2 4 5  3 3 * 2  
1 , 2 8 5  1 9 1 3  
1 . 3 2 6  2 3 8 2  

1 , 3 6 7  5 6 7 1  
1 , 4 0 9  4 7 7 4  
1 .4 5 1  9 6 1 6
1 .  -495 11278 
1 ,5 .3 8  6 6 1 6  
1 , 5 8 2  8 6 4 2



TABLA PRIMERA.

36'’37«
38»

39»

40«
41»
42«
43«
44«
45«
46»47«
48«
49«
50»
51«
62«
53«
54»
55»
56»
57»
58»
69»

35"

36°37«
38°

39°

40°
41°

42°43°
44°
46"
46°
47°
48"49°
50°61°
62°
53°
54°
55°
56°
57°
58°
59°

(K
3»0
30
0

30
0’

300
30
0'

0'
300
300
30
(y

300
.30
O'

Incrempntos'leí
ARCO.

0,575 5761 
0,580 7030 
0,587 7853 
0,5íU 8i28 
0,601 8150 
0.608 761.Í 
0,615 6613 
0.62‘2 5U6 
0,620 3204 
0,636 0782 
0,642 7876 
0,656 0590
0,669 1306 
0,681 9984 
0,694 6384 
0.707 1068 
0,719 3398 
0,751 5537
0,743 U48 
0,751 7096 
0,766 0444 
0.777 1.460 
0.788 0107 
0,798 6355 
O.SíW 0170 
0,819 1521 
0,829 03*6 
0,838 6706 
0.848 0181 
0,857 1673

0,!80 8179 
0,185 8845 
0,190 9830 
(1.196 1451 
0,201 3645 
0,206 6167
0,211 9P95 
0,217 3918 
0,222 8540 
0.228 3754 
0.233 9356 
0,24.3 2904 
0,256 8552 
0.268 6463 
0,280 6602 
0,292 8932 
0.30.3 3.116 
0,318 0oi6
0,330 8691 
0,343 9 410 
0,357 2124 
0.370 6796 
0.384 3385 
0.398 1850 
0.412 2147 
0.426 4236 
0,440 8071 
Ü.435 3610 
(),i70 0807 
0,48 1 9619

1,147 1 528 
1,161 .4060 
1,175 5706 
1,189 6456 
1,203 fiSOO 
1,21* 5228 
1,251 3230
1,215 0292 
1,258 6408 
1.272 1564 
1,285 5752 
1.312 1180 
1,538 2612
1,363 9968 
1,389 3168 
1,414 2136 
1,438 6796 
1,462 70*4
1,486 2896 
1„509 4192 
1,532 0888 
1,554 2920 
1.576 0214
1,597 2710 
1,618 0310 
1,638 5042 
1,658 0752 
1,677 3412 
1,696 0962 
1,-í i  3316

0,361 69.58 
0,3*1 7690 
0,381 9660 
0,392 2862 
0,402 7290 
0,413 2934
0,423 9786 
0.43 4 7836 
0,4.i,5 *080 
l),136 *508 
0,16* 9112 
0,490 5808
0,513 7104 
0,537 2926 
0,561 3204 
0,585 78iU 
0,6tü 6832 
0,636 0032
0,661 7.388 
0,687 8820 
0,714 4248 
0,711 3592 
0.768 6770 
0,796 3700
0.82 1 4294 
0,852 8472 
0.881 61-42 
0,910 7220 
0.940 1614 
0,969 9238

3 4

1,720 7292 
1,7.12 1090 
1.763 3559 
1.784 4684 
1,805 4 iH0 • 
1,82(5 2842

2,294 3056 
2.322 8120 
8,351 141Í 
2,379 2912 
2,10* 2600 
2,4.35 0456

•1,846 9845 
1 867 5438 
i;887 9612 
I.O'fS 2346 
1,9¡8 3628 
1.968 1 770

2,462 6160 
2,499 0584 
2..517 2816 
2,514 3128 
2.-571 1504 
2,621 2360

2,007 3918 
2.045 9932 
9.083 9752 
2,12! 3204 
2,1.58 0194 
2,194 0611

2.676 5224 
2,717 9936 
2,778 6336 
2,828 -42*2 
2,877 3592 
2,925 41-48

2,229 4344 
2,261 1288 
2,2118 1332 
2.331 4380 
2.304 0.321 
2.395 9066

2,972 5792 
3,018 8384 
3,061 1776 
3,108 .5840 
3.152 0428 
5,194 5420

2,447 asió 
2,4.57 4363 
2.48" 1128 
2,o!6 0 118  

. 2,544 1415 
2.571 ;WI9

3,2.36 0680 
5,276 61184 
5,516 1.504 
3,351 682» 
3.392 1924 
3,128 6692

1).5i2 5 437 
0,5.57 6335 
0.572 9 490 
0,588 4293 
0.604 0935 
0,619 9101

0,723 3916 
0,743 5380 
0.763 9320 
0,784 5724 
0,80.5 4580 
0,826 5868

0,635 9679 
0.652 17.54 
0,668 5620 
0.685 1262 
0,701 8668 
0,7*5 8712

0.847 9572 
0,869 56*2 
0,891 4160 
0.9!3 5016 
0,935 8124 
0,981 1616

0.770 5656 
0,803 9.389 
0.841 9806 
0,8*8 6796 
0,916 0248 
0,954 0048

1,027 4208 
1,074 5852 
1,122 6408 
1,171 .5(28 
1 221 3664 
1,272 0064

0,992 6082 
1,031 82,30 
1.0*1 6372 
1,112 0388 
1,153 0155 
1,194 5550

1,323 1776 
1.5*5 7(i40 
1,428 8.496 
1.482 7184 
1.537 3:iU) 
1,592 7100

1,236 6141 
1,279 270S 
1,322 4-213 
1,366 0850 
1,410 2121 
1,.l54 8857

1,648 8588 
1 *05 6944 
1.763 2284 
1,821 4440 
1,8M) 5228 
1,9.39 8176

3 4
ORDENADAS.



COORDENADAS DEL CIRCULO. 207

2,867 8820
2, «05 bt.SO 
2,958 9265 
2.974 1UO 
5,009 07.')0
3, (U7, 8070
3,078 3075 
3,112 5730 
3,146 6020 
3,180 3910 
3,213 9380 
3,280 29.S0
3.345 6530 
3,40« 9920 
3,473 2920 
3.53.7 5340 
3.596 6990 
3,656 7685 
5,715 7240 
3,773 5480 
3,830 2220 
í5,885 7300 
5,940 0.55.5 
3.993 1773
4,045 0850 
4.095 7605 
4,14;) 1880 
4,193 5530 
4.240 2405 
4,285 8365

0,904 23!*5 
0.92« 4225 
0,954 9150
0. 980 7155 
1,006 822.5 
1,0.33 2335
1, («9 9465 
1,086 «.590 
I .H i 2700 
1,141 8770 
1,169 7780 
1.226 4520 
1.284 2760 
1,313 2515 
1,403 3010 
1.464 4660 
1.526 7080 
1,590 0080
1,654 3470 
1.71« 7050 
1,786 0620 
1,8:>5 3980 
1.921 6925 
1,990 9250
2,061 073.5 
2,132 1180 
2.204 0355 
2,276 80'i0 
2.350 4035 
2,424 809.5

3,441 4584 
3,-48i 2180 
3,526 7118 
.3,568 «368 
3,610 8900 
3,652 5*384
3,693
3.73.5
3.77.5 
5,816 
3,85*i
3,956 
.4,014
4,091 
4,167 
4,242 
4,316 
4,388 
4,-4.58 
4.52« 
4,596 
4.662
4.72.5 
4,791

9690
0876
9224
4692
■2.56
3510
7836
9904
9504
6.408
0388
1222
8688
2376
2664
8760
0642
8132

4,8.54 1020 
4,914 9126 
4,974 2256 
5.032 0236 
5,088 28S6 
5,143 0038

1,085 0874 
1,115 5070 
1,14.5 8980 
1,176 8586 
1,208 1 870 
1,259 8802 
1-.2TI 9K8 
1,304 3508 
1,3.37 1240 
1,370 2524 
1,405 7336 
1,471 7424
1,541 1312 
1,611 8778 
1,685 9612 
1,757 3592 
1,832 0496 
1,908 0096
1,985 2104 
2,063 6460 
2,143 2744 
2,224 0776 
2,306 0310 
2.389 1100 
2,473 2882 
2,558 .5416 
2.6M 8426 
2,732 1660 
2,820 4842 
2,90« 7714

4,015 0548 
4,064 9210 
4,H i 4971
4,163 7596 
4.212 7050 
4,261 3298 
4,309 031« 
4,357 6022 
4,405 2428 
4,4.52 5474 
4,499 5132 
4,592 4130 
4,683 9142 
4,773 9888
4,862 6088 
4,949 7476 
5,035 3786 
5,119 4759 
5,202 0136 
5,282 9672 
5,362 5108
5..U0 <1220
5,516 0749 
5,591) 4485
5,663 1190 
5,734 0647 
5,803 2632
5,870 e«i2
5,956 5367
6,000 1711

8

4,588 6112 
4,645 6240 
4,702 2824 
4,758 5824 
4,814 5200
4,870 0912
4,915 2920 
4,980 1168 
5,031 56.32 
5,088 6256 
5,142 3008 
5,248 4720 
5,353 0448
5,45.5 «872 
5,557 2672 
5,üí,6 8.344 
5,754 7184 
5,850 8296
5,945 1584
6,037 6768 
6,128 .35.52 
6,217 1680
6,304 0856 
6,38« 0840
6,472 1360 
6,553 2168
6,632 5008 
6,709 364« 
6,784 3818 
6,857 3384

1,265 93.33 
1.301 1915 
1,336 8810
1,37.3 0017 
1,409 5315 
1,4.46 5269 
1,-483 9251
1..32I 7426 
1,-55 I 9780
1,598 6278 
1,637 6Í92
1,717 0328
1,797 9864 
1,880 5241 
1.964 6214 
2,0:10 2.324 
2.137 5912
2,226 (1112
2.316 0858 
2,407 {»70
2,500 48(« 
2.594 7572 
2 690 3695 
2|787 2950
2,885 {»29 
2,984 96.32 
3,085 6497 
3,187 5270 
3.290 .3649 
3,3«i 7333

_  1ORDKNADAS.

1,446 7852 
1,487 0760 
1,527 8640 
1,569 1 448 
1,610 9160
1,65.3 1736
1,693 9144 
1,7.3!) 1344
1,782 8320 
1,817 0032
1,871 644«
1,962 3232 
2,(k3.1 8416 
2,149 1704 
2,245 2«I6 
2,343 1 456
2,442 7328
2.. 3-44 (1428
2,646 9552 
2,7.34 5280 
2 857 6992 
2,96-3 4368 
3,074 7080 
3,185 48(K) 
3,297 7176 
3.4H 3888
3.. 326 4.368 
3.642 «880 
3,760 6456
3.879 69538

5,162 1870
5,226 3270 
5,290 0677 
.3,353 4052 
5,416 33.30 
5,478 8526
5,540 9533 
5,602 6314 
.3,663 8836 
5,724 7038 
b,7SH 0884
5,304 5310 
6,022 1754 
6,137 9856 
6,251 9256
6,363 i)G12 
6,474 Or.82
6,582 J833
6,688 3032 
6,7!W 5864 
6,894 3996 
6,99-4 3140
7,092 0963 
7,187 7198 
7,281 1530 
7,372 3689 
7,461 5384 
7,548 0.354
7,632 4.329 
7,714 5057

1 627 6311 
1,672 9605
1,718 8470 
1,765 2879 
1,812 2805 
1,869 8203
1,907 9037
1,956 5262 
2,0xí5 6800
2,05.3 3786 
2,105 6004 
2,207 6136
2,311 R!»68 
2,417 8167
2,.525 9418 
2,63(5 0388 
2,7-48 0744
2,862 0144
2,977 8246
3,09.5 4690 
3.214 9116 
3.336 1164 
3,4')9 0465
5,583 (»50 
3,709 932.3 
3,837 8134 
3.967 263«
4,098 2190 
4,230 7263
4,364 6571



20S TARLA PRIMERA. H
Ineremenlos

del
ARCO,

60°
61°
62°
63°
64°
66°

66°
67»
68°
69°
70°
71°
72°
73°
74°
75°
76°
77°
78°
79°
80°
81»
82°
83°
84°
86»
86°
87»
88»
89°

ABSCISAS.

0,866 0254 
ü,8'4 619" 
0,882 9-Í7G 
0,891 0065 
0,898 7940 
0,966 5078
0,915 5454 
0,920 5049 
0,927 1859 
0,953 5804 
0.939 6920 
0,945 5185 
0,951 1KJ65 
0,956 3048 
0,961 2617 
0,965 9258 
0,970 2957 
0,974 5701 
0.978 1476 
0,981 6271 
0,984 8077 
0,987 0883 
0,990 2680 
0,992 5462
0,994 5218 
0,996 1947 
0,997 5640 
0,998 G295 
0,999 3908 
0,999 8477

0,500 0000 
0,515 1904 
0,550 5284 
0,546 0095 
0,561 6288 
0,577 3817
0,595 2654 
0,()09 '2689 
0,625 5954 
0,641 6521 
Ü,(K7 9798 
0,674 4518
0,690 9830 
0,707 6285 
0,724 3626 
0,741 |810 
0,758 0781 
0,775 0489 
0,792 0885 
0,809 1910 
0,826 5518 
0,843 56:45 
0,860 8269 
0,878 1507 
0,895 4715 
0,912 84-43 
0,950 24.55 
0,94“ 6640 
0.965 1005 
0,982 5476

1,752 0508 
1,749 2394 
l,7tó 8952
1,782 0150 
1,797 5880 
1,812 6150
1,827 0908 
1,841 0098 
1,854 3678 
1,867 1608
1,879 5852 
1,891 0570
1,902 1150 
•1,912 6096 
1 922 5234 
1,951 8516 
1,940 5914 
l|048 7402
i,9o6 2952
1,963 2542 
1,969 6154 
1,975 5766 
1,980 5360 
•1,985 0924
1,989 0456 
l,'*92 3S94 
1,995 1280 
í,997 2590
1.998 7816
1.999 6954

1,000 OOOO 
1,650 3S08 
1,061 0568
1,092 0190
1,125 2576 
1,154 7634 
1,186 5268 
1,218 5578 
1,250 7868 
1.285 2642 
1,315 9596 
1,348 8636
1,581 9660 
I,4l5 2566 
1,448 72;i2 
1,482 5620
1,516 1562 
1,550 0978
1,584 1766 
I,fil8 5820 
1,652 7036 
1,687 1510 
1,721 6538 
1,756 2614
1,790 9430 
1,825 6886 
1,860 4870 
1,895 3280
1,930 2010 
1,965 0952

0762
8591
8-428
0195
5820
9234
6362
5147
5517
7412
0778
5555

2,598 
2,625 
2,6-48 
2,675 
2,698
2,718 
2,740 
2,761 
2,781 
2,8ÍI0 
2,819 
2,836 
2,855 1695 
2,l'6H 9144 
2,883 7831
2,897 "774 
2,910 8871 
2,923 1103 
2,934 4428 
2,914 8813 
2 934 4231
2,963 0649 
2 970 8040
2,977 6380
2,983 5634 
2,988 5841
2.992 (2>20
2.993 8885
2.998 1724
2.999 5.431

3,464 1016
5.. Í9H 4788 
3,531 7904
3.. 561 1̂ 260 
3,595 1760 
3,625 2312 
3,654 1816 
3,682 0196 
3,708 73ÌÌ6 
3,734 5216 
3,738 7704
3,782 0710 
3,804 2260 
3 ,8 ïi 2192 
5 845 0468
3,863 7032 
3.881 1828
3,897 4804
3,912 5904 
3 926 508-4 
3 939 2308
5,930 7552 
3,961 0720 
5,970 1848
5,978 0872 
3,984 7788 
3,990 2560
3,994 5180 
3,997 5632
3,999 3908

1,500 OOOO 
1,545 5712 
1,591 5852 
1,638 0283 
1,684 8864
1,732 1451 
1,779 7902 
1,827 8067 
•1,876 1802 
1.924 8963 
1,973 9394
2,025 2954 
2.072 9490 
2.422 8849 
>.173 0878 
2.223 5430 
2,274 2343 
2,325 4467 
2,576 26-49 
2,427 5750 
2.479 0554 
2,530 6:>C5 
2,582 4807 
2,634 3921 
2,686 4445 
2,738 5329
2.790 73a5 
2,842 8920 
2,89o 3013 
2,947 6428

2.IHX1 OOOO 
2,06*' 7616 
2,!22 1136 
•2,184 0380 
2.246 5152 
2,309 526S
2,573 0536 
2,457 0756
2,501 5736 
2,566 5284 
-.',631 9192 
2,697 7272
2.763 9520 
2.830 5132
2,897 4504
2.964 72-40 
3,052.3144 
silOO 1956 
3,168 3532 
5.256 76.40
3.305 4072 
3,57-4 2620
3,443 3076 
5.512 5Ì28 
3.581 8860 
3,651 5772 
3 7Î0 9740
3,790 6560 
3 860 4020
3,930 1904
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5!,500 0000 
5,575 95íá0 
2,652 6420 
2,730 0475 
2,8(i8 1440 
2,586 9055 
2,966 3170 
5,046 54.45 
3,126 9670 
3,208 1655 
3,289 8990 
3,372 15SK)
5,4.54 9150 
3,538 1415 
5,621 8130 
3,705 9050 
5,790 5905 
3,875 2.Í15
3,960 4415 
4,045 9.55(1 
4,131 7.S90 
4,217 827.5 
4,3(14 134.5 
4,39(1 653.5 
4,477 5575 
4,564 2215 
4,651 2175 
4,7.58 3200 
4,825 .5025 
4,912 7380

5 6 7 8 9

4.330 1270 5,196 1524 6,062 1778 6.928 203-2 7,794 2286
4.373 0985 5,2-47 7182 6.12-2 3279 6,996 9576 7,871 5773
4,414 7380 5,297 6856 6,180 6332 7,063 580-S 7,946 5284
4,455 0325 5,346 0390 6,237 0.1.55 7,128 052» 8,019 0.58.5
4,493 9700 5,392 7610 6,291 5580 7,190 3520 8,089 1460
4,531 5590 5,437 8468 0,344 1546 7,250 4624 8,156 7702
4,567 7270 5,481 2724 6.394 8178 7,508 36.32 8,221 9080
4,602 52-45 5,523 029-4 6,44a &li4j 7,364 0392 8,284 5411
4,635 9195 5,563 1054 6,490 2873 7,417 4712 8,544 (B51
4,667 9020 5,601 4824 6,535 0628 7,468 6-U32 8,402 2250
4,698 4630 5,638 1556 6,577 8482 7,517 5408 8,457 2.354
4,727 5925 5,673 Ilio 6,618 6295 7,564 1480 8,509 0665
4.755 2825 5,706 3390 6,657 3955 7.608 4520 8,559 5085
4.781 5240 5,737 8288 6,694 i : ^ 7,650 4384 8,606 7432
4.806 3085 5,767 5702 6,728 8319 7,090 0936 8,651 3553
4,829 6290 5,795 5518 6,761 4806 7.727 4:ií)4 8,693 3.322
4.851 4785 6,821 77-42 6,792 0699 (,'62 <K>(8> 8,732 6ÍÍ13
4,871 8505 5,816 2206 6,820 5907 7,704 9608 8,769 3309
4,890 7380 5,868 8856 6,847 0332 7,825 1808 8,803 3284
.4,908 1.355 5,889 7626 6.871 3897 7,853 0168 8,834 6439
4,924 0385 5.908 8402 6.893 6539 7,878 4616 8,863 269.3
.4,938 .4415 5,926 1298 6.913 8181 7,901 5064 8,889 19-47
4,951 3400 5,941 6080 6,931 87(70 7,92-2 l i-10 8,912 41-20
4,962 7310 5,95a 2772 6,947 8234 7,940 5696 8,932 9158
4.072 6090 5,907 1308 6,961 6526 7,956 1744 ‘ 8,950 6962
4,980 9735 5,977 1(?82 6,973 3629 7.9(W 5576 8,905 7523
4,987 8200 5,985 5840 6.982 9480 7.980 5120 8,978 0760
4,993 1175 5,991 7770 6,990 4065 7,989 0360 8,987 6655
4,996 95.40 5,996 3418 6,995 73.56 7,995 1264 8.994 5172
4,999 2385 5,999 086-2 6,998 9339 7,998 7816 8,998 6293

3,000 0000
3,091 1424
5,183 1704
5,270 0570
3,369 7728
3,.16 i 2902
3.559 .3804
3.655 6154
3,752 360-4
3,849 7926
3,947 8788
4,046 5908
4,1-l.S 89SO
4,215 lOÜB
4,316 1736
4,417 0860
4,518 4686
4,6.50 2934
4752 5-298
4.855 1460
4,9'W 1108
5,(811 5930
5.164 9614
5,268 7842
5,372 8290
5,477 0658
.5.581 4610
5,685 9840
5.790 6630
5,895 28566

3,.5Ü0 0000 
3,606 3328 
3,713 6988 
3,822 0665 
3,931 4016 
4,041 6719
4,152 8438 
4,264 8825 
4,377 7538 
4,191 4247 
4,605 «586 
4,721 0226
4.836 8810 
4,9:.3 3981 
5,070 5382 
5,18« 2670 
5,306 5467 
5,425 3423
5,544 6181 
5,661 3370 
5,784 .1626 
8,904 9385 
6,025 7883 
6,146 9149 
6,268 5(X»5 
6,589 9101 
6,511 "Ol-H 
6,6.53 6480 
6,755 7035 
6,877 8332

onnENAiiAS.

4,000 0000 
4,121 5232 
4,244 2272 
4,368 0760 
4,493 0504 
4,619 0.'i36 
4,7.i6 1072 
4,874 1512 
5,003 1472 
5,133 ()5(W 
5,263 8384 
5,395 4544 
5,5i7 8610 
5,661 0264 
5,794 9008 
5,929 4.180 
6,064 6248 
6,100 3912 
6,336 7064 
6,475 5280 
G,6I0 8144 
6,748 5240 
6,886 6152 
7,025 O.U;6
7,163 7720 
7,302 7544 
7,441 9480 
7,5Ki 3120 
7,720 8040 
7,860 3808

8

4,.500 0000 
4,6.36 71.36
4.774 75.56 
4,914 0855 
5,054 6592 
5,196 4353 
5.3.39 .3706 
5,483 4201 
5,628 5406
5.774 6889 
5,921 8182 
6,069 8862
6,218 8470 
0,368 &547 
6,519 2634 
6,670 6290 
6,822 7029 
6,975 4401
7,128 7947 
7,282 7190 
7,437 1662 
7,592 0895 
7,747 4421 
7,903 1763
8,059 2435 
8,215 .'.987 
8,572 1 915 
8,528 9760 
8,685 9045 
8,842 9284

14
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TABLA SEGUNDA.

ABSCISAS Y ORDENADAS

■DEL CUADRANTE DEL CÍRCULO EN PUNCION DEL RADIO-UNIDAD, POR 

INCREMENTOS DE LAS ABSCISAS, DE 1 EN 1 MILÉSIMA DE 0“ ,00 l 

Á 0” .999; Y DE 1 EN 1 DIEZMILÉSIMA, HASTA l^.OOO: SIENDO 

APLICABLES Á LAS COORDENADAS DE LA ELIPSE.

I

I
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0,001 
0,002 
0 , 0 0 5  
0,001 
0 , 0 0 5  
0 , 0 0 6

0 , 0 0 7
0 , 0 0 8
0 , 0 0 9
0,0(0
0,011
0,01-2
0 , 0 1 5
o,ou
0 , 0 1 6
0 , 0 1 6
0 , 0 1 7
0 ,0 í8
0 , 0 1 9
0,020
0 ,0-210,02-2
0 , 0 2 5
0,021
0 , 0 2 5
0 , 0 2 6
0 , 0 2 7
0 , 0 2 8
0 , 0 2 9
0 , 0 5 0

0 ,0 5 1
0 , 0 5 2
0 , 0 5 5
0 ,0 5 .1
0 , 0 5 5
0 , 0 3 6

0 , 0 5 7
0 , 0 5 8
0 , 0 5 9
0 , 0 4 0
0 ,0 4 1
0 , 0 4 2

0 , 0 4 5
0 , 0 4 4
0,04T>
0 , 0 4 6
0 , 0 4 7
0 ,0 4 .8

0 , 0 4 9  
0 , 0 5 0
o,ani
0 , 0 5 2  
0 , 0 5 5  
0 , 0 5 4

o,(«r. 
0 ,0 :1 6  
0 , 0 5 7  
0 , 0 5 8  
0 , 0 5 9  
0 , 0 6 0

0 ,0 6 1  
0 , 0 6 2  
0 , 0 6 5  
0 , 0 6 4  
n ,0 6 S  
0 , 0 6 6

0,000001 0,000002 
0 ,0 (H )0 0 5  
0 , 0 0 0 0 0 8  
0,000012 
0 ,0 0 0 0 1 8  

0 ,0 0 0 0 2 4  
0 ,0 0 0 0 5 -2  
O .O IO O il 
0 ,0 0 0 0 .5 0  
0 ,0 0 0 0 6 1  
0 , 0 0 0 0 7 2

0 , 0 0 0 0 8 4  
0 , 0 0 0 0 9 8  
0 , 0 0 0 1 1 5  
0 , 0 0 0 1 2 8  
0 ,0 1 )0 1 4 5  
0 , 0 0 0 1 6 2  

0 ,0 0 0 1 8 0  
0,000200 
0,000221 
0 , 0 0 0 2 4 2  
0 ,0 i« ) -2 6 l  
0 , 0 0 0 2 8 8  

0 , 0 0 0 3 1 5  
0 ,O (X )3 5 8  
0 , 0 0 0 5 6 5  
0 , 0 0 0 5 9 2  
0 ,0 0 0 4 2 1  
0 ,0 0 0 4 5 1  

0 .0 0 0 4 8 1  
1),01Mj5 1 2  
0 , 0 0 0 5 4 5  
0 , 0 0 0 5 7 8  
0 , 0 0 0 6 1 3  
0 , 0 0 0 6 4 8  

0 , 0 0 0 6 8 5  
0 , 0 0 0 7 2 2  
0 , 0 0 0 7 6 1  
0 ,0 0 0 8 0 1  
0 ,0 0 0 8 4 1  
0 ,0 0 0 8 8 -2

0 , 0 0 0 9 2 5  
0 , 0 0 0 9 6 8  
0 , 0 0 1 0 1 3  
0 , 0 0 1 0 5 9  
0 , 0 0 1 1 0 5  
0 , 0 0 1 1 3 5  

0,001201 
0 ,6 0 1 2 5 1  
0 , 0 0 1 5 0 2  
0 , 0 0 1 5 5 3  
0 , 0 0 1 4 0 5  
0 , 0 0 1 4 5 9

0 , 0 0 1 5 1 4  
0 , 0 0 1 3 6 9  
0 , 0 0 1 6 2 6  
0 , 0 0 1 6 8 3  
0 , 0 0 1 7 4 2  
0,001802 
0 ,0 0 1 8 6 -2  
0 , 0 0 1 9 2 4  
0 , 0 0 1 9 8 7  
0 , 0 0 2 0 5 0  
0 , 0 0 2 1 1 5  
0 , 0 0 2 1 8 1

ORDENADAS.

Ü .0 6 7
0 ,0 6 8
0 ,0 6 9
0 , 0 7 0
0 ,0 7 1
0 , 0 7 2

0 , 0 7 3
0 , 0 7 4
0 ,6 7 5
0 ,0 7 6
0 ,0 7 7
0 ,0 7 8

0 , 0 7 9
0 , 0 8 0
0 ,0 8 1
0 , 0 8 2
0 ,0 8 3
0 ,0 8 4

0 ,0 8 5
0 ,0 8 6
0 ,0 8 7
0 ,0 8 8
0 ,0 8 9
0,000
0 ,0 9 1  
0 ,0 9 2  
0 ,0 9 3  
0 , 0 9 4  

I 0 ,0 9 5  
0 ,0 9 6

! 0 ,0 9 7  
0 , 0 9 8  
0 , 0 9 9  
0,100 
0.101 
0,102
0 , 1 0 3
0 , 1 0 4
o.ia'i
0 ,1 0 6
0 ,1 0 7
0 ,1 0 8

0 ,1 0 9  
0,110 
0,111 
0,112 
0 ,1 1 5  
0 , 1 1 4  

0 ,1 1 5  
0 , 1 1 6  
0 ,1 1 7  
0 , 1 1 8  
0 , 1 1 9  
0.120

ABSCISAS.

0,121
0,122
0,12"
0 , 1 2 4
0 , 1 2 5
0 , 1 2 6

0 ,1 2 7
0 , 1 2 8
0 , 1 2 9
0 , 1 5 0
0 ,1 5 1
0 , 1 3 2

0 ,0 0 2 2 4 7  
0 .0 0 2 3 1 5  
0 ,0 0 2 3 8 3  
0 ,0 0 2 4 5 3  
0 ,0 0 2 5 2 4  
0 ,0 0 2 5 9 5  

0 ,0 0 2 6 6 8  
0 ,0 0 2 7 4 -2  
0 ,0 0 2 8 1 7  
0 ,0 0 2 8 9 2  
0 ,0 0 2 9 6 9  
0 ,0 0 3 0 4 7  

0 ,0 0 3 1 2 5  
0 ,0 0 3 2 0 5  
0 ,0 0 3 2 8 6  
O .O C 3368 
0 ,0 0 3 .y i l  
0 .0 0 3 .5 3 4  

0 ,0 0 3 6 1 9  
0 ,0 0 3 7 0 3  
0 ,0 0 3 7 9 -2  
0 ,0 0 ó 8 8 0  
0 ,0 0 3 9 6 8  
0 ,Ü 0 4 ü o 8  

0 ,0 0 4 1 4 9  
0 ,0 0 4 2 4 1  
0 .1 H H 5 3 4  
0,1K)412K 
O.Ü04r>23 
0 ,0 0 4 6 1 9  

0 .0 0 4 7 1 6  
0 ,0 1 )4 8 1 4  
0 ,0 0 4 9 1 5  
0 ,0 0 5 0 1 3  
0 ,0 0 3 1 1 1  
0 ,0 1 )5 2 1 6

0 ,0 0 5 3 1 9
0 .0 0 5 4 -2 5
0 .0 0 5 5 2 8
0 ,0 0 5 6 5 4
0 ,0 0 5 7 4 1
0 ,0 0 5 8 4 9

0 ,0 0 5 9 5 8  
0 ,0116068 
0 ,0 0 6 1 8 0  
0 ,0 0 6 2 9 2  
0 ,0 0 6  IftH 
0 , 0 0 « ) 1 9

0 .0 0 6 6 5 4  
0 ,0 0 6 7 3 1  
0 ,0 0 6 8 6 8  
0 ,0 0 6 9 8 6  
0 ,0 0 7 1 0 6  
0 .0 0 7 2 2 6

0 ,0 0 7 5 4 7  
0 ,0 0 7 4 7 0  
0 ,0 0 7 .5 9 5  
0 ,0 0 7 7 1 8  
0 ,0 0 7 8 4 3  
0 ,0 0 7 9 7 0

0 ,0 0 8 0 9 7  
0 ,0 0 8 2 2 6  
0 ,0 0 8 5 5 5  
0 .0 0 8 4 8 6  
0 ,0 0 8 6 1 8  
0 ,0 0 8 7 5 0

0 , 1 3 3
0 , 1 5 4
0 , 1 5 3
0 , 1 3 6
0 , 1 5 7
0 . 1 3 8

0 , 1 3 9
0 . 1 4 0
0 ,1 4 1
0 ,1 .4 2
0 ,1 .4 3
Ü , l 4 4

0 , 1 4 5
0 , 1 4 6
0 , 1 4 7
0 , 1 1 8
0 , 1 4 9
0 , 1 5 0

0 , 1 5 1
0 , 1 5 2
0 , 1 5 5
0 , 1 5 4
l),lí»
0 , 1 5 6

0 , 1 5 7
0 , 1 5 8
0 . 1 5 9
0 , 1 6 0
0 ,1 6 1
0 , 1 6 2

0 , 1 6 5  
0 , 1 6 4  
0 , 1 6 5  
0 , 1 6 6  
0 , 1 6 7  
0 , 1 6 8  

0 , 1 6 9  
0 , 1 7 0  
0 ,1 7 1  
0 , 1 7 2  
0 , 1 7 5  
0 , 1 7 4  

0 , 1 7 5  
0 , 1 7 6  
0 . 1 7 7  
0 , 1 7 8  
0 ,1 7 ! )  
0 , 1 8 0

0.181 
0 , 1 8 2  
0 , 1 8 3  
0 , 1 8 4  
0 , 1 8 5  
0 , 1 8 6  

0 ,1 8 7  
0 ,1 8 8  
0 ,1 8 9  
0 ,1 9 0  
0 ,1 9 1  
0 , 1 9 2

0 , 1 9 5  
0 , 1 9 4  
0 .1 9 5  
0 ,1 9 6  
0 ,1 9 7  
0 , 1 9 8

0 ,1 ) 0 8 8 8 4
0 , 0 0 9 0 1 9
0 , 0 0 9 1 5 5
0 , 0 0 9 2 9 1
0 ,1 ) 0 9 4 2 9
0 , 0 0 9 5 6 8

0 . 0 0 9 7 0 8
I ) , 0 0 ! ) 8 i 9
0 , 0 0 9 9 9 1
0 , 0 1 0 1 3 3
0 ,0 1 0 -2 7 7
0 ,0 1 0 4 - 2 2

0 , 0 1 0 5 0 8
0 , 0 1 0 7 1 5
0 , 0 1 0 8 6 4
0 ,0 1 1 1 ) 1 3
0 . 0 1 1 1 6 3
0 , 0 1 1 5 1 4

0 , 0 1 1 4 6 6
0 , ( 1 1 1 6 2 0
0 , 0 1 1 7 7 4
0 ,1 )1 1 9 2 9
0 ,0 1 2 1 )S 6
0 ,0 1 -2 -2 4 3

0 . 0 ) 2 4 9 1
0 , 0 1 2 5 6 1
0 .0 1 -2 7 2 1
0 . 0 1 2 8 8 5
0 , 0 1 5 0 1 6
0 ,0 1 3 - 2 0 9

0 ,1 9 9
l),200
0,201().202
0 .2 0 3
0 ,2 0 4

0 ,2 0 5  
0 ,2 0 6  
0 ,2 0 7  
0 ,-208  
0 ,2 0 9  
O ,-210 

0,211 
0,21-2 
0 , 2 i 3  
0 , 2 1 4  
0 ,2 1 5  
0.-210
0 ,2 1 7
0 ,-2 1 8
0 ,2 1 9
0,220
0,22!
0,222
0 ,2 2 3  

1 0 ,-2 2 4  
I 0 .2 2 5  

0 .2 2 6  
1 i ',2 -2 7  
i 0 ,2 -2 8

0 , 0 1 5 5 7 4  0 . 2 2 9
0 , 0 1 5 5 1 0  ■: O,-230 
0 , 0 1 5 7 0 6  I 0 ,2 3 1
0 , 0 1 3 8 7 4
0 ,0 1 - 4 0 4 3
0 . 0 1 4 2 1 5

0 ,0 1 -4 5 8 4  
1 ) ,0 1 4 5 5 6  
0 ,0 1 4 7 - 2 9  
0 , 0 1 4 9 0 5  
0 , 0 1 5 0 7 8  
0 ,0 1 5 - 2 5 5

0 , 0 1 3 4 3 2  
0 , 0 1 5 6 1 0  
0 , 0 1 5 7 8 9  
0 . 0 1 5 9 7 0  
0 , 0 1 6 1 5 1  
0 , 0 1 6 3 5 4  

0 ,0 1 6 .3 1 7  
0 , 0 1 6 7 0 2  
0 , 0 1 6 8 8 7  
0 , 0 1 7 0 7 4  
0 . 0 1 7 2 6 2  
0 , 0 1 7 1 5 0  

0 , 0 1 7 6 4 0  
0 ,0 1 7 8 3 1  
0 ,0 1 8 0 - 2 5  
0.018216 
0 . 0 1 8 4 ) 0  
0,0l86To 
0 , 0 1 8 8 0 2  
0 ,1 )1 8 Í-9 9  
0 , 0 1 9 1 9 7  
0 , 0 1 9 5 9 6  
0 ,0 I 9 5 ! ) 7  
0 . 0 1 9 7 9 8

0 , 2 5 2  
0 . 2 5 5  
0 , 2 5 4  

0 ,2 .3 5  
0 ,2 5 6  
0 ,-2 5 7  
0 ,2 5 8  
0 ,2 3 9  
0 ,2 4 0  

0 .2 4 1  
0 . 2 4 2  
0 . 2 4 5  
0 , 2 4 4  
0 ,2 4 .5  
0 ,2 4 6  

0 ,2 4 7  
0 ,2 1 8  
0 ,2 4 9  
O ,-2.30 • 
0 ,2 5 1  
O ,-252

0 , 2 5 5
0 , 2 5 4
0 ,2 5 5
0 , 2 5 6
0 . 2 5 7
0 , 2 5 8

0 .2 5 9
0 .2 6 0
0 ,2 6 1
0 . 2 6 2
0 . 2 6 3
0 , 2 6 4

0,0-20001 
0.0-202Ü.Í 
0 ,0 2 0 4 0 9  
0 ,0 2 0 6 1 -4  
0 ,0 2 0 8 -2 2  
0 ,0 2 1 0 2 9  

0 ,0 -2 1 2 3 8  
0 ,0 2 1 4 -4 8  
0 ,0-210 .59  
0 ,0 2 1 8 7 1  
0 ,0 2 -2 0 8 4  
0 ,0 -2 2 2 9 9

0 ,0 2 2 5 1 -4  
0 ,0-227-20  
0,0-2-20-48 
0 ,0 2 3 1 6 6  
0 ,0 2 3 3 8 6  
0 ,0 2 3 6 0 7  

0 ,0 2 3 8 -2 8  
0 .0 2 1 0 5 1  
0,112-127,5 
0 ,0 2 4 5 0 0  
0 ,0 2 4 7 2 6  
0 . 0 2 1 9 5 3

0 , í ) í 5 l 8 2
0 ,0 2 5 4 1 1
t ) , l i - i 'i6 1 I
Ü ,0 2 5 8 7 o
0 ,0 2 6 1 0 5
0 ,1 )2 6 5 3 9

0 ,0 2 6 3 7 4
0 , 0 2 6 8 0 9
0 ,0 2 7 0 -4 6
0 ,0 2 7 -2 8 4
0 ,0 2 7 5 2 3
0 ,0 -2 7 7 6 5

0 ,0 2 8 0 0 5
0 ,0 2 8 2 -4 7
0 ,0 2 8  4 í)I
0 .1 1 2 8 7 3 5
0 ,0 2 8 9 8 1
0 ,0 2 9 2 2 7

0 , 0 2 9 4 7 5
0 ,0 2 9 7 2 4
0 .0 2 9 í ) 7 4
0 ,0 3 0 2 2 5
0 .0 5 0 4 7 7
0 ,0 5 0 7 3 1

,1 ,0 5 0 9 8 5
0 . 0 5 l 2 - « )
0 ,0 5 1 4 ! ) 7
0 . 0 5 1 7 5 4
0 . 0 5 2 0 1 3
0 , 0 5 2 2 7 3

0 ,0 3 2 5 3 4
0 ,0 5 2 7 9 6
0 ,0 3 5 0 .5 .0
0 , 0 5 5 5 2 5
0 , 0 3 5 5 8 9
0 , 0 3 3 8 5 5

0 . 0 3 4 1 2 3
0 ,0 3 4 .3 9 2
0 ,0 3 4 6 6 1
0 , 0 5 4 9 5 2
0 , 0 5 5 2 0 4
0 ,0 5 5 4 7 7
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ABSCISAS. ÜRDBN'ADAS. ABSCISAS. ORDE.VADAS. ABSCISAS. ORDENA’iAS. ABSCISAS. ORDENADAS.

0 . 2 6 5 0 , 0 3 5 7 5 2 0 ,5 3 1 0 .0 5 6 3 6 9 0 ,3 9 7 0 .Ü S 2 1 8 2 0 ,4 0 3 0 ,1 1 3 6 4 2
Ü .2 6 6 0 .0 3 0 (1 2 7 0 ,3 3 2 0 .0 3 6 7 2 1 0 , 5 9 8 0 ,0 8 2 * 1 1 5 0 ,1 0 4 0 , 1 1 4 1 6 5
0 . 2 6 7 Ü ,0 3 (!3 ü 4 0 ,3 3 3 0 .0 5 7 0 7 3 0 , 3 9 9 0 ,0 8 3 0 1 9 11,495 0 ,1 1 4 6 8 9
0 . 2 6 8 0 ,0 5 6 5 8 1 0 ,3 3 4 0 .0 5 7 4 2 7 0 , 4 0 0 0 ,0 8 3 4 8 5 0 ,4 6 0 0 , 1 1 5 2 1 5
0 ,2 6 0 0 ,0 3 6 8 6 0 0 ,3 3 5 0 ,0 .5 7 7 8 2 0 ,1 0 1 0 , 0 8 3 9 2 2 0 ,4 0 7 0 , 1 1 5 7 4 3
0 , 2 7 0 0 , 0 5 7 1 4 0 0 ,5 3 6 0 , 0 5 8 1 3 8 0 ,4 0 -2 0 ,0 8 1 5 1 1 0  ; 0 ,4 0 3 0 , 1 1 6 2 7 2

0 ,2 7 1 0 .0 3 7 4 2 1 0 ,3 3 7 0 .(1 5 8 4 9 6 0 . 4 0 3 0 ,0 8 4 8 0 0  ! 0 ,4 6 9 0 .1 1 6 8 0 2
0 , 2 7 2 0 . 0 3 7 7 0 3 0 ,3 3 8 0 , 0 5 8 8 5 4 0 . 4 0 4 0 ,0 8 5 2 4 1  ' 0 ,1 7 0 0 , 1 1 7 3 3 4
0 , 2 7 3 0 , 0 3 7 9 8 6 11,339 0 ,0 5 9 2 1 4 0 , 4 0 3 0 ,0 8 3 0 8  4 ; 0 ,4 7 1 0 ,1 1 7 8 6 7
0 , 2 7 4 0 , 0 3 8 2 7 0 0 .3 1 9 0 .0 .5 9 5 7 .-. 0 , 4 0 0 0 .1 » G 1 2 7  . 0 , 4 7 2 0 . 1 1 8 4 0 2
ü ,2 7 : i 0 , 0 3 8 5 5 6 0 ,3 1 1 0 ,0 5 9 9 3 7 0 , 4 0 7 0 , 0 8 6 3 7 2  1 0 . 1 7 3 0 ,1 1 8 9 3 8
0 ,2 7 6 0 , 0 5 8 8 4 3 0 ,3 1 2 0 , 0 6 0 3 0 0 0.4< J8 U ,0 8 7 0 I 8  1 0 ,1 7 1 0 , 1 1 9 4 7 5

0 ,2 7 7 0 , 0 3 9 1 3 0 0 ,3 4 3 0 ,0 6 0 6 '} 5 0 , 4 0 9 0 , 0 8 7 4 0 6  ' 0 , 4 7 5 0 . I 2 I H I I 4
0 ,2 7 8 0 ,0 3 9 4 1 9 0 ,3 1 1 Ü ,0 6 I0 2 U 0 , 4 1 0 0 , ( ) 6 T 9 I 5  i 0 , 4 7 0 0 , 1 2 0 5 3 5
0 , 2 7 ‘J Ü .0 .Í9 7 0 9 0 .3 4 5 0 ,0 6 1 5 9 7 0 ,4 1 1 0 ,0 8 8 5 6 3 0 ,1 7 7 0 ,1 -2 1 0 9 7
0 , 2 8 0 O .O tW O Ü 0 ,3 1 6 0 . 0 6 1 7 6 6 0 , 4 1 2 0 , 0 8 8 8 1 6  t 0 ,4 7 8 0 ,1 2 1 0 4 0
Ü ,2 S 1 0 ,0 1 0 2 'J 2 0 ,3 1 7 0 . 0 0 2 1 3 5 0 , 4 1 3 0 . 0 8 9 2 0 9  ' 0 ,1 7 9 0 , 1 2 2 1 8 5
0 , 2 8 2 0 , 0 1 0 3 8 6 0 ,3 4 8 0 , 0 6 2 3 0 6 0 , 4 1 4 0 , 0 8 9 7 2 3  ' 0 ,1 8 0 0 ,1 2 2 7 3 1

0 , 2 8 3 0 , 0 4 0 8 8 0 0 ,3 4 9 0 . 0 6 2 8 7 7 0 , 1 1 5 0 , 0 9 0 1 7 9  1 0 ,4 8 1 0,12 .3 -279
0 , 2 8 1 0 , 0 4 1 1 7 6 0 ,3 5 0 0 . 0 6 3 2 3 0 0 , 4 1 0 11 ,0 9 0 6 3 5  1 0 , 4 8 2 0 .1 2 .3 8 2 9
0 , 2 8 3 0 , 0 4 1 4 7 3 0 ,3 5 1 0 . 0 6 5 6 2 3 0 . 4 1 7 0 . 0 9 1 0 9 4  i 0 ,4 8 3 0 , 1 2 4 3 7 0
0 , 2 8 6 0 , 0 4 ( 7 7 0 <^,352 0 , 0 6 1 0 0 0 0 , 4 1 8 0 ,0 9 1 .5 5 3  1 0 , 4 8 4 0 ,1 2 1 9 3 2
0 .2 S 7 0 . 0 1 2 0 7 0 0 ,3 5 3 0 , 0 6 4 3 7 7 0 . 4 1 9 0 , 0 9 2 9 1 4  1 0 ,4 8 5 0 ,1 -2 :3186
0 , 2 8 8 0 , 0 4 2 5 7 0 0 ,3 5 4 0 , 0 6 4 7 5 5 0 , 4 2 0 0 . 0 9 2 4 7 6  I 0 ,4 8 6 0 .1 2 6 0 4 1

0 .2 S 9 0 ,0 1 2 6 7 1 0 ,5 5 5 0 . 0 6 5 1 3 1 0 ,4 2 1 0 ,0 9 2 . ) 3 9  1 0 ,4 8 7 0 ,1 -2 6 3 9 8
0 , 2 9 0 0 , 0 1 2 9 7 3 0 ,3 .3 6  • ll,0 6 ." )3 1 4 0 , 4 2 2 O .Ü Ü S iO l 0 .4 8 8 0 , 1 2 7 1 »
0 ,2 9 1 0 ,0 1 3 2 7 7 0 ,5 5 7 0 , 0 6 5 8 9 6 0 , 4 2 3 0 .U 9 .Í 8 7 0 0 ,4 8 9 0 ,1 2 7 7 1 6
0 , 2 9 2  ' 0 ,0 .13 í> 82 D .3 5 S 0 , 0 6 6 2 7 8 0 , 1 2 4 0 ,0 9 4 3 3 .8 0 ,1 9 0 Ü ,1 2 S 2 7 7
0 .2 ¡ ) 3 0 ,Ü 1 3 8 8 S 0 ,3 5 9 0 , 0 0 6 6 6 3 0 . 4 2 3 0 ,0 9 1 8 0 7 0 ,4 9 1 0 .1 2 8 8 4 0
0 , 2 9 4 0 ,0 4 4 1 9 5 0 ,5 6 0 0 , 0 6 7 0 1 8 0 , 4 2 0 0 ,0 9 3 -2 7 7 0 ,4 9 2 0 ,1 2 9 1 1 )3

0 , 2 9 5 0 .0 4 4 .5 0 3 0 ,3 6 1 0 , 0 6 7 4 3 1 0 , 4 2 7 0 , 0 9 3 7 4 8 0 ,4 9 3 0 .1 -2 9 9 7 1
0 , 2 « < 1 .0 1 4 8 1 2 0 .3 6 2 (i ,< )6 7 8 2 2 0 , 4 2 8 0 ,0 9 6 2 2 1 0 , 4 9 4 0 ,1 3 0 5 3 8
0 , 2 9 7 < '.1 1 3 1 2 3 0 ,3 6 3 0 ,0 6 8 2 1 1 0 . 4 2 9 0 , 0 9 0 0 9 6 ü .4 '9 5 0 ,1 3 1 1 0 7
0 . 2 9 8 1.04 ,5431 0 ,3 6 .4 0 .0 6 8 6 0 1 0 , 4 3 0 0 ,0 9 7 1 7 1 0 ,4 9 6 0 .1 .3 1 0 7 8
0 . 2 9 9 0 ,0 4 3 7 4 7 0 ,3 6 5 0 . 0 6 8 9 9 3 0 ,4 3 1 0 .0 9 7 1 1 1 8 0 ,4 9 7 0 ,1 3 -2 2 5 0
0 , 3 0 0 o , 0 l 6 0 G l 0 ,5 3 6 0 , 0 6 9 3 8 3 0 , 1 3 2 0 ,0 9 8 1 2 6 0 ,4 9 8 0 ,1 3 2 8 -2 3

0 ,5 0 1 0 , 0 1 6 3 7 0 0 ,3 6 7 0 , 0 6 9 7 7 9 0 , 4 3 3 0 ,0 9 8 6 0 6 0 ,4 9 9 0 ,1 3 3 3 9 8
0 , 3 0 2 0 , 0 4 6 6 9 2 0 .3 6 8 0 .0 7 Ü 1 7 4 0 , 4 3 4 0 ,9 9 9 0 8 7 0 , 5 0 0 0 , l ó y j 7 ó
0 ,3 0 3 0 ,0 4 7 1 8 )9 0 ,5 6 9 0 . 0 7 0 5 7 1 0 , 4 3 5 O .0 9 9 :i7 O 0 .5 9 1 0 ,1 3 4 3 5 3
0 . 3 0 4 0 , 0 4 7 3 2 8 0 ,3 7 0 0 . 0 7 0 9 6 8 0 , 4 3 6 1 1 .1 0 0 0 3 1 0 ,1 0 2 1),1 .33133
0 , 3 0 3 0 . 0 4 7 6 4 8 0 .3 7 1 0 . 0 7 1 3 6 7 0 . 4 3 7 0 , u n i s c o 0 , 5 0 3 0 , 1 3 3 7 1 4
0 , 3 0 6 0 , 0 4 7 9 6 8 0 ,3 7 2 0 , 0 7 1 7 6 7 0 , 4 3 8 0 ,1 0 1 0 -2 5 0 , 5 9 4 0 ,1 3 0 2 9 6

0 ,3 f» 7 0 ,0 4 8 2 9 1 0 ,3 7 3 0 . 0 7 2 1 6 9 0 , 4 3 9 0 ,1 0 1 5 1 3 0 .5 0 3 0 ,1 3 6 8 8 1
0 , 3 0 8 0 , 0 4 8 6 1 4 0 .3 7 4 0 . 0 7 2 3 7 1 0 . 4 4 0 0 . 1 0 2 0 0 2 0 ,5 0 6 0 , 1 3 * 4 6 7
0 , 5 0 9 0 ,< M 8 9 3 8 0 ..3 7 5 0 ,0 7 2 9 7 .3 0 ,4 1 1 0 ,1 0 2 1 9 3 0 ,5 0 7 0 , 1 5 8 0 3 4
0 , 3 1 0 0 , 0 1 9 2 6 4 0 ,3 7 6 0 . 0 7 5 3 8 0 0 ,4 4 -2 0 .1 0 2 9 8 .3 0 ,5 1 8 0 ,1 5 8 6 1 3
0 ,3 1 1 0 , 0 1 9 3 9 0 0 ,3 7 7 0 . 0 7 3 7 8 7 0 , 4 4 5 0 .1 0 3 1 7 8 0 ,5 0 9 0 ,1 .3 9 2 ,3 4
0 ,3 1 2 0 , 0 4 9 9 1 8 0 ,3 7 8 0 , 0 7 4 1 9 3 0 , 4 4  4 0 , 1 0 3 9 7 3 0 , 5 l 0 0 ,1 .3 9 8 2 3

0 ,3 1 3 0 , 0 5 0 2 1 7 0 .3 7 9 0 , 0 7 1 6 0 3 0 , 4 1 5 0 .1 0  4 4 6 9 0 ,5 1 1 0 ,1 4 0 4 1 9
0 , 5 1 4 0 ,0 5 0 5 7 7 0 ,.3 8 0 0 . 0 * 5 0 ) 3 o . i l o 0 ,1 0 4 9 6 7 0 , 5 1 2 0 , 1 4 1 0 1 5
0 . 3 1 5 0 ,0 5 0 9 0 8 0 .3 8 1 0 . 0 7 5 4 2 5 0 , 4 1 7 0 .1 Ü 3 4 '1 6 0 , 5 1 3 0 ,1 4 1 0 1 2
0 . 3 1 6 0 , ( B 1 2 i l 0 ,3 8 2 0 . 0 7 5 8 3 8 0 , 4 4 8 0 ,1 0 5 9 6 7 0 . .5 I 4 0 , 1 4 2 2 8 0
0 .3 1 7 0 ,0 5 1 .5 7 5 0 ,3 8 3 0 .0 7 < f2 5 2 0 , 4 4 9 0 .1 0 6 4 6 9 0 ,5 1 5 0 .1 4 Í S 1 0
0 ,3 1 8 0 ,0 5 1 9 0 9 0 ,3 8 4 0 , 0 7 6 6 6 7 0 , 4 3 0 0 ,1 0 6 9 7 2 0 ,5 1 6 0 ,1 4 3 4 1 2

0 , 3 1 9 0 ,0 5 2 2 1 .5 0 ,3 8 3 0 . 0 7 7 0 8 4 0 ,4 .3 1 0 .1 0 < 4 7 6 0 . .5 I 7 0 .1 4 4 0 1 5
0 , 3 2 0 0 ,3 8 6 » ,0 7 7 5 0 1 0 . 4 3 2 0 ,1 0 7 9 8 2 0 ,5 I H 0 ,1 4 4 0 2 0
0 ,3 2 1 11,0.52921 0 ,3 8 7 O .0 7 7 9 2 O 0 ,4 .5 3 0 ,1 0 8 4 9 0 0 .5 1 9 0 ,1 4 5 2 -2 6
0 , 3 2 2 0,.>88 0 . 0 7 8 3 4 1 0 ,4 .3 1 0 ,1 0 8 9 9 9 0 . 3 2 0 0 ,1 4 .5 8 3 4
0 . 3 2 3 0 ,0 .3 3 6 0 1 0 ,3 8 9 0 .0 7 8 7 6 2 0 ,4 .3 5 0 ,1 0 9 .5 0 9 0 .5 2 1 0 ,1 4 6 4 4 4
0 , 3 2 4 0 ,0 5 3 9 4 3 1 Ü,39Ü 0 , 0 7 9 1 8 5 0 ,4 ,5 6 0 ,1 1 0 0 2 0 0 ,5 2 2 0 ,4 4 7 0 5 5

0 . 3 2 5 0 .1 B 1 2 8 6 0 ,5 9 1 0 ,0 7 9 0 0 9 0 , 4 3 7 0 ,1 1 0 5 .3 3 0 .5 2 3 0 .1 4 7 6 6 7
0 ..3 2 6 0 ,0 5 4 6 3 0 0 ,3 9 2 0 ,0 8 0 0 3 5 Ü ,4 .'i8 0 ,1 1 1 0 4 8 0 ,5 2 4 0 ,1 4 '? 2 8 2
0 .3 2 7 0 , 0 5 4 9 7 6 0 ,3 9 3 0 .0 8 0 1 6 2 0 . 4 5 9 0 ,1 1 1 5 6 4 0 . 5 Í 5 0 ,1 4 8 8 9 8
0 , 3 2 8 0 , 0 5 3 3 2 2 0 ,3 9 4 0 , 0 8 0 8 9 0 0 , 4 6 0 0 .1 1 2 0 8 1 0 .5 2 6 0 , 1 4 9 5 1 6
0 ,3 2 9 0 , 0 5 5 6 7 0 0 ,3 9 .5 0 , 0 8 1 3 1 9 0 ,4 6 1 0 ,1 1 2 6 0 0 0 .5 2 7 0 ,1 5 0 1 3 3
0 , 3 3 0 0 ,0 .3 6 0 1 9 0 ,3 9 6 0 , 0 8 1 7 5 0 0 , 4 6 2 0 ,1 1 3 1 2 0 0 , 5 2 8 0 ,1 5 9 7 5 6



214 TABLA SEGUNDA.
ORDENADAS.

0,bü)
0 , 5 5 0
0 , 5 5 1
0 , 5 5 2
0 , 5 5 3
0 , 5 3 4

0 , 5 5 5
0 , 5 3 6
0 ,5 3 1
0 , 5 5 8
0 , 5 3 9
0 , 5 4 0

0 ,5 - i l
0 , 5 4 2
0 , 5 4 3
0 , 5 4 4
0 , 5 4 5
0 , 5 4 6

0 , 5 4 7
0 , 5 4 8
0 , 5 4 9
0 ,5 5 1 )
0,^1
0 , 5 5 2

0 , S ) 3
0 , 5 5 4
0 , 5 5 5
0 , 5 3 6
ü , .3 5 7
0 , 5 3 8

0 , 5 5 9  
0 , 5 6 0  
0 ,5 6 1  
0 , 5 6 2  
0 , 5 6 3  
0 , 5 6  i

0 , 5 6 5
0 , 5 6 6
0 ,5 6 7
0 ,5 6 8
0 ,5 6 9
0 , 5 7 0

0 ,5 7 1
0 , 5 7 2
0 , 5 7 3
0 , 5 7 4
0 , 5 7 5
0 , 5 7 6

0 , 5 7 7
0 , 5 7 8
0 , 5 7 9
0 . 5 8 0
0 ,5 8 1
0 , 5 8 2

0 , 5 8 3
0 , 5 8 4
0 , 5 8 5
0 , 5 8 6
0 ,5 8 7
0,688
0 ,5 8 9
0 ,5 9 0
0 , 5 9 t
0 , 5 9 2
0 , 5 9 3
0 , 5 9 4

ABSCISAS. ORDENADAS.

0 . 1 5 1 3 7 8
0 , 1 5 2 0 0 2
0 , 1 5 2 6 2 8
0 , 1 5 3 2 5 6
0 , 1 6 3 8 8 5
0 , 1 5 4 5 1 6

0 , 1 5 5 1 4 8
0 , 1 5 5 7 8 2
0 ,1 .3 6 4 1 8
0 , 1 5 7 0 1 «
0 , 1 5 7 6 9 4
0 , 1 5 8 3 3 5

0 , 1 5 8 9 7 8
0 , 1 5 9 6 2 2
0 , 1 6 0 2 6 8
0 , 1 6 0 9 1 5
0 , 1 6 1 5 0 4
0 , 1 6 2 2 1 5

0 , 1 6 2 8 6 8
0 , 1 6 3 5 2 2
0 , 1 6 4 1 7 8
0 , 1 6 4 8 3 5
0 , 1 6 5 4 9 5
0 , 1 6 6 1 5 6

0 , 1 6 6 8 1 9
0 , 1 6 7 4 8 4
0 , 1 6 8 1 5 0
0 , 1 6 8 8 1 8
0 , 1 6 9 4 8 8
0 , 1 7 0 1 5 9

0 , 1 7 0 8 3 2
0 , 1 7 1 5 0 7
0 . 1 7 2 1 8 1
0 , 1 7 2 8 6 3
0 , 1 7 3 5 4 3
0 , 1 7 4 2 2 o

0 , 1 7 4 9 0 9
0 , 1 7 5 5 9 5
0 , 1 7 6 2 8 2
0 , 1 7 6 9 7 1
0 , 1 7 7 6 6 2
0 , 1 7 8 3 5 5

0 , 1 7 9 0 5 0
0 , 1 7 9 7 4 7
0 , 1 8 0 4 4 5
0 , 1 8 1 1 4 5
0 . 1 8 1 8 4 7
0 , 1 8 2 5 5 1

0 , 1 8 3 2 5 6
0 , 1 8 3 9 6 3
0 , 1 8 4 6 7 2
0 , 1 8 5 3 8 5
0 , 1 8 6 0 9 6
0 , 1 8 6 8 1 1

0 , 1 8 7 5 2 7
0 , 1 8 8 2 4 6
0 , 1 8 8 9 6 7
0 , 1 8 9 6 8 9
0 , 1 9 0 4 1 5
0 , 1 9 1 1 3 9

0 , 1 9 1 8 6 7
0 , 1 9 2 5 9 7
0 , 1 9 3 3 2 8
0 , 1 9 4 0 6 2
0 , 1 9 4 7 9 8
0 , 1 9 5 5 3 5

0 , 5 9 5
0 , 5 9 6
0 ,5 9 7
0 ,5 9 8
0 ,5 9 9
0 ,6 0 0

0 ,6 0 1
0 , 6 0 2
0 ,6 0 5
0 , 6 0 4
0 ,6 0 3
0 ,6 0 6

0 ,6 0 7
0 , 6 0 8
0 , 6 0 9
0 ,6 1 0
0 ,6 1 1
0 , 6 1 2

0 ,6 1 3
0 , 6 1 4
0 , 6 1 5
0 ,6 1 6
0 ,6 1 7
0 ,6 1 8

0 , 6 1 9
0 ,6 2 0
0,621
0 , 6 2 2
0 , 6 2 3
0 , 6 2 4

0 ,6 2 5
0,626
0 ,6 2 7
0 , 6 2 8
0 ,6 ‘2 9
0 , 6 3 0

0 ,6 3 1
0 ,6 3 2
0 , 6 3 3
0 ,6 3 4
0 , 6 3 5
0 , 6 3 6

0 , 6 3 7
0 ,6 3 8
0 , 6 3 9
0 ,6 4 0
0 ,6 4 1
0 , 6 4 2

0 , 6 4 3
0 , 6 4 4
0 , 6 4 5
0 , 6 4 6
0 , 6 4 7
0 , 6 4 8

n , 6 í 9
O,«»
0 ,6 5 1
0 , 6 5 2
0 , 6 5 3
0 , 6 5 4

0 , 6 5 5
0 ,6 5 6
0 ,6 5 7
0 ,6 5 8
0 ,6 5 9
0 , 6 6 0

0 ,1 9 6 2 7 3
0 ,1 9 7 0 1 6
0 ,1 9 7 7 5 9
0 ,1 9 8 5 0 4
0 ,1 9 9 2 5 1
0,200000
0 ,2 0 0 7 5 1
0 ,2 0 1 5 0 4
0 ,2 0 2 2 5 9
0 ,2 0 3 0 1 6
0 ,2 0 3 7 7 5
0 ,2 0 4 5 5 6

0 ,2 0 5 2 9 8
0 ,2 0 6 0 6 3
0 ,2 0 6 8 3 0
0 ,2 0 7 5 9 9
0 ,2 0 8 5 6 9
0 ,2 0 9 1 4 2

0 ,2 0 9 9 1 7
0 .2 1 0 6 9 4
0 ,2 1 1 4 7 3
0 ,2 1 2 2 5 4
0 ,2 1 3 0 3 7
0 ,2 1 3 8 2 2

0 ,2 1 4 6 0 9
0 .2 1 5 3 9 8
0 .2 1 6 1 8 9
0 ,2 1 6 9 8 3
0 ,2 1 7 7 7 8
0 ,2 1 8 5 7 6

0 ,2 1 9 3 7 5
0 ,2 2 0 1 7 7
0 ,2 2 0 9 8 1
0 ,2 2 1 7 8 7
0 ,2 2 2 5 9 5
0 ,2 2 3 4 0 5

0 ,2 2 4 2 1 7
0 ,2 2 5 0 3 2
0 ,2 2 5 8 4 8
0 ,2 2 6 6 6 7
0 ,2 2 7 4 8 8
0 ,2 2 8 5 1 1

0 ,2 2 9 1 3 6
0 ,2 2 9 9 6 4
0 ,2 .3 0 7 9 3
0 ,2 3 1 6 2 .5
0 ,2 3 2 4 5 9
0 ,2 3 3 2 9 5

0 ,2 3 4 1 3 4
0 ,2 3 4 9 7 5
0 ,2 5 5 8 1 8
0 ,2 3 6 6 6 3
0 ,2 3 7 5 1 0
0 ,2 5 8 3 6 0

0 .2 3 9 2 1 2
0 ,2 4 0 0 6 6
0 ,2 4 0 9 2 2
(1 ,2 1 1 7 9 0
0 ,2 4 2 6 4 2
0 ,2 4 3 5 0 5

0 ,2 4 4 5 7 1
0 ,2 1 5 2 3 9
0 ,2 1 6 1 0 9
0 ,2 4 6 9 8 2
0 ,2 4 7 8 3 7
0 ,2 4 8 7 3 4

0 , 6 6 1
0 , 6 6 2
0 , 6 6 3
0 , 6 6 4
0 . 6 6 50,666
0 , 6 6 7
0,668
0 , 6 6 9
0 , 6 7 0
0 , 6 7 1
0 , 6 7 2

0 , 6 7 3
0 , 6 7 4
0 , 6 7 5
0 , 6 7 6
0 , 6 7 7
0 , 6 7 8

0 , 6 7 9
0 , 6 8 0
0 , 6 8 1
0 , 6 8 2
0 , 6 8 3
0 , 6 8 4

0 , 6 8 3
0,686
0 , 6 8 7
0,688
0 , 6 8 9
0 , 6 9 0

0 ,6 9 1
0 , 6 9 2
0 , 6 9 5
0 , 6 9 4
0 , 6 9 5
0 , 6 9 6

0 , 6 9 7
0 , 6 9 8
0 , 6 9 9
0 , 7 0 0
0 ,7 0 1
0 , 7 0 2

0 , 7 0 3
0 , 7 0 4
0 , 7 0 5
0 , 7 0 6
0 , 7 0 7
0 , 7 0 8

0 , 7 0 9
0 , 7 1 0
0 , 7 1 1
0 , 7 1 2
0 , 7 1 3
0 , 7 1 4

0 , 7 1 5
0 , 7 1 6
0 , 7 1 7
0 , 7 1 8
0 , 7 1 9
0 . 7 2 0

0 ,7 2 1
0 , 7 2 2
0 , 7 2 3
0 . 7 2 4
0 , 7 2 3
0 , 7 2 6

0 , 2 4 9 6 1 4
0 , 2 5 0 4 9 6
0 , 2 5 1 5 8 1
0 , 2 5 2 2 6 7
0 , 2 5 3 1 5 7
0 , 2 5 4 0 4 8

0 , 2 5 4 9 4 3
0 , 2 3 3 8 3 9
0 . 2 5 6 7 5 8
0 , 2 5 7 6 3 9
0 , 2 5 8 5 4 3
0 , 2 5 9 4 4 9

0 , 2 0 0 3 5 8
0 , 2 6 1 2 6 9
0 , 2 6 2 1 8 2
0 , 2 6 5 0 9 8
0 , 2 6 4 0 1 7
0 , 2 6 4 9 3 8

0 . 2 6 5 8 6 2
0 , 2 6 6 7 8 8
0 , 2 6 7 7 1 7
0 , 2 6 8 6 4 8
0 , 2 6 9 5 8 2
0 , 2 7 i e i 8

0 , 2 7 1 4 5 7
0 , 2 7 2 3 9 8
0 , 2 7 3 3 4 3
0 ,2 7 4 2 8 ! )
0 , 2 7 5 2 3 9
0 , 2 7 6 1 9 1

0 , 2 7 7 1 4 5
0 , 2 7 8 1 0 3
0 ,2 * !H )6 2
0 , 2 8 0 0 2 5
0 , 2 8 0 9 9 1
0 , 2 8 1 9 3 8

0 , 2 8 2 9 2 9
0 , 2 8 3 9 0 2
0 , 2 8 4 8 7 8
0 ,2 8 5 8 3 7
0 , 2 8 6 8 3 9
0 , 2 8 7 8 2 3

0 , 2 8 8 8 1 0
0 , 2 8 9 8 9 0
0 , 2 9 0 7 9 5
0 , 2 9 1 7 8 8
0 , 2 9 2 7 8 7
0 , 2 9 3 - 8 9

0 , 2 9 4 7 9 2
0 , 2 9 5 7 9 8
0 , 2 9 6 8 0 8
0 , 2 9 7 8 2 1
0 ,2 9 8 8 3 6
0 , 2 9 9 8 5 - i

0 , 3 0 0 8 7 6
0 , 3 0 1 9 0 0
0 , 3 0 2 9 2 7
0 , 3 0 3 9 5 7
0 , 3 0 4 9 9 0
0 , 3 0 6 0 2 6

0 , 3 0 7 0 6 3
0 , 3 0 8 1 0 7
0 , 3 0 9 1 5 2
0 , 3 1 0 2 0 0
0 ,3 1 1 2 .5 1
0 , 3 1 2 3 0 5

0 .7 2 7
0 ,7 2 8
0 ,7 2 9
0 ,7 3 0
0 .7 3 1
0 ,7 3 2

0 ,7 3 3
0 , 7 3 4
0 , 7 3 5
0 , 7 3 6
0 ,7 3 7
0 , 7 3 8

0 , 7 3 9
0 ,7 4 0
0 ,7 4 1
0 ,7 -4 2
0 , 7 4 3
0 , 7 4 4

0 , 7 4 5
0 , 7 4 6
0 ,7 4 7
0 , 7 4 8
0 ,7 4 9
0 , 7 5 0

0 , 7 5 1
0 , 7 5 2
0 , 7 5 3
0 , 7 5 4
0 , 7 5 5
0 , 7 5 6

0 , 7 5 7
0 , 7 5 8
0 , 7 5 9
0 , 7 6 0
0 , 7 6 1
0 , 7 6 2

0 , 7 6 3
0 , 7 6 4
0 , 7 6 5
0 , 7 6 6
0 , 7 6 7
0 , 7 6 8

0 , 7 6 9
0 , 7 7 0
0 , 7 7 1
0 , 7 7 2
0 , 7 7 5
0 , 7 7 4

0 , 7 7 5
(1 ,7 7 6
0 , 7 7 7
0 , 7 7 8
0 , 7 7 9
0 , 7 8 0

0 ,7 8 1
0 , 7 8 2
0 , 7 8 5
0 , 7 8 4
0 , 7 8 5
0 , 7 8 6

0 , 7 8 7
0 , 7 8 8
0 , 7 8 9
0 , 7 9 0
0 , 7 9 1
0 , 7 9 2

0 ,5 1 3 5 6 3  
0 ,3 1 4 4 2 5  
0 ,3 1 5 4 8 6  
0 ,3 1 6 5 5 3  
0 , 3 1 7 6 2 2  
0 ,3 1 8 6 9 5  

0 ,3 1 9 7 7 1  
0 ,3 2 0 8 5 1  
0 ,3 2 1 9 3 3  
0 , 5 2 3 0 1 8  
0 , 3 i H 0 7  
0 ,5 2 5 1 9 9  

0 ,3 2 6 2 9 5  
0 ,3 2 7 3 9 3  
0 ,3 2 8 4 9 5  
0 , 3 2 9 6 0 0  
0 .3 3 0 7 0 9  
0 ,5 3 1 8 2 1

0 , 5 3 2 9 3 6
0 , 3 3 4 0 5 4
0 ,3 5 5 1 7 6
0 ,3 3 6 5 0 1
0 , 3 3 7 4 3 0
0 ,3 3 8 5 6 2

0 ,3 3 9 6 9 8
0 .3 4 0 8 3 7
0 , 3 4 1 9 8 0
0 , 3 4 3 1 2 6
0 ,3 4 4 2 7 5
0 , 3 4 5 4 2 8

0 , 3 4 6 5 8 5
0 , 3 1 7 7 4 6
0 ,3 1 8 9 0 9
0 ,3 5 0 0 7 7
0 ,5 5 1 2 4 8
0 ,3 3 2 4 2 5

0 , 3 5 3 6 0 2
0 , 3 5 4 7 8 4
0 , 3 5 5 9 7 0
0 , 3 5 7 1 5 9
0 , 3 5 8 3 5 3
0 , 3 5 9 3 5 0

0 , 3 6 0 7 5 1
0 . 3 6 1 9 5 6
0 , 3 6 3 1 6 5
0 , 3 6 4 3 7 8
0 , 3 6 5 5 9 4
0 , 3 6 6 8 1 4

0 ,3 6 8 0 3 9
0 ,5 6 9 2 6 7
0 , 3 7 0 4 9 9
0 , 3 7 1 7 3 6
0 . 5 7 2 9 7 6
0 ,3 7 4 2 2 1

0 , 3 7 5 4 6 9  
0 , 3 7 6 7 2 2  
0 , 3 7 7 9 7 8  
0 , 3 7 9 2 3 9  
0 , 3 8 0 5 0 4  
0 , 3 8 1 7 7 4  

0 ,3 8 3 0 4 7  
0 .3 8 4 3 2 5  
0 ,3 8 5 6 0 7  
0 , 3 8 6 8 9 5  
0 , 3 8 8 1 8 4  
0 . 3 8 9 4 7 9
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ABSCISAS. ORDENADAS. ABSCISAS. ORDE»AD.(S. ABSCISAS. ORDENADAS. ABSCISAS. ORDENADAS.

0,793 0.390778 0.853 0,478094 0,913 0,592041 0,973 0,769195
0,794 0,592082 0,854 0,479727 0,914 0,594286 0,974 0,773452
0,795 0,393391 0.855 0,481375 0,915 0,596546 0,975 0.777795
0.796 0,594703 0,856 9,483024 0,916 0,598826 0,976 0,782230
0.797 0,396021 0,857 0,484684 0,917 0,601113 0,977 0.786761
0,798 0,397343 0,858 0,486351 0,918 0,603420 0,978 0,791395
0,799 0,398669 0,859 0,488025 0,919 0,605741 0,979 0,796140
0,800 0,41)0000 0,860 0,489706 0,920 0.608081 0,980 0.801003
0,801 (1,401336 0,861 0,-491395 0.921 0,610438 0,981 (1.805992
0,802 0,402670 0,862 0,493092 0,922 0,612810 0,982 0.811119
0,803 0,404021 0,863 0.494796 0,923 0,615200 0,983 0.816594
0,804 0,405371 0,864 0,496508 0,924 0,617608 0,984 0,821832
0,805 0,406725 0,865 0.498228 0,925 0,()20033 0.985 0.827446
0,806 0,408085 0,866 0.499956 0,926 0,622477 0,986 0.8332;)5
0,807 0,409449 0,867 0,501692 0,927 0,6249.39 0,987 0.839280
0,808 0,410817 0,868 0,5034.36 0,928 0,627420 0,988 0.845546
0,809 0,ii2i9i 0,869 0,505188 ü,929 0,629921 0,989 0.852084
0,810 0,415570 0,870 0,506948 0,930 0,632441 0,990 0,858933
0,811 0,414954 0,871 0.508717 0,931 9.634981 0,991 0.866138
0,812 0,116347 0,872 0,510494 0,932 0,637342 0,992 0.873762
0,813 0.417736 0,873 0.512280 0,933 0.640124 0,993 0.881886
0,814 0,419135 0,874 0,514074 0,934 0,642727 0,it94 0.890620
0,815 0,420539 0,875 0,.515877 0.935 0,645352 0,995 0.900125
0,816 0,421948 0,876 0,517689 0,936 0,648000 0,996 0,910647
0,817 0,423.362 0,877 0..519S10 0,937 0,630671 0,997 0.922598
0,818 0,421782 0,878 0,521339 0,938 0,0.53365 0.998 0,936786
0,819 0,426107 0,879 0.523178 0,939 0,&'i6083 0,999 0.955290
0,820 0,427637 0,88» Ü..525026 0,940 0,638826 0,9991 0,957585
0,821 0,429072 0,881 0,526884 0,941 0.C61594 0,9992 0.960008
0,822 0,430515 0,882 0,528751 0,942 0,664389 0,9995 0,962590
0,823 0,431959 0,883 0.530627 0,943 0,667207 0.9994 0,965364
0,824 0.433410 0,884 0,552513 0,944 0,670055 0,9995 0.968381
0.825 0,434867 0,885 0.534409 0,945 0.672930 0.9996 0,971719
0,826 0,4363.30 0,886 0,536315 0,946 0.675853 0,9997 0,975507
0,827 0.4.37798 0,887 0,538231 0,947 0,678766 (»,9998 0,980001
0,828 0,439272 0,888 0,540157 0,948 0,681750 0,9999 0,985)^8
0,829 0,440753 0,889 0,542093 0,949 0.684724 0.99991 0.986584
0.830 0,442237 0,890 0,544040 0,950 0,687751 0,99992 0.987331
0,831 0,445728 0,891 0,545997 0,951 0.690809 0,99995 0,988168
0,832 0,44.32-24 0,892 0,547965 0,952 0.693902 0.99994 0,989046
0,855 0,446727 0,893 0.549943 0,953 (1.697030 0,99903 0,990000
0,834 0,448236 0,894 0,551935 0,954 0,700193 0,99996 0,991(»6
0,8W 0,4497.50 0,895 0.55.3934 0.955 0.703594 0.99997 0,992234
0.836 0,4.51271 0,896 0,555946 0,956 0,700653 0,99998 0.995675
0,837 0,452797 0,897 0,557970 0,«57 0.709912 0,99999 0.995526
0,8.38 0,461330 0,898 0..560005 0.958 0.713232 1,00000 1,000000
0,839 0,455869 0,899 0.562051 0,959 0,71(»94
0,840 0,457414 0,900 0,564110 0,960 0,720000
0,841 0.458965 0,901 0,566(81 0,961 0.723452
0,842 0,460523 0,902 0..568264 0,962 0,726951
0,843 «.46-086 0,903 0,570360 0,963 0,7304.99 •
0,844 0,463657 0,904 0.572468 0,964 0.734098
0,845 0,465234 0,9(» 0.574.588 0,965 0.757751
0,846 0,466817 0,906 0,576722 0,966 0,741458
0,847 0,468407 0,907 0.578869 0.967 0,745224
0,818 0,470004 0,908 0,5810.30 0,068 0.749a')0
0,849 0,471607 0,900 0,583204 0,969 0,752939
0,850 0,473217 0,910 0,585392 0,970 0.756895
0,851 0,474854 0,911 0,587594 0,971 0,760921
0,852 0,476458 0,912 0,589810 0,972 0,765019





TABLA TERCERA.

ABSCISAS Y ORDENADAS

DE LA PARÁBOLA EN PUNCION DEL PARÁMETRO-UNIDAD, POR 

INCREMENTOS DE LAS ABSCISAS. DE 1 EN 1 DIEZMILÉSIMA DE 

O® .0 0 2 0 ,  Á O"* ,0 1 3 ; DE S EN g DIEZMTLÉSIMAS. HASTA O® ,046; 

DE 1 EN 1 MILÉSIMA, HASTA 0 “ .2 2 0 ; Y DE 2 EN 2 MILÉSIMAS, 

HASTA O™ .3 0 0 ,
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0,0020
0,00210,0022
0 ,0 ( t2 3
0,002i
0 ,0 0 2 5

0 ,0 ü 2 G
0 ,0 0 2 7
0 ,0 0 2 8
0,0020
0 ,0 0 3 0
0 ,0 0 3 1

0 ,0 0 3 2
0 ,0 0 5 3
0 ,0 0 3 4
0 ,0 0 3 5
0 ,0 0 3 6
0 ,0 0 3 7

0 ,0 0 3 8
0 ,0 0 3 0
0,0010
0,0011
0,0012
0 ,0 0 1 5

0 ,0 0 4 1
0 ,0 0 4 5
0 ,0 0 1 6
0 ,0 0 4 7
0 ,0 0 1 8
0 ,0 0 4 0

0 ,0 0 5 0
0,00 .51
0 ,0 0 5 2
0 ,0 0 .5 3
0 ,0 0 5 1
0 ,0 0 5 5

0 ,0 0 5 6
0 ,0 0 5 7
ü,üüü8
0 ,0 0 5 0
O.IKXiO
0 ,0 0 6 1

0 ,0 0 6 2
0 ,0 0 6 5
0 ,0 0 6 4
0 ,0 0 6 5
0 ,0 0 6 6
0 ,0 0 6 7

0 ,0 0 6 8
0 ,0 0 6 9
0 ,0 0 7 0
0 ,0 0 7 1
0 ,0 0 7 2
0 ,0 0 * 3

0 ,0 0 7 4
0 ,0 0 7 5
0 ,0 0 7 6
0 ,0 0 7 7
0 ,0 0 7 8
0 ,0 0 7 0

0 ,0 0 8 0
0,0(181
0 ,0 0 3 2
(),(IÜS3
ü ,(H 18 i
0 ,0 0 8 3

0,00000400
0,00000411
0,0ülK)048i
0 ,0 0 0 0 0 ,5 2 9 :
o,noüoa576¡
0,00000625
0,00000676'
(>,00000729,
0,(10005784
0,1)00(10841!
r,0O()(K)9(lü|
0,0ü0ü096i:
o ,r.ooo i0 2 i!
0,018101089; 
6,00001156 
0,00001223 
0,00001296 
0,00001569! 
0,0000144V 
0,OlK)01u20 
0,00001600 
0,00001681 
0,00001764' 
0,00001849 
0,00001930 
(l,00002023 
0,00002116 
0,«K)002209 
0,00(8)2.301 
0,0001 ̂ 2401;
O ,0 i ;ü ü 25 0 O  
0 ,'iO (J ( i2 llO l 
0,00002701 
0,00002809 
O ,O O (X )2 0 l6  
0,00003025' 
0,0(7003136' 
0,0:J00324ü 
Ü,000Ü5.V)4' 
0,000031811 
0,000036110 
0,00005721'
0,00003841- 
0,00003969; 
0,00004096 
0,00004225' 
0,00001356, 
0,00004489 
0,00001624[ 
0,0ü00476ll 
0,00001900! 
0,0000.5)11 
O,(K'00318i! 
0,00005529!
0,00005176!
0,00005623;
0,00005776
0,(;0CK\5929
0 ,0 (1 0 0 6 0 8 4
0 , 'X I 0 0 6 2 i l

0,0000640(1 
n,00(X)6561 
0,00006721 
0,0 )ii06889 
( l . o r O O 'f ß B  
0,00(107225

0 , 0 0 8 6
0 , 0 0 8 7
0,0088
0 ,0 ( ( 8 9
0 ,1 1 0 9 0
U .0 0 9 1

0 , 0 0 9 2
0 , 0 0 9 3
0 , 0 0 9 4
0 , 0 0 9 5
0 , 0 9 9 6
0 , 0 0 9 7

0 , 0 0 9 8
0 , 0 0 9 9
0,0100
0,0101
0,0102
(1 ,0 1 0 3

0 , 0 1 0 4
0 , 0 1 i i 5
U ,0 I 0 6
0 , 0 1 0 7
0 , 0 1 0 8
0 , 0 1 0 9

0,0110
(1,0111
0,0112
0 , 0 1 1 3
0 , 0 1 1 4
ü , 0 | 1 5

0 , 0 1 1 6  
0 , 0 1 1 7  
0 , 0 1 1 8  
0 , ( ) | 1 9  
(4 ,0 1 2 o  
0,0121
0,0122
0 , 0 1 2 3
0 , 0 1 2 4
0 ,0 1 2 .5
0 , 0 1 2 6
0 , 0 1 2 7

0 , 0 1 2 8
0 , 0 1 2 9
0 , 0 1 3 0
0 , 0 1 3 3
0 , 0 1 4 0
0 , 0 1 4 5

0,01.“>0
0 , 0 1 5 3
0 , 0 1 6 0
0 , 0 1 6 3
0 , 0 1 7 0
0 , 0 1 7 5

0 , 0 1 8 0
0 ,0 1 8 .5
O , n i 9 0
0 , 0 1 9 3
0,0200
0 , 0 2 0 3

0,0210
0 ,0 2 1 .5
0,0220
0 , 0 2 2 3
0 , 0 2 3 0
ü , 0 2 3 3

ORDENADAS.

0 ,0 0 0 0 7 3 9 6  
0 ,0 0 0 0 7 3 6 .)  
0 ,0 0 0 0 7 7 4 1  
0 ,0 0 0 0 7 9 2 1  
0 ,0 0 0 0 8 1 0 0  
0,00608281 
0 ,0 9 0 0 8 4 6 4  
0 ,0 9 0  8 6 1 9  
0 , 0 0 0 0 8 8 3 6  
0 ,(1 0 0 0 9 0 2 3  
0 , 0 0 0 0 9 2 1 6  
0 ,0 0 0 (1 9 4 0 9  

O,OÜ0O9(X)4 
O.ÜO-JOOSOl
ü , uo( ) h ; o ; h i

Ü,OU0102̂ .̂
0,(K )01O .l()4
0 ,0 0 0 1 0 6 0 9

0 ,0 0 0 1 0 8 1 6
0 ,0 0 0 1 1 0 2 5
0 ,0 0 0 1 1 2 3 6
0 ,0 0 0 1 1 4 4 0
0 ,0 0 0 1 1 6 6 1
0 ,0 0 0 1 1 8 8 1

0,00012100 
0 ,0 0 0 1 2 3 2 1  
{1 ,01 )912544  
ü , ( l ü : i l 2 7 6 9  
0 , 0 0 0 1 2 9 9 6  
0 , 0 0 0 1 3 2 2 3  

0 , 0 0 0 1 3 4 3 6  
0 ,0 ; i0 1 3 6 8 9  
0 , 0 9 0 1 5 9 2 4  
0 ,0 0 0 1 4 1 6 1  
0 , 9 9 0 1 4 4 0 0  
0 ,0 0 0 1 4 6 4 1  

0 , 9 0 0 1 4 8 8 1  
0 , 0 0 0 1 3 1 2 9  
0 ,0 (  (0 1 3 3 7 6  
0 ,0 (X )1S 62 .5  
0 , 0 0 0 1 3 8 7 6  
0 ,0 9 0 1 6 1 2 9

0 ,0 0 0 1 6 3 8 1  
9 ,0 0 0 1 6 6 1 1  
0 , 9 0 0 1 6 9 0 0  
0 , 9 0 0 1 8 2 2 3  
0 ,9 0 0 i9 6 ( U (  
9 , 0 0 0 2 1 0 2 3  

0 , 0 0 0 2 2 3 0 9  
0 ,(H )0 2 4 0 2 3  
0 , 0 0 0 2 5 6 0 0  
() ,()(1 0 2 * 2 2 5  
0 , 0 0 9 2 8 9 9 0  
0 ,0 0 (1 .3 0 6 2 0

0 ,0 0 0 3 2 4 0 0  
0 ,0 0 0 3 4 2 2 5  
0 ,0 0 0 5 6  UM) 
0 ,9 0 0 3 8 0 2 3  
0 ,0 0 0 4 0 0 1 1 0  
0 ,0 0 0 4 2 ( ) 2 5

0 ,9 0 0 4 4 1 0 0
0,{K)O4('i22’i
0 ,9 0 0 1 8 4 0 9
n,0Ü0.'M M )23
Ü,OOn.H29(M)
(1 ,0 0 0 5 3 2 2 7

0,0210
O .0 2 1 5
0,((2of)
0 , 0 2 ) 5
0 , 0 2 6 0
0 ,0 2 6 5

0,02*0
0 ,0 2 7 3
(1 ,0 2 8 0
0 ,0 2 8 5
0 , 9 2 ) 0
0 ,0 2 9 3

0 , 0 3 0 0
0 ,9 3 0 5
0 ,0 3 1 0
0 ,(1 3 1 5
0 ,9 3 2 0
0 ,0 3 2 3

0 , 0 3 3 0
0 .0 3 3 5
0 ,0 3 .1 9
0 , 0 3 1 3
0,i(3 .')0
0 ,0 3 5 5

0 ,0 3 6 0
0 ,0 3 6 3
0 ,0 3 7 0
0 ,9 3 7 5
0 ,0 ,7 8 0
0 ,0 3 8 3

0 ,0 3 9 0
0 ,0 3 i )3
O,0100
0 ,0 4 9 3
0 ,9 4 1 0
0 ,0 4 1 5

0 ,0 4 2 0
0 ,0 4 2 3
0 ,0 4 3 0
0 ,0 4 3 5
0 , 0 4 4 0
0 ,0 4 1 3

0 , 0 4 5 0
0 , 0 4 6 0
0 ,0 4 7 0
0 ,0 1 8 0
0 ,0 4 9 0
0 , 0 5 0 0

0 ,0 5 1 0
0 . 0 3 2 0
( ',0 3 3 0
0 ,0 5 4 0
0 ,0 .5 5 0
0 , 0 5 6 0

0 ,0 5 7 0
0 ,0 5 8 0
0 , 0 5 9 0
0 , 0 6 0 0
0 ,0 6 1 0
0 ,0 6 2 0

0 ,0 6 3 0
0 ,0 6 4 0
0 ,0 6 5 0
OiliOOO
0 ,0 6 7 0
0 ,0 6 8 0

0,a0(’576n0
0 ,9 0 0 6 (1 9 2 5  
9 , Olii 6 2 5  (I 
0 ,1100631)25 
(1 ,0 0 9 6 7 6 9 0  
0 ,0 0 0 7 0 2 2 3  

0 ,0 0 0 "2 :K K ) 
0 ,0 0 0 7 5 9 2 ' 
0 ,0 0 0 7 8 19( 
0 ,0 0 0 8 1 2 2 5  
0 ,0 (X i8 4 l() ( i  
0 ,0 0 0 8 7 0 2 3  

0 , 0 0 0 9 0 0 0 0  
0 ,0 0 0 9 3 9 2 0  
0 ,0 0 9 9 6 1 9 9  
0 ,0 9 1 1 9 9 2 2 3  
0,(101924(1(1 
0 ,0 9 1 0 3 6 2 5  

O.OniOSiMMi 
0 ,0 0 1 1 2 2 2 5  
(1 ,9 0 1 136(«l 
0 ,9 0 1 1 9 9 2 5  
0 ,9 0 1 2 2 3 (K  
( ' , 0 0 1 2 0 9 2 5

0,0012')6n0 
0 ,9 0 1 .3 3 2 2 5  
0 , 0 9 1 3 6  MIO 
0 ,1 )0 1 1 9 6 2 5  
0 ,0 0 1 1 1 1 9 9  
0 ,0 0 1 1 8 2 2 5

0 ,0 0 1 5 2 1 0 0
0 ,0 « l u 6 u 2 5
« ,0 0 I6 0 9 ( K I(),09lfii'l25
O .O O ie s i f l 'i
0 , 0 0 1 7 2 2 2 3

0 ,0 n i7 6 .i 'M )
0 , 0 0 1 8 0 6 2 5
e ,0 0 1 8 i9 ( ) (
0 ,0 0 1 8 9 2 2 5
0 ,0 9 1 9 3 6 0 9
0 ,0 0 1 9 8 0 2 5

0 ,0 0 2 0 2 5 0 0  
0 ,0 0 2 1 1 6  
0,002219 
0 ,9 l ) 2 3 ') 4  
0 ,0 0 2 4 0 1  
0 ,0 0 2 5 0 0  

0 .0 0 2 6 0 1  
(1 ,0 0 2 7 0 4  
0 ,0 0 2 8 0 9  
0 ,0 0 2 :1 1 6  
0 ,0 0 3 0 2 3  
0 ,0 0 3 1 5 6

0 ,0 0 3 2 4 9
0 ,0 0 3 3 6 4
0 ,0 0 3 4 8 1
0 ,0 0 3 6 0 0
0 ,0 0 3 7 2 1
0 ,0 0 3 8 1 4

0 ,0 0 3 9 6 0
0 ,0 0 .1 0 9 6
0 ,0 0 4 2 2 5
0 ,0 0 4 3 .5 6
0 ,0 0 1 1 8 9
0 ,0 0 4 0 2 4

0 , 0 6 9 0
0 , 0 7 0 0
0 , 0 7 1 0
0 , 0 7 2 0
0 , 0 7 3 0
(1 ,0 7 4 0

0 ,O 7 5 ( )
0 ,0 7 9 1 )
0 , 0 7 7 0
0 , 0 7 8 0
0 , 0 7 9 0
0 ,1 )8 0 0

0 , 0 8 1 0
0 ,(1 8 2 0
0 ,0 8 .3 0
0 , 0 8 1 0
0 ,0 8 3 1 )
0 , 0 8 6 0

0 , 0 8 7 0
(1 ,0 8 8 0
0 , 0 8 9 0
0 , 0 9 0 0
0 ,1 )9 1 0
0 , 0 9 2 0

0 , 0 9 3 0
0 ,0 9 -4 0
0 , 0 9 5 0
0 , 0 9 6 9
(1 ,0 9 7 0
0 , 0 9 8 0

0 , 0 9 9 0
0 , 1 0 9 0
0,1010
U,t020
0 ,1 0 3 0
0 , 1 0 4 0

0 , 1 0 3 0
0 , 1 0 6 0
0 , 1 0 7 0
0 ,1 1 )8 0
0 , 1 0 9 0
0,1100
0,1110
0,1121)
0 , 1 1 3 0
0 , 1 1 4 0
0 , 1 1 3 0
0 , 1 1 6 0

0,1 no 
0 , 1 1 8 0  
0 , 1 1 9 0  
0,1200 
0,1210 
0,1220
0 ,1 2 ,3 0
O.litO
( ' , 1 2 3 0
0 , 1 2 6 0
0 , 1 2 7 0
0 , 1 2 8 0

0 , 1 2 9 0
(» ,1 3 0 0
0 , 1 3 1 0
0 , 1 3 2 0
0 ,1 3 .3 0
0 , 1 3 4 0

0 , 0 0 4 7 6 1
0 .1 )0 4 9 0 0
0 , 0 0 5 0 4 1
0 , 0 0 3 1 8 4
0 , 0 0 5 3 2 9
0 , 0 0 5 4 7 6

0 , 0 0 5 6 2 5
0 , 0 0 5 7 7 6
0 , 0 0 5 9 2 9
0 , 0 0 6 0 8 4
0 , 0 0 6 2 4 1
0 , 0 0 6 4 0 0

0 ,0 0 6 5 6 1
0 , 0 0 6 * 2 4
0 , 0 0 6 8 8 9
0 , 0 0 7 0 5 6
0 , 0 0 7 2 2 5
0 , 0 0 7 5 9 6

0 , 0 0 7 5 6 9
0 ,« J 0 7 7 4 4
0 ,0 0 7 9 2 1
0 , 0 0 8 1 0 0
0,008281
0 , 0 0 8 4 6 4

0 ,0 0 8 6 4 9
0 , 0 0 8 8 3 6
0 ,0 0 9 0 2 5
0 , 0 0 3 2 1 6
0 , 0 0 9 4 0 9
0 , 0 0 9 6 0 4

0 ,0 0 9 .8 0 1
0,010000
0,010201
0 , 0 1 0 1 0 4
0 , 0 1 0 6 0 9
0 , 0 1 0 8 1 6

0 , 0 1 1 0 2 5  
0 , 0 1 1 2 3 0  
0 , 0 1 1 4 4 9  
0 , 0 1 1 6 6 4  
0 ,0 1 1 8 8 1  
0,01211)0 
0 ,0 1 2 .3 2 1  

I 0 ,1 )1 2 5 4 4  
' 0 , 0 1 2 7 6 9  

0 , 0 1 2 9 9 6  
0 , 0 1 3 2 2 3

0 , 0 1 5 6 8 9
0 , 0 1 5 9 2 4
0 ,0 1 4 1 6 1
0 , 0 1 4 1 0 0
0 ,0 1 'U ) 4 t
0 , 0 1 4 8 8 4

0 , 0 1 5 1 2 9
0 , 0 1 3 3 7 6
0 ,0 1 3 6 2 .3
0 , 0 1 5 8 7 6
0 , 0 1 6 1 2 9
0 , 0 1 6 3 8 4

0 ,0 1 6 6 4 1
0 , 0 1 6 9 0 0
0 ,0 1 7 1 6 1
0 , 0 1 7 4 2 1
0 , 0 1 7 6 8 9
0 , 0 1 7 9 5 6
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0.13S0
0.1360
0,i370
0,1380
0,1590
0,1-100
0,1410
0,1420
0,1430
0,1410
0.14.Ì0
0,1460
0,1470
0,1480
O .M iK l
0,1300
0,1510
0,1520
0,1530
0,1540
0,1551)
0,1560
0,1570
0,1580
0,1390
0.1600
0,1610
0,1620
0,1630
0,1640
0,1650
0,1660
0,1670
0,1680
0,1690
0,1700

0.018225
0,018496
0,018769
0,019044
i),0l952l
0,019600
0,619':81
0,02t'164
0,020149
0,050736
0,021023
0,021316
0.021609
0,021904
0,0222J1
0 ,r i2 2 5 tiO
0,022801
0,023104
0,023109
0,923716
0,021«^
0,021336
0,024649
0 , 0 2 4 9 6 4

0,025281 
0,025690 
0,023921 
0,026244 
0,026569 
C,026896 
0,027225 
0,027536 
0,027889 
0,028224 
0,028561 
0,028900

0,1710
0,1720
0,1730
0,1740
0,1750
0,1*60
0,1770
0,1780
0,1790
0,1800
0,1810
0,1820
0,1830
0,1849
0,1850
0,1860
0,1870
0,1880
0.1890
0,1900
0,1910
0,1920
9,1950
0,1940
0,1930
0,1960
0,1970
0,1980
0,1990
0,2000
0,2010
0,2020
0,2i3<)
0.2040
0,2930
0,2060

0 ,0 2 9 2 4 1
0 ,0 2 9 5 8 .4
0 , 9 2 9 9 2 9
0 ,0 5 0 2 7 6
0 ,0 3 0 6 2 5
0 , 0 3 9 9 7 6

0 , 0 3 1 3 2 9
0 ,0 3 1 6 8 4
0 .0 3 2 0 4 1
O .0 3 2 Í Í J 0
0 ,0 3 2 * 6 1
0 ,0 3 3 1 2 1

0 ,0 3 3 1 8 9
0 ,0 3 3 8 5 6

0,034969
0,035341
0.033721
0,036100
0,036181
0,036864
0,03*2.49
0,037656
0,038025
0,038416
0,058809
0,059204
0,039001
0,040000
0,040401
0,040804
0,011209
0,041616
0,042023
0,042136

0,2070
0,2080
0,2090
0,2100
0,2110
0,2120
0,2130
0,2140
0,2150
0,2160
0,2170
0,2180
0,22000,2220
0,2210
0,2260
0,2280
0,2300
0,2520
0,2349
0,2360
0,2580
0,2400
0,2420
O.2.U0
0,2160
0,2480
0.2500
0,2520
0,2540
0,2360
0,2580
0,2600
0,2620
0,2640
0,2660

0,042849
0,043264
0,045681
0,044100
0,044321
0,014944
0,043369
0,045796
0,046225
0,046636
0,047089
0,047524
0,048100
0,049284
0,050176
0.051076
0,051984
0,052900
0,053824
0,054*66
0,055696
0,056644
0,057600
0,058364
0,059536
0,060316
0,061504
0,062500
0,963304
0,064316
0,065336
0,066564
0,06760»
0,068644
0,069096
0,070*36

0,2680
0,2700
0,2720
0,2740
0.2700
0,2780
0,2800
0,2820
0,2840
0,2860
0,2880
0,2900
0,2920
0,2940
0,2960
0,2980
0.3000

0,071824
0,072900
0,073984
0,0750*6
0.076176
0,077284
0,078400
0,979524
0,080656
0,081796
0,082944
0,084100
0,085264
0,086436
0,087616
0,088804
0,090000
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Este T ratado se Iiaüorá íe  venta por separado de las T ablas Trigowme-  

t r ic a s  C0MF1.EWÊ TAI.1AS, á 4 cscudos en las principales librerías de Madrid y 

de provincias.
^címtm'sírflcion, calle de la Hiedra, ním . 5 y 7 , imprenta.

OBRAS EN PRENSA.

P lan gekebal de coMLmcACiONES.-CoDliene el anle-froyecto para esta­
blecer la red  coniplela de feiro-cnrriles de un  modo t a l , que su realización 
pueda satisfacer á la vez las necesidades de España en sus relaciones interio­
res y exterio res, según las condiciones políticas y m ilita res , adm inistrativas 
y com erciales. A esta obra acompañan dos mapas ó cartas itinerarias de 
la remm ula Esfafiola : en una  de ellas se representan las vias existentes, 
ya en ejplolacion , en  construcción ó en proyecto , tal como se bailan en el 
d ia ; y en lo otra se fijan los ejes de las líneas radiales y de los troncos tras­
versales de los re d e s , m aicando los cruceros y demás puntos de u m o n , é 
indicando el en tronque de cada uno de los ram ales principales y los empal­
mes de los secundarios que forman las ramificaciones de d istintas catego­
r ía s , para  la más acertada ejecución de las diferentes ciases d d v ia s ,  por el 
órden de preferencia.

T ratado E.spEciAL.-Se divide en tres partes, que componen otros tantos 

volúmenes.
En la primera se trata de los estudios fundamentales ó investigaciones 

acerca de los mejores sistemas para el establecimiento y explotación de los 
ferro-caniles, conforme á las condiciones á que hayan de satisfacer, en vista 

de los últimos adelantos.
La segunda conliene Jos principios y bases que deben servir de funua-

mento para la determinación y trazado de los caminos ordinarios ó c a r r e te l .
La tercera comprende los estudios aplicables á la navegación interior, 

aprovechamiento de aguas, desecamiento de lagunas y saneam» 

renos.


