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ADVERTENCIA.

Cuando los jóvenes emprenden el estudio de la Geometría, es muy difícil que desde un principio acierten á. comprender la importancia y fecundidad de las verdades que se encuentran en las obras elementales de la ciencia que nos ocupa, cuyos autores no hacen más que fijar á grandes distancias las principales piedras angulares del edificio que cada uno luego levanta á su manera, si bien todos conforme á una misma base ; por ello es de suma importancia que el discípulo tenga al lado de la obra de te.xlo, otra como guía, para que vea de una manera clara, aunque rápida, las múltiples y variadas combinaciones que pueden deducirse de los teoremas y corolarios que estudia, y que muchas veces cree desprovistos de aplicación alguna. Por medio de esta guía se logra que el principiante pueda, desde luego, admirar más ó menos, las bellezas que encierra esta ciencia modelo; á la par que se le ejercita en una gimnásia intelectual que debe darle con el tiempo resultados sorprendentes é inesperados.Bajo este concepto ofrecemos al público, la presente obrtla, como guía del estudiante, donde éste hallará medios de ejercitar su raciocinio y de acostumbrarse á manejar con facilidad el arma poderosa del análisis; á cuyo efecto, el autor desarrolla una sèrie de ejercicios ó cuestiones geométricas que se hallan propuestas en los célebres tratados de MM. Briot, Rouché, etc.; y si bien el número de estas cuestiones, correspondientes á la primera parte de la Geometría, codia ser mucho más considerable, el justo temor de traspasar los estrechos



— 6 —imites de lo que es un curso de Geometría, ha detenido la mano del Autor.También confesamos con ingenuidad ser muchas las obras que se han publicado en el mismo sentido que la presente, y algunas de ellas dignas de encomio y consideración; empero, unas no están al alcance de los discípulos, otras, si bien más elementales, no se sujetan á la marcha ordinaria que se sigue en las aulas en el desarrollo de esta asignatura, y para obviar tales inconvenientes publicamos este insignificante trabaje, seguros de que, si él no resuelve la dificultad, puede servir siquiera, de aguijón para que otros más afortunados realicen la idea que nosotros, al escribirle, liémonos propuesto.L  C



IJEEIfflS BE CMIEWIA PUE

1 /  S E C C I O N .
Combinaciones de rectas.

Bjerckio  1.®— La distancia de un punto cualquiera 
M  de una recta q\ punto O medio de dicha recta, 
es igual á la semi-diferencia de las distancias de este 
punto M á los estremos .d y  i? de la misma. S i el pun
to M  se toma en prolongación de A  la distancia dfO 
es igual á la semi-suma de MA  y  M B .

JEsplicacíon. s e  desprende de la figura 1.", resulta: A M = A O + O M , M B =  OB — OM.Restando estas dos igualdades y no olvidando que A O = O B , resulta: AM  — M B = 2 M O , ó sea M O = AM  — M B.
Para la segunda parte de este ejercicio, basta atender á la figura 2.®, de la cual se obtiene:MA =  AO +  OM , M B =  M O — BO.Sumando estas dos igualdades, se tiene:M A -l-M B = A O  +  O M + M O —BO.Pero como AO =  OB, resulta:MA -f-MB =  20M, ó sea OM=r M R
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Ejercicio 2.^— Dado un ángulo ACB^ la bisectriz CO^ 
y  una recta C 2 I  trazada por el vértice en el interior 
del ángulo, el ángulo i^f^Oesigual á la semi-diferen- 
cia de los ángulos M C A , M CB. S i la recta 6’̂ / es este- 
rior al ángulo, resulta el ángulo MCO  igual á la semi- 
suma'de los ángulos AICA, M CB.

Esplicacion .—De la figura 1.«, resulta;M CB =  M CO +  O C B ; MCA ACO -  M CO.Restando estas igualdades, se tiene:MCB -  MCA -  M CO +  OCB -  ACO +  MCO.Y  como ACO =  OGB, resulta:M CB -  M CA— 2 M CO, ó sea — = MC O .Para la esplicacion de la segunda parte del ejercicio basta atender á la figura 2.», de la cual se obtiene:MCB =  M CO +  O C B , M CA =  M C O - A C O .Sumando y simplificando, resulta:
Ejercicio 3.«— Dadas cuatro rectas OA. OB, OC, OD 

que salen de un mismo punto O, probar que si D O A =  
BOC, y  A O B = C O D , los lados O A , OC, y  O B , O D , es
tán respectivamente en línea recta.

Esplicaeion ,—La suma de los ángulos que se pueden formar al rededor de un punto en un plano vale cuatros rectos; así pues, AOB -j- BOC 4- COD 4- DOA = 4  rectos.Pero, por hipótesis, se tiene:DOA =  BO C, y AO B— CoD;



— 9 —luego, AO B +  BOC +  C O D + D Ü A  =  2 A O B + 2 B O C ; pero como AO B-]-B O C-|-CO D  +  DOA=r4 r , resulta:2AOB +  2 B O G = 4  r.Dividiendo ambos miembros por 2, tendremos:A O B -h B O G  =  2 r .Y  como dos ángulos que tengan un lado y vértice común valiendo su suma dos rectos han de ser adyacentes, en la situación que guardan los lados kO  y OC  de la figura, se infiere que los lados AO y O C  han de estar en línea recta. De una manera parecida al caso anterior se 'probaria que los lados 
DO  y OB  también están en línea recta.

Ejercicio 4.®— Dados dos ángulos adyacentes, de
terminar el ángulo formado por las bisectrices de di
chos ángulos.

Ésplicacion .—Siendo EO y OD las bisectrices de los ángulos A O B ^  BOCy se tiene:AOE =  EO B , y BOD =  DOCA 0 B 4 -B 0 C  =  2 r . por ser ángulos adyacentes, y en virtud de las igualdades anteriores resulta:A O B ~ h B O C = 2 E O B  +  2 B O D = 2 r .Dividiendo por dos ambos miembros de esta última igualdad, se obtiene; EO B +  BOD =  l r.Lo que nos dice que las dos bisectrices EO  y O D  forman ángulo recto.
Ejercicio 5 .”— E l perímetro de un triángulo es ma

yor que la suma de las tres rectas tiradas desde un  
punto interior cualquiera á los tres vértices del mis
mo, y  menor que el doble de esta suma.
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Esplicacion .— En vista de la figura^ resultan las desigualdades siguientes;
AC + C B > A O - { - O B  A C + A B > O C  H-OB A B - f  B C  >  AO +  OC.Sumando estas desigualdades, se tiene:2 ( A G + A B + B C ) > 2  ( A O + O B  +  OC).Dividiendo por ¿05 ambos miembros de esta última desigualdad, tendremos:

a c + a b + b o a o  +  ob +  oc ,y esto nos dice que el perímetro del triángulo es mayor que la suma de las rectas que salen del punto O y terminan en los vórtices A, B , C del triángulo dado.De la misma figura, resultan las desigualdades siguientes:A B < A O - f  OB, B C < B O  +  O C, A C < A O  +  OC.Sumándolas se tiene:AB - f  BC -f- AG <  2 (AO +  OB - f  OC).Lo que demuestra que el perímetro del triángulo es menor que el doblede la suma de las rectas que saliendo del puntoO van á terminar á los tres vértices del triángulo dado.
Ejercicio 6,®— Una mediana cualquiera de un trián

gulo, es decir, la línea que junta un vértice con el 
punto medio del lado opuesto, es menor que la semi
suma de los dos lados que salen del mismo vértice, y  
mayor que la mitad del exceso de esta suma sobre el 
tercer laclo.



—  11 —£ ’spZicac¿on.—Prolongando la mediana Am en una misma cantidad mA', tendremos:AA' < A B - f  BA'.ó sea, 2 A m < A B  +  AC.Puesto q u e B A '= A C  por ser los triángulos fim A 'y Am C  iguales por tener Bm = m C , Am =  mA', y 1 :=  i por opuestos por el vértice; así pues, de la última desigualdad, resulta:
Am < AB +  A C .

I)e la misma figura se obtiene;A B <^A m -|-B m , A C c^A m -f-m C . Sumando, se tiene:A B  +  A G < 2 A m  +  BG;luego, A B  +  AG—BC ^ .------------------- < ; Am.
Ejercicio 7.®— E l perímetro de un triángulo es ma

yor que la suma de sus tres medianas, y  menor que 
el doble de esta suma.

Esplicacion .—Gonforme los resultados del ejercicio precedente, podemos escribir:A G + C B  ^ ^ AB +  A G ^  ,  A B  +  B C ^  ^-----2----- ---------------- 2----------------------2-----Sumando estas tres desigualdades, se obtiene: A G -|-B G -1 -A B >  Am -j-C n -l- Bp.Para probar la segunda parte de este ejercicio, tomarémos por principio la segunda parte del ejercicio anterior.



—  12 —A ^ > A C ± A B ^ ,  A B  +  B C - A C
C n ^ 2A C +  C B —AB.

Sumando estas desigualdades, resulta: A m + B p + C n >AC + A B  — C B  +  A B +  B C — AC +  A C + C B  — Alí.9 ' -----------------Ó sea, 2 (Am +  Bp +  en) >  AB +  AC +  GB.
Ejercicio. 8 .— Siendo A B C  un triángulo cualquie

ra, si se toma sobre A B , prolongado, si es preciso 
una longitud A O  igual á AC^ y  se toma luégo sobre 
A G  una longitud AB 'igual á A B ; uniendo B' con C' se 
tendrá una recta que cortará la B €  en el punto I: de
mostrar que la recta A I es la bisectriz del ángulo B A C .

EspUcacion.-^YiQ\ enunciado resulta en la figura:A B '— A B , A C z rA C '.Restando estas dos igualdadesA B ' — AC =  AB — A C', ó sea, B 'C ^zC'B ,y como 1 r = l ,  por opuestos por el vértice y B =  B'por serángulos iguales de los triángulos iguales AB'C', A CB , resulta que los dos triángulos CB l  é IC'B , también lo serán, porque tendrán un lado y dos ángulos respectivamente iguales; luego IB  =  IB , deduciéndose de aquí la igualdad délos dos nuevos triángulos A 5'/,/A 5 que tendrán sus tres lados respectivamente iguales, y por consiguiente, la de los dos ángulos homólogos 2 — 2, debiendo ser, en su virtud, la recto A I, la bisectriz del ángulo C A B .

Ejercicio 9.®— Siendo I la mitad de la base B C  de 
un triángulo isósceles ABC., y  M  un punto tomado á 
voluntad sobre el lado A C ;  demostrar que la diferen-

5g».-



cia de las longitudes I B  y  I M  es menor que las lon
gitudes A B  j  AM.Esplicacion.—De la figura resulta:Í B < A I + A B ,  1 M < A I  +  AM .Restando estas dos desigualdades, se obtiene:BI — IM < A 1  + A B  — A I — AM; luego BI — 1 M < A B  — AM .

Ejercicio lO .— Si en un triángulo la recta que ju n 
ta un vértice con el punto medio del lado opuesto es 
perpendicular á este lado, el triángulo es isósceles.

£splicacíon. — S'\QT\áo An  perpendicular á BC, resultan dos triángulos rectángulos ABn, nAC  que serán iguales por tener los catetos iguales; luego AB =  A C , y el triángulo será isósceles.
Ejercicio i 1.— Si en un triángulo la recta que di

vide un ángulo en dos partes iguales, divide así tam
bién el lado opuesto en dos partes iguales, el trián
gulo será isósceles,¿■spíícacíon. —Los dos triángulos ABn y  «AC son iguales porque tienen 1 =  1, An común, y Bn =  nC; luego A B = A C  y el triángulo resulta ser isósceles.

Ejercicio i2  — Si en un triángulo la recta que di
vide un ángulo en dos partes iguales es perpendicu
lar al lado opuesto, el triángulo es isósceles.

Esplicacion.—Los dos triángulos rectángulos A n B , AnC, son iguales por tener 1 = 1 ,  y el cateto An común; luego AB = A C , resultando el triángulo A B C  isósceles.
Ejercicio 13.— Las distancias de las extremidades 

de la base de un triángulo isósceles á los lados opues
tos, son iguales entre sí.

Esplicacion.—Sean Cm y Bn las perpendiculares; como los ángulos B y C  son iguales por ser el triángulo AB C isósceles, resultan inmediatamente los triángulos rectángulos DmC y BnC  iguales por tener la hipotenusa BC  común y un ángulo agudo igual, B = C ;  luego los dos catetos Bn y m C serán

—  13 —



~  14 —iguales, cuyos catetos no son más que las perpendiculares trazadas desde los vértices de la base á los lados opuestos.
Ejercicio 14.— E n  nn triángulo isósceles la suma 

de las perpendiculares trazadas de un punto cual
quiera de la base sobredes otros dos lados, es cons
tante.Esplicacion.—Trácense desde el punto medio d de la base 
BC, las perpendiculares y dv k los lados AB, AC] luégo, desde un punto cualquiera b de la base, las nuevas perpendiculares br, bt á los mismos lados, y por último, por el punto 6 y d rectas paralelas respectivamente á los lados AB  y A C  del triángulo hasta los puntos a y c. Así tendremos que los dos triángulos aóof y c6c¿ serán iguales, porque abd =  B , cdb“ C y como B =  C, se tiene: abd =  cdb y además la hipotenusa bd común; luego bc =  ad; empero, do la figura se deduce que: rb =  sa, c t= :d v . Sumando estas tres igualdades entre sí, resulta: be -f- rb-i- c t =  ad-f- sa -j- dv.ó sea,br-|-b l= sd  -p d v ., y como do es una cantidad constante, resulta que br-\~bí también lo será cualquiera que sea el punto 6 que se lome de la base.—Es fácil de ver lo que resultará, cuando el punto se lome en prolongación de dicha base.

Ejercicio 15.— E n  un triángulo equilátero, la suma 
de las perpendiculares bajadas de un punto cualquie
ra del interior del triángulo á los tres lados, es una 
cantidad constante.

Esplicacion. e l  punto r; trácense las perpendiculares 
rt, rp, rq, respectivas á los lados A B , A C , BC del triángulo; luégo por el punto r, trácese una paralela á AC, que encuentra en e la perpendicular Bd al lado AC; por el punto e trácense nuevamente perpendiculares en, em, é los lodos 
BC  del triángulo. Ahora por el punto b , intersección de las tres perpendiculares A c, Ga, B d , á los tres lados del triángulo, trácense las paralelas bs, bv a los lados AB, B C



— 15 —Hel triángulo. Asi, pues, si podemos demostrar que; e s +  eo 
—be, tendremos:en +  em -{- ed =  lis +  se H- ev -f- vm +  ed = a b  +  se +  ev-f- bc -J- ed =  ab +  be -fb d  =  cantidad constante;y como, según el ejercicio anterior, lrH -rq = :n é4 -em .Añadiendo á ambos miembros rp =  ed, se tiene:Ir H-rq +  Pp =  ne +  em 4- ed =  constante.Así, pues, para quedar completamente probado este ejercicio, falta demostrar que es-f-ev =  be; y para ello suoondre- mos la figura siguiente. Tomando bsev, de la figura anterior, pero demayores dimensiones, para que sepueda mejor apreciar, trácese la bisectriz del ángulo bsv, tal comosO'; tendremos en virtud de ios ángulos que forman estas rectas conforme va indicado en la figura, que el triángulo sO-e será equilátero; luégo se =  e O '= s O '= e v . Pero el triángulo 6sO'es isóceles; Juego s O '= 0 'b , de donde s e -|-e v = :0 'e -f  O'b.O sea se-|-evz=be,que es lo que debíamos probar.

Ljercicio 16.— S i por el vértice de nn triángulo 
A B C, se traza la recta indefinida X Y  perpendicular á 
la bisectriz del ángulo A , demostrar que si M  es un 
punto cualquiera de X Y , el perímetro del triángulo 
B M C  es mayor que el triángulo primitivo A B C .Esplicacion.—Sea el triángulo AB C y la recta X Y , perpendicular á la bisectriz AD. 7’omando el punto M , vamos á probar que B M  - f  MC - f  B C >  AB -h A C +  BC.Para ello, trazaremos desde el punto C  la perpendicular 
C C '  á X Y  y prolongando A¡J basta el punto O , tendremos:C'A =  AC



— 16 —por Ja igualdad de los ángulos 2 =  2; luego B A + A C = B A + A C ' ,y como C'M =M C, porserelpunto o medio de la recta C O  perpendicular á X Y , tendremos:B C '< C M + B M ,ó sea, BA +  A C < C M  +  BM .Agregando á ambos miembros B C , se tiene:b a + a c + b c < cm  +  bmh- b c .
Ejercicio 17.— Un triángulo cualquiera es el cuar

to del que se obtiene trazando por cada uno de sus 
Yértices una paralela al lado opuesto. Cada lado del 
nuevo triángulo es doble del lado correspondiente del 
triángulo propuesto.

Esplicacion .—Trazando por los vértices A , B , C , del triángulo dado paralelas á los lados opuestos, queda la figura total descompuesta en tres paralelógramos, F A C B , A B CE ,A B G D - y como los lados A B , B C , A C , hacen las veces de diagonales en cada uno de dichos paralelógramos, sabiendo á más que la diagonal divide al paralelógramo en dos triángulos iguales, resultan los triángulos F A B , BCE, ACD, iguales entre sí é Iguales al triángulo dado ABC; luegoFED  =  F A B -f-A B C -Í.B C E -|-A C D = 4 F A B  =  4 A B C=4 B C E  =  4ACD .De dondeF A B = 7 ,F E D , A B C = V , FE D , B C E =  V, F E D , A C D = 7 , FED . De lo dicho anteriormente resulta también que AB =  CE, A B = D C .y de la suma: 2 A B = C E + D C  =  DE, y así de los demás lados.



Ejercicio l8 .— Si dos rectas iguales A B  y  CD com
prendidas entre dos paralelas A G  y  BD sé cortan en 
un punto o, se tiene: Ao =  oC, o B = o D .A'spítcacton.—Trócense desde D y B perpendiculares á AC, y resultarán los dos triángulos rectángulos Am B, CnD iguales, porque tienen A B  =  CD y Dn =  mB; luego A =  C, de donde A o = o C ; y como A B — A o =  C D - oC, resulta también; oB =  oD.

Ejercicio 19.— Si por el punto medio E  del lado 
A B  de un triángulo A B C se traza una paralela D E  
lado B C , la recta D E pasará por el punto medio E  de 
A C y  será igual á la mitad de B C . Recíprocamente. 
— La recta que junta los puntos medios de los dos la
dos de un triángulo, es paralela al tercer lado é igual 
á su mitad.

Esplicacion.—Sea DE la recta paralela é iíC  que pasa por el punto medio D, de AB , Trazando la recta D F paralela ó AC tendremos el paralelógramo DE FC, y los dos triángulos ADE y 
EDF, que deben ser iguales por tener AD =  DB, 1 =  1 y 2  =  2; iuégo, DE =  B F;p ero D E = F G  por ser lados opuestos de paralelógramo, a s i, pues, sumando las dos últimas igualdades, resulta: 2 D E = B F - f  F C = B C .luego D E = 2Para probar la segunda parte del ejercicio tomaremos la figura 2.a Siendo D y E  los puntos medios de Ai? y A C , vamos á probar que DE  que pasa por el punto medio D de A B , es paralelo á BC, pues para saber que es igual ó la mitad dé i?C hasta atender á la primera parte de este ejercicio.Trácese por A y E , las rectas A F  y G E F  paralelas respec- lados/?Í7 y AB, y se  formará el paralelógramo A B G Fen  que A B — F G ; pero como los triángulos A F E  y F G C  son iguales por razones análogas al caso anterior, se tiene E G  =  V ,F G , así como por hipótesis BD =  7 , AB; y como A B  _ F G  resulta, B D _ E G , de donde se deduce que el cuadriló-

—  17 —
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—  18 —tero B D E G  debe de ser un paralelógramo por tener dos lados opuestos iguales y paralelos; luego DE  y B G , ó sea, D E  y B C , son paralelos, que es lo que nos habíamos propuesto demostrar.
Ejercicio 20.— Hallar el lugar geométrico de lospun- 

tos medios de las rectas que saliendo de un mismo pun
to terminan en diferentes puntos de una recta dada.

Esplicacion.—SQQ. el punto P , y la recta dada A B . Trazando la recta Pm, el punto medio n de Pm será uno de los puntos pedidos; trazando otra recta tal como Pm', el punto n' será otro punto pedido, pero la recta nn', según se desprende de la figura, es la paralela media al triángulo Pmm', de modo que si combinamos ahora la primera recta Pm con la tercera Pm"', resultará que la recta nn" tendrá que ser la misma nn', pues todas las paralelas que se pueden trazar por el punto n paralelas á A B , se confunden en una misma recta. De aquí se infiere que si por un punto medio cualquiera de las rectas Pm , Pm' Pm'' etc., se traza una paralela á A B , esta recta contendrá todos los puntos pedidos, y en Geometría la línea, superficie, e tc ., cuyos puntos todos gozan de una propiedad esclusiva se dice que forman el lugar geométrico de ciertas condiciones geométricas establecidas; en este concepto, en el ejercicio que nos ocupa, podremos decir que eí lugar geométrico de los diferentes puntos medios de las rectas que saliendo del punto dado terminan en puntos de una recta dada, viene determinado por una recta paralela á la dada que pasa por el punto medio de una cualquiera de las rectas Pm, Pra', Pm'' etc.
Ejercicio 21.— Las bisectrices délos tres ángulos 

de un triángulo concurren en un mismo punto. La  
bisectriz de uno de los ángulos y  las de los suple
mentos de los otros dos ángulos concurren también 
en un mismo punto.

Esplicacion.—Sea el triángulo A B C  y las tres bisectrices 
Am, Bn Cp; vamos á probar cómo se encuentran en un mismo punto o. Suponiendo de momento las dos bisectrices Bn y Cp tendremos que el punto o, por pertenecer á la bisectriz Bn,



debe equidistar de los lados AB  y BC, y como este mismo punto corresponde á la segunda bisectriz, debe en su virtud el mismo punto o, equidistar de los lados A C  y BC\ de donde se infiere que el punto o equidista de AB  y A C , debiendo ser por consiguiente un punto de la tercera bisectriz Am , quedando así probado que las tres bisectrices internas se encuentran en un mismo punto.Para probar la segunda parle del ejercicio, supóngase la bisectriz interna BP y las dos esternas A F  y C F . El punto F , por pertenecer á la bisectriz AF, debe equidistar de A B  y A C . El mismo punto F. por corresponder á la bisectriz CF, debe equidistar de A C  y CB\ de modo que, en virtud de estas equi* distancias, resulta que el punto F  debe equidistar de AB y 
B C; luego debe ser un punto de la bisectriz interna trazada por el éngulo B , quedando así probado que las tres bisectrices; A F , B F , CF se encuentran en un mismo punto.

Ejercicio 22.— Las perpendiculares levantadas so
bre los puntos medios de los lados de un triángulo 
concurren en un mismo punto.

EspUcacion .—Sea el triángulo ABC y las perpendiculares medias mo, no, op. Tomando tan sólo las dos perpendiculares medias mo y on, tendremos que el punto o, por pertenecer ó la recta mo, debe equidistar de A y por corresponder el punto o también á la segunda perpendicular on, debe equidistar de los puntos A y C , de suerte que el punto o, en virtud deeslasequidistancias, debe equidistar del punto B y C; luego el punto o debe ser un punto de la tercera perpendicular op, quedando así demostrado que las tres perpendiculares medias se encuentran en un mismo punto.
Ejercicio 23.— Las tres alturas de un triángulo, es 

decir, las perpendiculares bajadas de los vértices á 
los lados opuestos concurren en un mismo punto.

Esplicacion.—Sea el triángulo A B C  y las alturas Am , Bn, Cp. Trazando por los vértices A , B , C, rectas paralelas á los lados opuestos del triángulo, tendremos el triángulo total NAfp, que, conforme al ejercicio 15, resultarán ser las rectas Am Bn, cp, las perpendiculares medias, y siendo así, según el ejercicio anterior, deberán encontrarse en un mismo punto.
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Ejercicio 24.— Las tres medianas de un triángulo 
concurren en un mismo punto, situado al tercio de la 
longitud de cada una de ellas, á partir del lado cor
respondiente..É’sjj/icacion.—Sea el triángulo ABC  y las medianas Am  ̂Bn, Cp. Tomemos dos de ellas fin y Am, las cuales se encuentran en el punto o; tomando los puntos medios de Ao y ofi resultará la recta, rs, que, según el ejercicio 17, debe ser paralela h AB é igual á su mitad; y, conforme al mismo ejercicio, 1a recta nm debe ser también paralela á AB é igual á su mitad, do modo que rs =  nm y además esas dos rectas son paralelas, resultando los triángulos ros y onm iguales, de donde o m = o r ;y c o m o  or =  rA , se tiene que om es un tercio de la mediana Am; considerando luégo la segunda mediana, se obtiene on igual á un tercio de Bn; así, pues, combinada nuevamente la mediana Am con Cp, resultará que esta nueva mediana tendrá que pasar por el mismo punto por donde se cortaban las dos primeras, quedando completamente demostrado el ejercicio.

Ejercicio 25.— E n  un triángulo el punto de con
curso de las perpendiculares elevadas sobre los puntos 
medios de los lados, el punto de concurso de las tres 
medianas y  el de las tres alturas están en línea recta; 
y  la distancia del primer punto al segundo, es mitad 
de la distancia del segundo al tercero.

Esplicacion .—Sea t el punto de intersección de las tres alturas, y o el de las tres medianas. La recta Ap, es perpendicular á CB\ del punto medio deBA.lráceselarectam n también perpendicular á CB y como sn es paralela á A;? y pasa por el punto medio de BA divide Bt en dos partes iguales, de modo que Bs =  st.Trazando por el punto s una paralela á fifi, se tendrá sr igual á la mitad de Bo por una razón análoga á la anterior; ahora, como ofies también mitad de Bo, resulta sr =  oD; prolongando el lado to hasta encontrar á la prolongación de Id recta fiar en q, se tendrá el triángulo slr igual al oDq, por tener s r = o D ,l  =  L  2 =  2.



—  21 —De modo que, si probamos que el punto q es el punto donde concurren las perpendiculares medias, quedará demostrado el enunciado, porque t r = r o  =  oq; luego ot será doble de oq. Para probar, pues, por fin, que el punto q es el de concurrencia de las perpendiculares medias, se tiene: que siendo V y D los puntos medios de los lados JSC, CA, trazando las perpendiculares Dx, vs junio con vD, se formará un triángulo VxD, quo es igual á Bsn por tener Bn = v D , 3 =  3, 4 = 4 ;  luego xD =  Bs; pero hemos hallado antes Bs =  st, y por la igualdad de los triángulos str y oqD, st =  qD; luego xD =  qD, de donde resulta que x , y q, es un mismo punto quedando así de mostrado el teorema.
Ejercicio 26.— Si por el punto de intersección I  de 

las bisectrices de los ángulos B  y  G de un triángulo 
A B C , se traza entre los lados del ángulo A  la paralela 
E I E  á B C, la recta D E  será igual á la suma de BD y  
C E . S i por el punto de intersección I' de la bisectriz 
del ángulo B y  de la del suplemento del ángulo C , se 
traza entre los lados del ángulo ^  ó de su opuesto por 
el vértice, la paralela 1' D' E' á BG^ la recta D 'E  será 
igual á la diferencia de C E ' y  BD'.JB^spiicacton.—Sea el triángulo ABC é I el punto de intersección de las dos bisectrices internas, D IE  la paralela á BC. £1 triángulo BDI resulta isósceles; luegoBD =  D I.Asi como por ser el triángulo lE C  también isósceles, debe resultar: IE  =  EC.Sumando, tendremos queD I4 -1 E  =  BD +  EC.ó sea, D E =  BD +  EC.Siendo ahora el punto I' el de intersección de las bisectrices



~  22 —interna y esterna, trazando la recta l'D'E' paralela á BC, tendremos, por ser los triángulos B D T  y E T C  isósceles,B D '= D 'r , E'C — E 'f .Restando respectivamente estas igualdades, tendremos: E 'I' — D 'r = E 'C — BD'.ó sea, D 'E '= iE 'C —BD^
Ejercicio 27.— Si de las estremidades A  y  B  y  del 

medio de una recta A B , se trazan perpendiculares A A ', A B ', CC', á una recta indefinida X Y , cabe demos
trar que el punto C  es el punto medio de A'B'; y  que 
la perpendicular CY" es ig u a la  la semi-suma ó á la  se- 
midiferencia de las perpendiculares A A  y  BB', según 
que los puntos A  y  B estén situados áu n  mismo lado, 
ó á una y  otra parte de X Y .

Esplicacion. — Sea  la recta C  su punto medio y A A ', CC', B B 'la s  perpendiculares respectivas á la recta indefinida X Y . Si trazamos por C  una paralela á AB, tendremos que mC'— AC y C'n“ CB, por lados opuestos de paralelógramos; y como A C —CB, se tendrá mC'— C'nj luego los triángulos A'C'm y C'nB'son iguales, resultando de los mismos A 'C '=  C'B'; ó sea, C  punto medio de la recta A'li'. De las consideraciones anteriores, se tiene:CG'^zAA'— mA'; CG '=iB B '-h  B'n.Sumando estas igualdades, resulta;2 C G '= A A ' — m A '- f-B B '+ B 'n := A A '- fB B '.Ó sea: C C ' - ^ A ' +  R B'.2Si la recta X  Y toma la posición X 'Y ', trazando por C" la ree-



— 23 —ta m'n paralela á A B , por razones análogas á las anteriores se tendrá: A A "—B B".CC" =  A A" — m'A", CC" =  n'B" — BB"; luego C C "= ------ --------
Ejercicio 28.— Hallar el lugar geométrico de los 

puntoSj cuya suma ó diferencia de las distancias 
á dos recias fijas sea constante é igual á una longi
tud dada.í ’ípíícacion —Sea el ángulo BAC  formado por las dos rectas dadas A B  y A C  y \a recta r  de longitud determinada ; podemos considerar un triángulo isósceles cuya base sea tal, que trazando perpendiculares desde los estremos de la base BC  á los lados opuestos AB y A C  resulte la cantidad r ; y en este concepto, si se toma un punto interior ó esterior en la base del triángulo isósceles y se trazan luégo perpendiculares á los lados opuestos, resultará siempre la suma ó la diferencia de ellas igual constantemente á la recta dada r . Este ejercicio es una consecuencia de lo que se ha dicho en ejercicios anteriores.

Ejercicio 29.— Siendo A X  una recta cualquiera 
trazada por el vértice A  de un triángulo A B C , y  B E ,  
C E  las perpendiculares bajadas de los puntos B  y  C  á 
la recta il ÍT; demuéstrese que el punto medio Z> de 
B C  está á igual distancia de los puntos E  y  F .

Eñplicaeion.—S e a 7)el punto mediode BC; B E , CP, las perpendiculares respectivas á A X  trazadas desde los vértices B y C; D' el punto medio de EP. Según el ejercicio S 7 , D' debe 5er el pié de la perpendicular media trazada desde á la recta E F  y, en su consecuencia, ED =  D F .

Ejercicio 30.— Demostrar. 1.®: Que si dos ángulos 
tienen sus lados respectivamente paralelos, sus bisec
trices son paralelas ó penpendiculares entre sí; y  2.® 
Que si dos ángulos tienen sus lados respectivamente



perpendiculares, susjbisectrices son también perpen
diculares ó paralelas como en el caso anterior.^s;í/ieacíora.—Según la figura 1 .', resulta un nuevo ángulo prolongando los Jados BA  y ac, que es BEc, y trazando la bisectriz E F de este ángulo, tendrémos; 1 = 2 ,  y 2 =  3; luego 1 =  3, y como estos dos ángulos tienen los lados A C  y ac paralelos, deben resultar A D  y ad también paralelos.Conforme á la figura 2.«, prolongando ca, según el primer caso, resultan paralelas A D  y ad; pero ad y ag son perpendiculares por ser las bisectrices de dos ángulos adyacentes;, luego ag y AD también serán perpendiculares. Cuando los lados son perpendiculares, tendremos, según la figura 3.*; \ = 1  por mitades de ángulos iguales, 2 = 2  por opuestos por el vórtice, y como el ángulo B  es recto, tiene que resultar p también recto, que no es más que el ángulo formado por las dos bisectrices; luego estas se cortan perpendicularmente. Por ùltimo, si teniendo los ángulos sus lados perpendiculares guardan la posición de la figura 4.*, proiónguese be y resultará el ángulo fba que, comparado con A B C , guarda la misma relación que en el caso anterior, para lo cual las bisectrices BD y bd deben de ser perpendiculares; pero como las bisectrices db y bg son perpendiculares por corresponder á ángulos adyacentes, se tiene queiíD y gb son|paralelas, que es el último caso que nos faltaba probar.

S u m a  de lo s  á n g u lo s  d e  u n  p o líg o n o .
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Ejercido  31.— Dado un triángulo A B C  y  un punto 
o tomado en su interior, demostrar que el ángulo 
BoC es mayor que el ángulo B A C  del triángulo..Fspífcacíon.—Sea el triángulo A B C , y o el punto interior, que uniremos con B y C; prolongando el lado 7?o, se tiene que el ángulo BoC por ser externo al triángulo A B n, es mayor q u eá; pero, por una razón análoga, el ángulo ó es mayor que onC, de donde resulta BoC ]> BAC.

Ejercido  32.— Un ángulo de cualquier triángulo és 
rento, agudo ú. obtuso, según que la mediana que sa-
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le del vértice de este ángulo sea igual, mayor ó me
nor que la mitad del lado opuesto.

Esplieacion .—Si AD =  DB, y DC =  D B, tendremos: a =  b, d = c ;  l u e g o b c  =  a - l - d = B .Pero, A - f B + G  =  2r.
Y como A +  C = a  +  d =  B,Se tiene: 2 B =  2 r, ó sea, B =  1 r; luego cuando la mediana B D es  igual á la mitad del lado AC, el triángulo es rectángulo. Si B D > A D , y B D > D C .Resulta: 

Luego 
ó sea,

a > b ,  d > c .  
a + d > B .  
A - h C > ,B .Y  como A -j-B -^ G  =  2p, es fácil de ver que B es menor que un recto. De un modo análogo veríamos que B ]> que un recto, s iA D ]> B D . Para el recíproco supondremos que B valga un ángulorecto. Trazando una circunferencia, tomando por diámetro la recta A C , se tendrá que: BD =  AD =  D C, por tener que pasar la circunferencia por el punto li. Si el ángulo B es mayor que un recto, el punto B será interior á la circunferencia cuyo diámetro es AC, resultando naturalmente: B D < A D . Y  si el ángulo B es menor que un recio, el punto B  tendrá que ser eslerior á la circunferencia cuyo diámetro es A C , resultando en este último caso: B D > A D .

Biercido  33.— Siendo AD y  BG dos pararelas cor
tadas obiícnamentepor A B  y  perpendicularmente por 

si se traza entre estas dos rectas paralelas, la rec-
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ta BED que corta A G  en E  de manera que ED =  2 AB , 
demostrar que el ángulo DBG es el tercio del ángulo 
A B C .

EspLicaeion.—Sean las rectas AD y BC y la trasversal BDjCon la condición de ser.E D = 2  A B .Tomando el punto medio de DE, tal como F, resulta que, por ser el triángulo DAE  rectángulo, la mediana A F  es igual á la mitad de la hipotenusa, ó sea, igual á DF; luego a = b ;  y como c es un ángulo esterno del triángulo ADP, resulta:c =  2 a.Ahora, como 2A B = E D , sededuceque D F =  A B , ycomo D F =  FA se tiene: FA =  A B .Luego c =  d; y como c =  2a, se infiere que d = 2 a ; por último, f = a  por ángulos alternos internos; sumando las dos últimas igualdades, se tiene:
ó  sea: 
Luego:

f - | - d = 3 a .
A B G = :3 A D B  =  3DBC.

D B C = - - A B G ,Oque es lo que queríamos probar.
Ejercicio. 34— Si desde un punto A  lomado fuera de 

una recta X  Y , se traza sobre ésta la perpendicular 
A B , y  las oblicuas A G , AD, A E , de manera que éstas 
oblicuas estén situadas hácia un mismo lado de A  B, 
y  que los ángulos B A G , G A D , D A E , sean iguales, se 
tiene: B G < G D < D E .



— 27 —^arjj/icacion.—Trazando desde A con un radio A E , el arco E  F , hasta encontrar la prolongación de la recta A C , el triángulo A  D F , será igual á A D E , porque tienen dos lados y el ángulo comprendido respectivamente igualesj luego 3=3 .Relacionando ahora ángulos internos con externos de los diferentes triángulos que se forman en la figura, tendremos:3 < 4 ,4 < 5 ;luego 3 <[ 5, ó sea, en el triángulo C D F ,C D < D  F;pero como D F =  D E , por ser los triángulos A  D F  y A D E iguales, se tiene: C D < D E ,y así podriamos continuar las desigualdades tomando nuevas oblicuas con las condiciones de las primeras.
Ejercicio 35.— Sea un triángulo A B C ,  y  A  O, B O ,  

C O,  las bisectrices de sus ángulos; B O, prolongada, 
corta al lado .4 Cen y  siendo O la perpendicular tra
zada del punto O sobre A  G.; demostrar que el ángulo 
C O D , es igual al ángulo A  0 I.

Explicación .—Del triángulo rectángulo A O I , resulta: a = 9 0 * -----—APor ser el ángulo b, externo al triángulo BOC, se tiene: b =•p I py —, pero el triángulo total nos dá:
ó sea A-1-B-HG=:180,B
luego, de las igualdades anteriores, se infiere inmediatamente: a =  b, 6 sea AOI = D O C .

Ejercicio 36.— E l ángulo formado por la bisectriz
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del ángulo A. de un triángulo A B C  y  por la perpen
dicular trazada del 'vértice A  sobre el lado B G, es 
igual á la semidiferencia de ios ángulos B y  C.

JEsplicacion.—Siendo A P la perpendicular al lado B C y  A Q la bisectriz del ángulo A , inmediatamente se tiene;a = ^ + C ,por ser a un ángulo eslerno del triángulo A Q C . E l triángulo rectángulo A P Q nos dá:
b = 9 0 « -^ ^  + C  jy como ó sea, A +  B -j-C  =  180®.

sustituyendo este valor en la igualdad anterior, se tiene; b = 9 0 '-  +  C j= 9 0 “-  ^90*- +  c )  =B +  C
- I

«Ejercicio 37.— Si se trazan las bisectrices de los án
gulos exteriores de un triángulo A  B C , V :  los tres 
triángulos parciales y  el triángulo total que ellas de
terminan al rededor del triángulo dadOj tienen sus 
ángulos respectivamente iguales; y  2.® cada ángulo 
del triángulo A B C ,  tiene por suplemento el doble del 
ángulo que se le opone en el triángulo total.

Esplicacion.—Sean BM , CP, AN; las bisectrices esternas del triángulo ABC; luego180— B = :a ; de donde9 0 * - £ = : 1 . =  M BC;2 2 -  ’



— 29 —pero corao A -i-B + G = :1 8 0 , resulta: 
A +  C .de modo que MBC;Pasando al éngulo b se tiene;180“- C  =  b,90*—pero corno A -t-B -|-C = 1 8 0 , resulta:^ = 9 0 " _ - ^ ,  2 2 ’de donde y = A C P : ^ = B C M .APara el ángulo M, ó sea BMC, basta recordar que debe'ser el suplemento de la suma de los dos anteriormente hallados: así,MBC ==  180— ^ A + G  . A +

=  180 — A
= 1 8 0 — ^ B +  C

B +  C
y como A -f-B  +  C = 1 8 0 , resulta:180 — A = B  +  C, cuyo valor sustituido, dá:M B G = B  +  C - l ; ^ = l ± ^Una vez hallados los ángulos del triángulo B M C , fácil es deducir los valores respectivos de los ángulos de los demás triángulos NBA, AGP, como indica la figura.Vamos á probarla segunda parte del ejercicio, demostrando,



—  s o por ejemplo, que el ángulo A  llene por suplemento el doble de Jlí. Para ello recordaremos que A -j-B  +  C =  180*; de don-A=rd80*—(B-f-C), (1) y como ya sabemos que M =:
2se tiene: 2 M = B  +  C,cuyo valor sustituido en la igualdad (I), dá esta otra:A = :180“ — 2 M , ósea A + 2 M  — 180“;de modo que es suplemento de A, porque juntas tales cantidades, valen dos rectos. Así lo iríamos demostrando de los demás ángulos.

Ejercido  38.— E n  n n  triángulo A B C , si se toma 
sobre el lado A B , y  sobre su prolongación, A D =  
A E = A C  y  luégo se junta el vértice C  á los puntos 
D  y  E ;  demostrar que el ángulo E  es la mitad del 
ángulo que se forma en A , y  que el ángulo DGE es 
recto.

Esplicacion.—En la figura se supone AD =  AE =  AC;luego, por ser el triángulo A E C  isósceles, se tiene: E  =  a;luego b=n2a, ó sea E m ~ b .Para demostrar la segunda parte del ejercicio, tenemos:180° — b _ 180* — 2aluego 180“ — 2ac +  a = ----- ;;------- pa=90®;en su consecuencia el ángulo DCE es recto.
Ejercido  39.— En un triángulo A B C  si se traza 

desde A  hasta encontrar al lado BC una recta A D ,
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que forme con el lado A B  un ángulo igual al C , y  
luégo otra A E , que forme con el lado A G  un ángulo 
igual á B ;  demostrar que el triángulo D Á E  es isós
celes.

Esplicacion.’-^Seo. la recta AD que forma con AB el ángulo C , según es de ver en la figura, y la recta A E  que forma con eÚado AC, el ángulo B . Determinando el valor del ángulo a considerado como externo del triángulo A D C ,  resulta:a = C  +  (A — C) =  A .El ángulo b del triángulo B A E  nos daráb -|-(B  — A) =  B; de donde b— A:luego a = b  y el triángulo EAD resulta ser isósceles.
Ejercicio 40.— E n  un triángulo rectángulo, si uno 

de los ángulos agudos es doble del otro, la hipotenu
sa es doble también del lado menor.— Recíproco.¿■«píicocion.—Supóngase en la figura C =  2A. Tracemos desde el vértice B una recta que forme con A B  un ángulo igual á A , tal como BD, y tendremos: a = 2 A ; pero, por ser el triángulo dado rectángulo, h debe ser igual á C , y como a =  2A, b = C = 2 A ,  resulta; a = b  =  C;así, pues, B G = D C = D B  y como B D = D A , resulta:AD +  DC =  2 BC, ó sea, A C =  2 BC.Para demostrar el reciproco tendremos que tomar el punto medio de la hipotenusa, y como se supone A C = 2  BC, setendrá: BD =  DG =  BC; y BD==AD;luego C = a ;  y a =  2A, de donde C =  2 A.

Ejercicio 41.— Si en un triángulo cualquiera A B C  
donde el ángulo B  es doble del ángulo 6', se traza la 
recta A D  perpendicular aliado BC; luégo sobre AB pro-
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longadoj ó no, segun que el ángulo B  sea agudo ú ob- 
tusOj se toma B E  igual á BD^ y  se traza en seguida la 
recta E D F  que corle A C  en el punto Fj cabe demos
trar: 1A Que las longitudes F D , FG , F A  son iguales y  
que los triángulos ABC, A F E , son equiángulos; 2.® 
Que el lado AB , es igual á la diferencia de los seg
mentos i í C  y  de la base B C , si el ángulo B  es 
agudo.^.cpíicacton.—Conforme se desprende de la figura por ser isósceles el triángulo EBD, E  =  a; ^luego b =  2a =  2 E , y como, por hipótesis, B = :2 C = b ,se tiene: C =  E; y como E =  a =  c, resulta; c=zC-luego el triángulo D F C  es isósceles, de dondeD F — F C.Bel triángulo rectángulo A B C ,  se puede deducir: d-f-C=:90o; c +  f = 9 0 “; luego d q - C = c  +  f, y como G =  c , resulta: f = d ,  de dondeA F = F D ,y como se encontró D F =  FG, se obtiene por fin:A F = :F C = :F D , que es la primera parte del ejercicio.Para probar que son equiángulos, los triángulos A F E , y A B C , se tiene el ángulo A  común, C = E ;  Juego el tercer ángulo también será igual, resultando dichos triángulos equiángulos. Trazando ahora desde A  la oblicua equidistante correspondiente á la AB, resulta la AB'\ y el triángulo AB'C, quedebe ser isósceles, porque g r= C -f"h ;y como g =  b, y b =  2E =  2C;se tiene; 2 C = z :C + h , ó sea G ;= h ;



— 33 —así pues A B '= B 'x C  y sabiendo que AB =  AB', resulta; A B = A B ' =  B'C.Ahora de la figura se deduce:AB =  A E — BE; (1)dsea A E = A B - f B E ,y como AB =  A B '= B 'G , y B E = B D = D B ',resulta: A E = B 'C  +  D B '= C D .Sustituyendo este valor de A E  en la igualdad (1), y sabiendo además que B E = B D , por fin se obtiene:A E = D C — BD,que es lo úlBmo que nos faltaba probar respecto del ejercicio propuesto. Determine el alumno la discusión de este ejercicio según el valor del ángulo ÌÌ.  ̂ '

Ejercicio 4 2 .— E l ángulo de las bisectrices de los
ángulos consecutivos de un cuadrilátero convexo «s
Igual á la semisuma de los otros dos ángulos del cua
drilátero. E l ángulo de las bisectrices de dos ángulos
opuestos, es igual á la semi-diferencia de los otros dos 
ángulos.^ 5 g W o n .--T o m a n d o  las bisectrices de los ángulos A v D  se tiene, llamando x  el ángulo en o: ® ^A  , DY  +  -^  +  x  =  180o;

x ^ lS O * —I A  +  i?. \\ 2  2 /A H-D-f-B +  C — 3fi0\ de donde A + J j  — IRQ» —^  C. ^



— 34 -Susliluyendo este valor en la igualdad anterior, resulta:
X =180® -i  180“ B -h C .

Para probar la segunda parte del ejercicio, consideraremos la figura 2.^; llamando x  el ángulo formado porlas bisectrices de los ángulos il y C , y n su respectivo suplemento.Del cuadrilátero A B C o  resulta, pues,
: +  |  +  b;n =  3G0’ - ^ A .

y como A -H B -P C H -D  =  360“,X A , C /  B - f  D \ó sea, - ^ + — =180sustituyendo en n, se tiene:
n = 360* - ^ 180‘ - l ^  +  B ^ = 180" - ^ | . - ^ ; jy observando que x =  180® — n, resulta, por fin:

Ejercicio 43.— Si en nn cuadrilátero las diagonales 
se cortan en partes iguales perpendicnlarmente, y  ade
más son desiguales en m agnitud, la figura es un  
rombo.EspZicacion.—Cortándose las diagonales en partes ¡guales, el cuadrilátero debe ser un paralelógrarao.—Por corlarse las diagonales en partes iguales y perpendicularmente, los dos



— 35 —triángulos rectángulos BoC  y CoZ)son iguales; luego BC=iCD, y como por ser el cuadrilátero un paralelógramo, debe ser. nC =  AD, y C D = A B ,se vé que los cuatro lados deben ser iguales entre si. D éla  comparación de los triángulos BAD^ C \D  que tienen dos lados iguales y el tercer lado desigual, por hiprtiesis, resulta la desigualdad de los ángulos A  y D , quedando asi completamente probado que la figura ABCD es un rombo.
Ejercicio 44.— S i en un cuadrilátero las diagonales 

se cortan en parles iguales, perpendicularmente, y  
además son iguales, la íigura propuesta, es un cua
drado.

Esplicacion.—Por corlarse las diagonales en partes iguales ya queda la variabilidad de cuadriláteros, reducida á la clase de paralelógraraos; de la igualdad de los triángulos BoC  y C oV , se dedúcela igualdad de los lados B C  y C D , y por ser el cuadrilátero paralelógramo, se infiere que ios cuatro lados son iguales; de modo que la variabilidad queda mucho más reducida, pues ó ha de ser un cuadrado, ó un rombo; y como las diagonales son iguales, por hipótesis, resulta que los triángulos A B D , A C D  son iguales, y en su virtud los ángulos A y 
D , iguales debiendo ser el cuadrilátero ABCD un cuadrado.

Ejercicio 45.— S i en nn cuadrilátero las diagonales 
se cortan en partes iguales oblicuamente y  á más son 
iguales, el cuadrilátero es un rectángulo.

Esplicacion.—Por la primera condición del ejercicio, el cuadrilátero debe ser paralelógramo; por la comparación de los triángulos DoC  y CoB, resulta: D C>CB, y de la comparación de los triángulos D A U  y A C B ,  se tiene: A = B ; luego el cuadrilátero ABCD es un rectángulo.
Ejercicio 40.— S i en un cuadrilátero las diagonales 

se cortan en parles iguales oblicuamente, y a mas son 
desiguales, es un romboide la íigura propuesta.

Esplicacion.— o, primera condición del ejercicio revela que



— 36 —el cuadrilátero debe corresponder á los paraleldgramós; cortándose las diagonales oblicuamente se viene en conocimiento de que DC^(iB; y por último, de la comf>aracion délos triángulos-¿>4/? y CAB, sabiendo que las diagonales son desiguales, se deduce, por ejemplo, que A<^B; de modo que el cuadrilátero ABCD debe ser un romboide.
Ejercicio 47.— E n  un cuadrilátero los puntos me

dios de los lados forman los vértices de un paraleló- 
gramo.

Eaplicacion.—SQ&n n, m, q, p, los puntos medios de los cuatro lados del cuadrilátero ABCD\ trazando las diagonales, y uniendo entre sí los puntos medios délos lados, tendremos que np es la paralela media del triángulo A B D ; lo que según lo ya demostrado en ejercicios anteriores, hace que np sea paralela á D B  ó igual á su mitad; la recta mq se halla en las mismas condiciones, según se desprende dol triángulo BCD', luego np y mq son rectas iguales y paralelas; así, pues, el cuadrilátero pnmq debe ser un paralelógramo.
Ejercicio 48.— Las Lisectrices de los ángulos de un  

paralelógramo forman un rectángulo cuyas diagona
les son paralelas á los lados del paralelógramo ó igua
les á su diferencia.

Esplicacion.—Sean las bisectrices respectivas del paralelógramo ABCD, Am, Bp, Cn, Dq.Sabemos que A -|- DzzlSO®;. A , D luego Y  +  “2lo cual nos indica, en el triángulo A Do, que el ángulo a =  b, es recto. Del mismo modo se puede ver que los ángulos d, c, f  son rectos; luego el cuadrilátero ofcd es un rectángulo ó cuadrado.—Para determinar completamente el paraleló- gramo debemos fijarnos en la segunda parte del ejercicio. Siendo x =  x , y x = :z , resulta x’ =  z, y como Do es perpendicular á i4m, el punto o es medio de A m ;  lo mismo sucede con o! punto c respecto la recta Cn; de modo que la recta que



— 37 —une o con c, 6 sea una de las diagonales del paralelógramo 
ofcd, debe ser paralela á AB, por pasar por los puntos medios de Xm  y Cn. Una cosa parecida diríamos para probar que la segunda diagonal d/es paralela á A D; asi, pues, el ángulo que formarán las diagonales del paralelógramo ofcd será oblicuo, y , por tanto, no podrá ser: ni un cuadrado, ni un rombo, sino un romboide ó un rectángulo. La diagonaloc=An=:mC=i:GD—Din,y como raD = D A , por lo que se ha probado anteriormente, resulta: o c= C D —AD.Para la otra diagonal dfy se tiene:df — EC =  EB —BC,y como EB =  AB, por el triángulo isósceles Aß£, resulta: d f =  AB—BC;de suerte que df tiene el mismo valor de la diagonal 6c, d i- ciéndonos esto, que el paralelógramo ofcd no puede ser un romboide; luego será un rectángulo.Si el paralelógramo dado en vez de ser un romboide hubiese sido un rectángulo, entóneos, según lo dicho anteriormente, las diagonales oc y df se hubieran cortado perpendicular- mente, y como deberían ser iguales por venir representadas por la diferencia de dos lados consecutivos de! paralelógramo, habría resultado el paralelógramo ofcd un cuadrado.

Ejercido  dO.— Dos cuadriláteros convexos sonigua
les, cuando tienen un ángulo igual y sus cuatro lados 
iguales entre si y dispuestos de la misma manera.—  
Casos particulares.

Esplicacion. — Ylo general dos figuras son iguales si tienen lodos sus elementos respectivamente iguales; así, pues, en el supuesto de c n s la r  el polígono de n lados, como hay que considerar también n ángulos, resulta en totalidad, elementos; pero con tal que haya 2 n -S  elementos iguales debidamente combinados entre ángulos y lados, también resultan iguales dos polígonos.



— 38 —Así, pues, pasando al caso particular de los cuadriláteros convexos, y aplicando esta fórmula general á los cuadriláteros, tendremos: 2 X 4 — 3 =  5;de modo que basta que tengan un ángulo y cuatro lados respectivamente iguales. Ahora, si se trata del paralelógramo romboide, el paralelismo de los lados dos á dos, equivalen á dos elementos, reduciéndose los cinco elementos á tres; de modo que dos romboides que tengan dosi ados contiguos y el ángulo comprendido iguales, son iguales. Si se trata del rombo, como tiene dos lados contiguos iguales, esta condición equivale á otro elemento; así, pues, dos rombos son iguales cuando tienen un lado y ángulo respectivamente iguales. Cuando se trata del rectángulo, el ángulo recto equivale á otro elemento y por esto, para que dos rectángulos sean iguales, basta que tengan dos lados contiguos iguales; y , por fin, si el paralelógramo es un cuadrado, el ángulo recto y la igualdad de los dos lados contiguos equivalen á dos elementos, reduciéndose los tres elementos del paralelógramo á uno solo; y , por esto, dos cuadrados son iguales, con tal que tengan un lado igual.
Ejercicio 50.— Dos trapecios son iguales cuando tie

nen sus cuatro lados iguales y  dispuestos de la mis
ma manera.

Esplicacion .—Tomando los puntos medios de D C  y de; y trazando por dichos puntos rectas paralelas é los lados oblicuos de los trapecios, resultan los triángulos E F G , efg, iguales, por tener sus lados respectivamente iguales; por cuanto F G  =  fg, por representar estas rectas la diferencia délas dos bases igualesFE =  fe, por ser FE =  AD , fe =  ad y AD =  ad por hipótesis, resultando, por razones análogas: que E G = e g .Los paralelógramos AFED, y GBCE, son respectivamente iguales á nfcd, ¡j áceg, por tener dos á dos, dos lados y el ángulo comprendido respectivamente iguales; así es que déla igualdad de todas estas figuras, se deduce que los cuatro vértices del trapecio abed pueden coincidir con el trapecio



— 39 —y por lo tanto deben ser iguales, que es lo que nos habíamos propuesto demostrar.
¿ycrcícío 51.— Toda recta comprendida entre dos 

lados opuestos de un paralelógramo, pasando por el 
punto de intersección de sus diagonales ó por el 
centro del paralelógramo, 1.®: Queda dividida por es
te punto en dos partes iguales; 2.® Divide al paraleló 
gramo en dos cuadriláteros iguales.£sp/icacion.—Tracemos por el punto o, intersección de las diagonales, la recta boc; y por el mismo punto o una paralela á A C. Los triángulos Aod, aoB, son iguales, como es fácil de ver; luego ao =  od. Los triángulos aob, cod, también son iguales, por ser b = c ;  los ángulos en o también iguales, por opuestos por el vértice, y ao=od; luego co =  ob. Para probar que los cuadriláteros A  Cbc y D Bbc  son iguales, se tiene: a b =  cd, según lo que hemos probado en la primera parte, y comodD — Ca,resulta; cd dD =  ab -j- Ca,ó se a , bC — cD, Ac =  bB, A =:B ;
cb común y AC =  BD; condiciones necesarias para que dos cuadriláteros sean iguales: luego los cuadriláteros A C b c , y 
D Bbc  lo son.

^■ erc¿c¿o52.— Todo cuadrilátero es mitad del para
lelógramo que se obtiene trazando por las extremida
des de cada diagonal paralelas á la otra diagonal. De
ducir de este principio que dos cuadriláteros tienen 
la misma superficie, cuando sus diagonales son res
pectivamente iguales y  se cortan bajo el mismo án
gulo.^ 5p¿¿cacion.~Sea el cuadrilátero ABCD, y el poralelógra- mo M N P Q  que resulta de trazar por los vértices del cuadri látero rectas paralelas á las diagonales AC, DB. El paraleló- gramo queda descompuesto en cuatro paralelógramos, en que cada lado del cuadrilátero A B C D  representa la diago-



— 40 —nal de cada uno de los paraleldgramos parciales; subienda además que la diagonal de todo paralelógramo divide á éste en dos triángulos iguales, se tiene:M NPQ —AoDQ-h oGPD +  BNCo +  MBoA =  2ADo +  2DoC +  2oGB +  2o AB z= 2 (ADo +  DoC +  oCB +  oAB) 2 ABCD; lu ^ o M N PQ-----Y ^ = ^ B C X ) .Ahora, como el paralelógramo M N PQ  que resulta tiene sus dos lados contiguos iguales á las dos diagonales del cuadrilátero, y el ángulo formado por dichos dos lados resulta ser igual al formado por las dos diagonales, se infiere que para todos los cuadriláteros que tengan las mismas diagonales formando el mismo ángulo, resultará siempre el mismo para- lelógrarao envolvente; y como quiera que se haya demostrado que el cuadrilátero es mitad de ese paralelógramo, resulta que, siendo éste siempre el mismo, todos los cuadriláteros que se conciben con las condiciones anteriores, serán mitades de un mismo paralelógramo; luego han de tener la misma superficie.
Ejercicio 5 3 .— D iv id ie n d o  arb itrariam en tej pero de u n a  m ism a m a n e ra , los lados de u n  cuadrado, y  ju n tando su cesivam en te  los puntos de d iv is ió n , se form a u n  n u evo  cuadrado in scrito  en el p rim ero.¿ 'sp to cío n .—Tómense sobre los lados AB, BC, CD, DA del cuadrado, los puntos m, n, p, q, de igual manera, esto es, queAm Bn — Cp =  Dq,resultando á su vez mB =  nC =  D p = A q .De consiguiente, los triángulos rectángulos qAm, mBn, nCp, pDq, serán iguales; de modo quem qzr m n=rnp=rpq.Por ser los triángulos rectángulos qAm, mBn iguales, y los



— 41 —ángulos tt y ¿  complementarios, resultan a y 6 también complementarios; luego el ángulo c será red«', y así probaríamos que los demás ángulos son rectos, debiendo de ser, en su virtud, la figura pnmq un cuadrado.
Ejercicio 54.— Dado un paralelógramo ABGD, si 

se toma en sentido inverso sobre los lados opuestos 
A B , CDj dos longitudes A E  y  C F  arbitrarias, pero 
iguales; haciendo lo propio sobre los lados opuestos 
A D , B C , tomando en sentido inverso las longitudes 
arbitrarias DH =  B G , demostrar: 4.° Que la figura 
E G F H  es un paralelógramo inscrito eu el paraleló- 
gramo propuesto; 2.® Que el centro del paralelógramo 
propuesto es al mismo tiempo el de todos los parale- 
lógramos que se pueden inscribir.

Esplicacion .—Sean A E  y C F  las parles iguales que se toman en sentido contrario sobre los lados A 5  y C D ;  y sean DH B G , las parles también iguales lomadas en sentido contrario sobre los lados AD y CB. Los triángulos H D F y P:GB son iguales; luego H F =  EG: por razones análogas se tiene H E = F G ;  luego E H G B  es un paralelógramo.Trazando la diagonal KF, tendremos, que con la diagonal A C d el paralelógramo AB CD , resultarán los triángulos AoE, o F C , iguale^ por tener dos ángulos iguales, y A K = F C ; luego Eo=;:oF, y corno debe resultar también Aó =  oC, tendremos que el punto o es el de intersección de las dos diagonales A C  y DB. Y como la diagonal H G , ha de pasar por el punto medio de EF. por ser E B F H  un paralel<'igramo, resulta que el punto intersección de las diagonales del segundo paralelógramo es el mismo que el de las diagonales respectivas al primer paralelógramo ABCD .
Ejercicio 55.— Las dos rectas que jtmtan los pun

tos medios de los lados opuestos de un cuadrilátero se 
encuentran en el punto medio de la recta que une las 
Hátades de las diagonales de este cuadrilátero..fi'sp/ícacio/i.—Siendo b y c los puntos medios de las dia-



gonales, y a, p, d, q, los punios medios de los lados del cu adrilátero, resulta ab y cd mitades de AB y paralelas; luego abcd, es un paralelógramo, siendo sus diagonales ad y be, que deben cortarse respecLívamenle en dos parles iguales. Considerando ahora el cuadrilátero bpeq, por razones análogas á las anteriores tendremos que será un paralelógramo cuyas diagonales be y pg s© cortarán respectivamente en dos partes iguales, es decir, que la recta pq pasaré por el punto medio de be lo mismo que ad, quedando así completamente probado el ejercicio.
J^jercicio 56.— S i por u n  punto cualquiera de la 

base de un triángulo isósceles se trazan paralelas á 
los otros dos Jados, se forma un paralelógramo cuyo 
perímetro es constante.

E spU cacion .S& ^  el punto a y las paralelas ab, ac, á los lados fe y ed; luegoab -p ac =  ec -p cd =  ed.Según esto, el perímetro de aceb, serábe -j-ec -j- ca =  2 (ab -p ac) =  2ed,cantidad constante.
EjCTcicio 57.— Siendo AB C un triángulo rectángu

lo V AHDMr A C K N , los cuadrados construidos so
bre* los lados A B  y A C  del ángulo redo, si de los 
vértices 1) y B  opuestos al vértice A  se bajan per
pendiculares D F, E G  á la hipotenusa BG prolongada, 
demostrar: 1." Que la hipotenusa BC es igual á la 
suma de los perpendiculares DF, E G ; 2.® Que el trián
gulo propuesto A B C , es la suma de ios triángulos 
DFB, y  C E G .to ítca e io n .—Según se desprende de la figura, resulta que los dos triángulos r e c t á n g u l o s y M / í  son iguales por tener DB =  UA, y a = b ,  pur tener sus lados respectivamente perpo.idiculares; de la igualdad de los triángulos ante-

-  42 —



— 43 —riores, resulta D F =  B R . Y  por razones análogas á los anteriores, probaríamos que R G = G E , por ser también ios triángulos rectángulos A R C , ECG. iguales; luego DF t  E G = :B R  +  RG =  BC.Para probar la segunda parte de este ejercicio, se tiene:
DFB +  CEG=:BAR-1-RAC =  BAC.

JjJjercicio 58 .—Demostrar que en todo trapecio isós
celes los ángulos opuestos son suplementarios.

Explicación.—hos triángulos AnC y BDm son iguales, por tener An y Bm iguales y A C = B D ; luego a = b ;  pero b — c, lu e g o a = :c ; pero como a tiene por suplemento á d , resulta que c tiene también por suplemento á d.
Ejercicio 59.—E n  todo trapecio los cuatro puntos 

medios de los dos lados no paralelos y  de las dos dia
gonales, están situados sobre una misma recta para
lela á las dos bases del trapecio; la distancia de los 
puntos extremos es igual á la semi-suma de estas ba
ses; la distancia de los puntos intermedios, es igual á 
su  semi-diferencia.

E x p l i c a c i ó n . n, p, m, q, los puntos medios respecti-- vos de las dos diagonales y de los dos lados no paralelos del trapecio. Tendremos que la recia mnserá paralela k A B  é igual á su mitad, y mp seré paralela á D C  y D fí, siendo adem ás, mitad de DC; por último, mq también es paralela á AB y D C; de consiguiente, las rectas mn, mp, mq, que son todas paralelas á AB, y pasan todas por el mismo punto m , deben ser una misma recta. DC ABA sí, pues, n p = m p —mn —  ̂ >

 ̂ l  ^ i  D C -f-A Bmq =  m p - h p q = - ^ D C d - - ^ A B _ -------- •
Ejercicio 60.— Sobre un billar rectangular, averi

guar en qué dirección debe ser lanzada una bola pa
ra que vuelva al punto de partida, después de haber
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chocado sobre los cuatro lados del billar. ¿Cuál es la 
longitud total del camino recorrido por la bola?

Esplicacion.—Para el desarrollo de este ejercicio debe saberse un principio de Física, y es, que si una bola choca sobre una de las bandas del billar, al retroceder ésta, forma un ángulo con respecto á la perpendicular levantada en el punto del choque sobre la banda, igual al anterior; es decir, que si la bola sigue ántes del choque la dirección ab, después del choque seguirá la be en el supuesto de ser los ángulos m y n iguales.A sí, pues, supongamos en la figura 2.« que a es la posición primitiva de la bola. Trazaremos desde a la perpendicular á 
nm, tomando ao =  oi; luégo, desde ¿una perpendicular á np tomando io'=:o'g; después, desde g, trazaremos una perpendicular á pq, lomando go'' =  o"e; y por último, desde e otra perpendicular á mq lomando o'"c =  o"'e; uniendo ahora c con a , el punto 6 intersección de la recta ac con mq indicará la dirección ab que debe seguir la bola, para que, después que haya chocado en b, rf, f , h, pase otra vez por el mismo punto a.Después de la dirección ab seguirá la bola, la dirección bd, porque los dos triángulos rectángulos bo"'e y bo"'c son iguales por tener dos catetos iguales; luego 2 =  3, pero 2 =  1, de donde i = 3 ;  y como siendo estos ángulos iguales, también lo serán sus complementarios 4 y 5 , resulta que bd es 1» nueva dirección de la bola según las leyes de Física que hemos indicado anteriormente. Razones semejantes á las que preceden, demuestran el por qué de las nuevas direcciones df, fh, ha. Por último, la recta ac es igual al camino recorrido por la bola después de haber dado, podríamos decir, una vuelta completa. Porque, en virtud de los triángulos rectángulos iguales que se forman en la figura, resulta:ac =  ab -j-bc =  ab-)“ be =  ab-|- bd d g = a b -|-b d -f-d f-j-fg ~  =  ab -f-bd -j-df-j-fh  h¡ = a b -j-b d  -h df-|-fh -j- ha.

Ejercido  61.— Siendo A B C D  un paralelógramo, E  
y  .^'los puntos medios de los lados opuestos y
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las rectas B F  y  DE dividen la diagonal A G  en tres 
partes iguales.

Esplicacíon —Sean JF y F  los puntos medios de D C  y Ali. El cuadrilátero EBFD  será parolelógramo, por tener D F y EB paralelos é iguales; luego DE y F B  son paralelas, resultando 5 =  4; y como 1 = 2  y AD = B C ,resultan los triángulos oCB y ADp iguales, de dondeAp =  oC.Trazando por K una paralela á A C ,  se obtienen los dos triángulos ApE  y ErD  iguales, como es fácil de ver, y como E r = p o , se tiene Ap =  po, y habiendo demostrado anteriormente que Ap =  oC, resulta, por fin,Ap =  po =  oC.
Ejercicio 62.— Si por el vértice A  de un paraleló- 

gramo A B C D , se traza una recta cualquiera A X , pro
bar que la distancia del vértice G  á la recta A X  es 
igual á la suma ó á la diferencia de las distancias de 
los vértices B y  D á la misma recta, según que A X  
sea esterior ó no al paralelógramo.

Esplicacion.—Trazando desde D, B y 6’ perpendiculares Dr, Bs, Ct, á la recta A X , y luégo desde B la perpendicular 
Bp á Ct, resultan los dos triángulos iguales AD r  y Clip‘, luego Dr =  Cp. Asi, pues,Ct =  Cp-j-pt =  Dr-hpt, y como p t = B s , se deduce que Ct =  Ur4- Bs.Si la recta A X  tiene la dirección que vá indicada en la figura 2.®, trazando por D y C las perpendiculares Di, B r  y C.-ì á la recta A X , y luògo porci vórtice B una paralela á A X  hasta encontrar á Cs, tendremos los dos triángulos rectángulos iguales, A D l, BCs; que darán Dl =  Cs. A si, pues,Cp =  C s — p s = D t  —ps; pero como ps =  rB, resulta:



— 46 —C p rr Dt — rp.
Fiercicio 63.—Siendo D , E ,  F  respectivamente los

puntos medios de los lados AB, B C , C A , ^L i o  A B C, si se traza D G  p aralela  a la  m ed ian a BK L t a  el en cu en tro  d e l a  recta_ E F  m ostrar que los tres lados d el tr ia n g u lo  D G C  son res pectivar^ente ig u ale s á las tres m edianas del trian gu lo
‘VBC' Kíp/ícacion.-Sean D, E , F , los puntos medios de los lados AR AC GB- Y sea DG la paralela á la mediana B F  proiongada'ha’stae’nLntrar la prolongación de f  
loT  ser la recia E F  paralela á A B , el cuadrilátero D B F G  será un paralelógramo, resultando B D — F G ; del para.elógra- mo D B E F , resulta: D B := E F ;de donde E F  =  G F . y como AF =  F C , se infiere que e_^cue- drilélero A E C G e s  un paralelógramo y en su virtud G C ._  ._ E n  cuanto á los otros dos lados del triangulo, se demues tra fácilmente ser iguales á las otras dos medianas, pues DG =  B F por lados opuestos dcl paralelógramo D B F G ,  y DO es igual á la otra mediana, por ser ella misma.

m rcic io  G 4 . — Descomponiendo un triángulo cual- 
(miera en un trapecio y  otro triángulo por medio de 
una paralela á uno de los lados de aquél, y  con la pre
cisa condición de pasar esta paralela por los puntos 
medios de los otros dos lados del triángulo, el 
que resulta equivale á tres veces el triangulo com -^ A L f e i L L - S e a  mn la paralela media. Trazando por m y Tas paralelas à los lados B C  y AB estas P - ^ l a s  deberán encontrarse en un m.smo punto °nunlo medio, por lo que se ha dicho en ejercicios anteriore^Asi pues tendremos cuatro triángulos Iguales, porque mn —A p L p T ’y los ángulos adyacentes á estos lados sen respec-livamenle iguales, luego:AmnC =  Amp +  pmn +  npC =  dmpn.
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2 .“ S E C C I O N .

Combinaciones de arcos y cuerdas.

Ejercicio 65.— ¿Cuál es el lugar geométrico ele los 
puntos situados á una distancia determinada de una 
circunferencia dada?

Esplicacion .—Sea ao un radio de la circunferencia o. Tómese ab en su prolongación, siendo ab la cantidad determinada, y tendremos en b un punto del lugar geométrico; procediendo de un modo análogo con el radio oc, resulta en dun nuevo punto del lugar geométrico, y como oa -f- ob=roc -j-cd, se tiene que el lugar geométrico pedido no es más que una circunferencia concéntrica é la dada, cuyo radio es ob.
Ejercido  66.— Si una recta de longitud constante 

se conserva paralela á ella misma, mientras uno de 
sus eslremos recorre los diferentes puntos de una cir
cunferencia dada; cuál es el lugar geométrico del otro 
estremo.

Esplicacion .—Sea ab la posición primera de la recta de longitud constante; trazando por o una recia oo' paralelad 
ab é igual en longitud, resultará el cuadrilátero aoo'b que tendrá que ser un paralelógrorao, y en su virtud bo'— ao. Si lomamos uno nueva posición de recta ab, tal como cd, por razones semejantes á las anteriores, se tendrá co=-do', y osí siguiendo. Ahora bien, como ao =  c o = ........  por radios de unamisma circunferencia, resulta: bo'— do'-= .̂.......  De modo queel lugar geométrico pedido es una circunferencia igual á la primera, cuyo centro se determina trazando p<)r el centro de la o una recta paralela é igual en magnitud á la recta duda.

Ejercido  67.— Dada una circunferencia y un pun
to yl, tomado en su plano, se pide el lugar de los



j)imtos medios de las rectas que unen el punto A  á 
los diversos puntos de la circunferencia propuesta.

Esplicacton.—Sea la recta An y el punto m medio de n A , y 
o' el punto medio de oA; asi, pues, resulta ser mo' la paralela media del triángulo noA; luego mo' es mitad de no. Trazando la nueva recta An' y uniendo m', punto medio de con 
o' tendremos; m'o' una mitad de n'o; pero como noz=.río—.. . .  dedúcese que m o '~  m 'o '~ .......... de donde se infiere que el lugar pedido es una circunferencia de radio mitad de la dada y cuyo centro se halla en el punto medio que resulta de unir o con A .

Ejercicio 68.— ¿Cuál es el lugar geométrico de los 
vértices de varios triángulos que descansan sobre una 
base fija B C  y  en los que la mediana que sale del 
vértice B ,  tiene una longitud dada?

EapUcacion.— Q̂Qi B C  la base y lim la longitud de la mediana que sale de B .  Trazando una circunferencia cuyo radio sea /?m, se tendrá el lugar geométrico de ios estremos de la mediana que pasa por B .  Tomando una posición de recta cualquiera tal com opC y volviendo á tomar p C '~ p C , de- lorminaremos el punto C  que será un vértice, ó sea un punto del lugar geométrico queso busca; Siguiendo así el movimiento. llegarémos á la posición N C ,  en cuya posición si tomamos N C = N P ,  tendremos otro punto del lugar geométrico. El lugar geométrico que se busca, según la relación que guarda este ejercicio con el anterior, debe ser una circunferencia de radio doble de la anterior, lo que se puede también probar inmediatamente por medio de la figura, pues como ha de ser C m = :m n , N C = N P  rasu]la: n P = C P  — Cnz=2(N P — flm) = 2 ( N C  — C m )= 2  Nm; luego llamando D  y d los diámetros respe-'.tivos n P , y Nm  se tiene; D  — 2d.

. Ejercicio 69.— Dadas la base de un triángulo y  la 
diferencia de los otros dos lados, hallar el lugar de 
ios piés de las perpendiculares bajadas de las estre- 
midades de la base sobre la bisectriz del ángulo del 
vértice. Resolver la misma cuestión, reemplazando
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la diferencia de los dos lados por la suma de los mis
mos, y  la bisectriz del ángulo del vértice por la de 
su suplemento.

Esplicacion.~{ñQ. 1.“) Sea Bm la diferencia de los dos lados; trazando una circunferencia de radio Bin, tendremos el lugar de los puntos correspondientes a lá diferencia de los dos lados del triángulo. Sise traza porA una recta, tal como 
A C , tomando su punto medio n tendremos el pié de la bisectriz del ángulo opuesto, puesto que levantando por n una perpendicular á A C  y luégo por B la recta BChasta en P ,  el triángulo tiene los dos lados PB y A P  cuya diferencia es la cantidad CB  dado, la recta Pn es la bisectriz del ángulo 
P  y  la recta An  es la*perpendicular á dicha bisectriz, de modo que el punto n ha de ser del lugar geométrico pedido; y como lo que se ha dicho de la recta A C  puede decirse de toda otra que saliendo del punto A fuese á terminar en la circunferencia m Cx, resulta que el conjunto de todos los puntos medios de esas rectas nos dará el lugar pedido, y esto, conforme con lo dicho en ejercicios anteriores, se vé que será una circunferencia de radio mitad de la dada m Cx  y cuyo centro se hallará á la mitad de la recta AB.Para la segunda parte supondremos la figura 2A  en que ylC es la base del triángulo, siendo CB igual á la suma de los otros dos lados. Trazando una circunferencia con el radio 
C B , tendremos el lugar de los puntos que distan de C una cantidad igual á la suma de los otros dos lados; tómese luégo una recta A D , y su punto medio B ,  y por este punto trácese una perpendicular á AD , hasta encontrar á la recta que resulta de unir el punto C con D. El triángulo A F C  será uno de tantos que se pueden considerar sobre la base AC, en que 
A F -\-F C  sea igual á CB, siendo E F  la bisectriz del ángulo esterno y A E  la perpendicular, á la bisectriz, que sale del estremo A  de la base; luego el punto E , es un punto del lugar geométrico que se busca, y como lo que se ha dicho de este punto se podria decir de otro, resulta que, para hallar ese lugar geométrico, basta trazar diferentes rectas que saliendo de 
A terminen en la circunferencia BD m , lomando luégo los puntos medios de estas rectas, lo que, conforme con lo que4
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Ejercicio 70.— Si se divide la cuerda de un arco de 

circunferencia en tres partes iguales, los radios que 
pasan por los puntos de división, dividen el arco en 
tres partes, resultando las dos de los estrenaos igua
les, y  ambas menores que la parte intermedia.

Esplicacion.— Los triángulos abo, cod son iguales porque ao=:orf, además o6 y oc iguales por oblicuas equidistantes de la perpendicular af, y, a b ~ c d  por hipótesis; luego el ángulo aob=:cod ó sea, ag — hd. Trazando por el punto b una paralela bp á la recta ao, resulta el triángulo hop, en que b es
1un ángulo igual é / y además la bp mitad de ao, y o p =  —ocpor ser la recta hp la paralela media del triángulo aoc, y como o o > o c , resulta 6 p > o p , de donde bop'^ohp; y comooép es igual á ao6, se deduce bop'^aob; pQTo siendo los arcos 

ag y gh las medidas de los ángulos hop y aob, se tiene por fin y ^®™tiien ¿rA >  hd.
Ejercicio 71.— Si por un punto A  esterior á una 

circunferencia o se traza una secante ACD y  cuya 
parte esterior ^6* sea igual al radio, y  luégo se traza 
por el mismo punto la secante que pasa por el cen
tro: Demostrar que el ángulo CoA es el tercio del án
gulo B oB .

Esplicacion.—Como sea/IC  igual al radio, uniendo C  con o tendremos el triángulo isósceles A C o , qne dá CAo =  AoC: El ángulo D C o , considerado como esterno del triángulo A Co, nos dará:D C o = C A o -j-A o C  =  2 CAo, y como el triángulo CT)o es también isósceles, resulta:C D o = D C o  =  2CAo.De modo que el ángulo DoB, considerado como esterno ‘ara- bien del triángulo DAo, nos dará:
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Ejercicio 72.— Dada una circunferencia y  un pun
to en su plano, determinar cuál es la cuerda más cor
ta que puede trazarse por este punto en la circunfe- 
renciá.

Esplieacion. — SeSí\& circunferencia o y el punto P; para ello trazaremos el diámetro que pasa por P, y luágo una perpendicular á dicho diámetro, tal como A B , y ésta será la cuerda más corla que pasa por el puntó P, por ser la cuerda que pasando por el punto P  dista más del centro de la circunferencia.
Ejercicio 73.— Dada una circunferencia y  un pun

to en su plano, determinar la posición de recta tal 
que dé la mayor y  menor de las muchas secantes que 
se pueden concehir pasando por dicho punto.

Esplicacion .—Sea la circunferencia o y el punto P ;  trazando la recta Po tendremos que mP será la menor, nP la mayor, pues para probar esto bastará tomar una segunda posición de secante, tal como PQ, y hacer ver q u e S P > P m , así como QP<CPn. Unamos Scon o, y tendremos: oP<^oS-l“ S P , ó sea, om -j-m P <oS-f-SP , y comooSrrOra resulta, S P > m P .Uniendo ahora o con Q, resulta: Q P < Q o + o P , y como Q o=on se tiene Q P < n o + o P , ó sea, Q P < P n ; quedando de este modo probado el ejercicio, porque lo que se dedujo de la secante PQ, .se deduciria de otra cualquiera distinta de PQ.
Ejercido  74.— Si dos cuerdas iguales se cortan al 

interior de una circunferencia, los segmentos deter
minados sobre estas dos cuerdas por su punto de en
cuentro son respectivamente iguales.
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Explicación .—Uniendo a con d, y c con b, resultan dos triángulos adb, cdb, iguales, porque tienen db común, los lados ab y cd Iguales por hipótesis, y dab=:dcb; resultando de la igualdad de estos dos triángulos odb=obd, luego od=rob; además, como dc—ab, restando estas dos últimas igualdades, se tiene, de—o d = a b —ob; ó sea oc=:oa.
Ejercicio 75.— La mayor y  la menor de la rectas que 

pueden trazarse entre dos circunferencias, pasan por 
los centros de dichas circunferencias.

Explicación .—Según se desprende de la figura, en el su puesto de ser ab un recta cualquiera, resulta:ab<bo-[-o04-Oa;luego, ab < D CPor otra parte, a b > O b ~ O a; y como O b > O o —ob sustituyendo el valor de Ob en la desigualdad anterior, con mucha más razón tendremos: a b > O o  — ob — Oa, ó sea,8b>-Oo — oB — O A ; simplificando, ab>» BA.Luego CD es el máximo y AB es el mínimo.
Ejercicio 76. —Si dos cuerdas Á B  y  C'i>se cortan 

en un círculo, la suma AC-\rBD  de los arcos que 
ellos interceptan es igual á la suma de los arcos inter
ceptados por los dos diámetros paralelos á estas 
cuerdas.

Explicación .—Siendo los diámetros pq y nm paralelos á las cuerdas AB y C D , resulta que BoDz=qo'm; peroB o D =  (BD+CA)iy qo'm =  qm; de donde — (BD-}-CA) =  qmÓ sea BD -f-CA =  2 qmzrrqm-f-np.
Ejercicio 77.— Dado un círculo, averiguar cuántos



círculos del mismo radio se necesitan para envolver 
al primero.

Explicación .—Tomando en o un ángulo de 60 grados en una circunferencia de radio obz=2ao =  2r, resulta o b ~ o f =  bf, por ser bf un lado de exágono inscrito á la circunferencia xz; luego el triángulo bof es equilátero, y la perpendicular od divide la base bf en dos parles iguales; y como ob =  2r, siendo ob =  bf resulta b d = r r y d f= r , valores de los radios de las nuevas circunferencias que han de envolver á la primera: de modo que necesitamos seis circunferencias para resolver el ejercicio, cuyos centros se hallaran situados en los vér tices del exágono inscrito al círculo xz.
Jüjercicio 78.— De todas las secantes que pasan por 

uno délos puntos de intersección de dos circunferen
cias dadas, determinar cuál es la mayor de todas ellas.

Esplicacion .—Si suponemos una posición de secante cualquiera, tal como .<42?, las perpendiculares op y o'q trazadas á la recia A B , desde los centros, dan;
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p O = - ^ A C , Cg =  L c B .sumando
pC +  C q = i ( A C + C B )  =  l A B ;y como o’g se supone paralela á A B , resulta;pG4-Cq =  o'g;luego o'g =  — AB.Ahora, como el máximo deo'^ es oo', de este máximo se deduce el correspondiente para A B . Así, pues, cuando la secante sea paralela á oo' tendremos el máximo pedido.

Ejercido  79.— ¿Cuál es el lugar de los puntos me
dios de las cuerdas de una circunferencia, que tienen 
una longitud dada?
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Esplicacion ,—Sean ab y cd dos cuerdas iguales; los triángulos aob, cod, serán iguales y, en su virtud, las alturas on y om también, resultando que los puntos n, m ,... .  que son lospuntos medios de las cuerdas ab, cd .......serán puntos de unacircunferencia concéntrica á la dada, cuyo radio vendrá medido por la recta on.
Ejercicio 80.— Siendo un diámetro fijo de un

círculo y  C D  una cuerda paralela á este diámetro, si 
se trazan las rectas C B  y  D A  que se cortan en M , así 
como A C  y  B D  que se cortan en N , hallar el lugar 
de los puntos M  y  cuando la cuerda CD  se mueve 
paralelamente á sí misma.£'s/)¿{cac¿on.—Siendo CD paralela á AB resulta CA  =  DB, los ángulos C y D iguales; luego el triángulo NCD, es isósceles. La altura Np corta á CD en dos partes iguales, debiendo pasar dicha perpendicular por el puntora, pues uniendo el punto medio de CD con el punto medio r, de AB, resulta la misma recta Np prolongada, por cuanto Np es la perpendicular media é la cuerda CD, que debe pasar por el centro; uniendo ahora A, D, y C , fi, tendremos que C D A = D C B  por ser AC =  DB; luego el triángulo CmD es isósceles, debiendo corresponder el punto 7n á la perpendicular media, ó sea á la prolongación de la roela N p. De modo que todos los puntos que obtendremos, moviendo la cuerda CD paralelamente á AB, conforme á las condiciones antedichas, serán puntos de la perpendicular media N p, ó sea de la recta, que pasa por el centro de la circunferencia perpendicular á AB, siendo ésta, por consiguiente el lugar geométrico pedido.

Ejercido  81.—¿Cuál es ei lugar geométrico de los 
centros de las circunferencias del mismo radio que 
dividen una circunferencia dada en dos partes igua—

£ ’5ph'cacíon.—Sea la circunferencia o; trácese el diámetro AB, y luégo por el centro o una perpendicular, os, al diámetro AB;Si con el radio de las circunferencias iguales se corta des-



de el punto B à i a  recia os en el punto p, tendremos que pB y pA serán iguales, y la circunferencia de radio pB dividirá á la o en dos parles iguales. Si sobre otro diámetro A'B' se pro* cede de un modo análogo al anterior, determinaremos un nuevo punto p' del lugar geométrico pedido, y como lo mismo se diría de otros puntos p" p'", debiendo serlas rectas op =  o p '=  op", resulta que el lugar pedido será una circunferencia trazada con el radio op.
Ejercicio 82.— ¿Cuál es el lugar geométrico de los 

centros de circunferencias del mismo radio que cor
tan bajo un ángulo dado á una circunferencia conocida*?

Esplicacion .—Sea AoB el ángulo dado, bajo el cual las circunferencias de un radio igual deben corlar á la circunferencia o. En este caso, trazaremos la perpendicular medíaos, á la cuerda AB, tomando desde B hasta P el radio de las circunferencias iguales, y como PB==PA, tendremos que P será un punto del lugar geométrico; lomando luégo una nueva cuerda A 'B '= A B  y A'P' =  A P , resultará ser P' un nuevo punto del lugar geométrico pedido; y como los triángulos AoP y A'oP son iguales, resulta o P = o P ', lo cual podríamos hacer exten-> sivo á otros puntos, do suerte que el lugar geométrico pedido será una circunferencia de radio oP.
Ejercicio  83.— Siendo A , B , C , tres puntos cuales

quiera de una circunferencia, I) el punto medio del 
arco A B , y  E e l  punto medio del arco A C , trazando la 
recta DE que corta respectivamente á las cuerdas AB  
y  AG en F  y  G : Demostrar que A F = = A G .

Esplicacion.—E.\ ángulo en F  es;
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A F E  =  ~ ( A E - h B 0 ) ,y el ángulo en G  es;
pero como A G D = y ( A D  +  EC);

A D = :ÍU ) 'j A E  =  EC,



— 56 —resulta: A F E = A G D ,y en su virtud el triángulo A P G  isósceles, de donde
A F = A G .

Ejercicio 84.— Siendo A  un punto cualquiera de 
un diámetro, B  la estremidad del radio perpendicu
lar á este diámetro, si trazamos B Á  que corta al cír
culo en un punto 7?, y  después la tangente en este 
punto que corta en C  al diámetro prolongado: De
mostrar que CA  =  Cj).

Esplicacion .—El ángulo
el ángulo B A D = — (B D  +  np),

*^PS=-|-Cnp+n8),y como B n = :B Dresulta: BAD zrzCpB<5 sea, C A p = C p A .De modo que el triángulo CAp  es isósceles, y en su, consecuencia C A = C p .

Ejercicio 85.— Sean A B C , A 'B 'C  seis puntos to
mados sobre una circunferencia de tal manera que 
A B  sea paralela á Á'B' y  A C  á A 'C '; demostrar que 
B Q  y  CB' también son paralelas.

Esplicacion. SíendoAC y A'C'paralelas, es necesario, para que también lo sean B C  y B'C, que se verifique la siguiente igualdad: Á'C’B  =  ACB'.Para ello tenemos
A C B '^ 1 ( A B + B B ') ;



57 —A 'C 'B = -Í-( A B + A A ') j y como A A '= B Bpor ser arcos de una misma circunferencia comprendidos entre rectas paralelas, resulta:
A 'C 'B = A C B '.

Ejercicio 86.— Las bisectrices de los ángulos inte- 
leriores de un cuadrilátero, forman otro cuadrilátero 
inscriptible en una circunferencia.S s p to c ío n .—Sean A b , Bb, nü, aC, las bisectrices de los cuatro ángulos A j B, C , D. Se sabe que,A + B  +  C +  D =  4 r ,de donde A + l + ^ + l = 2 r . = : 1 8 0 “ (1)2 ^ 2  ^  2 ^  2 ^Ahora, en el triángulo CDa, resulta:1 8 0 " - ( ^  +  § ) = a ;y en el triángulo ABb;
Sumando estas dos igualdades, y recordando la igualdad (1), se obtiene, 80* + t 80" - ( A + | + £ + ^ ) = 180* =  a + b .De consiguiente, el cuadrilátero ambn es inscriptible, porque los ángulos opuestos del mismo son suplementarios.

Ejercicio 87.— Si por uno délos puntos de inter-  ̂
sección de dos circunferencias se traza un diámetro 
en cada círculo, la recta que junta las estremidades
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de los dos diámetros, pasa por el segundo punto de 
intersección de las dos circunferencias.

Bsplicacion.—SQ^n ab, ac, los dos diámetros; uniendo n con a y 6 resulta un triángulo rectángulo, y en su virtud el ángulo anb recto; por razones análogas se tiene que la recta 
nc también ha de formar con an ángulo recto; de consiguiente, los dos ángulos anb y anc son adyacentes, debiendo estar los dos lados hn y nc en línea recta, que es lo que nos habíamos propuesto probar.

Ejercicio 88.— Si por el punto de contacto de dos 
circunferencias tangentes setrazan dos secantes cua
lesquiera, las rectas que juntan sus estremidades son 
paralelas.

Bsplícacion.—Tenemos N M b'— bMP, y como por ser ángulos semi-inscríplos abrazan respeclivumenlo los arcos bM y M b', estos arcos comprenden la misma cantidad angular, de donde se infiere *

Ma'b' =  Mabpor ángulos inscriptos que comprenden la misma cantidad angular; y como estos ángulos son los alternos internos de de las rectas ab y a'b' cortadas por la secante a'a, siendo dichos ángulos iguales, las rectas ab y a'b' son paralelas.
Ejercicio 89.— Si por uno de los puntos de inter

sección de dos circunferencias se trazan dos secantes 
cualesquiera, las rectas que juntan las estremidades 
de estas dos rectas forman un ángulo constante.

Esplicaeion.—Considerando el triángulo A Q b, se tiene:
el ángulo Q b N = — Na; 

¿»



—  59 —luego QAN +  QbN =  -^ (A N 4 -A B  +  Na}.Considerando ahora el triángulo P C c , se tieneP C N = 4 - ( B A  +  A N );
¿áPcC =  YluegoPCN +  PcC — 4 -(A B + A N  +  N c + c a ) = i ( A B  +  AN +  NaJ.Siendo la suma de estos dos ángulos igual á la suma anteriormente hallada, y siendo P  y ^ los suplementos-de estas sumas, resulta P  =  Q, con lo cual queda probado el ejercicio.

Ejercicio 90.— Las bisectrices de los ángulos forma
dos por los lados opuestos de un cuadrilátero inscrito, 
se cortan en ángulo recto.

hspUcacion.—Sean R P  y QP  las bisectrices respectivas, y a , b, c, d, los arcos de la circunferencia interceptados por los cuatro lados del cuadrilátero. Así, pues, según los ángulos estemos que se forman en Q y i?, si llamamos C y x  las mitades de dichos ángulos, tendremos:C  = a — b d — c
E l ángulo R nA =  180®RAnluego

(RAn -j- C) (1); pero b -p c
R A n - f-C = b-f-c a — b 2b-p2c-f-a — b b -f-a ^ 2 c2 4 4 4Podemos determinar un segundo valor de este segundo miembro, sabiendo que



— 60 —a +  b +  c +  d — 360® ó sea, b -|-a 4 -2 c  =  360®4-c de donde, b + a - | - 2 e  . c — d:00Así, pues,R An +  C = - + i Í ^ =90® c —-d4‘ ' 4Sustituyendo este valor en (1), tendremos:RnA ==  180“ — ̂ 9 0 ® + -^ -^ ^  — 90“ + — 90® +  X .Ahora, como RnA  es el ángulo esterno del triángulo n P Q , se tiene: R nA =  nPQ-|-'x;sustituyendo en vez de RnA  el valor anteriormente hallado, se deduce: 90“ +  x =  nPQ +  xde donde nPQ =  90®;que es lo que nos habíamos propuesto probar.
Ejercicio 9 l .— Las alturas A A ', B B \ C C ,  de un 

triángulo cualquiera A B C , son las bisectrices de los 
ángulos del triángulo A 'B 'C .

Esplieacion .—Si se traza una semi-circunferencia tomando A C  por diámetro, tendrá que pasar por A.' y C'; lo mismo sucede respeto los lados B C  y A B . De esto se infiere que 
CC'A’ -= C A A 'y  poréngulos inscritos que comprenden el mismo arco A'C\ y por razones análogas se tiene;C A A '= B 'B A '= B 'B C , y Ii'BC =  B'C'C.De esta serie de igualdades se infiere C C 'A '=:B 'C'C .A s í, pues, la recta C C 'e s  la bisectriz del ángulo B'G'A'.% « . r\ é .  é - . .De un modo parecido probaríamos que lili' y AA' son las bi spectivas de los ángulos A'B'C  y li'A 'C .sectrices respectivas
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Ejercicio 92.— Siendo A B C  un triángulo inscrito en 

una circunferencia, si se junta el centro o con el pun
to medio del arco B C ^  se traza luégo la recta A D ;  
demostrar que el ángulo A Do es mitad de la diferen
cia de los ángulos B  y  C.

EspUcacion.—'Qe la figura resulta,B = :-^ A p C ,C =  Í A B ;
luego y como resulta:

(1) B +  C = -^ (A p C  +  A B ) = l B p C ;
A B ’\ - A p = p C f(2) - B p C  =  BAp.Del triángulo AoD  se deduce, para el ángulo esterno Aop, el valor siguiente: 2ADo =  Aop =  poB — AoB; y como el ángulo poB  viene medido por los arcos.
AIÍA--^P — ̂ ^P*y como la suma de estos arcos hemos hallado anteriormente ser igual á B -h  C , según se desprende de las igualdades (1) y (2), observando además que el ángulo AoB viene medido por

P C  se tiene:
de donde 2ADo =  B +  C - 2 G  =  B — C, B — C.ADo 2

Ejercicio 93.— Dadas dos circunferencias o y  o 'y  
un ángulo X A Y ^  situado en su plano, el lado A X  
corta á la circunferencia o en los puntos y  6', y  á la 
circunferencia o en los puntos B' y  C ;  el lado A Y
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corta á la circunferencia o' en i í  y  y  á la circunfe
rencia o en y  E '. Demostrar que las cuerdas 
C E , B 'B \ C E ,  indefinidamente prolongadas forman 
un cuadrilátero inscriptilile.

Esplieacion .—Los triángulos B E N y  B M C  son equiángulos, porque el ánguloB C 'M = i( r o -i-n ) ;
y el ángulo E 'D 'B '= :N D 'E “ — (m-l-n):luego B C M = N D 'E .Ahora, el ángulo C'BM  (m'-{-n’)
y DEC =  N ED' =  - -  (m'4- n'):luego C 'B M = N E D \y siendo dos ángulos iguales délos dos triángulos JVD’E y 
C'BM , el tercero también lo será por suplemento de ángulos iguales, de modo que tendremos

D’N E = C M B ,y como P E R  es suplemento de D'NE, se tiene que en el cuadrilátero P N R M , los ángulos opuestos N  y  M  sop suplementarios; luego el cuadrilátero P N R M ,  es inscriptible, que es lo que nos habíamos propuesto demostrar.
Ejercicio 94.— Siendo o el punto de concurso de 

las alturas de un triángulo A B C , y  el punto donde 
la altura A B  encuentra á la circunferencia circuns
crita al triángulo, se tiene:

o B  =  B G .
Esplicacion.— \̂ el triángulo CoG es isósceles, se tendrá oD =  /)G, porque CD es perpendicular á A G . Para ser isósceles, se necesita que CoG =  CGo; pero C o G = :A B C , porte-



ner sus lados respectivamente perpendiculares, y como ABC =  A GC =  CGo, por ser ángulos inscriptos que abrazan el mismo arco, resulta en su virtud:
CoG =  CGo:
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luego oD =  DG.

Ejercido  95.— Si por el punto A  mitad de un arco 
B A C  de una circunferencia se trazan dos cuerdas 
cualesquiera A D  y  A E  que corten en en í? á la 
cuerda B C ; el cuadrilátero D F G E  así formado es ins- 
criptíble.

Eaplicación.—Para probar este ejercicio, basta demostrar que el ángulo F. es suplemento de E ;F = r 4 - p n E C + B A ) ;
E = -(D B + B A ),•y como =  ACresuUa:F -f-E  =  y  (DnEC-f-BA +  B A - | - D B ) = i  (DnEC +  AC-|- +  AB +  DB) — 180";luego F  j  E  son suplementarios, y en su virtud el cuadrilátero D F G E  inscriptible.

Ejercicio 96.— SiendoyA^/*un cuadrilátero inscrip- 
tibie: si se traza una circunferencia pasando por g y  h; 
una segunda por li y  y ;  una tercera por j) y  f ;  y  una 
cuarta por f  y  g ;  estas cuatro circunferencias se cor
tarán sucesivamente en cuatro puntos a. h, c, d, di
ferentes de los puntos g , h , f .  Demostrar que el 
cuadrilátero ahcd es también inscriptible.

Eaplicacion.—El ángulo gfd  y ^ad son iguales, por inscritos en la circunferencia o' y abrazar el mismo arco.



— 64 —Los ángulos gks y bag también son iguales por ser el uno ángulo inscripto y el otro ex-inscripto en la circunferencia 
o", que comprenden el mismo arco; por razones análogas á las anteriores se hallaque en la circunferencia o"', tcb— akp. Así, pues, tendremos:

g fd = g a d ; dfp=zícd; gks =  bag; icb =  shp;sumando respectivamente estas cuatro igualdades, resulta; gfp -j- ghp =  dab +  dcb;y como gfp-\-ghp es igual á dos rectos, por ser el cuadrilátero ghpf inscrito; d a b ^ d c b  también valdrá dos rectos, lo que equivale á decir que son suplementarios; así, pues, el cuadrilátero abcd, será inscriptible, que es lo que queríamos demostrar.
Ejercicio 97.— Si en nn cuadrilátero Á B C E  se pro

logan los lados A B  y  C D  hasta su punto de encuen
tro en E ;  y  luégo se hace lo mismo con los otros dos 
lados A B  y  B C  hasta su punto de encuentro en se 
forma una figura, que se llama cuadrilátero comple
to, que contiene cuatro triángulos, ABF^ AD E^ B C E , 
D C F :  Demostrar: 1.« Que las circunferencias cir
cunscritas á estos cuatro triángulos pasan por un mis
mo punto; 2.® Que este punto y  los centros de las 
cuatro circunferencias están situados en una nueva 
circunferencia.

EspUcacion.—S\Qnáo<x el punto de intersección de las circunferencias 7, y 4; para que la circunferencia que pasa por el triángulo pase p oraes preciso que uniendoacon A yresulta un cuadriláteroaABi^inscriptibie á la circunferencia 3, y para ello basta que el ángulo A <xF, sea suplemento de B .De la figura se deduce:A a F = ;A a D - l - D o :F ;  pero A a D = r A E D
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y como

DcxF =  y  (DG +  CF); 
Y  (DC +  CF)representa la medida del ángulo ex-inscrito D Clf, resulta;

luego D c x F = D C B ;A a F  =  AED  +  DCBr=({-y como t}' y B son suplementarios se deduce que el ángulo 
A  <xF Y el ángulo B opuestos del cuadrilátero A son suplementarios, manifestándonos esto que la circunferencia 3 debe pasar por el punto a .Probemos ahora como la circunferencia 2  pasa también por el punto a .  Uniendo a  con E  y C tendremos un nuevo cuadrilátero, el cual nos dá:
pero Ecr.C =  D (xC -j- D onE, D a C r r D F Cy E  a  D (DnA +  ApE) =  ángulo ex-inscripto DAB,luego E a C = D F C  +  DAB =  ó:resulta, pues, la misma conclusión del caso anterior, luego la circunferencia 2 , también pasará por el punto a .Demostremos ahora como una misma circunferencia pasa por el punto a  y por los cuatro centros de las circunferencias
1 , 2 ,  3 , 4 .Trazando las líneas de los centros tendremos que el ángulo 2 , 3, 4 , (designando los centros de las circunferencias por los mismos números que representan ástas) es suplemento de 
F  (xB porla relación de perpendicularidad que existe entre las líneas de los centros y las cuerdas comunes; por razones análogas resulta que el ángulo 2 , 1 , 4 , debe ser igual k E  cxD] luego si F ctB  =  E<xD (1) los ángulos 2 , 3 , 4 , y 2 ,1 ,4  serán suplementarios y una circunferencia pasará por los puntos 

S, 3 ,  4 . 5



—  66 —Para demostrar la igualdad (1) se tiene que el ánguloE (X D = ^  (EpA4" AnD) =  ángulo ex-inscripto DAB,pero DAB ó F A B = :F < x B  por ángulos inscriptos en la circunferencia 3  que abrazan el mismo arco; luego E  <x.D — F caB,Por último, para probar que la circunferencia que pasa por los cuatro puntos 1, 2 , 3 , 4 , pasa p o ra , trazaremos el cuadrilátero que pasa por 1, a , 3, 2 , y bastará demostrar que el ángulo 1, a , 5, es suplemento de 1, 2 , 3, pues de este modo sabremos que por los cuatro puntos pasa una circunferencia, teniendo que ser la misma que pasaba por 1, 2y 3 , 4 , puesto que la nueva que se considera pasa por tres puntos 7, 2 , 3, de la anterior.Para probar que el ángulo 1, a ,  3, es suplemento de 2, 2 , 3, consideraremos los dos triángulos a ,  7, r , y r , 4 , 3 que tienen el ángulo r  igual; además el ángulo central oc, 3, F  y  el ángulo inscrito a A F  correspondiente en la circunferencia 3 que comprenden el mismo arco F, G , a , y siendo así resulta el ángulo central doble del inscrito, luego el ángulo mitad 
G , 5, F, ó G , 3, a , debe ser igual á ccAF; por otra parte, el ángulo a A F  ó a.4Z) inscrito, comparado con el céntrala, 7, D  de la circunferencia 7, resulta, por consideraciones análogas á las anteriores, ser mitad de este, ó sea
luegode donde siyó sea resulta ó sea

<xAD=z^oc2D;

C A lr:=  aAT), a .9 G =  (xAF  
<xAF=  a 7 r , 
<xA D = (xír 
< x3 G ~  (x2r 
r34=z (x2r.De todo lo que antecede resulta que si los dos triángulos oc7r y 4r3  tienen dos ángulos iguales, los terceros ángulos también lo serán, deduciéndose que 7 a  5 =  7, 4, 3 , y como



ly  4 y 3y ya eslá demostrado que es suplemento de 1 ,2 ,3 ,  resulta que, ly  a , 3, también lo será, quedando con esto probado, según lo que antecede que por los punios l , ( X y  3 ,2 ,  pasa una circunferencia.
Bjercicio 98.— Si sobre los tres lados de un trián

gulo se construyen exteriormenle á é l, los trián
gulos equiláteros A j8 C , ylCM', B C A ’; Demosirai: 1.® 
Que las tres rectas CC', son iguales: 2.® Que
ellas concurren en un mismo punto o, y  3.® Que desde 
el punto o se ven bajo el mismo ángulo los tres lados 
del triángulo ^.5(7.

Esplicacion .—El triángulo C'BC  es igual á A BA ', por tener dos lados iguales, ó igual también el ángulo comprendido entre ellos; luego CC'=/1A'; del mismo modo demostraríamos que AA'::=BB'.Para probar que las tres rectas AA', BB', C C ,  se cortan en un mismo punto, debemos atender al punto o, intersección de las dos rectas A A ' y CC', y demostrar que la recta B B 'p a 
sa forzosamente por dicho punto o.Si se une o con B, los ángulos oBA y B ’BA  del triángulo A B B ' son iguales, por cuanto los ángulos A B B ' y .dC'Clo son, por ángulos homólogos de triángulos iguales A C 'C y  AB'B,
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y como AC'C— AC'o=ABoydedúcese inmediatamente o B A ~ B 'B A , lo que nos corrobora que las rectas B o  y BB' forman una misma recto, y en su virtud que las tres rectas AA', BB', C C ,  se cortan en un mismo punto o.Pora la tercera parte del ejercicio se tiene que de la igualdad de los ángulos 1, se infiere que podemos hacer pasar una circunferencia por los cuatro puntos A ', B , o, C .De la misma manera porlos cuatro puntos A ,  o , B , C ,  podremos hacer pasar otra circunferencia por la igualdad de los ángulos 2; y por ser los ángulos 3 también iguales se podrá hacer pasar una tercera circunferencia por los puntos 
A , o, Cy B '. A sí, en virtud de las circunferencias trazadas,



—  68 —resulta B o A = 4 - ^ 5 ypero 4 - ^ 5 ~ 4 '- ^ 5 ' ,y como 5 'z = 6 0 .’‘ .por ser el triángulo 4BC'equilátero, se tiene iío4 =  6 0 .® 4-60. “ =Siguiendo el mismo raciocinio, hallaríamos iguales valores para los ángulos BoC y CoA.

Ejercicio 99.— Por un punto fijo tomado en el pla
no de un círculo se trazan diferentes cuerdas; se pide 
el lugar geométrico de las mitades de estas cuerdas.7?.sp//cctCíon.—Sean las cuerdas 4 B y CZ). Trazando, desde el centro, perpendiculares á las cuerdas, determinaremos lospuntos n, m.........que serón los puntos medios de las cuerdas,y de consiguiente puntos del lugar geométrico que se busca; empero todos los puntos m, n , . . , . ,  no son más que los vértices de los diferentes triángulos rectángulos, cuya hipotenusa común es Po\ luego el lugar geométrico pedido será una cir cunferencia, cuyo diámetro será P o .

Ejercicio 100.— Por una de las extremidades del 
diámetro A B  de un círculo se traza una cuerda cual
quiera ^ 6 'que se prolonga en una cantidad 6'J/igual 
á C B ;  se pide el lugar geométrico de los puntos I\I.

Esplieacion .—Siendo CB, resulta el triángulo rectán* guio M CB , que tiene los ángulos agudos M  y B respectivamente iguales á 45 grados. Si se supone otra cuerda ylC', por una razón análoga tendremos el ángulo M 'de 45 grados; luego el lugar geométrico es una circunferencia descrita sobro A/i, de tal modo que uniendo por la parte superior de dB un punto cualquiera de esta circunferencia con los estremos de dicha recta, resulte un ángulo de45grados; de suerte que para determinarla basta trazarla recta B P  que forme con AB  un ángulo de 45 grados, y iuégola recta BQ perpendicular á B B , para tener en Q el centro de la circunferencia pedida, cuyo radio será QB.
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Ejercicio lO i .— Dado un círculo y  un punto 

situado en su plano, y  siendo A B C  una cuerda cual
quiera que sale del punto A ;  si se eleva sobre el punto 
medio de esta cuerda una perpendicular IM ^  igual á 
lA  ¿cuál es el lugar de los puntos M?

Eñplicacion.—)̂ \ ángulo M es de 45«; suponiendo una nueva posición de recta B 'C , determinarennos de una manera parecida un nuevo punto M', resultando este nuevo ángulo también de 45«; y como las perpendiculares medias M I  y M T  han de pasar por el centro o, se deduce que el lugar geométrico es una circunferencia tal, que uniendo cada uno de sus puntos con ylo resulten ángulos de 45«; luego la solución de este caso es semejante á la del ejercicio anterior.
Ejercicio 102.— Siendo A 7 ÍC  un triángulo equilá

tero ¿cuál es el lugar geométrico de los punios de 
modo que resulte siempre J/CMgual á M A A -M B ^ .

Ei^plieaeion.—Circunscríbase al triángulo ACB  una circunferencia, luégo tómese nn punto cualquiera M  de la circunferencia y únase con C, tómese A x = A M  y resultará el triángulo A xC — AMB  por ser A x = A M ,  AB — A C ,  y A B M  — 
A C M ;  luego C x  =  M B: además el triángulo A M x  es equilátero, porqne A M C = .A B € = .6 0 '‘ y el ángulo A x M —A M x = . 6’<5«, debiendo ser el tercer ángulo también de 6u“ por serla  suma de los dos primeros de 120^. Asi, pues, M C =  Mx-)-xC r=:AM-|-MB; de donde resulta que el lugar pedido es la misma circunferencia que hemos circunscrito al triángulo dado.

Ejercicio  103.—  Hallar el lugar de los puntos de 
concurso de las alturas de los'triángulos que tienen 
la misma base y  el mismo ángulo en el vértice.

Esplicacion.—El ángulo x  formado por las perpendiculares trazadas ó los lados opuestos del triángulo, desde los dos es- tremos de la base BC, es suplemento de A ; luego todos los puntos X, x '.......del lugar geométrico son puntos de una circunferencia que, unidos con loseslreinos de la recta B C, forman ángulos ¡guales al suplemento de .1, cantidad constante.Cuestión que yá queda resuella en ejercicios anteriores.



Ejercicio 104.— Los piés de las perpendiculares ba
jadas de un punto cualquiera de una circunferencia 
sobre los tres lados de un triángulo inscrito en esta 
circunferencia, están en línea recta.

Esplicacion.—Sean P n , Pm , P r ,  las perpendiculares bajadas desde el punto P  de la circunferencia á los tres lados del triángulo A B C . E l ángulo n/V será suplemento de i?; empero el ángulo A P C  también es suplemento de B, por estar el cuadrilátero A P C B  inscrito á la circunferencia; luego nPr=z /lPC;quilando de ambos miembros la cantidad angular A P r ,  resulta, nP/l =  r P C .Ahora, por los cuatro puntos A , n, P ,  m, puede pasar una circunferencia, por ser los ángulos opuestos n y m rectos, y en su virtud suplementarios.Una razón análoga nos manifiesta que por los puntos P , m, 
r , C , puede pasar otre circunferencia, siendo P, C  un diámetro; así, pues, n P A  — nmA y rP C = :r m C ;  pero, como ántes hemos probado que n P A ~ r P C ,  resulta n m A ~ r m C ; y  siendo A m  y mC  una misma recta, dedúcese que nm. y mr deben estar también en línea recta, siendo esta recta la que une los piés de las perpendiculares bajadas desde el punto P  de la circunferencia á los tres lados del triángulo A B C .

Ejeí'cicio —  Siendo o j o '  dos circunferencias 
tangentes interiormente en el punto A , y  siendo B C  
una cuerda de la circunferencia m ayor, tangente en 
Z» á la menor; debe resultar que la recta A E  sea la 
bisectriz del ángulo B A C .

Esplicacion.—Trazando^l radio Do' y  por o uno* paralela oE  á Do'\ el punto E  será el punto medio del arco BEC, porque siendo o'D perpendicular á B C , la Eo también lo será por ser las rectas E o  y Do' paralelas: Juego E  es punto medio de BEC. Ahora, si demostramos que los puntos E ,  D , A , se hallan en línea recia, tendremos que siendo =  por ángulos inscritos que abrazan iguales arcos, la recta A E  será la bisectriz del ángulo CAB.Para probar que los puntos E , D , A ,  están en línea recta, se tiene;
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Do'A = E o A ,y como el triángulo Do'A  es isósceles, resulta,180“ — Do'A( l ) D A o '- --------2---------•Uniendo ahora A con E , se formará otro triángulo isósceles cuyo ángulo EAo vendrá representado por180“— EoAí2 )E A o = :-------- -̂--------;y como los segundos miembros de las igualdades (1) y (2) son iguales por ser D o'A = .E oA y  resultaDAo' =  EAo;de consiguiente DA y E A  forman una misma línea recta, que es lo que nos faltaba probar.

Ejercicio 106.— Una circunferencia o toca á dos cir
cunferencias o' y  d' en los puntos A  y  B ;  si se pro
longa la cuerda A B  hasta su segundo punto de en
cuentro C  con la circunferencia o"; Demostrar que los 
dos radios o'A y  d'C  son paralelos; luego^ supuesto 
que la recta do" encuentra á las circunferencias en 
los puntos y  demostrar en^ segundo lugar que 
el cuadrilátero A B E B  es inscriptíble.

EspUcacion.—Como los triángulos ABo y Bo"C son isósceles, y los ángulos en B iguales por opuestos por el vértice, resulta que las rectas .doy Co" son paralelas, ó sea A o’ y o 'C .Ahora, si los ángulo D E B  y D A B  son suplementarios, el cuadrilátero DA B E  será ¡nscriptible. El ángulo B E G  tiene por suplemento á E G B B B G ' ,  y el ángulo D A B  tiene por suplemento á £'GZ? +  o'Z)d; pero los ángulos .EßG y o'D A  son iguales, porque el ángulo E B G  ó E B C  es mitad del ángulo central E6'C\ pero E o "C ~ G o 'A  y Go'A es doble de o'D A, por ser el triángulo Do'A isósceles; luego o‘DA =  EBGy y como anteriormente hemos hallado ser B E G  suplemento de EGB-{- 
E B G , y Z)i4B suplemento de .CGjB-f-o'Dd, siendo o'DA — EBG



— 72 —resulta B E G =  DAB, ó sea, D £ B  suplemento de D A B yen  su consecuencia, el cuadrilátero A B E D  inscriptible.
Bjercicio 107.— Siendo C  el punto medio de un ar

co A B  y  el punto D  un punto cualquiera del mismo; 
demostrar que A C - | - B C >  AD-i- BD.

Esplicac¿on.—Pro\oTigBndo A C  en una cantidad 6’n =  C/?, siendo A C  =  CB  por ser el punto C  medio del arco xiCB,se tiene: A C  =  CB =  Cn;luego el triángulo ABn debe ser rectángulo, permitiendo el circunscribirle una circunferencia, cuyo centro sea C . Si tomamos ahora el punto D  y prolongamos AD, en una cantidad 
Dm =  DB, resulta un triángulo equiángulo con CnB, pues como los dos triángulos nCB y m D B  son isósceles, para que sean equiángulos basta con que los ángulos en los vórtices 
D y  C  sean iguales; y estos en realidad lo son por ángulos ex inscritos que comprenden cada una de ellos la mitad del arco ACB ; en este concepto, los ángulos m y  nson iguales, y como los lados de estos dos ángulos van á terminar á los extremos de la cuerda AB, siendo n un punto de la circunferencia A B n p, se infiere que el punto m, también debe pertenecer á la misma circunferencia; así, pues, uniendo el punto 
m con el centro C  de esta circunferencia, tendremos:
ó sea, y como resulta ó sea.

A r n <  AC-4-Cm, AD -f- Dm AC Gm; 
Cm — CB  y Dm — D B  A D -i-D B < A C -|-C B ;“ a c  +  c b > a d -i- d b ,que es lo que queríamos demostrar.
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3 .“ SECCION.

Lineas proporcionales.

Ejercicio 108.— Si por el punto de intersección o de 
las diagonales de un cuadrilátero inscrito en una cir
cunferencia, se traza la cuerda de modo que o sea 
el punto medio de la cuerda, las partes interceptadas 
de cuerda por los lados opuestos del cuadrilátero serán 
iguales.JE’.‘?p¿icacíon.-—Si la cuerda pq queda dividida en dos partes iguales por el punto o, uniendo este punto con el centro o’ debe resultar oo’ perpendicular á pg". Ahora, si tomarnos los puntos medios de las cuerdas DC, A B , resultarán las rectas 
C D , ro’ , A B , so', respectivamente perpendiculares, deduciéndose de todas estas perpendicularidades que los cuadriláteros moo’r , noo's deben ser inscriptibles; luego m ro=m o'o, (1) por ángulos inscritos que abrazan el mismo arco, así como, por igual razón, debe resultar oo'n =  osn. (2)Mas los triángulos Dor Aos son equiángulos por ser semejantes, lo que es fácil probar; pues siendo semejantes los triángulos D oC AoBdán D C __D o

cuya proporción puede reducirse á
DC ■
A B ~  Ao^ "2"'
Dr _ D o  ¿Is Ao ’ó se a .



— 74 —luego los dos triángulos Dro y ^os tienen dos lados proporcionales y el ángulo comprendido igual, por ser ángulo homólogo de los dos triángulos semejantes Í)oC y AoB-, así, pues, los triángulos Z)or y ^os siendo semejantes, son equiángulos; en su virtud dánmro =  osn; comparando esta igualdad con (1) y (2) resulta mo'o =  oó'n, lo que nos dice que los dos triángulos rectángulos moo' y oo’n, son iguales por tener el cateto oo’ común y los ángulos en o’ respectivamenteiguales; de suerte que moz=on, y como op — oq se tiene, por fin, p m = n q .

Ejercicio 109.— Una circunferencia gira, sin res
balar, en el interior de otra circunferencia de radio 
doble; determinar cuál es el lugar geométrico descri
to por un punto de la circunferencia interior.

Explicación.—E l ángulo
y como resulta

flo” 6 =  ô ’oá -j- oóo” , oo”=ro” é,
a o"b = . 2o'’ob — 2aoe.Ahora bien, al arco ac le corresponde el ángulo úoc, y al a6 el ángulo ao"b', pero como el arco ab corresponde á una circunferencia mitad de o, y el ángulo aoc es mitad de oo” ó, resulta que los arcos ah y ac son iguales; pues si bien el ángulo ao” 6 es doble de aoc, en cambio el radio de la circunferencia o"es mitad de la de o; de suerte, que haciendo girar la circunferencia menor sobre la mayor desde el punto común, a, el punto b vendrá en c; luego b es el punto c en la segunda posición, de donde se infiere que el punto c de la circunferencia menor girando al rededor de la mayor, irá determinando siempre puntos del diámetro en.

Ejercicio 110.— Dado un paralelógramo Á B C E ,  si 
por el vértice A  se traza una recta cualquiera que 
corte á los lados B C  y prolongados en M  y  A ;  De
mostrar que el producto B M x E N  qs constante.
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Esplicacion.—1̂ 0% triángulos A D N 'j A B M  son semejantes, porque 1 =  1 , 2 = 2 ,

AD _  AÍB 
~D Ñ ~ ~ A B 'luegode donde se deduce que

AD X A B  =  D N X  BM;y como A D X  A B  es una cantidad constante, resulta que 
D N Y.BM  también lo será.

Ejercicio 111.— Dado u n  para le lóg ram o, por u n  
pun to  7̂  tom ado sobre la  d iagona l TtC, trácese una  
recta  cu a lq u ie ra  que corte á lo s lados B C  j  A B  pro
longado en  iV  y  M ; A D  y  D C  en M ' y  N '- Demos
t ra r  q u e lo s  dos productos P 3 / x  P N  y  P M '  X  PN^  son 
iguales.

Esplicacion .—Los triángulos A P M  y N 'P C  son semejantes, luego AP PC
PM  PN 'los triángulos A P M ' y P C N  también lo son, y dán
AP PC
PM ' PNDe estas dos proporciones resulta 
PM  _  PN ' 
PM ' N Pó sea, P M x PN =  P iM 'x P N '.

Ejercicio 112.— Dada una circunferencia y  un diá
metro las tangentes y  TíiV, á los estremos 
de este diámetro; y  luégo dado un punto fijo P  en el 
diámetro A B , si se junta el punto P  con un punto 
cualquiera G  de la circunferencia, y  por el punto C  
se traza uno recta perpendicular á P C , esta recta
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encontrará á las dos tangentes fijas en dos puntos 
M  y  N ;  Demostrar que el producto A M x B IV  es 
constante.

Esplicacion .—Por ser M N  perpendicular á PC , el cuadrilátero P B N C  es insci’iptible, y resulta:
N C B = :N P D .Por ser PCperpendicular á M N , resulta también el cuadrilátero A P C M  inscriptible, y por consiguiente
A C P  =  A M P ;y como A C B  es un ángulo recto lo mismo que P C N , resulta 
A C P  — N C B ;luego, en virtud de las igualdades anteriores, resulta
N PB — A M P ;así, pues, los triángulos rectángulos AMP y P N B  son seme-• . lA A P  AMjantes, y dán ------= ------ ,N B  P B "ó se a , A P  X  P B = rA M  X  N P  =  constante.

Ejercicio 113.— Dadas dos rectas A 'B ', un án
gulo de grandor constante que gira al rededor de su 
vértice fijo, y  cuyos lados encuentran las rectas da
das respectivamente en y  M '; Demostrar que exis
ten sobre estas rectas puntos fijos o y  o', cuyo pro
ducto oM xoAP  es constante.

Esplicacion.—Fórmese con la recta P M ' un ángulo igual á 1 , tal como M P o ';  y con la recta P M  otro, tal como oPM , igual á 2; de este modo resultan los triángulos o P M , o'PM’, semejantes porque tendrán dos ángulos iguales,luegoo s e a , Po : oM : : o'M' : Po' P o X  Po' =  oM Xo'M'



— 77 —Si se supone ahora otra posición de ángulo, tal como P  M', los triángulos oM^Py o'PM \  también serán semejantes,pues el ángulo 3/, valdrá J — x ;  llamándose al ángulo ÍIÍ7W,. En este supuesto el ángulo P M' también es igual á x ;luego o’ M \ P  — p -\-x ,lo mismo que oPM^ el ángulo o'PM\ vale ^ — x  lo mismo que 
o M̂  P . De consiguiente los dos triángulos PoM^ y Po'M\ que tienen dos ángulos ¡guales, son semejantes y permiten escribir la proporción siguiente:oP : o M ,: : o 'M ',: Po', asi, pues, de lo que antecede resultaPo X  Po’ =  oM X  o 'M '= o M , X  o'M\ =  . . „ — constante; luego los puntos o y o' son los pedidos.

EjeTcicio 114.— Dadas dos circunferencias tangen
tes interiormente en el punto si por un punto 
cualquiera P  de la circunferencia esterior se traza 
una tangente P M  á la circunferencia interior;

PA
Demostrar que la relación es constante.

Esplicacion.—Si trazamos el diámetro Á C  tendremos que los dos triángulos Adb; A P C ,  son semejantes por ser rectángulos y tener un ángulo agudo común; resultando los lados PC  y db paralelos,, CA PAluego Cb PdAdemás sabemos que ■PM^=PA X  Pd: de estas igualdades resultaPM  = P A x Cb X  PA
ó s e a , PM

T x

CA
2

P A “X CbC A 'Cb , C A '



—  78 —luego constante.
Ejercicio 115.— Dos circunferencias dadas se cor

tan en dos puntos A  y  B ;  si de un punto cualquiera 
P  de una de las circunferencias se traza una tangen
te i^ J/ á la  otra; demostrar que la relación

PM'
es constante.

P A X P B
Esplicacion .— Uniremos el punto P con J  y y tendremos:

luego M P “z r P B x P C ; PC. (1)M PPBTambién podemos escribirP B x P C r ^ A P x P P ,A P  X  P Pde donde P C = - P BSustituyendo este valor en la igualdad (1)A P X P Presulta
ó sea,

MP-PBMP- PBDPPBP B  X  A PCualquiera que sea el punto P  que se tome, siempre resulta para el ángulo P D B  y DPI} la misma cantidad angular; así, lodos los triángulos PD B, P 'D 'B  que van resultando según la posición del punto P  son semejantes, siendo la relaciónDP • =  constante.PBde donde se infiere queMP'P B X A P =  constante.



Ejercido  116.— Dadas dos circunferencias, si luego 
se describe una nueva circunferencia tangente á las 
dos primeras; demostrar que la recta que junta los 
dos puntos de contacto pasa por uno de los centros de 
semejanza de las dos circunferencias dadas.¿'spZicion.—Sea P  uno de los centros de semejanza, (cuyo centro de semejanza no es más que el punto donde las dos tangentes esleriores á las dos circunferencias encuentran á la línea de los centros.)Trácese el ràdio vector PB', prolúnguense los rectas o'A', y oB, hasta su punto de encuentro en r; y como 4 =  4 por ser los lados o'B' y Bo paralelos, y los ángulos en A' iguales por opuestos por el vértice, resultan los dos triángulos B'o'A' y A'rB semejantes; y como B'o'A' es isósceles, también lo es A'rB; de modo que r A '= r B . A si, pues, podemos hacer pasar- una circunferencia tangente á las dos circunferencias dadas por los puntos A' y B , estando el centro de la misma en r y pasando la cuerda A'B de los contactos por el centro de semejanza P de las dos circunferencias primeras; facilmente demostraríamos lo mismo para otra secante ó ràdio vector cualquiera.

E jerd d o  117.— Determinar el lugar geométrico de 
puntos tales que trazando tangentes á las dos circun
ferencias dadas, resultan iguales entre sí.

Esplicacion.—Sea P uno de los puntos pedidos; bajando la perpendicular Pn á la linea de los centros y las tangentes respectivas á los dos circunferencias, se tiene:
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A P " z = 0 P '— A Ü ", P B P O ' ^ — O'B " y como A P = z P Bó sea,resulta: ( lfd P '" --“ ÀÒ"*=‘ p F '- - 'F BAhora, de la figura se deduce"ÒP‘^ = T F V “Òñ'^ W  = 'p F V 'ñ Ó ^ ^ :sustituyendo en (1) se tiene:
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P II  On ' — AO Pn " +  nO^— O'B ;Uiego On "— AO^ — nO' —O'By trasponiendo lérminos, ^ r2 _

^2
On ■— nO' AÜ ■— O'Bó sea llamandoresulta

(On +  nO') (On — nO') =  AU ■— O'B A 0 = :R , 0'B =  r, y On +  n O '= D , R® — r*On — n0' =  - Dconociendo ahora la suma y la diferencia de On y n0\ se deduce con facilidad D . R* — r*0 n = 2DY  como el segundo miembro depende de cantidades constantes é independientes de los puntos que se consideran, se infiere que lodos los puntos del lugar geométrico deben estar contenidos en la perpendicular n P , cuyo punto n es fácil de determinar conforme la fórmula últimamente hallada.
¿yem cto 1 1 8 .— Dadas dos circunferencias, si por 

uno de los centros de semejanza se traza una secante 
cualquiera que corte á la primera circunferencia en 
dos puntos yl y  ^  y  á la segunda en los puntos A ' y  
B'\ tas tangentes trazadas por estos cuatro puntos for
man un paralelógranio. Demostrar que una de las 
diagonales de este paralelógramo pasa por nn punto 
lijo y  que la otra coincide con una recta fija indefi
nida,

Esplicacion.—Tvkcese el ràdio vector SB'; los rádios oA, o'A', y oB, o'B', deben resultar respectivamente paralelos; luògo, trazando lastongentes respectivas á los estremos este- ríores de estos rádios, también resultarán paralelas dosá dos formándose el cuadrilátero M N PQ que debe ser paralelógra- mo, supuesto que las tangentes deben ser perpendiculares á los rádios que pasan por los puntos de contacto. Ahora, por



— 81 —sei* Mo' y Po, las bisectrices de los ángulos formados por las tangentes; y supuesto que B 'M A '= B P A  por ser el cuadrilátero M N PQ  un paralelógramo,resulta: o 'M A '= o P A ,y como A 'M S rz A P S ,sumando estas dos igualdades se obtiene o'MS =  oPS. Si la recta que une M P  no encuentra la línea de los centros en S , centro de semejanza, sino en « ,  tendremos, porserlas rectas o'M y oP paralelas; o'M _  oco'Po oto *y como por lo precedente los triángulos rectángulos o'MA' y PoA deben ser semejantes,„  o’M Rresulta; -Fr”  = — >Po rllamando R  y r los rádios respectivos de las dos circunferencias dadas; pero por ser S el centro de semejanza, también se tiene: R So'r So ’luego ao' _  0(0 So' So *ó sea ao’— ao So’—Soao So
se obtienede donde, llamando la distancia de los centros oo' =  D,

oto Sodeduciéndose que ao =  So. Asi, pues, la recta M P ha de pasar forzosamente por el punto fijo S  que no es mas que < 1 centro de semejanza esterior á las dos circunferencias o y o’ .En cuanto á la diagonal N Q , observaremos que el triángulo A’BQ es isósceles, en virtud de la relación de ángulos que existe entre los dos de este triángulo y los de los triángulos isósceles M B’A' y BPA; asi, pues, las tangentesQA’ y QBson6



—  82 —iguales: Ahora, como una cosa análoga podríamos probar respecto del triángulo NB’A , resulta que las tangentes trazadas desde los puntos N  y Q á las dos circunferencias dadas son respectivamente iguales; y como tomando otro ràdio vector resultarían otros dos puntos que gozarían de las mismas propiedades que los dos hallados anteriormente de aqm se infiere que el lugar geométrico de las diagonales N U , N ’Q’ qu® s® pueden concebir según la posición de los rá-dios vectores, son todos puntos de aquella recta que hemos
encontrado en el ejercicio anterior, cuyos tangentes trazados 
á las dos circunferencias dadas son iguales; luego la segun
da diagonal coincide con una recta fija é indefinida.

Ejercicio 1 1 9 — Si se inscribe en una circunferen
cia u n  cuadrilátero A B C D ,  cuyos dos lados contiguos 

B C , sean iguales, y  se trazan luégo las diagona
les B B , A C , <iue se corten en n : demostrar que cada 
uno de'los lados iguales es medio proporcional entre 
la diagonal entera B D ,  y  el segmento adyacente B n.

-̂spíicacíon.—Trácese el diámetro que pasa por B y se len- 
drá- B?=BEXB™í P®ro los triángulos rectángulos Brnn, BDE 
son semejantes, luego BE:Bn::BD:Bm, de donde BExBm==: 
BDXBn. Sustituyendo este nuevo valor en la igualdad ante
rior tendremos BĈ  =  B^X BD. Siguiendo la misma marchaobtendríamos también AB =  Bn X  BD.

^ y em ao  12 0 .— E n  todo triángulo rectángulo, el
producto de los dos catetos es igual al producto de la 
hipotenusa por la perpendicular trazada, desde el vér
tice del ángulo recto á dicha hipotenusa.  ̂

Esplicacion.—Se  sabe que AB^= AG X  A n ; B C  ==AC X  nC.Multiplicando estas igualdades se tendrá AB X  BG A C X
A n X nCp ero^'-A nX^ ; su^tuye^o es_Û valor en laigualdad anterior, resulta AB* X  B c ” =  A c ' X  Bn Estrayen- do la raíz cuadrada de ambos miembros se obtiene AB X  BC rrA CX B n que es lo que nos habíamos propuesto probar.

Ejercicio l 2 l .— E n  un triángulo cualquiera, la su-



ma de dos cuadrados de dos lados cualesquiera es 
igual al doble del cuadrado de la mitad del tercer la
do, más el doble del cuadrado de la mediana corres
pondiente á este tercer lado.iT.'íp/tcacíon.—Uniendo C con el punto n medio de la recta A B , se tiene
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AC = A n  - fn C  -f-2 A n X n m  C B " = n C " + n B  2 n B x n m  '2
Sumando y simplificando

resulta AC '- l-C B = 2 A n -+  2nC'
Ejercicio l22 .—-I.a diferencia de los cuadrados de 

dos lados de un triángulo es igual al doble producto 
del tercer lado por la proyección sobre este lado de la 
mediana correspondiente.

Efíplicacion.—Sfí&néi punto medio déla base tendremos AC ~  An -f'nC  ^-p2An X  nm CB =  nB -f- nC ’ — 2nB X  nm Restando y simplificando estas dos igualdades, resub^a: ‘ ^
y  comose tiene

AC “— CB = 4 A n X n m ;2 A n = A B ,•AC “— CB ^=z2 AB X  nm.
Ejercicio l2 3 .— Determinar las medianas de un 

triángulo cuyos tres lados son conocidos.

Eaplicacion.—Por lo que se ha dicho en ejercicios anteriores.se tiene:
luego; 2m* =  b* +  c*

b* +  c*=r2m> +  2 ^ -| -y ,2 (b ’ +  c * )-a ^



— 84 —resultando para m el valor siguiente:rn = J_j / 2 (b * . 2 | /iJíreclamente, Ó por analogía, pueden deducirse los valores de las otras medianas m' m"', asi, pues,tendremos ( a H c ‘0
' = t I /, . _ t  I /2 (a=  +  b*2 y

íiJjercicio l2 4 .— E n  todo cuadrilátero la simia de 
los cuadrados de los cuatro lados es igual á la suma 
de los cuadrados de las dos diagonales, más cuatro 
veces el cuadrado de la recta que une los puntos me
dios de estas diagonales.

Esplicacion .—Considerando los triángulos DBC y A ü C  conforme lo que precede en ejercicios anteriores, y siendo n y m. los puntos medios de las diagonales A B  y DC.AD • +  AG *= 2 A n '+ 2 D n   ̂ Ì ,.  ' __________ ' ______ > Sumandoresulta: .. ---------------DB CB "=2nB--l-2Dn■ Á 3 ''^ + W '''+ W ‘" + ' Á r ' = 2  + 4  DiT -̂En el triángulo A n Bse tiene 2 2 Ami 'luegoI ^ ^ + T b  ■+'BG‘ V Á C  2 (2 nm V ’— 4nm'*-f- 4Am"-+-4Dn;' ycom o; 2 D n = :D C , 2Am — ABse tiene por fin:



— 85 —Sì el cuadrilátero es un paralelógramo, la recta mn se reduce á cero, resultando:
a "iAD DB ■'-f BC ‘ -h AC =  DC A B /

Ejercicio 125.— Determinar la altura de un trián
gulo en función de sus tres lados.

Esplicocion .—Del triángulo A D C , resulta (1) h’ ^ b ' - D r / ,llaiiaando DA =  h, A C ~ b .K1 triángulo AB C dá;
c' =  b* +  a* —2aXCD; b* +  a» — c*luego CD: 2asustituyendo este -valor en (1) resulta:4 a V — (b^-ha* — e ")\4a=en virtud de un teorema de aritmética se deduce^. _  (2ab +  a* +  b’ — c') (2ab — b“ — a* +  c*) *~  4a* '

((a +  b)*-c*)(c*-(a-b)*) _4 a*(a+b +  c) +  — c) (c +  a — b) c — a+b)^^^----------------------------4 l"Llamando a +  b +  c =  2p,se obtiene a -f~ b --c = 2 ( p  — c);c +  a — b =  2(p — b): c +  b — a =  2 (p — a). Sustituyendo estos nuevos valores en (2) tendremos2 p X 2(p —c) X 2 fp —b)2 X(p —a)
h*=- 4 a*



8 6luego h = la p(p — a) (p — b) (p— c)
y por analogía se podrán obtener los valores de las otras alturas.

' - ^ 1/

- i l /

p(p— a) (p — b) (p — c)‘
P (P — a) (P~b) (p —c).

Ejercicio i2 6 .— Calcular el radio de la circunfe
rencia circunscrita á un triángulo en función de los 
tres lados del mismo.

Esplicacion .—Trazando el diámetro que pasa por C, se tiene que el triángulo rectángulo E B C  será seraejanlecon A B n , siendo Bn perpendicular h A C  pues ios ángulos agudos BEC  y 1iA C  son iguales:luego de donde E C  ABB C  ~  Bn ‘
(llamando o C = r , Bn =  h, B C = a  y AB =  c),resulta 2ra c

ó sea, r = ac'2hy como -a) {p
se tiene; r =  -— ' .  - • — ac2 X P (P — a) (p — b) (p — c) ó sea
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Bjerdeio  127.— E n  lodo cuadrilátero inscriptible 

el producto d.e las diagonales es igual á la suma de 
los productos de los lados opuestos.Esj5¿ic«cion.—Fórmese el ángulo kDn igual á CDB, y como D A C = D B C ,resultan los dos triángulos ADn y DCB semejantes, por tener dos ángulos iguales; AD DBluego An B C ’por otra parte, los triángulos DnC y A D B  son semejantes también, por cuanto
luego C D n = A D B  y DCn =  DBA; DC DBCn B A  De esta proporción y de la anteriorAD _  DB An “  BCresulta D C X B A  =  Cn x  DB,A D x B C  =  A n x D B .Sumándolas se obtiene:A D x  BG +  D C X  BA =  An X  DB +  Cn X  DB =  DB{An--j-Cn);luego AD X  DC +  DC X  BA =  DB X  AC.

Bjeí'cldo l2 8 .— E n  todo cuadrilátero inscriptible, 
la relación de las diagonales es igual á la relación en-



Ire la suma de los productos de los lados que van á 
terminar en las estremidades de la primera diagonal 
y  la suma de los productos de los lados que van á 
terminar en los estremos de la segunda diagonal.

Esplieacion.—Tomando AD' =  DC y A 'D = :A B , tendremos dos cuadriláteros inscritos que, según el ejercicio anterior, permitirán escribir.A C x B D '= A B x  C D '4 -A D 'x CB.A'C X  BD =  A'B X  DC +  A'D X  BC.Dividiendo respectivamente estas dos igualdades y fijándose en queBD' =  GÁ', CD' =  B A '= :A D , ÁD' =  CD, D A '= A B , A C X C A ' A B X  A D -h C D x C Bresulta
o sea a 'c x b d  a d x d g + a b x b c ’AG _  A B X  A P  +  CD X  GB BD ■“  AD X  DG -f-AB X  BG ‘

Ejercicio l2 9 .— Calcular las diagonales de un cua
drilátero inscripto en función de Jos cuatro lados 
a, b, c, d , del cuadrilátero.

E sp U ca cio n .SQ g n n  los ejercicios que preceden podemos escribir X y=rac-f-b d;X   ad -f- bey de 4- ab ’Multiplicando estas dos igualdadesad-}-bcresultará x* =  (ac-f-l’^) X dc +  ab '



luego
^ 1/

(ae-[-bd) (ad +  b*̂ )-dc-|-ab
—  89 —

Dividiendo las mismas igualdades que anteshabíamosmul- tipiicado, X y ac-|-bd resulta; ^ ad +  bc
luego,
ó seu,

y *= -
y dc +  ab (ac +  bd) (dc +  ab)ad +  bc

^ i /
(ac +  bd) (dc +  sb). ad +  bc

Bjerdcio  130.— Determinar las condiciones bajo 
las cuales la bisectriz interna y  esterna de un trián
gulo corta al lado opuesto del mismo.jEspítcacton.—Trazando por A una paralela AD á la bisectriz interna Bn DB Antendremos,y como el triángulo ABD  es isósceles, como se desprende fácilmente de la figuraresulta, D B = A Bvalor que, sustituido en la igualdad anteriornos dá, CB nC  ̂ ^Ahora, si por el punto trazamos una recta perpendicular á la bisectriz interna Bn, nos determinará la dirección de la bisectriz esterna, la cual corta á la prolongación de la base en el punto P . Levantando por los puntos A y C  perpendiculares á la recta P Q , bisectriz esterna, resultan dos triángulos rectángulos R A B  y B C S  que deben ser semejantes por ser



2 =  2 como complementos de los ángulos iguales 1 =  1; así podemos escribir —  90 —
A R AB1 c "Mas los triángulos P R A  y P C S , también son semejantes, los cuales permiten establecer )a proporción siguiente;A R PAe s  PC ’y de esta proporción y de la anterior resulta:A B  _  PA B C  ~  PC ■\ si, por fin, comparamos esta proporción con la que había resultado respecto la bisectriz interna (1) se tendrá:An PAnC PCLos puntos n, y P , dividen la recta A C  armónicamente,y es- lospuntos n y P  no son más que lospiésde la bisectriz interna y esterna de un triángulo cuya base es la recta AC. hallándose los otros dos lados A B  y P C  bajo una relación establecida. A sí, pues, de lo que antecede se deduce que si se quiere tener el lugar geométrico de los vértices de varios triángulos cuyas bisectrices interna y esterna termínen en n y P , tomando por base del triángulo, A C ;  basta describir una circunferencia siendo el diámetro P n ;  supuesto que el punto B y otros que podriamos hallar no son más que vértices de diferentes triángulos rectángulos cuya hipotenusa común es 

Pn . Los punios P  y n se llaman puntos conjugados de los estremos de la recta AC.

Ejercicio 131.— Probar como el producto de dos la
dos de un triángulo es igual al cuadrado de la bisec
triz de su ángulo aumentado en el producto de los dos 
segmentos que esta bisectriz determina sobre el tercer



— 91 —lu d o .— M o d ificació n  que defie su fr ir  el enunciado cu an do se considera la  fiisectriz e:xterna.
Esplicacion.—Sea e\ triángulo A B C , la bisectriz interna AZ?. el punto E  es el punto medio del arco B E C ,  de la circunferencia circunscrita al triángulo dado.Los triángulos A B E  y DAC. serán semejantes por ser 

i =  i y  BEA =  BCA; luego podremos escribir
AB
AD

AE■a c "̂de dondeABx A C = A I)X A E = A D X (A D + D E )= :Á d ‘'+ A D X D E ;  pero A D x DE—B D x DC,luego ABx AC=AD +BDXDC.Si la bisectriz es esterna, A D ';  los triángulos ACD' y  A B E '  resultan semejantes por ser (2 =  2), por complementos de ángulos iguales (1 =  1), y además BE'A =  ACD'. A sí, pues, podremos establecer la proporción
AB
AE'

AD'
'~AC'á sea,

ABXAC=AE'x AD'=AD'(E'D'—AD')=AD'x E'D'—AD''; 
pero AD'x E'D'=D'GXBD',luego A B x A C = D 'G x B D '- Á ^ ' ‘̂de cuyo resultado se infiere que e! producto de dos lados de un triángulo es igual al producto de los dos segmentos en que la bisectriz del ángulo externo divide al tercer lado disminuido en el cuadrado de esta bisectriz.

J^jercicio  132.— D e te rm in a rla s  lo n g itu d es de la sfii- seclrices in tern as y  externas de u n  tr iá n g u lo  en fu n ción  de los tres lados de dicho trián g u lo .
Esplicacion.Se%\xx\ hemos demostrado en el ejercicio an -



— 92 —terior, resulta (1) b c=:x*-f C D x C B ; por seria  recta ADzzx la bisectriz interna. Además se tiene:DB _  CD c bluego DB +  CD _  DB , DB +  CD _  CD b -f-c  c b + c  b 'y corno DB +  CD =  a resulta acD B = , CD = abb-|-c’ b-f-cSustituyendo estos valores en la igualdad (1) se tiene:a®bcb c =  X
de donde {b-f-cj ’ be (b-j-cl* — a*bc( b + ^ r
 ̂ be ((b-}-c)̂  — aP   bc((b-f-c +  a) (b-}-e--a))“  ( b + c ) ' -  ( b + í rSi a - l-b -f-c = 2 p , resulta b 4- c — a =  2 (p — a); luego tendremos, por fin,

x rr bcp (p — a).b -f-cPor analogía se puede obtener2 1 /  acp (p— bju = a -f-c2a -f-b
1/
1/ abp (p—c).



k*«'.

—  9 3  —Para la bisectriz esterna x' tendremos, según el ejercicio anterior, b c = E l i x E C  — x'* (2)Ahora, por ser A E = x ' la bisectriz esterna, sabemos que puede escribirse
E B  AH
EC AC ’

o seaK B — EC AB — A C E B  — E C    AB — AC~  A C ' ’EB A B ECy como EB — E C  =  u, resulta caEB = EG = bec — b ’ ""'"“ c — b' Sustituyendo estos valores en (2) tendremosb c = -----TT-:— x'
luego
o sea

( c -b ) ‘ a*bc(c — b)- — be,

=  Á - ¡ /

be { & ’  — (c— b)*)—
be (.p — b) (p — c)

Por analogía se obtienen los valores de las otras dos bi seclrices u' y z', 2 J /  ac (p — a) p — c),c — a



- -  94 —ab (p —a) (p — b).
E'iQfoicio 133.— Siendo d  la longitud de una recta 

-/M, i/, y  M' los puntos conjugados que la dividen en

la relación — ; demostrar las relaciones siguientes.

MA = ada +  b-, M B  = bd
M'A = ad— - r - ,  =a b b — a

a +  b ’ si a > b .
M'A ad bd, M'B =  - J i ^ s r a < b .b — a ’ b — a£ ’sp¿ícacíon.—Sea Ja base A B  y los lados AC y CB que se hallan en la relación —  ̂ trazando la bisectriz interna y esterna del ángulo Cy tendremos en M  y M ' los puntos conjugados de la recta A B  que se hallarán en la relación : así, pues, según lo que ya sabemos, podremos escribirMA _  a MB ~~b

y según principios de la Arilmélica
ó también
y como resulta:

M A +  MB a +  bM A  ~ aM A +  MB a + bM B  ~ bM AH -M B =  AB =  ddaM A = a +  b ’



M B— 95 —dba +  b ‘Considerando la bisectriz esterna.  , M'A ase deduce, W = T ’y según la Aritmetica se tiene,M'A — M'B a — b
ó también y corno resulta;

M'A a ’M'A — M B _  a — b ~  b ’M 'A— M'B — A B = d ,adM'A =
M 'B = a— b ’ bda— b ‘Esto en el supuesto de ser a > b .Si la fígura guarda la posición (figura 2.'*),

se tiene,
luego
ó también y como 
resulta:

M^Bm ” Á '~  a 'M'B — M'A _  b — aSt a  ~  a ~M'B — M'A _  b —a M'B ~  aM'B — M 'Az=dadM'A b — a ^



M'B-  96 — bdb — aEsLo cuando a<[b.
Ejercicio 134.— Siendo o el punió medio de una 

recia B C  y  M , M' los puntos conjugados con relación 
á esta recia, demostrar directamente la relación^ - = o M x o M ' .

Si, /, es el punto medio de 3ÍM' demostrar al mis
mo tiempo que

l W ‘ = i J i y . i ( : .

Esplicacion.~Vov ser y ití' ios puntos conjugados de la recia liC resulta: BM _  BM'~MC  ̂^  a i 'Según se desprende de la figura se tiene,l io + o M  _  Bo +  oM' oC — oM M'o — oCrecordando, ahora, que suma de antecedente y consecuente de la primera razón es á su diferencia, como suma de antecedente y consecuente de la segunda razón es también á su diferencia . y á más no olvidando que B o = o C . se tiene, por fin,2Bo2oM 2oM'2Bo ’de lo cual se deduce, Bo rroM  X  oM'.



Para probar la segunda parte de este ejercicio nos valdremos de la misma proporción anterior, esto es:~  97 —
BM BM'CM CM' ■Según se deduce de Ja figura, esta proporción puede convertirse en la siguiente:IB  — M í  _ _  IJI-I-IM '

ó sea. IM — GI I B - M í M I — C1IB +  IM ' M 'í +  c rAlendiendo é las mismas consideraciones del caso anterior y recordando que =  resulta:2ÍB'sT m 2MI
ó sea, ÍM 2CI ’ I B X I C .

Ejercicio 135.— Siendo M y  M' dos puntos conju
gados con relación á la recta B C, demostrar la relación2

B C  BM ^  BM' ■ 
Esplicacion.^liesáe  luego podemos escribir BM _  M'BMC “ Krc ^en su virtud B M x M 'C = M C X M 'B .Esta igualdad puede transformarse en

B M X (B M '—BC)— B M '(C B -BM ), 

ó sea, 2 B M x B M ': r :B M 'x C B -fB M x G B .



Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por B G X B M X B M ',2 1 . 1resulta; BC B M “ bM '’
Ejercicio 136.— Demostrar que si se trazan entre 

dos lados de un triángulo una serie de paralelas á la 
base, la mediana que corresponde á esta base, es el 
lugar geométrico de los puntos de intersección de las 
diagonales de los trapecios así obtenidos.Sea 6'm la mediana de la base del triángulo 
ACB , tracemos la ab paralela á A li, y como los triángulos 
AUC y abe  son semejantes, danA B  ACab aCLos triángulos y anC también son semejantes, y nos danAC AmaC andeduciéndose de estas dos últimas proporcionesA B __Amab an ’y como
resulta que

Am :=4-AB
An =  —ab.¿IUniendo ahora 6 con A resultan dos triángulos semejantes 

onb y Aom, por ser las rectas nb y Am  paralelas; luegoAm omnb onUniendo luégo a con B, y en el supuesto de que esta recta



—  99 —corle á Cm en el punto o' distinto de o, tendremos que por ser los triángulos flo'n, o'mB semejantes, danmB moan ony como A m = m B y a n = n bde las dos v'iltimas proporciones se obtiene,mo mo'no oncuya proporción puede transformarse en mo +  on m o'+o'non o ny como mo-|-on =  mo'-(-o'n,se tiene o n = o 'n , lo que nos dice que el punto o'ha de ser el mismo punto o, sopeña de caer en un absurdo manifiesto- luego las diagonales del trapecio ABba se corlan en un punto de la mediana. ‘Lo mismo se probaria por otra paralela á la baseHay que advertir que este ejercicio se podría demostrar también de una manera ingeniosa por medio de la teoria delos polos y polares, lo que dejamos á la discreción del Profesor.
J^jercicio 137.— Hallar el lugar geométrico de va

nos puntos de un plano igualmente iluminados por 
dos focos colocados en este plano y  cuyas intensidades 
á la unidad de distancia están representadas por las 
cantidades a j  b.

Esplicacion.—Para probar este ejercicio debidamente, es forzoso conocer un principio de Fisica, el cual dice que la 
intensidad de los rayos luminosos está en razón inversa del 
cuadrado de las distancias. Así, pues, siendo o y è las intensidades respectivas de los dos focos luminosos resultaré, llamando d  la distancia ab, y, x la distancia an. *

^ __  (d — x)* __  nb*b ”  X* ‘



— 100 —Si hallamos ahora puntos cuya distancia á los puntos a y 6estén en la ralacion — , serán puntos del lugar geométrico;pues suponiendo que n' sea uno de estos, tendremos:n 'b__  nbn'a ’luego. n 'b“ nb "n'a ■ ------k) ;na 'de donde a n'b"b n'a ^A sí, pues, todos los puntos pedidos^ no son más, según se deduce de lo dicho en ejercicios anteriores, que puntos de una circunferencia cuyo diámetro sea la distancia de los dos puntos conjugados de la recta ab, dividida ésta conforme la relación nb
ó se a ; an = d I/'ba +  1-̂  b

ande cuya fórmula se deduce: ab __an “ ■ ■’para determinar el punto n.

Ejercicio 138.— Hallar en el plano determinado 
por tres focos luminosos, el punto igualmente ilumi
nado por cada uno de ellos.-iispficacion.—Suponiendo las intensidades respectivas a 
b, c, hallaremos los puntos conjugados de la recta ab conforme el valoran: d K bK T +  K X am = - d K b

K I T - K F



—  101 —quedando así determinada la circunferencia que pasa por los puntos conjugados m y n de ah. De una manera parecida determinaremos la circunferencia cuyo diámetro es m'n', considerando estos puntos m'n'relacionados con 6 y c siendo ó y e l a s  intensidades respectivas de estos dos focos luminosos. De modo, que el punto pedido vendrá determinado, como es fácil de comprender, por la intersección de las dos circunferencias que hemos trazado anteriormente.
Ejercicio 139.— Hallar el lugar geométrico de los

puntos que dividen en una misma relación dada
n

todas las rectas comprendidas entre un punto dado 
A y  una circunferencia dada o.

Esplieacion.—Dividamos la recta Ao en la relación se-ngun el punto P: trácese luégo una recta cualquiera A M  dividiéndola en la misma relación —  en el punto Q, y tendremos que por ser los triángulos A Q P y A o A f  semejantes, nos darán A P  PQ mAo Mo m -j-nTomando una nueva secante AM' resultará, por razones pa recidas álas anteriores,AP PQ'Ao moM' m -f- n ’luego QP PQ*Mo ^  oM'y como M o = o M '=resulta: Q P  =  Q'P =De manera, que el lugar geométrico pedido de los puntos



—  102 —y* O ......... será una circunferencia, cuyo centro vendrá determinado por la relación contada sobre la recta Ao. Eíradio de la circunferencia del lugar geométrico que se busca vendrá representado por;
QP:

mm +  n -X Mo.
Bjerekio  140.— Hallar el lugar geométrico de pun

ios, desde donde se vean bajo un mismo ángulo dos 
círculos dados.

Esplicacion.^Se&  el punto M uno de los pedidos, y como los ángulos á M C  y BMC' formados por las tangentes deben ser iguales, deben resultar sus mitades A Mo y BMo' respectivamente iguales: luego los triángulos rectángulos AM o  y 
BMo' son semejantes, de cuya semejanza, llamando i? y r á los radios respectivos de las dos circunferencias, podemos escribir,

r oMo'M ’y lo mismo resultaría si tomásemos otro punto A/'; pues se tendría que verificar R  _  oM' r o'M'luego los puntos M , M ’.........gozan de una propiedad tal, queuniéndolos con los dos puntos o y o'quedan las rectas queresultan en una relación constante — ; luego según lo espli-cado en ejercicios anteriores, el lugar pedido seré una c ircunferencia cuyo diámetro sea la distancia de los puntosconjugados de la recta oo', y según la relación — .r
Ejercicio 141.— Hallar el punto desde donde se 

vean bajo un mismo ángulo tres círculos dados.
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Esplicacion.’~-T><i la primera y segunda circunferencia se deducirá, como en el ejercicio anterior, la circunferencia referente á los puntos conjugados de la recta que une los dos centros de las dos primeras circunferencias dadas; luego se combinará la primera circunferencia, por ejemplo, con la tercera, y se determinará una nueva circunferencia correspondiente á los punios conjugados de la nueva linea de los centros; y esta última circunferencia combinada con la que habíamos hallado anteriormente nos dará el punto pedido en el ejercicio.
Ejercicio  l4 2 .— Sean dos recias cualesquiera A B  

y  Si se divide en el punto C  en la relación

y  si de los puntos C. B  se bajan sobre X Y  las 
perpendiculares AA \ C C , BB\  se tiene.

G G '( m + n )= n . AA'-j-m . BB'.
Esplicaeion .—Conforme se desprende de la figura, se vé que los triángulos Á rC  BCs son semejantes; por consecuencia. m Ar CC '— AA^Bs BB' — CC' ’m-}-n _ _  BB' — AA' m C C '— A A'luego, de donde (m +  n) (C'C — AA') =  m (B B '-A A ') ; descomponiendo, ^(m-|-n) X  C C '— m X  AA '—n X  A A 'z = m X  B B ' — m X  AA' simplificando,(m-h n) X  CC '=  n X  A A '-|-m  X  B B '.
Fjerrm o  i4 3 .— Dado un punto A y  un círculo o.
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 ̂ círculo por el punto /I una secante 

A B L  sobre la cual se toma un punto J/"tal, que se 
enga A M x A G ^ K ^ ;  hallar ellu gar descrito por el

punto M cuando la secante A i? C g ira  al rededor del 
punto d .£9p&ac!on -T razan d o  Ja tangente A P , IJamando á la Ion- gitud de esta tangente Z , se tiene;A B X A G = :L * ;y como por hipótesis, A M x  AC=r:K%dividiendo respeclivamenle estas dos igualdades se obtiene,AMA B L»Tomando otras secantes resulta:AM

A B
AM'AB' K*• — =  constante;de donde se infiere que los puntos MM'.........son puntos deuna circunferencia cuyo radio se hallará en virtud de Ja proporción K>u X¥ ’llamando R el radio de la circunferencia o; así el radio x de la circunferencia que se busca vendrá determinado por

x  =  R. J O1/
Ejercicio 144.— De un punto dado fuera de una



circunferencia, trazarle una secante tal, que la cuer
da interceptada sea media proporcional entre la se
cante entera y  su parle esterna.

Esplicacion.—S\ suponemos una secante/IBC, para que 
B C  sea medio proporcional entre AB  y ¡\C, es preciso que TtC sea igual á la tangente A M , puesto queA M ’ =  A B X  AC;y para ello es necesario que en la circunferencia o sea posible trazar una cuerda igual á AM, tul como A 'M ': pues trazando luégo la perpendicular on á dicha cuerda y en seguida con el radio on una circunferencia, sabiendo que todas las tangentes trazadas á dicha circunferencia, comprendidas por la circunferencia dada deben ser iguales hA 'M ' ó sea á, AM\ se deduce que trazando desde el punto A una ó dos tangentes á la circunferencia interior q^uedará resuelta la cuestión.

Ejercicio 145.— De un punto dado fuera de una 
circunferencia, trazarle una secante tal, que el pro
ducto de la secante entera por su parte interior sea 
igual á un cuadrado dado, K .̂

Bsplicación.—Trazando desde A la tangente A D , resulta
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o sea, de donde
A C X  AB =  AD; A C X  (AC — BC)=:"a D;̂A C A C x BC =  ADlo que dó A C X  B G — AC — AD ,y como por hipótesis A C X  BC =  K*, resulta, K*q- AL) AC;luego levantando en D  una perpendicular ó A D , tomando 

D E = K  la hipotenusa A C  representará A C ;p a ra  lo cual bastará, haciendo centro en A , describir el arco E C  que cor-



minara la posición de las dos secantes A C  y A V  que se sujetaran a tas condiciones del problema. ^
/^wrciao 146.— Dado un triángulo obtnsangulo, 

trazar desde el vértice del ángulo obtuso al lado 
opuesto una recta, cuyo cuadrado sea igual al pro-
( ucto de los segmentos que ella determina sobre es
te lado.

E sp tica cion .-S i por el punió B  determinamos la posición de una cuerda lal que quede dividida por el punto / e n  dosf r i á n i r d  « r  '■fP"“ “ ' “ circunferencia circunscripta al tr ángulo A B C ;  la cuestión quedará resuelta, pues, según principios muy conocidos tendremos, °A P x  P C = :D P x  PB—trall’ r n l ' ’ T  posición de la cuerda D B ,  bastal e n l r ? ,  P“ ^  ^  P“ -'“ lola á AC: luégo, por elcentro la perpendicular o n é A C ,  tomando qm =qnrsi trazamos ahora por m una paralela á A C ,  determinará en la c ir- cunferencia el punto D ,  y este punto será eí otro extremo de a cuerda que se busca; pues es fácil de ver, que por ser pg a paralela rnedia del trapecio linm D  debe dividir al lado, ó á la cuerda D B  en dos parles iguales.
Ejerckio  1 4 7 .- ^ ^ e s n n  diámetro de una circun

ferencia, C D  una cuerda perpendicular á A B :  si ñor 
^  tomado sobre C D  se traza una cuerda 

A P Q ;  demostrar que el producto .47^, ^ 0  es cons
tante.^ ’syíícacíora.—Unamos el punto Qcon Tí, y tendremos dos triángulos rectángulos APo, A Q B ,  semejantes, por bmerel ángulo agudo en A común:

-  106 —

luego A P __Ao



ó sea, — 107 —A P x A Q ^ A o X A Hy como A o X A B  es una cantidad constante, resulta A P X ^ Q , también constante.
l^jercicio 148.— Si se junta el centro de un círculo 

cón un punto de una cuerda, el cuadrado do la recta 
obtenida, más el producto de los segmentos que el 
punto determina en la cuerda dan una suma igual 
al cuadrado del radio.Eípiicacion.-Sea la cuerda AB  y el punto dado en ella P, razando el diámetro que pasa por P  tendremos:
ó sea, luego,

A P X  PB =  R P X P Q  A P  X  PB =  (Ho — Po) (P o + o R );
AP X  P B =  Ro —̂ Po X  oR -|- Ro X  P o — Po "de donde, AP X  P B +  Po Ro *

Ejercicio 149.— Las cuerdas comunes á una cir
cunferencia fija, y  á todas las circunferencias que se 
pueden trazar por dos puntos dados, pasan por un 
punto fijo.

EspUcación.—Sean la circunferencia fija y m, la circunferencia que pasa por los p u n t o s y  B :  determinando el punto C , intersección de las cuerdas A B  y ab luégo( I) C A X C B = r C a X C b ,trazando por el punto C  Ja tangente CM  á la circunferencia n; se tiene, CM = C a X C by en virtud de la igualdad (l)



—  108 —W " r = C A x C B ,luego, trazando por el punto C  una nueva secante Ccd, tendremos,
C c x  Cd =  CM^;pero como resulta: C M ’= : C A x C B  C c x  C d ^ C A X C B .Lo que nos dice que por los cuatro puntos ABcd podemos hacer pasar una nueva circunferencia; luego las secantes que pasan respectivamente por A B  y por los puntos de intersección de esta nueva circunferencia con la fija, se encuentran en el punto C  anterior; así podríamos suponer infinitas circunferencias que pasarán p o r A 5 , con la seguridad deque la secante que pasa por A i?  y las otras que pasan por los otros dos puntos de intersección se encuentran siempre en el punto fijo C.

Ejercicio 150.— E n  Lodo triángulo la semi-diferen- 
cia de dos lados es media proporcional con las distan
cias del punto medio del tercer lado á los puntos 
donde este lado es cortado por la bisectriz y  la altura 
que sale del vértice del ángulo opuesto. Del mismo 
modo, la semi-.suma de los dos lados es media pro
porcional con las distancias del punto medio del ter
cer lado á los puntos donde este lado es cortado por 
la bisectriz del suplemento del ángulo opuesto y  la 
altura que sale del vértice de este ángulo.

EspUcacion.—A n  representa la bisectriz interna; A r  la esterna; A p , la altura del triángulo A C B \  y B m , la diferencia de los lados A B  A C :  luego tendremos,A B  nB
de donde, U) A C ■ A B +  AC nC ■n B  ri CA B —AC nB — nC



— 109 —Tomando el punto n' con la condición de ser, u'ü =  Cn,si o es el punto medio de la base resulta,on =:on'y con esas anotaciones la igualdad (1) se trasforma enB Q _ _  CB uiB Son nili _  BQ 2on ”  CB ’igualdad que puede escribirse de la manera siguiente;mB
(a)pero ó sea,

on CBBQ X  m B = 0 B X s B
b q x ^ = c b x ^ .

de donde sBBQCB mB ’
luegOj sustituyendo este valor en (a) resulta, niB sB“  Son mB 

sD_  =  op
(2)-

Si probamos quequedará demostrado el ejercicio.Para esto se tiene,p0 +  05 =  Cp Cp +  po =  os +  sll,



— HO —sumando estas dos igualdades, resulta,po -{- os -}- Cp +  po =r Cp os +  sB,ó sea, 2po =  sB,sBde donde =  op.Sustituyendo este nuevo valor en la igualdad (2) se tendrá por fin, mB _  op2on
~ 2 'que es lo que quiríamos probar.La segunda parte del ejercicio se resolverá trazando la bisectriz esterna A r .  Así, pues, podremos escribirr B __  ABrC ~ " Á C ’rB +  rC AB +  A CrB — rCrB ^ -rC  ■ BCmB

AB — A C ’AB +  A C  mBA B  +  AC
luego,
y simplificando

B C - r B  +  rC Por otra parte tenemosmB X  B Q = :s B  X  BC;ó seo, m B{AB +  AQ) =  s B x B C  de donde; mB (AB +  A C )= :sB  X  BC
luego; mB sBAB +  AC



— IM  —pero en el caso anterior hemos halladosB =  2op;luego

ó sea,

raB 2opBC AB +  A C 'ísle valor en la igualdad 1(3)AB +  AC 2oprB +  rC A Ií-l-A C ’A B + A C2 oprB +  rC “ A B  +  AC *2 2Con tal que demostremos, ahora, que rB-í-rC • =  or
quedará probada la segunda parte del ejercicio, y para ello se tiene,
luegoo sea,

rB =  ro +  oB, rC =  ro — oC;rB -j-rC =  2ro rB +  rC
2 :ro.

Ejercicio 151.— Dado un triángulo .4^6’ y  la cir
cunferencia circunscrita á dicho triángulo; dada la 
bisectriz A D  del ángulo A  que corta á B C  en y  á 
la circunferencia en E :  y además la recta AD' bisec
triz del suplemento del ángulo A que corta al lado 
B C  prolongado en y  á la circunferencia en E ';



Demostrar que la recta B E  es media proporcional en
tre E A ^  E D  ^  que B E '  es media proporcional en
tre E 'A  y  E 'D '.

Esplicacion.—Sea A D E  la bisectriz interna del ángulo JÌA C  asi como E 'A  O', la bisectriz esterna del mismo ángulo: Los triángulos A B E  y B D E  son semejantes por tener el ángulo 
E  común y B A E =  D BE, porque EA C =  B A E, y como EAC =  D B E , resulta B A E = D B E ; luego puede escribirse

—  112 —

DEBE BE
H ePara la segunda parte se tiene D 'A B ^ E 'A C , por complementos de ángulos iguales (1 = 1 )luego, arco B A E '= a r c o  E'Cpero el ángulo B A E '= :— BECE'

D 'B E ' = 1 í BA E' +  B E C )= :-Í(C E '-1 -B E C ) =  - Í b ECE':así, pues, se deduce que B A E '= D 'B E ', de modo que los dos triángulos E'BA  y D 'fíE ' son semejantes porque tienen el ángulo E Igual, por ser común, y luego D 'B E '= B A E ' por lo demostrado: así, pues, podremos establecer entre los lados homólogos de dichos dos triángulos la proporción siguiente-AE'B E ' b 'E "la cual nos prueba la segunda parte del ejercicio.
Ejercicio 152.— Dadas dos cuerdas que se cortan 

en ángulo recto sobre un punto interior á una cir
cunferencia; demostrar que la suma de los cuadra
dos de dos rectas opuestas determinadas por sus



puntos de inteíse^pn¡^e la^ cuerdas icón la circun
ferencia es igu al ai cuadrado del diámetro: así como 
también que la suma de Jos cuadrados de los cuatro 
segmentos de las'dos:rectas'dadás;’eg'i'güai ai dUádrá-
do del diámetro. —. ;q/ 'A ; .  -  — ;;A ~r oA = “ po 

£>splicacion.-^Sé&n Á C  y B D  las dos cuerdas perpendiculares, tracemos on pprpendjcul^r á tendré ACo = C o n ,por ser ÁC y on -parillélas; tomemos Tuégo nom =  Con, paralo cual.te^ráy<jjue s.e.r m  p rq lo^q ip ii; fécilménté se puede comprender, de modo que ^ieindp pn.lu bisectriz del ángulo Com se tiene Cn =  mn y como debe resultar también B n = n D i s^dedu^^  ̂ qupAhora, el triángulo ABm dá::eJlu8DT Y lüov Y eolognéíiJ eob eoi B^odñ eomemoTA ra "=  ______
X  pB X 2 —' pH - f  'o =1.' poy como según lo demostrado anteriormente 6 m = rC D , se infiere que .Q , üp ; a 7 + “"0^

— ii3 —

Am. la A B  •+• CuDólengi aob aeJa» sQ Para la;segundajparte defoje^Tj îciOj,!,se
'’±.q^hnBnmySumando estas do^ igualdades; . w . - - :=  *íp— P^. ’ /.iqAS-í- po‘^, l^ - + 'C D  = = 1 :^  ;+ ^ ^ '.^ ^ + - 5 D r -

-) [ . . . ‘-»p -I- l'A +  U.P^’̂ ^ m o  'A Ír '-h 'C D '^ = ^ ^ =llamando B  el diámetro, resulta por finP  — Aq Bq Cq qD. *
Ejercicio 153.— Probar como en el ejercicio prece

dente debe resultar



— H 4  —4 ';5 ^ ^ + à c ^ + ^ ^ = 8 ^ ®
Esplicacion .—Trazando la recta op perpendicular á /IC , deduciremos de Jos triángulos Aoq  y yoC,oq =  Ao ■+ Aq 2 X  Aq X  Ap;X  pC X  qC.Sumando, trasponiendo términos y simplificando al mismo tiempo resulta,2 oq V 2 A p  (Aq +  qC) — 2 AÓ*-f I q " ( i ) .  Tomemos ahora los dos triángulos Bqo y qo¿), y resulta:oq = o B  + B q  — 2 x B q X B r ;oq =  oD " +  qD 2 X  qB X  rD;De estas dos igualdades se obtiene,2Br (Bq -I- qD) —Sumando esta igualdad con la (1) tendremos,4'oq 2Ap (Aq +  qC) + 2 B r  (Bq +qD ) =

= 4 A ^ ^ + A 5 '+ '5 G 'V W " + " q D ^ l  (2)pero 2 A p = A C , Aq +  q C = :A C , 2B r=:B D , Bq +  q D i= B D , y  como según lo demostrado anteriormente,Aq qC -f~ qD ^ = 4  A o ,"sustituyendo todos estos nuevos valores en la igualdad (21 se tendrá,



ó sea,
—  1 J5  —

que es lo que nos habíamos propuesto demostrar.
Ejercicio  154.— Si se loman dos cuerdas cuales- 

(juiera una semi-circunfereucia cuyo diá
metro es A B  demostrar que:A B  “=  A D  X  A P + B C  X  B P ,
siendo P  el punto de intersección de dichas dos 
(“uerdas./■;.<íp;ie«Cíon~Segun se desprende de la figura resulta:AP AB 2 X  PB X  CB.1 ^ ^ :=  aI'^ -I- 'Z p  “¡_^Sa P  X  AD .Sumando estas dos igualdades se tiene:
A P “+  PB ■— 2“^ “_}_^ 2_^ 7p-^ _2PB^ Cg__2APxAD .Simplificando y trasponiendo términos en esta igualdad se obtiene: AB" =  AD X  AP +  BG X  B P .

Ejercicio 155.— Sea M  el punto medio de la hase 
B C  de un triángulo cualquiera A B C : I  el punto de 
contacto del lado B C  con la circunferencia inscrita al 
mismo triangulo A B C : E y  E  los puntos de encuen
tro de la altura y  bisectriz que salen del vértice A 
con B C : Demostrar la relación M I X  H Í= M H  x  K I.

Bsplicacion .—Por ser la recta A K  la bisectriz, resulta: A B _  K B  K G ’



de donde — 116 —AB — A C B K  — KCA B KB • 0 )Pero se sabe que'^‘^ 'An =  A m , B n = :B I, mC =  Ci; luego A B  — AC =  B I —iC;cuyo valor sustituido en la igualdad (1), dà B I — ÍC B K  — KGA B KBó sea, siendo M  el punto medio de B C ,1 aKBM  +  M f — (BM — M I) _  ( B M + M K )  — (BM — MK)A By simplificando se tiene:2M1 2 M K
K B

de donde, A B  K B  ’ M I ABM K  B K («)•
Ahora, corno Bo es la bisectriz del ángulo ¿1, puede escribirse, la  y  : — Ao:B K  o k  ’' j r — .■■■ - - . .  •y corno las rectas o í  y A ^ s o n  paralelas resulta: ^- líili •- A Ò __H I _ . j-'’-. b'i* olOfiHn»':ájXVV b í  -  -  . r ,  , , ,luego, .' i: . . X AB H IB K  K I sustituyendo en ( » )  tendremos, i  M I _ _  H1 M K  “  K I ’

tní;?.- •.O.-N



— 117 —ó se a , M 1 x K I = M K x HI ,igualdad que puede trasformarse en
Simplificando, por fin, resulta:29X0:. ;& q jjcMI X H I = M H x KI ,que es la igualdad que nos hablamos propuesto demostrar; .'íOÍslínt»; ■ - ‘>Í3L’ Í 3JJ? oí ? ccd lo q  r.-i....I.; qo oLj-; loí) dL'üüi iü 8üiilw /:'::>Qqcij J‘j 1» 9Í^í í̂ í̂[L'>. r.I 8Í)< Jn»f : !•: • I.'inn'iJ oioeqeal lo eaS—.ítojoao'j\<\»’3.
9jjp é Blsiainq qnxn eioai el Q .K  eb oibei-'i-.iJ leí- ol ¿ eJnoIevijjpe é i y « ; o m e ' i ^ ^ ü l e l e i e q  ieb si-ji ílA Y eoíugnéiiJ ¿oh eol st> el oliee loq .cioc-fí/ 'ijji “  X  Om=:’.3nm oíi/^néhJ Isbx a q = a n ^ --------í —iOflieibnei eobobleoj î eob r-cJ'-.í» obnsnmfc _ .íT.¡-j_.íml ^  =  ^  X  8 q + ^  X  Om — a n q  +  Onm

- í m X  in =  Oínf X  ~  =:i;.: !;,i ' Ji m n^qxn eb fOiA lo obnsíí umoo y
sup BS

9 , Oaqm — =  a  nq +  Dncri
. j a q m “ = a n D ,<':íéul



—  HR
4.* SECCION.

Superficies.

Ejercicio. 156.— E n  un trapecio, el triángulo que 
tiene por base uno de sus lados no paralelos, y  por 
vórtice el punto medio del lado opuesto  ̂ equivale á la 
mitad de la superficie del trapecio.

Esplicacion.—Sed. el trapecio ABCDy trazando por el punto medio de la recta mnp paralela á CB, tendremos que el área del paralelógramo mpBC  será equivalente á la del trapecio, por serlo la de los dos triángulos Dnm  y nAp. Ahora,Area del triángulo m nCzrmC X  —2ntT  ;" « P n B = p B xSumando estas dos igualdades tendremosm n C -fp n B ^ ra C  x  - ^  +  pB X  ~  — -^(m C +  pB) —nr  ̂ ^
— X  2mC =  nr X  mC

1y como n r—— rt; siendo el área de nipRC— ví X  mC, resulta que mnC +  pnB =  — mpBC,
lu é g o , C n B = z: — m p B C ;



— 119 —pero, como el área equivale á la del trapecio/45CÍ),resulta por fin, CnBrr-i-ABCD.
¿

Ejercido  157.— Dividir el área de un triángulo en 
partes proporcionales á las longitudes N', jP, por 
medio de rectas trazadas desde un mismo vértice.

EspUcacion.—Divídase la base AB en partes proporcionales á las rectas M ,  iV, P ,  y para ello fórmese un ángulo cualquiera B Á P ;  y tómense las partes A M , M N , N P , respectivamente iguales á A/, N, P, sobre AP; únase luégo P con B, trazando por iV y iW rectas paralelas á para determinar los puntos N ', M ', que, unidos con el vértice C , nos darán los triángulos A CAÍ', M'CM", que por tener la mismaaltura nos darán también áreas proporcionales á A M \  M'N', 
N'B; pero como estas rectas son proporcionales á ilf , N , P ,  tendremos así que los triángulos A C M ', N 'C B ,  seránproporcionales á M , N , P ,  que es lo que nos habíamos propuesto resolver.

Ejercicio 158.— Determinar el área de un triángu
lo equilátero cuyo lado es a. CN

E s p lic a d o n .S a h e m o s  que S  =  A B  X  —g—, conforme á la figuraj si llamamos A B = a , CN  =  h, resulta:
* = 4 = r l / - ' - í -por ser h un cateto del triángulo rectángulo ACNA N = - a .Simplicando el último valor hallado se obtiene,

que es la fórmula pedida.



“  Ì2Ó = .
Óaictilar''’èl à%èa dé ttìàiiguló 

inserito en una circunferencia de radio ^7'ÈÌ inismo 
problema para el esàgono -'dodecàgono regulares, 
el cuadrado y  octógono regulares, el pentágono y  de-eágonii^-rég^laí^s.^-^'J69ié iiOiYiCi— -f<'- ‘ 'V.-.

asííjnoioioifO'Kj aeJiBcr

¿ l g o & & A * Í  ?lí í I  .iío ftW l^ o
e,Bq í  ,<1 .Vi BBloei sBl è ' sslieq 38l sensmói v */lK^ fìioiun

4  .q à a^Lgi e)ne„;“ v
'ísniímaJeb eieq *la è asleleieq saioai 1Jl y 'i®«? obnasB'ií 
fié-ififa aon ,0 eodióvj^g^ v.obj nrr ‘̂.iuv .’Ifi. '̂Vl eoJnuq eoi 
'̂ raeirn el leneJ loq sDi2.A04«*y“^W. eoiiignèi-ij eoi
.'■ 'Alt ,'\HA Ò aelenoioioqo'iq eesié nsidmel néiefa eoa eiuiír 
Iftegó'eñ este caso resultapá/ioa eeJoei eeles omoo oieq 
.i¿i88 ,0.0'VI (’'"VlOlt eoíügnéiií sol e«p iae aoraeibnel
-oiq aoaieided e p a  Ofp oí eo eup .*V .VI .p è asíenoioioaoiq 

2 dfi — 2  • .levloeai oJesjjq
-j/gnÈhJ a u  sb E S 7 é  lo aBniraisjrfl— .8g I 

Conociendo ahora el lado y\ el apotema , conoceremos el 
area del triángulô en función de H ,  por medio de la fórmula 
genera -.¡rjuioo X & Á ~ S  oup Eomedeg —,«oio»3jiq«'3

;tiJÍ0ee'iS“ 3L X.-^rflA :om ..̂ efl le ;oiuga
‘b \  L b de__

luego S =  3R V T  ̂ £ { = . 1 R» V V4 4
AO oiugnpiosi oiognèii} leb oJeieo n u  A í e s  loq 

Exágono y  dodecágono. \

En d exá'i^o RÍéí“ L ;’A

= | k t tn-oq elumiòì sí ' *• 5Uf= y í / 4 R R '



121 —
s ^ ® x ^ V T = | r - K 37 - _  r \ | + 2 \  L  X  f M - a - M ) \area del exágono.''! '!Para el dodecágono basta recordar lá fórmula

L', ^riul ‘ 1 u = r .  !p 'fiib*n>que dà el lado de un poligono de duplo nùmero de lados que otro dado en función del lado de este y del radio de la circunferencia circünscrilc^. Asi, pues, como en el caso que nos ocupa L r rR ,r e s u lta :
L ' = | X i ^ ( a + | ) - | / '  r ( r - | )  =

I  ^  R  1 1 (  t - T - K T ) .



—  122 ____S - y X  f  ( K T -  K T )  x 4  | / 2 T i7 f =
= T ^ ' [ /  ( ' ^ ‘̂ - l ^ f T x | ^ 2 + p T ^

=  ~ R ^ y T = 3 n \

Cuadrado y octógono.

Para el cuadrado sabemos que L =  R  , luégo
A — y  K 4 R “— L* — Y  Í^4R* — 2R* ~ ~  K  2 ;

4 R K 2  . R-----5------X  — K 2  = 2 H *.
Para el octógono recordaremos la misma fórmula del caso anterior, esto es,

l ' = | / r ( r + L )  _
Sustituyendo el valor de L  yó hallado tendremos,
= | / r ( pL' R IX 2_____________ ) - | / » ( « - ^ )



—  128 —
= » ( | /  í - l / ’ - f ’ - lFórmula del apotema;

A =3 — I/4R* — V
4 — 2 , 2 — K T "

7. H 0»
2 +  1 ' ^ -

Luégo
S = ^ X A  =

=  4 X R

=  2H»X 2 K ~ T R * ./  1/2

X

Pentàgono y  Decàgono. Lado del pentàgono,
2 ^ 5

)



Apotema. —  124
Y  f/ 4 R » _  L» =  ^ 1 /  4 R * - ^ ’( l o - 2  K T )  

6 +   ̂ 6 +  2 K ^ '
■ m

;  Para el área 5 se tiene:
5 x | | /  í O - 2  1 / 'S  =  _ J + _ ________________  ^ , R l / 6 + S l í ^X

1 0 + 2  K 5  .
60— 12 K X ”+ 20 í / 5 — 20 _

Pasando al decágono tendremos:- J  ^  ^
\  ♦Sustituyendo el valor de L,

•1+^ ñ S= z

L' V 4 R +  2 10—2 5
) -

^  «0-2 1/ 5- \ / R  ( r - - 1

^ r ( | X
)



— 125 —Para el apotema se tendrá
OI • W!I/4H*— L'=* = t i a  =  d:-.

16-104-21/ r.“ 4 -= l | /
* — Kio—a l /V  ^_R j  4- K 6-1-2 t/̂ ~rt i '.''-ilueco el área vendrá representada por . ,, a ,.......... • .';.«uínM:;  ̂ . , =  d o ^ i n .^ :>  ‘ ,|0L^‘ ’ ‘ •ifi'ií lob oiüJlí; Y ay'-:;a s = - X Arr-íO obííugoc: lo • •ro*!UI :. j T . i ob efioo!.

X  — | / ^  4 + y  6-Í- 2 l/'Y _
( | / ^ 8+2 K Í 0 - 2 Í 7 f + '2  I/6+21/7.-+ I/1 0 + 2 L/T - 

8 — 2 + 2  K 6 + ^ ¡ 7 ^ -  1/ 10 +
Bjercicio 160.—A B C I)  es un trapecio en el que el 

ángulo A  es recto, el ángulo\5 igual á 30 grados, la 
base A B  igual ¿í , la altura .46' igual á U; determinar 
el área de dicho trapecio.— E l mismo problema, supo
niendo el ángulo B igual á GO g®.

EspUcacion.—E\ ángulo oDB  resulta, según se desprende de la figura, de 60 g"; ahora, si tomamos á la izquierda de la



— 126 —recia D D ', otro ángulo o D E  igual á 60 g", se tiene E B  igual al lado del triángulo equilátero; luégoE B = :D B Í / T  . Además D B = :D D '= 2 D o , en su consecuenciaE B z= D B  3 j. ó sea 2oB:£=2Do 3 ,de donde

1%̂
1̂ :

oB =  Do K  3y como AB — oB =  C D , tendremos con esLo conocidas las bases y altura del trapecio, y en su virtud su área.Para el segundo caso se tiene la figura 2.* en que el ángulo 
B  se supone de 60 grados, resultando:D D ' = D B K 3 ,  D D '= 2 D o, DB — 2oB;luego 2Do =  2oB K  3 ,
o sea oB: DoK TY  como A B  — o B zz C D , tendremos con esto, conocidas las dos bases y la altura del trapecio, y, por consiguiente, resuelto también el ejercicio.

Ejercicio 161.—Á B C D  es un trapecio en el cual el 
ángulo A  es recto, y  el ángulo B  de 30 grados, las dos 
bases paralelas AB^ C E , son a y  Determinar su 
área.— El mismo problema, suponiendo el ángulo B  
igual á 60 grados.

Esplicacion.—De la figura 1.» resulta;AB — DC =  a — b =  oB.



— 127 —Como E B  debe ser el lado del triángulo equilátero, resulta:
luego

2oB =  DB K a “ ,
DB =  ̂ .

Una vez que sean conocidas las rectas D B  y o B  se determina la altura del trapecio por medio de la fórmula
para tener asi determinados todos los elementos necesarios del área del trapecio.Para el segundo caso, considérese la segunda figura la cual nos dá; '

a — b = o B  =  — DB; 
22 (a — b) =  DBluegoy como nos son conocidas las rectas D B  y o B , puede determinarse facilmente la altura Do  por la fórmula

Do
= 1/

DB D B ^
9Así, pues, conociendo las bases y la altura del trapecio queda determinada el área de él. ^

Ejercicio 162.— Dado un círculo, trazar un segun
do círculo concéntrico al primero que divida su su - 
perlicie en dos parles equivalentes.



Esputación.—Llamando ^  y r los radios respegl{yps,eni los dos círculos, según el enunciado tendremos;428 —  .

ó seade donde
:( R .U li4 p a o £

= a aR^í=2r*; ogeni
Ao \ tVQ. c ' R ^ r  V  ’2iyoonoo noaa eop sev saU jm'ibl el efa oibsra loq «jl.osqeii leb eiuJlu oí oíí lo que nos dice que el radio r que se busca es igual á la mitad de la diagonal del cuadrado, cuyp lado es igual á R ; así, pues, construyendo un cuadrado sol^e oÁ,trazando las diagonales oB y A C , resultará on que rápresenlará el radio de la circunferencia pedida. ul aoi." .i> i.-iiab ibtf -laneJ o -ío --

Ejercicio 163.— Si desde un puntb'^iï ‘dë’'ùûà “̂c îr-  
ouüferencia considerado como á centrby'ëim’tiri Vadio 
igual al de la circunferencia se describe tin ârcd de 
circunferencia, divide éste á la superficie del círculo 
en dos partes: Hallar la relación'de estas dos partes.É’sp¿icacíon.—La part© fi se. compone de dos triángulos ¡guales k A O B  y de cuatro segmentos ¡guales kAnBmA : llamemos n^al radio de la circunferencia; el triángulo A O fi que debe ser equilátero, nos dará para espresion de su área;r ■— 3 ; de modo que ^c¡a -•  — ■ i-ia \ i c=-)a

j
ACO +  AOBz=;— K s  — — 3 .

. i; r T ; ; ' i 2  ■? • -i ^  • J O u o o  , i s / .. i . . _ Janiancij-.'lj o.
\ r r* ___'El segmento AnBm A  = —grr X -----------K  3 ~
® 2— ."á.)! o‘4o'm!á'\5\

; _  r* ^^tp-jaàonoo oínoiio ob 
. . - i):> r-'-rifiq aob ae ebíli^q

.i:



— l ií l  —Por ios cuatro segmentos iguales, resulta;
luego

BOCpAmB — t: — 3 ^ —r"- 4 r r ^ - 3 r M / F■' = ---------- 6----------= “ ’liamando a a l área comprendida por estos dos arcos. Si designamos por <x' el área restante del círculo, tendremos;
a = 7 :r ,  47:r^-3 rM /3 . 2  „ 3 , ,6luego,

a ' 4zr'̂  —3r- K"3 4t: — 3 K ’3 _
27:r*_j_3r= K T  ”  2^ +  3 I / ' F  ' “_  S-'* — 18t: K T + 2 7  ~  ■‘ ■■4 ^ — 27  ■

Ejercicio 1G4.— Siendo a. c, los tres lados de mi 
Iriángulo, 2p sn perímetro; demostrar que la superfi
cie de dicho triángulo es igual á

1/ P (P— a) (P— b) (p— e).
Explicación .—En uno de los ejercicios anteriores hallamos que la altura Bb, llamándola h viene dada por,

— y X  |/p{p — e)(p — b) (p — c/



y como el área del triángulo A B C  es igual á , sustituyendo aquí en vez de h, el valor hallado, resulta:
-^ X -r- í/p (p — a) (p — b)(p — c) =

—  130 —

— K p(p  — a) (p — b) (p — c).
Ejercicio 165.— S iendo  a, 0, c, ios tres lados de un  

tr iángu lo , h a lla r  en e l in te r io r  de éste u n  pun to  ta i 
( lu e ju n tá n d o lo á lo s  tres vé rtices de l m ism o , se fo rm en 
tres ángu los p roporc iona les á lo s núm eros m , n , p .

Explicación .— En el supuesto de ser o el punto que se busca, se tiene. AüB m AoB mBoC ~ n ’ AoC “
~ A o B , (1) A o C -= -^ A o Bm raluégo, Bo(

M as sabemos que AoB +  BoC +  AoC =  3C0°; y en virtud de los valores anteriores resulta,
360“ = : A o B - h -íí-A ü B -f-B -AoB == m m= ( l - f  ) a o B —\ ‘ m ‘ m / m +  n +  p m X A o B .

A sí, pues, AoB=r- m •X360“.m +  n -hpSustituyendo este valor en (1) y (2), se tiene;R o C = :— X  —  , ^ - r - X  360“ — . m m + n + p m +  n +  p X360V



—  I3 i —niAoC =  - i - x -  , ,m m -j-n-f-p X360° = ----m -j-n +  p X 3 0 0 '\
Determinando, ahora, sobre cada uno de los lados del triángulo A B C  arcos de circunferencias, correspondientes « los ángulos deducidos de las fórmulas anteriores, el punto donde éstos arcos se corten será el pedido.
Ejercido  166.— Dado un rectángulo uUiCD  en el 

cual, la altura A D = a , y  la base .li?=.2a: desdo el pun
to Ay como á centro, con AD^ por radio se de.->oribe un  
arco de círculo D E ;  del punto B , como cá centro, con 
el mismo radio, otro arco (]E; sobre A B  como diáme
tro se describe la semi-circunferencia A K B  que cor
te á los arcos precedentes en 6̂  y en 77: 1." Calcularla  
superfìcie E G K I I  comprendida entre estos arcos de 
círculo. 2.® Calcular la superfìcie del cuadrilátero 
C H G D  que resulta de unir D  con (7, G  con 
con C, por medio de rectas.

EspUcacion.'^Lü  figura K IIq E p G , es iguul al sector G K H E ,  menos dos veces el segmento. G K H n G , por ser los segmentos G p E G , IJq E H , G K H n G , iguales entre sí.Asi, pues, el sector.
GKHKG =  Í 3 m  x ~ = ~ ;D  . 3  f)

el segmento, GK H nG: za a * ,  X—K T ,
luégo, 
de donde;

2GKIInG =  7̂ -̂-----O 2



— 132 —2G K H qEpG  =  _ ^ _ ( - ^ l _ i :  K T ) =
6 3El cuadrilátero D C H G , se hallará de la manera siguiente:

el área, DKEGD =  AEKD — AEGD =  a* X ^ l  —— 
luégo, DKGHEGD=:2DKEGD —2a’ ^l —y j -

Quitando de esta área, G p E q H n G , nos dará el área DKCsHnGrD.Pero como,
GpEqHnG^GEH— 2GKHnG=- K T —2GKHnG —4
=  ^ 1 V ~  1 ^ )  =  | a -  K T - ^ : .A sí, pues,
D K C s H n G r D - 2 a * ^ l _ '^ ) - ^ l a “

I / T +  ^  | / T -  J - - ( l ) .
Bebe, ahora, agregarse á este valor los dos segmentos iguales, D rG D , C sH C , y para esto sabemos, que el área del de- - cágono en función del radio a, es .?a’ .

luego, :̂ 3a-DGA = la’,



y como
resulta,

— i33 —D r G A D - ^ 2 x a X ^ n

112 4doblando este valor, se tiene,2DrGD
=  DrGD=a’ ( ^ - l ) ;

añadiendo este valor en (1) tendremos por último, el área del cuadrilátero pedido. -«a Ita"D CH G =  - 2 a « - l a * l / 3  =
— 2 4 \ 2 4 /

J'Jjercicio 167.— Sea A B ,  el lado de im  exágono re
gular, inscrito en un círculo; C7), el lado de un trián
gulo equilátero, inscrito en el mismo circulo, y  para
lelo á A B ,  Demostrar que la superficie de la porción 
de círculo, comprendido entre estas dos líneas, equi
vale á la superficie del sector A p B o A .

jisplicacion.—Se&. CD , el lado del triángulo equilátero, se tiene, AoC -f- BoD =  ApBo A;pepo AoC ACm mCo,y BoD =  BnD +  nDo.Sumando estas dos últimas igualdades resulta:.AoC -r  BoD =  ACm-{- BnD -{- mCo +  nDo.



— 134 —si probamos que la suma de mCo-{-nDo, es igual al trapecio 
Á B m n , se tendrá;AoG +  BoD — ACm -f- BnD -f- A Bran ABCD =  ApBoA. Vamos, pues, á probar como mCo -hnl)o =  ABmn Los triángulos roA, y soC, son iguales, luego;2roA =  2sCoquitando, á ambos miembros, mno, se tiene;2roA — m no~ 2sCo — mno,lo que dá; ABmn =  mCo -!- nDo

M ĵercwio 168.— Sea A/i, el lado de un exágono re
gular inscrito en un círculo; C J), el lado de un trián
gulo equilátero inscrito en el mismo círculo y  para
lelo á Á B , si se juntan oC\ oD , y  se prolongan estas 
i’eclas liasta los puntos y  de encuentro con A B: 
Demostrar: 1.® Que el triángulo EoF^ equivale á la 
mitad del exágono regular inscrito. 2.® Que la super- 
acie de la corona circular, comprendida entre las cir
cunferencias de radio oC  y  o E , es doble de la superfi
cie del círculo oC.

Esplicacion.—VA ángulo/toC=:3ü®, DCo=rBEo =  30*Juego B E ^ B o  =  r.Por la misma razón se tiene A F  =  r; luego la suma délos tres triángulos FA o, A o li ,  y B o B , será;3 A B x ^ - 3 r  —2 2que os la mitad del área del exágono inscrito.



~  135 —Ahora, se tiene,on =  4 - — 1“ z=— K  3 2 2Y como es fácil de compr.onder;oE =  2 o n =  r K  3 .
Asi, pues, tendremos;

t:. oÉ^ =  t: X i’" 'X 3 =  3zrla otra área circular seré, t: X  oC — ~r , restando estas dos áreas circulares, tendremos el área del anillo;3 rr-~  ::r^=2^r'^lo que nos dice, ser doble del área del circulo dado.
Ejercicio 169.— Dados dos pentágonos regulares, 

uno inscrito y  otro circunscrito á una circunferencia: 
Determinar el radio de esta circunferencia: 1.® S u 
poniendo que la diferencia entre los perímetros de los 
dos polígonos, sea de un decímetro; 2.® Suponiendo 
que el área comprendida entre los dos perímetros, sea 
de un decímetro cuadrado.¿spíicacion.—Llamemos L , y l, los lados respectivos de los pentágonos, así, pues, podremos establecer, conforme el anu- ciado. la igualdad siguiente:5 L -5 1  =  o ' 1 ,  ó L - l = ' ^ .

Por fórmulas muy conocidas, pertenecientes á la Geometría elemental, se sabe que;



L = - K4r* — P 
y corno, 1

se tiene;

— J36 —, 21r; luego Ì/4r“ — 1“  ̂ 50
y  5

2^^ j  IO — 2 K  5̂
,  ----------. - - ; - | / i ^ i r U T r ^ i

simplificando se deduce;
2r 10—  2 Ì ^ T

6-h 2 Í/
continuando la simplificación, resulta;

21/ 5 = - i - ;50’
2r y i o = r j p T - r 1 / Í c q : ñ 7 ^ =  1 K 6 T Ì F ?5(J<5 sea, por fin: rz=: — 1/6 H -2 1 »100 |/ iu — 2 Í/— — 50 y W - j -  21/— ■Según Io manifestado en la segunda parte deltiene, ejercicio, se

- L X A - ^ l X a  =  0’0 I , ó , L x A - l x a ^ — = z - i -300 250



137 —Sabiondo, ahora, que;2IrL = - 2r K lO  — 2 [/t 'k'4r* — P |/6 +  2 l/ T  luégo, que el apotema A  es igual á r;Y  que el apotema a , se representa por !a =  — (/4r*— P =  2/= ~  !  ̂ 4r’ ~ ( 1 0 - 2 l / T )  = -  K 6 +  2t/'5-,
2r KlO—21/Tse deduce; L x  A —l x a  = .......... ...........  —— X rK e  +  2 l/ Tr---- ~ |/10— 2 l/ T  X *Y  K 6  4- 2 l/ T  =  -2̂50’de donde,

2r* |/10— 2 l/ T  -  |/(10— 2 i/ T ) (6 - f  2 l/ T ) ’
o=  i 5 í r ' ^ « + - ^ ^y por último:

» 1/

= 1/

1/6 +  2 l/ T( 2 |/10 — 21/T  — 4 -( / íí20+1281/t )X 2 5 0
1 / 6 + 2  X T( 2 t/lO -  2 ! / T — 4  1^20 +  81/ t ) x  250
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Em'cicio  170.—Dado -uà paralelógraino A B (JD  si 

se junta un punto cualquiera P  del plano á los cua
tro vértices: demostrar que el triángulo P A C  es 
equivalente á la suma ó diferencia de los dos trián
gulos P A B , P A I) .¿■spíícacm.—Sogun se desprende de la figura 1.“ resulta:

PAC =  ̂  AP(Cq +  q O ;= -ÍA P (C q -|-B r ) :pero Cq =  Ds, por ser los triángulos Df¿A y Cqli iguales por lenerl?í;=dZ), y sD A  =zqCB, por ser los lados A D , y B C , Ds, y Cq, respectivamente paralelos, luégo el triánguloPAC =  y A P  (Br +  Ds) — ABP - f  DAP.
Para el segundo caso supondremos la figura 2.'', la que nos dá;

P A C = : 4 - A P x C r  =  4- A P (D s - D xjpor ser C r  y D s  perpendiculares á A P ,  y Cx paralela á A F ;  pero el triángulo Dx.C es igual, por razones parecidas al caso anterior á AU»: así pues, D x = tB , de donde resulta para el triángulo:
PAC — ^  A P(D s—tB) =  APD — APB.

Ejercicio 171.—Dado un cuadrilátero, si por el 
punto medio de cada diagonal, se traza una paralela 
á la otra diagonal, y se junta el punto de intersección 
de las rectas así obtenidas, con los puntos medios de 
los cuatro lados del cuadrilátero: Demostrar que el
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cuadrilátero queda así dividido en cuatro partes equi- ^•alentes.

Esplicacion.-^Sean  Z/ y c los puntos medios de an, am; y cd la recta paralela á mn que pasa por el punto c, medio de la dia- aoiial ap así como dr es la recta paralela á la diagonal ap que pasa por el punto medio de la diagonal nm; de este modo se tiene que la recta be resulta paralela á mn, y como cd también es paralela á mn, los triángulos, bed, ced, son equivalentes; luúgo si á la superficie abode, quitamos cada uno de los trián-aulos anteriores, tendremos 6cc?e—a6ce;(l)pero, abe es— de
anp, por ser be, la paralela media del triángulo anp: por razones análogas se tiene;

ace =  — apm;
Uu‘go, abe +  ace =  abce =  y  (anp +  apm),
y como, aiip-{-apm ~anpm .

resulta; abce =  -7-anpm; 4luego, en virtud de la igualdad (1) resulta.abde =  — anpm. 4
IProbemos, ahora, como bnsd, es también y  de anpm.Siendo r, el punto medio de la diagonal nm, los triángulos 

bdr, y sdr, son equivalentes, luégo;bdsn =  brsn;



pero; 140
1 1brsn =  bnr +  nrs — a n m - j - n m p  4 4

i i
—-J- (anm +  nmp) = — anpra;

luégo, bdsn =  — anpm. 4Siguiendo, ahora, un raciocinio parecido á los anteriores, probaríamos que cada cuadrilátero sdfp, y dfme, valen un cuarto del área total del cuadrilátero anpm, quedando así completamente probado el ejercicio.
Eje^rcicio 172.— Si por el punto de intersección ele 

(los circunferencias, se trazan diferentes secantes, 
uniendo los puntos estreñios de las secantes con el 
otro punto de intersección délas dos circunferencias, 
se forman diferentes triángulos, cuyas áreas son pro
porcionales á los cuadrados de las secantes.

Esplicacion.—Trazando por el punto A , las secantes, l)C y 
D 'C ,  resultan los triángulos D C B  y D 'C 'B ', uniendo los e s- tremos de las secantes con el punto B ;  estos triángulos son semejantes porque los ángulos D y D', C  y C' son respectivamente iguales, por ángulos inscritos que abrazan el mismo arco, siendo, pues, dichos triángulos semejantes, sus áreas serán proporcionales á los cuadrados de sus lados homólogos; luégo llamando S y S' lar áreas respectivas do los dos triángulos, se tendrá: DC D'C'“S'lo queque podria hacerse estensivo á otros triángulos, que se hallasen en las condiciones de los dos primeros.
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Mjercicio 173.— Hallar la espresion del área de un 

trapecio, considerándole como la diferencia de dos 
triángulos, que se obtienen, prolongando los dos la
dos no paralelos, hasta su punto de encuentro./Ísp/icacíon.—Según resulta de la figura, se tiene:r. CG AR X  - ,v - CFD E X - ^  =  ABED;
luégo, / G F - h F C \  • ,  GC — FGA B X  ( — Y ----- j -  DE X ------ ------- - A B E D  (1).

Ahora, por ser los triángulos CDE y C A B , semejantes, se puede escribir; ó SOQ, A B x C F  =  DE X  GC;
luégo; A B X - ^ = D E X - ^ - ;cuyo valor reduce la igualdad (1) á la siguiente:

A B X
G F F GD E X — =  A B ED ,

3

O sea. G F ABED .
Ejerdcio  174.— Dadas las bases y la altura de un 

trapecio, calcular las áreas de los dos tríángtilos, cu
ya diferencia viene determinada por el trapecio.

Bsplicaeion.—Se tiene:F F  FfrAB X  — = A B E ;  C D x  ^  =  FXD,



délos triángulos semejontes.lfíA’ v O D E , resulta,'■ Jí-(j LDluego,E F  — E G  _  A B  — CD EF ~  E G  _  AB -  CD■ E F  ■ -
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AB EG CDy si representamos GjP, porr?; A / ?y r/> , respectivament: por a y 6, se tiene:
E F = _ 5 l _ ,  i.:g = - “a — b a — bUna vez hallados estos valores, podemos pasar á deducir el área de los triángulos, puesABE =  A U x Í ft ^ .:\ 'ix E F  =  | ¿
E G  CD b bdy ECD =  CD X  —  =  X  E G = : ^  X  • - ~

a'd2(a — b) ' bM2 t a - b )  '
Ejercicio 175.— E l úrea de m i trapecio es igual al 

producto de uno de sus lados no paralelos, por la per
pendicular bajada del medio del otro lado al primero,E^p^ieacton.—Trácese la diagonal A C ,  y se tendrá,ABCH -ACD  — S;pero el área del triángulo AC.B, es equivalente á ADb,luego, ADB +  A D C = :S
ó sea, S m A D  X  -^ -+ A D  X  ¿ ; ~ A D x2 ' 2y si lomamos el punto medio de C B , y trazamos la recia E F



— i-i3 ~paralela à p  y  p', resultará ser dicha recta E F z r  p'' Ja paralela media, que debe ser igual luògo S =  ADxp"> quees lo que nos habíamos propuesto demostrar.
Ejercicio 176.— Por 1111 punto tomado sobre la tii- 

seciriz de un ángulo, trazar una recta tal que la par
le interceptada por los lados del ángulo, sea un míni
mo. Averiguar lo que resulta en cuanto al área del 
triángulo que se origina por dicha recta.

implicación.— el ángulo FAC, la bi.sectriz Ao, y fiC, la perpendicular á la bisectriz que pasa por el punto o: ED  otra recta cualquiera que pasa por el punto o, luògo se podrá escribir: A E  : AD : ; Eo : oD;pero como A E > A D , resulta Eo > o D . Ahora, las áreas de los triángulos h o E , y Z)oC por tener el ángulo o igual, son entre sí como, oE X  o E :o D  X  oC;y como oU  y oC, deben ser iguales, la relación de las áreas de ios dos triángulos anteriores es igual é — y habiendo demostrado que o E ^ o D , resulto el área del triángulo oF’B. mayor que la del triángulo D oC, lo cual nos dará, área de) triángulo A E t>  mayor que la del triángulo A 5 C , o en otros términos:
- 2 F A x E D > Í - A o x BC,

y como se puede comprender á la vista de la figura que A F < o A , s e  infiere que E D ., ha de ser forzosamente mayor que BQjy quedando así probado que JiC , es la menor de todas



— 144 —ias rectas interceptadas por loslados del ángulo, pasando por el punto o. De lo demostrado anteriormente resulta, que el triángulo A BC  es el que contiene menor área, pues ya se ha visto que trazando por el punto o una recta cualquiera distinta de B C  tal como Í ) E ,  resulta ser el área del triángulo AED, mayor que la del triángulo ABC.

Ejercicio 177.— Dado uu triángulo A B C \ si  en los 
estreñios E  y  C  áe un mismo lado EC\ se trazan á es
ta recta las perpendiculares E D  y  C E , y  se les da á 
estas una longitud dupla de la altura del triángulo 
Á E C , siendo /^y G , los puntos mediosde los lados Á E  
y  A C : demostrar que el triángulo es equivalen
te á la suma, ó á la diferencia de los dos triángulos 
E E F y  C E G , según que los ángulos en E  y  en C, sean 
<5 no todos dos agudos.í'sph'caeion.—Supánganse los ángulos B  y C  agudos. Por ser F  y G  los puntos medios de las rectas AB  y A C ,  resultaque M F = F n ,  y, nG =  GNr1 jluégo: Area D B F  =  — BD X  M F =  — BD X  Fn;

Area C G E = - Í C E X  =  ^  G E x  Gn.Sumando se tiene:D B F -p C G E — y D B  x  F n - f - y  CE X  Gn pero B D r= C E  =  2h, siendo h, la altura del triángulo, luégo 
D BF +  CG E ̂  ̂  2h X  (Fn +  nG) — h X  F G ,

y como FG =:-^- B C , se deduce.



— 145 —DBF -f-CGE — h X  -^ B C = :ó re a  de! trióngulo A B C.
De un modo parecido se probaría el segundo caso.
Ji^jercicio 178.— Los dos triángulos opuestos que se 

forman, juntando un punto, tomado en el interior de 
un paralelógramo con sus cuatro vértices, equivalen 
juntos á la mitad del paralelógramo.

Küplicacion.—Sean los dos triángulos opuestos DpC,luego, DpC =  DC X  ~  np,
ApB — A B X — rap.Sumando estas dos igualdades, se obtiene;

D p G 4 - A p B = D G x 4 - n p  +  A B x 4 - p m  =z zi i= — AIB (np +  p m )=  — AB X  nm
y com o, A B X n m ,  representa el área del paralelógramo ABCD =  S , se infiere que

D p C - J - A p B = - S .
Ji^jercicio 170.— Dado un rectángulo ÁBCD^  si se 

loma, un punto cualquiera B  sobre B C , un punto 
cualquiera B' sobre C¿>: Demostrar que el rectángulo 
ABCD^  equivale al doble del triángulo Á E B \  aumen
tado en el rectángulo, que tiene por dimensiones los 
segmentos B E  y  D E . 10
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Esplicaccon.—Tracemos por E  y E ,  rectas paralelas á los lados del rectángulo, tendremos:ABCD  — Apnm + p n F D -)-n E C F  +  n E B m =:A p nni^2p Fn-{- 4- 2FnE 4~ 2nEB =  Apnm +  2(pFn +  FnE + n E B )  (1).Ahora, p F n = A F n  por ser triángulos, que tienen la misma base y altura; por lo mismo se tiene, nEB  — AnE.De modo quep F n +  F n E  +  nEB =  A Fn +  FnE - f  AnE =  A F E .Sustituyendo este valor en (1) tendremos;ABCD  =  A p n m -}-2 A F E = B E  X  D F +  2AFE.
Ejercicio 180.— Todo rectángulo es mitad del rec

tángulo que tiene por dimensiones las diagonales de 
los cuadrados construidos sobre los lados contiguos 
del primero.

Esplicacion .—Construyendo cuadrados sobre los lados A E  y A B ,  se tiene: Am “^ 2 A D ^  “1 7 ^ = 2 X 6 4  Am =  A D l / T ,  B p z = A B Í / T .Multiplicando estas dos últimas igualdades resulta:Am X  Bp =  2AD X  ABy como AD X  A B  es igual al área del rectángulo ABCD, llamando é esta área S , tendremos:
ó sea, Am X  B p = 2 S  Am X  Bp
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Ejercicio l 8 l . — Si por el punto medio E  de la dia

gonal B D  de un cuadrilátero A B C E ,  se traza la para
lela E E G ,  á la segunda diagonal A C :  demostrar que la 
recta A G  divide el cuadrilátero en dos partes equiMi- 
lentes.

EspUcacion.—Uniendo el punto i? , con . i  y C  se tiene: área AED =  área A E Bpor ser triángulos que tienen la misma base y altura. Por 1» misma razón resulta:área ECD =  área BEC.Sumando estas dos igualdades, se tiene;AED - f  ECD — A E B  -}- BEC de donde, A D C E ^ iA B C E
6 sea, A E F - f  F E D  +  E G D + E C G  =  A B C-|-A E G (1)pero, A E F r r F E x ^ A n ,

E C G =  EG X  An;luegoA EF +  EC G — ^  An(FE - f  EG) — i  An X  FG =  AFG.(2 2Por otra parle A E C =  ACG por ser triángulos que tienen la misma base y altura, sustituyendo, ahora, estos nuevos valores en {!), resulta:FE D -f-EG D -[-A FG  =  AB CH -ACG



— U S  —ósea,  A G D ^ A B G Gque es lo que queríamos demostrar.
¿Ejercicio i8 2 .— Siendo ÁBGI), tm  rectángulo, si se 

inscribe en el triángulo Á7iC\ una circunferencia que 
toque á A B ,  en y  á BC\ en F ,  y  luego se traza E H \  
paralela á Al)^ y  F R  paralela á C D :  demostrar que el 
rectángulo K H , es mitad del rectángulo A B C I) .

RspUcacion.—Según  se vé en la figura, resulta que, área Aotr=área AoE: pero. área A o E = á re a  AoKluégo, área Aot-^área A oK .Por otra parte, área oCF =  área oCt; pero área oCF =  érea oCHlaágo, área oCtrrárea oCH.Ahora, como el área del triángulo A C B ,  se compone de 2Cío +  2tAo +  EoFBsiendo el triángulo ACB mitad del rectángulo, y en virtud de las equivalencias anteriores, se obtiene:
IA C B = ~  ABCD =  2Cto +  2tAo +  EoFB =z

= :  oHCF - f  AEoK +  EoFB = A B C H o K .De consiguiente el rectángulo restante /)//oA’ será igual á la otra njitad del rectángulo A liC B , que está conforme con el enunciado.
Ejercicio 183.— Dividir un cuadrilátero en cuatro
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triángulos equivalentes por medio de rectas que,, sa
liendo de un punto interior, vayan á terminar en los 
cuatro vértices del cuadrilátero, y  en el supuesto de 
que las perpendiculares bajadas de los vértices opues
tos á lina misma diagonal sean iguales.

Esplicacion .—Siendo Bm =D n; si lomamos el punto o, medio déla diagonal A C , resulta que si se une o, con/l, i?, C, D , se obtienen cuatro triángulos equivalentes, por tener la misma base y la misma altura, luégo el punto o, es el pedido.
Bjefcicio  184.— S i de los vértices de un triángulo, 

hasta los lados opuestos ó sus prolongaciones, se tra
zan tres rectas iguales á una longitud dada, y  si de 
un punto interior se trazan, luégo, paralelas á estas 
rectas hasta los mismos lados, la suma de estas para
lelas es igual á la longitud dada.

Esplicacion .—Sea el triángulo ABC-, tómenselas distancias 
CD, B F , A E ,  respectivamente iguales á una longitud dada, y sea p , el punto por el cual se trazan las rectas pn, p r , pm , paralelas á las rectas anteriores, vamos, pues, á probar que;pn +  pm 4-pr =  CD =  B F  = A EPara ello, uniremos A co np,  y resultará la recta A s ,  que dará origen á los triángulos semejantes AEs, mps;

luego, AErop Asps
de donde, m p = :A E  X AsUniendo, ahora, C con p tendremos otros dos triángulos semejantes npi, tCD:



luego,
de donde,

— 150 — PC _  et np tp ^
n p rrD C  X tpety corno D G = :A E  resulta, tpnp =  A E  — (2).

Por fin, uniendo B  con p, resulta por razones análogas á las anteriores, B F  Bqrp pq
sea, rp =  B F  X

y como B F  =  A E , se tiene,
r p = A  E X

pqBq
pqB q -Sumando las igualdades (1) y (2> con esta última, se tiene.

mp 4 -pn-}“ rp :
Con tal que se demuestre, ahora, que,

As ~  a  ^  Bq  ̂ ^quedará completamente demostrado el ejercicio, pues entonces resultará, m p4-pn-hrp =  A E .



Para probar esta última parte, basta considerar los cuatro triángulos Apq, pgC, A B q , qBC, que nos dán:—  151 —
área Apq = pq X  A x 2, pq X  zcárea pqC =  - ^ g  -

sumando,
Apq +  pqC — - ^  ^Ax +  C z ^ = A p C  (4).

Pasando á los otros dos triángulos, se tiene,B q X  Axárea ABq =  -
área qBC;

2Bq X  Cz
Sumando, resulta;

ABq +  q B C "A B G  =  - í ^ ^ A x  +  Cz^ {5). 
Dividiendo, ahora, las dos igualdades (4) y (5), se obtiene:- i^ íA x -fC z )ApC _  2______________ __ pqABC ^ ( A x  +  Cz)
De un modo semejante, deduciremos;

Bq
ApB _  Ip „  ^PC _  ps ABC"~ tC ' ABC “  As ’



— 152 —Sustituyendo estos nuevos valores en (3) so tiene:BpC ApB ApG _  B p C + A p B  +  ApG A B C  ABC ABC ABC ~  A B C  ~  AB C~ ~  ^que es lo que nos faltaba probar.
I^jercido 185.— Si las diagonales de un cuadriláte

ro inscrito se cortan en ángulo recto, la suma de los 
productos de los lados opuestos representa una área- 
doble de la del cuadrilátero dado.

Esplicacion.—̂S^^ A B C D , el cuadrilátero inscrito: según el teorema de Ptolomeo, so tiene:A B  X  DG +  AD X  BC =  AC X  B B .Si por los cuatro vórtices del cuadrilátero, se trazan rectas paralelas á las diagonales, resulta el rectángulo M N P Q , que dá: W P Q  =  2 AoB +  2BoG-h 2DoC-f-2 AoD =  ^ 2 (AoB-Í- B o C + D o G 4 -A o D )= 2 A B C D ;pero el rectángulo M N P Q  tiene por áreaQ M x M N  =  B D x  AC; luego, BD X  AC =  2ABCD:Pero como; BD x  A C =  AB x  D C - f  Ai) X  BC resulta por fin :A B x D C - Í - A D X B G  =  2ABCD.
Ejercicio 186.—Determinar el área de un triángu

lo en función de los tres lados c, y  el radio de la
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circunferencia circunscrita al mismo— deducir la fór
mula del radio de la circunferencia circunscrita, en 
función del perímetro del triángulo.

Eíiplicacion.—Sea el triángulo ABC, inscrito á la circunferencia o; sea Bb  la altura del triángulo, y A M  el diámetro que pasa por el vértice A; luégo los triángulos rectángulos M B A , y CBb son semejantes, y dán:MA ac “  Bby como MA =  2R y Bb =  h, resulta:2R a , . u—  =  luégo h =  ^
Ahora, siendo el área del triánguloA B C = b X Y >

se tiene: ac. _  , 2R abeárea A B C rrb  X  — ,v>» a  4 KPara determinar Ry en función del perimetro del triángulo, recordaremos que
luégo.

área ABC=r |/p (p — a) (p — b) (p — c)aboK p  (p — a) (p — b) (p — c) = 4R
de donde, R  =r — abe4 K p  (p — a) (p — b) (p — c)

Ejercicio 187.— Determinar el área de un triángu-
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lü en función de sus tres lados, y  del radio de la cir
cunferencia inscrita á dicho triángulo.ísyiicacio/i.—Determinando el punto de intersección de las bisectrices, tendremos conocido el centro de la circunferencia inscrita, quedando así, descompuesto el triángulo en otros tres, que tienen la misma altura os, or, oí, por ser radios de una misma circunferencia; luégoárea ABC =  AoB +  BoC +  CoA —=  AB X - ^ + B C  X +  AC X t A B  +  BC +  AC) (1):
designemos por r , el valor os, por ser radio de la circunferencia, y como AB — c, BG =  a, AC =  b. y , área ABC =  S;resulta, sustituyendo en (i)

S =  - ( a - h b  +  c).
Si llamamos 2p, al perímetro, se tiene:

S =  Y  X  2p =  rp.
Para tener r , en función del perímetro, basta sustituir el valor,

S  =  (p — a) (p — b) (p— c)
luògo , i/p (p — a) (p — b) ( p — c) = p r
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de donde, r (p — a)JP — b^ÍP“P

Mhrcido  18 8 .— Conociendo los tres lados, ¿ , c ,  de 
un triángulo, determinar la relación en que se hallan 
los radios de las circunferencias, inscrita y  circuns
crita al mismo triángulo.Esphcací'on.—Conforme á lo espHcado en los dos ejercicios anteriores, se tiene: radio de la circunferencia inscrita,

- 1/
(p — a) (p — b) (p — c)P

radio de la circunferencia circunscrita,abeR  = 4 I/p (p — ai (p — b) (p — c)luégo,
rR" 1/ (p~a)  (p — b) (p — c)Pabe 4 rp — a) (p— b) í p -  c) abe4 l/ p  fp — a) (p — b) (p — c)

Ejerdeio  18 8 .— Determinar el área de un triángu
lo, en función de los radios de las cuatro circunferen
cias, inscrita, y  ex—inscritas á dicho triangulo.

E sp lica c io n .S y  nos referimos en la figura, á la circunferencia o', se puede suponer;



— 156ABC =  Ao'B +  Bo'C — Ao'C = cr' ar br'
X r '  =  ( p - b ) r ' .

Si á la circunferencia o'', resulta,A B C = fp  — c)r,"Si á la circunferencia o'", se obtiene:ABCi=(p — a) r'"Y  por fin, si nos referimos al radío r de la circuferencía interior, segiin lo que hemos espiicadoen ejercicios anteriores resulta, ABC =  pr. Multiplicando, pues, las cuatro igualdades anteriores y designando por S ,  el área del triángulo A B C  se tiene, S ‘  =  pr X (p — a) r’" X (p — c) r" X (p — b) r' ( i)y como, p {p — a) (p -  b) (p — c) =  S*,sustituyendo y simplificando al propio tiempo resulta que la igualdad (1) se transforma en,
S * - r  r' r" r'", ó sea, S:== K  r r' v"~P^cuya fórmula traducida al lenguaje vulgar nos dice, que »el area de un triángulo es igual á la raiz cuadrada del producto de los cuatro rádios, correspondientes á las circunferencias inscrita y ex-inscritas al mismo triángulo.

/Ejercicio 190.— Siendo A B C D  un cuadriláteroins-
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crito, demostrar por las propiedades de las áreas, la 
relación conocida.AC _  B A X  A D - f B C X C DBD A B x BG +  ADx DC

Esplicacion .—La diagonal A C  descompone el cuadrilátero 
A B C D , en dos triángulos: llamando S  el área del cuádrilatero tendremos, S=A D C +  ABC: pero el área del triángulo en función de los lados, y del ràdio r dola circuferencia, según lo esplicado en ejercicios anteriores es

área ABC = AB X  BC X  AC4ry para el triángulo AD C, esárea ADH — AI) X  DC X  AC4rluego,
S  = AB X  BC X  AC , AD X  DC X  AC4r 4r ( 1 )Por otra parte, sí en el cuadrilátero, trazamos la diagonal 

B D ,  por razones análogas ó las precedentes dedúcese;
S =  -AB X  AD X  DB , DB X  BC X  DC4r 4ry como esta igualdad y (l)tienen sus dos primeros miembros iguales, se pueden igualar los segundos, omitiendo de paso el divisor i r  común, así, pues, tendremos:AB X  BC X  AC-p AD X  DC X  AC =  =  AB X  AD X  DB +  DB X  BC X  DCsimplificando, se tiene;

L



158AG (AB X  BC - r  AD X  DC) = B D  (AB X  AD +  BC X  CD):
luego, AG _  AB X  A D  - f  BC X  CD X  B C + A D  X  DC

lijerciclo 191.— De un punto o, tomado en el inte 
rior' de un triángulo A B C , si se trazan a los lados B (., 
4C  y  i J í  las rectas cualesquiera oa, oh, oc, luego 

por los vértices A , B , C , hasta los mismos lados, las 
paralelas Aa', B V , Cc', á las primeras rectas: demos-
trar la relación. oa ob ocA a' Bb' ' Cc'

7?spi¿cac¿on.-üniendo A , con o, resulta la recta A a", dan do origen á los dos triángulos semejantes. A a  a  y  oaa  , lue go podremos escribir, oa oaAa' Aa' ( 1 )Uniendo B, con o, resultan otros dos triángulos semejan tes, B 6" b' y ob" b, los cuales nos dán,ob ob"Bb' ~  Bb" ( 2)Por último, uniendo C, con o, dará origen dicha recta a los dos triángulos semejantes, cc"o, y C ’c'C, que permitirán escribir la proporción siguiente:coCc' c''CSumando las igualdades (1)> (2) y .(3), resulta.ob . oc oa" , ob" , oc"oa +  W  "*■ "c?" Aa"' T ’ Bb" Cc' (i)



Si demostramos que este segundo miembro, es igual á /, quedará probado el ejercicio: pues entonces resultará.—  150 —
oaAa' ob oc =  1Bb ' Ce'Para probar que el segundo miembro de la igualdad (4) es igual á la unidad, haremos referencia á lo dicho en el ejercicio 182, del cual se deduce que:o a "   área BoC o b "   área AoC oc'' área BoAAa" ~  área ABC ’ líb '^ ~ ”ár7a ABC  ̂ ~ 'á rea  ABCSumando estas tres igualdades, se obtiene:

0 ^ 1  0^  oc" área BoC , área AoC . área BoAAa" Bb" ^  Ce" área ABC área ABC área ABC área ABí'área ABC =  1

que es lo que nos faltaba deducir.
Ejercicio 192.— Demostrar que el área de un triún- 

fjulo, en función de sus medianas a , s, se espresa 
por la fórmula.

S =  y  K a  a +  26Y  +  2-f“ oc * — a  ̂  — y"-
jE'spZtoucion.—Refirámonos al triángulo AoB^ siendo a ,  v, las tres medianas del triángulo A 5 C , asi, pues, tendremos;2 2 1Ao =  -;r® j oB = r—- 6, om =  —'' ó ’ 3 3 ‘

luego, Ao “-f- oB '■'M . \. i



—  1 0 0  —ó sea, 4 „ 4 1 p® — «  4 - —6* =  2 x  — v'4 -2  y  ~  9 ^ 9  ^ 9 ‘ ^ ^ 4de donde. 1 »  ■ + !« ■ -Aplicando este raciocinio á los triángulos A o C  sulla:
b  ̂—1 _ A é'9 ^  9  ̂ 9y 9 ^  9 ‘ 9Considerando, ahora, queyiC , sea la base del triángulo; Bh "ìli® podemos designar por h, nos dà el triángulo

h  ̂=  c*— A h “(l) pero, a* =  c *-f.b ’ - 2 b  X  Ab,de donde, Ah— ^
2b ’valor que sustituido en (1 ) dá;

h ̂  =  c’  -  +  — "
Inscribiendo a, h, c, en función de las medianas, resulta:/  20  ̂ 4 A V

8 . . 8 _4
■ 9

h'z=— « * 4 - J i g s ---Iv9 ^ 9  « ‘ ( í - + í > - - í ‘ ’)  '. miembros por b*, y simplificando, se
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pero el área del triángulo A B C , es S = - ^ ,  de donde,

b'‘h*=4S*;sustituyendo este valor en (2) resuUaf
4S* =  - ^ ( 2 a^6’ +  2 » V  +  2 6 V - « ' ' ~ r ~ v ' . )Reduciendo, por fin, se obtiene la fórmula,
s  =  — y ' i  ai ’'6=' +  2 o*Y» _L. 2S*v*— a  * —o ' * '

Ejercicio 193.— Dadas las tres alturas de im trián
gulo, hallar sus tres lados y  su superficie.

Euphcacion.^hQ  la figura y de lo que se ha dicho en otros ejercicios, resulta,
h ' =  â  ^ a’ -pc" — b*') (1 )

y,'̂  — i c^-í-b *~ a^’') (2)2 b ,
h"“ =  fa* ^ b* +  a= — c" > áa |̂ '(S )
= c h ,  y bh'r= ch, resulta:ch . .  1, cha— - y b -  h, . I I
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c*h* \  h"* ^  h'’  /h®— -“  h"* 4c*de cuya igualdad, se deduce;

2 h h'*h
y¿k h® h"» h'‘  — (h* h'* +  h'* h'̂ * — h* h"*) *Para determinar el lado b, seguiremos el cálculo siguiente, conforme al valor h! de la fórmula (2 ).

y como, se tiene,

/ c *  +  b * - a * \ *
^  ■>bh' bh' c =  —

h'»: V  h'* V  h* ^  h"® /4 b*de donde ;b = ----------- 2 h* h' h"*
y  4h* h'* h"* -  (h'* h"* +  h’  h"* -  h* h'*)2 Para la determinación de a , nos valdremos de la fórmula (3)..* __V 2

, ah" ah" , ,y como 0 =  - ; ^ ,  c =  - r —, tendremos; h h
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h"® = a'̂ h“ Ìi^

/ a*h"® , a*h"?\»//a . \ h'* ~ T ^ J4a'luégo,a = • 2 h'* h* h"
l''  4h" h’ "̂ h"‘  — (h* h" » +  h* h'* — h'» h'“ )*Una vez hallados los valores de a, b, c, aplicando la fórmula generai, |/ p  (p — a) (p — b)(p — c), se puede determinar la superfìcie del triángulo.M as, si en el ejercicio se pidiera tan solo la determinación del àrea del triángulo, se podría hallar ésta directamente en función de las alturas, sin el intermedio de los lados, lo ^ue simplifícaria mucho la cuestión, como se puede apreciar en los cálculos siguientes:Hemos hallado;

h* =  a’ — b*)2 ic* ^de donde;4c'h’ r = (a -J-c - f  b) (a +  c — b) (b +  a — c) (b — a + c ) ;  
siendo - ^  =  S , resulta:

16 S* =  (Q-|-c +  b) (a +  c — b) fb +  a — c) (b — a +  c) <1). 
2S áS , 2Sy como, c =  ~ ^ ,  a =  b — - ^ :

sustituyendo estos valores en (!) resulta :
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(

2 S  , 2S , 2Si F + i r + - h2S , 2S X | - ^ + 2S
~h

,' / V h" ^  h h' / 
h' h" h /o sea

de donde,
S = 1/

Ejercicio 194.— L o s  lados consecutivos de un. cua
d r ilá te ro  cu a lq u ie ra , estando representados por a, h, 
c, d , y  sus d iagonales por m y  n; e l área de este cua
drilá te ro , se espresa po r la  fó rm u la ,

S  — í/(2mn +  a* — b* +  c*— d*) (2mn -  a* +  b* — c* +  d*)
Ksplicacion.—El triángulo A o C , viene determinado porf i)j tomando sobre o A , una parte or, igual á la uní-dad lineal, bajándola rs , perpendiculará Z)C, tendremos dos triángulos semejantes ors y oAp, que nos dán;

luégo A p :o A : : r s : l ;  Ap =  oA X  rs.Llamando rs =  « ,  se tiene, Ap =  oA X  «• Sustituyase este valor en (1 ) y se tendrá:



—  165 —Area del triángulo AoC =r o C x o A X «2De un modo semejante, tendremos,
Area del triángulo D oA— ^  ^  ^

Sumando estas dos áreas, se tiene,Anr. +  n n A — ^  o D X o A X »oA(oC +  oD)a 2y como oC +  o D = :m , resulta;
área DAC = oA X  m X  «

2Pasando, ahora, á los dos triángulos o B C y  D oB , se tiene , . oC X  tBqueelarea, o B C — ----- ^ ^  pero los triángulos iBo y ros;son semejantes, los cuales dán,B t: Bo : :  rs : ro : luégo B l =  Bo X  *  • Sustituyendo este valor, en la igualdad anterior, resulta:érea oBC =  -?5 > < ^ E 2 ifL .
y asi, de un modo parecido obtendríamos;r» T5 D o X o B  X  «  area DoB = ----- — .

Sumando estas dos áreas, resulta;



o B C +  IìdB = — le c  —oG X  Bo X  a  , Do X  oB X  ao B ( o C +  Do) a
V corno oC-i-Do=rrn, d à ;àrea I)BC=: oB X  m X  of

Así, pues,área total ABCDr=área DAC +  área D B C = : oA X  ni X  a  , oB X  tn X  » __  m ( o A + o B ) X «— té T“ ?r ■“  Uày como oA-f-oB =  n, resulta,
área A B C D = -^  X  ®=- zAhora, el triángulo AoC, nos dob * =  Ao * +  oC —2 X  Co X  op (2).El valor op, se puede deducir de los triángulos semejanteso/lp vors, que dán;-^^ =  - ^ .  Y  si, os=5, siendo or =  l ,  re- op ossulla, o p = o A  X  S, sustituyendo este valor de op, en (2) se tiene: b * =  Ao oC '— 2 X  oC X  oA X  ¿Considerando, luego, el triángulo D o Á , resulta por procedimientos análogos:a^ =  Áó"-hÓD^ +  2 X  oD X  oA X  5.



~  167 —Ahora, si restamos estas dos últimas igualdades, se obtiene:
a* —b“= o D  oC V 2 A o { o C  +  o D )x S r =  ="015” —̂" ^ * + 2Ao X  n X  6 (3).Considerando, ahora, los dos triángulos C oB  y  D oB, resulta;

^ ¡Restando, estasdosigualda-c * =  oC “+ o B '-f-a o B x o C x S  } °des, se obtiene:c’ -  d * = ' ^ ’ —“D ^ * + 2 oB  X  n X  6 (4).Sumando (3) y (4) se tiene:a* — b* +  c’  — d*=2n X  5(Ao 4-oB) =  2n X  6 X  m
luego, a* — b’ - f c * — d*

2 mnpero* y 6, son los catetos del triángulo rectángulo ors, cuya hipotenusa es igual á la unidad, así pues;

^ 1 /  I/' 4m*n®— (a* — b* +  c* — d’ ) * ' 4 m V
1 I /  (2mn+a’ ~ b *+ c*—d*) (2mn—a*+b*—c*+d *), 

2 mnpero antes, hemos hallado, área A B CD m -^^^ X  » ,  sustituyendo, pues, aquí, el valor de <x resulta:
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1 i=  --  í/(2mn-j-a- — b®4 -c" — d*) (2 mn— a'̂  +  b®— c* +  d®).

JCjercício í95 .— Determinarla fórmula

S = K ( p _ a )  ( P - b )  ( P - o )  ( P - d ) ,
correspondiente al área de un cuadrilátero inscripti- 
ble en una circunferencia, siendo P ,  el semi-períme- 
Iro y  ¿í, 6*, d, los cuatro lados respectivos del cua
drilátero.

Esplicacion.—'EA área del triángulo A B C ,  se determina por A B x p C  ^---- 2------■ Tomando Br igual á la unidad lineal, y trazandopor r , la perpendicular r í , al lado a, resultan los triángulosCp srsemejantes, Brs y BCp, los cuales nos dan __CB Brmando sr =  cc y B r = l ,  resulta C p = C B  X  oc: así, pues,. A Tar-__  AB X  Be X  «  ab2 2 *Considerando, ahora, el triángulo ACD, se obtiene;

. L ia -

área ADC _  B C x A q
Los triángulos rectángulos A qD  y B sr, son semejantes, pues los ánguIosp/?C y ADC, son iguales, por ser suplementos del mismo ángulo A B C : así, pues, podremos escribir la pro- Aq sr-porción,— = _ ;  luego, Aq =  A D x  de donde.



— J69 —B C X A D  Cdarea A D C = ------^ ------X  » = —  X  « -
Luégo, área total A B C D = ÍT & h  A B C + á re a  A D C rr__  ab̂ X  « cd X—  X * = Y  (Qi> +  cd).Por otra parte tenemos que Jos triángulos ^ ADV., nos dán:

AC~ r= A B  • +  B C  +  2AB X  Bp A C  2DC X  Dq (!)•Hallemos, ahora, los valores de Bp y Dq. Los triángulos semejantes BpC y Bsr, dán; Br BsSi llamamos, Bs =  6, resulta, Bp =  BG X  5, y de la semejanza de los triángulos A D q  y B s r , se deduce;AD Br ,  ^ ^  ^^  =  ~ g Y ,ó s e a ,D q = A D X S -Sustituyendo estos valores en (1) tendremos;AC^=  AB BC ■+ 2AB X  BC X  SAC =  DC " +  AD “— 2 X  DC X  AD X  5 luego,
ó sea.
de dónde;

A B  ■+ BC “+ 2  X  AB X  BC X  5 =2 X  DC X  AD X  S,
a * -f  b’ -|-2ab X  6=zc* +  d*— 2dc X  S: 

c® +  d* — a* — b*
6 :

2 (ab-f-dc)



Ahora, el triángulo I3rs, cuyos catetos son « y 6, y la hipotenusa igual á la unidad, dá:—  170 —

-(■,  , «  .  / c *  +  d * -a ^  — b*ot’  =  1 — 6 = 1  -- ■ '
2  (ab +  dc) ̂ en el supuesto de que, a -f- b - f  c -h d = 2 P , después de la simplificación, resulta:i -  í  X J  ( P - e ) X 2 ( P  — b ) X 2 ( P — a) 4{ab-f-cd)*lueso:

a  = - ¡ j q T c í  P -  «)(P - b )  (P -  c) (P -  d). ■
y como hemos hallado, área total A B C D = S = ---- (ab -f-cd),

2sustituyendo aquí en vez de « ,  su valor, tendremos:
S  =  4 -X  f P - a )  ( P _ b ) ( P - c ) ( P - d )

6 sea, S =  K ( P - .a ) ( P - .b )  ( P - c ) ( P ~ d ) .
N o t a . —Conviene que el alumno en estos últimos ejercicios, se esfuerce en hallar otras demostraciones de las que se representan en el texto.
Ejercicio 196.— Averiguar la fórmula:

1 Q I  ̂ .S = ~ ..------ |/ (b-|-d-|-a--c)(b+d4-c—a)(a—c-f-b—d)(a—c-f-d—b)3
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representante del área de un trapecio, cuyos cuatro 
lados vienen designados por h, c, rf, teniendo a y  c, 
por bases.¿"sp/zcac^on.—Prolongando los lados oblicuos del trapecio, resulte el triángulo oCD, el cual nos dá;a oC

sea. c oAa — c oC — oA d a — ca o(J o(J * oA ’
luego, o C = --------- , oA = : -------a — cy del mismo modo obtendríamos; a — c

 ̂ ab cbo D =:--------- , oB = ---------a —-c  a — cDeterminando el área del triángulo oA B , por la fórmula general
V p (p—a') (p — b') (p — c'l en el supuesto de ser, ahora,

a' =  o A = — — ; b '= o B = — —  c ' =  A B =  c a — c a — cresulta:

(X (Ic
2 2ía —c) 2(a

cb I / c de , fth \
a —c> J  y  2 2(n —V) ' -¿(u —  v T  Ì



luògo; AoB =
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- c y - ( d - b y . )4 (a— c f  ((<3+b)"— (a— c)') ((a — c)* —
Haciendo cálculos parecidos á los anteriores para determinar el área del triángulo oC D , resultará:oCD 4(a — c)" ((p +  b)* — (a--ci*)((a  — c)*—- c ) * - ( d - b r . )
Kestando, ahora, las áreas de los triángulos oCD  y oAíi, tendremos el área del trapecio: así, pues,

f rt-fc
área A B CD  =  S =— "í ^  +  b +  H —c) (tl-hb-rc —8) (a —c +  d —b) (a —c + b —d»que es la fórmula que nos habíamos propuesto determinar.

Jijercicio 197.— Hallar el área de un cuadrilátero 
cualquiera, en función de las dos diagonales y  de las 
dos rectas, que juntan los pnntos medios de los lados 
opiiestos.

Bsplicacion.^Segun  hemos encontrado en un ejercicio anterior, el área de un cuadrilátero viene determinada por la fórmula siguiente:
^{2mn+a^—b® +c’ — d") (2mn — a*-f-b*—c’+d*) (11.

Sea el cuadrilátero A B CD , en que A B  =  a, BG =  b C D = c  yDA=:d;Tomando los puntos medios de los lados del cuadrilátero, y los puntos medios de las diagonales, tendremos, según se ha demostrado en ejercicios anteriores, dos paralelogramos, ao’co



— 173 —y boda', en que las diagonales respectivas serán oo', ac y oo', rfá.Así pues, según se demostró en el ejercicio 124, resulta; *o'c 4̂~ 00 oa ac ^-f-^o'od +  ob bo' " +  do' ^db~^+'oo'Ahora, como,
1 ^ao'z=-—d = o c , ao =  o'c =  — b. z ^

l>5.í UilíJ, do' — o b = ~ a ,  od =  bo'=r-^ c,
Y  +  T  " +  oo' \

Llamando a c = :p , db =  q, tendremos:d’  +  b“= 2 p’ + . 2^ .
7"2

a® +  c * =  2 q -f-2oo'";y de estas dos igualdades se deduce;a — b*-4-c’  — d * = 2 (q* — p'jy , — a’ +  b * - c *  +  d’ =  2 ( p * - q “).Sustituyendo estos nuevos valores en la fórmula (1 ) tendre mos la fórmula pedida:
^ — T  *^(2mn H- 2  (q* — p*)) (2mn +  2 (p* — q )̂)

1 ' __________________S  =  Y  K(mn +  q* — p*} (mn +  p» — q’‘)
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Ejercicio 198.— Demostrar que el área de un cuadri

látero, á la vez inscripUble y  circunscripüble á una 
circuferencia, es igual á la raiz cuadrada del producto 
de sus cuatro lados.¿■«jj/íCaciOR.—Por ser inscripUble el cuadrilátero A fíC D , se halla sujeto á la fórmula,S =  y  (p — a) (p —b) tp — c) (p— d)~ (1)y por estar al propio tiempo circunscribto, debe resultara -p b-p c "4” d * ja + c  =  b-p<^i luégo, como, p = ------—̂ ------ - s® deduce.
p — a =  a-p® — a =  c\p — b =  b -p d  — b =  d^ Sustituyendo estos nuevos valores en p — c =  a -p c  — c =  a i la fórmula (1 ) se obtiene: p — d —b -j-d —d =  b )S  =  [/a b c d , que es lo quu queríamos demostrar.

Ejercicio 199.— Determinación de la fórmula de 
Simpson^ para averiguar el área aproximada de una 
superficie cerrada por una linea cualquiera.Espi¿cflcmn.-Sea la figura K BCD,  la cual se supone limitada por tres rectas y una curva.Las rectas BA, od, ba.......CD, se llaman ondeandas, por serr e c ta s  p e rp e n d icu la re s  á  la b a se  A D , la  c u a l se su p o n e  d .v .-  d id a  en p a r le s  ig u a le s .Empezaremos por determinar el área comprendida por 
A B h l  que supondremos en la figura 2.a de mayor tamaño para apreciar mejor las líneas. ^Divídase Ad en tres partes iguales, y se tendrá An =  — Ad, 
1 uego;



— i75 —An =  n q = q a  =  —Adsi llamamos, A drrm , se tienej
An =  nq=rqa =  -^m .OirAsi, pues, resulta:àrea ABba =  ABrrm +  mnpq - f  pbaq,luégo,

àrea A B b a x  An H- X  nq+  .  / AB +  2m n+2pq +  b a \
r=— m X  A B - j- 2 (mn + p q) + 'ba

— -g m(AIÌ +  2('mn +  pq)4-ba),
Ahora, como se puede considerar, Ì-P ^ - =  cd, resulta; 

ì  Cmn +  pq) =  4cd,de suerte, que,
iárea ABba =  y  m (AB - f  4cd +  ab). Sustituyendo los valores de las ordenadas, tendremos.área ABba =  —m ( y ,-f  4 y ,-f-y ,).Si pasamos, ahora, á determinar las otras áreas parciales, por un cálculo parecido al anterior, tendremos: *



-  176área b a a V — —m 4ŷ  - f  ŷ ) y así siguiendo,
área l> 'a V b ''= :y  in ( y ,+ 4 y , + y ,)

área b'a"a'"b'" =  y m  ( y ,- f  4y,,4- ŷ )
área b ''a '"D C = :-m  (y, +  4y,„ +  y„)

Sumando todas estas áreas parciales tendremos el área total ABCD=z.S.Luego,_  1^ -  - 3  “  ( y ,  + 4y. +  2y. +  4y. +  2y. +  4y .  +  2y, +  4y, +  2y, +  4 y „ +  y ,,) simplificando; • •« =  j m ( y , 4 - y „ - f  4 íy ,+  y, +  y ^ -|-y ^ + y „ ) + 2 ( y ,- fy ,- fy ^  + y ,')Si queremos representar en su mayor grado de generalidad esta fórmula, en el supuesto de ser y, yn+i las ordenadas es- iremas, tendremos:S =  y  m(y  ̂4 _y„ 4  y, +  ■ ■. yi, ) -í-2 ÍY,+ y .- f . .. yn_i))Cuando se trata de aplicar esta fórmula en una figura mas irregular que la anterior, tal como se presenta en la figura S.", no hay mas que considerar una recta A B  como á base, trazar las ordenadas aplicando la fórmula hallada, en la parle superior é inferior de la misma, para que la suma de las dos parles nos dé el área total de la figura.
/'Ejercicio 200.— Determinación de la fórmula de 

.Poncelet, para averiguar el área aproximada de una 
superficie cerrada por una línea cualquiera.



h ’spUcacìon.~^Vnamos, primero, por medio de rectas J i  con 6 y tt con C , luego be, el, Ig, qu; y porfin por b, e, l, q, u, tracemos tangentes á la curva B C, hasta encontrar las ordena das respectivas, inmediatas. Llamando á las ordenadas, y ,,y ,. .. y á la distancia constante A a = a d = .......= h ,  tendremos’conforme á las tangentes; ’área Jld = :2hy,>• ch =  2hy,̂* gP =  2hy,» n t = 2 hv8 >■ s l ) = 2hy,„,fSumando y llamando S , al área resultante da;S  — 2h ( y .- f y .  +  ŷ  +  ya +  y jy si designamos por P ,  la suma de estas ordenadas pares, tendremos; S  =  2hP.Si nos atenemos, ahora, á los trapecios que resultan en la figura ai trazar las diferentes cuerdas, se tiene:
área,

é r e a ,b f= 3 h ( ^ ’± y . _ j .  e n .= 2h (-"*+  )
>,Ir=2h(i±>'-^);éreB,qv =  2 h ( ^ 4 ^ ) ;  

luégo llamando s, al área total seré; i 2

area.
área,



— 178s — h +  h - f -  2 '  2 ~_ j _ y ^ + y v +y ^ +  y .+ y « + y «  +  y s + y „
2 + h - ^ “- ^ ^ ? - +  h (y, +  y ,,) +  2h (y, +  y , - f  y j ,

añadiendo y quitando á la vez, 2h(yj +  y , J ,  resulta:
2  ‘ 2  ~+  h(y, +  y ,J  +  2 h(y, +  y „)  -  2h(y, -f y. j  f  2h(y, +  y ,+ y j  =: =  h - " - “ 2̂ '"’*'^'' ~  h (y,+y,o) + 2 h ( y ,+ y ,+ y ,+ y ,+ y ,J  =

2 2 ^  \ 2 2 ^  “ ;■Ahora, como la verdadera área, está comprendida entre S  y .5, lomando un promedio entre estos valores, tendremos, salvo algún pequeño error, la espresion de la verdadera área; así, pues,
s  +  s 3h P + h ( l c L y . .  _ A t í i i . + 2 p )

2 2 *" ~~  h I jfiThZü—  1 2 P I .Llamando y , + y „  =  E , y , y ,-hy,o  =  E', resultala fórmula final: A =  h ( - i ^ + . p ) .Se puede determinar fácilmente el limite superior del error, pues la curva verdadera está comprendida entre S , y,  ̂ ,



— 179ó entre >S - f s > y> s; pero hallando la diferencia que existeentre estas áreas, se obtiene;S  +  sS S — s
S +  s 2S ^ s2 2lo que da el mismo valor, representando esta espresion, el mayor valor que pueda alcanzar, la diferencia entre el área verdadera, y el área deducida por la fórmula de Poncelet. A sí, pues, como conocemos el valor de S ,  y s, podremos determinar el límite superior del error,

S - s9 2 P h - h ^ - ^ ^  +  2 p j E' — E X  h
ó sea. / E' E  \ h \ 2 2 / 2 'y como se desprende de la figura, resulta:

De modo que el limite superior del error es;( m P - m Q ) ^ = P Q x | - ,valor, que puede determinarse fácilmente.La fórmula de Poncelet, es preferible á la de Simpson, porque no necesita calcular mas que las ordenadas pares; y sobre lodo porque dá el valor del área con mas aproximación.



PROBLEMAS NUMÉRICOS.

Problema 1.“— Convertir 38® 35' 24" del sistema se
xagesimal al centesimal.Redúzcanse los 35' 24" á fracción decimal de grado.De modo que SS'* 35' 24' =38®, 59. Ahora en virtud de la proporción 90® : lOOe. :: 38°, 59 : x , ó sea, 9° : 10?. :: 38®, 59 : x , se obtiene para x , 10x38®, 599 42?. 8777valor que podemos representar por 42?. 87' 77' en el sistema centesimal, equivalente á 38° 35' 24" del sistema sexagesimal.

Problema 2.'’— Convertir 42". 87' 77" del sistema 
centesimal al sexagesimal.Estableciendo la proporción general 9 : 10 X : 42? 8777 resulta, x  = 10 10=  38®, 58993,evaluando la parte decimal, en minutos y segundos, resulta; 38®, 58993=38® 35' 24", valor en el sistema sexagesimal, equivalente á 42? 87' 77" del sistema centesimal.

Problema 3.®— Resultados numéricos, en algunos 
polígonos regulares, de las relaciones que existen en
tre lados, apotemas, áreas y  radios de las circunferen
cias circunscritas á los mismos.
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Problema 4.».— Determinar el valor angular del 

arco p. cuya longitud es igual al radio.La circuferencia contiene 1296000' del sistema sexagesi-
2rrmal; luego la longitud de V' vendrá representada 7296000’27;ry conforme á la proporción 7296000' resulta que pnos dará en segundos el valor angular del arco cuya longitud es igual al radio: de donde,1296000 _  206264",81 =  57" 17' 44", 81 

"ÍT.Diferentes valores de p, en grados, en minutos, y en segundos. P*=:o7'’,29o77951;í ..........................log. p‘> =  l'758122(i.p' =3437',746770785..................... log. p' =3'53fi2739.p" =  206264", 806247096.. . . log. p" =  5'314423i.
Problema 5."— Diferentes valores dependientes dê .̂-  — 3'141592653589793.. . . log. x =0'497149872694.2x— 6'28318o307.............................log. 2x =0'7981799.3x =  9'424777961.............................log. 3x =0'97427H.4

4yIX4
2x

x=:l'370796327. . . . , 1■ ■ T x =  0'1961199
x =  l'047i97üo4. . . . , 1■ ■ '"s* y x  =  0'0200286.

=  0'348309886. . . . . . log. =ri'3028501
=  0'459154944 . . . 1 *■ ■ 1 ; =T'2048201,

x K 2  =4'44288938. . log. X y í  =0'6476649.



— =  2'22U4460.
-=i0'4o01o81o8..:i'772453851. :3'544907702.. :0'886226926.

l'253314d.37..

. . log.
• - loí?.
1 8 8  —

y ~ i

— =0'3466349.
. log. y  t:': . log. l y  T ,. 

■ los.
Y

^  =0'364189384. . .
1 ^ / / ~=:0'797884361. . . | /  Y  =-"z=9'869604401. . . . . . log.~=:0'10132M 84.. . - • ■ 'OS- ¿ -  =

:ro33365i.:0'2485750.:0'5496030.T'947o450.
:0'0980600.

=  l'7oi4250.
ÌT'9019400.:0'9942997.” 0037003.

Problema 6 .̂ — Diferentes espresiones que dáu apro
ximadamente el valor de 22■ ~1~  333 ■ 106333T uSi reducimos á fracción continua el valor de t: =  3'14139 contramos:

Fórmula de Arquímedcs.
* » Rivard.
» » Adriano Meció. . en-



t: = 3  + — 189 — í
15^ L  • ' \

22
~

333106 3of)H3en donde es de ver que ia 2.', a.» y 4." reducidas, nos dán res- r A Z ; r M e c i : .  d e A r,u in .0des, RivardE l lado del cuadrado, mas el del triángulo inscritos en una misma circuferencia, dán aproximadamente la rectificación de media circunferencia, 6 sea el valor de pues srendo el radio Igual a la unidad, resulta;
y  2 +  </’3 = r 4 t 4 2 t 3 f ,+  l'7:i20508 =  3't46264i.Fórmula de W allis:S.2.4 .4.fí.6.8.8.10.1Q.jg.i2.i4j4 ta

1 .3 .3 .5 .5 .7 .7 .9 .9 .n .H .i : t . l3 . i5 . íS J7 .1 7 .1 9 .1 9 . . . . 'Tomando un número limitado de factores tendremos una-m p ,lo a n d o  el 2 .  miembro
j g j g ...........1..Í.3.0.U.7.7.9.9 l l-H .1 3 .1 3 .1 íj . lo . l7 .]7 .- ig _ i()  “_  69039237051187200 

~  22861587455^ 87^ 5" “ '’* * ^ ^ ^ ' ^Hste valor es el de en menos error de una décima v se comprende que para tener el valor de z , por medio de L f«  formula notable de Walhs, fuera preciso tomar muchos factores en los dos términos del quebrado anterior.
i ISegún Schwab la cantidad - J ,  representa el límite hácia el
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1cual tienden-varios números que partiendo de 0 y s e  van
¿»sucediendo por una série no interrumpida de medios aritméticos y medias proporcionales, entre los dos valores precedentes.Llamando a ,, Sg, 83. . . .  los medios aritméticos y r ,, Tj , r , . . . .  las medias proporcionales, se obtiene la série de valores siguientes:0 ,— 0'2500000. . . . . .  r ,~  0'3535534a,=:0'3017767. . . . . .  rg=:0'3266407

83—0'3U2087. . . . . .  r, — 0'320364oa*— 0'3172866. . . . . .  r, — 0'31^82I8a, =  0'3180542. . . . . .  rj=0'3184377a,z=0'3182459. . . . . .  r,=0'31S3418
Para r^se encuentra el valor de—, representado por 0’3183,en menos error de una milésima: dividiendo, pues, la unidad por 0'3183 resultará 3'l't2, que es el valor de r:, en menos error de una milésima.Fórmula de Machín

'4 —^( T ~ ^ "■)~ (239"“ 3 ^ " 5 ^ ^ “  ■")* Tomando solo tres términos de ambos paréntesis, viene elvalor de — representado por4 X  01973973333334 — 0'004l8407600l8.De donde z =  3'14162.........  Con esta fórmula se puede hallar el valor de r. con bastante aproximación.
Prohlema 1 .̂ — Deducir la fórmulaT 2  2 2

y  2 y  2-}-i/ -i ^  2 1/ -5-
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ó sea su trasformada

t: — limite 2‘» 2 — ^ 2 -j-

Denios/racton.—Sabemos que el lado de un polígono regular inscrito en una circunferencia, en función del radio i? de ésta, y del lado a del polígono regular, que tiene mitad número de lados que el dado, es:a ' =  f/ R (2K  —Siendo R  =  1 resulta;
a ' - K 2 -  ;Ahora, como 4 — (4 — a®) =  a*, puede escribirse: 

( 2  +  K 4 - a ^  ) ( 2  -  t/"4^ a‘0 = a ' ;  
luégo, ^ ^  ^ 2-h | / T - a *y como 2— A — a* = a ' ’ , se tiene:aa = • J/2 +  l / T ^Si empezamos á considerar el cuadrado, sabemos quea =  R  1 / 2  , y como R  =  i ,  se deduce: a * = 2 . En este concepto resulta para el octógono:
a = : K 2

1 /2  +  1/437 I / T ^ I / T  / / 2  1 /2  +  t /TPasando á un polígono de 16 lados, tendremos:
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a z= K S  Í/ 2  +  1/T

^  2 +  k  4—«'•; 2 + 4-----2 +  K 2
|/2  1/

1/21/2 +  1/ r  \ / 2  +  1/ 4—2+1/V 
_  _________________ 2_l / y  1 / 2 + 1 / T  V 2 +  1/ 2 = H > ^ 'El perímetro del polígono de que se trata, será igual al valor anterior multiplicado por 16 , ó sea,2 X

1 / 2  Í/'2  +  1/'f \ / 2 + I / 2  +  I / t 'y la relación entre el semí-perímetro y el diámetro de la circunferencia circunscrita á dicho polígono, será la cuarta parte del valor anterior, ó sea;
1/2 |/  2 +  K T  \ /  2 +  1/ 2 +  IX T  _  2 2 ____________2K  2 |/“2 "+ t/ Í- \ /  2 +  I / 2 + 1/ VPor la ley que se descubre en este valor, puede deducirse sin necesidad de repetir el cálculo, que la relación que ha- bria entre el semi-perímetro de un polígono de 32 lados, y el diámetro de la circunferencia circunscrita al mismo, vendría representada por,



—  1932K 2  K 2 - ft / 2 ‘  +  (/2 +  l/ T2| / . +  \ / 2 - i -  l / 2 + K s “Ahora bien, como aumentando el número de lados de los polígonos inscritos, nos vamos acercando á la circunferencia, resulta, que continuando los factores del valor anterior indefinidamente, podremos considerar su límite como representante de la relación entre la semi-circunferencia y el diámetro, de modo que;
1/2 y j + y r  V 2 +  K ï + Ï T t

2 +  K  2 +  l/ T
pero siendo R  =  4, resulta ser, — = r .:  luego tendremos porfin. X _ _  2 2 ____________ 2____________2 1/ 2 y ‘i + y  T  \ /  2 4- í/ 2 +  1/ t ”

1/ 2 +  X / 2 +  K 2 +  I/ TEsta fórmula conviene modificarla en la práctica, lo que se puede lograr por los cálculos siguientes:Para mayor sencillez supondremos solo tres factores, y as tendremos: 13
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í / 2  í / 2  +  l / a  V  2 4 - 1 / 2  _{_ 1 / - ^2* K T1 / , + K ,  | /

2* K Y  I / Y + I z t "
2 2 [/ ¿

( 2 +  í / 2 )  y  g_|__ 2  K a  K a + I / T  (2 — K Y )
V 2  +  K 2 H - I / ' F

_  2 K T  K Y  +  I / T  ( 2 —  V  2 +  K 2 + 1 / T  _

2 + K 2 + 1 / - Y  ~

2 K T  í^ 2  +  t / T  ( 2 ^  K Y )  V 2 +  K 2 +  1/ T  ( 2 —  K 2~ + | / T  )

2 —  K Y

=  K Y  K Y + l/ T  ( 2 —  I / Y ) V  2 +  K 2” +  L / T  X

x ( 2 — K Y h z t ) (2 + 1/ Y )  —

:zz 2  K Y  K '2  +  I / T  V 2 -\- K 2  +  1 / T  V ( 2 —  K Y + Y Y ^ ) ^  =

—  2 1 / Y  K  2 Y  L ^ T  V  (2 -  K  2 +  l / T  )  (4 -  2 —  Í / T )  =

= r  2 y J  1/ 4 - 2  V 2 — 1 / 2  + l / T  = = 2 ’ V 2 — Í / Y + k FTSi en vez de tomar tres factores de la fórmula, hubiésemos tomado cuatro, hubiera resultado;
l / . - v2 * 1 /  2 — V 2  +  1/2H- K T .

Si lomamos m, factores, en el concepto de que m, aumente



indefinidamente, sabemos que nos dará el valor de —: asi,2pues,
-  195 —

— límite 2®“  2 ' 1/
K 2 + 1 7 Í XÒ sea.

1/•7 := lim íte  2"’ [ /  2— 2 4 - |/7 !r
habiendo m, radicales.Para comprobar dicha fórmula, basta tomar un número limitado de radicales, y ver como se halla con cierto grado de aproximación el valor de i:.Tomemos cinco radicales, y la fórmula general se Irasfor- mará en:

1 ^ /  2 _ V 2 +  Í^ 2 -} - |/ 2  +  i/ t  —
2 — V  2 4 -  í/  2 4 - K 3 ' í 1 4 2 ) 3 d 6 2 3 7 3 ( W 5 0 í 8 8 0 1 6 8 8 7  =

2 —  V ”2  +  Î 3'(i477590(i502f^=  2
Para hallar dicha última raiz cuadrada, con mayor número de cifras decimales, podremos escribir ceros á la derecha del decimal hallado, resultando en este caso el valor de tt, aproximado por defecto; asi, pues, escribiremos:

 ̂  ̂ 2 4“ t̂ 3'S(77590G5Ü23()0000«l(HIOOO =
— 2‘ y  2 —1/37961570360806 =  2® 1^2 — 1'9903ü'J =



— 2“ (/ Ü'0096310000 =  2“X0'09813 =  32 X0'009813 =  3'140í6,y este resultado representa el valor de t;, exactamente hasta las centésimas. Tomando un número mayor de radicales, asi como un mayor grado de aproximación en las raíces cuadradas de la cifra 2 , hubiéramos obtenido el valor de con menos error.
Problema 8.®— Determinación aproximada del va

lor de ::,por los tres métodos denominados; de los pe
rímetros, de los isoperímetros y  de las áreas.

—  196 —

M ÉTOD O D E  L O S  P E R ÍM E T R O S .Para hallar el valor de z, por este procedimiento, se suponen en una circunferencia dos polígonos regulares, de igual número de lados, uno inscrito y otro circunscrito; y duplicando, luégo, respectivamente los lados de estos dos polígonos, iremos multiplicando indefinidamente los lados de los polígonos inscritos y circunscritos, con la particularidad de que los perímetros de estos polígonos se irán acercando al perímetro de la circunferencia. Hallando las relaciones de los perímetros de estos polígonos, con el diámetro de la circunferencia, iremos estrechando sus valores, hasta tanto que encontremos un cierto número de cifras iguales, tanto para los polígonos inscritos como para los circunscritos, cuyas cifras se podrán tomar como verdaderamente representantes de la relación de la circunferencia al diámetro, ó sea del valor de T.. Las fórmulas, que permiten pasar de unos polígonos á otros, de duplo número de lados, son los siguientes:1 Fórmula referente á los polígonos inscritos
Y =

i / ^
(2r — |/4r’ — P )

r, radio de la circunferencia; l, lado del primer polígono inscrito; ií, lado del nuevo polígono inscrito de duplo número de lados que el primero. Esta fórmula se puede trasformar por medio de la general



K a ~ [ / b =  j / ^

—  J97A +  l/ A * - A — I^A»— B
enmas conveniente para las aplicaciones.La segunda fórmula referente á los polígonos circunscritos es: L ' = - Lrr - fsiendo r , eiradio de la circunferencia; L, el lado del primer polígono circunscrito; y L ', el lado del nuevo polígono circunscrito, de duplo número de lados que el primero.Ahora bien; partiendo del exágono y tomando por unidad el diámetro, resulta que los perímetros de los diferentes polígonos que irán resultando, conforme á las dosfórmulas precitadas, irán acercándose al verdadero valor de t:. Y  como en este caso resulta para el perímetro del exágono inscritoel valor numérico 3, y para el circunscrito 2 y W ,  con estos valores se puede ya establecer la tabla siguiente, mediante la aplicación de las dos fórmulas conocidas. t

P erím etree

^lómtro de ie d o t
de loe

psligoooe iD ie r ite e .
de loe

peligosoeo iroaD eeritoe .6 . . - . S'OOOOO . . . . - 3'4641512 . . . . 3'105»2 . . . . 3'2153924 . . . . 3'13262 . . . . . 3'1596648 . . - - 3'13935 . . - 3'1460896 . . . . 3'14i03 . . - - 3'14271192 . . . 3’U145 . . • . . 3'14187384 . . . . 3'I4155 . . ■ . . 3'i4166Al llegar á un polígono de 384 lados. se vé que se obtieneel valor de 't:, en menos error de una diez milésima.
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M ÉTOD O D E  L O S  IS O P E R ÍM E T R O S .Para determinar el valor de t:, por este segundo procedimiento, necesitamos también dos fórmulas que nos permitan pasar de un polígono á otro, duplicando sucesivamente sus lados, pero con la condición de que todos estos polígonos, tengan igual perímetro, aproximándose á una circunferencia. Las dos fórmulas en este caso representan el radio recto y oblicuo de cada uno de los polígonos, cuyos valores se van igualando poco ápoco, hasta tanto que resultan varias cifras comunes que deben considerarse éstas como el valor del radio de la circunferencia que se busca, y como se conoce el perímetro de la circunferencia: puesto que ha de ser igual al del primer polígono, se determina, el valor de x , por medio de la cfórmula — = r . .  Las dos fórmulas generales que necesitamos2rson: R — K R r '  ;

r y  R ,  representan los radios recto y oblicuo de! primer polígono, y r', R ', los radios recto y oblicuo del nuevo polígono de duplo número de lados que el primero, siendo isoperíme- Iro con este.Asi, partiendo del cuadrado, suponiendo el lado igual è la unidad, resulta: y ,R  =  l K T .Teniendo determinados estos primeros valores, podemos, por medio de las fórmulas generales, deducir la tabla siguiente:Número de lado!. Radios rectos. Radios o1)Iicacs.4 . . . r =0'5000000 . . , R =ü'70710688 . . - r' =0'6035534 . . . R' =0'653281516 . . . r" =0'6284i74 . . . Rn =0'640728032 . . . r” '=r0'634573i . . . K'»=0'637643.504 . . . r ‘v =  0'6361083 , . . R'v =  0'6368754128 . .  . r'- =0'6364919 . . . Rv =0'6366830256 . r'> =  0'6365878 . . . Rvi=0'6366357



A l llegar á un polígono de 256 lados, observamos que la diferencia que existe entre el radio recto y oblicuo de dicho polígono, es menor que una die2 milésima: así, pues, tomando, por verdadero valor del radio de la circunferencia que se busca 0'6366, resultará:
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2r 1'2732 3’U169.espresion que da el valor de r, exactamente hasta las milésimas inclusive.
M ÉTOD O D E L A S  Á R E A S .Se determinará el valor de r , por este tercer procedimiento, conociendo las dos fórmulasA '=  Í^AB , B' =  - 2ABA-f- (/ABen que A y / ? ,  representan las áreas de dos polígonos de igual número de lados, uno inscrito y otro circunscrito á una circunferencia de radio 1\ A '  y B '  representan las áreas respectivas de otros dos polígonos de duplo número de lados que los dos primeros y también uno inscrito y el otro circunscrito á la misma circunferencia. Aplicando estas dos fórmulas por el mismo estilo del metodo de los perímetros, resulta que á medida que vamos aumentando indefinidamente ios lados de los dos polígonas inscrito y circunscrito, estas dos áreas se van aproximando al área del círculo, y por esto, continuando los cálculos, se llegan á tener varias cifras iguales, cuyas cifras se podrán tomar como representantes del valor de t:, pues siendo^rr*, la fórmula del área del círculo, si r = l ,  resulta que r,, representa precisamente el área del círculo.Conviene en este caso, empezar por el cuadrado, porque asi, las áreas del cuadrado inscrito y circunscrito á la circunferencia, se espresan sencillamente, por los númerós 2 y 4; y con estos dos valores numéricos y las dos fórmulas generales, podremos deducir la tabla de valores siguiente:



Húmero it ledos. ireas de los polígonos inseritaa.—  200 — ireas de los polígonos eireansorios4 . . <5!8 . . . . . 2'82843 . . . . 3'3137116 . . . . . 3'06147 . . . . .  3 'i826032 . . . . . 3 ' l i l 4 4  . . . . .  3'1517364 . . . . . 3'13655 . . . . .  3'14412128 . . . , . 3'14033 . . . . .  3'i4223256 . . . . . 3'14128 . . . . .  3'14173Al llegar á un polígono de 256 lados, podemos notar que se halla el valor de i:, exactamente hasta tres cifras decimales; si se deseara mayor aproximación, habría necesidad de lomar un número de decimales mayor que el que hemos supuesto en la tabla, continuando duplicando indefinidamente los lados de los polígonos hasta obtener la aproximación que fuese de desear.
Problema 9.®— Valor del área del cuadrante de cír

culo, valiéndose de las fórmulas de Simpson y  Pon- 
celet.Para determinar con bastante aproximación dicha área, dividiremos el radio en 100 partes iguales, hallando el valor numérico de las ordenadas y ,, y*, y ¡ .......  valores que son fáciles de hallar por ser dichas ordenadas catetos de triángulos rectángulos, que tienen todos por hipotenusa el radio de la circunferencia, que se puede suponer igual é la unidad, y por cateto conocido una parte alícuota del radio, ó sea de la unidad.Ejecutando los cálculos se obtiene la tabla de valores siguiente:

l'OOOOOOOO0’999949990'999799980'999349890'999199670'998749210'998198370'997o4699

0'9967948<)0'993941700'994987430'993931o80'992773890'991513990'9901ul5O0'98868399



áOl —
y ,7 y .. 
y t« y »  
y 1 . 
y *1 

y . »  
y 
y
y >.
y ,r 
y «  
y „  
y »  
y »1 

y »  
y » ,  
y n  
y „  
y SR 
y S7 
y 3* 
y 39 
y^« 
y V, 
y S3 
y S3 
y S3 
y * ,  
y 4R 
y 47 
y V* 
y 4. 
y 8D 
y . ,  
y » ,y . i
y . 4 
y S3

()'987117010'98o4U0()0'9836666I0'98178V090'97979o80Û'977701370'97i) 199860'973i!)0620'970772880'96824i)830'96ü6086l0'962860320'96000000()'957026640'9o3939200'950736o30'947y7o40'943980930'94042o430'936749690'9329ü2300'9290317o0'924986480'9208148o0'9i6?il5130'912083520'907o24100'9028299ü0’897997770'893028350'8879189I0'882666410'87726848Ü'871722430'86602o400'8601744ü0'83iI662r)0'847997640'»4166501

y 3* 0'835I646:)
y 37 0'82849260
y 33 0'82164469
y sfl 0'81461647
y <0 0'80740324
y *. O'SOOOOÜOO
y <3 0'79240141
y s. 0’7846018O
y 34 0'77659513
y SB 0'76837490
y SS 075993420ys7 075126559
y S3 074236109
y sg 07332I2I1
y 70 072380936
y 7. 071Í14284
y 7* 070420167
y 78 0'69397406
y 74 0'683447H
y 7« 0'67260686
y :s 0'66i43782
y 77 0'64992307J 73 0'63804388
y 79 
y 30

0'625779510'61310084
y 3, O'GOOOOOOO
y«* 0'58642987
y 93 
y 34

0'572363520'55776339
y S3 O'o425863i»Ì 3S 0'526782(>8
y 37 0'510294U3
y S3 0'4930ol72
y 30 0'47497368
y 30 0'45396052
y ot 0'43588989
y 9s 0'4146082 V
y S3 0'39191835
y 14 0'36755951



—  202 —y « 0'34í 17444 v „ ü '198 99748y«« 0 '3 1 2 2 4 9 8 9 0 '1 4 Í0 6 7 3 5y .7 0 '2 8 0 0 0 0 0 0 O'OOOOOOOOy « 0 '24310491Suma de las ordenadas impares, escepto las dos es-tremas. . • 38J72835616Suma de las ordenadas pares............................................. 3 9 '2 8 2 O 7 0 i5
APLICACION DE LA  FÓRMULA DE SIMPSON.

^ = - ¿ o ( y . + y ^ o t + 2 ( y * + y . + - y » i + 4 ( y , + y . + - . - y , j ) =  
=  - ^ ( 1  +  " ‘ '456712324-4 X  39'28207015)=

—_ _ X  235'58409292 =  078528330. oOO
APLICACION DE LA FÓRMULA DE PONCELET.

= 4 ^ ( 2  (y,+ y .  4- ■.. y .o .)+* , 1-1'14101734 \^ _ ^ 7 8 o641404---------- ----------- )  == j^í78'564140—0'0 3 5 2 5 4 3 )= ~  x  78'52888C= 078528886.Siendo el radio del cuadrante, que se considera igual á la unidad, el área del cuarto de círculo, según las cifras verdaderas de r , será — z= 078539816. 4



—  n r.i ~Comparando este resultado con cada uno de los obtenidos, según las dos fórmulas anteriores, resulta:Error según la fórmula de Simpson. 0'0Ü0H486 
” » » » ), Poncelet. Ü'OOÜ1093i)

078539810 078528330078539816 078528886Límite superior del error según la fórmula de Poncelet. h / E '  — E \  1-----2---- ) = 'ï fK r ^  Ü'03525434=0'00035254........Luògo el error, 0’0001093, que hemos hallado, es menor que este límite.
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ERRATAS IMPORTANTES.

Págiiui. Linea. Dice. Debe decir.13 1 . . las longitudes. . . las de las longitudes15 16 . . se’.................................. se22 10 . . AB’................................ BB’27 17 . . 0..................................... OI38 -  4 , . afcd............................... afed43 -11 . . DB................................. AB46 I . • rp................................... rB50 11 . . a f . .............................. of54 ^ 9 . . M.................................... m11 . . M.................................... m55 19 . . A’oP.............................. A’oP’67 15 . . AA’ =  BB’. . . . CC’ zrBB’76 16 . . AMXNP...................... AMxNB83 1 1 . . de dos cuadrados. . de los cuadrados9 . . 2An^-^2nG^ . . 2 ah   ̂+84 j—11 . . 2An^ +  2Dn^ . . 2  An " +  2 Dn *-10 . . 2nB^ +  2Dn'̂ . . . 2 n B »  +  2D n ^92 1 . . bc =  x* +  CD +  CB. bc =  x*4-CD X DB,fa — a95 — 3 . a b98 5 . an120 1 . . triángulo inscrito. . triángulo equiláterocrito129 4 .
■139 10 . bcde............................. abde161 1 . . e* h*.............................. b*h*172 5 . . (p +  b)*........................ (d +  b)*
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l r̂ecio de esta obra; 2(.t rs. eii España y 2i cn Ultramar.Se llalla de venia cn las principales librerías de España.Los pedidos de atibuna consideración pueden iiacersc direclamen le al Aiiloi-.


