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ADVERTENCIA.

Cuando los jévenes emprenden el estudio de la Geometria, es muy
dificil que desde un principio acierten & comprender la importancia
y fecundidad de las verdades que se encuentran en las obras elemen-
tales de la ciencia que nos ocupa, cuyos autores no hacen méas que
fijar a grandes distancias las principales piedras angulares del edifi-
cio que cada uno luego levanta & su manera, si bien todos conforme
& una misma base ; por ello es de suma importancia que el discipulo
tenga al lado de la obra de texlo, otra como guia, para que vea de una
manera clara, aunque rapida, las maltiples y variadas combinaciones
gue pueden deducirse de los teoremas y corolarios que estudia, y que
muchas veces cree desprovistos de aplicacion alguna. Por medio de
esta guia se logra que el principiante pueda, desde luego, admirar
mas 6 menos, las bellezas que encierra esta ciencia modelo; & la par
que se le ejercita en una gimnasia intelectual que debe darle con el
tiempo resultados sorprendentes é inesperados.

Bajo este concepto ofrecemos al publico, la presente obrtla, como
guia del estudiante, donde éste hallara medios de ejercitar su racioci-
nioy de acostumbrarse & manejar con facilidad el arma poderosa del
analisis; & cuyo efecto, el autor desarrolla una série de ejercicios 0
cuestiones geométricas que se hallan propuestas en los célebres tra-
tados de MM. Briot, Rouché, etc.; y si bien el nimero de estas cues-
tiones, correspondientes & la primera parte de la Geometria, codia ser
mucho mas considerable, el justo temor de traspasar los estrechos
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imites de lo que es un curso de Geometria, ha detenido la mano del
Autor.

También confesamos con ingenuidad ser muchas las obras que se
han publicado en el mismo sentido que la presente, y algunas de ellas
dignas de encomio y consideracién; empero, unas no estan al alcan-
ce de los discipulos, otras, si bien mas elementales, no se sujetan a
la marcha ordinaria que se sigue en las aulas en el desarrollo de esta
asignatura, y para obviar tales inconvenientes publicamos este insig-
nificante trabaje, seguros de que, si él no resuelve la dificultad, pue-
de servir siquiera, de aguijon para que otros mas afortunados realicen
la idea que nosotros, al escribirle, liémonos propuesto.
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LEEMS BONVIAR E

1/ SECCION.

Combinaciones de rectas.

Bjerckio 1®—La distancia de un punto cualquiera
M de una recta o\ punto O medio de dicha recta,
es igual a la semi-diferencia de las distancias de este
punto M a los estremos .d y i? de la misma. Si el pun-
to M setoma en prolongaciéon de A la distancia dfO
es igual & la semi-suma de MA y MB.

JEsplicacion. s e desprende de la figura 1.", resulta:
AM=A0+0OM, MB= OB—OM.

Restando estas dos igualdades y no olvidando que AO=0B,
resulta:

AM —MB=2MO, 6 sea Mo= "M —MBE.

Para la segunda parte de este ejercicio, basta atender a la
figura 2®, de la cual se obtiene:
MA= AO+ OM, MB= MO —BO.
Sumando estas dos igualdades, se tiene:
MA-I-MB=AO0O+ OM+M O —BO.
Pero como AO = OB, resulta:

MA -f-MB = 20M, 6 sea OM=r MR
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Ejercicio 2”—Dado un angulo ACB” la bisectriz CO®
y una recta C2I trazada por el vértice en el interior
del angulo, el 4ngulo i~f*Oesigual & la semi-diferen-
cia de los angulos MCA, MCB. Si larecta 6”/es este-
rior al angulo, resulta el &ngulo MCO igual & la semi-
suma'de los angulos AICA, MCB.
Esplicacion.—De lafigura 1.«, resulta;
MCB = MCO+ OCB; MCA ACO- MCO.
Restando estas igualdades, se tiene:
MCB- MCA- MCO+ OCB- ACO + MCO.
Y como ACO = OGB, resulta:

MCB - MCA—2MCO, 6sea — =MCO.

Para la esplicacion de la segunda parte del ejercicio basta
atender & la figura 2.», de la cual se obtiene:

MCB= MCO+ OCB, MCA= MCO-ACO.
Sumando y simplificando, resulta:

Ejercicio 3.«— Dadas cuatro rectas OA. OB, OC, OD
gue salen de un mismo punto O, probar que siDOA=
BOC, y AOB=COD, los lados OA, OC, y OB, OD, es-
tan respectivamente en linea recta.

Esplicaeion,—La suma de los angulos que se pueden for-
mar al rededor de un punto en un plano vale cuatros rectos;
asi pues,

AOB -j-BOC4-COD 4- DOA =4 rectos.
Pero, por hipotesis, se tiene:
DOA= BOC,y AOB—CoD;
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luego, AOB + BOC+ COD+DUA = 2A0B+2BOC; pero
como AOB-]-BOC-|-COD + DOA=r4 r, resulta:
2A0B+ 2BOG=4r.
Dividiendo ambos miembros por 2, tendremos:
AOB-hBOG= 2r.

Y como dos angulos que tengan un lado y vértice comin
valiendo su suma dos rectos han de ser adyacentes, en la si-
tuacion que guardan los lados kO y OC de la figura, se infiere
que los lados AO y OC han de estar en linea recta. De una
manera parecida al caso anterior se 'probaria que los lados
DO y OB también estan en linea recta.

Ejercicio 4®—Dados dos dngulos adyacentes, de-
terminar el angulo formado por las bisectrices de di-
chos angulos.

Esplicacion.—Siendo EO y OD las bisectrices de los angu-
los AOB”~ BOCy se tiene:

AOE= EOB,yBOD= DOC

AQB4-BOC = 2r. por ser dngulos adyacentes, y en virtud
de las igualdades anteriores resulta:

AOB~hBOC=2EOB + 2BOD=2r.

Dividiendo por dos ambos miembros de esta Gltima igual-
dad, se obtiene;

EOB+ BOD= 1.

Lo que nos dice que las dos bisectrices EO y OD forman
angulo recto.

Ejercicio 5."—EI perimetro de un tridngulo es ma-
yor que la suma de las tres rectas tiradas desde un
punto interior cualquiera a los tres vértices del mis-
mo, y menor que el doble de esta suma.
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Esplicacion.—En vista de la figura® resultan las desigual-
dades siguientes;

AC +CB>A0-{-0B
AC+AB>0C H-OB
AB-fBC > AO+ OC.

Sumando estas desigualdades, se tiene:
2(AG+AB+BC)>2 (AO+0B + 0C).

Dividiendo por (05 ambos miembros de esta Gltima desi-
gualdad, tendremos:

actab+boao + ob+ oc,

y esto nos dice que el perimetro del triangulo es mayor que
la suma de las rectas que salen del punto Oy terminan en los
vortices A, B, C del triangulo dado.

De la misma figura, resultan las desigualdades siguientes:
AB<AO-fOB,BC<BO + OC, AC<AO + OC.
Sumandolas se tiene:

AB-fBC--AG < 2(AO + OB -f OC).

Lo que demuestra que el perimetro del triangulo es menor
gue el doblede la suma de las rectas que saliendo del puntoO
van a terminar & los tres vértices del triangulo dado.

Ejercicio 6®— Una mediana cualquiera de un trian-
gulo, es decir, la linea que junta un vértice con el
punto medio del lado opuesto, es menor que la semi-
suma de los dos lados que salen del mismo vértice, y
mayor que la mitad del exceso de esta suma sobre el
tercer laclo.
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£’spZicac;on.—Prolongando la mediana Am en una misma
cantidad mA’, tendremos:

AA'<AB-fBA"

6 sea,
2Am<AB + AC.

Puesto queBA'=AC por ser los triangulos fimA'y AmC
iguales por tener Bm=m C, Am= mA' y 1.= i por opuestos
por el vértice; asi pues, de la dltima desigualdad, resulta:

AB+ AC.
Am <

e la misma figura se obtiene;
AB<"Am-|-Bm, ACc"Am-f-mC.
Sumando, se tiene:
AB+ AG<2Am + BG;
luego,
AB* AGTBC Ny

Ejercicio 7®&—EI perimetro de un triangulo es ma-
yor que la suma de sus tres medianas, y menor que
el doble de esta suma.

Esplicacion.—Gonforme los resultados del ejercicio prece-
dente, podemos escribir:

AG+CB ~ A~ AB+ AG~ , AB+ BCA A
----- y - p - p -

Sumando estas tres desigualdades, se obtiene:
AG-|-BG-1-AB> Am -j-Cn-I- Bp.

Para probar la segunda parte de este ejercicio, tomarémos
por principio la segunda parte del ejercicio anterior.
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A>AC+AB~™, AB+ BC-AC
2

cn~ AC+ CB—AB.

Sumando estas desigualdades, resulta:

Am+Bp+Cn>
AC+AB —CB+ AB+ BgC—IAC+ AC+CB —AlIi.

O sea,
2(Am+ Bp+ en)> AB+ AC+ GB.

Ejercicio. 8.—Siendo ABC un triangulo cualquie-
ra, si se toma sobre AB, prolongado, si es preciso
una longitud AO igual 4 AC™ y se toma luégo sobre
AG una longitud AB'igual 4 AB; uniendo B'con C' se
tendrd una recta que cortara la B€ en el punto I: de-
mostrar que la recta Al es la bisectriz del angulo BAC.

EspUcacion.-AYiQ\ enunciado resulta en la figura:

AB'—AB, ACzrAC".

Restando estas dos igualdades
AB'—AC= AB —AC', 6 sea, B'C”zC'B,

y como 1r=I, por opuestos por el vértice y B= B'por ser
angulos iguales de los triangulos iguales AB'C', ACB, resulta
que los dos triangulos CB1 é IC'B, también lo seran, porque
tendran un lado y dos angulos respectivamente iguales; lue-
go IB = IB, deduciéndose de aqui la igualdad délos dos nue-
vos triangulos A5'/,/A5 que tendran sus tres lados respec-
tivamente iguales, y por consiguiente, la de los dos angulos

homologos 2 — 2, debiendo ser, en su virtud, la recto Al, la
bisectriz del angulo CAB.

Ejercicio 9®—Siendo | la mitad de la base BC de
un triangulo isésceles ABC., y M un punto tomado &
voluntad sobre el lado AC; demostrar que la diferen-

By
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cia de las longitudes IB y IM es menor que las lon-
gitudes AB j AM.

Esplicacion.—De la figura resulta:

iB<AI+AB, 1IM<Al+ AM.
Restando estas dos desigualdades, se obtiene:
Bl —IM<A1l +AB —A|—AM; luego BI—1M<AB —AM.

Ejercicio 10.—Si en un tridngulo la recta que jun-
ta un vértice con el punto medio del lado opuesto es
perpendicular a este lado, el triangulo es isésceles.

£splicacion. —S\QMN\éo An perpendicular & BC, resultan dos
triangulos rectangulos ABn, nAC que seran iguales por tener
los catetos iguales; luego AB = AC, y el triangulo sera isés-
celes.

Ejercicio i1.—Si en un tridngulo la recta que di-
vide un angulo en dos partes iguales, divide asi tam-
bién el lado opuesto en dos partes iguales, el trian-
gulo sera isosceles,

;mspiicacion.—Los dos tridngulos ABn y «AC son iguales
porque tienen 1= 1, An comun, y Bn= nC; luego AB=AC
y el tridngulo resulta ser isésceles.

Ejercicio i2 —Si en un tridngulo la recta que di-
vide un angulo en dos partes iguales es perpendicu-
lar al lado opuesto, el tridngulo es isosceles.

Esplicacion.—Los dos tridngulos rectdngulos AnB, AnC,
son iguales por tener 1=1, y el cateto An comun; luego AB
=AC, resultando el triangulo ABC isésceles.

Ejercicio 13.—Las distancias de las extremidades
de la base de un triangulo isdsceles & los lados opues-
tos, son iguales entre si.

Esplicacion.—Sean Cm y Bn las perpendiculares; como los
adngulos B y C son iguales por ser el triAngulo ABC isosce-
les, resultan inmediatamente los tridngulos rectangulos DmC
y BnC iguales por tener la hipotenusa BC comuin y un angulo
agudo igual, B=C; luego los dos catetos Bn y mC seran
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iguales, cuyos catetos no son mas que las perpendiculares
trazadas desde los vértices de la base & los lados opuestos.

Ejercicio 14.—En nn tridngulo is6sceles la suma
de las perpendiculares trazadas de un punto cual-
quiera de la base sobredes otros dos lados, es cons-
tante.

Esplicacion.—Tracense desde el punto medio d de la base
BC, las perpendiculares y dv k los lados AB, AC] luégo,
desde un punto cualquiera b de la base, las nuevas perpendi-
culares br, bt a los mismos lados, y por altimo, por el punto
6 y d rectas paralelas respectivamente & los lados AB y AC
del tridngulo hasta los puntos a y c. Asi tendremos que
los dos triangulos adof y c6¢;, seran iguales, porque abd= B,
cdb* Cycomo B= C, se tiene: abd= cdb y ademas la hi-
potenusa bd comun; luego bc= ad; empero, do la figura se
deduce que: rb= sa, ct=:dv. Sumando estas tres igualdades
entre si, resulta:

be -f- rb-i- ct= ad-f- sa -j- dv.
0 sea,
br-|-bl=sd -pdv., y como do es una cantidad constan-
te, resulta que br-\~bi también lo sera cualquiera que sea el

punto 6 que se lome de la base.—Es facil de ver lo que resul-
tara, cuando el punto se lome en prolongacion de dicha base.

Ejercicio 15—En un triangulo equilatero, la suma
de las perpendiculares bajadas de un punto cualquie-
ra del interior del tridngulo & los tres lados, es una
cantidad constante.

Esplicacion. e | punto r; tracense las perpendiculares
rt, rp, rq, respectivas & los lados AB, AC, BC del triangulo;
luégo por el punto r, tracese una paralela & AC, que encuen-
tra en e la perpendicular Bd al lado AC; por el punto e tra-
cense nuevamente perpendiculares en, em, é los lodos
BC del triangulo. Ahora por el punto b, interseccion de
las tres perpendiculares Ac, Ga, Bd, & los tres lados del
triangulo, tracense las paralelas bs, bv a los lados AB, BC



Hel triangulo. Asi, pues, si podemos demostrar que; es+ €0
—be, tendremos:

en+ em-{-ed= lis+ seH-ev-f-vm+ ed=ab + se+ ev-f-
bc-J-ed= ab+ be-fbd = cantidad constante;

y como, segun el ejercicio anterior,
IrH-rqg=:né4-em.
Afiadiendo & ambos miembros rp= ed, se tiene:

IrH-rqg+ Pp= ne+ em4-ed= constante.

Asi, pues, para quedar completamente probado este ejerci-
cio, falta demostrar que es-f-ev= be; y para ello suoondre-
mos la figura siguiente. Tomando bsev, de la figura anterior,
pero demayores dimensiones, para que sepueda mejor apre-
ciar, tracese la bisectriz del &ngulo bsv, tal comosQ’; tendre-
mos en virtud de ios &ngulos que forman estas rectas conforme
va indicado en la figura, que el tridngulo sO-e sera equilatero;
luégo se= e0'=s0O'=ev. Pero el tridngulo 6s0'es isoceles;
Juego sO'=0'b, de donde se-|-ev=:0'e-fO'b.

O sea

se-|-evz=Dbe,
que es lo que debiamos probar.

Ljercicio 16.—Si por el vértice de nn tridngulo
ABC, se traza la recta indefinida XY perpendicular &
la bisectriz del &ngulo A, demostrar que si M es un
punto cualquiera de XY, el perimetro del triangulo
BMC es mayor que el triangulo primitivo ABC.

Esplicacion.—Sea el triAngulo ABC y la recta XY, perpen-
dicular & la bisectriz AD. 7omando el punto M, vamos &
probar que

BM-fMC-fBC> AB-hAC+ BC.

Para ello, trazaremos desde el punto C la perpendicular
CC' & XY y prolongando AjJ basta el punto O, tendremos:

C'A= AC



— 16 —
por Ja igualdad de los angulos 2= 2; luego
BA+AC=BA+AC",

y como C'M=MC, porserelpunto o medio de larectaCO per-
pendicular & XY, tendremos:

BC'<CM+BM,
6 sea,
BA+ AC<CM + BM.
Agregando & ambos miembros BC, se tiene:

ba+ ac+ bc< cm+ bmh-bc.

Ejercicio 17.—Un triangulo cualquiera es el cuar-
to del que se obtiene trazando por cada uno de sus
Yértices una paralela al lado opuesto. Cada lado del
nuevo triangulo es doble del lado correspondiente del
triangulo propuesto.

Esplicacion.—Trazando por los vértices A, B, C, del trian-
gulo dado paralelas & los lados opuestos, queda la figura total
descompuesta en tres paralelogramos, FACB, ABCE,ABGD-
y como los lados AB, BC, AC, hacen las veces de diagonales
en cada uno de dichos paralelégramos, sabiendo & mas que
la diagonal divide al paralelégramo en dos triangulos igua-
les, resultan los triangulos FAB, BCE, ACD, iguales entre si
é lguales al tridngulo dado ABC; luego

FED = FAB-f-ABC-I.BCE-|-ACD=4FAB = 4ABC=
4BCE = 4ACD.

De donde
FAB=7 ,FED,ABC=V,FED,BCE=V,FED, ACD=7, FED.
De lo dicho anteriormente resulta también que
AB= CE, AB=DC.
y de la suma:
2AB=CE+DC = DE,
y asi de los demaés lados.
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Ejercicio 18.—Si dos rectas iguales AB y CD com-
prendidas entre dos paralelas AG y BD sé cortan en
un punto o, se tiene: Ao= oC, oB=0D.

A'spitcacton.—Trdcense desde D y B perpendiculares 4 AC,
y resultaran los dos triangulos rectangulos AmB, CnD igua-
les, porque tienen AB = CD y Dn= mB; luego A= C, de don-
de Ao=0C; y como AB—Ao= CD -oC, resulta también;
oB= oD.

Ejercicio 19.—Si por el punto medio E del lado
AB de un triangulo ABC se traza una paralela D E
lado BC, la recta DE pasara por el punto medio E de
ACy seraigual & la mitad de BC. Reciprocamente.
—La recta que junta los puntos medios de los dos la-

dos de un tridngulo, es paralela al tercer lado é igual
4 su mitad.

Esplicacion.—Sea DE la recta paralela é iiC que pasa por
el punto medio D, de AB, Trazando la recta DF paralela 6 AC
tendremos el paralelégramo DE FC, y los dos triangulos ADE y
EDF, que deben ser iguales por tener AD= DB, 1= 1y2= 2;
iuégo, DE= BF;pero DE=FG por ser lados opuestos de

paralelégramo, asi, pues, sumando las dos ultimas igualda-
des, resulta:

2DE=BF-fFC=BC.

luego D E 2
Para probar la segunda parte del ejercicio tomaremos la
figura 2.a Siendo D y E los puntos medios de Ai? y AC, va-
mos & probar que DE que pasa por el punto medio D de AB,
es paralelo & BC, pues para saber que es igual 6 la mitad dé
i?C hasta atender a la primera parte de este ejercicio.
Tracese por A y E, las rectas AF y GEF paralelas respec-
lados/?i7 y AB, yse formara el paralelégramo
ABGFen que AB—FG; perocomo los tridngulos AFE yFGC
son iguales por razones analogas al caso anterior, se tiene
EG= V,FG, asi como por hipo6tesis BD = 7, AB; y como AB
_F G resulta, BD _EG, de donde se deduce que el cuadril6-
2
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tero BDEG debe de ser un paralelégramo por tener dos lados
opuestos iguales y paralelos; luego DEyBG, 6sea, DE y BC,
son paralelos, que es lo que nos habiamos propuesto de-
mostrar.

Ejercicio 20.— Hallar el lugar geométrico de lospun-
tos medios de las rectas que saliendo de un mismo pun-
to terminan en diferentes puntos de una recta dada.

Esplicacion.—SQQ. el punto P, y la recta dada AB. Trazan-
do la recta Pm, el punto medio n de Pm ser& uno de los pun-
tos pedidos; trazando otra recta tal como Pm', el punto n’'
sera otro punto pedido, pero la recta nn', segin se despren-
de de la figura, es la paralela media al triAngulo Pmm’, de
modo que si combinamos ahora la primera recta Pm con la
tercera Pm™, resultard que la recta nn" tendra que ser la
misma nn', pues todas las paralelas que se pueden trazar por
el punto n paralelas a AB, se confunden en una misma recta.
De aqui se infiere que si por un punto medio cualquiera de
las rectas Pm, Pm' Pm" etc., se traza una paralela a AB, esta
recta contendrd todos los puntos pedidos, y en Geometria la
linea, superficie, etc., cuyos puntos todos gozan de una pro-
piedad esclusiva se dice que forman el lugar geométrico de
ciertas condiciones geométricas establecidas; en este con-
cepto, en el ejercicio que nos ocupa, podremos decir que ei
lugar geométrico de los diferentes puntos medios de las rec-
tas que saliendo del punto dado terminan en puntos de una
recta dada, viene determinado por una recta paralela a la
dada que pasa por el punto medio de una cualquiera de las
rectas Pm, Pra', Pm" etc.

Ejercicio 21.— Las bisectrices délos tres angulos
de un triangulo concurren en un mismo punto. La
bisectriz de uno de los angulos y las de los suple-
mentos de los otros dos &ngulos concurren también
en un mismo punto.

Esplicacion.—Sea el tridngulo ABC y las tres bisectrices
Am, Bn Cp; vamos a probar cdmo se encuentran en un mismo
punto o. Suponiendo de momento las dos bisectrices Bn y Cp
tendremos que el punto o, por pertenecer & la bisectriz Bn,
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debe equidistar de los lados AB y BC,y como este mismo
punto corresponde & la segunda bisectriz, debe en su virtud
el mismo punto o, equidistar de los lados AC y BC\ de donde
se infiere que el punto o equidista de AB y AC, debiendo ser
por consiguiente un punto de la tercera bisectriz Am, que-
dando asi probado que las tres bisectrices internas se en-
cuentran en un mismo punto.

Para probar la segunda parle del ejercicio, supdngase la
bisectriz interna BP y las dos esternas AF y CF. El punto F,
por pertenecer & la bisectriz AF, debe equidistar de AB y AC.
El mismo punto F. por corresponder & la bisectriz CF, debe
equidistar de AC y CB\ de modo que, en virtud de estas equi*
distancias, resulta que el punto F debe equidistar de ABy
BC; luego debe ser un punto de la bisectriz interna trazada
por el éngulo B, quedando asi probado que las tres bisectri-
ces; AF, BF, CF se encuentran en un mismo punto.

Ejercicio 22.—Las perpendiculares levantadas so-
bre los puntos medios de los lados de un triangulo
concurren en un mismo punto.

EspUcacion.—Sea el tridngulo ABC y las perpendiculares
medias mo, no, op. Tomando tan sd6lo las dos perpendicula-
res medias mo y on, tendremos que el punto o, por pertene-
cer 0 larecta mo, debe equidistar de Ay  por corresponder
el punto otambién a la segunda perpendicular on, debe equi-
distar de los puntos Ay C, de suerte que el punto o, en virtud
deeslasequidistancias, debe equidistar del punto B y C; luego
el punto o debe ser un punto de la tercera perpendicular op,
guedando asi demostrado que las tres perpendiculares medias
se encuentran en un mismo punto.

Ejercicio 23.—Las tres alturas de un tridngulo, es
decir, las perpendiculares bajadas de los vértices a
los lados opuestos concurren en un mismo punto.

Esplicacion.—Sea el tridngulo ABC vy las alturas Am, Bn,
Cp. Trazando por los vértices A, B, C, rectas paralelas & los
lados opuestos del triangulo, tendremos el tridngulo total NAfp,
que, conforme al ejercicio 15, resultaran ser las rectas Am
Bn, cp, las perpendiculares medias, y siendo asi, segln el
ejercicio anterior, deberdn encontrarse en un mismo punto.
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Ejercicio 24.—Las tres medianas de un triangulo
concurren en un mismo punto, situado al tercio de la
longitud de cada una de ellas, a partir del lado cor-
respondiente.

E'sjj/icacion—Sea el triangulo ABC y las medianas Am~
Bn, Cp. Tomemos dos de ellas fin y Am, las cuales se en-
cuentran en el punto o; tomando los puntos medios de Aoy
ofi resultara la recta, rs, que, segun el ejercicio 17, debe ser
paralela h AB é igual a su mitad; y, conforme al mismo ejer-
cicio, larecta nm debe ser también paralela 4 AB ¢ igual &
su mitad, do modo que rs= nm y ademas esas dos rectas
son paralelas, resultando los triangulos ros y onm iguales,
de donde om=or;ycomo or= rA, se tiene que om es un
tercio de la mediana Am; considerando luégo la segunda me-
diana, se obtiene on igual & un tercio de Bn; asi, pues, com-
binada nuevamente la mediana Am con Cp, resultard que es-
ta nueva mediana tendra que pasar por el mismo punto por
donde se cortaban las dos primeras, quedando completamen-
te demostrado el ejercicio.

Ejercicio 25.—En un triangulo el punto de con-
curso de las perpendiculares elevadas sobre los puntos
medios de los lados, el punto de concurso de las tres
medianas y el de las tres alturas estan en linea recta;
y la distancia del primer punto al segundo, es mitad
de la distancia del segundo al tercero.

Esplicacion.—Sea t el punto de interseccién de las tres al-
turas, y o el de las tres medianas. La recta Ap, es perpendi-
cular & CB\ del punto medio deBA.Iraceselarectamn también
perpendicular & CB y como sn es paralela & A;? y pasa por el
punto medio de BA divide Bt en dos partes iguales, de modo
que Bs= st.

Trazando por el punto s una paralela & fifi, se tendra sr
igual & la mitad de Bo por una razén andaloga & la anterior;
ahora, como ofies también mitad de Bo, resulta sr= oD; pro-
longando el lado to hasta encontrar & la prolongacién de Id
recta fiar en g, se tendra el tridngulo sir igual al oDq, por
tener

sr=oD,l=L 2= 2
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De modo que, si probamos que el punto q es el punto don-
de concurren las perpendiculares medias, quedara demostra-
do el enunciado, porque tr=ro = 0q; luego ot serd doble de
0qg. Para probar, pues, por fin, que el punto g es el de con-
currencia de las perpendiculares medias, se tiene: que siendo
V'y D los puntos medios de los lados JSC, CA, trazando las
perpendiculares Dx, vs junio con vD, se formara un triangulo
VxD, quo es igual & Bsn por tener Bn =vD, 3= 3,4=4; lue-
go xD = Bs; pero hemos hallado antes Bs = st, y por la igual-
dad de los triangulos str y ogD, st= gD; luego xD = gD, de
donde resulta que x, y g, es un mismo punto quedando asi de
mostrado el teorema.

Ejercicio 26.—Si por el punto de interseccién | de
las bisectrices de los &ngulos B y G de un triangulo
ABC, se traza entre los lados del angulo A la paralela
EIE 4 BC, la recta DE serdigual 4lasuma de BD y
CE. Si por el punto de interseccion I' de la bisectriz
del angulo B y de la del suplemento del angulo C, se
traza entre los lados del angulo ~ 6 de su opuesto por
el vértice, la paralela I' D' E' 4 BG™ la recta D 'E sera
igual a la diferencia de CE'y BD".

JB”spiicacton—Sea el triangulo ABC é | el punto de inter-

seccion de las dos bisectrices internas, D IE laparalela a BC.
£1 tridngulo BDI resulta isdsceles; luego

BD= DI.

Asi como por ser el triangulo IEC también isdsceles, debe
resultar:

IE = EC.
Sumando, tendremos que
DI4-1E= BD+ EC.
6 sea,

DE = BD+ EC.

Siendo ahora el punto I' el de interseccidn de las bisectrices
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interna y esterna, trazando la recta I'D'E" paralela & BC, ten-
dremos, por ser los triangulos BDT y ETC isésceles,

BD'=D'r, E'C—E'f.

Restando respectivamente estas igualdades, tendremos:
E'l'—D'r=E'C— BD".

0 sea,

D'E'=iE'C—BD"

Ejercicio 27.—Si de las estremidades A y B y del
medio de una recta AB, se trazan perpendiculares
AA', AB', CC', duna recta indefinida XY, cabe demos-
trar que el punto C es el punto medio de A'B'; y que
la perpendicular CY"esigualala semi-suma 6 ala se-
midiferencia de las perpendiculares AA y BB', segln
que los puntos A y B estén situados &un mismo lado,
0 & una y otra parte de XY.

Esplicacion. —Sea la recta C su punto medio y AA',
CC', BB'las perpendiculares respectivas & la recta indefini-
da XY. Si trazamos por C una paralela a AB, tendremos que
mC'—AC y C'n“ CB, por lados opuestos de paralelogramos;
y como AC—CB, se tendrd& mC'—C'nj luego los triangulos
A'C'm y C'nB'son iguales, resultando de los mismos A'C'=
C'B'; 6 sea, C punto medio de la recta A'li". De las considera-
ciones anteriores, se tiene:

CG'"zAA'—mA'; CG'=iBB'-h B'n.
Sumando estas igualdades, resulta;
2CG'=AA"—mA"'-f-BB'+B'n:=AA'-fBB".
O sea:
CC'-~A'+ RB"
2

SilarectaXY tomalaposicién X'Y', trazando por C" la ree-



ta m'n paralela 4 AB, por razones analogas & las anteriores
se tendré:

AA"—BB".
CC'= AA"—m'A",CC"= n'B"—BB"; [uego CC"= v —--mmv

Ejercicio 28.—Hallar el lugar geométrico de los

puntoSj cuya suma ¢ diferencia de las distancias
a dos recias fijas sea constante é igual 4 una longi-
tud dada.

i 'ipiicacion —Sea el angulo BAC formado por las dos rectas
dadas AB y AC y \arecta r de longitud determinada ; pode-
mos considerar un triangulo is6sceles cuya base sea tal, que
trazando perpendiculares desde los estremos de la base BC &
los lados opuestos AB y AC resulte la cantidad r; y en este
concepto, si se toma un punto interior ¢ esterior en la base
del tridngulo is6sceles y se trazan luégo perpendiculares &
los lados opuestos, resultara siempre la suma 6 la diferencia
de ellas igual constantemente & la recta dada r. Este ejerci-
cio es una consecuencia de lo que se ha dicho en ejercicios
anteriores.

Ejercicio 29.—Siendo A X una recta cualquiera
trazada por el vértice A de un triangulo ABC, y BE,
CE las perpendiculares bajadas de los puntos By C &
la recta il IT; demuéstrese que el punto medio Z>de
BC esta 4 igual distancia de los puntos E y F.

Efiplicaeion.—Sea7)el punto mediode BC; BE, CP, las per-
pendiculares respectivas & AX trazadas desde los vértices B
y C; D' el punto medio de EP. Segln el ejercicio S7, D' debe

5er el pié de la perpendicular media trazada desde & la rec-
ta EF y, en su consecuencia, ED = DF.

Ejercicio 30.—Demostrar. L& Que si dos angulos
tienen sus lados respectivamente paralelos, sus bisec-
trices son paralelas 6 penpendiculares entre si; y 2®
Que si dos &ngulos tienen sus lados respectivamente
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perpendiculares, susjbisectrices son también perpen-
diculares 6 paralelas como en el caso anterior.

~s;i/ieaciora—Segun la figura 1.', resulta un nuevo angulo
prolongando los Jados BA y ac, que es BEc, y trazando la
bisectriz EFde este angulo, tendrémos; 1=2, y 2= 3; luego
1= 3, y como estos dos angulos tienen los lados AC y ac pa-
ralelos, deben resultar AD y ad también paralelos.

Conforme & la figura 2.«, prolongando ca, segin el primer
caso, resultan paralelas AD y ad; pero ad y ag son perpendi-
culares por ser las bisectrices de dos &ngulos adyacentes;,
luego ag y AD también seran perpendiculares. Cuando los la-
dos son perpendiculares, tendremos, segun lafigura 3.*; \=1
por mitades de angulos iguales, 2=2 por opuestos por el
vortice, y como el &ngulo B es recto, tiene que resultar p
también recto, que no es mas que el angulo formado por las
dos bisectrices; luego estas se cortan perpendicularmente.
Por ultimo, si teniendo los angulos sus lados perpendicula-
res guardan la posicién de la figura 4.*, proiénguese be y re-
sultara el angulo fba que, comparado con ABC, guarda la
misma relacion que en el caso anterior, para lo cual las bi-
sectrices BD y bd deben de ser perpendiculares; pero como
las bisectrices db y bg son perpendiculares por corresponder
& dngulos adyacentes, se tiene queiiD y gb son|paralelas, que
es el dltimo caso que nos faltaba probar.

Suma de los &ngulos de un poligono.

Ejercido 31.—Dado un triangulo ABC y un punto
otomado en su interior, demostrar que el &ngulo
BoC es mayor que el angulo BAC del triangulo.

.Fspifcacion.—Sea el triAngulo ABC, yoel punto interior,
qgue uniremos con B y C; prolongando el lado 7%, se tiene
gue el angulo BoC por ser externo al triangulo ABn, es
mayor quea; pero, por una razéon analoga, el angulo ¢ es
mayor que onC, de donde resulta BoC ]> BAC.

Ejercido 32.—Un angulo de cualquier triangulo és
rento, agudo U obtuso, segin que la mediana que sa-



le del vértice de este angulo seaigual, mayor 6 me-
nor que la mitad del lado opuesto.
Esplieacion.—Si AD= DB, y DC= DB, tendremos:
a= b, d=c; luegobc = a-1-d=B.
Pero,
A-fB+G = 2r.
Y como
A+ C=a+ d= B,
Se tiene: 2B= 2r, 6 sea, B = 1r; luego cuando la media-

na BDes igual a la mitad del lado AC, el triangulo es rectan-
gulo. Si

BD>AD,yBD>DC.

Resulta:

a>b,d>c.
Luego

a+d>B.
0 sea,

A-hC>B.

Y como A-j-B-~G = 2p, es facil dever que B es menor que
un recto. De un modo analogo veriamos que B]> que un recto,
siAD]>BD. Para el reciproco supondremos que B valga un
angulorecto. Trazando una circunferencia, tomando por dia-
metro la recta AC, se tendraque: BD= AD= DC, por tener que
pasar la circunferencia por el punto li. Si el angulo Bes mayor
que un recto, el punto B sera interior & la circunferencia cu-
yo diametro es AC, resultando naturalmente: BD<AD. Y si
el angulo B es menor que un recio, el punto B tendra que ser
eslerior & la circunferencia cuyo didmetro es AC, resultando
en este ultimo caso: BD>AD.

Biercido 33.—Siendo AD y BG dos pararelas cor-
tadas obiicnamentepor AB y perpendicularmente por
si se traza entre estas dos rectas paralelas, la rec-
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ta BED quecorta AG en E de maneraque ED= 2 AB,

demostrar que el angulo DBG es el tercio del angulo
ABC.

EspLicaeion.—Sean las rectas AD y BC y la trasversal
BDjCon la condicion de ser.

ED=2 AB.

Tomando el punto medio de DE, tal como F, resulta que,
por ser el tridngulo DAE rectangulo, la mediana AF es igual
a la mitad de la hipotenusa, ¢ sea, igual a DF; luego a=b; y
como ¢ es un angulo esterno del triangulo ADP, resulta:

c= 2a.

Ahora, como 2AB=ED, sededuceque DF= AB, ycomo
DF = FA se tiene:

FA= AB.

Luego c= d; ycomo c= 2a, se infiere que d=2a; por ul-
timo, f=a por angulos alternos internos; sumando las dos
Gltimas igualdades, se tiene:

f-]-d=3a.

6 sea:
ABG=:3ADB = 3DBC.

Luego:
DBC=——OABG,

que es lo que queriamos probar.

Ejercicio. 34—Si desde un punto A lomado fuera de
una recta X Y, se traza sobre ésta la perpendicular
AB, vy las oblicuas AG, AD, AE, de manera que éstas
oblicuas estén situadas hacia un mismo lado de A B,
y que los angulos BAG, GAD, DAE, sean iguales, se
tiene: BG<GD<DE.
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~arjj/icacion.—Trazando desde A con un radio AE, el arco
E F, hasta encontrar la prolongacién de la recta AC, el trian-
gulo A D F, seraigual 4 A D E, porque tienen dos lados y el
angulo comprendido respectivamente igualesj luego 3=3.
Relacionando ahora angulos internos con externos de los
diferentes triangulos que se forman en la figura, tendremos:
3<4,4<5;
luego 3<[5, 6 sea, enel triangulo C D F,
CD<D F;

pero como D F= D E, por ser los triangulos ADFyADE
iguales, se tiene;

CD<DE,

y asi podriamos continuar las desigualdades tomando nuevas
oblicuas con las condiciones de las primeras.

Ejercicio 35.—Sea un triangulo ABC, y A O, BO,
C O, las bisectrices de sus angulos; B O, prolongada,
corta allado .4 Cen vy siendo O la perpendicular tra-
zada del punto O sobre A G.; demostrar que elangulo
COD, esigual al anguloA 0 1.

Explicacion.—Del tridngulo rectangulo A O I,
resulta: a=90* - _

Por ser el angulo b, externo al triangulo BOC, se tiene: b=
Plp

y — pero el triangulo total nos da:

A-1-B-HG=:180,
3 B
6 sea
luego, de las igualdades anteriores, se infiere inmediatamente:
a= b,6 sea AOI=DOC.

Ejercicio 36.—EI angulo formado por la bisectriz



del angulo A de un triangulo A B C y por la perpen-
dicular trazada del 'vértice A sobre el lado B G, es
igual & la semidiferencia de ios angulos By C.

JEsplicacion.—Siendo A P la perpendicular al ladoB C y
A Q la bisectriz del angulo A, inmediatamente se tiene;

a="+C,

por ser a un angulo eslerno del triangulo A Q C. EI triangulo
rectangulo A P Q nos da:

b=90«-~""™ +C j

y como A+ B-j-C=

6 sea,
sustituyendo este valor en la igualdad anterior, se tiene;
b=90"- + Cj=90“- ~90*- +c)=

B+ C
|

«Ejercicio 37.— Si se trazan las bisectrices de los an-
gulos exteriores de un tridngulo A BC, V: los tres
triangulos parciales y el tridngulo total que ellas de-
terminan al rededor del triangulo dadQj tienen sus
angulos respectivamente iguales; y 2® cada angulo
del triangulo AB C, tiene por suplemento el doble del
angulo que se le opone en el triangulo total.

Esplicacion.—Sean BM, CP, AN; las bisectrices esternas
del triangulo ABC; luego

180—B=:a; de donde

90*-£=:1.= MBC;
2 2 -
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pero corao A-i-B+G=:180, resulta:

A+ C.
de modo que MBC;

Pasando al éngulo b se tiene;

180" C = b,90*—
pero corno A-t-B-|-C=180, resulta:

AzQoOo" -
2 - 2"

de donde
y=ACP: ~* = B CM

Para el &ngulo M, 6 sea BMC, basta recordar que debe'ser el
suplemento de la suma de los dos anteriormente hallados:
asf,

MBC= 180— ~ TG - A* -180_~ B*C

- 180—a B*C

y como A-f-B + C=180, resulta:
180—A=B + C,

cuyo valor sustituido, da:

MBG=B+ C -I|;~ = |+ »

Una vez hallados los angulos del triangulo BMC, facil es
deducir los valores respectivos de los angulos de los demas
triangulos NBA, AGP, como indica la figura.

Vamos a probarla segunda parte del ejercicio, demostrando,
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por ejemplo, que el angulo A llene por suplemento el doble
de Jli. Para ello recordaremos que A-j-B + C= 180* de don-

A=rd80*—(B-f-C), (1) y como ya sabemos que M=:

se tiene: 2M=B + C,
cuyo valor sustituido en la igualdad (1), da esta otra:
A=:180“—2M, 6sea A+2M — 180

de modo que es suplemento de A, porque juntas tales
cantidades, valen dos rectos. Asi lo irfamos demostrando de
los demaés angulos.

Ejercido 38.—En nn triangulo ABC, si se toma
sobre el lado AB, y sobre su prolongacién, AD =
AE=AC vy luégo sejunta el vértice C &4 los puntos
D y E; demostrar que el angulo E es la mitad del
angulo que se forma en A,y que el angulo DGE es
recto.

Esplicacion.—En la figura se supone
AD= AE= AC;
luego, por ser el triangulo AEC isésceles, se tiene: E = a;
luego b=n2a, 6 sea Em ~b.
Para demostrar la segunda parte del ejercicio, tenemos:

180°—b_ 180*—2a

luego

en su consecuencia el angulo DCE es recto.

Ejercido 39.—En un tridngulo ABC si se traza
desde A hasta encontrar al lado BC una recta AD,
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que forme con el lado AB un &ngulo igual al C, vy
luégo otra AE, que forme con el lado AG un angulo
igual & B; demostrar que el triangulo DAE es isos-
celes.

Esplicacion.Seo. la recta AD que forma con AB el angulo
C, segln es de ver en la figura, y larecta AE que forma con
eUado AC, el &ngulo B. Determinando el valor del angulo a
considerado como externo del tridngulo AD C, resulta:

a=C+ (A—C)= A.
El angulo b del triangulo BAE nos dara
b-|-(B—A)= B; de donde b—A:
luego a=b y el triangulo EAD resulta ser isdsceles.

Ejercicio 40—En un triangulo rectangulo, si uno
de los angulos agudos es doble del otro, la hipotenu-
sa es doble también del lado menor.—Reciproco.

;m«piicocion—Supongase en la figura C= 2A. Tracemos
desde el vértice B una recta que forme con AB un angulo
igual a A, tal como BD, y tendremos: a=2A; pero, por ser
el triangulo dado rectangulo, h debe ser igual aC, ycomoa=
2A, b=C=2A, resulta;

a=b = C;
asi, pues, BG=DC=DB y como BD=DA, resulta:
AD+ DC= 2BC, 6sea, AC= 2BC.

Para demostrar el reciproco tendremos que tomar el pun-
to medio de la hipotenusa, y como se supone AC=2 BC, se

tendré; BD= DG= BC; y BD==AD;
luego C=a; ya= 2A,dedonde C= 2 A.
Ejercicio 41.—Si en un tridngulo cualquiera ABC

donde el angulo B es doble del angulo 6, se traza la
recta AD perpendicularaliado BC; luégo sobre AB pro-
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longadoj 6 no, segun que el angulo B sea agudo U ob-
tusOj se toma B E igual 4 BD” y se traza en seguida la
recta EDF que corle AC en el punto Fj cabe demos-
trar: 1A Que las longitudes FD, FG, FA son igualesy
que los triangulos ABC, AFE, son equiangulos; 2®
Que el lado AB, es igual & la diferencia de los seg-
mentos iiC y de la base BC, si el angulo B es
agudo.

~cpiicacton.—Conforme se desprende de la flgura por ser
isésceles el triangulo EBD, E= a;

luego b= 2a= 2E,
y como, por hipoétesis,
B=:2C=b,

se tiene: C= E; y como E= a= c, resulta; c=zC-luego el
triangulo D FC es isésceles, de donde

DF—FC.
Bel tridngulo rectangulo AB C, se puede deducir:
d-f-C=:900; ¢+ f=90*
luego dg-C=c + f,

y como G= c, resulta: f=d, de donde

AF=FD,
y como se encontr6 DF = FG, se obtiene por fin:
AF=:FC=:FD, que es la primera parte del ejercicio.

Para probar que son equiangulos, los triangulos AFE, y
ABC, se tiene el &ngulo A comun, C=E; Juego el tercer an-
gulo también sera igual, resultando dichos tridngulos equian-
gulos. Trazando ahora desde A la oblicua equidistante cor-
respondiente a la AB, resulta la AB'\ y el tridngulo AB'C, que
debe ser isosceles, porque gr=C-f"h;

y como g= b, yb= 2E= 2C;

se tiene; 2C=z:C+h, 6 sea G;=h;
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asi pues AB'=B'xC y sabiendo que AB= AB',

resulta; AB=AB'= B'C.
Ahora de la figura se deduce:
AB= AE—BE; ()

dsea AE=AB-fBE,
y como AB= AB'=B'G,yBE=BD=DB",
resulta: AE=B'C+ DB'=CD.

Sustituyendo este valor de AE en la igualdad (1), y sabiendo
ademas que BE=BD, por fin se obtiene:

AE=DC—BD,

que es lo uIBmo que nos faltaba probar respecto del ejercicio

propuesto. Determine el alumno la discusion de este ejercwlo
segun el valor del angulo 11.

Ejercicio 42.—EIl &angulo de las bisectrices de los

angulos consecutivos de un cuadrilatero convexo «s
Igual a la semisuma de los otros dos angulos del cua-

drilatero. EI angulo de las bisectrices de dos angulos

opuestos es igual ala semi-diferencia de los otros dos
angulos.

~5gWon.--Tomando las bisectrices delos &ngulos A vD
se tiene, llamando x el angulo en o:

A, D
Y + -~+ x= 1800;

XMSO*—I1 A + 2.\
\2 2/

A H-D-f-B + C— 3fiO\

de donde A + Jj —IRQ»—" c.n
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Susliluyendo este valor en la igualdad anterior, resulta:

X=180®-i 180" B-hC.

Para probar la segunda parte del ejercicio, consideraremos
la figura 2., llamando x el angulo formado porlas bisectri-
ces de los angulos il y C, y n su respectivo suplemento.

Del cuadrilatero ABCo resulta, pues,

n=30-"A:+| + b;

y como A-HB-PCH-D = 360"

8 sea, 2+ £=180 / B-fDA
sustituyendo en n, se tiene:
n=360*-~180- | ~ + B~=180"-"|.-";j

y observando que x= 180®—n, resulta, por fin:

Ejercicio 43.—Si en nn cuadrilatero las diagonales
se cortan en partes iguales perpendicnlarmente, y ade-
mas son desiguales en magnitud, la figura es un
rombo.

EspZicacion.—Cortandose las diagonales en partes jguales,
el cuadrilatero debe ser un paralelégrarao.—Por corlarse las
diagonales en partes iguales y perpendicularmente, los dos
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triangulos rectangulos BoC y CoZ)son iguales; luego BC=iCD,
y como por ser el cuadrilatero un paralelégramo, debe ser

nC= AD,yCD=AB,

se vé que los cuatro lados deben ser iguales entre si. Déla
comparacion de los triangulos BAD” C\D que tienen dos la-
dos iguales y el tercer lado desigual, por hiprtiesis, resulta la
desigualdad de los 4ngulos A y D, quedando asi completa-
mente probado que la figura ABCD es un rombo.

Ejercicio 44.—Si en un cuadrilatero las diagonales
se cortan en parles iguales, perpendicularmente, y

ademas son iguales, la figura propuesta, es un cua-
drado.

Esplicacion.—Por corlarse las diagonales en partes iguales
ya queda la variabilidad de cuadrilateros, reducida & laclase
de paralelégraraos; de la igualdad de los triangulos BoC y CoV,
se deducela igualdad de los lados BC y CD, y por ser el cua-
drilatero paralelogramo, se infiere que ios cuatro lados son
iguales; de modo que la variabilidad queda mucho mas redu-
cida, pues 6 ha de ser un cuadrado, 6 un rombo; y como las
diagonales son iguales, por hipotesis, resulta que los trian-
gulos ABD, ACD son iguales, y en su virtud los angulos A y
D, iguales debiendo ser el cuadrilatero ABCD un cuadrado.

Ejercicio 45.—Si en nn cuadrilatero las diagonales
se cortan en partes iguales oblicuamente y a mas son
iguales, el cuadrilatero es un rectangulo.

Esplicacion.—Por la primera condicion del ejercicio, el
cuadrilatero debe ser paralelégramo; por la comparacion de
los tridngulos DoC y CoB, resulta: DC>CB, y de la compara-
cion de los triangulos DAU y ACB, se tiene: A=B; luego el
cuadrilatero ABCD es un rectangulo.

Ejercicio 40.—Si en un cuadrilatero las diagonales
se cortan en parles iguales oblicuamente, y amas son
desiguales, es un romboide la ifigura propuesta.

Esplicacion.— qprimera condicion del ejercicio revela que
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el cuadrilatero debe corresponder & los paraleldgramas; cor-
tandose las diagonales oblicuamente se viene en conocimien-
to de que DCA(iB; y por ultimo, de la comf>aracion délos
tridngulos-;>4/? y CAB, sabiendo que las diagonales son de-
siguales, se deduce, por ejemplo, que A<”B; de modo que el
cuadrilatero ABCD debe ser un romboide.

Ejercicio 47.—En un cuadrilatero los puntos me-
dios de los lados forman los vértices de un paraleld-
gramo.

Eaplicacion.—SQ&n n, m, g, p, los puntos medios de los
cuatro lados del cuadrilatero ABCD\ trazando las diagonales,
y uniendo entre si los puntos medios délos lados, tendremos
que np es la paralela media del triangulo ABD; lo que segun
lo ya demostrado en ejercicios anteriores, hace que np sea
paralela a DB 6 igual & su mitad; la recta mq se halla en las
mismas condiciones, segun se desprende dol tridngulo BCD',
luego np y mq son rectas iguales y paralelas; asi, pues, el cua-
drilatero pnmq debe ser un paralelégramo.

Ejercicio 48.—Las Lisectrices de los angulos de un
paralelégramo forman un rectangulo cuyas diagona-
les son paralelas & los lados del paralelogramo éigua-
les & su diferencia.

Esplicacion.—Sean las bisectrices respectivas del parale-
légramo ABCD, Am, Bp, Cn, Dq.

Sabemos que A -|- DzzISO®;

. A
luego Y + 2

lo cual nos indica, en el triangulo ADo, que el angulo
a= b, es recto. Del mismo modo se puede ver que los &ngulos
d, c, f son rectos; luego el cuadrilatero ofcd es un rectangu-
lo 6 cuadrado.—Para determinar completamente el paralelo-
gramo debemos fijarnos en la segunda parte del ejercicio.
Siendo x= x, y x=:z, resulta x’= z, y como Do es perpen-
dicular a i4m, el punto o es medio de Am; lo mismo sucede
con o! punto c respecto la recta Cn; de modo que la recta que
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une o con ¢, 6 sea una de las diagonales del paralelégramo
ofcd, debe ser paralela a AB, por pasar por los puntos medios
de Xm y Cn. Una cosa parecida diriamos para probar que la
segunda diagonal d/es paralela & AD; asi, pues, el angulo que
formaran las diagonales del paralelégramo ofcd sera oblicuo,
y, por tanto, no podra ser: ni un cuadrado, ni un rombo, si-
no un romboide é un rectangulo. La diagonal

oc=An=:mC=i:GD—Din,
y como raD=DA, por lo que se ha probado anteriormente,
resulta: oc=CD—AD.
Para la otra diagonal dfy se tiene:
df —EC = EB—BC,
y como EB= AB, por el tridngulo isosceles ARE,
resulta: df= AB—BC;

de suerte que df tiene el mismo valor de la diagonal 6c, di-
ciéndonos esto, que el paralelégramo ofcd no puede ser un
romboide; luego sera un rectangulo.

Si el paralelégramo dado en vez de ser un romboide hubie-
se sido un rectangulo, enténeos, segun lo dicho anteriormente,
las diagonales oc y df se hubieran cortado perpendicular-
mente, y como deberian ser iguales por venir representadas
por la diferencia de dos lados consecutivos de! paralelégramo,
habria resultado el paralelégramo ofcd un cuadrado.

Ejercido dO.— Dos cuadrilateros convexos sonigua-
les, cuando tienen un angulo igual y sus cuatro lados
iguales entre si y dispuestos de la misma manera.—
Casos particulares.

Esplicacion. —Ylo general dos figuras son iguales si tienen
lodos sus elementos respectivamente iguales; asi, pues, en el
supuesto de cnslar el poligono de nlados, como hay que
considerar también n angulos, resulta en totalidad, ele-
mentos; pero con tal que haya 2n-S elementos iguales debi-
damente combinados entre angulos y lados, también resultan
iguales dos poligonos.
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Asi, pues, pasando al caso particular de los cuadrilateros
convexos, y aplicando esta formula general & los cuadrilate-

ros, tendremos: 2X4—3= 5

de modo que basta que tengan un angulo y cuatro lados res-
pectivamente iguales. Ahora, si se trata del paralelégramo
romboide, el paralelismo de los lados dos & dos, equivalen a
dos elementos, reduciéndose los cinco elementos & tres; de
modo que dos romboides que tengan dosi ados contiguos y el
angulo comprendido iguales, son iguales. Si se trata del rom-
bo, como tiene dos lados contiguos iguales, esta condicidn
equivale & otro elemento; asi, pues, dos rombos son iguales
cuando tienen un lado y angulo respectivamente iguales.
Cuando se trata del rectangulo, el angulo recto equivale & otro
elemento y por esto, para que dos rectangulos sean iguales,
basta que tengan dos lados contiguos iguales; y, por fin, si el
paralelégramo es un cuadrado, el angulo recto y la igualdad
de los dos lados contiguos equivalen & dos elementos, redu-
ciéndose los tres elementos del paralelégramo a uno solo; v,
por esto, dos cuadrados son iguales, con tal que tengan un
lado igual.

Ejercicio 50.—Dos trapecios son iguales cuando tie-

nen sus cuatro lados iguales y dispuestos de la mis-
ma manera.

Esplicacion.—Tomando los puntos medios de DC y de;y
trazando por dichos puntos rectas paralelas é los lados obli-
cuos de los trapecios, resultan los tridngulos EFG, efg, igua-
les, por tener sus lados respectivamente iguales; por cuanto
FG = fg, por representar estas rectas la diferencia délas dos
bases iguales

FE= fe, por ser FE= AD, fe= ady AD= ad
por hipétesis, resultando, por razones analogas:
que EG=eg.

Los paralelégramos AFED, y GBCE, son respectivamente
iguales a nfcd, jj aceg, por tener dos a dos, dos lados y el an-
gulo comprendido respectivamente iguales; asi es que déla
igualdad de todas estas figuras, se deduce que los cuatro vér-
tices del trapecio abed pueden coincidir con el trapecio
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y por lo tanto deben ser iguales, que es lo que nos habiamos
propuesto demostrar.

gycrcicio 51.—Toda recta comprendida entre dos
lados opuestos de un paralelégramo, pasando por el
punto de interseccién de sus diagonales 6 por el
centro del paralelégramo, 1® Queda dividida por es-
te punto en dos partes iguales; 2® Divide al paralel6
gramo en dos cuadrilateros iguales.

£sp/icacion.—Tracemos por el punto o, interseccion de las
diagonales, la recta boc; y por el mismo punto o una paralela
4 AC. Los triangulos Aod, aoB, son iguales, como es facil de
ver; luego ao= od. Los triangulos aob, cod, también son igua-
les, por ser b=c; los angulos en o también iguales, por
opuestos por el vértice, y ao=o0d; luego co = ob. Para probar
que los cuadrilateros A Cbc y DBbc son iguales, se tiene: ab=
cd, segun lo que hemos probado en la primera parte, y como

dD —Ca,
resulta; cd dD= ab-j-Ca,
6sea, bC —cD, Ac= bB, A=:B;

cb comin y AC= BD; condiciones necesarias para que dos
cuadrilateros sean iguales: luego los cuadrilateros ACbc, y
DBbc lo son.

™1 erc;c;052.—Todo cuadrilatero es mitad del para-
lelogramo que se obtiene trazando por las extremida-
des de cada diagonal paralelas & la otra diagonal. De-
ducir de este principio que dos cuadrilateros tienen
la misma superficie, cuando sus diagonales son res-
pectivamente iguales y se cortan bajo el mismo an-
gulo.

~Bpeicacion.~Sea el cuadrilatero ABCD, y el poralelogra-
mo MNPQ que resulta de trazar por los vértices del cuadri
latero rectas paralelas & las diagonales AC, DB. El paralel6-
gramo queda descompuesto en cuatro paralelégramos, en
que cada lado del cuadrilditero ABCD representa la diago-
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nal de cada uno de los paraleldgramos parciales; subienda
ademas que la diagonal de todo paralelégramo divide & éste
en dos triangulos iguales, se tiene:

MNPQ —AoDQ-h oGPD + BNCo + MBoA = 2ADo + 2DoC +
20GB + 20ABz=2(ADo+ DoC+ oCB+ 0AB) 2ABCD;
luno

Ahora, como el paralelogramo MNPQ que resulta tiene sus
dos lados contiguos iguales a las dos diagonales del cuadri-
latero, y el angulo formado por dichos dos lados resulta ser
igual al formado por las dos diagonales, se infiere que para
todos los cuadrilateros que tengan las mismas diagonales
formando el mismo angulo, resultara siempre el mismo para-
lelégrarao envolvente; y como quiera que se haya demostra-
do que el cuadrilatero es mitad de ese paralel6gramo, resul-
ta que, siendo éste siempre el mismo, todos los cuadrilateros
que se conciben con las condiciones anteriores, seran mita-
des de un mismo paralelégramo; luego han de tener la mis-
ma superficie.

Ejercicio 53.—Dividiendo arbitrariamentej pero de
una misma manera, los lados de un cuadrado, y jun-
tando sucesivamente los puntos de division, se forma
un nuevo cuadrado inscrito en el primero.

¢'sptocion.—Tomense sobre los lados AB, BC, CD, DA del
cuadrado, los puntos m, n, p, g, de igual manera, esto es, que

Am Bn—Cp= Dq,
resultando & su vez
mB= nC= Dp=Aq.

De consiguiente, los tridngulos rectangulos gAm, mBn, nCp,
pDq, seran iguales; de modo que

mqzr mn=rnp=rpg.
Por ser los triangulos rectangulos gAm, mBn iguales, y los
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angulos tty ¢ complementarios, resultan a y 6 también com-
plementarios; luego el angulo ¢ serd red«’, y asi probariamos
qgue los demas angulos son rectos, debiendo de ser, en su
virtud, la figura pnmq un cuadrado.

Ejercicio 54.—Dado un paralelégramo ABGD, si
se toma en sentido inverso sobre los lados opuestos
AB, CDj dos longitudes AE y CF arbitrarias, pero
iguales; haciendo lo propio sobre los lados opuestos
AD, BC, tomando en sentido inverso las longitudes
arbitrarias DH = BG, demostrar: 4.° Que la figura
EGFH es un paralelogramo inscrito eu el paralel6-
gramo propuesto; 2® Que el centro del paralelégramo
propuesto es al mismo tiempo el de todos los parale-
logramos que se pueden inscribir.

Esplicacion.—Sean AE y CF las parles iguales que se to-
man en sentido contrario sobre los lados A5 y CD; y sean
DH BG, las parles también iguales lomadas en sentido con-
trario sobre los lados AD y CB. Los triangulos HDF y P:GB
son iguales; luego HF = EG: por razones analogas se tiene
HE=FG; luego EHGB es un paralelégramo.

Trazando la diagonal KF, tendremos, que con la diagonal
ACdel paralelégramo ABCD, resultaran los triangulos AoE,
oFC, iguale”™ por tener dos angulos iguales, y AK=FC; lue-
go Eo=;:0F, y corno debe resultar también A6= oC, tendre-
mos que el punto o es el de interseccidn de las dos diagona-
les ACy DB. Y como la diagonal HG, ha de pasar por el
punto medio de EF. por ser EBFH un paralel<'igramo, resulta
que el punto interseccion de las diagonales del segundo pa-
ralelégramo es el mismo que el de las diagonales respectivas
al primer paralelégramo ABCD.

Ejercicio 55.—Las dos rectas que jtmtan los pun-
tos medios de los lados opuestos de un cuadrilatero se
encuentran en el punto medio de la recta que une las
Hatades de las diagonales de este cuadrilatero.

fi'sp/icacio/i—Siendo b y c los puntos medios de las dia-
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gonales, y a, p, d, g, los punios medios de los lados del cua-
drilatero, resulta ab y cd mitades de AB y paralelas; luego
abcd, es un paralelégramo, siendo sus diagonales ad y be,
que deben cortarse respecLivamenle en dos parles iguales.
Considerando ahora el cuadrilatero bpeq, por razones analo-
gas a las anteriores tendremos que sera un paralelogramo
cuyas diagonales be y pg s©cortaran respectivamente en dos
partes iguales, es decir, que la recta pq pasaré por el punto
medio de be lo mismo que ad, quedando asi completamente
probado el ejercicio.

JNjercicio 56.—Si por un punto cualquiera de la
base de un triangulo isOsceles se trazan paralelas a
los otros dos Jados, se forma un paralelégramo cuyo

perimetro es constante.
EspUcacion.S&” el punto a y las paralelas ab, ac, & los
lados fe y ed; luego
ab-pac= ec-pcd= ed.
Segun esto, el perimetro de aceb, sera
be -j-ec-j-ca= 2(ab-p ac) = 2ed,
cantidad constante.

EjCTcicio 57.—Siendo ABC un triangulo rectangu-
lo V AHDMr ACKN, los cuadrados construidos so-
bre* los lados AB y AC del angulo redo, si de los
vértices 1) y B opuestos al vértice A se bajan per-
pendiculares DF, EG a la hipotenusa BG prolongada,
demostrar: 1." Que la hipotenusa BC es igual & la
suma de los perpendiculares DF, EG; 2®Que el trian-
gulo propuesto ABC, es la suma de ios triangulos
DFB, y CEG.

toitcaeion.—Segln se desprende de la figura, resulta
que los dos tridngulos rectédngulosyM /i soniguales

por tener DB = UA, y a=b, pur tener sus lados respectiva-
mente perpo.idiculares; de la igualdad de los triangulos ante-
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riores, resulta DF= BR. Y por razones analogas & los ante-
riores, probariamos que RG=GE, por ser también ios trian-
gulos rectangulos ARC, ECG. iguales; luego
DFt EG=:BR + RG= BC.
Para probar la segunda parte de este ejercicio, se tiene:
DFB+ CEG=:BAR-1-RAC = BAC.

Jjjercicio 58.—Demostrar que en todo trapecio isos-
celes los angulos opuestos son suplementarios.

Explicacién.—hos triangulos AnC y BDm son iguales, por
tener An 'y Bm iguales y AC=BD; luego a=b; pero b—rc,
luegoa=:c; pero como a tiene por suplemento & d, resulta
que c tiene también por suplemento & d.

Ejercicio 59.—En todo trapecio los cuatro puntos
medios de los dos lados no paralelos y de las dos dia-
gonales, estan situados sobre una misma recta para-
lela & las dos bases del trapecio; la distancia de los
puntos extremos es igual a la semi-suma de estas ba-
ses; la distancia de los puntos intermedios, es igual &
su semi-diferencia.

Explicacion.n, p, m,q, los puntos medios respecti--
vos de las dos diagonales y de los dos lados no paralelos del
trapecio. Tendremos que la recia mnsera paralela k AB é
igual & su mitad, y mp seré paralela & DC y Dfi, siendo ade-
mas, mitad de DC; por ultimo, mq también es paralela & AB y
DC; de consiguiente, las rectas mn, mp, mq, que son todas
paralelas & AB, y pasan todas por el mismo punto m, deben
ser una misma recta.

DC AB
Asi, pues, np=mp—mn— N

A
mq = mp-hpq:!/\DCd_'_/\AB_ ________

Ejercicio 60.—Sobre un billar rectangular, averi-
guar en qué direccidon debe ser lanzada una bola pa-
ra que vuelva al punto de partida, después de haber
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chocado sobre los cuatro lados del billar. ;Cual es la
longitud total del camino recorrido por la bola?

Esplicacion.—Para el desarrollo de este ejercicio debe sa-
berse un principio de Fisica, y es, que si una bola choca so-
bre una de las bandas del billar, al retroceder ésta, forma un
angulo con respecto a la perpendicular levantada en el punto
del choque sobre la banda, igual al anterior; es decir, que si
la bola sigue antes del choque la direccién ab, después del
choque seguira la be en el supuesto de ser los &ngulosmy n
iguales.

Asi, pues, supongamos en la figura 2.« que a es la posicion
primitiva de la bola. Trazaremos desde a la perpendicular a
nm, tomando ao = oi; luégo, desde ¢una perpendicular & np
tomando i0'=:0'g; después, desde g, trazaremos una per-
pendicular a pq, lomando go"= o"e; y por ultimo, desde e
otra perpendicular & mq lomando o'™c= 0"'e; uniendo ahora ¢
con a, el punto 6 interseccién de la recta ac con mq indicara
la direccién ab que debe seguir la bola, para que, después
gue haya chocado en b, rf, f, h, pase otra vez por el mismo
punto a.

Después de la direccion ab seguird la bola, la direccion bd,
porque los dos triangulos rectangulos bo™e y bo™c son igua-
les por tener dos catetos iguales; luego 2= 3, pero 2= 1, de
donde i =3; y como siendo estos angulos iguales, también lo
serdn sus complementarios 4 y 5, resulta que bd es 1» nueva
direccion de la bola segun las leyes de Fisica que hemos in-
dicado anteriormente. Razones semejantes & las que prece-
den, demuestran el por qué de las nuevas direcciones df, fh,
ha. Por Gltimo, la recta ac es igual al camino recorrido por
la bola después de haber dado, podriamos decir, una vuelta
completa. Porque, en virtud de los triangulos rectangulos
iguales que se forman en la figura, resulta:

ac= ab-j-bc= ab-)*be= ab-|-bd dg=ab-|-bd-f-df-j-fg~
= ab-f-bd -j-df-j-fh  hj=ab-j-bd -h df-|-th -j- ha.

Ejercido 61.—Siendo ABCD un paralelégramo, E
y Mlos puntos medios de los lados opuestos y
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las rectas BF y DE dividen la diagonal AG en tres
partes iguales.

Esplicacion —Sean JFy F los puntos medios de D C y Ali.
El cuadrilatero EBFD seréa parolelégramo, por tener DF y EB
paralelos é iguales; luego DE y FB son paralelas, resultando
5= 4; y como

1=2 yAD=BC,
resultan los triangulos oCB y ADp iguales, de donde
Ap = oC.

Trazando por K una paralela & AC, se obtienen los dos

tridngulos ApE y ErD iguales, como es facil de ver, y como

Er=po, se tiene Ap= po, y habiendo demostrado anterior-
mente que Ap = oC, resulta, por fin,

Ap = po= oC.

Ejercicio 62.—Si por el vértice A de un paralelo-
gramo ABCD, se traza una recta cualquiera AX, pro-
bar que la distancia del vértice G & la recta AX es
igual a4 la suma 6 a la diferencia de las distancias de
los vértices B y D & la misma recta, segun que AX
sea esterior 0 no al paralelégramo.

Esplicacion.—Trazando desde D, By 6 perpendiculares
Dr, Bs, Ct, a la recta AX, y luégo desde B la perpendicular
Bp & Ct, resultan los dos triangulos iguales ADr y Clip; luego
Dr= Cp. Asi, pues,

Ct= Cp-j-pt= Dr-hpt,
y como pt=Bs, se deduce que
Ct= Ur4-Bs.

Si la recta AX tiene la direccidn que va indicada en la fi-
gura 2®, trazando por D y C las perpendiculares Di, Br y Ci
a la recta AX, y ludgo porci vortice B una paralela & AX
hasta encontrar a Cs, tendremos los dos tridngulos rectangu-
los iguales, ADI, BCs; que daran DI= Cs. Asi, pues,

Cp= Cs—ps=Dt—ps;
pero como ps= rB, resulta:
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CprrDt—rp.

Fiercicio 63.—Siendo D, E, F respectivamente los
puntos medios de los lados AB, BC, CA, ~
Lio ABC, si se traza DG paralela ala mediana BK
L ta el encuentro dela recta_ EF
mostrar que los tres lados del triangulo DGC son res
pectivar®ente iguales & las tres medianas del triangulo

Kip/icacion.-Sean D, E, F, los puntos medios de los lados

AR AC GB- Y sea DG la paralela & la mediana BF proion
gada'hastaenhlLntrar la prolongacion de f

loT ser la recia EF paralela & AB, el cuadrilatero DBFG se-
ra un paralelégramo, resultando BD—FG; del para.elogra-
mo DBEF, resulta:
DB:=EF;

de donde EF = GF. y como AF= FC, se infiere que e "cue-
drilélero AECGes un paralelégramoy en suvirtudGC._ .
_En cuanto & los otros dos lados del triangulo, se demues
tra facilmente ser iguales a las otras dos medianas, pues
DG = BF por lados opuestos dcl paralelégramo DBFG, y DO
es igual & la otra mediana, por ser ella misma.

mrcicio c4.— Descomponiendo un triangulo cual-
(miera en un trapecio y otro triangulo por medio de
una paralela a uno de los lados de aquél, y con la pre-
cisa condicion de pasar esta paralela por los puntos
medios de los otros dos lados del triangulo, el
que resulta equivale a tres veces el triangulo com-

N ALfeiLL-Sea mn la paralela media. Trazando por m
y Tas paralelas a los lados BC y AB estas P -"~las de-
beradn encontrarse en un m.smo punto °

nunlo medio, por lo que se ha dicho en ejercicios anteriore”™
Asi pues tendremos cuatro triangulos lguales, porque mn —

ApLpT'ylos angulos adyacentes a estos lados sen respec-
livamenle iguales, luego:

AmnC= Amp+ pmn+ npC= dmpn.
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2.“ SECCION.

Combinaciones de arcos y cuerdas.

Ejercicio 65.—;Cual es el lugar geométrico ele los
puntos situados 4 una distancia determinada de una
circunferencia dada?

Esplicacion.—Sea ao un radio de la circunferencia o. T6-
mese ab en su prolongacion, siendo ab la cantidad determi-
nada, y tendremos en b un punto del lugar geométrico; pro-
cediendo de un modo andlogo con el radio oc, resulta en dun
nuevo punto del lugar geométrico, y como oa -f- ob=roc -j-cd,
se tiene que el lugar geométrico pedido no es mas que una
circunferencia concéntrica é la dada, cuyo radio es ob.

Ejercido 66.—Si una recta de longitud constante
se conserva paralela & ella misma, mientras uno de
sus eslremos recorre los diferentes puntos de una cir-

cunferencia dada; cudal es el lugar geométrico del otro
estremo.

Esplicacion.—Sea ab la posicién primera de la recta de
longitud constante; trazando por o una recia 00" paralelad
ab ¢ igual en longitud, resultara el cuadrilatero aoo’b que
tendra que ser un paralelégrorao, y en su virtud bo'—ao. Si
lomamos uno nueva posicion de recta ab, tal como cd, por ra-
zones semejantes & las anteriores, se tendra co=-do', y osi si-
guiendo. Ahora bien, como ao= co=.... por radios de una
misma circunferencia, resulta: bo'—do-="....... De modo que
el lugar geométrico pedido es una circunferencia igual a la
primera, cuyo centro se determina trazando pr el centro de
la 0 una recta paralela é igual en magnitud & la recta duda.

Ejercido 67.—Dada una circunferencia y un pun-
to yl, tomado en su plano, se pide el lugar de los
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j)imtos medios de las rectas que unen el punto A &
los diversos puntos de la circunferencia propuesta.

Esplicacton.—Sea la recta An y el punto m medio de nA, y
o' el punto medio de 0A; asi, pues, resulta ser mo' la paralela
media del tridngulo noA; luego mo' es mitad de no. Trazando

la nueva recta An' y uniendo m', punto medio de con
o' tendremos; m'o' una mitad de n'o; pero como noz=.rio—....
dedlcese que mo'~m'o'~..... . de donde se infiere que el lu-

gar pedido es una circunferencia de radio mitad de la dada y
cuyo centro se halla en el punto medio que resulta de unir o
con A.

Ejercicio 68.—;Cual es el lugar geométrico de los
vértices de varios triangulos que descansan sobre una
base fija BC y en los que la mediana que sale del
vértice B, tiene una longitud dada?

EapUcacion.—"QQ B C la base y lim la longitud de la me-
diana que sale de B. Trazando una circunferencia cuyo radio
sea /?m se tendra el lugar geométrico de ios estremos de la
mediana que pasa por B. Tomando una posicion de recta
cualquiera tal comopC y volviendo & tomar pC'~pC, de-
lorminaremos el punto C que serd un vértice, 6 sea un punto
del lugar geométrico queso busca; Siguiendo asi el movi-
miento. llegarémos & la posicion N C, en cuya posicion si to-
mamos N C=N P, tendremos otro punto del lugar geométri-
co. El lugar geométrico que se busca, segun la relacién que
guarda este ejercicio con el anterior, debe ser una circunfe-
rencia de radio doble de la anterior, lo que se puede también
probar inmediatamente por medio de la figura, pues como ha
de ser Cm=:mn, NC=NP rasu]la: nP=CP —Cnz=2(NP —
flm)=2(NC —Cm)=2 Nm; luego llamando D y d los diame-
tros respe-tivos nP, y Nm se tiene; D —2d.

Ejercicio 69.—Dadas la base de un triangulo y la
diferencia de los otros dos lados, hallar el lugar de
ios piés de las perpendiculares bajadas de las estre-
midades de la base sobre la bisectriz del angulo del
vértice. Resolver la misma cuestion, reemplazando



la diferencia de los dos lados por la suma de los mis-
mos, y la bisectriz del angulo del vértice por la de
su suplemento.

Esplicacion.~{fiQ. 1.“) Sea Bm la diferencia de los dos la-
dos; trazando una circunferencia de radio Bin, tendremos el
lugar de los puntos correspondientes a la diferencia de los
dos lados del triangulo. Sise traza porA una recta, tal como
AC, tomando su punto medio n tendremos el pié de la bisec-
triz del &ngulo opuesto, puesto que levantando por n una per-
pendicular & AC y luégo por B la recta BChasta en P, el
tridngulo tiene los dos lados PB y AP cuya diferencia
es la cantidad CB dado, la recta Pn es la bisectriz del angulo
P y la recta An es la*perpendicular a dicha bisectriz, de mo-
do que el punto n ha de ser del lugar geométrico pedido; y
como lo que se ha dicho de la recta AC puede decirse de toda
otra que saliendo del punto A fuese & terminar en la circun-
ferencia mCx, resulta que el conjunto de todos los puntos
medios de esas rectas nos dara el lugar pedido, y esto, con-
forme con lo dicho en ejercicios anteriores, se vé que sera
una circunferencia de radio mitad de la dada mCx y cuyo cen-
tro se hallard a la mitad de la recta AB.

Para la segunda parte supondremos la figura 2A en que
yIC es la base del tridngulo, siendo CB igual a la suma de los
otros dos lados. Trazando una circunferencia con el radio
CB, tendremos el lugar de los puntos que distan de C una
cantidad igual & la suma de los otros dos lados; tomese lué-
go una recta AD, y su punto medio B, y por este punto tra-
cese una perpendicular 4 AD, hasta encontrar a la recta que
resulta de unir el punto C con D. El triangulo AFC serd uno
de tantos que se pueden considerar sobre la base AC, en que
AF-\-FC sea igual & CB, siendo E F la bisectriz del angulo
esterno y AE la perpendicular, & la bisectriz, que sale del es-
tremo A de la base; luego el punto E, es un punto del lugar
geométrico que se busca, y como lo que se ha dicho de este
punto se podria decir de otro, resulta que, para hallar ese lu-
gar geométrico, basta trazar diferentes rectas que saliendo de
A terminen en la circunferencia BDm, lomando luégo los
puntos medios de estas rectas, lo que, conforme con lo que

4
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llevamos dicho ya, sera una circunferencia de radio mitad de
la de BDm, hallandose su centro en el punto medio de la
recta AC. Discutase este ejercicio.

Ejercicio 70.—Si sedivide la cuerda de un arco de
circunferencia en tres partes iguales, los radios que
pasan por los puntos de division, dividen el arco en
tres partes, resultando las dos de los estrenaos igua-
les, y ambas menores que la parte intermedia.

Esplicacion.—Los triangulos abo, cod son iguales porque
ao=:orf, ademés 06 y oc iguales por oblicuas equidistantes
de la perpendicular af, y, ab~cd por hipétesis; luego el an-
gulo aob=:cod 6 sea, ag— hd. Trazando por el punto b una
paralela bp & la recta ao, resulta el triangulo hop, en que 2 es

un angulo igual é / y ademés la bp mitad deao, y op= —oc

por ser la recta hp la paralela media del triangulo aoc, y co-

mo 0o0>oc, resulta6p>op, de donde bop'~ohp; y comooép

es igual & ao6, se deduce bop'~aob; pQTo siendo los arcos

ag y gh las medidas de los angulos hop y aob, se tiene por fin
y ~®™Mtiien ;fA> hd.

Ejercicio 71.—Si por un punto A esterior 4 una
circunferencia o se traza una secante ACDy cuya
parte esterior ~6* sea igual al radio, y luégo se traza
por el mismo punto la secante que pasa por el cen-
tro: Demostrar que el angulo CoA es el tercio del an-
gulo BoB.

Esplicacion.—Como sea/IC igual al radio, uniendo C con
o tendremos el triangulo isosceles ACo, gne dd CAo= AoC:
El angulo DCo, considerado como esterno del tridngulo A Co,

nos daré:
DCo=CAo0-j-AoC = 2 CAo, y como el triangulo CT)o es

también isdsceles, resulta:
CDho=DCo = 2CAo0.

De modo que el angulo DoB, considerado como esterno ‘ara-
bien del tridngulo DAo, nos dara:
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DoB —CAo0-)-CDo= CAo+2 CAo~3CAo0,
y corno CAo~AoC, resulta:

DoB~ 3CoA
0 sea,

CoA—EDoB.

Ejercicio 72.—Dada una circunferencia y un pun-
to en su plano, determinar cual es la cuerda mas cor-

ta que puede trazarse por este punto en la circunfe-
rencia.

Esplieacion.—SeSi\& circunferencia o y el punto P; para
ello trazaremos el didmetro que pasa por P, y ludgo una per-
pendicular & dicho didmetro, tal como AB, y ésta serd la
cuerda mas corla que pasa por el punt6 P, por ser la cuerda

que pasando por el punto P dista mas del centrode la circun-
ferencia.

Ejercicio 73.—Dada una circunferenciay un pun-
to en su plano, determinar la posicién de recta tal
que dé la mayor y menor de las muchas secantes que
se pueden concehir pasando por dicho punto.

Esplicacion.—Sea la circunferencia o y el punto P; trazan-
do la recta Po tendremos que mP sera la menor, nP la mayor,
pues para probar esto bastara tomar una segunda posicion
de secante, tal como PQ, y hacer ver queSP>Pm, asi como
QP<CPn. Unamos Scon o, y tendremos: oP<”0S-I“SP, 0 sea,
om-j-mP<0S-f-SP, y comooSrrOra resulta, SP>mP.

Uniendo ahora o con Q, resulta: QP<Qo+0P, y como
Qo=on se tiene QP<no+o0P, 6 sea, QP<Pn; quedando de
este modo probado el ejercicio, porque lo que se dedujo de la
secante PQ, .se deduciria de otra cualquiera distinta de PQ.

Ejercido 74.—Si dos cuerdas iguales se cortan al
interior de una circunferencia, los segmentos deter-
minados sobre estas dos cuerdas por su punto de en-
cuentro son respectivamente iguales.
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Explicacion.—Uniendo a con d, y ¢ con b, resultan dos
triangulos adb, cdb, iguales, porque tienen db comun, los la-
dos ab y cd Iguales por hipotesis, y dab=:dcb; resultando de
la igualdad de estos dos tridngulos odb=obd, luego od=rob;
ademas, como dc—ab, restando estas dos uUltimas igualdades,
se tiene,

de—od=ab—ob; 6 sea oc=:0a.

Ejercicio 75.—La mayor y lamenor dela rectasque
pueden trazarse entre dos circunferencias, pasan por
los centros de dichas circunferencias.

Explicacion.—Segln se desprende de la figura, en el su-
puesto de ser ab un recta cualquiera, resulta:

ab<bo-[-004-0a;
luego,
ab<DC

Por otra parte, ab>0Ob~0a; y como Ob>00—ob sustitu-

yendo el valor de Ob en la desigualdad anterior, con mucha

mas razén tendremos: ab>00 —ob—O0a, 0 sea,
8b>-00 — 0B —O0A; simplificando, ab>» BA.

Luego CD es el maximo y AB es el minimo.

Ejercicio 76. —Si dos cuerdas AB y C'i>se cortan
en un circulo, la suma AC-\rBD de los arcos que
ellos interceptan es igual & la suma de los arcos inter-
ceptados por los dos diametros paralelos & estas

cuerdas.
Explicacion.—Siendo los didmetros pg y nm paralelos & las
cuerdas AB y CD, resulta que BoDz=go'm; pero

BoD= (BD+CA)

i
y go'm= gm; de donde — (BD-}-CA)= gm

Osea BD-f-CA = 2qgmzrrgm-f-np.
Ejercicio 77.—Dado un circulo, averiguar cuantos
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circulos del mismo radio se necesitan para envolver
al primero.
Explicacion.—Tomando en o un angulo de 60 grados en
una circunferencia de radio obz=2ao= 2r, resulta ob~of

= bf, por ser bf un lado de exagono inscrito & la circunferen-
cia xz; luego el triangulo bof es equilatero, y la perpendicu-
lar od divide la base bfen dos parles iguales;y como ob= 2r,
siendo ob= bfresulta bd=rrydf=r, valores de los radios de
las nuevas circunferencias que han de envolver a la primera:
de modo que necesitamos seis circunferencias para resolver
el ejercicio, cuyos centros se hallaran situados en los vér
tices del exagono inscrito al circulo xz.

Jujercicio 78.—De todas las secantes que pasan por
uno délos puntos de interseccidon de dos circunferen-
cias dadas, determinar cudl es la mayor de todas ellas.
Esplicacion.—Si suponemos una posicién de secante cual-

quiera, tal como <42?, las perpendiculares op y 0'q trazadas a
la recia AB, desde los centros, dan;

pO=-~AC, Cg= LcB.

sumando
pC+ Cq=i(AC+CB) =1AB;

y como 0'g se supone paralela & AB, resulta;
pG4-Cq= o0'g;
luego
o'g= —AB.

Ahora, como el maximo deo'™ es 00', de este maximo se de-
duce el correspondiente para AB. Asi, pues, cuando la se-
cante sea paralela & oo' tendremos el maximo pedido.

Ejercido 79.—;Cual es el lugar de los puntos me-
dios de las cuerdas de una circunferencia, que tienen
una longitud dada?
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Esplicacion,—Sean ab y cd dos cuerdas iguales; los trian-

gulos aob, cod, seran iguales y, en su virtud, las alturas on

y om también, resultando que los puntos n, m,.... que son los

puntos medios de las cuerdas ab, cd.....seran puntos de una

circunferencia concéntrica a la dada, cuyo radio vendra me-
dido por la recta on.

Ejercicio 80.—Siendo un diametro fijo de un
circuloy CD una cuerda paralela & este diametro, si
se trazan las rectas CB y DA que se cortan en M, asi
como AC y BD que se cortan en N, hallar el lugar
de los puntos M y cuando la cuerda CD se mueve
paralelamente & si misma.

£'s/)¢{cacion—Siendo CD paralela & AB resulta CA = DB,
los &ngulos C y D iguales; luego el tridngulo NCD, es is6sce-
les. La altura Np corta a CD en dos partes iguales, debiendo
pasar dicha perpendicular por el puntora, pues uniendo el
punto medio de CD con el punto medio r, de AB, resulta la mis-
ma recta Np prolongada, por cuanto Np es la perpendicular
media é la cuerda CD, que debe pasar por el centro; uniendo
ahora A, D, y C, fi, tendremos que CDA=DCB por ser AC=
DB; luego el triangulo CmD es isésceles, debiendo corres-
ponder el punto 7né la perpendicular media, 6 sea & la pro-
longacién de la roela Np. De modo que todos los puntos que
obtendremos, moviendo la cuerda CD paralelamente & AB,
conforme a las condiciones antedichas, seran puntos de la
perpendicular media Np, 6 sea de la recta, que pasa por el
centro de la circunferencia perpendicular 4 AB, siendo ésta,
por consiguiente el lugar geométrico pedido.

Ejercido 81.—;Cual es ei lugar geométrico de los
centros de las circunferencias del mismo radio que
dividen una circunferencia dada en dos partes igua—

£ '5ph'cacion.—Sea la circunferencia o; tracese el diametro
AB, y luégo por el centro o una perpendicular, os, al diametro
B;

Si con el radio de las circunferencias iguales se corta des-
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de el punto Baia recia os en el punto p, tendremos que pB y

la 0 en dos parles iguales. Si sobre otro didmetro A'B' se pro*
cede de un modo analogo al anterior, determinaremos un
nuevo punto p' del lugar geométrico pedido, y como lo mismo
se diria de otros puntos p" p', debiendo serlas rectas op=
op'= op", resulta que el lugar pedido sera una circunferencia
trazada con el radio op.

Ejercicio 82.—;Cudl es el lugar geométrico de los
centros de circunferencias del mismo radio que cor-
tan bajoun angulo dado & una circunferencia conocida*?

Esplicacion.—Sea AoB el &ngulo dado, bajo el cual las cir-
cunferencias de un radio igual deben corlar & la circunferencia
0. En este caso, trazaremos la perpendicular mediaos, & la
cuerda AB, tomando desde B hasta P el radio de las circunfe-
rencias iguales, y como PB==PA, tendremos que P sera un
punto del lugar geométrico; lomando luégo una nueva cuerda
A'B'=AB y A'P'= AP, resultard ser P' un nuevo punto del
lugar geométrico pedido; y como los triangulos AoP y A'oP
son iguales, resulta oP=0P", lo cual podriamos hacer exten->
sivo & otros puntos, do suerte que el lugar geométrico pedido
serd una circunferencia de radio oP.

Ejercicio 83.—Siendo A, B, C, tres puntos cuales-
quiera de una circunferencia, I) el punto medio del
arcoAB, y Eel punto medio del arco AC, trazando la
recta DE que corta respectivamente & las cuerdas AB
y AG en F y G: Demostrar que AF==AG.

Esplicacion.—E\ angulo en F es;
AFE= ~(AE-hBO),
y el angulo en G es;
AGD=y(AD + EC);

pero como
AD=:1U)'j AE = EC,
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resulta: AFE=AGD,

y ensu virtud el triangulo APG isdsceles, de donde
AF=AG.

Ejercicio 84.—Siendo A un punto cualquiera de
un diametro, B la estremidad del radio perpendicu-
lar & este diametro, si trazamos BA que corta al cir-
culo en un punto7?, y después la tangente en este

punto que corta en C al diametro prolongado: De-
mostrar que CA = (j).

Esplicacion.—EI angulo

BAD=—(BD + np),

el angulo

*AP§=-]-Cnp+n8),
y como Bn=:BD
resulta: BADzrzCpB
Hsea, CAp=CpA.

De modo que el triangulo CAp es isosceles, y en su, conse-
cuencia CA=Cp.

Ejercicio 85.—Sean ABC, A'B'C seis puntos to-
mados sobre una circunferencia de tal manera que
AB sea paralela @ A'B' y AC & A'C': demostrar que
BQ y CB' también son paralelas.

Esplicacion. SiendoAC y A'C'paralelas, es necesario, pa-
ra que también lo sean BC y B'C, que se verifique lasiguien-

te igualdad: A'C’B = ACB'.
Para ello tenemos

ACB'~"1(AB+BB");
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A'C'B=-1-(AB+AA")j

y como AA'=BB

por ser arcos de una misma circunferencia comprendidos
entre rectas paralelas, resulta:

A'C'B=ACB".
Ejercicio 86.—Las bisectrices de los angulos inte-
leriores de un cuadrilatero, forman otro cuadrilatero
inscriptible en una circunferencia.

Ssptocion.—Sean Ab, Bb, ni, aC, las bisectrices de los
cuatro angulos Aj B, C, D. Se sabe que,

A+B + C+ D= 4r,

de donde
Atrl+r+1=2r.=:180" (1)
27n2 N 20N 2

Ahora, en el triangulo CDa, resulta:

180"-(~+8)=a;

y en el triangulo ABDb;

Sumando estas dos igualdades, y recordando la igualdad (1),
se obtiene

80+ 180" - (A + |+ £ + ~ ) = 180*= a+b.

De consiguiente, el cuadrilatero ambn es inscriptible, porque
los angulos opuestos del mismo son suplementarios.
Ejercicio 87.—Si por uno délos puntos de inter-*
seccion de dos circunferencias se traza un didmetro
en cada circulo, la recta que junta las estremidades
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de los dos diametros, pasa por el segundo punto de
interseccion de las dos circunferencias.

Bsplicacion.—SQ"n ab, ac, los dos diametros; uniendo n
con ay 6resulta un tridngulo rectangulo, y en su virtud el
angulo anb recto; por razones anélogas se tiene que la recta
nc también ha de formar con an angulo recto; de consiguien-
te, los dos angulos anb y anc son adyacentes, debiendo es-
tar los dos lados hn y nc en linea recta, que es lo que nos
habiamos propuesto probar.

Ejercicio 88.—Si por el punto de contacto de dos
circunferencias tangentes setrazan dos secantes cua-
lesquiera, las rectas que juntan sus estremidades son
paralelas.

Bsplicacion.—Tenemos NMb'— bMP, y como por ser an-
gulos semi-inscriplos abrazan respeclivumenlo los arcos bM

y Mb', estos arcos comprenden la misma cantidad angular,
de donde se infiere *

Ma'b'= Mab

por dngulos inscriptos que comprenden la misma cantidad
angular; y como estos &ngulos son los alternos internos de
de las rectas ab y a'b’ cortadas por la secante a'a, siendo di-
chos angulos iguales, las rectas ab y a'b' son paralelas.

Ejercicio 89.—Si por uno de los puntos de inter-
seccion de dos circunferencias se trazan dos secantes
cualesquiera, las rectas que juntan las estremidades
de estas dos rectas forman un angulo constante.

Esplicaeion.—Considerando el tridngulo AQb, se tiene:

el angulo

QbN=—Nag;
»
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luego QAN+ QbN= -~(AN4-AB + Na}.

Considerando ahora el triangulo PCc, se tiene

PCN=42(BA + AN);

PcC=Y

luego

PCN+ PcC—4-(AB+AN + Nc+ca)=i(AB + AN+ Nal.

Siendo la suma de estos dos angulos igual & la suma ante-
riormente hallada, y siendo P y ~ los suplementos-de estas
sumas, resulta P = Q, con lo cual queda probado el ejer-
cicio.

Ejercicio 90.—Las bisectrices de los &ngulos forma-
dos por los lados opuestos de un cuadrilatero inscrito,
se cortan en angulo recto.

hspUcacion.—Sean RP y QP las bisectrices respectivas, y
a, b, ¢, d, los arcos de la circunferencia interceptados por los
cuatro lados del cuadrilatero. Asi, pues, segun los angulos
estemos que se forman en Q y i?, si llamamos C y x las mi-
tades de dichos angulos, tendremos:

= a—b d—c

El 4ngulo RnA = 180® (RAnN -j- C) (1); pero

Ran  P7PC

luego

b-f-c a—b 2b-p2c-f-a—b b-f-ar2c
2 4 4 4
Podemos determinar un segundo valor de este segundo

miembro, sabiendo que

RAn-f-C=



a+ b+ c+ d—360®06 sea, b-|-a4-2c = 360®4-c
de donde,

b+a-|-2e 00 c—d
Asi, pues,
. c—d
RAN+ C = -+ jI~" =
n A B, 4

Sustituyendo este valor en (1), tendremos:

RNA= 180 —"90® +-~-AN— 90+ — O+ X,

Ahora, como RnA es el angulo esterno del tridngulo nPQ,
se tiene: RnA= nPQ-|-'x;
sustituyendo en vez de RnA el valor anteriormente hallado, se
deduce: 90“+ x= nPQ+ x
de donde nPQ= AR

gue es lo que nos habiamos propuesto probar.

Ejercicio 91.—Las alturas AA', BB\ CC, de un
tridngulo cualquiera ABC, son las bisectrices de los
angulos del triangulo A'B'C.

Esplieacion.—Si se traza una semi-circunferencia toman-
do AC por diametro, tendra que pasar por A.'y C'; lo mismo
sucede respeto los lados BC y AB. De esto se infiere que

CC'A’-=CAA'y poréngulos inscritos que comprenden el mis-
mo arco A'C\ y por razones analogas se tiene;

CAA'=B'BA'=B'BC,

y li'BC= B'C'C.
De esta serie de igualdades se infiere
CC'A'=:B'C'C.

Asi, pues, la recta CC'es la bisectriz del angulo B'G'A".
De un modo parecid0 probarfamos que Nli' y AA® son”las bi
sectrices regpectivas de los angulos A'B'C y li'A'C.
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Ejercicio 92.—Siendo ABC un triangulo inscrito en
una circunferencia, si se junta el centro o con el pun-
to medio del arco BC”" se traza luégo la recta AD,;
demostrar que el angulo ADo es mitad de la diferen-
cia de los angulos B y C.

EspUcacion.—'Qe la figura resulta,

B=:-"ApC,

C= IAB;
luego (M) B+ C=-~(ApC+ AB)=IBpC;
y como AB'\-Ap=pCf
resulta: (@-BpC = BAp.

Del triangulo AoD se deduce, para el angulo esterno Aop, el
valor siguiente:

2ADo= Aop= poB—Ao0B;
y como el angulo poB viene medido por los arcos.

AIlTA--~P —AAP*
y como la suma de estos arcos hemos hallado anteriormente
ser igual 4 B-h C, segln se desprende de las igualdades (1) y
(2), observando ademas que el angulo AoB viene medido por
PC se tiene:

2ADo= B+ C-2G = B—C,
B—C.

de donde ADo 5

Ejercicio 93.—Dadas dos circunferencias oy o'y
un angulo XAY” situado en su plano, el lado A X
corta & la circunferencia 0 en lospuntos vy 6,y & la
circunferencia 0 en los puntos B'y C; el ladoAY
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corta a la circunferencia o'en ii y y a la circunfe-
rencia o en y E'. Demostrar que las cuerdas
CE, B'B\ C E, indefinidamente prolongadas forman
un cuadrilatero inscriptilile.
Esplieacion.—Los triangulos BENy BMC son equiangu-
los, porque el angulo

BC'M=i(ro-i-n);

y el angulo E'D'B'=:ND'E“ —(m-I-n):

Ahora, el angulo C'BM (m*-{-n")
y DEC= NED'= -- (m'4-n"):
luego C'BM=NED\

y siendo dos angulos iguales délos dos tridngulos JVDE y
C'BM, el tercero también lo sera por suplemento de dngulos
iguales, de modo que tendremos

DNE=CMB,

y como PER es suplemento de D'NE, se tiene que en el cua-
drilatero PNRM, los angulos opuestos N y M sop suple-
mentarios; luego el cuadrilatero PN RM, es inscriptible, que
es lo que nos habiamos propuesto demostrar.

Ejercicio 94.—Siendo o el punto de concurso de
las alturas de un triangulo ABC, y el punto donde
la altura AB encuentra & la circunferencia circuns-

crita al triangulo, se tiene:
0B = BG.

Esplicacion.—”\ el triangulo CoG es isosceles, se tendra
oD= /)G, porque CD es perpendicular & AG. Para ser isés-
celes, se necesita que CoG = CGo; pero CoG=:ABC, porte-



ner sus lados respectivamente perpendiculares, y como
ABC= AGC= CGo, por ser angulos inscriptos que abrazan
el mismo arco, resulta en su virtud:

CoG= CGo:
luego oD= DG.

Ejercido 95.—Si por el punto A mitad de un arco
BAC de una circunferencia se trazan dos cuerdas
cualesquiera AD y AE que corten en en i? a la
cuerda BC; el cuadrilatero D FGE asi formado es ins-
criptible.

Eaplicacion.—Para probar este ejercicio, basta demostrar
que el angulo F. es suplemento de E;

F=r4-pnEC+BA);

E=-(DB+BA),
%/ COMO = ACresuUa:
F-f-E=y (DnEC-f-BA+ BA-|-DB)=i (DnEC+ AC-|-

+ AB + DB)—180"

luego F j E son suplementarios, y en su virtud el cuadrila-
tero DFGE inscriptible.

Ejercicio 96.— SiendoyA”/*un cuadrilatero inscrip-
tibie: si setraza una circunferencia pasando porg y h;
una segunda por liy y; una tercera porj) y f; y una
cuarta por f y g; estas cuatro circunferencias se cor-
taran sucesivamente en cuatro puntos a. h, ¢, d, di-
ferentes de los puntos g, h, f. Demostrar que el
cuadrilatero ahcd es también inscriptible.

Eaplicacion.—EIl angulo gfd y ~ad son iguales, por inscri-
tos en la circunferencia o' y abrazar el mismo arco.



— 64 —

Los angulos gks y bag también son iguales por ser el uno

angulo inscripto y el otro ex-inscripto en la circunferencia

0", que comprenden el mismo arco; por razones analogas &

las anteriores se hallague en la circunferencia o™, tch— akp.
Asi, pues, tendremos:

gfd=gad; dfp=zicd; gks= bag; icb= shp;
sumando respectivamente estas cuatro igualdades, resulta;
ofp -j-ghp= dab + dcb;

y como gfp-\-ghp es igual & dos rectos, por ser el cuadriléate-
ro ghpf inscrito; dab”~dcb también valdra dos rectos, lo que
equivale a decir que son suplementarios; asi, pues, el cuadri-
latero abcd, sera inscriptible, que es lo que queriamos de-
mostrar.

Ejercicio 97.—Si en nn cuadrilatero ABCE se pro-
logan los lados AB y CD hasta su punto de encuen-
tro en E; y luégo se hace lo mismo con los otros dos
lados AB y BC hasta su punto de encuentro en se
forma una figura, que se llama cuadrilatero comple-
to, que contiene cuatro tridngulos, ABF~ ADE” BCE,
DCF: Demostrar: 1.« Que las circunferencias cir-
cunscritas 4 estos cuatro tridngulos pasan por un mis-
mo punto; 2® Que este punto y los centros de las
cuatro circunferencias estdn situados en una nueva
circunferencia.

EspUcacion.—S\Qnao<x el punto de interseccion de las cir-
cunferencias 7,y 4; para que la circunferencia que pasa por el
tridngulo pase poraes preciso que uniendoacon Ay

resulta un cuadrilateroaABi”inscriptibie a la circunferen-

cia 3, y para ello basta que el angulo A <xF, sea suplemento
de B.

De la figura se deduce:
AaF=;AaD-l-Do:F;
pero AaD=rAED



65 —

Yy DcxF=y (DG+ CF);

y como Y (DC+ CF)

representa la medida del angulo ex-inscrito DCIf, resulta;

DcxF=DCB;
luego A aF = AED + DCBr=({-

y como &y B son suplementarios se deduce que el angulo
A <xF Y el angulo B opuestos del cuadrilatero A son su-
plementarios, manifestindonos esto que la circunferencia 3
debe pasar por el punto a.

Probemos ahora como la circunferencia 2 pasa también
por el puntoa. Uniendo a con E y C tendremos un nuevo
cuadrilatero, el cual nos da:

Ecr.C= D (xC-j- D onE,

pero DaCrrDFC
y EaD (DnA + ApE) = angulo ex-inscripto DAB,
luego EaC=DFC + DAB= 6:

resulta, pues, la misma conclusién del caso anterior, luego
la circunferencia 2, también pasara por el punto a.

Demostremos ahora como una misma circunferencia pasa
por el punto a y por los cuatro centros de las circunferencias
1,2, 3,4.

Trazando las lineas de los centros tendremos que el &ngu-
lo 2, 3, 4, (designando los centros de las circunferencias por
los mismos nimeros que representan astas) es suplemento de
F (xB porla relacién de perpendicularidad que existe entre las
lineas de los centros y las cuerdas comunes; por razones ana-
logas resulta que el angulo 2, 1, 4, debe ser igual k E ¢xD]
luego si FctB= E<xD (1) los angulos 2, 3, 4,y 2,1,4 seran
suplementarios y una circunferencia pasara por los puntos

S, 3, 4.
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Para demostrar la igualdad (1) se tiene que el angulo

E XD =~ (EpA4" AnD) = angulo ex-inscripto DAB,

pero DAB 6 FAB=:F<xB por angulos inscriptos en la circun-
ferencia 3 que abrazan el mismo arco; luego E <xD—F caB,

Por dltimo, para probar que lacircunferencia que pasa por
los cuatro puntos 1, 2, 3, 4, pasa pora, trazaremos el cua-
drilatero que pasa por 1, a, 3, 2, y bastara demostrar que el
angulo 1, a, 5, es suplemento de 1, 2, 3, pues de este modo
sabremos que por los cuatro puntos pasa una circunferencia,
teniendo que ser la misma que pasaba por 1, 2y 3, 4, puesto
qgue la nueva que se considera pasa por tres puntos 7, 2, 3,
de la anterior.

Para probar que el &ngulo 1, a, 3, es suplemento de 2, 2, 3,
consideraremos los dos triangulosa, 7, r, y r, 4, 3 que tie-
nen el &ngulo r igual; ademas el angulo central oc, 3, F vy el
angulo inscrito aAF correspondiente en la circunferencia 3
que comprenden el mismo arco F, G, a, y siendo asi resulta
el angulo central doble del inscrito, luego el &ngulo mitad
G, 5, F, 6 G, 3, a, debe ser igual a ccAF; por otra parte, el an-
gulo aAF 6 a4Zz) inscrito, comparado con el céntrala, 7, D
de la circunferencia 7, resulta, por consideraciones analogas
4 las anteriores, ser mitad de este, 6 sea

<xAD=z"oc2D;

luego CAlr:= aAT),
de donde si a.9G= (xAF
y <XAF= a7r,
0 sea <xAD= (xir
resulta <x3G~ (x2r
0 sea r34=z (xar.

De todo lo que antecede resulta que si los dos triangulos
oc7ry 4r3 tienen dos angulos iguales, los terceros angulos
también lo serdn, deduciéndose que 7a 5= 7, 4, 3, y como
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ly 4y 3y ya esla demostrado que es suplemento de 1,2,3, re-
sulta que, ly a, 3, también lo sera, quedando con esto pro-
bado, segun lo que antecede que por los punios 1,(xy 3,2,
pasa una circunferencia.

Bjercicio 98.—Si sobre los tres lados de un trian-

gulo se construyen exteriormenle aél, los trian-
gulos equilateros Aj8C, yICM', BCA’; Demosirai: 1®
Que las tres rectas CC', son iguales: 2® Que

ellas concurren en un mismo punto 0, y 3®Que desde
el punto 0 se ven bajo el mismo &ngulo los tres lados
del triangulo ~.5(7.

Esplicacion.—El tridngulo C'BC es igual a ABA', por tener
dos lados iguales, 6 igual también el &ngulo comprendido en-
tre ellos; luego CC'=/1A"; del mismo modo demostrariamos
que AA'::=BB".

Para probar que las tres rectas AA', BB', CC, se cortan en
un mismo punto, debemos atender al punto o, interseccion
de las dos rectas AA' y CC', y demostrar que larecta BB'pa-
sa forzosamente por dicho punto o.

Si seune ocon B, los angulos 0BA yB'BA del triangulo ABB'
son iguales, por cuanto los angulos ABB' y .dC'Clo son, por
angulos homologos de triangulos iguales AC'Cy AB'B,

y como AC'C— AC'o=ABoy

dedulcese inmediatamente oBA~B'BA, lo que nos corrobora
que las rectas Bo y BB' forman una misma recto, y en su vir-
tud que las tres rectas AA', BB', CC, se cortan en un mismo
punto o.

Pora la tercera parte del ejercicio se tiene que de la igual-
dad de los angulos 1, se infiere que podemos hacer pasar una
circunferencia por los cuatro puntos A, B, o, C.

De la misma manera porlos cuatro puntos A, o, B, C, po-
dremos hacer pasar otra circunferencia por la igualdad de
los angulos 2; y por ser los angulos 3 también iguales se po-
dra hacer pasar una tercera circunferencia por los puntos
A, o, Cy B'. Asi, en virtud de las circunferencias trazadas,
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resulta BoA=4-7by

pero 4-"5~4'-"5"

y como 5'2=60.".

por ser el triangulo 4BC'equilatero, se tiene
ilod= 60®4-60."=

Siguiendo el mismo raciocinio, hallariamos iguales valores
para los angulos BoC y CoA.

Ejercicio 99.—Por un punto fijo tomado en el pla-
no de un circulo se trazan diferentes cuerdas; se pide
el lugar geomeétrico de las mitades de estas cuerdas.

7?.sp//cctCion—Sean las cuerdas 4 By CZ). Trazando, desde el
centro, perpendiculares a las cuerdas, determinaremos los
puntos n, m........ que seron los puntos medios de las cuerdas,
y de consiguiente puntos del lugar geométrico que se busca;
empero todos los puntos m, n,..,., no son mas que los vérti-
ces de los diferentes tridngulos rectangulos, cuya hipotenusa
comun es Po\ luego el lugar geométrico pedido sera una cir
cunferencia, cuyo diametro serd Po.

Ejercicio 100.—Por una de las extremidades del
didmetro AB de un circulo se traza una cuerda cual-
quiera ™ 6'que se prolonga en una cantidad 6'J/igual
a4 CB; se pide el lugar geométrico de los puntos I\l

Esplieacion.—Siendo CB, resulta el triangulo rectan*
guio MCB, que tiene los angulos agudos M y B respectiva-
mente iguales & 45 grados. Si se supone otra cuerda yIC', por
unarazén analoga tendremos el angulo M'de 45grados; luego el
lugar geométrico es una circunferencia descrita sobroA/i, de
tal modo que uniendo por la parte superior de dB un punto
cualquiera deesta circunferencia con los estremos de dicha rec-
ta, resulte un angulo de45grados; de suerte que para deter-
minarla basta trazarla recta BP que forme con AB un angulo
de 45 grados, y iuégola recta BQ perpendicular & BB, para
tener en Qel centro de la circunferencia pedida, cuyo radio

sera QB.



Ejercicio 10i.—Dado un circulo y un punto
situado en su plano, y siendo AB C una cuerda cual-
quiera que sale del punto A ; si se eleva sobre el punto
medio de esta cuerda una perpendicular IM~ igual a
IA ¢cual es el lugar de los puntos M?

Efiplicacion.—y\ angulo M es de 45«; suponiendo una nueva
posicion de recta B'C, determinarennos de una manera pare-
cida un nuevo punto M*, resultando este nuevo angulo también
de 45« y como las perpendiculares medias Ml 'y MT han de
pasar por el centro o, se deduce que el lugar geométrico es
una circunferencia tal, que uniendo cada uno de sus puntos
con ylo resulten angulos de 45«; luego la solucién de este caso
es semejante a la del ejercicio anterior.

Ejercicio 102.— Siendo A7iC un triangulo equila-
tero ,cudl es el lugar geométrico de los punios de
modo que resulte siempre J/CMgual & MAA-MB”.

Ei*plieaeion.—Circunscribase al triangulo ACB una circun-
ferencia, luégo témese nn punto cualquiera M de la circun-
ferencia y Unase con C, tomese Ax=AM vy resultara el
triangulo AXC—AMB porser Ax=AM, AB—AC, y ABM —
ACM; luego Cx = MB: ademas el triangulo AMx es equi-
latero, porgne AMC=.AB€=.60" y el &ngulo AXM —AMXx=.
6<5¢ debiendo ser el tercer angulo también de 6u“ por serla
suma de los dos primeros de 120", Asi, pues, MC= Mx-)-xC
r=:AM-|-MB; de donde resulta que el lugar pedido es la mis-
ma circunferencia que hemos circunscrito al triangulo dado.

Ejercicio 103.— Hallar el lugar de los puntos de
concurso de las alturas de los'triAngulos que tienen
la misma base y el mismo angulo en el vértice.

Esplicacion.—EIl &ngulo x formado por las perpendiculares
trazadas 6 los lados opuestos del triangulo, desde los dos es-
tremos de la base BC, es suplemento de A; luego todos los
puntos X, x'.....del lugar geométrico son puntos de una cir-
cunferencia que, unidos con loseslreinos de larecta BC, for-
man angulos jguales al suplemento de .1, cantidad constante.

Cuestion que ya queda resuella en ejercicios anteriores.
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Ejercicio 104.— Los piés de las perpendiculares ba-
jadas de un punto cualquiera de una circunferencia
sobre los tres lados de un triangulo inscrito en esta
circunferencia, estadn en linea recta.

Esplicacion.—Sean Pn, Pm, Pr, las perpendiculares baja-
das desde el punto P de la circunferencia a los tres lados del
triangulo ABC. EI angulo n/V sera suplemento dei?; empero
el dngulo APC también es suplemento de B, por estar el cua-
drilatero APCB inscrito & la circunferencia; luego nPr=z
/IPC;quilando de ambos miembros la cantidad angular AP,
resulta, nP/I= rPC.

Ahora, por los cuatro puntos A, n, P, m, puede pasar una
circunferencia, por ser los dngulos opuestos n y m rectos, y
en su virtud suplementarios.

Una razén analoga nos manifiesta que por los puntos P, m,
r, C, puede pasar otre circunferencia, siendo P, C un diame-
tro; asi, pues, nPA —nmA y rPC=:rmC; pero, como antes
hemos probado que nPA~rPC, resulta nmA~rmC;y sien-
do Am y mC una misma recta, dedlcese que nm y mr deben
estar también en linea recta, siendo esta recta la que une los
piés de las perpendiculares bajadas desde el punto P de la
circunferencia & los tres lados del triangulo ABC.

Ejei‘cicio — Siendo 0jo0' dos circunferencias
tangentes interiormente en el punto A, y siendo BC
una cuerda de la circunferencia mayor, tangente en
2» & la menor; debe resultar que la recta AE sea la
bisectriz del angulo BAC.

Esplicacion.—Trazando”l radio Do'y por o uno*paralela oE
a4 Do'\ el punto E sera el punto medio del arco BEC, porque
siendo o'D perpendicular 4 BC, la Eo también lo sera por ser
las rectas Eo y Do' paralelas: Juego E es punto medio de BEC.
Ahora, si demostramos que los puntos E, D, A, se hallan en
linea recia, tendremos que siendo = por angulos
inscritos que abrazan iguales arcos, la recta AE sera la bi-
sectriz del angulo CAB.

Para probar que los puntos E,D,A, estan en linea recta, se
tiene;
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Do'A =E0A,
y como el tridngulo Do'A es isosceles, resulta,
180“—Do'A
(DDAOQ'--—-- 2-mmmmmem .
Uniendo ahora A con E, se formara otro triangulo isésce-

les cuyo angulo EAo vendra representado por

. 180“— Eo0A

i2)EAO=:----—-- Noomeee ;

y como los segundos miembros de las igualdades (1) y (2)
son iguales por ser Do'A=.E0AYy resulta

DAo'= EAO0;

de consiguiente DA y EA forman una misma linea recta, que
es lo que nos faltaba probar.

Ejercicio 106.—Una circunferencia otoca & dos cir-
cunferencias o'y d' en los puntos A y B si se pro-
longa la cuerda AB hasta su segundo punto de en-
cuentro C con la circunferencia o"; Demostrar que los
dos radios 0'A y d'C son paralelos; luego”™ supuesto
gue la recta do" encuentra & las circunferencias en
los puntos vy demostrar en”~segundo lugar que
el cuadrilatero ABEB es inscriptible.

EspUcacion.—Como los triangulos ABo y Bo"C son is6sce-
les, y los angulos en B iguales por opuestos por el vértice,
resulta que las rectas .doy Co" son paralelas, 6 sea Ao’ y o'C.

Ahora, si los angulo DEB y DAB son suplementarios, el
cuadrilatero DABE sera inscriptible. EI a&ngulo BEG tiene
por suplemento AEGBBBG"', yel angulo DAB tiene por
suplemento & £GZ?+ 0'Z)d; perolos angulos .ERG y 0'DA son
iguales, porque el &ngulo EBG 6 EBC es mitad del angulo
central E6'C\ pero E0o"C~Go0'A y Go'A es doble de 0'DA, por
ser el triangulo Do'A is6sceles; luego o'DA = EBGy y como
anteriormente hemos hallado ser BEG suplemento de EGB-{-
EBG, y 2)i4B suplemento de .CGjB-f-0'Dd, siendo 0'DA —EBG
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resulta BE G = DAB, 6 sea, D£B suplemento de DAB yen su
consecuencia, el cuadrilatero ABED inscriptible.

Bjercicio 107.—Siendo C el punto medio de un ar-
co AB y el punto D un punto cualquiera del mismo;
demostrar que AC-|-BC> AD-i- BD.

Esplicac,on.—Pro\oTigBndo AC en una cantidad 6n = C/?,
siendo AC = CB por ser el punto C medio del arco xiCB,

se tiene: AC= CB= Cn;

luego el triangulo ABn debe ser rectangulo, permitiendo el
circunscribirle una circunferencia, cuyo centro sea C. Si to-
mamos ahora el punto D y prolongamos AD, en una cantidad
Dm= DB, resulta un triangulo equidngulo con CnB, pues
como los dos triangulos nCB y mDB son isdsceles, para que
sean equidangulos basta con que los angulos en los vortices
Dy C sean iguales; y estos en realidad lo son por angulos
ex inscritos que comprenden cada una de ellos la mitad del ar-
co ACB; en este concepto, los angulos my nson iguales, y
como los lados de estos dos dngulos van a terminar & los ex-
tremos de la cuerda AB, siendo n un punto de la circunfe-
rencia ABnp, se infiere que el punto m, también debe perte-
necer a la misma circunferencia; asi, pues, uniendo el punto
m con el centro C de esta circunferencia, tendremos:

Arn< AC-4-Cm,
0 sea, AD-f-Dm AC Gm;
y como Cm—CBy Dm—DB
resulta AD-i-DB<AC-|-CB;
0 sea. “ac+ cb> ad-iF db,

que es lo que queriamos demostrar.



3. SECCION.
Lineas proporcionales.

Ejercicio 108.—Si por el punto de interseccién o de
las diagonales de un cuadrilatero inscrito en una cir-
cunferencia, se traza la cuerda de modo que 0 sea
el punto medio de la cuerda, las partes interceptadas
de cuerda por los lados opuestos del cuadrilatero seran
iguales.

E?p¢icacion.-—Si la cuerda pg queda dividida en dos partes
iguales por el punto o, uniendo este punto con el centro @
debe resultar o0’ perpendicular a pg". Ahora, si tomarnos los
puntos medios de las cuerdas DC, AB, resultaran las rectas
CD, ro’, AB, so', respectivamente perpendiculares, deducién-
dose de todas estas perpendicularidades que los cuadrilate-
ros moo’r, noo's deben ser inscriptibles; luego mro=mo'o, (1)
por angulos inscritos que abrazan el mismo arco, asi como,
por igual razén, debe resultar oo'n= osn. (2)

Mas los tridngulos Dor Aos son equiangulos por ser seme-
jantes, lo que es facil probar; pues siendo semejantes los tri-
angulos DoC AoB

3 DC_Do
dan -

cuya proporcion puede reducirse a

DC

L_|
AB~ Ao®
nom
Dr Do

6 sea.
¢ls Ao’
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luego los dos triangulos Dro y ~os tienen dos lados propor-
cionales y el angulo comprendido igual, por ser angulo ho-
mologo de los dos triangulos semejantes i)oC y AoB-, asi, pues,
los triangulos Z)or y ~os siendo semejantes, son equiangulos;
en su virtud danmro = osn; comparando esta igualdad con
@Dy (2 resulta mo'o= 06'n, lo que nos dice que los dos tri-
angulos rectangulos moo' y oo’n, son iguales por tener el ca-
teto 00’ comuny los dngulos en o’ respectivamenteiguales; de
suerte que moz=on, y como op —o0q se tiene, por fin, pm=nq.

Ejercicio 109.—Una circunferencia gira, sin res-
balar, en el interior de otra circunferencia de radio
doble; determinar cual es el lugar geométrico descri-
to por un punto de la circunferencia interior.

Explicacion.—EI angulo
flo”6= o™0a-j- 060",
y como 00”=ro" é,

resulta ao0"b=.20"0ob— 2aoe.

Ahora bien, al arco acle corresponde el angulo toc, y al a6
el &ngulo ao"b', pero como el arco ab corresponde & una cir-
cunferencia mitad de o, y el angulo aoc es mitad de 00”6, re-
sulta que losarcos ah y ac son iguales; pues si bien el &ngulo
a0” 6 es doble de aoc, en cambio el radio de la circunferen-
cia 0"es mitad de la deo; de suerte, que haciendo girar lacir-
cunferencia menor sobre la mayor desde el punto comun, a,
el punto b vendrd en c; luego bes el puntoc enla segunda
posicion, de donde se infiere que el punto c de la circunfe-
rencia menor girando al rededor de la mayor, ira determi-
nando siempre puntos del diametro en.

Ejercicio 110.—Dado un paralelégramo ABCE, si
por el vértice A se traza una recta cualquiera que
corte 4 los lados BC y prolongados en M y A ; De-
mostrar que el producto B M XE N gs constante.
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Esplicacion.—1®%triangulos ADN'j ABM son semejantes,
porque 1= 1,2=2,
AD _ AIB
luego ~DN~~AB"

de donde se deduce que

AD XAB = DNX BM;
y como ADX AB es una cantidad constante, resulta que
DNY.BM también lo sera.

Ejercicio 111.—Dado un paralelégramo, por un
punto 7 tomado sobre la diagonal TtC, tracese una
recta cualquiera que corte 4 los lados BCj AB pro-
longado enivVy M; AD y DCen M'y N'- Demos-
trar quelos dos productos P3/XxPN y PM'X PN/ son
iguales.

Esplicacion.—Los triangulos APM y N'PC son semejan-

AP PC

tes, luego PM PN

los triangulos APM' y PCN también lo son, y dan

AP PC
PM' PN
De estas dos proporciones resulta
PM _ PN’
PM' NP
0 sea, PMx PN= PM'x PN"

Ejercicio 112.—Dada una circunferencia y un dia-
metro las tangentes y TiiV, a los estremos
de este diametro; y luégo dado un punto fijo P en el
diametro AB, sise junta el punto P con un punto
cualquiera G de la circunferencia, y por el punto C
se traza uno recta perpendicular & PC, esta recta



encontrara a las dos tangentes fijas en dos puntos
M y N; Demostrar que el producto AMXBIV es
constante.

Esplicacion.—Por ser M N perpendicular a PC, el cuadri-
latero PBNC es insci'iptible, y resulta:

NCB=:NPD.

Por ser PCperpendicular a M N, resulta también el cuadri-
latero APCM inscriptible, y por consiguiente

ACP = AMP;

y como ACB es un angulo recto lo mismo que PCN, resulta
ACP —NCB;

luego, en virtud de las igualdades anteriores, resulta
NPB —AMP;

asi, pues, los tridngulos rectangulos AMP y PNB son seme-

jantes, y d&n -QE: -ﬁg‘,

Osea, AP X PB=rAM X NP = constante.

Ejercicio 113.—Dadas dos rectas A'B', un an-

gulo de grandor constante que gira al rededor de su
vértice fijo, y cuyos lados encuentran las rectas da-
das respectivamente en y M'; Demostrar que exis-
ten sobre estas rectas puntos fijos 0 y 0", cuyo pro-
ducto OMX0AP es constante.

Esplicacion.—Fdrmese con la recta PM' un angulo igual
al, tal comoMPo'; ycon la recta PM otro, tal como oPM,
igual & 2; de este modo resultan los tridangulos oPM, o'PM’,
semejantes porque tendran dos angulos iguales,

luego Po:oM: :0'M':Po’
o0 sea, PoX Po'= oM Xo'M'
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Si se supone ahora otra posicién de angulo, tal como P M,
los triangulos oM~Py o'PM\ también seran semejantes,pues
el angulo 3/, valdra J —x; llamandose al angulo 1117W,. En
este supuesto el angulo P M' también es igual & x;
luego 0'M\P —p-\-x,
lo mismo que oPM” el angulo o'PM\ vale *—x lo mismo que
oM P. De consiguiente los dos triangulos PoM” y Po'M\ que
tienen dos angulos jguales, son semejantes y permiten escri-
bir la proporcién siguiente:

oP :oM,: :0'M",:Po’,
asi, pues, de lo que antecede resulta
Po X Po’= oM X 0'M'=oM, X o'M\ = .., — constante;

luego los puntos oy o' son los pedidos.

EjeTcicio 114.—Dadas dos circunferencias tangen-
tes interiormente en el punto si por un punto
cualquiera P de la circunferencia esterior se traza
una tangente PM 4 la circunferencia interior;

., PA
Demostrar que la relacion es constante.

Esplicacion.—Si trazamos el diametro AC tendremos que los
dos triangulos Adb; AP C, son semejantes por ser rectangu-

los y tener un angulo agudo comun; resultando los lados PC
y db paralelos,

CA PA

luego
g cb  pd

Ademas sabemos que

mPM/=PA X Pd:
de estas igualdades resulta

Cb X PA Cb
PM =PA “
X CA PA“X CA
6 sea, PM 2 Cb ,

T X CA'



luego constante.

Ejercicio 115.—Dos circunferencias dadas se cor-
tan en dos puntos A y B; si de un punto cualquiera
P de una de las circunferencias se traza una tangen-
te i”J/4&la otra; demostrar que la relacion

PM*
PAXPB
Esplicacion.—Uniremosel punto P conJ y vy tendremos:

MP “ZrPBXxPC;

es constante.

MP
| PC. (1
uego PB @
También podemos escribir
PBxPCr~"APxPP,

AP X PP
de dond =
e donde PC PB

Sustituyendo este valor en la igualdad (1)

MP-  APXPP

resulta PB PB

MP- DP
PBX AP PB

Cualquiera que sea el punto P que se tome, siempre resul-
ta para el &ngulo PDB y DPI} la misma cantidad angular; asi,
lodos los triangulos PDB, P'D'B que van resultando segun la
posicién del punto P son semejantes, siendo la relacion

0 sea,

bP constante
PB '

de donde se infiere que
MP'

PBXAP = constante.
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Ejercido 116.— Dadas dos circunferencias, si luego
se describe una nueva circunferencia tangente a las
dos primeras; demostrar que la recta que junta los
dos puntos de contacto pasa por uno de los centros de
semejanza de las dos circunferencias dadas.

¢'spZicion.—Sea P uno de los centros de semejanza, (cuyo
centro de semejanza no es mas que el punto donde las dos
tangentes esleriores & las dos circunferencias encuentran a
la linea de los centros.)

Tréacese el radio vector PB', prolinguense los rectas 0'A', y
0B, hasta su punto de encuentro en r; y como 4= 4 por ser
los lados 0'B' y Bo paralelos, y los angulos en A' iguales por
opuestos por el vértice, resultan los dos tridngulos B'o'A'y
A'rB semejantes; y como B'0'A" es isOsceles, también lo es
A'rB; de modo que rA'=rB. Asi, pues, podemos hacer pasar-
una circunferencia tangente & las dos circunferencias dadas
por los puntos A'y B, estando el centro de la mismaenry
pasando la cuerda A'B de los contactos por el centro de se-
mejanza P de las dos circunferencias primeras; facilmente
demostrariamos lo mismo para otra secante 6 radio vector
cualquiera.

Ejerddo 117.— Determinar el lugar geométrico de
puntos tales que trazando tangentes a las dos circun-
ferencias dadas, resultan iguales entre si.

Esplicacion.—Sea P uno de los puntos pedidos; bajando la
perpendicular Pn a la linea de los centros y las tangentes
respectivas a los dos circunferencias, se tiene:

AP"z=0P'—AU", PBPO'~—0OB"

y como AP=zPB
0 sea,
resulta: (IfdP'"--*AQ"*='pF'--'FB

Ahora, de la figura se deduce

"OPA=TFV“OR'"W ='pFV'AiO"":
sustituyendo en (1) se tiene:



— SO-
PII On '— AO Pn "+ nO"—OB ;
Uiego On "— AO"N— nO/'\Z—O'B
y trasponiendo lérminos,
On m— n0"2- AU m—0O'B

0 sea ©On+ n0O) (On—n0")= AU m— O'B

llamando AO=:R, 0'B=r,y On+ n0O'=D,
., R®—r*

resulta On—n0'= - b

conociendo ahora la suma y la diferencia de On y nO\ se de-
duce con facilidad
D . R*—r*
On= 2D

Y como el segundo miembro depende de cantidades cons-
tantes é independientes de los puntos que se consideran, se
infiere que lodos los puntos del lugar geométrico deben estar
contenidos en la perpendicular nP, cuyo punto n es facil de
determinar conforme la formula Ultimamente hallada.

jyemcto 118 .—Dadas dos circunferencias, si por
uno de los centros de semejanza se traza una secante
cualquiera que corte a la primera circunferencia en
dos puntos yl y ~ y & la segunda en los puntos A'y
B'\ tas tangentes trazadas por estos cuatro puntos for-
man un paralelégranio. Demostrar que una de las
diagonales de este paralelégramo pasa por nn punto
lijo y que la otra coincide con una recta fija indefi-
nida,

Esplicacion.—Tvkcese el radio vector SB'; los radios oA,
0'A’, y 0B, 0'B', deben resultar respectivamente paralelos; luo-
go, trazando lastongentes respectivas & los estremos este-
riores de estos radios, también resultaran paralelas dosa dos
formandose el cuadrilaitero MNPQ que debe ser paralelogra-
mo, supuesto que las tangentes deben ser perpendiculares a
los radios que pasan por los puntos de contacto. Ahora, por
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sei* Mo' y Po, las bisectrices de los angulos formados por las
tangentes; y supuesto que B'MA'=BPA por ser el cuadrila-
tero MNPQ un paralelégramo,

resulta: 0'MA'=0PA,
y como A'MSrzAPS,

sumando estas dos igualdades se obtiene 0'MS= oPS. Si la
recta que une MP no encuentra la linea de los centros en S,
centro de semejanza, sino en «, tendremos, porserlas rec-
tas 0'M y oP paralelas;

o'M _ oo
Po oto *
y como por lo precedente los tridngulos rectangulos o'MA' y
PoOA deben ser semejantes,

o'M
0]

, R
resulta; . —

= >

r
llamando R y r los radios respectivos de las dos circunferen-
cias dadas; pero por ser S el centro de semejanza, también se
tiene:

R So'

r So’

ao' So'
luego -

00 So *
. ao'—ao So'—So
0 sea

ao So

de donde, llamando la distancia de los centros oo'= D,

se obtiene
oto So

deduciéndose que ao = So. Asi, pues, la recta MP ha de pa-
sar forzosamente por el punto fijo S que no es mas que <1
centro de semejanza esterior & las dos circunferencias oy o'.
En cuanto & la diagonal NQ, observaremos que el triangu-
lo A’BQ es isdsceles, en virtud de la relaciéon de angulos que
existe entre los dos de este tridngulo y los de los tridngulos
isdsceles MB'A' y BPA; asi, pues, las tangentesQA’'y QBson
6
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iguales: Ahora, como una cosa analoga podriamos probar
respecto del triangulo NB’A, resulta que las tangentes traza-
das desde los puntos N y Q a las dos circunferencias dadas
son respectivamente iguales; y como tomando otro radio
vector resultarian otros dos puntos que gozarian de las mis-
mas propiedades que los dos hallados anteriormente de agm
se infiere que el lugar geométrico de las diagonales NU,

N'Q’ quU® s® pueden concebir segln la posicion de los ra-
dios vectores, son todos puntos de aquella recta que hemos

encontrado en el gjercicio anterior, cuyos tangentes trazados
alas dos circunferencias dades son iguales; luego la segun-
cdadiagonal coincide con una recta fija é indefinida
Ejercicio 119—Si se inscribe en una circunferen-
cia un cuadrilatero ABCD, cuyos dos lados contiguos
BC, sean iguales, y se trazan luégo las diagona-
les BB, AC, <iue se corten en n: demostrar que cada
uno de'los lados iguales es medio proporcional entre
la diagonal entera BD, y el segmento adyacente Bn.
gpiicacion—Tréacese el didnmetro quepasa por By se len-
drd B?=BEXB™i R&olos triangulos rectangulos B BDE
son seneﬁ& luego BE:Bn::BD:Bm, de donde BEXBM—:
BDXBn. tuyendo este nuevo valor en la igualdad ante-
rior tendremos BC™= B/X BD. Siguiendo la misma marcha
obtendriamos también AB = Bn X BD.
~yemao 120.— En todo triangulo rectangulo, el
producto de los dos catetos es igual al producto de la
hipotenusa por la perpendicular trazada, desde el vér-
tice del 4ngulo recto & dicha hipotenusa. »
Esplicacion.—Se sabe que AB*=AG X An;BC ==AC X nC.
Multiplicando estas igualdades se tendra AB X BG AC X
AnXnCpero”'-AnX”; su™uye™o es UVvaor enla
igualdad anterior, resulta AB* X Bc”= Ac' X Bn Estrayen-

do la raiz cuadrada de ambos miembros se obtiene AB X BC
rrACXBn que es lo que nos habiamos propuesto probar.

Ejercicio 121.—En un tridangulo cualquiera, la su-
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ma de dos cuadrados de dos lados cualesquiera es
igual al doble del cuadrado de la mitad del tercer la-
do, mas el doble del cuadrado de la mediana corres-
pondiente a este tercer lado.

iT.'ip/tcacion—Uniendo C con el punto n medio de la recta
AB, se tiene

AC =An -fnC -f-2AnXnm o
CB"=nC"+nB onBxnm Sumando y simplificando

resulta AC '-1-C BZ:ZAn-+ 2nC'

Ejercicio 122.—I.a diferencia de los cuadrados de
dos lados de un triangulo es igual al doble producto
del tercer lado por la proyeccion sobre este lado de la
mediana correspondiente.

Efiplicacion.—Sfi&néi punto medio déla base tendremos
AC ~ An -f'nC ~-p2An X nm
CB = nB f~-nC’—2nB X nm

Restando y simplificando estas dos igualdades,

resub™a: AC“—CB™~4AnXnm:
y como 2An=AB,
se tiene *AC “— CB ~=z2 AB X nm.

Ejercicio 123.—Determinar las medianas de un
tridngulo cuyos tres lados son conocidos.

Eaplicacion.—Por lo que se ha dicho en ejerciciosanteriores.
se tiene: b*+ c*=rzm>+ 2°-|-y,

|UegO; 2m*= b*+ c* 2(b‘+ C*)'a/\
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resultando para m eljk)r siguiente:
/2(b*.
21/

ilireclamente, O por analogia, pueden deducirse los valores
de las otras medianas m' m"™, asi, pues,

m=

tendremos (aHcO

‘=t |/
.t 1 /2(a=+ b*
2y

fiJjercicio 124.—En todo cuadrilatero la simia de
los cuadrados de los cuatro lados es igual & la suma
de los cuadrados de las dos diagonales, més cuatro
veces el cuadrado de la recta que une los puntos me-
dios de estas diagonales.

Esplicacion.—Considerando los triangulos DBCy A C con-
forme lo que precede en ejercicios anteriores, y siendo ny m
los puntos medios de las diagonales AB y DC.

AD «+ AG *=2An';+2Dn"E ,
............... > Sumando

resulta: . . o mmmmeo-
DB CB "=2nB--1-2Dn

mA3"A+W W+ ATr'=2 +4 DIT™
En el tridngulo AnB

se tiene 2 2Ami '

luego
I"~"+Tpm+'BG'VAC 2(2nmV ’

—4nm™*-f- 4Am"-+-4Dn;’
ycomo; 2Dn=:DC, 2Am—AB
se tiene por fin:
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Si el cuadrilatero es un paralelégramo, la recta mn se re-
duce & cero, resultando:
AD DB mfBC ‘-h AC S bC AB/

Ejercicio 125—Determinar la altura de un trian-
gulo en funcion de sus tres lados.

Esplicocion.—Del tridngulo ADC,

resulta @Qh~rb'-Dr/,

llaiiaando DA= h, AC~D.

K1 triangulo ABC dj;

c'= b+ a—2aXCD;
b*+ a»—c*
2a
sustituyendo este -valor en (1) resulta:
4aV — (bN-ha*—e™)\
da=

luego CD:

en virtud de un teorema de aritmética se deduce
N (Qab+ a*+ b’—c') (2ab—b“—a*+ c¥) *

4a*
(@@t b)*-c*)(c*-(a-b)*) _
4a*
(atb+c¢) + —c) (c+ a—b)c—atbh)™n
41"
Llamando a+ b+ c= 2p,
se obtiene a-f~b--c=2(p —c);

ct+a—b=2(p—b)c+ b—a= 2(p—a).
Sustituyendo estos nuevos valores en (2) tendremos

h*=. 2pX2(pE——0) X 2fp—h)2 X(p—a)

4 a*
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luego h = | p(p—a) (p—b) (p—c)

Yy por analogia se podran obtener los valores de las otras
alturas.

p(p—a) (p—D) p—c)

W P (P—a) (P~b) (p—c).

Ejercicio i26.—Calcular el radio de la circunfe-
rencia circunscrita 4 un triangulo en funcién de los
tres lados del mismo.

Esplicacion.—Trazando el didmetro que pasa por C, se tie-
ne que el tridngulo rectangulo EBC sera seraejanlecon ABn,

siendo Bn perpendicular h AC pues ios angulos agudos BEC
y LiIAC son iguales:

luego EC AB

BC -~ Bn*
de donde

(lamando oC=r, Bn= h,BC=a yAB= ¢),
resulta ar ¢
a
0 sea, r= ac
'2h

y como -a) {p
setiene; r= — ' . - e _ac 0 sea

ox P (P—a) (p—b) (p—0)
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abe

p P—a) (P—b) (P—0)-

Bjerdeio 127—En lodo cuadrilatero inscriptible
el producto de las diagonales es igual a la suma de
los productos de los lados opuestos.

Esj5¢ic«cion.—Formese el angulo kDn igual &4 CDB,

y como DAC=DBC,

resultan los dos triangulos ADn y DCB semejantes, por tener
dos angulos iguales;

AD DB
An BC’

por otra parte, los triangulos DnC yADB son semejantes tam-
bién, por cuanto

luego

CDn=ADB y DCn= DBA;

DC DB
luego

Cn BA
De esta proporcion y de la anterior

AD _ DB

An “ BC
resulta DCXBA = Cn x DB,

ADxBC= AnxDB.
Suméndolas se obtiene:
ADx BG+ DCX BA= An X DB+ Cn X DB =
DB{An--j-Cn);
luego AD X DC+ DCX BA= DB X AC.

Bjei'cldo 128.—En todo cuadrilatero inscriptible,
la relacién de las diagonales es igual a la relacién en-



Ire la suma de los productos de los lados que van &
terminar en las estremidades de la primera diagonal
y la suma de los productos de los lados que van &
terminar en los estremos de la segunda diagonal.

Esplieacion.—Tomando AD'= DC y A'D=:AB, tendremos
dos cuadrilateros inscritos que, segun el ejercicio anterior,
permitirdn escribir.

ACx BD'=ABx CD'4-AD'x CB.
A'CX BD= A'BX DC+ A'D X BC.

Dividiendo respectivamente estas dos igualdades y fijan-
dose en que

BD'= GA' CD'= BA'=:AD, AD'= CD, DA'=AB,

ACXCA' ABX AD-hCDxCB

resulta , ,
acxbd adxdg+ abxbc

AG_ ABX AP+ CD X GB

0 s€a BD # AD X DG -f-AB X BG °

Ejercicio 129.—Calcular las diagonales de un cua-
drilatero inscripto en funcion de Jos cuatro lados
a, b, ¢, d, del cuadrilatero.

EspUcacion.SQgnn los ejercicios que preceden podemos
escribir

X y=rac-f-bd;
X ad -f- be
y de4d-ab’

Multiplicando estas dos igualdades

] ad-}-bc
resultara x*= (ac-t-I") X yeot ap
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(ae-[-bd) (ad + b

luego
A 1/ dc-|-ab

Dividiendo las mismas igualdades que anteshabiamosmul-
tipiicado,
Xy ac-|-bd
resulta; n ad+ bc
y dc+ ab

(ac+ bd) (dc+ ab)

luego, y*=- ad+ bc

i (ac+ bd) (dc+ sh).
0 seu, A | / ad+ bc

Bjerdcio 130.—Determinar las condiciones bajo
las cuales la bisectriz interna y esterna de un trian-
gulo corta al lado opuesto del mismo.

jEspitcacton—Trazando por A una paralela AD & la bisec-
triz interna Bn

DB An
tendremos,

y como el triangulo ABD es isésceles, como se desprende fa-
cilmente de la figura

resulta, DB=AB
valor que, sustituido en la igualdad anterior

nos da, CB nc An

Ahora, sipor el punto trazamos una recta perpendicular a
la bisectriz interna Bn, nos determinarala direccién de la bi-
sectriz esterna, la cual corta a la prolongaciéon de la base en
el punto P. Levantando por los puntos A y C perpendicula-
res a la recta PQ, bisectriz esterna, resultan dos tridngulos
rectangulos RAB y BCS que deben ser semejantes por ser



2= 2 como complementos de los dngulos iguales 1= 1; asi
podemos escribir

AR AB
lc”

Mas los triangulos PRA y PCS, también son semejantes,
los cuales permiten establecer )a proporcion siguiente;

AR PA
es pPC

y de esta proporcion y de la anterior resulta:

AB PA

BC ~ PC m

\ si, por fin, comparamos esta proporcion con la que ha-
bia resultado respecto la bisectriz interna (1) se tendra:

An PA
nC PC

Los puntos n, y P, dividen la recta AC arménicamente,y es-
lospuntos ny P no son mas que lospiésde la bisectriz inter-
nay esternade un tridngulo cuya base es la recta AC. hallan-
dose los otros dos lados AB y PC bajo una relacion estable-
cida. Asi, pues, de lo que antecede se deduce que si se quie-
re tener el lugar geométrico de los vértices de varios trian-
gulos cuyas bisectrices interna y esterna terminen enny P,
tomando por base del tridngulo, A C; basta describir una cir-
cunferencia siendo el diametro Pn; supuesto que el punto B
y otros que podriamos hallar no son mas que vértices de di-
ferentes tridngulos rectangulos cuya hipotenusa comun es
Pn. Los punios P ynse llaman puntos conjugados de los
estremos de la recta AC.

Ejercicio 131.—Probar como el producto de dos la-
dos de un triangulo es igual al cuadrado de la bisec-
triz de su angulo aumentado en el producto de los dos
segmentos que estabisectriz determina sobre el tercer



ludo.—Modificacion que defie sufrir el enunciado
cuando se considera la fiisectriz e:xterna.

Esplicacion.—Sea e\triangulo ABC, labisectriz interna AZ?.
el punto E es el punto medio del arco BEC, de la circunfe-
rencia circunscrita al triangulo dado.

Los triangulos ABE y DAC. seran semejantes por ser
i = iy BEA = BCA; luego podremos escribir

AB AE
AD mc™
de donde

ABx AC=AI)XAE=ADX(AD+DE)=:Ad'+ADXDE;
pero ADx DE—BDx DC,
luego ABx AC=AD +BDXDC.

Si la bisectriz es esterna, AD'; los triangulos ACD' y ABE"
resultan semejantes por ser (2= 2), por complementos de an-
gulos iguales (1= 1), y ademas BE'A= ACD'. Asi, pues, po-
dremos establecer la proporcion

AB AD'
AE' '-AC
a sea,
ABXAC=AE'x AD'=AD'(E'D'—AD")=AD'x E'D'—AD";
pero AD'x E'D'=D'GXBD/,
luego ABx AC=D'Gx BD'-A~'»

de cuyo resultado se infiere que e! producto de dos lados de
un triangulo es igual al producto de los dos segmentos en que

la bisectriz del angulo externo divide al tercer lado disminui-
do en el cuadrado de esta bisectriz.

JNjercicio 132.—Determinarlas longitudes de lasfii-
seclrices internas y externas de un triangulo en fun-
cion de los tres lados de dicho triangulo.

Esplicacion.Se%\xx\ hemos demostrado en el ejercicio an-



terior, resulta (1) bc=:x*-fCDxCB; por seria recta ADzzx la
bisectriz interna. Ademas se tiene:

DB _ CD
c b

luego
DB+ CD _ DB , DB+ CD _ CD
b-f-c c b+c b’

y corno DB+ CD= a resulta

ac D = ab

DB=
'b-|-¢’ b-f-c

Sustituyendo estos valores en la igualdad (1) se tiene:

bc= X a®oc_
{b-f-cj ’
de donde be (b-j-clI* —a*bc
(b+~r
n be (b}oy*—aP  be((b-f-c+ 8 (b-}e--a))
“ (b+c)’ - (b+ir

Si a-1-b-f-c=2p, resulta b4-c —a= 2 (p—a); luego ten-
dremos, por fin,

bcp (p—a).
XIT o

Por analogia se puede obtener

2 1/ acp (p—bj

2 abp (p—c).
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Para la bisectriz esterna x' tendremos, segun el ejercicio
anterior,

bc=EIIXEC —x"™ (2

Ahora, por ser AE=x" la bisectriz esterna, sabemos que
puede escribirse

EB AH
EC AC ’
0O sea
KB—EC AB—AC EB —EC AB —AC
EB AB EC ~ AC '’

y como EB — EC = u, resulta
ca be
EB= c—b’ Gz

Sustituyendo estos valores en (2) tendremos

bc= -(-6-_'[:-)';-,— X
a*bc

luego (c—b)-_

be,

O sea

be (& — (c— b)*)—

be (p—b) (p—c)
=A -i/
Por analogia se obtienen los valores de las otras dos bi
seclrices u'y 7'

: 2 J [ ac(p—a)p—oco),
c—a
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ab (p—a) (p—bh).

E'iQfoicio 133.—Siendo d la longitud de una recta
-/M, i/, y M' los puntos conjugados que la dividen en

la relacion —; demostrar las relaciones siguientes.

MA = ad - MB= bd
at b’ a+t b’
.. _ ad
MA—;-rb-, = p_g sia>b.
\ ad bd,
M*A b , M'B= -Ji”"sra<b.
—a b—a

£'sp¢icacion—Sea Ja base AB vy los lados AC y CB que se
hallan en la relacién —”~trazando la bisectriz interna y es-
terna del angulo Cy tendremos en M y M' los puntos conju-
gados de la recta AB que se hallardn en la relacién . asl,
pues, segun lo que ya sabemos, podremos escribir
MA _ a
MB ~~b
y segln principios de la Arilmélica

MA+ MB  a+ b

MA ~ a
6 también MA+ MB a+b

MB ~ b
y como MAH-MB= AB=d
resulta: MA = da

a+ b’
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db
a+ b

MB

Considerando la bisectriz esterna

M'A a
W =

se deduce, T

y segun la Aritmetica se tiene,

M'A—M'B a—b

M'A a '’
. . M'A—MB _ a—b
6 también ,
~ b
y corno M'A—M'B—AB=d,
resulta; M'A = ad ,
a—b
bd
M'B =
a—b’

Esto en el supuesto de ser a>b.
Si la figura guarda la posicion (figura 2.'*),

(i M"B

se tiene, M A~ g
| MB—M'A _ b—a
uego Sta ~ a—~
5 tambié MB—MA _b—a
6 también MB —~ a
y como M'B—M'Az=d

, ad
resulta: M'A

b—a "



M'B bd

EsLo cuando a<[b.

Ejercicio 134.— Siendo o el punié medio de una
recia BCy M, M' los puntos conjugados con relacién
4 esta recia, demostrar directamente la relacion

N-=oM xoM".

Si, /, es el punto medio de 3IM' demostrar al mis-
mo tiempo que

IW ‘= iliy.i(:.

Esplicacion.~Vov ser vy iti' ios puntos conjugados de la
recia liC resulta:
BM _ BM'
..._N[:/\/\ a | '

Segln se desprende de la figura se tiene,

liotoM _ Bo+ oM’
oC—oM M'o—oC

recordando, ahora, que suma de antecedente y consecuente de
la primera razén es a su diferencia, como suma de antece-
dente y consecuente de la segunda razén es también a su di-
ferencia. y & mas no olvidando que Bo=0C. se tiene, por fin,

2Bo 20M'
20M 2Bo’

de lo cual se deduce,

Bo rroM X oM"
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Para probar la segunda parte de este ejercicio nos val-
dremos de la misma proporcién anterior, esto es:

BM BM'
CM CM' m

Segun se deduce de Ja figura, esta proporcion puede con-
vertirse en la siguiente:

IB—Mi __ HI-1-IM"
IM —Gl
6 sea. IB-M 1 M1 —C1

IB+ IM' M'i+ cr

Alendiendo é las mismas consideraciones del caso anterior

y recordando que = resulta:
2B 2MmI
'sT'm 2Cl

6 sea, iMBXIC.

Ejercicio 135.—Siendo My M' dos puntos conju-
gados con relaciéon & la recta BC, demostrar la relaciéon

2
BC BM ~ BM'1

Esplicacion.”liesade luego podemos escribir

BM _MB
MC*“ Krc”
en su virtud BMxXM'C=MCXM'B.

Esta igualdad puede transformarse en
BMX(BM'—BC)—BM'(CB-BM),

6 sea, 2BMxBM'":r:BM'xCB-fBMxGB.



Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por

BGXBMXBM"',
resulta; 2 1.1
' BC BM*" bM"”

Ejercicio 136.—Demostrar que si se trazan entre
dos lados de un triangulo una serie de paralelas & la
base, la mediana que corresponde 4 esta base, es el
lugar geométrico de los puntos de interseccion de las
diagonales de los trapecios asi obtenidos.

Sea 6'm la mediana de la base del triangulo

ACB, tracemos la ab paralela & Ali, y como los triangulos
AUC y abe son semejantes, dan

AB AC
ab aC
Los tridngulos y anC también son semejantes, y nos dan
AC Am
aC an

deduciéndose de estas dos ultimas proporciones

AB_Am

ab an’
y como Am:=4-AB
resulta que An= —ab.

il
Uniendo ahora 6 con A resultan dos triangulos semejantes
onb y Aom, por ser las rectas nb y Am paralelas; luego
Am om
nb on

Uniendo luégo a con B, y en el supuesto de que esta recta



corle & Cm en el punto o' distinto de o, tendremos que por
ser los triangulos flo'n, 0'mB semejantes, dan

mB mo
an on
y como Am=mByan=nb

de las dos V'iltimas proporciones se obtiene,

mo  mo
no on
cuya proporcién puede transformarse en
mo + on mo'+o'n
on on
y como mo-|-on = mo’'-(-0'n,

se tiene on=0"'n, lo que nos dice que el punto o'ha de ser el
mismo punto o, sopefia de caer en un absurdo manifiesto-

luego las diagonales del trapecio ABba se corlan en un punto
de la mediana. !

Lo mismo se probaria por otra paralela & la base

Hay que advertir que este ejercicio se podria demostrar
también de una manera ingeniosa por medio de la teoria de
los polos y polares, lo que dejamos & la discrecién del Pro-
fesor.

JNjercicio 137.—Hallar el lugar geométrico de va-
nos puntos de un plano igualmente iluminados por
dos focos colocados en este plano y cuyas intensidades
a la unidad de distancia estdn representadas por las
cantidades a j b.

Esplicacion.—Para probar este ejercicio debidamente, es
forzoso conocer un principio de Fisica, el cual dice que la
intensidad de los rayos luminosos estd en razén inversa del
cuadrado de las distancias. Asi, pues, siendo o y ¢ las inten-
sidades respectivas de los dos focos luminosos resultaré,
Ilamando d la distancia ab, y, x la distancia an. *

N (d—x)* _ nb*
b” X* ‘
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Si hallamos ahora puntos cuya distancia & los puntosay 6

estén en la ralacion — , seran puntos del lugar geométrico;

pues suponiendo que n' sea uno de estos, tendremos:

n'b__ nb
n'a ’
luego. n’b* an
n'a m na*
de donde a n'b"
b n‘a »

Asi, pues, todos los puntos pedidos™ no son mas, segun se
deduce de lo dicho en ejercicios anteriores, que puntos de
una circunferencia cuyo didmetro sea la distancia de los dos
pulnt9§ conjugados de la recta ab, dividida ésta conforme la
relacién

nb
an

de cuya formula se deduce:

e 6sea; an= d 17
“ - ] -
an - a+ 1™b

para determinar el punto n.

Ejercicio 138—Hallar en el plano determinado
por tres focos luminosos, el punto igualmente ilumi-
nado por cada uno de ellos.

-iispficacion.—Suponiendo las intensidades respectivas a
b, ¢, hallaremos los puntos conjugados de la recta ab confor-
me el valor

d Kb d Kb

an: am = -
KT+ KX KIT-KF
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quedando asi determinada la circunferencia que pasa por los
puntos conjugados m y n de ah. De una manera parecida de-
terminaremos la circunferencia cuyo diametro es m'n', con-
siderando estos puntos m'n'relacionados con 6 y c siendo
o6yelas intensidades respectivas de estos dos focos lumino-
sos. De modo, que el punto pedido vendra determinado, como
es facil de comprender, por la interseccion de las dos circun-
ferencias que hemos trazado anteriormente.

Ejercicio 139.—Hallar el lugar geométrico de los

puntos que dividen en una misma relacion dada
n

todas las rectas comprendidas entre un punto dado

A y una circunferencia dada o.

Esplieacion.—Dividamos la recta Ao en la relacién se-
gun el punto P: tracese luégo una recta cualquiera A Mndivi-
diéndola en la misma relacion — en el punto Q, y tendremos
que por ser los triangulos AQPyAoAf semejantes, nos daran

AP  PQ m
Ao Mo m-j-n

Tomando una nueva secante AM' resultara, por razones pa
recidas alas anteriores,

AP PQ' m
Ao oM' m-f-n’
QP PQ*
luego
g Mo N oM
y como Mo=oM'=
resulta: QP= Q'P=

De manera, que el lugar geométrico pedido de los puntos
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y* 0 . sera una circunferencia, cuyo centro vendra de-

terminado por la relacién contada sobre la recta Ao. Ei

radio de la circunferencia del lugar geométrico que se busca
vendra representado por;

QP: -X Mo.

Bjerekio 140.—Hallar el lugar geométrico de pun-
ios, desde donde se vean bajo un mismo angulo dos
circulos dados.

Esplicacion."Se& el punto M uno de los pedidos, y como
los &ngulos aMC y BMC' formados por las tangentes deben
ser iguales, deben resultar sus mitades A Mo y BMo' respec-
tivamente iguales: luego los triangulos rectdngulos AMo y
BMo' son semejantes, decuya semejanza, llamando i?yr a los

radios respectivos de las dos circunferencias, podemos es-
cribir,

oM
r o'M "’

y lo mismo resultaria si tomasemos otro punto A/, pues se
tendria que verificar

R _ oM
r o'M’
luego los puntos M, M'.... gozan de una propiedad tal, que

uniéndolos con los dos puntos 0 y o'quedan las rectas que
resultan en una relacion constante — ; luego segun lo espli-

cado en ejercicios anteriores, el lugar pedido seré una cir-
cunferencia cuyo didametro sea la distancia de los puntos

conjugados de la recta 00', y segun la relacion — .
r

Ejercicio 141.—Hallar el punto desde donde se
vean bajo un mismo angulo tres circulos dados.
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Esplicacion.~T>i la primera y segunda circunferencia se
deducira, como en el ejercicio anterior, la circunferencia re-
ferente a los puntos conjugados de la recta que une los dos
centros de las dos primeras circunferencias dadas; luego se
combinara la primera circunferencia, por ejemplo, con la
tercera, y se determinara una nueva circunferencia corres-
pondiente & los punios conjugados de la nueva linea de los
centros; y esta Ultima circunferencia combinada con la que
habiamos hallado anteriormente nos dara el punto pedido en
el ejercicio.

Ejercicio 142.—Sean dos recias cualesquiera AB
y Si se divide en el punto C en la relacién

y si de los puntos C. B se bajan sobre X Y las
perpendiculares AA\ CC, BB\ se tiene.
GG'(m+n)=n. AA'-j-m. BB".

Esplicaeion.—Conforme se desprende de la figura, se vé
que los triangulos ArC BCs son semejantes; por conse-
cuencia.

m Ar CC'— AAN
Bs BB'—CC"’

m-}-n __ BB'—AA'

luego, m CC'—AA’
de donde

(m+ n) (CC—AA)Y= m(BB'-AA");
descomponiendo, N

(m-]-n) X CC'—m X AA'—n X AA'z=mX BB'—m X AA’
simplificando,
(m-hn)X CC'= nX AA'-]-m X BB".

Fjerrmo i43.—Dado un punto A y un circulo o.
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n circulo por el punto /1 una secante
ABL sobre la cual se toma un punto J/"tal, que se
enga AMXAG”K~”; hallar ellugar descrito por el

punto M cuando la secante Ai?Cgira al rededor del
punto d.

_£9p&aclon -Trazando Ja tangente AP, lJamando & la lon-
gitud de esta tangente Z, se tiene;

ABXAG=:L*;
y como por hipotesis,
A M x AC=r:K%
dividiendo respeclivamenle estas dos igualdades se obtiene,

AM
AB L»

Tomando otras secantes resulta:

AM AW K
AB AB' -— = constante;

de donde se infiere que los puntos MM'......... son puntos de

una circunferencia cuyo radio se hallara en virtud de Ja pro-
porcion

K>
u ¥

llamando R el radio de la circunferencia o; asi el radio x de la
circunferencia que se busca vendra determinado por
JO

Xx= R
1/

Ejercicio 144.—De un punto dado fuera de una
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circunferencia, trazarle una secante tal, que la cuer-

da interceptada sea media proporcional entre la se-
cante entera y su parle esterna.

Esplicacion.—S\ suponemos una secante/IBC, para que
B C sea medio proporcional entre AB y i\C, es preciso que TtC
sea igual a la tangente AM, puesto que

AM’= ABX AC;

y para ello es necesario que en la circunferencia o sea posi-
ble trazar una cuerda igual & AM, tul como A'M": pues tra-
zando luégo la perpendicular on & dicha cuerda y en seguida
con el radio on una circunferencia, sabiendo que todas las
tangentes trazadas & dicha circunferencia, comprendidas por
la circunferencia dada deben ser iguales hA'M' 6 sea &, AM\
se deduce que trazando desde el punto A una 6 dos tangentes
a la circunferencia interior g*uedara resuelta la cuestién.

Ejercicio 145.—De un punto dado fuera de una
circunferencia, trazarle una secante tal, que el pro-
ducto de la secante entera por su parte interior sea
igual a un cuadrado dado, K~

Bsplicacion.—Trazando desde A la tangente AD, resulta

ACX AB= AD;
0 sea, ACX (AC—BC)=:"aD"
de donde AC ACx BC= AD
lo que do AC X BG— AC —AD ,
y como por hipétesis

ACX BC= K*
resulta, K*q- AL) AC;

luego levantando en D una perpendicular 6 AD, tomando
D E =K la hipotenusa AC representara AC;para lo cual
bastara, haciendo centro en A, describir el arco EC que cor-
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minara la posicién de las dos secantes AC y AV que se su-
jetaran a tas condiciones del problema.

/™wrciao 146—Dado un triangulo obtnsangulo,
trazar desde el vértice del angulo obtuso al lado
opuesto una recta, cuyo cuadrado sea igual al pro-

(ucto de los segmentos que ella determina sobre es-
te lado.

Espticacion.-Si por el punié B determinamos la posicion
de una cuerda lal que quede dividida por el punto /en dos
frianird «r 'mfp“** circunferencia circunscripta al
tr angulo ABC; la cuestion quedara resuelta, pues, segun
principios muy conomdos tendremos, °

APx PC=:DPx PB—

trall'rnI"T posicién de la cuerda DB, basta

lenlr?, pt AN P“-“lola & AC: luégo, por el
centro la perpendicular onéAC, tomando qm=qnfsi traza-

mos ahora por m una paralela @ AC, determinara en la cir-
cunferencia el punto D, y este punto sera ei otro extremo de
a cuerda que se busca; pues es facil de ver, que por ser pg

a paralela_rnedia del trapecio linmD debe dividir al lado, 6 &
la cuerda DB en dos parles iguales.

Ejerckio 147 .-~~esnn didmetro de una circun-
ferencia, CD una cuerda perpendicular 4 AB: si fior
N tomado sobre CD se traza una cuerda

APQ; demostrar que el producto 47" ™0 es cons-
tante.

N 'syiicaciora—Unamos el punto Qcon Ti, y tendremos dos

triangulos rectangulos APo, AQ B, semejantes, por bmerel an-
gulo agudo en A comun:

luego AP_ Ao
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6 sea, APx AQ~Ao XAH

y como AoXAB es una cantidad constante, resulta APX"Q,
también constante.

INjercicio 148.—Si se junta el centro de un circulo
cén un punto de una cuerda, el cuadrado do la recta
obtenida, mas el producto de los segmentos que el
punto determina en la cuerda dan una suma igual
al cuadrado del radio.

Eipiicacion.-Sea la cuerda AB y el punto dado en ella P,
razando el didmetro que pasa por P tendremos:

APX PB= RPXPQ
0 sea, AP X PB= (Ho—Po) (Po+0R);

luego,

APX PB= Ro”~-PoXO0OR--RoX Po— Po"
de donde, AP X PB+ Po Ro *

Ejercicio 149.—Las cuerdas comunes & una cir-
cunferencia fija, y a todas las circunferencias que se
pueden trazar por dos puntos dados, pasan por un
punto fijo.

EspUcacion.—Sean la circunferencia fija y m, la circunfe-
rencia que pasa porlos puntosy B: determinando el punto
C, interseccion de las cuerdas AB y ab luégo

(DCAXCB=rCaXCh,

trazando por el punto C Ja tangente CM & la circunferencia
n; se tiene,

CM =CaXChb
y en virtud de la igualdad (I)
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W"r=CAxCB,

luego, trazando por el punto C una nueva secante Ccd, ten-
dremos,

Ccx Cd= CM~,
pero como CM'=:CAxCB
resulta: Ccx CdNCAXCB.

Lo que nos dice que por los cuatro puntos ABcd podemos
hacer pasar una nueva circunferencia; luego las secantes que
pasan respectivamente por AB y por los puntos de intersec-
cidn de esta nueva circunferencia con la fija, se encuentran
en el punto C anterior; asi podriamos suponer infinitas cir-
cunferencias que pasaran porA5, con la seguridad deque
la secante que pasa porAi? y las otras que pasan por los otros
dos puntos de interseccion se encuentran siempre en el pun-
to fijo C.

Ejercicio 150.—En Lodo tridngulo la semi-diferen-
cia de dos lados es media proporcional con las distan-
cias del punto medio del tercer lado & los puntos
donde este lado es cortado por la bisectriz y la altura
que sale del vértice del dngulo opuesto. Del mismo
modo, la semi-.suma de los dos lados es media pro-
porcional con las distancias del punto medio del ter-
cer lado & los puntos donde este lado es cortado por
la bisectriz del suplemento del angulo opuesto y la
altura que sale del vértice de este angulo.

EspUcacion.—An representa la bisectriz interna; Ar la es-
terna; Ap, la altura del triangulo ACB\ y Bm, la diferencia
de los lados AB AC: luego tendremos,

AB nB
ACEm nCm
AB+ AC nB 1C

de donde, Y aB—Ac nB—nc
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Tomando el punto n' con la condicién de ser,
u't= Cn,

si oes el punto medio de la base resulta,

on=:on'

y con esas anotaciones la igualdad (1) se trasforma en
BQ__CB
uiB Son
nili _ BQ
2on” CB’

igualdad que puede escribirse de la manera siguiente;
mB

on CB @

pero BOX mB=0BXsB
éseay quA = cbx”
sB
BQ
de donde CB mB

luegOj sustituyendo este valor en (a) resulta,
niB sB

on mg @
sD

Si probamos que - =0

guedara demostrado el ejercicio.

Para esto se tiene,
po+ 05= Cp Cp+ po= os+ sll,
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sumando estas dos igualdades, resulta,

po-{-os-}-Cp+ po=rCp o0s+ sB,
6 sea, 2po= sB,
B
de donde - op.

Sustituyendo este nuevo valor en la igualdad (2) se tendra
por fin,

mB
2 _ Op
on
~ 2 '
que es lo que quiriamos probar.
La segunda parte del ejercicio se resolvera trazando la bi-
sectriz esterna Ar. Asi, pues, podremos escribir
rB__ AB
rc ~"Ac’
rB+ rC AB+ AC
rB—rC AB—AC’

rB/~-rC AB+ AC
mBC mB

luego,

y simplificando

mB AB + AC
BC-rB +rC

Por otra parte tenemos
mB X BQ=:sB X BC;

0 seo,
mB{AB + AQ)= sBxBC
de donde; mB (AB + AC)=:sB X BC
mB sB
luego;

AB + AC
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pero en el caso anterior hemos hallado

sB = 2op;
luego raB 20p
BC AB+ AC'
isle valor en la igualdad 1(3)
AB + AC 20p
rB+ rC Ali-I-AC’
AB+AC
. 2 op
6 sea,
rB+rC “ AB+ AC *
2 2

Con tal que demostremos, ahora, que

rB-i-rC
= Oor

quedara probada la segunda parte del ejercicio, y para ello
se tiene,

rB= ro+ oB, rC= ro—oC;

luego rB -j-rC= 2ro
rB+ rC
0 sea, ) 'ro.

Ejercicio 151.—Dado un triangulo .476’y la cir-
cunferencia circunscrita a dicho triangulo; dada la
bisectriz AD del angulo A que corta aBCen vy &
la circunferencia en E: y ademas la recta AD' bisec-
triz del suplemento del angulo A que corta al lado
BC prolongado en y ala circunferencia en E';
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Demostrar que larecta B E es media proporcional en-

tre EA™ ED ” que BE' es media proporcional en-
tre E'A y E'D".

Esplicacion.—Sea ADE la bisectriz interna del angulo JIAC

asi como E'A O', la bisectriz esterna del mismo angulo: Los

tridngulos ABE y BDE son semejantes por tener el angulo
E comin y BAE= DBE, porque EAC= BAE, y como EAC
= DBE, resulta BAE=DBE; luego puede escribirse

DE BE
BE He

Para la segunda parte se tiene D'AB/~E'AC, por comple-
mentos de angulos iguales (1=1)

luego, arcoBAE'=arco E'C

pero el angulo BAE'=:—BECE"

D'BE'=1iBAE'+ BEC)=:-I(CE'-1-BEC)= -IbECE"

asi, pues, se deduce que BAE'=D'BE", de modo que los dos
tridngulos E'BA y D'fiE"' son semejantes porque tienen el an-
gulo E Igual, por ser comun, y luego D'BE'=BAE" por lo
demostrado: asi, pues, podremos establecer entre los lados
homologos de dichos dos tridngulos la proporcion siguiente-

AE'
BE' b'E"
la cual nos prueba la segunda parte del ejercicio.

Ejercicio 152.—Dadas dos cuerdas que se cortan
en angulo recto sobre un punto interior a una cir-
cunferencia; demostrar que la suma de los cuadra-
dos de dos rectas opuestas determinadas por sus



puntos de inteise”pnj”~e la” cuerdas icon la circun-
ferencia es igual ai cuadrado del diametro: asi como
también que la suma delJos cuadrados de los cuatro
segmentos de las'dos:rectas'dadas;’eg'i'gliai ai dUadra-
do del diametro. , —
a/ ; A ~r oA =“ po

£>spI|caC|on "Se&n AC y B D las dos cuerdas perpendicu-
lares, tracemos on pprpendjcul”™r a tendré ACo=Con,
por ser AC y on -parillélas; tomemos Tuégo nom= Con, para
lo cual.te”ray<jjue serm prqglo™qipii;
fécilménté se puede comprender, de modo que "Nieindp pn.lu
bisectriz del angulo Com se tiene Cn= mn y como debe re-
sultar también Bn=nD i s"dedu™ qup

Ahora, el triangulo ABm da: )
:eJlu8DT Y llov eolognéiil eob eoi B™odfi eomemoT

Ara"=
XpBX2— pH-f 'o=l"po
y como segun lo demostrado anteriormente 6m=rCD, se in-
fiere que .Q, up; a7+ “on

Am. laAB eteCuDdlengi aob aela» sQ

Para la;segundajparte defoje"Tj"iciOj,!,se

"+.ghnBnmy

A i . I
Sumando e§|1:gs_d|9,\.|gualdades, ’/.iqu/-f- Do
AN -+'CD ==1 "+ AN ANE-5D -
DY ) ->p -- I'A+ U
PA™NAM O 'Alr'-h'CD'A=AN=

Ilamando B el didmetro, resulta por fin
P —Aq Bq Cq gD.*

Ejercicio 153 —Probar como en el ejercicio prece-
dente debe resultar
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4'5M+ac N+ AN=8"®

Esplicacion.—Trazando la recta op perpendicular & /IC,
deduciremos de Jos tridangulos Aoq y yoC,

og = Ao mt+ Aq 2X Ag X Ap;
X pC X qC.

~ Sumando, trasponiendo términos y simplificando al mismo
tiempo resulta,

20qV2Ap (Ag+ qC)—2A0*fl q " (i) .
Tomemos ahora los dos tridngulos Bqo y qo¢), y resulta:
og =0B +Bg —2xBgXBr;
og = oD "+ gD 2X gB X rD;

De estas dos igualdades se obtiene,
2Br (Bq -I-qD) —
Sumando esta igualdad con la (1) tendremos,
4'og 2Ap(Ag+ qC)+2Br (Bq+gD) =
=4ANN+A5'+'5G'VW "+ gD~ (2)

pero 2Ap=AC, Ag+ qC=:AC, 2Br=:BD, Bq+ gDi=BD,

y como segun lo demostrado anteriormente,
Aq qcC f~qgD ~=4 Ao "

sustituyendo todos estos nuevos valores en la igualdad (21 se
tendrd,
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6 sea,

qgue es lo que nos habiamos propuesto demostrar.

Ejercicio 154.—Si se loman dos cuerdas cuales-
(juiera una semi-circunfereucia cuyo dia-
metro es AB demostrar que:

AB “= ADX AP+BC XBP,

siendo P el punto de interseccion de dichas dos
(uerdas.

/m; <ip;ie«Cion~Segun se desprende de la figura resulta:

AP AB 2X PB X CB.

1InN=al'M-1-"Zp “i_"SaP X AD.
Sumando estas dos igualdades se tiene:

AP“+ PB m— 2N “ } "2 _~7p-~_2PBACg__2APXAD.

Simplificando y trasponiendo términos en esta igualdad se
obtiene:

AB"= AD X AP+ BGX BP.

Ejercicio 155—Sea M el punto medio de la hase
BC de un triangulo cualquiera ABC: | el punto de
contacto del lado BC con la circunferencia inscrita al
mismo triangulo ABC: E y E los puntos de encuen-
tro de la altura y bisectriz que salen del vértice A
con BC: Demostrar la relacion MI X HI=MH x KI.

Bsplicacion.—Por ser la recta AK la bisectriz, resulta:
AB _ KB
KG’
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AB —AC BK —KC
de donde AB KB - 0)

Pero se sabe que'M"

An= Am, Bn=:BIl, mC= Ci;
luego AB —AC= BI—iC;
cuyo valor sustituido en la igualdad (1), da

BI—IiC BK—KG

AB KB
0 sea, siendo M el punto medio de BC,
1 aK
BM+ Mf—(BM—MI) _ (BM+MK)—(BM —MK)
AB KB
y simplificando se tiene:
2M1 2MK
AB KB
MI AB

de donde, M K Bk (9

Ahora, corno Bo es la bisectriz del angulo ¢1, puede escri-
birse,

lay : — Ao:
BK ok’
] jr—m - .
y corno las rectas oi y A~son paralelas resulta:
- Iiili = AO_HI _ - b'i* olOfiHN»":
VW BT - AR HI
luego, . I RN BK Kl tni;?- «O-N

sustituyendo en (») tendremos, i
MI H1

MK *  KI’
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6sea, M1x KI=MKx HI,

igualdad que puede trasformarse en

Simplificando, por fin, resulta:
29X0:. ;&qjjc
MI XHI=MHx KI,

gue es la igualdad que nos hablamos propuesto demostrar
; iOlslint»; m -1 31?2 oi ? ccd log re-i...
L qo oLj-; loi) dL'Gui it 8uiilw /
>Qqcij Jj > 9INNAL> 1l 8i)

<Jn>f ;Lo el'inn'iJ oioegeal lo eaS—.it0joao’j\<\W»3.
9jjp é Blsiaing gnxn eioai el Q.K eb oibei-'i
-.i) lei- ol ¢ elnolevijjpe éiy«;ome'i*™lUleleieq iebsi-ji
ilIA Y eofugnéiil ;oh eol st>el oliee loq .cioc-fi

/ ijj o
1“7 X Om=:"3nm oii/”*néhJ Isb
xag=an”-----—-- i—

iOflieibnei eobobleoj™i eob rJ-i» obnsnmfc

_ATj-j_iml~ =~ X8qg+”~ X Om—ang+ Onm
-imX in= OinfX ~ =

- Li ' Jim ngxn eb fOIA lo obnsii umoo y
sup BS

,Oagm —= anqg+ Dncri

Jjagm*“ =anD <"iéul



4.* SECCION.
Superficies.

Ejercicio. 156.—En un trapecio, el tridngulo que
tiene por base uno de sus lados no paralelos, y por
voértice el punto medio del lado opuesto”™ equivale a la
mitad de la superficie del trapecio.

Esplicacion.—Sed. el trapecio ABCDy trazando por el punto
medio de la recta mnp paralela a CB, tendremos que el
area del paralelogramo mpBC sera equivalente & la del tra-
pecio, por serlo la de los dos tridngulos Dnm y nAp. Ahora,

Area del triangulo mnCzrmcC X >

" _ nt
« PnB=pBx T
Sumando estas dos igualdades tendremos
mnC-fpnB~raC x -+ pBX ~ —-*(mC+ pB)—

nr N N
— X 2mC= nr X mC

1
y como nr—— rt; siendo el area de nipRC—vi X mC, resul-
ta que

mnC+ pnB= —mpBC,

luégo, CnB=z:— mpBC;
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pero, como el area equivale &4 la del trapecio/45Cl),
resulta por fin,

CnBrr-i-ABCD.

<

Ejercido 157.—Dividir el area de un triangulo en
partes proporcionales a las longitudes N', jP, por
medio de rectas trazadas desde un mismo vértice.

EspUcacion.—Dividase la base AB en partes proporcionales
alas rectas M, iV, P, y para ello formese un angulo cual-
quiera BAP; y tomense las partes AM, MN, NP, respecti-
vamente iguales & A/, N, P, sobre AP; Gnase luégo P con B,
trazando por iVy iWrectas paralelas & para determinar
los puntos N', M', que, unidos con el vértice C, nos daran
los triangulos ACAI', M'CM", que por tener la misma
altura nos daran también areas proporcionales a AM\ M'N’,
N'B; pero como estas rectas son proporcionales & ilf, N, P,
tendremos asi que los tridngulos ACM ', N'CB, seran
proporcionales 4 M, N, P, que es lo que nos habiamos pro-
puesto resolver.

Ejercicio 158.—Determinar el area de un triangu-
lo equilatero cuyo lado es a.

. CN ,
Esplicadon.Sahemos que S= AB X —g— conforme & la

figuraj si llamamos AB=a, CN = h, resulta:

*=4 =/ -"-1-
por ser hun cateto del triangulo rectangulo ACN
AN=-a.

Simplicando el dltimo valor hallado se obtiene,

que es la férmula pedida.
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Oaictilar'el ®@®a dé ttiaiigulo
inserito en una circunferencia de radio ~7'EIl inismo
problema para el esagono  -'dodecagono regulares,

el cuadrado y octdgono regulares, el pentagono y de-
eagoniin-régMains.A-NI69ié  ii0iYiCi—-<- V-

asiijnoioioifO'Kj aeliBcr

¢clgo & & A *1 21i i | .ifoftwl~o

eBqi < Vi BBloei sBI &

sslieq 38l sensmoi v */IK” fiioiun

4 q aa”Lgi e)ne, v

"isniimaleb eieq *la & asleleleq saioai Uy 'i®? obnasB'ii

fieififaaon ,0 eodiovj™g” vogjnr ~iuv JIfi. ’\Meanuq €0l

Yeeim el IeneJ log sDi2. A04«*y*“ W eoiiignei-ij eoi

1 'Alt ,"\HA Oaelenoioioqo'iq eesié nsidmel néiefa eoa eiuiir
Iftego efi este caso resultapa/ioa eeloei eeles omoo oieq

i¢i88 ,0.0'VI ("VIOIt eoilignéiii sol e«p iae aoraeibnel
-0iq aocaieided epa Ofp oi eoeup *V VI .p € asienoioioaoiq
2 dfi — 2 < .levloeai olesjjq

-j/gnEhJ au sb Es7¢ lo aBniraisjrfl—.8gl

Conociendo ahora el lado el apotema, conoceremos el
area del triangulo™en funcion deH, por medio de la formula

genera -.irjuioo X & A ~ s oup Eomedeg— «0i0»3jig«3
1iJi0ee'iS* 3L X.-~rflA :om .7efl le ;oiuga

‘b \ Lb de_
luego S= 3RVT’\££:.£R»VV

AO oiugnpiosi oiognéii} leb oleieo nu A fes log
Exagono y dodecagono. \

En d exa'i®o Rié“L;’A

:yI'/4R R'" = I Ktt
n-oq elumioi si ' % 5Uf
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s"® x»V T = | r-K37 -
r\|+2\N L X fM-a-M)\
area del exadgono."! 'l

Para el dodecdgono basta recordar 14 formula

L

MMl ¢ lu=r. Ip fiib*n>
que da el lado de un poligono de duplo numero de lados que
otro dado enfuncidén del lado de este y del radio de la circun-
ferenciacircinscrilc”. Asi, pues, como en el caso que nos ocu-

palLrrR,resulta:
L'=|Xir(a+|)-|/"r(r-]) =

I ~ R 11(t-T-KT).
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S-yX f (KT-KT)x4 |/72T iTf =

=T ~'[/ (™M™ -1MfTXx|~"2+pTAH

= ~R~yT=3n\
Cuadrado y octégono.
Para el cuadrado sabemos que L= R , luégo
A—y K4R“—L* —Y [MR*—2R*~ ~ K 2 ;
4RK?2 R

----- 5——X— K2 =2H*.

Para el octégono recordaremos la misma férmula del caso
anterior, esto es,

1'= |/ r(r+L) _

Sustituyendo el valor de L y6 hallado tendremos,

U= |/ r(p R™X2



— 128 —

=» (|/ i - 17 -

Formula del apotema;

A=3 — I/4R* —V

Luégo

= 4XR

= 2H»X 2K~TR*.

1/2

Pentagono y Decagono.

Lado del pentagono,

275
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Apotema.

Y f/4R» L»= ~1/ 4R*-~'(lo-2 KT)

6+ n 6+ 2K N

: Para el area 5 se tiene:

5x ||/ i0-21/°

S= 1+ SURIZB+STIN

60—12K X * 20i/5 — 20 _

10+2 K5
Pasando al decagono tendremos:- J o nn
AW .
Sustituyendo el valor de L, no=z
L'y 4 R+ 2 12 5
) -
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Para el apotema se tendra
ol Wi

I/4H*— '=* =tia = d:-.

. 16-104-21/ T .
*—Kio—al/V ~_R j 4 K6Ll2t"~r
t i l'll_i
lueco el area \{?.?Iq.ra.rgg(r(%si%%?;da Ror - Jonidn.s ,
[oL~ v eifi'ii lob oiddli; Y ay!
a S=- X Arr-iO adiilgec: o e+t
ur T i O efiool.

X —|/~ 4+y 6L21/Y _

(|7~ 8+2KIi0-217f+2 1/6+21/7.-+ 1/10+2L/T-
8—2 +2 K6+7{77- 1/10+

Bjercicio 160.—ABCI) es un trapecio en el que el
angulo A es recto, el angulo\5 igual a 30 grados, la
base AB igual 4, la altura .46'igual & U; determinar
el area de dicho trapecio.—EIl mismo problema, supo-
niendo el angulo B igual 4 GO g®

EspUcacion.—E\ angulo oDB resulta, segin se desprende
de la figura, de 60 ¢g"; ahora, si tomamos & la izquierda de la



I

— 126 —
recia DD', otro dngulo oDE igual & 60 g", se tiene EB igual
al lado del triangulo equilatero; luégo

EB=:DBIi/T . Ademas DB=:DD'=2Do,
en su consecuencia
EBz=DB 3] Osea 20B:£=2Do 3,
de donde
oB= DoK 3
y como AB —oB = CD, tendremos con esLo conocidas las ba-
ses y altura del trapecio, y en su virtud su area.

Para el segundo caso se tiene la figura 2.* en que el angulo
B se supone de 60 grados, resultando:

DD'=DBK3, DD'=2Do, DB—20B;

luego 2Do= 20B K 3,
0 sea 0B: Do
KT

Y como AB—0BzzCD, tendremos con esto, conocidas las
dos bases y la altura del trapecio, y, por consiguiente, re-
suelto también el ejercicio.

Ejercicio 161.—ABCD es un trapecio en el cual el
angulo A es recto, y el dngulo B de 30 grados, las dos
bases paralelas AB™ CE, sona y Determinar su
area.—EIl mismo problema, suponiendo el angulo B
igual & 60 grados.

Esplicacion.—De la figura 1.» resulta;
AB —DC= a—b= oB.
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Como E B debe ser el lado del tridngulo equilatero, resulta:

20B= DB Ka*“,

luego bB= ~

Una vez que sean conocidas las rectas DB y oB se determi-
na la altura del trapecio por medio de la formula

para tener asi determinados todos los elementos necesarios
del &rea del trapecio.

Para el segundo caso, considérese la segunda figura la
cual nos dg;

a—b=0B = TDB;

luego 2(a—h)= DB

y como nos son conocidas las rectas DB y 0B, puede deter-
minarse facilmente la altura Do por la formula

Do ]/ DB DB~”
Asi, pues, conociendo las bases y la altura del trapecm que-

da determlnada el area de él.

Ejercicio 162.—Dado un circulo, trazar un segun-
do circulo concéntrico al primero que divida su su-
perlicie en dos parles equivalentes.
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Esputacion.—Llamando ” y r los radios respegl{yps.eni los
dos circulos, segun el enunciado tendremos;

‘(R.Ulidpao£

. ~=aa ogeni
0 sea RAI=2r%,

de donde Ao\ tVQ.c'R~r V 2iyoonoo noaa eop sev saU
jm'ibl el efa oibsra loq «jl.osgeii leb eiullu of oii
lo que nos dice que el radio r que se busca es igual & la mi-
tad de la diagonal del cuadrado, cuyp lado es igual & R; asi,
pues, construyendo un cuadrado sol™e oA trazando las dia-
gonales 0B y AC, resultard on que rapresenlara el radio de la
circunferencia pedida.
ul aoi." i> i-iiab ibtf -lane) o4o-
Ejercicio 163.—Si desde un puntbii ‘dé"ud@™cir-
oulferencia considerado como & centrby'€im’tiri Vadio
igual al de la circunferencia se describe tin arcd de
circunferencia, divide éste a la superficie del circulo
en dos partes: Hallar la relacidon'de estas dos partes.

Esp¢icacion—La part© fi se.compone de dos trian-
gulos jguales KA O B y de cuatro segmentos jguales KANBmA :
Ilamemos n"al radio de la circunferencia; el tridngulo AOfi
que debe ser equilatero, nos daré para espresion de su area;

r -
— 3 ; de modo que ©

cia - — m-ia \ . C=-)a

ACO+ AOBz=— Ks —— 3.
0 T2 R o i A+ JOuoo Jis/.
B . _Janiancij-."lj o.
\ r r*

El segmento AnBmA = —grr X --------—--K 37~

i ® 2— "a)! od4omia\o\
r* ~Mp-jaaonoo oinoiio ob
- D> r-"rifiqg aob ae ebiling
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Por ios cuatro segmentos iguales, resulta;

luego

BOCpAmB — t— 3" —

r- 4rr~-3rM/F

liamando aal area comprendida por estos dos arcos. Si de-
signamos por <X el area restante del circulo, tendremos;

47:r~-3rM/3 .2 w3
6

4~ —3r- K"3 4t—3K'3

a 27 j3r=K T ” 27+ 31/'F '
S 18tK T +27
~ oo, — 27 -

Ejercicio 1G4.—Siendo a. ¢, los tres lados de mi

Iridngulo, 2p sn perimetro; demostrar que la superfi-
cie de dicho tridngulo es igual &

i

Explicacion.—En uno de los ejercicios anteriores hallamos
que la altura Bb, llamandola h viene dada por,

P (P—a) (P—b) (p— e).

—y X |/p{p —e)(p—D) (p—c/
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y como el area del triangulo ABC es igual & , sustitu-

yendo aqui en vez de h, el valor hallado, resulta:
-AX-r- i/p(p—a) (p—b)(p—c) =

—Kp(p—2a) (p—Db) (p—c).

Ejercicio 165.— Siendo a, 0, c, ios tres lados de un
triAngulo, hallar en el interior de éste un punto tai
(luejuntandoloéalos tres vértices delmismo, se formen
tres angulos proporcionales & los numeros m, n, p.

Explicacion— En el supuesto de ser o el punto que se bus-
ca, se tiene.
AUB m AoB m

BoC ~ n’ AoC *

luégo, Bo( aAoB, (1) AoC-= -r’E;AoB

Mas sabemos que AoB + BoC + AoC= 3C0°% yen virtud de
los valores anteriores resulta,

360“=:AoB-h-i-AuB-f-B-AoB ==
m m

_ ) . m+ n+ p
= (I f m m)/zloB XAo0B.

Asi, pues, AoB=r- m *X360".
m+ n-hp

Sustituyendo este valor en (1) y (2), se tiene;

N-r - X 360%—. X360V
n+p m+

m+ n+ p
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AoC = 'n'fx'm-j-n-f-p X360° = m-j-n+ pX300\

Determinando, ahora, sobre cada uno de los lados del
triangulo ABC arcos de circunferencias, correspondientes «
los angulos deducidos de las formulas anteriores, el punto
donde éstos arcos se corten sera el pedido.

Ejercido 166.—Dado un rectangulo uUiCD en el
cual, laaltura AD=a, y la base .1i?=.2a: desdo el pun-
to Ay como & centro, con AD” por radio se de->oribe un
arco de circulo D E; del punto B, como @centro, con
el mismo radio, otro arco (]JE; sobre A B como diame-
tro se describe la semi-circunferencia AKB que cor-
te 4 los arcos precedentes en 6y en 77: 1." Calcularla
superficie EG K Il comprendida entre estos arcos de
circulo. 2® Calcular la superficie del cuadrilatero
CHGD que resulta de unir D con (7, G con
con C, por medio de rectas.

EspUcacion.'*L0 figuraKIIqEpG, es iguul al sector GKHE,
menos dos veces el segmento. GKH NG, por ser los segmen-
tos GpEG, JQEH, GKHNG, iguales entre si.

Asi, pues, el sector.

GKHKG= I3 m x~ = ~
D s f)

za —
el segmento, GKHnNG: KT,

4 = [N
luégo, 2GKIInG= 7 0 5

de donde;
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2
GKHQEPG= _~ (-~ 1_i: KT)=

6 3
El cuadrilatero DCHG, se hallara de la manera siguiente:

el area, DKEGD= AEKD —AEGD= a* X" | ——

luégo, DKGHEGD=:2DKEGD —2a’'" —y j -

Quitando de esta area, GpEgHnNnG, nos dara el area
DKCsHNGrD.

Pero como,

GpEqQHNGM"GEH—2G KHnG=4- K T —2GKHNnG—

= N1V~ 1~)=Jla-K T -~ ..
Asi, pues,
DKCsHNnGrD-2a*"I_'"M)-Na“

I/T+ 7 |/ T-J1--(1).

Bebe, ahora, agregarse & este valor los dos segmentos igua-
les, DrGD, CsHC, y para esto sabemos, que el area del de- -
cagono en funcién del radio a, es .?a’.

L) ROAla,
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y como DrGAD-*2xax”" 0
resulta, L= DrGD=a' (" -1);
12 4

doblando este valor, se tiene,
2DrGD

afiadiendo este valor en (1) tendremos por ultimo, el area del
cuadrilatero pedido.

-«a "
DCHG= -2a«-la*1/3 e =

— 2 4 \2 4 /

Jjercicio 167.—Sea AB, el lado de im exagono re-
gular, inscrito en un circulo; C7), el lado de un trian-
gulo equilatero, inscrito en el mismo circulo, y para-
lelo & AB, Demostrar que la superficie de la porcion
de circulo, comprendido entre estas dos lineas, equi-
vale & la superficie del sector ApBoA.

jisplicacion.—Se&. CD, el lado del tridngulo equilétero, se

tiene, AoC -f-BoD = ApBoOA;
pepo AoC ACm mCo,
y BoD = BnD + nDo.

Sumando estas dos Ultimas igualdades resulta:

AoC-r BoD= ACm-{-BnD-{~-mCo+ nDo.
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si probamos que la suma de mCo-{-nDo, es igual al trapecio
ABmn, se tendrg;

AoG+ BoD —ACm -f-BnD -f~-ABran ABCD = ApBoA.

Vamos, pues, & probar como mCo -hnl)o= ABmn
Los tridngulos roA, y soC, son iguales, luego;
2roA= 2sCo
quitando, a ambos miembros, mno, se tiene;

2roA — mno~2sCo — mno,
lo que da; ABmn = mCo -I- nDo

MNjercwio 168.—Sea A/i, el lado de un exagono re-
gular inscrito en un circulo; CJ), el lado de un trian-
gulo equilatero inscrito en el mismo circulo y para-
lelo & AB, si sejuntan oC\ 0D, y se prolongan estas
i'eclas liasta los puntos y de encuentro con A B:
Demostrar: 1® Que el triangulo EoF” equivale a la
mitad del exagono regular inscrito. 2® Que la super-
acie de la corona circular, comprendida entre las cir-
cunferencias de radio oCy oE, es doble de la superfi-
cie del circulo oC.

Esplicacion.—VA angulo/toC=:3i®, DCo=rBEo = 30*
Juego BEABo=r.

Por la misma razon se tiene AF = r; luego la suma délos
tres triangulos FAo, Aoli, y BoB, sera;

N —
SABX2 3r >

que os la mitad del area del exadgono inscrito.
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Ahora, se tiene,

on= 15 - =1 227 K 3
Y como es facil de compr.onder;
oE= 2on=rK 3.

Asi, pues, tendremos;

t. oE~A= X i"'X3= 3zr

la otra area circular seré, t X oC —~r, restando estas dos
areas circulares, tendremos el area del anillo;

3rr-—  rn=27r'n
lo que nos dice, ser doble del area del circulo dado.

Ejercicio 169.—Dados dos pentagonos regulares,
uno inscrito y otro circunscrito a una circunferencia:
Determinar el radio de esta circunferencia: 1® Su-
poniendo que la diferencia entre los perimetros de los
dos poligonos, sea de un decimetro; 2® Suponiendo
que el area comprendida entre los dos perimetros, sea
de un decimetro cuadrado.

¢spiicacion.—Llamemos L, y |, los lados respectivos de los
pentagonos, asi, pues, podremos establecer, conforme el anu-
ciado. la igualdad siguiente:

5L-51=o01,6L-1="~,

Por férmulas muy conocidas, pertenecientes & la Geometria
elemental, se sabe que;



L=- 21r
; luégo
K4r*—P W/ar«—t A 50
y corno, 1 y 5
se tiene;
27\ I0—2K 5

.......... - /NI rU T or N

simplificando se deduce;

2r 10— 20T
) 21/ 5 =-ji;,
6-h 21/ 50

continuando la simplificacion, resulta;
2ryio=rjpT- rl/icq:A7/= 51(JK 6 TIF?

$Hsea, por fin:
rz=:— 1/6 H-21 »
100 |/iu—2i/— —50yW -j- 21/— m

" Segun lo manifestado en la segunda parte del gjgrcicio, se
iene, ’

CLXA-A1Xa=0016.LxA-1xar— =z-i-
XA IXAT 300 T %50
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Sabiondo, ahora, que;

L= 2Ir 2rKIO —2[/t '
k'4rx—Pp [/6 + 21/T

luégo, que el apotema A es igual ar;

Y que el apotema a, se representa por

|
= *_P =
a > (/4r*—P

/
=~ 1 N 4~ (10-21/T) = - K6+ 2t/'5-,
se deduce; Lx A—Ixa = 2r|(IO_Z:I'LT—Xr
Ke+ 2I/T
r
-~ /10— 21/T X*Y K6 4-21/T = -’2‘50,

de donde,
2r< |/10—21/T - o /(10— 2i/T) (6-f 21/T)’

= QBirAcH-AA

y por ultimo:

1/6+ 21/T
( 21/10—21/T — 4-(/ii20+1281/t )X250

1/6+2 XT

=

(2t/10- 21/T— 4 1720+ 8/t )x 250
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Em'cicio 170.—Dado -ua paralelégraino AB(JD si
se junta un punto cualquiera P del plano & los cua-
tro vértices: demostrar que el tridngulo PAC es

equivalente a la suma 6 diferencia de los dos trian-
gulos PAB, PAI).

;mspiicacm.—Sogun se desprende de la figura 1.“ resulta:
PAC= ~ AP(Cq+ qO;=-IAP(Cq-|-Br):

pero Cq= Ds, por ser los tridngulos Df¢A y Cqli iguales por
lenerl?i;=dZ), ysDA =zqCB, porser los lados AD, yBC, Ds,
y Cq, respectivamente paralelos, luégo el triangulo

PAC= yAP (Br+ Ds)—ABP -f DAP.

Para el segundo caso supondremos la figura 2.", la que
nos da;

PAC=:4-APXCr= 4- AP(Ds-D xj

por ser Cr y Ds perpendiculares a AP, y Cx paralela & AF;
pero el tridngulo Dx.C es igual, por razones parecidas al
caso anterior & AU»: asi pues, Dx=tB, de donde resulta pa-
ra el tridngulo:

PAC—”" AP(Ds—tB)= APD —APB.

Ejercicio 171.—Dado un cuadrilatero, si por el
punto medio de cada diagonal, se traza una paralela
ala otra diagonal, y se junta el punto de interseccion
de las rectas asi obtenidas, con los puntos medios de
los cuatro lados del cuadrilatero: Demostrar que el
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cuadrilatero queda asi dividido en cuatro partes equi-
Nealentes.

Esplicacion.-*Sean Zy c los puntos medios de an, am; y cd
larecta paralela & mn que pasa por el punto ¢, medio de la dia-
aoiial ap asi como dr es la recta paralela a la diagonal ap que
pasa por el punto medio de la diagonal nm; de este modo se
tiene que la recta be resulta paralela @ mn, y como cd también
es paralela & mn, los triangulos, bed, ced, son equivalentes;
lutigo si & la superficie abode, quitamos cada uno de los trian-

aulos anteriores, tendremos 6cc?e—a6ce;(l)pero, abe es— de

anp, por ser be, la paralela media del triangulo anp: por ra-
zones analogas se tiene;

ace= —apm;

Uu‘go, abe+ ace= abce= y (anp+ apm),
y como, aiip-{-apm~anpm.

resulta; abce = Jranpm;

luego, en virtud de la igualdad (1) resulta.

abde= x anpm.

|
Probemos, ahora, como bnsd, es tambiény de anpm.

Siendo r, el punto medio de la diagonal nm, los triangulos
bdr, y sdr, son equivalentes, luégo;

bdsn= brsn;
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pero;
brsn= bnr+ nrs 1anm '1nm
- 7 1zhmp
i i
—-J-(anm + nmp)= —anpra;
luégo, bdsn = — anpm.

Siguiendo, ahora, un raciocinio parecido a los anteriores,
probariamos que cada cuadrilatero sdfp, y dfme, valen un
cuarto del area total del cuadrilatero anpm, quedando asi
completamente probado el ejercicio.

Ejenrcicio 172 —Si por el punto de interseccion ele
(los circunferencias, se trazan diferentes secantes,
uniendo los puntos estrefiios de las secantes con el
otro punto de interseccién délas dos circunferencias,
se forman diferentes tridngulos, cuyas areas son pro-
porcionales a los cuadrados de las secantes.

Esplicacion.—Trazando por el punto A, las secantes, I)C y
D'C, resultan los triangulos DCB y D'C'B', uniendo los es-
tremos de las secantes con el punto B; estos triangulos son
semejantes porque los angulos D y D', C y C' son respectiva-
mente iguales, por angulos inscritos que abrazan el mismo
arco, siendo, pues, dichos tridngulos semejantes, sus areas
seran proporcionales & los cuadrados de sus lados homolo-
gos; luégo llamando S y S' lar areas respectivas do los dos
triangulos, se tendra:

DC D'C*
s

lo queque podria hacerse estensivo & otros triangulos, que se
hallasen en las condiciones de los dos primeros.
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Mjercicio 173.—Hallar la espresion del area de un
trapecio, considerandole como la diferencia de dos
tridngulos, que se obtienen, prolongando los dos la-
dos no paralelos, hasta su punto de encuentro.

/isp/icacion.—Segun resulta de la figura, se tiene:
akx S8 pExCR = aBep;

luégo,

/GF-hFC\ = GC —FG
ABX (— Y —- ] - DEX —mmmmmoeeee -ABED (D).

Ahora, por ser los tridngulos CDE y CAB, semejantes, se
puede escribir;

0 soQ, ABXCF = DE X GC;

luégo; ABX-"=DEX-"-;

cuyo valor reduce la igualdad (1) & la siguiente:

ABX GF DEX—FSG: ABED,

O sea. GF ABED.

Ejerdcio 174.—Dadas las bases y la altura de un
trapecio, calcular las areas de los dos triangtilos, cu-
ya diferencia viene determinada por el trapecio.

Bsplicaeion.—Se tiene:

FF Ffr
AB X — =ABE; CDx ~ = FXD,
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délos triangul jontes.IfiA’y ODE Ita, .. .
elos triangulos semejontes.ITi \‘ , resulta, JI-(] LD
luego,

EF—EG _ AB—CD EF~EG_ AB- CD
mEF m- AB EG cD

y si representamos GjP, porr?; A/?yr/>, respectivament:
por ay 6, se tiene:

Una vez hallados estos valores, podemos pasar & deducir
el area de los triangulos, pues

ABE= AUXIftA:\'ixEF = | ¢ ad
2(a—b)

) EG_cD, __ b bd bM
yECD=CDX — = X EG=:N X o-~ 2ta-b)

Ejercicio 175—EIl rea de mi trapecio esigual al
producto de uno de sus lados no paralelos, por la per-
pendicular bajada del medio del otro lado al primero,

E~p~ieacton.—Tracese la diagonal AC, y se tendrd,
ABCH-ACD —S;
pero el area del triangulo AC.B, es equivalente 4 ADDb,

luego, ADB+ ADC=:S

A VAN HEL -
0 sea, SmADXZfrADX(2 AD x

y si lomamos el punto medio de CB, y trazamos la recia E F
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paralela ap y p', resultara ser dicha recta EFzr p" Ja parale-
la media, que debe ser igual ludbgo S= ADxp"> que

es lo que nos habiamos propuesto demostrar.

Ejercicio 176.—Por 1111 punto tomado sobre la tii-
seciriz de un angulo, trazar una recta tal que la par-
le interceptada por los lados del &ngulo, sea un mini-
mo. Averiguar lo que resulta en cuanto al area del
triangulo que se origina por dicha recta.

implicacion.— el angulo FAC, la bi.sectriz Ao, y fiC, la
perpendicular & la bisectriz que pasa por el punto o: ED otra
recta cualquiera que pasa por el punto o, ludgo se podra es-
cribir:

AE : AD :; Eo : oD;
pero como AE>AD, resulta Eo >0D. Ahora, las areas de los

triangulos hoE, y 2)oC por tener el &ngulo o igual, son
entre si como,

OE X 0E:0oD X oC;

y comooU y oC, deben ser iguales, la relacién de las areas de
ios dos triangulos anteriores es igual € — y habiendo de-

mostrado que oE~oD, resulto el area del tridngulo oF B.
mayor que la del triangulo DoC, lo cual nos dard, area de)
triangulo AEt> mayor que la del tridngulo A5C, o en otros
términos:

-2FAx ED>I-Ao x BC,

y como se puede comprender a la vista de la figura que
AF<o0A, se infiere que ED., ha de ser forzosamente mayor
que BQy quedando asi probado que JiC, es la menor de todas
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ias rectas interceptadas por loslados del &ngulo, pasando por
el punto 0. De lo demostrado anteriormente resulta, que el
tridngulo ABC es el que contiene menor &rea, pues ya se ha
visto que trazando por el punto o una recta cualquiera distin-
ta de BC tal como 1)E, resulta ser el &rea del triangulo AED,
mayor que la del tridngulo ABC.

Ejercicio 177.—Dado uu tridngulo ABC\si en los
estrefiios E y C 4e un mismo lado EC\ se trazan & es-
ta recta las perpendiculares ED y CE, y selesda &
estas una longitud dupla de la altura del triangulo
AEC, siendo /~y G, los puntos mediosde los lados A E
y AC: demostrar que el tridngulo es equivalen-
te 4la suma, 6 a la diferencia de los dos tridngulos
EEFy CEG, segln que los angulosen E y en C, sean
$no todos dos agudos.

i'sph'caeion.—Supénganse los angulos B y C agudos. Por
ser F y G los puntos medios de las rectas AB y AC, resulta
que MF=Fn,y, nG= GNr

1 .
luégo: Area DBF = —BD X MF:LBDX Fn;

Area CGE=-ICEX = N GEx Gn.
Sumando se tiene:
DBF-pCGE—yDB x Fn-f-y CE X Gn

pero BDr=CE = 2h, siendo h, la altura del triangulo, luégo

DBF+ CGE~ ~ 2h X (Fn+ nG)—h X FG,

y como FG=:-~- BC, se deduce.
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DBF -f-CGE—h X -~*BC=:6rea de! tridbngulo ABC.
De un modo parecido se probaria el segundo caso.

Jinjercicio 178.—Los dos triangulos opuestos que se
forman, juntando un punto, tomado en el interior de
un paralelégramo con sus cuatro vértices, equivalen
juntos a la mitad del paralelégramo.

Kuplicacion.—Sean los dos triangulos opuestos DpC,

luego, DpC= DCX ~ np,

ApB—AB X —rap.
Sumando estas dos igualdades, se obtiene;

DpG4-ApB=DGx4znp + ABXx45pm =
i i
= —AB((Mp+ pm)=—AB X nm

y como, ABXnm, representa el area del paralelogramo
ABCD = S, se infiere que

DpC-J-ApB=-S.

Jirjercicio 170.—Dado un rectangulo ABCD” si se
loma, un punto cualquiera B sobre BC, un punto
cualguiera B' sobre C;>. Demostrar que el rectangulo
ABCD” equivale al doble del triangulo AEB\ aumen-
tado en el rectangulo, que tiene por dimensiones los
segmentos BE y DE.

D
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Esplicaccon.—Tracemos por E y E, rectas paralelas & los
lados del rectangulo, tendremos:

ABCD —Apnm +pnFD-)-nECF + nEBm=:Apnni*2pFn-{-
4-2FnE 4~2nEB = Apnm + 2(pFn+ FnE+nEB) ().

Ahora, pFn=AFn por ser tridngulos, que tienen la misma
base y altura; por lo mismo se tiene, nEB — AnE.

De modo que

pFn+ FnE + nEB= AFn+ FnE-f AnE= AFE.

Sustituyendo este valor en (1) tendremos;
ABCD = Apnm-}-2AFE=BE X DF + 2AFE.

Ejercicio 180.— Todo rectangulo es mitad del rec-
tangulo que tiene por dimensiones las diagonales de
los cuadrados construidos sobre los lados contiguos
del primero.

Esplicacion.—Construyendo cuadrados sobre los lados A E
y AB, se tiene:

Am“r"2ADN “177=2X64
Am= ADI/T, Bpz=ABI/T.
Multiplicando estas dos ultimas igualdades resulta:

Am X Bp= 2AD X AB

y como AD X AB es igual al area del rectangulo ABCD, lla-
mando € esta &rea S, tendremos:

Am X Bp=2S

3 Am X Bp
0 sea,
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Ejercicio 18 1.—Si por el punto medio E de la dia-

gonal BD de un cuadrilatero ABCE, se traza la para-

lela EEG, & la segunda diagonal AC: demostrar que la

recta AG divide el cuadrilatero en dos partes equiMi-
lentes.

EspUcacion.—Uniendo el puntoi?, con .i y C se tiene:
4rea AED = area AEB

por ser triangulos que tienen la misma base y altura. Por 1»
misma razon resulta:

4rea ECD = é&rea BEC.
Sumando estas dos igualdades, se tiene;
AED -f ECD—AEB -}-BEC
de donde, ADCENIABCE

6 sea, AEF-f FED + EGD+ECG = ABC-|-AEG(1)

pero, AEFrrFEx~An,

ECG=EGX An;
luego

AEF + ECG—"‘ZAn(FE-f EG)—i2 An X FG= AFG.

Por otra parle AEC= ACG por ser triangulos que tienen la
misma base y altura, sustituyendo, ahora, estos nuevos va-
lores en {!), resulta:

FED-f-EGD-[-AFG = ABCH-ACG



6sea, AGD"MABGG

que es lo que queriamos demostrar.

¢Ejercicio i82.— Siendo ABGI), tm rectangulo, si se
inscribe en el tridngulo A7iC\ una circunferencia que
toquedaAB,en y aBC\en F, y luego se traza EH\
paralela & AD™ y FR paralela 4 CD: demostrar que el
rectangulo KH, es mitad del rectangulo ABCI).

RspUcacion.—Segln se vé en la figura, resulta que,
&rea Aotr=4rea AoE:
pero. area AoE=éarea AoK
luégo, area Aot-~area AoK.
Por otra parte, area oCF = area oCt;
pero area oCF= éreaoCH
ladgo, area oCtrrarea oCH.
Ahora, como el area del triangulo ACB, se compone de
2Cio + 2tAo + EoFB

siendo el triangulo ACB mitad del rectangulo, y en virtud
de las equivalencias anteriores, se obtiene:

|
ACB:-Z ABCD = 2Cto+ 2tAo+ EOFB =

=:0HCF -f AEoK+ EoFB=ABCHoK.

De consiguiente el rectangulo restante /)//0A’ sera igual &
la otra njitad del rectangulo AIliCB, que esta conforme con
el enunciado.

Ejercicio 183.— Dividir un cuadrilatero en cuatro
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triangulos equivalentes pormedio de rectas que,, sa-
liendo de un punto interior, vayan a terminar en los
cuatro vértices del cuadrilatero, y en el supuesto de
que las perpendiculares bajadas de los vértices opues-
tos a lina misma diagonal sean iguales.

Esplicacion.—Siendo Bm=Dn; si lomamos el punto o, me-
dio déla diagonal AC, resulta que si se une o, con/l, i?, C, D,
se obtienen cuatro triangulos equivalentes, por tener la mis-
ma base y la misma altura, luégo el punto o, es el pedido.

Bjefcicio 184.—Si de los vértices de un triangulo,
hasta los lados opuestos 6 sus prolongaciones, se tra-
zan tres rectas iguales a una longitud dada, y si de
un punto interior se trazan, luégo, paralelas a estas
rectas hasta los mismos lados, la suma de estas para-
lelas es igual & la longitud dada.

Esplicacion.—Seael triangulo ABC-, tdmenselas distancias
CD, BF, AE, respectivamente iguales & una longitud dada, y
sea p, el punto por el cual se trazan las rectas pn, pr, pm,
paralelas & las rectas anteriores, vamos, pues, aprobar que;

pn+ pm4-pr= CD= BF=AE

Para ello, uniremos A conp, y resultara la recta As, que
dard origen & los triangulos semejantes AEs, mps;

AE As
luego,

rop ps
de donde, mp=:AE X As

Uniendo, ahora, C con p tendremos otros dos triangulos se-
mejantes npi, tCD:
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luedo PC et
9 np  tp~
de donde, nprrDC X ;‘:

y corno DG=:AE resulta,
t
np= AE—p ).

Por fin, uniendo B con p, resulta por razones analogas a las
anteriores,

BF  Bq
o pq
sea, rp= BF X Pd
Bq

y como BF = AE, se tieng,

rp=A E X E?J-

Sumando las igualdades (1) y (2> con esta Ultima, se tiene.
mp 4-pn-}rp:

Con tal que se demuestre, ahora, que,

As ~ a ™ Bqg AN

guedara completamente demostrado el ejercicio, pues enton-
ces resultarj,

mp4-pn-hrp = AE.
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Para probar esta Ultima parte, basta considerar los cuatro
triangulos Apq, pgC, ABq, qBC, que nos dan:

pg X AX

area Apq = 2

area pgC= 99(_3( ¢
sumando,
Apg+ pgC—- "~ ~"~Ax+ Cz~=ApC 4).

Pasando a los otros dos triangulos, se tiene,

area ABq = Bax Ax
2

Bg X C

area qBC; q z

Sumando, resulta;
ABg+ qBC"ABG = -i*"*Ax + Cz» {5).

Dividiendo, ahora, las dos igualdades (4) y (5), se obtiene:

-iNiAx-fCz)
2

N(Ax + @

ApC _

ABC Bq

De un modo semejante, deduciremos;

ApB _ Ip , ~PC_ ps
ABC"~ tC' ABC“ As'’
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Sustituyendo estos nuevos valores en (3) so tiene:

BpC ApB ApG _ BpC+ApB + ApG ABC
ABC ABC ABC ~ ABC ~ ABC~~ 7

gue es lo que nos faltaba probar.

IMjercido 185.—Si las diagonales de un cuadrilate-
ro inscrito se cortan en angulo recto, la suma de los
productos de los lados opuestos representa una area-
doble de la del cuadriladtero dado.

Esplicacion.—2S" ABCD, el cuadrilatero inscrito: segun el
teorema de Ptolomeo, so tiene:

AB X DG+ AD X BC= AC X BB.

Si por los cuatro vortices del cuadrilatero, se trazan rec-
tas paralelas a las diagonales, resulta el rectangulo MNPQ,
que da:

W P Q = 2AoB + 2B0oG-h 2DoC-f-2A0D =
A 2(AoB-I- BoC+D0G4-AoD)=2ABCD;

pero el rectangulo MNPQ tiene por area

QMx MN= BDx AC;
luego, BD X AC= 2ABCD:
Pero como; BDx AC=AB x DC-fAi) X BC
resulta por fin:

ABx DC-i-ADXBG = 2ABCD.

Ejercicio 186.—Determinar el area de un triangu-
lo en funcion de los tres lados ¢, y el radio de la
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circunferencia circunscrita al mismo—deducir la for-
mula del radio de la circunferencia circunscrita, en
funcion del perimetro del triangulo.

Eiiplicacion.—Sea el triangulo ABC, inscrito & la circunfe-
rencia o; sea Bb la altura del triangulo, y AM el diametro
que pasa por el vértice A; luégo los tridngulos rectangulos
MBA, y CBb son semejantes, y dan:

MA a
c “ Bb

y como MA = 2R y Bb= h, resulta:

2R - 2 jyego H= ~

Ahora, siendo el area del triangulo

ABC=bXY>
ac
, : ) 2R abe
se tiene: area ABCrrb X — v
» a 4 K

Para determinar Ry en funcién del perimetro del triangulo,
recordaremos que

area ABC=r |/p (p—a) (p—b) (p—-c)

abo
luégo. Kp (p—a) (p—b) (p—0c) = g

abe

de donde, R =r—
4Kp (p—a) (p—Db) (p—¢c)

Ejercicio 187.—Determinar el area de un triangu-
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10 en funcién de sus tres lados, y del radio de la cir-
cunferencia inscrita & dicho triangulo.

isyiicacio/i.—Determinando el punto de interseccion de las
bisectrices, tendremos conocido el centro de la circunferencia
inscrita, quedando asi, descompuesto el triangulo en otros
tres, que tienen la misma altura os, or, oi, por ser radios de
una misma circunferencia; luégo

area ABC= AoB + BoC+ CoA—

= ABX-A+BCX +ACX t A B + BC+ AC) (L)

designemos por r, el valor os, por ser radio de la circunfe-
rencia, y como

AB —c,BG= a, AC= b.
Y, area ABC= S;

resulta, sustituyendo en (i)
S =-(a-hb + ¢).
Si llamamos 2p, al perimetro, se tiene:
S=Y X 2p= rp.

Para tener r, en funcién del perimetro, basta sustituir el
valor,

S = (p—a) (p—Dh) (p—0©)

luogo, i/p (p—a)(p—b)(p—c) =pr
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—a)JP —bAiP*
de donde, r (p—a) Pb

Mhrcido 188.—Conociendo los tres lados, ¢,c, de
un triangulo, determinar la relacion en que se hallan
los radios de las circunferencias, inscrita y circuns-

crita al mismo triangulo.

Esphcaci'on.—Conforme & lo espHcado en los dos ejercicios
anteriores, se tiene: radio de la circunferencia inscrita,

(P—3a) (p—b) (p—0)
]/ P
radio de la circunferencia circunscrita,

abe
41/p (p—ai (p—b) (p—c)

luégo,

(p~a) (p—b) (p—0)
P 4rp—a) (p—b)ip- ¢

R" abe abe

4 1/p fp—a) (p—b) (p—c)

Ejerdeio 188 —Determinar el area de un triangu-
lo, en funcién de los radios de las cuatro circunferen-
cias, inscrita, y ex—nscritas & dicho triangulo.

Esplicacion.Sy nos referimos en la figura, a la circunfe-
rencia o', se puede suponer;
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ABC= A0B+ Bo'C—Ao'c= ¢ & br
Xr'= (p-b)r".
Si & la circunferencia o", resulta,
ABC=fp —c¢)r,"”
Si & la circunferencia 0", se obtiene:
ABCi=(p —a)r™

Y por fin, si nos referimos al radio r de la circuferencia in-
terior, segiin lo que hemos espiicadoen ejercicios anteriores
resulta, ABC= pr. Multiplicando, pues, las cuatro igualdades
anteriores y designando por S, el area del triangulo ABC se
tiene,

S'= prX@E—ar" X @E—c)r" X @p—D>b)r()
y como,
p{p—a)(P- b)(p—c)= S*

sustituyendo y simplificando al propio tiempo resulta que la
igualdad (1) se transforma en,

S*-rr'r"r" 6sea, S=K rr'v'~-p»

cuya férmula traducida al lenguaje vulgar nos dice, que »el
area de un triangulo es igual & la raiz cuadrada del producto
de los cuatro radios, correspondientes & las circunferencias
inscrita y ex-inscritas al mismo tridngulo.

/Ejercicio 190.— Siendo ABCD un cuadrilateroins-
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crito, demostrar por las propiedades de las areas, la
relacién conocida.

AC _ BAX AD-fBCXCD
BD ABx BG+ ADx DC

Esplicacion.—La diagonal AC descompone el cuadrilatero
ABCD, en dos tridngulos: llamando S el area del cuadrilatero
tendremos, S=ADC + ABC: pero el &rea del tridngulo en
funcion de los lados, y del radio r dola circuferencia, seguin
lo esplicado en ejercicios anteriores es

AB X BCX AC

area ABC=
4r

y para el triangulo ADC, es

area ADH— Al) X DCX AC
4r
luego,

ABX BCX AC , ADX DCX AC

S=
ar ar )

Por otra parte, si en el cuadrilatero, trazamos la diagonal
BD, por razones analogas ¢ las precedentes deducese;

ABX ADX DB , DBX BCX DC

S=
4r Ar

y como esta igualdad y (I)tienen sus dos primeros miembros
iguales, se pueden igualar los segundos, omitiendo de paso
el divisor ir comaun, asi, pues, tendremos:

AB X BCX AC-p ADX DC X AC=
= ABX AD X DB+ DB X BCX DC

simplificando, se tiene;
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AG (AB X BC-r AD X DC)=BD (AB X AD + BC X CD):

AG _ ABX AD-fBCX CD
luego, X BC+AD X DC

lijerciclo 191.—De un punto o, tomado en el inte
rior' de un triangulo ABC, si setrazan a los lados B (.,
4C y iJi las rectas cualesquiera 0a, oh, oc, luego
por los vértices A, B, C, hasta los mismos lados, las
paralelas Aa', BV, Cc', 4 las primeras rectas: demos-

trar la relacion.

oa ob oc
Aa' Bb' ' Cc'

7?spiicacion.-iniendo A, con o, resulta larecta Aa", dan
do origen a los dos triangulos semejantes. Aa a y oaa , lue
go podremos escribir,

oa oa
Aa' Aa’ (1)

Uniendo B, con o, resultan otros dos triangulos semejan
tes, B6"b'y ob" b, los cuales nos dan,

Por ultimo, uniendo C, con o, dara origen dicha recta a los
dos tridngulos semejantes, cc"o, yC'c'C, que permitiran escri-
bir la proporcion siguiente:

co
Cc' c"C

Sumando las igualdades (1)> (2) y.(3), resulta.

oa ob . oc oa" , ob" , oc

+ W "w='c? AQ"T’ Bb" Cc @)
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Si demostramos que este segundo miembro, es igual a /,
quedara probado el ejercicio: pues entonces resultara.

oa ob oc
Aa' Bb ' Ce'

=1

Para probar que el segundo miembro de la igualdad (@) es
igual a la unidad, haremos referencia a lo dicho en el ejerci-

cio 182, del cual se deduce que:

ob" &rea AoC oc" area BoA

oa"  areaBoC
~'area ABC

Aa" ~ area ABC ' lib'~~"ar7a ABC"

Sumando estas tres igualdades, se obtiene:

o~r1 oN oc" area BoC , area AoC . &rea BoA
Aa"  Bb" " Ce"  &rea ABC  4area ABC  4rea ABI'
area ABC _
area ABC~

que es lo que nos faltaba deducir.

Ejercicio 192.—Demostrar que el area de un tritn-

fjulo, en funcién de sus medianasa, s, se espresa
por la férmula.
S=y Kaa + 2Y + 2ffac*—a” —y'

jE'spZtoucion—Refiramonos al tridngulo AoB” siendo a, v,

las tres medianas del triangulo A5 C, asi, pues, tendremos;

[Eny

2 2
Ao = -g®j oB:rg 6, om= 3—

luego, Ao “f- oB

'mM
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0 sea 4«"-46‘-2 L "A- £®
! g Ag_ - X§V4\2\Y4

de donde. 1» m+l«m-

Aplicando este raciocinio & los triangulos AoC
sulla:

n—1 _A ¢
9 Nogn 9
y 9 N 9 9

Considerando, ahora, queyiC, sea la base del tridngulo; Bh
"lli® podemos designar por h, nos da el triangulo

= c*— Ah*“(l) pero, a*= c*-f.b’-2b X Ab,

de donde, Ah— 7
2b ’
valor que sustituido en (1) d§;
hn= ¢’ - + = "

Inscribiendo a, h, ¢, en funcién de las medianas, resulta:

/20 ~ 4 AV

hz=2 «*4‘-ﬁg S---+‘\1/
9 ~9 19 '

(i-+1i>--i")"

miembros por b* y simplificando, se
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6*h*=~(2a*5*+2aY + 25V -« A _6—  (2);

pero el area del triangulo ABC, es S = -~ , de donde,
b“h*=4S%*;
sustituyendo este valor en (2) resuUaf
45*= -~N(2aMe'+ 2»V + 26V -«"'"~r~v")
Reduciendo, por fin, se obtiene la formula,
$= & y'iai'62+ 20*Y»_L2S*y*—a *—

Ejercicio 193.—Dadas las tres alturas de im trian-
gulo, hallar sus tres lados y su superficie.

Euphcacion.~hQ la figura y de lo que se ha dicho en otros
ejercicios, resulta,

‘= A & -pc" —b*
h'=a ) )
N j c/-i-b*~an”
¥ b ) @
hoes f A b*+ a=—c" >

da A'(S)
=ch, y bh'r=ch, resulta:

a—Ch-yB- %h
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Sustituyendo estos valores en (I) se tiene;

c*h* \ h™* A h" /
&= h"* 4c*

de cuya igualdad, se deduce;

2 h h*h
yek A" h' — (s b+ hrs b e ) «

Para determinar el lado b, seguiremos el calculo siguiente,
conforme al valor h! de la férmula (2).

/c*+ b*-a*\*

n [N
bh' bh'
y como, c= —
se tiene,
) vV h* V h* ~ H® /
h>: A
de donde;
2h* h' h"*
| P —

y 4h*h*h" - (h*h™+ h’h"™- h*h%*)?2
Para la determinacién de a, nos valdremos de la férmula (3).

oW

y como D= - ) ,C= Er—,'ten‘dremos;

h
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/ ah"® | a*h"?\»
.\ h'™ ~TN]
he= 27
N 4a'
luégo,
aze 2h*h*h"

" 4h"hAh — (ehr >+ b b — b b )

Una vez hallados los valores de a, b, ¢, aplicando la férmula

generai, |/p (p—a) (p—Db)(p—c), se puede determinar la
superficie del triangulo.

Mas, si en el ejercicio se pidiera tan solo la determinacion
del area del triangulo, se podria hallar ésta directamente en
funcion de las alturas, sin el intermedio de los lados, lo ~ue
simplificaria mucho la cuestidon, como se puede apreciar en
los calculos siguientes:

Hemos hallado;

— b

ic* n
de donde;
4c’'h’'r=(a-J-c-fb) (a+ c—b) (b+ a—c) (b—a+c);
siendo -~ = S, resulta:
16 S*= (Q-]-c+ b) @+ c—b)fb+ a—c) (b—a+ c) <.

2S as 2S
y como, c= ~~, a= b—-7":

sustituyendo estos valores en (!) resulta:
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2S , 25 , 2§
iF+ir+-h,/Vh"~ h h' /
2/§ , 25 25
X(' * - RN W h/
0 sea
de donde,

Ejercicio 194.—Los lados consecutivos de un. cua-
drilatero cualquiera, estando representados por a, h,
C, d, y sus diagonales por my nN; el area de este cua-
drilatero, se espresa por la férmula,

S— i/(2mn+ a*—b*+ c*—d*) (2mn- a*+ b*—c*+ o)

Ksplicacion.—EIl triangulo AoC, viene determinado por
fi)j tomando sobre oA, una parte or, igual & la uni-

dad lineal, bajandola rs, perpendiculara Z)C, tendremos dos
tridngulos semejantes ors y 0Ap, que nos dan;

Ap:oA: :rs:l;
luégo Ap= 0AX rs.

Llamando rs= «, se tiene, Ap = 0A X «e Sustituyase este
valor en (1) y se tendra:
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O0CX0AX«

Area del triangulo AoC =r )

De un modo semejante, tendremos,
Area del triangulo DoA— n noA

Sumando estas dos areas, se tiene,
Anr.+ nnA— N ODXOAX»

0A(oC+ oD)a
2

y como oC+ oD=:m, resulta;

OA X mX «

area DAC = ’

Pasando, ahora, & los dos tridngulos oBCy DoB, se tiene

. oC X tB ., .
queelarea, o0BC—--—- ~ ~ pero los triangulos iBo y ros;

son semejantes, los cuales dan,

Bt:Bo::rs:ro:luégo Bl= BoX * e

Sustituyendo este valor, en la igualdad anterior, resulta:

érea oBC= -?5><~E2ifL.

y asi, de un modo parecido obtendriamos;

area BoP= ROX0B X «

Sumando estas dos areas, resulta;
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OBC+ lidB = oGX BoXa , DoXoBXa

oB(oC+ Do) a

v corno oC-i-Do=rrn, da;

area 1)BC=: 0B X mXd

Asi, pues,

area total ABCDr=4rea DAC + area DBC=:
OAX niX a oB X X » m (0A+0B)X«
# T r [} @

y como 0A-f-oB = n, resulta,
area ABCD=-" . X ®&
Ahora, el triangulo AoC, nos do

b*= Ao*+ oC —2X Co X op (2).

El valor op, se puede deducir de los triangulos semejantes

0s
sulla, op=0A X S, sustituyendo este valor de op, en (2) se

tiene:

oflpvors,quedan;-*= -~ . Y si, 0s=5, siendoor= 1|, re-
op

b*= Ao oC'—2X oC X oA X ¢

Considerando, luego, el triangulo DoA, resulta por proce-
dimientos anélogos:

ar= A¢"-hOD"N+ 2X oD X 0A X 5.
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Ahora, si restamos estas dos Ultimas igualdades, se obtiene:

a*—b“=0D oC V2Ao{oC + oD)xSr=
="015"~~—""~* + 2A0 X n X 6 (3).

Considerando, ahora, los dos tridngulos CoB y DoB, resulta;

N iRestando, estasdosigualda-
c*= oC “+ oB'-f-aoBxoCxS }

des, se obtiene:
c'- d*="""—D"*+20B X nX 6(4).
Sumando (3) y (4) se tiene:
a*—b*+ ¢’—d*=2n X 5(A04-0B)= 2nX 6 X m

a*—Db' -fc*—d*

luego,
2mn

pero* y 6, son los catetos del triangulo rectangulo ors, cuya
hipotenusa es igual & la unidad, asi pues;

drn®— (@ —b*+ c*—d')*
A 1/ ! 4mV

1 Y (2mn+a’~b*+c*—d¥) (2mn—a*+b*—c*+d*),
2mn
pero antes, hemos hallado, &rea ABCDm-~"" X », susti-

tuyendo, pues, aqui, el valor de < resulta:
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. mn
area ABCD=rS = X

X omn Y {2mn -j-a*—b*+ ¢’'— (ran—a*+b* —c*-fd*) =m
1
= = i/(2mn-j-a- —b® -¢c" — d¥) 2mn—a™+ b®—c*+ dB).

JCjercicio i95.—Determinarla formula
S=K(p_a) (P-b) (P-0) (P-d),

correspondiente al area de un cuadrilatero inscripti-
ble en una circunferencia, siendo P, el semi-perime-
Iroy ¢, 65 d, los cuatro lados respectivos del cua-
driléatero.

Esplicacion.—'EA area del tridngulo ABC, se determina por

ABxpC ~ ) ] . .
- 2------mlomando Br igual & la unidad lineal, y trazando

por r, la perpendicular ri, al lado a, resultan los triangulos

semejantes, Brs y BCp, los cuales nos dan gg _ ;rr . Lia-
mando sr= ay Br=1, resultaCp=CB X oc: asi, pues,

ATar-_ AB X Be X « ab
2 2

Considerando, ahora, el tridngulo ACD, se obtiene;

area ADC- BCxAq

Los tridngulos rectangulos AqD y Bsr, son semejantes,
pues los &ngulosp/?C y ADC, son iguales, por ser suplementos
del mismo angulo ABC: asi, pues, podremos escribir la pro-

., Aqg sr
-porcion,— " = _ ; luego, A= ADXx de donde.
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BCXAD
area ADC=------ NI X » = —0 X «-
Luégo, éarea total ABCD=iT&h ABC+é4rea ADCrr
_ ab cd
NX o«

X
— X*=Y Q>+ cd).

Por otra parte tenemos que Jos triangulos ~ADV,,
nos dan:

AC~r=AB -+ BC + 2ABX Bp
AC opcx bg O°

Hallemos, ahora, los valores de Bp y Dg. Los triangulos

semejantes BpC y Bsr, dan; B
S

Si llamamos, Bs= 6, resulta, Bp= BG X 5, y de la seme-
janza de los triangulos ADq y Bsr, se deduce;

AD Br n n
N

N
'

= ~gY,0sea,Dq=ADXS-

Sustituyendo estos valores en (1) tendremos;
AC~= AB BC m+2AB X BC X S luedo
AC = DC"+ AD“—2X DCX ADX 5 go.

AB m+BC “+2 X AB X BCX 5=

2X DCX AD X S,
0 sea.

a*-fb’'-|-2ab X 6=zc*+ d*—2dc X S:
de donde;

®+ dF—a*—b*
2 (ab-f-dc)
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Ahora, el triangulo 13rs, cuyos catetos son «y 6, y la hipo-
tenusa igual & la unidad, da&:

o= 1—§ =1 - @+ dr-at—b
-(m 2 (ab+ dc)

~ en el supuesto de que, a-f-b-fc-hd= 2P, después de la
simplificacion, resulta:

i- i XJ(P-e)X2(P —b)X2(P—2a)
4{ab-f-cd)*

lueso:

a=-ijjgTci P- «P-b) (P- c)(P- d).m

y como hemos hallado, area total ABCD=S= 5 (ab-f-cd),

sustituyendo aqui en vez de «, su valor, tendremos:

S= 4-X fP-a) (P_b)(P-c)(P-d)
6 sea,
S= K(P-.a)(P-.b) (P-c)(P~d).
N o ta.—Conviene que el alumno en estos Ultimos ejercicios,

se esfuerce en hallar otras demostraciones de las que se re-
presentan en el texto.

Ejercicio 196.—Averiguar la férmula:

| A .
s=~ S |7 (b-]-d-|-a--c) (b+d4-c—a)(a—c-f-b—d) (a—c-f-d—b)
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representante del area de un trapecio, cuyos cuatro
lados vienen designados por h, ¢, rf, teniendo a y c,
por bases.

¢"sp/zcac”™on—Prolongando los lados oblicuos del trapecio,
resulte el triangulo oCD, el cual nos da;

a oC
c 0A
a—c oC—o0A d a—c
sea.
a o(J o(J * 0A"’
luego, L O — Y N ——
a—cC a—c

~ ab cb
"a—c a—c¢C

Determinando el area del triangulo oAB, por la formula ge-
neral

Vp(p—a) (p—b) (p—cll

en el supuesto de ser, ahora,

al= 0o0A=— —;b'z=oB=— — c¢'= AB=c¢
a—c

resulta:

X (c cbh 1 /¢c de , fih \
(2 2a—)  2@—1 y 2 2AN—V) ' au—vTi
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ludgo;

AOB= 4(a—ct ((<3+b)"— (a—c)’) ((a—eqy4d -by )

Haciendo célculos parecidos & los anteriores para deter-
minar el area del triangulo oCD, resultara:

ocp 4(@a—0o)" ((p+ b*—(a--ci*)((a—<9*—d-br.)

Kestando, ahora, las areas de los triangulos oCD y 0Afi,
tendremos el area del trapecio: asi, pues,

¢ rtfe drea ABCD = S=
—"f N+ b+ H—¢) (tl-hb-rc —8) (@a—c+ d—b) @—¢c+ b—b

que es la férmula que nos habiamos propuesto determinar.

Jijercicio 197.—Hallar el area de un cuadrilatero
cualquiera, en funcién de las dos diagonales y de las

dos rectas, que juntan los pnntos medios de los lados
opiiestos.

Bsplicacion.~Segun hemos encontrado en un ejercicio an-
terior, el area de un cuadrilatero viene determinada por la
formula siguiente:

~2mn+ar—b®+c’ — d*) 2mn —a*-f-b*—c’+d*) (11

Sea el cuadrilatero ABCD, en que AB= a,BG= b CD=c
yDA=:d;

Tomando los puntos medios de los lados del cuadrilatero, y
los puntos medios de las diagonales, tendremos, seglin se ha
demostrado en ejercicios anteriores, dos paralelogramos, ao’co
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y boda', en que las diagonales respectivas seran oo', acy 00’
rfa.Asi pues, segun se demostré en el ejercicio 124, resulta; *

o'c ™4~ 00 oa ac N-f-"o'
od + ob bo' "+ do' ~db~"+'00'
Ahora, como,
1 N
ao'z:-z—d =o0cC, ao= o'c= b

do'—ob=~a, od= bo'=r-~ ¢,
& Uil
Y + T "+ 00'\

72

Llamando ac=:p, db= g, tendremos:
d+ b“= 2p+ .27
@+ c*= 2q -f-200™;
y de estas dos igualdades se deduce;
a —b*4-c —d*=2 (f*—p'j
Y, —a’'+ b*-c*+ d'=2(p*-q°).

Sustituyendo estos nuevos valores en la férmula (1) tendre
mos la férmula pedida:

A—T **@2mnH-2 (—p9))@mn+ 2 (*— oY)

) '
S= Y K(mn+ g—p}(Mmn+ pp—q*)
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Ejercicio 198.—Demostrar que el area de un cuadri-
latero, a la vez inscripUble y circunscripiible & una
circuferencia, es igual & la raiz cuadrada del producto
de sus cuatro lados.

¢ mjj/iCaciOR—Por ser inscripUble el cuadrilatero AfiCD,
se halla sujeto & la formula,

S=y (@—a P—btp—c) (p—d)~ @

y por estar al propio tiempo circunscribto, debe resultar

- a-pb-pc4d _*j
a+c = b-p<ni luégo, como, p= -——-—-———.  g®deduce.

p—a= a-p®—a= c\ )

p—b= b-pd —b= d” Sustituyendo estos nuevos valores en
p—c=a-pc—c= al laférmula (1) se obtiene:
p—d—b-j-d—d= b)

S = [/abcd, que es loquu queriamos demostrar.

Ejercicio 199.— Determinacion de la férmula de
Simpson” para averiguar el area aproximada de una
superficie cerrada por una linea cualquiera.

Espi¢cflemn.-Sea la figura KBCD, la cual se supone limi-

tada por tres rectas y una curva.
Las rectas BA, od, ba.....CD, se llaman ondeandas, por ser
rectas perpendiculares 4 la base AD, la cual se supone d.v.-

dida en parles iguales.
Empezaremos por determinar el area comprendida por
A B hl que supondremos en la figura 2.a de mayor tamafo

para apreciar mejor las lineas. n

Dividase Ad en tres partes iguales,y se tendra An= —Ad,

1 uego;
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An= ng=qa= —Ad

si llamamos, Adrrm, se tienej

An= ng=rqa= -am.
ir
Asi, pues, resulta:

area ABba= ABrrm+ mnpq -f pbaq,

luégo,

aeaA B b a x MMH

X nqg
+ ./ AB+ 2mn+2pgq+ ba\
r=—m X AB-j-2(mn+pq)+'ba
— -g m(All+ 2('mn+ pq)4-ba),
Ahora, como se puede considerar, 1-P~-= cd, resulta;

i Cmn+ pg)= 4cd,
de suerte, que,

i
area ABba= y m(AB-f 4cd + ab).
Sustituyendo los valores de las ordenadas, tendremos.
area ABba= —m(y,-f4y,-f-y)).

Si pasamos, ahora, & determinar las otras areas parmales
por un céalculo parecido al anterior, tendremos:
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area baaV——m N -f yYyasi siguiendo,
area I>'aVb''=:y in(y,+4y,+y))
area b'a"a™b™= ym (y,-f4y,4-y)

dreab"a"DC=:-m (y,+ 4y,.+ V,)

Sumando todas estas areas parciales tendremos el area to-
tal ABCD=z.S.

Luego,

1
- 3y, +Ay. + 2y + 4y + 2y + 4y + 2y, + 4y, + 2y, + 4y, + y,)

N

simplificando; .
«=jm(y,4-y,-f4iy+y+ yr-[-yr+y,)+2(y,-fy,-fy™ +y.")

Si queremos representar en su mayor grado de generalidad
esta férmula, en el supuesto de ser y, yn+i las ordenadas es-
iremas, tendremos:

S=ymyray, 4 y+ myi)-i2lY,ty £ yni)

Cuando se trata de aplicar esta férmula en una figura mas
irregular que la anterior, tal como se presenta en la figura S.",
no hay mas que considerar una recta AB como a base, trazar
las ordenadas aplicando la formula hallada, en la parle supe-
rior é inferior de la misma, para que la suma de las dos parles
nos dé el area total de la figura.

/'Ejercicio 200.— Determinacién de la féormula de

.Poncelet, para averiguar el area aproximada de una
superficie cerrada por una linea cualquiera.



h’spUcacion.~"Vnamos, primero, por medio de rectas Ji
con 6y ttcon C, luego be, el, Ig, qu; y porfin por b, ¢, |, g, u,
tracemos tangentes a lacurva BC, hasta encontrar las ordena
das respectivas, inmediatas. Llamando a las ordenadas, y,,
y,. .. y & la distancia constante Aa=ad=....=h, tendremos’
conforme & las tangentes; ’

area Jld=:2hy,
> ch= 2y
* gP= 2hy,
» nt=2hvs
= sl)=2hy,,

f

Sumando y llamando S, al rea resultante da;

S—2h(y.-fy.+ y "+ ya+ y |
y si designamos por P, la suma de estas ordenadas pares,
tendremos; S = 2hP.

Si nos atenemos, ahora, a los trapecios que resultan en la
figura ai trazar las diferentes cuerdas, se tiene:

area,

érea,bf=3h(~'ty. j. en.=2h(-"*+ )

areax Ir=2h(ix>'-");éreB,gv=2h (M4 ");

area,

luégo llamando s, al area total seré;



_d L yntyviyt t ytycty«t ysty,
2 +h-AeAno+h(y,+ y,)+ 2h(y,+ y,-fyj,

afiadiendo y quitando & la vez, 2h(yj+ vy,J, resulta:

2 ! 2 ~
+ h(y,+ y,J+ 2h(y,+ vy,)- 2h(y,-fy.j f 2h(y,+y,+tyj=:

= h-" - CmEAT — h(y,+y,0) +2h (Y, +Y Y, +y,+y, )=

2 2 N \ 2 2 Nt o

Ahora, como la verdadera area, estd comprendida entre S y
5 lomando un promedio entre estos valores, tendremos, sal-
vo algun pequefio error, la espresion de la verdadera area;
asi, pues,

S+ s shP+h(lcLy.. _A tiii.+ 2p)
2 2*' —_—

~ hljfiThzi— 12PI.

Llamando y,+y, = E, vy, y,-hy,0 = E', resultala formula
final:

A= h (-i"+ .p).

Se puede determinar facilmente el limite superior del error,

N

pues la curva verdadera estd comprendida entre S, vy, ,
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. S-fs . . .
0 entre > >y>s; pero hallando la diferencia que existe

entre estas areas, se obtiene;

S+s S—s

2

S+s S™Ns
2 2

lo que da el mismo valor, representando esta espresion, el
mayor valor que pueda alcanzar, la diferencia entre el area
verdadera, y el &rea deducida por la férmula de Poncelet.
Asi, pues, como conocemos el valor de S, y s, podremos de-
terminar el limite superior del error,

2Ph-h~r-~A~ 4+ 2pj
S-s Pl e

9 X h

/E" E \h
\ 2 2/2

y como se desprende de la figura, resulta:

0 sea.

De modo que el limite superior del error es;
(mP-mQ)~=PQx|-,

valor, que puede determinarse facilmente.

La formula de Poncelet, es preferible &4 la de Simpson, por-
gue no necesita calcular mas que las ordenadas pares; y so-
bre lodo porque da el valor del &rea con mas aproximacion.



PROBLEMAS NUMERICOS.

Problema 1.“—Convertir 38®35' 24" del sistema se-
xagesimal al centesimal.

Reduzcanse los 35' 24" & fraccién decimal de grado.
De modo que SS* 35' 24' =38®, 59. Ahora en virtud de la pro-
porcién O®: 100e. :: 38°, 59:x, 6 sea, 9°: 107 :: 59:x, se
obtiene para X,

10x38®, 59
9

valor que podemos representar por 42?. 87' 77' en el sistema
centesimal, equivalente a 38° 35' 24" del sistema sexagesimal.

Problema 2."—Convertir 42". 87' 77" del sistema
centesimal al sexagesimal.

42?8777

Estableciendo la proporcion general

9:10 X:42?8777resulta, x = 10 10

= 38R 58993,
evaluando la parte decimal, en minutos y segundos, resulta;
58993=38® 35' 24", valor en el sistema sexagesimal, equi-
valente a 42? 87' 77" del sistema centesimal.

Problema 3®—Resultados numéricos, en algunos
poligonos regulares, de las relaciones que existen en-
tre lados, apotemas, areas y radios de las circunferen-
cias circunscritas 4 los mismos.
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Problema 4.».—Determinar el valor angular del
arco p. cuya longitud es igual al radio.

La circuferencia contiene 1296000" del sistema sexagesi-

2rr
mal; luego la longitud de V' vendra representada 7296000

27r
y conforme & la proporcion 7296000' resulta que p

nos dara en segundos el valor angular del arco cuya longitud
es igual al radio: de donde,

1291&_'3_000 _ 206264".81= 57"17'44", 81

Diferentes valores de p, en grados, en minutos, y en segun-
dos.

*=:07",2907795L;1 cccoovvvirmvnrrrrirnnnnns log. p>= 1'758122(i.
p' =3437',746770785........cccooons log. p' =3'63fi27309.
p'= 206264",806247096.. . . log. p"= 5'314423i.

Problema 5."— Diferentes valores dependientes de/™

- —3'141592653589793.. . . log. x =0'497149872694.
2X— 6'283180307......c.ceeevvrrriinriinns log. 2x =0'7981799.
3x= 9'424777961 3x=0'97427H.

4 . , 1y_
x=:1'370796327. . — T x = 01961199

4 x= 1'047i97004 . ! x = 0'0200286.

y e mom sty

)I( = (0'348309886. . log. =ri'3028501

4 - 0'459154944 . 1 * =T'2048201,

2X = I

x K2 =4'44288938. .

log. Xy i =0'6476649.



— = 2'22U4460.

-=i0'400108108..

1772453851,
:3'544907702..

:0'886226926.

['253314d.37..

~ =0'364189384.

1~//~=:0'797884361.

-"z=9'869604401. .

~=:0'10132M84..

188 —

log. —=0'3466349.
; ~i

e - |oi? y :r033365i.
log. y t" :02485750.

log. 'y T, :05496030.

1 los. T'9470450.

v :0'0980600.

= ['70i4250.
|/ v = 1T"9019400.
log. :0'9942997.

m 05 ;=" 0037003

Problema 6 ~—Diferentes espresiones que dau apro-

ximadamente el valor de

Formula de Arquimedcs.

* » Rivard.

»  » Adriano Mecio. .

Si reducimos & fraccion continua el valor de t =

contramos:

22
=1~
333
m 106

333
Tu

314139 on.
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22 333 30f)
~ 106 H3
en donde es de ver que ia 2.', a» y 4." reducidas, nos dan res-

rAZ;rMeci:. deAr,uin.odes, Rivard

El lado del cuadrado, mas el del tridangulo inscritos en una
misma circuferencia, dan aproximadamente la rectificacién
de media circunferencia, 6 sea el valor de pues srendo el
radio Igual a la unidad, resulta;

y 2+ </'3=r4t42t3f+ I'7:i20508= 3't46264i.
Férmula de Wallis:

S.2.4.41i.6.8.8.10.1Q.jg.i2.i4j4 ta
1.3.3.5.5.7.7.9.9.n.H.i:t.13.i5.i$J7.17.19.19...."

Tomando un numero limitado de factores tendremos una
-mp,loando el 2. miembro

19 9
1..1.3.0.U.7.7.9.9 11-H.13.13.1ij.10.17.]7.-ig_i ()
_69039237051187200
_ 22861587455, 87+ 5 - ennnen

Hste valor es el de en menos error de una décima v se
comprende que para tener el valor de z, por medio de Lf«
formula notable de Walhs, fuera preciso tomar muchos fac-
tores en los dos términos del quebrado anterior.

il
Segun Schwab la cantidad -J, representa el limite héacia el
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. . , . 1
cual tienden-varios numeros que partiendo de 0 y S e van
C)

sucediendo por una série no interrumpida de medios aritmé-
ticos y medias proporcionales, entre los dos valores prece-
dentes.

Llamando a,, Sg, 83.... los medios aritméticosy r,, Tj, r,....
las medias proporcionales, se obtiene la série de valores si-

guientes:
0,—0'2500000. . . . . . r,~ 03535534
a,=:0'3017767. rg=:0'3266407
83—0'3U2087. r,—0'3203640
a*—0'3172866. . . . . . r,—0'31"82I8
a,= 0'3180542. . . . . . rj=0'3184377
a,z=0'3182459. . . . . . r,=0'31S3418

Para r”se encuentra el valor de—, representado por 0’3183,

en menos error de una milésima: dividiendo, pues, la unidad
por 0'3183 resultara 3'l't2, que es el valor de r; en menos er-
ror de una milésima.

Férmula de Machin

Y—NT ~ A "m)~ (239" 3 A5 AN gy

Tomando solo tres términos de ambos paréntesis, viene el
valor de — representado por

4X 01973973333334 —0'0041840760018.

De donde z = 3'14162......... Con esta férmula se puede ha-
llar el valor de r. con bastante aproximacién.

Prohlema 1.~—Deducir la férmula
T 2 2 2
y 2 y 2-}-i/ 4 n 2 V-5
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6 sea su trasformada

t— limite 2» 2— N2-j-

Denios/racton.—Sabemos que el lado de un poligono regu-
lar inscrito en una circunferencia, en funcién del radio i? de
ésta, y del lado a del poligono regular, que tiene mitad name-
ro de lados que el dado, es:

a'=s f/ R(2K —
Siendo R = 1resulta;
a'-K 2 - ;
Ahora, como 4—(4—a®= a* puede escribirse:

(2+ K4-an ) (2- t/"4%a0=a";

NN N

luégo,
2-h |/ T-a*
y como 2— A—a*=a'’, se tiene:
a
a=e
2+ 1/TH

Si empezamos & considerar el cuadrado, sabemos que

a= R 1/2 ,y comoR = i, se deduce: a*=2. En este con-
cepto resulta para el octégono:

K2

a=:
1/2 + 1/437 TAUT 112 112 + tIT

Pasando & un poligono de 16 lados, tendremos:
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a 7= KS 1/2+ 1/T

N2+ K 4
2+ 4

172 1/

1/21/2+ 1/r \/2 + V4—=2+1/V
2

I/y 1/2+1/TV 2+ 1/ 2=H>""

El perimetro del poligono de que se trata, sera igual al va-
lor anterior multiplicado por 16, 6 sea,

2X
12 1/2+ s\ /2 + 1/2+ l/t"

y la relacion entre el semi-perimetro y el diametro de la cir-
cunferencia circunscrita a dicho poligono, seréa la cuarta par-
te del valor anterior, 6 sea;

/72 |72+ KT \/ 2+ 1/2+ IXT
2 2 2

K 2 [72"+t/1- \/ 2+ 1/2+ VYV

Por la ley que se descubre en este valor, puede deducirse
sin necesidad de repetir el calculo, que la relacion que ha-
bria entre el semi-perimetro de un poligono de 32 lados, vy el

didmetro de la circunferencia circunscrita al mismo, vendria
representada por,
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2
K2 K2-ft/2* + (/2+ /T

2

| / .+ \/2-i- 1/2+Ks"

Ahora bien, como aumentando el nimero de lados de los
poligonos inscritos, nos vamos acercando ala circunferencia,
resulta, que continuando los factores del valor anterior inde-
finidamente, podremos considerar su limite como represen-
tante de la relacion entre la semi-circunferencia y el didme-

tro, de modo que;

1/2 yj+yr V 2+ Ki+lTt

2+ K2+ I/T

pero siendo R = 4, resulta ser, —=r.: luego tendremos por

fin.
X 2 2 2
2 /72 y i+y T \/ 24-i/2+ ¥t~

][ 2+ X/2+ K2+ /T
Esta formula conviene modificarla enla practica, lo que se
puede lograr por los calculos siguientes:
Para mayor sencillez supondremos solo tres factores, y as

tendremos:
13
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12 i/12 + l/a V 24-17/2 {1/
2K T
1/ .+ K, |/ 2 2 [/

2>KY I/Y+Izt"
(2+i/2) y 9|

2 Ka Ka+I/T (2— KY)
V2 + K2H-I/'F

2KT KY + I/T (2- V 2+ K2+1/T

2 +K2+1/-Y
2K T "2+ t/T (2~ KY) V2+ K 2+ 1T (2- K 2~+|/T)
2—- KY

= KY KY +UT (2- 1/IY)V 2+ K 2+ LIT X

X(2—KYhzt) 2+ VYY) —

2z 2 KY K2+ 1/T V2-\-K2+ 1/T V(2- KY+YY~"r)r =

- 21/Yy K2y LATV (2- K 2+ 1T Y@- 2- (/7)) =

=r 2y ) 1 4-2v2- 1/2+ 1T ==2"v2- (/Y + k FT

Si en vez de tomar tres factores de la formula, hubiésemos
tomado cuatro, hubiera resultado;

241,/ 2— V2 + 1/2H-KT.

Si lomamos m, factores, en el concepto de que m, aumente
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indefinidamente, sabemos que nos dard el valor de ?: asi,

pues,

— limite 2®" K2+171X
2 ,]/

Osea.

«7:=limite 2" [ / 2— 24-|/7'r

habiendo m, radicales.

Para comprobar dicha férmula, basta tomar un nimero
limitado de radicales, y ver como se halla con cierto grado
de aproximacién el valor de ..

Tomemos cinco radicales, y la formula general se Irasfor-
maréa en:

17~/ 2 V2+ (7023 1/2+ i/t —
2_ V 24' i/ 24 -K 3 'i142)3d62373(W50i88016887 =
=2 2 — V "2 o+ IN3'(i477590(502f

Para hallar dicha dltima raiz cuadrada, con mayor ndme-
ro de cifras decimales, podremos escribir ceros & la derecha
del decimal hallado, resultando en este caso el valor de #
aproximado por defecto; asi, pues, escribiremos:

A A 2 4" ¢'SY(7ARE R)0IHAD =

—2'y 2—1/3M6I50388% = 2B1"2 — 1'9903i1] =
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—2 (/00096310000 = 2X0'09813= 32X0'009813= 3'140i6,

y este resultado representa el valor de ¢, exactamente hasta
las centésimas. Tomando un nimero mayor de radicales, asi
como un mayor grado de aproximacion en las raices cuadra-
das de la cifra 2, hubiéramos obtenido el valor de  con me-
nos error.

Problema 8®— Determinacion aproximada del va-
lor de ::;,por los tres métodos denominados; de los pe-
rimetros, de los isoperimetros y de las areas.

METODO DE LOS PERIMETROS.

Para hallar el valor de z, por este procedimiento, se supo-
nen en una circunferencia dos poligonos regulares, de igual
ndmero de lados, uno inscrito y otro circunscrito; y dupli-
cando, luégo, respectivamente los lados de estos dos poligo-
nos, iremos multiplicando indefinidamente los lados de los
poligonos inscritos y circunscritos, con la particularidad de
que los perimetros de estos poligonos se iran acercando al
perimetro de la circunferencia. Hallando las relaciones de
los perimetros de estos poligonos, con el diametro de la cir-
cunferencia, iremos estrechando sus valores, hasta tanto que
encontremos un cierto nimero de cifras iguales, tanto para
los poligonos inscritos como para los circunscritos, cuyas
cifras se podran tomar como verdaderamente representantes
de la relacién de la circunferencia al diametro, 6 sea del va-
lor de T. Las formulas, que permiten pasar de unos poligo-
nos a otros, de duplo namero de lados, son los siguientes:

1 Foérmula referente & los poligonos inscritos

Y=, 2r —|/4r —P)
K

r, radio de la circunferencia; I, lado del primer poligono ins-
crito; ii, lado del nuevo poligono inscrito de duplo nimero de
lados que el primero. Esta formula se puede trasformar por
medio de la general
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A+ I/A*- A — I"A»—B

en

mas conveniente para las aplicaciones.
La segunda formula referente & los poligonos circunscri-
tos es:

Lr
r-f

siendo r, eiradio de la circunferencia; L, el lado del primer
poligono circunscrito; y L', el lado del nuevo poligono cir-
cunscrito, de duplo nimero de lados que el primero.

Ahora bien; partiendo del exadgono y tomando por unidad
el diametro, resulta que los perimetros de los diferentes po-
ligonos que irdn resultando, conforme a las dosférmulas pre-
citadas, iran acercandose al verdadero valor de t. Y como
en este caso resulta para el perimetro del exagono inscrito

el valor numérico 3, y para el circunscrito 2 yW , con es-
tos valores se puede ya establecer la tabla siguiente, me-

diante la aplicacion de las dos formulas conocidas. t
Perimetree
~lomtro de iedot PSHgOgSeIOieD ieritee. peligosoe(:Jeirlc?aeDeeritoe‘
6 . . - . S00000 . . . . - 346415
2 . . .. 31052 . . .. 321539
24 . . .. 313262 . . . . . 315966
448 . . - - 313935 . . - 3'14608
% . . .. 314i03 . . . . 314271
192 . . . 30145 . . . | . 314187
384 . . .. 314155 . . m . . 34166

Al llegar & un poligono de 384 lados. se vé que se obtiene
el valor de ‘t, en menos error de una diez milésima.
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METODO DE LOS ISOPERIMETROS.

Para determinar el valor de ¢, por este segundo procedi-
miento, necesitamos también dos formulas que nos permitan
pasar de un poligono & otro, duplicando sucesivamente sus
lados, pero con la condicion de que todos estos poligonos,
tengan igual perimetro, aproximandose a una circunferen-
cia. Las dos formulas en este caso representan el radio recto
y oblicuo de cada uno de los poligonos, cuyos valores se van
igualando poco &4poco, hasta tanto que resultan varias cifras
comunes que deben considerarse éstas como el valor del ra-
dio de la circunferencia que se busca, y como se conoce el pe-
rimetro de la circunferencia: puesto que ha de ser igual al del
primer poligono, se determina, el valor de x, por medio de la

. c . .

formula o =r.. Las dos formulas generales que necesitamos
r

son:

R— KRr';

ry R, representan los radios recto y oblicuo de! primer poli-
gono, y r', R', los radios recto y oblicuo del nuevo poligono
de duplo niimero de lados que el primero, siendo isoperime-
Iro con este.

Asi, partiendo del cuadrado, suponiendo el lado igual € la
unidad, resulta:

yR=IKT.

Teniendo determinados estos primeros valores, podemos,
por medio de las formulas generales, deducir la tabla si-

guiente:
Nraock lado. Redics redtos Rdcs dllicecs
4 . . . r =05000000 . . , R =0'7071068
8 . . - r =06035534 . . . R'=0'6532815
16 . . . r"=06284i74 . . . Rn=0'6407280
32 . . . r"=r0'634573i . . . K'»=0'6376435
04 . . . rv= 063108 , . . R'v= 06368754
128 .. . r-=06364919 . . . Rv =0'6366830

256 . r>= 06365878 . . . Rvi=0'6366357
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Al llegar & un poligono de 256 lados, observamos que la
diferencia que existe entre el radio recto y oblicuo de dicho
poligono, es menor que una die2 milésima: asi, pues, toman-
do, por verdadero valor del radio de la circunferencia que se
busca 0'6366, resultara:

2r 12732 FuLes.

espresion que da el valor de r, exactamente hasta las milési-
mas inclusive.

METODO DE LAS AREAS.

Se determinaré el valor de r, por este tercer procedimien-
to, conociendo las dos férmulas

2AB
A-f- (/AB

A'=s ["AB , B'= -

en que Ay/?, representan las areas de dos poligonos de igual
namero de lados, uno inscrito y otro circunscrito & una cir-
cunferencia de radio I\ A' y B' representan las areas res-
pectivas de otros dos poligonos de duplo nimero de lados
que los dos primeros y también uno inscrito y el otro cir-
cunscrito a la misma circunferencia. Aplicando estas dos for-
mulas por el mismo estilo del metodo de los perimetros, re-
sulta que & medida que vamos aumentando indefinidamente
ios lados de los dos poligonas inscrito y circunscrito, estas
dos areas se van aproximando al area del circulo, y por esto,
continuando los célculos, se llegan & tener varias cifras igua-
les, cuyas cifras se podran tomar como representantes del va-
lor de ¢, pues siendo”rr*, la formula del &rea del circulo, sir=1,
resulta que r, representa precisamente el area del circulo.
Conviene en este caso, empezar por el cuadrado, porque
asi, las areas del cuadrado inscrito y circunscrito & la cir-
cunferencia, se espresan sencillamente, por los nimerés 2y
4; y con estos dos valores numéricos y las dos formulas ge-
nerales, podremos deducir la tabla de valores siguiente:
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. ireas ce los _ireas elos .
Hreo It ledos poligonos inseritaa. poligoncs eireansorios
4 . . 8
8 . . . . . 2'82843 . . . . 3'31371
6 . . . . . 306147 . . . . . 3'i8260
32 . . . . . 3'ilaasa . . . .. 3'15173
64 . . . . . 313655 . . . . . 3'14412
128 . . . , . 314033 . . . . . 3'i4223
256 . . . . . 314128 . . . . . 3'14173

Al llegar & un poligono de 256 lados, podemos notar que se
halla el valor de i:, exactamente hasta tres cifras decimales;
si se deseara mayor aproximacion, habria necesidad de lomar
un numero de decimales mayor que el que hemos supuesto
en la tabla, continuando duplicando indefinidamente los la-
dos de los poligonos hasta obtener la aproximacion que fue-
se de desear.

Problema 9®—Valor del area del cuadrante de cir-
culo, valiéndose de las formulas de Simpson y Pon-
celet.

Para determinar con bastante aproximacion dicha éarea,
dividiremos el radio en 100 partes iguales, hallando el valor
numeérico de las ordenadas y,, y*, yij.... valores que son fa-
ciles de hallar por ser dichas ordenadas catetos de trian-
gulos rectadngulos, que tienen todos por hipotenusa el radio
de la circunferencia, que se puede suponer igual é la unidad,
y por cateto conocido una parte alicuota del radio, 6 sea de
la unidad.

Ejecutando los céalculos se obtiene la tabla de valores si-
guiente:

00000000 0'9967948<)
0'99994999 099394170
0'99979998 0'99498743
099934989 0'99393108
099919967 0'99277389
0'99874921 0'99151399
0'99819837 0'9901ul50

099704699 0'98868399
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0'9804U0()

0'9836666I

0'98178V09
0'97979080
097770137
0'97i) 19986
0'973i!)062
0'97077288
0'96824i)83
0'961i6086|

0'06286032
0'96000000
()'95702664
0'90393920
0'95073603
0'947y704
0'94398093
0'94042043
0'93674969
0'9329(i1230
0'92903170
0'92498648
0'92081480
0'9i6?il513
0'91208352
0'90702410
0'9028299ii
0'89799777
0'89302835
0'8879189I

0'88266641
0'87726848
U87172243
0'86602040
0'8601744ii
0'83i1662r)

0'84799764
0'»4166501

R SR SR Y

N S S << <<< o<

<“<<<<«<
RRPASBLBYBBRS

0'8351646:)
0'82849260
0'82164469
0'81461647
0'80740324
0'S0000U00
079240141
078460180
077659513
076837490
075993420
075126559
074236109
073321211
072380936
071i14284
070420167
0'69397406
0'683447H
0'67260686
0'66i43782
0'64992307
0'63804388
0'62577951
0'61310084
(6/c6000000)
0'58642987
0'57236352
055776339
0'0425863i»
0'526782(>8
0'510294U3
0'49300172
047497368
045396052
043588989
04146082V
0'39191835
036755951
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y « 0'34i 17444 v, 1'19899748
y« 0'31224989 0'14106735
y 7 0'28000000 0/00000000]
y « 0'24310491
Suma de las ordenadas impares, escepto las dos es-

tremas. . . 38172835616
Suma de las ordenadas Pares......ereeseesinen 39'282070i5

APLICACION DE LA FORMULA DE SIMPSON.

N=-io(y.rynot+2(yFHy +-y»itd(y,ty.+-my )=

= -~(1 + "''456712324-4 X 39'28207015)=

— X 235'58409292 = 078528330.
000

APLICACION DE LA FORMULA DE PONCELET.

=47 (2 (y,+ y.4-my.0)+
* , 1-1'14101734 \
N _NT 8 0641404----mmmmn —mmeeeee- ) =
= j~i78'564140—0'0352543)=~ x 78'52888C=078528886.

Siendo el radio del cuadrante, que se considera igual & la
unidad, el area del cuarto de circulo, segun las cifras verda-
deras de r, seréa

ke 078539816.
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Comparando este resultado con cada uno de los obtenidos,
segun las dos formulas anteriores, resulta:

Error segtn la formula de Simpson. 0'0U0H486

) Poncelet. U'000U1093i)

078539810
078528330

078539816
078528886

Limite superior del error segun la férmula de Poncelet.

h/E'—E\

1

----- 2---)="ifK r~ 0'03525434=0'00035254........

Luogo el error, 00001093, que hemos hallado, es menor

gue este limite.

FI3ST.
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ERRATAS IMPORTANTES.
Dice. Debe decir.
las longitudes. las de las longitudes

de dos cuadrados. .
2AnN-A2nGN .
2AnN + 2Dn” .

2nBN+ 2DnN'N ..
bc= x*+ CD+ CB.

a

triangulo inscrito. .

A’oP’

CC'zrBB’
AMXNB

de los cuadrados
2 ah N+
2An"+2Dn*

2nB» + 2Dn ~
bc= x*4-CD X DB,
fa—a
b
an
triangulo equilatero
crito
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