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OPUSCULO
SOBRE PROBABILIDADES,

CON APLICACION

A ALGUNOS JUEGOS DE SUERTE.

- — e ) S —

Acepciones de las woces CERTEZA Y PROBABILIDAD.

L. Antes de pasar 4 esponer la doctrina del célculo de
las probabilidades, debe fijarse el sentido de la voz probabilidad,
pues quedando vaga é inexacta su significacion, daria esto mo-
tivo 4 que cada uno formase ideas diferentes sobre el objeto
de este cilculo, y sobre los principios sblidos en que se funda.
Unos podrian creer que por medio de este ramo de las mate-
miéticas se determina con toda exactitud el 6rden y el modo
de suceder los acontecimientos, lo que equivaldria &4 preveer lo
futuro; mientras que otros, que por probable no entendiesen
sino lo que es muy inseguro y aun incierto , mirarian este asunto
con desprecio ,,.tendrian por atrevido su objeto, y por quimé- "
ricas las importantes verdades que de ¢l se deducen. Unos y
otros se enganarian; pero mucho mas los Gltimos que los pri-
meros. Aunque las matemiticas no determinen con exactitud el
orden y el modo de los eventos que han de suceder, porque sien-
do esto un asunto que no pende de la direccion conocida de
ningun agente, es imposible preveer el Orden de los sucesos,
determinan sin embargo con toda la evidencia de sus demos-
traciones el mayor 6 menor nimero de los que sucederin, y la
mayor O menor conlianza con que debemos esperar la apari-
cion del acontecimiento que forme el objeto de nuestras inves- 5 3
t1gaciones. |

2. Comparando las voces cierto y probable, conocerémos i
verdadera significacion de estas palabras, y el limite que las
para. 51 subimos al origen de nuestras ideas, hallaremos que
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todas las debemos 4 las sensaciones 6 impresiones que hacen en
nuestros sentidos los objetos existentes, y 4 la facultad 6 capa-
cidad de estos mismos sentidos para recibir las impresiones de
los cuerpos. Sino tuviéramos sentidos no sabriamos de la exis-
tencia de los objetos esteriores, y si estos no tuviesen la pro-
piedad de hacernos impresiones anilogas 4 las que nuestros sen-
tidos pueden recibir, ignorariamos tambien que los habia. La
conciencia,, pues, de una sensacion actual 6 presente, y la per-
cepcion clara y evidente de la conveniencia 6 discrepancia de
dos ideas, es lo que constituye el mas alto grado de certidum-
bre. Cuando al despertar por la mahana vemos al sol, alirma-
mos con la mayor seguridad posible, con certeza absoluta, que
es de dia,

3. Si comparamos este grado de certeza con la que tene-
mos sobre la repeticion de aquellos hechos, que hemos chser-
vado siempre sin que les conozcamos escepcion alguna, prin=-
cipiaremos ya 4 notar diferentes grados de certidumbre. La
constancia de las leyes de la naturaleza funda tambien de un
modo bastante seguro los motivos de nuestra creencia ¢ de nues=
tras opiniones, pero no de un modo tan absoluto. Al ver que
todos los dias sale el sol, sin que esto haya dejado de suceder
ni una sola vez en tantos millares de aflos, tenemos bastante
confianza de que esto mismo se repetira los dias siguientes; por
manera que afirmaremos con mucha seguridad que el sol vol=
verd 4 salir de 24 en 24 horas; pero ningun lmfabre podrd de-
cir: “Estoy seguro de que mafana saldra el sol, y esto lo co~
nozco con la wisma certeza con que lo veo hoy sobre el ho-
rizonte.” ;Quién le asegura la repeticion de un hecho, cuyas
leyes no conoce bien? Acaso la ley que hasta el presente ha he-
cho girar 4 la tierra sobre su eje, y dar una vuelta entera
en 24 horas, cesard 6 se modificard con el tiempo; 6 quiza el
sol , en virtud de otras leyes y de otras revoluciones de los
sistemas planetarios, mudard de lugar en lo sucesivo, y vaya
4 colocarse 4 tanta distancia de nuestro planeta, que 6 le per-
damos enteramente de vista, 0 no le veamos sino como una
estrella. Asi que, el grado de certidumbre que adquirimos por
medio de la_repeticion constante y jamas interrumpida de los
mismos hechos, esta bien cerca de la certeza absoluta, pero
no es igual 4 ella,
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4. Siguiendo la degradacion] de la certidumbre, y pasando
A hechos que hayan ofrecido alguna escepcion, la veremos de-
bilitarse mas y mas, 4 medida que estas escepcioues hayan sido
mas numerosas. Un observador, dice Lacroix, que haya notade
constantemente que siempre que llueve baja el mercurio en el
barometro, que entonces sopla el aire de tal punto, y que las
nubes tienen estas 6 aquellas circunstancias, mirara como pro-
xima la lluvia, cuando vea la coincidencia de todos sus indi-
cios, sin que por esto pueda asegurar que llovera infalible-
mente ; porque se acordard al mismo tiempo que algunas ve-
ces han sido engafiosas estas apariencias, que el mercurio ha
bajado en el barometro, y que el tiempo ha estado nublado, sin
que haya llovido; que vientos 6 corrientes superiores que no se
habian previsto, ¢ cualesquiera otras modificaciones del aire,
han disipado las nubes mas amenazadoras: pero €l tendrd una
conflanza tanto mayor en que llovera, cuanto mayor sea el ni-
mero de hechos conformes 4 su conjetura, que el de los hechas
contrarios. '

5. Aunque el hecho de llover sea dudoso para el que ob-
serva sus indicios, no debemos creer sin embargo que sea ca-
sual en si mismo; porque este hecho natural tiene una depen-
dencia inmediata del estado anterior y presente de la atmoés-
fera, y de las consecuencias necesarias de este estado. Una in=-
teligencia superior que conociese todas las condiciones necesa-
rias, inferiria infaliblemente lo que debia suceder. Se puede,

__pues, asegurar, que propiamente hablando, no hay ningun acon-

tecimiento casual; pero hay su equivalente, esto es, la ignoran-
cia que tenemos de las verdaderas causas de los acuntecimifngos.
El hombre limitado en sus conocimientos, no pudiendo counocer
todas las circuntancias necesarias para que un acontecimiento
suceda, 6 no pudiendo hacer una enumeracion exacta de ellas,
lo que hace es tener cuenta con todos los indicios, y si de este
eximen resultan mas juicios afirmativos que negativos, entonces

siente una inclinacion 4 creer que el hecho sucedera.

Para comprender esto mejor, supongamos que en una urna

haya 15 cédulas blancas y 1 negra, y que una persona con los

ojos vendados saca una de las 16 cédulas contenidas en la urna,

Al ver que el ntwero de las cédulas blancas es mucho mayor

que €l de las negras, juzgariamos mucho mas posible la salida
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de una dé aquellas que de estas, g formariamos 15 juicios para
‘la salida de una cédula blanca, y I solo para la salida de una
negra; y no podriamos menos de esperar con mucha mas con-
fiinza que sacase una de aquellas, que el que saliese la negra, Si
en vez de 16 cédulas suponemos un millon de cédulas blancas
y una sola negra, seria muchisimo mayor nuestra confianza en
que saldria una blanca, y no podria menos de causarnos la
mas viva sorpresa el que saliese la negra 4 la primera vez.

6. De la degradacion, pues, de la certidumbre, y de Ia
ignorancia de las verdaderas causas de los acontecimientos, nace
la probabilidad. Lo absolutamente cierto es aquello que conocemos
con toda evidencia, como una sensacion actual, 6 la convenien-
cia ¢ discrepancia de dos ideas, v. g, estas: la nieve es blanca;
el circulo no es un cuadrado. Lo cierto simplemente es aquello
4 que no le conocemos ningun hecho contrario, y que por con-
sigutente tenemos una seguridad en que siempre seri lo mismo:
como que el sol sale todos los dias, y que una piedra arrojada al
aire bajard al suelo. Probable es lo que se acerca mas 4 lo cierto
que 4 lo incierto, aquello que tiene mas razones para suceder que
para no suceder, 6 en favor de lo que podemos formar mas jui-
clos afirmativos que negativos, lo que por consiguiente engafia
‘menos veces, 6 se verifica en la mayor parte de los casos.

- 7. Debemos notar que hay diferentes grades de probabili«
dad, pero en todos ellos ha de ser mayor el nimero de los jui-
cios afirmativos que el de los negativos. En el egemplo pro-
puesto la probabilidad de sacar una cédala blanca, cuando no
hay mas de 16 en la urna, es mucho menor que cuando hay un
millon; pero en ambos casos hay probabilidad, -porque los jui-
cios afirmativos son mas que los negativos. El nimero, pues,
de juicios afirmativos en contraposicion de los negativos es el
que determina el grado de confianza 6 de probabilidad; si se
aumenta su niimero, se aumenta tambien la probabilidad: pero
se debe advertir, que no se debe considerar este niimero como
absoluto, sino como relativo; porque si se aumenta el nimero
de cédulas de un color en la misma proporcion que las del otro,
permanecerd siempre la misma proporcion entre los juicios afir-
mativos y negativos, Si se dobla, por egemplo, el namero de
cédulas blancas y el de las negras, habri el mismo grado de
confiauza que 4ntes para esperas la salida de una blanca; porque
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los juicios afirmativos serdn 3[03 y 2 los negativos, lo que es
equivalente 4 15 alitmativos y 1 negativo, por ser iguales las:
dos razones 30:2 y 15:1. De aqui podemos inferir que la me=
dida del grado de confianza debe ser la razon del niimero de
juicios afirmativos al ntuero total de juicios tanto afirmativos.
como negativos, En el egemplo propuesto esta medida es la ra-
zon que hay entre el ntimero de cédulas blancas y el piunero

I

total de ellas, esto es: 7. Esta medida, pues, espresada nu-
méricamente, es lo que se llama probabilidad matemdtica, que se
forma dividiendo el numero de lances favorables al acontecimienio
por el numero total de lances.

8. Segun lo que se acaba de ver, la probabilidad matemi-
tica estd siempre espresada por una fraccion propiamente dicha,
6 menor que la unidad, & la que se acercard tanto mas cuanto
mayor sea el ntmero de lances favorables al acontecimiento que
se considera, con relacion al nimero total de lances; pero nun-
ca podrd igualarse con la unidad sino en el caso de que no
exista ningun lance contrario al acontecimiento, en cuyo caso
deberia suceder infaliblemente: Si las 16 cédulas de la urna fue-
sen todas blancas, infaliblemente saldria una blanca, y enton-
ces estaria espresada la probabilidad de sacar una cédula blanca
por la fraccien % que es igual 4 1; por manera que la unidad es
el simbolo de lo absolutemente cierto. Ls, pues, evidente que
cuanto mas se acerca la fraccion de la probalilidad 4 la uni-
dad, tanto mas se acerca la probabilidad 4 la certeza; y que si
dicha fraccion llega & ser igual 4 1, entonces deja de ser el he-
cho probable, y pasa & ser absolutamente cierto. Despues vere-
mos con cuanta exactitud responde el calculo 4 estas propo=
sicicnes, :

9. Tambien debe notarse que cada acontecimiento incierto
da origen & dos probabilidades contrarias, la de que-el aconte-
cimiento sucederd, y la de que no sucederd. Y como infalible~
mente ha de suceder lo uno 6 lo otro, siendo la unidad el sim.
bolo de la certeza, la suma de estas dos probabilidades contrq-
rias debe ser igual d la unided. En el egemplo de la urna Ia
probabilidad de sacar una cédula blanca es 32, y la de sacar
una negra, 6 la de no sacar una blanca , es <25 y la suma
de - =10= :

16 16 16 -

Como los lances favorables 6 contrarios 4 un acontecimiento
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pueden ser conocidos 6 desconacidos, se divide este tratado en
dos partes: la primera trata de aquellas cuestiones en que el
niimero de lances de cada especie, 6 la relacion de estos ntime-
ros, es asignable y puede dedacirse a priori; y la segunda se
ocupa de la teoria que somete al cilculo de las probabilidades,
aquellas cuestiones en que el ntunero total de lgnces y sus rela-
ciones con el de los de cada especie, no se puede determinar.
Aqui se resolverin solamente algunas cuestiones pertenecientes
4 la primera, dando algunas formulas generales para resolver
otras semejantes,

Determinacion A priori de la probabilidad matemdtica,

10. Se ha dicho (7) que la medida de la probabilidad ma-
tematica es la fraccion que resulta de dividir el nlmero de
lances favorables por el nimero total de lances. -Ahora afiadi-
remos que es necesario para la determinacion de la probabili-
dad que todos los lances sean igualmente posibles, porque sino
lo son, varia entonces la probabilidad respectiva de cada lance.

Supongamos en confirmacion de esto, que se tiran dos da-
dos de 4 seis caras cada uno, sefaladas con los nimeros desde
el 1 hasta el 6; si llamamos A al un dado y B al otro, 4 poco
que reflexionemos, conoceremos que cada una de las caras del
dado A puede pcesentarse con cada una de las del dado B; de
suerte que podrin suceder los 36 lances que manifiesta la tabla
siguiente:
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Considerando separadamente cada uno de los 36 lances de
la tabla, no puede menos de notarse que todos tienen un mis-
mo grado de probabilidad, porque todos son igualmente posi-
bles; asi que, sacar 1 con el dado A y 4 con el dado B es
tan probable como sacar 6 con uno y otro dado. La probabi-
lidad de cada uno de estos lances es -, porque entre todos
ellos no hay mas de uno de cada especie, 6 no hay ninguno
igual 4 otro, Pero si consideramos la salida de los puntos sin
distincion de 6rden 6 de los dados que los producen, no es ya
una misma la probabilidad de sacar los puntos 1 y 4, y la de
sacar 6 y 6 0.las senas; porque la probabilidad de estas es -,
por no haber mas de un lance entre los 36 que las produzcan;
mientras que para sacar 1 y 4 0 4 y 1, hay dos lances entre
los 36 de la tabla; y por consiguiente la probabilidad de sa-
car 1 y 4 sin distincion de 6rden es S—=15.

Si en vez de considerar los puntos separadamente, no con-
sideramos sino el niimero que suman estos puntos tomados co-
lectivamente, hallaremos diversas probabilidades para cada na-
mero, Si se exigiese v, g. sacar el namero 2 con una tirada de
los dos dados, como entre los 36 lances que pueden suceder,
solo\uno de ellos da 2, que es el lance 1 y 1, no puede salir
el nimero 2 sino de una sola manera, y su probabilidad serd &
asi como tampoco hay mas de un lance para sacar ¢l punto 12,
pero el niimero 7, por egemplo, puede obtenerse con los seis
lances diferentes 1y 6; 6 y1;5 2y 555y 253y 45 4y 3;
y en este caso serd la probabilidad de sacar el nimero 7 con
una sola tirada de los dos dados -=>=%. Del mismo modo sa-

2

caremos que la probabilidad de sacar 3 puatos es ==X la
de sacar 4,-==+v; la de sacar 5, 7z=75 &o.

127

11, Siendo tres los dados en vez de dos, se aumenta cone-
siderablemente el nimero de los lances; porque, segun la doc-
trina de las combinaciones, cada uno de los puntos del nuevo
dado, que llamaremos C, puede combinarse con cada uno de
los 36 lances que pueden suceder con dos dados; asi que el nii-
mero de lances posibles con tres dados es 36x6=216, como
se ve en la tabla siguiente:

' =t
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Aqui del mismo modo que :1.-:1 la tabla de los dos dados,
cada uno de estos 216 lances es igualmente posible consideran-
dolos aisladamente , y la probabilidad de cada uno de el los
es 5= 5 pero considerandolos sin distincion de 6rden, varia en<
tonces su probabilidad ; asi que la probabilidad de sacar 5 con
el dado A, 2 con el B, y 6 con el C, que no es mas de -,
es —- si se prescinde del 6rden ; porque, segun se ve en la tabla,
hay seis lances que dan el 5 el 2 y el 6, y por consiguiente s
probabilidad serd ;3> = .

Del mismo modo sine atendemos & los puntos, sino 4 su
suma, obtendremos tambien muy diversas probabilidades, La
de sacar, por ejemplo, 18 con tres dados serd —i-; la de sacar

el niimero 4 serd ;3= = 1555 la de sacar 5 es 3; = <5; la de
IO (4

sacar 0, ;7= = o35 la de sacar 13, - = % etc.

Asimismo con caatro dados pueden suceder 21 6x6=—=r1296 lan~
ces; con cinco 1296x6=—7776 lances; con seis, 7776x6=—=46656
lances etc. Todoesto es conforme 4 la doctrina de lascombinaciones,

12, Estando espresada la probabilidad de un acontecimiento
por una fraecion, cuyo numerador es el niimero de lances favo-
rables 4 la produccion de dicho acontecimiento, y el denomina-
dor el nimero total de lances, tendremos, que si llamamos m el
namero de lances favorables 4 un acontecimiento, y 7 el de los
que son contrarios, se espresard algebraicamente la probabilidad
de dicho acontecimiento por

m

m=t—n

y la probabilidad contraria por

n m
O 1=

m-=—n m-=—n

(9):

de suerte que si se representa por e la primera de estas proba-
bilidades, la segunda seri 1 -e.

Suponiendo que se saca una cualquiera de las 40 cartas de
una baraja, en la que hay 12 figuras, la probabilidad de que la

carta que se saca sea una figura, seri 73=-=, y la probabili-
dad contraria 2 —=

49~ T1e"
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En este ezemplo no se consideran sino dos suertes de lances,
que son los de sacar una figura y los de no sacarla, y no hay
por consiguiente sino dos suertes de acontecimientos ; pero si se
distingue el palo de la figura, considerando aparte la probabili-
dad de sacar una figura de oros, de copas , de espadas, & de bas-
tos, resultarin cinco acontecimientos posibles. Siendo % la pro-
babilidad de sacar una figura de palo determinado, pur que no
hay mas de tres figuras de cada palo entre los 40 naipes, ten-
dremos las probabilidades siguientes.

para sacar una figura de oros

ol gt San R POGRDideh aopas

o e aee e esigie Sdehespadas

¢ o waee— e * e AGIDESLOS

2 para no sacar ninguna figura ; cuyas fracciones suman r,

g oledleslet]e

#];

13. Del mismo modo calculariamos cualquiera que fuese el
ntimero de clases de acontecimientos. Suponiendo una urna que
contuviese un nimero Y de bolas, de las cuales hubiese un nt-
mero m de bolas blancas, n de encarnadas, p de azules, ¢ de
verdes, r de amarillas, s de negras, y que de dicha urna se sa-
case una bola 4 la casualidad, se obtendrian seis suertes de lan=
ces, que componen el niimero total

m—tn—+p—=q—r—s—Y¥,

y dan las probabilidades

m
——— de sacar una bola blanca.
Y .
n
de sacar una encarnada,
- ,
y asi de las demas. La suma de todas estas probabilidades sera
M=t~ P~ g—-r =S Y
PR 5t — —— I

Y Y
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Si hacemos m=20, n=—=24, p—30, ¢—= 36, r—/4o,
y s==50, serd Y—200; y las probabilidades anteriores serin

. m - n 4 g
numéricamente -T—:ff;:-f; de sacar una blanca; T = 3es—i5
B9 st 8 .
de sacar una encarnada ; %:;}} — -5 de sacar una azul;
9 36 _ 9 ge sacar una verde; — ==X de sacar una ama-
T""zuu ?u € sa NPT 200 T8
rilla, y — T' —-——= de sacar una-negra; y la suma de todas
estas probabilidades seré T e e i
20—+ 24 ~+ 30—+ 36—+ 40 =490 200
- = —1s
200 = 200

14. Hasta aqui no se ha considerado sino la probabilidad
absoluta de cada clase de acontecimientos; pero hay cuesticnes
en las que no se considera la probabilidad sino relativamente,
S1 se quisiese saber, por ejemplo, la probabilidad que hay de sa-
car el punto 7 mas bien que el 4, tirando dos dados, serd ne-
cesario comparar las probabilidades absolutas de estos dos acon-
tecimientos, para obtener su probabilidad relativa. Por la tabla
del ntimero 10 se ve que hay seis lances para sacar el punto 7,
y nada mas de tres para sacar el punto 4; las probabilidades
absolutas son pues =% para el punto 7, % para el punto 4, y 3Z
para los demas puntos: considerando como nulos todos los lances
que no producen ni el 7 ni el 4, solo hay que considerar ¢ lances
de los 36, que son los 6 que dan el punto 7, y los 3 que dau el puato
4; serin pues las probabilidades respectivas de los puntos que se
consideran g parael 7 y § para el 4; por cousiguiente s1 dos perso-
nas apmtasen de sacar la una el punto 7 y la otra el 4, el pri-

mero tendria § de probabilidad para ganar, y el segundo no ten-

$

dria mas de 1
Estas mismas probabilidades se obtendrian dividiendo la pro=-
babilidad absoluta del punto 7 y del punto 4 por la suma de es-
tas dos probablhdades, en efecto
% 6 % 3

6 8 6
36 3% 9 36 138 9
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Esto es evidente y general; por que asi como para sacar la
probabilidad absoluta de un acontecimiento, se forma una frac-
cion dividiendo los lances favorables & dicho acontecimiento por
la suma de los lances favorables y contrarios, asi tambien para
sacar la probabilidad relativa, se divide la probabilidad abso-
luta, que en este caso hace las veces de los lances favorables, por
la suma de las dos probabilidades, que se toman por la suma de
los lances favorables y contrarios,

La probabilidad relativa de sacar 12 con tres dados mas
bien que el punto 8, se saca por medio de la tabla del ntm, x1,
que es dividiendo las probabilidades absolutas del punto 12 y
del 8 por la suma de ambas probabilidades ; lo que da

a7 27
e 25 2= 21
> — y S = —
2T
236 U ait 4'6 T YT 3 46

En general en el ejemplo de la urna que contenia bolas de seis
colores, la probabilidad de sacar una bola blanca mas bien que

una encarnada, sera

m
? mY mn

iﬂf -t % mY —-nY m—+n

y la probabilidad contraria, es decir, la de sacar una encarnada

mas bien que una blanca, es
n

e ——

m=+n

[ =3

Hemos podido notar que en la determinacion de la probabi-
lidad relativa, se prescinde de todos los lances estrafios 4 los dos
acontecimientos , los cuales se consideran como si ellos solos hu-
biesen de suceder, puesto que todos los demas son nulos con re-
lacion 4 las condiciones propuestas; de aqui resulta, como se ha
visto en los ejemplos, que la probabilidad relativa se obtiene di~
vidiendo la probabilidad absoluta del acontecimiento de gue se traia
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por la suma de las dos prnbabifigadgs absolutas de los acontecimien=
tos que se comparan.

15. Tambien debe notarse, que muchas veces se forma un
solo acontecimiento de muchas clases de lances, y entonces se
obtiene su probabilidad, sumando la de todos los lances. Si, por
ejemplo, jugando con tres dados se pusiese la condicion de sacar
indistintamente bien el punto 12 6 el 13, hallaremos por la ta=
bla, que la probabilidad del punto 12 es 735, y la de sacar el 13
es -2-, y como ya se saque el 12 ya el 13 se llena la condi-

cion pedida, se deberdn sumar sus dos probabilidades para ob-
tener la que se pide, que es

25 ST e 4G e 28 r.
216 216 ™ 216 ™™ 104 5?

lo que por otra parte es evidente, pues que la condicion pro-
puesta abraza 46 lances de los 216 que pueden suceder tirando

tres dados.
En el ejemplo de la urna la probabilidad de sacar una bola

blanca 6 una encarnada es

m-=+n

m n
— = — =

X Y -
la de sacar una blanca , 6 una encarnada, 6 una azul, es

M= =+ p

z

y la de sacar una blanca, 6 encarnada, 6 azul, 6 verde, 6 ama=~
rilla 6 negra, es

m=n—p=—q—=r—+s &
= — = I}

Y i §

cuya fraccion, igual 4 la unidad, manifiesta que infaliblemente
saldri uno de los seis colores pedidos ; lo que desde luego es evi=
dente, por que la urna no contiene bolas de otros colores; por ma=
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nera que el cilculo responde perfectamente con sus resultados 4
la evidencia de los raciocinios.

16. Muchas veces el acontecimiento que se pide, se compo-
ne del concurso de otros muchos, que tiene cada uno su proba-
bilidad propia, de las que se debe deducir la del primero. Si se
tratase, por ejemplo, de sacar de una baraja de 40 naipes una
fizura de palo determinado, y se dividiese la baraja en cuatro
paquetes eon las 10 cartas de cada palo cada uno, mezcladas en-
tre ellas de un modo ignorado, pudiendo estar indiferentemente
la carta designada en uno cualquiera de los cuatro paquetes, la
probabilidad de dirigir la mano al paquete que la contiene es %3
péro como este paquete coutiene 1o cartas entre las que solo se
encuentran 3 figuras, la probabilidad de sacar una de estas, cuan-
do se lleva la mano al paquete que la contiene, serd ==. Asi que
para acertar con la carta determinada, es necesario el concurso
de dos acontecimientos, cuyas probabilidades son < y - La pro-
babilidad de este concurso es el producto de las dos precedentes;
por que siendo los paquetes iguales y conteniendo uno solo la
carta designada , los lances que la dan son Z del ntimero total de
lances; y como de los 10 lances contenidos en este > tres sola~
mente llenan la condicion pedida jse deberan tomar los % e %

para obtener la razon del nimereo de lances favorables al nime-
ro total de lances; serd pues la probabilidad buscada Zx% =%,
Esta probabilidad es la misma que se halla suponiendo todas las
cartas juntas en un paquete, donde solo se encontrarin 3 figuras
de cada palo entre las 40 cartas: la probabilidad pues de sacar

una de aquellas, siendo 3 los lances favorables y 37 los con=-

trarios es
3 3

—————————
e

3437 40

17. El ejemplo anterior puede representarse por la tirada
simultanda de dos dados, de los cuales el uno tenga 4 caras, una
seitalada con la letra A y las otras blancas, y el otro r1c caras,
tres seiialadas con la letra B y las otras blancas: el concurso de
las letras A y B sera precisamente semejante al de los aconte=
cimientos del nimero anterior. Pero pudiéndose presentar cual<
quiera de las caras del primer dado con cualquiera de las del se~
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gundo, el nimero total de lances seri 4x10==40; y entre este
nimero 3 solamente formados por la combinacion de la cara A
del primer dado con las tres caras B del segundo, llenan la con-
dicion pedida; la probabilidad que se busca, serd pues ;=7x,

4
como ya lo hemos hallado de otra manera.

m

representa la probabilidad de

18. En general, si
m——1n

P

un acontecimiento, y la de otro, la probabilidad de su

P19
colcurso sera

m P mp

— 3 — s &
m=+n  p-q (m=n) (p—+q)

porque podemos suponer que se tiran dos dados, de los que ei
primero tenga m caras sefaladas con la letra A y n caras blan-
cas, y el segundo p caras sefialadas con la letra B'y ¢ caras blan-
cas. Entonces el ntimero total de lances posibles serd , como he=
mos visto en el ejemplo anterior y en el nimero 10, el producto
de todas las caras del primer dado por todas las del segundo,
esto es, (m—+—n) (p—+q); pero entre este numero de lances so=
lamente hay las mp combinaciones de las caras senaladas con
la letra A y de las senaladas con B, que produzcan el acontecimiento
pedido; asi que la probabilidad del concurso de las letras A y B es

mp m P

x .
(m==n) (p—+q) m—=+n p-q

Estas consideraciones pueden estenderse al concurso de tres
acontecimientos A, B, C, cuyas probabilidades particulares

fuesen
m p r

§ . Semisiapy . SSmm——
R—+R p—-l—fl r—+§
3
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la probabilidad de su concurso serd
mpr m P r
x >

(‘m—-n) (p—+¢) (t—3) m=+n p4q 145,

y del mismo modo cualquiera que fuese el niimero de los acon-
tecimientos.

Si llamamos probabilidad simple la de cada acontecirniento
en particular, y probabilidad compuesta la de su concurso, se
puede establecer generalmente este priacipio: lu probabilidad com-
puesta esel producto de las probabilidades sumples.

16. Por medio de las probabilidades compuestas se abre-
vian mucho los calculos, pues se evita el tener que formar el
desarrollo de todas las combinaciones posibles. Supongammos que
se hayan juntado en un paquete los 12 naipes de un mismo palo
de una baraja de 48 cartas, y que se pregunta la- probabilidad
de que las dos primeras cartas del paquete scan el as, y el dos,
por ejemplo, Si hubiesemos de sacar esta probabilidad ajustando
todos los lances posibles 6 todas las combinaciones de las 12 car-
tas, tendriamos que considerar que en el primer lugar puede ha-
llarse el ‘1 y en el segundoel 2,6 el 1 y3; ry 451y 51 y 6;
1'y751§y8;1ry9331y10;1y 1151y 1256el3yu;
2y3;2Y 4;2Y75;2y06;2y7;2y852y9;2y10;2y171;
2y12;0€el 3y1;3y2;3y4;3y5;3y6;3y7;3y8;
3yo9;3y10;3y1153y1250el 4y154y9254y3;54y
5:4y6;4y7:4Y8,4Y054 Y1054y 115 4y 1256 el
S5y1;5y2;5y355Yy4556y6;5y7:5y8;5y09:5y vo;
Syrr;5yr12;6el6 y1;6y2;6y3; 6y 456 y S;
6y7;6y8;6y956y10;6y 1156y 1250660l 7y 13
7Y®H7YH7Y4H7YHT7Y67y8 7y 0957y ic;
7y11; 27 y13;0el 8y ¥ 8 y2,8y38y4;8ysS;
8y6,8 y758y90;8y10;8 yi11;8yi26el9yi;
9Y3 9Y3:97459Y9597059y759y8;97y 10;
9y 11;9'y12;6€el 10y 1510 y2; 10y3510y4; 10y 5;
10y 6,10y 7;10y 8; 10 y9; 10 y11; 10y 12; 6 el 11
yT;31y 2,11y 311y4;520y5;11y6;11y7311y
8; 11 yQ; 11 y 10511 y 12; 6el 12y 15 12y 25 12y 3;
12 Y 45 12y 53i12 y-0; ¥2-y 7; 12 y-8; 12y 9; 12 ¥ 10;
¥ Y- 11, - s -
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Entre estas 132 cnmbinacioneg de & dos cartas que pueden
hallarse en los dos primeros lugares del paquete, la primera so-
lamente llena la condicion pedida, luego hay un lance para que
suceda el acontecimiento deseado; y 131 para que no suceda;

serd pues su probabilidad

I I
_-—l-l-_: e
I—+131 132

Mucho trabajo nos hubieramos ahorrado, si nos hubiesemos va.
lido de la formula de las permutaciones, Todas las que se pueden
formar con 12 cartas son el producto de 1.2, 3. e 11, 125
'y observando que cuando dos de las cartas del paquete tienen un
sitio determinado, quedan 10 que se pueden combinar entre si
de todas las maneras posibles; esto es; de 1. 2. 3, 4.... 10 ma-
neras, seran estos los lances que producen el acontecimiento de-
seado; cuya probabilidad serd por consiguiente

I-l 2# 3- 4liliﬂ 101

’
Il. 2- 3| 411"1!' IG. Illl 121

y suprimiendo los factores 1. 2. 3. 4.... 10, que son comunes
al numerador y denominador, queda solamente

Rt o p

— e —
T Y2 132*

que es lo mismo que ya habiamos sacado.

Pero esta misma probabilidad la sacaremos facilisimamente
por medio de las probabilidades compuestas: para esto conside-
raremos, que la probabilidad de que el as sea la primera carta
del paquete es —~, puesto que podria hallarse en uno cualquiera
de los 12 sitios del paquete; quitada la primera carta quedan 11;
asi que la probabilidad de que el dos se halle en el primer logar

4

de estas 11t es -—; la probabilidad pues del concurso de estos

II

dos acontecimientos sera

-
-
-

12 ix 133’
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De este mismo modo hallaremos con igual facitidad, que la pro-
babilidad, de que las tres primeras cartas del paquete sean el

as, el dos, y eltres, es 5% 75 %55 =+755; la de que las cua-

I0

tro primeras sean el as, el dos, el tres, y el cuatro es

T 1 T o ey
_"'-x }C HEHIIEHQ etc.

Id 11 i0

20. Para convencernos mas claramente de la facilidad con
que se resuelven los problemas por medio de las probabilida-
des compuestas, supongamos dos urnas, en una de las cuales
haya 2 bolas blancas y 1 negra, y en la otra 4 blancas y 1 ne-
gra; y que se pide la probabilidad de sacar una blanca, toman-
do 4 la casualidad de una cualquiera de las dos urnas,

La probabilidad de meter la mano en la primera urna es I,
y la de sacar una bola blanca de esta urna cuando se ha metido
la mano en ella es Z; la probabilidad pues del concurso de estos
dos acontecimientos es ox<>==.

Del mismo modo la probabilidad compuesta de la segunda
urna es o> ;=;%.

Ahora sumaremos las dos probabilidades Z y % ; porque
cada una de ellas espresa una parte de los lances favorables al
acontecimiento pedido , puesto que tanto se puede llevar la mano
4 la primera urna como 4 la segunda: seri pues la probabilidad
total Z4=S=c+3=23 ~ -

Del mismo modo calcularemos la probabilidad de sacar una
bola negra, que es z=7;=:%. Sumando <% con % resulta la uni-
dad, como debe suceder, porque se trata de dos acontecimien-
tos de los que precisamente ha de suceder uno.

Este egemplo puede dar mérgen & un error, que vamos 4
prevenir. A primera vista pudiera pensarse que siendo 8 las bo-
las contenidas en las dos urnas, entie las que se encuentran 6
blancas y 2 negras, la probabilidad de sacar una blanca sera $=32;

1

cuya fraccion es mayor que 35 que hemos sacado antes.

Este error proviene de que para considerar juntas las bolas
de las dos urnas, se necesita que el nimero de bolas sea el mis-
N0 el una y otra, para que todos los lances sean igualmente
posibles, lo que no sucederia sin esta circunstancia, En efecto,
considerando separadas las bolas , la probabilidad de sacar una

de las de la primera urna es igoal 4 la de sacar una de las de la
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sezunda ; pero si se consideran juntas todas las- bolas, siendo
entonces 8, de las cuales 3 son de la primera urna y 5 de la
segunda, ya no es igual la de sacar una de las de la primera 4
la de sacar una de las de la segunda; siendo £ la probabilidad
de sacar una de las bolas de la primera urna, y < la de sacar
una de las de la segunda.

Pero esta diferencia de probabilidades desaparece: 1.2 cuan.
do el nfimero de bolas es el mismo en una y otra urna 3 porque
entonces, aunque se consideren juutas todas las bolas, la proba-
bilidad de sacar una de las de la primera es igual 4 la de sacar
una de las de la segunda.,

2. Reduciendo al mismo denominador las probabilida-
des 2 y 2 de sacar una bola blanca de cada urna, lo que no al-
tera los valores respectivos de-estas probabilidades, pues dichas
fracciones siempre son del mismo valor aunque se reduzcan al
mismo denominador. Haciéudolo asi se convierten en 15 y 22:
de este modo se considera que la primera urna contiene 10 bolas
blancas'y 5 negras, y la segunda 12 blancas y 3 negras; las pro-
babilidades respectivas son las mismas que antes (7), y el nt-
mero total de bolas se ha hecho el mismoen cadaurna: consideran~
do ahoxa estas bolas reunidas en-una sola urna en ntivero de 30,
de las cuales 22 son blancas, la probabilidad de sacar una hola

1T

blanca es 22=1=, que es lo que antes habiamoes sacado,

3. Cuando entre las bolas blancas y negras de la primera
urna hay la misma razon que entre las holas blancas y negras
de la segunda. Si suponemos que en la primera haya 9 bolas
blancas y 3 negras, y en la segunda 15 blancas y 5 negras,
como en una y otra urna la razon de las blancas 4 las negras
es la misma, esto es, 3:1, la misma probabilidad sacaremos
en este caso considerindolas aparte, que s1 las supoiemos ren-
uidas. In efecto, la de sacar una bola blanca de la primera urna
es px&=2; y la de sacar nna blanca de la segunda es =t
la suma de estas dos probabilidades es Z—-i=24-2=¢ ¢j g
ponemos ahora todas las bolas juntas, como entre todas son 32,
de las que 24 son blancas, serd la probabilidad de sacar una
Llanca 33=2.

21. §i se quiere una demostracion general de toda esta
doctrina,’ supongamos urnas en namero a, que contenga cada

una m bolas blancas y n negras; y urnas en ntmero 4, que con-
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tenga cada una p bolas blancas y ¢ negras; y procediendo como
en el egemplo numérico de las dos urnas, hallaremos que la

probabilidad de dirigir la mano & cualquiera de las urnas @, es
a

; y la probabilidad de sacar una bola blanca de estas ur-

a—+0b
m
nas, cuando se ha dirigido la mano 4 ellas, es s
m—-n
_ a m
la de su concurso seri pues ———x——, Del mismo modo la

aA—=b m—-n

probabilidad del concurso de las dos probabilidades parciales

b p

x--_-'

b
a6 p—q

para sacar una bola blanca de las urnas & es

Y la suma de ambas probabilidades es

e ke oo  am{peteg)-Bpimten)

¢ —— D€ s
a—4-b m—4-n a—-b p4-q (a--b) (Mep=rt) ( p==9)

y haciendo para abreviar a_y b=¢, m—=n=r, p-~g=s, se con-
vierte la fraccion anterior en

ams—-bpr

crs

Si se reducen 4 un mismo denominador las fracciones

w P ms pr |
-- y -, resultarin las ==, --, y se podrin reemplazar
RS, rs rs

todas las urnas por una sola que contenga ers bolas, de las cua-

les sean ams—bpr blancas; de donde se forma la probabilidad
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espresada por la fraccion hallada p{mn hace, que es diferente de

am—-bp
la fraccion ——— ,que resulta de dividir el ndmero actual de
ar—-0s

bolas blancas por el niimero total y actual de bolas; porque el
namero actyal «de bolas blancas es am—-6p, y. el numero toial
de bolas es @r—-bs; y suponiendo todas las bolas reunidas, seria

am—-bp
la probabilidad de sacar una blanca. —+——, fraccion que es di-
o ar—=bs

anns—f-bpr
ferente de la verdadera que ya hemos sacado —————,

crs

Pero esta desigualdad desnp1rece 1.° cuando el ntmero de
holas es el mismo en cada urna; porque entonces /==s, y
} 3 e | 25 24 T LY ..._..I- Lo Ad l.--;: /B8

ams—l—bpr am—}-&p

=_'g

crs ar—+-bs

porque siendo r=s se tendra

amsq—bpr am"—l-bpr am—Mp am+.!=p am—l—&p nm—p-ép

“ __l-._
— I—ﬁ.

3

1, CFS ., 7 cr (a-0)r = ar—br ar—+bs.

2.”  Cuando en todus las urnas hay la misma razon entre el

ntimero de las Lolas blancas y. el de las pegras; porque si llama-
mos / esta razon , se tendra segun los prmmpms de la aritmética,

n=hm; q=hp; r=m(1-+1), s=p(1—+4),
ams—+=bpr  am—+bp

Y

crs ar ——0s

con lo que las espresiones
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X
se reducen una y otra 4 luego serdn iguales; porque
I—+h
am —+bp am—+bp  am=+bp

ar==0bs  a(m—tmh) =06 ( p—-ph) am——amh~—bp—bph

y dividiendo sus dos términos por el numerador, se reduce &

Y ams—=bpr  am ( p—~ph)—+bp(m~+mh)
I—+h crs (a—+5) (p—+=ph) (m—+mh)
amp—+-amph—bpm——bpmh

ST TE
T

apm—~t2amph——amph*—=bpm—~26pmh—-bpmh*
que dividiendo sus dos términos por el numerador, se reduce

I
tambien 4

I+

Determmacwn de las probabilidades en las pruebas repetidas de
los mismos lances.

22" Este género de probabilidades se determina por medio
de las probabilidades compuestas. Si nos proponemos, por egem-
plo, sacar dos veces seguidas el punto 6 tirando dos veces el
mismo dado, equivale esto al concurso de dos acontecimientos,
cuyas Pfﬂbﬂblhdddﬂ& simples son % para cada uno: serd , pues,
la probabilidad de sacar dos veces el 6, exz=+7; del mismo
modo hallaremos que la prﬂbablhdad de no sacar - en nin-

guna de las dos tiradas es 7xZ=2:. La suma de estas dos pro-
babilidades no es 1; porque ademas de los acontecimientos que
acabamos de considerar, puede suceder que se saque el 6 4 la

primera tirada y 4 la segunda no, 6 que no se saque 4 la pri-
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mera y si & la segunda: la probabilidad de sacar el 6 & la pri-
mera tirada es 3, y la de que 4 la segunda salga cualquiera de
los otros puntos, y no salga el 6 es 2, y el concurso de estas

dos probabilidades es %xizf—ﬁ-. Del mismo modo la probabili-

6" : 2
dad de que el 6 no salga sino 4 la segunda tirada es ;=== %;
y sumando todas las probabilidades de los cuatro acontecimien-

tos posiblcs, se tiene
T S T R | ¥ | | fmectch

Asimismo la probabilidad de sacar el 6 tres veces seguidas

I

en tres tiradas del mismo dado es zxzx:—=-=, y la de no sa-
carlo en ninguna de las tres tiradas es $<ixz—:;7%. Ademas de
estos dos acontecimieatos hay todavia otros seis que tambien
gon posibles, que son: la de sacar el 6 4 la primera tirada, y
en las otras dos no; la de sacarlo 4 la segunda, y en las otras
dos no; la de sacarlo 4 la tercera, y no en las dos primeras; la
de sacarlo en las dos primeras, y en la tercera no; la de sacarlo
en la primera y tercera, y en la seguada no; y la de no sacarlo
sino en las dos Gltimas tiradas: las probabilidades respectivas

de estos seis lances son

T S S 88 , 8. Y 5 88,85 8.  2cndl X 2 8 . 5. .
X6 X316 67626 3162 66 6316266 -6 —s18"
PN BN e Bl oo ¥
£ 676 "3:¢ , o Pt L} ATy R

La suma de las probabilidades de estos ocho acontecimientos es
igual 4 la unidad, porque se han considerado todos los lances
posibles ; en efecto

X2 ¢

; T ok e O 85 o 85 o 25 216
216 21b 216 216 216+=Iﬁ 216 ::ﬁ_nﬁ_l'

23. Discurriendo del mismo modo es ficil sacar la proba-
bilidad de los lances que pueden ocurrir tirando cuatro, cinco,
seis, etc. veces el mismo dado; pero en vez de calcular asi una
despues de otra las diversas probabilidades de los aconteci~
mientos que resultan de las tiradas sucesivas del mismo dado,

se pueden obtener todas de una vez por medio de una misma
formula. Para esto basta considerar, que si en una prucba hay 2

4
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lances que produzcan el acontecimiento 4, y n lances que pro-
duzcan el acontecimiento 5, la probabilidad de sacar una vez 4

m n
, Y la de sacar una vez B :
Mm——n M =T

en una tirada sera

Si consideramos dos tiradas, el producto de (m—-n) (n—-n) abra-
zara todos los Ordenes posibles de lances en las dos tiradas (10),
y habrd por consiguiente entre ellos m* que darin la suce-
sion 44, mn la sucesion 4B, nm la sucesion B4, y n* la su-
cesion BB ; de suerte que la probabilidad de obtener los acon-

teciinientos compuestos en este Orden 44, 45, BA, BB, son
respectivamente

m?* mn ‘nm n"

B —

(m—+n)* ; (m—+n)* , (m—+n)* : (m—+n)* -

Si no se quiere distinguir el 6rden de los acontecimien=
tos AD y BA, y los consideramos como un mismo aconteci-

miento, entouces la probabilidad de obtener el uno 6 el otro, sera

2mn

.
?

(m—-n)*

de suerte que en este caso no habria sino tres clases de aconte-
cimientos compuestos , que son: 44, A0y BB, cuyas probabi-
lidades estaran espresadas por

m? omn n*

(m=+n)* ’ (m—+n)* : (m—-n)* i

cuyos numeradores son los términos del cuadrado del bino-
mio m—+n, y cuya suma es igual 4 la unidad.

Para comprender esto con toda claridad sacaremos en par-
ticular la probabilidad de cada clase de acontecimientos. Siendo
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la probabilidad de sacar 4 en uua tirada'

m

’
m-rn

y la de sacar B

T

’
m-—n

la de sacar dos veces seguidas 4 en dos tiradas del mismo dado
sera '
m m m:
X s = e (225

m—=+-n  m=+n (m—-n)

la de sacar A8 en las mismas dos tiradas seri

y la de sacar BB

M—=n  m—-n (m-+—n)’

No haciendo distincion de las sucesiones 4B y B, la proba-
bilidad de sacar 4B 6 B4, sera la suma de las dos probabilidades

mn - mn amn

-
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24, Por este mismo oOrden se hallan las diversas probabili-

‘dades para un nlmero cualquiera de pruebas ¢ tiradas en el
desarrollo de

| 2o(o0=1) 2o(x-1)(x-2)
(m—n)" =m —=m*=" n————— m* " n " - —C s
1.2 $,9.3

(2= 1) (0=2)....(x-g—1)
o une e —— e 1T 17,
T R e

El primer término m” indica el nimero de lances que en
un niimero x de pruebas dan x veces el acontecimiento A.

El segundo término Zm*="n el ntmero de lances que dan x-r
veces el aeontecimiento 4 y una vez el acontecimiento B, sin
distincion del 6rden de sucederse.

El término general

x(x-1) (x=2) oo, (2-g—1)

m"nf,

SRaEEaTYOY

indica el nimero de lances que dan x-¢ veces el acontecimien=
to 4 y g veces el acontecimiento B, sin distincion de Orden.

Y el dltimo término n* el nimero de lances que dan x ve-
ces el acontecimiento B.

Si se exigiese una sucesion determinada, se deberian su-
primir los coeficientes; asi como en el egemplo anterior la pro=

babilidad de las sucesiones AB 6 BA es

2mri

(m—+-n)*
euando no se hace distincion del érden de suceder, y

mnri

| (m—a-n)® "
guando se distingue dicho 6rden. | :
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Dividiendo ahora cada t}Elﬂg:t!Ie los términos de la formula
general por el niimero total de lances que es (m—-n)*, se ten- .
drin' las probabilidades de cada una de las sucesiones simples
de los acontecimientos & que se refieren.
25. Si queremos una demostracion directa de estas aser-

ciones, designaremos por
! y n, m y n’’, m" y n’'" ete.

el nimero de lances que producen el acontecimiento 4 y B 4
la primera, 4 la segunda, 4 la tercera etc. prueba, y desarro-
llaremos los productos (m’—n’)(m’’—+n"")(m""—+n'"), y seré
el primero 2
m/m’’ —sm'n"’

—+n'm"—-n'n"
y el segundo

' m ——m!m! "
~m’n m!" sl "

_|_n’m” m

f Y
' | n’m”n’”

i/
= n" " 4=n’n’"n"" ete,

Por lo dicho en el n.° 18 un término cualquiera de estos
productos espresard el ntmero de lances que dan el aconteci-
miento compuesto de los acontecimientos simples 4 y B, repe=
tidos el primero tantas veces como la letra m se halle en dicho
término, y el segundo tantas veces como se halle la letra 7,
seflalandosJos- acentos el orden de las pruebas. Por egetnplo los
términos

m'm"n’""’ AAB
m'n"“m”’ 3 corresponden 4 { ABA
n'm’”’m"” BAA

Si se supone que m'=m"=m"'=m, y n’=n""=n""=n, en~
tonces el producto (m'——n’) (m” —+-n")(m™—-n"") se convertiri
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en (m—+-n)®, y los términos 1£d1cgdas poco hace se convertirin
en m'n, que .seré el ndmero de los lances relativos 4 cada uno
de los tres acontecimientos designados, distintos cuando se fija
el orden de sucesion de los acontecimientos simples de que-se
compaonen,

Pero si se prescinde de este 6rden, no formarin entonces
sino un solo acontecimiento correspondiente 4 la suma de todos
sus lances, es decir 4 3m°n, espresion que no difiecre de m®n
sino por el coeficiente que este prodacto adquiere en el d esarrollo
de (m—=-n)’. Luego queda probado que deben suprimirse los
coeficientes cuando se exige un 6rden determinado en la suce=
sion de los acontecimientos,

26. El desarrollo general

m® m*=*n x(x- 1) | wall
~+% e m— - —t= etcC. ,
(m—-n)* (m—+n)* 1.2 (m—A=n)”

del que se sacan todas las probabilidades de los diversos acon-
tecimientos compuestos que puede ofrecer un nimero x de prue=
bas (23), se convierie en una f6rmula mas sencilla , haciendo

mn n
=e,Y
m~—1 Wl—4l2

-—3 & )

entonces dicho desarrolla se muda en

Koo N(Hﬂl) 2
L fe g

o ST ) o

en cuya formula un término tomado aisladamente espresa la
probabilidad de un aconteciiniento compuesto de 4 repetida
tantas veces como lo sefiale el esponente de ¢, y de B repetida
tantas veces como lo indique el esponerte de f.

27, Puede sucedeér que no se fije de una manera precisa el
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nimero de repeticiones del mismo acontecimiento, sino que se
le sefiale un limite solamente ; como si se buscase la probabili=
dad de no sacar menos de x—rt acontecimientos 4 en el niime-
ro x de pruebas, condicion que se cumple tambien aun cuando
se obtuviese x veces el acontecimiento 4, y 4 la que satisfacen
por consiguiente los dos primeros términos de la Gltima {6rma-
la; la probabilidad , pues, de estos dos acontecimientos estard
indicada por

e ; e

-suma de los dos primeros términos.
Del mismo modo la suma de los tres primeros

ei:;eac-l _I_x(x-t.) eﬁ:’-‘-lfz,

1.2

indicar4 la probabilidad de no sacar menos de x—2 aconteci-
mientos 4, ni mas de 2 acontecimientos 5.

Y en general la suma de todos los términos de la {Grmula
desde el primero hasta el que esta afectado de e"?f7, es decir

X X X=1 X{X=T1 Jesesel K=l ==1
e +;€ i3 A _S___) ( ‘I=___ ex"q q
I. 2""'& ’

indicard la probabilidad de no sacar mencs de x-g aconteci-
mientos 4, ni mas de ¢ acontecimientos B.

Si, por egemplo, se pide la probabilidad de sacar el punto 4
4 lo menos 2 veces en cinco tiradas sucesivas del mismo dado,
siendo este de seis caras, se hari

e==, [=2, 4=5.
y resultard la probabilidad

‘ I I.§ [.2 1.
¢'—+5¢'f4-106"f"~4-10¢*f oy il ) O‘E;E—I-I o-----; f ;

_I+25—i—250+[250
p— 6; -

S
—— T

T526
7776"°
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Si se hubiese exigido solamente sacar el 4 al menos una
vez, hubiera sido necesario tomar los cinco primeros términos
del desarrollo de (e~—f)°; pero como e—f=1, y por consi-
guiente (e——f)'=1, la suma de los cinco primeros términos
serd igual & 1-f"; y es mas ficil calcular el término f* y res-
tarlo de la unidad, lo que dar

§ 4
I __.I 3T25 ___ 463X
— e —— —

61’ 7776 7776

para la probabilidad pedida; la que siendo mayor que %, mani-
fiesta que es probable que el puato 4 salga una vez en cinco
tiradas.

La probabilidad del acontecimiento contrario, esto es, de
que no salga ni una vez siquiera el punto 4 en las cinco tira-
das es f*=—=2-2%, porque no couteniendo el término f* 4 la e,
indica solamente la repeticion de los acontecimientos B. Se ha
determinado la probabilidad pedida por medio de su contra-
ria; y asi se debe hacer siempre que la espresion de esta sea
mas sencilla que la de la primera,

28, Se ve por el egemplo anterior que la probabilidad de
sacar el punto 4, que no es mas de = 4 la primera prueba, va
creciendo por la repeticion de las tiradas del dado. Esto puede
dar motivo 4 la cuestion siguiente: determinar el numero de
pruebas necesario para que un acontecimiento adquiera una pro=
babilidad dada. Si se pidiese en cuantas tiradas del mismo dado
se obtendria la probabilidad @ de que el punto 6 salga al menos
una vez, se tendria e—g, f—=f, a==wv~1 (porque la condicion
propuesta abraza todes lvs términos menos el ﬁltimo), y se de=
beria determinar x con la condicion de que la suma de los
Lrminos | '

e -'.f r_ Lrat
€ +‘;et fiulu_'—?ﬂ

fuese igual 4 a, lo que no se podria hacer sino por ensayos
repetidos ; pero tomando la probabilidad contraria espresada
por el termino f*, que en la hipitesis establecida debe ser
igual 4 1-a, se tendré, haciendo r-a=b, la ecuacion
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*=b, de donde x log. f=log. b, x=

Zog. b-

log. [
Si sustituimos & las letras f y & las fracciones

n r
L 4

y 70

se hallara
1> Li=lr.

4

X =,
L~ ls—in

Con esta formula podemos. resolver la cuestion siguiente:
hallar el numero necesario de tiradas de dos dados en que haya
tanta probabilidad de sacar los dos seises 6 las senas, como de
no sacarlas. Ln este caso tendremos

b—=3, ==, f=3z (10);
de donde sacaremos
l.2
r— —————— 24,6
1.36=1.35

lo cual manifiesta que el acontecimiento propuesto es menos
probable que su contrario, cuando no se abrazan mas de 24
pruebas ; y mas probable cuando se abrazan 25.

29. Las probabilidades simples se pueden determinar tam-
bien por medio de las de los acontecimientos compuestos. Por
ejemplo, conociendo un jugador que en una partida formada de
tres puntos puede ceder dos de ellos d su contrario, para que
haya igualdad entre los dos, se pide la probabilidad que tiene el
primer jugador de ganar un punto. .

De la propuesta se infiere que tiene la probabilidad I de ga-
nar los tres puntos seguidos, porque perderia el juego si su
contrario, ganase uno antes: tendremos, pues, en este caso

r

e’==x, de donde e=v2

que se reduce casi 4 0,7937 un poco menos de 2,
5
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Si el prln"er jugador no cediese sino uno de los tres puntoss
entonces los lauces en su favor serian & ganar los tres puntos
seguidos, 0 4 lo menos tres en cuatro tiradas, porque si per-
diera dos golpes, ganaria su contrario la partida; asi que se
tendria

8#—{—4,63f_—_-}

y poniendo en lugar de fsu valar 1-¢, Se convierte la espre-
sion anterior en

‘54-*}—435"‘( 1=-€ )234-!-4!‘33—48*:4 e®-3e‘==;

y rasolv:endo esta Gltima ecuacmn por medio de las ecuacnoneu

nul:nénens se halla o0, 6143.

"30. Una vez que Tos términos del desarrollo (m—l—n)
dican los lances favorables 4 cada uno de los acoutecimientos
compuestos, que, en un ntmero x de pruebas pueden resultar
de las diversas sucesiones de los acontecimientos simples 4 y B,
es facil determinar cudl de estos acontecimientos tiene mas lances

lm valor mas cons1derable.

_Si se hace m=n, el término mayor serd aquel que ocupe
el medio de la formula cuando el ntimero x sea par, y cuando
este nimero sea impar, habrd entonces enmedio del desarrollo

dos términos consecutivos que serin iguales entre si y mayores
que cualqmera de los otros, como se puede ver en las primeras

potencias del binomio m—tn

(m—-n)*=m*—-2mn-+-n*
(m+n)’=m?+3m‘n+3m'+n'
(m~-n)*=m*—4-4m°n—-6m*n*-—4mn*—--n4

-_(m-l—iz)’ =ms—=5Smn—10m®n*—+10m’n’~-5mnt-4-n’.

Siendo m=n los desarrollos de estas cinco potencias del bi-
homio se convierten en | R o

=

L

1--1--
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mi—-2m*—-m*
m’ —=3m’ —=3m* —4m*®
mA*—=4m*-6m *~~4m*~4-m*
i —t=-Sm = 10m —=10m 4=5m —4-m*

donde se observa que los términos de enmedio de las potencias
pares 2m® y Gm”, son respectivamente los mas considerables,
porque tienen el mayor coeficiente, siendo una misma la can~
tidad que afectan; asi como tambien se ve que en las potencias
impares hay enmedio de sus desarrollos dos términos igua-
les 3m® y 1om*, que tambien son los mayores. De aqui se in-
fiere que si se considera un juego en que el nimero de lances
sea el mismo en favor del acontecimiento 4 que de su contra~
rio B, que esla hipétesis m=n. los acontecimientos compuestos
mas probables serin, 1 vez A4 y 1 vez Ben 2 pruebas; 2 ve-
ces 4 y 2 veces B en 4 pruebas, y asi de las demas cuando el
numero de pruebas es par, Pero cuando este ntimero sea impar,
habra en cada prueba dos acontecimientos compuestos de igual
probabilidad y mayor que las de todos los demas, 4 saber-
2 veces A y 1 vez B, 6 2 veces B y 1 vez A en 3 pruebas;
3 veces 4y 2 veces B, 6 3 veces By 2 veces 4 en 5 prue-
bas, y asi de las demas.

Las probabilidades de estos diversos acontecimientos song

2 m? am m

para 1 vez 4 y 1 vez B, o = 3
’ (m=-m)* 4 Mma m
OW = 8 3
3 veces 4 y 3 veces B, =—
(m—+-m) * - 16 8
1o m*® 20 5
3 veces Ay 3 veces B, =

(ﬁi-l—ﬂ!)' 04 16
70 m* 70 35

4 veces 4 y 4 :téces.gj, —
o (n~t+m)
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3
s veces 4y 1 vez B, b 3 m __3_ :
2 veces I y I vez A, ) X o
. £
3 veces Ay 2 veces B, 6 w_m _ __1:"__ 5
2 veces 4y 3 veces b, (m—f—m)-’ = e
v 4
4 veces Ay 3 veces B, 6 % m - 3_5
4 veces B y 3 veces 4, (-t 3

81. Estas diversas probabilidades van decreciendo 4 medi-
da que aumenta el nlimero de pruebas, lo cual es muy sencillo;
porque aunque cada una sea la mayor de todas las que nacen del
namero de pruebas de que hace parte, no corresponde sin em-
bargo sino 4 uno solo de los acontecimientos compuestos, que
se multiplican & medida que se abraza un nGimero mayor de prue-
bas; y como la suma de todas las probabilidades de un desar-
~xollo es igual & 1, cuanto mayor sea el nimero de términos,
anas dividida estari entre ‘ellos la unidad.

32. « No sucede asi con las probabilidades relativas de los
diversos acontecimientos compuestos que da el mismo nGmero
e pruebas. Por ejemplo, la probabilidad de sacar 1 vez A y I
vez B mas bien que 2 veces seguidas A, siendo el cociente de
la probabilidad absoluta de estos diveraos acontecimientos divi-
dida por la suma de las probabilidades de los dos (14), se tendra

X
= 2
3

s
Tr b
TTT%

La probabilidad de sacar 2 veces 4 y dos veces B, mas bien
que 4 veces 4 de seguida, es

8
5 6 2

s 7 3
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la de sacar 3 veces 4 y 3 veces 8 mas bien que 6 veces 4 de
seguida , €s

La de sacar 4 veces 4 y 4 veces B, mas bien que 8 veces se~
guidas la 4, es

35
rig

70~ 20
- — > —

35 I

I28 i_ﬂjﬁ 71 21

La de sacar 2 veces 4 y 1 vez B, 6. 2 veces B y una vez 4
mas bien que 3 veces A4, 6 B, de seguida, es

2 3

i g

—+ = 4

®©lw

La de sacar 3 veces 4y 2 veces B, 6 3 veces B y 2 veces 4,
mas bien que 5 veces 4 6 B de seguida, es

L1
16 10 3
; —_— — e e—
I
‘;E'—F‘E; IIX 4

y la de sacar 4 veces 4 y 3 veces B, b6 4 veces B,.y 3 veces
A mas bien que 7 veces seguidas 4 6 B, es

35
—~y 35 I0 2
ﬂ B i e
[1 4
538 T 283 36 y B 1

Continuando de esta manera el célculo, se podra inferir Ta
diferencia de posibilidad entre los acontecimientos compuestos
de la repeticion constante del mismo acontecimiento stmple, Y
la de aquel cuya composicion se aproxime mas 4 la razon de po-
sibilidad de los acontecimientos simples.

33. Es facil sacar las formulas geperales de donde se dedu-
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cen fodas las observaciones de los niimeros anteriores; pues
para esto no se necesita mas que calcular el término medio del
desarrollo de una potencia par del binomio, 6 los dos que ocu-
pen el mismo lugar cuando la potencia es impar. La espresion
del primero es

, x X
X (I-'—I).... (x- ;+ I) _:_x ;x X (x""l)un X (;+I)
m N = e—,,
I, 2gier f ' Lo doseas f
3 »

‘cuando m==n.

La de los otros dos es

ILII_- W T f—i
“
'-.‘1'«' (x"'l)‘uu (x-;-l i I)
. o m.
; -1
Lo Besse
2

34. Cuando m y n.no son iguales, es decir, cuando no hay
el mismo nimero de lances en favor de los acontecimientos sim-
ples A y B, el acontecumiento compuesto mas probable es aquel en

.que el numero de acontecimientos A es al de los acontecimientos
B, como el niumero de lances favorables al primero es al niumere
de lances favorables al segundo.
Para comprender bien esta proposicion hagamos m=—3,
n==2; y hagamos sucesivamente x = 5,= 10,== 15. Esto quiere
_decir que los lances en faver de 4 y de B, estan en razen de
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“3: a2, Esto supuesto, vamos a4 probar que de todos los aconteci-

mientos compuestes, que pueden resultar de un namero x de
pruebas , el mas probable serd aquel en que el nimero de acon
“tecimientos A, sea al nimero de acoutecimientos B, como 3: 2,
En efecto, siendo x=25 el desarrollo de (m —+n)° ser4

m’ = Smtn == 10m’°n* = 10m*n’ == Smnt 4 n®;

donde se ve .que el mayor término de este desarrollo es
1o m* n*, y por consiguiente este serd el acontecimiento com=
puesto mas probable, y en ¢él se verifica, que los acontecimien-
tos 4 son 4 los acontecimientos B como 3: 2. Facil es conocer
que este es el mayor término del desarrollo; pues sustituyendo
en vez de m y n sus valores, y poniéndole 4 cada término el

denominador que debe llevar, esto es, (m—~n)°, resultan las

probabilidades
« -m 3" 243
— - para 5 veces A,
(ati'z—l—i'at)5 >3 3125
5 mtn 5. 3.4 at 810 =
— = = para 4 veces Ay 1 vez B,
(m-—l—--rz)5 & 3125 o
1I0m’n® ° 10.32 at 1080
— - o para-3 veces A y 2 veces B,
(m—+n)’ 5" 3125 - o '
10 m*n? 30:3# 3" 720 )

Il

—_— para 2 veces Ay 3 veces B,
(m=-n)’ 5° 3125 ! 5

Smn® 5. 3. 2%  a4e -
—_— = — para 1 vez Ay 4 veces B,
.(ﬂa't-l-ifi)5 S 3125 ! ' '
“n S 32 I'
e  S— O ey pil‘a 5. Veces A; . £18 J

(metn)t 88 3aa8 e e

-
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Del mismo modo, SiEﬂfIOEf{) ]6 15 las pruebas, los desarro-
llos de (m—-n)*° y (m—+n)” son, el primero
m = 10m°n—4=45 m°n* =120 m'n’ 4= 210m°nt —— 252 m S ——=
arom! n°—120m’ n’ -+ 45m' n*+ 10 m P —+n";
y el segundo
mP == 15 m*n— 105 mP n*—4-435m* n*4-1365m" n —+3003
m* n*~-5005 m*n *<+-6435m*n'—+ 6435 m’n’=45005 mn —

3003m’n *~=13065m*n""4-455m*n*——105m*n"* —=15mn"t—-p s,

En cuyos desarrollos, sustituyendo en vez de m y n sus valores,
- se observa que en el de (m—+n)" el término mas considerable es

2 10mnt 210.3.°2 2440440
- N P PN, 3

(mn—-n)° <o 9765625

Y 'en el de (m—i——n)” el término mas considerable lo es el

5005m°n’ 5005.,3%3* 6304858560
(m —-n)* s e 30517578125

cuyas fracciones, que son las mayeres de todas, como se puede
comprobar , espresan la probabilidad de sacar 6 veces 4 y 4 ve-
ces B en 10 pruebas; y 9 veces 4y 6 veces B, en 15 prue-
bas; y los nimeros 6 y 4, 9 y 6 estin en la misma razon

que S 3 =
. : TOg® 24409440 63e4858560
Si comparamos las tres fracciones 3733, Srerary § 2l i82

veremos que la tercera es menos que la segunda y esta menor
que la primera; lo cual es conforme 4 lo dicho en el ntmero 31;
pero cada una de estas tres probabilidades es la mayor con rela-
cion a todas las que se deducen del mismo desarrollo,

35. Como solo los multiplos de 5 pueden dividirse en dos
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numeros enteros que estén entre si en razon de 3: 2, el desar-
rollo de las potencias, cuyo esponente no sea un miltiplo de 5
no contendra términos en que los esponentes de las letras m y n
estén en dicha razon; pero los términos que se aproximen mas
&4 llenar esta condicion, ser4n los mas considerables, como lo
vamos 4 ver por la determinacion algébrica de (m—n)*.

Siendo el término general del desarrollo de (m—n)*

2 (x=1) (2=2)aue.. (x-g 1)

_ m*7nt,
B Tv Dises q :
se halla precedido del término
% (x=1) (2-2)4.. (x-g=+2)
— Tt Ipe-c

I. 2, 3.-|u g-I

y dividiendo por esta Gltima espresion la primera, se tendri el
coclente - | e s rnde St

X1 B, . #n-?;n-—l—n

q m . gm

cuya. fraccion ser4 la razon de dos términos consecutivos toma-
dos en un lugar cualquiera del desarrollo propuesto; valor que
disminuye 4 medida que el nfimero ¢ aumenta. Segun esto es
evidente, que un término serd mayor 6. menor que el que le
precede segun que |

xn-gn —+n

._..>..1_,6<: 135 iaqalsl ,

qgm

S1 pues esta fraccion es mayor qu; r, seri el numerador
An=gn==n > gm; si 4 los dos miembros de esta desigualdad
anadimos la cantidad ¢n, resultard xn—n > gm—-qn; y di=

oy %R =D ;
vidiéndolos por m=+n se convertiri en — > ¢. Del
m—1 ‘

G -
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mismo modo sacaremos que ¢ >

, cuando la fraccion
m—n

anterior es menor que I.

~ De aqui se infiere, que depende del valor de ¢ el que sea

mayor 0 menor que la unidad la razon de-dos ‘términos conse-

cutivos,; y sujetindose el acrecentamiento ‘de los términos con-

secutwos en dicho valor de ¢, dar este necesariamente el ma-

yor término, desde el cual van decremenc}o los demas hacia cada
estremidad del ‘desarrollo.

X~

Si ————— fuese un nimero entero, tomandole por el va-
m——n | | | [ -atint o2
lor de ¢, la razon de que se trata serd precisamente igual 4 la
unidad; y habra por-consiguiente dos términos-consecutivos igua-
les entre si y mayores que todos los demas.
xn—n -

: Cuan-do ——— 10 €s un numero entero, sino otro mayor
RIDESE O T ) - 0

que ¢, se debera tomar para valor de ¢ el niimero entero in-
an—+n

mediatamente menor que , de cuya fraccion no se di=-

m=—i—n

ferenciard en una unldad y estard por consiguiente campreeu-
_dldo entre 21100 20 Uil :

“F 5 i ':m*—l-m Vi :m--m ': mn—i—n
“ g e £ )
m—-n Mm—n me—-n
g es pues el numero entero compreendido entre estos dos niimeros
\ m—-n -
cuya diferencia’€s ————=1.
m—1 .
Si se hace x=r(m—+n)=rm=-rn, haciendo los mismos
g | n n
raciocinios hallaremos que ¢ <= rn = s Y¢>rn- N
| ot m=+-n - M=
¥-¢-+1 n XN =qn—t+1

‘porque h«fr&tcm —
g % g

I

-, 'se convierte,
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poniendo en vez de x su valor, en -

rmn~=rn’=qn--n

qm

cuya fraccion espresa la razon de dos términos consecutivos del
desarrollo de (m—==n)"*™; y de dichos dos terminos seri el

anterior menor que el que le sigue 6 mayor 6 igual , segun que .
dicha fraccion sea mayor 6 menor 6 igual 4 la unidad. Si es ma-

yor, se tiene
n B
q<rn- 5 Y SL €S menor, ¢ >»rn =
m-+-n | m—+n

¢/

luego ¢ serd el nimero entero compreendido entre 77 —jm——————
m=tn

7

yrn- ~; Sera pues ¢ el nimero entero 77 y por consiguien-

m—tn
te ¥=q¢=rm=rn=-rn=rm.
De donde se infiere que de todos los acontecimientos come-

puestos que pueden presentarse en un nimero » (m—-n)de prue-,
bas, el mas probable con respecto 4 los demas es el que corres=-
ponde al término afectado de m™’ a’=m"" n’", en el cual_los,
acontecimientos A y B estin repetidos el uno rm veces y el
otro rn, es decir, proporcionalmente 4 su probabilidad particular.

36. Suponiendo que sea A/ el término mas considerable del
desarrollo de (m—+-n)*, la probabilidad relativa del aconteci-

Tiento compuesto 4 que -corresponde, y la- del que. mrmde
4 otro término cualquiera H, estard espresada por

M
| (14);

M~+H

cuya fraccion se aproximaré tanto mas 4 la unidad cuanto H sea
mas pequefia con respecto & M; de donde se infiere con toda
:
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generalidad la observacion hecha en los'ntimeros 31y 32, estq
es: que aunque las pmbablhdades absolutas decrecen 4 medida
que se abraza un mayor nimero. deFIuebas , las relativas por
el contrario aumenfaun, =~ -

37 La teoria de las combinaciones y permataciones hace un
gran papel en la resolucion de los problemas pertenecientes al
calculo de las probabilidades, comio lo* hemos podido notar ya
en algunns ejemplos , 'y como’ veremos en lo sucesivo. Esta teo=-
ria que sirve de fundamento 4 la demostracion mas elemental
de la formula del binomio de Newton, se halla en todos los ele-
mentos de Algebra ; pero en ellos no se divide mas que-en dos
grupos la fotalidad de letras cuyas diversas: combinaciones se
buscan. ‘$i queremos-elevarnos 4 toda la generalidad de que es
susceptible este objeto, es necesario determinar lo que debe su-

ceder, cuando se divide en un nlimero cualquiera de grupos el
niimero dado de letras. Las formulas que conducen & este resul-
tado, se hallan en el desarrollo de las potencias de los polinomios
Discurriendo sobre los productos de los trinomios,

o'V ==y 4V =", d AV S ete.

. como se ha hecho en el niimero 25 sobre los de-los binomios
mian', m' =0, w'""—+n"", etc., se hallard por las leyes de la
. multiplicacion, que estos praductns compreenden todas las com-
binaciones que se pueden hacer de las letrasa’, ¢/, ¢/, a”, 6", ¢, 4",
5" ¢ ete., tomando una de ellas en cada factor del- producto,
de aqui se sigue que si las letras o, &', ¢/, @0 ¢ etc,, desig-
man respectivamente el niimero de lances que producen los acon-
tecimientos A4, B, C, 4 la 1.2, 4 la 22, 4 la 3.* prueba, un.pro-
ducto parcial cualqmera a't"’ ”"'b””, por ejemplo, haré conocer
el itirpero ‘de lances que curresponden a la sucesion de los acon-
tecimientos simples ABCB. U Ok ;

S1 se supone que

r

bf N

2 2 4 / "o Il
= d'=d"=a; V=t =t = =" =c"=¢

* W

el producto

(& =8 ==¢") (@ =8" ") (" =" ") etc.
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se mudar4 en el trinomio a—+—b—+—¢ elevado 4 la potencia sena-
lada por el nimero de factores, 6 lo que es lo mismo, por el
ntimero de pruebas; en el mismo supuesto, como un término
cualquiera &’ 4/ ¢/ 4"" de dicho producto se convierte en a & c,
se hallaré repetido tantas veces como productos diferentes se pue~
dan formar, que contengan las letras @ y ¢ una vez cada una,
y la letra & dos veces, sometidas alternativamente. 4 los acen-
tos 7, ", ", wevive, continuados hasta el nimero que sena-
len las pruebas. 4 : ;

Si suponemos que este niimero sea n, la espresion del tér-

“mino general del desarrollo de (a=+6—¢)" sera

T4 B Duidae Tt

_ a“b'c”, 81 X == S =T =N
Il -n-l'll-n:l:f‘l'x I- 2.'..5“ II 2-11|r >

Si n=4 , se tendra para el término abc
n=4,¥=1,5=2, 11,
L3

y la fraccien anterior se convierteen” - - = -

1.3, 3. 4.
abc—12abic

Ti-J i D D 610 PSS
- Si se prescinde del brden en la sucesion de los acontecimien-
tos , el término 12aéd*cdel desarrollo de (a—&—+c), espre-
~saré el nimero de lances para obtener en 4 pruebas los aconte-
cimientos A y C cada uno 1 vez, y 2 veces el acontecimiento B.
- Del mismo modo, €l término general

: I- 21 331.!.11..;---'1!.”
. — a0
I! 2.... xxI| n--.. JKIE 2-..-r

espresa el niimero de lances para obtener en un nimero x——s—r
de pruebas x acontecimientos 4, s acontecimientos B, y » acon=
tecimientos C, La espresion de mas arriba espresa el numerador
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de una fraccion cuyo denominador-es (@——b-c)*+"*", que es el
nimero total de lances que pueden suceder.

Siendo el término general del desarrollo de
(a—+b—+c—+d—+e)"

I- 2- 3l-t-----I--|.|-| [B

— a* I ¢ d!

I'. ﬂ... x H I. 2]1. 3 x II 2-.- rx Ii 2.-.: x I. :...u
Sl X~§—r=—=f~—u=—n,

espresa el nimero de lances que pueden. producir el aconteci-
miento compuesto de un nimero |

x de acontecimientos A.
et e Sl S
r « o <1385 o6
 HOCDUSGE NS ey - SO

y la probabilidad de dicho™ aconteeimiento- compuesto se obten-
dra dividiendo la espresion anterior por (a~b—+c—d—e),
ntmero total de lances. | :

* Aqui del mismo modo que enel niimero 35, el mas proba-
ble de los acontecimientos compuestos que puede producir el
mismo nlimero de pruebas, es tambien aquel en que los aconte-
eimientos simples entran proporcionalmente 4 sus probabilida=
des respectivas. Si V. g., se consideran 3 acontecimientos sim-
ples, y sé hace n=m (@a—+b—~c), serd facil probar que el ma-
yor término del desarrollo. de (a—t=b~=c)"“***?) es el término
afectado de @™ b™-€"%; perque-haciendo b=t =5 y desarro-
llando (a—+B)™*"",.se" tendrd para mayor término aquel que
estd alectado de o™ B™” (31), y sustituyendo ahora en vez de
B™" la espresion (h-¢)™*™ y desarrollindola, su mayor tér=
mino serd 4™ ¢™; luego el mayor término del producto ¢ B2
serd el que esta afectado: de @™ &™ ¢™.. - YRR LS

-
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Dél mismo modo se pueden hacer aqui las demas apllcauo-

nes 4 que se han hecho de las potencias del binomio; y en ge=
neral todo lo que concierne 4 las pruebas repetidas para un nt-
mero cualquiera de acontecimientos simples, esti compreendido
en el desarrollo de las potencias, de un polinomio formado de

la suma de los nlimeros que espresan los lances de donde resulta
cada uno de estos acontecimientos.

Resolucion de wvarias cuestiones por mediv de las probabilidades

d priori,
CUESTION PRIMER A

38. Un jugador apuesta que sacando cartas por debajo de
una baraja, saldrd primero un dos que un itres: convenidos en
esto, sacan por la parte de arriba un naipe y se halla ser un
tres, jque probabilidad tiene de ganar?

Esta cuestion se resuelve facilmente por la consideracion de
las probabilidades relativas (14). Sino se hubiese sacado ningun
naipe por arriba, ignordndose la posicion de las cartas y sabien-
do solamente que hay en la baraja tantos doses como treses, hu-
Jbiéramos dicho, que tanta pmbabilidad habia para que ganase
uno cemo otro, 6 que cada uno tenia ; de probabiiidad para ga-
nar. Pero habiéndose sacado un tres pgrﬂf_arnba,.ya no quedan
mas de 3 treses en la baraja; y por consiguiente los lances en
Havor del primer jugador serdn % mlentras que los que quedan

en favor del segundo no son mas de - — 5 las probabilidades res=
pectivas seran pues

%o 4

~—— = — para el primer jugador
w7
- 3

= = — para ¢l segundo.
4 3
20 0 7



. [48] :
Si se sacasen dos naipes por arriba y fuesen 2 treses, la pro-
babilidad de ganar el primer jugador seria |

_-——“

R — T e,

y tltimamente si se sacasen 3 ¢treses y 1 dos por arriba, enton-
.ces las probabilidades serian

3
yhy 3 _
. — . t
——— = — para el primero y < para el segundo
vt 4

CUESTION SEGUNDA.

39. Supongamos que apuesta un jugador que saldra primero
un dos que un tres sacando por debajo de la baraja: la carta que
estd encima no se sabe cuil es, pero se sabe que no es el dos de
oros, jque probabilidad tiene de ganar?

Tambien resolveremos este ejemplo por medio de las pro-
babilidades relativas; pero toda la dificultad de este problema
consiste,, en determinar los lances que tiene en su favor cada
uno de los jugadores. Para averiguarlo, consideraremos, que se-
gun el orden con que esten combinados los 40 naipes de la ba-
raja, saldrd primero un dos 6 un tres. Las combinaciones
diferentes de las cuarenta cartas de la baraja son el producto
de1.2.3........ 40=m, y de este namero de combinaciones
la mitad, que es =~z 22 =2 haria ganar al primer jugador,
y la otra mitad al segunde si se iguorase absolutamente el 6r-
den en que estan combinados los 40 naipes; pero como se sabe

que el dos de oros no estd encima, habrd que rebajar del nime-
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ro total de combinaciones, todas aquellas en que el dos de oros
debiera ocupar la parte superior, esto es, habri que reba-
TR L O 39=¢ cambinaciones, y el residuo espre-
sari el ntmero de combinaciones diferentes con que pueden es-
tar combinadas las 40 cartas, sin que el dos de oros esté enci-
ma: la cuestion estd pues reducida 4 averiguar cuantas de las
combinaciones que se deben rebajar harian ganar al primer ju-
gador, y cuantas 4 su contrario, para restar cada uno de estos
nimeros de los lances que corresponden & cada jugador. Ahora
bien, el nimero de combinaciones que harian ganar al primer
jugador, aun estando el dos de oros encima, es las tres séptimal
partes del nimero S, que rebajadas del nimero3; dan 7-="=
~I—2=>=: y el nimero de combinaciones que harlan ganar al
seglmdo estando el dos de oros encima, es las cuatro sépnmas

partes del nlimero s, que rebajadas del nlmero 5 dan F~22=

=L =2 segun esto las probabilidades respecl:was de los dos

Jjugadores son, para el primero

m. 7=3. 5. 2

m. 7-41 J. 2—]—']’!’!- ?"’3. & 3-0 ‘

que poniendo en lugar de m y s sus valores se convierten en

Y.32. 30 40.7-4.5.2. 300 39. 21.2.3... 40.7-3.1.2, 3... 39. 2

Yy quitando los factores comunes al numerador y denominador
queda reducida esta fraccion 4

40. 7-3. 2 274 137

.'—'“—
F—— e

40. 7=4. 2 =40, 7-3. 2 546 273

7

la probabilidad del segundo es
Me T=4 Se 2
=

M. 7=4e § 2==m. 7=3, S 2
7
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$o.51 B.aiee 406 To%e 340 200 0 300D

$3.30.40.7-4.1.2. 3..30. 2—%—1.2.3...4:: 7=3.1.2, 3...39 2

P =

40, 7-4. 2 273 136

c— ——
——

40. 7=4. 2 +4c. 7-3. 2 5406 273

Las finicas dudas que pueden ocurrirse con respecto 4 este
‘problema, son las dos siguientes: 1.2 si el nfimero s representa
“en realitad las combinaciones en que el dos de oros ocupa la
parte superior.

Pero esto es facil de entender; pues suponiendo que en Ia
‘baraja falte el dos de oros, se pueden hacer con los 39 naipes
“restantes 1.2.3.... 39 combinaciones, en cada una de las cuales
“se puede colocar el dos de oros encima,

2.2 Si de este nimero s los = harian ganar al primer ju-
gador y los otros = al segundo.

Esto es evidente, pues no contando con el dos de oros que
ocupa la parte superior en dicho nimero s de combinaciones,
las otras 3¢ cartas restantes estarin combinadas de todas las
maneras posibles, y como entre ellas se encuentran 3 doses y
4 treses, las combinaciones en que venga un dos O un tres de-
lante estardn divididas en razon de 3:4,

Para conveucernos pf&ﬂtiaamente de ‘esto, hagamos todas

“las combinaciones pomblcs pnmeru con 3 y luego con Z{. 1etras
“que son las siguientes:
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con 3 letras con 4 letras 1.2.3.4.=24
2150 3 2= combinaciones.
combinaciones.

s e v |

dabc dbca
adbc bdca

Si suponemos ahora en las combinaciones de 3 letras que
siempre que la a esté delante gana un jugador, y que cuando
esté delante la & 6 la ¢ gana el otro, hallaremos 2 lances en
favor del primero y 4 en favor del segundo, es decir en razon
de 1:2; lo mismo que se observa en las combinaciones de 4 le-
tras, en las que en 8 de ellas esta delante la a, y en las otras 16
estan delante la b 6 la ¢, es decir, en razon de 1:2. Lo mismo
sucederia aunque las combinaciones fuesen de muchas mas letras;
pues cada una de ellas estard delante un ntmero de veces igual
al de cada una de las otras, y por lo mismo el nimero de ve-
ces que una letra se halle delante, es al nlimero de veces que se
hallen delante otras dos letras como 1:2; y el ntimero de veces
que se hallen delante dos letras es al en que se hallen delante
otras tres letras, como 2:3; y generalmente el niimero de ve-
ces que alternativamente se hallen delante un ntmero designado
de letras, es al en que se encuentren primero otro niimero de-
signado de letras, como el nimero de las primeras es al de las
segundas. Asi que en el problema que nos ocupa, en el nimero s
de combinaciones, en el que el dos de oros esti encima, los
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otros 3 doses estarin delante[con respecto & los 4 treses en Ia
misma razon que 3:4.

Con estas observaciones nos serd muy ficil resolver los de-
mas problemas de este género que se puedan proponer, como
s1 se pidiese, por egemplo, la“probabilidad que tiene cada uno
de los dos jugadores en la misma cuestion , en la suposicion que
se sepa que ninguno de los 4 doses estd encima.

En este caso la probabilidad del 1.° seria

1.2.34.0.40.7==1,2.3....39.4.3.2,

1.2.3....40.7-1.2.3.1:39.4.442+142,3....40.7-1.2.3...39, 4. 3.2.

40.7-4.3.2 256 3a

— - L]
—— - ?

40.7-4.4.24-40.7-4.3.2. 504 63
y la del 2.°
1.2.3...40.7-1.2.3....39.4.4.2
o ——————————— e e——————
1.2.3....40.7-1.2.3....39.4.4.2—1-!.2.3....40.7—1.1.3....39.4.33

40.7-4.4.2 248 31

L e——ee T N
S - —

40.7-4.4.24~40.7-4.3.2 D504 63

CUESTION TERCERA.

40. Un jugador apuesta contra otro que tirando 7 veces
un dado de seis caras sacari lo menos dos veces el punto 6, y
el contrario apuesta que tirindolo g veces sacar4 al menos 3
veces el punto 6, ; qué probabilidad tienen de ganar?

Por la” férmula del n.° 27 se ve que el primero tiene la
probabilidad

e’ —4-7¢8 4216 4+-35e*fI4-35¢* f *-a216*f ‘=

1 {.5 1.25 351.125 351.625 1.3125 7703
— N — ---—'-—-..—. ——
-6-?-+7 6, T2l +HI-G—+09 g2l

67 43328
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y el segundo :
g’ f-36e7f*~+-84eCf°+4~126ef *~~120e*f -84t f®

1796446 898223
=100 77696 50388438

y comparando ahora las dos pmbabxlidades tltimas, hallaremos

2108 38814246144

23328

=0,0494

T s 99768109928

23328 5038848

para el primer jugador ; Y

o 20953863784
898 7708 = - =0135°5.
vomie T+ asr 29768109928

para el segundo,

CUESTION CUARTA.

41. ;Cuintas veces se debe tirar un dado de seis caras para
tener una prubabﬂldad 1gual i 13 de sacar el 6 4 lo menos

una vez? '
Este egemplo se resuelve por la férmula del n.° 38 en la

que tndas los términos, menos el Gltimo, deben sumar 3, y el
ultimo % ; serd pues *

1.23-1. 4

f*=7 de donde x= 9,503

1.6-15

lo que manifiesta que abrazando mas de ¢ tiradas, se tiene una
probabilidad superior 4 22 de sacar el 6 4 lo menos una vez.
Si se pidiese el aftnero de tiradas necesario para tener una

probabilidad de 5 de sacar los cuatro seises tirando 4 dados,
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3.5

entonces

Y % B4 X=

-=22055,79;

l 1296 -1. 1395 '
tltimamente para que. hay;i'tﬁnt'a probéib'"iﬁdad de sacar las se-
nas cowmo para no sacarlas t1randn con los mismos 4 dados,

T

I.:z :
X = — ~—-=885,38 tlradas

s 1296 1.1295- - :

CUESTION QUINTA
v ; Tobe: ai1q Is sieq
42. ;De cuintas maneras diferentes se pueden combinar ]as
4o cartas en el juego del zresillo, 6 cuintos son los lances de
este ]uegp ™ :

Para resolver esta puestmn : Iendremus presente o dicho
acerca de las pateﬂmas de los polinomios en el n.° 37. Consi-
derando que en este juego cada uno de los tres jugadores -tie-
ne g cartas, y que quedan 13 sobrantes en el platillo, inferire.

mos que los lances de este juego estarin espresados por el coe-
ficiente de a%’c’d"'* en el desarrollo de (a—+b—4-c—d)*, el
cual es

o
L 3
!

Le2s30siesne 4O -

i Ll > M A 1“,.“,. <4 o - Ml X <

1:2.3...0%1,2, 3. ..9-::':1.2.3...9:’-:1 2.3...1...1 3

que suprimiendo los factores comunes al numerador y denomi-
nador, se reduce 4 _

2.73.°5.77.713."17.19.23.29. 31—1592314947:}68800
nGmero de dlSPOSICIOBES diferentes en que pueden quedar repar-
tidas las ..w cartas entre los 3 jugadores y el platillo. Suponiendo
- que.la roo® parte de los.600000000 de habitantes que se regulan
en el mundo sepan este juego, que se dividan en ternas, y Jueguen
- en efecto,_cuatro horas cada dia: supumendo tambien que ua jue-
go con otro. dure 3 minutos, se necesitarian 15650980534



55

afios para que se verificasen tl'.:oda']s las’ combinaciones del tresi-
llo; y esto en el supuesto de no repetirse ninguna. Sin embargo,
no debe creerse que ascienda 4 tanto el niimero de lances esen-
cialmente diferentes del tresillo. Hay juegos, por ejemplo, que
son imperdibles de cualquier modo que esten distribuidas las
demas cartas, y de cualquier modo que se jueguen. Un juego
de 7 triunfos de espada, mala, punto, rey, caballo, seis y cinco,
es imperdible; y tambien lo es'otro de espada, punto;rey, ca-
ballo, sota, tres y seis, etc. ~% o

CUESTION SESTA.

43. Cuatro jugadores 4, B, C, D han reunido 15 fichas en
una urna, de las que ¢ son blancas y 6 negras, y han convenido
“en que el primero que saque una ficha negra ganar4 el juego. El

jugador 4 es el 1.° que debe sacar, B el 2.° Cel 3.°, yDel 4.2,
y asi en este orden * las fichas que se sacan de la-urna no se vuel-
ven 4 meter en ella, ;qué probabilidad tiene cada uno de ganar?

Supongamos . el nimero de fichas blancas y » el de las

L8

TR Wttt o e
negras; la probabilidad ‘de sacar una negra sefd -
m—-n
'y la'de sacar una blanca - —c Y Eemd:seguﬂ las' condicig-
i g 00 ) (W )

nes del juego no se acaba éste aunque se’saqueruna ficha blanca,

serd tambien

Boermd a pr_o abilidad ge que se pagaré a la se

gunda tirada, 6 de que tendrd lugar la segunda tirada: para que

ésta se verifique ‘habra sido iiecesario que se sacaselunasblanpa

en la tirada auterior ; asi que en esta segunda tirada quedarin
Jm=1"fichas blaricas iy las-probabilidades’en ‘esta tirada serin
m=1

“0 o emsssr e sacar unacblanca, o o v
I g e ;

Bl s

Y 1I' :"‘ @f‘l] - L B i ‘.‘ ¥
SLUDIE NG fs4ga-ride Bavar Una negra.— v . "oould i
m=X=t-n L -m
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Estas prebabilidades deben multiplicarse por la de que ten-
~dré lugar la segunda tirada para obtener las probabilidades de
los dos-acontecimientos que de ella resultan (17), lo que dard
m-1 m

x ——— de sacar una blanca el jugador B
m=I-1 m—+n

7 m
>
Mm=1-pn M—n

de sacar una negra.

Si B saca una blanca, ya no quedarin en la urna mas de m-2
fichas blancas, y discurriendo para la tercera tirada como para la
m-2 | n

de sacar una blanca, y
m=2—-1 m=2 =1

_ 'uegunda, hallaremos

de sacar una negra; y multiplicando estas probabilidades por
-la de que se pasar4 4 la tercera tirada, que es

DT S m(m=-1)
m=1—n m-tn (m—!—n)(m—x—l-n)'

m (m=1) n
X ——— de sacar una negra,

(m—-n)(m-1—+n) m=-2—+n
& en favor del jugador C,

tendremos

m(m-l) 4 m-2

(m—n) (m=-1—+n) m-2n
‘que serh la de que tendré lugar la 4.* tirada.

de sacar una blanca,

Si C saca una blanca, no quedarin en la urna mas de m-3,
m-3

M3

de sacar

y las probabilidades de la 4." tirada serén

=R de sacar una negra, y multiplicindolas

una blanca, y
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~ por lade que tendrd lugar la 4.* tirada, se tendra

m(m=1) (m-2) n
(mn—-n) (m=1 —:;z) (m=2-+n) m-3—+n

en favor del jugador D,

m(m=1x)(m=2) m=3
(m~+=n) (m-1-4-n) (m-2-4+n) m-3-+n

contra D, 6 de que ten-

dri lugar la 5.* tirada,

Si el jugador P saca una blanca , volver4 4 sacar el jugador 4,

y como no habrdn quedado mas de m-4 blancas, tendr4 la pro-
babilidad

m(m-1)(m=-2)(m-3) n

s e e ——

(m—=-n)(m=-1—-n) (m-2—4-n) (m=-3-n) m=-4—4n

de ganar,

m (m=1)(m=2)(m-~ 3) . m=4
(m—-n) (m=1=t-n) (m~ 2-1-:1) (m=3--n) m-g-+n

de perder,

Continuando de este modo, y haciendo para mayor senci-
llez m=-n=r, se formari la série

mn  mn(m-1) ;mz(m- 1)(m-2)

n
T , r(r-1) ; r(r=1) (r=2) ; r(r-ll)(r-:z) (r=3) l
mn(m~1)(m- 2)(m-3)  mn(m-1)(m-2)(m-3)(m-4)
r(r=1)(r=2)(r-3)(r-4) , r(r=1)(r=2) (r-3)(r=4)(r=5) '
mn(m=1)(m=2)(m=3) (m=4) (m-5)
e mm— = |

r(r=1)(r=2)(r=3)(r=4)(r=5) (r-6)
en la que el 1.% 5.° 9. términos espresan las probabilidades
8




[58]

en favor del jugador 4; el 2.° y 6.° en favor del jugador B;
el 3.° y 7.° en favor de C; y el 4.° y 8° en favor de D. El
juego se acaba lo mas tarde cuando el nimero de fichas blancas
ha salido, porque entonces ya no queda duda sobre quien debe
ganar el juego. La probabilidad total para cada jugador se com-
pone de la suma de las probabilidades que le corresponden en
las tiradas que pueden tener lugar. En nuestro caso

m=q, n=6, r=15, y segun esto la probabilidad de que el ju=
gador 4 ganard el juego sera

6 9-6-3-7-6 9-6-3.7-6-;;4-3-@ §

— . e — m———

1§ 1§u4.13.12.11 15.14.13.11.-11.10.9.3;

_2+ 36 o 6 _11300 _
T3 718 " 5008 25025 °

9.6 9.6.8.7.6.5 9 18 7065 -

G T .0zin10 35 715 —as0zs P
968 9.68.7.654 72 8 _ilo

G403 T 5. 0443.42.10.10.9 455« 715 65073 Pt
9.6.8.7 9.6.8.7.6.5.4 3 6. ., .8 .1.897

15460503 1504312001098 65 715 9u9s-baraLs

La misma férmula sirve para cuando los jugadores son en
mayor 6 menor namero: si son dos, los términos que corres-
ponden al primero son el 1.°, 3.° 5.%, 7.° 9.%, etc., y al se-
gundo el 2.°, 4.°, 6.°, 8.°, etc. Si los jugadores son tres, la
probabilidad del 1.° serd la suma del 1.°, 4.5, 7.7, 105, ete.
términos; la del segundo la suma del 2.°, 5.°, 8.°, 11.7, etc.
términos, y la del tercero la suma del 3.°, 6.%, 9.°; 12.%, etc.
térinines; y asi de los demas casos.
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CUESTION SEPTIMA.

Determinar las diversas probabilidades que hay de sacar de una
urna cédulas de un color pedido, suponiendo que no se vuclven
d meter las cédulas que se sacan.

44. Por lo dicho en la cuestion anterior nos sera ficil sa=
car una fébrmula general para la solucion de esta. Supongamos
que en la urna haya m cédulas sehaladas con la letra 4 y n con
la letra B. Esto supuesto las probabilidades de la 1.2 tirada son

m n
Para sacar A, — ; para sacar B, —;
r r

las de la 2.2 tirada son

m(m=1) mn
Para AA, > > para 4B, r(r-:)
n(n-1). » .o
a5 > v(r-1) s r(r=1)’
las de la tercera son
y m(m=1)(m-2) _m(m-1)n
Para AAA, oot Kona) AAB, = e
ABA mn(m—t) _nm(m- 1)
4, r(r—r)(n—-z) BAA r(r=1)(r- 2) |
ABB, __mn(n—l)ﬂ nm(n-1) :
Ty s B o ey
g e g i)
% r(r- 1)(r—-:) it r(r-1)(r=2)
etc. etc.

Con esto basta para comprender. la ley que. sigue esta for-
mula, y llevarla tan lejos como se quiera; pues no se necesita
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mas que cuidar de quitar 4 cn'c:!Ia tirada una cédula tanto del
ntmero total como del niimero de aquellas, que son del color
de la que se supone que ha salido. Aqui, del mismo modo que
en el n.® 25, se introducen los coeficientes en las sucesiones
compuestas, cuando se prescinde del drden de los acontecimien-
tos ; asi que la probabilidad de sacar 2 acontecimientos A y 1
acontecimiento B sin distincion de érden, es

m(m=1)n

3r(r-1).(r-z) .

y la de sacar en las mismas tres tiradas primero una 4, luego
otra A, y despues una B, es solamente

m(m-1)n

r(r-1)(r=2)

Asimismo si se supone que hay en la urna tres clases de le-
tras, por ejemplo m letras 4, n letras B, s letras C, serin las
probabilidades de la primera tirada , suponiendo m=+n—-s=r

m n s
para 4, —; B,—; C,—;
r r r

las de la segunda son

L R -
para A4 s "AB, AO T e iiinics
7 r-I)  r(r-1) r(r=1)
ns. e ‘fi(ﬂ-l) ST 1)
BC, —3; BB, ; OC, ——;
r(r=1) ca(r-1) o r(r-1)
nm sm sn
B4, s Gl ——,  CD, ; etc.

« 3l BIES ?‘*_(r-*!)"”-' 1 91 ....L rQ_l!.) : r(r-])
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Segun esto si se supone que hay en la urna 20 letras 4y 35
letras B, y se pide la probabilidad de sacar una vez 4 y dos
veces B sin distincion de oOrden ; entonces m =20, n =35,

r=55,y tendremos que calcular el término

mn(n=1 20.35.34. 2330

o e TEEE el e o E e me m— e 3 — — e ey,

r(rat) (=2) — 55.54.53. 5247 °

y si se exigiese una sucesion determinada, por ejemplo BBA,
la probabilrdad de este acontecimiento seria

n(n-1)m 35.34.20 2380
- r(r-1)(r-2) 55 5453 15741

Si, suponiendo que hay en la urna 20 letras 4, 20 letras B,
25 letras C, 25 letras D, 50 letras E y 6o letras F, se pidiese
la probabilidad de sacar 1 vez A4, 1 vez B, 1 vez C, y 2 ve-
ces £ en 5 tiradas sin distincion de Orden, tendriamos que cal-

cular el término

mnps(; 1) 20.20.25.50.49 man:-‘_n 08¢0s;
=0, 3

961*(1*—1) e i)(!‘ 3)(r=4) _96“‘“ 199.195.197. 195 117609

y si se exigiese sacar las cinco veces seguidas la E, tendriamos
la probabilidad

.s(,sr- I )(3- 2)(5—3)(5—4) 1081

r(r-— 1 )(r-:z)(r- 3)(r- 4) 1293699

— 0,0008335,

CUESTION OCTAVA,

Determinar la probabilidad de sacar un punto dado con un ni-

mero determinado de dados.

45. Las cuestiones de este género se resuelven facilisima-
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mente por la formula de Moivre; cuya demostracion no se pone
aqui por ser demasiado larga, La férmula es ia siguiente,

a(a-1)...(a=n—+2) a'(a’-1)..(d'-n—+2) n
:.2........(n-1) 4 s Dosaesiniaiiiend) ;s X

a"(a’=1)s(a”-n=-2) n(n-1) o"/(d"-1)..(a""-n—2)
o . - o g x
I- 2, s8es (ﬂ-"l) 1. 2 1. 2.----l- (n-‘l)

n(n-1)(n-2) @""(a""'=1).n.(d”"-n—-2) n(n-1)(n-2)(n-3)
» - - S e St ——————— >
Il 2- 3 I- 21.1--_1 (ﬁ-l) I'l 3. 3- 4

- EtCl

En esta formula se supone n el nlimero de los dados; m el
de los nlimeros con que cada uno esté seiialado principiando des-
de 1; a—1 el nlimero que se desea sacar, a'=a-m; a'’=a'-m;
a’!’=—a"-m, etc. - |

Segun esto, si se nos pidiese la probabilidad de sacar el
punto 8 con 3 dados de & seis caras , tendriamos

=3, m=b, a=7, a'=1,

lo que d4, tomando solo el primer término de la f6rmula , por-
que el que le sigue se reduce & cero, Z;%=21, que es el na-
mero de maneras de sacar 8 con tres dados de 4 seis caras; y

dividiéndolo por 6, que espresa el nlimero total de lances (11),
se tendra la probabilidad pedida, que es +-=7;.

216 73

La probabilidad de sacar el punto 12 con 4 dados de & seis
caras es, haciendo

4 M0, A1 Y, 2=,

YT+ TO, § §* 4.3 — 1ividi
xrre. 9 __ 543, 4—125 lances 4 favor, que divididos por 6 ,

dari la prc:babilidad pedida, que es -5;-.
La probabilidad de sacar el mismo punto 12 con 6 dados
57

5 sei e ior;
de 4 seils caras, es —32=, que es mucho menor que la anterior;

lo cual debe suceder asi, por que aunque con 6 dados hay mu-
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¢ho mayor niimero de Innces[que]dan el'punto 12, tambien hay
mucho mayor ntmero de lauces que dan otros puntos, y la pro-
babilidad pedida escluye todes los lances que no sean el punto 12.

Si se exigiese sacar 4 lo mas 20 puntos, y 4 lo menos 15 con
los mismos 6 dados, entonces sumariamos las probabilidades de
sacar los puntos 15, 16, 17, 18, 19 y 20, y obtendriamos en
su suma la probabilidad que se busca, que es

343 T 3906 4227 ___ T8327
e

I666 2247 1 —
t I ' 46656 46656 46656 46656

466 56 46656 46656

Ultimamente si se pidiese la probabilidad de no sacar me-
nos de 46 ni masde 48 puntos tirando una vez 8 dados de & 12
caras cada uno, entonces n=8, m—=12, a=4(5, =40,= 47;
Q@ =39, v emabiell=ar ;maossmada’'=9,=10,=11;
y buscando von estos niimeros las probabilidades de sacar los pun-
tos 46, 47 y 48, serd susuma la probabilidad pedida; la cual es

144:7n'ﬁn_+_j_r__sﬂﬁﬂ'64 } 15978315 . 4569139
429981696 429981696 429981696 T 429981696

CUESTION NOVENA,

=0, 1003,

Determinar las probabilidades en los juegos al rebatir.

46 Llamamos juegos al rebatir, aquellos que aunque se ganen
no finalizan el juego, el cual contintia, hasta que uno de los ju-
gaderes ha ganado cierto numero de juegos mas que su coitra-
rio; por manera que la conclusion del juego depende, no de ga-
nar un nGmero detenininado de puntos, sino un nimero que sea
mayor en una cantidad convenida al de los puntos ganados por
el otro jugador.

.+ Supongamos que dos jugadores se han convenido en que cuan-
do uno de ellos haya ganado dos puntos mas que el otro, gane
la apuesta; Hamemos 4 y B & los jugadores ast como los puntos
que gana cada uno, y supongamos que la probabilidad de ganar
ua punto sea ;. Es evideate que todas las disposiciones de letras
en las que se halle una misma en los dos primeros lugares, de-
ben escluirse cuando haya mas de dos lugares; pues designan un
lance que no puede suceder sino despues de acabado el juego; la
disposicion 44, por ejemplo, como hace ganar al jugador A4, es-
cluye la disposicion 44B, Tambien se conoce que una Liisma letra



[64]

no puede hallarse mas de tres veces seguidas despues del primer
lugar ; la disposicion BAAAAB, por ejemplo, no puede entrar
en la de seis golpes, por que la disposicion BA44 termina el
juego al cuarto golpe. Con estas observaciones facilmente ha-
llaremos los diversos acontecimientos posibles, que son:

al primer golpe al segundo al tercero  al cuarto etc,
A AA ABA4 ABAA
0B AB ABB 4ABAB
BA BAA ALBA
BB BAB ABDB
BAAA
BAAB
BABA
BABB

Buscando en esta tabla, que es ficil continuar, las disposi-
ciones en que una letra se halle repetida dos veces mas que la
otra, que son las que terminan el juego, se hallarin 2 en dos gol-
pes, 4 saber A4 y BB; 4 en cuatro golpes, que son 4B14,
ABBB, BA4A, y BABB; y asi de las demas, Y como la proba-
bilidad de ganar un puato se ha subuesto , la de ganar dos
puntos seguidos serd ;.3==% que ser& la probabilidad de cada
uno de los acontecimientos del segundo golpe; la de cada uvno

T 8

de los de tres golpes sera .5 .5;=¢; la de cada uno de los de

2
I I

cuatro golpes serd ;.;.7.;==7z, €C.; por consiguiente, una
vez que hay dos lances que terminan el juego en dos golpes, ha-
bra 2,%=: de probabilidad de que el juego se acabara al segundo
golpe; 4.7z =% de probabilidad de que se acabari al cuarto gol-
pe; y por lo mismo habrd =~ =73 de probabilidad de que el
juezo no pasari del cuarto golpe ; del mismo modo hallaria-
mos -3 =%, de que el juego no pasard del sesto gol-
pe, = —=i—x—7-==1¢ de que no pasard del octavo golpe, y
asi de los demas. Es inutil advertir que el juego no puede ter-
minar, segun las condiciones impuestas, sino en un nimero
par de golpes,

Segun esto, y siendo la superioridad pedida de dos puntos so-
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lamente, la formula que dé las probebilidides para dos golpes es

(e=f)'=¢" —2¢f+f2

en la que el término e” indica la'probabilidad de que el jugador
A, ganari los dos puntos seguidos, y por consiguiente que se
acabara el juego en dos golpes; 2¢f, la probabilidad de que no
se acabara el juego en dos golpes, porque uno de los jugadores
gana un punto y otro su contrario; y f* la probabilidad de que
ganara el juego el jugador B, y que se acabari el juego en dos
golpes; de modo que e*~+f* indica la probabilidad de que se
acabaré el juego en dos golpes. Si consideramos mas tiradas ser4
facil sacar las probabilidades de la misma formala, multipli-
candola por e—f tantas veces como mas tiradas se consideren,
lo que es conforme & los principios de las probabilidades com-
puestas (18); pero como los términos e® y f* terminan el juego,
no se deben maltiplicar por e=+f por que indicarin lances de
tres letras que no se pueden verificar: asi que solo se multipli=
cardn los términos que no deciden el juego. Haciéndolo con el
2¢f por e+ f resultarin los |

afe’—2aef*
correspondientes 4 los acontecimientos
BAA, ABB

de los que ninguno decide el juego. Considerando cuatro golpes,
y multiplicando por e—f los dos Gltimos términos, tendremos

2e’ f4-4e°f*—2ef ?;

en que el término de enmedio corresponde al caso en que no se
acaba el juego: y como no puede acabarse este sino en un ni~
mero par de golpes, serd mas ficil tomar por multiplicador
e*=-2ef—+-f", y continuando la operacion, vendremos 4 parar
A esta progresion geométrica

2ef, 4e°f*, 8e’f°, 16e*f* etc.

« para las probabilidades de que no se acabari el juego en estos
2
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golpes; y suponiendo que las probabilidades simples sean 7 para
ganar cada punto, se tendra

2.2 "2 44. %y 8 pat 26,6 16

para las probabilidades de que no se acabard el juego al 2.9,

al 42, al 6.°, al 8.° etc. golpe; y restando de la unidad cada
una de estas fracciones, resultaran las

IS :
1‘3 etc.

HI"--JI

3 13
2243

que espresarin las probabilidades de que se acabari el juego em
los mismos golpes.

Cuando el esceso de los puntos que hacen ganar es de mas
de dos, entonces la regla que hay que seguir es la siguiente:

Para hallar la probabilidad de que el juego, en que el ju
gador A debe ganar p puntos al 1ugadar B, 6 éste q puntos al
jugador A, no se acabard en un numero ¥ de golpes, multipli-
quese el binﬂmio e—+1f por st mismo tantas veces como unidades
haya en r-x , teniendo cuidado despues de cada multiplicacion
de borrar los términos em que el esponente de la letra e sea ma—
yor en la cantidad p que el esponente de f, ast como los térmi-
nos en que el esponente de f sea mayor que el de e en la canti-
dad q; y los términos restantes dardn la probabilided pedida. Los
términes que se borran es porque corresponden 4 acontecimien—
tos que terminan el juego.

Si se hubiese convenido, por egemplo, en que el jugador A
debiese ganar 3 puntos mas que su contrario, y este 2 puntos
mas que el jugador A para ganar el iuego, 7y se pidiese la pro-
babahdad de que se acabara el | ]uego al, 7.” golpe, entonces

_p—3 =2, r=7
7 despues de seis multiplicaciones hal!armmos

el d i,
axe’f3-+13¢°f "5
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y si se supone que e=f=;, equivaldrén dichos términos 4

21413 _ 34 _ 17
128 _123—54’

para la probabilidad de que no se acabara el juego en 7 golpes;
y restando esta probabilidad de 1, se tendrél la de que se aca-

bari el juego 4 los 7 golpes, la cual es 1--2=2Z,
Si el esceso de los puntos del jugador A hublese de ser 5
para ganar el juego, y el de los del jugador B hubiesen de ser 4

para lo mismo, y se pidiese la probabilidad de que se acabar4
el juego en 12 t1radas entonces

P=5, (=4, 1=12
vy despues de xx multiplicaciones se llegaria &

3 27 4&’]“-}-446& fi4-406e°f°;

]

y suponiendo que tambien fuese % la probabilidad de ganar un
punto, equivaldria esta espresion 4

2744404406 __ 1120 _ 3§

2048 T 2048 64,

que es la probabilidad de que no se acabara €l juego; 1a a:ual res-
tada de la unidad, daré la probabilidad pedida, que es 32, la
que siendo menor que 7 manifiesta que no es probable que se
acabe el juego en 12 tiradas. |

Se ve por lo que precede, que cuando ¢l esceso de los puntos
es algo considerable, se necesita mucho ntimero-de tiradas para
que haya prnbablhdad de que se acabe el juego, 0 de que lo gane
uno de los jugadores, Esto manifiesta que la clase de juegos en
“que se atraviesa dinero, menos perjudicial 4 las costumbres, es
la que llamamos de dos ju.ego.f al rebatirs sobre todo cuandu se
fija un esceso algo grande; pues por mucho tiempo que empleen
en ellos los jugadores, no se puede atravesar un niimero consi-
‘derable de juegos; asi como son los mas perjudiciales cuando no

se atraviesa dinero, porque consumen el tiempo, que es de un

-
-
A
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valot inestimable. No considerando, por egemplo, mas de 4
puntos de esceso, se necesitarian 12 tiradas para llegar 4 una
Pf(}bﬂblllddd mayor que = de que se acabari el juego con este
namero de golpes, como se manifiesta en las diversas maltipli-

caciones de e-+f que siguen:
_ 2
e?—-2ef—f*;
el—-3e* f+=3ef "—f?;
4e°f-06e"f "—4ef *;
J,e‘f-}i:;s f “-—I:me’};—li-qef s
14¢*f*+20e’f+14€'f*; '
X 4e 4 -+—34e“f3+34e’j —+1I 4e'f’ ;
| 483’f’-+:—68¢‘f‘—-l-43&'f’ :
48e5f3-i—r r~6e‘ff’+1 I 6e‘f’+4363f5;
{ 64e“f“-—|—232e’f’—|—1 643‘}’5
1 64e’f‘+396a‘f’+396e‘ £~ 64e‘f" 3
1 64.9“)""—*1-5.6{:‘:3’).‘ ’-{—.7923.‘[5-!—5'603’]' ’-!-1 64¢f*;

'y suponiendo siempre e=f=3, y calculando cada una de estas
-espreaiones, se halla que sus valores son: 1, 1,1,%.%,3. 3,
35 530555512 ¥ 712+ que espresan las probabllldades de que no
se.acabard el juego en 1§ 2, 3,02 golpes, y como solo la
Gltimade estas iracciones es menor que %, inferiremos que la
probabilidad: contraria, ' la de que se acabar4 el juego, Do es
imayor que = sino se abrazan 12 tiradas.

Hay mucho que reparar en las espresiones anteriores. En

primer logar la 1.2, 2,y 3.* es cada una igual & 1, lo que
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manifiesta que ciertamente no se acabara el juego en una ni en
“dos, ni en tres tiradas (8); lo cual es evidente por las mismas
condiciones del juego, pues solamente se puede acabar cuando
un jugador haya ganado 4 puntos mas que sa contrario, para
lo que se necesitan jugar lo menos cuatro tiradas. En segundo
lugar la 4.° y 5%, la 62 y77.%, la 8%y 92, la 10.* y 11.%
son iguales entre si; y esto es muy sencillo, porque aunque
los lances que no acaban el juego son en doble nimero en un
nGmero impar de tiradas que en el nimero par anterior, como
puede verse, continuando la tabla de las combinaciones de las
letras 4 y B, tambien es cierto que abrazando un golpe mas
hay que multiplicar la fraccion anterior por 7 para obtener la
probabilidad compuesta del golpe’ siguiente, y por consiguiente
lo que por una parte se aumenta, por otra se disminuye.
~ Cuando la probabilidad de ganar un punto es menor que 3,
se viene 4 parar tambien & una progresion geométrica, cuando
el esceso que hace ganar es de dos puntos solamente Pero en
-este caso no se pueden calcular las probabilidades de ‘que se aca-
bar4 el juego por medio de sus contrarias, sino que hay que
~calcularlas directamente. La regla que hay que seguir para esto
-es la misma que la anterior, sin mas diferencia que el poner
aparte el valor de los térininos que se van borrando, pues su
rsuma da las probabilidades de que se acabara el juego en 2, 4,
-6 ete. tiradas. Siendo 3, por egemplo, la probabilidad de ga-
‘mar un punto, hallariamos

s

| e? "I"f’:% |
-para la probabilidad de que se acabari el juego en dos tiradas;

22

| 2e3f+2ef’=;1 . ::'*“'E:i‘?
para la de que ‘se acabara en cuatro tiradas;

409 Wk A 8 22__ 206

4’ f 46 f ‘=oz) ot =c0s

para la de que se acabard en seis tiradas; y asi de las demas.

-Donde se advierte, que cuando la probabilidad de ganar un

‘punto es menor que - se necesita un gran numero: de tiradas

-para llegar 4 una probabilidad ‘mayor que % de que se acabard

el juego, aun cuando la conclusion de este dependa Gnicamente
-del esceso de 2 puntos,
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DETERMINACION

DE LAS

S obabifidades de Lo Soferia

CUESTION DECIMA.

¢Qué probabilidad tiene de acertar el que ha senalado uno ¢
mas de los 9o numeros de la Loteria?

47. [Este juego se hace por lo comun & cuenta de los go-
biernos, y consiste en meter en una caja 9o numeros desde el x
hasta el 9o, y estraer 5 de ellos. Con anticipacion han sena-
‘lado los jugadores en las respectivas administraciones los ni-
meros que quieren jugar, pagando al respecto de la clase de
su jugada; y despues de publicada la estraccion acuden & cobrar
sus ganancias los que han tenido acierto 4 las administraciones
donde jugaron. Es muy diverso el modo de hacer las jugadas:
unos seialan uno © mas nimeros, y los juegan & estracto sime
ple 6 4 estracto determinado; y si sale alguno 6 algunos de los
que jugaron, reciben un premio igual 4 10 veces lo que juga-
ron 4 cada estracto simple de los que aciertan, 6 &4 50 veces lo
que jugaron 4 cada estracto determinado de los que aciertan.
Otros sefialan 2 6 mas ntmeros, y los juegan al ambo ; y si
aciertan 2 nameros ganan un- ambo, si aciertan tres nimeros
ganan 3 ambos, si 4, ganan 6 ambos, y si aciertan los 5 ga-
‘nan 10 ambos: por cada ambo que ganan reciben un premio
izual 4 238 veces lo que jugaron & cada ambo de los que acier-
tan. Otros Giltimamente sefialan 3 6 mas nimeros, y los juegan
al terno, y si aciertan 3 nimeros ganan un ‘terno, sl 4, ga=
‘nan 4 ternos, y si los 5, ganan 10 ternos; y por cada terno
que aciertan reciben un premio igual 4 4250 veces lo que ju-
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earon 4 cada terno de los que aciertan. Cada uno paga tantos
ambos O ternos como combinaciones diferentes de & dos 0 de &
tres nGmeros es posible hacer con los niimeros que juegan. Si,
por egemplo, se juegan 5 nimeros al ambo, se pagarin Ti=10
ambos; si se juegan los 5 ntimeros al terno, se pagan ;=5=10
ternos ; y si se juegan al ambo y terno, se pagan rc;ﬂagmbuf
y 1o ternos. Si se juegan 10 nameros al ambo, se pagan <-7=45

. : -9 8 .
ambos ; si se juegan al terno, se pagan —5--=120 ternos; y

.23

si se juegan al ambo y terno, se pagan 45 ambos y 120 ter-

nos. Despues de esto tratemos de resolver la cuestion propuesta.
Puesto que en cada estraccion se sacan 5 nimeros de los 9o,

es evideute que cada ntGmero tiene s==:3 de probabilidad para

salir; asi que el que ha sefialado un nimero tiene 5 de pro-

babilidad para acertarlo, y 7 para no acertarlo. De aqui no

I8
debe inferirse que el que ha sefalado 2 6 3 nlmeros tiene 5
6 ;5 de probabilidad para acertar uno; porque entonces el que
senalase 18 niimeros tendria ;3 de probabilidad de acertar uno,
y como esta fraccion es igual 4 la unidad, se seguiria que el
que juega 18 nameros tiene certeza de acertar uno; lo cual es

un absurdo.

Para sacar las probabilidades de acertar un nimero sefia=
lando dos 6 mas de ellos, consideraremos que una estraccion
es una combinacion de 5 ntmeros cualesquiera de los 9o, y
como estos componen 2272128 —=143¢49268 combinaciones

L1+2°3+4"5
de 4 5 nlmeros 6 cinquinas, tendra & su favor el jugador
todas aquellas cinquinas que contengan uno 6 mas nimeros de
los que sefial6. Si, por egemplo, se juegan dos niimeros, y se
quiere saber la probabilidad de acertar uno, habrd 4 favor to-
das aquellas cinquinas que contengan uno de los nimeros desig-
nados. La cuestion estd pues reducida & buscar este nimero,
Esto es simamente ficil, pues no hay mas que calcular las cna-
ternas que componen los 88 nlmeros restantes, y juntar alter=
nativamente, & cada, upa de ellas cada uno de los dos nimeros
sefialados ; asi. que se_tendrdn 4 favor *223%25x0=4663780:
cinquinas; y dividiendo ahora este nimero por el ntimero to-
tal de cinquinas, se tendrd. 5% —0,3061 de probabilidad
de acertar nada mas de un ntmero sefialando dos. S1 se quisiese

saber la probabilidad de aceptar & lo smenos uno de los dos, en-
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tonces 1o solo habria 4 fzwor[ tucjllas las cinquinas que contuvie-
seir uno de los ntimeros senalados, sino tamnbien todas aquellas
que contuviesen los dos:  estas Gltimas se forman averignando
los ternos de los 88 nameros restantes, para juatar 4 la vez 4
cada uno de ellos los dos niimeros designados; y se tendrén
otros 22E228—=109736 lances favorables, que agregados 4 los
4663780 anteriores , componen 4773516 lances favorables,

que divididos por el namero total de lances, se tendrd

4773816
43949 263“‘011086

que es la probabilidad de acertar 4 lo menos un nimero, desig=
nando dos.

48.  Para resolver el problema que nos ocupa con toda ge-
neralidad , ‘consideraremos una loteria compuesta de n nimeros,
y que en cads estraccion se sacan m; segun lo que, la probabi-
lidad de que desngnandn t nimeros, se acertaran s, se hallar&
formando la espresion del nimero de combinaciones de los n-¢
rameros restantes tomados en nimero m-s, que sera |

o (net) (net=x) (n=t=2)...... { iiiaaates } -

| - Y Suu ---------- ;4--. (??I—S)

considerando despues que los ¢ nameros designados pueden com-
binarse de
t(t-1 )(5-2)-.--..(t-s+t)

T ——ell

PR A AR

maneras,

se multiplicar4 esta Gltima espresion por la anterior para obte-
ner el niimero de lances favorables. El niimero total de lances
se sacari formando las combinaciones que componen los n ni-
meros de la loteria tomados en nimero ¢, que son

n(n=1)...(n-m—-1)

.. = - i ; i - ""i
B a 1. i-;-l'-iim - Jo— . 3 -
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y dividiendo por ultimo el niimero de lances favorables por el
nimero total de lances, se tendrd la probabilidad pedida, la

cual es

(n-t) (n-t-1)...... {n-t-(m-s)—l—: }

>
) -Snlniplr oo -(m" J)

t(e- 1)("‘5) wt=5=-1) T T |
R T B n(n=1)..... (n-m—-1)

formula que se simplifica, suprimiendo los factores comunes al

numerador y denominador.
Cuando la probabilidad pedida no es la de la: salida de un

nimero preciso de nameros designados, sino la de que no se
acertarin menos de un nimero determinado r, por egemplo,
entonces se pondrin en lugar de s los nimeros

7y T==1 5 F=2.eeneee. hASta m, si2>m, 6 hasta ¢ si t<=m.

Con estos antecedentes ficilmente resolveremos todos los pro=

blemas de este género que se puedan proponer,
Supongamos en primer lugar que se han seilalado 20 de

los 9o nimeros, y hallaremos por las f6rmulas anteriores, las
probabilidades siguientes: |

Para no acertar ninguno de los 20 nameros,

70.69.68.67.66 1.2.3.4.5

>

1.2.3.4.5 90.89.38.87.86

=0,3753;

Para acertar un nGmero nada mas,

70.69.68.67 20 1.2.3.4.5

X e 20, 41735

1.2,3.4 1 90.80.88.87.86

16
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Para acertar 2 numeros nada mas,

: '?G~59-63 23--19 Ri0Fehed
e > . — —=0,2307;
1,2.3 1.2 90.89.88.37.86

Para acertar nada mas de 3 numeros,

20.69 20,19,18 1.2.3:4.5
e e e X e =2 0, 0 026 §
1.2 1.2.3 90.89.88.87.86

Para acertar nada mas que 4 nimeros,

70 20,19.18,17 ¥.2.3.4.5
—— x

I 1.2.3.4 90.89.88.87.86

=0,00773

Para acertar los 5 nineros,

;.'zo.r 9.18.17.16 1.2.3.4.5
| Pt

1.2,3.4.5 90.89.88.87.86

= 0, '0004-

La suma de las cinco #ltimas probabilidades, 6 lo que es
lo mismo, el esceso de la unidad sobre la primera, que es 0,7247,
serd la probabilidad de ‘que se acertara al menos 1 de los 20
nimeros; la que siendo mucho mayor que ¥, da 4 conocer que
es bien probable que se acertard uno:de los 20 nimeros, La
probabilidad de que se acertarén lo menos 2 ntmeros de los
20, es la suma de las cuatro Gltimas , que es ©,3074; la de
que se acertarin lo menos 3, es 0,0707 suma de las tres dlti-
mas; y la de que se acertardn lo menos 4, es 0,0081,; suma
de las dos ultimas.

Si se pidiese la probabilidad de acertar un -estracto, un
ambo , uh terno, una.cuaterna, 6 una cinquina, sefalando cinco
de los noventa nimeros de la Loteria, sacarjamos. del mismo
modo que anteriormente las probabilidades espresadas por las

LT i
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fracciones siguientes.

85.84.83.82.81 1.2.3.4.5 h
PRERPL TUCTRPS 168 CRPysEs —— = 0,746340, de no acertar

1.2.3.4.5 90.89.88.87.86 ninguno.

85.84.83.82 5 1.2.3.4.5

HK=X

1.2.3.4 1 90,89.88.87.86

| de acertar nada
—==0,230355, -

85.84.83 5.4 1.2.3.4.5 de acertar nada

X=X et e 1= 0,022 4. 7 4,
1.2.3 1.2 90.39.88,87.86 mas de 2.

85.84 5.4.3 1.2.3.4.5

-.x

de acertar nada
X e == 0,0008 1 2, e By
1.2 1.2,3 90.89.88.87.86 :

85 5.4.3.2 X.2.3.4.5
* = 0,000000,
I 1.2.3.4 90.89,83.87.86

de acertar nada
mas de 4.

Sid I T 1.2.3.4.5

X = 0,000000023, de acertar los 5:
1.2,3.4.9 90.89.88.87.80 |

las sumas de las cinco Gltimas, de las cuatro Gltimas, de las
tres ultimas, y de las dos Gltimas, que son 0,253650; 0,023295;
0,000821 y 0,000009, dan las probabilidades de acertar 4 lo
menos 1, 4 lo menos 2, 4 lo menos 3, y 4 lo menos 4 de los
5 nlimeros. WERY

Si se quisiese saber cuantos niimeros es necesario jugar para
tener una probabilidad superior 4 X de acertar dos ntameros,
probariamos con 21, con 22, con 23 etc. nameros, y halla=
riamos que hasta los 29 no hay probabilidad de acertar ‘4 lo
menos 2 nimeros 6 un ambo; y que la probabilidad de acertar
& lo menos un ambo jugando 28 niuneros, es 0,4974, que es
muy cercana & ;; y jugando 29, es 0,5202>>%; de lo que

L]
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ge inflere que es probable acerta::" lo menos un ambo coh 29
nimeros, ,

49. Pudiéndose comparar las estracciones de la loteria con
las tiradas de dados, se puede aplicar 4 ellas el desarrollo de
las potencias del binomio. Por egemplo, sabiendo que si se jue-
gan 8 numeros se tiene una probabilidad igual 4 0,06078 de
acertar 4 lo menos un ambo, habrid ©,93922 de probabili
dad para no acertarlo, que es lo que le falta 4 la primera pro-
babilidad para llegar 4 ser igual 4 la unidad; y seri por consi-
guiente €=0,00078, f=0,93922, y se tendrd

e’—:l:-naf+f’;

cuyo primer término e*==0,00369 indica la probabilidad de
acertar 4 lo menos un ambo en cada una de dos estracciones
seguidas jugando 8 nGmeros; 2¢f=o0,11417 la de acertarlo en

una estraccion y en otra no, y f*=0,88214 la de no acertarlo
en ninguna de las dos.

En genera'l' el desarrollo de

(e ) =Y L .. I)""(""""'L‘)ex-afn

4 l-ﬂ.---u.ﬂ

indica las probabilidades de los diversos acontecimientos que
pueden suceder jugando un nGmero x de estracciones un niimero
determinado de nGimeros.

50, . Con las formulas Gltimas y la del n.° 28 podemos re-
solver los problemas que se nos propongan relativos 4 averi-
guar -el :nimero de estracciones que debe jugarse una jugada
cualquiera para adquirir una probabilidad dada de acertar uno
0 mas nimeros. Si se nos preguntase, por egemplo, cuantas
estracciones se necesita jugar YO niumeros para tener una probae
bilidad igual 4 < de .acertar & lo menos un ambo? averiguaria-
mos primero la probabilidad de acertar 4 lo menos un ambo
€on 1¢ blmeros, la cual es 0,09314; despues de esto hare-
mos -e=0,09314; f=0,90686, y desarrollaremos el binomio
(e——/f)", debiendo ser x tal, que la suma de los términos desde
@l primero hasta el que estd afectado de Sef*" sea igual 4 I,
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vendretnos &4 parar & la férmula del n.° 28 ; tendremos pues

l.a

3 S =::-',09;

1.100000~1,G068 6

lo que manifiesta que abrazando mas de 7 estracciones, 6 ju-
gando 1o numeros 8 estracciones, hay una probabilidad supe-
rior 4 - de acertar en upa de ellas 4 lo menos un ambo.

Las estracciones necesarias para adquirir una probabilidad
igual 4 < de acertar 4 lo menos un ambo jugando 15 niimeros,
se sacan averiguando la probabilidad que hay de acertar con
15 mameros un ambo 4 lo menos, la cual es 0,19244 ; despyes
de lo que sacaremos

1.5-1.2
= —=4,93
lLajoo=Lao1g

porque 0,19244=+2% |y la probabilidad contraria es

Ultimamente las estraccicnes necesarias para tener X de pro-
babilidad de acertar 4 lo menos un ambo 6 4 lo menos un terno,
jugando 5 nlmerps, son

l.2

X=

= 29,39
/.10000-19767 \

estracciones para acertar 4 lo menos un ambo ; y

1.2

X —

=38 35,! 94
[.1000000-1.999179

estrac_niones necesarias para tener tanta probabilidad de -acertar
4 lo menos un terno como de no acertarlo jugando 5 nlmeros.
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81, Propongimonos ahora hallar la probabilidad de que todos
los mimeros de la loterfa hayan salido despues de un numero

determinado de estracciones,

Este problema ha sido resuelto por Euler y Mr. Laplace
por distintos caminos. Aqui pondremos la formala del primero,
suprimiendo su demostracion, que es bastante complicada: la
formula es la siguiente |

| ]

P m P, m(m-1) P
Qo L SR TRATRE SLAT ST e
v LA Sl I.2 =
: m(m_ﬁ I) (n’z—-.?.) P:;s . ﬁi(m-;’ll);'.‘.;.(m-x'_]_l)". P :l__‘, .
£.943 e 4 R

en ella se supone que .
m(m=1Y...(m=i—1)
P W Reprpe: 2

BV S e

(m=1) (m=2) sous (M=1=i~-1)
P o (58 sttt e etc.

Il 2----;;-. i

m= A los nimeros de que se compone la loteria,
i=4 los que salen cada estraccion,
n = al nlimero de estracciones que sé consideran,

Despues de esta, para ‘que sea ficil calcular por logaritmos
los términos de la formula cuando m y n son algo considera=
bles, consideraremos los valores de

P P et

M-I "

y haciende

m(m-x) _
"Pm--: ='Bl etc., se 'tendri

- I'lj

7 . 3
i f | m—
. 'pm--:_ji
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a P met P

— — S — i —— e B -

n n B n :‘!-
S M . el g

m

¢ -2 P" D m-3P

B3 Pe
SRR |
y subiendo ahora 4 los valores de
P Pm, P, etc.g
se tendrd - s e - A

A _m ) (m-:-l)
T 3 X gt
.g_.__.m-z(m-i:-n Syl e m=3 m-a—3) s,
G, — | — .—--—-':——' ! € t
W03 00y G <de, 3

;lpasando ahora 4 los ]qgaricmos- 286 ieqdrﬁ |
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A b E _
/ -=/ m—nl—E_—; Z-—-—-ﬂ?f-—r-nl -
e m-1 4 2 m-.i-ri

Z_C___:zm.-:l I Zm-fl D m=-3 m-3
D 3 ., ZE_J ” fnlm_é_aetc.

y observando por Gltimo que

B S, N SR C
I-—-—-: I-—-—'--l- e = ezl
7 A & ZP; IP‘_'PIB

5.0 D
=l ) —
P P;'*'IC i

se determinard por medio de una série, tanto mas conver-
gente cuanto mayor sea el nmero n la razon de cada tér-
mino de la formula propuesta comparado con el primero; y
serd facil determinar la probabilidad que se busca por medio
de dicha formula, la que con las observaciones Gltimas queda

reducida 4
4 B C
I--—p':i"l-_p; -__I_): ——etc

Para obtener la probabilidad pedida se deben calcular tantos
términos de la formula como unidades haya en i—-1.

Si suponemos-m=)0 , i==>, que son las condiciones de la
loteria primitiva, hallaremos calculando los seis primeros tér=
minos para la probabilidad de que hayan salido todos los ni-
meros en 100 estracciones 6,7410 Considerando solo 85 es-
tracciones, hallariamos ¢,4887. Ea 150 estracciones'la pro-
babilidad de que hayan salido todos los nimeros es ©,9831,
y Gltimamente en 200 estracciones la misma probabilidad

€s 0,99902,



[8x]

De la cspéranza matemdiica y de la wvaluacicn de las cpuestas

52. Eatiéndese por esperanza matematica el producto de
una suma eventual por la probabilidad de obtenerla, Si, por egems
plo, hay un fondo de una importancia x destinado para aquel
de dos jugadores que gane el juego, y suponemos que uno tiene
7 de probabilidad para ganarlo y el otro %, la esperanza mate-
mitica del primero sobre dicho fondo serd sxaz==, y la del
segundo zxx==%-: por manera que tratande de cupgenar su
esperanza uno de los jugadores, lo que equitativamente puede
pedir por la suya el primero es %, y el segundo ==,

53. Segun esto es muy facil determinar la parte que cada
uno deberd poner en el fondo antes de principiarse el juege;
pues es claro que la parte de cada uno debe ser proporcional &
la esperanza que tiene de ganar, De aqui se infiere que la suma
que cada uno de los jugadores debe poner en el fondo del juego
ha de ser proporcional al numero de lances que tiene en su favers
de suerte que llamando e la probabilidad de un jugador, f la
de otro, y @ b las sumas que ponen ea el fondo, para que el

partido sea equitativa, debe verificarse la proporcion
a;b::e:f, de donde af=sbe.

Si, por egemplo, apuesta un jugador sacar un punto deter-
minado tirando con ua dado de seis caras, lo que debe poner

en el fondo es 1, y su contrario 5, porque el primero no ticne
mas de yn lance e su favor, mientras éste tiene cinco: y de
este miodo se verifica la proporcion Iz £::1:5. Esto es muy
seucillo, pero para comprenderlo con nums claridad, SUpPOn g a-
mos que seis jugalores se han repartido los seis lances que pue-
den suceder, cuando se tira un dado de 'seis caras. tomande
cada nao €l suyo; en este caso todos deberin poner igual can-
tidad en el fondo, porque no hay razon ninguna para que udo
ponga mas y otro menos, En este estado, si otro jugador qui-
siese’ sustituirse’ 4 einco de los que han apostado, 6 duisiese
comprarles su esperanza, déberia dar 4 cada uno su diiterd;
Y Por consiguienie este jugador pondtia 5 tantos mas que ‘'su
contrario, Del mismo modo disedrriremos con respeety a-otros
11
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egemplos mas complicados, Si, por egemplo, se quiere saber lo
que debe poner en el fondo el que apuesta sacar 4 lo menos dos
veces el punto 4 tirando cinco veces el mismo dado, sabiendo
por el nimero 27 que la probabilidad de est= Jance es =2,
infeririamos que debia poner 1526 y su contri#rio 6250,

54. Cuando la decision del juego depende” de pruebas re-
petidas, y han tenido lugar ya algunas de ellas, varia la espe-
ranza matematica y puede adquirir mas 6 menos importancia.
Supongamos que apuesta uno sacar 2 veces seguidas el punto 6
tirando dos veces un dado de 6 caras, y que por consiguiente
ha puesto 1 en el fondo y su contrario 35; despues de esto se
tira una vez el dado y sale un 6, y antes de tirarse la segunda
vez se convienen en separarse, ;qué cantidad debe tomar cada
uno? Es claro que el primero debe llevarse 6 y su contrario 30,
porque habiendo salidp ya una vez el 6, la decision de la suer-
te depende-de que salga 6 no el 6 en la tirada que queda; y
como la probabilidad de que salga el 6 en esta tirada es -, y
la de que no salga £, se llevari el primero la sesta parte del
fondo y el segundo las cinco sestas partes.

Del mismo modo, si suponemos que hay un fondo destina-
do para aquel de dos jugadores que gane antes tres juegos, ¥
que, habiendo ganado uno de ellos dos juegos y el otro uno,
quiere separarse, nos serd facil determinar por medio de las
probabilidades compuestas la parte que cada uno se debe llevar.
Para esto consideraremos que si se hubiese jugado un juego
mas , y lo hubiese ganado el primero, se llevaria todo el fondo:
la probabilidad de este acontecimiento es ;. Si el juego lo gana
el segundo jugador, cada uno de ellos habria ganado dos juegos,
y el siguiente decidiria la suerte; pero como la probabilidad
de que llegue 4 jugarse este juego es %, tendrd cada jugador F de
probabilidad de ganarlo: ahora bien, esta tltima probabilidad
es la (inica esperanza que le queda al segundo jugador, mientras
que el primero tiene ademas ¥ desde el juego precedente; serin
pues las probabilidades 6 las esperanzas que quedan 4 cada uno

para el primer jugador ¥ —+$=4%, y para el 2.° §;

y por consiguiente si el fondo del juego fuese 36 piezas, el
primero se llevaria 36x3=27, y el segundo 36x}=—9.

Hemos considerado aqui la separacion de los jugadores antes
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de la decision de su suerte como e]fecto de convencion, pero en
michos casos puede ser necesaria; y esto sucede cuando no se
puede determinar el fin del juego, el que puede ser intermina-
ble en los juegos al rebatir. Supongamos, contrayéndonos al egems-
plo del n.° 4" cuestion 9.2, que el jugador A4 gana un punto
al primer golpc, y que entonces propone la separacion. Segun
la tabla del numero citado si sale 4 4 la primera tirada, ya
no quedan para la segunda sino los acontecimientos 4 6 B, de
los que cada uno tiene £ de probabilidad; si sale el primero
gana el jugador 4, y si sale el segundo quedan reducides 4 Ia
igualdad los dos jugadores; 6 quedan, como al principio del
Juego, con la probabilidad % de ganar; luego el primer jugador
tiene, despues de ganado un punto, #—+Zix3i=—3 de probabili-
dad de ganar, y el segundo %xi=% solamente; y por consi=
gulente si se separan, se llevara el primero los # del fondo, y
el segundo £,

CONCLUSION,

Por todo lo que precede se ha podido notar la exactitud de
que es susceptible el Célculo de las Probabilidades, y hasta qué
punto puede fundar los motivos de nuestra opinion sobre los
acontecimientos inciertos. Es verdad que por medio de este
ramo de las Mateméticas no se fija de un modo preciso lo
que infaliblemente debe suceder; pero se determina con toda
la exactitud de un cilculo rigorosamente verdadero el grado
de confianza con que dehemos esperar el acontecimiento que
sea el objeto de nuestro interes; y esto es ya sin duda muy
importante. Aunque sea cierto que con solo el auxilio de la
razon podemos llegar 4 descubrir la mayor 6 menor probabili-
dad de un acontecimiento, nos es imposible sin embargo deter-
minar el grado de confianza con que debemos esperarlo, sin
valernos para esto del cilculo; y aun nos puede suceder que, lle-
vados de las apariencias, tengamos por muy probables algunos
hechos , que, sujetindolos 4 un chlculo matemético, resulten
ser improbables, 6 que sea menor que % la fraccion que esprese
su probabilidad. | .

Solo las leyes de las combinaciones y algunos principios
de lgebra, nos han conducido al descubrimiento de las ver-
dades importantes que contiene esta primera seccion del Cal-



84

culo de las Probabilidades. Il;ero:!:stas mismas leyes y la apli«
cacion de las partes mas elevadas del 4lgebra, conducen 4 resul«
tados tmucho mas interesantes en la determinacion de las proba<
bilidades d posteriori. La consideracion de las pruebas repetidas,
y la determinacion de las probabilidades compuestas de los acon-
tecimientos que de ellas resultan con arreglo 4 sus probabilida-
des simples, hizo concebir la idea de hacer servir de una ma-
nera 1contestable la observacion de los acontecimientos pasados
4 la determinacion de los futuros, y llegar &4 conocer la probas
bilidad de los hechos tnicamente por medio de las observacio-
nes, por que es demostrado, que en una larga série de pruebas,
la distribucion de los acontecimientos simples tiende continua-
mente 4 aproximarse 4 la razon de su probabilidad. Esta ley que
se prucha por el cilculo, y que acredita la esperiencia, es muy
lyminosa, y di6 motivo & Jacobo Bernoulli para llevar el Célculo
de las Probabilidades mas 1>jos de lo que tal vez podian imagi=
nar los primeros que se ocuparon de €l, con el tnico objeto de
resolver cuestiones relativas 4 los juegos de suerte, Bernoulli com-
par6 les acontecimientos, cuya causa no se conoce, 4 las ex-
tracciones repetidas de una urna que contuviese on nimero
ionarado de billetes blancos y negros, pero que permaneciese
siempre el mismo nimero, volviendo 4 meter en la urna & cada
tirada el billete que se hubiese sacado: esta suposicion es legi-
tima, pues pudiéndose mirar como infinito el némero de los
acontecimientos naturales, no debe considerarse que se dismi-
nuye tensiblemente, porque se verifiquen los que ebservamos,
Esto le di6 motive 4 ‘proponerse el siguiente problema que tuvo
sin resolver en su libro ‘'de memoria por espacio de veinte anos,
4 saber: Buscar si, aumentando sin cesar ¢l nimero de observa=
ciones , se hacla erecer la probabilidad de tener la verdadera ra-
zon entre el numero de lances que producen un acontecimicnto y
los lances contrarios, de tal mode que dicha probubilidad llegase
d ser mayor que un'grado determinado de certeza. La solucion
de este problema, y la de otros que se le siguieron, abrié un
estenso campo donde se egercitaron sublimes talentos é ilustres
gebmetras , aplicando con tanto frato el Cilculo de las Probabi-
hdades 4 las ciencias fisicas, morales y politicas, - |
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