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APLICACION

DEL ALGEBRA A LA GEOMETRIA

PRIMERA PARTE,

TRIGONOMETRIA.

CAPITULO PRIMERO.

ELEMENTOS QUE FIJAN LA POSICION UE UN PUNTO Y DE UNA RECTA.

1 La Oeometria ensefia & resolver las cuestiones que se pro-
pongan entre lineas, superficies 6 volumenes, determindndolas
construcciones graficas que conducen de los datos al conocimiento
de las incognitas. Estas construcciones se ejecutan por procedi-
mientos mecanicos, valiéndose de la reglay el compas, y no son
susceptibles, por lo tanto, de toda la exactitud deseable, pues co-
nocido es el error anejo & toda operacién material; pero como las
magnitudes pueden representarse por numeros 0 letras, compa-
randolas & otras de la misma especie adoptadas por unidades, se
comprende que si se las somete & las operaciones algebraicas, dis-
frutardn de la exactitud y generalidad imposibles de obtener con
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las construcciones graficas, las que & su vez serviran para facili-
tar aquéllas, por la claridad que les es propia. Estas sucintas re-
flexiones hacen ver la conveniencia de unir el Algebray la Greo-
metria para la resolucién de gran ndmero de cuestiones; consti-
tuyendo esta unién una nueva ciencia, tan interesante como
extensa en sus aplicaciones.

2. Como la Geometria considera no so6lo las magnitudes, sino
también sus situaciones relativas, no basta la medida de aquéllas
para aplicar el algebra & los problemas geométricos ; es preciso,
ademas, saber determinar analiticamente dichas situaciones, v
esto estara conseguido en principio cuando se sepa fijar la posi-
cién de un punto, ya esté sobre una linea 6 un plano dados, ¢ ya
en el espacio.

3. Sea A 3B (Fig. 1) una linca sobre la que se quiere deter-
minar la posicién de un punto M con relacidn & otro dadoy fijo O,
para lo que bastara conocer : 1.“ la distancia entre estos dos pun-
tos, expresada por su relacion & la unidad lineal ; 2® la direccién
en que debe contarse esta distancia, que debera expresarse de
modo que pueda tenerse en cuenta en los calculos analiticos.

4. Para conseguir esto supongamos que dado el punto O sobre
la linea A B vy las situaciones respecto & él de otros dos My M’
quiera determinarse la que éstos tienen entre si. Sean = O M,
Ir'= OM' las distancias de 0 & My M'y MM'la de M
a4 M.,* si estos dos puntos estan al mismo lado de 0, se tendra

X =x'—X Q) 0 X<=x—x' (2),
segun que 0 x' <Cx y si estdn & uno y otro lado de O, sera
+ @).

Comparando entre si las formulas [1] y [2], y conviniendo en
considerar negativas las cantidades procedentes de restas hechas
en oOrden inverso, 6 sea cambiando los oficios de minuendo y
sustraendo, se ve que los valores de X estan en este caso y deben,

por lo tanto, suponerse de signos contrarios. Observando la figu-
ra, se ve que la distanciade M & M, que se cuenta de izquierda
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a.derecha si se cuenta, por el contrario, de derecha 4 iz-
quierda si ¢r>=mge.

Una observacion andloga se deduce de la comparacion de la
formula [1] con la [3]; la primera da X — X,y la segunda

— x\\o que indica que al pasar el punto M a la izquierda
de O, ol valor de x cambia de signo, segln lo convenido anterior-
mente.

Si ahora se suponen positivas las magnitudes X, x, x' de la
formula [1], apropiada al caso de estar los jiuntos My M'en la
posicidn que indica la figura, resulta de lo expuesto que para ob-
tener las [2] y [3] basta suponer negativas las magnitudes que
se aprecian en sentido inverso del primitivo. En efecto, si el
punto M pasa & la posicion M,, a la derecha de M', se tendra

A2y férmula [1], dando para X un valor negativo, indi-
carad que esta magnitud debe contarse en direccion opuesta & la
del caso de x '~ x, lo que conviene & la nueva situacion de los
puntos Miy M'; pero si el primero de éstos pasa & Mg, a la iz-
quierda de O, la distancia x esla que se aprecia en direccién
opuesta, y debe ir precedida del signo (—) obteniéndose la [3]
adaptada a este caso.

Se ve, pues, que la formula [1] se hace extensiva & todas las
posiciones de los puntos M y sin mas que suponer signos con-
trarios & las magnitudes contadas en direcciones opuestas.

5. Esta importante propiedad del Algebra en sus aplicaciones &
la Geometria puede expresarse en general, diciendo que cuando la
distancia de un punto d otro es susceptible de contarse en dos direc-
ciones opuestas segun los diversos casos de una misma cuestién, bas-
tara tratar ésta algebraicamente en la hipétesis de uno de ellos, y las
férmulas que se obtengan tendrén toda la generalidad apetecible
siempre que en las aplicaciones se suponga & los valores de aquella
distancia precedidos de los signos (-}*) 6 (—), segln que se cuenten en
la direccion que se supuso 6 en la opuesta.

Este principio importantisimo fue establecido por Descartes, y
debe considerarse como una convencién adoptada, y confirmada
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despuos por numerosas aplicaciones, i>ero no como una proposi-
cion susceptible de ser demostrada a 'p'fioTx.

6. El siguiente ejemplo aclarard mas el uso de las cantidades
negativas en las aplicaciones del Algebra & la Geometria: dada
una recta A B = a (Fig. 2) dividirla en media y extrema razén,
es decir, en dos partes, AM y B M, tales que la mayor AM sea
inedia proporcional entre la menor B M y la recta dada A B. Lla-
mando X & la distancia A M, setendr& BM= a—x, Vy el pro-
blema estara planteado en la proporcion

a\x::x:a —x 6 — axy

que da para x los dos valores

El primero es positivo, y para construirlo se levantara en el

extremo B la perpendicular B O = -5- a, y uniendo A con O se

i ai - . .
tendra AO Describiendo ahora una circunferencia

desde el punto O como centro con el radio O B, resultara

AD=AO0—O0OD V4 4-ar —  *=q;

de modo que llevando A D sobre A B quedara determinado el
punto M por la misma construccion conocidaen Geometria. El va-
lor negativo es numéricamente mayor que a, y no puede, por lo
tanto, servir de solucion al problema tal como estd enunciado,
pues el punto M debe estar situado entre A 'y B j pero si prescin-
diendo de esta restriccion se da & dicho valor la interpretacion ex-
presada en el mimero anterior, habrd que tomarlo en sentido
opuesto al A M, 6 sea desde A hacia M'. Su valor absoluto es

AD'=  — H-o* —X,

y tomando A = AD' se conocerd el punto M' que debe sa-
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tisfacer a las condiciones algebraicas del problema expresadas en
el planteo, j el enunciado deberia cambiarse diciendo que da-
dos dos puntos A y B sobre una recta indefinida, sepide hallar el
2yunto M tal que su distancia al punto A sea media proporcional en-
tre su distancia al punto By Za magnitud AB. Si en este caso se
hubiera supuesto en M' el punto buscado, y tomado por incég-
nita A se tendria BM'= a+ ¢r, y el problema estaria
planteado en la ecuacién

que sélo difiere de la anterior en el cambio de x en — .r, y da los
valores

iguales y de signos contrarios & los anteriores. EIl primero es po-
sitivo y da el punto M’, y el segundo negativoy da el punto M en
la direccidn opuesta.

Si se quiere que los dos valores de x sean positivos, no hay mas
que suponer que es B el punto desde donde se cuentan las distan-
cias, y considerar positivas las dirigidas hacia la izquierda, pues
enténeos los dos puntos My M' estaran en la misma direccién.
En efecto, suponiendo B M= r, se tendra

AM=*a—X O =x—a,
y en los dos casos el problema estaria planteado en la ecuacién

(a—f*= ax,
que da dos valores positivos
3a . /ba&
T ~\l~r '

uno mayor y otro menor que a.

flesulta de lo expuesto que la raiz negativa obtenida prime-
ramente ha servido para manifestar una restriccion impuesta en
el enunciado y no tenida en cuenta en el planteo; pero no pudien-
do prescindirse de aquélla, se debe desechar la solucién indicada
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por dicha raiz. Si al plantear el problema del segundo enunciado
se hubiese supuesto el punto M entre Ay B, particularizando asi
su posicién, la raiz negativa hubiera indicado una segunda solu-
cién en sentido opuesto & la que se supuso, pues la restriccién no
estaba entre las condiciones del enunciado, sino que habia sido in-
troducida en el planteo del problema. De todos modos, y ya sean
admisibles 6 no las soluciones indicadas por los valores negativos
de las incégnitas, éstos sirven siempre para generalizar los resul-
tados, haciendo desaparecer las restricciones impuestas en el enun-
ciado ¢ introducidas en el planteo.

Si en el supuesto de haber tomado por origen el punto B se
hubiera fijado el punto pedido en M", tomando por incognita la
distancia B = x,seria A M"= a-f- 2 y el problema estaria
planteado en la ecuacion

(aH-x)*— ax,
que da para x los dos valores imaginarios

3 a*

que no indican que el problema es imposible, pues tiene dos solu-
ciones, sino que es absurda la hipétesis hecha de estar el punto M"
& la derecha de B, pues no puede la distancia A M" ser media
proporcional entre otras dos A By B M", necesariamente meno-
res que ella. Es muy conveniente tener en cuenta esta significacién
de los valores imaginarios de las incognitas, que en otros casos
indicaran imposibilidad en el problema propuesto.

7. Volviendo ahora al nimero 3, se ve que para determinar un
punto sobre una linea bastara conocer la distancia que lo separa
de otro fijo, la que debera estar precedida del signo que indique la
direccion en que deba contarse. Este punto fijo se llama origen® y
abscisas dichas distancias con sus signos correspondientes, debien-
do adoptarse una direccién, que generalmente es de izquierda &
derecha, para las distancias positivas, y la opuesta para las nega-
tivas.
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8. Segun estas definiciones la formula [1] del nimero 4 puede
enunciarse en todos los casos diciendo que la abscisa X de un pun~
to M', conrelacién & otro punto M, esigual a la diferenciad— &
de las abscisas de estos dos puntos con relaciéon & un mismo origen,
cualquiera que sea su posicion.

9. Siel punto M (Fig. 3) cuja posicion se quiere determinar
esta en un plano dado, se refiere ésta & dos rectas fijas X X',
Y Y' situadas en este plano y que se corten bajo un angulo cual-
quiera, que generalmente es recto. Tirando por M las paralelas
MQyYy MP a XX' é Y Y'seobtendran dos puntos P y Q, que
una vez conocidos determinaran el punto M, porque tirando por
ellos las paralelas PMyQMAaY Y 'y X X' su punto deen-
cuentro serd el que se busca, quedando reducida la cuestion &
determinar la posicidon de P y Q sobre las rectas X X' éY Y', lo
que, segun lo expuesto en el nimero 7, estara conseguido cuando
se conozcan sus distancias OP y 0 Q al punto O en que aquéllas
se cortan, las cuales deberan estar precedidas de los signos que in-
diquen la direccion en que deban tomarse y reciben el nombre de
coordenadas rectilineas del punto M, asi como las rectas XX y Y Y*
el de ejes coordenados, y el punto O el de origen de las coordenadas.
En particular reciben el nombro de abscisas las contadas sobre el
eje X X', y el de ordenadas las contadas sobre el Y Y'. Los puntos
P y Q son las proyecciones de M sobre los ejes, ortogonales U obli-
cuas, segin que éstos sean 6 no perpendiculares. En el primer caso
las coordenadas se llaman rectangulares, y oblicuas en el segundo.

10. Generalmente se consideran positivas las abscisas contadas
de izquierda & derecha y las ordenadas contadas de abajo & arri-
ba, y negativas las opuestas; de modo que llamando x,y & las
coordenadas de un punto cualquiera, setendra ((r= OP,y= 0Q)
si el punto M esta en el &ngulo YO X, ((r= — OP',y= OP)
para M' en el angulo YOX', (r= — OP',y = — 0QQ para
M"enel X'OY'y Or= OP,y = —0OQOpara M™enel Y'OX.

11. Para fijar la posicion de un punto cuyas coordenadas son
conocidas se tomaran sobre los ejes, & partir del origeny en la
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direccidn indicada por los signos de aquéllas, magnitudes iguales
& sus valores absolutos, j trazando por los puntos asi obtenidos
dos paralelas a los ejes, su punto de encuentro determinard el
que se busca. Observando que en todos los casos OP = MQ,
M P = O Q, podra determinarse el punto M tomando OP So-
bre el eje OX 7 P M= y sobre la paralela al Y tirada por P, ¢
bien 0 Q= y sobre el eje Y y Q M= /r sobre la paralela al X
tirada por Q. Si una 0 las dos coordenadas fueran negativas se to-
marian sus magnitudes en diieccion opuesta, determinando asi
los puntos M', M" 6 M".

12. La posicion de un punto en el espacio se determina de una
manera analoga considerando tros rectas X' X, Y'Y, ZZ' (figu-
ra 4), que se corten en un punto Oy que no estén en un mismo
plano, cuyas rectas y los pianos XY, ZYy X Z que fonnan
se llaman ejes y planos coordenados. Si por el punto M que se
quiere determinar se tiran tres planos MP, MQ y MR para-
lelos & los coordenados y que corten & los ejes en los puntos
P, Qy 11, su posicién serda conocida si lo son, en magnitudy
signo, las distancias OP, OQy OR, pues bastard tirar por los
puntos P, Qy R determinados por ellas tres planos paralelos & los
coordenados, que se cortardn en un punto Unico M, que serd el
que se busca.

13. Tirando por el punto M tres rectas MA, MB y M C, para-
lelas & los ejes, que corten a los planos coordenado.? en-los puntos
A, By Osotezidra MA“ OR; MB=0Q; MC=0P, y estas
tres nuevas magnitudes, que representan las distancias del punto
M & los planos coordenados medidas en la direccion de los ejes,
pueden servir, lo mismo que las primeras, para determinar la po-
sicién de dicho punto. Estas tres magnitudes algebraicas se lla-
man coordenadas del punto M, tomando en particular el nombre
de abscisas las contadas en direccidn del eje X, y de ordeiiadas en
elplano X Y d en el espacio las paralelas & los ejes Y y Z. Los
puntos P, Q, R, A, B, C son las proyecciones coordenadas del
punto M sobre los ejes X, Y, Z las tres primeras, y sobi-e los pia-
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nos X Yj X Z, Y Z las ultimas. Si los ejes son perpendiculares las
proyecciones son ortogonales.

14. Para saber los signos que convienen & las coordenadas de
un punto debe tenerse presente si sus proyecciones sobre los ejes
estan en éstos & en sus prolongaciones; asi el punto M en el trie-
dro OX Y Z tiene todas sus coordenadas positivas, y el M' en el
O X' Z'Y tiene negativas x, z, y positivay.

15. Trazando todas las aristas del paralelipipedo 0 M formado
por los planos eoordenados y los paralelos & éstos tirados por el
punto M, se ve que puede llegarse U éste desde el origen recor-
riendo seis contornos OPAM, OPBM, OQAM, OQCM,
ORBJM"tyOROM, diferentemente situados, pero formados por
tres rectas iguales cu magnitud y direccién a las coordenadas de
aquel punto.

16. De todo lo expuesto se deduce que un punto estard deter-
minado por una @ dos coordemidas si esta colocado sobre una linea
6 un plano dados, y por tres si esta en el espacio ; entendiéndose
que estas coordenadas deben considerarse siempre como cantidades
algebraicas con el signo que las corresponda.

17. Sea ahora la recta MM' (Fig. 5) aquella cuya posicion
quiere determinarse en un plano,-lo que se conseguira conociendo
uno do sus puntos My la direccidén que debe seguir. Aquél estara
determinado por sus coordenadas OP y M P, y ésta por el angulo
m O X que con una recta dada O X forme una paralela O w, & la pri-
mera tirada por im punto cualquiera O de la segunda. Este angu-
lo es el recorrido por una recta movil que partiendo de la posicién
O X gire al rededor del punto O hasta tomar la Om, y para de-
terminarlo bastai’d conocer la extension de esto movimiento y la
direccion en que so ha verificado. La extension se mido en grados,
minutos v segundos, segun ensefia la Geometria, y la direccion,
andlogamente & lo dicho respecto & las distancias, se define con
un signo, considerando positivos los angulos contados en una di-
reccion, de OX 4 Om, por ejemplo, y negativos los contados en
la opuesta, 6 sea de OX a Om.
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18. Si la recta Om continda su movimiento después de haber
liecho una 6 varias revoluciones completas en sentido positivo 6
negativo, volvera & pasar por las mismas posiciones que ya habia
ocupado, y por lotanto estara determinada lo mismo por el &ngulo
a, que puede tener un valor cualquiera, que por los angulos
2x-ha, 4TH-a....., 6 en general por 2w, siendo n im na-
mero entero.

19. Puesto que segun lo acabado de exponer puede afiadirse a
un angulo un nimero cualquiera de circunferencias sin que siifra
alteracion la direccion que determina, podréd convertirse en posi-
tivo un angulo negativo tomando un numero suficiente de cir-
cunferencias positivas.

20. Si segln lo dicho en el nimero 17 se fijan las direcciones
de dos rectas M M'y N N'por los angulos aya' que forman
con el eje O X las dos paralelas a aquéllas Ow y On, y aplicando
aqui la discusién del nimero 4, se quiere determinar el angulo é
de estas dos rectas, evidentemente igual al de las propuestas, se
tendra en todos los casos

I=a—a,

cualesquiera que sean los signos y magnitudes de 6, ay a'.



CAPITULO 1.

LINEAS TRIGONOMETEICAS.

21. Las posiciones de los puntos estan determinadas, segun lo
expuesto en el capitulo anterior, por magnitudes algebraicas, y
éstas pueden representarse por cantidades que permiten introdu-
cir en las operaciones analiticas aquellas posiciones, sin que en
esto baya dificultad alguna, al ménos en teoria, pues solo exige
la medicién de las expresadas magnitudes, 6 sea su comparacion
con la unidad respectiva.

No sucede lo mismo con la posicion de las lineas rectas, que se
fija por un angulo, cuya medida en grados, que es la que ensefia
la geometria, no puede combinarse con las lineales por ser can-
tidades heterogéneas, siendo indispensable evitar esta dificultad
si se quiere aplicar con toda generalidad el Algebra & los proble-
mas geométricos. Esto puede conseguirse comparando, no la am-
plitud del arco que sirve de medida & un angulo, sino su lon-
gitud, & la misma unidad lineal que ha servido para medir las
magnitudes rectilineas, pues de esta manera todos los elementos
necesarios para determinar las posiciones de puntos y rectas esta-
rian expresados por cantidades de la misma especie.

La operacién necesaria para obtener la longitud de un arco es
impracticable con exactitud, ademas de ser muy prolija, por cuyo
motivo se reemplaza en la medida de los angulos el arco compren-
dido entre sus lados por las relaciones que existen entre ciertas
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magnitudes rectilineas, cujo estudio y el de sus aplicaciones & la
resolucién de tridangulos constituye la Trigonometria.

22. Sean (Fig. 6) OX, OY dos ejes coordenados rectangula-
res, O M (*) una recta que parte del origen O y forma con”o X
un angulo cualquiera « positivo 6 negativo; Am el arco descrito
por un punto de una recta mévil que partiendo de la posicion 0 X
gire al rededor del punto O hasta tomar la O M, cuyo arco puede
ser positivo 6 negativo, y mayor que una 0 varias circunferen-
cias,i= OA= 0 el radio de este arco, esencialmente positivo,
y .r,y’las coordenadas del punto m, positivas 6 negativas segun su
posicion.

Cualquiera que sea el valor de % las relaciones

serén constantes, de modo que bastard conocer una de éstas y los
signos de a-, y, 0 sea los valores algebraicos de dichas relaciones
para determinar el &ngulo a y la posicion de la recta O M.

23. Estas relaciones, llamadas lineas trigonométricas dol an-
guio a, reciben los nombres siguientes :

\." Seno. La relacion algebraica entre la ordenada y el ra-
dio, que serd del mismo signo quey. Si se adopta el radio j.or

imidad de longitud, el sera igual & la ordenada m P, ¢ bien
a la mitad de la cuerda que subtiende un arco doble de A m.

2" Cosmo. La relacion algebraicaentre laabscisay el ra-

dio, que serd del mismo signo que x.

0." Tangente. La relacion algebraica ~y entre la ordenaday

la abscisa, que serd positiva 0 negativa segiin que m*y tengan los
mismos signos &6 contrarios. Para comprender el origen de este
nombre basta tirar por el punto A la tangente A T al arco A 7,
que encontrard en T al radio 0 m convenientemente prolongado
y llamando ¢ & la magnitud A T, que sera positiva 0 negativa se-

() bn la figura las letras JI, /», T citadas en el texto, llevan uno dos

resy cuatro acentos, para indicar que los raciocinios generales iic<'lio8 en
aquel son aplicables ¢ cualquier posicidon de la recta movil.
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gun se cuente en el mismo sentido que OY 6 en el opuesto la re-

. t . , « U
lacion — 6 ¢si T= 1, seréd entodos los casos igual & —, que re-
cibe por este motivo el nombre de tangente del angulo a

4. ®Cotangente. La relacion inversa y del mismo signo
que la tangente.

5. “ Secante. La relacion inversa y del mismo signo que

el coseno. Prolongando el radio O M basta que encuentre en T ¢
la tangente AT se formara una secante indefinida, y llamando s
la parte comprendida entre Oy T, que serd positiva 0 negativa
segln que los dos puntosiny T estén 6 no al mismo lado del

centro, la relacién 0s,sir=1,es entodos los casos igual

en magnitud y signo & que se llama por esta razén secante
del angulo a.
6. ® Cosecante. La relacion inversa y del mismo signo que

el seno.
24. Para designar en el calculo las lineas trigonométricas del
angulo a, se adoptan las abreviaciones siguientes ;

sen. a . €0S. a y

r r
cot. a 1 SeC. 0«= — Ccosee. « ~ — .,
am y

Si el angulo a es el formado por las dos rectas OMy O X, pue-
de designarse por la notacion (M, X) y se tendra

sen. (M, X) = i;—; eos. (M, X) = -T; tg. (M, X) ;

%

cot. (M, X) = —;sec. (M, X) = —; cosec. (M, X) =+ —
(M. X) = - isec. (M, X) = (M, X) ==

Estas formulas representan las definiciones mas rigorosas de las
lineas trigonométricas, y servirdn de base en lo sucesivo, quedan-
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do las representaciones geométricas sin otro objeto que recordar
los nombres j significaciones.

25. Suponiendo que el angulo a tome valores crecientes a par-
tir de cero, el punto A recorrera todos los de la circunferencia ; y
de los valores cjue tomen en cada caso & é y se deduciran los que
correspondan & las lineas trigonométricas :

1. ° Si

a= 0, sera &=»r, j'—0,
y por consiguiente

sen.0=0; eos.0= 1;1tg. 0= 0;
cot. 0= o0;sec. 0= 1; cosec, 0= 0.
Creciendo « hasta 90°, x disminuird hasta cero, é y aumentara,
hasta r, de modo que el seno, la tangente y la secante creceran, y
decreceran el coseno, la cotangente y la cosecante.
2. ° Cuando
«—90° sera «= 0,y =,
y por lo tanto
sen. 90"= 1; eos. 90°= 0; tg. 90°= o0;
cot, 90°= 0; sec. 90" = oo0; cosec. 90°= r.
De 90° 4 180°, " éy varian en valor absoluto en sentido inverso
que de 0 & 90°; pero a es negativa, asi como el coseno, la tan-
gente, la cotangente y la secante, permaneciendo positivos el
seno y la cosecante.

3. ° Para
a= 180“ sera Xx——r,y= 0,

sen. 180°= 0; eocs. 180°= — 1; tg. 180°= 0;
cot. 180°= — 0; sec. 180°= — 1; cosec. 180° = co.

De 180° & 270° los valores absolutos de &', y, y por tanto, los
de las lineas trigonométricas varian como de 0 & 90°, pero siendo
negativas las dos coordenadas, lo seran también el seno, el coseno,
la secante y la cosecante, y positivas la tangente y cotangente.
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4.” Para
a*=270°,a= 0; y= —r,
sen. 270“=*— 1; eos. 270 = 0; tg. 270“= — oo;
cot. 270°= 0; sec. 270“=00; cosec. 270“= — 1.

De 270" & 360° los valores absolutos de las lineas trigonométricas
varian como de 90“ & 180°, y siendo i positiva éy negativa, el
coseno y la secante serdn positivas, y el seno, la tangente, la co-
tangente y la cosecante negativas.

5.“ Cuando a = 360“el punto A vuelve & su posicion primitiva
tomando las lineas trigonométricas los mismos valores que para
«—0.

26. Si a sigue creciendo, los valores  x éy serdn los mismos
que se han estudiado hasta aqui, demostrando que las lineas trigo-
nométricas de un angulo no varian cuando se afiadan & éste un nu-
mero cualquiera de circunferencias, que pueden ser positivas 6 ne-
gativas, pues al terminar la rotacion completa del punto m enuna
U otra direccion, siempre volvera a su posicion primitiva. Esta
propiedad concuerda con lo dicho en el nim. 18.

27. Observando los valores que toman las lineas trigonométri-
cas se ve que el senoy coseno varian entre + 1y — 1, la tangente
y cotangente entre 4- y — 00, y la secante y cosecante entre
+ 1y ziz i»; de modo que las segundas son las Unicas que pue-
den tener un valor cualquiera.

28. No considerando sino los valores absolutos de las lineas tri-
gonomeétricas, se ve que siempre son iguales.a las del angulo agu-
do formado por la recta O M con el eje O X ¢ su prolongacién,
pues son iguales los valores anélogos de x € y; de donde se deduce
que pueden obtenerse los valores de dichas lineas correspondientes
a un angulo cnalquiera por medio de las de otro menor que 90°,
precedidas de los signos que las correspondan segln la discusién
del nam. 25, lo que se expondra més adelante.

29. Delnumero 26 se deduce que habra varios &ngulos & quienes
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corresponda una misma linea trigonométrica, un mismo seno, por
ejemplo ; y para obtener ima férmula que los comprenda bastara
resolver el problema siguiente : dado el seno de un angulo, determi-
nar éste.

Seal) el seno dado; si con un radio arbitrario r se traza una
circunferencia 'y se designan por {w,y) Jas coordenadas del punto
m en que corte & la recta OM (Fig. 6) que forma con O X el

angulo pedido, la férmulal/i= daré el valor dey, quedando

el problema reducido & determinar sobre dicha circunferencia un
jninto que tenga esta ordenada, que debera ser menor que el ra-
dio, lo que exige p < 1, para que aquél, sea posible. Tomando,
pues, sobre el eje Y una magnitud OQ=y, Yy trazando por Q
una paralelam m & O X, se obtendran dos puntos m"y m’', que
unidos con O, daran dos rectas O M'y O M", tales que todos los
angulos que partiendo de O X terminen en ellas satisfaran & la
condicion propuesta. Llamando a al angulo agudo OX, laex-
presion de todos los que terminen en O M' sera 2 « w-(-a (26),
siendo n un niimero entero cualquiera positivo 0 negativo, y se
tendra
sen. a= sen. (2nt-j-«) (1).

El &ngulo M" 0 X seraigual & &— y Josque terminenen 0 M"
tendran por expresion

siendo ent6neos
sen. «=scii. [(2a-f-1) n— a] 2.
Estas formulas [1] y [2] comprenden con toda generalidad ios

angulos positivos y negativos que tienen un mismo seno.
80. Si se conoce el coseno g, se determinara el valor de x, que

deberé ser menor que el radio, j>or la formula que exige,

por lotanto, # 1 para que el problema tenga solucién. Tomando
ahora O P = .k, la paralela m’ al eje Y determinara dos pun-
tosm*y " , talos quo todos los angulos que partiendo de O X
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terminen en OM' U O M™ tendran por coseno la cantidad dada.
Llamando a al angulo agudo XOM'"', los terminados en O M’
tendran por expresion 2niTH-a, el XBA'B'M" sera igual a
—2,y los'que terminen en O M" estaran representados por
2niT-f-2 7—3, 6 bien por 'Jnr.—a, pudicndo establecérsela
formula
e0s. 3= eos™ (2 nn dr «) 3),

que comprende todos los angulos que tienen un mismo coseno,
siendo n, como anteriormente, un ndmero entero cualquiera po-
sitivo 0 neirativo.



CAPITULO 1II.

PEOYECCIONES DE LAS LINEAS RECTAS.

31. La proyecciénde un punto M (Fig. 7) sobre unarecta OX
es, segun lo dicho en el iiim. 13, el punto P en que corta & esta
rectaun plano M P paralelo & otro dado Y 0 Z, que si es perpen-
dicular & 0 X hace que la proyeccion reciba el nombre de orto-
gonal.

Si dos puntos My M' se proyectan en P y P' sobre el eje 0 X,
la distancia P P' tomada con el signo que convenga & la direccion
P P' es lo que se llama proyeccién de la recta M M’ sobre el mismo
eje, siendo indicada dicha direccion por el orden en que se enun-
cien los puntos M M'y sus proyecciones. Asi la proyeccién de
MM es+ PP'ylade MMes—P P

32. Siendo P P' la diferencia entro las abcisas OP'y OP de
los jjuntos M'y M, cualquiera que sea la situacion relativa de los
puntos O, My M’ se deduce de la consideracidn anteriory de las
del nimero 4 que la proyeccion de una recta sobre un eje es igual &
la diferencia x' — x de las abscisas de sus extremos.

33. Extendiendo esta demostracion & los tres ejes coordenados
se deduce que las proyecciones sobre cada nno de ellos de la recta
que una dos puntos cuyas coordenadas sean (a-, Y, z), {x',y\ )
seran iguales respectivamente 4 X' —a?, y'—y, y 2' —z.

34. Fundéandose en esta propiedad se demuestra el siguiente
teorema : la suma algebraica de las proyecciones de los lados de una
linea quebrada cualquiera M M' M™..... M, {Fig. 8) sobre un *e O X
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es igual & la proyeccién sohre el mismo eje de la recta M M, que une
los dos extremos de aquélla.
Sean &, x', x”, x"”....x" las abscisas de los puntos M, M', M",
M ' ....Mj; la proposicion del nara. 32 da las ecuaciones
proyeccion do MM'= a/—»,
id deM'M"= ®"—
id. de —a”

id. de MM M, =- & —x"\

que sumadas dan proyeccion de la linea quebrada M M' M"...
... Mi = .r, — X = proyeccion de M M,.

Facilmente se comjn-cnde esta propiedad, pues cada punto M',
cuya abscisa 0 P' = x'esmayor que la O P = &del punto anterior
M, hace avanzar el punto P una magnitud positiva x*—x — PP,
y cada punto M™ cuya abeisa O P""= af" es menor que la
OP"™ —x" del anterior M” hace avanzar xxna magnitud noga-
tiva X" —A*"=—P" P al punto P" , gxie retrocede, por tanto,
4 P'" para avanzar de nuevo si la abscisa del punto siguiente es
mayor que x'".

35. Si los puntos My M' de la figura 7 se suponen situados en
el plano XY y se designan por (r,y) (aé”y) sus coordenadas re-
feridas & dos ejes rectangulares OXy OY (Fig. 9), las proyeccio-
nes de la recta M M' sobre éstos seran iguales en magnitud y sig-
no 4 .r'—x"y'— ?/(33), y pueden determinarse facilmente en
funcion de la magnitud M M', que se designara })or d, y del an-
gulo formado por esta recta con el eje O X. Pai-a conseguir esto
se trsizarau por el punto M dos ejes M X', MY' paralelos & O X,
OY y con la ixiisma dii‘cccioii, con lo gne las coordenadas (MP",
M' P") del punto M' con relacion & los nuevos ejes seran eviden-
temente iguales en magniUxd y signo a las proyecciones de M M'
sobre éstos 6 sobre los X, Y, y el &ngulo ibrmado j)or M M' con
MX', que se designara por (M, X"), serd igual al que forman
MM'y OX, 6 (M, X). Esto supuesto, y segin las definiciones
del nim. 23, se tendré
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eos. (M, X) «=eo0s. (M, X") -= MV = it_—
sen. (M, X) =asen. (M, X") M* P V—y
M. M’

0 hiev
X'~~x = dco”r. (M, X); y —™M==rfsen. (M, X).

En estas formulas ¢y, vy representan cantidades algebrai-
cas, d lina longitud esencialmente positiva, y la indicacion (M, X)
el &ngulo formado por la recta MM’ con la direccion positiva del
eje O X.

36. Cuando dos rectas en el espacio se cruzan, se mide el an-
gulo que forman por el de dos rectas paralelas a ellas tiradas por
un punto cualquiera en la misma direccion, pudiéndose, en virtud
de esta definicion, ampliar & este caso las formulas encontradas en
el nimero anterior. Sea M M' (Fig. 10) la recta que se proyecta
ortogonalmente en P P' sobre el eje O X j si se tira por M la recta
M X' paralela 4 O X y en su misma direccion, Ja jiroyeceion M X
de M M' sobre este nuevo eje serd igual, en magnitud y signo,
AN y  angulo (M, X") sera el formado por MM'y O X, que
podra siempre designarse por (M, X). Aplicando ahora & las rec-
tas MM'y MN, situadas en un mismo plano, la primer férmula
de las obtenidas en el nimero anterior, resulta

MN MM eos- (M, X)),
0 bien
x'~x="d eos. (M, X),
que generalizando dicha férmula, demuestra que la proyeccion or-
togonal de una recta sohre otra es igual en magnitud y signo al pro-
ducto de la longitud de la pAmera por el coseno del angulo que
forman.

La generalidad de las definiciones del nuni. 23 hace que esta
propiedad sea igualmente cierta, cualquiera que sea la situacion
que los puntos My M' tengan entro si.

37. De lo expuesto hasta aqui so deduce el modo de hallar la
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distancia entre dos puntos dados por sus coordenadas rectangula-
res, lo que equivale a detérmiiiar la magnitud d de las idrmulas
anteriores en funcién de sus proyecciones ortogonales.

Sean los puntos My M' (Fig. 11) dados por sus coordenadas
@,y,c) (.r'jy, z); sipor cadauno de ellos se tiran tres planos pa-
ralelos & los coordenados se formara un paralelipipedo rectangulo,
cuyas aristas seran iguales en magnitud y signo & las proyecciones
de M M’ sobro los ejes, 6bien (33) 4 x'—x,y —y, 2'— ysu
diagonal M M'= iZ cuyo cuadrado os igual & la suma de los cua-
drados de las aristas, estara determinada por la formula

= {x’- sh(y'- yf+ (ri- 2)\

que se reduce 4

si los dos puntos estan colocados en el plano X Y, pueszy z' se-
ran iguales & cero.

En el caso que el punto M coincida con el origen, sus coorde-
nadas seran nulas y las formulas anteriores se reducen &

Estas cuatro formulas demuestran que la distancia nutre dos
puntos es igual d la. raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
las diferencias de sus coordenadas ; y que la distancia del origen d tin
punto es igual d la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
las coordenadas de éste.

38.  Aplicando la proposicion del nim. 36 & las proyecciones de
la distancia d sobre los tres ejes, y designando por (d, X) (¢Z Y)

y (iZ, Z) los &ngulos que forma con cada uno de ellos, se obtienen
(33) las ecuaciones

X'—x = deos. (Z X),
y'—y= déos, (d,Y),
t'—z~d eos. (d, 2),

que sumandolas después de elevar al cuadrado los dos miembros
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década una,y teniendo presente la primer formula del namero
anterior, dan la relacién notable

eos.* {d, X) -heos.“ (d, Y) -h e0s.” (d, Z) = 1,

que demuestra que la suma de los cuadrados de las cosenos de los &n-
gulos que una recta forma con tres ejes rectangulares es constante €
igual a la unidad.

39. De las proposiciones de los nimeros 34 y 36 se deduce la
siguiente:

Si una linea quebrada cualquiera conduce de un punto & otro, la
proyeccion ortogonal de la recta que une estos dospuntos sobre un
cualquiera es igual d la suma de losproductos de cada uno de los la-
dos de aquéllapor el coseno del angulo queforma con el eje.

Llamando ¢ r, l as abscisas de los pimtos extremos; d, d*, d".....,
las longitudes de los diversos lado.s, y designando por (d, X),
(d',X), {d", X).....los &ngulos que fonnan con el eje, la proposi-
cién anterior estara expresada por la formula

X'—x = deos. (d, X) -h d" eos. {d', X)-hd" eos. {d", X) -h ....

40. De esta propiedad se deducen las soluciones de los siguien-
tes problemas:

Problema |.— Dadas las coordenadas x, y, 7 de un puido con
relacién a tres ejes cualesquiera Ox, Oy, O?., determinar la abscisa
ortogonal del mismo punid con relacion &  eje O X que parta del
mismo origen O de los primeros y forme con ellos angulos conocidos.

La abscisa x y dos paralelas & las ordenadasy, z, forman (15) una
linea quebrada que conduce desde el origen al punto dado, y cuyos
lados forman con el eje O X angulos iguales & los de éste con los
coordenados; y la abscisa pedida, que se designard porX, osla
proyeccidn sobre el mismo eje de la recta que une los extremos de
dicha linea quebrada; aplicando, pues, la jn-oposicion anterior, se
obtiene la formula

X ~x eos. (X, x)-hyeos. (X)y)-hzeos. (X,z),

que resuelve la cuestién propuesta.
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41. Problema |l.— Dados los &ngulos que dos recias X €'Y, d
ms paralelas OX y OY tiradas por el origenen su misma direccion,
forman contres ejes coordmados rectangulares O x, Oy, Oz, deter-
minar el queforman entre si.

Tomando sobre la recta OY, a partir de O, una magnitud cual-
quiera designada por Y, y proyectandola sobre O X, se tendra,
llamando X esta proyeccién (36),

A= Teos. (X,Y).

Pero si (¢r, Y, z) son las coordenadas del extremo de la magni-
tud Y, O sean las proyecciones de esta magnitud sobre los eies O «,
Oy, 0z,BQ tendra igualmente

a;i=r eos. (Y, ic); y=-Peos. (Y,y); Feos. (Y, 2).

Sustituyendo los valeres de X, x, y, z en la férmula del namero
anterior, y suprimiendo el factor Y, comun atodos los términos,
resulta
eos. (X, Y) = eos. (X, «)eos. (Y, ®)-»eos. (X, y) eos. (Y,y) 4-eos. (X,«)coa. (Y, 2),
que demuestra, que el coseno del angulo queforman dos rectas emel
espacio es igual & la suma de los productos de los cosenos de los angu--

los formados por estas rectas con cada uno de tres ejes coordenados
rectangulares.

42. Cuando las rectas dadas estén situadas en el plano a;,y 6 en
uno paralelo & éste, serdn peigiendiculares al eje y desapare-
ciendo el altimo término de la formula anterior, quedara ésta re-
ducida & la siguiente:

eos. (-X, Y )«=cos.(X ,t) eos. (Y,ic)H-cos.(X,y) eos. (Y, y).

43. Si las rectas X, Y son perpendiculares entre si, se tiene
eos. (X,Y) = O,y Jas formulas anteriores se reducen a las si-
guientes relaciones entre los &ngulos de estas rectas con los ejes
eos. (X,a;) eos. (Y,a;)-+-cos. (X, y)eos. (Y,y) -heos. (X, 2) eos, (Y, ) =0,

eos. (X, &)eos. (Y. a)-h eos. (X,y)eos. (Y,y) = 0.



CAPITULO IV.

FORMULAS TRIUONOMETIUCAS.

44, Las diversas lineas trigonométricas de un angulo tienen en-
tre si relaciones importantes, y para conocerlas se debera partir de
las formulas siguientes:

X .
sen.a= L eos.a= X otira= ' |
r r’°® X

a r
cot. a«=— ; Se0. « «= Y’; cosec. «~ — ;
y

que son (24) las que establecen las definiciones de dicha.? lineas.
Sumando las dos primeras, después de elevar al cuadrado los

dos miembros de cada una, y observando (37) que

resulta

sen®a eos.*o= |I. (i)

Dividiendo la primera por la segunda, y vice-versa, se obtiene,
en virtud de la terceray cuarta,

sen. a

tg.a.
g €o0s. a

cot. am
2 sen. a (8)

resultando asimismo las siguientes de comparar la segunda con
la quinta 'y la primera con la sexta :

Sec. a
e0s. « 4 COSEC. « sen. a (5)
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Estas cinco relaciones que existen entre las seis lineas trigono-
métricas de un angulij permiten, cuando se conozca una de ellas,
determinar las demas.

45.  Si se da el seno, por ejemplo, y se j)ideu el coseno y la
tangente, se deducirad de las ecuaciones [1] y [2]

coa. a=szbt/1l—sen’a; tg. % sen- a
\'/ \ —sen.*a

y debiéndose tomar simultdneamente los signos superiores 6 los
inferiores, se deduce que & un mismo seno eorre.«ponden dos angu-
los cuyos cosenos y tangentes son iguales en magnitud y de sig-
nos eonti-arios. Es facil comprobar esta propiedad, pues las dos
rectas OM'y OM" (Fig. 6) forman (lon el eje X angulos que
tienen un mismo seno (29) y cuyos cosenos y tangentes son evi-
dentemente iguales y de signos contrarios.

46. Si se conoce el coseno, las mismas formulas dan los valores

i/r coa a

sen.a = /1= eos*«; tg.a= di
eos. a

que conducen & consideraciones analogas.

47. Cuando se conozca la tangente, dichas formulas dan suce-
sivamente :
1 dr@
g»>a= -— _ "'
eos. a

1

es'*a (1 -h tg.* a) «« | ;

3—; Kena= eos.atg.am=+
\/1-btg.* a I/l-htg.*a
gue también producen las mismas consecuencias.

48. Sean ahora dos angulos ay —a de la misma magnitud y
do signos contrarios, que podran considerarse como descritos por
una recta que partiendo de una misma posicion, y girando al re-
dedor de uno de sus puntos, ha recorrido dos espacios iguales en
O])uc&as direcciones. Designando por ("m”/) las coordenadas
de los extremos de los arcos de radio r que miden los angulos da-



26 praMKHA partk , cap. iv.
dos, y debiendo estos extremos estar simétricamente colocados
respecto al eje X, se tendrd, cualquiera qgtie sea el valor de «,
x=x\y=—y,

y las ecuaciones conocidas (24)

21=m *eo0s. «; X' = Teos. (- /),

y= rsen.a; y'= rsen (—a),
darén las relaciones

sen. (—® = —sen. «; e0s. (— «) = €os. a,

que sustituidas en las formulas [2, 3, 4 y 5], producen sucesi-
vamente :

sen. (—o —sen. a
a) = - N et =_tg. a,
fo (@) €0s. é—a) €0s. a -9
cot. (—«) = —cot.a; sec. (—a) = sec.a; cosec. (—a)= —Cosec. a.

Estas relaciones demuestran que dos angulos de la miima mag-
nitud y de signos contrarios tienen sus cosenosy secantes iguales en
magnitud y signo, y las demas lineas iguales también en magnitud,
pero de signos contrarios.

49. Dos dngulos ay & sellaman complementarios, cualesquiera
que sean sus magnitudes y signos, cuando su suma algebraica es

igual a — , verificaAndose entonces que el seno de cada uno es

igual al coseno del otro.
En efecto, sean, en ]J)rimor lugar, dos angulos positivos a =
AOM' (Eig. 6) y = M0 B, entre los que existe la relacién

a a= ~ | cadauno de ellos serd menor que un angulo recto,
y designando por {X,y) las coordenadas del punto m', que estara
situado entre A 'y B, se tendra

X="r eos.a; Yy~ rsen.a

Pero la recta Om' forma con el eje OY el &ngulo vy piidien-
do considerarse ;c= m' Q como la ordenada, ¢ ?/=0Qcomo la
abscisa del punto m! con relacién a dicho eje, setendra igualmente

X~7r sen.ct; Yy~ reos. «,
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que combinadas con las anteriores, dan
sen. a'= eos. «; €o0s.«'= sen. d,

segln expresa el enunciado.

Si uno de los angulos a es mayor que , el otro debera ser
negativo, y si se designa por a" su valor absoluto, sera a'=—a",
y la relacion «+ a'= se convertird en « - «" = Si abo-

ra se construye un angulo AOM" = a sobreel eje OXyotro

Q I3~ a” sobre la recta O M", pero en direcciéon contraria,

%
el angulo A OB serd igual a la diferenciaa—a"= —0, y por

lo tanto, el lado O B coincidira con el eje OY, cualquiera que sea
la posicion del punto cuya abscisa x y cuya ordenaday seran,
como anteriormente5 su ordenada y abscisa respecto al eje 0 Y,
con el que la recta om" forma el angulo —a", que delie estar
precedido del signo—, pues se ha tomado en direccién opuesta
que a. Se tendrd, por consiguiente,

XN reos.aj y—rsen. a,
X—rsen (—«"); y=reos (-a"),
0 bien

€0s. a= sen. (—a") = sen. «'; sen.«= eos. (— «") = eos.

.- n
como cuando “y  son positivos y menores que -g
Sustituyendo en estas formulas el valora R a, se conr

vertirdn en las siguientes :
sen. a= eos cos.a=sen.(y-«) ,

que demuestran que el coseno de un angulo no es otra cosaque el seno

de su complemento.
50. Aplicando estas férmulas & las [2, 3, 4 y 5], se obtiene su-
cesivamente :
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sen.
: acs
tg (I—h 2 5cot. a;
. sen. @
QB (y - 9
(y-") cen a  COSEC. a;
S (y --)

de donde se deduce que analogamente al coseno la cotangentey co-
secante de un angido son la tangentey secante de su complemento.

Esta propiedad justifica el nombre dado & estas lineas.

51. P koelesia. Dados los senosy cosenos de dos angulos ny hj

determinar d senoy coseno de la sumay de h diferencia de estos an-
gulos.

Trazando por el origen de dos ejes rectangulares dos rectas
Ay B, que formen con el X los angulos dados « y 0, el de diciias
dos rectas estara en todos loa casos representado por a— h (20)

y se tendréa (42)
coa. (A, B) = eos. (A, X) fios. (B, X) -h eos. (A, Y) coa. (B, Y),
0 bien
eos. {a—s) «= coa: aeos. b-h coa. (A, Y) eos. (B, Y).

Si los angulos a y 6 son menores que ~ se tendra

angulo(A, Y)= Y —a y angulo (B,Y)= -JL é.
si mayoresy
angulo (A, Y)= n— 5 angulo (B, Y)= &« — Jlé.,

y en los dos casos (48 y 49)

GB(A.Y)_ eos [z _ w)] ,03.

i) = sen.i.

QB (B,Y)- ABj "+ - 4)J = o0s. (y -
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cuyos valores dan, por altimo,
e0s. (a— ) — eos. aeos. h-h sen. asen. b. (6)

Siendo esta formula exacta para todos los valores aeajb,se
verificara cuando se cambio hen — h, con lo que ae convierte, te-
niendo presente (48) que

sen. (—h)= —sen. by eos. (—b) = cor.b,
en
€o0s. (a-1-6) — eos. a eos. b—sen. asen. b. m @)

Cambiando a en —-----c en el valor de eos. (a—b), se obtie-
<

ne, por ser (49)

€0s. —a— = sen (a4 &,

€0s. -~ Sen.a y sen.  ----—---- €0s. g,

sen. (a-f-&  sen.aeos. h-f-sen. heos. a, (8)
y cambiando en 6sta * en — 6,
sen. {fa— » = sen. aeos. h—sen. heos. a 9)

Las cuatro férmulas [6, 7, 8 y 9] resuelven el problema pro-
juestd.

52. Haciendo5= a en lasférmulas [7 y 8] se obtienen las si-
guientes, que determinan el seno y co.seno del doble de un angulo
en funcion del seno y fcoseno de oste :

sen. 2a—2 sen. ecos, a, (10)
€0s. 2a«=eos*a—sen.“a= | —2sen*a= 2eos*a— 1 (10

53. Si 6= 2a, las mismas formulas dan :

sen.3a= sen. aeos. 2 fl-i- ecs. asen. 2 a,
€0S. 3a —€0S. aeos.20—sen. asen. 2a;

6 bien sustituyendo los valores [10y H] t

sen.3d==3sen.a—4sen.' a, (12)
eos.3a 4ew®0— 3008. u; (13)
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que sirven para calcular el seno 6 coseno del triple de un angulo
cuando se conozca el seuo 6 coseno de éste.
54. Do las férmulas [2, 6, 7, Sj 9] se deduce:

sen. (orb 5) sen. a eos. bdz sen. beos. d

tg. {a-i~h)
eos. («zb &) eos.aeos. b  sen.asen. b

0 bien, dividiendo los dos términos del quebrado por ecs. a €os. b:

tg. a-htg. é

;tg.atg. h' (14)

tg. (azh d) =

formula que determina la tangente de Ja suma ¢ diferencia de dos
angulos en funcion de las tangentes de éstos..

55. Suponiendo b="a, se obtiene

2tg.a
J—ig®a ’
iorniula cuyo uso es analogo al de las [10 y 11].

56. Si se supone a= ten las formulas [6, 7, 8, 9y 14], se
obtienen las siguientes, teniendo en cuenta los valores (25, 3°);

tg. 2a- (15)

sen. (t—h) = sen, sen. (L H-J) —sen. bj
eos. («k— = —eos. b™ (16) eos. (cH-¢) =—e0s. A> (17)
tg. (t—¢)=_ tg.5) tg. ("-h A = tg.bi

que demuestran : 1® que los stmos de dos anqulos suplementarios
son iquales en magnitudy signo, y sus cosenosy tangentes iguales en
inagnitud y de signos co7itvarios; 2.“, que los senosy cosenos de dos
angulos cuya diferetieia sea %, son iguales en magnitud y de signos
contraidos, y sus tangentes iguales en magnitud y signo.

57. Do esta propiedad se deduce que afiadiendo a un &ngulo
un nimero pai*de semi-circuufcrencias no varian sus lineas trigo-
nomeétricas, lo que concuerda con lo ya dicho (26), y si esto nu-
mero es impar, cambiardn Gnicamente do signo el seno y el cose-
no, conservando el suyo la tangente, cuya \iltinia circunstancia se
expresa por la formnla

tg. (nu4- «)=»tg. a,

que siendo n un numero entero cualquiera, determina los angu-
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lo» que tienen una misma tangente, y es analoga & las de los nu-
meros 29 y 30.

58. Es facil ahora obtener las lineas trigopnométricas de un an-
gulo en funcién de las de otro menor que 90“ Sea, por ejemplo,
iin &dngulo de 1.726“= «; se tiene 1.726 = 9 « + 106; y por

tanto (57),
sen. 1 = —sen. 106°; eos. a= —eos. 106°; tg. a=»tg. 106°;
0 bien (56,1
sen. « = —sen. 74°; eos. «= eo0s. 74°; tg.a= —1tg. 74"

En efecto, el &ngulo dado termina en el cuarto cuadrante, y se
sabe (25,4°) que su coseno es positivo, y negativo el senoy la
tangente.

Si el angulo dado fuera negativo, el teorema del nim. 48 de-
terminarla los signos correspondientes & los valores obtenidos
aplicando este método al mismo &ngulo supuesto positivo.

59. Sumando y restando entre si las ecuaciones [6, 7, 8y 9],
se obtienen las siguientes :

sen. sen. («k— A)= 2sen. aeos. b,
sen. (aH- A—sen. (a—6) — 2 sen. beos. a,
eos. {a-f- b) -h eos. (a— A= 2 eos. a eos. b,
eos. (rt-4- A —eos. (a—hb) — — 2 sen. asen. 6,
0 bien, suponiendo
a-i-b =p, a— b=q,

de donde
sen.p -4-sen. q =2 sen. ,, (f"f~?) 2 ’ (18)
sen.p —sen. ? = 2sen. > (/>— q) eos. i (p ~m?); (19)
cos.pH- eos.q ~ 2 eos. 4* (i" "' ?) ¥ @Z—?)i (20)

cos.p—eos.$ 2sen 4" (p + —P)» (21)



32 PRIMERA PARTE, CAP. IV.

formulas que sirven para trasférmar on un producto la suma 6 di-
ferencia de senos y cosenos.
60. Dividiendo la [18] por la [10] so obtiene

sen.jo sen. q
sen. p— sen. q 1/

(22)

formula que demuestra que la suma de los senos de dos angxdos es a
su diferencia como la tangente de la semisuma de estos angulos es &
la de la semi-diferencia.
61. Multiplicando entre si las expresiones
ess.a /=T senna y eos. h-f-\/—1 sen.é,

se obtierie:

(cos.a-h sen. a) (eos. b-f-S/'—1 sen. J) ==

= (eos.aeos. b—sen. asen. h)-r-\/— 1 (sen.aeos. h-Hson. beos.a)=

eos. (a-h i) -h \/—1 sen. (4¢):

expresion de la misma forma que cada factor en donde el &ngulo
a 6 b estd reemplazado por la suma a-\-h. Multiplicando este

producto por un tercer factor 008 ¢ -f-p/— | sen. e. se obten-
dra, por lo tanto,

(cor.a - h — 1sen.a) (€0Ss.b-{~\7/ — 1sen.i)(cos.04-\/— 1sen*c)«=
ecs. (a-1-¢H-c) ~*"\/— 1 sen. {a+ b-\~c).

Aplicando esta férmula & w factores, y suponiendoa—b=c=
se obtiene la siguiente, conocida con el nombre de formula de
Moivre :

(e0s.0 -h I/—1 Ren.a)’==coB.w a-f-1/— 1 sen. m< (23)

Esta demostracion supone que el exponente m es entero y po-

sitivo, pero es facil extenderla & todos los casos* Sea
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un numero fraccionario positivo; siendo enteros p j q se tendra,
segun la formula anterior,

0 bien, extrayendo la raiz q de los dos miembros
1
(eos.a-h I/—1 sen.a) » —eos.-é-- \~\/— 1 sen. R

Elevando ahora estos dos miembros & la potenciap , se tendra:

(eos. a-\-\"— 1sen. a) » eos_i_p___h K/:_f sen. ag :
9 9
y por consiguiente, la férmula [23] es aplicable & este valor de m.
Por Gltimo, si el exponente es negativo se obtiene sucesiva-

mente :

(eos. xa-f-\ / —1 sen. ma) (eos. ma—\/—1 sen. wa) —
€0S. *ma e sen. *ma = 1;

eos.ma-i/= i sen.ma —
€0S. ma sen.ma

(eos.a-h\/'"—1sen. a)®
0 bien (48)

(eos.a-f-1/—1sen.a) = eos. (e~ ma) -h — 1sen. (—ma),

que demue.stra la exactitud de la [23] para este caso.

62. Las formulas [10 y 11] determinan el seno y coseno del
doble de un &ngulo cuando se conocen los de éste, y de ellas se
deduce la resolucidn de los problemas inversos que siguen, cuyo
estudio servird de aplicacion a lo expuesto hasta aqui.

63. Problema |.— Dado el coseno de un angulo determinar el
senoy coseno de su mitad.

Cambiando a en en las formulas [1y 11] se obtienen las
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siguientes entre el dato eos. ay las incdgnitas sen. — y eos.

sen.' eos. *-—--= 1:eo0s. sen. = €0S. a;
2 2 2

que combinadas por suma y resta dan los valores

/] 1 €os.a a , 1/ 1—eos a

€0S. —= “T = £V s i --m ’

7

que manifiestan que 4 cada una de las incognitas corresponden
dos valores de la misma magnitud y de signos contrarios, lo que
en efecto debe suceder, pues no dandose el angulo a, sino su co-
seno, deberdn obtenerse como soluciones los senos y cosenos de la
mitad de todos los dngulos que tengan por coseno la magnitud
dada, los cuales estan comprendidos en la forma (30) (2 n « = a);

y por tanto, las soluciones del problema seran sen. (nn+ -|)vy
eos. (ni:x-").
Si n es par, se tendra (57), (48) :

(o
sen. (I"Ex -— ) = sen. (= — ) = sen.

ecs. (Titt 2 ) —eos. (rh - ) = eos.

j Slesimpar:
sen. (TM _ )= -sen.(dz-~ ) = sen.
eos. (tiXt — )= _ eos.(x — )= —eos.— ;

y por lo tanto deben obtenerse para sen. — y eos. dos valores

iguales en magnitud y de signos contrarios, que son los determi-
nados en las férmulas anteriores.

Si se diese el angulo a al mismo tiempo que su coseno el pro-
blema no tendria mas que una solucidn, pues al angulo conocido

«— no pueden corresponder mas que un Seno y un coseno. Para
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conocer cual de los dos valores dados por las férmulas deberia

adoptarse se determinarian (58) los signos de sen.  y eos. — con
lo que desapareceria toda ambigtedad.

64. Problema |l.—Dado el seno de un angulo determinar el
senoy coseno de su mitad.

Cambiando como anteriormente a en en las formulas [1 y
10] se obtiene :

N
sen. —%: 9sen = eos -® = een a

¢ 2
las que dan, combinandolas por sumay resta, y extrayendo des-
pués la raiz cuadrada :

sen. €0s. = 14- sen. a;

sen. €0s. ~ 'az\/l — sen. a;
2 2

de las que se deduce facilmente :

a , 1 X

sen. sen. adi \/1l—sen a :

a 1 /-
eos sen. a sen. a

Los dobles signos de los radicales dan para cada incégnita cua-
tro valores, y en efecto debe ser asi, pues han de obtenerse los
senos y cosenos de la mitad de todos los d&ngulos que tienen un
mismo seno, los que estan representados (29) por 2 ni+ «y

(2 n -|- 1) u— a; de modo que las expresiones desen. y eos. -[*
deben dar los senos y cosenos de todos los angulos comprendidos
en las formas y 0 sean (57)

sen. (n?l'—f- ¢ \I:t sen— ;
2/ 2

y--y)= (£t - y)e-
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“

N R
€0s. (n H—=J = ~-e0s, — ;

+ ;) = xcos.(-"-

correspondiendo los signos superiores al caso de ser n par y los
inferiores al de ser impar, resultando en consecuencia para

Ny eos. cuatro valores, dos a dos de la misma magnitud
y de signos contrarios. Observando (49) que

[ x « \ a | « “
(t - t) = y = ’
ae ve que los valores de sen.  son iguales a los de eos. , lo

que manifiestan las formulas encontradas, que sélo difieren en los
signos de loa radicales.

Si el 4ngulo a fuese conocido, no habria mas que una solucion,
y para determinar cual de los valores deberia aceptarse, se refe-

riria el angulo  al primer cuadrante (58), y conocidos los sig-
nos de sen. y eos. —, se desecharian los dos valores que los

tuvieran contrarios, quedando sélo que elegir el verdadero entre
los otros dos, lo que se conseguiria observando que en el primer
cuadrante la magnitud absoluta del seno de un &angulo mayor
que 45" es mayor que la de su coseno, y que si, por el contrario,
el &ngulo es menor que 45° su seno es menor que Su coseno;y
puesto que se ha obtenido el &ngulo de dicho cuadrante cuyo seno

y coseno son iguales en magnitud & los de  , serd facil conocer

el valor que deberd tomarse de los dos primeramente determina-
dos. Suponiendo, por ejemplo, que se dé
sen. a = sen. 1650° = — | ,
pidiéndose sen. 825* y eos. 825°, se tiene (58)
sen. 825° = sen. (4 n H- 105°) — sen. 105° = sen. 75°,
€0s. 825° = eos. (4 TM4- 105°) = eos. 105° = — eos. 75°;



FORMULAS TBIGONOMETEICAS. 37

y debiendo ser, por lo tanto, sen.  positivo y eos. ~ negativo,

deberan adoptarse los valores :
sen. 826" = + A NN -y

eos. 825* - c :

pero siendo sen. 75° > eos. 75° el valor de sen.  sera el mayor
en absoluto, 6 sea el correspondiente al signo superior, y el de
eos. 4" sera el menor, 6 sea también el dgl signo superior, y se

tendra, por ultimo :

¢-825"= 4- (S/ 2

eos. 825° =



CAPITULO V.

CONSTRUCCION Y USO DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS.

t

65. Estando en general expresados los angulos en grados, el
uso de las lineas trigonométricas no seria ventajoso si no se pu-
diera pasar facil j rapidamente de aquéllos & éstas y vice-versa,
lo que se consigue por medio de tablas, cuya formacion, si bien
prolija, no presenta dificultades.

66. Si en lafigura 6 se adopta el radio O A por unidad, y se
supone A OM'= a,seram'P = sen. ay AT'= tg. a. Eviden-
temente se tiene

P <Ccuerdam’A <C arco Am',

y
areasector OA  méreatriangulo OA T,

luego

sen.abarcoa vy 5 OAX arcoa<C,O AX tg.a;

2
0 bien

arco a sen.a , arco a
——————— 1 V arcoacTtg.a=
sen. a " eoe. a sen. a €0s. a

lo que demuestra que la relacion estd constantemente com-
prendida entre 1 j - Si se dan & a valores decrecientes

la relacion —~ se aproximara & la unidad, y cuando asea su-
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ficientemente pequefio, diferira de ella tan poco como se quiera,
asi como cuyo limite es, por consiguiente, la unidad. Lue-

go la diferencia entre un arcoy un seno puede ser menor que toda
magnitud asignada dando & aquél xm val<»' suficientemente pequefio.

67. Multiplicando la igualdad (64) sen. a= 2 sen.eos.

. . 0 arco a a , i i
por la desigualdad sen. N~ T de ia
< —— establecida en el nimero anterior, se obtiene:
sen.a> arco«exs®~ = arcoa —sen®—" ;

arco «— sen. a <f arco «sen.’ — :

2
y multiplicando ahora esta desigualdad por la del mismo sentido,
" (arco ®
T<
resulta, en fin,
(arco &®

areo a— sen. a

que demuestra que la diferencia entre un arcoy un seno es menor
que la cuartaparte del cubo de este arco.

68. Es facil ahora conocer el error que se cometera adoptando
el valor de un ilrco para el de su seno. Sea a= 10" esto arco que
estando comprendido 64800 veces en el de 180“— 648000™ ten-
dra por valor,

n 3,1415926....

| 0,0000484813681.
10 64800 64800 0000484813

y el error que se cometera tomandolo por el de sen. 10" sera me-
nor que M“AAAN —0,00000 00000 00032....., de modo que

podran considerarse exactas las trece primeras decimales, y esta-
blecer en consecuencia,

sen. 10" = 0,00004 84813 681.
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69. Sustituyendo este valor en la Idrmula
eos. 10" —\ / 1—sen” 10",

se obtendra con la misma aproximacioén
eos. 10" = 0,99999 99988 248.

70. Para calcular los senos y cosenos de los demas angulos de
10" en 10\ sirven las formulas (59)
sen. (@ 5)= 2sen.aeos. b—sen. (a—¢),
eos. (a-{-5) = 2eo0s. aeos. h— eos. (a — 6),
que suponiendo h= 10", se reducen &
sen. (aH-10") = 2sen. aeos. 10" — sen. (a — 10"),
eos. (a-h 10") = 2eos. «xeos. 10" — eos. (a — 10").
Haciendo a= 10", 20"....., se obtendra:
sen. 20" = 2sen. 10" eos. 10" i
e0s. 20" = 2e0s.” 10" —1 |

sen. 30" = 2 sen. 20" eos. 10" — sen. 10" (

., etc.
eos. 30 2 eos. 20" eos. 10' eos. 10

71. La aplicacion de estas formulas exige calculos aritméti-
cos muy prolijos, pero que pueden simplificarse notablemente,
pues observando que el factor 2 eos. 10" es constante en to-
das las operaciones, y difiere muy poco de 2, puede suponerse
2—2e0s. 10"=K =0,00000 00023 504, y sustituyendo 2 —K
en vez de 2 eos. 10" en las férmulas anteriores se obtiene:

sen.(a 10")= 2sen.a— K sen. a— sen. (a— 10"),
eos. (a+ 10") = 2eos.a— K eos. a—eos. (a— 10"),

0 bien,
sen. (amm10") —sen. a= [sen.a—sen. (a— 10")]—Ksen. a,
ecs. (a -f- 10") —eos. a= [eos. am—eo0s. (a— 10")]— K eos. a,
gue dan la diferencia entre los senos y cosenos de dos angulos
consecutivos (a-j- 10") y a en funcion de la diferencia, ya deter-

minada por la operacién anterior, entre los senos y cosenos de los
dos &ngulos ay a— 10" y del producto K sen. a, que aunque hay
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que formario en cada operacién, puede hacerse con facilidad es-
cribiendo los productos de K por las nueve cifras significativas y
no tomando mas que las trece primeras decimales. Como se cono-
cen los senos y cosenos de dos angulos consecutivos Oy 10" se
podrén determinar las diferencias

sen. 20" — sen. 10"; sen. 30" —sen. 20"....;

eos. 20" — eos. 10"; eos. 30" — eos. 20"....;

y por consiguiente,
sen. 20", sen. 30"...., eos. 20", eos. 30".....

Determinados asi los senos y cosenos de todos los angulos de
10" en 10" basta 45°, las formulas

sen.a= cos. | -—y €0S. «= sen.

los extenderan basta y0°, y por medio de lo expuesto en el nime-
ro 58 sera facil obtener los de un angulo cualquiera.

72. La tangente y cotangente se calcularan por las fonnidas
del nim. 44, y aunque también pueden obtenerse la secante y
cosecante, el poco uso que tienen estas lineas hace que se prescin-
da de ellas por completo.

73. La facilidad que introduce en los calculos el u.so de los lo-
garitmos ha hecho calcular los de las lineas trigonométricas de-
terminadas como acaba de exponerse, forméndose tablas en que
al lado de cada angulo estan escritos los logaritmos de dichas li-
neas. Las mas completas que se conocen son las de Callet, tanto
por estar los dugulos de 10" en 10", como porque los logaritmos
estan aproximados hasta siete decimales, y & ellas se refieren las
explicaciones que siguen, siendo necesario, cuando se manejen otras
cualesquiera, enterarse de las contenidas en su introduccion, pues
aunque en la esencia son iguales, suelen variar en su disposicion.

74. Los senosy cosenos son menores que la unidad, y por lo
tanto deben ser negativos sus logaritmos, pero en las tablas se
ha recurrido & suponer negativa tan solo la caracteristica, y aun
para evitar la notacién correspondiente, que podria ser confusa,
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se han escrito en vez de éstas sus complementos aritméticos, do
modo que para log. sen. (3150' 10"), por ejemplo, se encuentra
escrito 9,7222153 en vez de 1,7222153, loque oLliga & hacer en
los célculos la rectificacion correspondiente.

75. La misma observacién es aplicable & los logaritmos de las
tangentes de los angulos de 0 & 45°y & los de las cotangentes
de 45° & 90°, pero los demas, siendo ya })ositivos, estan escritos
con su verdadero alor.

76. Las tablas trigonométricas constan de cinco columnas
principales, una que contiene los angulos y cuatro en que al lado
de cada uno de éstos estan escritos los logaritmos de su seno, co-
seno, tangente y cotangente; pero como el seno y tangente de un
angulo son iguales al coseno y cotangente de su com3dlemento, no
se extienden las tablas més que hasta 45”, y de aqui hasta 90° los
logaritmos de estas dos Gltimas lineas dan los de las dos primeras,
y vice-versa. Por esta razon cada columna de logaritmos tiene
dos titulos, uno en la joarte superior, que corresponde al nimero
de grados escrito sobre el marco de la pagina y & los minutos y
segundos de las dos primeras columnas de la izquierda, y com-
prende los angulos de 0 & 45°; y otro en la parte inferior, que cor-
responde al nimero de grados que esta bajo el marco y & los mi-
nutos y segundos de las dos columnas de la derecha, y comprende
los &ngulos de 45° & 90°. Ademas se encuentran tres columnas de
diferencias, una para los senos, otra pai’a los cosenos y otra co-
mun j)ara las tangentes y cotangentes, pues segun la férmula
tg. a — —— , la suma de sus loi*aritmos debe ser constante é
igual & cero, como efectivamente se verifica teniendo en cuenta
la observacion del namero 75.

77. Cuando el angulo de cuyas lineas trigonométricas se bus-
can los logaritmos esta ex2>resado en grados, minutos y decenas
de segundos las tablas los dan inmediatamente, ya jmr la gra-
duacién superior y ile la izquierda, 6 ya por la inferior y de la
derecha, segun que aquél sea menor 6 mayor de 45°, debiéndose
hacer la correccion indicada en los nimeros 74 y 75.
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78. Si la graduacion del angulo contiene unidades y fracciones
de segundo hay que recurrir & un procedimiento analogo al em-
pleado en las tablas de logaritmos de los nUmeros. Sea, por ejem-
plo, A = 31"27' 28",13 el &ngulo de cuyas lineas trigpnométricas
se buscan los logaritmos; el siguiente cuadro manifiesta el modo
de disponer los calculos con claridad, y contiene todas las opera-
ciones aritméticas necesarias, no habiendo necesidad de efectuar
ninguna por separado:

log. sen. A (31°27' 28",13) =-  1,7175349
d= SuU 2752

34

10

1,7175629

log. tg. A (31°27' 28",13) = 1,7865628
d= 473 3784

47

14

1,7866013

128

log. eos. A (31° 27 2?::,%?) 1,9309592
i= 128 102

1,9309616

log. cot. A(81° 27" 28",13) 0,2133899
— 1"87 473

d —473 378

33

0,2133987

Al lado de log. sen. A se escribe en un paréntesis el valor
de A con objeto de tenerlo & la vista y se busca en las tablas
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log. seu. (3r 27'20") = 1,7175349, que se escribe & la derecha,
y debajo la diferencia d = 344 entre este logaritmo y el de
sen. (31"27' 30"), entre los que estd comprendido el que se bus-
ca, la que corresponde, por lo tanto, a una diferencia de 10" en-
tre losangulos. Laproporcion 10"; 344 :: 8",13 : jr— 344 X 0,813
da la diferencia que se debe afiadir & log, sen. (31“27'20") para
obtener log. sen. A, bastando escribir debajo de aquél los produc-
tos de 344 por 8, 1y 3, corriéndolos uno, dos y tres lugares & la
derecha y despreciando las decimales que siguen & las de octavo
orden; sumando, por Gltimo, el logaritmo encontrado en las ta-
blas y los productos parciales obtenidos se conocerd log. sen. A,
que debe limitarse & siete decimales.

79. Analogamente se determina log. tg. A, pero para los otros
dos debe tenerse en cuenta una ligera variacion fimdada en que &
mayor angulo corresponde menor coseno O cotangente, y vice-
versa. En este caso se escribird & la derecha de log. eos. A el del
angulo inmediatamente superior, 6 sea log. eos. (31" 27'30"), y
debajo la diferencia — 1",87 entre este angulo y el propuesto, y la

128 dada por las tablas entre los logaritmos que compren-
den el que se busca. Multiplicando d por 187, y escribiendo los
productos parciales como anteriormente, se tendrd log. eos. A
y de una manera analoga log. cot. A.

80. Cuando se dael logaritmo de una linea trigonométrica, se
recorreran las columnas pertenecientes & esta linea hasta encon-
trar dicho logaritmo, en cuyo caso se conoce inmediatamente el
angulo, 6 bien hasta determinar dos logaritmos entre los que
esté comprendido el propuesto, y entonces hay que recurrir & un
procedimiento analogo al explicado en el nimero anterior. Sea,
por ejemplo,

log. sen. A = 1,6007963, log. eos. A = f,6416435,
log. tg. A m=0,1931562, y log. cot. A = 1,8014213;

se dispondran los calculos de la manera sigpiente ;
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log. sen. A (23° 30' 14",38) =» 1,6007693

481 d=
2120 484
1840 v
3sg0 438
8
log. tg. A (57° 20" 27",54) = 0,1931562
213
3490 463
2490 om
1750 (23
361
log. eos. A (64° 0' 45",95) = 1,6416435 .
692 d
2570  —432
4100 5" 94
2120 '
392
log. cot. A (57° 39 54" 51) = 1,8014213 _
423 d=
—2100° — 466
2360 450

300

En el primer ejemplo se escribe el logaritmo dado, poniendo &
la izquierda del signo = un paréntesis en blanco destinado al nu-
mero de grados que se pide. Hecorriendo en las tablas las colum-
nas de los senos se ve que el logaritmo dado esta comprendido
entre 1,6007481 y 1,6007965, que pertenecen & los angulos
23°30' 10" y 23° 30' 20" que deberan comprender igualmente el
angulo que se busca, de modo que puede escribirse en el parén-
tesis 23°30'1....., faltando determinar las unidades y fracciones
de segundo. Para esto se escriben debajo del logaritmo dado las
cifras 481, que el menor de los dados por las tablas tiene distin-
tas de las de aquél, serestan de las correspondientes 693, y entre
la diferencia 212 y la — 484 de las tablas se forma la propor-
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2120
clon 484 : 10 :: 212 :r 184 57 tanto bastara afia-

dir un cero & 212 y efectuar la division por d, y e\ cociente,
aproximado basta que desaparezcan todas las decimales del loga-
ritmo dado, expresard las unidades 7 fracciones de segundo que
deben escribirse en el paréntesis & continuacion de las decenas 7
completan el angulo pedido.

81. Del mismo modo se determina A cuando se conoce loff. tir. A:
7 solamente debe observarse en el ejemplo anterior que no estando
el logaritmo dado comprendido entre ningunos de las columnas
en cu7a parte superior esta escrito tangente, ba7 que recurrir a
las notaciones inferiores, 7 en efecto se encuentran 0,1931213 7
0,1931676, pertenecientes & los &ngulos 57 20" 20" 7 57° 20' 30",
que comprenden el logaritmo propuesto 7 dan lugar al mismo cal-
culo que anteriormente.

82. Si se da log. eos. A, se debe tener en cuenta la advertencia
del nim. 79 7 escribir debajo del logaritmo dado las cifras en que
difiera de él el ma7or de los que lo comprendan en las tablas que
corresponde 4 un angulo menor, al que habrd que afadirle las
unidades 7 fracciones de segundo determinadas como anterior-
mente.

Las mismas observaciones son aplicables al caso de darse
log. cot. A.



CAPITULO VI.

RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE UN TRIIINGDLO RECTILINEO.

83. Siendo el principal objeto de la Trigonometria el célculo de
los elementos desconocidos de un triangulo en funcion de los co-
nocidos en los diversos casos que puedan ocurrir, se necesitan fér-
mulas que comprendiendo los lados y los angulos, establezcan
relaciones entre los datos é incognitas del problema, y permitan
obtener el valor de éstas por procedimientos algebraicos.

84. Sea ABC (Fig. 12) un triangulo cualquiera en el que se
designaran por A, B, C los angulos que tienen sus vértices en es-
tos puntos, y por a, b, ¢ los lados opuestos, 6 sean BC, ACy AB ;
si se toma el lado A C = 6 por eje de las X, el vértice A por ori-
gen, y se llaman x, y las coordenadas A D, B D del punto B, se
tendré en todos los casos, teniendo en cuenta que x ser& negativa
cuando el angulo A sea obtuso (36),

=y'""A-{h—a)® = c"—X® x~cC €0s. A.
Sumando las dos primeras ecuaciones, y sustituyendo por x el
valor de la tercera, resulta
a*= J-f-c*—2bceos. A;
formula que demuestra que el cuadrado de vn lado de un triangulo

es igual & la suma de los cuadrados de los otros dos ménos el duplo
del producto de estos lados por el coseno del angulo que comprenden.
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85. Aplicando esta propiedad & los tres lados, se obtienen las
ecuaciones

—2 ceos. A (1)
-hc¢“—2a eos. B 2)
o= a’-h —2abeos. C 3)

que resuelven el problema de la Trigonometria, pues permiten de-
terminar tres elementos de un triangulo cuando se conozcan los
otros tres, sirviendo también para demostrar otras propiedades
importantes por lo cual se las considera como las formulas fun-
damentales.
86. Combinando por sumay resta las ecuaciones [1] y [2] re-
sultan las siguientes:
G~b eos. A A-aeos. B,

a— —c(aeos.B —beos. A);
y multiplicAndolas entre si con objeto de eliminar c, se obtiene:

a'—i'= mMeos.“B — e0s.“A,
6 bien

«“sen.”B = Msen.' A, 0 E?—%—A— — inz)—B ,

que demuestran que en todo triangulo los senos de los angulos son
proporcionales & los lados opuestos; propiedad que aplicada & los
tres angulos produce las ecuaciones

sen. A_  sen. B»_ sen. C

2Ty e ®
87. Las ecuaciones [4] dan la proporcién
a _ sen. A o bien a ?___ sen.A%—f— sen.l%
h sen. 2?’ ®—b sen. A—sen. .0’
de donde se deduce (60)
aA-b tg. (A + B) g

a—b tg. 1 {A—B)
formula que demuestra que la suma de dos lados de un triangulo es

a su diferencia como la tangente de la semisuma de los angulos
opuestos es & la de la semi-di/erencia.



FORMULAS I>B LOS TRIANGULOS RECTILINEOS. 49

88. Las tres ecuaciones del nim. 85 sirven para determinar
tres elementos cualquiera de un triangulo cuando se conozcan los
otros tres, de donde parece deducirse que considerando los lados
como incdgnitas se obtendran sus valores en funcion de los an-
gulos, pero es facil demostrar analiticamente que existe en este
caso la misma indeterminacion conocida en Geometria.

Sumando dichas ecuaciones dos & dos se obtienen las si-
guientes :

aeos.S-4-feos. A= c 1l
aeos. (7-h ceos. A«=0 >,
heos.'(7-+ ceos. Be=a )
que son de primer grado en a*h,c y pueden reemplazar & aquel
sistema. Eliminando c entre la primera y cada una de las otras
dos se obtiene :
a (eos. A eos. B -h eos. C) = h— bcosN A =« >sen®A
b (eos. Aeos. B -f-eos. G) = a— acoreB = asen®B

6 bien
€0s. A €0s. B -h eos. G= = FEN®A

€0S. A €0s. B -h eos. *=F en®B

De las ecuaciones del nim. 86 se deduce sucesivamente :
csen..B= ¢sen. A: a*sen®B — ®sen® A; _b sen.®@" = -‘_’i‘sen.®A.

Las dos ecuaciones obtenidas para determinar ay 6 se reducen,
pues, & una solay demuestran que sus valores son indetermina-
dos, estando Unicamente sujetos & Inecuacion

a €0s. A €0s. B -h eos. G
T en®B ’

que hace ver que su relacién es constante.

89. Suponiendo en las férmulas encontradas hasta aqui que

uno de los angulos, A, por ejemplo, sea igual a 90®, se obten-
4
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dran las correspondientes & los triangulos rectdngulos. De la [1}
se deduce

(6)
y sustituyendo este valor de en las [2 y 3] y reduciendo, re-
sulta :

c= aeos.B | 7

h= aeos.C i’ (")
0 bien, observando que C= I®

c—asen. G )

b" asen.B )’ (8)

que se obtienen andlogamente partiendo de las [4].
Dividiendo los valores [8] de hy c por los [7] decy 6, se

obtiene

c= Jtg. C i’
pudiendo establecerse que en todo triangulo rectangulo: 1.® un ca-
teto es igual & la hipotenusa multiplicada por el coseno del angulo
adyacente ¢ por el seno del opuesto; 2.“ un cateto es igual al otro
multiplicado por la tangente del angulo opuesto al primero.

Estas formulas se obtienen directamente observando que los
catetos de un tridngulo rectangulo pueden considerarse como las
coordenadas del vartice de uno de los angulos agudos (23).

90. Las tablas trigonométricas dan los logaritmos de las diver-
sas lineas de los &ngulos, pero no éstas, lo que obliga & modificar
las formulas de modo que les sea aplicable con facilidad el calculo
logaritmico, para lo cual es necesario saber transformar en produc-
to la suma 6 diferencia de dos cantidades.

91. Sea, en primer lugar, la suma de dos cantidades positivas
ay 6 laque se trata de calcular por logaritmos: se tendra,

Se ha visto (27) que cuando un angulo varia de 0 4 90 su
tangente varia desdo cero a infinito, de modo que siempre existira
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en el primer cuadrante un &ngulo fptal que su tangente tenga un
valor determinado. Sea, pues,

el valor de a-+-h sera,

a-i-5= «(l-]-.tg.*(p)= a/1+ <=
«(I-|--tg.*(p) (1" eos. ys
NN ocoshysen.% |\ a

V e0s.* P / e0s.* ¢

Por medio de las tablas se calculara el valor de y, y después
el de a+ b conociendo los logaritmos de ay &sin necesidad de
pasar & los nimeros, lo que en algunas ocasiones puede ser ven-
tajoso.

92. Si se quiere calcular la diferencia a— ¢en que se supon-
ga a>¢, se podra siempre encontrar un angulo " tal que

sen. —i /A ~puesto que N tendra :
A p q a y

a ¢= a Nz a(i—sen*® = aeos.“fp

93. Si el binomio que se quiere trasformar en monomio es de
la forma A eos. B sen. a se supondra to-. g\@z K vV se ob-

tendra:

Aeos.a-i~-Bsen.a= " (60s.«H-”~ sen.a)~ A (eos.«-htg.<psen.a)=

_ "\‘ eos, aeos,y-Hsen asen,y _ Aeos. («—
€0s. © €0s. @

También puede suponerse cot. = —2 , Y entonces resulta :

A eos. a-f-5 sen. a= A (eos. a-f-cot. psen. a) = .. A— n
sen. @



CAPITULO VII.

BESOLUCION DE LOS TRIANGULOS RECTILINEOS.

TRIANGULOS RECTANGULOS,

94, Las formulas del nim. 89, dispuestas ya para el calculo
logaritmico, resuelven todos los casos, manifestando el cuadro si-
g*uiente las apropiadas 4 cada uno de los cuatro que pueden pre-
sentarse :

Datos. Incégnitas. Férmnlaa.
|C'=90>—
1®caso.. aB. .. C,be.. . Ab= asen. M;
lo” aeos.S.
sen.-S= 3 ;
ah B, Cc.. .j ¢ = 90°—B;
(c=  (o+ i)(a—s) 6c= aeos.B.
C= 90“—i?;
_ b
hyB c.ac. , sen.B
tg.B = bcot. B.
b
bc.. B,C,a.. .ic= 9°—B;
| c

coa, ff  sen. s
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TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

95. Primer caso.— Se dan dos &ngulosy un lado cualquiera
E | tercer angulo se determinara por laférmula A-\~B-"C = 180",
y los dos lados by ¢ por las del nim. 86, 6 sean

asen. B asen. C
sen. A sen. A

& las que pueden aplicarse los logaritmos.

96. Segundo caso.— Se dan dos lados zy hy el angulo
opuesto & uno de ellos.

El angulo B se determinara por la férmula (86)

en. B hsen. A

pero como dos arcos suplementarios tienen el mismo seno (56) el
valor obtenido para sen. B puede corresponder al angulo agudo
dado por las tablas 6 & su suplemento, lo que parece indicar dos
soluciones del problema. Si.4>90“ B no podra ser obtuso, y
su valor sera el dado por las tablas, lomismo que si siendo 4. <90®
se tienea 5, pues deberd ser 5 < A; y Unicamente cuando se
verifiqgue que A < 90°y 6> a tendrd B dos valores, uno el dado
por las tablas y otro su suplemento, siempre que el problema sea
posible, lo que exige que sen. .S< 1 6 hsen. A <Ca. Esto con~
cuerda con la construccion geométrica (Fig. 13), que indica dos
soluciones ABC y AB'C sio<6 y«> CD,06 bienu>6seu. A,
observando que en el «triangulo rectangulo A CI) tiene
C JD— hsen. A, siendo ademas evidente que los &ngulos CB Ay
CB"' A son suplementarios.
Conocido el angulo B” ya admita uno 6 dos valores, se obten-
dran los correspondientes de Cy cpor las formulas
asen. C

C«=180°— (4+ B), y ¢ sen. A

a.

A
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97. Bi valor de ¢ puede obtenerse directamente en funcion de
los datos del problema partiendo de la formula [1] del ndm. 85
que da:

c= ¢e0s. A+ I/a“— sen.M,

siendo preciso para que estos valores sean reales que a b sen. A,
y como los lados de un triangulo representan magnitudes absolu-
tas, necesariamente positivas, se debera verificar, ademas, para
que ¢ admita dos valores

beos. A > [ /| sen®A ,
0 bien
i®eos® an ~ N oi>a,
que son las mismas condiciones encontradas en el ndmero an-
terior.
Los valores de ¢ no son calculables por logaritmos, pero puede
aplicarse & la cantidad sub-radical el procedimiento del nim. 92,

suponiendo

bsen. A
sen. P

pues por ser ;sen. Ac”™a resultasen. 9< 1. Esta hipétesis trans-
forma el valor de ¢, que se reduce &

cs=5eos. A rh 6 /a2|/]1 ----- (;,_*_§_e_n_._§?_)_._aj\~ b eos. Azh aeos. qu

6 biensustituyendo por b su valor -“ sacado del de sen. ®
sen. A T»

asen. geos. A a(sen.9eos. A £ sen. A cos. ,
< e —  Qeos. (

sen. A sen. A

y una vez calculado el valor de ” se obtendra el de c.
98. Tercer caso.— Se dan dos lados *yh vy el angulo com-
prendido C.
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N = O*— £2 la formula del nimero 87 dara

por la ecuacion

. a—>b N . ~a—b
tg.1 (1_ B)=tg. & (4 -h-B) YL =cot. eC jap -
P s AT B 5 A—B
y 8 seencuentran asi los valores — * N >T 2 ="

sera™ = »"H -y -S= n® n.
99. Conocidos los tres éangulos se determinara el lado

_sen. A~ ¥ directamente en funcion de los datos por
A sen.A

la formula [3] del ndm. 85,
GR= a®4- &—2a6eos. C
Para aplicarle el célculo logaritmico se sustituird por eos. C
su valor 1— 2sen.“k C (52), y se obtendra
6= (a— J)®+ 4«6sen”l C;

L. . 21 a6sen |l C _ N .
0 bien, suponiendo = tg. ”~ para aplicar

procedimiento del nim. 91,
o—b
p° 005
100. Cuarto caso.— Se dan los tres lados.
Las formulas del nim. 85 resuelven el problema, siendo nece-

sario Unicamente prepararlas para el calculo de logaritmos.
La [1] da

c‘=(a—6)“(1+ g®P-= Aéc-)é.’é

6*-f-cr—a*
eos. A — ,
2¢cC
y sustituyendo este valor en la ecuacion (52) 2 eos.™ | 1+ oo0s. A

se obtendra:

@&4-or—a* 64-c4qg) + e—a)

008* e A 4 6e 46¢C
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Representando por 2p el perimetro del triangulo sera
2 = a-hé6-i-c*y 2(p—d)= b-\-c—a,
con lo que el valor anterior se convierte en

eos. & A pip — o)
be

al que pueden aplicarse los logaritmos.
Para que el triangulo pueda existir es necesario que eos. é A
sea real y menor que la unidad ~lo que exige que
o y p{p—a)<:hG,
0 bien
0 a<Ch ©

6-f-c-f-rt) 6-{~-c—a)<Cd6c 6 (6— c®<C
de donde se deduce
t 6—e)<;a,

seglin 6>» & <Cc, encontrandose de nuevo las condiciones cono-
cidas en Geometria para que pueda construirse un tridngulo cu-
yos lados se dan, reducidas a que tm lado cualquiera debe se)' me-
nor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia. Los
otros dos angulos se determinaran por formulas semejantes dedu-
cidas de las [2] y [3] del num. 85, y nunca podrd suceder que
los valores de eos.\ B y eos. | C no sean admisibles, pues las
condiciones para que lo sean, analogas & las anteriores, se dedu-
cen de 6stas que se suponen satisfechas. En efecto, suponiendo

de a<ih-\-cy a“b — ese deduce

b~>a—o0, h<ia-\-c y — 5,
siendo, ademas, evidente que c<Ca h.

101. Partiendo de la férmula (52) 2sen®i A ~1 — eos. A, y

sustituyendo en ella el valor de eos. A se obtiene:

(p~b) (p—0
be

en la que no hay ambigiiedad, pues siempre serd h A 90°,

sen. A
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102. Dividiendo el valor de sen. é -d poi' el de eos. | A, resulta
la férmula
g, AAm (p—d) (f_ c)
p(p -*«)

que también puede servir para calcular el angulo A.

103. La primera de estas férmulas es la que determina con
mas sencillez el angulo A, pero si hay que determinar Igs otros
dos es preferible la tercera, pues no hay que buscar mas que los
cuatro logaritmos de p, p—a,p —O0yp — ¢, y aqudlla exige
los siete de a, b,CfP,p—a,p— &y p—c La segunda formula
economizarla el de p.

104. EI area de un triangulo es igual, segin ensefia la Geo-
metria, al semi-prodiicto de la base por la altura, y puede deter-
minarse en funcion de los datos en cada uno de los cuatro casos
que se han examinado.

P eimer caso.— Se conocen dos lados b, ¢ y el angulo compren-
dido A.

La perpendicular B D (Fig- 12) es igual & csen. A, y se ten-
dra , llamando S al area buscada,

B=1AGXBD = \hc sen A,

que demiiestra que el «area de un triangulo es igual al semi-pro-
ducto de dos ladospor el seno del angulo comprendido.
Segundo caso.— Se dan dos angtdos A, By un lado cicalquiera c-
Siendo (86)
csen.5 esen. ®
sen. C sen. {A-\-B)

se tendra
¢’ sen. A sen. B

S= éAcsen A 2sen. {A -h B)

Tercer caso.— Se dan dos lados a, by  angulo A opuesto &

uno de ellos.

Se tendra
8= Maisen. G=\ab sen. (A+ £),
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debiéndose determinar primero el valor de B por la férmula

N hsen.
sen. B — --—----—---- .
a

Cuarto oaso.— Se conocen los tres lados.
Se tiene (52)
S =»gécsen. A= bcsen.éAcoa | A,

6 bien

8= p{p—a)(p—Db){p—0, ;
sustituyendo porsen. € 4 y eos. | A sus valores (100 y 101).



CAPITULO Vili,

REIIACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE DN TRIANGOLO ESFERICO

105. Se llama triangulo esférico la parte de superficie com-
prendida en una esfera por tres arcos de circulo maximo, cuyos
planos determinan un angulo triedro que tiene su vértice en el
centro de la esfera, y cuyas caras y angulos diedros son iguales
respectivamente a los lados y angulos del tridngulo.

106. EI objeto de esta parte de la Trigonometria es determinar
tres de los elementos de un triangulo esférico cuando se conozcan
los otros tres, para lo que bastara tener férmulas que establezcan
relaciones convenientes entre los lados y angulos.

107. Sea (Fig. 14) A B C un tridngulo esférico cualquiera, en
el que se designaran por a, h, ¢, los tres lados, y por A, B, C, los
angulos opuestos, y O el centro de la esfera de qué aquél forma
parte. Si por un punto cualquiera m del radio O -a se tira un pla-
no perpendicular & éste que corte aOB y OC enny q, Be for-
maran dos triangulos mnqg y onq que daran (84):

hq;FﬁHB-j-’rﬁq;— 2mn. mg. cob. qmn,

ng =on 0g —20n. 0Q. €0s. gon,
Restando estas ecuaciones, dividiendoporo ® , y observando que

& n 1 N 9
mn=A; n*a; Se0. C= —~ ss=sec.d=
q » 40 a. om €0s.C  om €0s.
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mn_ ., Sen.c ma seu. b
—=tg. C - * —
om cos. ¢ om cos. b
~—>» -——d _— 3 —a —a —a
On—mn - om; y oq — mq a=om
resulta :
5 2cos a 2cos o bsen. c 0
C0S. b COS. ¢ €0S. b COS. C :
0 bien,
C0S. a= (COS b COS. c 14S€N. b Sen. c CoS. A.
108. La construccion anterior exige que los lados by c sean

menores que 90% pues de lo contrario no podrian formarse los
triangulos ong y mnqg que han servido de base para aquélla,
siendo necesario demostrar que la férmula obtenida es igualmente
exacta en todos los casos.

Si siendo c< 90“ setiene 6> 90“y se prolongan (Fig. 15)
los lados ay b hasta su encuentro en c\ se formara un tridngulo
AB C O elqueV y eserdn menores que 90y se tendra :

COS.a = CO0S. b’ COS.C  Sen.b' Sen.ccos.B A C';

pero
a'= 180“—a, y = 180“~4&, jS.4C'==180"—"
y por tanto
C0S.a' ~ —C0S.a, COS.V ~ —C0S.  Sen.b' = sen. b,
y cos;BAC —COSA;

sustituyendo, pues, y cambiando los signos, resulta :
C0S. a «= COS. b COS. C+ Sen. bsen. ¢ Cos. A ,

que es la formula obtenida en el niamero anterior, ampliada al
caso actual.

Si & 90"y ¢ 90% el tridngulo A B O tendrda h'<C90",
c > 90" y siéndole aplicable la formula, segun lo acabado de de-
mostrar, se esta en el caso anterior.

Demostrada esta fdrmula para todos los valores de 6y ¢ agu-
dos y obtusos, se verificara cuando difieran de 90" tan poco como
se quiera, y por consiguiente serd aplicable al caso en que imo 6
los dos lados tengan este valor particular.
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109. Aplicando esta formula & los tres lados del triangulo, re-
sultan las siguientes :
€0s. a=<e0s. b eos. ¢-h sen. bsen. ceos. A

€0s. b= eos. a €o0s. c+ sen. asen. ceos. B (1)
€0S. C-=€0S. aeos. b+ sen. asen. beos. G

que permitirdn siempre determinai* tres elementos de un trian-
gulo en funcidn de los otros tres y dejan resuelto el problema que
constituye la Trigonometria esférica.

110. La comodidad en las aplicaciones exige formulas que con-
teno-an los tres datos y cada una de las incégnitas, 6 sean cuatro
de los elementos combinados de todas las maneras posibles, que
se reducen & las siguientes :

1. “combinacion. Tres lados y un angulo.

2. ®Pos lados y los angulos opuestos.

3. ®Pos lados, el &ngulo comprendido y el opuesto & uno de
ellos.

4. ®Tres angulos y un lado.

Las formulas [1] corresponden & la primera combinacion.

111. Las correspondientes a la segunda, que deberan contener

AjBy por ejemplo, se obtendran eliminando c entre las dos
primeras ecuaciones [1], que combinadas por suma y resta dan:

(eos. a-h eos. i) (1 —eos. ) sen. c(sen. beos. A -h sen. a eos. B)
(eos. a— eos. &) (1 + eos.c) = sen. c(sen. heos. A — sen. aeocs. B).

Multiplicando entre si estas ecuaciones, y observando que
(1 — €0s. C) (1 -+ €0s. C) ==sen.“c,
resulta sucesivamente :
a— eos.“b= sen.“beos.“A — sen.“a eo0s.“B ,
gen.“h— sen.“a = sen.“i (1 —sen.“A) —sen.“a (1—sen.“B),
sen.“bsen.“A = sen.“a sen.“B :
y por ultimo,

sen. A sen. B
sen. a sen. b
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gne demuertra gne  todo triangulo esférko los senos de los lados
sonproporcionales & los de los angulos opuestos.
Aplicando esta propiedad & los tres lados se obtienen las ecua-

Clones
A sen. i? sen. C

112. Para obtener nna Ibrmnla perteneciente & la tercera com-
binacion, gne contenga, por ejemplo, a, b, Ay C, hay que elimi-
nar c entre la primeray tercera [1], Esta Gltima permite elimi-
nar eos. y sen. clo sera por las [2] que dan

(2)

sen. asen. C

Sen. ¢ =
sen. A

cuyos valores sustituidos en la primera ecuacién citada producen:

sen. a sen. 5eos. heos. <fh- sen. beos. A C

003.a= eos.«@Sz2h
sen. A

0 bien, dividiendo los dos miembros por sen. a sen. h, y observan-
do que eos. a— eos. acos h ~ eos. asenb:

coi asen. b~ eos. beos. C  sen. Ccot. A,

ecuacion de la gne se deducen las siguientes, haciendo con las le-
tras todas las combinaciones posibles ;

cot. asen. h~ eos. beos. C'H-sen. Ccot. A

cot. b sen.a = eos.aeos. C+ sen. Ccot. jB

cot. asen. ¢ = eos. ceos. B -+sen. B coi A

cot. csen.a” eos.aeos.B + sen.B eoi C 1°

coi bsen.c= eos.ceos. A + sen. A cot. B

cot. ¢ sen. b= eos. beos. A ~hsen. A coi C

113. Por un procedimiento de eliminacion analogo alos ante-
fiores se obtendrian las férmulas correspondientes i la cuarta
combinacion, pero es mucho mas sencillo aplicar las ecuacio-
nes [1] al tridngulo A '8 * ¢ suplementario del A 8 ¢, enten-
1n ose por tal el triangulo esférico con-espondiente al anoulo

triedro suplementario del que corresponde b. A B ¢ , y cuyas ca-
ras y angulos seran suplementos respectivos de los angulos y ca-
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ras de éste. Suponiendo, pues, dichas formulas escritas con las le-

tras acentuadasy sustituyendo en vez de a, b\ c\ B\ IT, sus
iguales ISO*“— 180" — 180»i— 180" —a, 180" — 6,
180" — c, se obtendrd :
e0s. A = —eo0s. B eos. C -{-sen. B sen. Ceos. a]
eos.B = —eos. A eos. C-f-sen. A sen. Ceos.i > 4
eos. C = —eo0s. A e0s. B -h sen. A sen. B eos.c)
114. Las formulas [1] se trasforman facilmente en otras mas

adecuadas al uso de los logaritmos siguiendo un procedimiento
analogo al del nim. 100, pues si se despeja de la primera eos. A
y se sustituye su valor en la ecuacion

2e0s/MNMN = 1-i-e0s. A,
se obtiene sucesivamente :

€0S. a —eo0s. beos. ¢
e0s. A — -
sen. bsen. c

e0s. a—e0s. heos. e-f-sen.bsen. ¢ eos. a—eos. (&H-¢)

2e0s.*\A =

sen.b sen.c sen. bsen. ¢
0 bien (59 [21])

N - N - J—
COSANA = SEN (a m~5-i-c) sen. h c—a)
sen. bsen. ¢

ypov ultimo, suponiendo a-\-h-\-c=2p, de donde se deduce
h-~c—a= 2(p —a).
»sen. (p—a)
sen.osen.c

e0s. M A ~ \//sen (5)

115. Partiendo de la formula 2sen”™i A = 1— cog. A se ob-
tiene andlogamente :

sen. (p —b)sen. (p —c¢)

sen. | j4 =
! sen.b sen.r

(6)

en la que i A<C 90"
116. Dividiendo la [6] por la [5] resulta:

Isen.(p-b)j.n.(p-c)
\ sen.psen. (p —a)
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117, Aplicando las férmulas [5] y [6] & los dangulos B y C,
se obtiene :

cos.|.B= \/f'_e_[‘_-_o_ﬁ?_[‘_- (—(E:P)-I,seri.h'B:" fsen.(p—a)sen.(p—0)

sen. a sen. C sen. a sen. c

COSAC 2\ /s_t_e_q.g_s_gp_._(pw) : sen.ia—\4 //sen. (p—a)sen{p—) _

\ sen.a sen. b > sen. a sen. b ’

y sustituyendo los valores correspondientes en la formula

sen. (I A-+-1JB) = sen. hA eos.| A-hsen. | B eos. " A,

resulta:
¢ Sen.p sen. {p — ¢) en®(p —h) e
\/ ----------- sen.»6en.Jseii.= ¢
/ sen,p sen, {p — c) n®{p —a)
\/ sen. asen. bsen®c
sen. (¢(j— &-hsen, {p—a) ~ /sen,psen, (p—c) A
. C \ sen. asen. b
2sen. | 2p—a—0)eos.J (a—b) 00s. & C-
sen. ¢ ' ’
pero
2p—a—¢=1¢, sen.c= 2sen. | ceos. Jc,
y por consiguiente
eos. Lcsen. ¢ (.a-|-.S) 2=eos. 5 Ceos. 1 (a —bh). (8)

Por un procedimiento andlogo se encuentran las tres ecuacio-
nes siguientes, que con la anterior constituyen las conocidas con
el nombro deférmulas de Delamhre:

eos, ~ceos. \("A  B) = sen.§Ceos. ¢ ®"'b ]
sen.~csen. "{A —B) ~ eos.*Csen.J (a—bh) > (8)
sen. e ceos, "{A—B) ~ sen. *Csen.¢ (a4- 23 )

118. Dividiendo la primera de estas férmulas por la segunda,
la tercera por la cuarta, y después la cuarta por la segunday la
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tercera por la primera, resultan las siguientes, conocidas con el
nombre de analogias de Néper :

€os.

tg- (-d H--S) — ecs. 1(a-h cot. ~ C
sen.
tg- 6 (~ — -S) A sen. cot. J C
©)
€0s.
tg. [(a =+J) = ecs. I(A + B) tg. 1 C
sen. t | ¢
sen.A(J.H-B) O

1109. Suponiendo A — 90“en las férmulas [1], [2], [31] [4],
se obtienen las siguientes, aplicables & los triangulos esféricos

rectaniTulos :

€0s. a = €0s. beos. C.. (10)
sen. b= sen.asen.B, sen.c= sen. asen. C (11)
tg.b = tg. oeos. C, tg.c= tg- aeos, B (12)
tg.b= sen.c tg,.B, tg.c= sen. b tg. G (13)
€0s.B —sen. Ceos. b, eos. C= sen.B eos. ¢ (14)
eos. a =: eot, B cot. C, (15)

120. La formula [10] exige que eos. ay eos. heos. ctengan el
mismo signo, por lo que los tres cosenos deben ser positivos, 6
bien uno solo y los otros dos negativos; asi, en todo tridngulo es~
fénico rectangulo los tres lados son menores que 90®, 6 dos mayoresy
el tercero menor.

121. Como en las férmulas [13] sen. cy sen. b son siempre
positivos, tg. by tg. B y asi como tg. cy tg. (7, deben tener el
mismo signo, de modo que cada cateto es de la misma especie que
el angulo opuesto, es decir, los dos deben ser menores, ¢ los dos ma-

yores que 90



CAPITULO IX.

RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS ESFERICOS.

TRIANGULOS RECTANGULOS.

122. Un triangulo esférico puede tener dos 0 tres angulos rec-
tos ; en el primer caso los lados opuestos son también iguales & 90°
y el tercer &ngulo es igual al tercer lado, y en el segundo los
tres lados son cuadrantes, de modo que no habiendo problema
posible cuando esto suceda, deben considerarse Unicamente los
triangulos que sélo tengan un angulo recto.

123. Las férmulas encontradas (119), & las que pueden apli-
carse los logaritmos, resuelven todos los casos, debiendo tomarse
las que contengan los datos y cada una de las incégnitas, segun
manifiesta el cuadro siguiente :
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Datos. Incégnitas. Férmulas.

, €0s. a
£0S.'0 —

1* caso. ab..c B, C { sen.B

20 bc . aB,C
sen. b
sen. b= sen. asen. i?,
3N a,B ..b,c,C tg. c— tg. <teos. B,
cot. C—eos. atg. B.
wn. a __sen.b
"“"sen. B
tg. b
4® b,B ..a, ¢, G
sen. G-
*
9-2% 55
6® bhC.acB tg.c= sen. htg. C
€0s. B = eos. bsen. C.
eos.a~ cot. B cot. Cy
eos. B
eos. b=*———-
5® B,C..a, b, c sen. C
eos. C
05 c— B

En el primero y tercer caso B y h estdn dados por sus senos,
pero no liay ambigiiedad, pues deben ser respeetivamente de la
mi.sma especie que bj B (121).

En el cuarto las tres incognitas estan determinadas por sus se-
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nos, poro sélo habré dos soluciones, pues una vez fijada la especie
de a, lo estara 14 de ¢ (120), j por tanto la de b (121). En efec-
to fiABC (Fig. 16) es el triangulo que satisface al problema,
y se prolongan los lados AB y B C hasta su encuentro en B ,
AB'C satisfard igualmente, y a', C' seran suplementos res-
pectivos de a, ¢, C.

124. Los tridngulos que tengan un lado igual & 90* pueden
resolverse por las férmulas anteriores, pues el suplementario ten-
drd un angulo recto.

125. También son aplicables aquéllas & los triangulos isdsceles,
pues trazando desde el vértice un arco de circulo maximo perpen-
dicular & la base se formaran dos triangulos rectangulos iguales,
cuyos elementos estaran determinados por los del propuesto, y
vice-versa, por lo que bastara resolver aquéllos.

TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

126. Primer caso.— Se dan los tres lados.

Cualquiera de las formulas [5], [6] y [7] determina los &ngu-
los, no existiendo ambigliedad si se adopta la segunda, pues se
tendra siempre hA < 90“ Cuando deban calcularse los tres an-
gulos es preferible la Gltima, que exige la determinacién do me-
nor nimero de logaritmos.

El triangulo no podra existir si los valores desen. A 6 eos. | A
resultan imaginarios 6 mayores que la unidad.

127. Segundo caso.— Se conocen dos lados® ay b,y  angulo
comprendido C.

Las dos primeras analogias de Neper (118) daran los valores
(g (AA-B)y h{A—B),y por consiguientelosda Ay B. El
lado cpuede determinarse después por la ecuacion (111)

sen. asen. C

sen. c=
sen. A

pero es preferible obtenerlo directamente en funcion de los dato.s,
pues asi no se presenta la ambigliedad consiguiente & estar dado
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por su seno. Para esto se necesita una formula que contenga los
cuatro elementos a, & Cy o, ¢ sea la tercera [1],

€0S. C= eos. a eos. hH-sen. asen. heos. (7,
que debe prepararse para el célculo logaritmico, suponiendo, segln
el procedimiento del nim. 93, cot. p= tg. a eos. C, con lo que re-

sulta sucesivamente :
€0s. a sen. (6-1-»)

eos. C= eos. a (eos. h-h sen. 5tg. aeos. C) sen. @

128. Tercer CASO— Se dan dos lados ayb y el angido A

opuesto & ano de ellos.
El angulo B estara determinado por la formula

sen. A sen. b
sen. a

sen. B

j después lo podran ser Cy cpor las segunda y cuarta analogia
de Néper, que dan :
sen. i (a-ha)
sen. M (a—b) '
N sen. ¢ (AH-P)
sen.;, —B)
Para obtener C directamente se recurrird a la primer for-

mula [3], que contiene los cuatro elementos a,h, Ay y que da
cot. A
ecs. b

cot. \ C=ig.\ {A—B)

ig.\c = tg. K« —

las siguientes, suponiendo (93) tg. y=

cot. A
cot. asen. be=eos. b (eos. G-t-------- g sen. 0) —
€os,

(eos. Ceos. @ -sen. Csen. tp) eos. beos. (C — «),
—eos. b— -
eos. if eos. f

eos. (C—f) — eos. ptg. beot. a, si <7> =

d eos. @— C) — eos. tptg. beot. a, si (7< f,

pues eos. Ceos. p+ sen. Csen. « es el desarrollo de eos. {C— (p
6 de eos. — C). En el primer caso se tiene C—m-j-cp, y en el
segundo (7=tp—m, siendo m el valor obtenido parart {€—1)'
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El célculo directo de c se liard partiendo de la primer férmu-
la [1] que contiene a, " y ¢,y de la que se deduce sucesiva-
mente, suponiendo tg. ik= tg. 6eo0s. A,

" , Jt(c—4
€0s. a==c0s. 6(eos. c-h sen. ctg. heos. A) 608 J)eose(gs 4(c )

€0s. a €0s. 4
eos. [rtr (c—4)] e0s. b
segin ¢ 6 <C4

Conviene observar que si desde el vértice C del triangulo
ABC (Fig. 17) se traxa un arco de circulo maximo C D per-
pendicular al A B, se formara un tridngulo rectangulo ACD, (n
el que se tendra (119 [15] vy [12])

eos. | = cot. Aeot. ACB; tg. AD — eos. A ,
y por consiguiente
N= ACD, 4= A2),
de donde se deduce que y 4 mayores 6 los dos
menores que Cjc.

129, El &ngulo B estad determinado por su seno, y pueden con-
venirle dos valores suplementarios, que indican dos triangulos que
resuelven el problema. En efecto, si A es menor que MO®lo serd
también C1) (121), y por tanto serdn mayores que éste todos
los arcos oblicuos trazados desde Ck A B ,j tanto méas cuanto
mas se alejen de su pié D. Tomando abora D E " J)B seréd
CE=CBy vy los dos triangulos ABCyAE C tendran los
mismos datos siempre que se verifique A C~>B C; pero si
A C~ 6<.B C, sblo existira Ci AB Cy pues el punto E coin-
cidird con A 0 pasard mas alla4, debiendo adoptarse los valores
.S<90® (121) C><p,e>4. Sia-f-a— 0> 180®sera B C=
0 1> CJ."y el problemano tendra solucion, pues el jlunto B coin-
cidird con A'y 0 le rebasara. Si h  90®, se obtendrdn dos solu-
ciones AB' Cy AE' Cy tomando D'E'= B'B"' siempre que
B'a < a Al 0 «4-6< 180®, pero sia-{-5— 6 > 180® sélo
existira A B' Cy teniéndose entonces 90”7 (121) C<Cf,c<CA.
Sia= 0 no hay solucion.
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Haciendo raciocinios semejantes cuando se suponga 90°, y
teniendo en cuenta que en esta hipotesis el arco CD lo es tam-
bién (121), y que, por lo tanto, es mayor que los oblicuos CE y
CBy que disminuyen & medida que se alejan del CDy podra for-
marse el cuadro siguiente, que resume todos los casos que pue-
den ocurrir, no incluyéndose los de vi= 90“ 6 6 = 90“ porque
el tridngulo propuesto se resolverla segln lo ya explicado para los
rectdngulos (123, 124).

a oSl P Dossol. . B m 90 Ccs &
90¢ 8= Jii Una., ., B A=«
a-c 180“—5. Una....B 90 C=-9
a” 180*—J. Ninguna.

A %0¢ ame180“—h. Dos....B ;90
a 180“—J. Una.... i? 90%;

w amh Ninguna.
a |
a 180“—h. Dos....B
a 180“—2 Una....B 90
90“ a =’ ...................... Ninguna.
a SN
90 a o RT Dos, ... B 90 9
oo @7 Len Una....B WA ; i7s» 9.

a”™ 180“—h. Una....B @7 {7=-0.
a  180*—h. Ninguna.

130. cuAETO cAso.— Se dan dos angulos Ay B y el lado a
opuesto & uno de ellos.

Hallando los suplementos de estos datos se conocerdn en el
triangulo suplementario los dos lados ajhy el angulo A , y resol-
viendo éste como en el tercer caso se determinaradn ¢, B y C, cu-
yos suplementos seran los elementos (7, &c del triangulo pro-
puesto.

131. Quinto CASO.— Se conocen dos angulos Ay B y el lado
adyacente c.
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Se resuelve como el segundo caso, por medio del triangulo

suplementario.
132. Sexto caso.— Se dan los tres angulos.
Se conoceran los tres lados del tridngulo suplementario, lo que

reduce este caso al primero.



CAPITULO X.

EJERCICIOS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS.

133. Las teorias expuestas en los capitulos vii y ix para resol-
ver los triangulos rectilineos y esféricos se aplican sin dificultad
& los diversos casos que pueden ocurrir, teniendo en cuenta lo
prescrito en los nimeros 78 y 80 para el uso de los logaritmos de
las lineas trigonométricas.

Los ejemplos que siguen manifiestan el modo de operar en cada
caso disponiendo los célculos con la mayor sencillez y claridad
posibles, estando efectuadas todas las operaciones aritméticas, que
no hay necesidad de hacer separadamente.

trianqui_os rectilineos.

I. IUsoher un triangulo rectdngulo en que se conoce la hipote-
nusa a — 8926“,975 y un cateto b= 7701“,87.

El calculo de los elementos desconocidos se hard seguin lo ma-
nifestado en el nim. 94 y de la manera siguiente :
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J 1&= 7701,87
Calcdo de S ; »=V i»= 8926976

log. sen. ~(59°37'41",9) = 38865922 | A j

3,8865962
—3,9507007 i
34 J= log.a
25

1,9358318

| a-hb = 16,628,845
[ ~_ ]

Célculodee= K (<M-J) —J) 1.225,105

log. ¢ (4513,55) =  4,2208400
210

3088171%31
OB 3= 1bg-(i—2
7,3090356
3,65451775
A

435

Conocido el valorde seobtieneelde (7=90“— 3022'18'71.
El valor de ¢ puede obtener.se de la manera siguiente, que sirve
de comprobacién & la anterior.

log. a = 3,9507044

Calculo do e = aeos. B B = 59°37'41"9

log. ¢ (451.355)= 3,9507044 = log. a
-8l 1,7037845
(= —39 2872
359
3,6545180
kA

= log. ecs. B

46

El valorde log. a, ya determinado al calcular B, se obtiene efec-
tuando la suma alli indicada, cuya circunstancia debe tenerse pre-
sente en casos andlogos para no repetir operaciones.

Los elementos desconocidos son, por lo tanto, jS = 59“37'41 ',9;
C=30"22'18'7,1 y c=4513"'55.
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1. Resolver un triangulo en que se conocen dos angulos
A=102°37'45",6y B"33"4r34",5 y un lado a=5387*,483.

El éangulo C se obtendrd inmediatamente por la férmula
C= 180“— (" -K -S) = 43%40'39",9.

Caélculo ele &

._asen B asen. B kfjlgz’ﬁggghf}%%",s
I'= "sen. ~ 360.(180"—.4) j 180<>-"N=77@22'U" 4

log. ¢ (3062,7C5)=  3,7313792
65 = log.a
24
46 1,7440766 i
4=3J6 1264 = log. sen. B
158
.3,4764767

4" 4 —1,9893609
a=48 192 —log. sen. A
192
3,4861137
045

~92

Caélculo de c.

log.a = 3,7313859
asen. C 7= 134009
sen. A |og.sen. A = 1,9893630

log.c(3726,07)=  3,7313859
9",9 1,4382068
a= 220 198 = log.sen. C

198

3,560614"
—1,9893630 —log. sen. A

3,56712515
429

log. a

Siendo el angulo A mayor que 90", ha sido preciso determinar

su suplemento para obtener log. sen. A (56, 1/).
Se obtiene asi C = 43“40'39",9; = 3062 ,765; c=3726 ,07.
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1, Resolver un tridngulo en que se conocendos ladosa=136*,31,
b—234™85 y el angulo opuesto al primero A=49°33'45"7.

hsen. A .h: 231,85
Célcalo de B; sen.B = A=

'a=136,31
log. sen. B ( = 23707900 = log.b
S 1,8814107 )
iZ=10 9 = los.sen. A
126
2,2522410
2,1345277 = log.a

El triAngulo propuesto no puede existir, pues resultando
log. sen. 0, serdsen. J?> 1 O 5sen. a (96).

IV. Resolver un tridngulo conociendo, como en el caso anterior,
a= 200™,19, b= 234“ 85y A= 49“33M5'%7.
bgen /I & 23485

4 : i= A=40345"7
Célculo de B; sen. Ji U= 20019
log. sen.JS(63014'20" 4) = 2.370790G = log. b
_1mH 1.8814407
¢=180 90 == log.sen. A
126\
2.2522416
—23014424 = log. a
1,9507992
88 ;=
oo 106
82 03

Verificandose A < 90" y 5> a el angulo B tiene dos yalores
suplementarios (96), y cada uno de ellos produce un triangulo
que resuelve el problema. Adoptando primero el valor de B dado
por las tablas se obtendra C= I1SO" — {A-\-B) = 67"11'54",9.
log. a=2,3014424

asen. C rhgrh
Caélculo de 7= A C~ 67m'54"9
sen. log. sen. A = 1,8814510
log. ¢ (242,467) = 2,3014424 = log. a
&9 1,9646576 |
¢ =89 356 i=|og.sen.e'
801 \
2,2661044
—1,8814510 = log. sen. A
2,3846534
401

133
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Los elementos del primer tridngulo que resuelve el problema
son, pues,B — 63+14'207,4, C= 67"1154 ,9y C— 242™ 467.

Adoptando para valor cie B el suplemento del anterior y calcu-
lando Cy c de la misma manera, se obtiene i?=11C"45'39",6,
A 13°40'34",7 y ¢c=62™,1878, que son los elementos del trian-
gulo que constituye la segunda solucién del problema.

V. Resolver un tridngulo conociendo dos lados a — 3473“ .8,
b = 572“,76 y el angulo comprendido C = 63°15'17'*,6.

Caélculo de J. y B;

a-h 1ii?=-3P37'38",8
t%)l (A—B) —cot. AC — r 12-=2901,04
a+b Jfl-i-J=401C;56
log.ig.i(il-~j(49"2y9J)=  0,2105091 |
09- 1911 y8J) 472 =log.cot.é-i
¢ =—472 A4
3,4025477

.3,6730685
-3.6070796
0,0669825
441

C" =
60 9,0

Calculodef!= bsen PI%%%"T'G
T sen.i7 fA=902712%2°

log.c{3256,46)= 2,7579727 =log.&
76 1,9508518

=106 742  =log.sen.;7
636
2,7088320
2'2 —1,1960571
:=1324 2648 = log.fen.P
2648
3,5127464
377
“ 87

Siendo J(4+ 7?)= 90"— & C = 58"22'21",2, resulta
A ==10742'30",2 ,y B = ‘9"2'12",2.
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VI. Resolver un triangulo conociendo los tres lados a=3043“j17,
b= 5610“ 43, y c¢c= 4216“9.

Célculo de Aj

f (i»—c) r«as::I'EH .K

log. tg. M (16">8'48" 5)= 2,9163592 ' =log.(_p—J)
9-19- M ( ) 33460203\ ..
9s \' =log.(j)—c¢)

0,2623893""
-3,8085620

i=i0g.0"~«)

2,9233578
;4616789

121 d —

T o

588 84

\Y p{p-i)
k373
—3,8085654

—V [ (P—a)iP—0Q
log. tg. i B (49"35'26",3) = 3,5304661
3,3460301
6,8764962

2:9163592 —@Z P
0,1515716
0,0757858
58

=4
2690 428

1220
%4 62

Calculo de C; tg. 4" = (p—a) ip—V)

log. tg. 4 (2(23«¢5245"2)= 35304661 = log. (i7—a
20163592 = |og.f 3

6,4468253

—3,8085654 —log.p
33460301  —Ilog. 0—€)
12922298

1,6461149
0851 d=

2980 569

1350
212 52
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Los valores délos angulos son~=32"17'37"; 2?= 99 56 52 ,6,
y (7—47@&5'30",4, cuya suma es igual & 180° lo que sirve de

verificacidn & los célculos.
VII. Resolver un tridangulo cuyos lados son a= 367,45,

b= 293796 y c= 220*47.

Célculo de A.
i RT3 e
tg.iA = 120:2889.88:37-02 220,47
; . — 21672582 =log.(¢;—
log. tg. i A (45 )= S3zgs :|og.&»_§
4,5106077 )
—26443795  =log.i?
1,8662282 = log. (p —a)
0,0000000
Resultatg.€ = 1 6 h*=45°, lo que indica que el tridn-

gulo es rectangulo en .4, y aunque puede utilizarse esta circuns-
tancia para determinar los otros dos angulos, es mas sencillo apli-
car las formulas de los tridngulos oblicuadngulos, pues ya estan
calculados los logaritmos de las cantidades que entran en ellas.

Célculo de B ®mts iB~ \ / viv-V)

- 18662282 = Jog. (y —a
log. tg.1 B e —ei—y
4.2095777
2,64437% = log.y.
21672582 = log. (j7—75)
1,3979400
1,6989700
480 d=
2200 526
960 TT

Tomando el complemento de J3 se determinara C, y los valores
de lostres angulos seran .4=90",.C=53°7'48",4, C'=36"52 11 6.
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TRIANGULOS ESFERICOS.

IX. Resolver* un tridngulo rectangulo conociendo la hipotenusa
a=53"41'33"5y un cateto b = 132"3'11",3.
€0s. a
El lado c estara determinado por la formula (123) eos.c—- * #
y sera (120) mayor que 90 lo que obliga & tomar los suplemen-
tos deh y c para que resultando positivos los dos miembros de di-
cha formula, y menores que 90” los angulos que entran en ella,
puede aplicarse el*calculo logaritmico. Esta circimstancia debe te-
nerse presente siempre que resulten negativos los dos miembros
de una férmula cualquiera.

€0s. a la= 03°41'33",6

Calculo de c; eos. (180°—c) = ¢ (180°— 1) |180°— &= 47°06'48"7

loe. eos. (180°—e¢) (27°52'19'0 1,7723%2
d= —287 14351 = 1og. eos. a

j., 7724074
—1"3 — 18250548  j
233

A= — 03 = log. coa. (180°—
a 235 A g ( &

1,9464496
597 d=
- 1010 - 112

20
9,0
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Calcalo de B.

- sen. (180°— | 180° —» = 47°56'48",7
~ séfiTa | a= 53°4l'33"5

>

log. sen..5(67«8'1'"8)" 1,8700939
8" 7 152

<7=190 133 log. sen. J

2,8707104
33 —X9062500
(1= 165 465
465

log. sen. a

1,9644653
37

Sl

160
710
87 17

Célculo de C

sen. heos. a

eos. 17=-7.; eos. (1800-0 = sen. < ecs. (180°—b)

tg.<i’
log. eos. (180°~0 (3c°27'34",1)=  2,8707104 =log. sen. h
1,7724074 =log. eos. a

1,6431178
—1,9062551 =log. sen. <
1,8259578 =log. eos. (180°—&)

1,9109049
111 _
—62 160
20 w g ;
5 4]

Al calcular C se han reemplazado tg. a y tg. 6 por sus valore»

s a Y eos./o por estar ya determinados los Io%grltmos de estas

cuatro lineas en el calculo de cy i?.

Siendti h>* 90" se tendra B 2> 90“ (121) y los elementos des-
conocidos tendran los valores ¢ = 152'7'41"; ~ 112'50'58",2;
(7= U4*3225"9.
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X. Resolver un tridngulo is6sceles en que se conocen la base
b = 121°3'24"y el angulo opuesto B = 149“17'32",6.

Aplicando el procedimiento del nim. 125 se formara un trian-
gulo rectangulo, en el que un cateto j el angulo opuesto seran
iguales respectivamente  \'h y hR, J cuya resolucién dara &
conocer todos los elementos del triangulo propuesto.

Célculo de a.
_senAft jiJ= 603142
SON-8= ené.B 1i.P=74"73846"3

log. sen. a(54°3Vv53",3) = 1,9398158
2- 238 .
;= 119 = log. sen. i h
1,9398182 1
63 —1,9842127 -
;=57 342 ' =log. sen.i-i5
171\
1,9556019
5986 B
330 101
270
69 32
Caélculo de C
eos. i B
en-C= oo 42
log. sen. C'(32"33'34™) = 1,4228.547
—3"7 2301 ,
¢=_ 767 5369" = |og. e0s.4 B
1,4228831
_ 8
¢ _ 373 _1’6919222%4 = log. €0s. 4 5
1,7309241
098 ;=
143 %0
lio 40

Estando ay C dados por sus senos, el triangulo rectangulo, y
por consiguiente €) isdsceles propue.sto, tendrd dos soluciones
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Célculode A; tg.i A—

2»= 238"56'1"8. (

(123,4®), y los valores de las incognitas seran a= 64®31'53",3,
C'=32®33'34"para laprimera; y a—115°28"6"'j7, C=147"26'26"
para la segunda

XI. Resolver un triangulo en que son conocidos los tres lados
b= 109®3'4"6 y ¢~ 59"33'23",2.

sen. (j>—g)
een. sen. —a)
—a= 40"8'26"9

A = 119ep8'0"9. 1i?7—J= 10°24'56",3

180">-1J= 60031'59"" . |

9",1
¢=119

6",9
¢=182

c=59®54'37""7
1,2670960 .
6870 = log.6en.(i>—i)
3433
1,9371287 ;
854 = log.sen.(i?—0)
854
T,1943067
—1,9398277
1071 = log.sen.”
119
1,8786928
1002 = log.Ben.(_p—a)
1638
“,3757628
1,6878814
611 _
2030 634
4280
8 3,8
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Calculo de B.

K sen, iv —a) sen. {p —c)

iQU.J)sen. {p-b)
log.tg. i-5(63*52'30",1)=  1,8787054 = log. sen. (j~—t)
11371381  —log. sen. {p—<)
1,8168435
—1,9398385 = log. sen.
12571686 = log.sen,(j?—J)
0,6188364
0,3094182
76 d=
600 532
68
0,1
culo de C.

sen. {p—a) sen. {p — &

tg.iC= sen_psen. (j)-06)
log.tg.é 17(23>4'33",1)=  1,8787054 = log. sen. (i?—a)
1,2571686 = log. sen. (p—V)
1,1358740
—1,9398385 = log. sen.
1,9371381 = log. sen. ("—)
1,2588974
1,6294487
305
a=
1820 S84
680
% 31

Los angulos buscados tienen, pues, los valores #=51*%58'7",6,
J5= 12745'0"2 y C'==4:6W",2.
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XI1. Resolver un tridngulo en que se conocen dos lados
a = 150°3'42", b= 49*10'34:"j y el angulo opuesto al primero

A= 11573342%6. 180 A = CA°26'174
sen. A sen. h « AZ4A "
CélculodeB ; sen. B — 3= 49510

$eN-a | |SO— a = 29"5&IS"
: - 10552569
log. sen. B, e ) 707  —log.sen. A
4=101 404
i 18789294 | _ i
d=1ds 758 | = log.sen. |
1,8342011
8" —1698130L | -
L=36% 2028 I = log. sen. a
0,1360417

Resulta sen. B> 1, y por tanto el triangulo propuesto no
puede existir, a pesar de indicar dos soluciones el cuadro del na-
mero 129. Observando que en el tridngulo rectdngulo A CI) (fi-
gura 17), en el que > 90" se tiene, segun las férmulas [11]
del ndin. 119, sen. — sen. Asen, 0, resulta, puesto que
sen. A sen. h> sen.a, sen. CB> sen.a, 6 CB<a;é&e don-
de se deduce que el triangulo no puede existir pues el arco CD
es el mayor que puede trazarse desde el vértice C al lado A B.
Las dos soluciones indicadas en el nam. 129 se hubieran obtenido
sia<C'Ziy >180" —.

X111 Resolver un tridngulo en el mismo caso anterior” siendo
a= 64"5A2"4,b = 114%2;ir y A- 79"13'42"6.
Jdeulo de B 8 sen. A sen.h |SOO—A|EZ‘§«%§3£2)6
Célculode B; sen.B — o 5 | a6 51274
°oe'gt 7y=  1,9922786
log. sen. B (8%;{%8 7 o = log. sea. A
g 1,9605988 =
o= 4 g1g | = log.sen. &
r,9528869
2" 4 -1,9539779
¢ = 103 206 (= log.sen.a
412
1,9989065
52 o=
1 B
100 86~

10
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Los elementos que resuelven el triangulo son B = 8556'8",7,
164:°11'55"j9 7 G— 165“32'47",1 para una solucién; y
j5= 94°3'51Vj C'=145"43'46",5 y ¢=148'57'52",3 para la
otra.
XI1V. Resolveruntridnguloconodendodos A—107“17'54",
B = 118°37'46" y el lado opuesto al pmmero a= 36"46'43"j6.
Seoun lo indicado en el nim. 130 debe resolverse el tridngulo
suplementario en el que se conoceran dos ladosa y y €lan-
gulo A' opuesto al primero.

1800— A'— a =36°46'43",6

sen.jI' sen. & = 180“—s = 61°22'14"

Célculo de JB'; sen. 27 =

sen. a’' a'= 180»—" =72%42' 6"
loa. sen. B" g5 | 17772187 j
0g. sen (3302??4% Y 843 J;: log. seu..a'
a= 281 1686)
" 1,9433597 \ -
d= 115 40 1= = F
1,7205931
—1,9798946 | —Jp ggu g/
ool 2 A
1,7406946
83 =
(0 319
30 51
3L

El tridngulo no tiene méas que una solucion (1 29) en la que
B'< 90° vy el calculo de C y c' debe hacerse por las analogias
de Xéper, cuyo procedimiento es mas comodo en este caso que
el empleado en el nimero anterior.
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Célculode C.
(J(i*_2?")=54""64'45"0D
ootic = ]
seu.i (a ff) ~ N 5396
log. cot.i C'(4'*18'26" 4) = 0,1533400
a= i Iras j=i<>g-tg.}CN-")
2240
1,9641422 =log.sen.i
0,1175075
212:?" —279%4p8435 % log.sen.f (a'—50
4 —
1,1230966 _
2749 d=
—17930 —2812
= 8"36'52" 10580 683
<7= 8"36'52",8 14
Célculo de C'.

(4(@—50= SWSG"
*a'+"\")=88-18'30",76
I i(A'—i?0=54""54'46" 65

1

sen.4(”N  2#;
log.tg.1c"(6°54'34¢",9) = | = iog.tg.iC«~iO
<?=2143
0,75 1,9993107
d=6 42
30
w2,9903493
5",65 —T,9128920
¢= 18 740g >= log.sen } (d'i-Ji0
740
1,0834489
3024 d=
ft'= 13°49'9" 8 8650 1763
15980 4,9
113

Tomando los suplementos de B', C y ¢ se obtendran los va-

lores de ue6“36'ir,9, c= 17r23'7",2, y C'=1G610'50",2

que resuelven el triangulo propuesto.
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Problemas. | Resolver un tridngulo rectilineo en el cual se
conocen la base, uno do los &ngulos adyacentes y la altura.

Il1. Resolver un tridngulo rectilineo conociendo la altura y los
angulos.

I11. Resolver un triangulo rectilineo conociendo dos alturas y
un angulo.

IV. Resolver un tridngulo rectilineo conociendo un angulo, un
lado y la suma ¢ diferencia de los otros dos.

V. Resolver un triangulo rectilineo conociendo los angulos y
el érea.

V1. Resolver un tridngulo rectilineo conociendo los dngulos y
el perimetro.

V1. Resolver un triangulo rectilineo rectangulo conociendo
la bipotenusa y la proyeccidn sobre ella de uno de los catetos.

V111, Calcular el &rea de un triangulo en funcion de dos lados
y la mediana (*) del tercero.

IX. Resolver el triangulo cou los datos anteriores.

X. Resolver un tridngulo rectilineo conociendo la mediana de
la base, la altiua y el angulo en el vértice.

X1. Determinar el area de un cuadrilatero en funciéon de sus
diagonales y del &ngulo que forman. A A

X 11. Resolver im tridngulo esférico conociendo la suma o di-
ferencia de dos lados y de los angulos opuestos, y el tercer lado 6
el tercer angulo.

(*) Seentiende por mediana de nn lado de «n triangulo la recta que une su
punto medio al vértice opuesto.
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