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APLICACION

DEL ALGEBRA A LA GEOMETRIA
PRIM ERA PARTE,

TRIGONOMETRÍA.

CAPÍTULO PRIMERO.

ELEMENTOS QUE FIJAN LA POSICION UE UN PUNTO Y  DE UNA RECTA.

1. La Oeometría enseña á resolver las cuestiones que se pro­
pongan entre líneas, superficies ó volúmenes, determinándolas 
construcciones gráficas que conducen de los datos al conocimiento 
de las incógnitas. Estas construcciones se ejecutan por procedi­
mientos mecánicos, valiéndose de la regla y  el compás, y  no son 
susceptibles, por lo tanto, de toda la exactitud deseable, pues co­
nocido es el error anejo á toda operación material; pero como las 
magnitudes pueden representarse por números ó letras, compa­
rándolas á otras de la misma especie adoptadas por unidades, se 
comprende que si se las somete á las operaciones algebraicas, dis­
frutarán de la exactitud y  generalidad imposibles de obtener con



P R IM E R A  P A R T E  ,  C A P. I .

las construcciones gráficas, las que á su vez servirán para facili­
tar aquéllas, por la claridad que les es propia. Estas sucintas re­
flexiones hacen ver la conveniencia de unir el Álgebra y  la Greo- 
metría para la resolución de gran número de cuestiones; consti­
tuyendo esta unión una nueva ciencia, tan interesante como 
extensa en sus aplicaciones.

2. Como la Geometría considera no sólo las magnitudes, sino 
también sus situaciones relativas, no basta la medida de aquéllas 
para aplicar el álgebra á los problemas geométricos ; es preciso, 
ademas, saber determinar analíticamente dichas situaciones, v 
esto estará conseguido en principio cuando se sepa fijar la posi­
ción de un punto, ya esté sobre una línea ó un plano dados, ó ya 
en el espacio.

3. Sea A 33 (Fig. 1) una linca sobre la que se quiere deter­
minar la posición de un punto M con relación á otro dado y  fijo O, 
para lo que bastará conocer : 1 .“, la distancia entre estos dos pun­
tos, expresada por su relación á la unidad lineal ; 2.®, la dirección 
en que debe contarse esta distancia, que deberá expresarse de 
modo que pueda tenerse en cuenta en los cálculos analíticos.

4. Para conseguir esto supongamos que dado el punto O sobre 
la línea A B y las situaciones respecto á él de otros dos M y M', 
quiera determinarse la que éstos tienen entre sí. Sean ¿r =  O M, 
.r' =  O M ' las distancias de 0  á M y M' y  M M' la de M 
á M',* si estos dos puntos están al mismo lado de 0 , se tendrá

X  =  x' — X (1) ó X<=x — x' (2), 

según que ó x' -<C.x, y si están á uno y otro lado de O , será

+  (3).

Comparando entre sí las fórmulas [1] y [2], y conviniendo en 
considerar negativas las cantidades procedentes de restas hechas 
en órden inverso, ó sea cambiando los oficios de minuendo y 
sustraendo, se ve que los valores de X  están en este caso y deben, 
por lo tanto, suponerse de signos contrarios. Observando la figu­
ra , se ve que la distancia de M á M ', que se cuenta de izquierda



á.derecha si se cuenta, por el contrarío, de derecha á iz­
quierda si ¿r >=■ ¿e'.

Una observación análoga se deduce de la comparación de la 
fórmula [1] con la [3]; la primera da x — X, y  la segunda 

—  x \ \o  que indica que al pasar el punto M á la izquierda 
de O, ol valor de x  cambia de signo, según lo convenido anterior­
mente.

Si ahora se suponen positivas las magnitudes X , x , x ' de la 
fórmula [ 1] ,  apropiada al caso de estar los jiuntos M y M' en la 
posición que indica la figura, resulta de lo expuesto que para ob­
tener las [2] y  [3] basta suponer negativas las magnitudes que 
se aprecian en sentido inverso del primitivo. En efecto, si el 
punto M pasa á la posición M,, á la derecha de M', se tendrá

^ ? y fórmula [ 1] , dando para X u n  valor negativo, indi­
cará que esta magnitud debe contarse en dirección opuesta á la 
del caso de x ' ^ x ,  lo que conviene á la nueva situación de los 
puntos Mi y M '; pero si el primero de éstos pasa á Mg, á la iz­
quierda de O, la distancia x  es la que se aprecia en dirección 
opuesta, y  debe ir precedida del signo (—) obteniéndose la [3] 
adaptada á este caso.

Se ve, pues, que la fórmula [1] se hace extensiva á todas las 
posiciones de los puntos M y sin más que suponer signos con­
trarios á las magnitudes contadas en direcciones opuestas.

5. Esta importante propiedad del Álgebra en sus aplicaciones á 
la Geometría puede expresarse en general, diciendo que cuando la 
distancia de un punto d otro es susceptible de contarse en dos direc­
ciones opuestas según los diversos casos de una misma cuestión, bas­
tará tratar ésta algebraicamente en la hipótesis de uno de ellos, y  las 
fórmulas que se obtengan tendrán toda la generalidad apetecible 
siempre que en las aplicaciones se suponga á los valores de aquella 
distancia precedidos de los signos (-}“) ó (— ), según que se cuenten en 
la dirección que se supuso ó en la opuesta.

Este principio importantísimo fue establecido por Descártes, y 
debe considerarse como una convención adoptada, y  confirmada
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despuos por numerosas aplicaciones, i>ero no como una proposi­
ción susceptible de ser demostrada a 'p'ñoTx.

6. El siguiente ejemplo aclarará más el uso de las cantidades 
negativas en las aplicaciones del Álgebra á la Geometría: dada 
una recta A B =  a (Fig. 2) dividirla en media y  extrema razón, 
es decir, en dos partes, A M  y B M , tales que la mayor A M  sea 
inedia proporcional entre la menor B M y  la recta dada A B. Lla­
mando X á la distancia A M, se tendrá B M =  a — x ,  y el pro­
blema estará planteado en la proporción

a \ x : : x : a  — x ó — aXy

que da para x  los dos valores

4  P R IM B R A  P A R T E  , O A P . I .

E l primero es positivo, y para construirlo se levantará en el 

extremo B la perpendicular B O =  -5-  a , y  uniendo A con O se
ái

tendrá A O Describiendo ahora una circunferencia

desde el punto O como centro con el radio O B, resultará

A D = A O — OD V i_  4- a* — _  *= o; ;

de modo que llevando A D sobre A B quedará determinado el 
punto M por la misma construcción conocida en Geometría. El va­
lor negativo es numéricamente mayor que a , y  no puede, por lo 
tanto, servir de solución al problema tal como está enunciado, 
pues el punto M debe estar situado entre A y  B j pero si prescin­
diendo de esta restricción se da á dicho valor la interpretación ex­
presada en el mimero anterior, habrá que tomarlo en sentido 
opuesto al A M, ó sea desde A hacia M'. Su valor absoluto es

A D' =  —  H- o* — X ,

y  tomando A =  A D ' se conocerá el punto M' que debe sa-



tisfacer á las condiciones algebraicas del problema expresadas en 
el planteo, j  el enunciado deberia cambiarse diciendo que da­
dos dos puntos A y B sobre una recta indefinida, se pide hallar el 
2yunto M tal que su distancia al punto A sea media proporcional en­
tre su distancia al punto B y  Za magnitud A B . Si en este caso se 
hubiera supuesto en M' el punto buscado, y tomado por incóg­
nita A se tendría BM ' =  a +  ¿r, y  el problema estaría
planteado en la ecuación

PO S IC IO N  D E  UN PU N TO  Y D E  DNA K ECTA . 5

que sólo difiere de la anterior en el cambio de x  en — .r, y  da los 
valores

iguales y de signos contrarios á los anteriores. El primero es po­
sitivo y da el punto M', y el segundo negativo y da el punto M en 
la dirección opuesta.

Si se quiere que los dos valores de x  sean positivos, no hay más 
que suponer que es B el punto desde donde se cuentan las distan­
cias, y  considerar positivas las dirigidas hácia la izquierda, pues 
entóneos los dos puntos M y  M' estarán en la misma dirección. 
En efecto, suponiendo B M =  ¿r, se tendrá

A M = * a — X Ò = x  — a,
y  en los dos casos el problema estaría planteado en la ecuación

(a — £c)* =  a x  ,
que da dos valores positivos

3 a . / 5 a*
T  ~ \ l ~ r  '

uno mayor y  otro menor que a.
flesulta de lo expuesto que la raíz negativa obtenida prime­

ramente ha servido para manifestar una restricción impuesta en 
el enunciado y no tenida en cuenta en el planteo ; pero no pudien- 
do prescindirse de aquélla, se debe desechar la solución indicada
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por dicha raíz. Si al plantear el problema del segundo enunciado 
se hubiese supuesto el punto M entre A y  B , particularizando así 
su posición, la raíz negativa hubiera indicado una segunda solu­
ción en sentido opuesto á la que se supuso, pues la restricción no 
estaba entre las condiciones del enunciado, sino que había sido in­
troducida en el planteo del problema. De todos modos, y ya sean 
admisibles ó no las soluciones indicadas por los valores negativos 
de las incógnitas, éstos sirven siempre para generalizar los resul­
tados, haciendo desaparecer las restricciones impuestas en el enun­
ciado ó introducidas en el planteo.

Si en el supuesto de haber tomado por origen el punto B se 
hubiera fijado el punto pedido en M", tomando por incógnita la 
distancia B =  x , sería A M" =  ct -f- .2?, y el problema estaría 
planteado en la ecuación

(a H- x)* — a x  , 
que da para x  los dos valores imaginarios

—
3 a*

que no indican que el problema es imposible, pues tiene dos solu­
ciones , sino que es absurda la hipótesis hecha de estar el punto M" 
á la derecha de B , pues no puede la distancia A M" ser media 
proporcional entre otras dos A B y  B M", necesariamente meno­
res que ella. Es muy conveniente tener en cuenta esta significación 
de los valores imaginarios de las incógnitas, que en otros casos 
indicarán imposibilidad en el problema propuesto.

7. Volviendo ahora al número 3, se ve que para determinar un 
punto sobre una línea bastará conocer la distancia que lo separa 
de otro fijo, la que deberá estar precedida del signo que indique la 
dirección en que deba contarse. Este punto fijo se llama origen^ y 
abscisas dichas distancias con sus signos correspondientes, debien­
do adoptarse una dirección, que generalmente es de izquierda á 
derecha, para las distancias positivas, y la opuesta para las nega­
tivas.



8. Según estas definiciones la fórmula [1] del número 4 puede 
enunciarse en todos los casos diciendo que la abscisa X  de un pun~ 
to M', con relación á otro punto M, es igual á la diferenciad— as 
de las abscisas de estos dos puntos con relación á un mismo origen, 
cualquiera que sea su posición.

9. Si el punto M (Fig. 3) cuja posición se quiere determinar 
está en un plano dado, se refiere ésta á dos rectas fijas X  X ', 
Y Y ' situadas en este plano y que se corten bajo un ángulo cual­
quiera , que generalmente es recto. Tirando por M las paralelas 
M Q y M P  á X X ' é Y  Y ' se obtendrán dos puntos P  y Q , que 
una vez conocidos determinarán el punto M , porque tirando por 
ellos las paralelas P M y Q M á Y Y ' y X  X', su punto de en­
cuentro será el que se busca, quedando reducida la cuestión á 
determinar la posición de P  y  Q sobre las rectas X X ' é Y Y', lo 
que, según lo expuesto en el número 7, estará conseguido cuando 
se conozcan sus distancias O P  y 0  Q al punto O en que aquéllas 
se cortan, las cuales deberán estar precedidas de los signos que in­
diquen la dirección en que deban tomarse y reciben el nombre de 
coordenadas rectilíneas del punto M, así como las rectas X X  y Y Y' 
el de ejes coordenados, y el punto O el de origen de las coordenadas. 
En particular reciben el nombro de abscisas las contadas sobre el 
eje X  X', y el de ordenadas las contadas sobre el Y Y'. Los puntos 
P  y Q son las proyecciones de M sobre los ejes, ortogonales ú obli­
cuas, según que éstos sean ó no perpendiculares. En el primer caso 
las coordenadas se llaman rectangulares, y  oblicuas en el segundo.

10. Generalmente se consideran positivas las abscisas contadas 
de izquierda á derecha y las ordenadas contadas de abajo á arri­
ba, y negativas las opuestas; de modo que llamando x , y  á las 
coordenadas de un punto cualquiera, se tendrá (¿r =  O P , y =  O Q) 
si el punto M está en el ángulo Y O X, (¿r =  — O P ', y =  O P) 
para M' en el ángulo Y O X ', (.r =  — O P ', y =  — O QQ para 
M" en el X ' O Y' y Or =  O P, y =  — O QO para M'" en el Y' O X.

11. Para fijar la posición de un punto cuyas coordenadas son 
conocidas se tomarán sobre los ejes, á partir del origen y en la

P O S IC IO N  D E  UN PU N TO  Y  D E  UNA R E O T A . 7
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dirección indicada por los signos de aquéllas, magnitudes iguales 
á sus valores absolutos, j  trazando por los puntos así obtenidos 
dos paralelas á los ejes, su punto de encuentro determinará el 
que se busca. Observando que en todos los casos O P  =  M Q , 
M P  =  O Q, podrá determinarse el punto M tomando O P  so­
bre el eje O X  7 P  M =  y sobre la paralela al Y tirada por P, ó 
bien 0  Q =  y sobre el eje Y y Q M =  ¿r sobre la paralela al X 
tirada por Q. Si una ó las dos coordenadas fueran negativas se to­
marían sus magnitudes en dii’eccion opuesta, determinando así 
los puntos M', M'' ó M'".

12. La posición de un punto en el espacio se determina de una 
manera análoga considerando tros rectas X ' X, Y' Y, Z Z' (figu­
ra 4), que se corten en un punto O y que no estén en un mismo 
plano, cuyas rectas y  los pianos X  Y, Z Y y X  Z que fonnan 
se llaman ejes y planos coordenados. Si por el punto M que se 
quiere determinar se tiran tres planos M P , M Q y M R  para­
lelos á los coordenados y que corten á los ejes en los puntos 
P , Q y 11, su posición será conocida si lo son, en magnitud y  
signo, las distancias O P , O Q y O R , pues bastará tirar por los 
puntos P, Q y  R determinados por ellas tres planos paralelos á los 
coordenados, que se cortarán en un punto único M, que será el 
que se busca.

13. Tirando por el punto M tres rectas M A , MB y  M C, para­
lelas á los ejes, que corten á los planos coordenado.? en-los puntos 
A, B y  0  so tezidrá M A “ O R ;  M B  =  OQ ;  M C = O P ,  y estas 
tres nuevas magnitudes, que representan las distancias del punto 
M á los planos coordenados medidas en la dirección de los ejes, 
pueden servir, lo mismo que las primeras, para determinar la po­
sición de dicho punto. Estas tres magnitudes algebraicas se lla­
man coordenadas del punto M, tomando en particular el nombre 
de abscisas las contadas en dirección del eje X , y de ordeiiadas en 
el plano X Y  d en el espacio las paralelas á los ejes Y y Z. Los 
puntos P, Q, R, A, B, C son las proyecciones coordenadas del 
punto M sobre los ejes X , Y, Z las tres primeras, y  sobi-e los pía­



nos X  Yj X  Z, Y Z las últimas. Si los ejes son perpendiculares las 
proyecciones son ortogonales.

14. Para saber los signos que convienen á las coordenadas de 
un punto debe tenerse presente si sus proyecciones sobre los ejes 
están en éstos ó en sus prolongaciones; así el punto M en el trie­
dro O X  Y Z  tiene todas sus coordenadas positivas, y el M' en el 
O X ' Z' Y tiene negativas x , z , y  positiva y.

15. Trazando todas las aristas del paralelipípedo 0  M formado 
por los planos eoordenados y  los paralelos á éstos tirados por el 
punto M, se ve que puede llegarse ú éste desde el origen recor­
riendo seis contornos O P A M ,  O P B M ,  O Q A M ,  O Q C M ,  
O R B J ^ t y O R O M ,  diferentemente situados, pero formados por 
tres rectas iguales cu magnitud y dirección á las coordenadas de 
aquel punto.

16. De todo lo expuesto se deduce que un punto estará deter­
minado por una ó dos coordemidas si está colocado sobre una línea 
ó un plano dados, y por tres si está en el espacio ; entendiéndose 
que estas coordenadas deben considerarse siempre como cantidades 
algebraicas con el signo que las corresponda.

17. Sea ahora la recta M M ' (Fig. 5) aquella cuya posición 
quiere determinarse en un plano,-lo que se conseguirá conociendo 
uno do sus puntos M y  la dirección que debe seguir. Aquél estará 
determinado por sus coordenadas O P  y M P, y ésta por el ángulo 
m O X  que con una recta dada OX  forme una paralela 0 w, á la pri­
mera tirada por im punto cualquiera O de la segunda. Este ángu­
lo es el recorrido por una recta móvil que partiendo de la posición 
O X gire al rededor del punto O hasta tomar la O m, y para de­
terminarlo bastai’á conocer la extensión de esto movimiento y la 
dirección en que so ha verificado. La extensión se mido en grados, 
minutos V segundos, según enseña la Geometría, y la dirección, 
análogamente á lo dicho respecto á las distancias, se define con 
un signo, considerando positivos los ángulos contados en una di­
rección, de O X  4 O m , por ejemplo, y negativos los contados en 
la opuesta, ó sea de O X  á O m.

PO S IC IO N  1>E ÜN PU N TO  Y D E  UNA R E C T A . 9



18. Si la recta O m continúa su movimiento después de haber
liecho una ó várias revoluciones completas en sentido positivo ó 
negativo, volverá á pasar por las mismas posiciones que ya habia 
ocupado, y por lo tanto estará determinada lo mismo por el ángulo 
a, que puede tener un valor cualquiera, que por los ángulos 
2 x - h  a, 4 TT H -a ..... , ó en general por 2 w«, siendo n im nú­
mero entero.

19. Puesto que según lo acabado de exponer puede añadirse á 
un ángulo un número cualquiera de circunferencias sin que siifra 
alteración la dirección que determina, podrá convertirse en posi­
tivo un ángulo negativo tomando un número suficiente de cir­
cunferencias positivas.

20. Si según lo dicho en el número 17 se fijan las direcciones 
de dos rectas M M' y N  N ' por los ángulos a y a '  que forman 
con el eje O X  las dos paralelas á aquéllas O w y O n, y aplicando 
aquí la discusión del número 4 , se quiere determinar el ángulo é 
de estas dos rectas, evidentemente igual al de las propuestas, se 
tendrá en todos los casos

1 0  P R IM E R A  P A R T E , C A P. I .

I =  a' — a ,

cualesquiera que sean los signos y  magnitudes de 6, ay a'.



CAPITULO II.

LÍNEAS TRIGONOMÉTEICAS.

21. Las posiciones de los puntos están determinadas, según lo 
expuesto en el capítulo anterior, por magnitudes algebraicas, y 
éstas pueden representarse por cantidades que permiten introdu­
cir en las operaciones analíticas aquellas posiciones, sin que en 
esto baya dificultad alguna, al ménos en teoría, pues sólo exige 
la medición de las expresadas magnitudes, ó sea su comparación 
con la unidad respectiva.

No sucede lo mismo con la posición de las líneas rectas, que se 
fija por un ángulo, cuya medida en grados, que es la que enseña 
la geometría, no puede combinarse con las lineales por ser can­
tidades heterogéneas, siendo indispensable evitar esta dificultad 
si se quiere aplicar con toda generalidad el Álgebra á los proble­
mas geométricos. Esto puede conseguirse comparando, no la am­
plitud del arco que sirve de medida á un ángulo, sino su lon­
gitud , á la misma unidad lineal que ha servido para medir las 
magnitudes rectilíneas, pues de esta manera todos los elementos 
necesarios para determinar las posiciones de puntos y rectas esta­
rían expresados por cantidades de la misma especie.

La operación necesaria para obtener la longitud de un arco es 
impracticable con exactitud, ademas de ser muy prolija, por cuyo 
motivo se reemplaza en la medida de los ángulos el arco compren­
dido entre sus lados por las relaciones que existen entre ciertas



magnitudes rectilíneas, cujo estudio y  el de sus aplicaciones á la 
resolución de triángulos constituye la Trigonometria.

22. Sean (Fig. 6) O X , O Y dos ejes coordenados rectangula­
res,^ O M (*) una recta que parte del origen O y  forma con”o  X 
un ángulo cualquiera « positivo ó negativo; A m  el arco descrito 
por un punto de una recta móvil que partiendo de la posición 0  X 
gire al rededor del punto O hasta tomar la O M, cuyo arco puede 
ser positivo ó negativo, y  mayor que una ó várias circunferen­
cias , i =  O A =  0  el radio de este arco, esencialmente positivo,
y  .r,y las coordenadas del punto m, positivas ó negativas según su 
posición.

Cualquiera que sea el valor de ?•, las relaciones —

serán constantes, de modo que bastará conocer una de éstas y  los 
signos de a-, y, ó sea los valores algebraicos de dichas relaciones 
para determinar el ángulo a y  la posición de la recta O M.

23. Estas relaciones, llamadas líneas trigonométricas dol án- 
guio a, reciben los nombres siguientes :

\." Seno. La relación algebraica entre la ordenada y el ra­
dio, que será del mismo signo que y. Si se adopta el radio j.or 
imidad de longitud, el será igual á la ordenada m P, ó bien 
a la mitad de la cuerda que subtiende un arco doble de A m.

2." Cosmo. La relación a l g e b r a i c a e n t r e  la abscisa y el ra­
dio, que será del mismo signo que x.

o." Tangente. La relación algebraica ~  entre la ordenada vX J
la abscisa, que será positiva ó negativa según que m^y tengan los 
mismos signos ó contrarios. Para comprender el origen de este 
nombre basta tirar por el punto A la tangente A T al arco A ?/i, 
que encontrará en T al radio 0  m convenientemente prolongado 
y  llamando ¿ á la magnitud A T, que será positiva ó negativa se-

( )  bn la figura las letras JI,  /», T  citadas en el texto, llevan uno dos 
res y cuatro acentos, para indicar que los raciocinios generales iic<‘lio8 en 

aquel son aplicables ¿ cualquier posición de la recta móvil.

PR IM K R A  P A R T E , C A P. l i .
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gun se cuente en el mismo sentido que O Y ó en el opuesto la re-
t  « t/lacion — ó ¿ si T =  1 , será en todos los casos igual á — , que re­

cibe por este motivo el nombre de tangente del ángulo a.

4. ® Cotangente. La relación inversa y  del mismo signo 

que la tangente.

5. “ Secante. La relación inversa y del mismo signo que

el coseno. Prolongando el radio O M basta que encuentre en T  ¿ 
la tangente A T  se formará una secante indefinida, y llamando s 
la parte comprendida entre O y T, que será positiva ó negativa 
según que los dos puntos ín y T estén ó no al mismo lado del

centro , la relación ó s , si r  =  1 , es en todos los casos igual 

en magnitud y signo á que se llama por esta razón secante 

del ángulo a.

6. ® Cosecante. La relación inversa y del mismo signo que 

el seno.
24. Para designar en el cálculo las líneas trigonométricas del 

ángulo a , se adoptan las abreviaciones siguientes ;

sen. a : eos. a X y

cot. a r r: sec. o «= — : cosee. « ~  — .
a: ■ y

Si el ángulo a es el formado por las dos rectas O M y O X, pue­
de designarse por la notación (M, X ) y se tendrá

sen. (M, X) =  i í- ; eos. (M, X) =  - ;  tg. (M, X) ;
7* T  %

cot. (M, X) =  — ; sec. (M, X) =  — ; cosec. (M, X) =• —y X y

Estas fórmulas representan las definiciones más rigorosas de las 
líneas trigonométricas, y servirán de base en lo sucesivo, quedan-
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do las representaciones geométricas sin otro objeto que recordar 
los nombres j  significaciones.

25. Suponiendo que el ángulo a tome valores crecientes á par­
tir  de cero, el punto A recorrerá todos los de la circunferencia ; y  
de los valores cjue tomen en cada caso a; é y  se deducirán los que 
correspondan á las líneas trigonométricas :

1. ° Si
a =  0 , será a? =» r, j' — 0 ,

y por consiguiente

sen. 0 = 0 ;  eos. 0 =  1; tg. 0 =  0 ; 
cot. 0 =  co ; sec. 0 =  1; cosec, 0 =  oo .

Creciendo « hasta 90°, x  disminuirá hasta cero, é y aumentará, 
hasta r, de modo que el seno, la tangente y la secante crecerán, y 
decrecerán el coseno, la cotangente y  la cosecante.

2. ° Cuando
« — 90°, será « =  0, y =  r,

y  por lo tanto

sen. 90" =  1 ; eos. 90° =  0 ; tg. 90° =  oo ; 
cot, 90° =  0 ; sec. 90" =  oo ; cosec. 90° =  r.

De 90° á 180°, ^ é y varían en valor absoluto en sentido inverso 
que de 0 á 90°; pero a  es negativa, así como el coseno, la tan­
gente, la cotangente y  la secante, permaneciendo positivos el 
seno y la cosecante.

3. ° Para
a =  180“, será x —  — r, y =  0 , 

y

sen. 180° =  0 ; eos. 180° =  — 1 ; tg. 180° =  0 ; 
cot. 180° =  — co ; sec. 180° =  — 1 ; cosec. 180° =  co.

De 180° á 270° los valores absolutos de á,’, y , y por tanto, los 
de las líneas trigonométricas varían como de 0 á 90°, pero siendo 
negativas las dos coordenadas, lo serán también el seno, el coseno, 
la secante y  la cosecante, y positivas la tangente y  cotangente.
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a*=270‘’, a: =  0 ; y =  — r,

1 5

sen. 270“ = *— 1; eos. 270 =  0; tg. 270“ = — oo; 
cot. 270° =  0; sec. 270“ = o o ;  cosec. 270“ = — 1.

De 270 ' á 360° los valores absolutos de las líneas trigonométricas 
varían como de 90“ á 180°, y  siendo ¿c positiva é y  negativa, el 
coseno y  la secante serán positivas, y el seno, la tangente, la co­
tangente y la cosecante negativas.

5.“ Cuando a =  360“ el punto A  vuelve á su posición primitiva 
tomando las líneas trigonométricas los mismos valores que para 
CE — 0.

26. Si a sigue creciendo, los valores x é y  serán los mismos 
que se han estudiado hasta aquí, demostrando que las líneas trigo­
nométricas de un ángulo no varían cuando se añadan á éste un nú­
mero cualquiera de circunferencias, que pueden ser positivas ó ne­
gativas, pues al terminar la rotación completa del punto m en una 
ú otra dirección, siempre volverá á su posición primitiva. Esta 
propiedad concuerda con lo dicho en el núm. 18.

27. Observando los valores que toman las líneas trigonométri­
cas se ve que el seno y coseno varian entre +  1 y — 1 , la tangente 
y cotangente entre 4- y  — oo, y la secante y  cosecante entre 
±  1 y ZÌZ í» ; de modo que las segundas son las únicas que pue­
den tener un valor cualquiera.

28. No considerando sino los valores absolutos de las líneas tri­
gonométricas , se ve que siempre son iguales.á las del ángulo agu­
do formado por la recta O M con el eje O X  ó su prolongación, 
pues son iguales los valores análogos de x é y ;  de donde se deduce 
que pueden obtenerse los valores de dichas líneas correspondientes 
á un ángulo cnalquiera por medio de las de otro menor que 90°, 
precedidas de los signos que las correspondan según la discusión 
del núm. 25, lo que se expondrá más adelante.

29. Del número 26 se deduce que habrá varios ángulos á quienes



corresponda una misma linea trigonométrica, un mismo seno, por 
ejemplo ; y  para obtener ima fórmula que los comprenda bastará 
resolver el problema siguiente : dado el seno de un ángulo, determi­
nar éste.

Sea/) el seno dado; si con un radio arbitrario r  se traza una 
circunferencia y  se designan por {w,y) Jas coordenadas del punto 
m en que corte á la recta OM  (Fig. 6) que forma con O X  el

ángulo pedido, la fó rm u la /i=  dará el valor de y, quedando

el problema reducido á determinar sobre dicha circunferencia un 
jninto que tenga esta ordenada, que deberá ser menor que el ra­
dio, lo que exige p  <  1 , para que aquél, sea posible. Tomando, 
pues, sobre el eje Y una magnitud O Q = y ,  y trazando por Q 
una paralela m m á O X, se obtendrán dos puntos m" y  m', que 
unidos con O, darán dos rectas O M' y O M", tales que todos los 
ángulos que partiendo de O X  terminen en ellas satisfarán á la 
condición propuesta. Llamando a al ángulo agudo O X, la ex­
presión de todos los que terminen en O M' será 2 « tt -(- a (26), 
siendo n un niimero entero cualquiera positivo ó negativo, y  se 
tendrá sen. a =  sen. (2 n t: - j -  «) (1).
El ángulo M" 0  X  será igual á tc — y  Jos que terminen en 0  M" 
tendrán por expresión

siendo entóneossen. « = s c i i .  [ ( 2 a - f - l )  n — a] (2).
Estas fórmulas [ 1] y  [2] comprenden con toda generalidad ios 
ángulos positivos y  negativos que tienen un mismo seno.

80. Si se conoce el coseno g, se determinará el valor de x, que 

deberá ser menor que el radio, j>or la fórmula que exige,

por lo tanto, ^ 1 para que el problema tenga solución. Tomando
ahora O P = . k, la paralela m ' al eje Y determinará dos pun­
tos m* y  7n. , talos quo todos los ángulos que partiendo de O X

P R IM E R A  P A R T E , O A P . t i .
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terminen en O M' ú O M''' tendrán por coseno la cantidad dada. 
Llamando a al ángulo agudo X O M ' ,  los terminados en O M' 
tendrán por expresión 2niTH-a, el X B A ' B ' M "  será igual á 

— 2, y  los'que terminen en O M" estarán representados por 
2 níT-f- 2  7: — 3, ó bien por 'Jnr.— a, pudicndo establecérsela 
fórmula

eos. 3 =  eoŝ  (2 nn  d r «) (3) ,

que comprende todos los ángulos que tienen un mismo coseno, 
siendo n, como anteriormente, un número entero cualquiera po­
sitivo ó neírativo.



CAPITULO III.

PEOYECCIONES DE LAS LÍNEAS RECTAS.

31. La proyección de un punto M (Fig. 7) sobre una recta OX 
es, según lo dicho en el iiúm. 13, el punto P  en que corta á esta 
recta un plano M P  paralelo á otro dado Y 0  Z , que si es perpen­
dicular á 0  X hace que la proyección reciba el nombre de orto­
gonal.

Si dos puntos M y M ' se proyectan en P  y P ' sobre el eje 0  X, 
la distancia P P ' tomada con el signo que convenga á la dirección 
P  P ' es lo que se llama ’proyección de la recta M M' sobre el mismo 
eje, siendo indicada dicha dirección por el orden en que se enun­
cien los puntos M M' y sus proyecciones. Así la proyección de 
M M' es +  P P ' y la de M' M es — P  P'.

32. Siendo P P ' la diferencia entro las abcisas O P ' y  O P  de 
los ¡juntos M' y M, cualquiera que sea la situación relativa de los 
puntos O, M y  M', se deduce de la consideración anterior y  de las 
del número 4 que la proyección de una recta sobre un eje es igual á 
la diferencia x' — x de las abscisas de sus extremos.

33. Extendiendo esta demostración á los tres ejes coordenados 
se deduce que las proyecciones sobre cada nno de ellos de la recta 
que una dos puntos cuyas coordenadas sean (a-, y , z ) , {x', y \  ,s') 
serán iguales respectivamente á x' — a?, y ' — y, y z' — z.

34. Fundándose en esta propiedad se demuestra el siguiente
teorema : la suma algebraica de las proyecciones de los lados de una 
linea quebrada cualquiera M M' M"..... M, {Fig. 8) sobre un ^e  O X
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es igual á la proyección sohre el mismo eje de la recta M M, que une 
los dos extremos de aquélla.

Sean á?, x', x”, x '” .....x^ las abscisas de los puntos M, M', M",
M '" .....M j; la proposición del núra. 32 da las ecuaciones

proyección do M M' =  a/ — » , 
id. deM'M" =  ®"—
id. de — a?".

id. de M' '̂ M, =- a?, — x " \

que sumadas dan proyección de la linea quebrada M M' M "... 
... Mi =  .r, — X =  proyección de M M,.

Fácilmente se comjn-cnde esta propiedad, pues cada punto M', 
cuya abscisa 0  P ' =  x' es mayor que la O P  =  a* del punto anterior 
M, hace avanzar el punto P  una magnitud positiva x*— x — P P ', 
y  cada punto M'" cuya abeisa O P"^ =  af" e.s menor que la 
O P" — x" del anterior M” hace avanzar xxna magnitud noga- 
tiva x'" — A*"'= — P " P '"  al punto P " , qxie retrocede, por tanto, 
á P '"  para avanzar de nuevo si la abscisa del punto siguiente es 
mayor que x'".

35. Si los puntos M y M' de la figura 7 se suponen situados en 
el plano X Y  y se designan por ( r , y )  (aé^y) sus coordenadas re­
feridas á dos ejes rectangulares O X  y  O Y (Fig. 9), las proyeccio­
nes de la recta M M' sobre éstos serán iguales en magnitud y sig­
no á .r '— x^ y ' — ?/(33), y pueden determinarse fácilmente en 
función de la magnitud M M', que se designará })or d, y  del án­
gulo formado por esta recta con el eje O X. Pai-a conseguir esto 
se trsizaráu por el punto M dos eje.s M X ', M Y' paralelos á O X, 
O Y y con la ixiisma dii’cccioii, con lo qne las coordenadas (MP", 
M' P") del punto M' con relación á los nuevos ejes serán eviden­
temente iguales en magniUxd y signo á las proyecciones de M M' 
sobre éstos ó sobre los X, Y, y el ángulo íbrmado j)or M M' con 
MX',  que se designará por (M, X ') , será igual al que forman 
M M' y O X , ó (M, X). Esto supuesto, y según las definiciones 
del núm. 23, se tendrá
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M V" t' _
eos. (M, X ) «= eos. (M , X ') -=  =  i ' ___

sen. (M, X ) =asen. (M , X ') M' P' V — y
M. M'

o hiev

x '~~x =  dco^. (M, X ); y — ^^==rfsen. (M, X).

En estas fórmulas ¿c, y, y  representan cantidades algebrai­
cas , d lina longitud esencialmente positiva, y  la indicación (M, X) 
el ángulo formado por la recta M M' con la dirección positiva del 
eje O X.

36. Cuando dos rectas en el espacio se cruzan, se mide el án­
gulo que forman por el de dos rectas paralelas á ellas tiradas por 
un punto cualquiera en la misma dirección, pudiéndose, en virtud 
de esta definición, ampliar á este caso las fórmulas encontradas en 
el número anterior. Sea M M' (Fig. 10) la recta que se proyecta 
ortogonalmente en P  P ' sobre el eje O X  j si se tira por M la recta 
M X' paralela 4 O X  y  en su misma dirección, Ja jiroyeceion M X 
de M M' sobre este nuevo eje será igual, en magnitud y  signo, 
^ ^  y  ángulo (M, X ') será el formado por M M' y O X, que 
podrá siempre designarse por (M, X). Aplicando ahora á las rec­
tas M M 'y  MN, situadas en un mismo plano, la primer fórmula 
de las obtenidas en el número anterior, resulta

M N M M' eos- (M, X ) ,
ó bien

x ' ~ x = ^ d  eos. (M, X) ,

que generalizando dicha fórmula, demuestra que la proyección or­
togonal de una recta sohre otra es igual en magnitud y  signo al pro­
ducto de la longitud de la pAmera por el coseno del ángulo que 

forman.
La generalidad de las definiciones del núni. 23 hace que esta 

propiedad sea igualmente cierta, cualquiera que sea la situación 
que los puntos M y M' tengan entro sí.

37. De lo expuesto hasta aquí so deduce el modo de hallar la
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distancia entre dos puntos dados por sus coordenadas rectangula­
res , lo que equivale á detérmiíiar la magnitud d  de las ídrmulas 
anteriores en función de sus proyecciones ortogonales.

Sean los puntos M y M' (Fig. 11) dados por sus coordenadas 
(á?, y, c) (.r'j y ,  z ) ; si por cada uno de ellos se tiran tres planos pa­
ralelos á los coordenados se formará un paralelipípedo rectángulo, 
cuyas aristas serán iguales en magnitud y  signo á las proyecciones 
de M M' sobro los ejes, óbien (33) á x '— x, y — y, z' — y su 
diagonal M M' =  íZ, cuyo cuadrado os igual á la suma de los cua­
drados de las aristas, estará determinada por la fórmula

=  {x’ -  -h  (y' -  y f  +  (ri -  z)\

que se reduce 4

si los dos puntos están colocados en el plano X  Y, pues z y  z' se­
rán iguales á cero.

En el caso que el punto M coincida con el origen, sus coorde­
nadas serán nulas y  las fórmulas anteriores se reducen á

Estas cuatro fórmulas demuestran que la distancia nutre dos 
puntos es igual d la. raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de 
las diferencias de sus coordenadas ; y  que la distancia del origen d tin 
punto es igual d la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de 
las coordenadas de éste.

38. Aplicando la proposición del núm. 36 á las proyecciones de 
la distancia d  sobre los tres ejes, y designando por (d, X) (¿Z, Y) 
y (íZ, Z) los ángulos que forma con cada uno de ellos, se obtienen 
(33) las ecuaciones

x' — x =  d eos. (<Z, X), 
y ' — y =  déos, (d, Y), 
t ' — z ^ d  eos. (d, Z),

que sumándolas después de elevar al cuadrado los dos miembros



década una, y teniendo presente la primer fórmula del número 
anterior, dan la relación notable

eos.* {d, X) -heos.“ (d, Y) -h  eos.“ (d, Z) =  1,

que demuestra que la suma de los cuadrados de las cosenos de los án­
gulos que una recta forma con tres ejes rectangulares es constante e' 
igual á la unidad.

39. De las proposiciones de los números 34 y 36 se deduce la 
siguiente:

S i una línea quebrada cualquiera conduce de un punto á otro, la 
proyección ortogonal de la recta que une estos dos puntos sobre un 
cualquiera es igual d la suma de los productos de cada uno de los la­
dos de aquélla por el coseno del ángulo que forma con el eje.

Llamando ¿ r , l a s  abscisas de los pimtos extremos; d, d', d".....,
las longitudes de los diversos lado.s, y designando por (d, X ), 
(d ',X ), {d", X )..... los ángulos que fonnan con el eje, la proposi­
ción anterior estará expresada por la fórmula

x' — x =  d eos. (d, X) -h d' eos. {d', X) -h  d" eos. {d", X) - h ....

40. De esta propiedad se deducen las soluciones de los siguien­
tes problemas:

P roblema I.— Dadas las coordenadas x , y , 7. de un puido con 
relación á tres ejes cualesquiera O x, O y, O?., determinar la abscisa 
ortogonal del mismo punió con relación á eje O X que parta del 
mismo origen O de los primeros y forme con ellos ángulos conocidos.

La abscisa x y dos paralelas á las ordenadas y , z, forman (15) una 
línea quebrada que conduce desde el origen al punto dado, y cuyos 
lados forman con el eje O X  ángulos iguales á los de éste con los 
coordenados; y  la abscisa pedida, que se designará p o r X ,  osla 
proyección sobre el mismo eje de la recta que une los extremos de 
dicha línea quebrada; aplicando, pues, la jn-oposicion anterior, se 
obtiene la fórmula

X ~ x  eos. (X, x )-h  y eos. ( X,y) -h z eos. (X, z ) , 

que resuelve la cuestión propuesta.
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41. P roblema I I .— Dados los ángulos que dos recias X é" Y, d 
ms paralelas O X  y O Y tiradas por el origen en su misma dirección, 
forman con tres ejes coordmados rectangulares O x , O y, O z , deter­
minar el que forman entre si.

Tomando sobre la recta O Y, á partir de O, una magnitud cual­
quiera designada por Y, y  proyectándola sobre O X , se tendrá, 
llamando X  esta proyección (36),

A' =  T  eos. (X, Y).

Pero si (¿r, y, z) son las coordenadas del extremo de la magni­
tud Y, ó sean las proyecciones de esta magnitud sobre los eies 0 « , 
Oy, Oz,BQ tendrá igualmente

a;í= r  eos. (Y, íc); y = - P eos. (Y ,y ); Feos. (Y, z).

Sustituyendo los valeres de X,  x, y, z  en la fórmula del número 
anterior, y suprimiendo el factor Y, común á todos los términos, 
resulta
eos. (X, Y) =  eos. (X, «) eos. (Y, ®)-»- eos. (X, y) eos. (Y, y) 4- eos. (X,«) coa. (Y, z), 

que demuestra, que el coseno del ángulo que forman dos rectas emel 
espacio es igual á la suma de los productos de los cosenos de los ángu-- 
los formados por estas rectas con cada uno de tres ejes coordenados 
rectangulares.

42. Cuando las rectas dadas estén situadas en el plano a:, y ó en 
uno paralelo á éste, serán peiqiendiculares al eje y desapare­
ciendo el último término de la fórmula anterior, quedará ésta re­
ducida á la siguiente:

eos. (-X, Y )« = cos. ( X ,t) eos. (Y ,íc)H -cos.(X ,y) eos. (Y, y).

43. Si las rectas X , Y son perpendiculares entre s í, se tiene 
eos. (X, Y) =  O, y Jas fórmulas anteriores se reducen á las si­
guientes relaciones entre los ángulos de estas rectas con los ejes 
eos. (X,a;) eos. (Y,a;)-+-cos. (X, y)eos. (Y,y) -heos. (X, z) eos, (Y, r) =0,

eos. (X, a;) eos. (Y. a:) -h eos. (X, y) eos. (Y, y) =  0.

PR O Y E C C IO N E S D E  LAS L ÍN E A S  R E C T A S . 2 B



CAPITULO IV.

FÓRMULAS TRIÜONOMÉTIUCAS.

44. Las diversas líneas trigonométricas de un ángulo tienen en­
tre sí relaciones importantes, y  para conocerlas se deberá partir de 
las fórmulas siguientes:

y X  ysen. a =  — ; eos. a =  —  • tir. a =  .
r r  ’ ® X '

a; r  r
cot. a «= — ; seo. « «= — ; cosec. « ~  — : 

y X ’ y '

que son (24) las que establecen las definiciones de dicha.? líneas.
Sumando las dos primeras, después de elevar al cuadrado los 

dos miembros de cada una , y  observando (37) que 
resulta

sen.® a eos.* o =  l .  ( i )

Dividiendo la primera por la segunda, y vice-versa, se obtiene, 
en virtud de la tercera y  cuarta,

tg.a. sen. a
eos. a ( 2) cot. a ■

sen. a ( 8)

resultando asimismo las siguientes de comparar la segunda con 
la quinta y la primera con la sexta :

sec. a
eos. « (4) cosec. « sen. a (5)



Estas cinco relaciones que existen entre las seis líneas trigono­
métricas de un ángulíj permiten, cuando se conozca una de ellas, 
determinar las demás.

45. Si se da el seno, por ejemplo, y se j)ideu el coseno y la 
tangente, se deducirá de las ecuaciones [1] y  [2]
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coa . a = s z b  t / 1 —  sen.^ a ; tg. %
sen. a

\ /  \  — sen.*a

y debiéndose tomar simúltáneamente los signos superiores ó los 
inferiores, se deduce que á un mismo seno eorre.«ponden dos ángu­
los cuyos cosenos y tangentes son iguales en magnitud y de sig­
nos eonti-arios. Es fácil comprobar esta propiedad, pues las dos 
rectas O M' y O M'' (Fig. 6) forman (!on el eje X  ángulos que 
tienen un mismo seno (29) y cuyos cosenos y tangentes son evi­
dentemente iguales y de signos contrarios.

46. Si se conoce el coseno, las mismas fórmulas dan los valores

sen. a ± t / r = eos.* « ; tg. a =  di;
i / r coa. a

eos. a

que conducen á consideraciones análogas.
47. Cuando se conozca la tangente, dichas fórmulas dan suce­

sivamente :

1 OOR  ̂Ot
tg.=» a =  ---- _   ̂ ' ; eos."* a (1 -h  tg.* a) «« l  ;

eos. a 1
\ / 1 -b tg .*  a

3— ; Ken. a =  eos. a tg. a ■= +
l / l - h t g . * a

que también producen las mismas consecuencias.
48. Sean ahora dos ángulos a y — a de la misma magnitud y 

do signos contrarios, que podrán considerarse como descritos por 
una recta que partiendo de una misma posición, y girando al re­
dedor de uno de sus puntos, ha recorrido dos espacios iguales en 
0])uc8tas direcciones. Designando por (^■^/) las coordenadas 
de los extremos de los arcos de radio r  que miden los ángulos da-
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d o s, y debiendo estos extremos estar simétricamente colocados 
respecto al eje X , se tendrá, cualquiera qtie sea el valor de «, 

x =  x' \ y =  — y ' , 

y  las ecuaciones conocidas (24)

2! =■ í* eos. « ; x' =‘T eos. (--- /) ,
y =  r sen. a; y' =  r sen. (— a ),

darán las relaciones

sen. (— ®) =  — sen. « ; eos. (— «) =  eos. a , 

que sustituidas en las fórmulas [2, 3, 4 y  5 ] ,  producen sucesi­
vamente :

, , sen. (— o) — sen. a
fcg. ( _  a) = ------- )-----^  -- ---------------= _ t g .  a,

eos. (— a) eos. a
cot. (— «) =  — cot. a; sec. (— a) =  sec. a; cosec. (— a) =  — cosec. a.

Estas relaciones demuestran que dos ángulos de la müma mag­
nitud y de signos contrarios tienen sus cosenos y  secantes iguales en 
magnitud y  signo, y  las demas lineas iguales también en magnitud, 
pero de signos contrarios.

49. Dos ángulos a y a' se llaman complementarios, cualesquiera 
que sean sus magnitudes y signos, cuando su suma algebraica es

igual á — , verificándose entonces que el seno de cada uno es 

igual al coseno del otro.
En efecto, sean, en ])rimor lu g ar, dos ángulos positivos a =  

A O M' (E ig . 6) y =  M' 0  B , entre los que e.xiste la relación

a a' =  ~  j cada uno de ellos será menor que un ángulo recto,

y  designando por {x, y )  las coordenadas del punto m', que estará 
situado entre A y  B , se tendrá

x= ^r  eos. a ; y ~  r sen. a.

Pero la recta Om ' forma con el eje O Y  el ángulo y piidien- 
do considerarse ,'c =  m' Q como la ordenada, é ? /= O Q c o m o  la 
abscisa del punto m! con relación á dicho eje, se tendrá igualmente 

x ~ r  sen. ct'; y ~  r eos. «',
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que combinadas con las anteriores, dan

sen. a '=  eos. «; eos. « '=  sen. ct, 

según expresa el enunciado.

Si uno de los ángulos a es mayor que , el otro deberá ser 

negativo, y si se designa por a" su valor absoluto, será a ' = —a", 

y  la relación « +  a' =  se convertirá en « - «" =  Si abo­

ra se construye un ángulo A O M "  =  a sobre el eje O X y o t r o  
Q ]3 ^  a” sobre la recta O M", pero en dirección contraria,

%
el ángulo A  O B será igual á la diferencia a — a" =  — , y por

lo tanto, el lado O B coincidirá con el eje O Y, cualquiera que sea 
la posición del punto cuya abscisa x  y cuya ordenada y serán, 
como anteriormente 5 su ordenada y abscisa respecto al eje 0  Y, 
con el que la recta om" forma el ángulo — a", que delie estar 
precedido del signo— , pues se ha tomado en dirección opuesta 
que a. Se tendrá, por consiguiente,

X ^  r eos. a j y — r sen. a , 
x — r sen. (— «"); y =  r  eos. ( - a") ,

ó bien

eos. a =  sen. (— a") =  sen. «'; sen. « =  eos. (— «") =  eos. ,
n

como cuando “ y son positivos y menores que - g

S u s t i tu y e n d o  en  e s ta s  fó rm u la s  e l v a lo r  a ' ------ a ,  se c o n r

vertirán en las siguientes :

sen. a =  eos c o s . a = s e n . ( y - « )  ,

que demuestran que el coseno de un ángulo no es otra cosa que el seno 

de su complemento.
50. Aplicando estas fórmulas á las [2, 3, 4 y 5], se obtiene su­

cesivamente :
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tg ( i - h
( y - " )

sen.
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COB. ( y - “)

COS. a 
sen. oc

CCS. ( y - - )
sen. a

5 cot. a ;

cosec. a ;

de donde se deduce que análogamente al coseno la cotangente y  co­
secante de un àngido son la tangente y  secante de su complemento.

Esta propiedad justifica el nombre dado á estas líneas.
51. P koelesia. Dados los senos y  cosenos de dos ángulos n y  hj 

determinar d  seno y  coseno de la suma y  de h  diferencia de estos án­
gulos.

Trazando por el origen de dos ejes rectangulares dos rectas 
A y B, que formen con el X  los ángulos dados « y  ó, el de diciias 
dos rectas estará en todos loa casos representado por a — h (20) 
y  se tendrá (42)

coa. (A, B) =  eos. (A, X) fio.s. (B, X) -h  eos. (A, Y) coa. (B, Y), 
ó bien

eos. {a — 6 ) «= coa: a eos. b -h  coa. (A, Y) eos. (B, Y).

Si los ángulos a y  6 son menores que ~  se tendrá

ángulo(A, Y) =  Y  — a y ángulo (B, Y) = - J L è . 

si mayores y

ángulo (A, Y) =  n — , ángulo (B, Y) =  6  — JL .
2 2 ’

y  en los dos casos (48 y 49)

COB. (A. Y) _  eos. [ ±  _  „ ) ]  , 0 3 .

COB, (B, Y ) -  COB. j ^ ±  -  4 )  J  =  oos. ( y  -  í )  =  sen. i .



cuyos valores dan, por último,

eos. (a — b) —  eos. a eos. h -h sen. a sen. b. (6)

Siendo esta fórmula exacta para todos los valores á e a j b , s e  
verificará cuando se cambio h en — h, con lo que ae convierte, te­
niendo presente (48) que

sen. (— h) =  — sen. b y eos. (— b) =  cor. b ,
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en

eos. a,

(8)

eos. (a -1- 6) — eos. a eos. b — sen. a sen. b. ■ (7)

Cambiando a en -- -----c en el valor de eos. ( a —b), se obtie-¿

n e , por ser (49)

eos. ---- a — =  sen. (a -4- &) ,

eos. ----~  sen. a y sen. ---------

sen. (a -f- &) sen. a eos. h -f- sen. h eos. a , 

y  cambiando en ósta ^ en — 6,

sen. {a — ¿») =  sen. a eos. h — sen. h eos. a. (9)

Las cuatro fórmulas [6, 7, 8 y 9] resuelven el problema pro- 
j)uestü.

52. Haciendo 5 =  a en las fórmulas [7 y 8] se obtienen las si­
guientes, que determinan el seno y co.seno del doble de un ángulo 
en función del seno y fcoseno de óste :

sen. 2 a — 2 sen. ecos, a , (10)
eos. 2 a «= eos.* a — sen.“ a =  I — 2 sen.* a =  2 eos.* a — 1.

53. Si 6 =  2 a , las mismas fórmulas dan :

sen. 3 o. =  sen. a eos. 2 fl -i- eos. a sen. 2 a , 
eos. 3 a — eos. a eos. 2 o — sen. a sen. 2 a ;

6 bien sustituyendo los valores [10 y H ]  t

sen. 3 c7. == 3 sen. a — 4 sen.' a , (12)
eos. 3 a 4 eos.® o — 3oo8. u ; (13)

(10
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que sirven para calcular el seno ó coseno del triple de un ángulo 
cuando se conozca el seuo ó coseno de éste.

54. Do las fórmulas [2, 6, 7, S j  9] se deduce:

sen. (o rb  5) 
eos. («zb á)
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tg. {a -i~ b) sen. a eos. b dz sen. b eos. ci
eos. a eos. b sen. a sen. b ’ 

ó bien, dividiendo los dos términos del quebrado por eos. a eos. b :
tg. a -h tg. é

tg. (a zh á) = (14); tg. a tg. h '

formula que determina la tangente de Ja suma ó diferencia de dos 
ángulos en función de las tangentes de éstos..

55. Suponiendo b=^a,  se obtiene

tg. 2 a- 2 tg. a
J — tg.® a ’ (1 5 )

sen. (tc — b) =  sen, 
eos. (« — ¿*) =  — eos. b  ̂
tg. (t: — ¿ ) = _  tg. 5)

íórniula cuyo uso es análogo al de las [10 y 11].
56. Si se supone a =  t: en las fórmulas [6, 7, 8, 9 y 14], se 

obtienen las siguientes, teniendo en cuenta los valores (25, 3°);
sen. (1: H- J) — sen. b j 

(16) eos. (tc H-¿) == — eos. A > (17)
tg. (" -h  A) =  tg. b i

que demuestran : 1.®, que los stmos de dos ánqulos suplementarios 
son iquales en magnitud y signo, y  sus cosenos y tangentes iguales en 
inagnitud y  de signos co7itvarios; 2.“, que los senos y  cosenos de dos 
ángulos cuya diferetieia sea 7:, son iguales en magnitud y de signos 
contraídos, y  sus tangentes iguales en magnitud y signo.

57. Do esta propiedad se deduce que añadiendo á un ángulo 
un número pai* de semi-circuufcrencias no varían sus líneas trigo- 
nométricas, lo que concuerda con lo ya dicho (26), y si esto nú­
mero es impar, cambiarán únicamente do signo el seno y el cose­
no, conservando el suyo la tangente, cuya \'iltinia circunstancia se 
expresa por la fórmnla

tg. (n u 4- «) =» tg. a ,

que siendo n un número entero cualquiera, determina los ángu­



lo» que tienen una misma tangente, y es análoga á las de los nú­
meros 29 y 30.

58. Es fácil ahora obtener las líneas trigonométricas de un án­
gulo en función de las de otro menor que 90“. Sea, por ejemplo, 
iin ángulo de 1.726“ =  «; se tiene 1.726 =  9 « +  106; y por 
tanto (57),

sen. 1  =  — sen. 106°; eos. a =  — eos. 106°; tg. a=»tg. 106°; 

ó bien (56,1“)
sen. « =  — sen. 74° ; eos. « =  eos. 74°; tg. a =  — tg. 74”.

En efecto, el ángulo dado termina en el cuarto cuadrante, y se 
sabe (25,4°) que su coseno es positivo, y negativo el seno y la 
tangente.

Si el ángulo dado fuera negativo, el teorema del núm. 48 de­
terminarla los signos correspondientes á los valores obtenidos 
aplicando este método al mismo ángulo supuesto positivo.

59. Sumando y restando entre sí las ecuaciones [6, 7, 8 y 9], 
se obtienen las siguientes :

sen. sen. (« — A) =  2 sen. a eos. b ,
sen. (a H- A) — sen. (a — 6) — 2 sen. b eos. a , 
eos. {a -f- b) -h eos. (a — A) =  2 eos. a eos. b, 

eos. (rt -4- A) — eos. (a — b) —  — 2 sen. a sen. 6,

ó bien, suponiendo
a - i-b  == p , a —  b = q ,

de donde
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sen.p -4- sen. q ’= 2  sen. (f* "f~ ?) ’2 2

sen.p •— sen. ? =  2 sen. — (/> — q) eos. -¡r (p  -+■ ?) ;
2 2

cos.pH- eos. q ~ 2  eos. 4* (i'’ ”1“ ?) V  (Z’ — ?) i2  2

cos.p —  eos. $ 2 sen. 4" (p  +  — P) »

(18)

(19)

(20) 

(21)



fórmulas que sirven para trasfórmar on un producto la suma ó di­
ferencia de senos y  cosenos.

60. Dividiendo la [18] por la [10] so obtiene
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sen. jo sen. q
sen. ~p — sen. q 1 /

— —
(22)

fórmula que demuestra que la suma de los senos de dos ángxdos es á 
su diferencia como la tangente de la semisuma de estos ángulos es á 
la de la semi-diferencia.

61. Multiplicando entre sí las expresiones

eos. a i / = T  sen. a y eos. h -f- \ / — 1 sen. é, 

se obtierie:

(cos.a-h sen. a) (eos. b -f- S/' — 1 sen. J) =*=

=  (eos. a eos. b — sen. a sen. h )-r - \/  — 1 (sen. a eos. h -H son. b eos. a )=  

' eos. (a -h  í) -h \ / — I sen. (<z -4- ¿):

expresión de la misma forma que cada factor en donde el ángulo 
a 6 b está reemplazado por la suma a-\-h . Multiplicando este 
p ro d u c to  p o r  un tercer factor 008. c - f -p /— l sen. e. se obten­
drá , por lo tanto,

( c o r . a - h — 1 sen.a )  (eos.b - { ~ \ /  — 1 sen.i)(cos.o4- \ / —  1 sen*c)«= 

eos. (a -l-¿H -c ) ~ ^ \ /  — 1 sen. {a +  b-\~ c).

Aplicando esta fórmula á w factores, y suponiendo a — b =  c = ..... ,
se obtiene la siguiente, conocida con el nombre de fórmula de 
Moivre :

(eos. o - h l / — 1 Ren.a)'==coB. w a - f - l / — 1 sen. m <t. (23)

Esta demostración supone que el exponente m es entero y po-
p

sitivo, pero es fácil extenderla á todos los casos* Sea
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un número fraccionario positivo; siendo enteros p  j  q se tendrá, 
según la fórmula anterior,

/  a / -----  « / -----I eos.-----h  1/ — 1 sen. — } =  eos. a H- 1/ — 1 sen. a,

ó bien, extrayendo la raíz q de los dos miembros
1

(eos. a -h l /  — 1 sen. a)  ̂ — eos.---- \~ \ /  — 1 sen. — .
9 9

Elevando ahora estos dos miembros á la potencia p , se tendrá:

(eos. a - \ - \^ — 1 sen. a) ^ a p / -----  a p
eos.------h K — t sen. —̂  ;9  9

y  por consiguiente, la fórmula [23] es aplicable á este valor de m.
Por último, si el exponente es negativo se obtiene sucesiva­

mente :

(eos. nxa -f- \ / —1 sen. ma) (eos. ma — \ / —1 sen. wa) — 
eos. * ma ■+• sen. * ma =  1;

eos. ma - i / = i sen. ma —
eos. ma sen. ma

(eos. a - h \ / '  — 1 sen. a)^
ó bien (48)

(eos. a - f -1 /— 1 sen. a) =  eos. (--•• ma) -h  — 1 sen. ( — ma),

que demue.stra la exactitud de la [23] para este caso.
62. Las fórmulas [10 y  11] determinan el seno y coseno del 

doble de un ángulo cuando se conocen los de éste, y de ellas se 
deduce la resolución de los problemas inversos que siguen, cuyo 
estudio servirá de aplicación á lo expuesto hasta aquí.

63. P roblem a I .— Dado el coseno de un ángulo determinar el 
seno y  coseno de su mitad.

Cambiando a en en las fórmulas [1 y  11] se obtienen las



siguientes entre el dato eos. a y  las incógnitas sen. — y eos. :
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sen.' 2
eos. * ----=  1 : eos. ^2 2 sen.' =  eos. a;

que combinadas por suma y resta dan los valores

eos. —— = / 1 eos. a a , 1 /  1 — eos. a
‘- T  = ± V -------i ------ ’

que manifiestan que á cada una de las incógnitas corresponden 
dos valores de la misma magnitud y  de signos contrarios, lo que 
en efecto debe suceder, pues no dándose el ángulo a, sino su co­
seno, deberán obtenerse como soluciones los senos y cosenos de la 
mitad de todos los ángulos que tengan por coseno la magnitud 
dada, los cuales están comprendidos en la forma (30) (2 n « ±  a);

y por tanto, las soluciones del problema serán sen. (n n ±  -| ) y 

eos. (n i: ± - ^ ) .

Si n es par, se tendrá (57), (48) :
CC

sen. ( Ti 'E ±  -— ) =  sen. (. ±  —  ) = sen.

eos. ( Ti 7c ±  ) — eos. ( rh —  ) =  eos.
2 2

j  SI es impar : 

sen. ( Ti Tí _  ) =  - s e n . ( d z - ~  ) = sen.

eos.  (  T i X ±  —  ) =  —  eos. ( ±  —  ) =  — eos. —  ;

y por lo tanto deben obtenerse para sen. — y  eos. dos valores

iguales en magnitud y  de signos contrarios, que son los determi­
nados en las fórmulas anteriores.

Si se diese el ángulo a al mismo tiempo que su coseno el pro­
blema no tendría más que una solución, pues al ángulo conocido

•— no pueden corresponder más que un seno y un coseno. Para
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conocer cuál de los dos valores dados por las fórmulas debería

adoptarse se determinarían (58) los signos de sen. y eos. — con 
lo que desaparecería toda ambigüedad.

64. P roblem a  I I .— Dado el seno de un ángulo determinar el 
seno y  coseno de su mitad.

Cambiando como anteriormente a en en las fórmulas [1 y  
10] se obtiene :

sen. 1 o ^ ®— 1; 2 sen. —  eos. - - -  =  sen. a;
¿ 2

las que dan, combinándolas por suma y  resta, y extrayendo des­
pués la raíz cuadrada :

sen.

sen.

eos.

eos.2 2 
de las que se deduce fácilmente : 

a , 1 X-

=  1 4- sen. a;

~  'á z \ / l  — sen. a;

sen. sen. a d i \ / 1 —

eos a I 1 / ----- sen. a

sen. a :

sen. a.

Los dobles signos de los radicales dan para cada incógnita cua­
tro valores, y  en efecto debe ser así, pues han de obtenerse los 
senos y cosenos de la mitad de todos los ángulos que tienen un 
mismo seno, los que están representados (29) por 2 n 7t +  « y

(2 n -|- 1) u — a; de modo que las expresiones de sen. y  eos. -|* 

deben dar los senos y  cosenos de todos los ángulos comprendidos 

en las formas y  ó sean (57)

/  « \  asen. I n 7T -f- I =  ±  sen. —  ;
\  2 /  2 ’

y  - -y) = -  (t  -  y ) •
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/  a ^  _ i _  “eos. í n H--- -- J  =  ^  eos, —  ;

+  ; )  =  ± c o s . ( - ^ -

correspondiendo los signos superiores al caso de ser n par y  los 
inferiores al de ser impar, resultando en consecuencia para 

^  y  eos. cuatro valores, dos á dos de la misma magnitud 

y  de signos contrarios. Observando (49) que

/ x « \  a / «  “
( t - t )  = y =  ’

ae ve que los valores de sen. son iguales á los de eos. , lo 

que manifiestan las fórmulas encontradas, que sólo difieren en los 
signos de loa radicales.

Si el ángulo a fuese conocido, no habria más que una solución, 
y  para determinar cuál de los valores debería aceptarse, se refe­

riría el ángulo al primer cuadrante (58), y  conocidos los sig­

nos de sen. y  eos. — , se desecharían los dos valores que los

tuvieran contrarios, quedando sólo que elegir el verdadero entre 
los otros dos, lo que se conseguiría observando que en el primer 
cuadrante la magnitud absoluta del seno de un ángulo mayor 
que 45“ es mayor que la de su coseno, y  que si, por el contrario, 
el ángulo es menor que 45° su seno es menor que su coseno; y 
puesto que se ha obtenido el ángulo de dicho cuadrante cuyo seno

y coseno son iguales en magnitud á los de , será fácil conocer

el valor que deberá tomarse de los dos primeramente determina­
dos. Suponiendo, por ejemplo, que se dé

sen. a =  sen. 1650° =  — | , 

pidiéndose sen. 825* y  eos. 825°, se tiene (58)
sen. 825° =  sen. (4 n H- 105°) — sen. 105° =  sen. 75°, 

eos. 825° =  eos. (4 TT 4- 105°) =  eos. 105° =  — eos. 75°;
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y debiendo ser, por lo tanto, sen. positivo y eos. ~  negativo, 

deberán adoptarse los valores :

sen. 826" =  ±  ^  ^  \ / - y .

eos. 825* =  — Í S Í y '

pero siendo sen. 75° >  eos. 75°, el valor de sen. será el mayor 

en absoluto, ó sea el correspondiente al signo superior, y el de 

eos. 4" será el menor, ó sea también el dgl signo superior, y se 

tendrá, por último :

“6” -825” =  4 -  (S/ 2"

eos. 825° =



CAPITULO V.

CONSTRUCCION Y  USO DE L A S  T A B LA S TRIGONOM ÉTRICAS.
t

65. Estando en general expresados los ángulos en grados, el 
uso de las líneas trigonométricas no sería ventajoso si no se pu­
diera pasar fácil j  rápidamente de aquéllos á éstas y  vice-versa, 
lo que se consigue por medio de tablas, cuya formación, si bien 
prolija, no presenta dificultades.

66. Si en la figura 6 se adopta el radio O A por unidad, y  se 
supone A O M' =  a , será m' P  =  sen. a y  A T' =  tg. a. Eviden­
temente se tiene

P <C cuerda m’ A. <C. arco A m',
y

área sector O A ■<; área triángulo O A T'’,

luego

sen. a b a rc o  a y O A X  arco a < C O  A X  tg. a ; 2 2

ó bien
arco a s e n .a------- 1 V arco a cT tg. a = -------------
sen. a " eoe. a

arco aó ------- <sen. a eos. a

lo que demuestra que la relación está constantemente com-

prendida entre 1 j  

la relación — ~

-. Si se dan á a valores decrecientes

se aproximará á la unidad, y cuando a sea su-
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ficientemente pequeño, diferirá de ella tan poco como se quiera, 

así como cuyo limite es, por consiguiente, la unidad. Lue­

go la diferencia entre un arco y  un seno puede ser menor que toda 
magnitud asignada dando á aquél xm val<»' suficientemente pequeño.

67. Multiplicando la igualdad (64) sen. a =  2 s e n .e o s .
. , o arco a a  i i i i t

por la desigualdad sen. ^ ~ T  ’ de la

<  — -— establecida en el número anterior, se obtiene:

sen. a >  arco « eos.® ~  =  arco a — sen.®—^  ;

s “arco « — sen. a <Í arco « sen. — ;2

y multiplicando ahora esta desigualdad por la del mismo sentido,

" (arco a)®

resulta, en fin,

T <

areo a — sen. a
(arco a)®

que demuestra que la diferencia entre un arco y  un seno es menor 
que la cuarta parte del cubo de este arco.

68. Es fácil ahora conocer el error que se cometerá adoptando 
el valor de un ílrco para el de su seno. Sea a =  10" esto arco que 
estando comprendido 64800 veces en el de 180“— 648000"' ten­
drá por valor,

n 3,1415926....
10' 0,0000484813681.

64800 64800

y el error que se cometerá tomándolo por el de sen. 10" será me­

nor que ^^̂ ’̂“'’ - ^ ^ ^  — 0,00000 00000 00032....., de modo que

podrán considerarse exactas las trece primeras decimales, y esta­
blecer en consecuencia,

sen. 10" =  0,00004 84813 681.
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69. Sustituyendo este valor en la Idrmula

eos. 10" — \ / 1— sen.  ̂10", 

se obtendrá con la misma aproximación
eos. 10" =  0,99999 99988 248.

70. Para calcular los senos y  cosenos de los demas ángulos de 
10" en 10^ ,̂ sirven las fórmulas (59)

sen. (a 5) =  2 sen. a eos. b — sen. (a — ¿), 
eos. (a -{- 5) =  2 eos. a eos. h — eos. (a — é),

que suponiendo h =  10", se reducen á

sen. (a H- 10") =  2 sen. a eos. 10" — sen. (a — 10"), 
eos. (a -h 10") =  2 eos. <x eos. 10" — eos. (a — 10").

Haciendo a =  10", 20"..... , se obtendrá:
sen. 20" =  2 sen. 10" eos. 10" i 
eos. 20" =  2 eos.’ 10" — 1 I 

sen. 30" =  2 sen. 20" eos. 10" — sen. 10" (
eos. 30 2 eos. 20" eos. 10' eos. 10 ., etc.

71. La aplicación de estas fórmulas exige cálculos aritméti­
cos muy prolijos, pero que pueden simplificarse notablemente, 
pues observando que el factor 2 eos. 10" es constante en to­
das las operaciones, y difiere muy poco de 2, puede suponerse 
2 — 2 eos. 1 0 " = K = 0 ,00000 00023 504, y  sustituyendo 2 — K 
en vez de 2 eos. 10" en las fórmulas anteriores se obtiene:

sen. (a 10") =  2 sen. a —  K sen. a — sen. (a — 10"), 
eos. (a +  10") =  2 eos. a — K eos. a — eos. (a — 10"),

ó bien,

sen. (a ■+■ 10") — sen. a =  [sen. a — sen. (a — 10")]— K sen. a , 
eos. (a -f- 10") — eos. a =  [eos. a ■— eos. (a — 10")] — K eos. a ,

que dan la diferencia entre los senos y  cosenos de dos ángulos 
consecutivos (a -j- 10") y a en función de la diferencia, ya deter­
minada por la operación anterior, entre los senos y cosenos de los 
dos ángulos a y  a — 10" y del producto K  sen. a, que aunque hay



que formario en cada operación, puede hacerse con facilidad es­
cribiendo los productos de K  por las nueve cifras significativas y 
no tomando más que las trece primeras decimales. Como se cono­
cen los senos y cosenos de dos ángulos consecutivos 0 y 1 0 ' se 
podrán determinar las diferencias

sen. 20" — sen. 10"; sen. 30" — sen. 20".... ;
eos. 20" — eos. 10"; eos. 30" — eos. 20".... ;

y  por consiguiente,
sen. 20", sen. 30".... , eos. 20", eos. 30".....

Determinados así los senos y cosenos de todos los ángulos de 
10" en 10" basta 45°, las fórmulas

/
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sen. a =  cos. I ---- y eos. « =  sen.

los extenderán basta y0°, y por medio de lo expuesto en el núme­
ro 58 será fácil obtener los de un ángulo cualquiera.

72. La tangente y cotangente se calcularán por las fónnidas 
del núm. 44, y aunque también pueden obtenerse la secante y 
cosecante, el poco uso que tienen estas líneas hace que se prescin­
da de ellas por completo.

73. La facilidad que introduce en los cálculos el u.so de los lo­
garitmos ha hecho calcular los de las líneas trigonométricas de­
terminadas como acaba de exponerse, formándose tablas en que 
al lado de cada ángulo están escritos los logaritmos de dichas lí­
neas. Las más completas que se conocen son las de Callet, tanto 
por estar los áugulos de 10" en 10", como porque los logaritmos 
están aproximados hasta siete decimales, y á ellas se refieren las 
explicaciones que siguen, siendo necesario, cuando se manejen otras 
cualesquiera, enterarse de las contenidas en su introducción, pues 
aunque en la esencia son iguales, suelen variar en su disposición.

74. Los senos y cosenos son menores que la unidad, y por lo 
tanto deben ser negativos sus logaritmos, pero en las tablas se 
ha recurrido á suponer negativa tan solo la característica, y aun 
para evitar la notación correspondiente, que podría ser confusa,



se han escrito en vez de éstas sus complementos aritméticos, do 
modo que para log. sen. (31“̂ 50' 10"), por ejemplo, se encuentra 
escrito 9,7222153 en vez de 1,7222153, loque oLliga á hacer en 
los cálculos la rectificación correspondiente.

75. La misma observación es aplicable á los logaritmos de las 
tangentes de los ángulos de 0 á 45° y á los de las cotangentes 
de 45° á 90°, pero los demas, siendo ya })ositivos, están escritos 
con su verdadero ^̂ alor.

76. Las tablas trigonométricas constan de cinco columnas 
principales, una que contiene los ángulos y cuatro en que al lado 
de cada uno de éstos están escritos los logaritmos de su seno, co­
seno, tangente y cotangente; pero como el seno y tangente de un 
ángulo son iguales al coseno y  cotangente de su com2)lemento, no 
se extienden las tablas más que hasta 45”, y de aquí hasta 90° los 
logaritmos de estas dos últimas líneas dan los de las dos primeras, 
y vice-versa. Por esta razón cada columna de logaritmos tiene 
dos títulos, uno en la joarte superior, que corresponde al número 
de grados escrito sobre el marco de la página y á los minutos y 
segundos de las dos primeras columnas de la izquierda, y com­
prende los ángulos de 0 á 45°; y otro en la parte inferior, que cor­
responde al número de grados que está bajo el marco y á los mi­
nutos y  segundos de las dos columnas de la derecha, y comprende 
los ángulos de 45° á 90°. Ademas se encuentran tres columnas de 
diferencias, una para los senos, otra pai’a los cosenos y otra co­
mún j)ara las tangentes y  cotangentes, pues según la fórmula 
tg. a — —-— , la suma de sus loí^aritmos debe ser constante é 
igual á cero, como efectivamente se verifica teniendo en cuenta 
la observación del número 75.

77. Cuando el ángulo de cuyas líneas trigonométricas se bus­
can los logaritmos está ex2>resado en grados, minutos y  decenas 
de segundos las tablas los dan inmediatamente, ya jmr la gra­
duación superior y ile la izquierda, ó ya por la inferior y  de la 
derecha, según que aquél sea menor ó mayor de 45°, debiéndose 
hacer la corrección indicada en los números 74 y 75.
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78. Si la graduación del ángulo contiene unidades y  fracciones 
de segundo hay que recurrir á un procedimiento análogo al em­
pleado en las tablas de logaritmos de los números. Sea, por ejem­
plo, A =  31" 27' 28",13 el ángulo de cuyas líneas trigonométricas 
se buscan los logaritmos; el siguiente cuadro manifiesta el modo 
de disponer los cálculos con claridad, y contiene todas las opera­
ciones aritméticas necesarias, no habiendo necesidad de efectuar 
ninguna por separado:

TA BLA S T R IG O N O M ÉTR IC A S. 4 3

log. sen. A (31° 27' 28",13) =- d =  S U

log. tg. A (31° 27' 28",13) =  
d =  473

log. eos. A (31° 27' 28",13) 
— 1",87 

íÍ =  _ 1 2 8

log. cot. A(81° 27' 28",13) 
— 1",87 

d — 473

1,7175349
2752

34
10

1,7175629

1,7865628
3784

47
14

1,7866013

1,9309592
128
102

1,9309616

0,2133899
473
378
33

0,2133987

Al lado de log. sen. A se escribe en un paréntesis el valor 
de A con objeto de tenerlo á la vista y se busca en las tablas
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log. seu. ( 3 r  27' 20") =  1,7175349, que se escribe á la derecha, 
y  debajo la diferencia d == 344 entre este logaritmo y el de 
sen. (31" 27' 30"), entre los que está comprendido el que se bus­
ca, la que corresponde, por lo tanto, á una diferencia de 10" en­
tre los ángulos. La proporción 10"; 344 :: 8",13 : ¿r— 344 X 0,813 
da la diferencia que se debe añadir á log, sen. (31“ 27' 20") para 
obtener log. sen. A , bastando escribir debajo de aquél los produc­
tos de 344 por 8, 1 y 3, corriéndolos uno, dos y tres lugares á la 
derecha y despreciando las decimales que siguen á las de octavo 
orden; sumando, por último, el logaritmo encontrado en las ta­
blas y  los productos parciales obtenidos se conocerá log. sen. A, 
que debe limitarse á siete decimales.

79. Análogamente se determina log. tg. A , pero para los otros 
dos debe tenerse en cuenta una ligera variación fimdada en que á 
mayor ángulo corresponde menor coseno ó cotangente, y vice­
versa. En este caso se escribirá á la derecha de log. eos. A el del 
ángulo inmediatamente superior, ó sea log. eos. (31" 27' 30"), y 
debajo la diferencia — 1",87 entre este ángulo y el propuesto, y la

128 dada por las tablas entre los logaritmos que compren­
den el que se busca. Multiplicando d por 187, y escribiendo los 
productos parciales como anteriormente, se tendrá log. eos. A 
y de una manera análoga log. cot. A.

80. Cuando se da el logaritmo de una línea trigonométrica, se 
recorrerán las columnas pertenecientes á esta línea hasta encon­
trar dicho logaritmo, en cuyo caso se conoce inmediatamente el 
ángulo, ó bien hasta determinar dos logaritmos entre los que 
esté comprendido el propuesto, y  entonces hay que recurrir á un 
procedimiento análogo al explicado en el número anterior. Sea, 
por ejemplo,

log. sen. A =  1,6007963 , log. eos. A =  f,6416435 , 

log. tg. A ■= 0,1931562, y log. cot. A =  1,8014213 ;

se dispondrán los cálculos de la manera siguiente ;O
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log. sen. A (23° 30' 14",38) =» 1,6007693
481
2120

1840
3880

8

d =  
484
4",38

log. tg. A (57° 20' 27",54) =  0,1931562
213
3490

2490
1750
361

463
7",53

log. eos. A (64° 0' 45",95) =  1,6416435
692

— 2570 
4100 

2120 
392

d ^  
— 432
5",94

log. cot. A (57° 39' 54",51) =  1,8014213
423

— 2100’ 
2360 

300

d =  
— 466
4",50

En el primer ejemplo se escribe el logaritmo dado, poniendo á 
la izquierda del signo =  un paréntesis en blanco destinado al nú­
mero de grados que se pide. Hecorriendo en las tablas las colum­
nas de los senos se ve que el logaritmo dado está comprendido 
entre 1,6007481 y 1,6007965, que pertenecen á los ángulos 
23° 30' 10" y 23° 30' 20" que deberán comprender igualmente el 
ángulo que se busca, de modo que puede escribirse en el parén­
tesis 23° 30' 1..... , faltando determinar las unidades y fracciones
de segundo. Para esto se escriben debajo del logaritmo dado las 
cifras 481, que el menor de los dados por las tablas tiene distin­
tas de las de aquél, se restan de las correspondientes 693, y entre 
la diferencia 212 y la — 484 de las tablas se forma la propor-
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clon 484 : 10 :: 212 : .r 2120
484 5 7  tanto bastará aña­

dir un cero á 212 y  efectuar la división por d , y  e\ cociente, 
aproximado basta que desaparezcan todas las decimales del loga­
ritmo dado, expresará las unidades 7  fracciones de segundo que 
deben escribirse en el paréntesis á continuación de las decenas 7 
completan el ángulo pedido.

81. Del mismo modo se determina A cuando se conoce loff. tir. A: 
7  solamente debe observarse en el ejemplo anterior que no estando 
el logaritmo dado comprendido entre ningunos de las columnas 
en cu7a parte superior está escrito tangente, ba7  que recurrir á 
las notaciones inferiores, 7  en efecto se encuentran 0,1931213 7 
0,1931676, pertenecientes á los ángulos 57'  ̂20  ̂20" 7  57° 20' 30", 
que comprenden el logaritmo propuesto 7  dan lugar al mismo cál­
culo que anteriormente.

82. Si se da log. eos. A, se debe tener en cuenta la advertencia 
del núm. 79 7 escribir debajo del logaritmo dado las cifras en que 
difiera de él el ma7or de los que lo comprendan en las tablas que 
corresponde á un ángulo menor, al que habrá que añadirle las 
unidades 7  fracciones de segundo determinadas como anterior­
mente.

Las mismas observaciones son aplicables al caso de darse 
log. cot. A.



CAPITULO VI.

R E L A C IO N E S  E N T R E  LOS E L E M E N T O S  D E  UN TR l i ÍN G D L O  R E C T I L Í N E O .

83. Siendo el principal objeto de la Trigonometría el cálculo de 
los elementos desconocidos de un triángulo en función de los co­
nocidos en los diversos casos que puedan ocurrir, se necesitan fór­
mulas que comprendiendo los lados y  los ángulos, establezcan 
relaciones entre los datos é incógnitas del problema, y permitan 
obtener el valor de éstas por procedimientos algebraicos.

84. Sea A B C  (Fig. 12) un triángulo cualquiera en el que se 
designarán por A, B , C los ángulos que tienen sus vértices en es­
tos puntos, y por a, b, c los lados opuestos, ó sean BC, AC y AB ; 
si se toma el lado A C =  6 por eje de las X , el vértice A por ori­
gen, y se llaman x, y  las coordenadas A D, B D del punto B, se 
tendrá en todos los casos, teniendo en cuenta que x  será negativa 
cuando el ángulo A  sea obtuso (36),

=y'^ A-{h — a;)®; =  c‘ — x®; x ~ c  eos. A.

Sumando las dos primeras ecuaciones, y sustituyendo por x  el 
valor de la tercera, resulta

a* =  J* -f- c* — 2 b c eos. A ;

fórmula que demuestra que el cuadrado de vn lado de un triángulo 
es igual á la suma de los cuadrados de los otros dos ménos el duplo 
del producto de estos lados por el coseno del ángulo que comprenden.



85. Aplicando esta propiedad á los tres lados, se obtienen las 
ecuaciones

— 2 c eos. A (1)
-h  c“ — 2 a eos. B  (2)

c» =  a’ -h  — 2 a b eos. C  (3)

que resuelven el problema de la Trigonometría, pues permiten de­
terminar tres elementos de un triángulo cuando se conozcan los 
otros tres, sirviendo también para demostrar otras propiedades 
importantes por lo cual se las considera como las fórmulas fun­
damentales.

86. Combinando por suma y  resta las ecuaciones [1] y [2] re­
sultan las siguientes:

G ~ b  eos. A A- a eos. B , 
a* — — c (a eos. B  — b eos. A ) ;

y multiplicándolas entre sí con objeto de eliminar c, se obtiene: 
a ' — í '  =  n® eos.“ B  — eos.“ A  ,

ó bien
„ . ,  sen. A sen. B

«“ sen. B  =  ĥ  sen. A , ó ------ - — — 7—  ,a b
que demuestran que en todo triángulo los senos de los ángulos son
proporcionales á los lados opuestos; propiedad que aplicada á los
tres ángulos produce las ecuaciones

sen. A  sen. B  sen. C------- =  — -—  » = -------- . (4)
a b e

87. Las ecuaciones [4] dan la proporción
a sen. A  , .  a b sen. A -f- sen. B

—  ~  , 0  bien -------- --- -------- 7------------r  ,h sen. 2? ® — b sen. A — sen. .o

de donde se deduce (60)
aA-b tg. }¡ (A +  B )  .g
a — b tg. I {A — B) ’

fórmula que demuestra que la suma de dos lados de un triángulo es 
á su diferencia como la tangente de la semisuma de los ángulos 
opuestos es á la de la semi-di/erencia.
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88. Las tres ecuaciones del núm. 85 sirven para determinar 
tres elementos cualquiera de un triángulo cuando se conozcan los 
otros tre s , de donde parece deducirse que considerando los lados 
como incógnitas se obtendrán sus valores en función de los án­
gulos , pero es fácil demostrar analíticamente que existe en este 
caso la misma indeterminación conocida en Geometría.

Sumando dichas ecuaciones dos á dos se obtienen las si­
guientes :

a eos. S -4- í  eos. A =  c 1 
a eos. (7 -h  c eos. A «= ó > , 
h eos. '(7 -4-  c eos. .B e= a )

que son de primer grado en a^h ,c  y  pueden reemplazar á aquel 
sistema. Eliminando c entre la primera y cada una de las otras 
dos se obtiene :

a (eos. A eos. B  -h  eos. C) =  h — b cos.^ A =« ¿> sen.® A 
b (eos. A eos. B  -f- eos. G) =  a — a c o r .® B =  a sen.® B

ó bien
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eos. A  eos. B  -h  eos. G =  — sen.® A 
a

eos. A  eos. B  - h  eos. (7 *= — sen.® B 
h

De las ecuaciones del núm. 86 se deduce sucesivamente :

c  sen. .B =  ¿ sen. A: a* sen.® B  —  ó® sen.® A; —  sen.®^ = -^sen.®A.
b a

Las dos ecuaciones obtenidas para determinar a y ó se reducen, 
pues, á una sola y demuestran que sus valores son indetermina­
dos, estando únicamente sujetos á Inecuación

a eos. A  eos. B  -h  eos. G 
T  sen.® B  ’

que hace ver que su relación es constante.

89. Suponiendo en las fórmulas encontradas hasta aquí que 
uno de los ángulos, A ,  por ejemplo, sea igual á 90®, se obten-

4



drán las correspondientes á los triángulos rectángulos. De la [1}
se deduce

(6)

y sustituyendo este valor de en las [2 y  3] y reduciendo, re­
sulta :

50 P R IM E R A  P A R T E , C A P. V I.

c =  a eos. B  I 
h =  a eos. C í ’ (7)

(8)

ó bien, observando que C =  90®, 
c — a sen. G ) 
b "  a sen. B  ) ’

que se obtienen análogamente partiendo de las [4].
Dividiendo los valores [8] de h y  c por los [7] de c y  6, se 

obtiene

c =  J t g .  C  i ’

pudiendo establecerse que en todo triángulo rectángulo: 1 .®, un ca­
teto es igual á la hipotenusa multiplicada por el coseno del ángulo 
adyacente ó por el seno del opuesto; 2.“, un cateto es igual al otro 
multiplicado por la tangente del ángulo opuesto al primero.

Estas fórmulas se obtienen directamente observando que los 
catetos de un triángulo rectángulo pueden considerarse como las 
coordenadas del vártice de uno de los ángulos agudos (23).

90. Las tablas trigonométricas dan los logaritmos de las diver­
sas líneas de los ángulos, pero no éstas, lo que obliga á modificar 
las fórmulas de modo que les sea aplicable con facilidad el cálculo 
logarítmico, para lo cual es necesario saber transformar en produc­
to la suma ó diferencia de dos cantidades.

91. Sea, en primer lugar, la suma de dos cantidades positivas 
a y 6 la que se trata de calcular por logaritmos: se tendrá,

Se ha visto (27) que cuando un ángulo varía de 0 á 90 su 
tangente varía desdo cero á infinito, de modo que siempre existirá
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en el primer cuadrante un ángulo tp tal que su tangente tenga un 
valor determinado. Sea, pues,

el valor de a-+-h será,

a-i-5 =  «(l-|-.tg.*(p) =  a / 1 +  <=
\  eos. y /

^  ^ /  cos.  ̂y s e n . %  \    a
V. eos.* <p /  eos.* <p'

Por medio de las tablas se calculará el valor de y, y después 
el de a +  b conociendo los logaritmos de a y  & sin necesidad de 
pasar á los números, lo que en algunas ocasiones puede ser ven­
tajoso.

92. Si se quiere calcular la diferencia a — ¿en  que se supon­
ga a > ¿ ,  se podra siempre encontrar un ángulo ^ tal que

sen. — i  / A   ̂puesto que  ̂y  tendrá :
^  G' ct

a ¿ =  a ^  =  a (i — sen,* ®) =  a eos.“ tp.

93. Si el binomio que se quiere trasformar en monomio es de

la forma A  eos. B  sen. a se supondrá to-. ® =  —  v  se ob-
^ A

tend rá :

A  eos. a - i ~ B  sen. a  =  ̂  (óos. « H- ^  sen. a )  ~  A  (eos. « - h  tg .  <p sen. a ) =  

■ A_   ̂ eos, a eos, y -H sen, a sen, y _ A  eos. (« —
eos. ceeos. co

• BTambién püede suponerse cot. cp =  — , y  entonces resulta :
A

A eos. a -f- 5  sen. a =  A (eos. a -f- cot. cp sen. a) =  ..A — ^
sen. cp



CAPITULO VII.

BESOLUCION DE LOS TRIÁNGULOS RECTILÍNEOS.'

TRIANGULOS RECTÁNGULOS,

94. Las fórmulas del núm. 89, dispuestas ya para el cálculo 
logarítmico, resuelven todos los casos, manifestando el cuadro si- 
g^uiente las apropiadas á cada uno de los cuatro que pueden pre­
sentarse :

1.®' caso..

Datos.

a, b.

hyB.

b, c..

Incógnitas. Fórmnlaa.

a,B. . .
|C '= 9 0 ‘> —

C,b,e.. . A b  =  a  sen. M;
lo ̂  a eos. S .

sen. -S =  —  ; a
B, C,c... .j c = 90° — B;

( c =  (o +  í)  (a — 5) ó c =  a eos. B.
C= 90“ — i?; 

_  b
C,a,c. , sen. B ’

tg .B  
' b

B ,C ,a ..  . i c = 90° — B; 
I c

=  bcot. B.

coa, .ff sen. -5
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TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

95. P r im e r  caso.—  Se dan dos ángulos y  un lado cualquiera a. 
E l tercer ángulo se determinará por la fórmula A -\~ B -^ C = 1 80“, 
y  los dos lados b y  c por las del núm. 86, ó sean 

a sen. B a sen. C
sen. A sen. A

á las que pueden aplicarse los logaritmos.
96. Segundo  caso.— Se dan dos lados z. y  h y  el ángulo A  

opuesto á uno de ellos.
El ángulo B  se determinará por la fórmula (86)

h sen. Asen. B

pero como dos arcos suplementarios tienen el mismo seno (56) el 
valor obtenido para sen. B  puede corresponder al ángulo agudo 
dado por las tablas ó á su suplemento, lo que parece indicar dos 
soluciones del problema. Si .4 > 9 0 “ B  no podrá ser obtuso, y 
su valor será el dado por las tablas, lo mismo que si siendo 4. <90® 
se tiene a 5, pues deberá ser 5  <  A ; y  únicamente cuando se
verifique que A  <  90° y  6 >  a  tendrá B  dos valores, uno el dado 
por las tablas y otro su suplemento, siempre que el problema sea 
posible, lo que exige que sen. .S <  1 6 h sen. A  <C.a. Esto con~ 
cuerda con la construcción geométrica (Fig. 13), que indica dos 
soluciones A B C  y  A B ' C  s io < 6  y « >  C D , ó  b i e n u > 6seu. A, 
observando que en el • triángulo rectángulo A  C I )  tiene 
C JD — h sen. A,  siendo ademas evidente que los ángulos C B  A y  
C B '  A  son suplementarios.

Conocido el ángulo B ^  ya admita uno ó dos valores, se obten­
drán los correspondientes de C y c por las fórmulas

a sen. C
C«=180° — (4  +  .B), y c sen. A
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97. Bi valor de c puede obtenerse directamente en función de 
los datos del problema partiendo de la fórmula [1] del núm. 85 
que d á :

c =  ¿ eos. A  ±  l / a “ — s e n . M ,

siendo preciso para que estos valores sean reales que a ^ b  sen. A,  
y  como los lados de un triángulo representan magnitudes absolu­
tas , necesariamente positivas, se deberá verificar, ademas, para 
que c admita dos valores

ó bien
b eos. A  >  [ / sen.® A  ,

i® eos.® a ^  ^  ^ í > a ,
que son las mismas condiciones encontradas en el número an­
terior.

Los valores de c no son calculables por logaritmos, pero puede 
aplicarse á la cantidad sub-radical el procedimiento del núm. 92, 
suponiendo

b sen. A.
sen. <p

pues por ser ¿sen. A c ^ a  resultasen. 9 <  1. Esta hipótesis trans­
forma el valor de c,  que se reduce á

z , , A /  2 /1 ¿*sen.® .á\
c s= 5 eos. A  rh  \  / a í 1 ----------- ------ j ~ b  eos. A z h  a eos. <p,

6 biensustituyendo por b su valor - “ sacado del de sen. ®
sen. A  T »

a sen. «p eos. A  a (sen. 9 eos. A  ±  sen. A  co.s.<' —-----— — — Ot eos. ' —
sen. Asen. A  

a sen. (9 A)  
sen. A  ’

y  una vez calculado el valor de  ̂ se obtendrá el de c.
98. Tercer  caso.— Se dan dos lados ^ y h  y  el ángulo com­

prendido C.
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^  =  90** — la fórmula del número 87 dará

B por la ecuación

a — b , ~ a  — b
tg. I (.1 _  B ) = t g .  è (4  -h-B) — r - r  *= cot. è Ca, •+“ b 

A - ^ B

a ^ b  ’ 

A — B, , , -o. "i -15 5
y  ,8Í se encuentran asi los valores — ^ ^  > 7  2 — " ’

será ^  =  »1“H - y  -S =  m® n .
99. Conocidos los tres ángulos se determinará el lado

_  sen.  ̂ ^ 1̂ . directamente en función de los datos por 
 ̂ sen. A ’

la fórmula [3] del núm. 85,

c® =  a® 4- &* — 2 a 6 eos. C.

Para aplicarle el cálculo logarítmico se sustituirá por eos. C 
su valor 1 — 2 sen.“ k C (52), y  se obtendrá

c® =  (a — J)® +  4 « 6 sen.“ I C ;

ó bien, suponiendo
2 1/  a 6 sen. I C =  tg. ^ para aplicar

procedimiento del núm. 91,

c“= ( a — 6)“ (1 + tg.® (p) = -̂---- ó ceos.* <p ’
o — b 
cos.<p

100. C uarto caso.— Se dan los tres lados.
Las fórmulas del núm. 85 resuelven el problema, siendo nece­

sario únicamente prepararlas para el cálculo de logaritmos. 
La [1] da

6* -f- c* — a*
eos. A — 2 ¿ c

y sustituyendo este valor en la ecuación (52) 2 eos.* |  1 +  oos. A
se obtendrá:

(Z> 4- c)* — a* (6 4- c -4- g) +  e — a)
008.* è A 4 6c 4 6c
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Representando por 2 p  el perímetro del triángulo será 
2 =  a -h  6-í-c * y 2 (p — d) =  b -\-c— a,

con lo que el valor anterior se convierte en

eos. è A p { p  —  o )

be
al que pueden aplicarse los logaritmos.

Para que el triángulo pueda existir es necesario que eos. é A. 
sea real y menor que la unidad  ̂lo que exige que

y  p { p  —  a)<:hG,
ó bien 2 ó a <C,h Cy

(6 -f- c -f- rt) (6 -{- c — a) <C d 6 c ó (6 — c)® <C , 

de donde se deduce
±  (6 —  e) < ; a ,

según 6 >» ó <Cc, encontrándose de nuevo las condiciones cono­
cidas en Geometría para que pueda construirse un triángulo cu­
yos lados se dan, reducidas á que tm lado cualquiera debe se)' me­
nor que la suma de los otros dos y  mayor que su diferencia. Los 
otros dos ángulos se determinarán por fórmulas semejantes dedu­
cidas de las [2] y [3] del núm. 85, y nunca podrá suceder que 
los valores de eos. \  B  y  eos. I  C no sean admisibles, pues las 
condiciones para que lo sean, análogas á las anteriores, se dedu­
cen de óstas que se suponen satisfechas. En efecto, suponiendo 

de a < ih - \-c  y  a ^ b  — e s e  deduce 
b~>a  — o, h < ia -\-c  y — 5,

siendo, ademas, evidente que c <C. a b.
101. Partiendo de la fórmula (52) 2 sen.® i  A ~ 1  — eos. A , y  

sustituyendo en ella el valor de eos. A  se obtiene:

sen.  ̂A ( p ~ b )  (p —  c) 
be

en la que no hay ambigüedad, pues siempre será h A  90°,



102. Dividiendo el valor de sen. é -d poi' el de eos. |  A ,  resulta 
la fórmula
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tg .  ̂A  ■ V (p — d) (p —  c)
p ( p  -*«)

que también puede servir para calcular el ángulo A.
103. La primera de estas fórmulas es la que determina con 

más sencillez el ángulo A , pero si hay que determinar Iqs otros 
dos es preferible la tercera, pues no hay que buscar más que los 
cuatro logaritmos de p ,  p  — a , p  — ó y p  — c, y aquólla exige 
los siete de a, b,CfP,p— a, p — &, y p  — c. La segunda formula 
economizarla el de p.

104. El área de un triángulo es igual, según enseña la Geo­
metría, al semi-prodücto de la base por la altura, y puede deter­
minarse en función de los datos en cada uno de los cuatro casos 
que se han examinado.

P eimer caso.— Se conocen dos lados b, c y el ángulo compren­
dido A.

La perpendicular B  D  (Fig- 12) es igual á c sen. A ,  y se ten­
drá , llamando S al área buscada,

B = l A G X B D  =  \ h c  sen. A ,
que demiiestra que el • área de un triángulo es igual al semi-pro- 
ducto de dos lados por el seno del ángulo comprendido.

Segundo caso.— Se dan dos ángtdos Á , B y u n  lado cicalquiera c-
Siendo (86)

csen .5  esen. ^
sen. C sen. {A- \ -B)

se tendrá

S =  é A c sen. A
c’ sen. A sen. B2 sen. {A  -h  B)

Tercer caso.— Se dan dos lados a , b y  ángulo A  opuesto á 
uno de ellos.

Se tendrá
8 =   ̂a ¿ sen. G = \ a b  sen. (A +  £ ) ,



debiéndose determinar primero el valor de B  por la fórmula

^  h sen. Asen. B  -- ------------ .
a

Cuarto oaso.— Se conocen los tres lados.
Se tiene (52)

S =» g è c sen. A =  bc sen. è A coa. |  A ,

6 bien
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8 =  p { p  — a) (p  — b){p —  c) , ^
sustituyendo por sen. è 4  y  eos. |  A  sus valores (100 y  101).
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105. Se llama triángulo esférico la parte de superficie com­
prendida en una esfera por tres arcos de círculo máximo, cuyos 
planos determinan un ángulo triedro que tiene su vértice en el 
centro de la esfera, y cuyas caras y ángulos diedros son iguales 
respectivamente á los lados y ángulos del triángulo.

106. El objeto de esta parte de la Trigonometría es determinar 
tres de los elementos de un triángulo esférico cuando se conozcan 
los otros tres, para lo que bastará tener fórmulas que establezcan 
relaciones convenientes entre los lados y ángulos.

107. Sea (Fig. 14) A B  C un triángulo esférico cualquiera, en 
el que se designarán por a, h, c, los tres lados, y  por A, B , C, los 
ángulos opuestos, y  O el centro de la esfera de qué aquél forma 
parte. Sí por un punto cualquiera m del radio O -á se tira un pla­
no perpendicular á éste que corte à O B  y  O C e n n  y  q , Be for­
marán dos triángulos m n q  y  onq  que darán (84):

— s — i ---- *n q  1=  mn -j -mq  — 2 mn. m q. cob. q m n,
---3 --- 3 --- 1
n q =  o n o q — 2 o n. o q. eos. q o n,

Restando estas ecuaciones, dividiendo por o 7» , y observando que 

f>  n  1
q m n  =  A; q o n ^ a ; seo. c = ^ 9 7—  ss=sec.o=

om eos. c om eos.
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m n
--- = t g .  C‘om

--- » ----a
0 n — mn -

sen. c ma seu. b------- • —
cos. bcos. c om

— a — a — a — ao m ;  y o q —  mq  =■ = om

resulta :2 —  2 cos. a 2 cos. A
sen. b sen. c

0 ,cos. b cos. c eos. b cos. c
ó bien,

cos. a =  CO.S. b cos. c ■ +• sen. b sen. c cos. A.

108. La construcción anterior exige que los lados b y  c sean 
menores que 90“, pues de lo contrarío no podrían formarse los 
triángulos onq  y  m n q  que han servido de base para aquélla, 
siendo necesario demostrar que la fórmula obtenida es igualmente 
exacta en todos los casos.

Si siendo c <  90“ se tiene ó >  90“ y  se prolongan (Fig. 15) 
los lados a y b  hasta su encuentro en C \  se formará un triángulo 
A B  C  0X1  el que V y  e serán menores que 90“, y  se tendrá : 

cos. a' =  cos. b' cos. c sen. b' sen. c  cos. B  A  C ' ;
pero

a' =  180“ — a , y  =  l80“~ á ,  jS .4 C" == 180“ — ^  
y  por tanto

cos. a'  ~  — cos. a, cos. V ~  — cos. sen. b' =  sen. b, 
y cos; B  A  C  —  cos. A ; 

sustituyendo, pues, y cambiando los signos, resulta : 

cos. a «= cos. b cos. c +  sen. b sen. c cos. A  ,

que es la fórmula obtenida en el número anterior, ampliada al 
caso actual.

Si & >  90" y c 90“, el triángulo A B O  tendrá h' <C 90", 
c >• 90“, y  siéndole aplicable la fórmula, según lo acabado de de­
mostrar, se está en el caso anterior.

Demostrada esta fórmula para todos los valores de ó y  c agu­
dos y obtusos, se verificará cuando difieran de 90" tan poco como 
se quiera, y por consiguiente será aplicable al caso en que imo ó 
los dos lados tengan este valor particular.
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109. Aplicando esta fórmula á los tres lados del triángulo, re­
sultan las siguientes :

eos. a =«= eos. b eos. c -h sen. b sen. c eos. A 
eos. b =  eos. a eos. c +  sen. a sen. c eos. B 
eos. c -= eos. a eos. b +  sen. a sen. b eos. G

( 1)

que permitirán siempre determinai* tres elementos de un trián­
gulo en función de los otros tres y dejan resuelto el problema que 
constituye la Trigonometría esférica.

110. La comodidad en las aplicaciones exige fórmulas que con­
ten o-an los tres datos y cada una de las incógnitas, ó sean cuatro 
de los elementos combinados de todas las maneras posibles, que 
se reducen á las siguientes :

1. “ combinación. Tres lados y un ángulo.
2. ® Pos lados y los ángulos opuestos.
3. ® Pos lados, el ángulo comprendido y el opuesto á uno de 

ellos.
4. ® Tres ángulos y un lado.
Las fórmulas [1] corresponden á la primera combinación.
111. Las correspondientes á la segunda, que deberán contener 

Á j B y  por ejemplo, se obtendrán eliminando c entre las dos
primeras ecuaciones [1], que combinadas por suma y resta dan:

(eos. a -h  eos. í) (1 — eos. e) sen. c (sen. b eos. A -h sen. a eos. B) 
(eos. a —  eos. á) (1 +  eos. c) =  sen. c (sen. h eos. A  —  sen. a eos. B').

Multiplicando entre sí estas ecuaciones, y  observando que

( 1  —  eos. c) ( 1  -+- eos. c) == sen.“ c ,

resulta sucesivamente :
a — eos.“ b =  sen.“ b eos.“ A — sen.“ a eos.“ B , 

gen.“ h —  sen.“ a =  sen.“ í  (1 — sen.“ A ) — sen.“ a (1 — sen.“ B ) , 
sen.“ b sen.“ A  =  sen.“ a sen.“ B  :

y  por último,
sen. A 
sen. a

sen. B 
sen. b



qne demuertra qne todo triángulo esférko los senos de los lados 
son proporcionales á los de los ángulos opuestos.

Aplicando esta propiedad á los tres lados se obtienen las ecua- 
Clones

A  _  sen. i? sen. C
( 2)
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sen. a sen. b sen. c

112. Para obtener nna Ibrmnla perteneciente á la tercera com­
binación, qne contenga, por ejemplo, a , b, A y  C, hay que elimi­
nar c entre la primera y  tercera [1], Esta última permite elimi- 
nar eos. y  sen. c lo será por las [2] que dan

sen. c = sen. a sen. C 
sen. A

cuyos valores sustituidos en la primera ecuación citada producen:

003. a =  eos. « C0S.2 h sen. a sen. 5 eos. h eos. <7h- sen. b eos. A  C
sen. A ’

0 bien, dividiendo los dos miembros por sen. a  sen. h, y  observan­
do que eos. a — eos. a cos.  ̂h ~  eos. a sen.^ b :

coi a sen. b ~  eos. b eos. C sen. C cot. A ,

ecuación de la qne se deducen las siguientes, haciendo con las le- 
tras todas las combinaciones posibles ;

cot. a sen. h ~  eos. b eos. C'H- sen. C cot. A 
cot. b sen. a =  eos. a eos. C +  sen. C cot. jB  
cot. a sen. c =  eos. c eos. B  -+- sen. B  coi A 
cot. c sen. a ^  eos. a eos. B  +  sen. B  eoi C 1‘ 
coi b sen. c =  eos. c eos. A  +  sen. A  cot. B  
cot. c sen. b =  eos. b eos. A ~h sen. A coi C

113. Por un procedimiento de eliminación análogo álos ante- 
ñores se obtendrían las fórmulas correspondientes i  la cuarta 
combinación, pero es mucho más sencillo aplicar las ecuacio­
nes [1] al triángulo A ' B '  C  suplementario del A B C ,  enten-

1 n ose por tal el triángulo esférico con-espondiente al ánoulo 
triedro suplementario del que corresponde b. A B C ,  y  cuyas ca­
ras y ángulos serán suplementos respectivos de los ángulos y  ca-



ras de éste. Suponiendo, pues, dichas fórmulas escritas con las le­
tras acentuadas y  sustituyendo en vez de a , b \ c \  B \  ÍT', sus 
iguales ISO“ — 180" — 180»i— 180" — a, 180" — 6, 
180" — c, se obtendrá :

eos. A =  — eos. B  eos. C -{- sen. B  sen. C eos. a ]
eos. B  =  — eos. A eos. C -f- sen. A sen. C eos. i  >. (4)
eos. C =  — eos. A  eos. B  -h  sen. A  sen. B eos. c )

114. Las fórmulas [1] se trasforman fácilmente en otras más 
adecuadas al uso de los logaritmos siguiendo un  procedimiento 
análogo al del núm. 100, pues si se despeja de la primera eos. A  
y  se sustituye su valor en la ecuación

2 eos.̂   ̂^  =  1 -i- eos. A , 

se obtiene sucesivamente :
eos. a — eos. b eos. ceos. A — -
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2 eos.* \ A  =

sen. b sen. c
eos. a — eos. h eos. e-f- sen. b sen. c eos. a—eos. (& H- c)

sen.b  sen.c sen. b sen. c

ó bien (59 [21])

cos.  ̂^A  = sen.  ̂ (a ■+- 5 -í- c) sen.  ̂ -h  c — a)
sen. b sen. c

ypov último, suponiendo a - \ - h - \ - c = 2 p ,  de donde se deduce 
h - ^ c — a =  2 ( p  — a).

,  ̂ . /  sen.» sen. (p — a)eos.  ̂A ~ \ / ------------------------ .\  sen. o sen. c (5)

115. Partiendo de la fórmula 2 sen.^ i  A  =  1 — coq. A  se ob­
tiene análogamente :

sen. I j4 =
sen. (p  — b) sen. (p  — c) 

sen.b sen.r (6 )

en la que i  A<C 90".
116. Dividiendo la [6] por la [5] resulta:

l s e n . ( p - b ) j . n . ( p - c )  
\  sen.psen. (p — a)

;■ I "
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117, Aplicando las fórmulas [5] y  [6] á los ángulos B  y  C, 
se obtiene :

. /sen.osen.(«—b) . ,, /sen.(jp—a)sen.(p—c)
c o s . | . B = \ / ------------ ------'-■,sen.hB=^sen. a sen. c sen. a sen. c

, /sen.psen. (p~c) 4 /sen. (p—a)sen.{p—¿) _
c o sA C = \  ---- -------  , : s e n .ia —\ / -------------------j------ ;\  sen. a sen. b > sen. a sen. b

y  sustituyendo los valores correspondientes en la fórmula

sen. (I A -+-1JB) =  sen. h A eos. |  A -h  sen. |  B eos. ^ A ,

resu lta:

sen. p  sen. {p — c) sen.® (p  — b)\ f  l *  D d i«  \ } /  \/----------- sen .» 6 e n .Jse ii.=  c H-

sen. (¿j— &) -h

. /  sen, p sen, {p — c) sen.® {p — a) _
\ /  sen. a sen. b sen.® c

-sen, {p — a) ^  /  sen, p sen, (p — c) ^  ^
,. c \  sen. a sen. b

2 sen. I (2 p — a — ó) eos. J (a — b)
sen. c

eos. è C ;

pero
2p — a — ¿ =  c, sen. c =  2 sen. I c eos. J c, 

y  por consiguiente

eos. 1 c sen. ¿ (.á -|- .S) =?= eos. 5 C eos. 1 (a — b). (8)

Por un procedimiento análogo se encuentran las tres ecuacio­
nes siguientes, que con la anterior constituyen las conocidas con 
el nombro de fórmulas de Delamhre:

eos,  ̂ c eos. \(^A B') =  sen. § C eos. è (® "b j
sen.  ̂c sen. ^{A  — B) ~  eos.  ̂ C sen. J (a — b) > 
sen. è c eos,  ̂{A — B) ~  sen.  ̂ C sen. ¿ (a 4- Z>) )

(8)

118. Dividiendo la primera de estas fórmulas por la segunda, 
la tercera por la cuarta, y después la cuarta por la segunda y la
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tercera por la primera, resultan las siguientes, conocidas con el 
nombre de analogías de Néper :

tg - (-d H - -S) —

tg - é ( ^  —  -S) ^

tg. | ( a  •+• J) =

eos.
eos. 1 (a -h
sen.
sen.
eos.
eos. l ( A  +  B)
sen.
sen. ^ (J. H- B)

cot.  ̂ C 

cot. J C

tg. l  C 

tg. I c

(9)

119. Suponiendo A  — 90“ en las fórmulas [1], [2], [3] j  [4], 
se obtienen las siguientes, aplicables á los triángulos esféricos 
rectáníTulos :

eos. a = eos. b eos. c .. (10)
sen. b = sen. a sen. B, sen. c = sen. a sen. C (11)
tg.b = tg. o eos. C, tg. c = tg- a eos, B (12)
tg. b = sen. c tg, .B, tg. c = sen. b tg. G (13)

eos. B  —: sen. C eos. b, eos. C = sen. B  eos. c (14)
eos. a =: eot, B  cot. C. (15)

120. La fórmula [10] exige que eos. a y  eos. h eos. c tengan el 
mismo signo, por lo que los tres cosenos deben ser positivos, ó 
bien uno solo y  los otros dos negativos; así, en todo triángulo es~ 
fénico rectángulo los tres lados son menores que 90®, ó dos mayores y  
el tercero menor.

121. Como en las fórmulas [13] sen. c y  sen. b son siempre 
positivos, tg. b y  tg. B  y así como tg. c y  tg. (7, deben tener el 
mismo signo, de modo que cada cateto es de la misma especie que 
el ángulo opuesto, es decir, los dos deben ser menores, ó los dos ma­
yores que 90“.



CAPITULO IX.

RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS ESFERICOS.

TRIANGULOS RECTANGULOS.

122. ü n  triángulo esférico puede tener dos ó tres ángulos rec­
tos ; en el primer caso los lados opuestos son también iguales á 90° 
y  el tercer ángulo es igual al tercer lado, y en el segundo los 
tres lados son cuadrantes, de modo que no habiendo problema 
posible cuando esto suceda, deben considerarse únicamente los 
triángulos que sólo tengan un ángulo recto.

123. Las fórmulas encontradas (119), á las que pueden apli­
carse los logaritmos, resuelven todos los casos, debiendo tomarse 
las que contengan los datos y  cada una de las incógnitas, según 
manifiesta el cuadro siguiente :
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Datos. Incógnitas. Fórmulas.

6 7

2 .®

3.̂

4.®

6.®

5.®

eos. a
eos.'o —

1.*' caso. a, b . .  c, B, C { sen. B

b,c .. a, B, C

a,B  . . b , c , C

b,B . .a,  c, G

b, C . .  a, c, B

B, C .. a, b, c

sen. b
sen. b =  sen. a sen. i?, 

tg. c — tg. <t eos. B, 
cot. C — eos. a tg. B.

sen. b
sen. a ===------sen. B

tg. b

sen. C-

*tg. a = -----cos.<7
tg. c =  sen. h tg. C, 
eos. B =  eos. b sen. C. 
eos. a ~  cot. B  cot. Cy 

eos. B
eos. b =*-----sen. C

eos. Ceos. C —  ---------sen. B

En el primero y tercer caso B  y  h están dados por sus senos, 
pero no liay ambigüedad, pues deben ser respeetivamente de la 
mi.sma especie que b j  B  (121).

En el cuarto las tres incógnitas están determinadas por sus se­



nos, poro sólo habrá dos soluciones, pues una vez fijada la especie 
de a , lo estará lá de c (120), j  por tanto la de b (121). En efec­
to ñ i Á B C  (Fig. 16) es el triángulo que satisface al problema, 
y se prolongan los lados A B  y  B  C hasta su encuentro en B  , 
A B ' C  satisfará igualmente, y a', C' serán suplementos res­
pectivos de a, c, C.

124. Los triángulos que tengan un lado igual á 90“ pueden 
resolverse por las fórmulas anteriores, pues el suplementario ten­
drá un ángulo recto.

125. También son aplicables aquéllas á los triángulos isósceles, 
pues trazando desde el vértice un arco de círculo máximo perpen­
dicular á la base se formarán dos triángulos rectángulos iguales, 
cuyos elementos estarán determinados por los del propuesto, y 
vice-versa, por lo que bastará resolver aquéllos.

T R I Á N G U L O S  O B L I C U Á N G U L O S .

126. P rimer caso.— Se dan los tres lados.
Cualquiera de las fórmulas [5], [6] y [7] determina los ángu­

los, no existiendo ambigüedad .si se adopta la segunda, pues se 
tendrá siempre h A <  90“. Cuando deban calcularse los tres án­
gulos es preferible la última, que exige la determinación do me­
nor número de logaritmos.

E l triángulo no podrá existir si los valores de sen. l A ó  eos. |  A  
resultan imaginarios ó mayores que la unidad.

127. S egundo caso. — Se conocen dos lados^ a y b , y ángulo
comprendido C.

Las dos primeras analogías de Neper (118) darán los valores 
¿g (^A A -B )  y  h {A  — B ) , y  por consiguiente los áa A y  B.  El 
lado c puede determinarse después por la ecuación (111)

0 3  r n iM E E A  T A E T E , C A P. IX .

sen. c =
sen. a sen. C 

sen. A

pero es preferible obtenerlo directamente en función de los dato.s, 
pues así no se presenta la ambigüedad consiguiente á estar dado



por su seno. Para esto se necesita una fórmula que contenga los 
cuatro elementos a, &, C y o, ó sea la tercera [1],

eos. c =  eos. a eos. h H- sen. a sen. h eos. (7, 
que debe prepararse para el cálculo logarítmico, suponiendo, según 
el procedimiento del núm. 93, cot. (p =  tg. a eos. C, con lo que re­
sulta sucesivamente :

eos. a sen. (6 -1- »)

^  RESO LU C IO N  D E  LO S TRIA N G U LO S E S F É R IC O S . 6 9

eos. c =  eos. a (eos. h -h  sen. 5 tg. a eos. C) sen. cp

128. Tercer CASO.— Se dan dos lados a y b  y el ángido A  
opuesto á ano de ellos.

El ángulo B  estará determinado por la fórmula
sen. A sen. b

sen. B sen. a

j  después lo podrán ser C y c por las segunda y cuarta analogía 
de Néper, que dan :

sen. i  ( a -h á )
cot. \  C = i g . \  {A — B) 

i g . \ c  =  tg. K «  — )̂

sen.  ̂(a — b) ' 
sen. ¿ (A H- P )
sen. ¿ — B)

Para obtener C directamente se recurrirá á la primer fór­
mula [3], que contiene los cuatro elementos a,h,  A y  C7, y que da

las siguientes, suponiendo (93) tg. y =
cot. A 
eos. b

cot. A
cot. a sen. b ■*= eos. b (eos. G -t--------z- sen. O) —eos, b

(eos. C eos. cp4 -sen. Csen. tp) eos. b eos. (C  —  «f) 
— eos. b -— -—-----------------------------  'eos. íf eos. f

eos. (C — f) —  eos. (p tg. b cot. a ,  si <7> =?,

y
eos. (<f> — C) — eos. tp tg. b cot. a, si (7 <  f , 

pues eos. C eos. tp +  sen. C sen. « es el desarrollo de eos. {C — (p) 
ó de eos. — C).  En el primer caso se tiene C —m-j-cp, y en el 
segundo (7=tp— m, siendo m el valor obtenido para r t  { € — í) '



7 0 P R IM E R A  P A R T E  ,  C A P. IX .

E l cálculo directo de c se liará partiendo de la primer fórmu­
la [1] que contiene a , Z», ^  y c, y de la que se deduce sucesiva­
mente , suponiendo tg. i|< =  tg. 6 eos. A ,

eos, 1) eos. [  -t- (c — 4')]
eos. a==cos. 6 (eos. c-h sen. c tg. h eos. Á) eos. 4'

eos. [rtr (c— 4)]
eos. a eos. 4 

eos. b
según c ^  ó <C 4-

Conviene observar que si desde el vértice C del triángulo 
A B C  (Fig. 17) se traxa un arco de círculo máximo C D  per­
pendicular al A  B,  se formará un triángulo rectángulo A C D ,  Q-n. 
el que se tendrá (119 [15] y [12])

eos. l  =  cot. A  eot. A C B ;  tg. A D —  eos. A , 
y por consiguiente

^ =  A C D ,  4 =  AZ),

de donde se deduce que y 4 mayores ó los dos
menores que C j c .

129, El ángulo B  está determinado por su seno, y pueden con­
venirle dos valores suplementarios, que indican dos triángulos que 
resuelven el problema. En efecto, si A. es menor que 90® lo será 
también C I )  (121), y  por tanto serán mayores que éste todos 
los arcos oblicuos trazados desde C k A B , j  tanto más cuanto 
más se alejen de su pié D.  Tomando abora D E " J ) B  será 
C E = C B y  y los dos triángulos A B C y A E C  tendrán los 
mismos datos siempre que se verifique A  C~> B  C; pero si 
A  C ~  ó < .B  C,  sólo existirá Cí A B  Cy pues el punto E  coin­
cidirá con A  ó pasará más allá, debiendo adoptarse los valores 
.S<90®  (121) C><p, e > 4 .  Si a -f -á  — ó >  180® será B  C =  
ó 1> C J.' y el problema no tendrá solución, pues el ¡lunto B  coin­
cidirá con A'y ó le rebasará. Sí h 90®, se obtendrán dos solu­
ciones A B ' Cy A E ' Cy tomando D 'E ' =  B ' B '  siempre que 
B ' a  < a  A! ó « 4- 6 <  180®, pero si a -{- 5 — ó >  180®, sólo 
existirá A B ' C'y teniéndose entonces 90” (121) C<Cf,c<C^.  
Si a =  ó no hay solución.



Haciendo raciocinios semejantes cuando se suponga 90°, y 
teniendo en cuenta que en esta hipótesis el arco C D  lo es tam­
bién (121), y  que, por lo tanto, es mayor que los oblicuos C E  y  
CBy  que disminuyen á medida que se alejan del CDy podrá for­
marse el cuadro siguiente, que resume todos los casos que pue­
den ocurrir, no incluyéndose los de vi =  90“ ó 6 =  90“ porque 
el triángulo propuesto se resolverla según lo ya explicado para los 
rectángulos (123, 124).

R E S O L U C IO N  D E  LOS TRIA N G U LO S E S F É R IC O S . 7 1

90“

A 90“

90“

90"

90“

90“

a •Sí }).......................... Dos sol. . B  ■
a =  J.......................... Una. , . , B

a -c  180“ — 5. Una. . . . B  
a ^  180* — J. Ninguna. 
a ■«: 180“ — h. Dos. . . . B  
a 180“ — J. Una.. . .  i?

a

a ■= h. 
a i. Ninguna.

a a
180“ — h. Dos. . . . B  

• 180“ — Z>. Una. . . . B

90“; 
A ; 

90“;

; 90“; 
90“;

90";
90“;

C S  9«í ?  = »  <p.
C’=- 9.

Ninguna. 

Dos, . . . B

a =  h......................
a •s íh ......................
a h.................
a =  1.......................... Una. . . . B

a ^  180“ — h. Una. . . . B  
a 180* — h. Ninguna.a

90“; 
■A ; 
90";

9-
í7 s» 9 .

í7=-9.

130. CuAETO CASO.— Se dan dos ángulos A y  B  y  el lado a  

opuesto á uno de ellos.
Hallando los suplementos de estos datos se conocerán en el 

triángulo suplementario los dos lados a j h y  el ángulo A , y resol­
viendo éste como en el tercer caso se determinarán c, B  y  C, cu­
yos suplementos serán los elementos (7, &, c del triángulo pro­
puesto.

131. Q u in t o  CASO.— Se conocen dos ángulos A y  B  y el lado 
adyacente c.
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Se resuelve como el segundo caso, por medio del triángulo 
suplementario.

132. S exto caso.— Se dan los tres ángulos.
Se conocerán los tres lados del triángulo suplementario, lo que 

reduce este caso al primero.



CAPÍTULO X.

E J E R C I C I O S  D E  R E S O L U C I O N  D E  T R I Á N G U L O S .

133. Las teorías expuestas en los capítulos vii y ix para resol­
ver los triángulos rectilíneos y esféricos se aplican sin dificultad 
á los diversos casos que pueden ocurrir, teniendo en cuenta lo 
prescrito en los números 78 y 80 para el uso de los logaritmos de 
las líneas trigonométricas.

Los ejemplos que siguen manifiestan el modo de operar en cada 
caso disponiendo los cálculos con la mayor sencillez y claridad 
posibles, estando efectuadas todas las operaciones aritméticas, que 
no hay necesidad de hacer separadamente.

t r i á n q u i _o s  r e c t í l í n e o s .

I. lUsoher un triángulo rectángulo en que se conoce la hipote­
nusa a — 8926“,975 y  un cateto b =  7701“ ,87.

El cálculo de los elementos desconocidos se hará según lo ma­
nifestado en el núm. 94 y de la manera siguiente :



íV ''
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J 1 & =  7701,87
Cálcdo de S ;  -» =  V  i » =  8926,976

log. sen. ̂ (59°37'41",9) = 3,8865922 | ^  j

3,8865962 
—3,9507007 i

34 J =  
25

log. a

1,9358918
894 ¡ d =
l i O  124

1160-----
44 1,9

_____________  l a -hb =  16.628,845
Cálculo de e =  K (<M- J) — J) |  ̂_  j  _  1.225,105

log. c (4513,55) =
=  log. (a ■+• b)

4,2208400 
210 

105 
131

3,0881716 , , „ ,
178 J = lo g -(‘i — Z*)

7,3090356
3,65451775

34
435

Conocido el valor de se obtiene el de (7=90“— 30“22'18'^,1. 
El valor de c puede obtener.se de la manera siguiente, que sirve 

de comprobación á la anterior.
log. a =  3,9507044

Cálculo do e =  a eos. JB

log. c (451.3,55) =  
~ 8",1 

¿ =  — 359

3,9507044
1,7037845

B  =  59“37'41",9 

=  log. a 

=  log. eos. B2872
359

3,6545180 
34
46

E l valor de log. a, ya determinado al calcular B , se obtiene efec­
tuando la suma allí indicada, cuya circunstancia debe tenerse pre­
sente en casos análogos para no repetir operaciones.

Los elementos desconocidos son, por lo tanto, jS = 59“37'41 ',9; 
C=30"22'18'^,l y c=4513"',55.



II. Resolver un triángulo en que se conocen dos ángulos 
A = 102‘’37'45",6 y  B "3 3 "4 r3 4 " ,5  y  un lado a= 5387“,483.

E l ángulo C se obtendrá inmediatamente por la fórmula 
C =  180“ — ( ^  -K -S) =  43“40'39",9.

E JE R C IC IO S  D E  E E 80L D C IO N  D E  T R IÁ N G D L 08 . 7 5

i  = a sen. B

Cálculo ele 1>.

jy  kfl=5387,483a sen. B  \ j9 ^ 3 3 0 4 i»3 4 " ,5

sen. ^  360.(180"—.á) j 180<>- Í̂=77®22'U'',4

log. ¿ (3062,7C5) =

4",6  
á=3J6

4",4 
á =  48

3,7313792
65
24

1,7440766
1264
158

.3,4764767
—1,9893609

192
192

3,4861137
045
~92

=  log. a 

=sí log. sen. B

— log. sen. A

Cálculo de c.

a sen. C
sen. À

log.c(3726,07)=
9",9 

á =  220

log. a =  3,7313859 
¿7= 43«40'39'S9 
log. sen. A =  1,9893630

3,7313859
1,4382068

198
198

3,560614^
—1,9893630

3,5712515
429

=  log. a 

=  log. sen. C

— log. sen. A

Siendo el ángulo A  mayor que 90", ha sido preciso determinar 
su suplemento para obtener log. sen. A  (56, 1 /).

Se obtiene así C =  43“40'39",9; =  3062 ,765; c=3726 ,07.



III, Resolver un triángulo en que se conocen dos lados a= 136“,31, 
b—234™,85 y el ángulo opuesto al primero A = 4 9 ‘’33'45",7.

h sen. A

7 6  P R IM E R A  PA R T E  ,  C A P. X.

Cálcalo de B; sen. B  =
h =  231,85 

' A =
' a =136,31

log. sen. B  (
5",7 

íZ= 180
) = 2,3707900 = log. b

=  los. sen. Á
1,8814107

90
126

2,2522410
2,1345277 = log.a

El triángulo propuesto no puede existir , pues resultando 
log. sen. 0, será sen. J? >  1 ó 5 sen. a (96).

IV. Resolver un triángulo conociendo, como en el caso anterior,
a =  200™,19, b =  234“ 85 y  A =  49“33^45'%7.

b gen. ./l
Cálculo de B; sen. Jí =

log. sen.JS(63014'20",4) =  
5",7

¿=180

;& =  234,85 
A = 49033'45",7 

U  =  200,19
2.370790G =  log. b
1.8814407

■ =  log. sen. A90
126 \

2.2522416 
—2,3014424 =  log. a,

1,9507992
8 8 ¿ =
400 106
82 0,3

Verificándose A <  90" y  5 >  a el ángulo B  tiene dos yalores 
suplementarios (96), y cada uno de ellos produce un triángulo 
que resuelve el problema. Adoptando primero el valor de B  dado 
por las tablas se obtendrá C =  ISO" — { A - \-B )  =  67'’11'54",9.

a sen. C
Cálculo de í? = sen. A

log. a =2,3014424 
C ~  67m'54",9

log. c (242,467) =  
4",9 

¿ =  89

log. sen. A  =  1,8814510 
2,3014424 =  log. a
1,9646576 j

356 }= lo g . sen. 6 ' 
801 \

2,2661044 
—í,8814510 =  log. sen. A

2,3846534
401
l33



Los elementos del primer triángulo que resuelve el problema 
son , pues, B  —  63“14 '20” ,4, C =  6 7"11 5 4  ,9 y c—  242™,467.

Adoptando para valor cíe B  el suplemento del anterior y calcu­
lando C y  c de la misma manera, se obtiene Í?=11C"45'39",6, 
^_13°40 '34",7  y c=62™,1878, que son los elementos del trián­
gulo que constituye la segunda solución del problema.

V. Resolver un triángulo conociendo dos lados a — 3473“ ,8, 
b =  572“,76 y el ángulo comprendido C =  63°15'17'^,6.

Cálculo de J. y B;

E JE R C IC IO S  D E EESOLTTCION D E  TRIÁ N G U LO S. 77

a -h  I ií?=-3P37'38",8
tg. i  (A—B) — cot. Á C — r  1 <2—^=2901,04 
® '  a+b j fl-i-J=401C,56

log.ig.i(il-^j(49''2y9J')=

¿ = —472

0,2105091 I
472 =log.cot.é-í; 
944’

3,4025477

.3,6730685 
-3.6070796 .

0,0669825
441
3840

60

¿ =  
426
9,0

b sen P í ^=572,76
Cálculo de f ! = ------ --  I 6—63"16'!7",6

sen. i7 f ^=902'12’'2

log.c{3256,46)= 2,7579727 =Iog.&
7". 6

¿= 106

2",2
¿=1324

1,9508518
742
636

2,7088320
—1,1960571

2648
2648

3,5127464
377

“ 87

=log.sen.¿7

=  log.fc-n.P

Siendo J (.4 +  7 ? )=  90" — è C =  58"22'21",2, resulta 
A  == 107“42'30",2 , y B  = ‘9'’2'12",2.
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VI. Resolver un triángulo conociendo los tres lados a=3043“jl7 , 
b =  5610“ 43, y c =  4216“ 9.

E JE R C IC IO S  D E  RESO LU CIO N  D E  T R IA N G U LO S. 79

Cálculo de A¡

f  (i» —c) 

log. tg. M  (16'>8'48",5)=

r « a s : : l ! E H . K
2,9163592 ' =log.(_p—J)
3,3460203 \ , „ . .

’ 9 s  \ = l o g . ( j ) — c)

0,2623893"
-3,8085620

i=íog.O^~«)
2,9233578
Í;4616789

log. tg. i  B  (49“3S'26",3) =

1 2 1

0680
3740
588

d =  
788
8,4

— V /  (.P—a') ÍP — C)
V p { p - i )
3,5304661 =  log. <^p~a)
3,3460301 =  log.(i»—<J)
6,8764962 

— 3,8085654 =  log. p
2,9163592 — log.
0,1515716
0,0757858

589 d=̂
2690
1220
364

4286,2
Cálculo de C; tg. 4 ^  =  

log. tg. 4 ¿?(23«52'45",2) =

(p—a) ip—V)
P (i»—c)

3,5304661 
2,9163592 
6,4468253 

— 3,8085654 
3,3460301
_1,2922298 
1,6461149 

0851
2980
1350
212

=  log. (í?—a) 
=  log. (p—h)

— log. p
— log. o—c)

d = 
569
5,2



Los valores délos ángulos son ^ = 3 2 '’17'37"; 2? =  99 56 52 ,6, 
y  (7—47®45'30",4 , cuya suma es igual á 180°, lo que sirve de 
verificación á los cálculos.

V II. Resolver un triángulo cuyos lados son a =  367”,45, 
b =  293”,96 y c =  220’*’,47.

g Q  P R IM E R A  P A R T E  , C A P. X .

Cálculo de A.

tg. iA = ¡ 2 í ; = 8 8 J . S 8 ; 1 J - í  =  1Í6:?8
p  — a =  73,49 

J =  146,98 
^ — c =  220,47

log. tg. i  A  (45' ) = 2,1672582 =log.(¿; —&)
2,3433495 =log.(¿» —e)

4,5106077
— 2,6443795 =log.í?

1,8662282 =  log. (p — a)

0,0000000

Resulta tg. è =  1 ó h ^ = 4 5 ° ,  lo que indica que el trián­
gulo es rectángulo en .4 , y aunque puede utilizarse esta circuns­
tancia para determinar los otros dos ángulos, es más sencillo apli­
car las fórmulas de los triángulos oblicuángulos, pues ya están 
calculados los logaritmos de las cantidades que entran en ellas.

Cálculo de B ■ts i B ~  \ / v i v - V)

log. tg. i  B 1,8662282
2,3433495

4.2095777
•2,6443795
2,1672582

=  Jog. (y — a) 
=  log. ip  — c)

=  log.y 
=  log. (j7 —5)

1,3979400
1,6989700

480
2200

960
434

d = 
526

T T

Tomando el complemento de J3 se determinara C, y los valores
de los tres ángulos serán .4=90 '’, .C=53°7'48",4, C'=36'’52 11 ,6.
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TRIÁNGULOS ESFÉRICOS.

IX. Resolver^ un triángulo rectángulo conociendo la hipotenusa 
a= 53 '’41'33'',5 y  un cateto b =  132'’3'11'',3.

eos. a
El lado c estará determinado por la formula (123) eos. c— - ^ ^

y  será (120) mayor que 90“, lo que obliga á tomar los suplemen­
tos deh y  c para que resultando positivos los dos miembros de di­
cha fórmula, y menores que 90” los ángulos que entran en ella, 
puede aplicarse el^cálculo logarítmico. Esta circimstancia debe te­
nerse presente siempre que resulten negativos los dos miembros 
de una fórmula cualquiera.

Cálculo de c; eos. (180° — c) =
eos. a I a =  o3°41'33",6 

eos (180°— í>) |180°— & =  47°o6'48",7

loe. eos. (180° —e) (27°52'19'0 

d! =  — 287

—1",3 
á =  — 235

1,7723887 
1722 

1435 I _=  log. eos. a

j.,7724074 
— 1,8259548 j

2S3 =  log. coa. (180°—&)
699

1,9464496
597

—  1010 
20

d =  
—  112

9 ,0
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Cálcalo de B.
„  sen. (180°— | 180° — » =  47°56'48",7 
^  ~  séñTa / a =  53°ál'33",5

8 3

log. sen..5(67«8'l"8)' 
8". 7 

<7=190

3",3 
(I =  165

1,8700939
152
133

2,8707104 
—X9062500 

465 
465

1,9644653
37

160
710
87

=  log. sen. J

=  log. sen. a

d =  
89

1.7

Cálculo de C.

eos. Í 7 = - ^ ;  eos. ( 1 8 0 0 -0  =
sen. h eos. a

tg.<i

log. eos. (180°~O  (3o°27'34",1) =

sen. <í eos. (180° — b)

2,8707104 =log. sen. h 
1,7724074 =log. eos. a

1,6431178
—1,9062551 =log. sen. <i 

1,8259578 =log. eos. (180°—&)

1,9109049111
—62

20
5

d =
—160
“ 4 j

Al calcular C se han reemplazado tg. a y tg. 6 por sus valore»

— —  y /  por estar ya determinados los logaritmos de estaseos. a eos. o ®
cuatro líneas en el cálculo de c y i?.

Siendti h >* 90" se tendrá B  2> 90“ (121) y los elementos des­
conocidos tendrán los valores c =  152'‘7'41"; ~  112“5Í'58",2 ;
( 7 =  U4*32'25'',9.
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X. Resolver un triángulo isósceles en que se conocen la base 
b =  121°3'24" y  el ángulo opuesto B =  149“17'32",6.

Aplicando el procedimiento del núm. 125 se formará un trián­
gulo rectángulo, en el que un cateto j  el ángulo opuesto serán 
iguales respectivamente \  h y  h R ,  J  cuya resolución dará á 
conocer todos los elementos del triángulo propuesto.

son. a =

Cálculo de a. 
sen.^ft j í  J =  60"31'42'' 
sen.é.B I i.P = 7 4 '’38'46'',3

log. sen. a(54°3V53",3) =  
2 "

¿ =  119

6", 3 
¿ =  57

1,9398158
238

=  log. sen. i  h
1,9398182 1 

—1,9842127 ,
342 =log. sen.i-i5 

171 \

1,9556019
5986

330
270
69

d = 
101

3,2

Cálculo de C.

eos. i  B
sen. C =

log. sen. C'(32''33'34") =  
— 3'',7 

¿ =  _  767

—  8"  

¿ _  373

eos. 4 à

1,4228.547
2301
5369’

1,4228831
—1,6919292

2984

1,7309241
098
l43

l i o

=  log. eos. 4 B

=  log. eos. 4 5

¿ =
330
4,0

Estando a y  C dados por sus senos, el triángulo rectángulo, y 
por consiguiente e) isósceles propue.sto, tendrá dos soluciones



(123,4®), y lös valores de las incógnitas serán a =  64®31'53",3, 
C'=32®33'34"para la primera; y a—115‘’28''6^'j7, C=147"26'26'' 
para la segunda.

XI. Resolver un triángulo en que son conocidos los tres lados 
a =  70”19'34^^ b =  109®3'4'^6 y  c ^  59"33'23",2.

E JE R C IC IO S  D E  RESO LU CIO N  D E  TRIA N G U LO S. 8 5

Cálculo de A; tg . i  A  —
I sen. (j> —g)
r  een.^ sen. — a)

2 » =  23S'’56'1",8. ( —a =  40"8'26",9
^  =  119®28'0",9. I i? —J =  10°24'56",3 

180'>-íJ= 60O31'59",l. I c=59®54'37"7

6",3 
¿  =  1145

7",7 
¿  =  122

6870
3433

1,9371287
854
854

T,1943067
9",1

¿ = 1 1 9
— 1,9398277 

1071 
119

6",9
¿ = 1 8 2

1,8786928
1002

1638

“ ,3757628

' 1,6878814
611

1,267096o

2030
4280

8

=  log.6en.(í>—i) 

=  log.sen.(í?—ö)

=  log. sen.^

=  log.Ben.(_p—a)

d = 
634

3 ,8
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Cálculo de B.K -
log.tg. i-5(63*52'30",l)=

tg. i  C =

log.tg.é Í7(23‘>4'33'',1) =

sen. iv  — a) sen. {p — c)
ÍQÜ..J) sen. {p - b )

1,8787054 =  log. sen. (j7—rt)
1,1)371381 — log. sen. {p—c)

1,8168435
—1,9398385 =  log. sen.^

1,2571686 =  log.sen,(j?—J)

0,6188364
0,3094182

76 d =
600 532

6 8
0 ,1

culo de C.

sen. {p — a) sen. {p — &)
sen._p sen. (j) - ó )

1,8787054 =  log. sen. (i?—a)
1,2571686 =  log. sen. (_p—V)

1,1358740
—1,9398385 =  log. sen.^

1,9371381 =  log. sen. (^—í)

1,2588974
1,6294487

305
a =

1820 584
680

96 3,1

Los ángulos buscados tienen, pues, los valores ^= 51*’58'7",6, 
J 5 =  127“45'0",2 y  C '= = 4:6W ',2 .



X II. Resolver un triángulo en que se conocen dos lados 
a =  150°3'42", b =  49“10'34:"j y el ángulo opuesto al primero 
A =  115"33'42",6.

sen. A sen. h

E JE R C IC IO S  D E  RESO LU CIO N  D E  TR IA N G U L O S . 87

Cálculo de B  ; sen. B  —

log. sen. B  i  ) =
7",4 

á=101
i"

d=lS2

8"
¿=366

sen. a

180«- A  =  C4°26'17"4 
1} =  49'>10'34"

I ISO«— a =  29"5&lS"

1,9552569
707

404
1,8789294

728
1,8342011

—1,6981301
2928

— log. sen. A 

I =  log. sen. i

I =  log. sen. a

0,1360417

Resulta sen. B > 1 ,  y  por tanto el triángulo propuesto no 
puede existir, á pesar de indicar dos soluciones el cuadro del nú­
mero 129. Observando que en el triángulo rectángulo A  C I )  (fi­
gura 17), en el que >  90" se tiene, según las fórmulas [11] 
del núin. 119, sen. — sen. A sen , ó, resulta, puesto que 
sen. A  sen. h >  sen. a,  sen. C B >  sen. a, ó C B < a ; á e  don­
de se deduce que el triángulo no puede existir pues el arco C D  
es el mayor que puede trazarse desde el vértice C al lado A  B. 
Las dos soluciones indicadas en el núm. 129 se hubieran obtenido
s i a < C ' Z í y  > 1 8 0 "  — ó.

X II I  Resolver un triángulo en el mismo caso anterior^ siendo 
a =  64"5A 2",4,b =  114‘* 2 ;ir  y  A -  79"13'42",6.

sen. A sen. h
Cálculo de B ;  sen. B  —

log. sen. B  (85°56'8",7) =  
2̂ ,̂6 

¿ = 4 0
9"

¿ =  94

2",4 
¿ =  103

sen. a

1,99227868
24

1,9605988
846

r,9528869
-1,9539779

206
412

A  =  79«13'42",6 
'iSOO — i  =  65'’57'49"
I a — 64" 5'12",4

=  log. sea. A  

I =  log. sen. &

( =  log. sen. a

1,9989065
52
130100

10

¿ =  
15
8,6~
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Los elementos que resuelven el triángulo son B  =  85”56'8'",7, 
164:‘’ll'5 5 " j9  7  C-— 165“32'47",1 para una solución; y 

j5 =  94°3'51Vj C'=145"43'46",5 y c= 1 48 '57 '52",3  para la 
otra.

XIV. Resolver untriánguloconodendodos  A —107“17'54",
B =  118°37'46" y  el lado opuesto al pm m ero  a =  36"46'43"j6.

Seoun lo indicado en el núm. 130 debe resolverse el triángulo 
suplementario en el que se conocerán dos lados a  y y ©1 án­
gulo Á' opuesto al primero.

§ 0  P R IM E R A  P A R T E  ,  C A P. X.

Cálculo de JB'; sen. 2?' =
sen.jl' sen. Sr

sen. a'

1 8 0 0 — A '  — a  =36°46'43'',6 
=  180“— B  =  61‘'22'14" 

a ' =  180»— ^  = 7 2 “42' 6"

log. sen. B' (33<>23'45",1) 
3", 6 

á =  281 
i"

d =  115

<6'‘
d =  &5

1,7772187 j
843 ; =  log. seu..á' 
1686)

1,9433597 \  .
460 i = sen. i>

1,7205931
—1,9798946 I — Jq» ggu g/ 

390 ^
1,7406946

783
Í^O

350
31

d =  
319
5,1

El triángulo no tiene más que una solución (1 29) en la que 
B ' <  90°, y el cálculo de C  y c' debe hacerse por las analogías 
de Xéper, cuyo procedimiento es más cómodo en este caso que 
el empleado en el número anterior.
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Cálculo de C .

( J(jí'_2?')=54"64'45"0D
oo t íc  = seu. i  (.a ff) ^  ^  5 JS9 '5 6"

log. co t.í C'(4'*18'26",4) =  
5",65 

d =  448

6"
d —  2123

0,1533400

Ira s  ¡=i<>g-tg.}C^'-^')
2240

1,9641422 = lo g .s e n .i
0,1175075 

—2^9942845 , ^12738 ¡ =  lo g .sen .f (a'—50

1,1230966
2749

<7= 8"36'52",8

—17930
10580
2144

d = 
—2812 

“ 673

Cálculo de c'.
, ( 4  (a' —5 0 =  SWSG" 

*a'+^')=88-18'30",76 
se n .4 (^  2#; I i (A '—i?0=54'’54'46",65

log.tg.ic'(6°54'34;',9) =  
6'

<?=2143

| = iog.tg.íC«'~íO

ít'=  13°49'9",8

0",75 
d =  6

1,9993107
42
30

■2,9903493

5",65 
¿  =  148

—T,9128920 
740 
888 

740

1,0834489
3024
8650
15980

> =  log. sen.} (.d'-i-JíO

d = 
1763

113
4,9

9 1

Tomando los suplementos de B ', C  y c se obtendrán los va­
lores de U 6 “3 6 'i r ,9 ,  c =  17r23 '7",2 , y C '=1G 610'50'',2 
que resuelven el triángulo propuesto.
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P roblemas. I  Resolver un triángulo rectilíneo en el cual se 

conocen la base, uno do los ángulos adyacentes y la altura.
II. Resolver un triángulo rectilíneo conociendo la altura y los

ángulos.
III . Resolver un triángulo rectilíneo conociendo dos alturas y 

un ángulo.
IV. Resolver un triángulo rectilíneo conociendo un ángulo, un 

lado y la suma ó diferencia de los otros dos.
V. Resolver un triángulo rectilíneo conociendo los ángulos y

el área.
VI. Resolver un triángulo rectilíneo conociendo los ángulos y 

el perímetro.
V II. Resolver un triángulo rectilíneo rectángulo conociendo 

la bipotenusa y la proyección sobre ella de uno de los catetos.
V III. Calcular el área de un triángulo en función de dos lados

y la mediana (*) del tercero.
IX . Resolver el triángulo cou los datos anteriores.
X. Resolver un triángulo rectilíneo conociendo la mediana de 

la base, la altiua y  el ángulo en el vértice.
X I. Determinar el área de un cuadrilátero en función de sus

diagonales y del ángulo que forman.  ̂ ^
X II. Resolver im triángulo esférico conociendo la suma o di­

ferencia de dos lados y de los ángulos opuestos, y el tercer lado ó 

el tercer ángulo.

(*) Se entiende por mediana de nn lado de «n triángulo la recta que une su 
punto medio al vértice opuesto.
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