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PRIMEROS ELEMENTOS

DE GEOMETRIA

INTRODUCCION

1. La Geometria, es la ciencia que trata de la forma
de los cuerpos y de la medida de la extension.

Para estudiar la forma de los cuerpos, la Geometria
hace abstraccidn de todas sus demas propiedades fisicas,
como son el peso, el color, etc.

Entre las formas tan diversas que pueden tomar los
cuerpos, la Geometria elemental solo considera las
gue son susceptibles de una definiciéon simple, por cuya
razon, se llaman formas 6 figuras geométricas.

2. Todo cuerpo ocupa una porcion del espacio sin li-
mites que nos rodea.

Esta separado del resto del espacio por un limite que
se llama su superficie.

Para estudiar una superficie se suele hacer abstrac-
cién del cuerpo al cual sirve de limite; una vez adqui-
rida la nocion de superficie, se pueden concebir Sliperfi-
cies que no pertenecen & ningln cuerpo.

GBOU.
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Cuando dos superficies se encuentran, su interseccién
se llama linea. Una linea puede considerarse como el
limite comin de dos superficies que se encuentran.
Para estudiar una linea se puede hacer abstraccién de
las superficies & las cuales sirve de limite’, y pueden
concebirse lineas que no pertenezcan a ninguna super*
ficie.

Cuando dos lineas se encuentran, su interseccion se
llama -punto. Un punto puede concebirse sin las lineas
4 las que sirve de limite comun, y también pueden
concebirse puntos que no pertenezcan & ninguna linea.

5. La extensién de un cuerpo se llama su volumen.
La extension de una superficie se llama su area. La ex-
tension de una linea se llama su longitud. Un punto no
tiene extension.

Todo cuerpo tiene tres dimensiones, que son: longitud,
latitud 6 anchura y altura. Toda superficie tiene dos :
longitud y anchura. Toda linea tiene una sola dimension:
longitud. Un punto no tiene ninguna dimension.

4. La mas simple de todas las lineas es la linea recta}
un hilo tendido, si se prescinde de su grueso, nos da
una idea bastante exacta de lo que es una linea recta,
cuya definicion es la siguiente: la linea recta es la linea
mas corta que se puede tirar de un punto & otro.

Esta definicion supone que la linea recta es limitada,
pero nada impide prolongarla idealmente mas alla de
los dos puntos que le sirven de limites; y asi es que al
hablar de una linea recta, siempre se la considera como
indefinida @ menos que no se advierta lo contrario.

Para abreviar, se dice a menudo una recta, en lugar
de una linea recta.

5. Lldamase linea quebrada a toda linea compuesta de
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porciones de linea recta; estas porciones de linea recta
se llaman los lados de la linea quebrada.

Una linea quebrada cuyos lados son infinitamente pe-
quefios y en numero infinitamente grande, 6, en otros
términos, una linea tal que ninguna porcién de ella, por
pequefia que sea, no es rigurosamente recta, se llama
una linea curva, ¢ simplemente una curva.

La Geometria elemental, solo estudia la mas simple
de las lineas curvas, que es la circunferencia de circulOf
de la que hablaremos mas lejos.

6. La superficie mas simple es la superficie plana ¢
simplemente el plano; la superficie superior de un agua
tranquila y de poca extension nos da el ejemplo de una
superficie plana, cuya definicion es la siguiente ; un
plano es una superficie sobre la cual una linea recia puede
aplicarse en todos los sentidos.

Las superficies planas que hay que considerar en la
préctica tienen, por fuerza, una extension limitada; pero
nada impide el considerarlas prolongadas idealmente
en todos los sentidos; y mientras no se advierta lo
contrario, el plano debe siempre considerarse como
una superficie indefinida 6 sin limites.

7, Lldmase superficie quebrada & toda superficie com-
puesta de porciones de plano, que son las caras de la
superficie quebrada.

Llamase superficie curva & una superficie quebrada cu-
yas caras son infinitamente pequefias y en ndmero in-
finito, 6, en otros términos, una superficie que no tiene
ninguna porcién rigurosamente plana, por pequefia que
sea la porcion que se considera.

La Geometria elemental solo se ocupa de las superfi-
cies curvas mas simples, que son : las superficies cilin-
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dricas, las superficies conicasy las superficies esféricas,,
de que hablaremos mas adelante.

8. La Geometria se divide en dos partes principales,
& saber : la Geometria plana y la Geometria del espa-
cio. La primera parte tiene por objeto el estudio de las
propiedades de las lineas colocadas en un mismo plano,
de las figurasplanas 6 superficies planas limitadas, y el
medir las longitudes y las areas que dependen de estas
lineasy figuras. La segunda parte tiene por objeto el
estudio de las propiedades de las superficies, de las
formas de los cuerpos geométricos, y la medida de las
areas y de los volimenes de estas superficies y de estos
cuerpos geométricos.

9. Lldmase axioma & una proposicion evidente por
si misma sin necesidad de ninguna demostracion.

Llamase teorema & una proposiciéon que, por no ser
evidente por si misma, necesita ser demostrada. Para
demostrar una verdad geométrica se necesita & menudo
emplear puntos, lineas, superficies y hasta cuerpos au-
xiliares, lo cual se llama hacer una construccion; y al
conjunto de las construcciones y de los razonamientos
necesarios para evidenciar el teorema, se da el nombre
de demostracién del teorema.

El enunciado de un teorema consta siempre de una
hipotesis 0 suposicién por lo menos, y de una conse-
cuencia que se deduce de esta hipdtesis; si sucede que
esta consecuencia, tomada & su vez por hipétesis, da por
consecuencia la primera hipotesis, se tiene entonces un
segundo teorema llamado reciproco del primero. Por
ejemplo, en este teorema de aritmética : todo nimero, ter-
minado por un guarismo par, es divisible por 2, la hipéte-
sis es que el nimero esté terminado por un guarismo
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par, y la consecuencia que sea divisible por 2. Al con-
trario, si se supone que el nimero es divisible por 2, se
saca por consecuencia que esta terminado por un gua-
rismo par ; lo cual constituye un teorema reciproco del
primero.

Todo teorema no tiene necesariamente su recipro-
co; por ejemplo, se sabe que: lodo nimero cuyos gua-
rismos tienenpor suma un multiplo de 9, es necesariamente
divisible por 3; y es falso decir que cuando un ndmero es
divisible por 3, la suma de sus guarismos es necesariamente
un multiplice de 9 (pues basta que sea un multiplice de
3). En tal caso se dice que el teorema reciproco es falso.

LIdmase postulado & una verdad no tan evidente
como un axioma, pero que lo es bastante para que se
pueda admitir sin demostracion.

LlIdmase 1ema & un teorema preparatorio, destinado
a facilitar la demostracién de otro teorema mas impor-
tante.

Llamase corolario a4 una verdad accesoria que re-
sulta de la demostracion de un teorema.

Un PROBLEMA es una cuestién que se trata de resolver
fundandose sobre teoremas anteriormente demostra-
dos. La solucion de un problema exige, las mas veces,
hacer operaciones gréaficas, & cuyo conjunto se da el
nombre de construccion.

Los teoremas, postulados, lemas, corolarios y pro-
blemas, se indican también con el nombre comudn de
proposiciones.

10. Las lineas, las superficies, los cuerpos, se repre-
sentan por medio de figuras.

Los diferentes puntos de una misma figura se distin-
guen unos de otros con letras del alfabeto colocadas al
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lado de estos puntos. Dicese pues : el punto A, el punto
B, etc. (fig. 1)-
Una linea se designa generalmente por las letras que
corresponden & dos de sus puntos; asi pues se dice: la
linea AB, para indicar la que va
del punto designado por A al punto
designado por B. Cuando hay mu-
chas lineas que unen & estos dos
puntos, es necesario emplear para
distinguirlas una tercera letra; por ejemplo, se dira la
linea ACB, la linea ADB, reservando la indicacion AB
para la linea recta que une & los dos puntos Ay B.

Las superficies y los cuerpos se indican de un modo
semejante. Aveces una longitud, un area, iin volimen,
se designan por una sola letra; esta convencién debe
indicarse siempre formalmente en el texto.

Guando se han empleado ciertas letras A, B, C, etc,
para indicar ciertos puntos 6 ciertas magnitudes, si se
quieren indicar puntos 6 magnitudes analogas, se usan
las mismas letras acentuadas, A', B', G', etc., las que se
pronuncian A primera, B primera, C primera, etc., algu-
nas veces se emplean las mismas letras marcadas con
dos acentos, A", B", G", etc., y se pronuncian A segun-
da, B segunda, G segunda, etc. Con tres acentos. A", B",
G”, etc., se pronuncian A tercera, B tercera, C tercera, etc,;
y asi sucesivamente.

También se usan las letras minusculas juntamente
con las mayusculas, y en este caso se distinguen colo-
cando la palabra grande delante de las mayusculas y la
palabra pequefia delante de las mindsculas. Las expre-
siones ABCD, ahed, se enunciaran pues; grande ABCD,
pequefio abed.
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il En la Geometria, para abreviar, se emplean al-
gunos signos usados en Algebra.

El signo = se enuncia iguala é indica la igualdad de
las dos cantidades que separa. Asi A — B, significa que

la cantidad designada por A, es igual & la designada
por B.

El signo  se pronuncia mas™ é indica la adicion. Asi
A + B, que se pronuncia : A mas B, significa A aumen-
tado de B.

El signo —, que se enuncia menos® indica la resta.
Ejemplo : A — B, significa A disminuido de B.

El signo X indica la multiplicacion y se enuncia mul-
tiplicado por : Asi A X B, significa A multiplicado por B.

El signo : se enuncia divididopor, é indica la division.
Ejemplo : A : B, significa A dividido por B. También se

indica la division de A por B, por la expresién

Los paréntesis {) representan el resultado de las ope-
raciones indicadas sobre las cantidades que abrazan.
Ejemplo: (A+ B—C)XD, significa que & A debe afia-
dirse B, restar G de la suma obtenida, y que el resultado
de estas operaciones debe multiplicarse porD.

Las expresiones A* AB , etc, indican la segunda po-
tencia de la cantidad representada por A, la de la linea
representada por AB, etc.

Las expresiones A*, AB” etc., indican también la ter-
cera potencia de A ¢ de AB.

El signo indica la raiz cuadrada de la cantidad

colocada debajo de él. Asi v*AxB expresa la raiz cua-
drada del producto de A por B.

El signo y indica la raiz cubica de la can
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locada debajo de él. Asi AX BX (lindica la raiz ci-
bica del producto de los tres factores A, By C.

El signo > se enuncia mas grande que é mayor que, €
indica que la cantidad colocada & su izquierda es mas
grande que la que esté colocada a su derecha. AsiA]>B
significa que A es mayor que B.

El signo <C se enuncia menor gue™ é indica que la can-
tidad colocada & la izquierda es mas pequefia que la
cantidad colocada & su derecha. Asi A < B, significa que
A es menor que B.

El estudio de la Geometria no exige mas conocimien-
tos preliminares que los de aritmética, en los que van
comprendidas las proporciones y la extraccion de las
raices cuadrada y cubica.

Nota. Los nimeros colocados entre paréntesis () indican las refe-
rencias a proposiciones precedentes.



PRIMERA. PARTE
GEOMETRIA PLANA

PRIMERA SECCION

DE LAS LINEAS

CAPITULO PRIMERO

DE LA LINEA RECTA, DE LAS LINEAS QUEBRADAS
Y DEL CIiRCULO.

§ 1. De lalinea recta.

i2. Axioma.—de un punto a otro no se puede tirar mas
que una linea recta: O en otros términos, entre las lineas
gue se pueden tirar de un punto & otro, no hay mas que
una gue sea la mas corta.

15. Teorema.—Dos rectas que tienen dos puntos comu-
nes A y B (fig. 2), coinciden en toda su extension.

Las dos rectas coinciden desde A hasta B en virtud del
axioma que precede: y decimos que su prolongacion
coincide también, pues, si una de
ellas tuviera un punto G que no
estuviese situado sobre la otra, se
podria hacer mover esta al rede- 1 5
dor del punto A hasta que vi-
niese 4 pasar por el punto C; como todos sus puntos,
& excepcion de A, habrian cambiado en este movimiento
de colocacidn, las dos rectas dejarian de coincidir en B;
y por lo tanto de A & C, se podrian tirar dos rectas di-
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ferentes, lo que es imposible segun el axioma que pre-
cede. De consiguiente, todo punto tomado sobre una de
las rectas, pertenece al mismo tiempo a la otra, y por
lo tanto coinciden en toda su extension.

Corolario. — Dos puntos bastan para determinar la po®
sicion de una recta,

14. Aplicaciones.— 1“ Todo el mundo sabe el modo
de emplear la regla para trazar una recta que pase por
dos puntos dados sobre el papel, un lienzo, un mU
ro, etc.

2* Los jardineros trazan una linea recta sobre el ter-
reno, siguiendo con una estaca la direccion de una
cuerda tendida y fija, por sus extremos, & dos puntos
gue sirven para determinar esta recta.

Cuando se trata de trazar sobre el terreno una recta
de una extension considerable, se sefialan un cierto nu-
mero de puntos sobre su direccion por medio de Jalo-
nes O estacas colocadas de distancia en distancia: y
esto es lo que se llama jalonear ¢ alinear una direccion.
Cadajalon suele llevar, en su extremidad superior, una
placa pintada de dos colores para poderlo distinguir

FU,.J. a

desde lejos. Si A y B (fig. 3) son los jalones extremos,
para determinar un jalon intermedio nos colocaremos
fuera de la linea AB, de modo que el jalon B quede
oculto por el jalon A, y se hace colocar un jalén C en-
tre estos dos puntos, de modo que esté igualmente
oculto por el jalon A.
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1S. Algunas veces hay necesidad de prolongar una
recta yatrazada. Si se opera con la regla, basta colocarla
de un modo que una parte de uno de sus bordes coin-
cida con la rectatrazada ; la otra parte del mismo borde
determina la prolongacidn de esta recta. Con la cuerda
la Operacion es andloga. Si se trata de prolongar una
recta jaloneada cuyos puntos Ay C sean los ultimos Ja-
lones, colocandose en el punto A de modo que el jalon
C esté cubierto, se hace plantar un jalon B mas lejos
que el jalon C, de modo que el jalon B esté también
cubierto por el jalon A. El punto B esta sobre la pro-
longacion de AC.

i0. La distancia entre dos puntos es la longitud de la
recta que los une. Las longitudes son susceptibles de su-
marse, restarse, multiplicarse y dividirse como las de-
mas magnitudes.

Para hallar la suma de dos longitudes se tira una
recta indefinida XY (fig. 4) y se marca un punto A; so-

r™~ .4,

bre esta recta y partiendo del punto A, tdmese con el
compas una distancia AB igual & una de las longitudes
propuestas, y luego, partiendo de B y en el mismo sen-
tido, una distancia BG igual & la segunda longitud pro-
puesta; la distancia AG serd la suma pedida.

Para determinar la diferencia entre dos longitudes
dadas, tomese sobre la recta XY, partiendo desde el
punto A, una distancia AG igual a la mayor longitud
propuesta, y después partiendo del punto C, pero en
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sentido contrario, una distancia dB igual & la mas pe-
quefia; la distancia AB serd la diferencia pedida.

Para multiplicar una longitud dada por un ndmero
entero cualquiera, 5 por ejemplo, basta colocar sobre
la recta XY, partiendo desde el punto Ay siempre en la
misma direccién, 5 distancias iguales & la longitud
dada: la distancia entre la extremidad de la quinta
abertura de compéas y el punto de partida A, seréa el
producto pedido.

Mas adelante veremos el modo de dividir una longi-
tud dada en partes iguales.

17. Medir la longitud de una recta es buscar su rela-
cién con otra longitud tomada por unidad. Para hacer
esta comparacion,basta colocar la unidad sobre la recta
gue se ha de medir tantas veces como sea posible. Si
gueda un resto se evalla con una unidad mas pequefia
que tenga con la unidad principal una relacion simple.
Si esta segunda operacion da todavia un resto, se eva-
Ida por medio de otra unidad todavia mas pequefa; y
asi sucesivamente, hasta hallar un resto inapreciable,
lo que sucede siempre en la préctica.

Por el contrario, para medir distancias considerables
se hace uso de multiplos de la unidad principal.

En Espafia, en Franciay en varias otras naciones, la
unidad lineal principal es el metro, 6 sea la diezmiilo-
nésima parte del cuarto del meridiano terrestre. Se
subdivide en 10 decimetros 6 décimos de metro; cada
decimetro en 10 cenlimetros 6 céntimos de metro; cada
centimetro en 10 milimetros 6 milésimos de metro.

Una longitud de 10 metros forma un decametro; 10 de-
cametros 6 100 metros hacen un hecldmelro; 10 hecto-
metros ¢ 1,000 metros un kilémetro; 10 kildmetros ¢
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10,000 metros un miriametro. Estas dos Gltimas unidades
sirven para medir distancias geograficas.

En Agrimensura se hace uso de la cadena de agri-
mensor (iig. 5), que se compone de 50 eslabones recti-
lineos de dos decimetros cada uno, y por con-
siguiente de un decametro de longitud. En las
construcciones se emplea una regla de dos me-
tros de longitud dividida en decimetros y centi -
metros (y a la cual se da el nombre de doble
metro). En el dibujo lineal es mas comodo
adoptar el doble decimetro dividido en centi-
metros y milimetros, y cortado & bisel de modo
que un borde pueda coincidir con la linea que
se debe medir.

18. Las longitudes evaluadas en unidades y
partes de unidad son nimeros concretos con
los cuales se pueden efectuar todas las opera-
ciones aritméticas. Para obtener graficamente
el resultado, no hay mas que llevar sobre una
linea indefinida el nimero de unidades y partes
de unidad que exprese este resultado.

Si, por ejemplo, se quiere tomar la quinta
parte de una longitud dada, se mide primero |
esta] longitud. Supongamos que sea igual a
8™375; setoma el quinto de este numero, 6 sea 1‘,675;
se lleva sobre una recta indefinida 1 metro, luego 6
decimetros, en seguida 7 centimetros, y por ultimo 5
milimetros.

Para obtener la relacion entre dos longitudes, se las
mide y se busca la relacién de los dos nimeros obteni-
dos. Si, por ejemplo, estas dos longitudes estan expresa-
das por 1“,855 y 2,597 su relacidon serd la de i855 &
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2597, 3sea de 5 a 7 (dividiendo estos dos nameros por
371 que es su maximo comun divisor.)

§ Il. De las lincas quebradas.

19. Una linea quebrada plana se Illama conmxa
cuando una recta no puede cortarla mas que en dos
puntos por mucho que se prolongue. Tal es la linea
guebrada ABGD (fig. 6.) La linea quebrada ABGDP, por
el contrario, no es convexa, porque una sola recta pue-
de encontrar los tres lados AB, CD y DP.

Teorema. — Si de mi punto A & otro D (fig. 6) y de un
mismo lado de la recta AD, se tra-
zan dos lineas quebradas convexas
ABGD y AMNPD, de las cuales la
una encierra la otra® la linea que-
brada externa 6 envolvente serd
siempre mas larga que la interna 6
envuelta.

Para demostrarlo prolonguemos AB hasta |, y BG
hasta 0; por la definicion de la linea recta tendre-
mos (4) :

AB + Bi<AM-i-M1,
BG+ CO<BI 4-IN +NO,
CD< CO4-0OP+ PD.

Sumando estas desigualdades miembro & miembro (lo
gque puede hacerse puesto que son de una misma es-
pecie), suprimiendo ios términos Biy CO, que entran en
cada uno de los dos miembros, y observando que MN es

igual A MI -f IN y NP lo es & NO -f OP, tendremos :
AB-1-BG-h OD< AM+ MN+ NP + PD;

gue es lo que se trataba de demostrar.
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Corolario. — Siendo la demostracién independiente
del ndmero y de la magnitud de los lados, la proposi-
cion puede hacerse extensiva & las lineas quebradas
de un ndmero infinito de lados é infinitamente peque-
flos; es decir, & las lineas curvas convexas. En este caso
la curva externa 6 envolvente es siempre mayor que la in-
terna 6 envuelta.

§ IIlI. p?I circulo.

7

20.  Se llama circunferencia de circulo & una curva
plana cuyos puntos estan igualmente distantes de otro inte-
rior llamado centro.

La palabra circulo, rigurosamente hablando, no se
aplica mas que & la porcion de plano limitado por la
circunferencia; sin embargo, para abreviar se da mu-
chas veces el nombre de circulo & la circunferencia. En
este caso, lo que precede 6 sigue indicara si se trata de
la curva 0 del espacio.

La figura 7 representa un circulo. El punto O es su
centro. Las rectas OA, OB, OG, etc., dirigidas desde el
centro & diferentes puntos de la circunferencia, se lla-
man radios. Segun la misma definicion del ~circulo todos
los radios son iguales.

Toda recta, como AB, que pasa por el centro y ter-
mina por ambos extremos en la circunferencia, se llama
didametro. Todo diametro es duplo del radio, y por lo
tanto todos los diametros son iguales.

Un circulo se indica por su radio, por su didmetro ¢
por su centro; asi es que se dice el circulo OA, el cir-
culo AB" 6 el circulo 0.

' Sabido es como se traza un circulo por medio del
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compas. Sobre el terreno se emplea, en lugar del com-
pas, una cuerda tendida y fija por uno de sus extremos
al centro, y llevando en el otro una estaca que sirve
para trazar la curva.

21. Teorema.. — Todo diametro AB {fig. 7) divide la
circunferencia en dos partes iguales.

En efecto, si se concibe que la fi-
gura se dobla por la linea AB, y que
su parte inferior AmB venga & apli-
carse sobre la superior ACB, las
dos partes deben coincidir en toda
su extension, porque de lo contra-
rio todos sus puntos no equidista-
rian del centro.

22. Toda porcién de circunferencia, como AMG, se
llama arco de circulo; la recta AG, que une los dos ex-
tremos del arco, se llama su cuerda. Se dice que la
cuerda subtiende el arco, 6 que este esta subtendido por
la cuerda.

Toda cuerda,, como AG, que no pasa por el centro, divide
la circunferencia en dos parles desiguales; porque una de
ellas AmBG se compone de una semicircunferencia, mas
el arco BC; y la otra AMB es igual & una media circun-
ferencia AMGB menos el mismo arco BG.

Esta consecuencia demuestra la reciproca de la pro-
posicion delnam. 21; es decir, que toda cuerda que di-
vide la circunferencia en dos partes iguales es un didmetro.

La misma cuerda AG subtiende & la vez dos arcos,
AMG y AmBG. Guando se habla de un arco subtendido
por una cuerda, se entiende siempre que se trata del
menor, & menos que no se indique de un modo espli
cito lo contrario.
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[i5. Teorema. — Todacuerda AC (fig. 7) esmas pequeTia
que el diametro AB. Pues si se traza el radio OC, ten-

dremos :
AG< AO + OG

y reemplazando el radio OC por su jigual OB, resulta :
AC< AO+ OB 6 hien AC < AB.

24. Teorema. — En un mismo circulo® dos arcos
iguales AB, XVB' (tig. 8 estan subtendidos por cuerdas
iguales.

En efecto, sean AB y A'B' (fig. 8) los dos arcos iguales,
tracemos por el punto medio n
C del arco AA'un diametro
CD, y doblese la figura por
dicho diametro; las dos semi-
circunferencias coincidiran. El
punto M caera sobre A por ser
los arcos GA'y CA iguales; y
como los arcos A'B' y AB son también iguales, =ei punto
B' caerd sobre B; luego las rectas AB y A'B' que tienen
los extremos comunes coincidiran y seran iguales.
25. Teorema. — En una misma circunferencia, a ma-
yor arco corresponde mayor cuerda.
Sea el arco AB (fig. 9) mayor
gue el arco A'C'; vamos & demos-
trar que la cuerda AB es mayor
gue la cuerda A'B'. Para demos-
trarlo, tomemos el arco AC igual
a4 A'C'; su cuerda AC sera igual
a4 A'C' en virtud delteorema an-
terior. Tirando.losradios OByOC,



18 PRIMERA PARTE.

este Ultimo cortara la cuerda AB en un punto i, y
tendremos :

Al + 1C> AC
Ol 4- 1IB> OB.

Sumando estas dos desigualdades miembro a miembro,
y observando que Al -j- IB esigual 4 AB, y Ol + IG es
igual a OC, tendremos :

AB+ OC> AG+ OB

y como OCy OB son iguales, se pueden quit r de ambos
miembros y tendremos :

AB> AC
y por consiguiente AB > A'Q,

Observacion. — En esta proposicion se entiende que
se trata del menor arco subtendido por la cuerda. Si
se trata del mayor, es facil ver que al mayor arco cor-
responderia la menor cuerda.

2G. De las dos proposiciones precedentes se deducen
facilmente sus reciprocos. Asi pues,

Dos cuerdas iguales subtienden arcos iguales; porque si
los arcos fuesen desiguales, sus cuerdas lo serian tam-
bién. (23)

A mayor cuerda corresponde mayor arco; porque si los
arcos fueran iguales, las cuerdas lo serian también (24),
y si & la cuerda que se supone mayor correspondiese
menor arco, la proposicion del m 23 demostraria que
la cuerda supuesta mayor, es realmente la mas pe-
quefa, lo que es contrario & la suposicion.

27. Teorema. — Dos circulos de igual radio son iguales.

En efecto, si colocamos los dos circulos uno sobre el
otro, de modo que sus centros coincidan, las dos cir-
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ciinferencias coincidiran también, pnes de lo contrario
tendriaraos puntos de la circunferencia que no estarian
& igual distancia del centro.

Observaciones. — |. Cuando dos circunferencias de
igual radio estan colocadas de modo que sus centros
coincidan, si se las hace girar en cualquier sentido en
su plano y al rededor de su centro, todas sus partes
coincidirdn durante el movimiento. pi circulo es la
Unica curva que tipne esta propiedad.

li. Las proposiciones de los nimeros 2-5, 'y 30 sq
aplican a los arcos tomados sobre circunferencias dis-
tintas, pero de igual radio.

28.  Acabamos de ver que en un mismo circulo, 6 en
circulos iguales & arcos iguales, corresponden cuerdas
iguales y reciprocamente. Esta consideracion permite
sumar, restar, etc., arcos de un mismo radio como si
se tratase de lineas rectas.

Para hallar, por ejemplo, la diferencia de dos arcos da't
dos de igual radio, se describe con este mismo radio un
arco indefinido AX (fig. 10.) Sobre este arco indefinido
y partiendo del punto A,
se pone una abertura do
compas ABigualalacuer-
da del mayor de los dos
arcos dados; desde el
punto B y en sentido
contrario, se coloca una
abertura de compas BG jgual & la cuerda del otro arco
dado. Los arcos AB y BC son respectivamente iguar
les & los dos arcos dados, puesto que tienen las cuerdas
iguales & las (le (NipliQs arcos, y estan tra?ados CQp pl
mismo radio: luego el arco AC sera igual a su diferencia.
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Para hacer un arco un cierto nimero de veces mayor,
basta colocar sobre un arco indefinido, descrito con el
mismo radio, un ndmero de aberturas de compas igua-
les & la cuerda del arco dado. Mas adelante veremos la
division de los arcDs en partes iguales,

29.  Muchas veces se tiene necesidad de comparar
un arco con la circunferencia de la cual forma parte.
Para esto se supone la circunferencia dividida en 360
partes iguales que se llaman grados; cada grado en 60
partes iguales llamadas minutos; y cada minuto en 60
partes iguales llamadas segundos. Para evaluar un arco
en partes de la circunferencia & la cual pertenece, se
enuncia el nimero de grados, minutos, segundos (y
fracciones de segundo) de que se compone. Se dice, por
ejemplo, un arco de 60 grados 51 minutos y 28 segun-
dos, lo que se escribe del modo siguiente : @®51' 28"

La cuarta parte de la circunferencia 6 90 grados se
Ilama cuadrante.

50. En el sistema decimal el cuadrante se divide en
100 grados, cada grado en 100 minutos, y cada minuto
en 100 segundos™. Un arco evaluado de este modo se ex-
presa inmediatamente por un nudmero decimal ; de
modo que para expresar un arco de 72 grados 16 mi-
nutos 4 segundos le escribiremos : 728',1604.

Ademas, para reducir este nUmero & otro de unida-

1. Eq Francia se llaman degrés 4 los grados de la primera divisién 6
sea la sexagesimal, y grades & los de segunda 6 ceniesimal. En Espafia
cuando se enuncian simplemente grados, minutos y segundos, se entien-
de siempre que nos referimos & la division sexagesimal. Si queremos
expresar la medida de un &ngulo en grados de la segunda divisién, de-
bemos afadir el adjetivo centesimoia la palabra grado, minuto 6 se-
gundo. Asi diremos, por ejemplo, un angulo de 27 grados 38 minutos

centesimales. Si no se afiade este adjetivo centesimal se entiende que
los 27* 38’ se refieren & la divisién sexagesimal.
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des inferiores, basta correr la comade dos lugares hacia
derecha; asi tendremos 7286 1604 igual a 7216“*,04 0
721604 segundos.

A pesar de las grandes ventajas de la division cente-
simal, la antigua 6 sexagesimal es la Unica que se usa.

Para reducir un namero de grados centesimales &
grados sexagesimales basta multiplicarles por  puesto
que 90" sexagesimales equivalen & 100“ centesimales, 6
9 de los primeros equivalen & 10 de los segundos. Por
ejemplo, les' 25 centesimales multiplicados por ™ dan
14, 625 6 de grado sexagesimal, 0 sea 14" 37" 30".

Reciprocamente, para reducir grados sexagesimales &
grados centesimales basta multiplicar por  Por ejem-
plo, 14* 37 30" equivalen & 14" 2250" 6 14" puesto
gue un grado vale 3600". Reduciendo esta fraccién & de-
cimal, encontramos 14625 que multiplicadospornos
da 16°, 25 centesimales.

CAPITULO 11

DE LOS ANGULOS

5t. Hemos visto que dos rectas coinciden cuando tie-
nen dos punios comunes (15). Guando no tienen mas
gque un punto comun, se dice que se encuentran, que
concurren 6 que se cortan; y el punto comun se llama
su punto de encuentro, de concurso 0 de interseccion*

Se llama éngulo la mayor 6 menor abertura de dos
rectas que se encuentran : estas rectas son los lados del
angulo, y su punto comun es el vértice.

Para designar un angulo basta & veces indicar el
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Vértice; y asi es que se dice el angulo A (iig; li)i Pero

i, J Como sucede & menudo que Va-

Pyt " nos angulos tienen el mismo

vértice, se ha convenido en de-

signar cada uno'de ellos coii

 tres letras,, de las cuales una es

la del vértice, y las otras dos se toman sébrelos lados,

cuidandose empero de que la del vértice esté en mediO;

Asi ea que se dice indistintamente el angulo BAG 6 el
angulo GAB,

En la consideracion de los angulos no 9e debe aten-

der & la longitud de suS lados.

Bos angulos son cantidades susceptibles de sumarse,

restarse™ multiplicarse y dividirse como las oiras canti-
dades. Asi es que el angulo AOC
(lig. 12) es la siihm de los angulos
AOB y BOC; el angulo AQii es la
diferencia de los angulos AOG y BOG:
si los angulos AOB y BOG son igua-
les, el angulo AOC es el producto de
AOB por 2;y AOB es por el con-

trario el cociente de AOC por 2.

52. Teorema. — Dos &ngulos cualesquiera AOB, CO')
(fig, 13) eslaa enla mis-
ma relacion que sus ar~
eos AB ~ CD descritos
desde su vortice™ tomado
como centro™ conun mis-

Evalueraos los arcos
AB y CD por medio de una unidad bastante pequefia &
fin de que la contengan un nimero exacto de veces, lo
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gue en la practica llegara siempre a suceder. Para fijar
las ideas supongamos que AB contiene 5 veces la uni-
dad, y que CD la contiene 3; estos dos arcos estaran
entre si como 5y 3.
Después de haber dividido estos arcos en partes iguales
a la unidad, tracemos por lodos ios puntos de division
9, i", los radios mO, nO, pO, (O, rO', sO'; y
decimos que los angulos parciales AOm, «lOn, etc., COV,
rO's, etc., son iguales. En efecto, consideremos, por
ejemplo, los dos &ngulos mOn y rO'~ : si se hacen coin-
cidir las dos circunferencias Oy O' que tienen un mismo
radio, y se las hace girar al rededor de su centro, que
se ha hecho comun, hasta que los arcos igualesmny rs
coincidan, los radios mO, y rO coincidirdn también,
puesto que tendran las mismas extremidades, y lo mismo
sucederda & los radios nO y ;O"; luego los angulos wiOn
y rO's coincidiran y seran por lo tanto iguales. Del mismo
modo se demostrard que un angulo parcial cualquiera
de los que forman AOB, es igual & cualquiera de los par-
ciales que forman CO'D; luego lodos los &ngulos par”
ciales son iguales : y como AOB contiene cinco angulos
parciales, y CO'D contiene tres; los &ngulos AOB y CO'D
estdn en la razén de 54 3; es decir, en la misma rela-
cién que los arcos AB'y CD; y se puede escribir :

AOB : COD= AB : CD.

Los angulos como AOB y CO'D que tienen su vértice
en el centro de una circunferencia, se llaman por esta
razén angulos centrales; y la proposicion precedente se
enuncia generalmente diciendo que : en un mismo cir-
culo, 6 en circuios iguales, los angulos centrales son
clénales &los-arcos comprendiddsiéntre siis lados.

tifN
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55. Del mismo teorema se deduce que todo angulo en
el centro tiene por medida el arco comprendido entre sus la-
dos : es decir, que si se toma por unidad angular el an-
gulo central que corresponda a la unidad de arco, la
relacion de un angulo central cualquiera con su unidad
de medida, esla misma que la de un arco comprendido
entre sus lados con su unidad de arco.

Se toma por unidad angular el angulo central que
corresponde al cuadrante, y se le da el nombre de an-
gulo recto. EI 4ngulo recto se divide en 90 partes que se
llaman grados, correspondiendo por lo tanto al arco de
un grado. Cada angulo de un grado se subdivide en
60 minutos, y Cada uno corresponde a un arco de un mi-
nuto ; y por ultimo, cada angulo de un minuto se sub-
divide en 60 segundos, correspondiendo cada uno & un
arco de un segundo. Segun esto, un ailgulo de 68" \T 30"
es el angulo central que comprende entre sus lados un
arco de 68 17 30"

54. Para medir los angulos sobre una superficie de
poca extension se empleaun instrumento llamado irani-
portador é semicirculo graduado, el cual se componede un
semicirculo de cobre, talco 6 madera (fig. 14) cuya cir-

cunferenciallaraa-
da limbo esta divi-
dida en grados.
Sea XQOY el an-
gulo que se ha de
medir. Se colocacel
instrumento sobre
el 4ngulo de mo-
do que su centro
caiga sobre el vértice O, y que el diametro AB coincida
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con la direccion OY de uno de los lados del &ngulo. El
lado OX cortara & la circunferencia exterior del tras-
portador en un cierto punto M, y se nota el ndmero
de grados comprendidos entre los puntos A y M. El nu-
mero de grados es la medida del arco AM, y por lo
tanto la del &ngulo propuesto.

Sobre el terreno se hace uso de un instrumento lla-
mado grafémetro (iig. 15) el cual se coloca sobre un tri-
pode. Consiste en un semicirculo de
metal graduado, provisto ensu par-
te inferior de una articulacion que
permite darle la posicion que se
desea. En los extremos de su dia-
metro AB hay dos pequefias abertu-
ras llamadas pinulas, las cuales
estan divididas verticalmente por
un hilo delgado. En el centro 0
estd un quicio sobre el cual gira,
con roce suave, una regla CD semejante &4 la regla ABy
provista, como ella, de dos pinulas; esta regla se llama
alidada.

Para medir un angulo por medio del grafometro se
coloca su centro sobre el vértice del angulo y se coloca
el plano del limbo horizontalmente. (Mas adelante vere-
mos cédmo puede efectuarse esta operacion.) Se dirige
la alidada fija 6 sea el didmetro AB segun uno de los la-
dos del angulo, y la alidada movil en la direccion del
otro lado; los hilos de las pinulas hacen el oficio de ja-
lones. Hecho esto, no hay mas que leer sobre el limbo
el numero de grados comprendidos entre las dos ali-
dadas.

Cuando se debe operar sobre extensiones de terreno
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algo considerables, se reemplazan las dos pinulas por
dos anteojos puestos el uno sobre la alidada fija, y el
otro sobre la movil.

5iS. Problema. — Construir un angulo igual & otro dn-
gulo dado, CID (fig. 16).

Sea XY la recta dada, y O el
puntd en donde debe construirse
un angulo igual 4CID.

' Desde el punto I, como centrti,

con un radio arbitrario, descri-

base el arco CD; y desde el punto

0, como centro y con el mismo

radio describase el arco indefi-
nido AM. Sobre este arco, y desde el punto A con una
abertura de compas igual & la cuerda del arco CD, colo-
guese AB y Unase A con B. El dangulo AOB sera el an-
gulo pedido, porque los arcos ABy CD son iguales por
ser descritos con el mismo radio, y téner Sus Cuerdas
iguales; y por consiguiente, los angulos én el centro
AOB y CID correspondientes & estos afcOs, son, ples,
iguales también.

Adverteficia. — Repitiendo esta construccién es facil
hacer un angulo igual & la suma 6 a la diferencia de dos
angulos dados; y también hacer un angulo dado un
cierto nimero de veces mayor,

56. Cuando Una recta
0OG (fig. 17) encuentra
otra AB, de modo que
forma con ella y a un
mismo lado dos angulos
AOG y BOG, estos angu-
los se llaman adyacentes.
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Teorema. — La suma de dos &ngulos adyacentes es igual
a dos rectos.

En efecto, desdé el vértice O de estos angulos, cbmo
centro, describase con un radio cualquiera la semicir-
cunferencia ACB : los angulos tendran por medida los
arcos ACy BC, cuya suma es igual & dos cuadrantes. La
suma de los angulos propuestos equivale, pues, a dos
rectos (53).

' Corolario. — Cuando dos angulos adyacentes son iguales™
estos angulos son rectos.

tales son AODy BOD.

Observaciones. — b Cuando dos dngulos adyacentes
son desiguales, el uno es mayor que un angulo recto, y
el otro mas pequefio. El primero se llama angulo obtuso,
y el segundo Ugudo. BOC es un angulo obtuso, y AOG es
Un angulo agudo.

2™ Dos angulos cuya suma es igual & dos rectos se lla-
vaiixisupkmeniarios; y cadauno sellama swp/eneuiodel otro.

Dos &ngulos adyacentes son suplementarios.

Dado un &ngulo es facil hallar su suplemento. Si se
pide, por ejemplo, el suplemento de BOC, no hay mas
ciue prolongar el lado GO, y el angulo AOG obtenido de
éste modo seré el suplemento pedido.

Si se da la medida dei angulo, es facil encontrar la
de su suplemento, sabiendo que la suma de los dos es
igual & 180" Si un angulo, por ejemplo, es de 31“ 47", el
otro sera de 180" menos 31" 47", es decir de 148" 13,

57. BeciprOCA del teorema precedente. — Si dos
angulos AOG y BOG (fig. 17) que tienen el mismo vértice O
y Un lado comun OG son suplementarios, sus lados exterio-
res AO y BO estan én linea recta.

Dorquo, si del punto O como centro, con un radio
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cualquiera se describe un arco ACB, este arco equival-
drd & una semicircunferencia, puesto que la suma de
los &ngulos AOC y BOC equivalen & dos rectos; luego la
cuerda que unird los puntos Ay B sera un diametro (22),
y pasara por consiguiente por el centro O; luego AO y
BO estén en linea recta.
38. Teorema. — La suma de todos los angulos sucesivos
AOB, BOC, COD, DOE (fig. 18) construidos & un mismo lado
de una[recta AEy y teniendo
por vértice un mismo punto
O de esta recta, es igual &
dos angulos rectos.
Porque, si desdeel pun-
to 0 como centro, y con
un radio cualquiera, se describe una semicircunferencia
ABODE, los angulos AOB, BUG, COD, DOE, tendran res-
pectivamente por medida los arcos AB, BC, CD, DE, cuya
suma es igual a dos cuadrantes. La suma de estos an-
gulos es, por lo tanto, igual a dos rectos.

59. Teorema. — La suma de todos los angulos sucesivos
AOB, BOC, COD, DOE, EOA (fig. 19)
construidos al rededor de un mismo
punto O, equivalen a cuatro angu-
los rectos.

En efecto, si desde el punto O
como centro, con un radio cual-
quiera, se describe una circun-
ferencia, los angulos tendran
respectivamente por medida los

arcos AB, BC, CD, DE, EA, cuya suma es igual & cuatro

cuadrantes; la suma de estos angulos equivale, pues,
a cuatro rectos.
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40. Teorema. — Cuando dos rectas AB y CD {fig. 20) se
cortan mutuamente, los &ngulos
opuestos por el vértice son iguales.

En efecto, la suma de los &n-
gulos AOCy COB equivalen a dos
angulos rectos (5C) ; y lo mismo
sucede con la suma de los angulos COB y BOD. Siendo
estas dos sumas iguales se puede escribir :

AOC-h COB COB+ BOD.
Suprimiendo en ambos miembros COB, resulta

AOC= BOD.
Del mismo modo se demuestra que COB es igual &

AOD.

CAPITULO 111

PROPIEDADES RELATIVAS A LAS PERPENDICULARES

8 |. De las perpendiculares.

41. Dos rectas sellaman perpendiculares entre si cuando
forman un angulo recto. Tales son las i
rectas AB y CD i(fig- 21) que forman el FIJ.2.
angulo recto AOC. r

En este caso es facil de comprender que
los otros tres angulos formados por estas
rectas son también rectos. Porque, si AOC es recto, lo
serd BOG por ser su suplemento (50); y los angulos
BOD y AOD son respectivamente iguales a los primeros
por serles opuestos por el vértice (40).

42. Mas adelante indicaremos el medio rigoroso para
trazar perpendiculares entre si. En la practica se hace
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USO de un instrumento llamado iseuadra. Se compone
de dos reglas cuyos bordes se encuentran 4 angulo recto

\

((jg. 22}. Cuando con ayuda de este jns-
Irumento, se quiere llevar una perpendi-
cular & una recta, y que pase por un
punto dado fuera de la recta, 6 sobre la
recta misma, se hace coincidir con la
recta el borde de una buena regla, se
apoya contra este borde uno de los lados
de la escuadray se la hace resbalar sobre
dicha regla hasta que el otro lado pase
por el punto dado; entonces se emplea
de este lado como regla para trazar la

perpendicular pedida.
Por falta de escuadra y sobre todo en dibujos de
pequefias dimensiones, se puede emplear una hoja

de papel

gues.

doblado cuidadosamente en cuatro plie-

También se pueden trazar perpendiculares por medio

del semicirculo graduado, puesto que este
instrumento < permite construir angulos
de 90*.

AZ. Sobre el terreno se pueden levantar
perpendiculares por medio del grafometro;
pero mas comunmente se emplea \descuadra
de agrimensores (fig. 23). La parle esencial
de este instrumento consiste en cuatro pi-
nulas colocadas en las extremidades de dos
rectas que se cortan a angulo recto; estas
pinulas estdn generalmente practicadas en
una especie de caja redonda U octogonal.

Esta caja se articula sobre su eje, terminado’por un pi-
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guete de hierro por medio del cual se fija el instrumento
sobre el terreno.

Si se quiere, por medio de este instrumento, Uvan”
'tar una perpendicular a la recta AB (fig. 21) en el punto
O, se coloca la escuadra en el punto O, y se la hace gi-
rar hasta que la direccion de dos pinulas opuestas sea
la de la linea AB; la direccion de las otras dos pinulas
es la de la perpendicular pedida, y no hay mas que co-
locar un jalén en esta direccion.

Si por el contrario se quiere bajar una perpendicular
desde un punto dado C & una recta AB, se coloca un ja-
16n en el punto C, si es que en este punto no haya nada
gque pueda servir de objetivo. Se coloca la escuadra so-
bre la direccion AB, de modo que dos pinulas opuestas
estén en esta direccion, y se hace correr el instrumento
en esta direccién hasta que mirando por las otras dos
pinulas se vea el jalon C cortado longitudinalmente por
los hilos reunidos de estas pinulas. El punto 0, en donde
se halla la escuadra, pertenece & la perpendicular pe-
dida, la cual se halla entonces determinada por los dos
puntos Cy 0.

Teorema. —POr un mismo punto no se puede trazar
auna recta mas que una pprpendicular.

Supongamos que se trata de un punto O (fig. 17) to-
mado sobre una recta AB. Del punto O como centro, y
con un radio cualquiera, describase una semi-circun-
ferencia. Si OD es una recta perpendicular & AB, los
angulos AOD y BOD seran iguales; y por consiguiente
lo seréan también los arcos Al) y BD, y el punto D estara
en medio de la semi-circunferencia ADB; y como no hay
mas que un punto J) que pueda estar en medio de la
semi-circunferencia, y del punto D al punto O no se
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puede trazar mas que una recta, resulta que solo hay
una recta que pase por Uy O.
Supongamos en segundo lugar que se trata de un
punto O (iig. 24) situado fuera de la recta AB, y sean,
si es posible, OGy OD dos perpen-
diculares & esta recta. Hagamos gi-
rar la figura COD alrededor de AB
hasta que venga & colocarse en
CO'B. El &ngulo O'CD serd igual &
OCD, y por consiguiente recto, por-
gue se ha supuesto que OC es per-
pendicular a AB. Siendo estos dos
angulos suplementarios, sus lados
externos O'G y OG estan en linea
recta (57). Y como podriamos hacer
el mismo raciocinio con O'D y OD, resultaria que del
punto O al punto 0' se podrian trazar dos lineas rec-
tas, lo que es imposible. Luego desde el punto O no se
puede trazar a la recta AB mas que una perpendicular.

43.  Toda recta, como 01), se llama oblicua con rela-
cién a la perpendicular OG.

Teorema. —Si por un punto O {Qg. 24) fuera de la recta
AB, se traza & esta recta una perperidicular OG y una obli-
cua OD, laperpendicular sera mas corla que la oblicua.

En efecto, si se repite el movimiento indicado en la
demostracidon precedente, se vera que 0'G= 0G, que
0'D= 0D, y que OGO' es una linea recta; Como esta
recta 00' es mas corta que la linea quebrada OD-f-DO,
tendremos queOG, que es la mitad de 00, serd tam-
bién mas corta que la linea OD que es la mitad de
OD-f DO

Corolario | .—Reciprocamente, si una recta OG es la
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mas corta que se puede trazar desde el punto O a la recta
AB, sera perpendicular & esta recta.

Porque, de no ser asi, se podria bajar desde el punto
O una perpendicular & AB, y en virtud del teorema ante-
rior, esta perpendicular seria mas corta que OG, lo que
es contrario & la hipdtesis.

Corolario U. — La mascortadistancia de un puntoduna
rectUj es laperpendicular bajada desde este punto a la recta.

Advertencia.—El punto C se llama pié de la per-
pendicular OC, y el punto D pié de la oblicua OD.

46. Teorema. —Si por un punto 0 (fig. 25) fuera de
una recta AD setrazan dos obli-
cuas OB y OD tales que el pié
de laperpendicular COestéigual-
mente distante del pié de cada
oblicua, estasoblicuas son igua-
les.

En efecto, si se hace girar
la figura OCD al rededor de
OG, la recta CD caerd sobre
CB por ser los angulos OCD y
OCB iguales por rectos; y como CD= CB por hipdte-
sis, el punto D caera sobre B. Las rectas ODy OB que
tienen las extremidades comunes coincidiran; luego son
iguales.

47. Teorema.— Si por unpunto O (fig. 25) fuera déla
recta AD se trazan dos oblicuas cualesquiera, la que se separe
mas del pié de la perpendicular es la mayor.

Supongamos primero que se trata de las oblicuas OA
y OB situadas de un mismo lado de la perpendicular
OG. Hagamos girar la figura sobre AD hasta que el
punto O venga & colocarse en™p” y tendremos 0'B=0B

EM — t
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0'’A=0A. Como la linea quebrada envolvente ¢ ex-
terna OA-1-AQ' es mas larga que la linea quebrada en-
vuelta 0 interna OB-HIO" (19), resu.ltaque OA mitad de
OA-f-AQ" es mayor que OC mitad de OB-f-BO".

Supongamos en segundo lugar gne se trate de las
oblicuas OAy 09 situadas una & cada lado de la per-
pendicular, y admitamos que CA sea mayor que CB.
Tomemos sobre la recta CB=CD y unamos los
O Y B. Esta oblicua OB sera igual & OD en virtud de la
proposicion precedente; pero en virtud de la primera
parte del teorema OA es mayor que OB; luego OA es
también mayor que OD.

48. De las dos proposiciones precedentes resultan
las dos reciprocas siguientes :

I. Sipor un punto fuera de una recta se trazan do”™obli-
cuas iguales, el pié de la perpendicular estard igualmente
distante del pié de cada oblicua.

I1. Sipor un punto fuera de una recta, se trazan dos obli-
cuas desiguales, el pié de la mayor se separard mas del pié
de laperpendicular que el pié de la menor.

49. 'f'eorewa.— Toaoslos puntos de la perpendicular
(fig. 26) levantada en el punto medio de la recta AB estan
igualmente distantes de los extremos de esta recta.

Porque, sea O uno de estos

[ puntos; si unimos O con Ay

B, las rectas OA y OB seran
dos oblicuas iguales (4G),
pues GA= CB. Luego el punto

A - y « Oestaaigual distancia do los

extremos Ay B.

90. Teorema.— pwnio K (iig. 26) situado fuera

de la perpendkular CD levantada en el pwnto medio de
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la recta AB dista desigualmente de los extremos de esta

recta
Si seune K con Ay B, una de estas rectas KA, por

ejemplo, cortara la perpendicular en un punto O.
Uniendo O con B, tendremos KB< KO+ OB ;y como OB
es igual @ OA en virtud del teorema que precede, se
puede escribirKB<KO+O0A, 6 bien KB<KA.

B1. De las dos proposiciones que preceden resultan

las dos reciprocas siguientes :
I. Todo punto equidistante de los extremos de una recta,

pertenece & la perpendicular levantada en su pumto medio.

Il. Todo punto que diste desigualmente de los extremos de
una recta, esta situado fuera de la perpendicular levantada
en su punto medio.

Las proposiciones directas {49 y BO) y sus reciproca-
tici) se reasumen ordinariamente diciendo que : la per-
pendicular levantada en el punto medio de una recta es el
lugar geométrico de todos los puntos del plano equidistantes
de los extremos de esta recta.

1>2 Teorema.— wna recta CD(fig. 21) itene dos de sws
puntos G y D equidistantes de los extremos de otra recta AB,
Id primera recta es perpendicular sobre el medio de la se-
gunda.

En efecto, los puntos Cy D estan igualmente distan-
tes de los extremos de AB; luego pertenecen & la per-
pendicular levantada en su punto medio (31); y como
dos puntos bastan para determinar una recta, esta per-
pendicular sera la misma recta CD.

~ n. Propiedades del circulo que dependen de las perpendiculares.

00. Teorema.—EIl punto medio de un arco, el de su
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cuerda y el centro del arenlo estdn sobre una misma per-
pendicular d esta cuerda.

Sea C (fig. 27) el medio de un arco AB. Puesto que los
arcos CA y CB son iguales, sus cuerdas
lo seréan también; el punto C esta pues &
igual distancia de los puntos Ay B. Por
otra parte, el punto O centro del circulo
estd igualmente distante de A y B. Si se
traza la linea OG, esta recta tendra dos
de sus puntos & igual distancia de los ex-

tremos de la cuerda AB, y por consiguiente le sera per-
pendicular en su punto medio (S2).

COROLAHIO.-Por UN MiSmo punto no se puede trazar
mas que una perpendicular a una misma recta (44). De
aqui resulta; :

1" Que si del centro O de una circunferencia seiaja una
perpendicular & una cuerda AB, dividir4 & la cuerday al
arco que subtiende en dos partes iguales.

2* Que si se levanta una perpendicular en el punto medio
I de una jcuerda AB, esta perpendicular pasara por el cen-
tro V por el punto medio del arco subtendido por la cuerda.

84. Problema.— Por trespuntos A, By C (flg. 28) que

no estén en linea recta, hacer pasar
Fu125 una circunferencia de &rculo.
Unase A con By B con G; las
rectas AB y BG seran dos cuer-
das de la circunferencia pedida.
En los puntos medios de estas
cuerdas levantense las perpendi-
culares mm'y nn': estas perpen-
diculares pasaran por el centro
(35 corol. 2) y se cortaran en dicho punto. Desde su
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punto de interseccion O, y con unradio igual & OA, des-
cribase una circunferencia, y pasara por los tres pun-
tos A,ByG.

Facilmente se puede comprender a posteriori lo que
acabamos de exponer, si se observa que el punto O, por
pertenecer a la perpendicular levantada en el punto me-
dio de AB, esta igualmente distante de Ay de B; y per-
teneciendo* también & la perpendicular levantada en
medio de BG, equidista también de By de C; de donde
resulta que dicho punto esta igualmente distante de los
tres puntos A, By C.

Corolario. —Para hallar el centro de un circulo 6 de
un arco dado, tdbmense tres puntos sobre este circulo 6
sobre el arco, y determinese el centro de la circunfe-
rencia que pase por estos tres puntos.

Advertencia. m-Si l0os tres puntos dados estuviesen en
linea recta, las perpendiculares mm'y nn' no podrian
encontrarse, porque si ellas se encontrasen, se podrian
bajar desde e* __Je interseccion dos perpendicu-
lares sobre una recta, lo que es imposible (A-i).

Asi pues, es imposible hacer pasar una circunferencia
por tres puntos en linea recta. O, en otros términos: una
recta no puede tener mas que dos puntos comunes con una
circunferencia.

Teorema. — Una recta AB rj. an
(fig. 29) perpendicular a la extre-
midad de un radio OC, no puede
tener mas que un punto comdn con
la circunferencia.

Sea OD una recta cualquiera
trazada desde el centro O & un
punto D de la recta AB; esta recta OD, por ser obii-
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cua, sera mayor que la perpendicular OG. El punto
D dista mas del centro que el punto G, y se halla por
consiguiente situado fuera del circulo. Y como puede
decirse otro tanto de cualquiera otro punto de la recta
AB diferente de C, se sigue que la recta no puede tener
con la circunferencia mas punto comun que el punto G.

Observaciones. |. —Unarecta que toca de este modo
a la circunferencia, es decir, que no tiene con ella mas
gue un punto comun, se llama tangente a esta circunfe-
rencia; y el teorema precedente puede enunciarse de
este modo : toda perpendicular en el extremo de un radio
es tangente a la circunferencia.

La circunferencia, & su vez, se llama tangente & la
recta. Su punto comin se llama punto de tangencia 6
de contacto.

Il. Una recta que encuentra una circunferencia en
dos puntos, 6 en otros términos, una cuerda prolon-
gada, se llama secante con relacion a esta circunferencia,
la cual a su vez se llama secante con relacion &la recta.
Se dice también que la recta corta la circunferencia y
vice-versa.

SO. Reciproca del teorema anterior.— Toda tangente
AB {fig. 29) & una circunferencia O, es perpendicular al ra-
dio OG en el punto de contacto.

Pues, todo punto D de esta recta, diferente del punto
C, estando situado fuera del circulo, el radio OG me-
dird la distancia mas corta desde el centro a la recta,

7

y serd por lo tanto perpendicular & esta recta (4S

cor. ®)

Corolario.—La comparacion de las dos proposiciones
precedentes demuestra que, por un punto tomado sobre
una circunferencia”™ no se puede tirar mas que una tangente;



GEOMETRIA PLANA. 39

y esta serd la perpendicular levantada al extremo del
radio que va al punto dado.

37. Problema.— Por un punto fy'o k (fig. 30) tomado
fuera de una circunferencia O,
trazar una tangente U esta cir-
cunferencia.

Por el punto Ay por el cen-
tro O tracese la recta AC.

Desde el punto A como centro,

y con un radio igual & OA

describase un arco indefinido

OE. Llevemos sobre este arco,

y & partir del punto O, una

abertura de compéas OD igual

ai didametro BG de la circunferencia dada, lo cual sera
siempre posible, porque OB, siendo menor que OA, BG
gue es el duplo de OB es menor que el duplo de OA, es
decir, menor que el diametro del circulo OA (25).
Unase D con Oy la recta DO cortara & la circunferencia
dada en un punto I; la recta Al sera la tangente pe-
dida.

En efecto, siendo DO igual & BG, el radio Ol es la mi-
tad de DO; la i'ecta Al trazada desde el centro A de la
segunda circunferencia & |, punto medio de la cuerda
DO, es perpendicular & esta cuerda (03) y por consi-
guiente perpendicular al extremo del radio Ol de la cir-
cunferencia dada, y por lo tanto tangente a esta circun-
ferencia.

Advertencia.— Por la otra parte de AG se puede ha-
cer una construccion igual, de modo que el problema
admite dos soluciones Ai y Al'".
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§ 111. De las circunferencias secantesy tangentes.

38. Dos circunferencias no pueden tener mas que dos
puntos comunes sin coincidir ; porque si tuviesen tres,
la construccion del n® 34 hace ver que tendrian el
mismo centro y el mismo radio. Dos circunferencias
que solo tienen dos puntos comunes se llaman secantes\
si no tienen mas que un punto comun se llaman tan-
gentes, y el punto comdn punto de tangencia 6 de con-
tado.

39. Teorema. — Si dos circunferencias Oy C (fig. 31)
tienen im punto comun A fuera
de la linea OC, que une sus cen-
tros, han de tener necesaria-
mente otro punto comn.

En efecto, haciendo girar
la figura OAG sobre OC, hasta
gue el punto A venga & colo-
carse en A', tendremos evi-

dentemente A'O igual AO, y por lo tanto el punto A’
pertenecera & la circunferencia 0; del mismo modo
tendremos AG= AG, luego el punto A" pertenecera a la
circunferencia C. El punto A" es por consiguiente un
segundo punto comun a las dos circunferencias.

Advertencia. — Si dos circunferencias Oy G se cortauy
la linea que une los centros 0 y G es perpendicular & la
cuerda comin AA' en su punto medio.

Porque, la recta OC tiene dos puntos O y G equidis-
tantes de los extremos AA' (32).

Corolario. — Si dos circunferencias se toca® el punto
de contacto esta sobre la linea que une sus centros.
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Porque, si el punto comin estuviese situado fuera de
la linea de ios centros, ha-
bria un segundo punto co-
mun; las circunferencias
serian entonces secantes y
no tangentes.
60. De lo que precede se
deducen ciertos caracteres que sirven para apreciar la
posicién relativa de dos circunferencias.
I. Si doscircunferencias son externas una & otra (fig”\32),
la distancia de los centros es mayor que la suma desus radios.
En efecto : OG= OA-f-AB-I-BG, y por lo tanto
OG>0A-[-BG.
I1. Si dos circunferencias son tangentes exteriormente
(fig. 33), la distancia de sus cen-
tros es iguala la suma de sus ra-
dios.
Porque estando situado el
punto de contacto A sobre la
linea de los centros (39 cor.)
OC= OA-f-AC.
I11. Si dos circunferencias son secantes (fig. 31), /adistan-
cia de los centros es menor que la suma de los radios™ pero
mayor que su diferencia.

Porque en el triangulo OAC se tiene
1 OC<OA + AG (4),
y 2* OA<OG~f AG,

de donde resulta que OA—AC< OC.

IV. Si dos circunferencias son tangentes interiormente
(iig. 34), la distancia de los centros es igual a la diferencia
de los radios.
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Porque, estando situado el
punto de contacto sobre la linea
de los centros, tendremos

0G= AC—OC.

V. Si una de las dos circunfe-
rencias es interior & la otra (fig. 35),
la distancia de los centros es me-
nor que la diferencia de los ra-
dios.

En efecto,

OC= OA~BG~BA,
y por consiguiente
0C<0A —BG.

§ IV. Problemas relativos & las perpendiculares.

Gl. Problema |. — Levantar una perpendicular & una

recta AB (ilg. 36) en un punto dado O.
Témense sobre la recta AB y desde el punto O dos
longitudesiguales OBy OB";
T desde los puntos By B'como
centros, y con una abertura
de compas mayor que OB,
n describanse dos arcos de
circulo que se cortaran en
un punto G (GO); unanse los puntos Gy O, y se tendra
la perpendicular pedida.

Porque, sise uniesen CBy CB', estas distancias serian
iguales; el punto C pertenece pues & la perpendicular
levantada en el punto medio O de la recta BB' (SI);
luego CO es esta perpendicular.
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62. Problema Il. — un punto O (fig. 37) fuora
do uno, recta AB, béjese a esta una perpendicular.

Desde el punto A como n
centro, y con una abertura
de compas igual a AO, des- RN 37.
cribase una circunferencia.

Desde el punto By con una

abertura de compaés igual &

BO, describase una segunda

circunferencia. Estas dos

circunferencias que tienen un punto comdn O, fuera de
la linea que une sus centros, se cortaran en un segundo
punto O' (*9); Unanse 00', y se tendra la perpendicular
pedida. Porque la recta AB tiene dos puntos Ay B equi-
distantes de los extremos de 00" (52).

60. Problema lil. — Dividir una recta dada AB (fig. 38]
en dos partes iguales.

Desde los puntos Ay B como centros, y con un radio
mayor que la mitad de AB, descri-
banse dos arcos de circulo que se
cortardan en un punto G (60) de los
mismos centros; y con la misma aber-
tura de compas, describanse otros dos
arcos que se cortaran en un punto G
Unanse G y C'y esta recta cortara a
la AB en un punto I, el cual sera punto
medio de la recta AB. ¥

Porque, estando cada uno de estos dos puntos Gy C'
equidistantes de los extremos A y B, pertenecen & la
perpendicular levantada en el punto medio de esta
recta (51); luego GG' es esta perpendicular, y el punto
| en donde corta & la AB es el punto medio de esta recta.

Fin 38
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Corolario. — La misma construccion sirve para levantar
una perpendicular en el punto medio de una recta dada, sin
gue sea necesario determinarle antes.

64. Problema |IV.—Dividir un arco dado AMB (fig. 39)

r en dos partes iguales.

Tréacese la cuerda AB, y enme-
dio de esta cuerda levantese la
perpendicular CC' (63 cor.); y esta

r perpendicular pasara por el punto
' medio Mdel arco dado (33 cor. 2B),

Advertencia. — Para la ejecu-

cion no hay necesidad de trazar la cuerda AB.

63. Problema. — 5° Dividir un &angulo dado MOV
(fig. 40) en dos partes iguales.

Desde el vértice O como centro, y con un radio cual-
quiera, describase el arco AB; de los puntos Ay B, y con

un radio mayor, & la simple vista,
que la mitad de la cuerda del arco
AB, describanse dos arcos de circulo
que se cortardn en un punto Ge
Unase O con C, y la recta OC divi
dird el dngulo MON en dos partes
iguales MOC y NOC.

En efecto, por construccion, los
puntos O y G estan cada uno & igual distancia de los
puntos Ay B; la recta OG serd, pues, perpendicular en
su punto medio a la cuerda AB (32); luego pasa por
el punto medio | del arco AB (53). Los arcos Al y BI
son iguales, y por consiguiente los &ngulos en el centro
AOl y BOI también lo seran (52).

Observaciones. |. En la ejecucién no hay necesidad
de trazar la cuerda AB.
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Il. La recta OC que divide al &ngulo MON en dos par-
tes iguales, se llama bisectriz de esle &ngulo.

CAPITULO 1V.

PROPIEDADES RELATIVAS A LAS PARALELAS.

§ 1. De las paralelas.

C6. Teorema. — Dos rectas AC, BD (fig. 41) eperpendi-
culares a una tercera XY, no
pueden encontrarse por mucho
que se las prolongue.

Porque, si se encontrasen
en algin punto, habria desde I
este punto, trazadas dos per-
pendiculares & una recta, lo
gue es imposible™(44).

Advertencia. — DoOSs rectas i
que, estando situadas en un
mismo plano, no pueden encontrarse por mucho que
se las prolongue, se llaman rectas paralelas.

El teorema precedente puede enunciarse de este mo-
do: Dos rectas perpendiculares & una tercera, son paralelas
entre 5.

67. Postulado. — Si sobre una recta XY (fig. 41) se
levanta una perpendicular BD y una oblicua AE, estas dos
lineas suficientemente prolongadas se encontraran.

Esta proposicién que, sin tener la evidencia de un
axioma, puede admitirse sin demostracion, es conocida
bajo el nombre de Postulado de Euclides, y sirve de base
a la teoria de las paralelas.

68. Reciproca del teorema 66. — Si dos rectas AG,

>

\'
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BD (fig. 41) son paralelas™ toda recta XY perpendicular &
una de ellas BD, es perpendicular a la otra AC.

Porque si XY no fuese perpendicular & AC, esta recta
AC le seria oblicua, la cual, en virtud del postulado,
encontraria a la perpendicular BD, y no le seria por
tanto paralela: lo cual es contrario & la suposicion.

69. Problema. — Por un punto A (fig. 41) fuera de una
recta BD, trazar una paralela & esta recta.

Del punto A bajese sobre BD la perpendicular AB;
en el punto A levantese la AC perpendicular & AB; la
recta AC sera paralela & BD (66).

Advertencia. — En el punto A de una recta AB, solo
se puede levantar una perpendicular AC; cualquiera
otra recta, tal como AE, le seria oblicua, y encontrada &
la BD; por lo tanto, por un punto dado fuera de una recta,
no se le puede trazar mas que una paralela.

70. Teorema. — dos paralelas estan equidistantes en
tola su longitud.

En otros términos: si de los dos puntos Gy D (fig. 42)
tomados & la distancia que se quiera sobre una de las

dos rectas paralelas AB y
CD, se bajan perpendicula-
res sobre la otra, estas per-
pendiculares CA y BD seran

iguales.
Para demostrarlo, llevan-
temos en | medio de AB la
perpendicular IH. La recta IH siendo perpendicular &
AB lo sera también & su paralela CD (68). Esto sentado,
hagamos girar la figura IBDH sobre IH hasta colocarse
en IACH. Siendo los angulos en | rectos, la recta IB to-
mard la direccion de IA; y como IB es igual a lA, el
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punto B caera en A. Los angulos en By en A siendo
rectos, la linea BD tomara la direccion AG, y el punto
D caera sobre algin punto de AC. La linea HD tomara la
direccion HC, por ser los dngulos en H rectos, y el punto
D caera sobre la recta IIC; pero, como también debe
caer sobre AC, este punto serd la interseccion de las
rectas AGy HC; es decir, el punto C. Las rectas BDy AC
teniendo los mismos extremos coincidiran, y por lo
tanto son iguales.

71. Reciprocamente. — Si sobre una recia AB (fig. 42)
se levantan dos ‘perpendiculares iguales AC y BD la recta CD
gue unird sus extremos, sera paralela a AB.

Sobre el punto medio | de AB levantemos la perpen-
dicular IH, y coloquemos la figura IBDH sobre IAGH.
Por ser los angulos en | rectos, IB coincidira con IA; y
como estas lineas son iguales, el punto B caera en A.
Los angulos en By en A son también rectos, luego BD
coincidird con A C; y como estas rectas son iguales por
hipétesis, el punto D caerd en C. Las rectas DHy CH
coincidiran por tener los mismos extremos; luego los
angulos IHD y IHG son iguales, y como son adyacentes
seradn rectos. Las rectas AB y CD siendo perpendiculares
& IH, son paralelas entre si (CO).

Corolario. — Para trazar una paralela a la recta AB
por un punto G tomado fuera de esta recta, bajese del
punto C la recta CA perpendicular & AB; en un punto
cualquiera B de esta Ultima levantese una perpendi-
cular BD igual & CA, y Unase G con D; esta recta sera

la paralela pedida.
72. Teorema. — Dos rectas paralelas & una tercera son

paralelas entre si.
Porque, si se traza una perpendicular & la tercera,
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sera al mismo tiempo perpendicular & las otras dos (G8);
y estas siendo perpendiculares & una misma recta, son
paralelas entre si (66).

75. Teorema. — Dos rectas ABy CD (fig. 43) son pa-

ralelas cuando estando cortadas por una terceraEH, forman
con esta tercera angulos internos AFG,
CGF suplementarios.

En efecto : los angulos BFG y CGF
son iguales por tener un mismo su-
plemento AFG (56). Los angulos FGD
y AFG, lo son también por tener un
mismo suplemento CGF (56). De esto
resulta que las dos porciones de

rectas FB y GD estan colocadas, respecto & EH, y de
un lado de esta recta del mismo modo que las dos por-
ciones de rectas GC y FA lo estan del otro lado. De
consiguiente, si dos de estas porciones de rectas se
encontrasen, las otras se encontrarian también; y las
dos rectas distintas AB y CD tendrian dos puntos co-
munes, lo cual es imposible (12). Luego estas rectas no
pueden encontrarse, y de consiguiente son paralelas.

74. Reciprocamente, Si dosparalelas AB y CD (fig, 43)
estan cortadas por una secante EH, los angulos interiores
AFG, CGF son suplementarios.

Porque, si esto no fuera asi, se podria siempre, en el
punto F, hacer con FG un angulo igual al suplemento
de CGF, y llevada asi la recta, seria paralela & GD en
virtud del teorema precedente. Se podria, pues, por un
mismo punto F trazar dos paralelas @ una misma recta
CD, lo que es imposible (69, Esc.).

73.  Escolios.—I. Los cuatro angulos que tienen su
vértice en F (fig. 43) y los cuatro angulos que tienen su
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vertice en tl, forman dos grupos que ise corres-
ponden.

LIdmase angulos correspondientes, & los que, en estos
grupos, ocupan una posicion analoga: son los que, es-
tando situados & un mismo lado de la secante EH, vuel-
ven su abertura en un mismo sentido. Asi, AFEy CGP
son correspondientes; lo mismo sucede con AFG v

CGH, etc.
Se llaman angulos altemos-internos, & los que estan

situados interiormente a las paralelas, & una parte y
otra de la secante : tales son los angulos AFGy FGD 6
aun BFG y CGF.

n. Los angulos interiores AFG y CGF siendo suple-
mentarios, los angu™os correspondientes son iguales,
pues AFE y CGF, por ejemplo, son entonces ambos su-
plemento de AIfG.

Kedprocamente si dos angulos correspondientes son
iguales AFE y CGF, por ejemplo, los angulos interiores
AFG y CGF son suplementarios. Porque AFG siendo el
suplemento de su adyacente AFE, es también el suple-
mento de CGF igual & AFE.

[11. Los angulos interiores AFG y CGF siendo suple-
mentarios, los &ngulos altemos-internos tales como AFG

iguales. Pues ambos son el suplemento de

Reciprocamente, si dos angulos altemos-internos son
Iguales, AFG y FGD por ejemplo, los angulos interiores
AFG y CGP son suplementarios. Pues, CGF siendo el su-
plemento de su adyacente FGD, es también el suple-
mento de AFG igual & FGD.

IV. Los escolios precedentes y los dos teoremas que

preceden, pueden resumirse en estas dos proposiciones:
GBOU, ,
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I* Si Aas rectas paralelas estan corladas por ma secante,
los &ngulos interiores son suplementarios y los angulos cos”
respondientes son iguales, asi como los angulos alternos-m-
tCTYIOS9

2> Si los angulos interiores son suplementarios, 6 si los
angulos correspondientes son iguales, 0 si los angulos alter-
fios-internos son iguales, las rectas corladas por la secante
son paralelas.

76. Teorema. — Z)os angiilos ABC, DEF {fig.

tienen sus lados respectivamente
paralelosy la abertura dirigida en
el mismo sentido, son iguales.
Porque, si se prolonga BE hasta
encontrar & BG en G, los &ngu-
los ABC y EGG seran iguales
como correspondientes, relativa-
mente a las paralelas AB, DG y 4 la secante BG Los
angulos EGd y BEF seran iguales como correspondien-
tes con relacion & las paralelas BG y EF y & la secante
DG. Los angulos ABC, DEF, ambos iguales & EGG, son,
pues, iguales entre si.

Escolio.-S i los angulos propuestos volviesen su
abertura en sentido contrario, como ABG y DEF, serian
suplementarios.

77. Teorema. — Dos an-
gulos ABG, DEF (fig. 45) que
tienen sus lados respectiva-
mente  perpendiculares, son
iguales (6 suplementarios).

Por el vértice B, tracemos

< - BH paralela 4 ED, y BG pa-
ralela 4 EF; los dos angulos HBG y DEF, teniendo sus
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lados fespectivamente paralelos, seran iguales (6 su-
plementarios). Pero, AB siendo perpendicular & DE, lo
es & su paralela BH {61); asimismo BG, siendo perpen-
dicular & EF, lo es & su paralela BG. Si de los dos an-
gulos ABU Yy GBG, iguales como rectos, se suprime la
parte comin ABG, los restos HBG y ABC seran iguales.
Luego, ABC y DIiF son iguales (6 suplementarios}.

§ 1. Propiedades del circulo relativas & las paralelas.

7B. Teorema. — Das paralelas v, Cu (Ug. 46),
ceptan sobre una circunferen-
da arcos iguales AG, BD.
En efecto : desde el cen- pm
tro O de esta circunferencia, /
trécese sobre las dos para-
lelas una perpendicular co-
mun Ol; el punto | en que
ella cortara la circunferen-
cia sera el punto medio del y
arco AB (i55, corol. md; vy
también sera el punto medio del arco CD. Luego se
tendra ;

0\

IA=IB y IG=ID,

de donde se saca, restando estas igualdades miembro a
miembro
IG-1A = ID- «IB,
AG= AD.

Escolio. — 1 Este teorema subsistiria, si una de las
dos paralelas fuese una tangente A'B'. Porque, si se une
el centro al punto de contacto I, el radio Ol sera per-
pendicular & la tangente A'B' (oll), y por consiguiente
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& SU paralela GD (68); luego el punto | sera el punto
medio del arco CID, y se tendra I1G=ID.

Il El teorema, subsistiria aun, si las dos paralel
fuesen ambas tangentes A'B'y C'l)', por ejemplo; por-
que si entre estas dos rectas, se traza una paralela
CD, se tendr4, en virtud del escolio precedente, siendo
H el punto de contacto de G'UI',

IC=10 y HG= HD;
de donde se saca, sumando estas igualdades,
IC+ HC= ID+ IID 6 ICH= IDH.

Se ve que, en este caso, cada uno de los dos arcos
interceptados. ICH é IDH, es una semi-circunferencia, y
que, de consiguiente, los puntos H é | son los extremos
de un mismo diametro. i i’

79. Llamase angulo inscripto a un angulo tal conio
ABC (fig. 47, 48 6 49), que tiene su vértice B sobre la
circunferencia, y por lados dos cuerdas AB, BG.

Teorema. — Todo angulo inscripto tiene por medida (oo)
la mitad del arco comprendido entre sus lados.

Pueden ocurrir tres casos :

I» El centro O jiig. 47) puede estar en uno de los la-

‘“Trfzando”el“dtimetro DE paralela a AB, el angulo
DOG seréa igual al angulo ABC, por
ser correspondientes (73); pero, el
angulo central DOG tiene por medida
el arco DG; luego el &ngulo ABC
tiene también la misma medida. Pero
los angulos DOG y BOE siendo igua-
les por ser opuestos por el vértice
(-10), el arco DC es igual al arco
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BE; las rectas AB y DE siendo paralelas, los arcos
interceptados AD y BE son iguales (78). De esto resulta
gue los arcos DC y AD son iguales, por ser los dos igua-
les a BE, y de consiguiente que DC es la mitad de AC.
Luego el angulo ABC tiene por medida la mitad del arco
AC.

2" El centro O (fig. 48) puede estar Fir_i8.
comprendido entre los lados del an- B
gulo inscripto ABC.

Tracemos el diametro BD. El &ngulo
ABD tendra por medida la mitad de
AD, por lo que acaba de demostrarse;
por lo mismo el angulo DBG tendra
por medida la mitad de DC. Luego la
suma de estos dos angulos, es decir, el angulo ABC,
tendra por medida la mitad de AD mas la mitad de DC,
es decir, la mitad de AC.

3" El centro O (fig. 49) puede estar fuera del angulo
inscripto ABC.

Tracemos el didametro BD. El [angulo ABD tendra por
medida la mitad de AD; el angulo CBD tendra por me-
dida la mitad de CD. Luego la dife-
rencia de estos dos angulos, es decir,
el &ngulo ABC, tendra por medida la
mitad de AD menos la mitad de Cd,
es decir la mitad de AD menos GD, o
la mitad de AC.

Luego, en los tres casos, el an-
gulo inscripto ABC tiene por medida "
el arco AC comprendido entre sus lados.

80. Llamase segmento de un circulo & la parte de este
circulo comprendida entre un arco y su cuerda. Asi la
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superficie ABB'B"CA (fig. 50) es un segmenta : y también
lo es la superficie AMGA.
nj. .io. Se dice que un angulo esta
inscripto en un&egraento™ cuando
su Vvértice esti sobre el arco
del segmento y que los lados
terminan & los extremos de
la cuerda. Asi el angulo ABC
esta inscripto en el segmento
ABB'irCA; el angulo AMC lo
esta en el segmento AMCA.
81. Teorema. — Todos los
angulos inscriptos en un mismo segmento son iguales.

Los angulos ABC, AB'C, AB"C, por ejemplo, tienen
cada uno por medida la mitad del arco AMC compren-
dido entre sus lados (79); luego todos estos angulos
son iguales.

Escolios.— 1.Se dice que el segmento ABB'B"CA es ca-
pa? del angulo ABC ; lo cual quiere decir que todos los
angulos inscriptos en este segmento son iguales al an-
gulo ABC.

I[I.  Dos angulos tales como ABC y AMC, inscritos en
los dos segmentos que corresponden & la misma cuerda

AC, son suplementarios. Porque el
Fry.Sl. angulo ABC tiene por medida la
mitad del arco AMC, y el angulo
AMC tiene por medida la mitad del
arco ABBB"CA; luego la suma de
estos dos &ngulos tiene por medida
la mitad de la suma de estos arcos,
es decir, la mitad de la circunfe-
rencia entera, ¢ dos cuadrantes,
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Luego la suma de estos dos angulos es igual a la de
dos rectos.

82, Teorema. — Todo angulo ABG (fig. 51), inscripto en
un semi circulo™ es recto.

En efecto, tiene por medida la mitad de AMO (79),
0 la mitad de una semi-circunferencia, es decir, un cua«
drante.

85.  Esta propiedad suministra un nuevo método de
trazar, por un punto externo (fig. 52}, una tangente 4 una
circunferencia O,.

Para esto, Unase A & 0; y sobre la recta AO como dia-
metro, tracese una circunfe- A/ 92
rencia, que cortarala primera
en los puntos B y B'. Trazando
AB, se tendra una tangente &
la circunferencia 0. Porque,
si setraza la recta BO, el &4n-
gulo ABO sera recto por estar
inscripto en un semicirculo;y
la recta AB, siendo perpendicular al extremo del radio
OB, seréa tangente.

) ge tendréd una segunda tangente, uniendo el punto A
abB.

84. Teorema.—Eldngulo ABG
(fig. 53) formado por una tangente
AB, y por una cuerda que termina
en el punto de contacto, tiene por
medida la mitad del arco BmG sub-
tendido por esta cuerda.

En efecto, por el punto C,
tracemos CD paralela & AB; los
angulos ABC y BCD seran iguales por alternos-inter-
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nos (78). El angulo inscripto B(il) tiene por medida la
mitad de BD (70); pero, los arcos BDy Bm C son jguales
por ser interceptados por las paralelas AA'y CD (78).
Luego el angulo ABC tiene por medida la mitad del
arco BmC.

Escolio.— El angulo A'BC tiene por medida la mitad
del arco BDG subtendido por la cuerda BC. Porque los
dos angulos adyacentes ABC y A'BG siendo suplementa-
rios, la suma de estos angulos tiene por medida dos
cuadrantes, 0 la mitad de la circunferencia; y como el
primero ABC tiene por medida la mitad de B/nC, el se-
gundo tendra por medida la mitad del resto de la cir-
cunferencia, es decir, la mitad de BDG.

Se ve, pues, que el teorema subsiste, lo mismo por
un angulo obtuso que por un angulo agudo.

S I1l. Aplicaciones.

88. Hemos diferido hasta ahora indicar algunas de
las aplicaciones de las perpendiculares, de las parale-
lasy de las propiedades del circulo que se reiieren &
ellas : estan sacadas del dibujo lineal.

En los adornos de la arquitectura se emplean unas
partes salientes que han recibido, en general, el nom-
bre de molduras, y se extiende este nombre & las figu-
ras planas que representan el perfil. Las molduras son
rectas, circulares 6 compuestas, segin se haga uso de
la linea recta, del circulo 6 de unay otro & la vez.

Entre las molduras rectas se distin-

gue:
L El filete ¢ listel {Gig. 54], limitado arriba
1 y abajo por lineas paralelas, ambas

perpendiculares & la recta sobre la cual debe hacei
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saledizo el filete. Este saledizo es igual al espesor del
filete.

La platabanda (fig. 55), es una mol-
dura analoga al filete, pero cuyo espe-
sor es un multiplo del saledizo.

86. Se distingue mayor numero de  /i7.ss.
molduras circulares :

La baqueta (fig. 56).. Se nota en ella
lo que en término de arte se llama la
igualacion de una semi-circunfe-
rencia con dos rectas paralelas,
es decir, que esta semi-circunfe-
rencia se relne tangentemente
con cada una de las dos rectas.

La gola (fig. 57). Obsérvase aqui
la misma igualacion, pero la se-
mi-circunferencia tiene una igua-
lacion inversa.

El cuarto bocel (fig. 58); el
cuarto bocel al revés (fig. 59); la
copada (fig. 60); la copada al revés
(iig. 61). La inspeccion de estas
figuras basta para hacer com- n
prender el trazado.

El taldn recto (fig. 62); el talon al revés (fig. 63); el ci-

Fi~.Sa.

FON yP

loado (lig. 64); ci6 ado al revés 65). Estas molduras
ofrecen el ejemplo de dos circunferencias iguales, tan-
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gentes exteriormente, pero de las cuales solo un cua-
drante estd empleado en la figura.

Fip 6i. = —

La moda (fig. 66); la escoda al revés (fig. 67). En estas

dos molduras se hallan dos circunferencias desiguales

que s”igualan inferiormente, es decir, que son tangen-

fin. 6y, f

tes interiormente. Uno de los radios es el doble del otro
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y solo un cuarto de cada circunferencia se emplea en
cada moldura.

87. La figura 68 ofrece un ejemplo de moldura com-
puesta. Distinguese en ella sucesivamente : X®un filete;
ZRun cuarto bocel; 3®una ba-
quetilla; k” una oWa, especie de
filete sin saledizo y una copada.

88. La figura 69 representa
una bdoeda. Esta bdéveda ofrece
un nuevo ejemplo de una semi-
circunferencia que se iguala con
dos rectas paralelas.

La curva indicada por la figura
70 es la que se llama asa de canasto 6 curva de tres cen-
tros. Para trazarla, se toman
sobre una recta indefinida tres
longitudes iguales AB, BC, CD ;
desde los puntos By C como
centros, con BG por radio, se
describen dos arcos de circulo
cuya interseccion determina el 0
punto O; se tiran las rectas OBy OG, y se las prolonga
arriba de AD. Hecho esto, desde los puntos B 'y G por
centros, con el mismo radio BO, se trazan los arcos AM
y ND. Es fécil de ver que cada 5.
una de las longitudes OM y
ON asi obtenidas es doble de
BC; luego si del punto O como
centro, con OM 6 ON por ra-
dio, se traza el arco MN, este
arco se igualard en My en N
con los dos primeros.

Fey.ji
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Se ve que cada una de las circunferencias trazadas
desde los puntos B y G es tangente interiormente a la
trazada desde el punto O.

Si se repite el mismo trazado del otro lado, se obten-
drala curva conocida bajo el nombre de évolo (fig. 71).

CAPITULO V.

RECTAS CORTADAS POR P-ARAERL-AR, Y LINEAS PRO-
PORCIONALES EN GENERAL

S I. Lineas cortadas por paralelas.

89. Teorema. — Lai AG y BD (fig. 72) de dos
paralelas interceptadas por otras dos paralelas ABy CD, son
iguales. '

Para demostrarlo, bajemos de los puntos Ay B sobre

CD y su prolongamiento, las per-
, pendiculares Ai y BH. Estas per-
/ pendiculares seran iguales, puesto

gue dos paralelas se hallan siem-

pre igualmente distantes (70); acle-

Mmas seran paralelas entre si (66),

y los angulos CAl y DBII seran iguales, por tener los
lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido (76).
Esto sentado, concibamos que se superponga la figura
DBH sobre la iigura CAIl, de manera que BH coincida
con su igual Al. Por ser los angulos CAl y DBH igua-
les, BD tomara la direccion de AG, y el punto D caerd
sobre AC; los angulos AIC y DHD siendo iguales por
ser rectos, HD tomara ladireccioii de IG, y el punto D
caera en alguna parte sobre IG. El punto D debiendo caer
& la vez sobre AG y sobre IG, caera sobre el punto de

a .
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intorseccion C. Luego las rectas BDy AG coincidiran;

luego son iguales.
Escotio. — Se demoslraria del mismo modo que AB

es igual & CD. _
90. Reciproca del teorema anterior. — Si, sobre dos

paralelas, se toman dos partes iguales AG, BD (fig. 73), las
recias AB y GD, que unen los extremos de estas longitudes

son paralelas.
Supongamos por un momento que AB no es la para- ¢

lela & GD que se puede trazar por
el punto A,y sea Al esta paralela.
En virtud del teorema anterior, se
tendria AG = ID; pero, por hipéte-
sis, se tiene AG= BD : luego se ten-
dria ID = BD, lo cual es imposible.
Luego AB es paralela & GD.

91. Lema. — Cuando dos rectas AG, BH (fig. 74) son
cortadas por paralelas KQ, CD, EF, GH, ect., si las partes
AG, CE, EG, etc., intercep-
tadas en una de estas rectas
son iguales, las partes BD,

DF, FH, etc., interceptadas
enla otra son también igua-
les.

Para demostrar, por
ejemplo, que BD es igual
& DF, tracemos Bly DK pa-
ralelas & AG. En virtud
del teorema del n° 89, se
tendra Bl= AC, y DK =
CE; mas, por hipotesis, AC = CE : luego Bl = DK. Esto
sentado, si se superpone la figura BID sobre la figura
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DKF, de modo que BI coincida con su igual DK, los
angulos IBD y KDF siendo iguales por correspondientes
(73), BD tomara la direccion X)i\ y el punto D caera en
alguna parte sobre DF. Mas los angulos BID y UKF sien-
do iguales, por tener sus lados paralelos y dirigidos en
un mismo sentido (7G), ID tomard la direccién de KF, y
el punto D caera en alguna parte sobre KF. El punto D
debiendo caer & la vez sobre DF y sobre KF, caerd so-
bre el punto de interseccion F. Luego las rectas BD y UF
coincidiran; luego son iguales.

Se demostraria del mismo modo que DF es igual &
FH, y asi sucesivamente.

92. Teorema. — Dos rectas tuaiesquieta AE, BF (fig. 75)
son cortadas en partes proporcionales pot paraHelaS AB
CD, EF.

Evaluemos AC y CE por medio de una unidad bastante
pequefia para que cada una de ellas la contenga un nu-

mero de veces exacto; y para
\u mayor precision, supongamos
gue AG la contenga 3 veces y
------ que GE la contenga 5veces. Divi-

danse AG en 3 partes iguales, GE
en 5, vy tracense por todos los
puntos de divisién paralelas &
AB. Estas paralelas cortardn BF en partes iguales en
virtud del teorema anterior ; BD Contendr4 3 de estas
partes, y DF contendra 5: estas lineas seran pues en
razon de 3a 5. Mas las lineas AC y CE son también en

razén de 34 5: luego se tendra la proporcion

AG : CE = BD : DF,
io cual demuestra el teorema.

Esta demostracion supone que AG y CE contienen
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cada una una misma linea un nimero de veces exacto;
mas, como esta tercera linea puede ser
tan pequefia como se quiera, esto llegara
siempre a suceder en la practica, y de
consiguiente, la demostracion es general.

Corolario |. — Dos -paralelas AB, CD
(fig. 76) corta-a los lados de un &ngulo COD
enparles proporcionales.

Esta proposicion es un caso particular de la an-
terior, y “se demostraria del mismo modo. Se tiene
pues

OA : AG= OB :BD,

Corolario |lI. — De esta proporcion, se deduce
OA:OA+ AG= OB: OB+ OD,
0 OA:0G — 0B:OD,

es decir que: cuando dos paralelas AB, CD cortan los la-
dos de un angulo COD, las distancias del vértice del angulo.,
4 los puntos de interseccién desus lados con las paralelas
son proporcionales.

Esta proposicién se aplica con frecuencia.

95. Reciproca df.l corolario del té¢'CRéma anterior.
—Si dos rectas AB, CD {Rg. 77) cofian
los lados de un angulo COD en partes
pnoporcionales, estas rectas son para-
lelas.

Pues si AB no es la paralela a CD
gue se puede trazar por el punto A,
sea Al esta paralela. En virtud de la
proposicion directa, se tendria

OA: AC= 01:1D.
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Mes por hipdtesis se tiene
OA ; AG= OB: Bd.
A causa de la razén comdn resulta
Ol : ID= OB; BD
0, cambiando ios,medios de posicion,
01:0B=1D:BD.

Pero Ol es menor que OB, mientras que ID es mayor
gue BD; luego esta Gltima proporcion es falsa. Asi pues,
una recta Al, diferente de AB no puede ser paralela a
CD; luego AB es paralela & CD.

94. Teorema. —las AB y CD (fig. 78) de dos

n paralelas comprendidas entre
los lados de un angulo COD,
son proporcionales a las dis-
tancias OBy OD del vértice de
este angulo a los puntos de in-
terseccion de uno cualquiera de
sus lados OD con las dos pa-
ralelas.

Para demostrarlo, tracemos Bl paralela a OC. En vir-
tud del teorema del ®92 (cor. 1), tendremos

Cl:ID = OB:BD;
de donde se saca:
Cl; ClI-f-1ID = OB: OB-f- BD.
o] Cl:CD= 0B:OD.
Pero AB y Cl son iguales como paralelas interceptadas
entre paralelas (89); luego”se tiene
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AB :CD= OB ; OD.

Escolio. — Del mismo modo se tendria ;
AB ; CD= AO : OC.

9B. Teorema. — doz paralelas AB, GD (iig. 79) son
cortadas en partes proporcionales
por unaserie de secantes OG, OG
OH, OD, que parten de un mismo
punto O.
Sean, en efecto, E, F, G, H
los puntos de interseccion de
las secantes intermediarias con
las dos paralelas. En virtud del
teorema anterior, se tendra:

AE : CG = OE : OG,
EF ; GH= OE ; OG = OP : OH,
PB : HD = OP : OH.

Pero los lados del angulo GOH siendo cortados en
partes proporcionales por las dos paralelas (92 cor. 1),

las segundas razones de las proporciones anteriores son
Iguales. Luego las primeras son iguales, y se tiene;

AE :CG= EF:GH = FB: HD,

lue es lo que se tenia que demostrar.

8§ If. Propiedades del circulo relativas & las lineas proporcionales.

Teorema. — Si desde un punto O (fig. 80) lomado
fuera deuna circunferencia, se traza una tangente OA'y una
secante OG, la tangente es media proporcional entre la secante
&niRs8 B8 3 su segmento ~Ac/rio'r OBJ-.

GEOM.

X
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Tirense, en efecto, ABy AC. El angulo OAB, formado
por la tangente OA y la cuerda
AB que pasa por el punto de
contacto, tiene por medida la
mitad del arco AB (84); el an-
gulo inscripto BCA tiene la mis-
ma medida (79); luego estos

dos angulos son iguales.
Esto sentado, volvamos la
figura OAB sobre si misma,
de modo que AO venga & tomar la posicion OA'y OB
la posicion OB'. El angulo OA'B', que es el mismo que
OAB, siendo igual a OCA, y estos angulos teniendo la
posicién de correspondientes, las rectas A'B' y GA son
paralelas (70, esc. 1V). Luego se tiene, en virtud del

teorema del n“ 92 (cor. II) :

OB OA= OA":OC.
Sustituyendo OB' por su igual OB, y OA' por su igual
OA, resulta:
OB:0OA = OA:0G;
es decir que OA, es media proporcional entre OGy OB.
97. Teorema.—Si desde un punto O '(fig. 81), fuera de
una circunferencia, se trazan dos
secantes OG y OE, estas secantes
son inversamente proporcionales a
sus segmentos externos OB y OD.
Porque si se traza la tangente
OA, se tendra, en virtud del teo-
rema precedente :
OA= OA:0C,
OA = OA: OE
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En estas dos proporciones, siendo igual el producto
de los medios, lo son también los productos de los ex-
tremos, y se tiene:

OBX OC= ODX OE;
de donde se saca la proporcion
OC:OE = OD:OB,
que viene a ser la demostracién del teorema.

98. Teorema. — Si A5 CUEYTES AB Y CD (fig. 82) £ Q0"
tan dentro e una drounferendiay las partes ce la una son
inersaente proporcioneles a las partes ke la otra

Tirense, en efecto, BG y AD; los angulos inscriptos B
y B son iguales por tener cada
uno de ellos por medida la
mitad del arco AC (70).

Esto sentado, volvamos la
figura COB sobre AOU, de
modo que los &ngulos en O,
gue son iguales por ser
opuestos por el vértice, coincidan; OC tomara la posicion
OC'; OB la posicién OB', y BG la posicion B'G'. El angulo
OB'G', que es el mismo que el angulo B, siendo igual al
ungulo D, y estos angulos teniendo la posicién de cor-
'm'ospondientes, las rectas B'G' y DA son paralelas (70,
escolio 1V); luego se tiene, en virtud del teorema del
uU'02 (cor. I1):

OA:0C'= OD:OB".

Sustituyendo ocC' por su igual 0G, y 0B' por su igual
08, resulta;

OA:0C= OD: UB,
que es €l enunciado del teorema.
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99. Teorema.—Ila 'perpendicular Cl (fig. 83) trazada de
un punto de una circunferencia sobre un didmetro cualquiera
AB, es media proporcional entre los dos segmentos Al é IB
de este diametro.

Prolonguese, en efecto, la perpendicular Cl hasta el
punto D. El didmetro AB, por ser
perpendicular & la cuerda CD, la di-
vide en dos partes iguales; asi Cl= ID
(35, corol. 1.). Pero siendo ABy CD
dos cuerdas que se cortan en el cir-
culo, se tiene, en virtud del teorema
precedente :

Al:1G= ID: IB,
0, sustituyendo ID por su igual IG,

Al 1 IG= IG : 113,
que es el enunciado del teorema.

FU. si.

8§ lir. Problemas sobre las lineas proporcionales.

ICO. Problema |. —Hallar una cuarta proporcional a
tres rectas dadas, a, b, c (iig. 84).

El objeto de este problema es hallar una linea tal,
gue representandola por x, se tenga la proporcion

a:b=-c\x.

Para resolverlo, tracen-
se dos lineas indefinidas
L KOX y 0OY, formando un

angulo cualquiera. So-
bre el lado OX, tdémense
OA=a,yAB=1J. Sobre0Y,
tomese OC = c. Unanselos

Fi'0-"4-
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puntos A y G, y tracese BD paralela & AG. La linea GD
sera la cuarta proporcional pedida; porque las paralelas
ACy BD cortando los lados del angulo BOD en partes
proporcionales, se tiene (92):

OA: AB—O0C:GD,
0 a:b= c:CD.
La linea CD es, pues, la linea buscada.

101. Problema H.-“Hallar una tercera proporcional a
dos lineas dadas ay b.

Se trata de hallar una linea tal, que designandola por
r setenga la proporcion

a:b = b:x.

Este problema solo difiere del precedente en que c es
igual & b. Se trazaran, pues, dos lineas indefinidas OX
y OY (fig. 84), bajo un angulo cualquiera; se tomara
OA= fl, AB= b OG= h; se unira A 4 C; se trazara BD
paralela & AG, y la linea GD sera la tercera proporcio-
nal pedida, puesto que, & causa de las paralelas ACy
BD, se tendréa la proporcion

OA: AB= 0OC:CD,
n a:a = {>GD.

102. Probliema lll.—Hallar una mediaproporcional en-
tre dos lineas dadas a y h (fig. 85).

El objeto de este pro-
blemaes hallar unalinea
tal que designandola por

se tenga la proporcion

a\ x-=x\b.

N

Pararesolverlo, tomen-
se, sobre una recta indefinida, AB= a, y, en seguida,
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BC= b. Sobre AG como diametro tracese una semi-cir-

cunferencia, y en el punto B levantese sobre AG la

perpendicular BD terminada & la circunferencia. Esta

perpendicular BD sera la media proporcional pedida;

porque, en virtud del teorema del n“ 99, se tendra
AB: BD= BD:BC

0 a:BD=BD;6

105. Problema IV.— Dividir una recta en un ndmero
cualquiera de partes iguales.

Supongamos, para mas precision, que se quiera divi-
dir una recta dada AB (fig. 85 en 5
partes iguales.

Tracese por el punto A una recta
indefinida AX que haga con AB un
adngulo cualquiera. Témense esobre
esta recta indefinida, de A hacia C,
3 partes iguales de magnitud arbitra-
ria. Unase G a B, y por todos los
puntos de divisiébn de AG tracense
paralelas a CB; estas paralelas divi-
dirdn la linea AB en 5 partes igua-

'
i ijj.sc -

les (91).

10-4. ProblemaV.
— Dividir una recta
en parles proporcio-
nales & lineas dadas.
Para fijar las
ideas, supongamos
que se trata de di-
vidiruna recta dada
AB (fig. 87] en par-

tes proporcionales & las tres lineas a, 6, c.
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Para esto tracese por el punto A una recta indefinida
AX que haga con AB un angulo cualquiera. Témense
sobre esta recta, AC—a, CD= & DE= c. Unase B con
E; y por los puntos Gy U tracense CF y DG paralelas &
BE. La linea AB estara dividida por los puntos Fy G en
partes proporcionales & las lineas dadas.

Pues se tendra, en virtud del primer corolario del
teorema del n“92,

AF :FG= AG:CD, 6 AF ;AC= FG: CD;
y en virtud de este mismo teorema,

FG:GB= GD:DE, 6FG:CD= GB: DE;
y, & causa de la razon comun,

AF:AG= FG:CD= GB:DE,6AF:a= FG:{ = GB:c.

Escolio.—Se podria pedir el dividir una recta en
partes proporcionales 6 numeros dados m, n, p, por
ejemplo. En tal caso, se toma una longitud arbitraria
por unidad ; sobre AX se toman, desde A & C un ndmero

de estas unidades, y desde Ca Dun ndmero n de es-
tas unidades, y desde D a E un ndmero p de estas mis-
mas unidades. Se divide, del modo arriba indicado, la
linea AB en partes proporcionales a las lineas AC, CD,
BE; y estas partes seran igualmente.proporcionales &
los nimeros m, n, p.

100. Problema VI. — dividir una recta dada AB
(fig. 88) en media y extrema razon.

Esto quiere decir, determinar sobre AB un punto |
gue divida esta linea en dos partes tales que la mayor Al
sea media proporcional entre la menor IB y la recta
entera AB.

Para resolver este problema, levantese en el punto B
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una perpendicular BO igual 4 la mitad de AB. Desde el
punto O como
centro, con OB
por radio, tra-
cese una cir-
cunferencia.
Tirese la recta
AO, la cual cor-
tara la circun-
ferencia en los
puntos C y D.
Finalmente, desde el punto A como centro, con AG por
radio, describase el arco Gl que cortara AB en un punto
I. Este punto sera el punto de division pedido.

En efecto: observemos en primer lugar que el radio
OB siendo la mitad de AB, el didmetro CD es igual &
AB. Observemos en segundo lugar que la recta AB es
tangente a la circunferencia por ser perpendicular al ex-
tremo del radio OB (33).

Pero, en virtud del teorema del n“ 96, se tiene

AD:AB=AB:AC, [1
de donde se saca
AD-- AB: AB= AB — AC : AG 2]

Mas AD — AB es igual & AD — GD, es decir, 4 AG 6 &
su igual Al. Por otra parte AB —AG es igual & AB—AI
6 a IB. Finalmente, el altimo término AG puede ser
sustituido por Al. Luego la proporcién [2] puede escri-
birse

Al : AB= IB : Al
0, mudando las razones,

AB : Al = Al: IB;
gue es lo que se proponia demostrar.
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SEGUNDA SECCION

DE LAS FIGURAS PLANAS

CAPITULO PRIMERO

TRIANGULOS

g |. Propiedades principales de los triangulos.

106.— Llamase figura plana & toda porcion de plano
terminada por lineas rectas 6 curvas.

Se llama tridngulo & toda porcién de plano terminada
por tres lineas rectas. Asi ABC
(0g. 89) es un triangulo. Las Fcj.8".
tres rectas AB, AC, BG que
terminan este tridngulo son
sus lados; los vértices A, B,

G, de sus tres angulos son , ®
llamados los Vvértices del triangulo.

Teorema. — La suma de los tres angulos de un
triangulo es igual a dos rectos.

Sea ABC (iig. 89) un triangulo cualquiera.

Prolonguese el lado AC, y por el Vértice C tracese GE
paralela a AB.

Los angulos ABC Y BCE son iguales como altemos-in-
ternos ; los angulos BAC Y ECD son iguales por corres-
pondientes. La suma de los tres angulos, del triangulo
ABC es, pues, igual & la suma de los tres angulos BCA,
BGE, ECD formados al rededor del punto C Y de un mismo
lado de la recta AD. Pero, esta Ultima suma es igual & la
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de dos rectos; luego la suma de los tres angulos de un
triangulo es igual a dos &ngulos rectos.

Corolario I-— Cada uno de los &ngulos de un trian-
gulo, es el suplemento de la suma de ios otros dos. Co-
nociendo, pues, dos angulos de un triangulo, se po-
dra obtener el tercero.

Si los dos angulos dados estan expresados en grados,
se obtendra el valor del tercero rebajando la suma de
Si, por ejemplo, los dos angulos dados tienen por
valor 038 13'y 12®17 49" la suma serd 15®56' 2";
la diferencia entre 18J®y esta suma siendo igual a
2»3 58" este sera el valor del tercer angulo.

Corolario Il. — Ningln triangulo puede tener dos
angulos rectos, ni dos obtusos, ni uno recto y otro ob-

tuso; porque en uno y otro caso la
suma de sus tres angulos seria mayor
de la de dos rectos.
Untriangulo quetiene un angulo rec-
to se llama rectangulo. As"ABG (fig. 90)
les un triangulo rectangulo. El lado BC
opuesto al angulo recto se llama hi~
poimusa, y los otros dos lados se lla-
man catblos. La suma de los angu-
los By C es igual & un &ngulo recto: se dice, en tal caso,
gue estos dos angulos son complonmtarios 6 que cada
uno de ellos es el complemento del otro.

Corolario Ili. — Ll&dmase angulo externo & un trian-
gulo, & un éangulo tal como BGO (lig. 89) formado por un
lado BG y la prolongacion CD de uno de los otros dos
lados.

Todo angulo externo de un triangulo es igual a la suma de
los dos internos no adyacentes.
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Porque el angulo BCD, siendo la suma de los dos an-
gulos ECD, BCD, equivale a la suma de los angulos
Ay P.

108. Teorema-— En iodo triangulo, cada lado es me-
nor gue la suma de los otros dos y mayor que la diferencia.

La primera parte de este teorema es evidente, segln
la definicion de la linea recta. La segunda es una conse-
cuencia de la primera.

Porque si a, b, c, designan ios tres lados, expuestos
por orden de magnitud, siendo el primero el mayor, se
tendra

De la primera desigualdad, se saca
a—c<& Yy a—&c<c.
La segunda da, a su vez,
b—c<a.

Estas tres Ultimas desigualdades demuestran la se-
gunda parte del teorema.

109. Lldmase triangulo is6sceles & un triangulo que
tiene dos lados iguales. El tercer lado se llama base del
triangulo.

Teorema. — En todo tridngulo isésceles, los angulos
opuestos a los lados iguales son iguales.

Sea ABC (iig. 91) un tridngulo iso6sceles, y sean CA y
CB los lados iguales.

Si se une el vértice G al punto medio | de la base, la
recta Cl teniendo dos de sus puntos, G é I, & igual dis-
tancia de los extremos de AB, sera perpendicular & AB.
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Los angulos cuyo vértice es el punto 1siendo rectos, si
se dobla CIB sobre Cl, la recta IB
vendra & aplicarse sobre IA; y
f; como | es el punto medio de AB,
el punto B coincidira con el punto
A; ademas, el punto G no habra
variado la posicion; las rectas CB
y CA cuyos extremos son los mis-
mos, coincidirdn. Lo mismo sucederd con los angulos
CBI y CAl; luego estos angulos son iguales.

||0 Reciproca del teorema anterior. Sien un trian-
gulo ABC (fig. 91) dos angulos A y B, son iguales, los la-
dos, CB, CA, opuestos & estos angulos, soniguales, yeltrian-
gulo es isosceles.

Para demostrarlo, tracese por el punto medio | de AB
una perpendicular & esta linea, y déblese la figura so-
bre esta perpendicular. Los angulos cuyo vértice es |
siendo rectos, IB tomarda la direccion de IA; y el punto
1siendo el punto medio de AB, el punto B caera en A.
Los angulos By A siendo iguales por hipétesis, el lado
Bijtomara la direccion del lado ka; estas dos rectas coinci-
diendo, encontrardn & la perpendicular en un mismo
punto G; pero, este punto es equidistante de los extre-
mos de AB; luego los lados CB y CA son iguales,

til. Ontridngulo puede ser & la vez isésceles y rectan-

gulo. El angulo A (iig. 92) opuesto
& la base es el angulo recto; los
otros dos, By C, siendo iguales y
complementarios, valen cada uno
la mitad de un angulo recto 6 48®

112. Lldmase triangulo equilatero al que tiene sus tres

lados iguales (iig. 93). Bel teorema del n" 109 se deduce
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que los tres angulos de todo tridngulo equilatero son
iguales, y que cada uno vale la

tercera parte de dos &ngulos rec- N\

tos, 6 § de angulo recto, 6 60" Fe

Bel teorema del n" 110 se de-
duce que si un tridngulo es equian- /
gulo™ es decir, si tiene sus tres &ngu- - \
los iguales, es también equilatero.

115. Teorema. —Dos tridngulos son iguales cuando tie-
nen sus tres lados iguales uno a uno.

Sean ABC y DEF (fig. 94) dos triangulos que tienen
sus lados iguales uno & uno, & saber : AB—DE, AG= DF
y BC= EF.

Consideremos el triangulo DEF colocado sobre ABC, de
modo que EF coincida con
su igual BC. Los lados BA
y ED siendo iguales, los
puntos A y B seran equi-
distantes del punto B, y de
consiguiente se encontra-
ran sobre la circunferencia
que tendria el punto B por
centro y BA por radio. Los
lados CA y FB siendo iguales, los puntos A y [D se en-
contraran también sobre la circunferencia que tendria
al punto C por centro y por radio GA. Mas, dos circuns-
tancias distintas no pueden tener mas que un punto co-
min de un niismo lado de la recta que une a sus cen-
tros ; luego los puntos D y A coinciden. De consiguiente
los tridngulos coincidiran; luego son iguales.

Corolario.— Un triangulo estd determinado cuando
se conocen sus tres lados.
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Problema. — Construir un tridngulo conociendo los tres
lados.

Sean m, n, p, los tres lados dados. Tracese una recta
BG (fig. 94) igual a m. De los extremos By G como cen-
tros, y con radios respectivamente iguales 4 ny ap,
tracense dos arcos de circulo que se cortaran en A. Ti-
rense las rectas AB y AG; el triangulo ABC ser4 el trian-
gulo pedido.

Escolio.—EStos dos arcos de circulo se cortaran; por-
que siendo el triangulo posible, se tendra (108)

y —p, es decir, que la distancia de los centros BG
serd menor que la suma de los radios y mayor que la
diferencia.

11-5. Teorema. — Dos triangulos soniguales cuando tie-
nen dos lados iguales uno a uno, comprendiendo un angulo
igual.

Sea (fig. 94) BA= ED, BG= EP y el &ngulo B= E.

Cologuemos el triangulo DEF sobre ABC, de modo que
los &ngulos By E coincidan; & causa de las igualdades
supuestas, el punto D caerd en A, y el punto F en G:
luego DF coincidira con AG. Los dos triangulos coinci-
diran, pues, en todas sus partes; luego son iguales.

Corolario. — Un tridngulo esta determinado cuando
se conocen dos de sus lados y el &ngulo comprendido.

Problema. — Construir un triangulo conociendo dos lados
y el angulo comprendido.

Gonstrayase el angulo ABC (fig. 94) igual al angulo
dado; tomese BA y BC, respectivamente iguales a los
dos lados dados, y tirese la recta AG; el triangulo ABC
es el triangulo pedido.

11S. Teorema.— Cuando dos tridngulos tienen dos lados
iguales uno & uno y que los angulos comprendidos entre estos
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lados son desiguales, el tercer lado opuesto al &ngulo mayor,
es el mayor.

Sean ABC y ABD (fig. 94 his) los dos triangulos pro-
puestos, en los cuales supon-
dremos AO = Al) y el angulo
BAOBAB. Siempre podran ser
colocados como lo indica la ilgu-
ra, de modo que dos lados igua-
les coincidan.

Tréacese la bisectriz Al del an-
gulo total DAG, la cual sera con-
tenida necesariamente en el in-
terior del mayor angulo BAC, y cortard el lado BC en
un punto I. Tirese la recta DI. Los tridngulos DAI é IAC
seran iguales, por tener un angulo igual, DAl = IAC,
comprendido entre dos lados respectivamente iguales,
& saber, Al coman, y DA= A0 por suposicién. Luego
DI = IG.

I"ero se tiene evidentemente :

BD<DI+ IB, 6 BD<IC-fTB,
0 finalmente BD< BG;
gue es lo que setenia que demostrar.

Escolio.—De este teorema y del del n" 114, se de-
duce inmediatamente esta Reciproca: dos triangulos
timen dos lados iguales uno & uno y los terceros desiguales,
los &ngulos comprendidos por los lados iguales son desiguales,
y el mayor es el que esta opuesto al mayor lado.

1i0. Teorema. — Dos triangulos son iguales, cuando tie-
nen un lado igual adyacente & dos angulos iguales uno & uno.

Sean (fig. 94) BG= EE, el angulo B= E y el angulo
G= F. Sobrepdngase el triangulo DEF sobre ABC, de
modo que EP coincida con su igual BG. Los angulos By
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E siendo iguales, ei lado ED tomara la direccion de BA,
y el punto D caera sobre BA. Por ser los angulos Fy C
iguales, el lado PD tomar4 la direccién de CA, y el punto
1) caera sobre CA. El punto D debiendo caera la vez so-
bre BAy sobre CA, caera sobre el punto A : luego los
dos tridngulos coincidiran; luego son iguales.

Corolario. — Un tridngulo esti determinado cuando
se conocen uno de sus lados y los angulos adyacentes.

Problema.— Construir un triangulo”™ conociendo un lado
y los dos angulos adyacentes.

Tracese una recta BG (fig. 94) igual al lado dado. Ha-
ganse en el punto B el angulo CBA igual & uno de los
angulos dados, y en el punto C, el angulo BCA igual al
otro 4ngulo dado. Las rectas BAy CA se cortaran en un
punto A, y el triangulo BAG seré el tridngulo pedido.

Escolio.—Cuando el tridngulo es posible, la suma
de los dos angulos dados es menor que dos rectos, y las
dos rectas trazadas por los puntos By C se cortaran.

117. Teorema.—Dos triangulos rectangulos son iguales,
cuando tienen la hipotenusaigual y un cateto igual.

Sean ABC y DEP (fig. 90) los dos triangulos rectangulos
el uno enAy el otroen D; y sean BG=EP y ABs=DE.

Sobreponiendo el tridngulo DEP sobre ABC, de modo
que DE coincida con AB, el lado DP tomaré la direccion
de AC, por ser rectos los &ngulos Dy A; y el punto F
coincidird con C; porque, de lo contrario, las dos obli-
cuas EP y BG no se separarian igualmente de la per-
pendicular AB y de consiguiente no serian iguales, lo
cual es contrario & la hipotesis.

Corolario.— Un tridngulo rectdngulo estd determi-
nado cuando se conoce la hipotenusa y uno de los ca-
tetos.
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Problema. — Construir un tridngulo rectangulo, cono-
ciendo la hipotenusa y un cateto.

Construyase el angulo recto BAG (fig. 90). Sobre uno
de sus lados témese AB igual al lado dado; del punto B
como centro, con un radio igual & la hipotenusa dada,
describase un arco de circulo que cortard AC en un
cierto punto G. Tracese la recta BC; el triangulo ABG
sera el triangulo pedido.

Escolio. — El arco de circulo descrito del punto B cor-
taré la linea AC; porque suponiendo el triangulo posi-
ble, la hipotenusa sera una oblicua mayor que el lado

dado.
§ Il. Triangulos semejantes.

H8. Se dice que dos triangulos son equidngulos entre

cuando tienen sus angulos respectivamente iguales.
Los lados opuestos a los angulos iguales son llamados
lados homologos de estos triangulos; ios vértices de los
angulos iguales son los vértices homologos.

Lldmase triangulos semejantes & los que tienen sus an-
gulos iguales uno & uno y sus lados proporcionales.

Vamos & ver que, en los tridngulos, una de estas dos
condiciones es consecuencia de la otra.

Teorema. —Dos tridngulos que tienen sus angulos res-
pectivamente iguales tienen sus lados proporcionales™ y son,
de consiguiente, semejantes.

Sean ABC y abe (fig. 95) dos tridngulos que tienen sus
angulos iguales uno a uno, 4 saber : A= 0, B= 6y
C=xs

Superpongase el tridngulo abe sobre ABC, de modo
gue los dngulos iguales Ay a coincidan, y que los otros
angulos iguales se correspondan. El lado ab tomarg, la

QEOM. .
aia
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posicion Al, el lado ac la posicion AE, y el lado fela
posicion DE. Los angulos ae y ABC, siendo iguales por
hipétesis, también lo seran ADE y ABC. Pero, estos ul-
timos ocupan la posicion de correspondientes; de consi-
guiente las recias DE y BG son paralelas. Luego se tiene:
AD;AB= AE;AG 6 &:AM- &: AG,
DE :BG= AD:AB O be:BG-=ab6; AB;
gue es lo que se trataba de demostrar.
H 9. Reciproca del teorema anterior. — Dos trign
gulcs que tienen sus lads wTgpordiarele,s son sangjantes
Supongamos, en efecto, que se tengan (fig. 95) las
proporciones:
[I] fie:AG= a&:AB y bciBG — ab: AB. 2]
Témese sobre AB
una longitud AD igual
4 ab y por el punto D
tracese DE paralela &
BG. Los triangulos ADE
y ABC seran semejan-
tes, por tener el an-
gulo A comdn, los an-
gulos AUE y ABGigua-
les por correspondientes, como también los angulos
AED y ACB, por la misma razén.
PerOjéa causa de las paralelas, se tiene:
[ AE:AC= AD:AB y DE:BG= AD:AB. [
Las proporciones [I] y [3] tienen los tres ultimos tér-
minos iguales, luego el primer término es el mismo, y
AE= &ac
Las proporciones [2] y [4] tienentambién sus tres Ul-
timos términos iguales; luego se tiene DE- It
De esto resulta que los triangulos ADE y & son igua-
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les, por tener sus tres lados iguales uno a uno. Pero
ADE es semejante a ABC; luego af&clo es tambien.

120. Teorema. — dos iriaagulos son semejanies, cuando
tienen un angulo igual comprendido entre lados proporcio-
nales.

Supongamos, en efecto, que se tenga (fig. 95) el an-
gulo A = a, yla proporcion

ac; AO = : AB.

Tomese, como en la demostracion anterior, una lon-
gitud AD igual & ah, y tradcese DE paralela a BG. Los
triangulos ADE y ABC son semejantes, puesto que tienen
el &ngulo A comun é iguales los angulos ADE y ABC
por correspondientes.

Se tendra, pues:

AE:AG = AD:AB.

Esta proporcion y la anterior teniendo los tres ulti-
nios términos iguales, se deduce que los primeros son
iguales y que se tiene AE = ac.

Los dos triangulos ADE y abe son pues iguales, por te-
uer el angulo k = a, comprendidos entre lados iguales
uno & uno. Mas ADE es semejante a ABC; luego abe lo
es también.

121. Teorema. — Si del vortice A (fig. 96) del angulo
fecto de un tridngulo rectangulo, se baja la perpendicular AD
sobre la hipotenusa, se forman dos triangulos parciales ADB,
ADC semegjantes al triangulo total.

Porque los triangulos DBy ABC, por ejemplo son
los dos rectangulos, el uno en D,
el otro en A, y tienen ademads ei
&'iigulo B comun; de consiguiente

el tercer angulo BAD del *
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lino es igual al tercer angulo ACB del otro. Luego estos
dos triangulos son semejantes por tener sus angulos
iguales uno a uno.
Se demostraria del mismo modo que ABC es seme-
jante a ABC. .
Corolario |.—i0s triangulos parciales son semejantes
entre si, por ser los dos semejantes al tridngulo total.
122. Corolario IL - Cada cateto es m edio proporcional
entre la hipotenusay el segmento de esta que le es adyacem.
En efecto, si se consideran los triAngulos ABD y ABC,
se tendrd, en virtud del teorema del m 118,

BD:AB= AB:BC.

Porque BD y AB estando opuestos & los angulos igua-
les BAD, ACB son homalogos, y también lo son las hipo-
tenusas AB y BC.

125. Corolario Ul. —ia perpendicular AD es media
proporcional entre los dos segmentos de la hipotenusa.

En efecto, la semejanza de los triangulos parciales da
la proporcién

BD: AD= Au:DG.

Porque BDy AD son homdlogos, por estar opuestos a
los angulos iguales BAD y ACD «también AD y DC son
homélogos, por estar opuestos a los angulos iguales
ABDy DAC.

g IIl. Aplicacion & la medida de las rectas inaccesibles.

1241 Supongamos, en primer lugar, que se trate de
medir la distancia de dos puntos A y B (fig- 97), de los
cuales el uno es accesible, pero el otro se halla sepa-
rado por un obstaculo que no se puede salvar. Se es-
coge sobre el terreno un tercer punto C, tal que la dis-
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tancia BC pueda medirse directamente. A esta distancia
se da el nombre de base
de la operacion. Con
el grafémetro se mi-
den los &ngulos ABCy
ACD que forman con
la base BG los radios
visuales qife van de
sus extremos al punto
inaccesible A.

Se traza después so-
bre el papel una recta indefinida, sobre la cual se toma
una longitud 6¢c que tenga con BG una razén conocida;
gue contenga, por ejemplo, tantos milimetros como
metros contiene BG. En los puntos 6y ¢, se hacen, con
un trasportador, angulos respectivamente iguales &
los que se han medido con el grafémetro. De este modo
se tiene un pequefio tridngulo abe semejante a ABC, por
tener sus angulos iguales uno & uno. Se mide 06, y el
namero de milimetros contenidos en esta linea repre-
senta el nUmero de metros contenidos en la linea inac-
cesible AB.

Porque, en virtud de la semejanza de los dos trian-
gulos, se tiene (HB)

AB :a6= BG:be

Pero, BG vale 1000 veces be; luego AB vale 1000 ve-
ces ab.
42S. Supongamos, en segundo lugar, que se trate

de medir la distancia de dos puntos inaccesibles Ay B
(fig. 98).
Se traza sobre el terreno una base CD la que se mide
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@M mucho cuidado; y sobre el papel se traza una linea
cd que esté con CD en razén
conocida; que contenga, por
ejemplo, tantos milimetros
como metros contiene CD.

Se miden con el grafémetro
los &ngulos AGD, ADG, y se
construyen sobre el papel ios
angulos acd, adc, respectiva-
mente iguales & los angulos
medidos; de este modo se
forma un triangulo acd seme-
jante a4 ACD, y se tiene,

flc: AG— 1; 1000

Se miden los angulos BDC,
BGD, y se construyen sobre

el papel los angulos bdc, bcd, respectivamente igua-

les & ios dos nuevos &ngulos medidos; asi se forma un
triangulo bed semejande & BCD; y se tiene

be 1: 1000
De estas dos proporciones se deduce
ac: k(j==bc :BC.

Ademas el angulo ach, que es la diferencia de los an-
gulos acd y bed, es igual al angulo ACB, que es la dife-
rencia de los angulos AGI) y BCD. Luego, si se tira ab,
los dos triangulos acé, ACB tienen un angulo igual,
comprendido entre lados proporcionales, y, de consi-
guiente, son semejantes (1110). Luego se tiene

0&; AB = fic: AC= i : 1000.

Luego si se mide ab, el nimero de milimetros conte-
nidos en esta linea, expresara el nimero de metros con-
tenidos en la recta inaccesible AB.
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CAPITULO I
CUADRILATEROS

*126. Se cuadrilatero & una superficie plana ter-
minada por cuatro rectas. La figura 99 representa un
cuadrilatero. Las cuatro lineas AB, BG,

CD, DA, que lo terminan, son sus lados,
cuyo conjunto forma el perimetro 6 con-
torno del cuadrilatero.

Una linea tal como AC que une dos
vértices opuestos, se llama diagonal.
Todo cuadrilatero tiene dos diagonales,

y cada diagonal lo divide en dos tridngulos.

Un cuadrilatero es convexo cuando una recta trazada
en el mismo plano no puede cortar al perimetro en mas
de dos puntos. El cuadrilatero
ABCD (flg. 100), que tiene un an-
gulo enlranteBUD,no es convexo;
porque, en este caso, una misma
linea XY puede cortar suscuatro
lados. La Geometria elemental
solo se ocupa de los cuadrilate-
ros convexos.

127. Teorema.—La suma de los cuatro angulos de lodo
cuadrilatero es igual & cuatro angulos rectos.

En efecto, si en el cuadrilatero ABCD (fig. 99), por
ejemplo, se traza la diagonal AG, la suma de los cuatro
angulos del cuadrilatero serd igual & la de los seis an-
gulos ABO, BCA, AGD, CDA, DAG, CAB, es decir, igual &
la suma de los &ngulos de los dos tridngulos ABC 'y ADC.
Mas, la suma de los &ngulos de cada imo de estos trian-
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gulos es igual & dos rectos; luego la suma de los cuatro
angulos del cuadrilatero, es igual & cuatro rectos.

128. Un cuadrilatero se llama trapecio cuando tiene
dos lados paralelos. La figura 101 representa un trape-
cio.LosladosparalelosAB, GD sonlas bases @\ trapecio.

Un trapecio se llama rectangular cuando uno de los
lados AD (fig. 102) es perpendicular a las bases.

129. Teorema.—En todo trapecio kW b (fig. 101) la li-
nea IH, que une los puntos medios de los lados no paralelos™
esigual & la semisuma de las bases.

Tracese la diagonal DB,
y pQ. su punto medio O,
llévese IH paralela & las
bases.
Las paralelas 10 y AB,
cortando los lados del &n-
[ " guio ADB en partes pro-
porcionales, el punto | sera el punto medio de AD;y
ademas, se tendra:
10:AB= 1)0:DB= 1:2,
es decir, que TO sera la mitad que AB.

Las paralelas OH y 1)G, cortando
los lados del angulo DBG en partes
proporcionales, el punto H sera el
punto medio de BG; y ademas, se
tendra:

OH;DG= BO:BD = 1:2,
es decir, que OH serd la mitad de DC.
Se tendra pues:
IH= 10-hOH= U C + ~DC= 4-(AB-fDG).
Pero, por los plintos | é H, no se puede trazar mas
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gue una sola recta; luego, esta recta es igual a la semi-
suma de las dos bases.

150. Un cuadrilatero se llama paralelégramo, cuando
sus lados opuestos son paralelos dos a dos. La figura
103 representa un paralelégramo.

I. En todo paralelégramo, los lados opuestos son iguales,
como paralelas interceptadas entre paralelas. Asi,
AB=GD, yAD = BC.

Il. Si «n cuadrilatero ABC!) (fig- 103), tiene dos lados AD
y BC iguales y paralelos, es un paralelogramo. Porque, en
virtud del teorema del n“ 90,
los otros dos lados, ABy GD,
son también paralelos.

151. Teorema. — Si en un

cuadrilatero iVBCD (fig. 103),
los lados opuestos son iguales,
este cuadrilatero es un paralelégramo.

Porque si se traza la diagonal AC, son iguales los dos
tridngulos ABC y ABC, por tener sus tres lados iguales
uno & uno. De aqui se deduce que los angulos BAGy
AGI), opuestos & los lados iguales, son iguales; ademas
tienen la posicion de altemos-internos; luego las rectas
ABy DG son paralelas. De la igualdad de los angulos
ACB y D\C se deduce asimismo
el paralelismo de las rectas AD y
BG. Luego el cuadrilatero es un
paralelégramo.

152. Un paralelégramo se dice
rectangulo cuando tiene sus angu-

los rectos (fig. 104).
Un paralelégramo se llama rombo 6 losange cuando

tiene sus cuatro lados iguales (fig. 105).
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Cuando estas circunstancias se hallan reunidas, es de-
cir, cuando los lados son
iguales y los angulos rectos,
el paraleldgramo se llama
cuadrado (iig. 106).

155. Teorema. — En todo

paralelégramo ABCD (fig. 103),

las diagonales AC y BD se cortan mUtuameaie en dos partes
iguales.

Sea O el punto de interseccion de las dos diagonales.
Los dos tridngulos AOB y COD tienen el ladp AB= CD,

los angulos OAB y Oi'D iguales entre
si, por altemos-internos, los angulos
OBA y ODC iguales por la misma ra-
z0on; luego estos triangulos son igua-
les, por tener un lado igual é igua-
les los angulos adyacentes. De aqui
se deduce que OA= OCy OB= Oi),
como lados opuestos 6 angulos iguales. Luego el punto
O es el punto medio de cada una de las dos diagonales.

154.  Escolios. — |. Las diagonales de un rectangulo
(fig. 104), son iguales. Esto resulta de la igualdad evi-
dente de los triangulos BAD y CAD.

Il. Las diagonales de un rombo se corlan perpendicular®
mente. Porque, siendo los cuatro lados iguales, la recta
BD tiene dos puntos, By D, & igual distancia de los ex-
tremos de AC; luego es perpendicular 4AC en su punto
medio.

TIL Las diagonahs de un cuadrado (fig. 106) son iguales
entre si, perpendiculares una a otra y se cortm en parles
iguales, puesto que un cuadrado es, & la vez, un para-
lelégramo, un rectdngulo y un rombo.
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CAPITULO m

POLIGONOS

§ |. Propiedades principales de los poligonos. ~ Poligonos semejantes.

15S. Lldmase en general 'poligono & toda superficie
plana terminada por lineas rectas. La figura ABCDEF
(flg. 107) representa un poligono. Las rectas AB, BO,

GB, etc., que la terminan, son sus lados: el conjunto de
ios lados forma su perimetro. Toda linea, tal como AG,
AD, etc.,, que une dos vértices que no estan sobre un
fnismo lado, se llama diagonal.

Los poligonos toman diversos nombres, segun el na-
oiero de sus lados ;

Un poligono de 3 lados se llama triangulo;

cuadrilatero;
pentagono;
hexagono;
octégono;
decagono;
dodecagono;
peniedecagono.

FERBowgmaous

Los deméas poligonos se designan por el numero de
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SUS lados; asi se dice un poligono de 7, de 9, de 11, de
13 lados; etc.

En la Geometria elemental solo se consideran poligo-
nos convexos, es decir, cuyo contorno ¢ perimetro no
puede ser cortado por una recta mas que en dos puntos,
0 que no tiene angulos entrantes.

Si, en un poligono convexo ABCDEP (fig. 107), se tra-
zan todas las diagonales que unen un vértice A & todos
los demas, se divide al poligono en triangulos que tie-
nen el punto A por vértice coman. Cada uno de estos
triangulos tiene un solo lado que pertenece al poligono,
& excepciéon de los dos tridngulos extremos ABC, AFE
que tienen dos; de lo cual resulta que el poligono se
halla dividido en tantos triangulos como lados tiene,
menos dos.

156. Teorema.—Lasuma de todos los angulos de
poligono es igual & tantas veces dos angulos rectos, como la-
dos tiene, menos dos.

Porque si se trazan todas las diagonales que parten
de un mismo vértice, se divide el poligono en tantos
triangulos como lados tiene, menos dos; la suma délos
angulos de todos estos triangulos es igual precisamente
& la suma de los angulos del poligono; por otra,parte,
la suma de los angulos de cada triangulo vale dos rec-
tas : luego, etc.

Corolario. Resulta, pues, de este teorema que:

La suma de los &ngulos de un pentagono vale 6 angu-
los rectos.

hexagono 8
octogono 12
% decigono 16
dodecagono 20

etc. etc.

ur
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137 Dos poligonos ABCDEF, abcief (fig. 107), son lla-
mados semejante, cuando tienen sus angulosig”les uno
4 uno, y sus lados homoélogos proporcionales. Por lados
homdlogos se entiende los que tienen la misma posi-
cion en las dos figuras y que son, por
yacentes a dos angulos iguales uno a uno. Los vértices
de los angulos iguales se llaman vértiess homologos
diagonales que unen dos vortices homologos son dwgo-
nales homologas, euU:.

En los poligonos, la proporcionalidad de los lados no
es. como en los triangulos, una consecuencia necesaria
de la igualdad de los angulos, y vice-versa.

158. Teorema. - Dos poligonos semeganUs ABCDE
abedef (fig. 107), jmeden ser descompuestos en un mtsm
ndmero de triangulos semejantes, y smejantemenie despuesuUs.

Desde los vértices homdélogos Aya, tracense las la-
gonales homologas AC, AD, AE, y ac, ad, ae. g
gulos ABC y ale son semejantes, por tener un g
ipal comprendido entre lados proporcionales, pues
tiene por hipotesis:

B= & y AB:a»= BG:6c

De la semejanza de estos triangulos resulta la igual-

dad de los angulos BOAy hca, y la proporcion.
BC;6c”NAC;ac. LJ

Pero, siendo el angulo BCDigual al &nguloJrd « de
ellos se restan respectivamente los angu o ,
yéoa, las diferencias ACD y acd, seran iguales. Ademaés
se tiene por hipotesis:

BC: 6c= CD:ca

Las primeras razones de las proporciones [1] y M

son iguales; luego:
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AC:ac= CD:cd.

Los triangulos ACD y acd, tienen, pues, un angulo
igual comprendido entre lados proporcionales; luego
son semejantes.

Del mismo modo se demostraria la semejanza de los
triangulos ADE y ade, y la de los tridngulos AEF y aef.

Los dos poligonos eslan. pues, descompuestos en un
mismo ndmero de triAngulos semejantes uno 4 unoy
semejantemente dispuestos; que éralo que se trataba
de demostrar.

Escolio.—Los triangulos semejantes uno a4 uno en
que dos poligonos semejantes pueden descomponerse,
se llaman triangulos .homologos. Esta descomposicion
puede hacerse de muchas maneras.

159. Reciproca del teorema anterior. — Si dos po-
ligonos, ABCUEE, abcdef (fig. 107), eslan compuestos de un
mismo ndmero de triangulos respectivamente semejantes y
semejantemente dispuestos, los dos poligonos son semejantes-.

Supongamos, en efecto, que los tridngulos ABC, ACD,
ADE, AEF, sean respectivamente semejantes a los trian-
gulos abe, acd, ade, aef. Estos tridngulos son equiangu-
los uno & uno, y sus lados homaologos son proporcionales.

De esto resulta en primer lugar: que el angulo B es
igual al angulo b\ que el dngulo BCD, suma de los an-
gulos BCAy ACD, es igual al angulo bed, suma de los
angulos beay acd respectivamente iguales & los prime-
ros: que el angulo GDE, suma de los angulos CDA'y
ADE, es igual al angulo ede, suma de los angulos eday
ade respectivamente iguales 4 10s dos primeros; y asi
sucesivamente.

Luego IM6s dos poligonos tienen sus dngulos iguales
uno a uno.
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En segundo lugar, la semejanza de los mismos trian-
gulos da las proporciones :

AB :ab= BC be= AG ac
AG:ac= CD cd= AD ad
AD;ad = DE de= AE ae
AE : ae= EE e&f= AP : af

A causa de las razones comunes se tiene pues:
AB:ii6= BG:iic= CD:cd= DE:de= EP:ef= AP; af;
es decir, que 2Rlos poligonos tienen sus lados homolo-

gos proporcionales.
Luego, segun la definicion, estos poligonos son se-
mejantes.

. 140. Teorema.— Dospo%ono5ABCDE, abcde(fig. 108),
son semejantes, cuando los angulos formados -por dos lados
homologos AE, ae, con los lados y con las diagonales que se
terminan a sus extremidades, son iguales uno 6 uno.

En efecto: por suposicion, los &ngulos BAE y bae;
son iguales, y también los angulos BEAy bea; luego los

triangulos ABE y abe, son equiangulos y por consiguiente
semejantes. De esta semejanza resulta la proporcién.

BE: = AE:ae



96 PRIMEUA PARTE.

Por una razéon anéloga, los triangulos ACE y aae, son

semejantes, y se tiene
GE:ce= AE: ae

De donde se deduce
BE:fee = CE:ce.

Por otra parte el angulo BCE, diferencia de los angu-
los CEAY BEA, es igual al angulo bec, diferencia de los
angulos cea‘y bea Los dos tridangulos BEC y bec son,
pues, semejantes, por tener un angulo igual compren-
dido entre lados proporcionales.

Continuando del mismo modo se demostraria la se-
mejanza de todos los triangulos formados por las dia-
gonales que parten de los vértices E y c¢. Los dos poli-r
gonos estan, pues, compuestos dé un mismo numero de
triangulos semejantes y semejantemente dispuestos;
luego son semejantes.

141. Problema. —Sobre una recta dada, construir un

poligono semejante & otro dado.

Este problema puede resolverse por dos métodos prin-
cipales.

I» Método. Sean ABCDEF (fig. 107) el poligono dado,
y AF el lado homologo de la recta dada.

De uno de los vértices A, tirense las diagonales AE,

AD, AP.
Tracese a/‘paralela & AP, é iguala lalinea dada. Tra-

cense aey fe respectivamente paralelas 4 AEy a FE; su
interseccion dara el punto e; los tridngulos AFE y afe
seran semejantes, como equiangulos.

Tracense ad y ed respectivamente paralelas 4 AD y &
ED; su interseccidn dard el punto d; los triangulos AED
y aed serdn semejantes, como equiangulos.
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Tracense también oc y do respectivamente paralelas
&4 AC y DC su inU-rsecciun daréa el punto 4; los tridngu-
los AUC y adc serdn semejantes, como equiangulos.

Continuando del mismo modo, se formara un poli-
gono aéi'ti'/semejanle al poligono dado; puesto que los
dos estaran compuestos de un mismo nimero de trian-
gulos semejantes uno & uno y dispuestos en el mismo
orden

2° Método. Si no se pueden emplear las diagonales
AE, AD, AG, se procedera de la manera siguiente :

Tracese siempre «/ igual a la recta dada considerada
como homologa del lado AF.

Hagase el angulo afe igual a AFE, y tomese sobre fe,
& partir del punto f, una cuarta proporcional a las li-
neas AP, o'y FE; de modo que se tenga

A.f:nf—FE; fe

El punto e estar4 determinado, y los tridngulos AFE
y afe seran semejantes, por tener un angulo igual com-
prendido entre lados proporcionales.

Héagase el angulo fed igual & FED; de lo cual resultara
que el dngulo aed sera igual & AED. Témese sobre ed,
& partir del punto e, una cuarta proporcional & las li-
neas FE, /ey ED; de modo que se tenga

FE:/e—ED:ed

El pundo d se hallara determinado, y los triangulos
Aed y ned seran semejantes, por tener un angulo igual
comprendido entre lados proporcionales.

Y continuando del mismo modo, se forifiara un poli-
gono ufecdk/ que serd semejante al poligono AHCDEF,
por estar compuestos de un mismo ndmero de triangu-
los semejantes uno & uno y dispuestos en el mismo

orden. . .
GSOM.
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§ 1I. Aplicacion al levantami&nio de planos.

142. Levantar el plano de un terreno, es trazar en
pequefio sobre el papel una figura semejante & la que
tiene el terreno.

El medio mas espedito para levantar el plano de un
terreno consiste en el empleo de la plancheta.

Se da este nombre & una tablilla de madera, muy
bien arreglada, que descansa, en su centro, en un so-
porle de tres pies. La tablilla esta sujeta al soporte por
un gozne de tornillo, que la permite tomar todas las
posiciones posibles en relacién con el soporte La su-
perficie de la plancheta estd cubierta con un pliego de
papel, bien liso. Para trazar alli rectas en la direcciOT
L los rayos visuales, tiradas desde el ojo hacia los ob-
ietos mas notables del terreno, se emplea una alidada,
semejante & la del grafémetro, provista de pinulas, pero
enteramente libre y pudiéndose colocar en la plan-
cheta en todas las direcciones posibles, y se emplea la
misma alidada, como una regla, para trazar rectas en
la plancheta, en la direccion indicada por las pinulas.

Cuando se quiere levantar un plano por naedio de la
plancheta, se traza en el terreno una recta AB (flg. 1
gue se. mide y sirve de base & la operacion. Se traza
otra ab en la plancheta y se la da una longitud que
tenga con AB una relacion determinada, que encierre,
por ejemplo, tantos milimetros como AB contenga e
metvos. Se coloca la plancheta en el punto Ay se 1
dispone de modo ; 1' Que no se incline a ningun lad
(ya veremos mas tarde como se obtiene esto >
punto a se halle precisamente encima del punto A.
¢ que dirigiendo la alidada segun ab se perciba el punto
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ii detras de los hilos de las pinulas. Se tiran entonces
las rectas aE, aD, aC dirigiendo la alidada liacia los
puntos del terreno que se quiereTjjar en el plano.

Se transporta en seguida la plancheta en el punto’JJ
y se la dispone de tal modo : que no se incline hacia
ningn lado ; 2“ que el punto b esté exactamente encima
de B; P que dirigiendo la alidada segun ba, se pérciha
el punto A detras de los hilos de las pinulas. Se trazan
entonces las rectas &, fiD, 6C, dirigiendo de nuevo la
alidada hécia los puntos anteriormente observados.

tas intercesiones de estas nuevas rectas con las pri-
nueras, determinan, en el papel', los vértices e, d, ¢, de
un poligono abcde que es semejante al poligoné ABCDE,
en virtud' de la proposiciéon del m 140,

Cuando las diferentes lineas que forman el con-
torno del terreno pueden ser medidas con la cadena de
asnmensor, se puede proceder del modo siguiente :

Se traza sobre el papel una linéa o/ {fig. 107), que esté
en razén determiiidda con uno de los' lados del poligono
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que toma el terreno ; se la tomard, por n

4 tantos milimetros como metros tenga este lado Se

mide el angulo APE.con el grafémetro; se hace el an-
lo = AFE; se toma ed igual a tantos miUmetr

como ED contiene de metros. Y

“44., La reduccién mas cémoda consiste en repre
sentar como hemos dicho, cada metro por un m.l.me
~ ' (k faril comprender que esta razén no se
-n td:rios casi En los planes gue

SItT oirnn “ N ¢ rmilletros. Por el
decametr p parciales ¢ de pequefas di-
r;r .i,— 1 — o - — "
1] (( e " H

il'p ian o . &la razdon constante déla

lonSd las lineas del plano a las de las lineas que
representan.
§ I11. Poligonos simétricos.
143.

Dn poligono ABCDD'CB'A (fig. UO) se llama «-

1« 0alp unede dividir por medio de un
“ttaXY™rdos partes ABCDO. AB'C'B'O, que coincidi
rLn si se doblase la figura sobre XY. Esta linea X

'"T Irlto W - corresponden enunay otraparte

nauan « ““rarp X
pjioular « «la eje. L e dobla
e la figura coinciden, por hipoétesis, cuando se
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la figura sobre XY, las perpendiculares bajadas de los
puntos B y B'sobre esta linea, la
cortaran enun mismo punto, ycada
una sera el prolongamiento de la
otra. Lo mismo sucederia con los
vértices C, C"; y asi sucesivamente.
Ademas se ve que las rectas BB',
CC', etc, son divididas en partes
iguales por el eje XY.

Cuando uno de los lados DD' es cor-
tado por el gje de simetria, este eje le es
perpendiculary pasapor supuntomedio
0. Porque, para que los puntos Dy D' coincidan ai do-
blar la figura sobre XY, es menester que los angulos
adyacentes AOD, AOD' sean iguales, y por consiguiente
rectos; y ademas es necesario que OD'= OD.

146. En un tridngulo isOsceles, la recta que va del
vértice al punto medio de la base, es un eje de si-
metria.

Un triangulo equilateral, tiene por consiguiente, 3
ejes de simetria.

En un rectangulo, las rectas que unen los puntos me-
dios de los lados opuestos, son ejes de simetria.

En el rombo 6 losange, las diagonales son dos ejes de
simetria.

El cuadrado tiene 4 ejes de simetria, puesto que es, a
la vez, un rectangulo y un rombo.

En el circulo, cada diametro es un eje de simetria.

147. Dos poligonos son llamados simétricos, el uno
con respecto al otro, cuando estdn compuestos de los
mismos elementos (lados y angulos) dispuestos en sen-
tido contrario.
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Dado que sea un poligono ABOBE (fig. 11i), es facil
construir un poligono simétrico. Para esto, se traza en
el plano del poligono

T dado, una recta cual-
A quiera XY ; de los ver"
N\ , tices del poligono dado,
\ se bajan sobre esta linea

las perpendiculares Am»
Brt, Gp,Dr/, Er, y se pro-
longan de cantidades
respectivamente iguales
mA', nW, vG, ijB".rE'iy
se tiran las lineas A'B',
B'O, CD', D'E, E'A"

Claro estd, en efecto, que si se dobla la figura sobre
XY, las perpendiculares mV y mA coincidirén, y lo
mismo sucedera con las perpendiculares nB' y «B; y asi
de las demaés. Los vértices del poligono A'B'CD'E' ven-
dran, pues, a colocarse sobre los vértices del poligono
ABCDE, y los dos poligonos coincidiran. Estos dos poli-
gonos tienen, pues, sus elementos iguales uno a uno;
por otra parte, es evidente que estos elementos estan
dispuestos en orden inverso en los dos poligonos ; luego,
por definicién, estos dos poligonos son simétricos en-
tre si.

14B. En la figura 111, los dos poligonos ABCDE y
AB'C'D'E', son & la vez simétricos de forma y de posi-
cion; de forma, por tener sus elementos iguales uno &
uno y dispuestos en orden inverso ; de posicién, porque
los vértices que se corresponden se hallan & diferente
lado de XY sobre una misma perpendicular 4 esta linea
y 4 distancias iguales.



GEOMETRIA PLANA. 103

La linea XY es un eje de simetria respecto al con-
junto de los dos poligonos. Se dice también que estos
poligonos estan colocados siméiHcamente con respecto &
esta linea.

CAPITULO IV

POLIGONOS REGULARES Y MEDIDA DE LAS CIRCUNFE-
RENCIAS DE CIRCUIO

§ |. Propiedades principales de los poligonos regulares.

149. Un poligono es regular cuando tiene sus angu-
los iguales y todos sus lados iguales.

Conocido el numero de los ladps de un poligono re-
gular se puede deducir el valor comin de cada uno de
sus angulos.

Porque, si n indica el nimero de los lados 6 de los
angulos del poligono propuesto, la suma de los angulos
valen juntos 2 rectos multiplicados por n — 2 (15G); y
como todos son iguales, cada uno valdra la u“ pgirte de

z

la suma, 0
2{n—2
n

tomando el angulo recto por unidad. De aqui se deduce
que el angulo de un tridngulo equilateral vale | de an-
gulo recto;

del cuadrado 1 angulo recto;

del pentagono regular  f de angulo recto;

del hexagono regular

del octogono regular

del decéagono regular

del dodecagono regular

etc. etc.
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100. Teorema,— rodo poligono regular ABCDEFG (fi-
gura 112) es inscHpiible en un circulo.

Es decir, que se puede trazar una circunferencia que
pase por todos los vértices.

Por tres vértices consecutivos A, B, C, trdcese una
circunferencia, y sea O su centro; esta circunferencia
pasara por los demés vértices del poligono.

Para demostrarlo, tracemos desde el punto O sobre
BC la perpendicular Ol, la que dividira la cuerda BG en

dos partes iguales; y tra-
cemos las rectas OA 'y OB.
Doblando la figura sobre
Ol, por ser rectos los an-
gulos cuyo vértice es el
punto I,IC tomara la direc-
cion de IB; y como IB =
IG, el punto G caerd en B.
Los angulos B y C siendo iguales por ser el poligono
regularfel lado CD tomara la direccion de BA, y como
estos lados son iguales, el punto D caerd en A; y las
rectas OD y OA coincidiran. De esto resulta que las rec-
tas ODy OxAson iguales, y que, por consiguiente, la
circunferencia trazada desde el punto O por centro con
OA por radio, pasara por el punto D.

Bel mismo modo se demostraria que esta circunfe-

rencia pasa por el punto E y por los demas vértices del

poligono.

Escolio. — Esta circunferencia se llama circunscripta
al poligono.

131. Reciproca.— rma circunferencia se divide en

partes iguales,y si por los puntos consecutivos de division se
trazan cuerdas, el poligono formado por ellas ser&4 regular.
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En efecto, sus lados seran iguales, como cuerdas cor-
respondientes a arcos iguales; y sus dngulos seran igua-
les como inscriptos en segmentos iguales (ABC, BCD,
CDE, etc., fig. 112).

Escolios.—I. El centro O de la circunferencia cir-
cunscripta & un poligono regular se Ilama centro del po-
ligono." El radio OA de esta circunferencia es el radio
del poligono. La perpendicular Ol, trazada desde el
centro sobre un lado, se llama la apotema del poligono.

II. El &ngulo AOB formado por dos radios AO, OB
gue terminan & dos vértices consecutivos, se llama an-
gulo central-4Gi poligono. Todos los angulos centrales
AOB, BOG, COD, etc., de un mismo poligono regular,
son iguales puesto que interceptan arcos iguales.

La suma de todos estos angulos, siendo igual & 4 an-
gulos rectos, se ve que para conocer el valor de un an-
gulo central, basta dividir 4 rectos por el numero de
angulos centrales, 6 por el numero de lados del poli-
gono. De este modo se deduce que el valor de un an-
gulo central es :

por el tridngulo equilatero ~ de angulo recto;

el cuadrado 1 de angulo recto;

el pentagono | de angulo recto;

el hexagono | de angulo recto;

el octégono € de angulo recto;

el decagono | de angulo recto;

el dodecagono de angulo recto;
etc. etc.

I1l. Los radios OA, OB, OG, etc., dividen el poligono
en tantos tridngulos is6sceles iguales como lados tiene.
IV. Siendo estos triangulos iguales, las perpendicula-
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res, tal como Ol, bajadas del centro sobre los lados, son
todas iguales. De aqui resulta que
si, desde el punto O como centro,
con Ol por radio, se traza una
circunferencia, estacircunferencia
pasara por los piés de todas estas
perpendiculares, y serd taimente
& todos los lados.

Se enuncia esta propiedad diciendo que todo poligono
regular es circunscriptible al circulo.

Al contrario, & la circunferencia tangente & todos los
lados de un poligono regular se dice que es inscripta &
este poligono.

152. Problema.— Inscribir un cuadrado en un circulo.

Tracense dos diametros perpendiculares uno & otro,
AC y BD (fig. H3), y Gnanse sus extremos por las rectas
AB, BG, CD, DA

Los cuatro angulos centrales siendo iguales, lo son
también los arcos correspondientes AB, BC, CD, DA. La
circunferencia estando, pues, dividida en cuatro partes
iguales en los puntos A, B, G, D, el poligono ABCD es
regular.

Corolario.—Si cada uno de los arcos AB, BC, etc.,
se divide en dos partes iguales, la circunferencia estara
dividida en 8 partes iguales, y los 8 puntos de division
podrén servir de vértices al octégono regular inscripto.
Doblando el ndmero de divisiones, se obtendrén suce
sivamente los poligonos regulares de 16, 32, 64, etc,,
lados.

155. Problema, —/nicri&ir en un circulo un hexagono

regular.
Sea AB (fig. 114) el lado del hexagono. Tracense los
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radios OA y OB; el &ngulo central AOB valdra | de an-
gulo recto (1151, escol. II). Luego la suma de los angu-
los OBA y OAB valdra 2 rectos me-

nos | de recto, es decir, | de recto;

y como estos angulos son iguales,

puesto que el triangulo AOB es

isdsceles, cada uno de ellos valdra

lamitad de es decir, | de angulo

recto. De esto resulta que el trian-

gulo AOB es equiangulo y por con-

siguiente equilatero y que se tiene AB= AO, es decir,
gue el lado del hexagono regular inscripto es igual al
radio de la circunferencia.

Para dividir una circunferencia en 6 partes iguales,
bastara, pues, llevar sucesivamente sobre esta circunfe-:
renda 6 aberturas de compés consecutivas, iguales a su
radio.

Uniendo los puntos de division consecutivos, se ob-
tendré el hexagono regular inscripto.

Corolarios.— |. La circunferencia esta dividida en

partes iguales en los puntos A, C, E; luego tra-
zando AE, se tendra el lado del triangulo equilateral
inscripto.

Il. Doblando al contrario sucesivamente el niumero
de divisiones, se obtendrd los poligonos regulares de
12 24, 48 lados y asi sucesivamente.

Problema.— Inscribir en un circulo un decagono
‘i'egular.

Sea AB (fig. 115) el lado del decagono regular; tra-
cense los radios OA, OB; el angulo central AOB valdra
|de angulo recto (lol. escol. Il). La suma de los an-
gulos OAB y OBA valdran, pues, 2 rectos menos  es
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decir, | de angulo recto; y como estos angulos son igua-
les, puesto que el triangulo
aOB es isosceles, cada uno de
ellos valdra la mitad de f, es
decir, | de angulo recto, y
serd por consiguiente dos ve-
ces mayor que el angulo cen-
tral AOB.

Dividiendo el angulo OAB
en dos partes iguales por la
recta AM, cada uno de los

angulos OAM, BAM, valdra | de angulo recto. De esto
resulta primeramente que el tridngulo OMA es isés-
celes y que se tiene AM= OM. Kn segundo lugar, que
los tkngulos MAB y AOB tienen sus angulos respectiva-
mente iguales; porque tienen el angulo B comin, y e
an«-ulo MAB = AOB = | de angulo recto. Estos tridngu-
los® son, pues semejantes; y puesto que AOB es isOs-
celes MAB lo es también, y se tiene MA= AB; y por
consiguiente OM~AB. De la semejanza de estos trian-
gulos se deduce ademas la proporcion

MB: AB= AB:0OA,
0 bien
MB:OM=0M:0B;
es decir, que el radio OB est4 dividido en el punto M en
media y extrema razon (105), y que el lado AB del de-

cagono regular inscripto es igual al mayor de los seg-

mentos OM. o ) .

Luego para dividir una circunferencia en 10 partes
iguales, se dividira su radio en mediay extrema razon,
y se llevaran sobre esta circunferencia 10 aberturas d
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compas consecutivas iguales al mayor de -los dos seg-
mentos.

Uniendo los puntos de divisién consecutivos de la
circunferencia, se obtendra el decigono regular ins-

cripto.
Corolario T. — La circunferencia esta dividida en
5 partes iguales en los puntos A, C, E G, I; luego

uniendo A &1, la linea Al sera el lado del pentagono
regular inscripto.

Corolario IL; — Si se doblan, al contrario, sucesi-
vamente el nmero de divisiones, se obtendran los po-
ligonos regulares de 20,40, 80 lados y asi sucesivamente.

135. Teorema. — Dos poligonos regulares de un mismo
nimero de lados son semejantes.

En efecto, sus angulos son iguales, puesto que el
valor comdn de los angulos de un poligono regular-
depende Unicamente del nimero de los lados (19);
y sus lados homologos forman una serie de razones
idénticas, puesto que cada uno de los poligonos tiene
todos sus lados iguales. Estos poligonos son, pues, se-
‘mejantes.

136, Teorema. — los perimetros de dos poligonos regu®
lares de un mismo ndmero de la-
dos son proporcionales d sus ra-
dios.

Sean en efecto AOB y adb
(Hg. 116) dos de los triangulos
isosceles en que los dos poli-
gonos pueden ser descompues-
tos (131, IlI). Los angulos cen-
trales AOBy aob son iguales, puesto que los dos poli-
gonos tienen el mismo ndamero de lados (131, IlI);

ulu-
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ademas, puesto que los triangulos son isésceles, los
lados que comprenden estos angulos son idénticamente
proporcionales; luego estos tridngulos son semejantes
y se tiene la proporcion

AB:ab= AO:a0.

Sea n el numero de lados de cada uno de los poligo-
nos ; multiplicando por n los dos términos de la pri-
mera razén de la proporcion anterior, lo cual no altera
esta razon, se tendra

ABxn:abXn = AO:ao;

mas ABxn es el perimetro del primer poligono, y
abxn es el perimetro del segundo; designando estos
perimetros por P yp, se tendra pues

P: = AO: aa;
10 que se queria demostrar.

§ 1. Aplicacién al entarimado de los pisos.

1S7. Se emplean con frecuencia poligonos regulares
en el enlosado y en el entarimado de los pisos.

La suma de todos los angulos formados al rededor
de un mismo punto siendo igual & 4 rectos, para po-
der cubrir una superficie plana con poligonos regu-
lares iguales, es menester que el angulo de cada uno

de estos poligonos sea una parte
/o alicuota de 4 angulos rectos.
Esto sucede con el tridngulo
equilatero, porque su angulo, que
y vale | de angulo recto, es la 6
parte de 4 rectos. Esto tiene igual-
mente lugar con el cuadrado,
puesto que su angulo siendo recto, es la 4®parte de
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4 rectos. También esto se verifica con el hexagono,
porque su angulo, que vale | de an-
guio recto, es la 3“parte de 4 rectos. o
Luego se puede enlosar 6 entarimar 'Sn
un piso con tridngulos equilateros en-
semblandolos 6 por 6 (fig. 117), con cua-
drados ensemblandolos 4 por 4 (iig. 118 E
y 119), 6 con hexagonos regulares en-
semblados 3 por 3 (fig. 120).
No se pueden emplear pentagonos regulares, porque
el angulo de estos poligonos, que
vale f de &ngulo recto, no es una”'
parte alicuota de 4 angulos rectos. [*
Mucho menos pueden emplearse
poligonos de un ndmero de lados
superior a 6, porque entonces 3 an-
gulos de estos poligonos, darian una suma superior &

F/i/ jzf. RrIz)

4 angulos rectos.

lo8. Pero se obtienen nuevas
disposiciones de enlosado, em-
pleando conjuntamente varias es-
pecies de poligonos regulares.

3%r ejemplo se puede cubrir un
piso con :

octégonos y cuadrados j(fig. 121);
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hexdgonos y triangulos
equilateros (fig. 122);
dodecéagonos y tridngulos
equilateros (fig. 123).

Fu/. t23.

§ iri. Propiedades del circulo que
dependen de los poligonos regu-
elares,

l09. El perimetro de un

poligono regular inscripto

en una circunferencia es siempre menor que esta cir-

cunferencia; porque cada uno de sus lados es menor
que el arco coriespondiente.

Si se dobla el nimero de los lados de un poligono
regular inscripto, el perimetro del nuevo poligono sera
mayor y de consiguiente se aproximard mas de la cir-
cunferencia. En efecto, sea AB (fig. 124) el lado de un

poligono regular inscripto, sea n el nimero de sus la-
dos, de suerte que su perimetro sea ABxn. Tomese
el punto medio | del arco correspondiente al lado AB, y
tracense IA é IB; estas rectas seran dos lados del poli-
gono regular inscripto de un nimero de lados doble, y
el perimetro de este poligono serd IAx2n 6
(IA+ IB]xn.
Pero, se tiene, segun la definicién de la linea recta,
IA+ 1B>AB,

por consiguiente
(IA+IB)xn>ABX«j
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es decir, que el nuevo perimetro es mayor que el pri-
mero, y por consiguiente se aproxima mas de la cir-
cunferencia en la que estos dos poligonos estan ins-
criptos.

Esta circunferencia es un limite hacia el cual tienden
0 se aproximan los perimetros de los poligonos regula-
i'es inscriptos @ medida que el nimero de sus lados va
aumentando; y, en la préctica llega pronto, en efecto,
un momento en que el perimetro del poligono se con-
funde sensiblemente con la circunferencia, porque los
arcos vienen a ser bastante pequefios para confundirse
en apariencia con los lados correspondientes.

Es, pues, permitido el considerar una circunferencia
como el perimetro de un poligono regular cuyos lados
son infinitamente pequefios y en namero infinitamente
grande.

100. Teorema.— Lascircunferencias de circulo son pro™
porcionales & sus radios.

Porque, segun lo que acabamos de decir, dos circun-
ferencias pueden ser consideradas como los perimetros
de dos poligonos regulares semejantes de un ndmero
fie lados infinitamente grande; y desde luego se les

puede aplicar el teorema del n®IS0.
Corotario |. — Siendo los diametros el doble de los

f'adios, se puede decir que dos circunferencias son propor-
<Nonalk & sus didmetros.

Corolario Il.— Para trazar una circunferencia que
sea el doble, el triple, etc., de una circunferencia dada,
basta emplear un radio doble, triple, etc.

161. Del teorema precedente resulta ademés que la
razén de una circunferencia & su diametro es constante por
todas las circunferencias.
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Poraue, si Gy C designan dos circunferenciasy Dy
0" sus didmetros, se tendrd, en virtud de este teorema .

G: C'=D : B,
6, cambiando el orden de los medios,
G:D=C"D"

Esta razon constante entre la circunferencia y el dia-
metro se representa por la letra griega x (prondnciese
pi), y se escribe de consiguiente

G

de donde se saca
G=xB 06 0:=2xR,
si R designa el radio.

Se ve, pues, que para obtener la longitud de una cir-
cunferencia cuando se conoce la de su didmetro. D o
2R, basta multiplicar el nombre que expresa la longi-
tud del didmetro por x.

Por métodos que no podemos explicar agm se en-
cuentra que el nimero x tiene por valor 3,1415926......
0 aproximadamente 3,1416. Este numero diiiere poco
‘e numero dado por Arguimedes como valor apro-
ximado de X. Por este Gltimo valor se ve que una cir-
cunferencia es igual & tres veces su diametro, mas una
cantidad un poco menor de la r parte de su diametro.

102. Conociendo el valor de x se pueden resolver
varios problemas numéricos, de los que daremos algu-
nos ejemplos. An o

I. Un estanque circular tiene 24* de diametro; halla
circuito.

1. Véise nuestra Geometria. Udriea y practiea, 4- ediciéon, numeros
200 4304.
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Multipliqiese el diametro 24" por la razén x de la
circunferencia al diametro, 6 por 3,1416; lo cual da por
resultado 75,3984, 6 aproximadamente 75" 40.

Il. Calcular el radio del meridiano de Paris, suponiendo
que sea perfectamente circular.

La longitud de este meridiano siendo de 40000000",
para hallar su diametro no hay mas que dividir este nu-
mero por X, 0 por 3.1415926, lo que da, & menos de un
metro, 12732395 . La mitad de este nimero, 6 6366197,
es el radio pedido.

I11. Una rueda de coche tiene 1”,80 de diametro; se pide
cuéntas vueltas daré por kilémetro.

La circunferencia de esta rueda tiene de longitud
1”,80xx; para hallar el namero de vueltas, no hay
mas que dividir un kilémetro 6 1000" por esta circun-
ferencia 6 por

1",80X3,1416, lo que da ------xoeeeoooo-
1,80X3,1416,
0 176,8..., 6 cerca de 177 vueltas.

165. Hemos visto en el ®29 el modo de comparar
un arco con la circunferencia de que forma parte. Po-
demos ahora ensefiar el modo de obtener el valor en
nameros de la longitud de un arco.

Sean A la longitud de un arco, N el nUmero de gra-
dos que contiene, R el radio de la circunferencia de la
<ive forma parte, la que representaremos por G. Se
tendrd

A : G—N : 360,
6 A:2xR= N:360, 11
de donde se saca

A= 2R N

' 360
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es decir que ; para hallar la longitud de un arco, no hay
mas que multfi>Ucar la de la cvrcunferencia entera par la
razon entre el nimero de grados que contiene el arco y 360.

Ejemplo.-Haaar la longitud de un arco de 48"y cuyo
radio es de 0"*,60.

La formula da
A= 2 X 3,1416X0” 6X N = 0 " ">5026.

164. La proporcion establecida en el numero que
precede resuelve también el problemainverso ; a saber :
conociendo la magnitud de un arco y su radio hallar
el nimero de grados que contiene. En efecto, de la pro-
porcién [1] se saca

N:
es decir que : para hallar la graduacion de un arco cuya
magniud y radio son conocidos, no hay mas que multiplicar
360 por larazén de la magniiud del arco & la de la circun-

ferencia entera» ] ] ,
Ejemplo. —Sobre una circunferencia cualquiera, cual e

el arco cuya magnitud es igual al radio.
En este caso, se tiene A=R; de consiguiente
360“ 180°_ 180°
~3,1416’
N= 57* 17 44" 3.

CAPITULO Y.

MEDIDA DE LAS AREAS.
§ 1. Teoremas sobre la medida de las areas,

103. Medir el area de una figura, es hallar su razén

& otra area tomada por unidad.
Ordinariamente se toma por unidad de area la
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cuadrado cuyo lado es igual & la unidad lineal. Si, por
ejemplo, la unidad lineal es el metro, la unidad de area
es el area del cuadrado que tiene un metro de lado, la
cual se llama metro cuadrado. Si se toma el decimetro
por unidad de longitud, la unidad de area sera el deci-
metro cuadrado, y asi sucesivamente.

166. Teorema. — EI area del rectangulo tiene por me-
dida el producto de su base por su altura.

(Se llama base & uno cualquiera de los lados del rec-
tangulo, ordinariamente al que ocupa la parte inferior
de la figura, uno cualquiera de los lados adyacentes a
la base se llama altura.)

El enunciado de este teorema significa que, para ob-
tener el nUmero de unidades de area contenidas en la
superficie del rectangulo, es menester determinar el
ndmero de unidades de longitud contenidas en su base,
el nimero de unidades de longitud contenidas en su al-
tura, y hacer el producto de estos dos numeros.

Sean, en efecto, ABGD (fig. 125) un rectangulo, AB su
base y AD su altura. Supongamos, para mas claridad,
gue AB contenga 5 veces la unidad
de longitud, y que AD la contenga
3 veces. Dividase AB en 5 partes
iguales, y, por todos los puntos de
division, tracense paralelas & AD.

Dividase AD en 3 partes iguales, v,

por todos los puntos de divisién, tracense paralelas &
AB. De este modo la figura total se halla dividida en fi-
guras parciales que son cuadrados, por tener todos sus
angulos rectos y sus lados iguales por ser estos iguales,
sea alas divisiones de AB (69), sea & Jas divisiones de
AD, es decir, & la unidad lineal. Estas figuras parciales
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son pues unidades de area, y falta solo determinar su
namero.

Puesto que el rectangulo ABCD se halla dividido en
tantas lineas horizonlales de unidades de &rea como
unidades de longitud hay en la altura AD, es decir, en
3; que cada una de estas lineas contienen tantos cua-
drados 6 unidades de &rea como unidades lineales hay
en AB, es decir, 5; el numero total de unidades de area
es pues, 5X30 15

Los razonamientos que preceden son independientes
del ndmero de unidades de longitud contenidas en la
base AB y en la altura AD y de la magnitud de esa uni-
dad de longitud.

Advertencia. — Si la basé y la altura no contuvie-
sen un numero exacto de veces la unidad de longitud
adoptada, se podria tomar una unidad mas pequefia,
y tan pequefia que fuese contenida un nimero exacto
de veces en AB y AD.

Corotlario. — Cuando el rectdngulo propuesto es un
cuadrado, la base y la altura son iguales; y para obte-
ner el ndnierp de unidades de area contenidas en la
superlicie del cuadrado, se ha de multiplicar por si
mismo el nimero de unidades de longitud que contiene
uno de sus lados. Por esto en la Aritmética se da el
nombre de cuadrado al producto de un namero por si
mismo.

Si, por ejemplo, el lado de un cuadrado contiene 2
unidades 'de longitud, su superiicie contendrg, 2 x 20
k unidades de éarea. Si el lado contiene 3 unidades de
longitud, la superlicie contendra 3x 3 6 9unidades de
area; y asi sucesivamente.

Un centimetro valiendo 10 milimetros, un centimetro
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cuadrado vale 10 x 10 6 100 milimetros cuadrados.
Por la misma razon, un decimetro cuadrado vale 100
centimetros cuadrados; un metro cuadrado vale 100
decimetros cuadrados ; un decdmetro cuadrado vale 100
metros cuadrados: un hectdraetro cuadrado vale 100
decametros cuadrados; y asi sucesivamente.

Aplicaciones numéricas. — 1 La telade un cuadro® de
forma rectangularj tiene de longitudy 1"*94 de al-
tura; ¢ cual essu surperficie ?

La longitud es de 262 centimetros, la altura de 194
centimetros; la superficie es, pues, de 252 x 194 ¢
50828 centimetros cuadrados, 6 5™ $*"- 28"-,

11 El piso de una sala cuadrada tiene 6”51 de longitud ;
¢, Cuél es su superficie ?

El lado del cuadrado es de 651 centimetros ; luego la
superficie es de 651 x 65i 6 423801 centimetros cua-
drados 6 bien 42"*- SS"® I'®.

107. Teorema. — El area de un paralelégramo tiene
por medida el producto de su base por su altura.

(Llamase base uno cualquiera de los lados del parale-
légramo, ordinariamente ai que ocupa la parte inferior
de la figura; la altura es la distancia de la base al Judo
gue le es paralelo, distancia que se halla medida por
la perpendicular comdn.)

Sea ABGD (fig. 126) un paralelogramo cualquiera.
Lesde los puntos By A baje-
nios sobre CD y su prolonga-
cion las perpendiculares Bl
y All. La figura ABIIl sera
un rectangulo. Los triangu-
los rectangulos AlID y BIG
son iguales; porque tienen sus hipotenusas iguales,
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Al = |iC como lados opuestos de un mismo paralelo-
gramo, y los lados iguales AH = Bi por la misma
razon.

Puesto que, si de la figura total AHCB se quita el
triangulo AHD, queda el paralelégramo ABCD; y si de
esta misma figura total AHCB se quita el triangulo BIC,
queda el rectangulo ABIH. El rectdngulo es, pues, equi-
valente en superficie al paralelégramo. Pero el rectan-
gulo ABIH tiene por medida AB X IB; luego el parale-
légrarao tiene la misma medida, es decir, su base
AB multiplicada por su altura IB.

468. Teorema. — El ana do un triangulo tiene for
medida la mitad del producto de su base por su altura.

(Se puede tomar por base de un triangulo a uno cual-
quiera de sus lados; su altura es la perpendicular ba-
jada del vértice opuesto sobre la base.)

Sea ABC (fig. 127) un triangulo cualquiera. Sea AB su
base, y CH su altura. Tracemos CD paralela a AB, y BD

paralela & AC, la figura
ABCD sera un paraleldgra-
mo. Los dos triangulos
ABC, DCB son iguales por
tener sus tres lados iguales
uno & uno; el triangulo
ABC es pues la mitad del
paralelogramo. Pero este udltimo tiene por medida
AB X CH; luego el area del triangulo tiene por medida la
mitad de este producto, 6 | ABxCH.

Advertencia. — Cuando el triangulo es rectangulo se
puede tomar por base & uno de los lados del angulo
recto; y en tal caso el otro lado del angulo recto es la
altura del triangulo.
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169. Teorema.— Jibarea tie UN trapecio tiene porme”
didael producto de su altura por lasemisuma desus bases.

(Se llama altura de un trapecio & la distancia de los
dos lados paralelos, & los cuales se da el nombre de
bases, como anteriormente se ha dicho).

Sea ABCD (fig. 128) un trapecio. Llamemos h su al-
tura. Tracemos la diagonal AC. El triangulo ABC tendra
por medida | AB X /i; puesto que
su altura esigual & la del trape-
cio. Por la misma razén el tridn-
gulo ADG tendrd por medida
~DGx/t; porque DG puede ser
tomado por su base y entonces
su altura es la del trapecio. El
area de este ultimo siendo la suma de las areas de los
dos triangulos se tendra, pues, por expresion de su
area.

AABx/i-h”~ CDXU 6 /tXI(AB-hGD).

Corolario. — Segun lo que se ha demostrado en el
n"* 129, se puede decir que: un trapecio tiene por medida
el producto de su altura por la recta que une los puntos me-
dios de los dos lados no paralelos.

Advertencia.—Cuando el trapecio es rectangular
(fig. 102), su altura es el lado AD perpendicular & sus
dos bases.

170. Para medir el area de un poligono cualquiera
ABCDEF (fig. 107), se le puede dividir en triangulos, por
medio de diagonales tiradas por un mismo vértice, me-
dir separadamente el area de cada tridngulo, y sumar-
las. En la Agrimensura se emplea otro método de que
hablaremos mas lejos.

171. Teorema.— El &rea de un poligono regular tiene
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por medida la mitad del producto de su perimetro por su
apotema.

Si desde el centro 0 deiin poligono regular ABGDEFG
(flg. 112) se trazan radios & todos los vértices, hemos
visto que el poligono se halla dividido en tantos trian-
gulos isésceles iguales como lados tiene. Puesto que,
uno de estos tridngulos, BOC por ejemplo, tiene por
medida la mitad del producto de su base BG por su al-
tura; es decir, por la perpendicular Ol bajada del cen-
tro sobre el lado BC, 6 en otros términos, por la apo-
tema del poligono, suponiendo n el nimero de los lados,
se tendra, pues, por la medida del area del poligono

ABCxOIXn 6 IBCxnxOl.

Pero, BGx n, 6 uno de los lados repetidos tantas ve-
ves como lados hay, es el perimetro del poligono; lla-
mandolo P se tendra luego, por la expresion del area
del poligono regular,

iPxOl,
lo cual viene a ser el enunciado del teorema.

Advertencia. —Por métodos sacados de la Trigono-
metria, se puede calcular la superficie de un poligono
regular cuando se conoce el nimero de sus lados y la
longitud de uno de ellos. Por estos métodos se halla,
a representando el lado, que la superficie

del tridngulo equilatero tiene por expresion 04330a®
del cuadrado

del pentagono 1,7205.a*
del hexagono 2,5981.

del octogono 48284.a®
del decagono 7,6942a®
&éi dodecagono 11,1962.8®

etc. etc.
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Por ejemplo, para conocer el area de un octégono re-
gular, cuyo lado tiene 12", se tendria que multiplicar
12 por si mismo, y el producto por 4,8284, lo que daria
por resultado egf'-®- 96"*

172, "EOREMA —EI areade un circulo tiene por medida
la mitad del producto de su circunferencia por su radio.

En efecto, un circulo pudiendo ser considerado como
el limite de un poligono regular cuyos lados son infi-
nitamente pequefios y en ndimero infinitamente grande,
se le puede aplicar la medida de estos poligonos. Pero
entonces el perimetro se confunde con la circunferencia
y la apotema con el radio.

Corolario. —Representando por R el radio del cir-
culo, su circunferencia tendra por expresion 2T:R;por
consiguiente, su superficie se expresara por™.2xR.R
0 por xR™ Es decir, que el area de un circulo tiene por
medida el producto del cuadrado de su radio por la razén
de la circunferencia al diametro.

Aplicaciones numéricas.—|. Un estanque circular
tiene 20*' de didmet7'o; jcual es su superficie?

El didmetro siendo de 20", el radio es de 10*; el cua-
drado de este radio es de 100°-® Multiplicando por
3,1416, se tiene por la superficie pedida 314" ®, 16.

1. ¢ Cudl debe ser el radio de un circulo para que su su-
perficie sea de un metro cuadrado?

La superficie siendo expresada por xR*, dividiéndola
por X se tendrd el cuadrado del radio. Dividamos, pues,
I”'®por 3141592, lo que da por cociente 0" ®,318309.
Este niumero expresando el cuadrado del radio, su raiz
cuadrada 0™,564 expresaréa el radio mismo.

Ii. La circunferencia de un circulo es de | metro; ;cuél
es su superficie?
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La circunferencia siendo de 1*, el diametro es el co-
im
dente de 1™por x, es decir —; el radio vale, pues, —,

y la superficie, gue es la mitad del producto de la cireun-
mGC imc

ferencia por el radio, valdra | 'm' ~ ¢ k.d.ikTe'

es decir, 7"*®9577 aproximadamente.

g Il. Aplicaciones & la agrimensiu‘a.

175. Sabido es que, para medir las tierras, elhectti-
metro cuadrado toma el nombre de hectérea, el decame-
tro cuadrado el nombre de area, y el metro cuadrado el
nombre de centiarea.

I, Sea propuesto medir un campo de forma rectangular™
que tiene 24“ "7 delargo y 13™""*3 de ancho.

La base del rectangulo tiene 247 metros, y su altura
tiene 133; segun el teorema del n“ IGG, la superficie del
campo es, pues, 247 X 133 6 32851 metros cuadrados,
6 3 hectéreas, 28 areas y 51 centiareas.

1. Sea propuesto medir una pieza de tierra en forma de
trapecio cuya altura es de 97 metros™ y cuyas bases son res-
pectivamente de 231 y 145 metros.

La semi-suma de estas bases es de 188 metros ; en
virtud de la proposicion del n“ 1G9, la superficie pe-
dida sera pues 183>x 97 0 18236 metros cuadrados; 6
lo que es lo mismo 1hectarea, 82 areas, 36 centiareas.

174. Sea ahora propuesto medir un terreno poligonal
ABCDEFG (fig. 129), cuyo interior es accesible. En lugar
de dividirlo en tridngulos, se le divide del modo siguien-
te, que disminuye mucho el nUmero de operaciones que
se tienen que efectuar sobre el terreno.

Por los dos vér tices mas distantes, Ay E, se traza la
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recta AE, 4 la cual se da el nombre de directriz. De to-
dos los demas vértices B, C, D, F, G, se bajan sobre esta
directriz las perpendiculares Bwi, Cii, Dp, F~, Gr. De este
modo el poligono se halla di-

vidido en triangulos rectan-

gulos y en trapecios rectangu-

los, es decir, que tienen dos

angulos rectos. Este modo de

dividirel terreno ofrece, entre

otras ventajas, la de no tener

gue trasportarla escuadra de

agrimensor sino sobre la directriz para determinar los
puntos w, r, n, p. Ademas, una vez hecha la divi-
sién, no es necesario trazar ninguna otra linea para
medir el area de cada una de las figuras que componen
el poligono.

Con la cadena de agrimensor se miden las perpendi-
culares Bm, Cn, Dp, Fg, Gr; y las diferentes partes km,
tttr, rii, fig, gp, pE, de la directriz. Se tiene,entonces .

Triangulo ABm =
Trapecio BawG = ~mn . (Bm-[- Cn);
y asi de las demas.

Si se supone, por ejemplo, que se han hallado los va-

lores siguientes :

km = 20M5 Bm= 27"2
mil = 60™3 Cn — 520
np =57",1 Dp = 43"5
pE = 31™8 Fg = 62™1
gE = 55™7 Gr = 48™9
rqg= 73"6

kr = 40™4
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Se tendrd, efectuando sucesivamente las operaciones
indicadas :
Area AIiCDEFIx = [657"-"-60 + 477576 -f 545305
1383,30 -f 345897 + 8169,60
1975,56]
12886"-'-,92

+ +

0 aproximadamente
1 hectérea, 28 areas, 87 centiareas.

17i5. Sea por fin propuesto medir el area de un poli«
gono ABCDEFG (fig. 130), cuyo interior es inaccesible.

Se prolonga uno de los lados, FG por ejemplo. Desde
los vértices extremos, Ay E, se bajan sobre la prolon-

gacion de FG las perpendicula-
res AM y EN las que se prolon-
gan mas alla de los puntos Ay
E. Por el vértice 0 el mas dis-
tante de FG, se traza una pa-
ralela PO terminada & la inter-
seccién con las rectas MA y NE.
De esta manera se forma un grande rectangulo MNOP,
circunscripto al poligono propuesto.

El método consiste a avaluar el area de este rectan-
gulo y arestar el area comprendida entre el perimetro
del poligono y el del rectdngulo; la diferencia expresa
evidentemente el &rea del poligono propuesto.

Para esto, de todos los vértices del poligono que no
estan situados sobre alguno de los lados del rectan-
gulo, se bajan perpendiculares Bm, Da sobre sus lados.
Se miden estas perpendiculares con la cadena de agri-
mensor, asi que las longitudes AM, Am, Pm, PC, CO,
On, nE, EN, FN, FG, MG. F&cil es entonces de avaluar
el area del rectangulo MNOP, las de los tridngulos rec-
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tdngulos AMG, AmB, DEn, ENF, y las de los trapecios
rectangulos PGBm, COnT).

Suponiendo que se haya hallado :

mB= 20" Du = 223, MA =: 50"7, Am= al*";

mP= 37"8;PG= 76™9; GO= 75" Ori = 392

iIE = 48"6; EN= 41"2;FN= 43"4; MG= 30"
resultara :

MN= PO*“ wve-"9+ 75" = 151"9;
MP= ON= SO"7+ al-"4-3r8= 129"5

Se hallara por el area del rectangulo 19671"--05; y
por la de las partes AMG, AmB, ect., exteriores al po-
ligono :

| [1521"" -I- 820™"--f- 3662"--82+ 3814"=16
4- 1083"78 -f 1809"-"78]
6 6355"-.77.

Por consiguiente el area del poligono es igual &
19671™'-,05 — 6355"™,77,

es decir, 13315""-28 6 aproximadamente 1 hectéarea, 33
areas y 15 centiareas.

CAPITULO VI.

COMPARACION DE LAS AREAS.

§ I. Teoremas principales sobre la comparacién de las areas,

170. Teorema. — Las &reas de dos triangulos semejan-
tes son proporcionales & los cuadrados de sus lados homé-
logos.

Sean ABC y abe (fig. 131) dos triangulos semejantes.
Desde los vértices homologos G y ¢ bajemos sobre los
lados opuestos las perpendiculares AD y ad.
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Los triangulos propuestos siendo semejantes, sus la-
dos homologos son proporciona-
les, y se tiene :

AB : «6 = AG: ac. [n
Los triangulos rectangulos AGD
XM St y acdy teniendo el angulo agudo
A igual al angulo a, son equian-
gulos, y por consiguiente seme-
jantes : luego se tiene también :
Cl) : ca= AG ;ac. 2]
Multiplicando  ordenadamente
las proporciones [i] y [2], y divi-
diendo por 2 los dos términos de
la primera razén, se tiene :

NABXGD : "af)XCii=AC® : ac\

Pero,|AB XCD es la medidadel &rea del triangulo ABC,

y \ab'X,ca la del area del triangulo abe; luego se tiene
ABC : abc—Kk(f : flcx,

que es lo que se trataba de demostrar.

Advertencia.—En lugar de la razén AG®: ac* se
puede poner Ali®: 66* 6'CB*: do*, puesto que de la pro-
porcionalidad de los lados homologos, resulta la pro-
porcionalidad de sus cuadrados.

177. Teorema.—Las &reas de dos poligonos semejantes
son proporcionales & los cuadrados de los lados homélogos.

Sean ABCDEP y ahedef (fig. 107) dos poligonos seme-
jantes. Desde los vértices homoélogos Aya, tracense las
diagonales AC, AD, AE, ac, ad, ae, que dividiran los dos
poligonos en un mismo nimero de tridngulos semejan-
tes uno & uno.
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En virtud de esta semejanza y del teorema anterior,
tendremos sucesivamente ;

ABC abc= BG* :ic*,

ACD  acd=CD® :

ADE ade=DE®: de:

AEF &' =IF® :Tf-,
Mas los poligonos siendo semejantes, sus lados homo-
logos son proporcionales; de consiguiente los cuadra-
dos de estos lados son también proporcionales. De esto
resulta que las segundas razones de las proporciones
anteriores son iguales; luego las primeras lo son tam-
bién ; y se tiene :

ABC ; abe= km : ocd=ADE = ;[de:=AEF : aef.
Bero, en una serie de razones iguales, la suma de los
antecedentes es a la suma de los consecuentes como un
antecedente cualquiera es & su consecuente. Aqui la
suma de los antecedentes forma el poligono ABCDEF, y
la suma de los consecuentes forma el poligono abedef,
luego se tiene

ABCDEF : a&cde/=ABC : abe.

Comparando esta proporciéon con la proporcion [1],
se ve que tienen una razén comun ABC : abe; luego las
dos segundas razones son iguales, y se tiene por fin

ABCDEF : abedefA'W : bc\

Advertencia. —EN lugar de la razén BC'; se
puede tomar la razon de los cuadrados de dos lados ho-
uidlogos cualesquiera, y también la razon de los cua-
drados de dos diagonales liomdlogas.

Corolario.— Sidos poligonos son semejantes y los

geom.



130 PRIMERA PARTE.

lados del uno son 2, 3, 4, 5, 10 veces mas grandes que
los lados homdlogos del otro, el area del primero sera
4 9, 16, 25, 100 veces mayor que el area del segundo.

178. Teorema. — Las areas de dos poligonos regulares
de un mismo ndmero de lados son proporcionales a los cua-
drados de sus radios.

Sean ABy ab (lg. 116, pag. 109) dos lados de estos po-
ligonos ; O y o sus centros; tracense los radios OA 0B
y 0a, ob.

Los &ngulos O y 6 siendo una misma fraccion de 4
angulos rectos, son iguales, y los triangulos is6sceles
AOB y aod, son semejantes. Luego se tiene, en virtud
de la proposicién del n° 176,

AOB : aoi)= AO" : ao™

Representando por n el nimero de los lados de cada
uno de estos dos poligonos, y multiplicando por este
ndmero ios dos términos de la primera razon, tendre-

mos
AOBXn : ao6X»*= AD : «oe

Pero los dos términos de la primera razén expresan
precisamente las areas de los dos poligonos; luego estas
areas son proporcionales & los cuadrados de los radios.

Advertencia. —En lugar de la razén de los cuadra-
dos de ios radios, se puede tomar la razén de los cua-
drados de las apotemas; porque estas Ultimas son pro-
porcionales & los radios.

179. Teorema.—Las areas de dos circuios son propor-
cionales & los cuadrados de sus radios.

Porque representando,por Ay a las &reas dos circu-
losy por Ry r sus radios, se tiene (172 corol.)

A= uR* y a= 7t
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de donde resulta la proporcién idéntica
A 6 i
0 dividiendo por x los dos términos de la segunda ra-
z0n,
A:a= R2:

Advertencia.— EN lugar de la razén de los cuadra-
dos de los radios, se puede poner la razén de los cua-
drados de los didmetros, poi;.ser estos proporcionales &

los radios.
Corolario.—Si el radio de un circulo se vuelve 2, 3

10 veces mayor, su superficie se volvera &, 9’
16,.... 100 veces mayor; y asi sucesivamente.

180. Teorema. —2)0s reclangulos que tienen la misma
altura son proporcionales 1 sus bases.

Porque si A, B, Il representan respectivamente el area,
fa base y la altura de un rectangulo ; a, b, h, el area, la
nase y la altura de otro rectangulo, se tiene (160) :

A= BxH y a—b-xh]
de donde resulta la proporcion idéntica,
A:a=BxH :bXh,
es decir, que dos rectangulos son proporcionales & los

productos de sus bases por sus altwas,
Mas si las alturas son iguales, esta altura viene & ser

tin factor comun a los dos términos de la segunda ra-
zon ; y suprimiéndolo, queda
A ; b
Advertencia.—Se demostrarla del mismo modo que
las areas de dos rectangulos que tienen la misma base

son proporcionales & sus alturas.
181. Teorema.—Roi tridngulos de misma altura son

proporcioiiales & sus bases.
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La demostracion es la misma que ia del teorema an-

terior.

182. Teorema. —

cuadrado construido sobre la hipo-

tenusa de wn tridangulo rectangulo esequivalente & lasuma de

los cuadrados construidos sobre los dos catetos.

Sea ABC (fig. 132) un tridngulo rectangulo en G;

de donde se saca

iVD ; AC= AC : AB,

ADXAB = AC?

sean ABEP, CBGK
y AGMN, los cua-
drados construi-
dos sobre sus tres
lados. Desde el
vértice G bajemos
sobre la hipotenu-
sa AB y sobre su
paralela FE la per-
pendicular comin
GDH.

Eltriangulo ABC
siendo semejante
al triangulo total
(122), se tiene la
proporcién

6. poniendo en lugar de AB su igual AF,

adxaf= |g*~

Pero ADXAP es la medida del area del rectangulo

ABHF Y AC' es la medida del cuadrado ACMN; luego
este rectangulo y este cuadrado son equivalentes.
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Se demostraria del mismo modo que el rectangulo
DBEH es equivalente al cuadrado CBGK.

Mas la suma de los rectangulos ADHF y BBEH forma
el cuadrado ABEF construido sobre la hipotenusa; este
cuadrado es, pues, equivalente a la suma de los cua-
drados ACMN y CBGK construidos sobre ios dos ca-
tetos.

Corolario. —Si el tridngulo es a la vez rectangulo é
isosceles, los cuadrados construidos sobre los catetos
son iguales; y el cuadrado construido sobre la hipote-
nusa es el doble de cada uno de ellos.

185. Teorema. —¢0s cuadradoi ACMN, CBGK (iig. 132)
construidos sobre los catetos de un triangulo rectangulo ABC,
son "proporcionales & los segmentos AD, DB de la hipotenusa
(determinados por la perpendicular CD, bajada del vér-
tice del angulo recto).

En efecto, la razon de estos cuadrados es igual a la
de los rectangulos ADHF y DBEH, que les son respecti-
vamente equivalentes. Pero, estos rectangulos teniendo
la misma altura son en razén de sus bases AD y DB
(180). Luego se tiene

ACMN : CBGK = AD :DB,

6 bien AGNCBA-=AD:DB.
§ Il. Problemas sobre la comparacion de las areas.
184. Problema |. —ConsirmV wi cuadrado equivalente

4 un rectangulo dado.

Sean By H labase y la altura del rectdngulo. Hallese
una media proporcional entre estas dos lineas (102);
representandola por &, tendremos

B:a= H,
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de donde se saca
= H.

Pero, es la medida del area del cuadrado que tiene
por lado a;; y BxH es la medida del &fea del rectan-
gulo dado. El cuadrado construido sobre la media pro-
porcional entre By H sera, pues, equivalente al rectan-
gulo dado.

180. Problema Il.— Construir un cuadrado equivalente
4 im rectangulo dado.

Héllese una media proporcional entre su base y la
mitad de su altura; esta sera el lado del cuadrado pe-
dido.

La demostracién es la misma que la del problema an-
terior.

18G. Probtema IlIl.— Construir un cuadrado equivalente
& un poligono dado.

Sea ABODE (fig. 133) el poligono dado. Tracese la dia-
gonal DB que determina el triangulo BOD. Prolonguese

AB y tracese CF paralela & esta
diagonal ; inanse después los pun-
tos Dy F. Los triangulos DOB y DFit
teniendo la misma base DE, y sus
vértices C y F colocados en una
misma paralela & la base, tienen
sus alturas iguales (70); estos
triangulos son, pues, equivalentes. Luego si del poli-
gono dado se quita el triAngulo DOB y se afiade el
tridngulo equivalente DFB, se tendré un nuevo poligono
AFDE equivalente al primero. Mas este nuevo poligono
tendra un lado menos, puesto que AB y BF son en linea
recta.
Repitiendo la misma construccion, se disminuira su-
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cesivamente el nimero de lados del poligono, hasta re-
ducirlo & un tridngulo equivalente. Construyendo en-
tonces el cuadrado equivalente a este triangulo (18S),
se tendra el cuadrado equivalente al poligono dado.

187. pROBj.EMA A Construir un cuadrado equiva-
lente & un circulo.

Este problema, conocido bajo el nombre delacuadra-
tura DEL CiRcULO, lia ocupado durante mucho tienpo
alos gedmetras; mas estd demostrado que no puede
resolverse exactamente por medio de la reglay del com-
pas. Se puede resolver por medio del calculo, con toda
la aproximacion que se quiera.

Porque, representando por R el radio del circu-
loy por x el lado 'del cuadrado equivalente, ten-
drenos

ir*=xR2; de donde se saca a=Rv/fir

Pero, la razén wse ha calculado hasta con 140 deci-
males; luego se podra sacar su raiz cuadrada con un
grado de aproximacion superior al que se necesita en
las aplicaciones ordinarias. Si se toma por wel .valor
3,14159.., se halla por su raiz cuadrada 1,77245, &
menos de una media unidad del quinto 6rden decimal.
Se tendra, pues

it= R X 1,77245.

& menos de una mitad de la cienmilésima parte del

radio.
Si, por ejemplo, el radio fuese de I00™ el lado del

cuadrado equivalente al circulo seria 177,245, & menos

de un medio milimetro.
488. Problema Y. — wn cuadrado que tenga

con otro dado la misma razén que los nimeros p y q.
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Témense sobre una recta indefinida una parte AB
(fig. 134) igual, a f unidades de magnitud arbitraria, y
en seguida deAB, tdmese otra
parte BG igual 4 5 de estas
mismas unidades. Sobre AC
describase una semi-circun-
ferencia. Levantese en B la
perpendicular BD, y tracense
las rectas BA y BC. Tomando
sobre BC, & partir del punto B, una longitud BE igual al
cuadrado dado, y trazando por E una paralela EFa GA;
la distancia BE seréa el lado del cuadrado pedido.

En efecto, el angulo ABC siendo inscrito en un se-
micirculo, el triangulo ABC es rectangulo. La recta BD
siendo la perpendicular bajada del vértice del angulo
recto sobre la hipotenusa, setiene, en virtud de la pro-
posicion del M®185,

AB* : B3®= AB : BG. 1]

Pero las paralelas FE y AC dividiendo en partes pro-
porcionales & los lados del angulo ABC, se tiene la pro-
porcién

j3

AD;DG = DF;DE,
de donde se saca
AD*: DC*= BF* :M*. 2
Las proporciones [I] y [2] teniendo una razén co-
mun, las otras dos razones forman la proporcion
DF*:M ' = AB: BG,
6 :DE*= p g,
es decir, que la razén del cuadrado construido sobre BF
al cuadrado dado es igual & la razén de p 4g.
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189. Problema VI.— Construirun poligono semejante a
otro dado, y que tenga con este la razén dep

Sea P el area del poligono dado ; X la del poligono
pedido; a uno de los lados del poligono dado, x su ho-
mélogo en el poligono pedido.

Los poligonos siendo semejantes sus areas estan en
razon de los cuadrados de los lados homologos; luego
se tiene

X:P = ii*:an
mas, segln el enunciado, se debe tener también

X:P =p:9,
de donde se saca, & causa de la razén comun,

gs: &= p:q,
es decir, que el problema queda reducido & hallar el
lado X de un cuadrado, que esté con el cuadrado dado
a®en la misma razon que py q; que es el problema an-
terior.

Conociendo el lado homélogo de a, no hay mas que
construir sobre dicho lado un poligono semejante al po-
ligono dado (141.)

190. Problema VIL — Construirun cuadrado equiva-
lente & la suma de dos cuadrados dados.

Construyase un triangulo rectangulo cuyos catetos
sean respectivamente iguales & los lados de los dos cua-
drados dados ; la hipotenusa de este triangulo serd el
lado del cuadrado pedido (182.)

191. Problema VIH. — Construir un poligono P" equi-
valente & la suma de dos poligonos semejantes dadosP y P,

y que les sea semejante.
Sean aya' dos lados homdlogos de los dos poligonos
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semejantes P y P'; sea x el lado homologo del poligono
semejante P".
Tendremos en primer lugar (177) :
P :P'= ca» [1]
y P P = [-2
De la primera proporcion se saca
P4-F;P = a®+ fl'~ar
0, reemplazando P-j- P' por su equivalente P",
P":P = a™4-a'Mtuh [3]
Las proporciones [2]y [3] teniendo sus tres primeros

términos iguales, el cuarto debe ser igual; es decir,
que se debe tener

El problema se reduce, pues, & hallar el lado x de un
cuadrado equivalente & la suma de dos cuadrados da-
dos y a™; es decir, al problema anterior.

Habiendo determinado el lado x homologo de a, se
construira sobre este lado un poligono semejante al po-
ligono P (111); este sera el poligono pedido.

192. Problema IX. — Construir un circulo equivalente
a la suma de otros dos circuios dados.

Construyase un tridngulo rectdngulo cuyos catetos
sean respectivamente iguales a los radios de los circu-
los dados; la hipotenusa de este triangulo seraigual al
radio del circulo pedido.

Pues, representando por R y R' los radios de los cir-
culos dados y por R" la hipotenusa del triangulo rectan-
gulo, se tendra (182);

R"*: R*+R'*;
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ck donde se saca, multiplicando por ir los dos miem-
bros de esta igualdad,

UR"®==7"R"“ 4-7cR'~

Mas MR wR™* expresan respectivamente las
areas de los circulos que tienen R", Ry R por radios
(172, coroL); luego el circulo que tiene por radio la hi-
potenusa del tridngulo rectangulo es equivalente a la
suma de los circulos dados.



SEaUNDA PARTE

GEOMETRIA DEL ESPACIO

CAPITULO PRIMERO

DE LA LINEA KECTA Y DEL PLANO

§ I. De lalinea rectay del plano en generai.

195. Teorema. —Si una recta tiene dos puntos en un
plano, estara toda ella en dicho plano.
Este teorema es una consecuencia inmediata de la
definicion del plano (6).
Corolario. — Una recta solo puede encontrar & un plano
en un punto, & menos de estar toda ella en dicho plano.
194. Teorema.—Dos planos que tienen tres puntos co-
munes, ne situados en linea recta, coinciden en toda su ex-
tension.
Sean A, By C (fig. 135), tres puntos que no estan en
linea recta, y supongamos, si es posible, que por ellos
Casan dos planos diferentes,
que llamaremos My P para
fijar las ideas. Si por los
puntos A y B se hace pasar
una recta, estaratoda ella si-
tuada en los planos M y P
(195). De la misma manera, si por los puntos Ay Cse
hace pasar una recta, estard también situada en los dos
planos My P.
Sea ahora D, un punto cualquiera del plano M; digo

Fin i35
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que pertenece también al otro plano P. En efecto, tra-
cese en el plano My por el punto D una recta EP que
corte & las rectas ABy AC (prolongandolas si fuese ne-
cesario) en los puntos Ey P. Por pasar la recta EF por
los puntos E 'y F que estan en el plano P, estara situada
en dicho plano; luego el punto D que pertenece & la
recta EP, estaratambién en el plano P. Bel mismo modo
se demostraria que otro punto cualquiera de uno de los
dos planos, pertenece también al otro; luego los dos
planos coinciden en toda su extension.

Corolarios.— |. Tres puntos que no estan en linearecta
determinan la posicion de un plano. Porque si por dos de
estos puntos se hace pasar una rectay por esta recta un
plano, se podra hacer girar este plano al rededor de la
recta hasta que pase por el tercer punto; en este caso
el plano queda determinado de posicion, y & mas nin-
gun otro plano podra pasar por los mismos tres puntos
sin confundirse con él.

Del mismo modo se vera que:

I1. Dos rectas que se cortan determinan la posicion de un
plano.

I11. Dos rectas paralelas determinan un plano.

En primer lugar las dos paralelas estan en un mismo
plano, segin la definicion de las paralelas (66, Advert.).
En segundo lugar por dos paralelas solo puede pasar un
plano, pues si se toman dos puntos sobre una de ellas
y otro punto sobre la otra, se tendran tres puntos que
no estan en linea recta, y por consiguiente, solo puede
pasar por ellos un plano.

195. Teorema.—La interseccion de dos planos es una
linea recta. Por ser los planos superficies su interseccién
ha de ser una linea. Digo ahora que esta linea sera
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recta; porque si esta linea tuviese solamente tres pun-
tos no situados en linea recta, los dos planos se con-
fundirian en virtud del teorema precedente.

§ Il. Rectas perpendicul”es & un plano.

196. Teorema.—Si unarecta .0 (fig. 136) esperpendi-
cular a otras dos OB y OC que pasan por su pié O enel plano
MN, también serd perpendicular
a otra recta OD que pasa por
su pié en el mismo plano.

Para demostrarlo tracese
una recta cualquiera BC que
corte & las rectas OB, 01),
OC; prolongtese AO por la
parte inferior del plano MN
de una cantidad OA' igual &

OA; Ginanse los puntos Ay A'con B, )y C.

Las rectas CAy GA' son iguales porque estdn en un
mismo piano con las AA'y OC, y sus piés A y A’ estan
& igual distancia del pié O de OC perpendicular & AA’;
por la misma razon Bxi y BA' son iguales; luego los
triangulos ABC y A'BG son iguales por tener sus tres
lados iguales; de lo cual resulta que los angulos ABC
y A'BC son iguales.

Considerando ahora los tridngulos ABD y A'BD, se ve
gue son iguales por tener dos lados iguales ¢é igual el
angulo comprendido; luego AD=A'D.

La recta OD tiene, pues, dos puntos Oy D a igual dis-
tancia de los extremos deAA', y como esta en el mismo
plano que AA', una vez que se cortan, resulta que le es
perpendicular: luego AO sera perpendicular & OD.

Advertencia.— Siempre que una recta es perpendi-

\y.z3S.
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cular a todas las que pasan por su pié en un plano, s
llama perpendicular al plano; y reciprocamente el plano
se dice que es perpendicular & la recta

497. Teorema.—Todas las perpendiculares OB, OC, CD
(fig. 137) levantadas en el espacio en un mismo punto O de
una recta A.M estan situadas en un mismo pla/no perpendicur'
lar & esta recta.

Hagase pasar un plano por las rectas OBy OC, y otro
por las rectas OA 'y OD; todo con-
siste en demostrar que los dos
planos se cortan segln la misma
recta OD. En efecto, si no fuese
asi, es decir, que su interseccion
fuese la recta Ol, diferente de OD,
se tendria, en virtud del teorema
del n° 196, que AO seria perpen-
dicular 4 Ol;pero OA es perpendicular & OD por hipite-
sis; luego en un mismo plano AOD se tendrian dos
rectas Ol y OD perpendiculares & AO en un mismo
punto de esta recta, lo que esimposible. Resulta, pues,
que los dos planos BOC y AOD, solo pueden cortarse
seguin la OD; luego el plano de las dos primeras per-
pendiculares OB y OG pasa por la OD. Del mismo nodo
se demostrada que pasa por todas
las demas; luego todas ellas estan
6nun mismo plano el cual es per-
pendicular & la AO en virtud del
teorema del n* 190.

19B. Teorema. — Por un punto
dado solo se puede trazar una per-
pendicular 4 un plano.

Supongamos, en primer lugar, que el punto O (iig. 138)
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estafuera del plano MN, y sean, si es posible, OA'y OB
dos perpendiculares & este plano. Si unimos A con B,
cada una de las recias OA y OB sera perpendicular 4AB,
por pasar por su pié y estar situadas en el plano MN;
luego el tridngulo AOB tendrd dos angulos rectos, lo
que es imposible.

Supongamos, en segundo lugar, que el punto O
(fig. 139) esté en el plano MN;y sea,
si es posible, OA 'y OB dos perpendi-
culares & este plano. El plano que de-
terminan estas dos rectas cortara al
MN segun la recta OC, y cada una de
las rectas OA y OB sera perpendicu-
lar & la OC por pasar por su pié y

estar situadas en el plano MN; y como las tres rectas
OA, OBy OC estan en un mismo plano, resultarla que
en un mismo plano y en un mismo punto O de la recta
OC, se podrian levantar dos perpendiculares OA 'y OB,
lo que es imposible.

199, Teorema.—\Por un punto dado solo se puede tra-

zar un plano perpendicular & una recta.

Supongamos, en primer lugar, que el punto dado O

(fig. 140) esta sobre la recta AB, y admitamos que por
este punto se pueden trazar dos planos
perpendiculares & AB. Si se concibe
por AB un tercer plano que corte &
los otros dos, segun las rectas OC y
OD, estas rectas seran perpendicula-
res & ABpor pasar por su pié Oy estar

cada una en los primeros planos; pero como las tres
rectas OC, OD y AB estan situadas en el tercer plano,
resultaria que en este plano se podrian trazar dos rec-
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tas OGy OD perpendiculares a la AB, en un mismo punto
O de esta recta, lo que es imposible.

Supongamos, en segundo lugar, que el punto O
(fig. 141) esta fuera de la recta AB, y
admitamos que por este punto se pue-
den trazar desplanes perpendiculares
ala AB.

Desde luego se ve que estos dos pla-
nos no pueden cortar a4 la AB en un
mismo punto, porque de lo contrario
tendriamos que por este punto se podrian trazar dos
planos perpendiculares & AB, lo que es imposible segiin
lo que acabamos de demostrar.

Sean pues Gy D los puntos en que estos planos cortar
ala recta AB, y Unanse con O; estas rectas seran per-
pendiculares & la AB por pasar por su pié y estar situa-
das en planos perpendiculares & AB; luego nos resulta-
ria el triangulo COD con dos angulos rectos, lo que es
imposible.

200. Cuando una recta encuentra & un plano sin serle
perpendicular se llama oblicua al plano. El punto en que
la recta encuentra al plano se llama pie de la oblicua.

TAEOREUA.— SiporunpuntoO (fig. 172) fueradeunplano
MN se traza & este plano una perpen-
dicular CPy diferentes oblicuas OA,

(]3, OG: I@una oblicua cualquiera
serd mayor que la perpendicular; 2°,
I(is oblicuas cuyos pies se separan
analmente del pié de la perpendicular
son iguales; 3*, de dos oblicuas cuyos
piés distan desigualmente del pié de

la perpendicular™ la que mas se separa sera mayor.
GEOK. 10
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1“ Uniendo A con P, el tridngulo AOP es rectangulo
en P; luego la hipotenusa OA es mayor que el lado OP.

2 Sea PA= PB:los tridngulos rectangulos OPA y OPB
tienen el cateto OP comun y los otros dos lados PA=PB
por hipdtesis; luego las hipotenusas OA y OB son
iguales.

3 SeaPC>PA: tomese sobre PC una distancia PB
igual & PA, y Unase O con B. Por lo que acabamos de
demostrar tenemos OAr=0B; pero como las tres rectas
OP, OBy OG estan en un mismo plano y OP es perpen-
dicular & PC, resulta que OG>0B; luego OC>0A.

Corolarios. —I. Las reciprocas de estas proposiciones
el lector puede deducirlas con facilidad.

Il. La distancia de un punto a unplano es la perpendicu-
lar bajada desde dicho punto al plano.

201. Teorema.—Si del pié¢ O (fig. 143) de una recta
AO perpendicular & un plano MN, se baja una perpendicu-
lar OB & una recta cualquiera BC situada en este plano, y
seune A con D, la recta AD serd perpendicular & BG.

En efecto, tdmese CD = BDy Unanse los puntos O con

By G, y el punto Acon By D.
Las oblicuas OB y OC son
iguales por separarse igual-
mente del pié D de la per-
pendicular OB; luego las obli-
cuas AB y AC son también
iguales por separarse igual-
mente del pié de la perpen-
dicular AO (200); por lo tanto, la recta AD que tiene
dos puntos Ay D & igual distancia de los extremos de
BG sera perpendicular & esta recta.
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S I11. De las rectas paralelas en el espacio y de las rectas
paralelas & un plano.

202. Teorema.-— dos rectas son paralelas, todo plano
perpendicular & una de ellas lo serd también a la otra.

Sean AO y ED (fig. 144) dos rectas paralelas, y MN un
plano perpendicular & la recta
AO; digo que también lo es & FA.id4-
la ED.

En efecto, Unase O con D, y
tracese en el plano MN la recta
BG perpendicular & OD : ahora
si unimos A con D esta recta
serd perpendicular & BG (20i); pero BC es perpendicu-
lar & OD; luego la recta BG es perpendicular al plano
de las rectas AD y OD; y como este plano es el de las
paralelas AO y ED por tener con él tres puntos comu-
nes A, Oy D, resulta que BG también es perpendicular
4 ED.

Ahora en el plano AODE, la recta OD por ser per-
pendicular & AO, lo es también & su paralela ED; de lo
cual resulta que ED es perpendicular a las rectas OD y
BG que pasan por su pi6 en el plano MN; luego ED es
perpendicular & este plano.

Corolario.— Por unpunto D fuera de una recta AO solo
£ puede trazar una paralela & La recia DE. Porque si se
pudiese trazar otra, resultaria que seria perpendicular
al plano MN, y por consiguiente, que por un mismo
punto se podrian trazar dos perpendiculares a un plano,
lo que es imposible (i98).

205. Teorema.—Dos rectas perpendiculares & un plano
son paralelas entre si.
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Sean AOYED (fig. 144) dos perpendiculares al plano
MN; digo que ED es paralela & AO. Porque si esto no
se verificase, por el punto D se podria trazar & la AO
una paralela, la cual, segun el teorema precedente, seria
perpendicular & MN”~luego por un mismo punto D se
podrian trazar & un mismo plano dos perpendiculares,
lo que es imposible.

Corolario.—DO0Ss rectasparalelas a una tercera en el es-
pacio son paralelas entre si.

Porque si se traza un plano perpendicular & la ter-
cera, lo sera también & las dos primeras (202); luego
seran paralelas.

204. Teorema.—Si una recta AB (fig. 145) esparalela
a otra GD situada en un plano MN, no puede encontrar &
este plano por mas que se la prolongue.

Por ser las rectas AB y CD paralelas estan en un

mismo plano, el cual cortara al
MN segln la recta CD. Para que
la linea AB que esta en el plano
ABDG encontrase al plano MN,
tendria que verificarlo en un
punto comun a los dos planos,
es decir, en un punto de su in-
terseccion CD; pero como AB no puede encontrar & su
paralela CD, tampoco podré encontrar al plano MN.

Advertencia.— Una recta y un plano que no pueden
encontrarse se llaman paralelos el uno respecto del otro.

El teorema precedente puede enunciarse asi:

Si una recta es paralela a otra situada en un plano., es pa-
ralela a dicho plano.

205. Teorema.—Si por una recta AB (fig. 145) para-
lela & un plano MN se traza un plano ABDG, que corte al
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primero segln una recta GD, la interseccion CD sera para-
lela & AB.

Porque si ABy CD, que estdn en un mismo plano, no
fuesen paralelas, su punto de interseccion perteneceria
ala vez & la recta AB y al plano MN que contiene 4 CD;
luego la recta AB y el plano MN no serian paralelos,
lo que es contra la hipétesis.

Corotlario.—Si AB es paralela al plano MN, cualquiera
otra EF paralela & AB también sera paralela & MN.

Porque si por AB se hace pasar un plano que corte al
MN seguin la recta CD, esta recta sera paralela a AB, y
por consiguiente & EP; luego EF sera paralela & MN en
virtud del teorema del ®204.

200. Teorema.— unarecto AB (fig. 145) esparalela
a un plano, y por un punto G de este plano se traza una pa-
ralela & AB, dicha recta estara toda ella en el mismo plano.

Sea CD la paralela & AB; si CD no esta en el plano MN,
el plano ABDG de las dos paralelas cortard al MN segun
una recta que pasara por el punto G, pero diferente de
CD; y como esta recta seria paralela a AB (20S), resul-
tarla que por el punto C se podrian trazar dos paralelas
U una misma recta AB, lo que es imposible (202 corol).

Corotario.—Si Una recta es paralela a dos planos que
se cortan serd paralela & su interseccion.

Porque si por un punto de esta interseccion se traza
una paralela & la recta propuesta, esta paralela estara a
la vez en los dos planos y por consiguiente se confun-
dira con su interseccion.

207. Teorema. —Si una recta AB (fig. 145) es paralela
a un plano MN, todos sus puntos distan igualmente de este

plano.
Si de los puntos A y B se bajan las perpendiculares
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AGy BD al plano MN, estas perpendiculares resultan
paralelas (205) y determinan un plano que contiene
a la recta AB por pasar por dos de sus puntos Ay B.
Este plano corta al plano MN segin la recta CD para-
lela & AB (205); luego la figura ABCD es un rectangulo;
luego AG= BD.

Advertencia.— Laverdadera distancia entre unarecta
y un plano paralelos, se mide por la perpendicular ba-
jada desde un punto cualquiera de la recta al plano.

%0v. De los &ngulos formados por rectas y por planos.

208. Teorema. —DO0S &ngulos en el espacio que tienen
sus lados paralelos y dirigidos en un mismo sentido son
iguales.

Sean ABC y DEF (fig. 146) dos angulos situados en el

espacio, pero de manera que los lados
BAy ED sean paralelos y BC y EF tam-
bién, y & mas que estén dirigidos en
un mismo sentido & partir del vértice.
Témese BA= ED, BC=EF Yy tracense
las rectas AD, BE, CF, ACy DF.
Por ser las rectas AB y DE iguales
y paralelas, la figura ABED es un paralelogramo; luego
AD es igual y paralela & BE. Las rectas BG y EF son
también iguales y paralelas, luego la figura BGEF es un
paralelégramo; luego CF es igual y paralela & BE. Ahora
bien, si las rectas AD y CF son iguales y paralelas & BE,
serén iguales y paralelas entre si; luego ADFC es un
paralelégramo; de lo cual resulta que AC= DF. Los
triAngulos ABC y DEF que tienen sus tres lados res-
pectivamente iguales seran iguales; luego el &ngulo
ABG=DEF.
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209. Angulo de una recta con un plano.—Sea AO
(fig. 147) una recta cualquiera que encuentra a un plano
Mi\; si desde un punto cual-
guiera A de esta recta se baja
la perpendicular AG al plano
y se une O con G, el &ngulo M

AQG es el que se llama angulo Jijo' w'V-=Kh X6/
de una recta con un plano. \
Obsérvese ahora que cual- oir +>Ui

qguiera que sea el punto de

la recta AO desde el cual se baje la perpendicular al
plano MN, resulta siempre la misma recta COy por con-
siguiente el mismo angulo AOG. lin efecto, sea BD otra
perpendicular bajada de un punto B de AO al plano
MN; las dos rectas AG y BI) por ser perpendiculares a
un mismo plano son paralelas (203) y determinan un
plano que contiene a la AO, puesto que pasa por dos de
sus puntos A y B; y como los puntos C. Dy O estan en
este plano y también en el plano MN, pertenecen a la
interseccion de estos dos planos; luego estan en linea
recta.

Esta recta OC sobre la cual se hallan los pies de las
perpendiculares bajadas de todos los puntos de AO so-
bre el plano MN, se llama proyeccion de AO sobre el plano
MN. Asi, pues, se dice también que, el angulo deuna recta
con un plano es el formado con la recta 'y su proyeccion so-
hre el plano.

210. TEOiiEUk.--El angulo BUi) (iig. 17) ge forma
una recia BO con su proyeccién DO sobre tm plano MN, es
menor que el que forma cm otra recta cualquiera 01 tra-
zada por su pié en dicho plano.

Bara demostrarlo tomese 01=0D y Unase B con I.
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Los triangulos BOD y BOI que tienen BO comun, 01= OD
por construccién y el tercer lado BD menor que el
tercer lado BI por ser OD perpendicular y Bl oblicua al
plano, nos dan, en virtud de una proposicion de la Geo-
metria plana (11" Advert.), que el angulo BOD es me-
nor que el angulo BOL

211. Angulo formado por dos planos.—Cuando dos
planos se encuentran, forman una separacion mayor 6
menor a la cual se da el nombre de angulo diedro 6 sim-
plemente diedro. Estos planos se llaman carasy la in-
terseccion arista.

Para designar un diedro se emplean ordinariamente
cuatro letras, pero de modo que las dos de en medio
estén en la arista y las otras dos extremas una en cada
cara. Asi, el angulo diedro representado en la figura
148, se puede leer de las cuatro maneras siguientes:

ADCF, FGDA, BODE, EDCB.

Se puede también designar un diedro por su aristay
decir, por ejemplo, el diedro GD; pero si dos diedros
tienen una misma arista, es preciso recurrir al primer
medio.

La magnitud de las caras de un &ngulo diedro no in-
fluye en nada sobre el valor de este angulo; sucede lo
mismo que en los angulos formados por dos rectas, que
es independiente de la longitud de sus lados.

212. Si por un punto G de la arista del diedro ADCF
(fig. 148) se levantan en cada una de sus caras, las
perpendiculares CB, GF & esta arista, el angulo BCP asi
formado se Ilama angulo plano del diedro.

Los angulos planos formados en cualquier punto de
la arista son iguales. Porque si DA y DE son perpendi-
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Guiares a la arista CD y situadas una en cada cara, las
rectas DA y CB seran paralelas por estar situadas en el
plano ADGBy ser perpendiculares & la CD; por la misma
razén las DE y CF también lo son; luego el &ngulo ADE
y BCF son iguales (208).

213. Lema.—Dos diedros son iguales cuando sus angulos
planos también lo son.

Sean CDy CD' (fig. 148) dos diedros, y BCFy BCF

sus angulos planos iguales. Coléquese el
diedro C'D' sobre el CD, de modo que los
angulos BCF y B'C'F' coincidan. Las aris-
tas CD y C'D' por ser perpendiculares &
CB y CF lo seran también al plano BCF,
luego coincidiran (198). Las caras ABCI)
y AB'CD' que pasan por las rectas CBy
CD se confundiran (194 corol. 1), y lo
mismo sucedera & las caras CDEF y
C'D'E'F' que pasan por las rectas CD y
CP; luego los dos diedros coincidiran y
por consiguiente son iguales.

214, Teorema.— Larazén de dos angu-
los diedros cualesquiera es igual & la de sus
angulos planos.

Cualesquiera que sean los diedros propuestos siem-
pre se les podra colocar de manera que sus aristas coin-
cidan y lo mismo dos de sus caras. Sean, pues, AODF
y AODG (fig. 149) los dos diedros asi colocados, y levan-
tese en un punto O de la arista las perpendiculares OA,
OB y OC situadas en cada una de las caras; estas per-
pendiculares estardn en un mismo plano (197). En este
plano y desde el punto O como centro, describase el
arco de circulo ABC: los diedros AODF y AODG tendran
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respeetivaraente por angunos planos, los angulos AOB
YAOG, los cuales estan en la misma
relacién que los arcos AB, AG. Eva-
luemos ahora estos arcos, tomando
una unidad tan pequefia como sea
necesario para que esté contenida en
ellos un ndmero exacto de veces (en
la practica siempre se llega & este re-
sultado), y para fijar las ideas supon-
gamos que AB contiene 3 veces la
unidad y AG ocho veces; los dos arcos

estaran enla relacién de 34 8.

Dividase AG en 8 partes iguales; al arco AB le cor-
responderan 3 de las mismas; tracese por los puntos
de divisiony por O radios; estos radios, por estar situa-
dos en el plano AOC y pasar por el pié de OD perpen-
dicular a este plano, seran perpendiculares & OD. El an-
gulo AOC quedara dividido en 8 angulos parciales igua-
les entre si por interceptar arcos iguales; al angulo AOB
le corresponden tres de ios mismos. Si por estos radios
yla arista OD se hacen pasar planos, dividiran al diedro
AODG en 8 diedros parciales, que tendran por angulos
planos los formados por los radios trazados del punto
O 4 los puntos do division del arco AG; y como estos an-
gulos son iguales, ios diedros pequefios también lo se-
ran (215).

Por contener el diedro AODG, 8 de estos angulos par-
ciales, y el AODF evidentemente 3, resulta la propor-
cion

AODF : AODG= 3: 8;

pero se ha dicho que
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AOB : AOC—3: 8;
luego por tener las segundas razones iguales se tendra
AODF:AODG = AOB; AOC,

es decir que los diedros estan en la misma relacién que
sus angulos planos.

Advertencia. —En virtud de este teorema se puede
decir que un diedro tiene por medida su angulo plano; lo
que significa que, si se toma por unidad de medida de
un angulo diedro el que corresponde & la unidad de
angulo plano, la relacién de un diedro cualquiera con
su unidad de medidaes igual & la relacion de su angulo
plano con su unidad correspondiente.

Como la unidad de un angulo plano es el angulo rec-
to, conviene también tomar por unidad de los angulos
diedros el que corresponde & este &ngulo y que por
esta razon se llama diedro recto.

213. Para medir los angulos diedros se emplea en
las artes un instrumento llamado baivel (fig. 150). Se
compone de dos reglas
unidas por una de sus
extremidades por un eje
al rededor del cual pue-
den girar con facilidad.

Para usarlo se traza el
angulo plano correspon-
diente al diedro que se
quiere medir; en seguida
se hacen coincidir las regias con los lados de este angulo
plano, por sus bordes internos si el diedro es saliente
como el angulo de una calle, 6 por sus bordes externos
si el diedro es hueco como el angulo interior de una ha-
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bitacion. Hecho esto, solo falta trasportar este angulo
sobre un plano para poder medirlo con el semi-circulo
graduado.

Para ello, se aplica la arista interior ac del baivel con-
tra el borde rectilineo de una superficie bien plana; la
regla ab que se apoya sobre esta superficie sirve para
trazar una recta que formara con el borde rectilineo del
plano el angulo pedido; se puede en seguida medir con
la mayor comodidad este angulo con el semi-circulo gra-
duado.

216. Angulos triedros. — Cuando tres planos con-
curren en un mismo punto, cortandose dos & dos segun
tres rectas distintas, la reunion de estos tres planos for-
man lo que se llama un angulo triedro, 6 simplemente
triedro.

La figura 151 representa un triedro. Los planos que
le forman ASB, ASC, BSC, se llaman caras. Las intersec-

ciones SA, SB, se, de las caras del
triedro, se llaman aristas, y el
punto de concurso S de las tres ca-
ras, vértice. Seda también el nombre
de caras & los angulos ASB, ASC,
BSC, comprendidos entre las aris-
tas, pero el sentido en que se habla
indica siempre si se trata de los
planos 6 de los angulos.

En la consideracién de los triedros se hace abstraccion
de la longitud de sus aristasy dela extension de sus caras.

Se designa un triedro por la letra del vértice, y cuando
es necesario se le afiaden las otras tres colocadas en los
extremos de las aristas: asi se dird, el triedro S 6 el
triedro SABC.
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217. Teorema.—[iiia cara de m triedro es siempre me-
nor que la suma de las otras dosy mayor que la diferencia.

Sea SABG (fig. 152) un triedro cualquiera.

1* Bastara para demostrar la primera parte del teo-
rema considerar la mayor de las tres caras : sea ASG la
mayor.

Tracese en elplano ASG una recta
SD que forme con la SC un angulo
DSC igual al &ngulo BSG; cortense
las tres rectas SA, SD, SG, por una
recta cualquiera ADG; tomese SB
igual 4 SD y Unase el «punto B con
Ay G

Los triangulos DSG y BSG son
iguales por tener un angulo igual comprendido entre
dos lados respectivamente iguales; luego DC=BG. Por
otra parte se tiene que

AC<AB-fBG;
restando del primer miembro DC y del segundo su igual
BC, resulta
AC— DG<AB ¢ AD<AB.

Si se consideran los tridngulos ASD y ASB, se ve que
tienen dos lados iguales, y el tercer lado AD de uno de
ellos menor que el AB del otro; luego el angulo ASD
opuesto a AD es menor que el angulo ASB opuesto a
AB (|iS Advert.). Se tiene, pues,

ASD < ASB;
y afiadiendo al primer miembro de esta desigualdad
DSG Y al segundo su igual BSG, resulta
ASD+ DSG< ASB-pBSG
5 ASG<ASB-f-BSC.

2 En cuanto & la segunda parte del teorema s »
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eira, inmediatamente de la primera, del mismo modo
gue la del n° 108.

218. Teorema.—Bos triedros son iguales cuando tienen
sus tres caras respectivamente iguales € igualmente dispuestas.

1 Sean los triedros Sy S' (fig. 153) cuyas caras ASB,
BSGy A'S'B', B'S'C' forman &angulos agudos, y suponga-
mos que ASBMA'S'B', ASG=A'S'G™ y BSG=B'S'G".

Por un punto B de la arista SB, tracense en los pla-
nos ASB y BSG las perpen-
dicularesBAyBG ala recta
SB; estas rectas encontra-
ran a las rectas SA ySG en
los puntos A y G, por ser
los angulos ASB y BSG
agudos : Unase A con G; la
arista SB perpendicular &
las rectas AB y BG sera

perpendicular al plano ABC (196). Efectuando las mis-
mas construcciones en el triedro S', tomando antes
SB'= SB, resultard también que S'B' sera perpendicular
al plano A'B'G".

Los triangulos ABS y A'B'S' son iguales por tener el
lado SB= SB' y los &ngulos adyacentes & estos lados
también iguales; luego SA= S'A'y AB=A'B".

Por la misma razén los triangulos BSG y B'SG' son
iguales; luego SC= S'G'y BG= BG'

Por consecuencia los triangulos ASG y A'S'G' son igua-
les, puesto que tienen el angulo ASG=A'S'C" é iguales
los lados que los forman ; luego AC=A'G".

Por dltimo, los tridngulos ABC y A'B'C' son iguales
por tener sus tres lados respectivamente iguales.

Esto supuesto superpongase el triedro S' sobre el S,
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de modo que coincidan los triangulos iguales ABC y
A'B'G": las aristas BS y B'S' por ser perpendiculares ai
plano de este triangulo coincidirdn (IDB); y como
BS—B'S', el punto S' caera sobre el punto S; de lo cual
resulta que las rectas SGy S& también coincidiran, y
lo mismo las rectas SB y S'B’; luego los dos triedros
coincidiran en toda su extensién y seran iguales.

Z®Sean ahora dos triedros ci alesquiera Sy S'(fig.154),
y supongamos también ASB = A'S'B', ASG—ASG' y
BSC= B'S'G'. Témese & partir de los puntos Sy S' sobre
las aristas de los dos triedros, seis distancias iguales
SA, SB, SG, S'A', ST', S'G'; trcense las rectas AB, AC,
BG, MWKV B'G'

Los triangulos ASB y A'S'B' son iguales porque tienen
dos lados iguales ¢ igual el angulo comprendido ; luego
AB= A'B". Se demuestra de la misma manera que
AG= AC'y BG=B'C". De lo cual resulta que los trian-
gulos ABC y AB'G' tienen sus tres lados iguales y que
por consiguiente son iguales.

Si consideramos ahora los triedros formados en B y
B', vemos por las igualdades anteriores que sus tres
caras son iguales; y como las caras ABS y CBS forman
angulos agudos, lo mismo que las caras AB'S'y CB'S'
por angulos en la base de triangulos isosceles, resulta
gue estos dos triedros estan comprendidos en el primer
caso; luego son iguales y por consiguiente el diedro SB
es igual al diedro S'B'.

De la misma manera se demostrarla que los diedros
SA'y S'A' son iguales & SGy S'C'; luego los dos triedros
tienen todos sus elementos i”¥/ales, y dispuestos de la
misma manera, son iguales.

219. Teorema.—Doi triedros son iguales cuando tienen
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un diedro igual comprendido entre caras iguales é igualmente

dispuestas.
Sean los dos triedros Sy

S' (fig. 154) en los cuales
se supone que el die-
dro SA= S'A' y las caras
ASB= A'S'B'yASO= A'S'C.

Coloquese el triedro S
sobre el S de modo que los
vértices S y S'se confun-

dan, y que el diedro S'A" coincida con su igual SA.

Las rectas SB y S'B'coincidiran por estar en un mismo
plano y formar con SA un mismo angulo; lo mismo
sucedera con las rectas SC y S'C'; luego los dos trie-
dros se confundirdn y por consiguiente seran iguales.

220. Angulos poliedros. — Guando muchos planos
gue concurren en un mismo punto se cortan consecu-
tivamente segun rectas distintas, su reunion es lo que
se llama angulo poliedro. La figura 155 representa un an-
gulo poliedro. Los planos ASB, BSC, CSD, DSE, ESA, se
llaman caras; sus intersecciones SA, SB, SG, SD, 'SE, aristas
y el punto de concurso S, vértice del angulo poliedro.

En la Geometria elemental solo se consideran los an-
gulos poliedros convexos™ es decir, los que una recta solo
puede atravesarlos por dos puntos, y que por conse-
cuencia no tienen angulos entrantes.

En la consideracién de los angulos poliedros se hace
abstraccién de la longitud de sus aristas y de la exten-
sién de sus caras.

Se designa un angulo poliedro por la letra del vér-
tice seguida, si es necesario, de las letras colocadas en
las aristas. Se dir4 asi, el angulo S, 6 bien SABGDE.
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221, Teorema.—En todo angulo poliedro convexo la
suma de sus caras es menor que cuatro angulos rectos.

Sea SA6GDE (iig, 155) un angulo poliedro cualquiera.
Tracese un plano ABGDE que
corte a todas sus aristas, y to-
mese en el interior del poligono
ABGDE un punto cualquiera O;
Unase este punto con los puntos
A B GD,E.

El nimero de triangulos que
se han formado al rededor del
punto O, es igual al de los for-
mados en S; luego la suma de
los angulos de cada uno de estos
grupos de triangulos son iguales. Pero como la sumade
todos los angulos en O valen cuatro rectos, si demos-
tramos que la suma de los angulos en la base del
grupo de triangulos que se relinen en S es mayor que
la suma de los angulos en la base del grupo de trian-
gulos que tienen por vértice comun O, quedard demos-
trado que los en S valen menos de cuatro rectos.

Para ello, fundandonos en el teorema del M®2i7y
considerando los diferentes triedros que tienen por vér-
tices los puntos A, B, G, D, E, se tiene

SAE-hSAB>EAB 0 >EA{U-f-OAB
SBA+ SBOABG &6 >ABO-fOBG
SCB-hSGD> BGD 6 > BGO+ OGD
SDG+SDE>CDE 6 > GDO+ ODE
SED + SEA> DEA 6 > DEO+ OEA

Sumando ordenadamente estas desigualdades se ve
gue la suma de los angulos en .k base del grupo de

6EOM. \m/ V . . ke
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triangulos cuyo vértice estd en S, es mayor que la suma
de los angulos del poligono ABCDE, 6 lo que es lo mis-
mo, que la suma de los angulos en la base del grupo
de triangulos cuyo vértice comun estd en O ; luego, como
ya lo habiamos indicado mas arriba, la suma de los
angul-os en S es menor que lasuma de los dngulos en
Oy por consiguiente menor que cuatro rectos.

g V. lie ios planos perpendiculares entre sf.

222. Dos planos son perpendiculares entre si, cuando
forman un angulo diedro recto, 6 lo que es lo mismo,
cuando el angulo plano que le sirve de medida es un
angulo recto. Tal es ordinariamente la mutua posicion
del techo con las paredes de una habitacion : las mis-
mas paredes son en el mayor nimero de casos perpen-
diculares entre si.

223. Teorema.—Si dos planos MNy OP (fig. 156) son
respectivamente perpendiculares, toda recta AB trazada en
uno de estos planos y perpendicular a su interseccion OD es
perpendicular al otro plano.

Porque si se traza en el plano MN la recta BG per-

pendicular & OD, el angulo ABC me-
dira el &ngulo de los dos planos y
por consiguiente sera recto ; pero el
angulo ABO es recto también ; luego
ja recta AB que es perpendicular a

. N 11vez & las rectas BO y BG que pa-
san por su pié en el plano MN, serd perpendicular a
este plano (106).

Corotario. — I. Sipor un punto B de la interseccion de

os pla®ws pei'pendiculares entre si, se levanta una perpen-
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dicular al plano MN, esta perpendicular estara situada en el
otro plano OP.

Porque si fuese otra diferente de AB, resultada que
se i)odrian levantar en un punto de un plano dos per-
pendiculares, lo que es imposible (108).

[1. Si por un punto A, tomado en el plano OP se baja una
perpendicular al plano MN, estard toda ella situada en el
plano OP.

Porque si fuese otra recta diferente de AB, resultaria
gue desde un punto fuera de un plano, se le podrian
bajar dos perpendiculares, 1o que es imposible (198).

224, Teokema.— 2odo plano Oi? {iiQ. 156) que pasa por
una recta AB perpendicular al plano MN, es perpendicular a
este plano.

Porque si se traza en el plano MN la recta BG perpen-
dicular & la interseccién OD de los dos planos, los an-
gulos ABC y ABO seran rectos, puesto que AB es per-
pendicular al plano MN. De esto resulta que ABy BC
son perpendiculares en un mismo punto de la intersec-
cion 01) y situadas una en cada plano; luego el angulo
ABO mide el angulo de los dos planos, y como ABC es
recto, se deduce que los dos planos son perpendiculares.

Corolario;—Se puede enunciar el mismo teorema
del modo siguiente: Todo plano MN perpendicular & una
recta AB situada en un plano OP, esperpendicular a este
plano.

228. Teorema.— Todo plano perpendicular & otros dos

se cortan, es perpendicular & su interseccién.

Porque si por el punto de interseccion de los tres
planos se levanta una perpendicular al primero, estara
situada en cada uno de los otros dos (225 corol. 1), y
por consiguiente se confundira con su interseccion.
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Vi. De los planos paralelos entro si.

22G. Teorema.—iiosjjifinos IMN, PQ (tig. 157) perpen-
diculares & una recta AB, no pueden encontrarse por mas
que se les prolongue.

Porque si se encontrasen en un punto, que llamare-

mos 0, resultaria que las rectas ACy
BU trazadas desde este punto 0 & los
puntos A y B, formarian dos angulos
BAG y ABD que serian rectos, puesto
que AB es perpendicular a los dos
planos; luego el triangulo ABO tendria
dos angulos rectos, lo que esimposible.

Advertencia.— Cuando dos planos no se pueden en-
contrar por mas que se les prolongue, se llaman para-
lelos entre si. El teorema precedente puede enunciarse
del modo siguiente : dos planos perpendiculares a una
misma recta, son paralelos entre si.

227. Teorema. — Si dos rectas que se corlan AB, CD
(Og. 158), son respectivamente paralelas & otras dos que
también se cortan A'B', C'D', el plano MN que determinan
las dos primeras es paralelo al plano M'N' que determinan
las dos dltimas.

En efecto, la recta AB paralela &

A'B'es paralela al plano MiN (204);

luego si el plano MN encontrase al

Fy.tss. plano MN' la interseccion seria pa-
ralela a AB (203). Se demostraria

de la misma manera que esta in-

terseccién seria también paralela &

CD. Y como esta interseccién no puede ser & la vez pa-
ralela & dos rectas que se cortan, resulta que los dos

(A



GEOMETRIA EN EL ESPACIO. 165

planos MNy MN' no pueden encontrarse, es decir, que
son paralelos.

228. Teorema.—Las intersecciones AB y CD (fig. 159)
de dos fianos paraldos MN y PQ
conun tercer plano ABDU, son pa-
ralelas.

Porque, si no fuesen paralelas,
por estar situadas en un mismo
plano seencontrarian, y su punto
de interseccidn perteneceriaa la
vez al plano MN que contiene a
la ABy al plano PQ que contiene
& la Cl); luego estos dos planos no serian paralelos, lo
que es contra la hipdtesis.

229. Teorema.—Si dos planos MN ?/PQ (fig. 157) son
paralelos, toda recta AB perpendicular a uno de ellos MN
sera perpendicular al otro.

Para demostrarlo, tracese en el plano PQ una recta
cualquiera BB que pase por el pié de AB; por las rectas
AB y BD que se cortan en B hégase pasar un plano;
este plano cortard al MN segun la recta AC paralela &
Bl) (228).

Esto supuesto, se tiene que por ser AB perpendicular
al plano MN, es perpendicular & AG que pasa por su pié
en este plano; luego es perpendicular & su paralela BD.
Y como lo mismo se demostraria de otra cualquiera,
resulta que AB es perpendicular a todas las rectas que
pasan por su pié en el plano PQ; luego es perpendicu-
lar a este plano.

Corotlario.—I. Porun punto H fuera de un plano MIS,
solo se le puede trazar otro paralelo PQ.

Borque si se pudiesen trazar dos, resultaria que se-
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rian perpendiculares & la recta AB bajada desde el punto
B perpendicularmente & MN; luego en un mismo punto
de una recta se tendrian dos planos perpendiculares, lo
que es imposible (15i9).

I1. Dosplanos paralelos & un tercero, son paralelosentre i'

Porque si se traza una recta perpendicular al tercer
plano, sera también perpendicular a los otros dos \luego
los dos planos seran perpendiculares a una misma recta
y por consiguiente son paralelos (220).

230. Teorema.*—i«b partes y Bl) {fig. 159) de dos
paralelas comprendidas entre dos planos paralelos MN y PQ,
son iguales.

Porque si por las paralelas AC y BD se hace pasar un
plano, cortara a los planos MN y PQ segun dos parale-
las AB y Cl) (220); luego la figura ABC!) sera un para-
lelégramo, y por Consiguiente AG= BD.

Corolario.— Dos planos paralelos estan por todas partes
equidistantes uno de otro.

Porque si se supone que AC y BD son perpendicula-
res a uno de estos dos planos, también lo seran al otro

(229) y & mas paralelas
(203); luego son iguales
(230) . Asi, pues, estas per-
pendiculares miden la dis-
tancia de los dos planos,
puesto que toda oblicua es
mayor.
251. Teorema. — Dos
rectas cualesquiera ABC y
DEF (fig. 160) cortadas por
tres planos paralelos MN, PQ y BS, quedan divididas en
partes proporcionales.
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Para demostrarlo, tracese por el punto A una para-
lela & DEF; esta recta encontrard al plano PQ en un
punto Hy al plano RS en I; luego, en virtud del teo-
rema precedente, se tendra All = DEy HI= EP. Si por
las rectas Al y AG, que se cortan, se hace pasar un pla-
no, cortard & los planos PQ y RS segln las rectas HBy
IG que seran paralelas (228); se tendrd, pues:

AB : BC= AH : III,
6 lo que es lo mismo,
AB : BG= BE ; EF,

gue es lo que se queria demostrar.

Corolario.— |. Se deduce de esta proporcion
AB: AB+BG = DE :BE + EF,
) AB:AC = UE:DF.

Corolario.—ir. Resulta de la demostracién prece-
dente que : los lados Al y AG de un angulo IAG, quedan di1
vididos en partes proporcionales por dos planos paralelos PQ

YRS.
252. Teorema.—5; dos planos MNy PQ (fig. 159) son
paralelos, todo plano perpendicular & uno de ellos PQ

lo serd también al otro.

Porque si por un punto C, tomado en la interseccion
CD de los dos planos ABDC y PQ, se levanta en el plano
ABDC, una perpendicular CA & esta interseccion, esta
recta CA serd perpendicular al plano PQ (225) y por
consecuencia al plano MN (220); luego el plano ABDO
gue pasa por CA es perpendicular al MN (22-4).

§ VII. De las direcciones verticales y horizontales.

250. Ladireccién vertical es la que toma la plomado,
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es decir, un hilo fijo por su extremidad superior y so-
licitado por la otra por un peso.

En realidad, las verticales son rectas que se rednen
en el centro de la tierra, suponiéndola esférica; pero
en las aplicaciones ordinarias de la Geometria se pue-
den considerar como paralelas, atendida su mucha
aproximacion.

Es de un uso continuo el empleo de las verticales en
las construcciones. Se da esta direccion 4 las aristas la-
terales de la mayor parte de los muros, a la de las
jambas de puertas y ventanas, & las barras de las re-
jas, etc.

254, Se llama plano horizontal™ todo plano perpendi-
cular a la vertical del lugar que se considera. Si se traza
por el centro de la tierra resulta el plano de horizonte
racional; y si se traza por un punto de la superficie de
la tierra, el plano de horizonte sensible.

En una extensién poco considerable, las verticales se
pueden considerar paralelas y lo mismo los planos ho-
rizontales (202, 226).

Los planos horizontales son de un uso frecuente : los
suelos y cielos rasos de nuestras habitaciones lo son;
también la mayor parte de las superficies superiores de
nuestros muebles ; la superficie del agua contenida en
un vaso, 0 la de una extension poco considerable de
agua tranquila también se puede considerar horizontal.

25i> Toda recta trazada sobre un plano horizontal,
se llama horizontal. Tales son todas las lineas rectas tra-
zadas sobre un entarimado, las aristas de las cornisas,
balcones, z6calos, etc.

Si por un punto cualquiera de una recta horizontal se
traza una vertical, las dos rectas seran perpendiculares entre
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si (190). Reciprocamente, toda perpendicular & una ver-
tical es horizontal (197).

Dos horizontales que se cortan, determinan un plano ho-
rizontal. Porque si por el punto de interseccion se traza
una vertical, sera perpendicular & las dos horizontales
y por consiguiente ai plano que determinan; luego este
plano es horizontal.

256.  Este dltimo principio nos da el medio de ase-
gurarnos que un plano es horizontal. Ai efecto se em-
plean diversos instrumentos.

I. El nivel de albafiil (iig. 161). Se compone ordinaria-
mente de dos reglas de igual
longitud ensambladas & angulo
recto y unidas por un travesafio.

En un punto de la bisectriz del

angulo recto hay suspendida una

plomada. La prolongacion de esta

bisectriz esta marcada en el travesafio y forma lo que se
llama linea de fe. Las extremidades A y B de las dos re-
glas estan en un mismo plano perpendicular a la linea
de fé.

Para que \Jn plano esté horizontal, es preciso que co-
locando el instrumento por las extremidades Ay B, en
nna direccién cualquiera, la plomada coincida con la
linea de fé. Basta para que esto tenga lugar, que se ve-
rifique en dos direcciones diferentes, puesto que siendo
estas dos direcciones perpendiculares a la vertical son
horizontales y por consecuencia su plano horizontal.

Il.  nivel deaire 162).

Su parte esencial consiste en
un tubo de vidrio unido & una
regla de cobre. El tubo est4 casi lleno de agua, dejando
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solo una pequefia porcién ocupada por una burbuja de
aire. Cuando la regla estd horizontal la burbuja esta
en medio del tubo; pero por poco que se incline, la bur-
buja se dirige hacia la extremidad mas elevada.

Un plano estara horizontal cuando colocando el nivel
en dos direcciones diferentes, la burbuja de aire ocupe
siempre el punto medio del tubo.

Este instrumento se emplea en todas las operaciones
delicadas: los grafometros, brajulas, etc., van acompa-
flados ordinariamente de este instrumento.

257. Para trazar en el campo una visual horizontal,
se hace uso de un instrumento que lleva el nhombre de
nivel de agua (fig. 163). Se compone de un tubo de hoja

de lata AB, encorvado por sus extremidades en angulo
recto y sostenido por tres piés. El tubo estd casi lleno
de agua colorada. Por una propiedad de los liquidos,
las superficies del agua en los dos tubos estan siempre
en un mismo plano horizontal, que es lo que se llama
nivel del liquido. Cuando se coloca el ojo en este plano,
el rayo visual que enrasa la superficie del agua en los
dos tubos, es necesariamente horizontal. (Las extremi-
dades A y B son de vidrio.)

Para fijar las extremidades de la horizontal formada
por este rayo visual, se colocan en sus prolongaciones,
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tanto por delante como por detras, miras 0 reglas ver-
ticales con su division correspondiente, que llevan una
tablilla pintada de dos colores y susceptible de resbalar
a lo largo de la regla y fijarse por medio de un tornillo
de presion. Se hace subir 6 bajar cada tablilla hasta que
su centro se coloque en la prolongacién del rayo visual
ah 6 ba. La recta Cl) que une los centros C y D de las
tablillas, es una horizontal.

Se sirven de este instrumento para determinar la di-
ferencia de nivel de dos puntos My N del terreno. Esta
diferencia es evidentemente igual & la de las longitudes
CMy DN, que se pueden medir sobre las reglas por me-
dio de las divisiones que se les han trazado.

258. Todo plano que pasa por una vertical, se llama
plano vertical.

Se da ordinariamente la direccion vertical & los mu-
ros, puertas, postigos, vidrieras, etc.; también & la ma-
yor parte de las caras laterales de los muebles, etc.

259. 1. Por unarecta dada cualquiera, siempre se puede
hacer pasar un plano vertical. Porque si por un punto de
esta recta se traza una vertical, esta vertical y la recta
dada determinan un plano que es vertical.

I1. Dos planos, uno vertical y otro horizontal, son perpen-
diculares entre si. Porque el plano vertical contiene una
vertical, la cual es perpendicular al plano horizon-
tal (22-5).

ni. Reciprocamente : Todo plano perpendicular & otro
horizontal, es un plano vertical. Porque si por un punto
de la interseccion comun se levanta una perpendicular
al plano horizontal, 6 lo que es lo mismo, una vertical,
esta recta estard toda ella en el otro plano (225 coro-
lario 1); luego es vertical.
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IV.  La interseccion de dos pianos verticales, es una ver-
tical. Porque el plano del horizonte por ser perpendicu-
lar & cada uno de ellos, lo es & su interseccion (225);
luego ella es vertical.

CAPITULO I

DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS

§ |. De los tetraedros.

240. Llamase tetraedro el cuerpo geométrico termi-

nado por cuatro planos. SABG (fig. 16i) representa un

tetraedro. Los tridngulos

ASB, ASO, BSG, ABC, que

le terminan se llaman

caras. En un tetraedro

hay 4 triedros, 6 diedros

't' y 6 aristas. Los vénices

S, A, B, C, de los 4 triedros, se llaman vértices del te-

traedro. Cuando el tetraedro tiene una cara inferior

colocada horizontalmente, como ABC, se te da ordina-

riamente el nombre de base, y al vértice S opuesto a la

base, se le llama con especialidad vértice del tetraedro.

No obstante eso, se puede tomar por base una cual-

quiera de sus caras, y por vértice el opuesto a esta

base. La altura de un tetraedro es la longitud de la per-

pendicular bajada desde el vértice al plano de la base.

241. Teorema.—Poieiraerfros SABC ” S'A'B'G'(fig. 164

son iguales, cuando tienen tres caras iguales é igualmente

dispuestas.

Supongamos SAB—S'A'B', SAC= S'A'C', SBG= S'li'G..

Desde luego se tiene que los triangulos ABC y AB'C
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son iguales por tener sus tres lados iguales; luego los
triedros de los dos tetraedros son iguales por tener sus
caras iguales é igualmente dispuestas (218), y por con-
siguiente sus diedros también lo seran. Los dos tetrae-
dros tienen, pues, todos sus elementos iguales é igual-
mente dispuestos; luego son iguales.

Corolario.— Un tetraedro queda determinado, siem-
pre que se conozcan tres de sus carasy el orden como
estan dispuestas.

242. Teorema.—Dos tetraedros SABC y SAYBC (fig. 164)
son iguales, cuando tienen un angulo diedro igual SA=S'A’
y las caras que le forman SBA= SB'A'y SGA= S'CA', tam-
bién iguales ¢ igualmente dispuestas.

Porque si se hacen coincidir las caras iguales SCAy
S'C'A', las caras SBA y S'B'A" estardn en un mismo plano
puesto que los diedros SAy S'A' son iguales. I"or ser los
angulos planos ASB y A'S'B' iguales, la linea S'B' coinci-
dird con SB; por la misma razén la A'B' coincidira con
AB; por consiguiente el punto B' caerd en B, y los dos
tetraedros tendran sus cuatro vértices comunes; luego
coincidiran en toda su extensién y son iguales.

Corotlario. —Un tetraedro queda determinado cuando
se conocen dos de sus caras, el diedro que formany el
modo como estan dispuestos estos elementos.

245. Se llaman tetraedros semejantes los que tienen sus
caras respectivamente semejantesy sus angulos diedros
iguales. Las caras respectivamente semejantes, se lla-
man caras homdlogos. Se llaman aristas homologos aque-
llas que en caras homologas se oponen & angulos igua-
les; veértices y triedros homoélogos \&> que se oponen a
Caras homologas, y diedros homélogos los comprendidos
entre caras homologas.
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Los tviedrbs hoTUdlogos son iguales por toner sus caras
(6 &ngulos planos) iguales é igualmente dispuestos, a
causa de la semejanza de los triangulos que forman los
tetraedros.

Se ve por lo dicho, que en la definicion de los tetrae-
dros semejantes, se podria prescindir de la igualdad de
los diedros homologos, porque es una consecuencia de
la igualdad de los triedros, la cual resulta de la seme-
janza de las caras. Pero se expresa esta igualdad de los
diedros, para dar una idea mas completa de la seme-
janza de los tetraedros.

Las aristas homologas son proporcionales como conse-
cuencia de la semejanza de las caras homdlogas.

24i. Teorema.—Si dos iEiragdm SAIIG, sabe (|'|g 1%}
ion semejantes: 1‘sus alturas SH y sh son proporcionales
con sus aristas homdlogas; 2“ sus bases ABC, abe, son pro-
porcionales con los cuadrados de sus alturas.

Como los triedros Sy 5son
iguales, se les puede hacer
coincidir: los puntos a, b, c,
se colocaran sobre las aristas
respectivas SA, SB, SC, en los
puntos A', B, G'. Por ser las
caras ASB y asb semejantes,
los triangulos ASB y A'S'B'
también lo seran; luego A'l/
sera paralela & AB. Por una
razén parecida A'C' sera pa-
ralela 4AGy B'C' a BG. Luego
el plano AB'G' sera paralelo
al plano ABC (227), y larecta
SH que es perpendicular al



GEOMETHIA EN EL ESrACIO. 176

ABC, lo sera también al A'B'C'. Ahora si H' es el punto
donde la SH encuentra al A'B'G', la recta SH' serd la al-
tura del tetraedro SA'B'C', la cual serd igual a sh por
ser los tetraedros SA'B'G' y sabe iguales.
Esto supuesto, se tiene : 1°las rectas SAy SH que es-
tan cortadas por planos paralelos (251 corol. Il) dan
SH ; SH'=SA : SA" [
2 Los triangulos ABC y A'B'G' que tienen sus lados
paralelos y por consecuencia sus angulos iguales (208),
son semejantes; luego son proporcionales con los cua-
drados de sus lados homologos, y se tiene
ABC : A'B'G'= AB™ : [2]
pero de la semejanza de los triangulos ASB y A'S'B' se
deduce
AB : AB'= SA : SA';

de donde AB~ AIF*= SA* : SA™, [3]
Por otra parte, de ia proporcion [i] se deduce
‘M "*=Sr:SA'x, [4)

Se deduce también de las proposiciones [2], [3] v [4],

& causa de las razones que tienen comunes
ABC : A'B'C'=W :~*,

Sustituyendo ahora en esta proposicion en lugar de
AB'G su igual abe, y en lugar de SH' su igual sh, re-
sulta por ultimo

ABC : =
gue es lo que se quena demostrar.

2-58. Teorema.—Dos tetraedros SABC, sabe (fig. 165)
son semejantes, euando tienen sus tres caras respectivamente”
semejantesy semejantemente dispuestas.
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Sean, por ejemplo, las tres caras ASB, ASGy BSC, res-
pectivamente semejantes & las tres caras ash ascry bsc

De los triedros Sy s iguales por tener sus caras res-
pectivamente iguales (218), resulta la igualdad de los
diedros SAy sa También ios triedros Ay a son iguales
por tener dos caras iguales é igual el diedro compren-
dido (219); luego el angulo CAR es igual al angulo cab
De la misma manera se demostraria que el angulo ACB
es igual al angulo oré, 6 que el angulo ABC es igual al
angulo abe luego los triangulos ABC y &% son equian-
gulos y por consiguiente semejantes. Los dos tetraedros
tienen, pues, sus cuatro caras respectivamente seme-
jantes; luego son semejantes (245).

246. Teorema. — D05 tetraetits SABG Y sabe (fig. 165)
son sargjantss cuando tieen un diedro igual, SA= sa,
comprendido entre dos caras respectivanente sengjantss y
sagantarente dispuestas

Sean las caras ABS y ACS respectivamente semejantes
4 las caras a®y acs Los triedros S'y 5son iguales por
tener un diedro igual comprendido entre dos caras res-
pectivamente iguales é igualmente dispuestas (219);
luego los angulos BSCy bsC son iguales.
Pero de la semejanza de las caras ABS y a6 se de-
duce
SB: = SA;sa;
también de la semejanza de las caras ACSy &Cs se tiene
SG : se—SA ; sa;

y como estas dos proporciones tienen una razén comuii,

se deduce
SB:g»= SG: se
luego los triangulos BSCy G tienen dos lados propor-
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Clonales é igual el &ngulo comprendido; luego son se »
mejantes.

Se demostraria de la misma manera la semejanza de
los tridngulos ABC y ahc. Resulta, pues, que los dos te-
traedros tienen sus cuatro caras respectivamente seme-
jantes; luego son semejantes segin la definicion del
m 245,

247. Llamase tetraedro truncado lo que queda de un
tetraedro después de separar la parte superior que re-
sulta de cortarle por un plano paralelo & la base.

Asi, pues, ABCA'B'C'(ijg. 165), es un tetraedro trun-
cado. Los planos ABC y A'B'C' se llaman bases del tetrae-
dro truncado. Altura es la distancia Hff de las dos ba-
ses, medida como hemos visto por la perpendicular
comun (250).

Resulta de lo que se ha dicho en el n* 244, que las
bases de un tetraedro truncado son triangulos semejantes.

%a1. De las pirdmides.

248. Llamase pirdamide a4 un cuerpo geométrico
SABCDE (fig. 166), terminado por un poligono ABODE y
una serie de triangulos -ASB,

RSG, CSD, etc., que tienen un
vértice comin S y por bases los
diferentes lados AB, BC, etc. del
poligono. El poligono toma el
nombre de bese® y el punto S de
‘oénice. Altura de la piramide es
la perpendicular bajada desde el
vérticeal plano de la base ABODE.
la geometria elemental, solo se consideran las

piramides convexas, es decir, aquellas cuya base es un

GEOM. 12
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poligono convexo,,(133). Las pir”™ii®s. se. distinguen
por el nimero de lados de la base. El tetraedro no es
otra cosa que, nna piramide triangular, porgae su base
es un tridngulo. Una piramide es cuadrang.ular, penta-
gonal, etc., segln que su base sea.unxuadriiatero, un
pentagono, un exagono, etc.

Una pirdmide es regular, cuando su base es un, poli-
gono regular., y su vértice estad situado en la perpenai-
cular levantada 4 la base en su centro. En este caso
sus caras.son tridngulos isosceles iguales, puesto que
las .bases .de estos triangulos son iguales por lados., de
un mfsmo poligpno regular, y.sus aristas .laterales son
iguale? por oblicuas que se separan igualmente del pié
de la perpendicular-

Si se trazan las diagonales AG, AU, etc. de.la base de
una pirdmide, y por estas diagonales.y su vértice S se
hacen.pasar,pliipfi?” estos planos toman el nombre dC,
plancs diagonales Dichos planos dividen & la piramide
en tetraedros que tienen por vértice comudn el punto S
~pqr basQ los .tridngulos ABC, AGD> ADE.que.componen
la.base,.de/la pirdmide. Estos .tetraedros tienen todoa-
una misma altura, y hay tantos., como lados tiene la®
base menos dos {153).

(249). Dos piramides son semgjates cuando- tienen
sus caras respectivamente, semejantes.-y. sua angulos-
diedros iguales.

Teorema. — D08 piramides samgjantes SABCDE y sabede
(fig. 167) S pueden desooponer en un mMisnD NUTEro e
tetraedros sergjantes y dispuestos ce.una misa manera

Por las aristas SA y Sa tracense los planos diagona-
les SAC, SAD y sac sad Las bases ABODE,y aboce que
son semejantes quedaran descompuestas en un mismo
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ndmero de triangulos seilejantes-y semejantemente dis-
puestos, y las dos pi-
rdmides en un mismo
namero de tetraedros.

Los tetraedros SABG
y s&e que tienen un
diedro igual SB = b
comprendido entre dos
caras respectivamente
semejantes son seme-
jantes (276); luego las caras ASG y @82 son semejantes,
y los diedros ASGB y asbiguales. Ahora, si de los die-
dros BSGD y ;sed-que son iguales por hipétesis restamos

mos diedros ASCB y & que también lo son por lo que

acabamos de demostrar, los restos ASGD y asedtambién
seran iguales; luego los tetraedros SACD y Saed resul-
tan semejantes por tener dos caras respectivamente
semejantes é igual el diedro comprendido (24G).

Se demostraria de este modo, uno después de otro,
la semejanza de los tetraedros SABE vy sade etc.: luego
las dos piramides estdn descompuestas en un mismo
ndamero de tetraedros semejantes y semejantemente
dispuestos, que es lo que se queria demostrar.

Advertencia. — |. Se ve sin dificultad la analogia
que hay entre esta-proposicién y la del n* 158,

Il. Facilmente se demostrard la reciproca que dice:
si'dos piramides se componen de un mismo ndmero de te-
traedros semejantes y semejantemente dispuestos, son seme-
jantes. Esta proposicion es analoga & la del n“ 158.

Corotario. — |. Dos pirdmides semejantes tienen sus aris-
tas homologas proporcionales con sus alturas.

Poi'quu si Il y'a representan estas alturas, de la se-
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mejanza de los tetraedros SABG y sabe se deducira
(1444).
SA;sa= SB; —AB:ab= H:A
De la semejanza de los demas tetraedros resulta
SB:sh= SC :se—BC; fac= H : A

ge :se= SD :sii= SE :se= DE:de= EA :ea= H: A

Luego de estas series de razones iguales que tienen
algunas razones comunes resulta

SA :sa= SB:sh= etc.
= AB :ab= BC;éc—etc.= H: A

I1. Las bases de dos piramides semejantes son proporcio-
nales & los cuadrados de sus alturas.

Desde luego se tiene, por ser las bases poligonos se-
mejantes, que

ABGDE ; abede — ; ob*,
Por otra parte acabamos de demostrar que
AB :ab= Il ; A de donde AB®: d®= ER: AR

Esta proporcion y la anterior tienen una razon co-
mun, luego
ABGDE : abede :h\
200. Teorema. —Si unapiré-
mide SABGDE (fig. 168) es cortada
por un plano paralelo a la base, e
poligono abede de la seccion es se®
mejante & la base ABGDE-
En efecto, las rectas ab y AB
son paralelas por intersecciones
de dos planos paralelos abede y
ABGDE con un tercer plano ASB
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(228). Por la misma razén lo son las rectas bey BG,
cdy CD, dey DE, etc. Los poligonos abede y ABODE ten-
drén sus angulos respectivamente iguales, puesto que
sus lados son paralelos (208).

En virtud de los mismos paralelismos, se tiene ade-
mas
ab: AB= £:SB—&: BG= srf: SD= ca:CD = Si: SE,
y asi sucesivamente.

De estas Ultimas igualdades resulta

:AB = :BC= cii : GD= etc.

De todo lo cual se deduce que los poligonos abede y
ABODE tienen sus angulos iguales y sus lados propor-

cionales; luego son semejantes.

Advertencia. — El cuerpo geométrico abcdeABCDE
que gueda de una pirdmide, después de quitar la parte
superior que resulta de cortarle por un plano paralelo
& la base, se llama pirdmide truncada. Los poligonos se-
mejantes afterfe, ABCDE, cuyos planos son paralelos, son
las dos BBb del tronco de pirdmide. Se llama altura de
un tronco de pirdmide la perpendicular bajada desde
el punto de una de las bases sobre la otra.

Il. La pirdmide sabede es semejante & la piramide to-
tal; pues, como es facil demostrar las dos piramides
cumplen con las condiciones indicadas en el n* 249.
Bastaria para ello trazar los planos diagonales ASG y

ASD.

§ Ill. De los prismas.
281. Se llama prisma & un cuerpo geomeétrico tal
como ABCDEFGHIlv (tig. 169) cuyas dos caras paralelas,
llamadas bases, ABCDE y FGHIK son poligonos iguales
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teniendo al mismo tiempo sus lados paralelos, y que
las demés caras ABGF, BGtIG, GI3IH,
DEKI y :EAFR -son paralel6granios.
Allura de un prisma es la distancia de
susrbases. Las aristas laterales AF, BG,
CU, D1, etc., que redanen las dos bases,
son iguales y paralelas; porque .dos
de estas aristas consecutivas pertene-
cen & lados opuestos de un mismo ,pa-

raleliigramo.

Los prismas se distinguen por el nimero de lados de
sus bases : se dice prisma triangular, cuadrangular,
pentagonal, etc., cuando sus bases son triangulos, cua-
drilateros, pentagonos, etc. Todo plano que pase por
dos aristas laterales, que no pertenecen a una misma
cara, se llama plano diagonal. Los planos diagonales tra-
zados por una misma arista AF .dividen el prisma total
en prismas triangulares de igualalturaABGFGH, AGDEIII,
AUEFIK. El nUmero de prismas triangulares que resul-
tan es igual ai nimero de lados de una de las bases
menos dos.

En la Geometria elemental solo se consideran los
prismas convexos, es decir, aquellos cuyasbases son po-
ligonos convexos.

2152 Teorema. — Si se corta un prisma ABGDEFGHIK
(iig. "169) por un plano paralelo & las bases, la seccion
LMNOP es un poligono igual al de las bases.

En efecto, las rectas LMy AB son paralelas por inter-
secciones de dos planos paralelos LMNOP y ABCDE con
un tercer plano ABGF; luego la figura ABML es un pa-
ralelogramo, y se tiene también LAl = AB. Del mismo
modo se demostrarla flue las rectas MN, NO, OP, PL
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son respectivamente iguales y paj*alelas U las rectas
BG, CD, DE, EA. Luego los tios poligoBos LMNOP y
ABODE tienen sus lados respectivamente iglales; y
como sus angulos también son iguales por tener sus
ladds paralelos, resulta que dichos p'oligbnos son igua-
les.

2155 Un'prisma es recio cuando Sis aristas laterales
son perpendiculares & las bases. Eii este caso las caras
laterales son rectangulos.

Dos prismas rectos de igual base é igual altura s6'n su-
perponibles: porque si se hacen coincidir las bases infe-
riores, las aristas laterales coincidiran tarribieh, por ser
perpendiculares & estds bases é iguales a la altura co-
mun (198); las bases superiores tendran, pues, todos
sus vértices comunes; luego los dos prismas coincidi-
ran en toda su extension.

Un prisma recto es regular cuando sus bases soil po-
ligonos regulares.

Se llama prisma truncado l0 que queda de un prisma
después de quitarle la parte superior que resulta de
cortarle por un plano no paralelo & las bases. La sec-
cion que resulta no es igual ordinariamente a la base
del prisma, y las caras laterales del prisma truncado
son generalmente trapecios.

204. Llamase paralelipipedo el Fjj/ ijo.
prisma cuyas bases Son paralel6-
gramos. La figura 170 Tepreserita
un paralelipipedo.

Las caras opuestas, tales como
AEIID y BFGC, son iguales. La
recta AE es igual y paralela & BP,
por lados opuestos de un mismo
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paraleldgramo ABFE; las rectas All y BG son también
iguales y paralelas por lados opuestos de un mismo
paralelégramo ABCD; y como los angulos DAE y CBF
son iguales por tener sus lados paralelos y dirigidos en
un mismo sentido, se deduce que los paralelégramos
AEHD y BFGG son iguales.

Se ve también que los planos de estos paraleldgra-
mos son paralelos (U27); de modo que un paralelipipedo
es un cuerpo geométrico limitado por seis caras paralelas dos
a dos.

De lo dicho resulta que dos caras opuestas cuales-
quiera de un paralelipipedo se pueden tomar por bases
del prisma. Su altura serd asi la distancia de estas dos
caras.

Todo plano diagonal, tal como ACGE, divide al pa-
ralelipipedo en dos prismas triangulares ABGEFG y
AGDEGH que tienen bases iguales, por mitades de un
mismo paralelégramo, y & mas igual altura.

Lldmase diagonal de un paralelipipedo 4 toda recta,
como AG, que une dos vértices opuestos A y G, es de-
cir, dos vértices que no pertenecen 4 una misma cara.

23S. Un paralelipipedo es recto cuando sus aristas
laterales son perpendiculares & las bases. Las caras
laterales son en este caso rectangulos; las bases solo
pueden ser paralelégramos.

Se llama paralelipipedo rectangulo €l paralelipipedo
recto y cuyas bases son rectangulos.

En un paralelipipedo rectangulo (iig, 170) todos los
diedros son rectos. Para demostrar, por ejemplo, que
el diedro BF es recto, se observara que los angulos
ABF y FBG son rectos, por ser las caras ABFE y FBGG
rectdngulos; luego el &ngulo ABC mide la inclinacion
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de estas caras; y como este angulo ABC es recto por
ser ABCD un rectangulo, se deduce que el diedro BF es
recto.

Cada arista es perpendicular & las dos caras donde
ella termina. La arista EH, por ejemplo, es perpendi-
cular a las caras ABFE y DCGH; porque EH es perpen-
dicular a las dos rectas AE y EF que pasan por su pié
en el plano ABFE, y a las dos rectas HD y HG que pa-
san por su pié en el plano DCGH.

Las tres aristas AB, AD, AE que concurren en un
mismo vértice A se llaman las tres dimensiones de un
paralelipipedo rectangulo. Se las designa muchas veces
con los nombres de longitud, latitud Y altura; algunas
veces, en lugar de esta Gltima denominacion, se em-
plea la de espesor 6 profundidad.

2S6. Teorema. — dos paralelipipedos rectangulos son
iguales cuando tienen_sus tres dimensiones respectivamente
iguales.

En efecto, las bases inferiores por ser rectangulos y
tener igual base é igual altura, son superponibles.
Luego, si se las hace coincidir, las aristas laterales to-
maran dos & dos las mismas direcciones perpendicula-
res & las bases inferiores comunes; pero como estas
aristas laterales son iguales & la tercera dimension de
los paralelipipedos, resulta que los extremos de estas
aristas coincidiran dos a dos. Los dos paralelipipedos
rectangulos tendran, pues, todos sus vértices comunes,
y por consecuencia coincidiran en toda su extension ;
luego son iguales.

Advertencia.  El teorema anterior se puede enun-
ciar de esta manera; dos paralelipipedos rectangulos de

igual base é igual altura son iguales.
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OoBOLARio. — Un ptiralelipipedo rectangulo queda
determinado cuando se conocen sus tres dimensiones,
6 cuando se conoce su base y su altura.

207. Teorema. — En todo paralelipipedo rectangulo
ADbCDEFGH (fig. 170) el cuadrado de una diagonal s
iguxil a la suma de los cuadrados de sus tres dimensiones.

En efecto, por ser‘la‘arista GG perpendicular al plano
ABCD, el tridngulo AGG es rectangulo ‘en C, y se tiene
a82) L

AG" = Arr+ CGI

Pero el triangulo ACB que es rectangulo en B nos da

también

Sustituyendo en la igualdad precedente en lugar de
AG* su igual resulta
. AG'= AB' =+ (IGR)
0 bien
ACN= AB=+ ADR+ AE*,
lo que corresponde al enunciado -del teorema.
Aplicacién numérica. — Sean
AB= 9"; ADm:=-6'; AP= 2V,
se tendra AGR=="81""=4 36"-"-}-i™" =
de donde AG=I1I""

Corolario. — Se deduce de esta Ultima proposicion
que, todas las diagonales de un paralelipipedo rectangulo
son iguales.

En un paralelipipedo liay cuatro diagonales.

20B. Se da el nombre de cubo al paralelipipedo ree-j
tangulo que tiene iguales sus tres dimensiones. En este
caso sus seis caras son cuadrados iguales, y todas sus
aristas también son iguales.
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Dos cubos son iguales cuando tienen una arista
igual (2i5C). Un cubo queda determinado cuando-se nos
da una de sus aristas.

Resulta del teorenia precedente (2S7) que el-cuadrado
de la diagonal de un cubo es igual al triplo del cua-
drado de su arista.

8 IV. De los poliedros.

2159, Se da el nombre de poliedro & todo cuerpo geo-
meétrico terminado por planos. Estos planos se llaman
caras del poliedro; las rectas que terminan las caras
aristas, los extremos de las aristas uerUces.'Toda recta
gue une dos vértices que no pertenecen & una misma
cara se llama diagonal dél poliedro.

En la Geometria elemental solo se consideran los
poliedros convexos, es decir, aquellas cuya superficie
no puede ser cortada por una recta mas que en dos
puntos.

Si por un vértice A (fig. 171) de un poliedro, se tra-
zan rectas a los demés vértices, determinan una serie

de pirdmides, tales como ABODE, que tienen por vér-
tice comun A, y por bases las diferentes caras del po-
liedro exceptuando las que concurren en el punto A :
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la reunion de estas piramides forman el mismo po-
liedro.

Todo poliedro se puede descomponer en pirdmides ;
y como cada pirdmide puede descomponerse & su vez
en tetraedros {248), resulta que todo poliedro puede
descomponerse en tetraedros que tengan por vértice
comun uno de los vértices del poliedro.

2CO. Se llaman poliedros semejantes los que tienen sus
angulos diedros respectivamente iguales y sus caras res-
pectivamente semejantes y semejantemente dispuestas._

Teorema. — Dos "poliedros semejantes se pueden descoma
poner en un mismo n'amero de tetraedros semejantes y colo-.
cados de la misma manera.

Sean AB y ab {fig, 171) dos aristas homologas de dos
poliedros semejantes. Tomese sobre las caras del die-
dro AB, los vértices Cy E, mas préximos al punto B;y
considérese el tetraedro ABGE.

Sean ey c los vértices homdlogos de E y G, y formese
el tetraedro abce.

Los dos tetraedros asi formados tienen un diedro
igual, AB = ab, y las caras ABC, ABE semejantes & abcy
abe, por tridngulos homologos de poligonos semejantes;
luego estos tetraedros son semejantes (246),

Ahora, si de los poliedros dados quitamos estos dos
tetraedros, los poliedros que quedaran seran semejan-
tes. En efecto ;

T° Entre los diedros de los poliedros primitivos los
liay que no han variado; otros que han sido disminui-
dos de cantidades iguales ; luego los poliedros restantes
tendréan sus diedros iguales.

2®Las caras gue pertenecian & los poliedros primiti-
vos continuaran siendo semejantes; las que han sido
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disminuidas de triangulos homdlogos resultaran seme-
jantes; en fm, las caras nuevas son también semejantes,
por caras homologas de los tetraedros semejantes que
hemos quitado; luego los poliedros restantes tienen sus
caras semejantes.

Visto esto, se puede operar sobre los poliedros res-
tantes del mismo modo que en los primitivos, y sepa-
rar un nuevo par de tetraedros semejantes.

Por este proceder se llegara & descomponer los dos
poliedros en un mismo nimero de tetraedros semejan-
tes y dispuestos evidentemente de la misma manera.

Advertencia. — |. Los tetraedros semejantes que
resultan de la descomposicion precedente se llaman te-
iraedros homdlogos.

Il. Se demostrara con facilidad la reciproca que dice :
Si dos poliedros se componen de un mismo ndmero de tetrae-
dros semejantes y semejantemente dispuestos, son semejantes.

Corolario. — De la semejanza de las caras homolo-
gas resulta la proporcionalidad de sus aristas homo-
logas; y de esta se deduce evidentemente la de sus
diagonales homologas, puesto que ellas son aristas ho-
mologas de piramides semejantes.

§ V. De los cuerpos redoados.

2til. En la Geometria elemental, & mas de los po-
liedros se consideran otros cuerpos limitados en todo o
en parte por superficies curvas; estos cuerpos son. ei
cilindro, el conoy la esfera. Se les designa también con el
nombre de cuerpos redondos.

262. Cilindro es un cuerpo engendrado por un rec-
tangulo ABCU (iig. 172) que gira al rededor de uno de
sus lados AB. Los lados AD y BC engendran circuios
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iguales, cuyos planos son perpendiculares a AB y (pie
tienen sus centros en los puntos A-y B..
El lado Gi) engendra una superficie curva
que recibe el nombre de superficie cilin-
drica. La recta AB al rededor de la cual
se: ejecuta el movimiento, se llama eje del
j-.cilindro. Los circulos Al y BG se llaman”
. éosel;y la longitud ABvque midela distan-
las dos bases,-aiiiira del cilindro.
Un cilindro puede considerarse- como un :prisma re-
guiar (2B3) cuya base fuese un poligono de un nimero
munito de lados infinitamente pequefios.
2Go. Llamanse cilindros semejantes ios que estan, en-
gendrados por rectangulos semejantes que giran al re”
dedor de doslados homologos..
Teorema. - Las bases de dos cilindros semejantes son-
entre sv como los cuadrados de sus alturas.
Porque, llamando R y r los radios de las bases. Hy i
SUS alturas, se tendra segun la definicion
R:r=:H ; h; dedonde R*: r = i /s
multiplicando por x los do& términos de la primera ra-
z6n resulta

«RN o h\
conforme con el enunciado del teore-
ma, puesto que las bases de los dos
cilindros tienen respectivamente por
medida xR* y xr*,
264." Cono es el cuerpo engendrado
por un triangulo ABC (fig. 173) que
err—i—itl gira al rededor de uno de sus catetos
AB. El lado BG engendra un circulo
cuyo-centro esla en B, y su plano es perpendicular &
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AB : la hipotenusa AG engendra una superficie curva
gue se llama superficie, conica

La recta AB alrededor da la cual se ejecuta el movi-
miento, se llama eje del cono ; al circulo BC su base ; al
punto k.vértice, y.4 la linea AC su generatriz. La longi-
tud AB que mide la :distancia del vértice & la base es la
altura del cono.

Un cono puede considerarse como una pirdmide regu-
lar (248) cuya base fuese un poligono de un ndmero
infinito do lados infinitamente pequefios.

26S..  Dos conos son .semejantes cuando estan engen-
drados por triangulos rectangulos semejantes que giran
al rededor de catetos homologos.

Teorema. — Las bases de dos conos semejantes son entre
si como los cuadrados de sus. alturas.

Igual demostracién que la del M 263..

266. Si en el tridngulo generador ;ABC, se traza DE
paralela & BG, esta recta describira, cuando, girerei
triangulo, un circulo cuyo centro-estara..en-l)  cuyo
plano seréd perpendicular al eje AB, y por consecuencia
paralelo al plano del circulo BC. La porcién: de cono
comprendida entre los circulos paralelos- BC y DE. se
Mama, tronco de-cono. Los dos cii'culos BG y DE-son las
aos bases del tronco de cono; leparte DB.de.eje.com-
prendida entre las dos-bases, y que.mide su distancia,
es la altura del tronco de cono; la porcion EG de la Ini-
potenusa generatriz ¢ lado.

Un tronco de cono se puede considerar .como, una pi-
rdmide regular truncada de bases .poligonales regu-
lares y de un numero infinito de lados infinitamente
pequenios.

Obsérvese.que el cono, deficiente AliE es semejante al
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cono total, por ser los tridngulos generadores ADE y
ABC semejantes.
267.  Esfera es el cuerpo engendrado por un semicir-
culo ACB (iig. 174) que gira al rededor de su didmetro
AB. Este cuerpo esta ter-
Nm minado por una superil-
cie Unica que se llama
swperficie esférica. Se de-
signa a menudo esta su-
perficie con la misma
palabra esfera; no obs-
tante el sentido en que
se habla indica siempre
si se trata de la superficie
0 del cuerpo geométrico que ella determina.

De la generacion de la esfera resulta que todos los
puntos de su superficie equidistan del centro O del se-
mi-circulo generador; por esta razon se le da el nom-
bre de centro de la esfera.

Se puede definir la superficie esférica diciendo que es
aquella que tiene todos sus puntos & igual distancia de un
punto interior llamado centro.

Lldmase radio toda recta que une el centro con un
punto de la superficie esférica ; segin lo que acabamos
de decir, todos los radios son iguales.

Lldmase diametro toda recta que pasa por el centroy
termina por ambos extremos en la superficie esférica.

Gomo cada diametro se compone de dos radios, re-
sulta que todos los diametros son iguales.

268. Teorema. — Un diametro cualquiera de la esfera se
puede considerar como su eje de revolucién,

En efecto, sea AB (fig. 174) un didmetro cualquiera.
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Por este diametro héagase pasar un plano; este plano
cortara a la superficie esférica, segin una linea curva
AGB que tendra todos sus puntos a igual distancia del
centro O ; luego esta curva serd una circunferencia cuyo
diametro sera AB. Por la misma linea AB hagase pasar
otro plano, el cual cortara 4la superficie esférica segin
una curva ADB que tendrd todos sus puntos & igual
distancia del centro O de la esfera; luego esta curva
serd también una circunferencia que tendra por diame-
tro AB y que por consecuencia sera igual & la AGB. Y
como el plano ADB es cualquiera, se ve que la esfera se
puede considerar engendrada por la revolucion del se-
micirculo al rededor de su didmetro AB.

269. Teorema.— Toda seccion de la esfera por un pla~
no, es un circulo.

En efecto, sea EFG (fig. 174) la curva determinada so-
bre la superficie esférica por su interseccién con un
plano. Del centro O de la esfera bajese & este plano,
una perpendicular Of ; tdmense sobre la curva EFG dos
puntos cualesquiera E y F, y Gnanse con 0 ycon |. Los
triangulos OIE y GIF son rectangulos en |, por ser 01
perpendicular al plano EFG ; por otra parte el lado Ol es
comun & los dos, y las hipotenusas OE y OF son iguales
por radios de una misma esfera ; luego son iguales y se
tiene E1= FI. Y como los puntos E y F son dos puntos
cualesquiera de la curva EFG, se deduce que esta curva
tiene todos sus puntos equidistantes del punto I; es de-
cir, que es una circunferencia cuyo centro es el pié |
de la perpendicular bajada desde el centro de la esfera
al plano secante.

Advertencia.—|. Cuando el plano secante pasa por
el centro de la esfera, la interseccion es un circulo

GKO&t.

»f .
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tiene por centro y por radio el centro y radio de la es-
fera. Pero si el plano secante no pasa por el centro de
la esfera, como el plano EFG por ejemplo, el radio El
del circulo de interseccidn, por ser perpendicular & 10
sera menor que la oblicua OE, y por consiguiente, me-
nor que el radio de la esfera.

Por esta razén, una seccion cuyo plano pase por el
centro de la esfera, se llama circulo maximo de la esfera,
mientras que si el plano de la seccibn no pasa por el
centro de la esfera, toma esta seccion el nombre de cir-
culo menor. Asi: ACB, ADB, CDH, son circulos maximos,
y EFG es un circulo menor.

Il. Los circulos menores disminuyen & medida que se
apartan mas del centro de la esfera. Porque el tridn-
gulo rectangulo OIE da

Ol®-fIER= UE"
y como el segundo miembro es constante para una misma
esfera, se ve que el término EI* deberd disminuir & me-
dida que OF* aumente; 6 lo que es lo mismo, que el ra-
dio IE del circulo menor, serd menor a medida que la
distancia Oi del plano de este circulo al centro de la es-
fera sea mayor.

270. Teorema.—Todo circulo maximo divide 4 la es-
fera en dos partes iguales.

En efecto, sea CDH (iig. 174) la circunferencia corres-
pondiente & un circulo maximo.

Inviértase la parte inferior de la esfera de modo que
ocupe una posicién analoga & la de la parte superiory
que las dos porciones coincidan segun la cireunierencia
CDH. En este movimiento, las distancias de los diferen-
tes puntos de la porcion inferior de la superficie esfé-
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rica al punto O, no habran variado; por consecuencia,
si las dos porciones no coincidiesen en toda su extension,
resultaria que habria puntos que distarian desigual-
mente del centro, lo que es contra la propiedad funda-
mental de la superficie esférica; luego es preciso'que
las dos porciones de superficie coincidan : luego son
iguales.

Advertencia. —Las dos mitades de superficie esférica
separadas por un circulo maximo, se llaman hemisfe-
rios.

271. Cuando se toma por eje de revolucién de una
esfera un didmetro cualquiera AB (fig. 174), el plano
trazado perpendicularmente a este eje por el centro O,
corta a la superficie de la esfera segiin un circulo méa-
ximo GDH que se llama ecuador. Los extremos A y B del
eje, se llaman polos. Los circulos determinados por pla-
nos paralelos al ecuador, se llaman circulos paralelos, 6
simplemente paralelos; tal es el circulo EFG. Los circu-
los determinados por planos que pasan por el eje, se
llaman circulos meridianos, 6 simplemente meridianos;
tales son los circulos ACB y ADB.

Todas estas denominaciones se han tomado de la geo-
grafia. El globo que habitamos se puede considerar
como sensiblemente esférico. La recta al rededor de la
cual ejecuta su movimiento de rotacién diurno, que da
por resultado el diay la noche, se llama eje de la tier-
ra; los extremos de este eje son los polos. El plano tra-
zado por el centro de la tierra perpendicularmente & su
eje, se llama plano del ecuador, porque cuando el sol
esté en este plano la duracion del dia es igual & la de la
noche para todos los puntos del globo. Todo circulo tra-
zado por el eje de la tierra, se llama meridiano, porque
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cuando el sol estd en este plano, es medio dia é media
noche para todos los lugares del globo por donde pasa
este circulo.

272.  Se Womd, casquete esférico a la porcion de super-,
ficie esférica separada por un plano. Asi, la porcion
de esfera que esta en la parte superior del plano EFG
(fig. 174), es un casquete esférico. Se puede suponer
engendrado por un arco de circunferencia AE que gira
al rededor del diametro AB y que pasa por uno de sus
extremos. La altura del casquete es la parte AB del gje
comprendido entre el polo Ay el centro | del circulo
menor que limita el casquete.

Se llama zona la porcidn de superficie esférica com-
prendida entre dos circulos paralelos; asi, la porcion
comprendida entre los circulos EFG y CDH, es una zona.
La alturade la zona, es la parte del eje comprendida en-
tre ios centros de los dos circulos paralelos.

Se llama segmento esférico el volimen comprendido
entre un casquete esférico y el plano que lo termina.
Este plano se llama base del segmento.

Llamase sector esférico el volumen engendrado por un
sector circular qué gira al rededor de uno de sus ra-
dios. Asi, EGA girando al rededor de OA engendrara un
sector esférico. El casquete engendrado por el arco AE,
se llama base del sector esférico.
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CAPITULO 111

DE LA MEDIDA DE LAS SUPERFICIES Y VOLUMENES

§ |I. De la medida de las superficies.

275.  Como todas las caras de un poliedro son poli-
gonos cuyas areas sabemos determinar, tendremos que
afadir poca cosa para completar esta parte.

Teorema. —EI &rea de la superficie lateral de un prisma
recio” es igual al producto de su altura por el perimetro de
su base.

En efecto; esta superficie lateral se compone de una
serie de rectangulos que tienen por altura la del prisma.
Si llamamos H & esta alturay B, B', B", B", etc., las ba-
ses de los rectangulos, 6 & los lados de la base del pris-
ma, se tendra que la superficie que se traia de valuar
tendra por expresion :

BX H+ B'XH+B" X H-f-etc,
o} (B-1-B'-I-If-fetc.)xH,
es decir, el producto del perimetro de la base por la
altura.

Aptlicacion. —¢Cuanta tela de 1,20 de ancho sera me®
nester para cubrir las paredes de un salon octogonal, cuya
altura es de y el ancho de cadapared 2",5?

La superficie total de las paredes es igual & la de un
prisma recto, cuya altura es de 3,24 y el perimetro de
su base 2"*5X8, 6 lo que es lo mismo, 20™. La expre-
sidn de esta superficie serd, pues, 3',24X20, 6 64" %80.
Bividiendo este Ultimo resultado por el cociente
Si"* serd la cantidad de tela pedida.
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274. Teorema.—El area de la superficie lateral de un
cilindro, es igual al producto de su altura por la circunfe-
rencia de su base.

Porque un cilindro se puede considerar como un
prisma recto cuya base es un poligono regular de un
ndmero infinito de lados infinilamente pequefios ; luego
el teorema precedente se podra aplicar & este caso, sus-
tituyendo en lugar del perimetro de la base del prisma,
la circunferencia de la base del cilindro.

Si designamos la altura por H y el radio de la base
por R, se tendra por expresién de la superficie SuRx H.

Apticacion. —Para determinar la cantidad de plancha
de hierro que se necesita para construir un tubo de 8"
de largo y 0",6 de didametro, se efectuara el producto

8 X0",6X3,1416;

el cual da 15"°,07968..., 6 aproximadamente Ib"“, 08.

270. Teorema.—EI area de la superficie lateral de una
piramide regular, es igual al producto del perimetro de su
base por la mitad de la perpendicular bajada desde el vér-
tice @ uno de los lados de dicha base.

En efecto ; esta superficie lateral se compone de una
serie, de triangulos isdsceles iguales : sea | la altura de
uno de estos triangulos, R la base de uno de ellosy n
el ndmero de triangulos. El area de uno de ellos, sera
igual 4~ ¢B; luego la superficie total estard represen-
tada por ~IBxn, 6~ fx Rn. Pero Bn es el perimetro
de la base ; luego la expresion anterior corresponde al
enunciado del teorema.

276. Teorema.—El &rea de la superficie lateral de un
cono es igual & la mitad del producto de la circunferencia de
su base por su generatriz.
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En efecto : tm cono se puede considerar como una
piramide regular, cuya base es un poligono regular de
un ndmero intnito de lados infinitamente pequefios.
Se puede, pues, aplicar el teorema precedente, obser-
vando que el perimetro de la base de la piramide se
convierte en la circunferencia de la base del cono, y que
la perpendicular bajada desde el vértice de la pirdmide
& uno de sus lados de la base, pasa & ser la generatriz
del cono.

Si se designa, pues, por R el radio de la base del cono
y por G su generatriz, la expresion de la superficie sera

|. 26R.G, 6 simplemente uRG.

Aplicacion.— Supongamos que la cubierta conica de
una torre circular tiene 8,5 de didmetro en su base, y
gue su generatriz tiene 6™4; la superficie de esta cu-
bierta sera

. e™4X8%,5X3,1416 O 85 “45...

277 Teorema.f drea de la superficie lateral de u
piram ide regular truncada” es igual & la sem isuma de los

perimetros de sus bases por la altura de una de sus caras

En efecto : esta superficie se compone de una serie de
trapecios iguales. Llamando, pues, B y 6 las bases in-
ferior y superior de uno de estos trapecios, Asu altura
y el nimero de caras, se tendrd que la expresion de
una de estas caras serd ™ (B+ ii) X A; luego la de la su-
perficie total sera { [iiJj-b)XhXn, que se puede escri-
bir asi, ~ {Bn4-;n)XA.

Pero Bn representa el perimetro de la base inferior
de la pirdmide truncada, y bn el perimetro de su base
superior; luego esta expresion corresponde al enun-

ciado del teorema.

a



200 SEGUNDA PARTE.

278. Teorema.—EI| area de la superficie lateral de un
cono truncado” es igual U la semisuma de las circunferen-
cias de sus bases multiplicada por su generatriz.

En efecto : un cono truncado se puede considerar
como una pirdmide regular truncada, cuyas bases fue-
sen poligonos regulares de un ndmero inflnito de lados
infinitamente pequefios. Se puede, pues, aplicar el teo-
rema precedente, con «olo observar que los perimetros
de las dos bases del tronco de pirdmide, deben reem-
plazarse por las circunferencias del cono truncado, y
gue la altura de uno de los trapecios que sirve de cara
lateral al tronco de piramide se convierte en la genera-
triz del tronco de cono.

Llamando Ry r & los radios de las bases, y r a la ge-
neratriz, se tendra por expresién de la superficie curva
de un cono truncado

I 2tR-j-2Tcr) .¢ 6 TIL (R-f-i-).c.

Aplicacion.—Imaginemos un estanque circular cuyo
muro forme talud ; la superficie lateral de este muro
sera la de un tronco de cono. Supongamos que los ra-
dios de sus bases son respectivamente 7™y G", y que la

generatriz tiene S* el area de la superficie del muro
sera

3,Ul6X(7"-{-6™)X3"" & 122" %52....

279. El area de la superficie lateral de un cono trun-
cado, se puede determinar de otros dos modos diferen-
tes que es Gtil conocer.

I.  El area de la superficie lateral de un cono truncado,
igual al producto de su generatriz por la circunferencia de
la seccion hecha a igual distancia de las bases y paralela-
mente 4 las mismas,*

€s
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En efecto, sea ABCD (fig. 175), el trapecio que engen-
dra el tronco de cono. Si se unen los puntos medios |
yH de los lados no parale-
los, la recta IH que resulta
serd paralela a las bases,

Y por consecuencia perpen-

dicular al eje AC. Diclia

recta al girar al rededor

de este eje, describird un

circulo perpendicular a este eje y cuyo centro es el
punto H. Ademas, la circunferencia de este circulo sera
igual & la semi-suma de las circunferencias de las ba-
ses, puesto que IH es igual & la semi-suma de las rectas
ABy CI) (*29); y como las circunferencias son entre si
como sus radios [(100), resulta que la circunferencia
gue tiene por radio IH, es igual a la semi-suma de las
que tienen por radios AB y GO. Pero el area de la su-
perficie lateral de un tronco de cono es igual a

(circunf. AB+ circunf. CD)xBB;
luego se puede también escribir
circunf. IHxBD,

que es lo que se queria demostrar.

Il.  El area de la superficie lateral de un cono truncado
ABGD (fig. 175), es igual al producto de la altura AC por la
circunferencia cuyo radio es la perpendicular 10 levantada
en el punto medio de su generatriz é interceptada entre este
punto y el eje.

Para demostrarlo, tracese BK paralela & AG; estas dos
rectas resultan iguales. Los triangulos BDK y IOH son
semejantes, por tener los angulos K y H iguales por
rectos, y los KBD y HIO iguales también por tener sus
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lados respectivamente perpendiculares : luego con sus
lados homologos se puede formar la proporcion

IH : BR= 10 : BD;
de donde IHxBD=10xBK=I0xAG.

Multiplicando ambos miembros por 2t resulta

27umxBD = 2TilOxAC.

Pero, segun Ja proposicion precedente, el primer
miembro de esta igualdad expresa la superficie del
tronco de cono; luego el segundo miembro, es decir, el
producto de la circunferencia cuyo radio es 01 por la
altura del tronco de cono, es una nueva expresién de
dicha superficie.

Advertencia.—La Ultima expresion se puede aplicar
al cono, puesto que subsiste por mas pequefia que sea
la base superior del tronco de cono, y por consiguiente
para el caso que se reduzca & cero, 0 lo que es lo mis-
mo, cuando eltronco de cono se haya convertido en cono.

280. Lema.—El Urea de la superficie engendrada por
una porcion de poligono regular ABGi) (fig. 176) que gira al
rededor del radio AO que pasa por
uno de sus extremos™ es igual al pro-
ducto de la circunferencia inscripta
por la parle de eje AO comprendida
entre el punto k y el pié P de la per-
pendicular bajada desde el otro ex-
tremo D sobre el gje.

Tracense las perpendiculares
BM, GN..., DP, al eje, y Unanse los puntos medios i, /t...,
/£ de los lados con O; estas lineas Oi, Oft.., Ok, serdn
iguales, y representaran el radio de la circunferencia
inscripta.
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La superficie engendrada por ABCD se compone de la
del cono engendrado por ACYy de la de los troncos de
conos engendrados por los lados consecutivos BC.,., CD.
Estas superficies parciales, segun lo anteriormente de-
mostrado (279 Il), vienen expresadas por

circunf. OiX AM, circunf. OhX MN....
circunf. OfcxNP.

Sumando estas cantidades y teniendo en cuenta que la
circunf, Oi se puede considerar como factor comin, una
vez que los radios Oi, OA..., Ok, soniguales, resulta por
expresion de la superficie total

circunf. 0¢X(AM-|-MN...,-i-NP),
0 bien circunf. OixAP
lo que esta conforme con el enunciado de la propo-
sicion.

281. Teorema.—El area de un casquete esférico es igual
al producto de su altura por una circunferencia maxima.

En efecto, un casquete esférico se puede considerar
como engendrado por una porcién de un poligono re-
gular cuyos lados fuesen infinitamente pequefios y en
ndmero infinito. En este caso la circunferencia inscrita
no seria otra cosa que la misma circunferencia del arco
generador del casquete esférico; y la porcién de eje
comprendido entre el extremo del arcoy el pié de la
perpendicular bajada desde el otro extremo sobre el
eje, seria la misma altura del casquete.

Luego si se designa por h esta altura, y por R el radio
del arco generador, 6 lo que es lo mismo, el radio de la
esfera, la expresion del area de la superficie del cas-

quete sera
2rRX h
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Corolario.—El area de una zona es igual al producto
de su altura por una circunferencia maxima.

En efecto, la zona comprendida entre los circulos EFG
y GDiF{fig. 174), es igual a la diferencia de los casque-
tes engendrados por los arcos AC y AE; luego la expre-
sién de esta superficie es

StRx AO—SuR x Al
d bien 2tR (AO—Al)
en fin SuR x Ol

Pero Ol es precisamente la altura de la zona; luego
esta expresion esta conforme con el enunciado del teo-
rema.

282. El area de una esfera es cuadrupla de la de un cir-
culo maximo.

En efecto, la expresion hallada para determinar el

if area de un casquete cual-

quiera, se podra aplicar

al caso de una semi-es-

fera, con solo observar

que la altura AO (fig. 177)

no es otra cosa que el

radio: luego la expresion

de la superficie de la se-

mi-esfera serd 2::RxR, 6

2«RR) y por consiguiente

la superficie total de la esfera 47rR* es decir, igual & 4

veces «R2, 6 lo que es lo mismo, & 4 veces la superficie
de un circulo méximo.

Aplicaciones.—I. Considerando el globo terrestre como
una esfera de radio igual & 636,62 miriamelrosy se pide su
superficie.
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La expresion de esta superficie es

4X3,1415926X(636"*,62)=

Efectuando las operaciones indicadas, resulta 5092961
miridmetros, y una fraccion que conviene despreciar.

IL La altura del casquete esférico que forma una zona
glacial, es de 52,65 miridmetros proximamente. ;Cudl es la
superficie de esta zona?

La expresion de esta superficie es

2X3,1415926X636™"-,62X52""-65.

Efectuando las operaciones indicadas, resulta 210600
miriametros cuadrados, con un error menor que un
miriametro cuadrado.

1. ¢Cudlserael radio de una esfera cuya superficie equi-
vale a 1 metro cuadrado?

Si la superficie de la esfera equivale a 1 metro cua-
drado, el area de un circulo maximo serd igual & su
cuarta parte 6 0"%25. Pero como el &rea de un circulo
es igual al producto del nimero ~ por el cuadrado de
su radio, resulta que dividiendo 0" %5 por 31415926,
se tendré el cuadrado del radio. Efectuando esta opera-
cién se halla 0-“,079577.., y extrayendo’ la raiz cua-
drada se obtendra por fin 0-',282 igual al radio pedido.

& li. De la medida de los volimenes.

285. Determinar el volimen de un cuerpo, es hallar
su relacién con otro volimen que se toma por unidad.
Se elige por unidad de volimen un cubo cuya arista es
igual @ 1 metro y al cual se le da el nombre de meiro
clbico. La valuacion de los volimenes pométricos se
reduce siempre a la de medidas de longitud.
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284. Teorema. Elvolimen de un paralelipipedo rec~
tprigulo”™ es igual al producto de sus tres dimensiones.

Sea MB (fig. 178) el paralelipipedo propuesto. El
enunciado que precede significa que, para obtener el
namero de unidades contenidas en este paralelipipedo,

es necesario buscar el niumero de unidades de longitud
gue contiene cada una de las tres aristas AB, AG, Al),
gue concurren en un mismo vértice, y multiplicar los
nameros que resulten entre si.

En efecto ; supongamos para fijar las ideas que la
arista AB contiene 4 veces 4 la unidad de longitud ab,
y que las aristas AC y AD la contienen respectivamente
5veces y 7 veces. Dividase AB en 4 partes iguales y por
los puntos de divisién tracense planos perpendiculares
4 AB; dividase también AG en 5 partes iguales, y por
sus puntos de division tracense planos perpendiculares
a4 AC, por ultimo, dividase AD en 7 partes iguales y por
los puntos de divisién tracense planos perpendiculares
4 AD.

El paralelipipedo MA quedard asi dividido en pequefios
paralelipipedos rectangulos que tendran por altura, an-
choy espesor, la unidad de longitud ah (226,250 co”l.).
Luego todos estos paralelipipedos rectangulos son cubos
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que tienen por arista la unidad de longitud, es decir,
gue son unidades de volumen; solo falta, pues, deter-
minar su ndmero.

Para ello, obsérvese que & lo largo de la arista AB
hay tantos de estos cubos pequefios como unidades de
longitud contiene AB; es decir, 4, los cuales forman
una especie de columna colocada horizontalmente. So-
bre la arista Alt se pueden considerar tantas de estas
columnas como unidades tiene Al), es decir, 7, las cua-
les forman una capa horizontal. En fin, & lo largo de la
arista AC podemos considerar tantas de estas capas pa-
ralelas como unidades tenga AG, es decir, 5, las cuales
componen el paralelipipedo propuesto. El nimero total
de estos cubos pequefios es, pues, el producto de 4 por
7y por 5, es decir, 140; luego el paralelipipedo pro-
puesto contiene 140 unidades de volimen.

Estos razonamientos son independientes del nimero
de unidades de longitud de cada una de las aristas.

Si la unidad de longitud no esta contenida un numero
exacto de veces en cada arista, es preciso recurrir &
unidades cada vez mas pequefias, hasta encontrar una
gue cumpla con esta condicion, lo que siempre se veri-
fica en la préctica.

Corolario. En el caso de que el paralelipipedo rectan-
gulo fuese un cubo, como las tres dimensiones son
iguales, bastard para determinar el nUmero de unida-
des de volimen que contiene, multiplicar el numero de
unidades de longitud contenidas en una de sus aristas,
tres veces consigo mismo.

Por eiemplo, si la arista del cubo contiene 2 unida-
des de longitud, el cubo contendra2x 2x 2,4 8 unida
des de volumen. Si la arista contiene 3 unidades de
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longitud, el cubo contendrd 3 X3 X 3, 0 27 unidades de
volumen; y asi sucesivamente.

Por esta razon, en aritmética seda el nombre de cubo
al producto de tres factores iguales.

Un centimetro tiene 10 milimetros, luego un centime-
tro cubico tendrd 10X10X10, 6 1000 milimetros cubi-
cos. Por la misma razén un decimetro cubico es igual &
1000 centimetros cubicos; un metro cibico & 1000 de-
cimetros cibicos; y asi sucesivamente.

Aplicaciones numéricas.— 1. j,Cudl es el volimen de
aire contenido en una sala rectangular que tiene 10,42 de
largo, con 7* 51 de ancho y 3*'85 dealio?

El volimen pedido, expresado en centimetros cubi-
cos sera el producto de los tres nimeros 1042, 751 vy
385, es decir, 301278670 centimetros cubicos: lo que
corresponde & soI"-""" O7osrta®

1. Un monten de madera tiene 13"4 de largo, 5" de at™
choy 7"2 de ato ;qué cantidad de madera hay en metros
clibicos?

Las tres dimensiones equivalen & 134", S0%«y 72";
luego el volumen del monton, expresado en decimetros
cubicos, sera 134X 50X72 & 482400“'«™™ Este nimero
corresponde a 482"-"N" 400" '

I11. ¢ Cual serd en hectolitros la cantidad de agua que
puede contener un deposito rectangular de 6°,4 de largo,
3™5 de ancho y 2'*7 de profundidad!

El volimen pedido, en decimetros cubicos, sera

64X 35X 27 6 60480"'®".

Este nimero equivale & 60480 litros,;6 a 604 hectolitros,
80 litros.
Advertencia. — El producto de las aristas AB y AD
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del paralelipipedo MB (fig. 179) expresa el area de su
base superior BD 6 también la de su base inferior. Para
“hallar, pues, la expresién del volumen de un paraleli-

pipedo rectangulo, basta multiplicar el area de su base
por su altura; es decir, que el nimero de unidades su-
perficiales de la base multiplicado por el nimero de
unidades lineales de la altura, dara el ndmero de uni-
dades de volimen del paralelipipedo propuesto.

Esto es lo que se quiere expresar cuando se dice que
el volimen de un paralelipipedo rectangulo es igual al pro-
ducto de su base por su altura.

Por ejemplo, si la base tiene 28 metros cuadrados y
la altura 5 metros, el volimen sera 28 x 56 140 metros
cubicos.

28S. Lema. — Dos
paralelipipedos que tie-
nen bases iguales é
igual altwra son equi-
valentes.

En efecto: sean AG
y A'G' (fig. 1s0) dos
paralelipipedos que
tienen las bases ABCD y ABCD iguales é igual al-

14
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tura. Concibanse las bases inferiores ABCD y ABCD'
colocadas en un mismo plano horizontal; las bases
superiores EFGH Yy ETG'H' estaran también en un mis-
mo plano horizontal, una vez que los paralelipipe-
dos tienen igual altura. Si en esta disposicion se traza
un plano horizontal cualquiera que corte & ios dos pa-
ralelipipedos, las secciones MNOP y MN'OP', por ser
respectivamente iguales & las bases ABCDy ABCD, se-
rén también iguales.

Esto supuesto, se pueden considerar los dos parale-
lipipedos, como compuestos de un mismo ndmero (un
ndmero infinitamente grande) de capas infinitamente
delgadas, formando otros tantos paralelipipedos rectos
que tienen una misma altura infinitamente pequefa y
cuyas bases son respectivamente iguales & ABCD 0 &
ABGD. Luego, estos paralelipipedos elementales son
iguales {250), de lo cual se deduce que los paralelipi-
pedos propuestos son equivalentes.

Advertencia. — Se obtiene una imagen sensible del
género de demostracion que acabamos de emplear,
cuando con un domind, fichas 6 cartas se hace un mon-
tén que tenga la forma de un paralelipipedo rectangulo
y luego después se le vuelve oblicuo sin cambiar evi-
dentemente su volumen.

Corolarios. — 1. Un paralelipipedo oblicuo cual-
quiera se puede transformar en otro paralelipipedo
recto equivalente, que tenga igual base é igual altura

1. Un paralelipipedo recto se puede transformar en
un paralelipipedo rectdngulo equivalente, que tenga
la misma altura y base equivalente. Porque, tomando
por base del paralelipipedo, su cara anterior, que es
un rectangulo, se podra considerar como un paraleli-
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pipedo oblicuo de base rectangular, y que segin el teo-
rema, se podra transformar en un paralelipipedo rec-
tdngulo equivalente. Si ahora se coloca el paralelipi-
pedo en su posicién primitiva, se vera que su nueva
base es un rectangulo equivalente & la que tenia antes.

I11. De los dos corolarios que preceden se deduce que
un paralelipipedo cualquiera, se puede transformar en
otro paralelipipedo rectangulo equivalente, que tenga
base equivalente é igual altura.

286. Teorema. — EI volumen de un paralelipipedo cual-
quiera es igual al producto de su base por su altura.

Porque siendo B su base y H su altura, se podra
transformar en otro paralelipipedo rectangulo equiva-
lente, que tenga una base equivalente & B y la misma
altura H. Y como la medida de este Gltimo es B x H,
resulta que el primero tendrd por medida la misma
expresion.

287. Lema. — Dos prismas que tienen bases iguales é
igual altura”™ son equivalentes.

Igual demostracion que la del n° 28i>, considerando
los dos prismas formados de un numero infinito de
prismas rectos y de altura infinitamente pequefia.

CoROLa Rlo.—Todoprisma trian-
gulares mitad de unparalelipipedo
de dupla base € igual altura.

Sea ABCEFG (fig, 181) un pris-
ma triangular. Complétense los
paralelogramos ABCD y EFGH, y
Gnase D con H. El cuerpo geomé-
trico asi determinado seraun pa-
ralelipipedo, puesto que sus seis caras son paralel6-
gramos. Este paralelipipedo tiene la base ABCD dupla.,-.

S\ W1
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del tridngulo y ademés la misma altura. Pero los dos
prismas ABCEFG y ACDEGH que le componen, tienen las
bases ABC y ACD iguales por mitades de un mismo pa-
ralelégramo, y por altura comun la del prisma; luego
son equivalentes. Por consiguiente cada uno de ellos,
y en particular el prisma propuesto, es la mitad del
paralelipipedo AG que tiene base dupla é igual altura.

288. Teorema. — EIl volumen de un'prisma triangular
es igual al producto de su base por su altura.

Sean By H la base y altura del prisma propuesto : el
volumen del paralelipipedo de dupla base é igual al-
tura sera 2B X H (286) ; luego el volumen del prisma
triangular que es igual & su mitad sera BX H, 6 lo que
es lo mismo el producto de su base por su altura.

289. Teorema. — EIl volilmen de un prisma cualquiera
es igual al producto de su base por su altura.

Porque todo prisma se puede dividir en prismas
de igual altura, por medio de planos diagonales trian-
gulares (24l) : luego si llamamos Il & esta altura y
B, B', B", etc., las bases de los prismas triangulares, la
suma de sus volimenes estard expresada por

BX H+ B X H+ B"X H+ etc,
@ por (B+ B'-hB"-t-etc.)xH.

Pero como el primer factor 6 la suma de las bases
de los prismas triangulares, forma la base poligonal
del prisma total, resulta, pues, que el volumen es igual
al producto de su base por su altura.

290. Teorema. — EI volumen de un cilindro es igual
al producto de su base por su altura.

Porque un cilindro se puede considerar como un
prisma regular, cuya base es un poligono de un nu-
mero infinito de lados infinitamente pequefios.
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Advertencia. — Si designamos por H la altura de
un cilindro, y por R el radio de su base, la expresion
de su volimen serd aR* H.

Apticaciones. — |. determinar el nolumen de vapor
que puede contener el cilindro de una maquina, sabiendo
que la altura de este cilindro es de 1,2 y el diametro de su
base 0™,6.

La expresion del volumen pedido sera

3,1415926X(0",3)*X1" 2.
Efectuando las operaciones indicadas resulta
0" 1339292, 6 202"

I1. ¢ Cudl sera el radio de un depésito cilindi‘ico de 3" de
profundidad, para que pueda contener 1000 hectdliiros de
agua”? *

Los 1000 hectolitros equivalen a 100 metros cubicos.
Dividase este volumen por la altura S" del cilindro y
el cociente 33"+3333 expresara la superficie del cir-
culo cuyo radio se pide. Dividiendo, pues, esta super-
ficie por X 6 3,1416, el cociente 1Q”,6103 sera el cua-
drado del radio; su raiz cuadrada ¢ 3*257 dara con
un error menor gque un milimetro el radio pedido.

2')1 Lema |. — Dos
tetraedros que tienen ba-
sesiguales € igualaltura,
son equivalentes.

Sean SABG y S'A'B'C'

(fig. 182) los tetraedros
cuyasbasesABCyA'B'C
suponemos iguales. Si
se consideran estas bases colocadas en un plano hori-
zontal, los vértices S y S' estardn situados en una mis-
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ma horizontal, puesto que los dos tetraedros tienen
una misma altura.

Ahora, si en esta disposicion, se cortan los dos te-
traedros por un plano horizontal, las secciones MNP
y MNP seran iguales.

En efecto, los tetraedros SMNP y SABG son semejan-
tes, por tener las tres caras que se relinen en S respec-
tivamente semejantes (245). Luego, si llamamos hyil
las alturas de estos tetraedros se tendra (244)

MNP : ABC=ft* : iP.
por una razon parecida, y observando al mismo tiempo
gue por tener los tetraedros SABG y S'A'B'C' por altura
comun H, los tetraedros SMNP y S'M'N'P' también ten-
dran por altura comun h, se tendra
MN'P' : AB'C' = 1P,

Y como estas dos proporciones tienen una razén co-

mun se deduce :

MNP : ABC= MNP : A'B'G',
) MNP : M'N'P":= ABC : A'B'G;
pero las bases ABG y A'B'G' son iguales; luego las sec-
ciones MNP y M'N'P' hechas por un mismo plano para-
lelo & las bases, son equivalentes; y como son seme-
jantes & las bases ABC y A'B'G' que son iguales entre si,
resulta que ellas son también iguales.

De todo lo cual resulta, que se pueden considerar los
dos tetraedros, como compuestos de un mismo ndmero
de capas infinitamente delgadas, formando otros tantos
prismas triangulares rectos, y respectivamente iguales
por tener bases iguales y una misma altura infinita-
mente pequefia ; por consecuencia los dos tetraedros
son equivalentes.
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292. Lema Il. — El volimm de un tetraedro es la tercera
parte del de un prisma triangular de igual base é igual
tura.

Sea SABG (fig. 183) un tetraedro cualquiera. Complé-
tense los paralelégramos ABSD y CUSE, y Unase D con E.
El cuerpo geométrico asi determinado
sera un prisma triangular, puesto que
sus caras laterales son paralelogra-
mos ; sus bases triangulos iguales por
tener sus tres lados respectivamente
iguales; y por ultimo estas bases son
paralelas por estar determinadas por
las rectas Sl), SE y BA, BG respec-
tivamente paralelas (227). Este pris-
ma triangular tiene la misma base ABC que el te-
traedro, y la misma altura; falta solo de mostrar que
el tetraedro es su tercera parte.

Para esto Unase A con E. El prisma triangular se
podra considerar como descompuesto en tres tetrae-
dros SABG, SAGB y SAEI).

Comparando los tetraedros SABG y SACE, se ve, to-
mando por vértice el punto A, que sus bases SBC y SGE
son iguales por mitades del paralelogramo CBSE : luego
estos dos tetraedros tienen bases iguales é igual altura,
luego son equivalentes (291).

Comparando también los tetraedros SACE y SAED se
ve, tomando por vértice comun el punto S, que sus
bases ACE y AEU son iguales por mitad de un mismo
paralelégramo ACED : luego estos dos tetraedios tie-
nen también bases iguales y alturas también iguales, y
por consecuencia son equivalentes.

De todo lo cual resulta que el prisma triangular ha
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guedado descompuesto en tres tetraedros equivalentes.
Luego uno cualquiera de ellos, SABG por ejemplo, sera
la tercera parte del prisma triangular ABCDSE que tiene
igual base y la misma altura.

295. Teorema. — El volumen de un tetraedro es igual
al tercio del producto de iu base por su altura.

Este enunciado significa que para obtener el nimero
de unidades de volimen que contiene un tetraedro, es
necesario multiplicar el ndmero de unidades superfi-
ciales de su base por el nimero de unidades de longi-
tud que tiene su altura, y dividir el producto por tres.

Para demostrarlo basta observar que un prismatrian-
gular de igual base € igual altura tiene por medida el
producto de esta base por esta altura ; luego el tetrae-
dro, que es su tercio, tendrd por medida el tercio de
este producto.

294. Teorema. — EIl volimen de una piramide cual-
quiera es igual al tercio del producto de su base por su al-
tura.

Porque toda pirdmide se puede descomponer, por
medio de planos diagonales, en tetraedros que tengan
la misma altura que dicha piramide (248); llamando,
pues, il & esta altura y B, B", etc. & los triangulos en
gue ha quedado descompuesta la base, se tendra por
expresion de la suma de los volumenes de los tetrae-
dros

BX ii-h~"B'XH 'B"x H-fetc-,
) i(BH-B'-f B"-t-etc.]xH.
Pero el primer factor expresa el area del poligono

que sirve de base & la piramide ; luego su volimen sera
guai al tercio del producto de su base por su altura.
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2915, Teorema. El volimen de un cono es igual al tercio
del producto de su base por su altura.

Porque un cono se puede considerar como una pi-
ramide regular, cuya base es un poligono de un nu-
mero infinito de lados infinitamente pequefios.

Advertencia. — Si designamos por H la altura del
cono y por R el radio de su base, la expresion de su
volimen sera | kR*H.

Apticacion. — ¢ CUél es el volimen de un cono cuya al-
tura es de 0™,50 y el radio de su base 0™,25?

La expresion del volimen pedido es

1X3,14159 X (0™25) X0"‘,50.
Efectuando las operaciones indicadas resulta

0"-%,03272489..., O 32'"*""y 725"" "mf*

con menos error que un centimetro cubico.

286. — Como todo poliedro se puede descomponer
en pirdmides, se obtendra su voliumen sumando los
volimenes de todas ellas.

297. Teorema. — EI volimen de una esfera es igual al
tercio del producto de su superficie por el radio.

En efecto, una esfera se puede considerar como com-
puesta de un numero infinito de piramides, que tienen
por vértice comun el centro de la esfera, y por bases
porciones infinitamente pequefias de su superficie. La
altura de cada una de estas pirdmides, se confundira
sensiblemente con el radio de la esfera, y por consi-
guiente, la medida de una de ellas, sera el tercio del
producto de su base infinitamente pequefia por el radio.
La suma de estas piramides, 6 el volimen de la esfera,
serd, pues, igual al tercio de-la suma de los productos
de cada base por el radio, 6 lo que es el mismo, al ter-
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cio del producto de la suma de las bases por el radio,
en fm, al tercio de la superficie esférica por su radio.
Advertencia. — Si R es el radio de la esfera, la ex-
presion de su superiicie serd 47R" (282); luego la
expresion de su volimen sera | x XR, 6| #R».
Aplicaciones. — |. ¢ Cual sera el voliumen de una bala
que tiene 22 centimetros de didametro?
Si el diametro tiene 22“™, su radio sera igual &
luego la expresion del volimen de la bala es

1X3,1416 X (11)*

Efectuando las operaciones indicadas se halla
557ceol.cub”293~ O 575cenl.tub 29 3“>fl-cub

Il. ¢(Cudl serd el didmetro de un depdsito que tiene la
forma de una semi-esferapara que pueda contener 50 hecto-
litros de agua?

Dividase la capacidad, SO*“*¢ S'-~-'-del depdsito, por
§X3,1416, y el cociente serd el cubo del radio del
deposito. Efectuando, pues, esta operacion, resulta

387318; luego la raiz cubica I*,3365 sera el radio
del depodsito. Su diametro 6 el duplo del radio serj,
pues, 2™,673.

298. Teorema. — El volu-
men de un prisma triangular
truncado ABCDEF (fig. 184), es
igual al producto de una de sus
bases por una media entre las
tres perpendiculares bajadas des-
de los vértices opuestos D, £, F,
4 esta base.

Tracese el plano AEG de
modo que corte las caras

yin-is4
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ABED y BOFE segun las rectas AE y EC; tracese también
el plano DEC de modo que corte la cara AGFD seguin DG.
El prisma truncado quedard asi descompuesto en los
tres tetraedros EABG, EACD y EGDF.

Designense por <, e, f, las perpendiculares bajadas
desde los puntos D, E, P, & la base ABC, prolongandola
si fuese necesario.

El tetraedro EABG tendra por medida ABCx” e.

El tetraedro EAGD, considerando su vértice en E y su
base AGD, es equivalente al tetraedro que tenga por
base AGD y cuyo vértice B esté situado sobre la recta EB
paralela & la base comun, porque tendran igual base é
igual altura. Pero el tetraedro BACD se puede conside-
rar como teniendo por vértice el punto 1)y por base
ABC; luego el volimen de este Gltimo serd igual al del
EAGD, y por consiguiente su expresién sera ABGxirf-

El tetraedro EGDF, considerando su vértice en Dy su
base CEP, es equivalente al tetraedro que tenga la
misma base CEF y su vértice A sobre una recta DA pa-
ralela & dicha base. Este tetraedro ACEF, tomando por
vértice el punto E y por base AGF, es & su vez equiva-
lente & un tercer tetraedro que tenga por base AGF y su
vértice en B, sobre una recta EB paralela a esta base.
Pero este Gltimo tetraedro BACF, se puede considerar
como teniendo por vértice el punto F y por base ABG;
luego su volumen que es también igual al del tetraedro
EGDF, tendra por expresion ABCx” /=

Sumando lastres expresiones que hemos hallado, ob-
tendremos por expresion del volimen del prisma trun-
cado

ABGx~"- fH-ABCx4 e+ ABCX
0 ABCX"
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Pero | (d+ e-l-/") es lo que se entiende por una me-
dia entre las tres cantidades d, e, f; luego la expresién
hallada estd conforme con el enunciado del teorema.

Corolarios.—|. Cuando las aristas AD, BE, CF, son
perpendiculares a la base ABC, estas aristas y las can-
tidades designadas por d, e f, seran iguales y se podra
decir, que un tronco de prisma triangular recto, es igual al
producto de la base perpendicular a las aristas laterales por
el promedio de estas tres aristas.

II. Si se corta un tronco de prisma triangular por un
plano perpendicular a sus aristas laterales, se le divide
en dos prismas rectos truncados que tienen por base
comun la seccion hecha ai prisma, la cual se llama
seccion recta. Sumando las expresiones de los volimenes
de estos dos prismas, se descubre con facilidad que el
volumen total es igual al producto de la seccion recta por el
promedio de las tres aristas laterales.

I11. Cuando el prisma triangular no es truncado, las
aristas laterales son iguales, y por consiguiente su pro-
medio es igual & una de ellas. Se puede decir en este
caso, que el volumen de un prisma triangular es igual al
producto de la seccién recta por una de sus aristas laterale™

209. Teorema.—El volumen de un tetraedro truncado,
es igual al tercio del producto de su altura por la suma de

sus bases y una media proporcio-
/ra nal entre ellas.

Sea ABCDEF (fig. 185) un te-
traedro truncado. Tracense los
planos AEC y DEC, y el tetrae-
dro truncado quedara descom-
puesto entres tetraedros EABC,

EACD y ECDF. Sea H la altura del tronco.
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El tetraedro EABG, considerando que tiene por vér-
tice el punto E y por base ABC, tendra por medida
i ABCXH, una vez que su altura es igual & la del
tronco.

El tetraedro EGDF, considerando su vértice en Gy su
base DEF, tendra por medida "UEFxH, porque su al-
tura también es la del tronco.

Tréacese El paralela & DA, y Unase | con G, y D con I.
El tetraedro EACD, tomando por vértice el punto Ey por
base ACD, es equivalente al tetraedro IACD que tiene la
misma base AGD y su vértice sobre una recta El para-
lela & esta base, y por consecuencia, alturas también
iguales. Pero el tetraedro IACD, considerando que tiene
su vértice en D y por base AIC, tendra por medida
~AICxH, ya que su altura es la del tronco.

El volumen del tronco tendra, pues, por expresion

i ABGXH-h”~, DEFxH-hA AICXH,
6 | H (ABG-(-DEF+AICI.

Solo falta, pues, demostrar que AIG es medio propor-
cional entre las bases ABC y DEF.

Para esto, obsérvese que DEy DF son respectivamente
paralelas a AC y AB (228), y que los angulos EDFy IAG
son iguales (208).

Tréacese IR paralela & BGy por consecuenciaa EF; los
angulos AIR y DEF seran iguales por tener sus lados
paralelos y dirigidos en un mismo sentido. Los triangu-
los AIR y DEF son iguales por tener el lado Al =DE por
partes de paralelas comprendidas entre paralelas, y
ademas los angulos adyacentes respectivamente iguales.

Pero los triangulos AIR y AIC que tienen un mismo
vértice | y sus bases en linea recta, tendran una misma
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altura, y seran por consecuenciaproporcionales con sus
bases; luego
AIK : AIC= AK : AC. [i]

Los tnanplos AIG y AliC que tienen igual altura, por
tener un mismo vértice y las bases en linea recta, seran
también entre si como sus bases; luego

AlIG : ABG Al :AB.

Pero, por ser IK y BG paralelas, se tiene

AK : AG=Al : AB.

Esta Ultima proporcién y las anteriores, fl] y [2]" tie-
nen sus segundas razones iguales; luego las primeras
también lo son, por consiguiente

AIK 6 DEE ; AlIG= AIO : ABC,
gue es lo que se queria demostrar.

000. Teorema. M-oolimen de una pirdmide truncada
es igual al tercio dd* producto de su altura por la suma de
sus bases y una media proporcional entre las mismas.

Sea ABCDEa&crffi (fig. i86J un tronco de piramide, y
sea SABCDE la piramide
total. Construyase un

. tetraedro SMNP que

| Uy. ¢86. tenga el mismo vértice

S, y una base MNP

equivalente al poligono

ABCDE, colocada en el

mismo plano de este po-

ligono. Prolénguese el

_ plano de la base supe-

rior abcde del tronco, el cual determinara en el te-

traedro una seccion mnp. Desde luego digo que esta
section serd equivalente al poligono abcde.
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En efecto : sea H la altura comin de las dos pirdmi-
des SABCDE y SMNP, y ft la altura comdn de las otras
pirdmides %abcde y Las dos piramides SABCDE y
~ahcde, son semejantes (2SO advert. I1); luego (249 co-
rolario 1)

abode : ABCDE=ft* : H*

Pero como los tetraedros S?nnp y SMNP son también
semejantes, se tendra también

mnp : MNP= ft' : H*
como esta proporciony la anterior tienen una razén co-
mun, resulta que

abode : ABCDE=innp : MNP,
0 abode : = ABODE : MNP.

Pero ABODE y MNP son equivalentes por hipétesis;
luego abode y mnp también lo seran.

Esto supuesto, tenemos que las piramides ABODE y
SMNP son equivalentes por tener Bases equivalentes é
igual altura (295, 294); por la misma razoén las pira-
mides %abcde y Smnp también lo son ; luego el tronco de
pirdmide ABGDEaécéde serd equivalente al tronco de te-
traedro MNPmnp.

Pero el volumen de este Ultimo es igual al tercio del
producto de su altura por la suma de sus basesy una
media proporcional entre ellas; luego el tronco de pi-
rdmide tiene la misma medida. Pero el tronco de pira-
mide tiene la misma altura que el tronco de tetraedro;
las bases del uno son respectivamente equivalentes a
las bases del otro, y por consiguiente lamedia propor-
cional entre las dos bases del tronco de piramide igu~AM
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& la media proporcional entre las bases del tronco de
tetraedro : luego el volumen del tronco de piramide
tiene por medida el tercio del producto de su altura
por la suma de sus bases y una media proporcional en-
tre las mismas.

Apticacion.— ¢CUal es la capacidad deun estanque de
paredes inclinadas™ sabiendo que el fondo es un cuadrado
cuyo lado esigual a 15; y que los bordes superiores forman
otro cuadrado cuyo lado tiene S, y su profundidad 2*?

Este deposito tiene la forma de una piramide trun-
cada. El area de su base mayor es igual a 16™x 16*, &
256" '5 la de la menor 15 X15“, 6 225" 5 y la media
proporcional entre estas dos bases es la raiz cuadrada
del producto 256X225, es decir, 16X15, 6 240" ® Luego
la expresion de la capacidad pedida es

1X2* (256" mf 225" & 240" 5
Efectuando las operaciones indicadas, resulta
480 ®,666....

501. Teorema.—El volumen de un tronco de cono, es
igual al lerdo del producto de su altura por la suma de sus
bases y una media proporcional entre ellas.

Porque un tronco de cono se puede considerar como
un tronco de pirdmide regular cuyas bases fuesen poli-
gonos de un ndmero infinito de lados infinitamente pe-
quefios.

Advertencia.—Llamando H & la altura de un tronco
de cono, R el radio de la base mayor y r el radio de la
menor, las areas de estas bases estaran respectivamente
expresadas por €®y.Tir". La media proporcional entre
estas bases, es la raiz cuadrada del producto
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O de 7r@RV, es decir, 7:Rr. Luego la expresion del volu-
men del tronco de cono es
I H @R +TtR) 6 xH @R+ + Rr).

Aplicacion.—¢Cudles la capacidad de una cubeta cuyo
fondo tiene 2” de didmetro, la parte superior 2™50 de dia-
metro y la profundidad de 1™50?

Se tiene que H =1",50; R=1'",25, y r=r*. Luego la
expresion de la capacidad es

AX3,1416X1"*50 L(I“. 25N+ (1“)“-{-I"\25 X1"*]
0 I X 31416 X X 3«'=8125,

Efectuando las operaciones indicadas, se hallara
5“4 088675, 6 lo que es lo mismo 59 hectolitros y 89
litros préximamente.

502. Teorema.—El volimen de un sector esférico es
igual al tercio del producto del area del casquete que le sirve
de base por el radio de la esfera.

La misma demostracion que la del n“297.

Advertencia.—Sea h la altura del casquete que sirve
de base al sector, y R el radio de la esfera. La expre-
sién del area del casque-
te [281) sera 2xRx/t;
luego el volumen del
sector estara expresado
por 2rtRx/iX aR, 0
por | xRVi.

505. Teorema. —El
volimen de un segmento
esférico esigual al produc-
to del &rea del circulo cuyo
radio es la altura del segmento, por el radio de la esfera
disminuido del tercio de la misma altura.

SeaAB (fig. 187) el eje del segmento; Al=ftsu altu-

GEOM ' 5
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ra; El=r el radio del circulo que termina el segmen-
to; AO= R el radio de la esfera; se tendra
Ol= AO—AT=:R—A.
Ademas, la linea EIl es media proporcional entre los
segmentos Al y Bl del didmetro AB, luego
Ei*=AIXIB 6 r~=~hx{m—nh).
Esto supuesto, el volumen engendrado por el sector
EOA tiene por medida (302)
|
El volumen engendrado por el tridngulo EIO, es igual
al voliimen de un cono, y por consiguiente sera
i ale*X Ol,
a I/t (2R—A) R—A).
El volimen del segmento que es igual a la diferencia
de los dos volumenes anteriores estara expresado por

| XRMi—i x/i (2R~~h) R— £)

6 AXA[2RAN— (2R—A) (R-A],
a Xt BRL—IP),
por fin X (R—i A),

conforme con el enunciado del teorema.

Apticacien.— Un depdsito tiene la forma de una semi-
esfera cuyo didmetro es de 3 metros; esta lleno de agua hasta
una altura de a partir del punto mas bojo; se pide la
cantiiad de agua que contiene.

El agua del depdsito forma un segmento esférico cuya
altura es de I™2. Luego la expresion de su voliimen
sera
31416. {I"2)" (1"B— O 3,1416X1"™A4X1-1.

Efectuando las operaciones indicadas, resulta
4" 976..., 6 49 hectblitros 76 litros proximamente.
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CAPITULO IV

DE LA COMPARACION DE LAS SUPERFICIES Y DE LA
DE LOS VOLUMENES

§ |. Comparacion ele superficies.
SO-i. Teorema.—Las superficies de dos poliedros seme-
jantes. son proporcionales a los cuadrados de dos aristas ho-

mologas cualesquiera.

En efecto: sea S la superficie total de un poliedro;
M, N, P, etc., las &reas de sus caras; A, B, C, etc., aris-
tas del poliedro correspondientes & cada una de sus ca-
ras ; sean también s, m, n, p, etc,, a, fc c, ele., las mag-
nitudes homologas de un segundo poliedro semejante

al primero.
Por ser los dos poliedros semejantes, sus caras ho-

mulogas también lo seran, y como las areas de los po-
ligonos semejantes son proporcionales con los cuadra-
dos de sus lados homdlogos, se tendra
M: m=A® : N;n=B" :6™NP: = etc. [1]
Por otra parte, de la misma semejanza de los polie-
dros se deduce la proporcionalidad de sus aristas ho-
mologas, luego
A:a:=B : &=C :c= etc,;
de donde AM: = = . = etc [2]
Luego las proporciones [1] tendran sus segundas
razones iguales, por consiguiente
M:m=N :n= V:p= etc;
de lo cual M-j-N+P+etc. : m-f-w-f-p-f-etc.=M : m,
0 bien S:5= M:m [3]
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De la primera de las proporciones [1] y de esta ulti-
ma, se deduce

y teniendo en cuenta la serie de razones [2], se puede
escribir

S:s= AR, = C :c*= etc,
que es lo que se queria demostrar.

503. Teorema.—Las superficies laterales de dos cilin-
dros semejantes son proporcionales & los cuadrados de sus al-
turas 6 a los cuadrados de los radios de sus bases.

Sean Sy ~las superficies laterales de dos cilindros
semejantes, Hy / sus alturas, Ry r los radios de sus
bases. Se tendra (274)

S= 2eRH y s~ %nrh;
de donde resulta la proporcién idéntica
S 27RH RH R H.

s MMl rfior A (1
pero por ser los cilindros semejantes, se tiene
R~H
r

Sustituyendo en la relacion [1] una de estas razones
por la otra, resulta

S R R R~

S r r r

S H H_ 5
n s~h~"h~hn

306. Teorema.—Las superficies laterales de dos conos
semejantes™ son proporcionales & los cuadrados de sus alturas
0 & los cuadrados de los radios de sxis bases.
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Se demuestra del mismo modo que el teorema pre-
cedente.

307. Teorema.—Las superficies de dos esferas son pro-
porcionales a los cuadrados de sus radios.

Sean Sy 5las superficies de dos esferas, Ry r sus ra-
dios, se tendra (282)

S=47R" y s= 4xr®
De donde la proporcion idéntica
S :s= HR®: 4xr,
suprimiendo el factor comdn 4x de la segunda razon,
resulta
S:s=

gue es lo que se queria demostrar.

§ Il. Comparacion de volimenes.
308. Teorema. —Los volimenes de dos tetraedros senor-
jantes, son propoi donales dios
cubos de sus aristas homulogas 6
a los cubos de sus alturas.
Sean SABG y sabe (fig. 188)
dos tetraedros semejantes, SH
y sh sus alturas.
Se ha visto (244) que
ABC : = . 7Th\
Se tiene también la propor-
cién evidente
NsH;  o/i= SH : sh
Multiplicando estas dos pro-
porciones ordenadamente, re-
sulta
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ABCX i SH : aéc X ~sh= HB®: sh\

Pero los dos primeros términos miden los volimenes
de los dos tetraedros; luego estos volimenes son entre
si como los cubos de sus alturas.

Si se coloca el tetraedro sabe sobre el tetraedro SABC
de modo que tome la posicién SA'B'G', se tendré que los
planos A'B'C'y ABC seran paralelos (244); la perpendi-
cular SH quedara dividida de manera que se podra for-
mar la proporcion

SH: SH'= SA:SA" 6 bien SH :sh= SA :sa;
dedonde m HR: fR= A®: @R

De lo cual resulta que los volimenes de dos tetrae-
dros, son entre si como los cubos de sus aristas homo-
logas SA y sa, y por consecuencia, como los cubos de
dos aristas homdlogas cualesquiera, una vez que son
proporcionales entre si.

509. Teorema. Los volimenes de dos poliedros semejan-
tes son proporcionales & los cubos de sus aristas homélogas.

Sean V el voliraen del primer poliedro, M, N, P, etc.
los volimenes de los tetraedros, en que se supone des-
compuesto (239), A, B, G, etc. aristas cualesquiera to-
madas respectivamente sobre cada uno de estos tetrae-
dros. Sean también v, m, n,p, etc, a, b, ¢, etc. las mag-
nitudes homélogas correspondientes a otro poliedro se-
mejante.

De la semejanza de los poliedros se deduce (260)

A:a=B:6 =C:c= etc;
de donde ~W : = @&: = et [1]

Por ser semejantes los tetraedros componentes re-
sulta, en virtud del teorema precedente, que
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M:m= A" :fi®@ N :ii= ®P:p= G®C;etc [2]
De estas proporciones y de la serie de razones igua-

les [1] se deduce
M:M= :n= P:p= etc.5

de donde

M+ N P-l-etc.t : m4-n+ etc.= M:w,
de donde V:iv= M:m,
y envirtud de la primera de las proporciones [Z]

V:iv= kM
por fin, teniendo en cuenta la serie de razones iguales
[1] se tiene
Viv=kKr: =W = 1 C = ete,

que es lo que se queria demostrar.

Corotario. — Si las aristas del primer poliedro son
2, 3,4,...., 10 veces mayores que las aristas homologas
del segundo, el volumen del primero es 8 27, 64......

1000 veces mayor que el voliumen del segundo.
510. Teorema. — Los volimenes de dos cilindros seme-

jantes son proporcionales a los cubos de sus alturas 6 & los
cubos de losf radios de sus bases.
Sean V y v los volumenes, Hy h las alturas, Ry r los
radios de sus bases : desde luego se tendra (290)
V="1R2Il y v — itr’h;
de donde se deduce la proporcion evidente

V uRMI RMH RA 11
v Th  h  x-h’ [

pero de la semejanza de los cilindros se tiene

K. !_|7, de donde R e

r 1
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Luego sustituyendo en la igualdad [1] en lugar de
una de sus componentes su igual, resulta

\ r r<’

v h~~ h™

511. Teorema. — Los volumenes de dos conos semejan-
tes son proporcionales & los cubos de sus alturas, ¢ & los cu-
bos de los radios de sus bases.

Se demuestra del mismo modo que el teorema pre-
cedente.

512, Teorema. — L0s volUmenes de dos esferas son pro-
porcionales a los cubos de sus radios.

Sean V y u los volimenes de dos esferas, R y r sus
radios, se tendra (297)

V=t#R y U= fihry
de donde se deduce la proporcion evidente
Viu= faRM: | in®
y suprimiendo el factor™ comin | # de la segunda ra-
zon, resalla
V :D= R*:
que es lo que se queria demostrar.

Corolario. — Si una esfera tiene un radio doble del
radio de otra, el volumen de la primera es 8 veces ma-
yor que el de la segunda; si es triplo ser4 27 veces
mayor; si décuplo 1000 veces mayor, y asi sucesiva-
mente.

515. Teorema. — Dosp7'ismas de igual altura son entre
si como sus bases; y dos prismas que tengan bases iguales 6
equivalentes son entre 5t como sus alturas.
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Sean V y Y' los voliumenes de dos prismas, By B' sus
bases, Hy H' sus alturas ; se tendra (U89)

Y=Bx H vy
de lo cual se deduce la proporcion, evidente
V:V'= BxH ; B'XH"
Ahora bien, si las alturas son iguales, se podran su-
primir sin que se altere la proporcion, y resulta
V:V'= B:B,
por la misma razon, si las bases son iguales 6 equiva-
lentes resulta
Y :Y'= H:H.

Corolario. — ESta proposicidn se puede hacer exten-
siva a los paralelipipedos y & los cilindros ; asi, por
ejemplo, un paralelipipedo rectangulo y un cilindro gve
tengan igual altura son entre si como sus bases.

Si al mismo tiempo las bases son equivalentes, el pa-
ralelipipedo rectangulo y el cilindro son equivalentes.

Aplicacion. — Se presenta en la practica el caso de
hacer un cilindro equivalente & un cubo, cuando se
trata de determinar las dimensiones de las medidas de
capacidad del nuevo sistema. En este sistema se ha
adoptado la forma cilindrica que es menos incomoda
gue la cubica. Para los aridos el cilindro tiene una al-
tura igual al diametro de su base.

Supongamos, pues, que se trata del hectolitro; sea R
el radio de su base ; la altura serd 2R; el volumen es-
tard, pues, representado por «<R*x 2R 6 27tR*. Este vo-
limen debe ser igual & 1 hectolitro 6 100 decimetros
cubicos; luego dividiendo este nimero GO por

6 2X3,1416,
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el cociente I5-=-m-"9I5 serd el cubo del radio. Extra-
yendo la raiz clbica, se halla para valor del radio
2’"\515; y por consecuencia 598 6 0“,503 por altura
del hectolitro.

314. Teorema. — Dos piramides de igual altura son
entre si como sus bases, y dos piramides de bases iguales 6
equivalentes son entre si como sies alturas.

Se denauestra del mismo modo que el teorema prece-
dente.

Corolario. Esta proposicion Se puede hacer exten-
siva & los conos. Asi, dos conos de igual base son entre si
como sus alturas; y dos conos de igual altura son entre si
como sus bases, 6 lo que es lo mismo, como los cuadrados
de los radios de sus bases.

riN
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