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PRIMEROS ELEMENTOS

DE G E O M ET R IA

INTRODUCCION
1. La G eometría , es la ciencia que trata de la forma de los cuerpos y de la medida de la extensión.Para estudiar la forma de los cuerpos, la Geometría hace abstracción de todas sus demás propiedades físicas, como son el peso, el color, etc.Entre las formas tan diversas que pueden tomar los cuerpos, la Geometría elemental solo considera las que son susceptibles de una definición simple, por cuya razón, se llaman formas ó figuras geométricas.2. Todo cuerpo ocupa una porción del espacio sin lí­mites que nos rodea.Está separado del resto del espacio por un limite que se llama su superficie.Para estudiar una superficie se suele hacer abstrac­ción del cuerpo al cual sirve de límite; una vez adqui­rida la nocion de superficie, se pueden concebir Slíperfi- , cies que no pertenecen á ningún cuerpo.GBOU.



Cuando dos superficies se encuentran, su intersección se llama linea. Una línea puede considerarse como el límite común de dos superficies que se encuentran. Para estudiar una línea se puede hacer abstracción de las superficies á las cuales sirve de límite’, y pueden concebirse líneas que no pertenezcan á ninguna super* ficie.Cuando dos líneas se encuentran, su intersección se llama -punto. Un punto puede concebirse sin las líneas á las que sirve de límite común, y también pueden concebirse puntos que no pertenezcan á ninguna línea.5. La extensión de un cuerpo se llama su volumen. La extensión de una superficie se llama su área. La ex­tensión de una línea se llama su longitud. Un punto no tiene extensión.Todo cuerpo tiene tres dimensiones, que son: longitud, 
latitud ó anchura y altura. Toda superficie tiene dos : 
longitud y anchura. Toda línea tiene una sola dimensión: 
longitud. Un punto no tiene ninguna dimensión.4. La mas simple de todas las líneas es la linea recta} un hilo tendido, si se prescinde de su grueso, nos da una idea bastante exacta de lo que es una línea recta, cuya definición es la siguiente: la linea recta es la linea 
mas corta que se puede tirar de un punto á otro.Esta definición supone que la línea recta es limitada, pero nada impide prolongarla idealmente mas allá de los dos puntos que le sirven de límites; y así es que al hablar de una linea recta, siempre se la considera como 
indefinida á menos que no se advierta lo contrario.Para abreviar, se dice á menudo una recta, en lugar de una linea recta.5. Llámase linea quebrada á toda línea compuesta de
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porciones de línea recta; estas porciones de línea recta se llaman los lados de la línea quebrada.Una línea quebrada cuyos lados son infinitamente pe­queños y en número infinitamente grande, ó, en otros términos, una línea tal que ninguna porción de ella, por pequeña que sea, no es rigurosamente recta, se llama una linea curva, ó simplemente una curva.La Geometría elemental, solo estudia la mas simple de las líneas curvas, que es la circunferencia de circulOf de la que hablaremos mas lejos.6. La superficie mas simple es la superficie plana ó simplemente el plano; la superficie superior de un agua tranquila y de poca extensión nos da el ejemplo de una superficie plana, cuya definición es la siguiente ; un 
plano es una superficie sobre la cual una linea recia puede 
aplicarse en todos los sentidos.Las superficies planas que hay que considerar en la práctica tienen, por fuerza, una extensión limitada; pero nada impide el considerarlas prolongadas idealmente en todos los sentidos ; y mientras no se advierta lo contrario, el plano debe siempre considerarse como una superficie indefinida ó sin límites.7, Llámase superficie quebrada á toda superficie com­puesta de porciones de plano, que son las caras de la superficie quebrada.Llámase superficie curva á una superficie quebrada cu­yas caras son infinitamente pequeñas y en número in­finito, ó, en otros términos, una superficie que no tiene ninguna porción rigurosamente plana, por pequeña que sea la porción que se considera.La Geometría elemental solo se ocupa de las superfi­cies curvas mas simples, que son : las superficies cilin­
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dricas, las superficies cónicas y las superficies esféricas.,de que hablaremos mas adelante.8. La Geometría se divide en dos partes principales, á saber : la G eometría  plana  y la G eometría  d e l  esp a­c io . La primera parte tiene por objeto el estudio de las propiedades de las líneas colocadas en un mismo plano, de las figuras planas ó superficies planas limitadas, y el medir las longitudes y las áreas que dependen de estas líneas y figuras. La segunda parte tiene por objeto el estudio de las propiedades de las superficies, de las formas de los cuerpos geométricos, y la medida de las áreas y de los volúmenes de estas superficies y de estos cuerpos geométricos.9. Llámase axioma  á  una proposición evidente por sí misma sin necesidad de ninguna demostración.Llámase teorem a  á una proposición que, por no ser evidente por sí misma, necesita ser demostrada. Para demostrar una verdad geométrica se necesita á menudo emplear puntos, líneas, superficies y hasta cuerpos au­xiliares, lo cual se llama hacer una construcción; y al conjunto de las construcciones y de los razonamientos necesarios para evidenciar el teorema, se da el nombre de demostración del teorema.El enunciado de un teorema consta siempre de una hipótesis ó suposición por lo menos, y de una conse­cuencia que se deduce de esta hipótesis; si sucede que esta consecuencia, tomada á su vez por hipótesis, da por consecuencia la primera hipótesis, se tiene entonces un segundo teorema llamado reciproco del primero. Por ejemplo, en este teorema de aritmética : todo número, ter­
minado por un guarismo par, es divisible por 2, la hipóte­sis es que el número esté terminado por un guarismo
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par, y la consecuencia que sea divisible por 2. Al con­trario, si se supone que el número es divisible por 2, se saca por consecuencia que está terminado por un gua­rismo par ; lo cual constituye un teorema recíproco del primero.Todo teorema no tiene necesariamente su recípro­co; por ejemplo, se sabe que: lodo número cuyos gua­
rismos tienen por suma un múltiplo de 9, es necesariamente 
divisible por 3 ; y es falso decir que cuando un número es 
divisible por 3, la suma de sus guarismos es necesariamente 
un multíplice de 9 (pues basta que sea un multíplice de 3). En tal caso se dice que el teorema reciproco es falso.Llámase postulado  á una verdad no tan evidente como un axioma, pero que lo es bastante para que se pueda admitir sin demostración.Llámase lem a  á un teorema preparatorio, destinado á facilitar la demostración de otro teorema mas impor­tante.Llámase corolario  á  una verdad accesoria que re­sulta de la demostración de un teorema.Un PROBLEMA es una cuestión que se trata de resolver fundándose sobre teoremas anteriormente demostra­dos. La solución de un problema exige, las mas veces, hacer operaciones gráficas, á cuyo conjunto se da el nombre de construcción.Los teoremas, postulados, lemas, corolarios y pro­blemas, se indican también con el nombre común de

proposiciones.10. Las líneas, las superficies, los cuerpos, se repre­sentan por medio de figuras.Los diferentes puntos de una misma figura se distin­guen unos de otros con letras del alfabeto colocadas al
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lado de estos puntos. Dícese pues : el punto A, el punto B, etc. (fig. 1)-Una línea se designa generalmente por las letras que corresponden á dos de sus puntos; así pues se dice: la línea AB, para indicar la que va del punto designado por A al punto designado por B. Cuando hay mu­chas líneas que unen á estos dos puntos, es necesario emplear para distinguirlas una tercera letra; por ejemplo, se dirá la línea ACB, la línea ADB, reservando la indicación AB para la línea recta que une á los dos puntos A y B.Las superficies y los cuerpos se indican de un modo semejante. Aveces una longitud, un área, iin volümen, se designan por una sola letra; esta convención debe indicarse siempre formalmente en el texto.Guando se han empleado ciertas letras A, B, C, etc., para indicar ciertos puntos ó ciertas magnitudes, si se quieren indicar puntos ó magnitudes análogas, se usan las mismas letras acentuadas, A', B', G', etc., las que se pronuncian A primera, B primera, C primera, etc., algu­nas veces se emplean las mismas letras marcadas con dos acentos, A", B'', G", etc., y se pronuncian A segun­
da, B segunda, G segunda, etc. Con tres acentos. A'", B", G”, etc., se pronuncian A tercera, B tercera, C tercera, etc.; y así sucesivamente.También se usan las letras minúsculas juntamente con las mayúsculas, y en este caso se distinguen colo­cando la palabra grande delante de las mayúsculas y la palabra pequeña delante de las minúsculas. Las expre­siones ABCD, ahed, se enunciarán pues; grande ABCD, pequeño ábed.
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i l .  En la Geometría, para abreviar, se emplean al­gunos signos usados en Algebra.El signo =  se enuncia iguala é indica la igualdad de las dos cantidades que separa. Así A — B, significa que la cantidad designada por A, es igual á, la designada por B.El signo se pronuncia maŝ  é indica la adición. Así A +  B, que se pronuncia : A mas B, significa A aumen­tado de B.El signo — , que se enuncia menos  ̂ indica la resta. Ejemplo : A — B, significa A disminuido de B.El signo X  indica la multiplicación y se enuncia mul­
tiplicado por :  Así A X  B, significa A multiplicado por B.El signo : se enuncia divididopor, é indica la división. Ejemplo : A : B, significa A dividido por B. También seindica la división de A por B, por la expresiónLos paréntesis {) representan el resultado de las ope­raciones indicadas sobre las cantidades que abrazan. Ejemplo: (A +  B — C )X D , significa que á A debe aña­dirse B, restar G de la suma obtenida, y que el resultado de estas operaciones debe multiplicarse porD.Las expresiones A*, AB , etc, indican la segunda po­tencia de la cantidad representada por A, la de la línea representada por AB, etc.Las expresiones A*, AB^ etc., indican también la ter­cera potencia de A ó de AB.El signo indica la raiz cuadrada de la cantidad
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colocada debajo de él. Así v^A xB  expresa la raiz cua­drada del producto de A por B.El signo y indica la raiz cúbica de la can



locada debajo de él. Así A X  B X  (Ì indica la raiz cú­bica del producto de los tres factores A, B y C.El signo >  se enuncia mas grande que ó mayor que, é indica que la cantidad colocada á su izquierda es mas grande que la que está colocada á su derecha. Así A ]> B significa que A es mayor que B.El signo <C se enuncia menor quê  é indica que la can­tidad colocada á la izquierda es mas pequeña que la cantidad colocada á su derecha. Así A <  B, significa que A es menor que B.El estudio de la Geometría no exige mas conocimien­tos preliminares que los de aritmética, en los que van comprendidas las proporciones y la extracción de las raíces cuadrada y cúbica.
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Nota. Los números colocados entre paréntesis ( )  indican las refe­rencias á proposiciones precedentes.



PRIMERA. PARTE
G E O M E T R I A  P L A N A

PRIMERA SECCION 
D E  L A S  L IN E A S

CAPITULO PRIMERODE LA LÍN EA RECTA, DE LAS LÍNEAS QUEBRADAS Y  D EL CÍRCULO.
§ I. De la línea recta.i 2 .  Axio m a .—de un punto á otro no se puede tirar mas 

que una linea recta: O en otros términos, entre las líneas que se pueden tirar de un punto á otro, no hay mas que una que sea la mas corta.15. T eorem a . —Dos rectas que tienen dos puntos comu­
nes A y B (fig. 2), coinciden en toda su extensión.Las dos rectas coinciden desde A hasta B en virtud del axioma que precede: y decimos que su prolongación coincide también, pues, si una de ellas tuviera un punto G que no estuviese situado sobre la otra, se *•podría hacer mover esta al rede- 1 5dor del punto A hasta que vi­niese á pasar por el punto C; como todos sus puntos, á excepción de A, habrian cambiado en este movimiento de colocación, las dos rectas dejarían de coincidir en B; y por lo tanto de A á C, se podrían tirar dos rectas di­



ferentes, lo que es imposible según el axioma que pre­cede. De consiguiente, todo punto tomado sobre una de las rectas, pertenece al mismo tiempo á la otra, y por lo tanto coinciden en toda su extensión.Corolario . — Dos puntos bastan para determinar la po  ̂
sicion de una recta,14. Ap l ic a c io n e s . —  1“ Todo el mundo sabe el modo de emplear la regla para trazar una recta que pase por dos puntos dados sobre el papel, un lienzo, un mU’  ro, etc.2* Los jardineros trazan una linea recta sobre el ter­reno, siguiendo con una estaca la dirección de una cuerda tendida y fija, por sus extremos, á dos puntos que sirven para determinar esta recta.Cuando se trata de trazar sobre el terreno una recta de una extensión considerable, se señalan un cierto nú­mero de puntos sobre su dirección por medio de Jalo­nes ó estacas colocadas de distancia en distancia: y esto es lo que se llama jalonear ó alinear una dirección. Cada jalón suele llevar, en su extremidad superior, una placa pintada de dos colores para poderlo distinguir
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desde lejos. Si A y B (fig. 3) son los jalones extremos, para determinar un jalon intermedio nos colocaremos fuera de la línea AB, de modo que el jalon B quede oculto por el jalon A, y se hace colocar un jalón C en­tre estos dos puntos, de modo que esté igualmente oculto por el jalon A.



G EO M ET R IA  P LA N A . 111S. Algunas veces hay necesidad de prolongar una recta ya trazada. Si se opera con la regla, basta colocarla de un modo que una parte de uno de sus bordes coin­cida con la recta trazada ; la otra parte del mismo borde determina la prolongación de esta recta. Con la cuerda la Operación es análoga. Si se trata de prolongar una recta jaloneada cuyos puntos A y C sean los últimos Ja­lones, colocándose en el punto A de modo que el jalon C esté cubierto, se hace plantar un jalon B mas lejos que el jalon C, de modo que el jalon B esté también cubierto por el jalon A. El punto B está sobre la pro­longación de AC.iO . La distancia entre dos puntos es la longitud de la recta que los une. Las longitudes son susceptibles de su­marse, restarse, multiplicarse y dividirse como las de­más magnitudes.Para hallar la suma de dos longitudes se tira una recta indefinida X Y  (fig. 4) y se marca un punto A; so-
r ^ .4 .

bre esta recta y partiendo del punto A, tómese con el compás una distancia AB igual á una de las longitudes propuestas, y luego, partiendo de B y en el mismo sen­tido, una distancia BG igual á la segunda longitud pro­puesta; la distancia AG será la suma pedida.Para determinar la diferencia entre dos longitudes dadas, tómese sobre la recta XY, partiendo desde el punto A, una distancia AG igual á la mayor longitud propuesta, y después partiendo del punto C, pero en



sentido contrario, una distancia dB igual á la mas pe­queña; la distancia AB será la diferencia pedida.Para multiplicar una longitud dada por un número entero cualquiera, 5 por ejemplo, basta colocar sobre la recta X Y , partiendo desde el punto Ay siempre en la misma dirección, 5 distancias iguales á la longitud dada: la distancia entre la extremidad de la quinta abertura de compás y el punto de partida A, será el producto pedido.Mas adelante veremos el modo de dividir una longi­tud dada en partes iguales.17. Medir la longitud de una recta es buscar su rela­ción con otra longitud tomada por unidad. Para hacer esta comparación,basta colocar la unidad sobre la recta que se ha de medir tantas veces como sea posible. Si queda un resto se evalúa con una unidad mas pequeña que tenga con la unidad principal una relación simple. Si esta segunda operación da todavía un resto, se eva­lúa por medio de otra unidad todavía mas pequeña; y así sucesivamente, hasta hallar un resto inapreciable, lo que sucede siempre en la práctica.Por el contrario, para medir distancias considerables se hace uso de múltiplos de la unidad principal.En España, en Francia y en varias otras naciones, la unidad lineal principal es el metro, ó sea la diezmiilo- nésima parte del cuarto del meridiano terrestre. Se subdivide en 10 decímetros ó décimos de metro; cada decímetro en 10 cenlimetros ó céntimos de metro; cada centímetro en 10 milímetros ó milésimos de metro.Una longitud de 10 metros forma un decámetro; 10 de­cámetros ó 100 metros hacen un heclómelro; 10 hectó- metros ó l,000 metros un kilómetro; 10 kilómetros ó
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g e o m e t r ì a  p l a n a . 1310,000 metros un miriámetro. Estas dos últimas unidades sirven para medir distancias geográficas.En Agrimensura se hace uso de la cadena de agri­
mensor (íig. 5), que se compone de 50 eslabones recti­líneos de dos decímetros cada uno, y por con­siguiente de un decámetro de longitud. En las construcciones se emplea una regla de dos me­tros de longitud dividida en decímetros y centí - metros (y á la cual se da el nombre de doble 
metro). En el dibujo lineal es mas cómodo adoptar el doble decímetro dividido en centí­metros y milímetros, y cortado á bisel de modo que un borde pueda coincidir con la línea que se debe medir.18. Las longitudes evaluadas en unidades y partes de unidad son números concretos con los cuales se pueden efectuar todas las opera­ciones aritméticas. Para obtener gráficamente el resultado, no hay mas que llevar sobre una línea indefinida el número de unidades y partes de unidad que exprese este resultado.Si, por ejemplo, se quiere tomar la quinta parte de una longitud dada, se mide primero | esta] longitud. Supongamos que sea igual á 8™,375; se toma el quinto de este número, ó sea 1“ ,675 ; se lleva sobre una recta indefinida 1 metro, luego 6 decímetros, en seguida 7 centímetros, y por último 5 milímetros.Para obtener la relación entre dos longitudes, se las mide y se busca la relación de los dos números obteni­dos. Si, por ejemplo, estas dos longitudes están expresa­das por l “ ,855 y 2"‘,597 su relación será la de i855 á



14 P R IM E R A  P A R T E .2597, (3 sea de 5 á 7 (dividiendo estos dos números por 371 que es su máximo común divisor.)§  II. De las lincas quebradas.19. Una línea quebrada plana se llama conmxa cuando una recta no puede cortarla mas que en dos puntos por mucho que se prolongue. Tal es la línea quebrada ABGD (fig. 6.) La línea quebrada ABGDP, por el contrario, no es convexa, porque una sola recta pue­de encontrar los tres lados AB, CD y DP.Teorema. — Si de mi punto A á otro D (fig. 6) y de un 
mismo lado de la recta AD, se tra­
zan dos lineas quebradas convexas ABGD y  AMNPD, de las cuales la 
una encierra la otrâ  la linea que­
brada externa ó envolvente será 
siempre mas larga que la interna ó 
envuelta.Para demostrarlo prolonguemos AB hasta I ,  y BG hasta 0 ;  por la definición de la línea recta tendre­mos (4) : AB +  B Í < A M -i-M I ,BG +  C O < B I  4 -IN  + N O , .CD <  CO 4 - OP +  PD.Sumando estas desigualdades miembro á miembro (lo que puede hacerse puesto que son de una misma es­pecie), suprimiendo ios términos Bíy CO, que entran en cada uno de los dos miembros, y observando que MN esigual á MI - f  IN y NP lo es á NO - f  OP, tendremos : AB -1- BG -h OD <  AM +  MN +  NP +  PD;que es lo que se trataba de demostrar.



G EO M ET R IA  P L A N A . 15C o r o la r io . — Siendo la demostración independiente del número y de la magnitud de los lados, la proposi­ción puede hacerse extensiva á las líneas quebradas de un número infinito de lados é infinitamente peque­ños; es decir, á las lineas curvas convexas. En este caso 
la curva externa ó envolvente es siempre mayor que la in­
terna ó envuelta.

§ III. p?l círculo.20. Se llama circunferencia de círculo á una curva 
plana cuyos puntos están igualmente distantes de otro inte­
rior llamado centro.La palabra círculo, rigurosamente hablando, no se aplica mas que á la porción de plano limitado por la circunferencia; sin embargo, para abreviar se da mu­chas veces el nombre de círculo á la circunferencia. En este caso, lo que precede ó sigue indicará si se trata de la curva ó del espacio.La figura 7 representa un círculo. El punto O es su 
centro. Las rectas OA, OB, OG, etc., dirigidas desde el centro á diferentes puntos de la circunferencia, se lla­man radios. Según la misma definición del ^círculo todos 
los radios son iguales.Toda recta, como AB, que pasa por el centro y ter­mina por ambos extremos en la circunferencia, se llama 
diámetro. Todo diámetro es duplo del radio, y por lo tanto todos los diámetros son iguales.Un círculo se indica por su radio, por su diámetro ó por su centro; así es que se dice el círculo OA, el cír­culo AB  ̂ó el círculo 0.' Sabido es cómo se traza un círculo por medio del



Ì 6 P R IM E R A  P A R T E .compás. Sobre el terreno se emplea, en lugar del com­pás, una cuerda tendida y fija por uno de sus extremos al centro, y llevando en el otro una estaca que sirve para trazar la curva.21. T eo rem a . .  — Todo diámetro AB {fig. 7) divide la 
circunferencia en dos partes iguales.En efecto, si se concibe que la fi­gura se dobla por la línea AB, y que su parte inferior AmB venga á apli­carse sobre la superior ACB, las dos partes deben coincidir en toda su extensión, porque de lo contra­rio todos sus puntos no equidista­rían del centro.22. Toda porción de circunferencia, como AMG, se llama arco de círculo; la recta AG, que une los dos ex­tremos del arco, se llama su cuerda. Se dice que la cuerda subtiende el arco, ó que este está subtendido por la cuerda.

Toda cuerda., como AG, que no pasa por el centro, divide 
la circunferencia en dos parles desiguales; porque una de ellas AmBG se compone de una semicircunferencia, mas el arco BC; y la otra AMB es igual á una media circun­ferencia AMGB menos el mismo arco BG.Esta consecuencia demuestra la recíproca de la pro­posición delnúm. 2 1 ; es decir, que toda cuerda que di­
vide la circunferencia en dos partes iguales es un diámetro.La misma cuerda AG subtiende á la vez dos arcos, AMG y AmBG. Guando se habla de un arco subtendido por una cuerda, se entiende siempre que se trata del menor, á menos que no se indique de un modo esplí cito lo contrario.



GEO M ETR IA  P L A N A . 17Íi5. T e o r e m a . — Toda cuerda AC (íig. 7) es mas pequeTia 
que el diámetro AB. Pues si se traza el radio OC, ten­dremos : AG <  AO +  OGy reemplazando el radio OC por su ¡igual OB, resulta : AC <  AO +  OB ó bien AC <  AB.

un mismo circulo  ̂ dos arcos 
están subtendidos por cuerdas

2 4 . T e o r e m a . — En 
iguales AB, xVB' (tig. 8) 
iguales.En efecto, sean AB y A'B' (fig. 8) los dos arcos iguales, tracemos por el punto medio ^C del arco AA' un diámetro CD, y dóblese la figura por dicho diámetro; las dos semi­circunferencias coincidirán. El punto M  caerá sobre A por ser los arcos GA' y CA iguales; y como los arcos A'B' y AB son también iguales, =ei punto B' caerá sobre B ; luego las rectas AB y A'B' que tienen los extremos comunes coincidirán y serán iguales.2 5 . T e o r e m a . — En una misma circunferencia, á ma­

yor arco corresponde mayor cuerda.Sea el arco AB (fig. 9) mayor que el arco A'C'; vamos á demos­trar que la cuerda AB es mayor que la cuerda A'B'. Para demos­trarlo, tomemos el arco AC igual á A'C'; su cuerda AC será igual á A’C' en virtud del teorema an­terior. Tirando.losradios OByOC,



18 P R IM E R A  P A R T E .este Último cortará la cuerda AB en un punto í, y tendremos : AI +  I C >  AC OI 4- IB >  OB.Sumando estas dos desigualdades miembro á miembro, y observando que Al -j- IB es igual á AB, y OI +  IG es igual á OC, tendremos :AB +  O C >  AG +  OBy como OCy OB son iguales, se pueden quit r de ambos miembros y tendremos :A B >  ACy por consiguiente AB >  A'Q',Ob se r v a c ió n . — En esta proposición se entiende que se trata del menor arco subtendido por la cuerda. Si se trata del mayor, es fácil ver que al mayor arco cor­respondería la menor cuerda.2G. De las dos proposiciones precedentes se deducen fácilmente sus recíprocos. Así pues,
Dos cuerdas iguales subtienden arcos iguales; porque si los arcos fuesen desiguales, sus cuerdas lo serian tam­bién. (23)
A mayor cuerda corresponde mayor arco; porque si los arcos fueran iguales, las cuerdas lo serian también (24), y si á la cuerda que se supone mayor correspondiese menor arco, la proposición del m 23 demostraría que la cuerda supuesta mayor, es realmente la mas pe­queña, lo que es contrario á la suposición.27. T eorem a . — Dos círculos de igual radio son iguales.En efecto, si colocamos los dos círculos uno sobre el otro, de modo que sus centros coincidan, las dos cir-



ciinferencias coincidirán también, pnes de lo contrario tendriaraos puntos de la circunferencia que no estarían á igual distancia del centro.Ob ser vacio n es . — I. Cuando dos circunferencias de igual radio están colocadas de modo que sus centros coincidan, si se las hace girar en cualquier sentido en su plano y al rededor de su centro, todas sus partes coincidirán durante el movimiento. pi circulo es la única curva que típne esta propiedad.lí. Las proposiciones de los números 2-5, y 30 sq aplican á los arcos tomados sobre circunferencias dis­tintas, pero de igual radio.28. Acabamos de ver que en un mismo círculo, ó en círculos iguales á arcos iguales, corresponden cuerdas iguales y recíprocamente. Esta consideración permite sumar, restar, etc., arcos de un mismo radio como si se tratase de líneas rectas.Para hallar, por ejemplo, la diferencia de dos arcos dâ t dos de igual radio, se describe con este mismo radio un arco indefinido AX (fig. lO.) Sobre este arco indefinido y partiendo del punto A, se pone una abertura do compás ABigualálacuer- da del mayor de los dos arcos dados; desde el punto B y en sentido contrario, se coloca una abertura de compás BG jgual á la cuerda del otro arco dado. Los arcos AB y BC son respectivamente iguar les á los dos arcos dados, puesto que tienen las cuerdas iguales á las (le (̂ ipliQs arcos, y están tra?ados CQp pl mismo radio: luego el arco AC será igual á su diferencia.

GEO M ETR IA  P E A N A . J 9



20 P R IM E R A  P A R T E .Para hacer un arco un cierto número de veces mayor, basta colocar sobre un arco indefinido, descrito con el mismo radio, un número de aberturas de compás igua­les á la cuerda del arco dado. Mas adelante veremos la división de los arcDs en partes iguales,29. Muchas veces se tiene necesidad de comparar un arco con la circunferencia de la cual forma parte. Para esto se supone la circunferencia dividida en 360 partes iguales que se llaman grados; cada grado en 60 partes iguales llamadas minutos; y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos. Para evaluar un arco en partes de la circunferencia á la cual pertenece, se enuncia el número de grados, minutos, segundos (y fracciones de segundo) de que se compone. Se dice, por ejemplo, un arco de 60 grados 51 minutos y 28 segun­dos, lo que se escribe del modo siguiente : 60® 51' 28".La cuarta parte de la circunferencia ó 90 grados se llama cuadrante.50. En el sistema decimal el cuadrante se divide en 100 grados, cada grado en 100 minutos, y cada minuto en 100 segundos .̂ Un arco evaluado de este modo se ex­presa inmediatamente por un número decimal ; de modo que para expresar un arco de 72 grados 16 mi­nutos 4 segundos le escribiremos : 728'‘,1604.Además, para reducir este número á otro de unida-1. Eq Francia se llaman degrés á los grados de la primera división ó sea la sexagesimal, y  grades á los de segunda ó ceniesimal. En España cuando se enuncian simplemente grados, minutos y segundos, se entien­de siempre que nos referimos á la división sexagesimal. Si queremos expresar la medida de un ángulo en grados de la segunda división, de­bemos añadir el adjetivo centesimoíá la palabra grado, minuto ó se­gundo. Así diremos, por ejemplo, un ángulo de 27 grados 38 minutos 
centesimales. Si no se añade este adjetivo centesimal se entiende que los 27 * 38’ se refieren á la  división sexagesimal.



des inferiores, basta correr la coma de dos lugares hácia derecha; así tendremos 72®% 1604 igual á 7216“ *“,04 ó 721604 segundos.A pesar de las grandes ventajas de la división cente­simal, la antigua ó sexagesimal es la única que se usa.Para reducir un número de grados centesimales á grados sexagesimales basta multiplicarles por puestoque 90“ sexagesimales equivalen á 100“ centesimales, ó 9 de los primeros equivalen á 10 de los segundos. Por ejemplo, les' 25 centesimales multiplicados por ^  dan 14“, 625 ó de grado sexagesimal, ó sea 14“ 37' 30".Recíprocamente, para reducir grados sexagesimales á grados centesimales basta multiplicar por Por ejem­plo, 14“ 37' 30" equivalen á 14“ 2250" ó 14“ puesto que un grado vale 3600". Reduciendo esta fracción á de­cimal, encontramos 14“625 que multiplicados p o r n o s  da 16“, 25 centesimales.
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CAPITULO IID E  L O S  Á N G U L O S
5 t. Hemos visto que dos rectas coinciden cuando tie­nen dos punios comunes (15). Guando no tienen mas que un punto común, se dice que se encuentran, que concurren ó que se cortan; y el punto común se llama su punto de encuentro, de concurso ó de intersección*Se llama ángulo la mayor ó menor abertura de dos rectas que se encuentran : estas rectas son los lados del ángulo, y su punto común es el vértice.Para designar un ángulo basta á veces indicar el



22 H R lM liK A  P A IÍT E .Vértice; y así es que se dice el ángulo A (íig; li)i Pero
i,. j. Como sucede á menudo que Va-

F i y .J l .  >  '  ■ , ,  , .nos ángulos tienen el mismo vértice, se ha convenido en de­signar cada uno'de ellos coíi  ̂ tres letras,, de las cuales una es la del vértice, y las otras dos se toman sóbrelos lados, cuidándose empero de que la del vértice esté en mediO; Así ea que se dice indistintamente el ángulo BAG ó el ángulo GAB,En la consideración de los ángulos nó 9e debe aten­der á la longitud de suS lados.Bos ángulos son cantidades susceptibles de sumarse, restarse  ̂ multiplicarse y dividirse como las oirás canti­dades. Así es que el ángulo AOC (lig. 12) es la siihm de los ángulos AOB y BOC; el ángulo AOií es la 
diferencia de los ángulos AOG y BOG: si los ángulos AOB y BOG son igua­les, el ángulo AOC es el producto de AOB por 2 ; y AOB es por el con­trario el cociente de AOC por 2.52. T eorem a . — Dos ángulos cualesquiera AOB, CO'i)(fig, 13) esláa enla mis­

ma relación que sus ar~ 
eos AB  ̂ CD descritos 
desde su vórticê  tomado 
como centrô  conun mis-Evalueraos los arcos AB y CD por medio de una unidad bastante pequeña á fin de que la contengan un número exacto de veces, lo



23que en la práctica llegará siempre á suceder. Para fijar las ideas supongamos que AB contiene 5 veces la uni­dad, y que CD la contiene 3; estos dos arcos estarán entre sí como 5 y 3.Después de haber dividido estos arcos en partes iguales á la unidad, tracemos por lodos ios puntos de división 9, í', los radios mO, nO, pO, (jO, rO', sO'; y decimos que los ángulos parciales ÁOm, «lOn, etc., COV, rO's, etc., son iguales. En efecto, consideremos, por ejemplo, los dos ángulos mOn y rO'  ̂ : si se hacen coin­cidir las dos circunferencias O y O' que tienen un mismo radio, y se las hace girar al rededor de su centro, que se ha hecho común, hasta que los arcos iguales mn y rs coincidan, los radios mO, y rO coincidirán también, puesto que tendrán las mismas extremidades, y lo mismo sucederá á los radios nO y ¿O'; luego los ángulos wiOn y rO's coincidirán y serán por lo tanto iguales. Del mismo modo se demostrará que un ángulo parcial cualquiera de los que forman AOB, es igual á cualquiera de los par­ciales que forman CO'D; luego lodos los ángulos par  ̂cíales son iguales : y como AOB contiene cinco ángulos parciales, y CO'D contiene tres; los ángulos AOB y CO'D están en la razón de 5 á 3; es decir, en la misma rela­ción que los arcos AB y CD; y se puede escribir :

G E O M E T R IA  P LA N A .

AOB : CO'D =  AB : CD.Los ángulos como AOB y CO'D que tienen su vértice en el centro de una circunferencia, se llaman por esta razón ángulos centrales; y la proposición precedente se enuncia generalmente diciendo que : en un mismo cir­
culo, ó en circuios iguales, los ángulos centrales son '

. 7 ............................................ . . . . .  í . j . ; ,  ■clónales á los arcos comprendidos éntre siis lados. A
tíf^



24 P h lM E K A  P A R T E .55. Del mismo teorema se deduce que todo ángulo en 
el centro tiene por medida el arco comprendido entre sus la­
dos : es decir, que si se toma por unidad angular el án­gulo central que corresponda á la unidad de arco, la relación de un ángulo central cualquiera con su unidad de medida, es la misma que la de un arco comprendido entre sus lados con su unidad de arco.Se toma por unidad angular el ángulo central que corresponde al cuadrante, y se le da el nombre de án­gulo recto. El ángulo recto se divide en 90 partes que se llaman grados, correspondiendo por lo tanto al arco de un grado. Cada ángulo de un grado se subdivide en 60 minutos, y Cada uno corresponde á un arco de un mi­nuto ; y por último, cada ángulo de un minuto se sub- divide en 60 segundos, correspondiendo cada uno á un arco de un segundo. Según esto, un áíJgulo de 68" \T 30" es el ángulo central que comprende entre sus lados un arco de 68“ 17' 30".54. Para medir los ángulos sobre una superficie de poca extension se emplea un instrumento llamado íraní- 
portador ó semicírculo graduado, el cual se componede un semicírculo de cobre, talco ó madera (fig. 14) cuya cir-cunferenciallaraa- da limbo está divi­dida en grados.Sea XOY el án­gulo que se ha de medir. Se coloca el instrumento sobre el ángulo de mo­do que su centrocaiga sobre el vértice O, y que el diámetro AB coincida



con la dirección OY de uno de los lados del ángulo. El lado OX cortará á la circunferencia exterior del tras­portador en un cierto punto M, y se nota el número de grados comprendidos entre los puntos A y M. El nú­mero de grados es la medida del arco AM, y por lo tanto la del ángulo propuesto.Sobre el terreno se hace uso de un instrumento lla­mado grafómetro (íig. 15) el cual se coloca sobre un trí­pode. Consiste en un semicírculo de metal graduado, provisto en su par­te inferior de una articulación que permite darle la posición que se desea. En los extremos de su diá­metro AB hay dos pequeñas abertu­ras llamadas pínulas, las cuales están divididas verticalmente por un hilo delgado. En el centro 0 está un quicio sobre el cual gira, con roce suave, una regla CD semejante á la regla AB y provista, como ella, de dos pínulas; esta regla se llama 
alidada.Para medir un ángulo por medio del grafómetro se coloca su centro sobre el vértice del ángulo y se coloca el plano del limbo horizontalmente. (Mas adelante vere­mos cómo puede efectuarse esta operación.) Se dirige la alidada fija ó sea el diámetro AB según uno de los la­dos del ángulo, y la alidada móvil en la dirección del otro lado; los hilos de las pínulas hacen el oficio de ja­lones. Hecho esto, no hay mas que leer sobre el limbo el número de grados comprendidos entre las dos ali­dadas.Cuando se debe operar sobre extensiones de terreno
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algo considerables, se reemplazan las dos pínulas por dos anteojos puestos el uno sobre la alidada fija, y el otro sobre la móvil.5iS. Problema. — Construir un ángulo igual á otro dn- 
gulo dado, CID (fig. 16). Sea XY  la recta dada, y 0 el puntd en donde debe construirse un ángulo igual áCID.' Desde el punto I, como centrti, con un radio arbitrario, descrí­base el arco CD; y desde el punto O, como centro y con el mismo radío descríbase el arco indefi­nido AM. Sobre este arco, y desde el punto A con una abertura de compás igual á la cuerda del arco CD, colo­qúese AB y únase A con B. El ángulo AOB será el án­gulo pedido, porque los arcos ABy CD son iguales por ser descritos con el mismo radio, y téner Sus Cuerdas iguales; y por consiguiente, los ángulos én el centro AOB y CÍD correspondientes á estos afcOs, son, pües, iguales también.Adverteñcía. — Repitiendo esta construcción es fácil hacer un ángulo igual á la suma ó á la diferencia de dos ángulos dados; y también hacer un ángulo dado un cierto número de veces mayor, 56. Cuando úna recta OG (fig. 17) encuentra otra AB, de modo que forma con ella y á un mismo lado dos ángulos AOG y BOG, estos ángu­los se llaman adyacentes.

2 6  MilMEUA PARTE.



T e o r e m a . — La suma de dos ángulos adyacentes es igual 
á dos rectos.En efecto, desdé el vértice O de estos ángulos, cbmó centro, descríbase con un radio cualquiera la semicir­cunferencia ACB : los ángulos tendrán por medida los arcos AC y BC, cuya suma es igual á dos cuadrantes. La suma de los ángulos propuestos equivale, pues, á dos rectos (53).' Co r o l a r io . — Cuando dos ángulos adyacentes son iguales  ̂
estos ángulos son rectos.tales son AOD y BOD.Ob s e r v a c io n e s . — b  Cuando dos ángulos adyacentes son desiguales, el uno es mayor que un ángulo recto, y el otro mas pequeño. El primero se llama ángulo obtuso, y el segundo úgudo. BOC es un ángulo obtuso, y AOG es Un ángulo agudo.2̂  Dos ángulos cuya suma es igual á dos rectos se Ila- 
vaiixisupkmeniarios; y cadauno sellama swp/emeuío del otro.Dos ángulos adyacentes son suplementarios.Dado un ángulo es fácil hallar su suplemento. Si se pide, por ejemplo, el suplemento de BOC, no hay mas ciue prolongar el lado GO, y el ángulo AOG obtenido de éste modo será el suplemento pedido.Si se da la medida deí ángulo, es fácil encontrar la de su suplemento, sabiendo que la suma de los dos es igual á 180“. Si un ángulo, por ejemplo, es de 31“ 47', el otro será de 180“ menos 31̂  47', es decir de 148“ 13'.57. B ec íprOCÁ del teo rem a  p r e c e d e n t e . — Si dos 
ángulos AOG y BÓG (fig. 17) que tienen el mismo vértice 0 
y Un lado común OG son suplementarios, sus lados exterio­
res AO y BO están én linea recta.Dorquo, si del punto 0 como centro, con un radio
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28 P R IM E R A  P A R T E .cualquiera se describe un arco ACB, este arco equival­drá á una semicircunferencia, puesto que la suma de los ángulos AOC y BOC equivalen á dos rectos; luego la cuerda que unirá los puntos A y B será un diámetro (22), y pasará por consiguiente por el centro 0 ; luego AO y BO están en línea recta.3 8 . T e o r e m a . — La suma de todos los ángulos sucesivos AOB, BOC, COD, DOE (fig. 18) construidos á un mismo lado
de una[recta AEy y teniendo
por vértice un mismo punto O de esta recta, es igual á 
dos ángulos rectos.Porque, si desdeel pun­to 0 como centro, y con un radio cualquiera, se describe una semicircunferencia ABODE, los ángulos AOB, BÜG, COD, DOE, tendrán res­pectivamente por medida los arcos AB, BC, CD, DE, cuya suma es igual á dos cuadrantes. La suma de estos án­gulos es, por lo tanto, igual á dos rectos.5 9 . T e o r e m a . — La suma de todos los ángulos sucesivos AOB, BOC, COD, DOE, EOA (fig. 19) 

construidos al rededor de un mismo 
punto O, equivalen á cuatro ángu­
los rectos.En efecto, si desde el punto O como centro, con un radio cual­quiera, se describe una circun­ferencia, los ángulos tendrán respectivamente por medida los arcos AB, BC, CD, DE, EA, cuya suma es igual á cuatro cuadrantes; la suma de estos ángulos equivale, pues,á cuatro rectos.

i



r.EO M ETH IA P IA N A . 2940. T e o r e m a . — Cuando dos rectas AB y CD {fig. 20) se 
cortan mùtuamente, los ángulos 
opuestos por el vértice son iguales.En efecto, la suma de los án­gulos AOC y COB equivalen á dos ángulos rectos (5C) ; y lo mismo sucede con la suma de los ángulos COB y BOD. Siendo estas dos sumas iguales se puede escribir :AOC-h COB COB +  BOD.Suprimiendo en ambos miembros COB, resulta AOC= BOD.Del mismo modo se demuestra que COB es igual á AOD.

CAPITULO IIIP R O P IE D A D E S R E L A T IV A S  Á  L A S P E R P E N D IC U L A R E S

FÍJ.2.

§ I. De las perpendiculares.41. Dos rectas se llaman perpendiculares entre sí cuandoforman un ángulo recto. Tales son las rectas AB y CD ¡(ñg- 21) que forman el ángulo recto AOC. rEn este caso es fácil de comprender que los otros tres ángulos formados por estas rectas son también rectos. Porque, si AOC es recto, lo será BOG por ser su suplemento (50); y los ángulos BOD y AOD son respectivamente iguales á los primeros por serles opuestos por el vértice (40).42. Mas adelante indicaremos el medio rigoroso para trazar perpendiculares entre sí. En la práctica se hace



\
USO de un instrumento llamado íseuadra. Se compone de dos reglas cuyos bordes se encuentran 4 ángulo recto ((jg. 22}. Cuando con ayuda de este ¡ns- Irumento, se quiere llevar una perpendi­cular á una recta, y que pase por un punto dado fuera de la recta, ó sobre la recta misma, se hace coincidir con la recta el borde de una buena regla, se apoya contra este borde uno de los lados de la escuadra y se la hace resbalar sobre dicha regla hasta que el otro lado pase por el punto dado; entonces se emplea de este lado como regla para trazar la perpendicular pedida.Por falta de escuadra y sobre todo en dibujos de pequeñas dimensiones, se puede emplear una hoja de papel doblado cuidadosamente en cuatro plie­gues.También se pueden trazar perpendiculares por medio del semicírculo graduado, puesto que este instrumento • permite construir ángulos de 90“.

AZ. Sobre el terreno se pueden levantar perpendiculares por medio del grafómetro; pero mas comunmente se emplea \di escuadra 
de agrimensores (fig. 23). La parle esencial de este instrumento consiste en cuatro pí­nulas colocadas en las extremidades de dos rectas que se cortan á ángulo recto; estas pínulas están generalmente practicadas en una especie de caja redonda ú octogonal. Está caja se articula sobre su eje, terminado’por un pi­
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G E O M E T R IA -P L A N A . 3 iquete de hierro por medio del cual se fija el instrumento sobre el terreno.Si se quiere, por medio de este instrumento, Uvan  ̂
'tar una perpendicular á la recta AB (fig. 21) en el punto O, se coloca la escuadra en el punto O, y se la hace gi­rar hasta que la dirección de dos pínulas opuestas sea la de la línea AB; la dirección de las otras dos pínulas es la de la perpendicular pedida, y no hay mas que co- locar un jalón en esta dirección.Si por el contrario se quiere bajar una perpendicular desde un punto dado C á una recta AB, se coloca un ja­lón en el punto C, si es que en este punto no haya nada que pueda servir de objetivo. Se coloca la escuadra so­bre la dirección AB, de modo que dos pínulas opuestas estén en esta dirección, y se hace correr el instrumento en esta dirección hasta que mirando por las otras dos pínulas se vea el jalón C cortado longitudinalmente por los hilos reunidos de estas pínulas. El punto 0, en donde se halla la escuadra, pertenece á la perpendicular pe­dida, la cual se halla entonces determinada por los dos puntos C y 0.T e o r e m a . — Por un mismo punto no se puede trazar 
á una recta mas que una pprpendicular.Supongamos que se trata de un punto O (fig. 17) to­mado sobre una recta AB. Del punto O como centro, y con un radio cualquiera, descríbase una semi-circun- ferencia. Si OD es una recta perpendicular á AB, los ángulos AOD y BOD serán iguales; y por consiguiente lo serán también los arcos AI) y BD, y el punto D estará en medio de la semi-circunferencia ADB; y como no hay mas que un punto J) que pueda estar en medio de la semi-circunferencia, y del punto D al punto O no se



puede trazar mas que una recta, resulta que solo hay una recta que pase por Ü y 0.Supongamos en segundo lugar que se trata de un punto O (íig. 24) situado fuera de la recta AB, y sean, si es posible, OG y OD dos perpen­diculares á esta recta. Hagamos gi­rar la íigura COD alrededor de AB hasta que venga á colocarse en CO'B. El ángulo O'CD será igual á OCD, y por consiguiente recto, por­que se ha supuesto que OC es per­pendicular á AB. Siendo estos dos ángulos suplementarios, sus lados externos O'G y OG están en línea recta (57). Y  como podríamos hacer el mismo raciocinio con O'D y OD, resultaria que del punto 0 al punto 0' se podrían trazar dos líneas rec­tas, lo que es imposible. Luego desde el punto 0 no se puede trazar á la recta AB mas que una perpendicular.43. Toda recta, como 01), se llama oblicua con rela­ción á la perpendicular OG.T e o r e m a . — Si por un punto O {Qg. 24) fuera de la recta AB, se traza á esta recta una perperidicular OG y una obli- 
cua OD, la perpendicular será mas corla que la oblicua.En efecto, si se repite el movimiento indicado en la demostración precedente, se verá que 0'G =  0G, que 0'D =  0D, y que OGO' es una línea recta; Como esta recta 00' es mas corta que la línea quebrada OD-f-DO, tendremos queOG, que es la mitad de 00', será tam­bién mas corta que la línea OD que es la mitad de O D -f DO'.Corolario I . — Recíprocamente, si una recta OG es la
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GEO M ETR IA  P L A N A . 33
mas corta que se puede trazar desde el punto O á la recta AB, será perpendicular á esta recta.Porque, de no ser así, se podría bajar desde el punto O una perpendicular á AB, y en virtud del teorema ante­rior, esta perpendicular seria mas corta que OG, lo que es contrario á la hipótesis.Corolario  U. — La mas corta distancia de un punto duna 
rectUj es la perpendicular bajada desde este punto á la recta.A d v e r t e n c ia . —El punto C se llama pié de la per­pendicular OC, y el punto D pié de la oblicua OD.4 6 . T e o r e m a . — Si por un punto 0  (fig. 25) fuera de 
una recta AD se trazan dos obli­
cuas OB y  OD tales que el pié 
de laperpendicular CO esté igual­
mente distante del pié de cada 
oblicua, estas oblicuas son igua­
les.En efecto, si se hace girar la figura OCD al rededor de OG, la recta CD caerá sobre CB por ser los ángulos OCD y OCB iguales por rectos; y como CD =  CB por hipóte­sis, el punto D caerá sobre B. Las rectas OD y OB que tienen las extremidades comunes coincidirán; luego son iguales.47. T eorem a . — Si por un punto O (fig. 25) fuera déla 

recta AD se trazan dos oblicuas cualesquiera, la que se separe 
mas del pié de la perpendicular es la mayor.Supongamos primero que se trata de las oblicuas OA y OB situadas de un mismo lado de la perpendicular OG. Hagamos girar la figura sobre AD hasta que el punto O venga á colocarse en^p^ y tendremos 0'B =0BGEOM. — “t



0’A = O A . Como la linea quebrada envolvente ó ex­terna OA-l-AO' es mas larga que la línea quebrada en­vuelta ó interna OB-HIO' (19), resu.ltaque OA mitad de OA-f-AO' es mayor que OC mitad de OB-f-BO'.Supongamos en segundo lugar qne se trate de las oblicuas OA y 09 situadas una á cada lado de la per­pendicular, y admitamos que CA sea mayor que CB. Tomemos sobre la recta CB=CD y unamos los O Y B. Esta oblicua OB será igual á OD en virtud de la proposición precedente; pero en virtud de la primera parte del teorema OA es mayor que OB ; luego OA es también mayor que OD.48. De las dos proposiciones precedentes resultanlas dos recíprocas siguientes :I . Si por un punto fuera de una recta se trazan dô  obli­
cuas iguales, el pié de la perpendicular estará igualmente
distante del pié de cada oblicua.II. Si por un punto fuera de una recta, se trazan dos obli­
cuas desiguales, el pié de la mayor se separará mas del pié 
de la perpendicular que el pié de la menor.49. 'í'eorewa. — Toáoslos puntos de la perpendicular (fig. 26) levantada en el punto medio de la recta AB están
igualmente distantes de los extremos de esta recta.Porque, sea O uno de estos puntos; si unimos O con A y B, las rectas OA y OB serán dos oblicuas iguales (4G), pues GA =  CB. Luego el punto O está á igual distancia do los extremos A y B.90. Teorema. — pwnío K (íig. 26) situado fuera 
de la perpendkular CD levantada en el pwnto medio de
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la recta AB dista desigualmente de los extremos de esta 
recta.Si se une K con A y B, una de estas rectas KA, por ejemplo, cortará la perpendicular en un punto O. Uniendo O con B, tendremos KB <  KO +  OB ; y como OB es igual á OA en virtud del teorema que precede, se puede escrib irK B < K O + O A , ó bien K B < K A .B l. De las dos proposiciones que preceden resultan las dos recíprocas siguientes :I. Todo punto equidistante de los extremos de una recta, 

pertenece á la perpendicular levantada en su pumto medio.II. Todo punto que diste desigualmente de los extremos de 
una recta, está situado fuera de la perpendicular levantada 
en su punto medio.Las proposiciones directas {49 y BO) y sus reciproca­tici) se reasumen ordinariamente diciendo que : la per­
pendicular levantada en el punto medio de una recta es el 
lugar geomètrico de todos los puntos del plano equidistantes 
de los extremos de esta recta.1>2, T eo rem a . — wna recta CD(fig. 21) itene dos de sws 
puntos G y D equidistantes de los extremos de otra recta AB,
Id primera recta es perpendicular sobre el medio de la se­
gunda.En efecto, los puntos C y D están igualmente distan­tes de los extremos de AB ; luego pertenecen á la per­pendicular levantada en su punto medio (31); y como dos puntos bastan para determinar una recta, esta per­pendicular será la misma recta CD.

 ̂ n. Propiedades del círculo que dependen de las perpendiculares.
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oo. Teo rem a . — El punto medio de un arco, el de su



cuerda y el centro del árenlo están sobre una misma per­
pendicular d esta cuerda.Sea C (fig. 27) el medio de un arco AB. Puesto que los arcos CA y CB son iguales, sus cuerdas lo serán también; el punto C está pues á igual distancia de los puntos A y B. Por otra parte, el punto O centro del círculo está igualmente distante de A y B. Si se traza la linea OG, esta recta tendrá dos de sus puntos á igual distancia de los ex­tremos de la cuerda AB, y por consiguiente le será per­pendicular en su punto medio (S2).C O R O L A H I O .- P o r  un mismo punto no se puede trazar mas que una perpendicular á una misma recta (44). Deaquí resulta; .

1" Que si del centro O de una circunferencia seiaja una
perpendicular á una cuerda AB, dividirá á la cuerda y al 
arco que subtiende en dos partes iguales.

2“ Que si se levanta una perpendicular en el punto medio I de una ¡cuerda AB, esta perpendicular pasará por el cen­
tro V por el punto medio del arco subtendido por la cuerda. 84. P roblema . — Por tres puntos A, B y C (flg. 28) que 

no estén en linea recta, hacer pasar 
una circunferencia de árculo.Únase A con B y B con G; las rectas AB y BG serán dos cuer­das de la circunferencia pedida. En los puntos medios de estas cuerdas levántense las perpendi­culares mm' y nn': estas perpen­diculares pasarán por el centro (35 corol. 2“) y se cortarán en dicho punto. Desde su
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punto de intersección O, y con unradio igual á OA, des­críbase una circunferencia, y pasará por los tres pun­tos A, B y G.Fácilmente se puede comprender a posteriori lo que acabamos de exponer, si se observa que el punto O, por pertenecer á la perpendicular levantada en el punto me­dio de AB, está igualmente distante de A y de B; y per­teneciendo* también á la perpendicular levantada en medio de BG, equidista también de B y de C ; de donde resulta que dicho punto está igualmente distante de los tres puntos A, B y C.C o r o l a r i o . —Para hallar el centro de un círculo ó de un arco dado, tómense tres puntos sobre este círculo ó sobre el arco, y determínese el centro de la circunfe­rencia que pase por estos tres puntos.A d v e r t e n c ia . ■— Si los tres puntos dados estuviesen en línea recta, las perpendiculares mm' y nn' no podrían encontrarse, porque si ellas se encontrasen, se podrían bajar desde e* __ Je intersección dos perpendicu­lares sobre una recta, lo que es imposible (A-i).Así pues, es imposible hacer pasar una circunferencia 
por tres puntos en linea recta. O, en otros términos: una 
recta no puede tener mas que dos puntos comunes con una
circunferencia.T eo rem a . — Una recta AB (fig. 29) perpendicular á la extre­
midad de un radio OC, no puede 
tener mas que un punto común con 
la circunferencia.Sea OD una recta cualquiera trazada desde el centro 0 á un punto D de la recta AB; esta recta OD, por ser obií-
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cua, será mayor que la perpendicular OG. El punto D dista mas del centro que el punto G, y se halla por consiguiente situado fuera del círculo. Y  como puede decirse otro tanto de cualquiera otro punto de la recta AB diferente de C, se sigue que la recta no puede tener con la circunferencia mas punto común que el punto G.O b se r v a c io n e s . I. —Una recta que toca de este modo á la circunferencia, es decir, que no tiene cón ella mas que un punto común, se llama tangente á esta circunfe­rencia; y el teorema precedente puede enunciarse de este modo : toda perpendicular en el extremo de un radio 
es tangente á la circunferencia.La circunferencia, á su vez, se llama tangente á la recta. Su punto común se llama punto de tangencia ó de contacto.II. Una recta que encuentra una circunferencia en dos puntos, ó en otros términos, una cuerda prolon­gada, se llama secante con relación á esta circunferencia, la cual a su vez se llama secante con relación á la recta. Se dice también que la recta corta la circunferencia y vice-versa.SO. R ecípr o ca  d e l  teorem a  a n t e r io r . — Toda tangente AB {fig. 29) á una circunferencia O, es perpendicular al ra­
dio OG en el punto de contacto.Pues, todo punto D de esta recta, diferente del punto C, estando situado fuera del círculo, el radio OG me­dirá la distancia mas corta desde el centro á la recta, y será por lo tanto perpendicular á esta recta (4S cor. 1®).Corolario . — La comparación de las dos proposiciones precedentes demuestra que, por un punto tomado sobre 
una circunferencia  ̂ no se puede tirar mas que una tangente;
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y esta será la perpendicular levantada al extremo del radio que va al punto dado.3 7 . P r o b l e m a . — P o r  un punto fy'o k  ( fig . 30) tomado 
fuera de una circunferencia O, 
trazar una tangente ú esta cir­
cunferencia.Por el punto A y por el cen­tro O trácese la recta AC.Desde el punto A como centro, y con un radio igual á OA descríbase un arco indefinido OE. Llevemos sobre este arco, y á partir del punto O, una abertura de compás OD igual ai diámetro BG de la circunferencia dada, lo cual será siempre posible, porque OB, siendo menor que OA, BG que es el duplo de OB es menor que el duplo de OA, es decir, menor que el diámetro del círculo OA (25). Unase D con O y la recta DO cortará á la circunferencia dada en un punto I; la recta AI será la tangente pe­dida.En efecto, siendo DO igual á BG, el radio OI es la mi­tad de DO; la i’ecta AI trazada desde el centro A de la segunda circunferencia á I, punto medio de la cuerda DO, es perpendicular á esta cuerda (o3) y por consi­guiente perpendicular al extremo del radio OI de la cir­cunferencia dada, y por lo tanto tangente á esta circun­ferencia.Ad v e r t e n c ia . — Por la otra parte de AG se puede ha­cer una construcción igual, de modo que el problema admite dos soluciones Aí y Al'.
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§  III. De las circunferencias secantes y  tangentes.38. Dos circunferencias no pueden tener mas que dos puntos comunes sin coincidir ; porque si tuviesen tres, la construcción del n® 34 hace ver que tendrían el mismo centro y el mismo radio. Dos circunferencias que solo tienen dos puntos comunes se llaman secantes\ si no tienen mas que un punto común se llaman tan­

gentes, y el punto común punto de tangencia ó de con­
tado.39. T e o r e m a . — Si dos circunferencias O y  C ( f ig . 31) 

tienen im punto común A fuera 
de la linea OC, que une sus cen­
tros, han de tener necesaria­
mente otro punto común.En efecto, haciendo girar la figura OAG sobre OC, hasta que el punto A venga á colo­carse en A', tendremos evi­dentemente A'O igual AO, y por lo tanto el punto A' pertenecerá á la circunferencia 0 ; del mismo modo tendremos A'G =  AG, luego el punto A' pertenecerá á la circunferencia C. El punto A' es por consiguiente un segundo punto común á las dos circunferencias.A d v e r t e n c i a . — Si dos circunferencias O y  G se cortauy 

la linea que une los centros 0 y G es perpendicular á la 
cuerda común AA' en su punto medio.Porque, la recta OC tiene dos puntos O y G equidis­tantes de los extremos AA' (32).Corolario . — Si dos circunferencias se tocan  ̂ el punto 
de contacto está sobre la linea que une sus centros.



G EO M ET R IA  P L A N A . 41Porque, si el punto común estuviese situado fuera de la línea de ios centros, ha­bría un segundo punto co­mún ; las circunferencias serían entonces secantes y no tangentes.60. De lo que precede se deducen ciertos caracteres que sirven para apreciar la posición relativa de dos circunferencias.I. Si dos circunferencias son externas una á otra (fig.^32), 
la distancia de los centros es mayor que la suma desús radios.En efecto : OG =  O A-f-AB-I-BG, y por lo tanto O G>OA-[-BG.II. Si dos circunferencias son ta n g en tes  exteriorm ente  (fig. 33), la distancia de sus cen­
tros es igual á la suma de sus ra­
dios.Porque estando situado el punto de contacto A sobre la línea de los centros (39 cor.)OC =  OA-f-AC.III. Si dos circunferencias son secantes (fig. 31), /a distan­
cia de los centros es menor que la suma de los radios^ pero 
mayor que su diferencia.Porque en el triángulo OAC se tiene 1“ O C < O A  +  AG (4), y 2“ O A <O G ~ f AG,de donde resulta que OA — AC <  OC.IV. Si dos circunferencias son tangentes interiorm ente  (íig. 34), la distancia de los centros es igual á la diferencia 
de los radios.



42 Porque, estando situado el punto de contacto sobre la línea de los centros, tendremos OG =  AC — OC.V. Si una de las dos circunfe­
rencias es interior á la otra (fig. 35), 
la distancia de los centros es me­
nor que la diferencia de los ra­
dios.En efecto,OC =  O A ~ B G ~ B A , y por consiguiente0 C < 0 A  — BG.

P R IM E U A  P A R T E .
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§ IV. Problemas relativos á las perpendiculares.G l. Problem a  I. — Levantar una perpendicular á una 
recta AB (ílg. 36) en un punto dado O.Tómense sobre la recta AB y desde el punto 0 doslongitudesiguales OB y OB'; desde los puntos B y B'como centros, y con una abertura de compás mayor que OB,  ̂ descríbanse dos arcos decirculo que se cortarán en un punto G (GO); únanse los puntos G y O, y se tendrá la perpendicular pedida.Porque, sise uniesen CB y CB', estas distancias serían iguales; el punto C pertenece pues á la perpendicular levantada en el punto medio O de la recta BB' (SI); luego CO es esta perpendicular.
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62. Problema  II. — un punto O (fig. 37) fuora 
do uno, recta AB, bájese á esta una perpendicular.Desde el punto A como ^centro, y con una abertura de compás igual á AO, des­críbase una circunferencia.Desde el punto B y con una abertura de compás igual á BO, descríbase una segunda circunferencia. Estas dos circunferencias que tienen un punto común O, fuera de la línea que une sus centros, se cortarán en un segundo punto O' (^9); únanse 00', y se tendrá la perpendicular pedida. Porque la recta AB tiene dos puntos A y B equi­distantes de los extremos de 00' (52).

60. Problema IíI. — Dividir una recta dada AB (fíg. 38] 
en dos partes iguales.Desde los puntos A y B como centros, y con un radio mayor que la mitad de AB, descrí­banse dos arcos de círculo que se cortarán en un punto G (60) de los mismos centros; y con la misma aber­tura de compás, descríbanse otros dos arcos que se cortarán en un punto G'.Unanse G y C' y esta recta cortará a la AB en un punto l ,  el cual será punto medio de la recta AB.Porque, estando cada uno de estos dos puntos G y C' equidistantes de los extremos A y B, pertenecen á la perpendicular levantada en el punto medio de esta recta (51); luego GG' es esta perpendicular, y el punto I en donde corta á la AB es el punto medio de esta recta.

Fí :̂ 38.
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Co r o l a r io . — La misma construcción sirve para levantar 
una perpendicular en el punto medio de una recta dada, sin 
que sea necesario determinarle antes.6 4 . P r o b l e m a  IV. — Dividir un arco dado AMB (fig. 39) r en dos partes iguales.Trácese la cuerda AB, y en me­dio de esta cuerda levántese la perpendicular CC' (63 cor.); y esta perpendicular pasará por el punto medio M del arco dado (33 cor. 2®), Ad v e r t e n c ia . — Para la ejecu­ción no hay necesidad de trazar la cuerda AB.63. P r o b l e m a . — 5° Dividir un ángulo dado MOV (fig. 40) en dos partes iguales.Desde el vértice O como centro, y con un radio cual­quiera, descríbase el arco AB; de los puntos A y B, y con un radio mayor, á la simple vista, que la mitad de la cuerda del arco AB, descríbanse dos arcos de círculo que se cortarán en un punto G • únase O con C, y la recta OC divi • dirá el ángulo MON en dos partes iguales MOC y NOC.En efecto, por construcción, los puntos O y G están cada uno á igual distancia de los puntos A y B; la recta OG será, pues, perpendicular en su punto medio á la cuerda AB (32); luego pasa por el punto medio I del arco AB (53). Los arcos AI y BI son iguales, y por consiguiente los ángulos en el centro AOI y BOI también lo serán (52).O b s e r v a c io n e s . I. En la ejecución no hay necesidad de trazar la cuerda AB.
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G EO M ET R IA  P L A N A . 45II. La recta OC que divide al ángulo MON en dos par­tes iguales, se llama bisectriz de esle ángulo.
CAPITULO IV .P R O P IE D A D E S R E L A T IV A S  A  L A S  P A R A L E L A S .§ I. De las paralelas.

I

C6. T eo rem a . — Dos rectas AC, BD (fig. 41) •perpendi­
culares á una tercera X Y , no 
pueden encontrarse por mucho 
que se las prolongue.Porque, si se encontrasen en algún punto, habria desde este punto, trazadas dos per­pendiculares á una recta, lo que es imposible^(44).Ad v er t en cia . — Dos rectas i--------i------ ^ -------vque, estando situadas en unmismo plano, no pueden encontrarse por mucho que se las prolongue, se llaman rectas paralelas.El teorema precedente puede enunciarse de este mo­do : Dos rectas perpendiculares á una tercera, son paralelas 
entre 5Í.67. Postulado .  — Si sobre una recta X Y  (fig. 41) se 
levanta una perpendicular BD y una oblicua AE, estas dos 
lineas suficientemente prolongadas se encontrarán.Esta proposición que, sin tener la evidencia de un axioma, puede admitirse sin demostración, es conocida bajo el nombre de Postulado de Euclides, y sirve de base á la teoría de las paralelas.6 8 . R ecípr o ca  d e l  teo rem a  66. —  Si dos rectas AG,



46 P RIM E RA  P A R T E .BD (fig. 41) son paralelas  ̂ toda recta XY  perpendicular á 
una de ellas BD, es perpendicular á la otra AC.Porque si X Y  no fuese perpendicular á AC, esta recta AC le seria oblicua, la cual, en virtud del postulado, encontraría á la perpendicular BD, y no le seria por tanto paralela: lo cual es contrario á la suposición.6 9 . P r o b l e m a . — Por un punto A  (fig. 41) fuera de una 
recta BD, trazar una paralela á esta recta.Del punto A bájese sobre BD la perpendicular AB; en el punto A levántese la AC perpendicular á AB; la recta AC será paralela á BD (66).Ad v e r t e n c ia . — En el punto A de una recta AB, solo se puede levantar una perpendicular AC; cualquiera otra recta, tal como AE, le seria oblicua, y encontrada á la BD; por lo tanto, por un punto dado fuera de una recta., 

no se le puede trazar mas qu,e una paralela.7 0 . T e o r e m a . — dos paralelas están equidistantes en 
to la su longitud.En otros términos: si de los dos puntos G y D (fig. 42) tomados á la distancia que se quiera sobre una de lasdos rectas paralelas AB y CD, se bajan perpendicula­res sobre la otra, estas per­pendiculares CA y BD serán iguales.Para demostrarlo, llevan- temos en I medio de AB la perpendicular IH. La recta IH siendo perpendicular á AB lo será también á su paralela CD (68). Esto sentado, hagamos girar la figura IBDH sobre IH hasta colocarse en lACH. Siendo los ángulos en I rectos, la recta IB to­mará la dirección de lA ; y como IB es igual á lA, el



G EO M ET R IA  P L A N A . k lpunto B caerá en A. Los ángulos en B y en A siendo rectos, la línea BD tomará la dirección AG, y el punto D caerá sobre algún punto de AC. La línea HD tomará la dirección HC, por ser los ángulos en H rectos, y el punto D caerá sobre la recta IIC; pero, como también debe caer sobre AC, este punto será la intersección de las rectas AG y HC; es decir, el punto C. Las rectas BD y AC teniendo los mismos extremos coincidirán, y por lo tanto son iguales.71. R ecípr o ca m en te . — Si sobre una recia AB (fig. 42) 
se levantan dos 'perpendiculares iguales AC y BD la recta CD 
que unirá sus extremos, será paralela á AB.Sobre el punto medio I de AB levantemos la perpen­dicular IH, y coloquemos la figura IBDH sobre lAGH. Por ser los ángulos en I rectos, IB coincidirá con lA ; y como estas líneas son iguales, el punto B caerá en A. Los ángulos en B y en A son también rectos, luego BD coincidirá con A C; y como estas rectas son iguales por hipótesis, el punto D caerá en C. Las rectas DH y CH coincidirán por tener los mismos extremos; luego los ángulos IHD y IHG son iguales, y como son adyacentes serán rectos. Las rectas AB y CD siendo perpendiculares á IH, son paralelas entre sí (CO).Corolario . — Para trazar una paralela á la recta AB por un punto G tomado fuera de esta recta, bájese del punto C la recta CA perpendicular á AB; en un punto cualquiera B de esta última levántese una perpendi­cular BD igual á CA, y únase G con D; esta recta será la paralela pedida.72. T eorem a . — Dos rectas paralelas á una tercera son 

paralelas entre si.Porque, si se traza una perpendicular á la tercera,



48 P R IM E R A  P A K T E .será al mismo tiempo perpendicular á las otras dos (G8); y estas siendo perpendiculares á una misma recta, son paralelas entre sí (66).75. T eorem a . — Dos rectas AB y  CD (fig. 43) son pa­
ralelas cuando estando cortadas por una tercera EH, forman 

con esta tercera ángulos internos AFG, CGF suplementarios.En efecto : los ángulos BFG y CGF son iguales por tener un mismo su­plemento AFG (56). Los ángulos FGD y AFG, lo son también por tener un mismo suplemento CGF (56). De esto resulta que las dos porciones de rectas FB y GD están colocadas, respecto á EH, y de un lado de esta recta del mismo modo que las dos por­ciones de rectas GC y FA lo están del otro lado. De consiguiente, si dos de estas porciones de rectas se encontrasen, las otras se encontrarían también; y las dos rectas distintas AB y CD tendrían dos puntos co­munes, lo cual es imposible (12). Luego estas rectas no pueden encontrarse, y de consiguiente son paralelas.74. R ecíprocam ente , si dos paralelas AB y CD (fig, 43) 
están cortadas por una secante EH, los ángulos interiores AFG, CGF son suplementarios.Porque, si esto no fuera así, se podría siempre, en el punto F, hacer con FG un ángulo igual al suplemento de CGF, y llevada así la recta, seria paralela á GD en virtud del teorema precedente. Se podría, pues, por un mismo punto F trazar dos paralelas á una misma recta CD, lo que es imposible (69, Esc.).73. E sco lio s. — I. Los cuatro ángulos que tienen su vértice en F (fig. 43) y los cuatro ángulos que tienen su



G EO M ET R IA  P L A N A .forman dos grupos que 49¡se corres-vértice en ti, ponden.Llámase ángulos correspondientes, á los que, en estos grupos, ocupan una posición análoga: son los que, es­tando situados á un mismo lado de la secante EH, vuel­ven su abertura en un mismo sentido. Asi, AFE y CGP son correspondientes; lo mismo sucede con AFG v CGH, etc.Se llaman ángulos altemos-internos, á los que están situados interiormente á las paralelas, á una parte y otra de la secante : tales son los ángulos AFG y FGD ó aun BFG y CGF.n . Los ángulos interiores AFG y CGF siendo suple­mentarios, los ángu l̂os correspondientes son iguales, pues AFE y CGF, por ejemplo, son entonces ambos su­plemento de AlfG.
Kedprocamente si dos ángulos correspondientes son iguales AFE y CGF, por ejemplo, los ángulos interiores AFG y CGF son suplementarios. Porque AFG siendo el suplemento de su adyacente AFE, es también el suple­mento de CGF igual á AFE.III. Los ángulos interiores AFG y CGF siendo suple­mentarios, los ángulos altemos-internos tales como AFGiguales. Pues ambos son el suplemento de
Reciprocamente, si dos ángulos altemos-internos son Iguales, AFG y FGD por ejemplo, los ángulos interiores AFG y CGP son suplementarios. Pues, CGF siendo el su­plemento de su adyacente FGD, es también el suple­mento de AFG igual á FGD.IV . Los escolios precedentes y los dos teoremas que preceden, pueden resumirse en estas dos proposiciones:GBOU, ,



1* Si Aas rectas paralelas están corladas por m a secante, 
los ángulos interiores son suplementarios y los ángulos cos'̂  
respondientes son iguales, asi como los ángulos alternos-m- 
tCTYlOS 92> Si los ángulos interiores son suplementarios, ó si los 
ángulos correspondientes son iguales, ó si los ángulos alter- 
ños-internos son iguales, las rectas corladas por la secante 
son paralelas.76. T eo rem a . — Z)os ángiilos ABC, DEF {fig.

tienen sus lados respectivamente 
paralelos y la abertura dirigida en 
el mismo sentido, son iguales.Porque, si se prolonga BE hasta encontrar á BG en G, los ángu­los ABC y EGG serán iguales como correspondientes, relativa­mente á las paralelas AB, DG y á la secante BG Los ángulos EGd y BEF serán iguales como correspondien­tes con relación á las paralelas BG y EF y á la secante DG. Los ángulos ABC, DEF, ambos iguales á EGG, son, pues, iguales entre sí.E sc o lio . - S i  los ángulos propuestos volviesen su abertura en sentido contrario, como ABG y DEF, serian suplementarios. 77. T e o r e m a . — Dos án­

gulos ABG, DEF (fig. 45) que 
tienen sus lados respectiva­
mente perpendiculares, son 
iguales (ó suplementarios). Por el vértice B, tracemos .< - BH paralela á ED, y BG pa­ralela á EF; los dos ángulos HBG y DEF, teniendo sus

5Q fU lM E R A  P A R T E .



lados fespectivamente paralelos, serán iguales (ó su­plementarios). Pero, AB siendo perpendicular á DE, lo es á su paralela BH {6ÎÏ); asimismo BG, siendo perpen­dicular á EF, lo es á su paralela BG. Si de los dos án­gulos ABU y GBG, iguales como rectos, se suprime la parte común ABG, los restos HBG y ABC serán iguales. Luego, ABC y DlíF son iguales (ó suplementarios}.
§ II. Propiedades del circulo relativas á las paralelas.7B. T eorem a . — Dûs paralelas \ U ,  Cü  (üg. 46), 

ceptan sobre una circunferen- 
da arcos iguales AG, BD.En efecto : desde el cen­tro O de esta circunferencia, trácese sobre las dos para­lelas una perpendicular co­mún OI; el punto I en que ella cortará la circunferen­cia será el punto medio del arco AB (i55, corol. !■’); y . también será el punto medio del arco CD. Luego se tendrá ; IA = IB  y IG = ID ,de donde se saca, restando estas igualdades miembro á miembro

GEO M ETR IA  P IA N A . 5 Ì
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I G - I A  =  ÍD- AG =  AD. •IB,
E s c o l i o .  — 1. Este teorema subsistiría, si una de las dos paralelas fuese una tangente A'B'. Porque, si se une el centro al punto de contacto I, el radio OI será per­pendicular á la tangente A'B' (oü), y por consiguiente



á SU paralela GD (68); luego el punto I será el punto medio del arco CID, y se tendrá IG = ID .II El teorema, subsistiría aun, si las dos paralel fuesen ambas tangentes A'B' y C'l)', por ejemplo; por­que si entre estas dos rectas, se traza una paralela CD, se tendrá, en virtud del escolio precedente, siendo H el punto de contacto de G'ü',IC = IÜ  y HG =  HD;de donde se saca, sumando estas igualdades,IC +  HC =  ID +  IlD ó ICH =  IDH.Se ve que, en este caso, cada uno de los dos arcos interceptados. ICH é IDH, es una semi-circunferencia, y que, de consiguiente, los puntos H é I son los extremosde un mismo diámetro. i i '79. Llámase ángulo inscripto á un ángulo tal conioABC (fig. á7, 48 ó 49), que tiene su vértice B sobre la circunferencia, y por lados dos cuerdas AB, BG.T eorem a . — Todo ángulo inscripto tiene por medida (oo) 
la mitad del arco comprendido entre sus lados.Pueden ocurrir tres casos :I» El centro 0 jñg. 47) puede estar en uno de los la-‘̂ “Trfzando^el“ dtimetro DE paralela á AB, el ángulo DOG será igual al ángulo ABC, por ser correspondientes (73); pero, el ángulo central DOG tiene por medida el arco DG; luego el ángulo ABC tiene también la misma medida. Pero los ángulos DOG y BOE siendo igua­les por ser opuestos por el vértice (-10), el arco DC es igual al arco

^ 2  P R IM E R A  P A R T E .



Fj!̂ . Í8.' B

BE; las rectas AB y DE siendo paralelas, los arcos interceptados AD y BE son iguales (78). De esto resulta que los arcos DC y AD son iguales, por ser los dos igua­les á BE, y de consiguiente que DC es la mitad de AC. Luego el ángulo ABC tiene por medida la mitad del arcoAC.
2" El centro O (fig. 48) puede estar comprendido entre los lados del án­gulo inscripto ABC.Tracemos el diámetro BD. El ángulo ABD tendrá por medida la mitad deAD, por lo que acaba de demostrarse; por lo mismo el ángulo DBG tendrá por medida la mitad de DC. Luego lasuma de estos dos ángulos, es decir, el ángulo ABC, tendrá por medida la mitad de AD mas la mitad de DC, es decir, la mitad de AC.
3" El centro 0 (fig. 49) puede estar fuera del ángulo inscripto ABC.Tracemos el diámetro BD. El [ángulo ABD tendrá por medida la mitad de AD; el ángulo CBD tendrá por me­dida la mitad de CD. Luego la dife­rencia de estos dos ángulos, es decir, el ángulo ABC, tendrá por medida la mitad de AD menos la mitad de Cü, es decir la mitad de AD menos GD, o la mitad de AC.Luego, en los tres casos, el án­gulo inscripto ABC tiene por medida "el arco AC comprendido entre sus lados.80. Llámase segmento de un círculo á la parte de este círculo comprendida entre un arco y su cuerda. Así la
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54 r n iM E R A  l'A R T E .superficie ABB’B"CA (fig. 50) es un segmenta : y también lo es la superficie AMGA.
n j. .io. Se dice que un ángulo está 

inscripto en un&egraentô  cuando su vértice está sobre el arco del segmento y que los lados terminan á los extremos de la cuerda. Así el ángulo ABC está inscripto en el segmento ABB'irCA; el ángulo AMC lo está en el segmento AMCA. 81. T e o r e m a . — Todos los 
ángulos inscriptos en un mismo segmento son iguales.Los ángulos ABC, AB'C, AB"C, por ejemplo, tienen cada uno por medida la mitad del arco AMC compren­dido entre sus lados (79); luego todos estos ángulos son iguales.E sco lio s . — I.Se dice que el segmento ABB'B"CA es ca­pa? del ángulo ABC ; lo cual quiere decir que todos los ángulos inscriptos en este segmento son iguales al án­gulo ABC.II. Dos ángulos tales como ABC y AMC, inscritos en los dos segmentos que corresponden á la misma cuerda AC, son suplementarios. Porque el ángulo ABC tiene por medida la mitad del arco AMC, y el ángulo AMC tiene por medida la mitad del arco ABBB"CA; luego la suma de estos dos ángulos tiene por medida la mitad de la suma de estos arcos, es decir, la mitad de la circunfe­rencia entera, ó dos cuadrantes,

Fry.Sl.



Fi/f. Si-2.

Luego la suma de estos dos ángulos es igual á la de dos rectos.82, Teo rem a . — Todo ángulo ABG (fíg. 51), inscripto en, 
un semi circulo  ̂es recto.En efecto, tiene por medida la mitad de AMO (79), ó la mitad de una semi-circunferencia, es decir, un cua-« drante.85. Esta propiedad suministra un nuevo método de 
trazar, por un punto externo (fig. 52}., una tangente á una 
circunferencia O,.Para esto, únase A á 0; y sobre la recta AO como diá­metro, trácese una circunfe­rencia, que cortará la primera en los puntos B y B'. Trazando AB, se tendrá una tangente á la circunferencia 0. Porque, si se traza la recta BO, el án­gulo ABO será recto por estar inscripto en un semicírculo; y la recta AB, siendo perpendicular al extremo del radio OB, será tangente.Se tendrá una segunda tangente, uniendo el punto A á B'.84. Teorem a . — Eldngulo ABG (fig. 53) formado por una tangente AB, y por una cuerda que termina 

en el punto de contacto, tiene por 
medida la mitad del arco BmG sub­
tendido por esta cuerda.En efecto, por el punto C, tracemos CD paralela á AB; los ángulos ABC y BCD serán iguales por alternos-inter-
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nos (78). El ángulo inscripto B(il) tiene por medida la mitad de BD (70); pero, los arcos BD y Bm C son ¡guales por ser interceptados por las paralelas AA'y CD (78). Luego el ángulo ABC tiene por medida la mitad del arco BmC.E sco lio . — El ángulo A'BC tiene por medida la mitad del arco BDG subtendido por la cuerda BC. Porque los dos ángulos adyacentes ABC y A'BG siendo suplementa­rios, la suma de estos ángulos tiene por medida dos cuadrantes, ó la mitad de la circunferencia; y como el primero ABC tiene por medida la mitad de B/nC, el se­gundo tendrá por medida la mitad del resto de la cir­cunferencia, es decir, la mitad de BDG.Se ve, pues, que el teorema subsiste, lo mismo por un ángulo obtuso que por un ángulo agudo.

5 6  P RIM E RA  P A R T E .

S III. Aplicaciones.88. Hemos diferido hasta ahora indicar algunas de las aplicaciones de las perpendiculares, de las parale­las y de las propiedades del círculo que se reíieren á ellas : están sacadas del dibujo lineal.En los adornos de la arquitectura se emplean unas partes salientes que han recibido, en general, el nom­bre de molduras, y se extiende este nombre á las figu­ras planas que representan el perfil. Las molduras son rectas, circulares ó compuestas, según se haga uso de la línea recta, del círculo ó de una y otro á la vez.Entre las molduras rectas se distin- gue:L ____________  El filete ó listel {úg. 54], limitado arriba1 y abajo por lineas paralelas, ambasperpendiculares á la recta sobre la cual debe hacei



saledizo el filete. Este saledizo es igual al espesor del filete.La platabanda (fig. 55), es una mol- dura análoga al filete, pero cuyo espe­sor es un múltiplo del saledizo.86. Se distingue mayor número de molduras circulares :La baqueta (fig. 56).. Se nota en ella lo que en término de arte se llama la 
igualación de una semi-circunfe- rencia con dos rectas paralelas, es decir, que esta semi-circunfe-
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rencia se reúne tangentemente con cada una de las dos rectas.La gola (fig. 57). Obsérvase aquí la misma igualación, pero la se- mi-circunferencia tiene una igua­lación inversa.El cuarto bocel (fig. 58); el 
cuarto bocel al revés (fig. 59); la 
copada (fig. 60); la copada al revés (íig. 61). La inspección de estasfiguras basta para hacer com- _̂______________prender el trazado.El talón recto (fig. 62); el talón al revés (fig. 63); el ci-

Fi^.Sa.

r

loado (lig. 64); ció ado al revés 65). Estas molduras ofrecen el ejemplo de dos circunferencias iguales, tan-



58 PRIM ERA PA R T E.gentes exteriormente, pero de las cuales solo un cua­drante está empleado en la figura.
Fíp 6i. I—   ----- ---------- -—

La m oda  (fig. 66); la escoda al revés (fig. 67). En estas

dos molduras se hallan dos circunferencias desiguales

que s^igualan inferiormente, es decir, que son tangen-
fi^. 6y. f

'  1

2 .
J

3 .

« .  . _______ 1

b ZT
tes interiormente. Uno de los radios es el doble del otro



Fcy.ji

y solo un cuarto de cada circunferencia se emplea en cada moldura.87. La figura 68 ofrece un ejemplo de moldura com­puesta. Distínguese en ella sucesivamente : 1® un filete; 2®un cuarto bocel; 3® una ba- quetilla; k” una oWa, especie de filete sin saledizo y una copada.88. La figura 69 representa una bóoeda. Esta bóveda ofrece un nuevo ejemplo de una semi­circunferencia que se iguala con dos rectas paralelas.La curva indicada por la figura 70 es la que se llama asa de canasto ó curva de tres cen­tros. Para trazarla, se toman sobre una recta indefinida tres longitudes iguales AB, BC, CD ; desde los puntos B y C como centros, con BG por radio, se describen dos arcos de círculo cuya intersección determina el ópunto O; se tiran las rectas OB y OG, y se las prolonga arriba de AD. Hecho esto, desde los puntos B y G por centros, con el mismo radio BO, se trazan los arcos AM y ND. Es fácil de ver que cada -j . una de las longitudes OM y ON así obtenidas es doble de BC; luego si del punto O como centro, con OM ó ON por ra­dio, se traza el arco MN, este arco se igualará en M y en N con los dos primeros.
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Se ve que cada una de las circunferencias trazadas desde los puntos B y G es tangente interiormente á la trazada desde el punto 0.Si se repite el mismo trazado del otro lado, se obten­drá la curva conocida bajo el nombre de óvo,lo (fig. 71).
60  PRIM ERA. P A R T E .

CAPITULO V.RECTAS CORTADAS POR P-ARAERL-AR, Y  LÍNEAS PRO ­PORCIONALES EN GENERALS I. Líneas cortada.s por paralelas.89. Teorema. — Laí AG y  BD (fig. 72) de dos 
paralelas interceptadas por otras dos paralelas AB y CD, son 
iguales. ’Para demostrarlo, bajemos de los puntos A y B sobrea :

/

CD y su prolongamiento, las per- , pendiculares Ai y BH. Estas per­pendiculares serán iguales, puesto que dos paralelas se hallan siem­pre igualmente distantes (70); acle- ■' más serán paralelas entre sí (66), y los ángulos CAI y DBII serán iguales, por tener los lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido (76). Esto sentado, concibamos que se superponga la figura DBH sobre la íigura CAI, de manera que BH coincida con su igual AI. Por ser los ángulos CAI y DBH igua­les, BD tomará la dirección de AG, y el punto D caerá sobre AC; los ángulos AIC y DHD siendo iguales por ser rectos, HD tomará ladireccioii de IG, y el punto D caerá en alguna parte sobre IG. El punto D debiendo caer á la vez sobre AG y sobre IG, caerá sobre el punto de



g e o m e t r ìa  p l a n a . 61intorseccion C. Luego las rectas BD y AG coincidirán; luego son iguales.E s c o l i o . — Se demoslraria del mismo modo que AB es igual á CD.9 0 . R e c íp r o c a  d e l  t e o r e m a  a n t e r io r . — Si, sobre dos 
paralelas, se toman dos partes iguales AG, BD (fig. 73), las 
recias AB y GD, que unen los extremos de estas longitudes 
son paralelas.Supongamos por un momento que AB no es la para- •lela á GD que se puede trazar por el punto A, y sea AI esta paralela.En virtud del teorema anterior, se tendría AG =  ID ; pero, por hipóte­sis, se tiene AG =  BD : luego se ten­dría ID =  BD, lo cual es imposible.Luego AB es paralela á GD.91. L e m a . — Cuando dos rectas AG, BH (fig. 74) son 
cortadas por paralelas KQ, CD, EF, GH, ect., si las partes AG, CE, EG, etc., intercep­
tadas en una de estas rectas 
son iguales, las partes BD,DF, FH, etc., interceptadas 
en la otra son también igua­
les.Para demostrar, por ejemplo, que BD es igual á DF, tracemos BI y DK pa­ralelas á AG. En virtud del teorema del n° 89, se tendrá BI =  AC, y DK =CE; mas, por hipótesis, AC =  CE : luego BI =  DK. Esto sentado, si se superpone la figura BID sobre la figura



P H IM E K A  PAiíTE-.I)KF, de modo que BI coincida con su igual DK, los ángulos IBD y KDF siendo iguales por correspondientes (73), BD tomará la dirección X)ì\ y el punto D caerá en alguna parte sobre DF. Mas los ángulos BID y ÜKF sien­do iguales, por tener sus lados paralelos y dirigidos en un mismo sentido (7G), ID tomará la dirección de KF, y el punto D caerá en alguna parte sobre KF. El punto D debiendo caer á la vez sobre DF y sobre KF, caerá so­bre el punto de intersección F. Luego las rectas BD y ÜF coincidirán; luego son iguales.Se demostraría del mismo modo que DF es igual á FH, y así sucesivamente.92. T eorem a . — Dos rectas tuaiesquieta AE, BF (fig. 75) 
son cortadas en partes proporcionales pót paraH'elaS AB CD, EF.Evaluemos AC y CE por medio de una unidad bastante pequeña para que cada una de ellas la contenga un nú- mero de veces exacto; y para \u mayor precisión, supongamos que AG la contenga 3 veces y ------ que GE la contenga 5 veces. Diví­danse AG en 3 partes iguales, GE , en 5, y trácense por todos los puntos de división paralelas á AB. Estas paralelas cortarán BF en partes iguales en virtud del teorema anterior ; BD Contendrá 3 de estas partes, y DF contendrá 5 : estas líneas serán pues en razón de 3 á 5. Mas las líneas AC y CE son también en razón de 3 á 5 : luego se tendrá la proporción AG : CE =  BD : DF, io cual demuestra el teorema.
Esta demostración supone que AG y CE contienen



cada una una misma línea un número de veces exacto; mas, como esta tercera línea puede ser tan pequeña como se quiera, esto llegará siempre á suceder en la práctica, y de consiguiente, la demostración es general.Corolario I. — Dos -paralelas AB, CD (fig. 76) corta-a los lados de un á-ngulo COD 
en parles proporcionales.Esta proposición es un caso particular de la an­terior, y ŝe demostraría del mismo modo. Se tiene pues OA : AG =  OB : BD,Corolario II. — De esta proporción, se deduceOA : OA +  AG =  OB : OB +  OD, ó O A :O G  — O B:OD ,es decir que: cuando dös paralelas AB, CD cortan los la­
dos de un ángulo COD, las distancias del vértice del ángulo., 
á los puntos de intersección desús lados con las paralelas 
son proporcionales.Esta proposición se aplica con frecuencia.95. R e c íp r o c a  df.l  c o r o la r io  d e l  té'ORéma a n t e r io r . — Si dos rectas ÄB, CD {ßg. 77) coñán 
los lados de un ángulo COD en partes 
pnoporcionales, estas rectas son para- .
lelas.Pues si AB no es la paralela á CD que se puede trazar por el punto A, sea AI esta paralela. En virtud de la proposición directa, se tendríaOA : AC =  01: ID.
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P R IM E R A  P A R T E .
Mas por hipótesis se tieneOA ; AG =  OB : Bü.A causa de la razón común resulta 

OI : ID =  OB ; BD ó, cambiando ios,medios de posición, 
0 1 :0 B = I D :B D .Pero OI es menor que OB, mientras que ID es mayor que BD; luego esta última proporción es falsa. Así pues, una recta AI, diferente de AB no puede ser paralela á CD; luego AB es paralela á CD.94. Teorema. — las AB y CD (fig. 78) de dos 

 ̂ paralelas comprendidas entre
los lados de un ángulo COD, 
son proporcionales á las dis­
tancias OB y  OD del vértice de 
este ángulo á los puntos de in­
tersección de uno cualquiera de 
sus lados OD con las dos pa­
ralelas.Para demostrarlo, tracemos BI paralela á OC. En vir­tud del teorema del n® 92 (cor. I), tendremosC I : I D  =  O B :B D ;de donde se saca:

C I; CI -f- ID =  OB: OB -f- BD. 
ó C I: CD =  OB : OD.Pero AB y CI son iguales como paralelas interceptadas entre paralelas (89); luego^se tiene



GEOMETRIA PLANA. 65AB : CD =  OB ; OD.E s c o l io . — Del mismo modo se tendría ;AB ; CD =  AO : OC.9B. T e o r e m a . — doz paralelas AB, GD (íig. 79) son 
cortadas en partes proporcionales 
por una serie de secantes OG, OG OH, OD, que parten de un mismo 
punto 0.Sean, en efecto, E, F, G, H los puntos de intersección de las secantes intermediarias con las dos paralelas. En virtud del teorema anterior, se tendrá:AE : CG =  OE : OG,EF ; GH =  OE ; OG =  OP : OH,PB : HD =  OP : OH.Pero los lados del ángulo GOH siendo cortados en partes proporcionales por las dos paralelas (92 cor. II), las segundas razones de las proporciones anteriores son Iguales. Luego las primeras son iguales, y se tiene;AE : CG =  EF : GH =  FB : HD, lue es lo que se tenia que demostrar.
§ If. Propiedades del círculo relativas á las líneas proporcionales.Teorema. — Si desde un punto O (fig. 80) lomado 

fuera de una circunferencia, se traza una tangente OA y una
secante OG, la tangente es media proporcional entre la secante 
enipft-n no ». ... ..... . .eniero OG y su segmento ^c^rio'r OB.]-.GEOM. ’X



66 PRlMF-lltA P A R T E .Tírense, en efecto, AB y AC. El ángulo OAB, formado por la tangente OA y la cuerda AB que pasa por el punto de contacto, tiene por medida la mitad del arco AB (84); el án­gulo inscripto BCA tiene la mis­ma medida (79); luego estos dos ángulos son iguales.Esto sentado, volvamos la figura OAB sobre sí misma, de modo que AO venga á tomar la posición OA' y OB la posición OB'. El ángulo OA'B', que es el mismo que OAB, siendo igual á OCA, y estos ángulos teniendo la posición de correspondientes, las rectas A'B' y GA son paralelas (7o, esc. IV). Luego se tiene, en virtud del teorema del n“ 92 (cor. II) :OB': OA =  O A': OC.Sustituyendo OB' por su igual OB, y OA' por su igual OA, resulta: OB:OA =  OA:OG;es decir que OA, es media proporcional entre OG y OB.97. T eo rem a . — Si desde un punto O '(fig. 81), fuera de 
una circunferencia, se trazan dos 
secantes OG y  OE, estas secantes son inversamente proporcionales á 
sus segmentos externos OB y OD.Porque si se traza la tangente OA, se tendrá, en virtud del teo­rema precedente :OA =  O A :O C,OA =  OA : OE.



En estas dos proporciones, siendo igual el producto de los medios, lo son también los productos de los ex­tremos, y se tiene:OB X  OC =  OD X  OE; de donde se saca la proporciónOC:OE =  OD:OB,que viene á ser la demostración del teorema.98. T eorem a . — Si dos cuerdas AB y CD (fig. 82) se cor­

tan dentro de una circunferenciay las partes de la una son 
inversamente proporcionales á las partes de la otra.Tírense, en efecto, BG y AD; los ángulos inscriptos B y B son iguales por tener cada uno de ellos por medida la mitad del arco AC (70).Esto sentado, volvamos la figura COB sobre AOü, de modo que los ángulos en O, que son iguales por ser opuestos por el vértice, coincidan; OC tomará la posición OC'; OB la posición OB', y BG la posición B'G'. El ángulo OB'G', que es el mismo que el ángulo B, siendo igual al ungulo D, y estos ángulos teniendo la posición de cor- ’■'ospondientes, las rectas B'G' y DA son paralelas (7ü, escolio IV); luego se tiene, en virtud del teorema del U" 02 (cor. II): OA:OC' =  OD:OB'.Sustituyendo OC' por su igual OG, y OB' por su igual 08, resulta; OA:OC =  OD : ÜB, que es el enunciado del teorema.
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6 8 P R IM E R A  P A R T E .

FÙ;. s :í .

99. Teorema. — la  'perpendicular CI (fig. 83) trazada de 
un punto de una circunferencia sobre un diámetro cualquiera AB, es media proporcional entre los dos segmentos AI é IB 
de este diámetro.Prolongúese, en efecto, la perpendicular CI hasta el punto D. El diámetro AB, por ser perpendicular á la cuerda CD, la di­vide en dos partes iguales; así CI =  ID (35, corol. 1.). Pero siendo AB y CD dos cuerdas que se cortan en el cír­culo, se tiene, en virtud del teorema precedente :A I : IG =  ID : IB, ó, sustituyendo ID por su igual IG,AI : IG =  IG : 111,que es el enunciado del teorema.

§ Iir. Problemas sobre las líneas proporcionales.ICO. P r o b le m a  I. — Hallar una cuarta proporcional á 
tres rectas dadas, a, b, c (íig. 84).El objeto de este problema es hallar una línea tal, que representándola por x , se tenga la proporción

a : b = - c \ x .Para resolverlo, trácen­se dos líneas indefinidas OX y OY, formando un ángulo cualquiera. So­bre el lado OX, tómense O A = a,yA B = ÍJ. SobreOY, tómese OC =  c. Únanselos
Fi'o-^4-I'- K



puntos A y G, y trácese BD paralela á AG. La línea GD será la cuarta proporcional pedida; porque las paralelas AC y BD cortando los lados del ángulo BOD en partes proporcionales, se tiene (92):OA: AB — OC:GD, ó a : b =  c : CD.La línea CD es, pues, la línea buscada.101. P r o b le m a  H.-^Hallar una tercera proporcional á 
dos lineas dadas a y b.Se trata de hallar una línea tal, que designándola por r  se tenga la proporción

a :b  =  b : x .Este problema solo difiere del precedente en que c es igual á b. Se trazarán, pues, dos líneas indefinidas OX y OY (fig. 84), bajo un ángulo cualquiera; se tomará OA =  fl, AB =  b, OG =  h; se unirá A á C ; se trazará BD paralela á AG, y la línea GD será la tercera proporcio­nal pedida, puesto que, á causa de las paralelas AC y BD, se tendrá la proporciónOA: AB =  O C:CD , n a :á  =  ¿>:GD.102. P r o b l e m a  III. — Hallar una media proporcional en- 
tre dos lineas dadas a. y h (fig. 85).El objeto de este pro- -------- ------------------- -blemaes hallar una línea  ̂tal que designándola porse tenga la proporción

a\ x - = x \ b .Para resolverlo, tómen­se, sobre una recta indefinida, AB =  a, y, en seguida,
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70 P R IM E R A  P A R T E .BC =  b. Sobre AG como diámetro trácese una semi-cir- cunferencia, y en el punto B levántese sobre AG la perpendicular BD terminada á la circunferencia. Esta perpendicular BD será la media proporcional pedida; porque, en virtud del teorema del n“ 99, se tendrá AB: BD =  BD : BC ó a : BD =  BD ; 6.105. Pro blem a  IV. — Dividir una recta en un número 
cualquiera de partes iguales.Supongamos, para mas precisión, que se quiera divi­dir una recta dada AB (fig. 8(5) en 5 partes iguales.Trácese por el punto A una recta indefinida AX que haga con AB un ángulo cualquiera. Tómense • sobre esta recta indefinida, de A hacia C, 3 partes iguales de magnitud arbitra­ria. Unase G á B, y por todos los puntos de división de AG trácense paralelas á CB; estas paralelas divi­dirán la línea AB en 5 partes igua-

í 'i j j .S G -

les (91). 10-4. P roblema  V. — Dividir una recta 
en parles proporcio­
nales á lineas dadas.Para fijar las ideas, supongamos que se trata de di- vidiruna recta dada AB (fig. 87] en par­tes proporcionales á las tres líneas a, 6, c.



Para esto trácese por el punto A una recta indefinida AX que haga con AB un ángulo cualquiera. Tómense sobre esta recta, AC — a , CD =  &, DE =  c. Unase B con E ; y por los puntos G y ü trácense CF y DG paralelas á BE. La línea AB estará dividida por los puntos F y G en partes proporcionales á las líneas dadas.Pues se tendrá, en virtud del primer corolario del teorema del n“ 92,AF : FG =  AG : CD, ó AF ; AC =  FG : CD ; y en virtud de este mismo teorema,FG : GB =  GD : DE, ó FG : CD =  GB : DE ; y, á causa de la razón común,AF : AG =  FG : CD =  GB : DE, ó AF : a =  FG : ¿ =  GB : c.E sco lio . — Se podría pedir el dividir una recta en partes proporcionales ó números dados m, n, p, por ejemplo. En tal caso, se toma una longitud arbitraria por unidad ; sobre AX se toman, desde A á C un númerode estas unidades, y desde C á D un número n de es­tas unidades, y desde D á E un número p de estas mis­mas unidades. Se divide, del modo arriba indicado, la línea AB en partes proporcionales á las líneas AC, CD, BE; y estas partes serán igualmente.proporcionales á los números m, n, p.10o. P roblema VI. — dividir una recta dada AB (fig. 88) en media y extrema razón.Esto quiere decir, determinar sobre AB un punto I que divida esta línea en dos partes tales que la mayor Al sea media proporcional entre la menor IB y la recta entera AB.Para resolver este problema, levántese en el punto B
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72 P R IM E R A  P A R T E .una perpendicular BO igual á la mitad de AB. Desde elpunto O como centro, con OB por radio, trá­cese una cir­cu n fe re n cia . Tírese la recta AO, la cual cor­tará la circun­ferencia en los puntos C y D.Finalmente, desde el punto A como centro, con AG por radio, descríbase el arco GI que cortará AB en un punto I. Este punto será el punto de división pedido.En efecto: observemos en primer lugar que el radio OB siendo la mitad de AB, el diámetro CD es igual á AB. Observemos en segundo lugar que la recta AB es tangente á la circunferencia por ser perpendicular al ex­tremo del radio OB (33).Pero, en virtud del teorema del n“ 96, se tieneA D : A B = A B : A C ,  [1]de donde se sacaAD - -  AB : AB =  AB — AC : AG [2]Mas AD — AB es igual á AD — GD, es decir, á AG ó á su igual AI. Por otra parte AB — AG es igual á AB—AI ó á IB. Finalmente, el último término AG puede ser sustituido por AI. Luego la proporción [2] puede escri­birse AI : AB =  IB : AI, ó, mudando las razones,AB : AI =  A I :  IB; que es lo que se proponía demostrar.



G E O M tT K IA  P LA N A . 7.S
SEGUNDA SECCION 

D E  L A S  F IG U R A S  P L A N A S

CAPITULO PRIMEROTR IÁ N GU LO S
g I . Propiedades principales de los triángulos.106.— Llámase figura plana á toda porción de plano terminada por líneas rectas ó curvas.Se llama triángulo á toda porción de plano terminada por tres líneas rectas. Así ABC (0g. 89) es un triángulo. Las Fcj.8^.tres rectas AB, AC, BG que terminan este triángulo son sus lados; los vértices A, B,G, de sus tres ángulos son ‘ , ®llamados los vértices del triángulo.T eorem a . — La suma de los tres ángulos de un 

triángulo es igual á dos rectos.Sea ABC (íig. 89) un triángulo cualquiera.Prolónguese el lado AC, y por el vértice C trácese GE paralela á AB.Los ángulos ABC y BCE son iguales como altemos-in­ternos ; los ángulos BAC y ECD son iguales por corres­pondientes. La suma de los tres ángulos, del triángulo ABC es, pues, igual á la suma de los tres ángulos BCA, BGE, ECD formados al rededor del punto C y de un mismo lado de la recta AD. Pero, esta última suma es igual á la



de dos rectos; luego la suma de los tres ángulos de untriángulo es igual á dos ángulos rectos.Corolario I- — Cada uno de los ángulos de un trián­gulo, es el suplemento de la suma de ios otros dos. Co­nociendo, pues, dos ángulos de un triángulo, se po­drá obtener el tercero.Si los dos ángulos dados están expresados en grados, se obtendrá el valor del tercero rebajando la suma de 180®. Si, por ejemplo, los dos ángulos dados tienen por valor 25® 38' 13" y 132® 17' 49", la suma será 157® 56' 2"; la diferencia entre 180® y esta suma siendo igual á 22® 3' 58", este será el valor del tercer ángulo.Corolario II. — Ningún triángulo puede tener dos ángulos rectos, ni dos obtusos, ni uno recto y otro ob­tuso; porque en uno y otro caso la suma de sus tres ángulos seria mayor de la de dos rectos.Un triángulo que tiene un ángulo rec­to se llama rectángulo. As^ABG (fig. 90) 1 es un triángulo rectángulo. El lado BC opuesto al ángulo recto se llama hi~ 
poimusa, y los otros dos lados se lla­man católos. La suma de los ángu­los B y C es igual á un ángulo recto: se dice, en tal caso, que estos dos ángulos son complonmtarios ó que cada uno de ellos es el complemento del otro.Corolario  llí. — Llámase ángulo externo á un trián­gulo, á un ángulo tal como BGO (lig. 89) formado por un lado BG y la prolongación CD de uno de los otros dos lados.

Todo ángulo externo de un triángulo es igual á la suma de 
los dos internos no adyacentes.

74 P R IM E R A  P A R T E .



G EO M ET R IA  P L A N A . 75Porque el ángulo BCD, siendo la suma de los dos án­gulos ECD, BCD, equivale á la suma de los ángulosA y  P.108. Teo rem a .- — En iodo triángulo, cada lado es me­
nor gue la suma de los otros dos y mayor que la diferencia.La primera parte de este teorema es evidente, según la definición de la línea recta. La segunda es una conse­cuencia de la primera.Porque si a, b, c, designan ios tres lados, expuestos por orden de magnitud, siendo el primero el mayor, se tendrá
De la primera desigualdad, se saca

a — c< &  y a— & < c .La segunda da, á su vez,
b — c < a .Estas tres últimas desigualdades demuestran la se­gunda parte del teorema.109. Llámase triángulo isósceles á un triángulo que tiene dos lados iguales. El tercer lado se llama base del triángulo.T e o r e m a . — En todo triángulo isósceles, los ángulos 

opuestos á los lados iguales son iguales.Sea ABC (íig. 91) un triángulo isósceles, y sean CA y CB los lados iguales.Si se une el vértice G al punto medio I de la base, la recta CI teniendo dos de sus puntos, G é I, á igual dis­tancia de los extremos de AB, será perpendicular á AB.



76 l'H tJÌIÌK A  f a r t i ;.
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Los ángulos cuyo vértice es el punto 1 siendo rectos, si se dobla CIB sobre CI, la recta IB vendrá á aplicarse sobre lA; y como I es el punto medio de AB, el punto B coincidirá con el punto A; además, el punto G no habrá variado la posición; las rectas CB y CA cuyos extremos son los mis­mos, coincidirán. Lo mismo sucederá con los ángulos CBI y CAI; luego estos ángulos son iguales.
lio. R ecipr o ca  d el  teo rem a  a n terio r . Sien un trián­

gulo ABC (fíg. 91) dos ángulos A y B, son iguales, los la­
dos, CB, CA, opuestos á estos ángulos, soniguales, yeltrián- 
gulo es isósceles.Para demostrarlo, trácese por el punto medio I de AB una perpendicular á esta línea, y dóblese la figura so­bre esta perpendicular. Los ángulos cuyo vértice es I siendo rectos, IB tomará la dirección de lA; y el punto 1 siendo el punto medio de AB, el punto B caerá en A. Los ángulos B y A siendo iguales por hipótesis, el lado BÍJtomará la dirección del lado ka; estas dos rectas coinci­diendo, encontrarán á la perpendicular en un mismo punto G; pero, este punto es equidistante de los extre­mos de A B ; luego los lados CB y CA son iguales, t i l .  ün triángulo puede ser á la vez isósceles y rectán­

gulo. El ángulo A (íig. 92) opuesto á la base es el ángulo recto; los otros dos, By C, siendo iguales y complementarios, valen cada uno la mitad de un ángulo recto ó 45®. 112. Llámase triángulo equilátero al que tiene sus tres lados iguales (íig. 93). Bel teorema del n" 109 se deduce



F ¿

/

que los tres ángulos de todo triángulo equilátero son iguales, y que cada uno vale la tercera parte de dos ángulos rec- /\tos, ó § de ángulo recto, ó 60^Bel teorema del n" 110 se de­duce que si un triángulo es equián­
gulô  es decir, si tiene sus tres ángu- _____ _______ \los iguales, es también equilátero.115. T eo rem a . — Dos triángulos son iguales cuando tie­
nen sus tres lados iguales uno á uno.Sean ABC y DEF (fig. 94) dos triángulos que tienen sus lados iguales uno á uno, á saber : AB — DE, AG =  DF y BC =  EF.Consideremos el triángulo DEF colocado sobre ABC, de modo que EF coincida con
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su igual BC. Los lados BA y ED siendo iguales, los puntos A y B serán equi­distantes del punto B, y de consiguiente se encontra­rán sobre la circunferencia que tendría el punto B por centro y BA por radio. Los lados CA y FB siendo iguales, los puntos A y [D se en­contrarán también sobre la circunferencia que tendría al punto C por centro y por radio GA. Mas, dos circuns­tancias distintas no pueden tener mas que un punto co­mún de un niismo lado de la recta que une á sus cen­tros ; luego los puntos D y A coinciden. De consiguiente los triángulos coincidirán; luego son iguales.Corolario . — Un triángulo está determinado cuando se conocen sus tres lados.



78 l'R lM E U A  P A R T E .Problema . — Construir un triángulo conociendo los tres 
lados.Sean m, n, p, los tres lados dados. Trácese una recta BG (fig. 94) igual á m. De los extremos B y G como cen­tros, y con radios respectivamente iguales á n y á p, trácense dos arcos de círculo que se cortarán en A. Tí­rense las rectas AB y AG; el triángulo ABC será el trián­gulo pedido.Esco lio . — Estos dos arcos de círculo se cortarán; por­que siendo el triángulo posible, se tendrá (108) y — p, es decir, que la distancia de los centros BG será menor que la suma de los radios y mayor que la diferencia.11-5. T eorem a . — Dos triángulos soniguales cuando tie- 
nen dos lados iguales uno á uno, comprendiendo un ángulo 
igual.Sea (fig. 94) BA =  ED, BG =  EP y el ángulo B =  E.Coloquemos el triángulo DEF sobre ABC, de modo que los ángulos B y E coincidan; á causa de las igualdades supuestas, el punto D caerá en A, y el punto F en G: luego DF coincidirá con AG. Los dos triángulos coinci­dirán, pues, en todas sus partes; luego son iguales.Corolario . — Un triángulo está determinado cuando se conocen dos de sus lados y el ángulo comprendido.P roblem a . — Construir un triángulo conociendo dos lados 
y el ángulo comprendido.Gonstrúyase el ángulo ABC (fig. 94) igual al ángulo dado; tómese BA y BC, respectivamente iguales á los dos lados dados, y tírese la recta AG; el triángulo ABC es el triángulo pedido.1I S .  Teo rem a . — Cuando dos triángulos tienen dos lados 
iguales uno á uno y que los ángulos comprendidos entre estos



G K O M IiTlUA  I'LA N A . 79
lados son desiguales, el tercer lado opuesto al ángulo mayor, 
es el mayor.Sean ABC y ABD (fig. 94 bis) los dos triángulos pro­puestos, en los cuales supon­dremos AO =  Al) y el ángulo B A O B A B . Siempre podrán ser colocados como lo indica la ílgu- ra, de modo que dos lados igua­les coincidan.Trácese la bisectriz AI del án­gulo total DAG, la cual será con­tenida necesariamente en el in­terior del mayor ángulo BAC, y cortará el lado BC en un punto I. Tírese la recta DI. Los triángulos DAI é lAC serán iguales, por tener un ángulo igual, DAI =  lAC, comprendido entre dos lados respectivamente iguales, á saber, AI común, y DA =  A0 por suposición. Luego DI =  IG.Î ero se tiene evidentemente :B D < D I +  IB, ó B D <IC -fT B , ó finalmente BD <  BG;que es lo que se tenia que demostrar.Esco lio . —-De este teorema y del del n" 114, se de­duce inmediatamente esta Re c íp r o c a : dos triángulos 

timen dos lados iguales uno á uno y los terceros desiguales, 
los ángulos comprendidos por los lados iguales son desiguales, 
y el mayor es el que está opuesto al mayor lado.

i iO . T eo rem a . — Dos triángulos son iguales, cuando tie­
nen un lado igual adyacente á dos ángulos iguales uno á uno.Sean (fig. 94) BG =  EE, el ángulo B =  E y el ángulo G =  F. Sobrepóngase el triángulo DEF sobre ABC, de modo que EP coincida con su igual BG. Los ángulos B y



80 P RIM E RA  P A R T E .E siendo iguales, ei lado ED tomará la dirección de BA, y el punto D caerá sobre BA. Por ser los ángulos F y C iguales, el lado PD tomará la dirección de CA, y el punto 1) caerá sobre CA. El punto D debiendo caerá la vez so­bre BA y sobre CA, caerá sobre el punto A : luego los dos triángulos coincidirán; luego son iguales.Corolario . — Un triángulo está determinado cuando se conocen uno de sus lados y los ángulos adyacentes.Pr o b lem a . — Construir un triángulo  ̂ conociendo un lado 
y los dos ángulos adyacentes.Trácese una recta BG (fig. 94) igual al lado dado. Há­ganse en el punto B el ángulo CBA igual á uno de los ángulos dados, y en el punto C, el ángulo BCA igual al otro ángulo dado. Las rectas BA y CA se cortarán en un punto A, y el triángulo BAG será el triángulo pedido.E sco lio . — Cuando el triángulo es posible, la suma de los dos ángulos dados es menor que dos rectos, y las dos rectas trazadas por los puntos B y C se cortarán.117. T eorem a . — Dos triángulos rectángulos son iguales, 
cuando tienen la hipotenusa igual y un cateto igual.Sean ABC y DEP (fig. 90) los dos triángulos rectángulos el uno en A y el otro en D; y sean BG = E P  y ABs=DE.Sobreponiendo el triángulo DEP sobre ABC, de modo que DE coincida con AB, el lado DP tomará la dirección de AC, por ser rectos los ángulos D y A ; y el punto F coincidirá con C ; porque, de lo contrario, las dos obli­cuas EP y BG no se separarían igualmente de la per­pendicular AB y de consiguiente no serian iguales, lo cual es contrario á la hipótesis.Corolario . — Un triángulo rectángulo está determi­nado cuando se conoce la hipotenusa y uno de los ca­tetos.



G EO M ET R IA  P L A N A . 81P r o b l e m a . — Construir un triángulo rectángulo, cono­
ciendo la hipotenusa y un cateto.Constrúyase el ángulo recto BAG (fig. 90). Sobre uno de sus lados tómese AB igual al lado dado; del punto B como centro, con un radio igual á la hipotenusa dada, descríbase un arco de círculo que cortárá AC en un cierto punto G. Trácese la recta BC; el triángulo ABG será el triángulo pedido.E s c o l i o . — El arco de círculo descrito del punto B cor­tará la línea A C ; porque suponiendo el triángulo posi­ble, la hipotenusa será una oblicua mayor que el lado dado.

§ II. Triángulos semejantes.H 8 . Se dice que dos triángulos son equiángulos entrecuando tienen sus ángulos respectivamente iguales. Los lados opuestos á los ángulos iguales son llamados 
lados homólogos de estos triángulos; ios vértices de los ángulos iguales son los vértices homólogos.Llámase triángulos semejantes á los que tienen sus án­gulos iguales uno á uno y sus lados proporcionales.Vamos á ver que, en los triángulos, una de estas dos condiciones es consecuencia de la otra.T e o r e m a .  — Dos triángulos que tienen sus ángulos res­

pectivamente iguales tienen sus lados proporcionales  ̂ y son, 
de consiguiente, semejantes.Sean ABC y abe (fig. 95) dos triángulos que tienen sus ángulos iguales uno á uno, á saber : A =  o, B =  6 yC =  <;.Superpóngase el triángulo abe sobre ABC, de modo que los ángulos iguales A y a coincidan, y que los otros ángulos iguales se correspondan. El lado ab tomará, laQEOM.

¿■ i-cJ



posición Aü, el lado ac la posición AE, y el lado he, la posición DE. Los ángulos ahe, y ABC, siendo iguales por hipótesis, también lo serán ADE y ABC. Pero, estos úl­timos ocupan la posición de correspondientes; de consi­guiente las recias DE y BG son paralelas. Luego se tiene: AD ; AB =  AE ; AG ó ab : AM ~  ac : AG,DE : BG =  AD : AB ó be : BG -= a6 ; A B ; que es lo que se trataba de demostrar.H 9 .  R e c íp r o c a  d e l  t e o r e m a  a n t e r io r . — Dos trián­

gulos que tienen sus lados %Toporcionale,s son semejantes.Supongamos, en efecto, que se tengan (fig. 95) las proporciones:[l] fie : AG =  a& : AB y bciBG —  ab: AB. [2]Tómese sobre AB una longitud AD igual á ab, y por el punto D trácese DE paralela á BG. Los triángulos ADE y ABC serán semejan­tes, por tener el án­gulo A común, los án­gulos AÜE y ABG igua­les por correspondientes, como también los ángulos AED y ACB, por la misma razón.PerOjá causa de las paralelas, se tiene:[3J AE : AC =  AD : AB y DE : BG =  AD : AB. [k]Las proporciones [l] y [3] tienen los tres últimos tér­minos iguales, luego el primer término es el mismo, y 
AE =  ac.

Las proporciones [2] y [4] tienen también sus tres úl­
timos términos iguales; luego se tiene DE~ bc.De esto resulta que los triángulos ADE y abe son igua­

8 P R IM E R A  P A R T E .



les, por tener sus tres lados iguales uno á uno. PeroADE es semejante á ABC; luego a£sc lo es tambien.1 2 0 . T e o r e m a . — dos iriáagulos son semejanies, cuando 
tienen un ángulo igual comprendido entre lados proporcio­
nales.Supongamos, en efecto, que se tenga (fig. 95) el án­gulo A =  a, y la  proporciónac ; AO =  : AB.Tómese, como en la demostración anterior, una lon­gitud AD igual á ah, y trácese DE paralela á BG. Los triángulos ADE y ABC son semejantes, puesto que tienen el ángulo A común é iguales los ángulos ADE y ABC por correspondientes.Se tendrá, pues :AE:AG =  AD:AB.Esta proporción y la anterior teniendo los tres últi- nios términos iguales, se deduce que los primeros son iguales y que se tiene AE =  ac.Los dos triángulos ADE y abe son pues iguales, por te- uer el ángulo k  =  a, comprendidos entre lados iguales uno á uno. Mas ADE es semejante á ABC; luego abe lo es también.1 2 1 . T e o r e m a . — Si del vórtice A (fig . 96) del ángulo 

f'ccto de un triángulo rectángulo, se baja la perpendicular AD 
sobre la hipotenusa, se forman dos triángulos parciales ADB, ADC semejantes al triángulo total.Porque los triángulos V̂DB y ABC, por ejemplo, son los dos rectángulos, el uno en D, 'el otro en A, y tienen además ei á'iigulo B común; de consiguiente el tercer ángulo BAD del *
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lino es igual al tercer ángulo ACB del otro. Luego estos dos triángulos son semejantes por tener sus ángulos iguales uno á uno.Se demostraría del mismo modo que ABC es seme­jante á ABC. .Corolario I . — ios triángulos parciales son semejantes
entre si, por ser los dos semejantes al triángulo total.122. Co ro la r io  IL -  Cada cateto es m e d i o  proporcional 
entre la hipotenusa y el segmento de esta que le es adyacem.En efecto, si se consideran los triángulos ABD y ABC, se tendrá, en virtud del teorema del m 118,BD : AB =  AB : BC.Porque BD y AB estando opuestos á los ángulos igua­les BAD, ACB son homólogos, y también lo son las hipo­tenusas AB y BC.125. Corolario UI. — ia  perpendicular AD es media 
proporcional entre los dos segmentos de la hipotenusa.En efecto, la semejanza de los triángulos parciales dala proporción BD : AD =  A ü : DG.Porque BD y AD son homólogos, por estar opuestos á los ángulos iguales BAD y ACD •, también AD y DC son homólogos, por estar opuestos á los ángulos igualesABD y DAC.g  III. Aplicación á la medida de las rectas inaccesibles.1241. Supongamos, en primer lugar, que se trate de medir la distancia de dos puntos A y B (fig- 97), de los cuales el uno es accesible, pero el otro se halla sepa­rado por un obstáculo que no se puede salvar. Se es­coge sobre el terreno un tercer punto C, tal que la dis-
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tancia BC pueda medirse directamente. A esta distancia se da el nombre de base de la operación. Con el grafómetro se mi­den los ángulos ABC y ACD que forman con la base BG los radios visuales qife van de sus extremos al punto inaccesible A.Se traza después so­bre el papel una recta indefinida, sobre la cual se toma una longitud 6c que tenga con BG una razón conocida; que contenga, por ejemplo, tantos milímetros como metros contiene BG. En los puntos 6 y c, se hacen, con un trasportador, ángulos respectivamente iguales á los que se han medido con el grafómetro. De este modo se tiene un pequeño triángulo abe semejante á ABC, por tener sus ángulos iguales uno á uno. Se mide o6, y el número de milímetros contenidos en esta línea repre­senta el número de metros contenidos en la línea inac­cesible AB.Porque, en virtud de la semejanza de los dos trián­gulos, se tiene (HB)AB : a6 =  BG : be.Pero, BG vale 1000 veces be; luego AB vale 1000 ve­ces ab.42S. Supongamos, en segundo lugar, que se trate de medir la distancia de dos puntos inaccesibles A y B (fig. 98).Se traza sobre el terreno una base CD la que se mide
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COTI mucho cuidado; y  sobre el papel se traza una línea
cd que esté con CD en razón conocida; que contenga, por ejemplo, tantos milímetros como metros contiene CD.Se miden con el grafómetro los ángulos AGD, ADG, y se construyen sobre el papel ios ángulos acd, adc, respectiva­mente iguales á los ángulos medidos; de este modo se forma un triángulo acd seme­jante á ACD, y se tiene, flc : AG — 1 ; 1000 Se miden los ángulos BDC, BGD, y se construyen sobre el papel los ángulos bdc, bcd, respectivamente igua­les á ios dos nuevos ángulos medidos; así se forma un triángulo bcd semejande á BCD; y se tiene 

be 1 : 1000De estas dos proporciones se deduce 
ac: k(j==bc : BC.Además el ángulo acb, que es la diferencia de los án­gulos acd y bcd, es igual al ángulo ACB, que es la dife­rencia de los ángulos AGI) y BCD. Luego, si se tira, ab, los dos triángulos acé, ACB tienen un ángulo igual, comprendido entre lados proporcionales, y, de consi­guiente, son semejantes (1110). Luego se tiene o&; A B =  ííc: AC =  i : 1000.Luego si se mide ab, el número de milímetros conte­nidos en esta línea, expresará el número de metros con­tenidos en la recta inaccesible AB.
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G EO M ET R IA  P L A N A . 87
CAPITULO IIC U A D R I L Á T E R O S•126. Se cuadrilátero á una superfìcie plana ter­minada por cuatro rectas. La figura 99 representa un cuadrilátero. Las cuatro lineas AB, BG,CD, DA, que lo terminan, son sus lados, cuyo conjunto forma el perímetro ó con­

torno del cuadrilátero.Una línea tal como AC que une dos vértices opuestos, se llama diagonal.Todo cuadrilátero tiene dos diagonales, y cada diagonal lo divide en dos triángulos.Un cuadrilátero es convexo cuando una recta trazada en el mismo plano no puede cortar al perímetro en mas de dos puntos. El cuadrilátero ABCD (flg. 100), que tiene un án­gulo enlranteBÚD,no es convexo; ' porque, en este caso, una misma linea XY  puede cortar sus cuatro lados. La Geometría elemental solo se ocupa de los cuadriláte­ros convexos.127. T e o r e m a . — La suma de los cuatro ángulos de lodo 
cuadrilátero es igual á cuatro ángulos rectos.En efecto, si en el cuadrilátero ABCD (fig. 99), por ejemplo, se traza la diagonal AG, la suma de los cuatro ángulos del cuadrilátero será igual á la de los seis án­gulos ABO, BCA, AGD, CDA, DAG, CAB, es decir, igual á la suma de los ángulos de los dos triángulos ABC y ADC. Mas, la suma de los ángulos de cada imo de estos trian-



88 P R IM E R A  P A R T E .gulos es igual á dos rectos; luego la suma de los cuatro ángulos del cuadrilátero, es igual á cuatro rectos.128. Un cuadrilátero se llama trapecio cuando tiene dos lados paralelos. La figura 101 representa un trape­cio.LosladosparalelosAB, GD sonlas bases áe\ trapecio.Un trapecio se llama rectangular cuando uno de los lados AD (fig. 102) es perpendicular á las bases.129. T e o r e m a . —En todo trapecio kW b  (fig. 101) la li­
nea IH, que une los puntos medios de los lados no paralelos  ̂
es igual á la semisuma de las bases.Trácese la diagonal DB, y pQj. su punto medio O, llévese IH paralela á las bases.Las paralelas 10 y AB, cortando los lados del án- ■' " guio ADB en partes pro­porcionales, el punto I será el punto medio de AD; y además, se tendrá:

10 : AB =  1)0 : DB =  1:2,es decir, que TO será la mitad que AB.Las paralelas OH y I)G, cortando los lados del ángulo DBG en partes proporcionales, el punto H será el punto medio de BG; y además, se tendrá:0H;DG =  B0:BD =  l : 2 ,  es decir, que OH será la mitad de DC.Se tendrá pues:IH =  I0-h0H  =  U C  +  ^DC =  4-(AB-fDG).Pero, por los plintos l  é H, no se puede trazar mas



que una sola recta; luego, esta recta es igual á la semi­suma de las dos bases.150. Un cuadrilátero se llama paralelógramo, cuando sus lados opuestos son paralelos dos á dos. La figura 103 representa un paralelógramo.I. En todo paralelógramo, los lados opuestos son iguales, como paralelas interceptadas entre paralelas. Así, A B =G D , yAD =  BC.II. Si «n cuadrilátero ABC!) (fig- 103), tiene dos lados AD 
y BC iguales y paralelos, es un paralelógramo. Porque, en virtud del teorema del n“ 9 0 ,los otros dos lados, ABy GD, son también paralelos.151. T e o r e m a . — Si en un 
cuadrilátero iVBCD (fig. 103), 
los lados opuestos son iguales,
este cuadrilátero es un paralelógramo.Porque si se traza la diagonal AC, son iguales los dos triángulos ABC y ABC, por tener sus tres lados iguales uno á uno. De aquí se deduce que los ángulos BAG y AGI), opuestos á los lados iguales, son iguales; además tienen la posición de altemos-internos; luego las rectas AB y DG son paralelas. De la igualdad de los ángulos ACB y D.\C se deduce asimismo el paralelismo de las rectas AD y BG. Luego el cuadrilátero es un paralelógramo.152. Un paralelógramo se dice 
rectángulo cuando tiene sus ángu­los rectos (fig. 104).Un paralelógramo se llama rombo ó losange cuando tiene sus cuatro lados iguales (fig. 105).
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90 P R IM E R A  P A R T E .Cuando estas circunstancias se hallan reunidas, es de- cir, cuando los lados son iguales y los ángulos rectos, el paraleldgramo se llama 
cuadrado (íig. 106).155. T eorem a . — En todo 
paralelógramo ABCD (fig. 103), 

las diagonales AC y BD se cortan mútuameaíe en dos partes 
iguales.Sea O el punto de intersección de las dos diagonales. Los dos triángulos AOB y COD tienen el ladp AB =  CD, los ángulos OAB y Oi'D iguales entre sí, por altemos-internos, los ángulos OBA y ODC iguales por la misma ra­zón; luego estos triángulos son igua­les, por tener un lado igual é igua­les los ángulos adyacentes. De aquí se deduce que OA =  OC y OB =  Oi), como lados opuestos ó ángulos iguales. Luego el punto O es el punto medio de cada una de las dos diagonales.154. E sco lio s . — I. Las diagonales de un rectángulo (fig. 104), son iguales. Esto resulta de la igualdad evi­dente de los triángulos BAD y CAD.II. Las diagonales de un rombo se corlan perpendicular  ̂
mente. Porque, siendo los cuatro lados iguales, la recta BD tiene dos puntos, B y D, á igual distancia de los ex­tremos de AC; luego es perpendicular áAC en su punto medio.TIL Las diagonahs de un cuadrado (fig. 106) son iguales 
entre si, perpendiculares una á otra y se cortm en parles 
iguales, puesto que un cuadrado es, á la vez, un para- lelógramo, un rectángulo y un rombo.



GEO M ETRIA P L A N A . 91
CAPITULO mPOLÍGONOS§ I . Propiedades principales de los polígonos. ~  Polígonos semejantes.15S. Llámase en general 'poligono á toda superficie plana terminada por líneas rectas. La figura ABCDEF (flg. 107) representa un polígono. Las rectas AB, BO,

GB, etc., que la terminan, son sus lados: el conjunto de ios lados forma su perímetro. Toda línea, tal como AG, AD, etc., que une dos vértices que no están sobre un înismo lado, se llama diagonal.Los polígonos toman diversos nombres, según el nú- oiero de sus lados ;Un polígono de 3 lados se llama triángulo;4 cuadrilátero;5 pentágono;& hexágono;8 octógono ;10 decàgono ;12 dodecágono ;15 peníedecágono. •Los demás polígonos se designan por el nùmero de



SUS lados; así se dice un polígono de 7, de 9, de 11, de 13 lados; etc.En la Geometría elemental solo se consideran polígo­nos convexos, es decir, cuyo contorno ó perímetro no puede ser cortado por una recta mas que en dos puntos, ó que no tiene ángulos entrantes.Si, en un polígono convexo ABCDEP (fig. 107), se tra­zan todas las diagonales que unen un vértice A á todos los demás, se divide al polígono en triángulos que tie­nen el punto A por vértice común. Cada uno de estos triángulos tiene un solo lado que pertenece al polígono, á excepción de los dos triángulos extremos ABC, AFE que tienen dos; de lo cual resulta que el polígono se halla dividido en tantos triángulos como lados tiene, 
menos dos.156. T eorem a . — La suma de todos los ángulos de un 
polígono es igual á tantas veces dos ángulos rectos, como la­
dos tiene, menos dos.Porque si se trazan todas las diagonales que parten de un mismo vértice, se divide el polígono en tantos triángulos como lados tiene, menos dos; la suma délos ángulos de todos estos triángulos es igual precisamente á la suma de los ángulos del polígono; por otra,parte, la suma de los ángulos de cada triángulo vale dos rec­tas : luego, etc.Corolario . Resulta, pues, de este teorema que:La suma de los ángulos de un pentágono vale 6 ángu­los rectos.

92  PH IM EH A P A R T E .

hexágono 8
octógono 12% decágono 16
dodecágono 20etc. etc.



qq137 Dos polígonos ABCDEF, abcief (fig. 107), son lla­mados semejante, cuando tienen sus ángulos ig^ les uno á, uno, y sus lados homólogos proporcionales. Por lados homólogos se entiende los que tienen la misma posi­ción en las dos figuras y que son, por yacentes á dos ángulos iguales uno a uno. Los vértices de los ángulos iguales se llaman vértiess homologos diagonales que unen dos vórtices homólogos son dwgo-
nales homologas, eU:. ,En los polígonos, la proporcionalidad de los lados noes. como en los triángulos, una consecuencia necesaria de la igualdad de los ángulos, y vice-versa.158. T eo rem a . -  Dos poligonos semeganUs ABCDE , abedef (fig. 107), jmeden ser descompuestos en un mtsm 
número de triángulos semejantes, y smejantemenie despuesUs.Desde los vértices homólogos A y a ,  trácense las la- gonales homologas AC, AD, AE, y ac, ad, ae. t ™ " '  gulos ABC y ale son semejantes, por tener un g ip a l comprendido entre lados proporcionales, puestiene por hipótesis:B =  & y A B : ai» =  BG: 6c- De la semejanza de estos triángulos resulta la igual- dad de los ángulos BOA y hca, y la proporción.B C ;6 c ^ A C ;a c . L JPero, siendo el ángulo BCD igual al ánguloJrd «  de ellos se restan respectivamente los angu o ,  yáoa, las diferencias ACD y acá, serán iguales. Ademásse tiene por hipótesis:BC: 6c =  CD : cá.Las primeras razones de las proporciones [1] y M  son iguales; luego:
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9 4 P R IM E R A  P A U T E .AC : ac =  CD : cd.Los triángulos ACD y acd, tienen, pues, un ángulo igual comprendido entre lados proporcionales; luego son semejantes.Del mismo modo se demostraría la semejanza de los triángulos ADE y ade, y la de los triángulos AEF y aef.Los dos polígonos eslán. pues, descompuestos en un mismo número de triángulos semejantes uno á uno y semejantemente dispuestos; que éralo que se trataba de demostrar.E sc o lio . — Los triángulos semejantes uno á  uno en que dos polígonos semejantes pueden descomponerse, se llaman triángulos .homólogos. Esta descomposición puede hacerse de muchas maneras.159. Recípro ca  d el  teorem a  a n terio r . — Si dos po­
lígonos, ABCÜEE, abcdef (fig. 107), eslán compuestos de un 
mismo número de triángulos respectivamente semejantes y 
semejantemente dispuestos, los dos polígonos son semejantes-.Supongamos, en efecto, que los triángulos ABC, ACD, ADE, AEF, sean respectivamente semejantes á los trián­gulos abe, acd, ade, aef. Estos triángulos son equiángu­los uno á uno, y sus lados homólogos son proporcionales.De esto resulta en primer lugar: que el ángulo B es igual al ángulo b\ que el ángulo BCD, suma de los án­gulos BCA y ACD, es igual al ángulo bed, suma de los ángulos bea y acd respectivamente iguales á los prime­ros: que el ángulo GDE, suma de los ángulos CDA y ADE, es igual al ángulo ede, suma de los ángulos eda y 
ade respectivamente iguales á lös dos primeros; y así sucesivamente.Luego IMós dos polígonos tienen sus ángulos iguales uno á uno.



En segundo lugar, la semejanza de los mismos trián­gulos da las proporciones :
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AB : ab =  BC AG : ac =  CD AD ; ad =  DE AE : ae =  EE
be =  AG 
cd =  AD 
de =  AE ac,

ad,
ae.e/* =  AP : af.A causa de las razones comunes se tiene pues:AB: íí6 =  BG: iíc =  CD : cd =  DE: de =  EP : e f =  A P ; af; es decir, que 2® los polígonos tienen sus lados homólo­gos proporcionales.Luego, según la definición, estos polígonos son se­mejantes.. 140. Teorema. — Dospo%ono5ABCDE, abcde(fig. 108), 

son semejantes, cuando los ángulos formados -por dos lados 
homólogos AE, ae, con los lados y con las diagonales que se 
terminan á sus extremidades, son iguales uno ó uno.En efecto: por suposición, los ángulos BAE y bae; son iguales, y también los ángulos BEAy bea; luego los

triángulos ÁBE y abe, son equiángulos y por consiguientesemejantes. De esta semejanza resulta la proporción.BE : =  AE : ae.



1'kL
Por una razón análoga, los triángulos ACE y aae, son semejantes, y se tieneGE : ce =  AE : ae.

96  P R IM E Ü A  P A R T E .

De donde se deduceBE:fee =  CE:ce.Por otra parte el ángulo BCE, diferencia de los ángu­los CEA y BEA, es igual al ángulo bec, diferencia de los ángulos cea ‘y bea. Los dos triángulos BEC y bec son, pues, semejantes, por tener un ángulo igual compren­dido entre lados proporcionales.Continuando del mismo modo se demostraría la se­mejanza de todos los triángulos formados por las dia­gonales que parten de los vértices E y c. Los dos polí-r gonos están, pues, compuestos dé un mismo número de triángulos semejantes y semejantemente dispuestos; luego son semejantes.141. P ro blem a . — Sobre una recta dada, construir un 
poligono semejante á otro dado.Este problema puede resolverse por dos métodos prin­cipales.

l»  Método. Sean ABCDEF (fig. 107) el polígono dado, y AF el lado homólogo de la recta dada.De uno de los vértices A, tírense las diagonales AE, AD, AP.Trácese a/“ paralela á AP, é iguala la línea dada. Trá­cense ae y fe respectivamente paralelas á AE y á FE; su intersección dará el punto e; los triángulos AFE y afe serán semejantes, como equiángulos.Trácense ad y ed respectivamente paralelas á AD y á ED ; su intersección dará el punto d ; los triángulos AED y aed serán semejantes, como equiángulos. 1



G EO M ET R IA  P L A N A . 97Trácense también oc y do respectivamente paralelas á AC y DĈ ; su inU-rsecciun dará el punto <■ ; los triángu­los AüC y adc serán semejantes, como equiángulos.Continuando del mismo modo, se formará un polí­gono aéí’tí'/semejanle al polígono dado; puesto que los dos estarán compuestos de un mismo número de trián­gulos semejantes uno á uno y dispuestos en el mismo orden.
2° Mètodo. Si no se pueden emplear las diagonales AE, AD, AG, se procederá de la manera siguiente :Trácese siempre «/’ igual á la recta dada considerada como homologa del lado AF.Hágase el ángulo afe igual á AFE, y tómese sobre fe, á partir del punto f, una cuarta proporcional á las lí­neas AP, o/" y FE; de modo que se tenga 

Á . f : n f — FE ; fe.El punto e estará determinado, y los triángulos AFE y afe serán semejantes, por tener un ángulo igual com­prendido entre lados proporcionales.Hágase el ángulo fed igual á FED; de lo cual resultará que el ángulo aed será igual á AED. Tómese sobre ed, á partir del punto e, una cuarta proporcional á las lí­neas FE, /ie y ED ; de modo que se tenga FE : /e — ED : ed.El pundo d se hallará determinado, y los triángulos Aed y ned serán semejantes, por tener un ángulo igual comprendido entre lados proporcionales.Y  continuando del mismo modo, se foriñará un polí­gono ufecdc/’ que será semejante al polígono AHCDEF, por estar compuestos de un mismo número de triángu­los semejantes uno á uno y dispuestos en el mismo orden. .  ' •GSOM.



98 P RIM E RA  P A U T E .
§ II. Aplicación al levantami&nío de planos.142. Levantar el plano de un terreno, es trazar en pequeño sobre el papel una figura semejante á la que tiene el terreno.El medio mas espedito para levantar el plano de un terreno consiste en el empleo de la plancheta.Se da este nombre á una tablilla de madera, muy bien arreglada, que descansa, en su centro, en un so- porle de tres pies. La tablilla está sujeta al soporte por un gozne de tornillo, que la permite tomar todas las posiciones posibles en relación con el soporte La su­perficie de la plancheta está cubierta con un pliego de papel, bien liso. Para trazar allí rectas en la direcciOT L  los rayos visuales, tiradas desde el ojo hácia los ob- ietos mas notables del terreno, se emplea una alidada, semejante á la del grafómetro, provista de pínulas, pero enteramente libre y pudiéndose colocar en la plan­cheta en todas las direcciones posibles, y se emplea la mism’a alidada, como una regla, para trazar rectas en la plancheta, en la dirección indicada por las pínulas.Cuando se quiere levantar un plano por naedio de la plancheta, se traza en el terreno una recta AB (flg. ■'] que se. mide y sirve de base á la operación. Se traza otra ab en la plancheta y se la da una longitud que tenga con AB una relación determinada, que encierre, por ejemplo, tantos milímetros como AB contenga e 

metvos. Se coloca la plancheta en el punto A y se 1 dispone de modo ; 1" Que no se incline a ningún lad (ya veremos mas tarde como se obtiene esto >  ̂punto a se halle precisamente encima del punto A. ¿  que dirigiendo la alidada según ab se perciba el punto
J



ií detrás de los hilos de las pínulas. Se tiran entonces las rectas aE, aD, aC dirigiendo la alidada liácia los puntos del terreno que se quiereTjjar en el plano.Se transporta en seguida la plancheta en el punto’ JJ y se la dispone de tal modo : que no se incline hácia ningún lado ; 2“ que el punto b esté exactamente encima de B; 30 que dirigiendo la alidada según ba, se pérciha el punto A detrás de los hilos de las pínulas. Se trazan entonces las rectas &E, fiD, 6C, dirigiendo de nuevo la alidada hácia los puntos anteriormente observados.
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tas intercesiones de estas nuevas rectas con las pri- nueras, determinan, en el papel', los vértices e, d, c, de un polígono abcde que es semejante al polígonó ABCDE, en virtud' de la proposición del m 140.Cuando las diferentes líneas que forman el con­torno del terreno pueden ser medidas con la cadena de asnmensor, se puede proceder del modo siguiente :Se traza sobre el papel una linèa o/’{fig. 107), que esté en razón determiiiáda con uno de los' lados del polígono



P R IM E R A  P A R T E .que tom a el terreno ; se la tomará, por ^á tantos milímetros como metros tenga este lado Se mide el ángulo APE .con el grafómetro; se hace el án- lo =  AFE; se toma ed igual á tantos miUmetrcomo ED contiene de metros. Y
“ 44. La reducción mas cómoda consiste en repre sentar como hemos dicho, cada metro por un m.l.me ^  ’ 0« fáril comprender que esta razón no se- n  t:d :r io s  c a s i  En los planes gueS lt T o ir n n “ ^ ¿  r m ilJe t r o s ._ P o r  el decámetr p parciales ó de pequeñas di-r ; r . i , — 1  — •• - — "

'  « e " i l ' p i a n o .  á la razón constante déla l o n S d  las líneas del plano á las de las lineas querepresentan. §  III. Polígonos simétricos.143. Dn polígono ABCDD’CB'A (fig. UO) se llama « - 
1« oa 1p unede dividir por medio de un “ ‘cta X Y ™ rd o s partes ABCDO. AB'C'B'O, que coincidí rLn si se doblase la figura sobre X Y . Esta linea X' T  Í r l t o W  -  corresponden en una y otra parte:  nauan « “" r a r p X

p jio u la r  « «la eje. e doblade la figura coinciden, por hipótesis, cuando se



GEO M ETR IA  P L A N A . 101la figura sobre X Y , las perpendiculares bajadas de los puntos B y B' sobre esta línea, la cortarán en un mismo punto, ycada una será el prolongamiento de la otra. Lo mismo sucedería con los vértices C, C'; y así sucesivamente.Además se ve que las rectas BB',CC', etc., son divididas en partes iguales por el eje XY.
Cuando uno de los lados DD' es cor­

tado por el eje de simetría, este eje le es 
perpendicular y pasapor supuntomedio0. Porque, para que los puntos D y D' coincidan ai do­blar la figura sobre X Y , es menester que los ángulos adyacentes AOD, AOD' sean iguales, y por consiguiente rectos; y además es necesario que OD' =  OD.146. En un triángulo isósceles, la recta que va del vértice al punto medio de la base, es un eje de si­metría.Un triángulo equilateral, tiene por consiguiente, 3 ejes de simetría.En un rectángulo, las rectas que unen los puntos me­dios de los lados opuestos, son ejes de simetría.En el rombo ó losange, las diagonales son dos ejes de simetría.El cuadrado tiene 4 ejes de simetría, puesto que es, á la vez, un rectángulo y un rombo.En el círculo, cada diámetro es un eje de simetría.147. Dos polígonos son llamados simétricos, el uno con respecto al otro, cuando están compuestos de los mismos elementos (lados y ángulos) dispuestos en sen­tido contrario.
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Dado que sea un poligono ABOBE (fig. I l i) , es fácil construir un polígono simétrico. Para esto, se traza enel plano del polígono dado, una recta cual­quiera XY  ; de los vér" tices del polígono dado, se bajan sobre esta línea las perpendiculares Am» Brt, Gp,Dr/, Er, y se pro­longan de cantidades respectivamente iguales 
mA', nW, vG, í jB ' .r E 'iy  se tiran las líneas A'B',B'O', C'D', D'E', E'A'.Claro está, en efecto, que si se dobla la figura sobre X Y , las perpendiculares m V  y mA coincidirán, y lo mismo sucederá con las perpendiculares nB’ y «B; y así de las demás. Los vértices del polígono A'B'C'D'E' ven­drán, pues, á colocarse sobre los vértices del polígono ABCDE, y los dos polígonos coincidirán. Estos dos polí­gonos tienen, pues, sus elementos iguales uno á uno; por otra parte, es evidente que estos elementos están dispuestos en orden inverso en los dos polígonos ; luego, por definición, estos dos polígonos son simétricos en­tre sí.14B. En la figura 111, los dos polígonos ABCDE y AB'C'D'E', son á la vez simétricos de forma y de posi­ción; de forma, por tener sus elementos iguales uno á uno y dispuestos en orden inverso ; de posición, porque los vértices que se corresponden se hallan á diferente lado de X Y  sobre una misma perpendicular 4 esta línea y 4 distancias iguales.
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La línea XY es un eje de simetría respecto al con­junto de los dos polígonos. Se dice también que estos polígonos están colocados siméiHcámente con respecto á esta línea.
GEO M ETR IA  P L A N A . 103

CAPITULO IVPOLÍGONOS REGULARES Y MEDIDA DE LAS CIRCUNFE­RENCIAS DE CÍRCUl.O§ I. Propiedades principales de los polígonos regulares.149. Un polígono es regular cuando tiene sus ángu­los iguales y todos sus lados iguales.Conocido el número de los ladps de un polígono re­gular se puede deducir el valor común de cada uno de sus ángulos.Porque, si n indica el número de los lados ó de los ángulos del polígono propuesto, la suma de los ángulos valen juntos 2 rectos multiplicados por n — 2 (15G); y como todos son iguales, cada uno valdrá la u“ pgirte de la suma, ó 2 {n— 2) 
ntomando el ángulo recto por unidad. De aquí se deduce que el ángulo de un triángulo equilateral vale | de án­gulo recto;del cuadrado del pentágono regular del hexágono regular del octógono regular del decágono regular del dodecágono regular etc.

1 ángulo recto; f  de ángulo recto;
etc.



104 P RIM E RA  P A R T E .loO . T eo rem a , — rodo polig on o re g u la r  ABCDEFG (fi­gura 112) es in sc H p íib le  en  u n  c ir c u lo .Es decir, que se puede trazar una circunferencia que pase por todos los vértices.Por tres vértices consecutivos A, B, C, trácese una circunferencia, y sea O su centro; esta circunferencia pasará por los demás vértices del polígono.Para demostrarlo, tracemos desde el punto O sobre BC la perpendicular OI, la que dividirá la cuerda BG endos partes iguales ; y tra-cemos las rectas OA y OB. Doblando la figura sobre OI, por ser rectos los án­gulos cuyo vértice es el punto I,IC  tomará la direc­ción de IB; y como IB =  IG, el punto G caerá en B. Los ángulos B y C siendo iguales por ser el polígono regularfel lado CD tomará la dirección de BA, y como estos lados son iguales, el punto D caerá en A ; y las rectas OD y O A coincidirán. De esto resulta que las rec­tas OD y OxA son iguales, y que, por consiguiente, la circunferencia trazada desde el punto O por centro con OA por radio, pasará por el punto D.Bel mismo modo se demostraría que esta circunfe­rencia pasa por el punto E y por los demás vértices del polígono.E sc o lio . — Esta circunferencia se llama c irc u n sc r ip ta  al polígono.131. R ecípr o ca . —  rma c ir c u n fe r e n c ia  se d iv id e  en  
p a rtes ig u a le s , y  s i  p o r  los p u n to s  con secu tivos de d iv is ió n  se 
tr a z a n  c u e rd a s , el p o líg o n o  fo rm a d o  p o r  ella s será r e g u la r .



En efecto, sus lados serán iguales, como cuerdas cor­respondientes á arcos iguales; y sus ángulos serán igua­les como inscriptos en segmentos iguales (ABC, BCD, CDE, etc., fig. 112).E sco lio s . —I. El centro O de la circunferencia cir­cunscripta á un polígono regular se llama centro del po­lígono.' El radio OA de esta circunferencia es el radio del polígono. La perpendicular OI, trazada desde el centro sobre un lado, se llama la apotema del polígono.II. El ángulo AOB formado por dos radios AO, OB que terminan á dos vértices consecutivos, se llama án­
gulo central-áGÍ polígono. Todos los ángulos centrales AOB, BOG, COD, etc., de un mismo polígono regular, son iguales puesto que interceptan arcos iguales.La suma de todos estos ángulos, siendo igual á 4 án­gulos rectos, se ve que para conocer el valor de un án­gulo central, basta dividir 4 rectos por el nùmero de ángulos centrales, ó por el nùmero de lados del polí­gono. De este modo se deduce que el valor de un án­gulo central es :por el triángulo equilátero  ̂ de ángulo recto;el cuadrado 1 de ángulo recto ;el pentágono I de ángulo recto;el hexágono I de ángulo recto;el octógono è de ángulo recto;el decágono I de ángulo recto ;el dodecágono de ángulo recto ;
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etc. etc.III. Los radios OA, OB, OG, etc., dividen el polígono en tantos triángulos isósceles iguales como lados tiene.IV. Siendo estos triángulos iguales, las perpendicula­



res, tal como OI, bajadas del centro sobre los lados, son todas iguales. De aquí resulta que si, desde el punto O como centro, con OI por radio, se traza una circunferencia, esta circunferencia pasará por los piés de todas estas perpendiculares, y será taimente á todos los lados.Se enuncia esta propiedad diciendo que todo polígono 
regular es circunscriptible al circulo.Al contrario, á la circunferencia tangente á todos los lados de un polígono regular se dice que es inscripta á este polígono.152. Pro blem a . — Inscribir un cuadrado en un circulo.Trácense dos diámetros perpendiculares uno á otro, AC y BD (fig. H3), y únanse sus extremos por las rectas AB, BG, CD, DA.Los cuatro ángulos centrales siendo iguales, lo son también los arcos correspondientes AB, BC, CD, DA. La circunferencia estando, pues, dividida en cuatro partes iguales en los puntos A, B, G, D, el polígono ABCD es regular.Corolario. — Si cada uno de los arcos AB, BC, etc., se divide en dos partes iguales, la circunferencia estará dividida en 8 partes iguales, y los 8 puntos de division podrán servir de vértices al octógono regular inscripto. Doblando el número de divisiones, se obtendrán suce sivamente los polígonos regulares de 16, 32, 64, etc., lados.155. Problema, —/nícri&ir en un circulo un hexágono 
regular.Sea AB (fig. 114) el lado del hexágono. Trácense los
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G EO M ET R IA  P L A N A . 1-07radios OA y OB; el ángulo central AOB valdrá | de án­gulo recto (1151, escol. II). Luego la suma de los ángu-los OBA y OAB valdrá 2 rectos me­nos I  de recto, es decir, |  de recto; y como estos ángulos son iguales, puesto que el triángulo AOB es isósceles, cada uno de ellos valdrá la mitad de es decir, |  de ángulo recto. De esto resulta que el trián­gulo AOB es equiángulo y por con­siguiente equilátero y que se tiene AB =  AO, es decir, que el lado del hexágono regular inscripto es igual al radio de la circunferencia.Para dividir una circunferencia en 6 partes iguales, bastará, pues, llevar sucesivamente sobre esta circunfe-: renda 6 aberturas de compás consecutivas, iguales á su radio.Uniendo los puntos de división consecutivos, se ob­tendrá el hexágono regular inscripto.Co rolarios. — I. La circunferencia está dividida en partes iguales en los puntos A, C, E ; luego tra­zando AE, se tendrá el lado del triángulo equilateral inscripto.II. Doblando al contrario sucesivamente el número de divisiones, se obtendrá los polígonos regulares de 12, 24, 48 lados y así sucesivamente.P roblem a . — In s c r ib ir  e n  u n  c ircu lo  u n  decàgono
'¡'egular.Sea AB (fig. 115) el lado del decágono regular; trá­cense los radios OA, OB; el ángulo central AOB valdrá |de ángulo recto ( lo l .  escol. II). La suma de los án­gulos OAB y OBA valdrán, pues, 2 rectos menos es



decir, I  de ángulo recto; y como estos ángulos son igua­les, puesto que el triángulo a OB es isósceles, cada uno de ellos valdrá la mitad de f , es decir, |  de ángulo recto, y será por consiguiente dos ve­ces mayor que el ángulo cen­tral AOB.Dividiendo el ángulo OAB en dos partes iguales por la recta AM, cada uno de los ángulos OAM, BAM, valdrá |  de ángulo recto. De esto resulta primeramente que el triángulo OMA es isós­celes y que se tiene A.M =  OM. Kn segundo lugar, quelos tk n gu los MAB y AOB tienen sus ángulos respectiva-mente iguales; porque tienen el ángulo B común, y e án«-ulo MAB =  AOB =  |  de ángulo recto. Estos triángu- los° son, pues semejantes; y puesto que AOB es isós­celes MAB lo es también, y se tiene MA =  AB; y por consiguiente O M ^ A B . De la semejanza de estos trián­gulos se deduce además la proporción MB: AB =  A B :O A ,ó bien M B :O M = O M :O B ;es decir, que el radio OB está dividido en el punto M en media y extrema razón (105), y que el lado AB del de­cágono regular inscripto es igual al mayor de los seg­mentos OM. ,
Luego para dividir una circunferencia en lO partesiguales, se dividirá su radio en media y extrema razón, y se llevarán sobre esta circunferencia 10 aberturas d
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compás consecutivas iguales al mayor de -los dos seg­mentos.Uniendo los puntos de división consecutivos de la circunferencia, se obtendrá el decágono regular ins­cripto.C o r o l a r io  T. — La circunferencia está dividida en 5 partes iguales en los puntos A, C, E G, I ;  luego uniendo A á I, la línea AI será el lado del pentágono regular inscripto.C o r o l a r io  IL ;  —  S i  se  d o b la n , a l  c o n t r a r io , s u c e s i­v a m e n te  e l  n ú m e r o  de d iv is io n e s , se  o b te n d r á n  lo s  p o ­líg o n o s  r e g u la r e s  d e  2 0 ,4 0 , 80 la d o s  y  a s í  s u c e s iv a m e n te .1 3 5 . T e o r e m a . — Dos polígonos regulares de un mismo 
número de lados son semejantes.En efecto, sus ángulos son iguales, puesto que el valor común de los ángulos de un polígono regular- depende únicamente del número de los lados (1^9); y sus lados homólogos forman una serie de razones idénticas, puesto que cada uno de los polígonos tiene todos sus lados iguales. Estos polígonos son, pues, se- 'mejantes.136, T eorem a . — los perímetros de dos polígonos regu^
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ulu­lar es de un mismo número de la­
dos son proporcionales d sus ra­
dios.Sean en efecto AOB y aob (Hg. 116) dos de los triángulos isósceles en que los dos polí­gonos pueden ser descompues­tos (131, III). Los ángulos cen­trales AOB y aob son iguales, puesto que los dos polí­gonos tienen el mismo número de lados (131, II);



además, puesto que los triángulos son isósceles, los lados que comprenden estos ángulos son idénticamente proporcionales; luego estos triángulos son semejantes y se tiene la proporciónAB : ab =  A.O :ao.Sea n el número de lados de cada uno de los polígo­nos ; multiplicando por n los dos términos de la pri­mera razón de la proporción anterior, lo cual no altera esta razón, se tendrá
A B x n : a b X n  =  A.O : ao;mas A B x n  es el perímetro del primer polígono, y 

a b x n  es el perímetro del segundo; designando estos perímetros por P y p, se tendrá pues P : =  AO : aa ;
ÌO que se quería demostrar.§ II . Aplicación al entarimado de los pisos.1S7. Se emplean con frecuencia polígonos regulares en el enlosado y en el entarimado de los pisos.La suma de todos los ángulos formados al rededor de un mismo punto siendo igual á 4 rectos, para po­der cubrir una superficie plana con polígonos regu­lares iguales, es menester que el ángulo de cada uno de estos polígonos sea una parte alícuota de 4 ángulos rectos.Esto sucede con el triángulo equilátero, porque su ángulo, que y  vale I  de ángulo recto, es la 6* parte de 4 rectos. Esto tiene igual­mente lugar con el cuadrado, puesto que su ángulo siendo recto, es la 4® parte de
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4 rectos. También esto se verìfica con el hexágono, porque su ángulo, que vale |  de àn- guio recto, es la 3“ parte de 4 rectos.Luego se puede enlosar ó entarimar un piso con triángulos equiláteros en­semblándolos 6 por 6 (fig. 117), con cua­drados ensemblándolos 4 por 4 (íig. 118 y 119), ó con hexágonos regulares en- semblados 3 por 3 (fig. 120).No se pueden emplear pentágonos regulares, porque el ángulo de estos polígonos, que vale f  de ángulo recto, no es una^' parte alícuota de 4 ángulos rectos. [ 'Mucho menos pueden emplearse polígonos de un número de lados ¡ superior á 6, porque entonces 3 án­gulos de estos polígonos, darían una suma superior á
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F/j/.jzff. F¿r̂ . JZJ

4 ángulos rectos.lo 8 . Pero se obtienen nuevas disposiciones de enlosado, em­pleando conjuntamente varias es­pecies de polígonos regulares.3?or ejemplo se puede cubrir un piso con :octógonos y cuadrados j(fig. 121);
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hexágonos y triángulos equiláteros (fig. 122);dodecágonos y triángulos equiláteros (fig. 123).§ iri. Propiedades del círculo que dependen de los polígonos regu- • lares,lo 9 . El perímetro de un polígono regular inscripto en una circunferencia es siempre menor que esta cir­cunferencia; porque cada uno de sus lados es menor que el arco coriespondiente.Si se dobla el número de los lados de un polígono regular inscripto, el perímetro del nuevo polígono será mayor y de consiguiente se aproximará mas de la cir­cunferencia. En efecto, sea AB (fig. 124) el lado de un

polígono regular inscripto, sea n el número de sus la­dos, de suerte que su perímetro sea A B x n . Tómese el punto medio I del arco correspondiente al lado AB, y trácense lA é IB; estas rectas serán dos lados del polí­gono regular inscripto de un número de lados doble, y el perímetro de este polígono será I A x 2 n  ó
(lA +  ÍB]xn.Pero, se tiene, según la definición de la línea recta, IA +  1B>AB,por consiguiente( lA + IB ) x n > A B X « j



G EO M ET R IA  P LA N A . 113es decir, que el nuevo perímetro es mayor que el pri- mero, y por consiguiente se aproxima mas de la cir­cunferencia en la que estos dos polígonos están ins­criptos.Esta circunferencia es un límite hácia el cual tienden ó se aproximan los perímetros de los polígonos regula- i’es inscriptos á medida que el número de sus lados va aumentando; y, en la práctica llega pronto, en efecto, un momento en que el perímetro del polígono se con­funde sensiblemente con la circunferencia, porque los arcos vienen á ser bastante pequeños para confundirse en apariencia con los lados correspondientes.Es, pues, permitido el considerar una circunferencia como el perímetro de un polígono regular cuyos lados son infinitamente pequeños y en número infinitamente grande.100. T e o r e m a .  — Las circunferencias de circulo son pro^ 
porcionales á sus radios.Porque, según lo que acabamos de decir, dos circun­ferencias pueden ser consideradas como los perímetros de dos polígonos regulares semejantes de un número fie lados infinitamente grande; y desde luego se les puede aplicar el teorema del n® ISO.C o r o l a r io  I . — Siendo los diámetros el doble de los í’adios, se puede decir que dos circunferencias son propor- 
<̂ ionaUs á sus diámetros.C o r o l a r i o  II. — Para trazar una circunferencia que sea el doble, el triple, etc., de una circunferencia dada, basta emplear un radio doble, triple, etc.161. Del teorema precedente resulta además que la 
razón de una circunferencia á su diámetro es constante por 
todas las circunferencias.



114 l 'UIMF.l lN T A U T E .Poraue, si G y C' designan dos circunferencias y D y ü' sus diámetros, se tendrá, en virtud de este teorema .G : C '= D  : B',ó, cambiando el orden de los medios,G ;D  =  C ':D '.Esta razón constante entre la circunferencia y el diá­metro se representa por la letra griega x (pronúnciese 
pi), y se escribe de consiguienteG
de donde se saca .G =  xB ó 0 := 2 x R ,si R designa el radio.Se ve, pues, que para obtener la longitud de una cir­cunferencia cuando se conoce la de su diámetro. D o 
2R, basta multiplicar el nombre que expresa la longi­tud del diámetro por x.Por métodos que no podemos explicar aqm se en­cuentra que el número x tiene por valor 3,1415926......ó aproximadamente 3,1416. Este número diíiere poco ¿e número dado por Arquímedes como valor apro­ximado de X. Por este último valor se ve que una cir­cunferencia es igual á tres veces su diámetro, mas una cantidad un poco menor de la r  parte de su diámetro.102. Conociendo el valor de x se pueden resolver varios problemas numéricos, de los que daremos algu­nos ejemplos. _ _  ̂ n  ̂ cvI. Un estanque circular tiene 24“  de diámetro; halla

circuito.1. Véise nuestra Geometría. Uóriea y  práctiea, 4- edición, números 2 0 0  á 3 0 4 .



Multipliqúese el diámetro 24’" por la razón x de la circunferencia al diámetro, ó por 3,1416; lo cual da por resultado 75"',3984, ó aproximadamente 75'",40.II. Calcular el radio del meridiano de París, suponiendo 
que sea perfectamente circular.La longitud de este meridiano siendo de 40000000” , para hallar su diámetro no hay mas que dividir este nú­mero por X, ó por 3.1415926, lo que da, á menos de un metro, 12732395” . La mitad de este número, ó 6366197” , es el radio pedido.III. Una rueda de coche tiene 1” ,80 de diámetro; se pide 
cuántas vueltas dará por kilómetro.La circunferencia de esta rueda tiene de longitud l ” ,8 0 x x ; para hallar el número de vueltas, no hay mas que dividir un kilómetro ó 1000”  por esta circun­ferencia ó por1” ,80X3,1416, lo que da ------- ----------- ̂ 1 ,80X3,1416,ó 176,8..., ó cerca de 177 vueltas.165. Hemos visto en el n® 29 el modo de comparar un arco con la circunferencia de que forma parte. Po­demos ahora enseñar el modo de obtener el valor en números de la longitud de un arco.Sean A la longitud de un arco, N el número de gra­dos que contiene, R el radio de la circunferencia de la <iue forma parte, la que representaremos por G. Se tendrá A : G —N : 360,ó A : 2 xR =  N: 360,  _[!].
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de donde se saca NA =  2xR. — : 360’



es decir que ; para hallar la longitud de un arco, no hay 
mas que multñ>Ucar la de la cvrcunferencia entera par la 
razón entre el número de grados que contiene el arco y  360. Ejemplo. -H a a a r  la longitud de un arco de 48“ y cuyo
radio es de 0"*,60.La fórmula da

A. =  2 X 3,1416X0” 6 X ^ = 0 " ’>5026.164. La proporción establecida en el nùmero que precede resuelve también el problema inverso ; á saber : conociendo la magnitud de un arco y su radio hallar el número de grados que contiene. En efecto, de la pro­porción [1] se saca N:

J J 0  P R IM E R A  P A R T E .

es decir que : para hallar la graduación de un arco cuya 
magnüud y radio son conocidos, no hay mas que multiplicar 360“ por la razón de la magnüud del arco á la de la circun-
ferencia entera» ,E j e m p l o . — Sobre una circunferencia cualquiera, cual es
el arco cuya magnitud es igual al radio.En este caso, se tiene A = R ; de consiguiente 360“ 180“ _  180“~3,1416’N =  57“ 17' 44",3.

CAPITULO Y .MEDIDA DE LAS ÁREAS.§  1. Teoremas sobre la medida de las áreas,103. Medir el área de una figura, es hallar su razóná otra área tomada por unidad.Ordinariamente se toma por unidad de área la



cuadrado cuyo lado es igual á la unidad lineal. Si, por ejemplo, la unidad lineal es el metro, la unidad de área es el área del cuadrado que tiene un metro de lado, la cual se llama metro cuadrado. Si se toma el decímetro por unidad de longitud, la unidad de área será el deci­
metro cuadrado, y así sucesivamente.166. T e o r e m a .  — El área del rectángulo tiene por me­
dida el producto de su base por su altura.(Se llama base á uno cualquiera de los lados del rec­tángulo, ordinariamente al que ocupa la parte inferior de la figura, uno cualquiera de los lados adyacentes á la base se llama altura.)El enunciado de este teorema significa que, para ob­tener el número de unidades de área contenidas en la superficie del rectángulo, es menester determinar el número de unidades de longitud contenidas en su base, el número de unidades de longitud contenidas en su al­tura, y hacer el producto de estos dos números.Sean, en efecto, ABGD (fig. 125) un rectángulo, AB su base y AD su altura. Supongamos, para mas claridad, que AB contenga 5 veces la unidad de longitud, y que AD la contenga 3 veces. Divídase AB en 5 partes iguales, y, por todos los puntos de división, trácense paralelas á AD.Divídase AD en 3 partes iguales, y, por todos los puntos de división, trácense paralelas á AB. De este modo la figura total se halla dividida en fi­guras parciales que son cuadrados, por tener todos sus ángulos rectos y sus lados iguales por ser estos iguales, sea álas divisiones de AB (69), sea á Jas divisiones de ÀD, es decir, á la unidad lineal. Estas figuras parciales
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son pues unidades de área, y falta solo determinar su número.Puesto que el rectángulo ABCD se halla dividido en tantas líneas horizonlales de unidades de área como unidades de longitud hay en la altura AD, es decir, en 3 ; que cada una de estas líneas contienen tantos cua­drados ó unidades de área como unidades lineales hay en AB, es decir, 5; el nùmero total de unidades de área es pues, 5 X 3 0  15.Los razonamientos que preceden son independientes del número de unidades de longitud contenidas en la base AB y en la altura AD y de la magnitud de esa uni­dad de longitud.A d v e r t e n c i a . — Si la basé y la altura no contuvie­sen un nùmero exacto de veces la unidad de longituú adoptada, se podría tomar una unidad mas pequeña, y tan pequeña que fuese contenida un número exacto de veces en AB y AD.C o r o l a r i o . — Cuando el rectángulo propuesto es un cuadrado, la base y la altura son iguales; y para obte­ner el núnierp de unidades de área contenidas en la superlicie del cuadrado, se ha de multiplicar por si mismo el número de unidades de longitud que contiene uno de sus lados. Por esto en la Aritmética se da el nombre de cuadrado al producto de un número por sí mismo.Si, por ejemplo, el lado de un cuadrado contiene 2unidades 'de longitud, su superíicie contendrá, 2 X  2 o 
k unidades de área. Si el lado contiene 3 unidades de longitud, la superlicie contendrá 3 X  3 ó 9 unidades de área; y así sucesivamente.Un centímetro valiendo 10 milímetros, un centímetro
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GEOMETRIA PLANA- 119cuadrado vale 10 x  10 ó 100 milímetros cuadrados. Por la misma razón, un decimetro cuadrado vale 100 centímetros cuadrados; un metro cuadrado vale 100 decímetros cuadrados ; un decámetro cuadrado vale 100 metros cuadrados: un hectóraetro cuadrado vale 100 decámetros cuadrados; y asi sucesivamente.A p lic a c io n e s  n u m é r ic a s . — 1. La tela de un cuadrô  de 
forma rectangularj tiene de longitud y I"*,94 de al-
tura; ¿ cuál es su surperficie ?La longitud es de 262 centímetros, la altura de 194 centímetros; la superficie es, pues, de 252 x  194 ó 50828 centímetros cuadrados, ó 5” '*- S**'"- 28''-.11. El piso de una sala cuadrada tiene 6"’,51 de longitud ; 
¿ cuál es su superficie ?El lado del cuadrado es de 651 centímetros ; luego la superficie es de 651 x  65i ó 423801 centímetros cua­drados ó bien 42” '“- SS“-®- l'-®-.107. T eo r e m a . — El área de un paralelógramo tiene 
por medida el producto de su base por su altura.(Llámase base uno cualquiera de los lados del parale­lógramo, ordinariamente ai que ocupa la parte inferior de la íigura; la altura es la distancia de la base al Judo que le es paralelo, distancia que se halla medida por la perpendicular común.)Sea ABGD (fig. 126) un paralelógramo cualquiera. Lesde los puntos B y A baje- nios sobre CD y su prolonga­ción las perpendiculares BI y All. La figura ABIII será un rectángulo. Los triángu­los rectángulos AllD y BIG son iguales; porque tienen sus hipotenusas iguales,



120 P R IM E R A  P A R T E .Aü =  líC como lados opuestos de un mismo paraleló- gramo, y los lados iguales AH =  Bí por la misma razón.Puesto que, si de la figura total AHCB se quita el triángulo AHD, queda el paralelógramo ABCD; y si de esta misma figura total AHCB se quita el triángulo BIC, queda el rectángulo ABIH. El rectángulo es, pues, equi­valente en superficie al paralelógramo. Pero el rectán­gulo ABIH tiene por medida AB X  IB ; luego el parale- lógrarao tiene la misma medida, es decir, su base AB multiplicada por su altura IB.468. T e o r e m a . — El ana do un triángulo tiene for 
medida la mitad del producto de su base por su altura.(Se puede tomar por base de un triángulo á uno cual­quiera de sus lados; su altura es la perpendicular ba­jada del vértice opuesto sobre la base.)Sea ABC (fig. 127) un triángulo cualquiera. Sea AB su base, y CH su altura. Tracemos CD paralela á AB, y BDparalela á AC, la figura ABCD será un paralelógra­mo. Los dos triángulos ABC, DCB son iguales por tener sus tres lados iguales uno á uno; el triángulo ABC es pues la mitad del paralelógramo. Pero este último tiene por medida AB X  CH; luego el área del triángulo tiene por medida la mitad de este producto, ó I  A B x C H .A d v e r t e n c i a .  — Cuando el triángulo es rectángulo se puede tomar por base á uno de los lados del ángulo recto; y en tal caso el otro lado del ángulo recto es la altura del triángulo.



G EO M ET R IA  P L A N A . 121Í69. T e o r e m a . — Ji b a r e a  tíe un trapecio tiene porme^ 
dida el producto de su altura por la semisuma de sus bases.(Se llama altura de un trapecio á la distancia de los dos lados paralelos, á los cuales se da el nombre de 
bases, como anteriormente se ha dicho).Sea ABCD (fig. 128) un trapecio. Llamemos h su al­tura. Tracemos la diagonal AC. El triángulo ABC tendrá por medida |  AB X  /i; puesto que su altura es igual á la del trape­cio. Por la misma razón el trián­gulo ADG tendrá por medida ^DGx/t; porque DG puede ser tomado por su base y entonces su altura es la del trapecio. El área de este último siendo la suma de las áreas de los dos triángulos se tendrá, pues, por expresión de su área. ^ A B x/i-h ^  C D X Ú  ó /tXl(AB-hGD).Corolario . — Según lo que se ha demostrado en el n" 129, se puede decir que: un trapecio tiene por medida 
el producto de su altura por la recta que une los puntos me­
dios de los dos lados no paralelos.Ad v e r t e n c ia . — Cuando el trapecio es rectangular (fig. 102), su altura es el lado AD perpendicular á sus dos bases.170. Para medir el área de un polígono cualquiera ABCDEF (fig. 107), se le puede dividir en triángulos, por medio de diagonales tiradas por un mismo vértice, me­dir separadamente el área de cada triángulo, y sumar­las. En la Agrimensura se emplea otro método de que hablaremos mas lejos.171. T eorem a . — El área de un polígono regular tiene
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por medida la mitad del producto de su perìmetro por su 
apotema.Si desde el centro 0 de iin poligono regular ABGDEFG (flg. 112) se trazan radios á todos los vértices, hemos visto que el polígono se halla dividido en tantos trián­gulos isósceles iguales como lados tiene. Puesto que, uno de estos triángulos, BOC por ejemplo, tiene por medida la mitad del producto de su base BG por su al­tura; es decir, por la perpendicular OI bajada del cen­tro sobre el lado BC, ó en otros términos, por la apo­tema del polígono, suponiendo n el número de los lados, se tendrá, pues, por la medida del área del polígono A B C x O I X n  ó I B C x n x O I .Pero, B G x  n, ó uno de los lados repetidos tantas ve- ves como lados hay, es el perímetro del polígono ; lla­mándolo P se tendrá luego, por la expresión del área del polígono regular, i P x O I ,lo cual viene á ser el enunciado del teorema.A d v e r t e n c i a . —Por métodos sacados de la Trigono­metría, se puede calcular la superfìcie de un polígono regular cuando se conoce el número de sus lados y la longitud de uno de ellos. Por estos métodos se halla, 
a representando el lado, que la superficiedel triángulo equilátero tiene por expresión 0,4330.a® del cuadradodel pentágono 1,7205.a*del hexágono 2,5981.del octógono 4,8284.a®del decágono 7,6942.a®

áéí dodecágono 11,1962.a®etc. etc.



G EO M ET R IA  P L A N A . 123Por ejemplo, para conocer el área de un octógono re­gular, cuyo lado tiene 12'", se tendría que multiplicar 12 por sí mismo, y el producto por 4,8284, lo que daría por resultado egf"-®- 96“*172, q̂ EOREMA. — El áreade un círculo tiene por medida 
la mitad del producto de su circunferencia por su radio.En efecto, un círculo pudiendo ser considerado como el limite de un polígono regular cuyos lados son infi­nitamente pequeños y en número infinitamente grande, se le puede aplicar la medida de estos polígonos. Pero entonces el perímetro se confunde con la circunferencia y la apotema con el radio.C o r o l a r i o . — Representando por R el radio del cír­culo, su circunferencia tendrá por expresión 2T:R;por consiguiente, su superficie se expresará por^.2xR.R  ó por xR^ Es decir, que el área de un circulo tiene por 
medida el producto del cuadrado de su radio por la razón 
de la circunferencia al diámetro.A p l i c a c i o n e s  n u m é r i c a s . — I. Un estanque circular 
tiene 20*" de diámet7'o; ¿cuál es su superficie?El diámetro siendo de 20"", el radio es de 10“ ; el cua­drado de este radio es de 100“ -®. Multiplicando por 3,1416, se tiene por la superficie pedida 314"”®', 16.II. ¿ Cuál debe ser el radio de un circulo para que su su­
perficie sea de un metro cuadrado ?La superficie siendo expresada por xR*, dividiéndola por X se tendrá el cuadrado del radio. Dividamos, pues, l” '®' por 3,141592, lo que da por cociente O"” ®',318309. Este número expresando el cuadrado del radio, su raiz cuadrada 0"',564 expresará el radio mismo.IIÍ. La circunferencia de un circulo es de l metro; ¿cuál 
es su superficie?



La circunferencia siendo de 1“ , el diámetro es el co-im _dente de 1™ por x, es decir — ; el radio vale, pues, — , y la superficie, que es la mitad del producto de la cireun-Jm-C- im cferencia por el radio, valdrá I !■". ^  ó k.d.ikTe'es decir, 7” *®’ ,9577 aproximadamente.
g II. Aplicaciones á la agrimensiu'a.175. Sabido es que, para medir las tierras, elhecttí- metro cuadrado toma el nombre de hectárea, el decáme­tro cuadrado el nombre de área, y el metro cuadrado el nombre de centiárea.I, Sea propuesto medir un campo de forma rectangular  ̂

que tiene 24“ ',7 de largo y 13̂ '” "’*,3 de ancho.La base del rectángulo tiene 247 metros, y su altura tiene 133; según el teorema del n“ IGG, la superficie del campo es, pues, 247 X  133 ó 32851 metros cuadrados, ó 3 hectáreas, 28 áreas y 51 centiáreas.II. Sea propuesto medir una pieza de tierra en forma de 
trapecio cuya altura es de 97 metros  ̂ y cuyas bases son res­
pectivamente de 231 y 145 metros.La semi-suma de estas bases es de 188 metros ; en virtud de la proposición del n“ 1G9, la superficie pe­dida será pues 188"> x  97 ó 18236 metros cuadrados; ó lo que es lo mismo 1 hectárea, 82 áreas, 36 centiáreas.174. Sea ahora propuesto medir un terreno poligonal ABCDEFG (fig. 129), cuyo interior es accesible. En lugar de dividirlo en triángulos, se le divide del modo siguien­te, que disminuye mucho el número de operaciones que se tienen que efectuar sobre el terreno.Por los dos vér tices mas distantes, A y E, se traza la
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recta AE, á la cual se da el nombre de directriz. De to­dos los demás vértices B, C, D, F, G, se bajan sobre esta directriz las perpendiculares Bwi, Cíi, Dp, F^, Gr. De este modo el polígono se halla di­vidido en triángulos rectán­gulos y en trapecios rectángu­los, es decir, que tienen dos ángulos rectos. Este modo de dividir el terreno ofrece, entre otras ventajas, la de no tener que trasportarla escuadra de agrimensor sino sobre la directriz para determinar los puntos w, r , n, p. Además, una vez hecha la divi­sión, no es necesario trazar ninguna otra línea para medir el área de cada una de las figuras que componen el polígono.Con la cadena de agrimensor se miden las perpendi­culares Bm, Cn, Dp, Fg, G r; y las diferentes partes km, tttr, ríí, íig, gp, pE, de la directriz. Se tiene,entonces .Triángulo ABm =Trapecio BawG =   ̂ mn . (Bm-[- Cn); y así de las demás.Si se supone, por ejemplo, que se han hallado los va­lores siguientes :
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km  =  20™,5 Bm = 27",2
mil =  60™,3 Cn — 52™,0
np =57"',1 Dp = 43™,5pE =  31™,8 Fg = 62™, 1gE =  55™,7 Gr = 48™, 9
rq =  73™,6
kr  =  40™,4



Se tendrá, efectuando sucesivamente las operaciones indicadas :
Área AIíCDEFÍx =  [557'"-'’-,60 +  4775,76 - f  5453,05+  1383,30 - f  3458,97 +  8169,60 +  1975,56]=  12886"’-'-,92Ó aproximadamente1 hectárea, 28 áreas, 87 centiáreas.17í5. Sea por fin propuesto medir el área de un poli« gono ABCDEFG (fig. 130), cuyo interior es inaccesible.Se prolonga uno de los lados, FG por ejemplo. Desde los vértices extremos, A y E, se bajan sobre la prolon-
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gacion de FG las perpendicula­res AM y EN las que se prolon­gan mas allá de los puntos A y E. Por el vértice 0 el mas dis­tante de FG, se traza una pa­ralela PO terminada á la inter­sección con las rectas MA y NE. De esta manera se forma un grande rectángulo MNOP, circunscripto al polígono propuesto.El método consiste á avaluar el área de este rectán­gulo y á restar el área comprendida entre el perímetro del polígono y el del rectángulo; la diferencia expresa evidentemente el área del polígono propuesto.Para esto, de todos los vértices del polígono que no están situados sobre alguno de los lados del rectán­gulo, se bajan perpendiculares Bm, Da sobre sus lados. Se miden estas perpendiculares con la cadena de agri­mensor, así que las longitudes AM, Am, Pm, PC, CO, On, nE, EN, FN, FG, MG. Fácil es entonces de avaluar el área del rectángulo MNOP, las de los triángulos rec­



tángulos AMG, AmB, DEn, ENF, y las de los trapecios rectángulos PGBm, COnT).Suponiendo que se haya hallado : mB =  20'"; Du =  22'",3; MA =: 50"',7; Am =  ál*"; mP =  37"',8; PG =  76'",9; GO =  75'"; Orí =  39'",2; íiE =  48'",6; EN =  41'",2 ; FN =  43-",4; MG =  30'"; resultará :MN =  PO “  ve-",9 +  75"' =  151'",9;
MP =  ON =  SO-",7 +  ál-" 4- 37"‘,8 =  129"',5.Se hallará por el área del rectángulo 19671'"-‘'-,05; y por la de las partes AMG, AmB, ect., exteriores al po­lígono :I [1521'"-"- -I- 820’"'--f- 3662"’-"-,82 +  3814'"-=-,16 4- 1083'"’''’,78 - f  1809"'-"',78] ' ó 6355’"-“-,77.Por consiguiente el área del polígono es igual á 19671’"'-,05 — 6355'"’“',77,es decir, 133l5""'-,28 ó aproximadamente 1 hectárea, 33 áreas y 15 centiáreas.
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CAPITULO VI.COMPARACION D E LAS ÁREAS.§ I. Teoremas principales sobre la comparación de las áreas,170. T e o r e m a . — Las áreas de dos triángulos semejan­
tes son ’proporcionales á los cuadrados de sus lados homó­
logos.Sean ABC y abe (fig. 131) dos triángulos semejantes. Desde los vértices homólogos G y c bajemos sobre los lados opuestos las perpendiculares AD y ad.
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Fx .̂fSt.

Los triángulos propuestos siendo semejantes, sus la­dos homólogos son proporciona­les, y se tiene :. AB : «6 =  AG : ac. [I] Los triángulos rectángulos AGD y acdy teniendo el ángulo agudo A igual al ángulo a, son equián­gulos, y por consiguiente seme­jantes : luego se tiene también : CI) : cá =  AG ; ac. [2] Multiplicando ordenadamente las proporciones [i] y [2], y divi­diendo por 2 los dos términos de la primera razón, se tiene :^ABXGD : ^af)XCíí=AC® : ac\Pero,|AB XCD  es la medida del área del triángulo ABC, y \ab'X,cá la del área del triángulo abe; luego se tieneABC : abc — k (f  : flc*; que es lo que se trataba de demostrar.Advertencia. — En lugar de la razón AG®: ac*, se puede poner Álí®: óó* ó'CB*: cb*, puesto que de la pro­porcionalidad de los lados homólogos, resulta la pro­porcionalidad de sus cuadrados.177. T e o r e m a .  — L a s áreas de dos polígonos semejantes 
son proporcionales á los cuadrados de los lados homólogos.Sean ABCDEP y ahedef (fig. 107) dos polígonos seme­jantes. Desde los vértices homólogos A y a ,  trácense las diagonales AC, AD, AE, ac, ad, ae, que dividirán los dos polígonos en un mismo número de triángulos semejan­tes uno á uno.



En virtud de esta semejanza y del teorema anterior, tendremos sucesivamente ;G EO M ET R IA  P L A N A . 129
ABCÁCDADEAEF

a5c =  .BG* : ¿c*, acd=CD® : 
ade =D E® : de  ̂aá/’=lF®  :Tf-,Mas los polígonos siendo semejantes, sus lados homó­logos son proporcionales; de consiguiente los cuadra­dos de estos lados son también proporcionales. De esto resulta que las segundas razones de las proporciones anteriores son iguales; luego las primeras lo son tam­bién ; y se tiene :ABC ; ábe =  k m  : ocd=ADE =  ¿[de:=AEF : aef. Bero, en una serie de razones iguales, la suma de los antecedentes es á la suma de los consecuentes como un antecedente cualquiera es á su consecuente. Aquí la suma de los antecedentes forma el polígono ABCDEF, y la suma de los consecuentes forma el polígono abedef, luego se tieneABCDEF : a&cde/’= A B C  : abe.Comparando esta proporción con la proporción [1], se ve que tienen una razón común ABC : abe; luego las dos segundas razones son iguales, y se tiene por finABCDEF : abedef^'W  : bc\A d v e r t e n c i a . — En lugar de la razón BC‘ ; se puede tomar la razón de los cuadrados de dos lados ho- uiólogos cualesquiera, y también la razón de los cua­drados de dos diagonales liomólogas.C o r o l a r i o . —  Sidos polígonos son semejantes y los g e o m .



lados del uno son 2, 3, 4, 5, 10 veces mas grandes que los lados homólogos del otro, el área del primero sera 
4 9, 16, 25, 100 veces mayor que el área del segundo.178. T e o r e m a . — Las áreas de dos polígonos regulares 
de un mismo número de lados son proporcionales á los cua­
drados de sus radios.Sean AB y ab (üg. 116, pág. 109) dos lados de estos po­lígonos ; O y o sus centros; trácense los radios OA, OB y oa, ob.Los ángulos O y ó  siendo una misma fracción de 4 ángulos rectos, son iguales, y los triángulos isósceles AOB y aoó, son semejantes. Luego se tiene, en virtud de la proposición del n° 176,AOB : aoí) =  A0  ̂ : aô 'Representando por n el número de los lados de cada uno de estos dos polígonos, y multiplicando por este número ios dos términos de la primera razón, tendre­mos ___A O B X n  : ao6X»^ =  AO : «o •Pero los dos términos de la primera razón expresan precisamente las áreas de los dos polígonos; luego estas áreas son proporcionales á los cuadrados de los radios.A d v e r t e n c i a . — En lugar de la razón de los cuadra­dos de ios radios, se puede tomar la razón de los cua­drados de las apotemas; porque estas últimas s o n  pro­porcionales á los radios.179. T e o r e m a . — L a s áreas de dos circuios son propor­
cionales á los cuadrados de sus radios.Porque representando,por A y  a las áreas dos círcu­los y por R y r sus radios, se tiene (172 corol.)A =  ttR* y a =  7tr*;
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GEOMETRIA PLANA. 13'jde donde resulta la proporción idèntica A ; : 7:r̂ ;
0 dividiendo por x los dos términos de la segunda ra­zón, A : a =  R2 :A d v e r t e n c i a . — En lugar de la razón de los cuadra­dos de los radios, se puede poner la razón de los cua­drados de los diámetros, poi;.ser estos proporcionales á los radios.Corolario. — Si el radio de un círculo se vuelve 2, 3 10 veces mayor, su superficie se volverá á, 9,’16,.... 100 veces mayor; y así sucesivamente.180. T e o r e m a . —Z)os reclángulos que tienen la misma 

altura son proporcionales ú sus bases.Porque si A, B, II representan respectivamente el área, 
ía base y la altura de un rectángulo ; a, b, h, el área, la nase y la altura de otro rectángulo, se tiene (160) :A =  B x H  y a— b-xh]  de donde resulta la proporción idéntica,A : a = B x H  : b X h ,es decir, que dos rectángulos son proporcionales á los 

productos de sus bases por sus altwas,Mas si las alturas son iguales, esta altura viene á ser tin factor común á los dos términos de la segunda ra- zon ; y suprimiéndolo, quedaA ; : b.A d v e r t e n c i a . — Se demostrarla del mismo modo que las áreas de dos rectángulos que tienen la misma base son proporcionales á sus alturas.1 8 1 . T e o r e m a . — R o í triángulos de misma altura son 
proporcioiiales á sus bases.



132 P R IM E R A  P A R T E .La demostración es la misma que ia del teorema an­terior.
182. T eorem a . — c u a d r a d o  co n stru id o  sobre la  h ip o ­

ten u sa  de wn triá n g u lo  rectá n g u lo  es eq uivalen te á  la  s u m a  de 
los cu a d ra d o s co n stru id o s so b re  lo s  dos catetos.Sea ABC (fig. 132) un triángulo rectángulo en G;sean ABEP, CBGK y AGMN, los cua­drados construi­dos sobre sus tres lados. Desde el vértice G bajemos sobre la hipotenu­sa AB y sobre su paralela FE la per­pendicular común GDH.Eltriángulo ABC siendo semejante al triángulo total (122), se tiene la proporcióniVD ; AC =  AC : AB,de donde se saca A D X A B  =  AC^ó. poniendo en lugar de AB su igual AF, a d x a f = I g*.Pero A D X A P  es la medida del área del rectángulo ABHF Y AC’ es la medida del cuadrado ACMN; luego este rectángulo y este cuadrado son equivalentes.



Se demostraría del mismo modo que el rectángulo DBEH es equivalente al cuadrado CBGK.Mas la suma de los rectángulos ADHF y BBEH forma el cuadrado ABEF construido sobre la hipotenusa; este cuadrado es, pues, equivalente á la suma de los cua­drados ACMN y CBGK construidos sobre ios dos ca­tetos.C o r o l a r i o . — Si el triángulo es á la vez rectángulo é isósceles, los cuadrados construidos sobre los catetos son iguales; y el cuadrado construido sobre la hipote­nusa es el doble de cada uno de ellos.185. T eorem a . — ¿os cuadradoi ACMN, CBGK (íig. 132) 
construidos sobre los catetos de un triángulo rectángulo ABC, 
son 'proporcionales á los segmentos AD, DB de la hipotenusa (determinados por la perpendicular CD, bajada del vér­tice del ángulo recto).En efecto, la razón de estos cuadrados es igual á la de los rectángulos ADHF y DBEH, que les son respecti­vamente equivalentes. Pero, estos rectángulos teniendo la misma altura son en razón de sus bases AD y DB (180). Luego se tieneACMN : CBGK =  AD : DB,
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ó bien ÂG^CB^-=AD:DB.§ II. Problemas sobre la comparación de las áreas.184. P roblema I. — ConsírmV wi cuadrado equivalente 
á un rectángulo dado.Sean B y H la base y la altura del rectángulo. Hállese una media proporcional entre estas dos líneas (102); representándola por a?, tendremos B : a; =  : H;



de donde se saca
=  H.Pero, es la medida del área del cuadrado que tiene por lado a;; y B x H  es la medida del áfea del rectán­gulo dado. El cuadrado construido sobre la media pro­porcional entre B y H será, pues, equivalente al rectán­gulo dado.18o. P r o b l e m a  II. —  Construir un cuadrado equivalente 

á im rectángulo dado.Hállese una media proporcional entre su base y la mitad de su altura; esta será el lado del cuadrado pe­dido.La demostración es la misma que la del problema an­terior.18G. P r o b l e m a  III. —  Construir un cuadrado equivalente 
á un poligono dado.Sea ABODE (fig. 133) el polígono dado. Trácese la dia­gonal DB que determina el triángulo BOD. Prolónguese AB y trácese CF paralela á esta diagonal ; únanse después los pun­tos D y F. Los triángulos DOB y DFÍt teniendo la misma base DE, y sus vértices C y F colocados en una misma paralela á la base, tienen sus alturas iguales (70); estos triángulos son, pues, equivalentes. Luego si del polí­gono dado se quita el triángulo DOB y se añade el triángulo equivalente DFB, se tendrá un nuevo polígono AFDE equivalente al primero. Mas este nuevo polígono tendrá un lado menos, puesto que AB y BF son en línea recta.Repitiendo la misma construcción, se disminuirá su­
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GEO M ETR IA  P L A N A . 135cesivamente el número de lados del polígono, hasta re­ducirlo á un triángulo equivalente. Construyendo en­tonces el cuadrado equivalente á este triángulo (18S), se tendrá el cuadrado equivalente al polígono dado.187. pROBj.EMA. ^  Construir un cuadrado equiva­
lente á un circulo.

Este problema, conocido bajo el nombre de la c u a d r a ­t u r a  DEL CÍRCULO, lia ocupado durante mucho tiempo 
á los geómetras ; mas está demostrado que no puede 
resolverse exactamente por medio de la regla y del com­
pás. Se puede resolver por medio del cálculo, con toda 
la aproximación que se quiera.

Porque, representando por R el ràdio del círcu­
lo y por X  el lado 'del cuadrado equivalente, ten­
dremos

ir*=xR2; de donde se saca a:=:Rv/ñrPero, la razón tu se ha calculado hasta con 140 deci­males; luego se podrá sacar su raiz cuadrada con un grado de aproximación superior al que se necesita en las aplicaciones ordinarias. Si se toma por tu el .valor3,14159..., se halla por su raiz cuadrada 1,77245, á menos de una media unidad del quinto órden decimal. Se tendrá, pues ít =  R X  1,77245.á menos de una mitad de la cienmilésima parte del radio.Si, por ejemplo, el radio fuese de lOO™, el lado del cuadrado equivalente al círculo seria 177,245, á menos de un medio milímetro.488. P r o b l e m a  Y .  — wn cuadrado que tenga 
con otro dado la misma razón que los números p y  q.
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Tómense sobre una recta indefinida una parte AB (fig. 134) igual, á f  unidades de magnitud arbitraria, yen seguida deAB, tómese otra parte BG igual á 5 de estas mismas unidades. Sobre AC descríbase una semi-circun- ferencia. Levántese en B la perpendicular BD, y trácense las rectas BA y BC. Tomando sobre BC, á partir del punto B, una longitud BE igual al cuadrado dado, y trazando por E una paralela EFá GA; la distancia BE será el lado del cuadrado pedido.En efecto, el ángulo ABC siendo inscrito en un se­micírculo, el triángulo ABC es rectángulo. La recta BD siendo la perpendicular bajada del vértice del ángulo recto sobre la hipotenusa, se tiene, en virtud de la pro­posición del n® 185,AB* : BC® =  AB : BG. [1]Pero las paralelas FE y AC dividiendo en partes pro­porcionales á los lados del ángulo ABC, se tiene la pro­porción A D ;D G  =  D F ; D E ,de donde se sacaÁD*: DC* =  BF* :M * . [2]Las proporciones [l] y [2] teniendo una razón co­mún, las otras dos razones forman la proporciónDF* : M '  =  AB : BG, ó : DÉ* =  p : g,es decir, que la razón del cuadrado construido sobre BF al cuadrado dado es igual á la razón de p á g.



jL

189. P r o b le m a  V I.— Construirun poligono semejante á 
otro dado, y que tenga con este la razón depSea P el área del polígono dado ; X  la del poligono pedido; a uno de los lados del poligono dado, x  su ho­mólogo en el polígono pedido.Los polígonos siendo semejantes sus áreas están en razón de los cuadrados de los lados homólogos; luego se tiene X : P  =  íí*:a^mas, según el enunciado, se debe tener tambiénX : P  =  p:9 ,de donde se saca, á causa de la razón común, ajs : á̂  =  p : q,es decir, que el problema queda reducido á hallar el lado X de un cuadrado, que esté con el cuadrado dado a® en la misma razón que p y q; que es el problema an­terior.Conociendo el lado homólogo de a, no hay mas que construir sobre dicho lado un polígono semejante al po­lígono dado (141.)190. P r o b le m a  VIL — Construirun cuadrado equiva­
lente á la suma de dos cuadrados dados.Construyase un triángulo rectángulo cuyos catetos sean respectivamente iguales á los lados de los dos cua­drados dados ; la hipotenusa de este triángulo será ellado del cuadrado pedido (182.)191. P r o b le m a  V IH . — Construir un poligono P" equi­
valente á la suma de dos polígonos semejantes dados P y P , 
y que les sea semejante.Sean a y a '  dos lados homólogos de los dos polígonos
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semejantes P y P'; sea x  el lado homólogo del polígono semejante P".Tendremos en primer lugar (177) :P : P' =  : a'» [1]y  P ' ' : P  =  [-2]De la primera proporción se sacaP 4 - F ; P  =  a® +  fl' :̂âó, reemplazando P-j- P' por su equivalente P",P":P  =  a^4-a'^:tt^ [3]Las proporciones [2] y [3] teniendo sus tres primeros términos iguales, el cuarto debe ser igual; es decir, que se debe tener
El problema se reduce, pues, á hallar el lado x  de un cuadrado equivalente á la suma de dos cuadrados da­dos y a'*; es decir, al problema anterior.Habiendo determinado el lado x  homólogo de a, se construirá sobre este lado un polígono semejante al po­lígono P (111); este será el polígono pedido.192. P r o b le m a  IX . — Construir un circulo equivalente 

á la suma de otros dos circuios dados.Construyase un triángulo rectángulo cuyos catetos sean respectivamente iguales á los radios de los círcu­los dados; la hipotenusa de este triángulo será igual al radio del círculo pedido.Pues, representando por R y R' los radios de los cír­culos dados y por R" la hipotenusa del triángulo rectán­gulo, se tendrá (182);R"* =  R*+R'*;
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de donde se saca, multiplicando por ir los dos miem­
bros de esta igualdad,úR"® ==7^R“ 4 - 7 c R '^

Mas nR®, ttR'*, expresan respectivamente las 
áreas de los círculos que tienen R", R y R' por radios 
(172, coroL); luego el círculo que tiene por radio la hi­
potenusa del triángulo rectángulo es equivalente á la 
suma de los círculos dados.



SEaUNDÀ PARTE
GEOMETRIA DEL ESPACIO

CAPITULO PRIMERODE LA LÍNEA KECTA Y DEL PLANO 
§ I. De la linea recta y del plano en generai.195. T e o r e m a . — Si una recta tiene dos puntos en un 

plano, estará toda ella en dicho plano.Este teorema es una consecuencia inmediata de la definición del plano (6).Co r o la r io . — Una recta solo puede encontrar á un plano 
en un punto, á menos de estar toda ella en dicho plano.194. T e o r e m a . — Dos planos que tienen tres puntos co­
munes, ne situados en linea recta, coinciden en toda su ex­
tensión.Sean A, B y C (fig. 135), tres puntos que no están en línea recta, y supongamos, si es posible, que por ellos

F i ^ .i 3 5 .
Casan dos planos diferentes, que llamaremos M y P para fijar las ideas. Si por los puntos A y B se hace pasar una recta, estará toda ella si­tuada en los planos M y P (195). De la misma manera, si por los puntos A y C se hace pasar una recta, estará también situada en los dos planos M y P.Sea ahora D, un punto cualquiera del plano M ; digo



que pertenece también al otro plano P. En efecto, trá­cese en el plano M y por el punto D una recta EP que corte á las rectas AB y AC (prolongándolas si fuese ne­cesario) en los puntos E y P. Por pasar la recta EF por los puntos E y F que están en el plano P, estará situada en dicho plano; luego el punto D que pertenece á la recta EP, estará también en el plano P. Bel mismo modo se demostraría que otro punto cualquiera de uno de los dos planos, pertenece también al otro; luego los dos planos coinciden en toda su extensión.C o r o l a r io s . — I. Tres puntos que no están en linea recta 
determinan la posición de un plano. Porque si por dos de estos puntos se hace pasar una recta y por esta recta un plano, se podrá hacer girar este plano al rededor de la recta hasta que pase por el tercer punto; en este caso el plano queda determinado de posición, y á mas nin­gún otro plano podrá pasar por los mismos tres puntos sin confundirse con él.Del mismo modo se verá que:II. Dos rectas que se cortan determinan la posición de un 
plano.III. Dos rectas paralelas determinan un plano.En primer lugar las dos paralelas están en un mismo plano, según la definición de las paralelas (66, Advert.). En segundo lugar por dos paralelas solo puede pasar un plano, pues si se toman dos puntos sobre una de ellas y otro punto sobre la otra, se tendrán tres puntos que no están en línea recta, y por consiguiente, solo puede pasar por ellos un plano.195. T e o r e m a . — La intersección de dos planos es una 
linea recta. Por ser los planos superficies su intersección ha de ser una línea. Digo ahora que esta línea será
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142 SEGUNDA PARTE.recta; porque si esta línea tuviese solamente tres pun­tos no situados en línea recta, los dos planos se con­fundirían en virtud del teorema precedente.

f'\y.z3S.

§ II. Rectas perpendicul^es á un plano.196. T eorem a . — Si una recta ^.0 (fig. 136) es perpendi­
cular á otras dos OB y OC que pasan por su pié O en el planoMN, también será perpendicular 

á otra recta OD que pasa por 
su pié en el mismo plano.Para demostrarlo trácese una recta cualquiera BC que corte á las rectas OB, 01), OC; prolongúese AO por la parte inferior del plano MN de una cantidad OA' igual á OA; únanse los puntos A y A' con B, 1) y C.Las rectas CA y GA' son iguales porque están en un mismo piano con las AA' y OC, y sus piés A y A' están á igual distancia del pié O de OC perpendicular á AA'; por la misma razón Bxi y BA' son iguales; luego los triángulos ABC y A'BG son iguales por tener sus tres lados iguales; de lo cual resulta que los ángulos ABC y A'BC son iguales.Considerando ahora los triángulos ABD y A'BD, se ve que son iguales por tener dos lados iguales é igual el ángulo comprendido; luego A D = A 'D .La recta OD tiene, pues, dos puntos O y D á igual dis­tancia de los extremos de AA', y como está en el mismo plano que A A', una vez que se cortan, resulta que le es perpendicular: luego AO será perpendicular á OD. A d v er t en cia . — Siempre que una recta es perpendi- j
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cular á todas las que pasan por su pié en un plano, se 
llama perpendicular al plano; y recíprocamente el plano 
se dice que es perpendicular á la recta.497. T e o r e m a . — Todas las perpendiculares OB, OC, OD (íig. 137) levantadas en el espacio en un mismo punto O de 
una recta A.M están situadas en un mismo pla/no perpendicur' 
lar á esta recta.

Hágase pasar un plano por las rectas OB y OC, y otro 
por las rectas OA y OD; todo con­
siste en demostrar que los dos 
planos se cortan según la misma 
recta OD. En efecto, si no fuese 
así, es decir, que su intersección 
fuese la recta OI, diferente de OD, 
se tendria, en virtud del teorema 
del n° 196, que AO seria perpen­
dicular á OI;pero OA es perpendicular á OD por hipóte­
sis; luego en un mismo plano AOD se tendrían dos 
rectas OI y OD perpendiculares á AO en un mismo 
punto de esta recta, lo que es imposible. Resulta, pues, 
que los dos planos BOC y AOD, solo pueden cortarse 
según la OD; luego el plano de las dos primeras per­
pendiculares OB y OG pasa por la OD. Del mismo modo 
se demostrada que pasa por todas 
las demás; luego todas ellas están 
6n un mismo plano el cual es per­
pendicular á la AO en virtud del 
teorema del n" 190.19B. T e o r e m a . — Por un punto 
dado solo se puede trazar una per­
pendicular á un plano.

Supongamos, en primer lugar, que el punto O (íig. 138)



144 SE G U N D A  P A R T E .está fuera del plano MN, y sean, si es posible, OA y OB dos perpendiculares á este plano. Si unimos A con B, cada una de las recias OA y OB será perpendicular áAB, por pasar por su pié y estar situadas en el plano MN; luego el triángulo AOB tendrá dos ángulos rectos, lo que es imposible.Supongamos, en segundo lugar, que el punto 0 (fig. 139) está en el plano MN; y sea, si es posible, OA y OB dos perpendi­culares á este plano. El plano que de­terminan estas dos rectas cortará al MN según la recta OC, y cada una de las rectas OA y OB será perpendicu­lar á la OC por pasar por su pié y estar situadas en el plano MN; y como las tres rectas OA, OB y OC están en un mismo plano, resultarla que en un mismo plano y en un mismo punto O de la recta OC, se podrían levantar dos perpendiculares OA y OB, lo que es imposible.
199, T e o r e m a . — \Por u n  p u n to  dado so lo  se p u ed e tra­

z a r  u n  p la n o  p e r p e n d ic u la r  á  u n a  recta .Supongamos, en primer lugar, que el punto dado 0 (fig. 140) está sobre la recta AB, y admitamos que por este punto se pueden trazar dos planos perpendiculares á AB. Si se concibe por AB un tercer plano que corte á los otros dos, según las rectas OC y 
OD, estas rectas serán perpendicula­res á AB por pasar por su pié 0 y estar cada una en los primeros planos; pero como las tres rectas OC, OD y AB están situadas en el tercer plano, resultaría que en este plano se podrían trazar dos rec-



GEOMETRIA EN EL ESPACIO. 145tas OG y OD perpendiculares á la AB, en un mismo punto O de esta recta, lo que es imposible.Supongamos, en segundo lugar, que el punto O (fig. 141) está fuera de la recta AB, y admitamos que por este punto se pue­den trazar desplanes perpendiculares á la AB.Desde luego se ve que estos dos pla­nos no pueden cortar á la AB en un mismo punto, porque de lo contrario tendríamos que por este punto se podrían trazar dos planos perpendiculares á AB, lo que es imposible según lo que acabamos de demostrar.Sean pues G y D los puntos en que estos planos cortar á la recta AB, y únanse con 0; estas rectas serán per­pendiculares á la AB por pasar por su pié y estar situa­das en planos perpendiculares á AB; luego nos resulta­ría el triángulo COD con dos ángulos rectos, lo que es imposible.200. Cuando una recta encuentra á un plano sin serle perpendicular se llama o b lic u a  al plano. El punto en que la recta encuentra al plano se llama píe de la oblicua.
T^EOREUA.— S i p o r u n p u n t o O  (fig. 1^2) fu e r a  d e  u n  p la n o  MN se tr a z a  á  este p la n o  u n a  p e r p e n ­

d ic u la r  OP y  d iferen tes o b licu a s OA,
OB, OG: 1®, u n a  oblicua cu a lq u ie ra  
será m a y o r  qu e la  p e r p e n d ic u la r ; 2 °, 
l(is oblicu a s c u y o s  p ie s  se  sep a ra n  
a n a lm e n te  del p ié  de la  p e r p e n d ic u la r  
son  ig u a le s ; 3“, de dos oblicu a s cu y o s  
p ié s  d ista n  d esig u a lm en te d el p ié  de  
la  perpendicular^  la  q u e  m a s se  sep a ra  será  m a y o r .GEOK. 10

J



1“ Uniendo A con P, el triángulo AOP es rectángulo en P ; luego la hipotenusa OA es mayor que el lado OP.2° Sea PA =  PB: los triángulos rectángulos OPA y OPB tienen el cateto OP común y los otros dos lados PA=PB por hipótesis; luego las hipotenusas OA y OB son iguales.3° S e a P C > P A :  tómese sobre PC una distancia PB igual á PA, y únase O con B. Por lo que acabamos de demostrar tenemos OAr=OB; pero como las tres rectas OP, OB y OG están en un mismo plano y OP es perpen­dicular á PC, resulta que O G > O B ;  luego O C> O A .C o r o l a r i o s . —I. Las recíprocas de estas proposiciones el lector puede deducirlas con facilidad.II. La distancia de un punto á un plano es la perpendicu­
lar bajada desde dicho punto al plano.201. T e o r e m a . —Si del pié O (fig. 143) de una recta AO perpendicular á un plano MN, se baja una perpendicu­
lar OB á una recta cualquiera BC situada en este plano, y 
se une A con D, la recta AD será perpendicular á BG.En efecto, tómese CD =  BD y únanse los puntos O con B y G, y el punto A con B y D. Las oblicuas OB y OC son iguales por separarse igual­mente del pié D de la per­pendicular OB; luego las obli­cuas AB y AC son también iguales por separarse igual­mente del pié de la perpen­dicular AO (200); por lo tanto, la recta AD que tiene dos puntos A y D á igual distancia de los extremos de BG será perpendicular á esta recta.
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GEOMETRIA EN EL ESPACIO. 147

F^-i44-

S III. De las rectas paralelas en el espacio y de las rectas paralelas á un plano.202. T e o r e m a . - — dos rectas son paralelas, todo plano 
perpendicular á una de ellas lo será también á la otra.

Sean AO y ED (fig. 144) dos rectas paralelas, y MN un 
plano perpendicular á la recta AO; digo que también lo es á 
la ED.En efecto, únase O con D, y trácese en el plano MN la recta BG perpendicular á OD : ahora si unimos A con D esta recta será perpendicular á BG (20i); pero BC es perpendicu­lar á OD; luego la recta BG es perpendicular al plano de las rectas AD y OD; y como este plano es el de las paralelas AO y ED por tener con él tres puntos comu­nes A, O y D, resulta que BG también es perpendicular á ED.Ahora en el plano AODE, la recta OD por ser per­pendicular á AO, lo es también á su paralela ED; de lo cual resulta que ED es perpendicular á las rectas OD y BG que pasan por su pió en el plano MN; luego ED es perpendicular á este plano.C o r o l a r i o . — Por un punto D fuera de una recta AO solo se puede trazar una paralela á La recia DE. Porque si se pudiese trazar otra, resultaría que seria perpendicular al plano MN, y por consiguiente, que por un mismo punto se podrían trazar dos perpendiculares á un plano, lo que es imposible (Í98).205. T e o r e m a . — Dos rectas perpendiculares á un plano 

son paralelas entre si.



' ì
I,i U8 SEGUNDA PARTE.Sean AOyED (fig. 144) dos perpendiculares al plano MN; digo que ED es paralela á AO. Porque si esto no se verificase, por el punto D se podría trazar á la AO una paralela, la cual, según el teorema precedente, seria perpendicular á MN ̂  luego por un mismo punto D se podrían trazar á un mismo plano dos perpendiculares, lo que es imposible.C o r o l a r i o . —Dos rectas paralelas á una tercera en el es­

pacio son paralelas entre si.Porque si se traza un plano perpendicular á la ter­cera, lo será también á las dos primeras (202); luego serán paralelas.204. T e o r e m a . —Si una recta AB (fig. 145) es paralela 
á otra GD situada en un plano MN, no puede encontrar á 
este plano por mas que se la prolongue.Por ser las rectas AB y CD paralelas están en un mismo plano, el cual cortará al MN según la recta CD. Para que la línea AB que está en el plano ABDG encontrase al plano MN, tendría que verificarlo en un punto común á los dos planos, es decir, en un punto de su in­tersección CD; pero como AB no puede encontrar á su paralela CD, tampoco podrá encontrar al plano MN.A d v e r t e n c i a . — Una recta y un plano que no pueden encontrarse se llaman paralelos el uno respecto del otro.El teorema precedente puede enunciarse así :

Si una recta es paralela á otra situada en un plano., es pa­
ralela á dicho plano.205. T e o r e m a . — Si por una recta AB (fig. 145) para­
lela á un plano MN se traza un plano ABDG, que corte al



primero según una recta GD, la intersección CD será para­
lela á AB.Porque si AB y CD, que están en un mismo plano, no fuesen paralelas, su punto de intersección pertenecería á la vez á la recta AB y al plano MN que contiene á CD; luego la recta AB y el plano MN no serian paralelos, lo que es contra la hipótesis.C o r o l a r i o . — Si AB es paralela al plano MN, cualquiera 

otra EF paralela á AB también será paralela á MN.Porque si por AB se hace pasar un plano que corte al MN según la recta CD, esta recta será paralela á AB, y por consiguiente á EP; luego EF será paralela á MN en virtud del teorema del n® 204.200. T e o r e m a . — una recto AB (fíg. 145) es paralela 
á un plano, y por un punto G de este plano se traza una pa­
ralela á AB, dicha recta estará toda ella en el mismo plano.Sea CD la paralela á AB; si CD no está en el plano MN, el plano ABDG de las dos paralelas cortará al MN según una recta que pasará por el punto G, pero diferente de CD; y como esta recta seria paralela á AB (20S), resul­tarla que por el punto C se podrían trazar dos paralelas ú una misma recta AB, lo que es imposible (202 corol).C o r o l a r i o . — Si una recta es paralela á dos planos que 

se cortan será paralela á su intersección.
Porque si por un punto de esta intersección se traza 

una paralela á la recta propuesta, esta paralela estará á 
la vez en los dos planos y por consiguiente se confun­
dirá con su intersección.207. T e o r e m a . —Si una recta AB (fig. 145) es paralela 
á un plano MN, todos sus puntos distan igualmente de este 
plano.

Si de los puntos A y B se bajan las perpendiculares
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150 SEGUNDA PARTE.AG y BD al plano MN, estas perpendiculares resultan paralelas (205) y determinan un plano que contiene á la recta AB por pasar por dos de sus puntos A y B. Este plano corta al plano MN según la recta CD para­lela á AB (205); luego la figura ABCD es un rectángulo; luego AG =  BD.A d v e r t e n c i a . — La verdadera distancia entre una recta y un plano paralelos, se mide por la perpendicular ba­jada desde un punto cualquiera de la recta al plano.
% IV . De los ángulos formados por rectas y por planos.2 0 8 .  T e o r e m a . —Dos ángulos en el espacio que tienen sus lados paralelos y dirigidos en un mismo sentido son 

iguales.Sean ABC y DEF (fig. 146) dos ángulos situados en el espacio, pero de manera que los lados BA y ED sean paralelos y BC y EF tam­bién, y á mas que estén dirigidos en un mismo sentido á partir del vértice. Tómese BA =  ED, B C=EF y trácense las rectas AD, BE, CF, AC y DF.Por ser las rectas AB y DE iguales y paralelas, la figura ABED es un paralelógramo; luego AD es igual y paralela á BE. Las rectas BG y EF son también iguales y paralelas, luego la figura BGEF es un paralelógramo; luego CF es igual y paralela á BE. Ahora bien, sí las rectas AD y CF son iguales y paralelas á BE, serán iguales y paralelas entre sí; luego ADFC es un paralelógramo; de lo cual resulta que AC =  DF. Los triángulos ABC y DEF que tienen sus tres lados res­pectivamente iguales serán iguales; luego el ángulo ABG=DEF.
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209. Á n g u l o  d e  u n a  r e c t a  c o n  u n  p l a n o . —Sea AO (fig. 147) una recta cualquiera que encuentra á un plano Mi\; si desde un punto cual-quiera A de esta recta se baja la perpendicular AG al plano y se une O con G, el ángulo AOG es el que se llama ángulo de una recta con un plano.Obsérvese ahora que cual­quiera que sea el punto dela recta AO desde el cual se baje la perpendicular al plano MN, resulta siempre la misma recta CO y por con­siguiente el mismo ángulo AOG. lin efecto, sea BD otra perpendicular bajada de un punto B de AO al plano MN; las dos rectas AG y Bl) por ser perpendiculares á un mismo plano son paralelas (203) y determinan un plano que contiene á la AO, puesto que pasa por dos de sus puntos A y B; y como los puntos C. D y O están en este plano y también en el plano MN, pertenecen á la intersección de estos dos planos; luego están en línea recta.Esta recta OC sobre la cual se hallan los pies de las perpendiculares bajadas de todos los puntos de AO so­bre el plano MN, se llama proyección de AO sobre el plano MN. Así, pues, se dice también que, el ángulo de una recta 
con un plano es el formado con la recta y su proyección so- 
hre el plano.210. TEOíiEUk.--El ángulo BUi) (íig. 1̂ 7) gne- forma 
una recia BO con su proyección DO sobre tm plano MN, es 
menor que el que forma c m otra recta cualquiera 01 tra­
zada por su pié en dicho plano.Bara demostrarlo tómese 01=0D y únase B con I.
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152 SE GU N D A  P A R T E .Los triángulos BOD y BOI que tienen BO común, 0 1 =  OD por construcción y el tercer lado BD menor que el tercer lado BI por ser OD perpendicular y BI oblicua al plano, nos dan, en virtud de una proposición de la Geo­metría plana (11^ Advert.), que el ángulo BOD es me­nor que el ángulo BOL211. Á n g u l o  f o r m a d o  p o r  d o s  p l a n o s . — Cuando dos planos se encuentran, forman una separación mayor ó menor á la cual se da el nombre de ángulo diedro ó sim­plemente diedro. Estos planos se llaman caras y la in­tersección arista.Para designar un diedro se emplean ordinariamente cuatro letras, pero de modo que las dos de en medio estén en la arista y las otras dos extremas una en cada cara. Así, el ángulo diedro representado en la figura 148, se puede leer de las cuatro maneras siguientes:ADCF, FGDA, BODE, EDCB.Se puede también designar un diedro por su arista y decir, por ejemplo, el diedro GD; pero si dos diedros tienen una misma arista, es preciso recurrir al primer medio.La magnitud de las caras de un ángulo diedro no in­fluye en nada sobre el valor de este ángulo; sucede lo mismo que en los ángulos formados por dos rectas, que es independiente de la longitud de sus lados.212. Si por un punto G de la arista del diedro ADCF (fig. 148) se levantan en cada una de sus caras, las perpendiculares CB, GF á esta arista, el ángulo BCP así formado se llama ángulo plano del diedro.Los ángulos planos formados en cualquier punto de la arista son iguales. Porque si DA y DE son perpendi-



GEO M ETR IA  E N  E L  E SP A C IO . 153Guiares á la arista CD y situadas una en cada cara, las rectas DA y CB serán paralelas por estar situadas en el plano ADGB y ser perpendiculares á la CD; por la misma razón las DE y CF también lo son; luego el ángulo ADE y BCF son iguales (208).213. L e m a .—D os d ie d ro s  so n  ig u a le s cu an do s u s  á n g u los  
p la n o s tam b ién  lo so n .Sean CD y C'D' (ñg. 148) dos diedros, y BCF y B'C'F' sus ángulos planos iguales. Colóquese el diedro C'D' sobre el CD, de modo que los ángulos BCF y B'C'F' coincidan. Las aris­tas CD y C'D' por ser perpendiculares á CB y CF lo serán también al plano BCF, luego coincidirán (198). Las caras ABCI) y A'B'C'D' que pasan por las rectas CB y CD se confundirán (194 corol. II), y lo mismo sucederá á las caras CDEF y C'D'E'F' que pasan por las rectas CD y CP; luego los dos diedros coincidirán y por consiguiente son iguales.214. T e o r e m a . — La r a z ó n  d e  dos á n g u ­

los d ied ro s cu a lesq u iera  es ig u a l á  la  de su s  
á n g u los p la n o s .Cualesquiera que sean los diedros propuestos siem­pre se les podrá colocar de manera que sus aristas coin­cidan y lo mismo dos de sus caras. Sean, pues, AODF y AODG (fig. 149) los dos diedros así colocados, y leván­tese en un punto O de la arista las perpendiculares OA, OB y OC situadas en cada una de las caras; estas per­pendiculares estarán en un mismo plano (197). En este plano y desde el punto O como centro, descríbase el arco de círculo ABC: los diedros AODF y AODG tendrán



154 SEGU N DA P A R T E .respeetivaraente por ángunos planos, los ángulos AOB yAOG, los cuales están en la misma relación que los arcos AB, AG. Eva­luemos ahora estos arcos, tomando una unidad tan pequeña como sea necesario para que esté contenida en ellos un número exacto de veces (en la práctica siempre se llega á este re­sultado), y para fijar las ideas supon­gamos que AB contiene 3 veces la unidad y AG ocho veces; los dos arcos estarán en la relación de 3 á 8.Divídase AG en 8 partes iguales; al arco AB le cor­responderán 3 de las mismas; trácese por los puntos de división y por O rádios; estos rádios, por estar situa­dos en el plano AOC y pasar por el pié de OD perpen­dicular á este plano, serán perpendiculares á OD. El án­gulo AOC quedará dividido en 8 ángulos parciales igua­les entre sí por interceptar arcos iguales; al ángulo AOB le corresponden tres de ios mismos. Si por estos radios yla arista OD se hacen pasar planos, dividirán al diedro AODG en 8 diedros parciales, que tendrán por ángulos planos los formados por los radios trazados del punto O á los puntos do división del arco AG; y como estos án­gulos son iguales, ios diedros pequeños también lo se­rán (215).Por contener el diedro AODG, 8 de estos ángulos par­ciales, y el AODF evidentemente 3, resulta la propor-cion AODF : AODG =  3 : 8; pero se ha dicho que
i



G EO M ET R IA  E N  E L  E SP A CIO . 155AOB : AOC —3 : 8;luego por tener las segundas razones iguales se tendrá AODF:AODG =  AOB; AOC,es decir que los diedros están en la misma relación que sus ángulos planos.A d v e r t e n c ia . — En virtud de este teorema se puede decir que un diedro tiene por medida su ángulo plano; lo que significa que, si se toma por unidad de medida de un ángulo diedro el que corresponde á la unidad de ángulo plano, la relación de un diedro cualquiera con su unidad de medida es igual á la relación de su ángulo plano con su unidad correspondiente.Como la unidad de un ángulo plano es el ángulo rec­to, conviene también tomar por unidad de los ángulos diedros el que corresponde á este ángulo y que por esta razón se llama diedro recto.213. Para medir los ángulos diedros se emplea en las artes un instrumento llamado baivel (fig. 150). Se compone de dos reglas unidas por una de sus extremidades por un eje al rededor del cual pue­den girar con facilidad.Para usarlo se traza el ángulo plano correspon­diente al diedro que se quiere medir; en seguidase hacen coincidir las regias con los lados de este ángulo plano, por sus bordes internos si el diedro es saliente como el ángulo de una calle, ó por sus bordes externos si el diedro es hueco como el ángulo interior de una ha-



bitacion. Hecho esto, solo falta trasportar este ángulo sobre un plano para poder medirlo con el semi-círculo graduado.Para ello, se aplica la arista interior ac del baivel con­tra el borde rectilíneo de una superficie bien plana; la regla ab que se apoya sobre esta superficie sirve para trazar una recta que formará con el borde rectilíneo del plano el ángulo pedido; se puede en seguida medir con la mayor comodidad este ángulo con el semi-círculo gra­duado.216. Á ngulos tr ie d r o s . — Cuando tres planos con­curren en un mismo punto, cortándose dos á dos según tres rectas distintas, la reunión de estos tres planos for­man lo que se llama un ángulo triedro, ó simplemente 
triedro.La figura 151 representa un triedro. Los planos que le forman ASB, ASC, BSC, se llaman caras. Las intersec­ciones SA, SB, se, de las caras del triedro, se llaman aristas, y el punto de concurso S de las tres ca­ras, vértice. Seda también el nombre de caras á los ángulos ASB, ASC, BSC, comprendidos entre las aris­tas, pero el sentido en que se habla indica siempre si se trata de los planos ó de los ángulos.En la consideración de los triedros se hace abstracción de la longitud de sus aristas y de la extensión de sus caras.Se designa un triedro por la letra del vértice, y cuando es necesario se le añaden las otras tres colocadas en los extremos de las aristas: así se dirá, el triedro S ó el triedro SABC.

156 SE G U N D A  P A R T E .



217. Teo rem a . — [Ííia cara de m  triedro es siempre me­
nor que la suma de las otras dos y mayor que la diferencia. Sea SABG (fig. 152) un triedro cualquiera.1“ Bastará para demostrar la primera parte del teo­rema considerar la mayor de las tres caras : sea ASG la
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mayor.Trácese en el plano ASG u n a  recta SD que forme con la SC un ángulo DSC igual al ángulo BSG; córtense las tres rectas SA, SD, SG, por una recta cualquiera ADG; tómese SB igual á SD y únase el «punto B con A y G.Los triángulos DSG y BSG son iguales por tener un ángulo igual comprendido entre dos lados respectivamente iguales; luego DC=BG. Por otra parte se tiene queA C < A B -fB G ;restando del primer miembro DC y del segundo su igual BC, resulta
AC— D G < A B  ó A D <A B .Si se consideran los triángulos ASD y ASB, se ve que tienen dos lados iguales, y el tercer lado AD de uno de ellos menor que el AB del otro; luego el ángulo ASD opuesto á AD es menor que el ángulo ASB opuesto a AB (lis Advert.). Se tiene, pues,ASD <  ASB;y añadiendo al primer miembro de esta desigualdad DSG Y al segundo su igual BSG, resulta ASD +  DSG <  ASB -p BSG 5 ASG<ASB-f-BSC.2» En cuanto á la segunda parte del teorema s ^



eirá, inmediatamente de la primera, del mismo modo que la del n° 108.218. T eorem a . — Bos triedros son iguales cuando tienen 
sus tres caras respectivamente iguales é igualmente dispuestas.

1“ Sean los triedros S y S' (ñg. 153) cuyas caras ASB, BSG y A'S'B', B'S'C' forman ángulos agudos, y suponga­mos que ASB^A'S'B', ASG=A'S'G^ y BSG=B'S'G'.Por un punto B de la arista SB, trácense en los pla­nos ASB y BSG las perpen- dicularesBAyBG á la  recta SB; estas rectas encontra­rán á las rectas SA ySG en los puntos A y G, por ser los ángulos ASB y BSG agudos : únase A con G; la arista SB perpendicular á las rectas AB y BG será perpendicular al plano ABC (196). Efectuando las mis­mas construcciones en el triedro S', tomando antes S'B' =  SB, resultará también que S'B' será perpendicular al plano A'B'G'.Los triángulos ABS y A'B'S' son iguales por tener el lado SB =  S'B' y los ángulos adyacentes á estos lados también iguales; luego SA =  S'A' y AB=A'B'.Por la misma razón los triángulos BSG y B'S'G' son iguales; luego SC =  S'G'y BG =  B'G'.Por consecuencia los triángulos ASG y A'S'G' son igua­les, puesto que tienen el ángulo ASG=A'S'C' é iguales los lados que los forman ; luego AC=A'G'.Por último, los triángulos ABC y A'B'C' son iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales.Esto supuesto superpóngase el triedro S' sobre el S,
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G EO M ET R IA  E N  E L  E SP A CIO . 159de modo que coincidan los triángulos iguales ABC y A'B'G': las aristas BS y B'S' por ser perpendiculares ai plano de este triángulo coincidirán (IDB); y como BS—B'S', el punto S' caerá sobre el punto S; de lo cual resulta que las rectas SG y S'G/ también coincidirán, y lo mismo las rectas SB y S'B'; luego los dos triedros coincidirán en toda su extensión y serán iguales.2® Sean ahora dos triedros ci alesquiera Sy S'(fig.l54), y supongamos también ASB =  A'S'B', ASG —A'S'G' y BSC =  B'S'G'. Tómese á partir de los puntos S y S' sobre las aristas de los dos triedros, seis distancias iguales SA, SB, SG, S'A', ST', S'G'; trácense las rectas AB, AC, BG, MW k V  B'G'.Los triángulos ASB y A'S'B' son iguales porque tienen dos lados iguales é igual el ángulo comprendido ; luego AB =  A'B'. Se demuestra de la misma manera que AG =  A'C' y BG=B'C'. De lo cual resulta que los trián­gulos ABC y A'B'G' tienen sus tres lados iguales y que por consiguiente son iguales.Si consideramos ahora los triedros formados en B y B', vemos por las igualdades anteriores que sus tres caras son iguales; y como las caras ABS y CBS forman ángulos agudos, lo mismo que las caras A'B'S' y C'B'S' por ángulos en la base de triángulos isósceles, resulta que estos dos triedros están comprendidos en el primer caso; luego son iguales y por consiguiente el diedro SB es igual al diedro S'B'.De la misma manera se demostrarla que los diedros SA y S'A' son iguales á SG y S'C'; luego los dos triedros tienen todos sus elementos i'̂ ’^ales, y dispuestos de la misma manera, son iguales.219. T eorem a . — Doí triedros son iguales cuando tienen



160 SE G U N D A  P A R T E .
un diedro igual comprendido entre caras iguales é igualmente 
dispuestas. Sean los dos triedros S y S' (fig. 154) en los cuales se supone que el die­dro SA =  S'A' y las caras ASB =  A'S'B' y ASO =  A'S'C'.Colóquese el triedro S' sobre el S de modo que los vértices S y S' se confun­dan, y que el diedro S'A' coincida con su igual SA.Las rectas SB y S'B'coincidirán por estar en un mismo plano y formar con SA un mismo ángulo; lo mismo sucederá con las rectas SC y S'C'; luego los dos trie­dros se confundirán y por consiguiente serán iguales.220. Á ngulos p o lie d r o s . — Guando muchos planos que concurren en un mismo punto se cortan consecu­tivamente según rectas distintas, su reunión es lo que se llama ángulo poliedro. La figura 155 representa un án­gulo poliedro. Los planos ASB, BSC, CSD, DSE, ESA, se llaman caras; sus intersecciones SA, SB, SG, SD, 'SE., aristas y el punto de concurso S, vértice del ángulo poliedro.En la Geometría elemental solo se consideran los án­gulos poliedros convexos  ̂ es decir, los que una recta solo puede atravesarlos por dos puntos, y que por conse­cuencia no tienen ángulos entrantes.En la consideración de los ángulos poliedros se hace abstracción de la longitud de sus aristas y de la exten­sión de sus caras.Se designa un ángulo poliedro por la letra del vér­tice seguida, si es necesario, de las letras colocadas en las aristas. Se dirá así, el ángulo S, ó bien SABGDE.



221, Teo rem a . — En todo ángulo poliedro convexo la 
suma de sus caras es menor que cuatro ángulos rectos.Sea SA6GDE (íig, 155) un ángulo poliedro cualquiera. Trácese un plano ABGDE que corte á todas sus aristas, y tó­mese en el interior del polígono ABGDE un punto cualquiera 0; únase este punto con los puntos A, B, G ,D ,E .El número de triángulos que se han formado al rededor del punto O, es igual al de los for­mados en S; luego la suma de los ángulos de cada uno de estos grupos de triángulos son iguales. Pero como la suma de todos los ángulos en O valen cuatro rectos, si demos­tramos que la suma de los ángulos en la base del grupo de triángulos que se reúnen en S es mayor que la suma de los ángulos en la base del grupo de trián­gulos que tienen por vértice común O, quedará demos­trado que los en S valen menos de cuatro rectos.Para ello, fundándonos en el teorema del n® 2 i7 y  considerando los diferentes triedros que tienen por vér­tices los puntos A, B, G, D, E, se tiene
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SAE-hSAB >EAB ó SBA +  S B O A B G  ó SCB-h SGD >  BGD ó SD G + S D E > C D E  ó SED +  SEA >  DEA ó
>EA ü -f-O A B  > A B O - f  OBG>  BGO +  OGD>  GDO +  ODE>  DEO +  OEASumando ordenadamente estas desigualdades se ve que la suma de los ángulos en .k  base del grupo dev<Cv V . . “6E0M.



162 SE G U N D A  T A R T E .triángulos cuyo vértice está en S, es mayor que la suma de los ángulos del polígono ABCDE, ó lo que es lo mis­mo, que la suma de los ángulos en la base del grupo de triángulos cuyo vértice común está en O ; luego, como ya lo habíamos indicado mas arriba, la suma de los ángul-os en S es menor que 1.a suma de los ángulos en O y por consiguiente menor que cuatro rectos.
g V . líe ios planos perpendiculares entre sf.222. Dos planos son perpendiculares entre sí, cuando forman un ángulo diedro recto, ó lo que es lo mismo, cuando el ángulo plano que le sirve de medida es un ángulo recto. Tal es ordinariamente la mùtua posición del techo con las paredes de una habitación : las mis­mas paredes son en el mayor número de casos perpen­diculares entre sí.223. T eo r e m a . — Sí dos planos MN y OP (fig. 156) son 

respectivamente perpendiculares, toda recta AB trazada en 
uno de estos planos y perpendicular á su intersección OD es 
perpendicular al otro plano.Porque si se traza en el plano MN la recta BG per­pendicular á OD, el ángulo ABC me­dirá el ángulo de los dos planos y por consiguiente será recto ; pero el ángulo ABO es recto también ; luego ¡a recta AB que es perpendicular á ___________   ̂ 11 vez á las rectas BO y BG que pa­san por su pié en el plano MN, será perpendicular á este plano (106).C o r o l a r i o . — I .  Si por un punto B  de la intersección de

os pla7ws pei'pendiculares entre si, se levanta una perpen-



GliOMLiThlA EN EL ESPACIO. 163
dicular al plano MN, esta perpendicular estará situada en el 
otro plano OP.Porque si fuese otra diferente de AB, resultada que se i)odrian levantar en un punto de un plano dos per­pendiculares, lo que es imposible (108).II. Si por un punto Á , tomado en el plano OP se baja una 

perpendicular al plano MN, estará toda ella situada en el 
plano OP.Porque si fuese otra recta diferente de AB, resultaría que desde un punto fuera de un plano, se le podrían bajar dos perpendiculares, lo que es imposible (198).224. T e o k em a . — 2'odo plano Oi? {íiQ. 156) que pasa por 
una recta AB perpendicular al plano MN, es perpendicular á 
este plano.Porque si se traza en el plano MN la recta BG perpen­dicular á la intersección OD de los dos planos, los án­gulos ABC y ABO serán rectos, puesto que AB es per­pendicular al plano MN. De esto resulta que AB y BC son perpendiculares en un mismo punto de la intersec­ción 01) y situadas una en cada plano; luego el ángulo ABO mide el ángulo de los dos planos, y como ABC es recto, se deduce que los dos planos son perpendiculares.Corolario; — Se puede enunciar el mismo teorema del modo siguiente: Todo plano MN perpendicular á una 

recta AB situada en un plano OP, es perpendicular á este 
plano.228. T eo rem a . — Todo plano perpendicular á otros dos

se cortan, es perpendicular á su intersección.Porque si por el punto de intersección de los tres planos se levanta una perpendicular al primero, estará situada en cada uno de los otros dos (225 corol. I), y por consiguiente se confundirá con su intersección.



164 V i. De los planos paralelos entro sí.SE G U N D A  P A R T E .
22G. T e o r e m a . — i ío s j j i f ln o s  iMN, PQ (tig. 157) perpen­

diculares á una recta AB, no pueden encontrarse por mas 
que se les prolongue.Porque si se encontrasen en un punto, que llamare­mos 0, resultaría que las rectas ACy Bü trazadas desde este punto 0 á los puntos A y B, formarían dos ángulos BAG y ABD que serian rectos, puesto que AB es perpendicular á los dos planos; luego el triángulo ABO tendría dos ángulos rectos, lo que es imposible. A d verten cia . — Cuando dos planos no se pueden en­contrar por mas que se les prolongue, se llaman para­
lelos entre sí. El teorema precedente puede enunciarse del modo siguiente : dos planos perpendiculares á una 
misma recta, son paralelos entre si.227. T e o r e m a . — Si dos rectas que se corlan A B , CD (Og. 158), son respectivamente paralelas á otras dos que 
también se cortan A'B', C'D', el plano MN que determinan 
las dos primeras es paralelo al plano M'N' que determinan 
las dos últimas. En efecto, la recta AB paralela á A'B'es paralela al plano M'iN' (204); luego si el plano MN encontrase al plano M'N' la intersección seria pa­ralela á AB (203). Se demostraría de la misma manera que esta in­tersección seria también paralela á CD. Y como esta intersección no puede ser á la vez pa­ralela á dos rectas que se cortan, resulta que los dos

F y .t S S .
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planos MN y M'N' no pueden encontrarse, es decir, que son paralelos.2 2 8 . T e o r e m a . — Las intersecciones AB y CD (fig. 159) 
de dos fíanos paraldos MN y PQ 
con un tercer plano ABDÜ, son pa­
ralelas.Porque, si no fuesen paralelas, por estar situadas en un mismo plano se encontrarían, y su punto de intersección pertenecería á la vez al plano MN que contiene a la AB y al plano PQ que contiene á la Cl); luego estos dos planos no serian paralelos, lo que es contra la hipótesis.

229. T eo rem a . — Si dos planos MN ?/PQ (fig. 157) son 
paralelos., toda recta AB perpendicular á uno de ellos MN 
será perpendicular al otro.Para demostrarlo, trácese en el plano PQ una recta cualquiera BB que pase por el pié de AB; por las rectas AB y BD que se cortan en B hágase pasar un plano; este plano cortará al MN según la recta AC paralela á BI) (228).Esto supuesto, se tiene que por ser AB perpendicular al plano MN, es perpendicular á AG que pasa por su pié en este plano; luego es perpendicular á su paralela BD. Y  como lo mismo se demostraría de otra cualquiera, resulta que AB es perpendicular a todas las rectas que pasan por su pié en el plano PQ ; luego es perpendicu­lar á este plano.C o r o l a r i o . —I. Por un punto H fuera de un plano MIS, 
solo se le puede trazar otro paralelo PQ.Borque si se pudiesen trazar dos, resultaría que se­
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166 SE G U N D A  P A R T E .rían perpendiculares á la recta AB bajada desde el punto B perpendicularmente á MN; luego en un mismo punto de una recta se tendrían dos planos perpendiculares, lo que es imposible (15í9).
II. Dosplanos paralelos á un tercero, son parálelos entre i'!-.Porque si se traza una recta perpendicular al tercer plano, será también perpendicular á los otros dos \ luego los dos planos serán perpendiculares á una misma recta y por consiguiente son paralelos (220).230. T e o r e m a .*— ¿«5 partes y Bl) {fig. 159) de dos

paralelas comprendidas entre dos planos paralelos MN y PQ, 
son iguales.Porque si por las paralelas AC y BD se hace pasar un plano, cortará á los planos MN y PQ según dos parale­las AB y Cl) (220); luego la figura ABC!) será un para- lelógramo, y por Consiguiente AG =  BD.C o r o l a r i o . — Dos planos paralelos están por todas partes 
equidistantes uno de otro.Porque si se supone que AC y BD son perpendicula­res á uno de estos dos planos, también lo serán al otro(229) y á mas paralelas (203); luego son iguales(230) . Así, pues, estas per­pendiculares miden la dis­tancia de los dos planos, puesto que toda oblicua es mayor.251. T e o r e m a .  — Dos 

rectas cualesquiera ABC y DEF (fig. 160) cortadas por 
tres planos paralelos MN, PQ y  BS, quedan divididas en 
partes proporcionales.



G E O JIE T R IA  E N  E L  E S P A U U , 167Para demostrarlo, trácese por el punto A una para­lela á DEF; esta recta encontrará al plano PQ en un punto H y al plano RS en I; luego, en virtud del teo­rema precedente, se tendrá AII =  DEy HI =  EP. Si por las rectas AI y AG, que se cortan, se hace pasar un pla­no, cortará á los planos PQ y RS según las rectas HB y IG que serán paralelas (2 2 8 ) ; se tendrá, pues:AB : BC =  AH : III, ó lo que es lo mismo,AB : BG =  BE ; EF,que es lo que se queria demostrar.Co r o l a r io . — I. Se deduce de esta proporciónAB: A B + B G  =  DE :BE +  EF, ó A B :A C  =  Ü E :D F.Co r o l a r io . — ir. Resulta de la demostración prece­dente que : los lados AI y AG de un ángulo lAG, quedan di ■ 
vididos en partes proporcionales por dos planos paralelos PQ yRS.2 5 2 . T e o r e m a . — 5¿ dos planos MN y PQ (fig. 159) son 
paralelos, todo plano perpendicular á uno de ellos PQ 
lo será también al otro.Porque si por un punto C, tomado en la intersección CD de los dos planos ABDC y PQ, se levanta en el plano ABDC, una perpendicular CA á esta intersección, esta recta CA será perpendicular al plano PQ (225) y por consecuencia al plano MN (220); luego el plano ABDO que pasa por CA es perpendicular al MN (22-4).§ V II. De las direcciones verticales y horizontales.25o. La dirección vertical es la que toma la plomado,



168 SE GU N D A  P A R T E .es decir, un hilo fijo por su extremidad superior y so­licitado por la otra por un peso.En realidad, las verticales son rectas que se reúnen en el centro de la tierra, suponiéndola esférica; pero en las aplicaciones ordinarias de la Geometría se pue­den considerar como paralelas, atendida su mucha aproximación.Es de un uso continuo el empleo de las verticales en las construcciones. Se da esta dirección á las aristas la­terales de la mayor parte de los muros, á la de las jambas de puertas y ventanas, á las barras de las re­jas, etc.254, Se llama plano horizontal  ̂ todo plano perpendi­cular á la vertical del lugar que se considera. Si se traza por el centro de la tierra resulta el plano de horizonte racional; y si se traza por un punto de la superficie de la tierra, el plano de horizonte sensible.En una extensión poco considerable, las verticales se pueden considerar paralelas y lo mismo los planos ho­rizontales (202, 226).Los planos horizontales son de un uso frecuente : los suelos y cielos rasos de nuestras habitaciones lo son; también la mayor parte de las superficies superiores de nuestros muebles ; la superficie del agua contenida en un vaso, ó la de una extensión poco considerable de agua tranquila también se puede considerar horizontal.25í>. Toda recta trazada sobre un plano horizontal, se llama horizontal. Tales son todas las líneas rectas tra­zadas sobre un entarimado, las aristas de las cornisas, balcones, zócalos, etc.
Si por un punto cualquiera de una recta horizontal se 

traza una vertical, las dos rectas serán perpendiculares entre
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si (190). Recíprocamente, toda perpendicular á una ver­
tical es horizontal (197).

Dos horizontales que se cortan, determinan un plano ho­
rizontal. Porque si por el punto de intersección se traza una vertical, será perpendicular á las dos horizontales y por consiguiente ai plano que determinan; luego este plano es horizontal.256. Este último principio nos da el medio de ase­gurarnos que un plano es horizontal. Ai efecto se em­plean diversos instrumentos.I. El nivel de albañil (íig. 161). Se compone ordinaria­mente de dos reglas de igual longitud ensambladas á ángulo recto y unidas por un travesaño.En un punto de la bisectriz del ángulo recto hay suspendida una plomada. La prolongación de esta bisectriz está marcada en el travesaño y forma lo que se llama linea de fe. Las extremidades A y B de las dos re­glas están en un mismo plano perpendicular á la línea de fé.Para que \]n plano esté horizontal, es preciso que co­locando el instrumento por las extremidades A y B, en nna dirección cualquiera, la plomada coincida con la línea de fé. Basta para que esto tenga lugar, que se ve­rifique en dos direcciones diferentes, puesto que siendo estas dos direcciones perpendiculares á la vertical son horizontales y por consecuencia su plano horizontal.II. nivel de aire I62).Su parte esencial consiste en un tubo de vidrio unido á unaregla de cobre. El tubo está casi lleno de agua, dejando



i f o SK GU N D A  l'A irrisolo una pequeña porción ocupada por una burbuja de aire. Cuando la regla está horizontal la burbuja está en medio del tubo; pero por poco que se incline, la bur­buja se dirige hacia la extremidad mas elevada.Un plano estará horizontal cuando colocando el nivel en dos direcciones diferentes, la burbuja de aire ocupe siempre el punto medio del tubo.Este instrumento se emplea en todas las operaciones delicadas: los grafómetros, brújulas, etc., van acompa­ñados ordinariamente de este instrumento.257. Para trazar en el campo una visual horizontal, se hace uso de un instrumento que lleva el nombre de 
nivel de agua (fig. 163). Se compone de un tubo de hoja

_de lata AB, encorvado por sus extremidades en ángulo recto y sostenido por tres piés. El tubo está casi lleno de agua colorada. Por una propiedad de los líquidos, las superficies del agua en los dos tubos están siempre en un mismo plano horizontal, que es lo que se llama 
nivel del líquido. Cuando se coloca el ojo en este plano, el rayo visual que enrasa la superficie del agua en los dos tubos, es necesariamente horizontal. (Las extremi­dades A y B son de vidrio.)Para fijar las extremidades de la horizontal formada por este rayo visual, se colocan en sus prolongaciones,



tanto por delante como por detrás, miras ó reglas ver­ticales con su division correspondiente, que llevan una tablilla pintada de dos colores y susceptible de resbalar á lo largo de la regla y fijarse por medio de un tornillo de presión. Se hace subir ó bajar cada tablilla hasta que su centro se coloque en la prolongación del rayo visual 
ah ó ba. La recta CI) que une los centros C y D de las tablillas, es una horizontal.Se sirven de este instrumento para determinar la di­ferencia de nivel de dos puntos M y N del terreno. Esta diferencia es evidentemente igual á la de las longitudes CM y DN, que se pueden medir sobre las reglas por me­dio de las divisiones que se les han trazado.258. Todo plano que pasa por una vertical, se llama 

plano vertical.Se da ordinariamente la dirección vertical á los mu­ros, puertas, postigos, vidrieras, etc.; también á la ma­yor parte de las caras laterales de los muebles, etc.259. I. Por una recta dada cualquiera, siempre se puede 
hacer pasar un plano vertical. Porque si por un punto de esta recta se traza una vertical, esta vertical y la recta dada determinan un plano que es vertical.II. Dos planos, uno vertical y otro horizontal, son perpen­
diculares entre si. Porque el plano vertical contiene una vertical, la cual es perpendicular al plano horizon­tal (22-5).n i. Recíprocamente : Todo plano perpendicular á otro 
horizontal, es un plano vertical. Porque si por un punto de la intersección común se levanta una perpendicular al plano horizontal, ó lo que es lo mismo, una vertical, esta recta estará toda ella en el otro plano (225 coro­lario I); luego es vertical.
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172 SE G U N D A  P A R T E .IV. La intersección de dos pianos verticales, es una ver­
tical. Porque el plano del horizonte por ser perpendicu­lar á cada uno de ellos, lo es á su intersección (225);luego ella es vertical.

CAPITULO IIDE LOS CUERPOS GEOMETRICOS 
§ I. De los tetraedros.240. Llámase tetraedro el cuerpo geométrico termi­nado por cuatro planos. SABG (fig. I6i) representa untetraedro. Los triángulos ASB, ASO, BSG, ABC, que le terminan se llaman 

caras. En un tetraedro hay 4 triedros, 6 diedros "“c' y 6 aristas. Los vénices S, A, B, C, de los 4 triedros, se llaman vértices del te­traedro. Cuando el tetraedro tiene una cara inferior colocada horizontalmente, como ABC, se te da ordina­riamente el nombre de base, y al vértice S opuesto á la base, se le llama con especialidad vértice del tetraedro. No obstante eso, se puede tomar por base una cual­quiera de sus caras, y por vértice el opuesto á esta base. La altura de un tetraedro es la longitud de la per­pendicular bajada desde el vértice al plano de la base.241. T e o r e m a .—Po^íeíraerfros SABC  ̂S'A'B'G'(fig. 164J 
son iguales, cuando tienen tres caras iguales è igualmente 
dispuestas.Supongamos SAB —S'A'B', SAC =  S'A'C', SBG =  S'li'G'.Desde luego se tiene que los triángulos ABC y A'B'C



liE O M E T H lA  EN E L  E SP A C IO . 173son iguales por tener sus tres lados iguales; luego los triedros de los dos tetraedros son iguales por tener sus caras iguales é igualmente dispuestas (218), y por con­siguiente sus diedros también lo serán. Los dos tetrae­dros tienen, pues, todos sus elementos iguales é igual­mente dispuestos; luego son iguales.C o r o l a r i o . — Un tetraedro queda determinado, siem­pre que se conozcan tres de sus caras y el orden como están dispuestas.242. T e o r e m a .—Dos tetraedros SABC y S'Â 'B'C' (fig. 164) 
son iguales, cuando tienen un ángulo diedro igual SA=S'A' 
y las caras que le forman SBA = S'B'A' y SGA = S'C'Á', tam­
bién iguales é igualmente dispuestas.Porque si se hacen coincidir las caras iguales SCA y S'C'A', las caras SBA y S'B'A' estarán en un mismo plano puesto que los diedros SA y S'A' son iguales. Î or ser los ángulos planos ASB y A'S'B' iguales, la línea S'B' coinci­dirá con SB; por la misma razón la A'B' coincidirá con AB; por consiguiente el punto B' caerá en B, y los dos tetraedros tendrán sus cuatro vértices comunes; luego coincidirán en toda su extensión y son iguales.C o r o l a r i o . — Un tetraedro queda determinado cuando se conocen dos de sus caras, el diedro que forman y el modo como están dispuestos estos elementos.245. Se llaman tetraedros semejantes los que tienen sus caras respectivamente semejantes y sus ángulos diedros iguales. Las caras respectivamente semejantes, se lla­man caras homólogos. Se llaman aristas homólogos aque­llas que en caras homologas se oponen á ángulos igua­les; vértices y triedros homólogos \os> que se oponen á Caras homologas, y diedros homólogos los comprendidos entre caras homologas.



174 SE G U N D A  P A K T E .
Los tviedrbs hoTUólogos son iguales por toner sus caras 

(ó ángulos planos) iguales é igualmente dispuestos, á causa de la semejanza de los triángulos que forman los tetraedros.Se ve por lo dicho, que en la definición de los tetrae­dros semejantes, se podria prescindir de la igualdad de los diedros homólogos, porque es una consecuencia de la igualdad de los triedros, la cual resulta de la seme­janza de las caras. Pero se expresa esta igualdad de los diedros, para dar una idea mas completa de la seme­janza de los tetraedros.
Las aristas homólogas son proporcionales como conse­cuencia de la semejanza de las caras homólogas.2 4 i. T e o r e m a . — Si dos íeíragdm SAIIG, sabe (íig. 165} íon semejantes: 1“ sus alturas SH y  sh son proporcionales 

con sus aristas homólogas; 2“ sus bases ABC, abe, son pro­
porcionales con los cuadrados de sus alturas.Como los triedros S y 5 son iguales, se les puede hacer coincidir: los puntos a, b, c, se colocarán sobre las aristas respectivas SA, SB, SC, en los puntos A', B', G'. Por ser las caras ASB y asb semejantes, los triángulos ASB y A'S'B' también lo serán; luego A'l’/ será paralela á AB. Por una razón parecida A'C' será pa­ralela á AG y B'C' á BG. Luego el plano A'B'G' será paralelo al plano ABC (227), y la recta SH que es perpendicular al



ABC, lo será también al Á'B'C'. Ahora si H' es el punto donde la SH encuentra al A'B'G', la recta SH' será la al­tura del tetraedro SA'B'C', la cual será igual á sh por ser los tetraedros SA'B'G' y sabe iguales.Esto supuesto, se tiene : 1° las rectas SA y SH que es­tán cortadas por planos paralelos (251 corol. II) dan SH ; SH '= SA  : SA'. [1]2“ Los triángulos ABC y A'B'G' que tienen sus lados paralelos y por consecuencia sus ángulos iguales (208), son semejantes; luego son proporcionales con los cua­drados de sus lados homólogos, y se tieneABC : A'B'G'= AB̂  : [2]pero de la semejanza de los triángulos ASB y A'S'B' se deduce AB : A'B' =  SA : SA';de donde AB^ ÁIF* =  SA* : SA'*. [3]Por otra parte, de ía proporción [í] se deduce: M ‘'* = S r :S Á '* . [4JSe deduce también de las proposiciones [2], [3] y [4], á causa de las razones que tienen comunesABC : A 'B 'C '= W : ^ * .Sustituyendo ahora en esta proposición en lugar de A'B'G' su igual abe, y en lugar de SH' su igual sh, re­sulta por último ABC : =que es lo que se quena demostrar.2-58. T e o r e m a . — Dos tetraedros SABC, sabe (fig. 165) 
son semejantes, euando tienen sus tres caras respectivamente  ̂
semejantes y semejantemente dispuestas.
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176 SE GU N D A  P A R T E .Sean, por ejemplo, las tres caras ASB, ASGy BSC, res­pectivamente semejantes á las tres caras asb,  asĉ y bsc.De los triedros S y s  iguales por tener sus caras res­pectivamente iguales (218), resulta la igualdad de los diedros SA y sa. También ios triedros A y a son iguales por tener dos caras iguales é igual el diedro compren­dido (219); luego el ángulo CAR es igual al ángulo cab. De la misma manera se demostraría que el ángulo ACB es igual al ángulo oró, ó que el ángulo ABC es igual al ángulo abe; luego los triángulos ABC y abe,  son equián­gulos y por consiguiente semejantes. Los dos tetraedros tienen, pues, sus cuatro caras respectivamente seme­jantes; luego son semejantes (245).246. T eorem a . —Dos tetraedros SABG y sabe (fig. 165) 
son semejantes, cuando tienen un diedro igual, SA =  sa, 
comprendido entre dos caras respectivamente semejantes y 
semejantemente dispuestas.Sean las caras ABS y ACS respectivamente semejantes á las caras abs y acs. Los triedros S y 5 son iguales por tener un diedro igual comprendido entre dos caras res­pectivamente iguales é igualmente dispuestas (219); luego los ángulos BSC y bsc son iguales.Pero de la semejanza de las caras ABS y abs, se de­duce SB : =  SA ; sa;también de la semejanza de las caras ACS y acs, se tieneSG : se — SA ; sa;y como estas dos proporciones tienen una razón comuii, se deduce SB : sí» =  SG : se;luego los triángulos BSC y bsc,  tienen dos lados propor-



G E O M E T R IA  E N  E L  E SP A CIO . 177Clónales é igual el ángulo comprendido; luego son se  ̂mejantes.Se demostraría de la misma manera la semejanza de los triángulos ABC y ahc. Resulta, pues, que los dos te­traedros tienen sus cuatro caras respectivamente seme­jantes; luego son semejantes según la definición del n̂  245.247. Llámase tetraedro truncado lo que queda de un tetraedro después de separar la parte superior que re­sulta de cortarle por un plano paralelo á la base.Así, pues, ABCA'B'C'(íjg. 165), es un tetraedro trun­cado. Los planos ABC y A'B'C' se llaman bases del tetrae­dro truncado. Altura es la distancia H ff de las dos ba­ses, medida como hemos visto por la perpendicular común (250).Resulta de lo que se ha dicho en el n“ 244, que las bases de un tetraedro truncado son triángulos semejantes.

% I I . De las pirámides.248. Llámase pirámide á un cuerpo geométrico SABCDE (fig. 166), terminado por un polígono ABODE y una serie de triángulos -ASB,RSG, CSD, etc., que tienen un vértice común S y por bases los diferentes lados AB, BC, etc. del polígono. El polígono toma el nombre de basê  y el punto S de 
'oénice. Altura de la pirámide es la perpendicular bajada desde el vértice al plano de la base ABODE.la geometría elemental, solo se consideran las pirámides convexas, es decir, aquellas cuya base es unGEOM. 12



polígono convexo,,(133). Las p ir ^ ií^ s . se. distinguen por el número de lados de la base. El tetraedro no es otra cosa que, nna pirámide triangular, porqae su base es un triángulo. Una pirámide es cuadrang.ular, penta­gonal, etc., según que su base sea.unxuadriiátero, un pentágono, un exágono, etc.Una pirámide es regular, cuando su base es un, polí­gono regular., y su vértice está situado en la perpenái- cular levantada á la base en su centro. En este caso sus caras .son triángulos isosceles iguales, puesto que las .bases .de estos triángulos son iguales por lados., de un mfsmo polígpno regular, y.sus aristas .laterales son iguale? por oblicuas que se separan igualmente del pié de la perpendicular-Si se trazan las diagonales AG, Aü, etc. de. la base de una pirámide, y por estas diagonales .y su vértice S se hacen.pasar,plíipfi?^ estos planos toman el nombre dC; 
planos diagonales. Dichos planos dividen á la pirámide en tetraedros que tienen por vórtice común el punto S ^pqr .basQ los .triángulos ABC, AGD> ADE.que.componen la.base,..de,la pirámide. Estos .tetraedros tienen todoa- una misma altura, y hay tantos., como lados tiene lâ  base menos dos {153).(249). Dos pirámides son semejantes cuando- tienen sus caras respectivamente, semejantes.-.y. sua ángulos- diedros iguales.T eo rem a . — Dos pirámides semejantes SABCDE y sabede (fig. 167) se pueden descomponer en un mismo número de 
tetraedros semejantes y dispuestos.de.una misma manera.Por las aristas SA y sa, trácense los planos diagona­les SAC, SAD y sac,  sad. Las bases ABODE, y abode que son semejantes quedarán descompuestas en un mismo
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LiEOM ETRIA E X  E L 'E S P A C IO . 179número de triángulos seiúejantes-y semejantemente dis­puestos, y las dos pi­rámides en un mismo número de tetraedros.Los tetraedros SABG y sabe que tienen un diedro igual SB =  sb, comprendido entre dos caras respectivamente semejantes son seme­jantes (2^6); luego las caras ASG y ase son semejantes, y los diedros ASGB y ascb iguales. Ahora, sí de los die­dros BSGD y ¿sed-que son iguales por hipótesis restamos ■ los diedros ASCB y ascb que también lo son por lo que acabamos de demostrar, los restos ASGD y ased también serán iguales; luego los tetraedros SACD y saed resul­tan semejantes por tener dos caras respectivamente semejantes é igual el diedro comprendido (24G).Se demostraría de este modo, uno después de otro, la semejanza de los tetraedros SABE y sade e tc .: luego las dos pirámides están descompuestas en un mismo número de tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos, que es lo que se quería demostrar.A d v e r t e n c i a . —  I. Se ve sin dificultad la analogía que hay entre esta-proposición y la del n“ 158,II. Fácilmente se demostrará la recíproca que dice: 
si'dos pirámides se componen de un mismo número de te­
traedros semejantes y semejantemente dispuestos, son seme­
jantes. Esta proposición es análoga á la del n“ 158.C o r o l a r i o . — I. Dos pirámides semejantes tienen sus aris­
tas homólogas proporcionales con sus alturas.Poi'qüu si Il y'á representan estas alturas, de la se-



180 SEGUNDA l ’AHTE.mejanza de los tetraedros SABG y sabe se deducirá (!á44). SA ; sa =  SB ; — AB : ab =  H : A.De la semejanza de los demás tetraedros resulta SB : sb =  SC, : se — BC ; fec =  H : A, yse : se =  SD : síí =  SE : se =  DE:de =  EA : ea =  H : A.Luego de estas series de razones iguales que tienen algunas razones comunes resultaSA : sa =  SB : sb =  etc.=  AB : ab =  BC ; éc — etc. =  H : A.II. Las bases de dos pirámides semejantes son proporcio­
nales á los cuadrados de sus alturas.Desde luego se tiene, por ser las bases polígonos se­mejantes, que ABGDE ; abede — ; ob*.Por otra parte acabamos de demostrar que AB : ab =  II ; A, de donde AB® : ab® =  E® : A®,Esta proporción y la anterior tienen una razón co­mún, luego ABGDE : abede : h\2o0. T e o r e m a .  — Si una pirá­

mide SABGDE (ñg. 168) es cortada 
por un plano paralelo á la base, e 
polígono abede de la sección es se  ̂
mejante á la base ABGDE- En efecto, las rectas ab y AB son paralelas por intersecciones de dos planos paralelos abede y ABGDE con un tercer plano ASB



(228). Por la misma razón lo son las rectas be y BG, 
cd y CD, de y DE, etc. Los polígonos abede y ABODE ten­drán sus ángulos respectivamente iguales, puesto que sus lados son paralelos (208).En virtud de los mismos paralelismos, se tiene ade­más
ab : AB =  s& : SB — &C : BG =  srf: SD =  cá:CD =  Sí : SE,y así sucesivamente.De estas últimas igualdades resulta: AB =  : BC =  cíí : GD =  etc.De todo lo cual se deduce que los polígonos abede y ABODE tienen sus ángulos iguales y sus lados propor­cionales; luego son semejantes.A d v e r t e n c i a . — El cuerpo geométrico abcdeABCDE que queda de una pirámide, después de quitar la parte superior que resulta de cortarle por un plano paralelo á la base, se llama pirámide truncada. Los polígonos se­mejantes afterfe, ABCDE, cuyos planos son paralelos, son las dos 60565 del tronco de pirámide. Se llama altura de un tronco de pirámide la perpendicular bajada desde el punto de una de las bases sobre la otra.II. La pirámide sabede es semejante á la pirámide to­tal; pues, como es fácil demostrar las dos pirámides cumplen con las condiciones indicadas en el n* 249. Bastaría para ello trazar los planos diagonales ASG y ASD.

G EO M ET R IA  E N  E E  E SP A C IO . 1*81

§ III. De los prismas.281. Se llama prisma á un cuerpo geométrico tal como ABCDEFGHÍIv (tig. 169) cuyas dos caras paralelas, llamadas bases, ABCDE y FGHIK son polígonos iguales



182 SE íiU N D A  P A R T E .teniendo al mismo tiempo sus lados paralelos, y que las demás caras ABGF, BGtlG, GJ3IH, 1)EKI y :EAFR -son paralelógranios. 
Allura de un prisma es la distancia de susrbases. Las aristas laterales AF, BG, CU, 1)1, etc., que reúnen las dos bases, son iguales y paralelas; porque .do.s de estas aristas consecutivas pertene­cen á lados opuestos de un mismo ,pa-ralelügramo.Los prismas se distinguen por el número de lados de sus bases : se dice prisma triangular, cuadrangular, pentagonal, etc., cuando sus bases son triángulos, cua­driláteros, pentágonos, etc. Todo plano que pase por dos aristas laterales, que no pertenecen á una misma cara, se llama plano diagonal. Los planos diagonales tra­zados por una misma arista AF .dividen el prisma total en prismas triangulares de igualalturaABGFGH, AGDEIll, AUEFIK. El número de prismas triangulares que resul­tan es igual ai número de lados de una de las bases menos dos.En la Geometría elemental solo se consideran los prismas convexos, es decir, aquellos cuyas bases son po­lígonos convexos.2152. T e o r e m a . — Si se corta un prisma ABGDEFGHIK (íig. ’169) por un plano paralelo á las bases, la sección LMNOP es un polígono igual al de las bases.En efecto, las rectas LM y AB son paralelas por inter­secciones de dos planos paralelos LMNOP y ABCDE con un tercer plano ABGF; luego la figura ABML es un pa- ralelógramo, y se tiene también LAÍ =  AB. Del mismomodo se demostrarla f[ue las rectas MN, NO, OP, PL j



GEO M ETR ÍA  E N  E L  E SP A C IO . 183son respectivamente iguales y  paj:*alelas ú las rectas BG, CD, DE, EA. Luego los tìòs polígoBos LMNOP y  ABODE tienen sus lados respectivamente igüales ; y como sus ángulos también son iguales por tener sus ladds paralelos, resulta que dichos p'olígbnos son igua­les.2155. Un'prisma es recio  cuando Süs aristas laterales son perpendiculares á las bases. Eii este caso las caras laterales son rectángulos.
Dos p r ism a s  rectos de ig u a l base è ig u a l a ltu ra  só'n s u -  

p e r p o n ib le s: porque si se hacen coincidir las bases infe­riores, las aristas laterales coincidirán tarríbieh, por ser perpendiculares á estás bases é iguales á la altura co­mún (198); las bases superiores tendrán, pues, todos sus vértices comunes; luego los dos prismas coincidi­rán en toda su extension.Un prisma recto es r e g u la r  cuando sus bases soil po­lígonos regulares.Se llama p r is m a  tru n ca d o  lo que queda de un prisma después de quitarle la parte superior que resulta de cortarle por un plano no paralelo á las bases. La sec­ción que resulta no es igual ordinariamente a la base del prisma, y las caras laterales del prisma truncado son generalmente trapecios.2o4. Llámase p a ra le lip ip edo  el prisma cuyas bases Son paraleló- gramos. La figura I70 Tèpresèrità un paralelipipedo.Las caras opuestas, tales como AEIID y BFGC, son iguales. La recta AE es igual y paralela á BP, por lados opuestos de un mismo

Fjj/.ijo.



184 SE G U N D A  P A R T E .paraleldgramo ABFE; las rectas Aü y BG son también iguales y paralelas por lados opuestos de un mismo paralelógramo ABCD; y como los ángulos DAE y CBF son iguales por tener sus lados paralelos y dirigidos en un mismo sentido, se deduce que los paralelógramos AEHD y BFGG son iguales.Se ve también que los planos de estos paralelógra­mos son paralelos (Ü27); de modo que u n  p a ra le lip ip e d o  
es u n  cu erp o  geom étrico lim ita do  p o r  seis c a r a s  p a r a le la s  dos 
á  d o s .De lo dicho resulta que dos caras opuestas cuales­quiera de un paralelipípedo se pueden tomar por bases del prisma. Su altura será así la distancia de estas dos caras.Todo plano diagonal, tal como ACGE, divide al pa­ralelipípedo en dos prismas triangulares ABGEFG y AGDEGH que tienen bases iguales, por mitades de un mismo paralelógramo, y á mas igual altura.Llámase d ia g o n a l de un paralelipípedo á toda recta, como AG, que une dos vértices opuestos A y G, es de­cir, dos vértices que no pertenecen á una misma cara.23S. Un paralelipípedo es recto cuando sus aristas laterales son perpendiculares á las bases. Las caras laterales son en este caso rectángulos; las bases solo pueden ser paralelógramos.Se llama p a ra le lip íp e d o  rectángulo  el paralelipípedo recto y cuyas bases son rectángulos.En un paralelipípedo rectángulo (íig, 170) todos los diedros son rectos. Para demostrar, por ejemplo, que el diedro BF es recto, se observará que los ángulos ABF y FBG son rectos, por ser las caras ABFE y FBGG rectángulos; luego el ángulo ABC mide la inclinación



O EO M ETRIA E N  E L  E SP A CIO . 185de estas caras; y como este ángulo ABC es recto por ser ABCD un rectángulo, se deduce que el diedro BF es recto.Cada arista es perpendicular á las dos caras donde ella termina. La arista EH, por ejemplo, es perpendi­cular á las caras ABFE y DCGH; porque EH es perpen­dicular á las dos rectas AE y EF que pasan por su pié en el plano ABFE, y á las dos rectas HD y HG que pa­san por su pié en el plano DCGH.Las tres aristas AB, AD, AE que concurren en un mismo vértice A se llaman las tres dim en sion es de un paralelipípedo rectángulo. Se las designa muchas veces con los nombres de lo n g itu d , la titu d  y a lt u r a ;  algunas veces, en lugar de esta última denominación, se em­plea la de espesor ó  p r o fu n d id a d .2S6. Teorem a . — d o s  p a ra le lip ip e d o s rectán gu los son  
ig u a les cu a n d o  tienen_ s u s  tres d im en sio n es respectivam ente  
ig u a le s .En efecto, las bases inferiores por ser rectángulos y tener igual base é igual altura, son superponibles. Luego, si se las hace coincidir, las aristas laterales to­marán dos á dos las mismas direcciones perpendicula­res á las bases inferiores comunes ; pero como estas aristas laterales son iguales á la tercera dimensión de los paralelipipedos, resulta que los extremos de estas aristas coincidirán dos á dos. Los dos paralelipipedos rectángulos tendrán, pues, todos sus vértices comunes, y por consecuencia coincidirán en toda su extensión ; luego son iguales.A d v ert en cia . El teorema anterior se puede enun­ciar de esta manera ; d o s  p a ra le lip ip e d o s rectá n g u lo s de 
ig u a l base é ig u a l a ltu ra  so n  ig u a le s .



OoBOLARio. — Un ptiralelipípedo rectángulo queda determinado cuando se conocen sus tres dimensiones, ó cuando se conoce su base y su altura.2 o 7 . T e o r e m a . —  En todo parálelipipedo rectángulo AbCDEFGH (fig. 170) el cuadrado de una diagonal es 
iguxil á la suma de los cuadrados de sus tres dimensiones.En efecto, por ser‘la‘arista GG perpendicular al plano ABCD, el triángulo AGG es rectángulo 'en C, y se tienea82) ___  _ _

AG' =  Arr +  CGlPero el triángulo ACB que es rectángulo en B nos da tambiénSustituyendo en la igualdad precedente en lugar de AG* su igual resulta. AG' =  AB' ■+ (ÍG®,

186 SEGU N DA P A R T E .

ó bien AĜ  =  AB= +  AD® +  AE*,lo que corresponde al enunciado -del teorema.A p l i c a c i ó n  n u m é r i c a . — SeanÂB =  9"' ; AD ■=: -6“ ; AP =  2"v;se tendrá ÁG®=='8'I"’-''=.4- 36’"-^-}-“i™“ =  de donde A G = l l " ‘.C o r o l a r i o .  — Se deduce de esta última proposición que, todas las diagonales de un paralelipípedo rectángulo 
son iguales.En un paralelipípedo liay cuatro diagonales.2oB. Se da el nombre de cubo al paralelipípedo ree-j  tángulo que tiene iguales sus tres dimensiones. En este caso sus seis caras son cuadrados iguales, y todas sus aristas también son iguales.



G E O M E T R IA  E N  E L  E SP A C IO . 187Dos cubos son iguales cuando tienen una arista igual (2i5C). Un cubo queda determinado cuando-se nos da una de sus aristas.Resulta del teorenia precedente (2S7) que el-cuadrado de la diagonal de un cubo es igual al triplo del cua­drado de su arista.
§ IV. De los poliedros.2159. Se da el nombre de poliedro á todo cuerpo geo­métrico terminado por planos. Estos planos se llaman 

caras del poliedro; las rectas que terminan las caras 
aristas, los extremos de las aristas uerUces.'Toda recta que une dos vértices que no pertenecen á una misma cara se llama diagonal dél poliedro.En la Geometría elemental solo se consideran los poliedros convexos, es decir, aquellas cuya superficie no puede ser cortada por una recta mas que en dos puntos.Si por un vértice A (fig. 171) de un poliedro, se tra­zan rectas á los demás vértices, determinan una serie

de pirámides, tales como ABODE, que tienen por vér­tice común A, y por bases las diferentes caras del po­liedro exceptuando las que concurren en el punto A :



188 SE GU N D A  P A R T E .la reunión de estas pirámides forman el mismo po­liedro.Todo poliedro se puede descomponer en pirámides ; y como cada pirámide puede descomponerse á su vez en tetraedros {248), resulta que todo poliedro puede descomponerse en tetraedros que tengan por vértice común uno de los vértices del poliedro.2CO. Se llaman poliedros semejantes los que tienen sus ángulos diedros respectivamente iguales y sus caras res­pectivamente semejantes y semejantemente dispuestas._T e o r e m a . — Dos 'poliedros semejantes se pueden descoma 
poner en un mismo n'amerò de tetraedros semejantes y colo-. 
cados de la misma manera.Sean AB y ab {fìg, 171) dos aristas homologas de dos poliedros semejantes. Tómese sobre las caras del die­dro AB, los vértices C y E, mas próximos al punto B ; y considérese el tetraedro ABGE.Sean e y c los vértices homólogos de E y G, y fórmese el tetraedro abce.Los dos tetraedros así formados tienen un diedro igual, AB =  ab, y las caras ABC, ABE semejantes á abcy 
abe, por triángulos homólogos de polígonos semejantes; luego estos tetraedros son semejantes (246),Ahora, si de los poliedros dados quitamos estos dos tetraedros, los poliedros que quedarán serán semejan­tes. En efecto ;1° Entre los diedros de los poliedros primitivos los liay que no han variado; otros que han sido disminui­dos de cantidades iguales ; luego los poliedros restantes ' tendrán sus diedros iguales.

2® Las caras que pertenecían á los poliedros primiti­vos continuarán siendo semejantes; las que han sido



disminuidas de triángulos homólogos resultarán seme­jantes ; en fm, las caras nuevas son también semejantes, por caras homologas de los tetraedros semejantes que hemos quitado; luego los poliedros restantes tienen sus caras semejantes.Visto esto, se puede operar sobre los poliedros res­tantes del mismo modo que en los primitivos, y sepa­rar un nuevo par de tetraedros semejantes.Por este proceder se llegará á descomponer los dos poliedros en un mismo número de tetraedros semejan­tes y dispuestos evidentemente de la misma manera.Advertencia . — I. Los tetraedros semejantes que resultan de la descomposición precedente se llaman te- 
iraedros homólogos.II. Se demostrará con facilidad la recíproca que dice : 
Si dos poliedros se componen de un mismo número de tetrae­
dros semejantes y semejantemente dispuestos, son semejantes.Corolario . — De la semejanza de las caras homolo­gas resulta la proporcionalidad de sus aristas homo­logas; y de esta se deduce evidentemente la de sus diagonales homologas, puesto que ellas son aristas ho­mologas de pirámides semejantes.

§  V . De los cuerpos redoados.2 tíl. En la Geometría elemental, á mas de los po­liedros se consideran otros cuerpos limitados en todo o en parte por superficies curvas ; estos cuerpos son. ei 
cilindro, el cono y la esfera. Se les designa también con elnombre de cuerpos redondos.262. Cilindro es un cuerpo engendrado por un rec­tángulo ABCÜ (íig. 172) que gira al rededor de uno de sus lados AB. Los lados AD y BC engendran circuios
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S E G U N D A - PAKTE.iguales, cuyos planos son perpendiculares á, AB y (pie , tienen sus centros en los puntos A-y B..EÌ lado Gì) engendra una superficie curva que recibe el nombre de superficie cilin­
drica. La recta AB al rededor de la cual se: ejecuta el movimiento, se llama eje delj.... cilindro. Los círculos Aü y BG se llaman^. éoseí;y la longitud ABvque mídela distan- las dos bases,-aííiíra del cilindro.Un cilindro puede considerarse- como un :prisma re- guiar (2B3) cuya base fuese un polígono de un número munito de lados infinitamente pequeños.2Go. Llamanse cilindros semejantes ios que están, en­gendrados por rectángulos semejantes que giran a l re-̂  dedor de dos lados homólogos..T e o r e m a .  -  Las bases de dos cilindros semejantes son- 

entre sv como los cuadrados de sus alturas.Porque, llamando R y r los radios de las bases. H y i  SUS alturas, se tendrá según la definiciónR : r = :H  ; h ; de donde R* : r =  ¡ /¿s.multiplicando por x los do& términos de la primera ra­zón resulta «R  ̂ : ; h\conforme con el enunciado del teore­ma, puesto que las bases de los dos cilindros tienen respectivamente por medida xR* y xr*.264.' Cono es el cuerpo engendrado por un triángulo ABC (fíg. 173) que gira al rededor de uno de sus catetos AB. El lado BG engendra un círculo cuyo-centro eslá en B, y su plano es perpendicular á
• C ^ r ------- Ijt---- jtíJ



AB : la hipotenusa AG engendra una superficie curva que se llama superficie, cònica.La recta AB alrededor da la cual se ejecuta el movi­miento, se llama eje del cono ; al círculo BC su base ; al punto k.vértice, y .á la linea AC su generatriz. La longi­tud AB que mide la :distancia del vértice á la base es la 
altura del cono.Un cono puede considerarse como una pirámide regu­lar (2-48,) cuya base fuese un polígono de un número infinito do lados infinitamente pequeños.26S.. Dos conos son .semejantes cuando están engen­drados por triángulos rectángulos semejantes que giran al rededor de catetos homólogos.T e o r e m a . — Las bases de dos conos semejantes son entre 
si como los cuadrados de sus. alturas.Igual demostración que la del n̂  263..266. Si en el triángulo generador ; ABC, se traza DE paralela á BG, esta recta describirá, cuando, girerei triángulo, un círculo cuyo centro-estará..en-,I) cuyo plano será perpendicular al eje AB, y por consecuencia paralelo al plano del círculo BC. La porción: de cono comprendida entre los círculos paralelos- BC y DE. se 
Mama, tronco de-,cono. Los dos cíi’culos BG y DE-son las 
áos bases del tronco de cono; leparte DB.de.eje.com- prendida entre las dos-bases, y que . mide su distancia, es la altura del tronco de cono; la porción EG de la Ilí- potenusa generatriz ó lado.Un tronco de cono se puede considerar .como, una pi­rámide regular truncada de bases .poligonales regu­lares y de un número infinito de lados infinitamente pequeños.Obsérvese.que el cono, deficiente.AliE es semejante al
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cono total, por ser los triángulos generadores ADE y ABC semejantes.267. Esfera es el cuerpo engendrado por un semicír­culo ACB (ííg. 174) que gira al rededor de su diámetroAB. Este cuerpo está ter-  ̂ ■ minado por una superíl- cie única que se llama 
swperficie esférica. Se de­signa á menudo esta su­perficie con la misma palabra esfera; no obs­tante el sentido en que se habla indica siempre si se trata de la superñcie ó del cuerpo geométrico que ella determina.De la generación de la esfera resulta que todos los puntos de su superficie equidistan del centro O del se- mi-círculo generador; por esta razón se le da el nom­bre de centro de la esfera.Se puede definir la superficie esférica diciendo que es 

aquella que tiene todos sus puntos á igual distancia de un 
punto interior llamado centro.Llámase radio toda recta que une el centro con un punto de la superficie esférica ; según lo que acabamos de decir, todos los radios son iguales.Llámase diámetro toda recta que pasa por el centro y termina por ambos extremos en la superficie esférica.Gomo cada diámetro se compone de dos radios, re­sulta que todos los diámetros son iguales.268. Teorem a . — Un diámetro cualquiera de la esfera se 

puede considerar como su eje de revolución.En efecto, sea AB (fig. 174) un diámetro cualquiera.

SE G U N D A  P A R T E .



Por este diámetro hágase pasar un plano; este plano cortará á la superfìcie esférica, según una línea curva AGB que tendrá todos sus puntos á igual distancia del centro 0 ; luego esta curva será una circunferencia cuyo diámetro será AB. Por la misma línea AB hágase pasar otro plano, el cual cortará á la superfìcie esférica según una curva ADB que tendrá todos sus puntos á igual distancia del centro O de la esfera; luego esta curva será también una circunferencia que tendrá por diáme­tro AB y que por consecuencia será igual á la AGB. Y como el plano ADB es cualquiera, se ve que la esfera se puede considerar engendrada por la revolución del se­micírculo al rededor de su diámetro AB.2 6 9 .  T e o r e m a .  — Toda sección de la esfera por un pla~ 
no, es un circulo.En efecto, sea EFG (fig. 174) la curva determinada so­bre la superficie esférica por su intersección con un plano. Del centro O de la esfera bájese á este plano, una perpendicular Oí ; tómense sobre la curva EFG dos puntos cualesquiera E y F, y únanse con 0 y con I. Los triángulos OIE y GIF son rectángulos en I, por ser 01 perpendicular al plano EFG ; por otra parte el lado OI es común á los dos, y las hipotenusas OE y OF son iguales por radios de una misma esfera ; luego son iguales y se tiene E1 =  FI. Y  como los puntos E y F son dos puntos cualesquiera de la curva EFG, se deduce que esta curva tiene todos sus puntos equidistantes del punto I; es de­cir, que es una circunferencia cuyo centro es el pié I de la perpendicular bajada desde el centro de la esfera al plano secante.A d v e r t e n c i a . —I. Cuando el plano secante pasa por . -el centro de la esfera, la intersección es un círculo

' » f  ; . . .V  ■
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11 9 4 SE G U N D A  P A R T E .tiene por centro y por radio el centro y radio de la es- ' fera. Pero si el plano secante no pasa por el centro de la esfera, como el plano EFG por ejemplo, el radio El del círculo de intersección, por ser perpendicular á 10 será menor que la oblicua OE, y por consiguiente, me­nor que el radio de la esfera.Por esta razón, una sección cuyo plano pase por el centro de la esfera, se llama circulo máximo de la esfera, mientras que si el plano de la sección no pasa por el centro de la esfera, toma esta sección el nombre de cir­
culo menor. A s í: ACB, ADB, CDH, son círculos máximos, y EFG es un círculo menor.II. Los círculos menores disminuyen á medida que se apartan mas del centro de la esfera. Porque el trián­gulo rectángulo OIE daOl®-f 1E® =  ÜE";y como el segundo miembro es constante para una misma esfera, se ve que el término El* deberá disminuir á me­dida que OÍ* aumente; ó lo que es lo mismo, que el ra­dio lE del círculo menor, será menor á medida que la distancia Oí del plano de este círculo al centro de la es­fera sea mayor.270. T e o r e m a . — Todo circulo máximo divide á la es­
fera en dos partes iguales.En efecto, sea CDH (íig. 174) la circunferencia corres­pondiente á un círculo máximo.Inviértase la parte inferior de la esfera de modo que ocupe una posición análoga á la de la parte superior y que las dos porciones coincidan según la cireuníerencia CDH. En este movimiento, las distancias de los diferen­tes puntos de la porción inferior de la superficie esfé-



G EO M ET R IA  E N  E L  E SP A CIO . 195rica al punto O, no habrán variado; por consecuencia, si las dos porciones no coincidiesen en toda su extensión, resultaría que habría puntos que distarían desigual­mente del centro, lo que es contra la propiedad funda­mental de la superficie esférica; luego es preciso'que las dos porciones de superficie coincidan : luego son iguales.A d v e r t e n c i a . — Las dos mitades de superficie esférica separadas por un círculo máximo, se llaman hemisfe­
rios.

271. Cuando se toma por eje de revolución de una esfera un diámetro cualquiera AB (fig. 174), el plano trazado perpendicularmente á este eje por el centro O, corta á la superficie de la esfera según un círculo má­ximo GDH que se llama ecuador. Los extremos A y B del eje, se llaman polos. Los círculos determinados por pla­nos paralelos al ecuador, se llaman círculos paralelos, ó simplemente paralelos; tal es el círculo EFG. Los círcu­los determinados por planos que pasan por el eje, se llaman círculos meridianos, ó simplemente meridianos; tales son los círculos ACB y ADB.Todas estas denominaciones se han tomado de la geo­grafía. El globo que habitamos se puede considerar como sensiblemente esférico. La recta al rededor de la cual ejecuta su movimiento de rotación diurno, que da por resultado el día y la noche, se llama eje de la tier­ra; los extremos de este eje son los polos. El plano tra­zado por el centro de la tierra perpendicularmente á su eje, se llama plano del ecuador, porque cuando el sol está en este plano la duración del dia es igual á la de la noche para todos los puntos del globo. Todo círculo tra­zado por el eje de la tierra, se llama meridiano, porque



196 SE G U N D A  P A K T E .cuando el sol está en este plano, es medio dia ó media noche para todos los lugares del globo por donde pasa este círculo.272. Se Womd, casquete esférico á la porción de super-, íicie esférica separada por un plano. Así, la porción de esfera que está en la parte superior del plano EFG (fig. 174), es un casquete esférico. Se puede suponer engendrado por un arco de circunferencia AE que gira al rededor del diámetro AB y que pasa por uno de sus extremos. La altura del casquete es la parte AB del eje comprendido entre el polo A y el centro I del círculo menor que limita el casquete.Se llama zona la porción de superficie esférica com­prendida entre dos círculos paralelos; así, la porción comprendida entre los círculos EFG y CDH, es una zona. La altura de la zona, es la parte del eje comprendida en­tre ios centros de los dos círculos paralelos.Se llama segmento esférico el volúmen comprendido entre un casquete esférico y el plano que lo termina. Este plano se llama base del segmento.Llámase sector esférico el volúmen engendrado por un sector circular qué gira al rededor de uno de sus ra­dios. Así, EGA girando al rededor de OA engendrará un sector esférico. El casquete engendrado por el arco AE, se llama base del sector esférico.
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CAPITULO III

DE LA MEDIDA DE LAS SU PERFICIES Y VOLÚMENES 
§ I . De la medida de las superficies.275. Como todas las caras de un poliedro son polí­gonos cuyas áreas sabemos determinar, tendremos que añadir poca cosa para completar esta parte.T e o r e m a . —El área de la superficie lateral de un prisma 

recíô  es igual al producto de su altura por el perímetro de 
su base.En efecto; esta superficie lateral se compone de una sèrie de rectángulos que tienen por altura la del prisma. Si llamamos H á esta altura y B, B', B", B'", etc., las ba­ses de los rectángulos, ó á los lados de la base del pris­ma, se tendrá que la superficie que se traía de valuar tendrá por expresión :B X  H +  B' X H + B "  X  H -f- etc., o (B -l-B '-l-lf-fetc .)xH ,es decir, el producto del perímetro de la base por la altura.A p l i c a c i ó n . — ¿Cuánta tela de 1"‘ ,2 0  de ancho será mê  
nester para cubrir las paredes de un salon octogonal, cuya 
altura es de y el ancho de cada pared 2”',5?La superficie total de las paredes es igual á la de un prisma recto, cuya altura es de 3"',2á y el perímetro de su base 2"*,5X8, ó lo que es lo mismo, 20'". La expre­sión de esta superficie será, pues, 3'",24X20, ó 64“ %80. Bividiendo este último resultado por el cocienteSi"* será la cantidad de tela pedida.



2 7 4 . T e o r e m a . — El área de la superficie lateral de un 
cilindro, es igual al producto de su altura por la circunfe­
rencia de su base.Porque un cilindro se puede considerar como un prisma recto cuya base es un polígono regular de un número infinito de lados iníinilamente pequeños ; luego el teorema precedente se podrá aplicar á este caso, sus­tituyendo en lugar del perímetro de la base del prisma, la circunferencia de la base del cilindro.Si designamos la altura por H y el radio de la base por R, se tendrá por expresión de la superficie SttR x  H.A p l i c a c i ó n .  — Para determinar la cantidad de plancha de hierro que se necesita para construir un tubo de 8"' de largo y O’",6 de diámetro, se efectuará el producto8“ X 0 “ ,6X3,1416;el cual da 15'"°,07968..., ó aproximadamente Ib"’ “,08.2 7 o . T e o r e m a .  — El área de la superficie lateral de una 
pirámide regular, es igual al producto del perimetro de su 
base por la mitad de la perpendicular bajada desde el vér­
tice á uno de los lados de dicha base.En efecto ; esta superficie lateral se compone de una serie, de triángulos isósceles iguales : sea l la altura de uno de estos triángulos, R la base de uno de ellos y n el número de triángulos. El área de uno de ellos, será igual á^  ¿B; luego la superficie total estará represen­tada por  ̂ I B x n ,  ó  ̂ f x  Rn. Pero Bn es el perímetro de la base ; luego la expresión anterior corresponde al enunciado del teorema.2 7 6 . T e o r e m a . — El área de la superficie lateral de un 
cono es igual á la mitad del producto de la circunferencia de 
su base por su generatriz.

198 SE GU N D A  P A R T E .



G E O M E T R IA  E N  E L  E S P A C IO . 199En efecto : tm cono se puede considerar como una pirámide regular, cuya base es un polígono regular de un número inünito de lados infinitamente pequeños. Se puede, pues, aplicar el teorema precedente, obser­vando que el perímetro de la base de la pirámide se convierte en la circunferencia de la base del cono, y que la perpendicular bajada desde el vértice de la pirámide á uno de sus lados de la base, pasa á ser la generatriz del cono.Si se designa, pues, por R el radio de la base del cono y por G su generatriz, la expresión de la superfìcie será| .  2tiR.G, ó simplemente ttRG.A p l ic a c ió n . — Supongamos que la cubierta cónica de una torre circular tiene 8"‘,5 de diámetro en su base, y que su generatriz tiene 6'",4; la superfìcie de esta cu­bierta será-l. e '" ,4 X 8 “ , 5 X 3 , 1416 Ó 85“ “, 4 5 . . . .2 77 . T eorem a . — á r e a  d e  l a  s u p e r f i c i e  l a t e r a l  d e  u n a  
p i r á m i d e  r e g u l a r  t r u n c a d a ^  e s  i g u a l  á  l a  s e m i s u m a  d e  l o s  
p e r í m e t r o s  d e  s u s  b a s e s  p o r  l a  a l t u r a  d e  u n a  d e  s u s  c a r a s .En efecto : esta superficie se compone de una serie de trapecios iguales. Llamando, pues, B y 6 las bases in­ferior y superior de uno de estos trapecios, A su altura y el número de caras, se tendrá que la expresión de una de estas caras será  ̂ (B +  íí) X  A; luego la de la su­perficie total será { [ i i J ¡ - b ) X h X n ,  que se puede escri­bir así,  ̂ {Bn4-¿n )X A .Pero Bn representa el perímetro de la base inferior de la pirámide truncada, y bn el perímetro de su base superior; luego esta expresión corresponde al enun­ciado del teorema.



200 SE G U N D A  P A R T E .278. Teo rem a . — El área de la superficie lateral de un 
cono truncado  ̂ es igual ú la semisuma de las circunferen­
cias de sus bases multiplicada por su generatriz.En efecto : un cono truncado se puede considerar como una pirámide regular truncada, cuyas bases fue­sen polígonos regulares de un número inflnito de lados infinitamente pequeños. Se puede, pues, aplicar el teo­rema precedente, con «olo observar que los perímetros de las dos bases del tronco de pirámide, deben reem­plazarse por las circunferencias del cono truncado, y que la altura de uno de los trapecios que sirve de cara lateral al tronco de pirámide se convierte en la genera­triz del tronco de cono.Llamando R y r á los radios de las bases, y r á la ge­neratriz, se tendrá por expresión de la superficie curva de un cono truncadoI  (2t:R -j-2Tcr) . c ó TT. (R-f-í-). c.Ap lic a c ió n . — Imaginemos un estanque circular cuyo muro forme talud ; la superficie lateral de este muro será la de un tronco de cono. Supongamos que los ra­dios de sus bases son respectivamente 7™ y G"’, y que la generatriz tiene S*"; el área de la superficie del muro será 3 ,U 1 6 X ( 7 " ‘ -{-6’" ) X 3 '” ó 122"’ %52....279. El área de la superficie lateral de un cono trun­cado, se puede determinar de otros dos modos diferen­tes que es útil conocer.I. El área de la superficie lateral de un cono truncado, es 

igual al producto de su generatriz por la circunferencia de 
la sección hecha á igual distancia de las bases y paralela­
mente á las mismas,*



G EO M ET R IA  E N  E L  E SP A C IO . 201En efecto, sea ABCD (fig. 175), el trapecio que engen­dra el tronco de cono. Si se unen los puntos medios I yH de los lados no parale­los, la recta IH que resulta será paralela á las bases, y por consecuencia perpen­dicular al eje AC. Diclia recta al girar al rededor de este eje, describirá uncírculo perpendicular á este eje y cuyo centro es el punto H. Además, la circunferencia de este círculo será igual á la semi-suma de las circunferencias de las ba­ses, puesto que IH es igual á la semi-suma de las rectas ABy Cl) (*29); y como las circunferencias son entre sí como sus radios [(100), resulta que la circunferencia que tiene por radio IH, es igual á la semi-suma de las que tienen por radios AB y GO. Pero el área de la su­perficie lateral de un tronco de cono es igual á (circunf. AB +  circunf. CD)xBB; luego se puede también escribircircunf. IHxBD,que es lo que se quería demostrar.II. El área de la superficie lateral de un cono truncado ABGD (fig. 175), es igual al producto de la altura AC por la 
circunferencia cuyo radio es la perpendicular 10 levantada 
en el punto medio de su generatriz é interceptada entre este 
punto y el eje.Para demostrarlo, trácese BK paralela á AG; estas dos rectas resultan iguales. Los triángulos BDK y lOH son semejantes, por tener los ángulos K y H iguales por rectos, y los KBD y HIO iguales también por tener sus



lados respectivamente perpendiculares : luego con sus lados homólogos se puede formar la proporciónIH : BR =  IO : BD;
de donde IHxBD=IOxBK=IOxAG.Multiplicando ambos miembros por 2tc, resulta 27umxBD =  2TiIOxAC.Pero, según Ja proposición precedente, el primer miembro de esta igualdad expresa la superficie del tronco de cono; luego el segundo miembro, es decir, el producto de la circunferencia cuyo radio es 01 por la altura del tronco de cono, es una nueva expresión de dicha superficie.A d v e r t e n c ia . — La última expresión se puede aplicar al cono, puesto que subsiste por mas pequeña que sea la base superior del tronco de cono, y por consiguiente para el caso que se reduzca á. cero, ó lo que es lo mis­mo, cuando el tronco de cono se haya convertido en cono.280. L em a . — El úrea de la superficie engendrada por 

una porción de polígono regular ABGi) (fig. 176) que gira al 
rededor del radio AO que pasa por 
uno de sus extremos  ̂ es igual al pro­
ducto de la circunferencia inscripta 
por la parle de eje AO comprendida 
entre el punto k  y el pié P de la per­
pendicular bajada desde el otro ex­
tremo D sobre el eje.Trácense las perpendiculares BM, GN..., DP, al eje, y únanse los puntos medios í, /t..., /c, de los lados con 0; estas líneas Oi, Oft..., 0/«:, serán iguales, y representarán el radio de la circunferencia inscripta.
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G E O M E T R IA  E N  E L  E SP A C IO . 203La superficie engendrada por ÀBCD se compone de la del cono engendrado por AC y de la de los troncos de conos engendrados por los lados consecutivos BC.,., CD. Estas superficies parciales, según lo anteriormente de­mostrado (279 II), vienen expresadas porcircunf. Oi X  AM, circunf. Oh X  MN.. . .  circunf. OfcxNP.Sumando estas cantidades y teniendo en cuenta que la circunf. Oi se puede considerar como factor común, una vez que los radios Oi, OA..., Ok, son iguales, resulta por expresión de la superficie totalcircunf. 0¿X(AM-|-MN...,-¡-NP), ó bien circunf. O ix A Plo que está conforme con el enunciado de la propo­sición.281. T eorem a . —El área de un casquete esférico es igual 
al producto de su altura por una circunferencia máxima.En efecto, un casquete esférico se puede considerar como engendrado por una porción de un polígono re­gular cuyos lados fuesen infinitamente pequeños y en número infinito. En este caso la circunferencia inscrita no seria otra cosa que la misma circunferencia del arco generador del casquete esférico; y la porción de eje comprendido entre el extremo del arco y el pié de la perpendicular bajada desde el otro extremo sobre el eje, seria la misma altura del casquete.Luego si se designa por h esta altura, y por R el radio del arco generador, ó lo que es lo mismo, el radio de la esfera, la expresión del área de la superficie del cas­quete será 27tR X  h-



Corolario . — El área de una zona es igual al producto 
de su altura por una circunferencia máxima.En efecto, la zona comprendida entre los círculos EFG y GDíF{fig. 174), es igual á la diferencia de los casque­tes engendrados por los arcos AC y AE; luego la expre­sión de esta superficie esStuR x AO— SttR x AI d bien 2ttR (AO — AI)en fin SttR x  OI.Pero OI es precisamente la altura de la zona ; luego esta expresión está conforme con el enunciado del teo­rema.282. El área de una esfera es cuádrupla de la de un cir­

culo máximo.En efecto, la expresión hallada para determinar el 
ií área de un casquete cual-quiera, se podrá aplicar al caso de una semi-es- fera, con solo observar que la altura AO (fig. 177) no es otra cosa que el radio: luego la expresión de la superficie de la se- mi-esfera será 2::RxR, ó 

2tcR®; y por consiguiente la superficie total de la esfera 47rR*, es decir, igual á 4 veces «R2, ó lo que es lo mismo, á 4 veces la superficie de un círculo máximo.A p lic a c io n e s . — I. Considerando el globo terrestre como 
una esfera de radio igual á 636,62 miriámelrosy se pide su 
superficie.
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G E O M E T R IA  E N  E L  E SP A CIO . 205La expresión de esta superficie es4 X 3 ,1 4 1 5 9 2 6 X ( 6 3 6 " ‘ ,62)=,Efectuando las operaciones indicadas, resulta 5092961 miriámetros, y una fracción que conviene despreciar.IL La altura del casquete esférico que forma una zona 
glacial, es de 52,65 miriámetros próximamente. ¿Cuál es la 
superficie de esta zona?La expresión de esta superficie es2 X 3 ,1 4 1 5 9 2 6 X 6 3 6 ™ ‘' - ,6 2 X 5 2 ’"''-,65.Efectuando las operaciones indicadas, resulta 210600 miriámetros cuadrados, con un error menor que un miriámetro cuadrado.III. ¿ Cuál será el radio de una esfera cuya superficie equi­
vale á 1 metro cuadrado?Si la superficie de la esfera equivale á 1 metro cua­drado, el área de un círculo máximo será igual á su cuarta parte ó 0"'%25. Pero como el área de un circulo es igual al producto del número  ̂ por el cuadrado de su radio, resulta que dividiendo 0” %25 por 3,1415926, se tendrá el cuadrado del radio. Efectuando esta opera­ción se halla 0 - “,079577..., y extrayendo’ la raiz cua­drada se obtendrá por fin 0-',282 igual al radio pedido.

65 l í .  De la medida de los volúmenes.285. Determinar el volúmen de un cuerpo, es hallar su relación con otro volúmen que se toma por unidad. Se elige por unidad de volúmen un cubo cuya arista es igual á 1 metro y al cual se le da el nombre de meíro 
cúbico. La valuación de los volúmenes pométricos se reduce siempre á la de medidas de longitud.



284. T eo rem a . Elvolúmen de un paralelipipedo rec~ 
tprígulô  es igual al producto de sus tres dimensiones.Sea MB (fig. 178) el paralelipipedo propuesto. El enunciado que precede significa que, para obtener el número de unidades contenidas en este paralelipipedo,
2 06  SE G U N D A  P A R T E .

es necesario buscar el número de unidades de longitud que contiene cada una de las tres aristas AB, AG, Al), que concurren en un mismo vértice, y multiplicar los números que resulten entre sí.En efecto ; supongamos para fijar las ideas que la arista AB contiene 4 veces á la unidad de longitud a.b, y que las aristas AC y AD la contienen respectivamente 5 veces y 7 veces. Divídase AB en 4 partes iguales y por los puntos de división trácense planos perpendiculares á AB; divídase también AG en 5 partes iguales, y por sus puntos de división trácense planos perpendiculares á A C, por último, divídase AD en 7 partes iguales y por los puntos de división trácense planos perpendiculares á AD.El paralelipipedo MA quedará así dividido en pequeños paralelipípedos rectángulos que tendrán por altura, an­cho y espesor, la unidad de longitud ah (226,250 co^I.). Luego todos estos paralelipípedos rectángulos son cubos



que tienen por arista la unidad de longitud, es decir, que son unidades de volúmen; solo falta, pues, deter­minar su número.Para ello, obsérvese que á lo largo de la arista AB hay tantos de estos cubos pequeños como unidades de longitud contiene AB; es decir, 4, los cuales forman una especie de columna colocada horizontalmente. So­bre la arista Alt se pueden considerar tantas de estas columnas como unidades tiene Al), es decir, 7, las cua­les forman una capa horizontal. En fin, á lo largo de la arista AC podemos considerar tantas de estas capas pa­ralelas como unidades tenga AG, es decir, 5, las cuales componen el paralelipípedo propuesto. El número total de estos cubos pequeños es, pues, el producto de 4 por 7 y por 5, es decir, 140; luego el paralelipípedo pro­puesto contiene 140 unidades de volúmen.Estos razonamientos son independientes del número de unidades de longitud de cada una de las aristas.Si la unidad de longitud no está contenida un numero exacto de veces en cada arista, es preciso recurrir á unidades cada vez mas pequeñas, hasta encontrar una que cumpla con esta condición, lo que siempre se veri­fica en la práctica.Corolario. En el caso de que el paralelipípedo rectán­gulo fuese un cubo, como las tres dimensiones son iguales, bastará para determinar el número de unida­des de volúmen que contiene, multiplicar el numero de unidades de longitud contenidas en una de sus aristas, tres veces consigo mismo.Por eiemplo, si la arista del cubo contiene 2 unida­des de longitud, el cubo contendrá 2 x  2 X  2 , ú  8 unida des de volúmen. Si la arista contiene 3 unidades de
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longitud, el cubo contendrá 3 X 3 X 3 , ó 27 unidades de volúmen; y así sucesivamente.Por esta razón, en aritmética seda el nombre de cubo al producto de tres factores iguales.Un centímetro tiene 10 milímetros, luego un centíme­tro cúbico tendrá 10X10X10, ó 1000 milímetros cúbi­cos. Por la misma razón un decímetro cúbico es igual á 
1000 centímetros cúbicos; un metro cúbico á 1000 de­címetros cúbicos; y así sucesivamente.A p lica cio n es  n u m é r ic a s . — I. ¡,Cuál es el volúmen de 
aire contenido en una sala rectangular que tiene 10"’,42 de 
largo, con 7“ ,51 de ancho y  3,*"85 dealio?El volúmen pedido, expresado en centímetros cúbi­cos será el producto de los tres números 1042, 751 y 385, es decir, 301278670 centímetros cúbicos: lo que corresponde á SOI'"-'"'’’ 07oo<-nt,cúb̂II. Un monten de madera tiene 13"',4 de largo, 5"’ de an̂  ̂
cho y  7‘",2 de alto ¿qué cantidad de madera hay en metros 
cúbicos ?Las tres dimensiones equivalen á 134*’'", 50**'« y 72“" ; luego el volúmen del monton, expresado en decímetros cúbicos, será 134X 50X72 ó 482400“"•’’'̂  ̂ Este número corresponde á 482’"-"̂ '',40ú“" ‘"'».III. ¿ Cuál será' en hectolitros la cantidad de agua que 
puede contener un depósito rectangular de 6"’,4 de largo, 3™,5 de ancho y 2"*,7 de profundidad!El volúmen pedido, en decímetros cúbicos, será64 X  35 X  27 ó 60480“"'®"'’.Este número equivale á 60480 litros,;ó á 604 hectolitros, 80 litros.A d v e r t e n c ia . — El producto de las aristas AB y AD
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G E O M E T R IA  E N  E L  E SPA CIO . 209del paralelipípedo MB (fig. 179) expresa el área de su base superior BD ó también la de su base inferior. Para ‘ hallar, pues, la expresión del volumen de un paraleli-

pípedo rectángulo, basta multiplicar el área de su base 
por sü altura; es decir, que el número de unidades su­
perficiales de la base multiplicado por el número de 
unidades lineales de la altura, dará el número de uni­
dades de volúmen del paralelipípedo propuesto.

Esto es lo que se quiere expresar cuando se dice que 
el volúmen de un paralelipípedo rectángulo es igual al pro­
ducto de su base por su altura.

Por ejemplo, si la base tiene 28 metros cuadrados y 
la altura 5 metros, el volúmen será 28 x  5 ó 140 metros 
cúbicos.28S. Lema. — Dos 
paralelipipedos que tie­
nen bases iguales é 
igual altwra son equi­
valentes.

En efecto: sean AG y A'G' (fig. ISO) dos 
paralelipipedos que 
tienen las bases ABCD y  A'B'C'D' iguales é igual al­14



tura. Concíbanse las bases inferiores ABCD y A'B'C'D' 
colocadas en un mismo plano horizontal; las bases 
superiores EFGH y ETG'H' estarán también en un mis­
mo plano horizontal, una vez que los paralelipípe- 
dos tienen igual altura. Si en esta disposición se traza 
un plano horizontal cualquiera que corte á ios dos pa- 
ralelipípedos, las secciones MNOP y M'N'O'P', por ser 
respectivamente iguales á las bases ABCD y A'B'C'D', se­
rán también iguales.

Esto supuesto, se pueden considerar los dos parale- 
lipípedos, como compuestos de un mismo número (un 
número infinitamente grande) de capas infinitamente 
delgadas, formando otros tantos paralelipípedos rectos 
que tienen una misma altura infinitamente pequeña y 
cuyas bases son respectivamente iguales á ABCD ó á 
A'B'G'D'. Luego, estos paralelipípedos elementales son 
iguales {2So), de lo cual se deduce que los paralelipí­
pedos propuestos son equivalentes.A d v e r t e n c ia . — Se obtiene una imágen sensible del 
género de demostración que acabamos de emplear, 
cuando con un dominó, fichas ó cartas se hace un mon­
tón que tenga la forma de un paralelipípedo rectángulo 
y luego después se le vuelve oblicuo sin cambiar evi­
dentemente su volúmen.C o r o l a r i o s .  —  1. Un paralelipípedo oblicuo cual­
quiera se puede transformar en otro paralelipípedo 
recto equivalente, que tenga igual base é igual altura.

II. Un paralelipípedo recto se puede transformar en 
un paralelipípedo rectángulo equivalente, que tenga 
la misma altura y base equivalente. Porque, tomando 
por base del paralelipípedo, su cara anterior, que es 
un rectángulo, se podrá considerar como un paraleli-
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pípedo oblicuo de base rectangular, y que según el teo­rema, se podrá transformar en un paralelipípedo rec­tángulo equivalente. Si ahora se coloca el paralelipí­pedo en su posición primitiva, se verá que su nueva base es un rectángulo equivalente á la que tenia antes.lll . De los dos corolarios que preceden se deduce que un paralelipípedo cualquiera, se puede transformar en otro paralelipípedo rectángulo equivalente, que tenga base equivalente é igual altura.286. T eo rem a . — El volumen de un paralelipípedo cual­
quiera es igual al producto de su base por su altura.Porque siendo B su base y H su altura, se podrá transformar en otro paralelipípedo rectángulo equiva­lente, que tenga una base equivalente á B y la misma altura H. Y  como la medida de este último es B x  H, resulta que el primero tendrá por medida la misma expresión.287. L em a . — Dos prismas que tienen bases iguales é 

igual altura  ̂ son equivalentes.Igual demostración que la del n° 28i>, considerando los dos prismas formados de un número infinito de prismas rectos y de altura infinitamente pequeña.C o ROL a RI o.—Todo prisma trian­
gulares mitad de un paralelipípedo 
de dupla base é igual altura.Sea ABCEFG (fig, 181) un pris­ma triangular. Complétense los paralelógramos ABCD y EFGH, y únase D con H. El cuerpo geomé­trico asi determinado seráun pa­ralelipípedo, puesto que sus seis caras son paraleló- gramos. Este paralelipípedo tiene la base ABCD dupla.,-.
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2 12 SE GU N D A  P A R T E .del triángulo y además la misma altura. Pero los dos prismas ABCEFG y ACDEGH que le componen, tienen las bases ABC y ACD iguales por mitades de un mismo pa- ralelógramo, y por altura común la del prisma; luego son equivalentes. Por consiguiente cada uno de ellos, y en particular el prisma propuesto, es la mitad del paralelipípedo AG que tiene base dupla é igual altura.288. T e o r e m a . — El volumen de un'prisma triangular 
es igual al producto de su base por su altura.Sean B y H la base y altura del prisma propuesto : el volumen del paralelipípedo de dupla base é igual al­tura será 2 B X  H (286) ; luego el volumen del prisma triangular que es igual á su mitad será B X  H, ó lo que es lo mismo el producto de su base por su altura.289. T e o r e m a . — El volilmen de un prisma cualquiera 
es igual al producto de su base por su altura.Porque todo prisma se puede dividir en prismas de igual altura, por medio de planos diagonales trian­gulares (2ál) : luego si llamamos II á esta altura y B, B', B", etc., las bases de los prismas triangulares, la suma de sus volúmenes estará expresada por B X  H +  B' X  H +  B" X  H +  etc.,(3 por (B +  B '-h B "-t-e tc .)x H .Pero como el primer factor ó la suma de las bases de los prismas triangulares, forma la base poligonal del prisma total, resulta, pues, que el volumen es igual al producto de su base por su altura.290. T e o r e m a . — El volumen de un cilindro es igual 
al producto de su base por su altura.Porque un cilindro se puede considerar como un prisma regular, cuya base es un polígono de un nú­mero infinito de lados infinitamente pequeños.



A d v e r t e n c i a .  — Si designamos por H la altura de un cilindro, y por R el radio de su base, la expresión de su volúmen será ttR* H.A p l i c a c i o n e s . — I. determinar el nolumen de vapor 
que puede contener el cilindro de una máquina, sabiendo 
que la altura de este cilindro es de l'",2 y el diámetro de su 
base 0™,6.La expresión del volumen pedido será 3,1415926X(0"’ ,3 )* X 1 ’",2.Efectuando las operaciones indicadas resulta 0"’ ‘“^339292, ó 292” '“-""'’..II. ¿ Cuál sera el radio de un depósito cilindi'ico de 3'" de 
profundidad, para que pueda contener 1000 hectólüros de 
agua ? *Los 1000 hectolitros equivalen á 100 metros cúbicos. Divídase este volúmen por la altura S'" del cilindro y el cociente 33"’-“,3333 expresará la superficie del cír­culo cuyo radio se pide. Dividiendo, pues, esta super­ficie por X ó 3,1416, el cociente IQ^',6103 será el cua­drado del radio; su raiz cuadrada ó 3"‘,257 dará con un error menor que un milímetro el radio pedido.2!)1. L e m a  I. — Dos 
tetraedros que tienen ba­
ses iguales è igualaltura, 
son equivalentes.Sean SABG y S'A'B'C'(fig. 182) los tetraedros cuyas b ases ABC y A'B'C' suponemos iguales. Si se consideran estas bases colocadas en un plano hori­zontal, los vértices S y S' estarán situados en una mis-
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2 14 S E G U N D A  P A R T E .ma horizontal, puesto que los dos tetraedros tienen una misma altura.
Ahora, si en esta disposición, se cortan los dos te­

traedros por un plano horizontal, las secciones MNP 
y M'N'P' serán iguales.En efecto, los tetraedros SMNP y SABG son semejan­tes, por tener las tres caras que se reúnen en S respec­tivamente semejantes (245). Luego, si llamamos h y i l  las alturas de estos tetraedros se tendrá (244)MNP : ABC=ft* : iP.por una razón parecida, y observando al mismo tiempo que por tener los tetraedros SABG y S'A'B'C' por altura común H, los tetraedros SMNP y S'M'N'P' también ten­drán por altura común h,  se tendráM'N'P' : A'B'C' =  : IP.Y  como estas dos proporciones tienen una razón co­mún se deduce :MNP : ABC =  M'N'P' : A'B'G', ó MNP : M'N'P':=  ABC : A'B'G';pero las bases ABG y A'B'G' son iguales; luego las sec­ciones MNP y M'N'P' hechas por un mismo plano para­lelo á las bases, son equivalentes; y como son seme­jantes á las bases ABC y A'B'G' que son iguales entre sí, resulta que ellas son también iguales.De todo lo cual resulta, que se pueden considerar los dos tetraedros, como compuestos de un mismo número de capas infinitamente delgadas, formando otros tantos prismas triangulares rectos, y respectivamente iguales por tener bases iguales y una misma altura infinita­mente pequeña ; por consecuencia los dos tetraedros son equivalentes.



292. L e m a  II. — El volúmm de un tetraedro es la tercera 
parte del de un prisma triangular de igual base è igual 
tura.Sea SABG (fig. 183) un tetraedro cualquiera. Complé­tense los paralelógramos ABSD y CUSE, y únase D con E. El cuerpo geométrico así determinado será un prisma triangular, puesto que sus caras laterales son paralelógra­mos ; sus bases triángulos iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales; y por último estas bases son paralelas por estar determinadas por las rectas SI), SE y BA, BG respec­tivamente paralelas (227). Este pris­ma triangular tiene la misma base ABC que el te­traedro, y la misma altura; falta solo de mostrar que el tetraedro es su tercera parte.Para esto únase A con E. El prisma triangular se podrá considerar como descompuesto en tres tetrae­dros SABG, SAGB y SAEI).Comparando los tetraedros SABG y SACE, se ve, to­mando por vértice el punto A, que sus bases SBC y SGE son iguales por mitades del paralelógramo CBSE : luego estos dos tetraedros tienen bases iguales é igual altura, luego son equivalentes (291).Comparando también los tetraedros SACE y SAED se ve, tomando por vértice común el punto S, que sus bases ACE y AEÜ son iguales por mitad de un mismo paralelógramo ACED : luego estos dos tetraedios tie­nen también bases iguales y alturas también iguales, y por consecuencia son equivalentes.De todo lo cual resulta que el prisma triangular ha
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quedado descompuesto en tres tetraedros equivalentes. Luego uno cualquiera de ellos, SABG por ejemplo, será la tercera parte del prisma triangular ABCDSE que tiene igual base y la misma altura.295. T e o r e m a . — El volumen de un tetraedro es igual 
al tercio del producto de íu base por su altura.Este enunciado significa que para obtener el número de unidades de volúmen que contiene un tetraedro, es necesario multiplicar el número de unidades superfi­ciales de su base por el número de unidades de longi­tud que tiene su altura, y dividir el producto por tres.Para demostrarlo basta observar que un prisma trian­gular de igual base é igual altura tiene por medida el producto de esta base por esta altura ; luego el tetrae­dro, que es su tercio, tendrá por medida el tercio de este producto.2 9 4 .  T e o r e m a . — El volúmen de una pirámide cual­
quiera es igual al tercio del producto de su base por su al­
tura.Porque toda pirámide se puede descomponer, por medio de planos diagonales, en tetraedros que tengan la misma altura que dicha pirámide (248); llamando, pues, ÍI á esta altura y B, B", etc. á los triángulos en que ha quedado descompuesta la base, se tendrá por expresión de la suma de los volúmenes de los tetrae­dros B X  ií -h  ̂B 'X  H ' B " x  H - f  etc-, ó i(B H -B '-f B " -t-e tc .]x H .Pero el primer factor expresa el área del polígono que sirve de base á la pirámide ; luego su volúmen será guai al tercio del producto de su base por su altura.
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(iE O M ET H lA  E N  E L E SPA CIO . 2 i72915. T e o r e m a . El volúmen de un cono es igual al tercio 
del producto de su base por su altura.Porque un cono se puede considerar como una pi­rámide regular, cuya base es un polígono de un nú­mero infinito de lados infinitamente pequeños.A d v e r t e n c i a . — Si designamos por H la altura del cono y por R el radio de su base, la expresión de su volúmen será |  -kR* H.A p l i c a c i ó n . — ¿ Cuál es el volúmen de un cono cuya al­
tura es de 0'",50 y el radio de su base 0"',25?La expresión del volúmen pedido es1X3,14159 X  (0™,25) X 0 " ‘,50.Efectuando las operaciones indicadas resulta 0"’-"'*’ ,03272489...., Ó 32'’'"*"''y 725” '“ "'■̂con menos error que un centímetro cúbico.286. — Como todo poliedro se puede descomponer en pirámides, se obtendrá su volúmen sumando los volúmenes de todas ellas.297. T e o r e m a . — El volúmen de una esfera es igual al 
tercio del producto de su superficie por el radio.En efecto, una esfera se puede considerar como com­puesta de un número infinito de pirámides, que tienen por vértice común el centro de la esfera, y por bases porciones infinitamente pequeñas de su superficie. La altura de cada una de estas pirámides, se confundirá sensiblemente con el radio de la esfera, y por consi­guiente, la medida de una de ellas, será el tercio del producto de su base infinitamente pequeña por el radio. La suma de estas pirámides, ó el volúmen de la esfera, será, pues, igual al tercio de-la suma de los productos de cada base por el radio, ó lo que es el mismo, al ter-



c ío  del producto de la suma de las bases por e l  radio, en fm, al tercio de la superficie esférica por su radio.A d v e r t e n c i a .  — Si R es el radio de la esfera, la ex­presión de su superíicie será 4 7rR̂  (282); luego la expresión de su volúmen será |  x  X R ,  ó | 7tR».A p l i c a c i o n e s . — l .  ¿ Cuál será el volúmen de una bala 
que tiene 22 centímetros de diámetro?Si el diámetro tiene 22“ "‘, su radio será igual á luego la expresión del volúmen de la bala es1 X 3 , 1 4 1 6  X  (11)*.Efectuando las operaciones indicadas se halla557ceol.cub^293^ ó 575cenl.üub 2 9 3 “>íl-cubII. ¿Cuál será el diámetro de un depósito que tiene la 
forma de una semi-esfera para que pueda contener 50 hecto­
litros de agua ?Divídase la capacidad, SO**-“* ó S'- -̂'-del depósito, por § X 3 ,1 4 1 6 , y  el cociente será el cubo del radio del depósito. Efectuando, pues, esta operación, resulta 387318; luego la raiz cúbica l “ ,3365 será el radio del depósito. Su diámetro ó el duplo del radio será, pues, 2”‘,673. 298. T e o r e m a . — El volu­

men de un prisma triangular 
truncado ABCDEF (fig. 184), es 
igual al producto de una de sus 
bases por una media entre las 
tres perpendiculares bajadas des­
de los vértices opuestos D, £, F, 
á esta base.Trácese el plano AEG de modo que corte las caras
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ABED y BOFE según las rectas AE y EC; trácese también el plano DEC de modo que corte la cara ÁGFD según DG. El prisma truncado quedará así descompuesto en los tres tetraedros EABG, EACD y EGDF.Desígnense por <í, e, f, las perpendiculares bajadas desde los puntos D, E, P, á la base ABC, prolongándola sí fuese necesario.El tetraedro EABG tendrá por medida ABCx^ e.El tetraedro EAGD, considerando su vértice en E y su base AGD, es equivalente al tetraedro que tenga por base AGD y cuyo vértice B esté situado sobre la recta EB paralela á la base común, porque tendrán igual base é igual altura. Pero el tetraedro BACD se puede conside­rar como teniendo por vértice el punto 1) y por base ABC ; luego el volúmen de este último será igual al del EAGD, y por consiguiente su expresión será ABGxirf-El tetraedro EGDF, considerando su vértice en D y su base CEP, es equivalente al tetraedro que tenga la misma base CEF y su vértice A sobre una recta DA pa­ralela á dicha base. Este tetraedro ACEF, tomando por vértice el punto E y por base AGF, es á su vez equiva­lente á un tercer tetraedro que tenga por base AGF y su vértice en B, sobre una recta EB paralela á esta base. Pero este último tetraedro BACF, se puede considerar como teniendo por vértice el punto F y por base ABG; luego su volúmen que es también igual al del tetraedro EGDF, tendrá por expresión A BCx^ /■.Sumando lastres expresiones que hemos hallado, ob­tendremos por expresión del volúmen del prisma trun­cado ABGx^- rf H -ABCxá e +  ABC X  ó ABCX^
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220 SE GU N D A  P A R T E .Pero I  (d +  e-l-/') es lo que se entiende por una me­dia entre las tres cantidades d, e, f ;  luego la expresión hallada está conforme con el enunciado del teorema.C o r o l a r i o s . — I. Cuando las aristas AD, BE, CF, son perpendiculares á la base ABC, estas aristas y las can­tidades designadas por d, e, f , serán iguales y se podrá decir, que un tronco de prisma triangular recto, es igual al 
producto de la base perpendicular á las aristas laterales por 
el promedio de estas tres aristas.II. Si se corta un tronco de prisma triangular por un plano perpendicular á sus aristas laterales, se le divide en dos prismas rectos truncados que tienen por base común la sección hecha ai prisma, la cual se llama 
sección recta. Sumando las expresiones de los volúmenes de estos dos prismas, se descubre con facilidad que el 
volumen total es igual al producto de la sección recta por el 
promedio de las tres aristas laterales.III. Cuando el prisma triangular no es truncado, las aristas laterales son iguales, y por consiguiente su pro­medio es igual á una de ellas. Se puede decir en este caso, que el volumen de un prisma triangular es igual al 
producto de la sección recta por una de sus aristas laterale .̂2 0 9 .  T e o r e m a . —El volumen de un tetraedro truncado, 
es igual al tercio del producto de su altura por la suma de

sus bases y una media proporcio­
nal entre ellas.Sea ABCDEF (fig. 185) un te­traedro truncado. Trácense los planos AEC y DEC, y el tetrae­dro truncado quedará descom­puesto entres tetraedros EABC, EACD y ECDF. Sea H la altura del tronco.

/'ra.



g e o m e t r í a  e n  e l  e s p a c i o . 221El tetraedro EA.BG, considerando que tiene por vér­tice el punto E y por base ABC, tendrá por medida 
i  A B C X H , una vez que su altura es igual á la del tronco.El tetraedro EGDF, considerando su vértice en G y su base DEF, tendrá por medida ^ Ü E F x H , porque su al­tura también es la del tronco.Trácese El paralela á DA, y únase I con G, y D con I. El tetraedro EACD, tomando por vértice el punto E y por base ACD, es equivalente al tetraedro lACD que tiene la misma base AGD y su vértice sobre una recta El para­lela á esta base, y por consecuencia, alturas también iguales. Pero el tetraedro lACD, considerando que tiene su vértice en D y por base AIC, tendrá por medida  ̂A IC x H , ya que su altura es la del tronco.El volumen del tronco tendrá, pues, por expresión

í  ABGxH-h^, DEFxH-h,^ A lC x H , ó I H (ABG-(-DEF+AICJ.Solo falta, pues, demostrar que AIG es medio propor­cional entre las bases ABC y DEF.Para esto, obsérvese que DE y DF son respectivamente paralelas á AC y AB (228), y que los ángulos EDF y lAG son iguales (208).Trácese IR paralela á BG y por consecuencia á EF ; los ángulos AIR y DEF serán iguales por tener sus lados paralelos y dirigidos en un mismo sentido. Los triángu­los AIR y DEF son iguales por tener el lado AI =D E por partes de paralelas comprendidas entre paralelas, y además los ángulos adyacentes respectivamente iguales.Pero los triángulos AIR y AlC que tienen un mismo vértice I y sus bases en línea recta, tendrán una misma



altura, y serán por consecuencia proporcionales con susbases; luego AIK : AIC =  AK : AC. [i]Los tnánplos AIG y AJiC que tienen igual altura, por tener un mismo vértice y las bases en línea recta, serán también entre sí como sus bases; luego AIG : ABG AI : AB.Pero, por ser IK y BG paralelas, se tiene AK : A G = A I : AB.Esta última proporción y las anteriores, fl] y [2]̂  tie­nen sus segundas razones iguales; luego las primeras también lo son, por consiguienteAIK ó DEE ; AIG= AIO : ABC, que es lo que se quería demostrar.oOO. Teo rem a . M-oolúmen de una pirámide truncada 
es igual al tercio del̂  producto de su altura por la suma de 
sus bases y una media proporcional entre las mismas.Sea ABCDEa&crffi (fig. i86J un tronco de pirámide, ysea SABCDE la pirámide total. Construyase un tetraedro SMNP que tenga el mismo vértice S, y una base MNP equivalente al polígono ABCDE, colocada en el mismo plano de este po­lígono. Prolónguese el _ plano de la base supe­rior abcde del tronco, el cual determinará en el te­traedro una sección mnp. Desde luego digo que esta section será equivalente al polígono abcde.
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I ’üj. t86.



G EO M ET R IA  E N  E L  E SP A C IO . 223En efecto : sea H la altura común de las dos pirámi­des SABCDE y SMNP, y ft la altura común de las otras pirámides %abcde y Las dos pirámides SABCDE y 
^ahcde, son semejantes (2S0 advert. II); luego (249 co­rolario II)

abode : ABCDE=ft* : H*.Pero como los tetraedros S?nnp y SMNP son también semejantes, se tendrá también
mnp : MNP =  ft' : H*;como esta proporción y la anterior tienen una razón co­mún, resulta que

abode : ABCDE=ínnp : MNP, ó abode : =  ABODE : MNP.Pero ABODE y MNP son equivalentes por hipótesis; luego abode y mnp también lo serán.Esto supuesto, tenemos que las pirámides ABODE y SMNP son equivalentes por tener Bases equivalentes é igual altura (295, 294); por la misma razón las pirá­mides %abcde y Smnp también lo son ; luego el tronco de pirámide ABGDEaécáe será equivalente al tronco de te­traedro MNPmnp.Pero el volúmen de este último es igual al tercio del producto de su altura por la suma de sus bases y una media proporcional entre ellas; luego el tronco de pi­rámide tiene la misma medida. Pero el tronco de pirá­mide tiene la misma altura que el tronco de tetraedro ; las bases del uno son respectivamente equivalentes á las bases del otro, y por consiguiente lamedia propor­cional entre las dos bases del tronco de pirámide igu^A^^'



á la media proporcional entre las bases del tronco de tetraedro : luego el volumen del tronco de pirámide tiene por medida el tercio del producto de su altura por la suma de sus bases y una media proporcional en­tre las mismas.A p l i c a c i ó n .  —  ¿Cuál es la capacidad de un estanque de 
paredes inclinadas  ̂ sabiendo que el fondo es un cuadrado 
cuyo lado es igual à 15"‘; y que los bordes superiores forman 
otro cuadrado cuyo lado tiene S'", y su profundidad 2"‘ ?Este depósito tiene la forma de una pirámide trun­cada. El área de su base mayor es igual á I6 ™ x 16*", ó 256“ '=; la de la menor 15“ X 1 5 “ , ó 225“ '=; y la media proporcional entre estas dos bases es la raiz cuadrada del producto 256X225, es decir, 16X15, ó 240“ ®. Luego la expresión de la capacidad pedida es1 X 2 “  (256“  ■= - f  225“ ® +  240“  '=).

Efectuando las operaciones indicadas, resulta 480“ ®“’’,666.. . .501. T e o r e m a . —El volumen de un tronco de cono, es 
igual al lerdo del producto de su altura por la suma de sus 
bases y una media proporcional entre ellas.Porque un tronco de cono se puede considerar como un tronco de pirámide regular cuyas bases fuesen polí­gonos de un número infinito de lados infinitamente pe­queños.A d v e r t e n c i a . —Llamando H á la altura de un tronco 
de cono, R el radio de la base mayor y r el radio de la 
menor, las áreas de estas bases estarán respectivamente 
expresadas por ttR® y.Tir“. La media proporcional entre 
estas bases, es la raiz cuadrada del producto
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G E O M E T R IA  E N  E L  E SP A C IO . 225Ó de 7r®RV, es decir, 7:Rr. Luego la expresión del volú- men del tronco de cono esI H (tiR̂  +  TtRr) ó xH (R* +  + Rr).A p lic a c ió n . — ¿Cuáles la capacidad de una cubeta cuyo 
fondo tiene 2”  de diámetro, la parte superior 2™,50 de diá­
metro y la profundidad de 1™,50?Se tiene que H = l ” ,50; R = l'",2 5 , y r = r * . Luego la expresión de la capacidad es^ X 3 ,1416X1"*,50 L(l“ ,25)̂  +  (l“)“-{-l"\25 XI"*]Ó I X  3,1416 X  X  3«'=,8125.Efectuando las operaciones indicadas, se hallará 5“ '=“'’,988675, ó lo que es lo mismo 59 hectolitros y 89 litros próximamente.502. T eo rem a . —El volúmen de un sector esférico es 
igual al tercio del producto del área del casquete que le sirve 
de base por el radio de la esfera.La misma demostración que la del n“ 297.A d v e r t e n c ia . — Sea h la altura del casquete que sirve de base al sector, y R el radio de la esfera. La expre­sión del área del casque­te [281) será 2xR x/t; luego el volúmen del sector estará expresado por 2 r tR x / iX  á R , ó por I  xR̂ /i.505. T eo rem a . — El 
volúmen de un segmento 
esférico es igual al produc­
to del área del círculo cuyo 
radio es la altura del segmento, por el radio de la esfera 
disminuido del tercio de la misma altura.SeaAB (fig. 187) el eje del segmento; A I= ftsu  altu-GEOM. '  15



ra; E I = r  el radio del círculo que termina el segmen­to; AO =  R el radio de la esfera; se tendráOI =  AO—AT=:R—/i.Además, la línea El es media proporcional entre los segmentos AI y BI del diámetro AB, luegoÉ Í*= A ÍX IB  ó r^ = ^ h x{m —h).Esto supuesto, el volumen engendrado por el sector EOA tiene por medida (302)IEl volúmen engendrado por el triángulo EIO, es igual al volúmen de un cono, y por consiguiente será i  tiTe* X  OI,a ^x/t (2R— A) (R — A).El volúmen del segmento que es igual á la diferencia de los dos volúmenes anteriores estará expresado porI  xR /̂i— i  x/i (2R ~ ~ h )  (R — /t), ó ^xA[2R^— (2R — A) ( R - A J] ,
a -.j x/t (3R/1 — /î ),por fin xÂ  (R— i  A),conforme con el enunciado del teorema.A p l i c a c i ó n . — Un depósito tiene la forma de una semi- 
esfera cuyo diámetro es de 3 metros; está lleno de agua hasta 
una altura de á partir del punto mas bojo; se pide la 
cantiiad de agua que contiene.El agua del depósito forma un segmento esférico cuya altura es de I™,2. Luego la expresión de su volúmen será3,1416. {l'",2)“ ( l ^B— Ó 3,1416X1"*,A 4X 1-,1 .Efectuando las operaciones indicadas, resulta 4“ '"'’,976..., ó 49 hectólitros 76 litros próximamente.
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G E O M E T R IA  E N  E L  E S P A C IO . 227
CAPITULO IVDE LA COMPARACION DE LAS SU PERFICIES Y  DE LA DE LOS VOLÚMENES§ I. Comparación ele superficies.SO-i. T e o r e m a . —Las superficies de dos poliedros seme­

jantes. son proporcionales á los cuadrados de dos aristas ho­
mologas cualesquiera.En efecto: sea S la superficie total de un poliedro; M, N, P, etc., las áreas de sus caras; A, B, C, etc., aris­tas del poliedro correspondientes á cada una de sus ca­ras ; sean también s, m, n, p, etc., a, fc, c, ele., las mag­nitudes homologas de un segundo poliedro semejante al primero.Por ser los dos poliedros semejantes, sus caras ho- múlogas también lo serán, y como las áreas de los po­lígonos semejantes son proporcionales con los cuadra­dos de sus lados homólogos, se tendrá M : m=A® : N ; n=B^ : 6 ;̂ P : =  etc. [1]Por otra parte, de la misma semejanza de los polie­dros se deduce la proporcionalidad de sus aristas ho­mologas, luegoA : a := B  : & = C  : c =  etc.;de donde Â  : =  =  : ĉ  =  etc. [2]Luego las proporciones [1] tendrán sus segundas razones iguales, por consiguienteM : m = N  : n =  V : p =  etc.; de lo cual M -j-N + P + e tc . : m -f-w -f-p-f-etc.=M  : m, ó bien S : 5 =  M : m. [3]



228 SEGUNDA PARTE.De la primera de las proporciones [1] y de esta últi­ma, se deduce
y teniendo en cuenta la serie de razones [2], se puede escribir S : s =  A® ; =  C  : c'* =  etc.,que es lo que se quería demostrar.503. T e o r e m a . — Las superficies laterales de dos cilin­
dros semejantes son proporcionales á los cuadrados de sus al­
turas 6 á los cuadrados de los radios de sus bases.Sean S y  ̂ las superficies laterales de dos cilindros semejantes, H y /¿. sus alturas, R y r los radios de sus bases. Se tendrá (274)S =  2tcRH y s ~  %'nrh; de donde resulta la proporción idénticaS 27.RH

s '■ llívll
R H _ R  H.
rfi r /i ’ [1]pero por ser los cilindros semejantes, se tieneR ^ H  

r /i*Sustituyendo en la relación [1] una de estas razones por la otra, resulta S _ R _ R _ R ^  
s r r r*S _ H  H _ 5   ̂ s ~ h ^ h ~ h ^ ‘306. T e o r e m a .  — Las superficies laterales de dos conos 

semejanteŝ  son proporcionales á los cuadrados de sus alturas 
ó á los cuadrados de los radios de sxis bases.



Se demuestra del mismo modo que el teorema pre­cedente.
307. T e o r e m a . — Las superficies de dos esferas son pro­

porcionales á los cuadrados de sus radios.Sean S y 5 las superficies de dos esferas, R y r sus ra­dios, se tendrá (282)S=47 tR“ y s =  4xr^De donde la proporción idénticaS : s =  4xR® : 4xr“,suprimiendo el factor común 4x de la segunda razón, resulta S : s =que es lo que se quería demostrar.§ II. Comparación de volúmenes.
308. T e o r e m a . — Los volúmenes de dos tetraedros semcr- 

jantes, son propoi dónales dios 
cubos de sus aristas homúlogas ó 
á los cubos de sus alturas.Sean SABG y sabe (fig. 188) dos tetraedros semejantes, SH y sh sus alturas.Se ha visto (244) que ABC : =  : 7h\Se tiene también la propor­ción evidente ̂ S H  ; s/i =  SH : sh.Multiplicando estas dos pro­porciones ordenadamente, re­sulta
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230 S E G U N D A  P A R T E .ABC X  i  SH : aéc X   ̂sh =  SH® : sh\Pero los dos primeros términos miden los volúmenes de los dos tetraedros; luego estos volúmenes son entre sí como los cubos de sus alturas.Si se coloca el tetraedro sabe sobre el tetraedro SABC de modo que tome la posición SA'B'G', se tendrá que los planos A'B'C' y ABC serán paralelos (244); la perpendi­cular SH quedará dividida de manera que se podrá for­mar la proporciónSH : SH' =  SA : SA' ó bien SH : sh =  SA : sa ; de donde ■ SH® : s/i® =  SA® : ¿a®.De lo cual resulta que los volúmenes de dos tetrae­dros, son entre sí como los cubos de sus aristas homo­logas SA y sa, y por consecuencia, como los cubos de dos aristas homólogas cualesquiera, una vez que son proporcionales entre sí.509. T e o r e m a . Los volúmenes de dos poliedros semejan­
tes son proporcionales á los cubos de sus aristas homólogas.Sean V el volúraen del primer poliedro, M, N, P, etc. los volúmenes de los tetraedros, en que se supone des­compuesto (239), A, B, G, etc. aristas cualesquiera to­madas respectivamente sobre cada uno de estos tetrae­dros. Sean también v, m, n ,p,  etc., a, b, c, etc. las mag­nitudes homólogas correspondientes á otro poliedro se­mejante.De la semejanza de los poliedros se deduce (260) A : a  =  B : 6  =  C : c  =  etc. ; de donde ~ W  : =  G* : =  etc. [1].Por ser semejantes los tetraedros componentes re­sulta, en virtud del teorema precedente, que



GEO M ETR IA  E N  E L  E SP A C IO . 231M : m =  A' : fl®; N : íi =  : í)®; P : p =  G®; c’ ; etc. [2].De estas proporciones y de la serie de razones igua­les [1] se deduceM : 1̂ =  1̂  : n =  P : p =  etc. 5de dondeM +  N P -1- etc. : m 4 -n  +  etc. =  M : w, de donde V : v =  M : m,y en virtud de la primera de las proporciones [2]V : v =  k  ̂ :por fin, teniendo en cuenta la serie de razones iguales [1] se tieneV : v =  k  ̂ : =  W =  : c’ =  ete.,que es lo que se quería demostrar.C o r o l a r i o . — Si las aristas del primer poliedro son 2, 3, 4 ,... . ,  10 veces mayores que las aristas homologasdel segundo, el volumen del primero es 8, 27, 64........
1000 veces mayor que el volúmen del segundo.510. T eo rem a . — Los volúmenes de dos cilindros seme­

jantes son proporcionales á los cubos de sus alturas 6 á los 
cubos de losf radios de sus bases.Sean V y v los volúmenes, H y h las alturas, R y r los radios de sus bases : desde luego se tendrá (290)V =  7iR2 II y V —  itr^h; de donde se deduce la proporción evidenteV ttRMI R^H R^ .11.

V x - h 'Ttr̂  h hpero de la semejanza de los cilindros se tieneK H , , , R̂-  =  ■ 7, de donde =
r  I I

[1]
h '̂



Luego sustituyendo en la igualdad [1] en lugar de una de sus componentes su igual, resulta
V r r* ’
V h~~ h^‘511. T eo rem a . — Los volúmenes de dos conos semejan­

tes son proporcionales á los cubos de sus alturas, ó á los cu­
bos de los radios de sus bases.Se demuestra del mismo modo que el teorema pre­cedente.512, T eorem a . — Los volúmenes de dos esferas son pro­
porcionales á los cubos de sus radios.Sean V y ü los volúmenes de dos esferas, R y r sus radios, se tendrá (297)V =  t 7rR' y U =  f 7rr*; de donde se deduce la proporción evidente V : u =  f  ttR̂  : I  irr®y suprimiendo el factor  ̂ común |  tt de la segunda ra­zón, resalla V  : D =  R* :que es lo que se quería demostrar.Corolario . — Si una esfera tiene un radio doble del radio de otra, el volúmen de la primera es 8 veces ma­yor que el de la segunda; si es triplo será 27 veces mayor; si décuplo 1000 veces mayor, y así sucesiva­mente.515. T eorem a . — Dosp7'ismas de igual altura son entre 

si como sus bases; y dos prismas que tengan bases iguales ó 
equivalentes son entre 5t como sus alturas.
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Sean V y Y' los volúmenes de dos prismas, B y B' sus bases, H y H' sus alturas ; se tendrá (Ü89)Y  =  B x H yde lo cual se deduce la proporción, evidente V : V' =  B x H  ; B 'X H '.Ahora bien, si las alturas son iguales, se podrán su­primir sin que se altere la proporción, y resultaV : V' =  B : B' ;por la misma razón, si las bases son iguales ó equiva­lentes resulta Y  : Y' =  H : H'.C o r o l a r i o .  — Esta proposición se puede hacer exten­siva á los paralelipípedos y á los cilindros ; así, por ejemplo, un paralelipipedo rectángulo y un cilindro gve 
tengan igual altura son entre si como sus bases.Si al mismo tiempo las bases son equivalentes, el pa- ralelipípedo rectángulo y el cilindro son equivalentes.Aplicación . — Se presenta en la práctica el caso de hacer un cilindro equivalente á un cubo, cuando se trata de determinar las dimensiones de las medidas de capacidad del nuevo sistema. En este sistema se ha adoptado la forma cilindrica que es menos incómoda que la cúbica. Para los áridos el cilindro tiene una al­tura igual al diámetro de su base.Supongamos, pues, que se trata del hectolitro; sea R el radio de su base ; la altura será 2R; el volúmen es­tará, pues, representado por «R  ̂x  2R ó 27tR*. Este vo­lúmen debe ser igual á 1 hectolitro ó 100 decímetros cúbicos; luego dividiendo este número lüO por ó 2X3,1416,
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el cociente l5-=-■-^9l5 será el cubo del radio. Extra­yendo la raiz cúbica, se halla para valor del radio 2^^515; y por consecuencia 5̂ %̂03 ó 0“,503 por altura del hectolitro.314. T e o r e m a . — Dos pirámides de igual altura son 
entre si como sus bases, y dos pirámides de bases iguales ó 
equivalentes son entre si como síes alturas.Se denauestra del mismo modo que el teorema prece­dente.C o r o l a r i o . Esta p r o p o s ic ió n  se p u e d e  h a c e r  e x te n ­s iv a  á lo s  c o n o s . Así, dos conos de igual base son entre sí 
como sus alturas ; y dos conos de igual altura son entre si 
como sus bases, ó lo  que es lo m is m o , como los cuadrados 
de los radios de sus bases.
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