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ADVERTENCIA.

La favorable acogida que & mis Lecciones de Algebra
ha dispensado el puablico inteligente, mereciendo ser re-
comendadas en los programas oficiales del Gobierno y
adoptadas de texto en varias academias preparatorias, me
estimula, una vez agotadala primera y segunda a publcar
una tercera edicion de las mismas.

Escribi este Tratado para que pudiera servir de guia &
losjovenes que se dedican a la Facultad de Ciencias y & las
carreras especiales. En esta tercera edicion, si bien me
propongo el mismo objeto, he introducido algunas ligeras
reformas,— que no alteran ni la extension ni el fondo de la
obra,—para que & lavez pueda ser util & los que estudian
en los institutos y colegios privados. A este fin, he sefala-
do con nn asterisco los parrafos que pueden pasar por alto
0 de que puede prescindir el alumno de segunda ensefian-
za; quedando asi un Tratado de Algebra con la extension
que ordinariamente se daa esta asignatura en los referidos
Institutos y colegios.

Para reducir algun tanto el volumen de la obra he va-
riado la forma de algunos calculos 'y suprimido los ménos
importantes. También han quedado suprimidas algunas
teorias por hallarse ya expuestas con igual extension en la
tercera edicion de la Avitmética.

Apesar de haber revisado escrupulosamente los calcu-
los, y corregido las faltas de imprenta y otras de distinta
indole, de que las primeras ediciones adolecian, no abrigo
la pretension de que ésta se halle exenta de defectos y mu-

cho ménos de que satisfaga por completo las exigencias de
todas nuestras escuelas.






LECCIONES DE ALOEBEA

PRIMERA PARTE
DE LAS OPEEACIONES EUNDAMENTALES

LECCION PRIMERA

INTRODUCCION

Obhieiodel algebra.—Signos algsbraicos.—Caatidai algebraica y sus diferentes olases;
términos semejantes, su reduccion y destruccion.

Objeto «lcl Aligclira.

1. Todas las cuestiones matematicas, que son aquellas que
pertenecen & la cantidad, se pueden reducir & desdases; a cuestiones
de nimeros 6 a cuestiones de cantidades propiamente dichas. Las
primeras, que son aquellas que se refieren & los ndmeros, ya sean
abstractos ya concretos, 6 representantes de cantidades, puesto que
expresan su valor, pueden corresponder & cualquiera clase de magni-
tud siempre que ésta sea comparable, 6 lo que es lo mismo,
medible.

Las segundas, que son aquellas que tienen lugar entre las canti-
dades mismas sin atendera su valor numérico, corresponden exclu-
sivamente & la extension ya sea lineal, ya de superficie 6 ya de volu-
men, que es lo que constituye la Geometria.

De aqui la division de las matematicas elementales en Aritmé-
tica Y Geometria.

2. La Aritmética se subdivide en Aritmética propiamente dicha,
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y Algebra; de la primera ya nos hemos ocupado en el primer tomo
de esta obra, la segunda sera el objeto del presente.

3 Algebraes la parte de las matematicas que tiene por objeto
simplificar y generalizar la resolucion de las cuestiones relativas & los
nuameros, determinando la séi-ie de operaciones que hay qw ejecutar
para hallar un cierto resultado.

4. Al ocuparnos en nuestras lecciones de auitmétjca de las
propiedades generales de los nameros, hemos visto lo conveniente
gue es representarlos de una manera general por medio de signos
que, careciendo de los valores numéricos que cada uno de ellos pue-
da tener, expresen los nimeros con las condiciones que se exigen en
la cuestion.

listos signos son las letras del alfabeto, y con ellas se puede repre-
sentar cualquiera cantidad, haciendo uso de los acentos € indices,
como alli se dijo.

0. En aritmética el uso de tas letras, si bien es conveniente, no
es de necesidad, puesto que sin él podrian demostrarse las pro-
piedades generales de los nimeros y resolver los problemas relati-
vos & los mismos que alli corresponden; pero en el algebra es necesa-
rio: stn el auxilio de las letras no podria cumplir esta parte de las
matematicas con el objeto que se propone.

En efecto, si empledsemos nimeros particulares en la resolucién
de algun problema o cuestion, nos liallariamos, al llegar al resultado
final, con un ndmero cuya formacion, segun los datos del problema,
nos seria desconocida; porque una vez efectuadas todas las operacio-
nes tan luégo como se presentan, ya no tendriamos rastro ni sefia
de ellas.

Si para evitar este inconveniente dejasemos indicadas todas las
operaciones que hay que ejecutar, tendriamos el de no poder distin-
guir bien los datos en el caso de que dos 6 mas tuviesen el mismo va-
lor y por lo tanto estuviesen representados por un mismo ndmero.

Si en vez de nimeros empleamos letras, los datos no podran con-
fundirse, porque cada una expresara un nimero diferente. Las ope-
raciones necesarias para obtener el resultado final quedaran todas
indicadas, por consiguiente sabremos de qué modo estd compuesto
dicho resultado segun los datos de la cuestidn.

6. El resultado final de un problema que viene expresado por
Jas operaciones necesarias y suficientes hechas con los datos, consti-
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'tuye lo que se llama formula” y esta formula que resuelve la cues-
tion, es general y sirve para todos los problemas de una misma
especie.

Asi, de la relacion D (100-|-*i)= Fzi que en la regla de descuen-
to hemos hallado {Arit. 385), se deducen todas las formulas relativas
4 los problemas de descuento sobre el valor actual de una letra; de
modo que el descuento, que es lo que alli se busca, estid dado porla

Vxt
formula D= ~00+ii"’ » valores & V, fy / que representan

Tespectivamente el valor actual de la letra, el interésy el tiempo,
se obtiene lo que se pide en cada caso particular.

7. No siempre los datos que entran en una cuestion son nameros
ya determinados; muchas veces, yes lo mas general en algebra,son
resultados de varias operaciones hechas con numeros é cantidades,
«n cuyo caso, estos resultados se dice que son fandones de los nime-
ros 6 cantidades de que dependen.

Ahora bien, ¢qué confusion no habria en los calculos de la cues-
tion propuesta si se efectuasen con dichos resultados indicados? Esa
confusién se evita sustituyendo cada uno de ellos por una letra que
lo represente.

La aritmética, por su naturaleza, no efectla calculos sino con nu-
meros determinados, mientras que el algebra no sélo puede ejecutar-
los con nimeros determinados, que es la parte que tiene de comun
con aquella, sino que también los efectlia con resultados de operacio-
fies indicadas, 6 sea, como ya hemos dicho, con funciones de otros
nameros, que es en lo que el algebra se diferencia de la aritmética;
fundado en esto, hay quien define la aritmética diciendo que es el
célculo de los nimeros, y el algebra el calculo de las fundones,

8. Habiendo tratado en aritmética con toda generalidad el cél-
culo de los nimeros, cualquiera quesea su naturaleza, Unicamen-
te nos resta estudiar aqui el modo de efectuar los operaciones con las
letras que representan los nimeros é funciones, objeto principal de
esta primera parte.

Sabiendo el mecanismo de la composicién y descomposicion de la
Ciintidad, debemos ocuparnos de la cuestion principal del algebra,
gue consiste en establecer las relaciones que ligan entre si & las di-
ferentes cantidades de las que dependen la resolucidon de cualquiera
cuestién 0 problema.
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Signos algebrAicos.

9. Los signos de que nos hemos de valer para indicar las opera-
ciones y relaciones de igualdad 6 desigualdad, son los mismos que
hemos usado en aritmética.

*10 Al coeficiente y exponente se les do mayor latitud en <algebra»
pues considerados en aritmética como numeros que expresan las ve-
ces que la cantidad & que afectan esta repetida por sumando ¢ factor,
son por su naturaleza ndmeros enteros; al paso que aqui pueden ser.
enteros, quebrados 6 inconmensurables, teniendo en cada uno de es-
tos casos interpretacion distinta.

Una cantidad afectada del coeficiente 3, indica la suma de tres

cantidades iguales & ella misma; pero el coeficiente 5 por ejemplo.

6 el nimero inconmensurable /T , no expresa la repeticion por su-
mando de la cantidad & que afecta, sino una parte de dicha cantidad
igual & la que el coeficiente es de la unidad.

il. Siel exponente no es un nimero entero, no tiene la misma

significacion que alli se le dio: ya veremos el modo de interpretarlo
4 su debido tiempo.

Cantidad nigclirdlcn y »(iin diferentes CitpccleR™ tériiiiuoH semejante«,
sn redaccion y dcNtriiecloii.

ml2 Cantidai» ALGEIMAICA es fof/a aquella que estd representa-
da con letras, ij en la cual no sélo se considera el valor numérico,
sino también el modo que tiene de existir.

Las cantidades algebraicas lo mismo que las numéricas, pueden
ser enteras y fraccionarias: cantidad algebraica entera, es aquella
que no tiene denominador, ni estd bajo de ningun radical’, fraccio-
naria, es la que tiene denominador.

Por esta definicion se comprende que la cantidad algebraica sdélo
es entera 6 fraccionaria por su forma, y no por el valor numérico
que representa; puesto que a, por ejemplo, cantidad algebraica en-
tera puede representar un nimero no sélo fraccionario, sino tam-
bién inconmensurable: mientras que una cantidad algebraica fraccio-

.oa . Lo
naria puede representar una cantidad numérica entera.

La cantidad algebraica puede ser ademads racional c irracional:
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cantidad algebraica racional es aquella que no esta afectada del sig-
no radical; é irracional la que lo esta.

Esta definicion, como en el caso anterior, se refiere 4 la forma y
no al valor numérico.

13. Expresion algebrAica es cualquiera reunién de letras 6 de
letras y ndmeros ligados por los signos ya conocidos. Asi, las letras a,
b, c, etc., son expresiones algebraicas y de las mas sencillas. Del
mismo modo lo es 3a-\-2)ab—y a”’b.

M. Término es cualquier conjunto de letras que no lleva inter-

puesto el signo-\-ni —. Asi, a es un término, 3a-6 es otroy SaV"T
lo es también.
I"). Tiloémo se llama la cantidad algebraica que tiene un solo

iérmino; binémio la que tiene dos; trindmio la que tiene tres ; y en
general polinomio es la cantidad que tiene mas de tres términos.

10. Los términos pueden ser semejantes 6 nd; términos seme-
jantes son los que tienen las mismas letras con los mismos exponen-
tes: asi, y oaH son términos semejantes; pero no lo seran 3a*b

y iSab-, porque aunque tienen las mismas letras, éstas no tienen los
mismo exponentes.

17. Grado de un término entero €S la suma de los expo-
nentes de las letras que lo constituyen, considerando con el exponen-
te 1, aquellas que expresamente no le tengan.

18. Si en un polindmio existen varios términos semejantes pre-
cedidos de un mismo signo, se pueden reducir & uno sélo cuyo coe-
ficiente, afectado del mismo signo, sea la suma de los coeficientes
de dichos términos semejantes. Si hay varios términos semejantes
precedidos unos del signo-h y otros del signo—, podran reducirse
todos los que llevan el signo-h, a uno; y todos los del signo — , a
otro ; y estos dos & uno solo, cuyo coeficiente sea la diferencia de
arabos coeficientes, afectada del signo que lleve el mayor. Es claro
<"ue si los coeficientes fueran iguales, su diferencia seria cero y el
término desapareceria.

Estas operaciones se conocen con los nombres de reduccién y des-
truccion de los términos semejantes.

Haciendo la reduccion y destruccion de los términos semejantes
en cada uno de los polinémios siguientes, se tendra:

1 3a% + 56" — 3aW- + + 9%B®-4-a’h —
9a«6-f-U6® — 8a®6"
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2/ T7a*6» +Sa”6*— 2a2.,3_"4a342_7"2¢a_3j3_j_,,2¢,2_"3¢8,,
5a"6N—- kd"b~.

El término 3a”¢ que lleva el signo+y que estd suprimido por ser

principio de polinomio, se ha reducido conH-5a"6 dando el resul—

tado+8a”6, que reducido con +a®6, da el término 9a"6 que hemos

escrito: del mismo modo, reduciendo los términos-h 56® yH-96®, se-

tiene el resultado+ 146®: por ultimo, hemos hallado el térmi-

no— reduciendo los dos términos — 3a%6"y — 0a”™6".
En el segundo polinomio, los términos 7a"6® y — 226® se han re-
ducido & + 5a’6®; los términos y_7a”a—2a26” que con et

término+ a®6", se reduce & — a™6®; el término 4a®6”™ se escribe en el
resultado, por no tener semejante con el cual pueda reducirse ni
destruirse; finalmente los términos— 36®y +36® se destruyen, por
cuya razén no aparecen en el resultado.

LECCION II.

Cantidades neffativas, modo de considerarlas.

Cantidades negativas, modo de considerarlas.

49. En aritmética sélo se considera el valor numérico de las-
cantidades, prescindiendo de la posicion relativa que puedan tener
unas respecto de otras y de la manera que puedan influir en el re-
sultado de un problema, en el cual se consideran cantidades que tie-
nen distinto modo de existir; pero en el algebra no solo hay que
atender ai valor numérico de las cantidades, sino también & su po-
sicién relativa y modo de existir.

Si una cantidad x representa la diferencia de otras dos ay 6, lo
cual se consigna por la igualdad e = a—66® = 6— a, se hallara el
valor numérico de dicha cantidad m, restando del valor numérico de-
la mayor de las cantidades a 6 6, el valor numérico de la menor.
Si cc no expresara la diferencia en absoluto que hay entrea y 6,
sino que representase la cantidad que indica el resultado de la sus-™
traccion 0—6, es decir, si se obtuviese simplemente la igualdad

x=a—~6, [1]
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no podria obtenerse aritméticamente el valor de x, ni su significa-
cion, en el caso de ser a<6; puesto que el resultado pedido debe
ser tal, que sumado con el nimero 6, ha de dar el nimero a, lo
cual es imposible; pero si observamos que siendo 6> ii, le excedera
en una cierta cantidad c/, tendremos 6= a-\-d 6 a= 6—c; y susti-
tuyendo uno de estos valores, el dea porejemplo, en la igualdad [1J,
se convertira en x —b—d— b 6 x = — d\ resultado que se llama ne-
gativo y que por mucho tiempo ha sido despreciado como expresion
que carecia de sentido.

Examinando detenidamente este resultado y su procedencia, ve-
mos que nos indica una cantidad que deberia restarse de otra si la
hubiera; al paso quesiendo a 6, ladiferencia &, valor que enténeos
tendria x, nos indicaria una cantidad que deberia sumarse; por con-
siguiente, cada uno de estos valores obtenidos para x, tiende & un
fin diverso; el uno & disminuir y el otro & aumentar en cuanto ellos
valen, un cierto resultado. Estos valores considerados en absoluto,
nos dan una primera idea délos dos modos distintos como pueden
existir las cantidades; mas no basta la concepciéon de estos dos mo-
dos de existencia, es necesario darles interpretacion fisica y real en
cada uno de los casos en que se presentan, siempre que sean Sus-
ceptibles de esta significacién; lo cual nos dara el medio de interpre-
tar el resultado de un problema, que de otro modo se hubiera des-
echado como imposible 6 absurdo.

Supongamos que el valor de x=-a— 6, nos indica la distancia que
hay de un punto fijo O, & otro movible M,

X' M 0O M X

el cual se supone que, partiendo del punto O recorre hacla la dere-
cha, en la direccién OX, una distancia OA= a, y después ha retroce-
dido a la izquierda una distancia AM= 6; de modo que, x=n—b
representard en posicion y en magnitud la distancia que media entre
los dos puntos O y M de partida y de llegada.

Es evidente que si la cantidad a es mayor que 6, el punto movi-
ble Mtiene que retroceder ménos que lo que anduvo en la direc-
cién OX; por consiguiente, el punto Mestara & la derecha del ori-
gen Oy & una distancia OM igual & la diferencia a— 6, la cual
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suponemos ser d\ luegoic=a — h=d, nos expresa en magnitud y
posicién la distancia OM.

Si se tiene a= 6, es claro que el punto de partida y de llegada se
confunden en uno, puesto que la distancia que recorrié a la dere-
cha es igual a‘la que retrocedio6: luego x — a— h— 0, nos indica la
distancia cero que separa a los dos puntos 0 sea el origen.

Si tenemos, por uGltimo, a<C.b, habiendo retrocedido hacia la iz-
quierda el punto movible una distancia mayor que la que anduvo &
la derecha, no solamente debié volver al origen, sino recorrer hécia

la izquierda una distancia igual en valor numérico a la diferen-
cia d que hay entre los valores h y a\ pero este valor que estd dado
por la igualdad x = a— b= —d, nos indica también en magnitud y

posicion la distancia OM' entre los dos puntos de partida 'y de lle-
gada.

Como los valores d y— d, hallados para x, dependen de los vaha-
res generales que se les puede dar hay b en cualquier otro caso
de esta misma especie, tendran la misma significacion que en el an-
terior; de donde podremos concluir, que el valor positivo 6 negativo
hallado como solucién de un problema, nos puede indicar, si se trata
de la posicion de un punto con relacién & otro en una linea, la dis-
tancia & la que se halla dicho punto del origen, y el sentido de iz-
quierda & derecha ¢ de derecha a izquierda en que se ha de tomar,
fijando de antemano que el positivo indique uno de estos.

20. Si en la igualdad x — a— b representa x la fortuna de una
persona cuyo haber esta expresado por a, y lo que debe por 6, es evi-
dente que ia diferencia a— b = d expresara el caudal 6 fortuna de
dicha persona, siendo a>4; si se tiene a — b, la iortuna se reducira
& cero, es decir no tendrd nada; pero si a<4a, entdnces la igual-
dad x = a— Gse reducira, como anteriormente, ax = — C¢,Cuyo re-
sultado nos indicard que la persona en cuestion no tiene fortuna,
sino un débito representado por If; puesto que siendo el exceso
de lo que debe sobre lo que tiene, es claro que dando todo cuanto
posee, queda debiendo aln dicha cantidad.

Conviniendo en llamar positivas & las cantidades de dinero que
uno posee, y representandolas por cantidades precedidas del sig-
no-h, las deudas, 6 sean las cantidades que uno ha de pagar, seran
las negativas é iran precedidas del signo— ;y reciprocamente, toda
cantidad precedida del signo — , indicarda una deuda; y precedida
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del signo-1-, serd positiva y expresara una cantidad existente en
caja.

21. Del mismo modo, conviniendo en que los grados de un tér-
modmetro contados sobre cero sean positivos, y negativos los que se
cuenten bajo cero, é indicando los primeros con el signo H-y con el
signo — los segundos, tanto el valor H-4 como el valor —¢?, hallados
para x por la igualdad x —a—6, en la cual x representa la tempe-
ratura que marca un termdémetro después de haber descendido b
grados desde la temperatura marcada por a grados, tendran una sig-

nificacion fisica, ya sea a=6 6 a<Ce6.
Asimismo, tendra interpretacion fisica y racional el valor negati-
vo — en todas aquellas cantidades que sean susceptibles de tener

dos modos de existencia enteramente opuestos; (nicamente no ten-
dra significacion, y si la tiene es la de indicar la imposibilidad del
problema de que proviene, en el caso de que la cantidad que repre-
senten no admita estos dos modos de existir.

22. Admitido que las cantidades, segin se consideran en &lge-
bra, pueden tener dos modos distintos de existir, dando origen a
las cantidades positivas y negativas, nos vemos en la necesidad de
establecer un punto de partida G origen de ambas cantidades, el cual
no es otro que cero; de donde se deduce, que el cero en las canti-
dades algebraicas se considera bajo dos aspectos, 6 como carencia de
toda cantidad, 6 como limite donde concluyen las negativas y prin-
cipian las positivas.

Cuando la cantidad no es susceptible de existir sino de una ma-
nera, entonces el cero sélo indica la carencia de toda magnitud.

23. También es necesario modificar la definicion de cada una
de las operaciones que se hacen con la cantidad, de manera que
comprenda no solo & las que tienen un mismo modo de existir, que
es lo que hasta aqui hemos considerado, sino también & las que ten-
gan dos modos opuestos.

24. Este nuevo modo de considerar & las cantidades nos obliga
a establecer nuevas relaciones de magnitud; porque ahora no basta-
ra que dos cantidades tengan un mismo valor numérico para que
sean iguales, sino que ademas es necesario que tengan un mismo
modo de existir.

25. Si de un minuendo m restamos un sustraendo sy represen-
tamos la diferencia por d, se tendra m—s=d. Si s, siendo menor
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gue m, suponemos que aumenta, !a diferencia d ser4 una cantidad
positiva, cuyo valor disminuira & medida que s aumente. Cuando
s=m, d se convierte en cero; y si todavia suponemos que s sigue
aumentando, aird disminuyendo y sera negativo, de modo que po-
dremos decir; 1.° g-m toda cantidad positiva es mayor que cero;
2.° que toda cantidad negativa es menor que cero; y 3.° que de dos can-
tidades negativas es mayor la que tiene menor valor numérico. Asi®
para indicar que una cantidad a es positiva 6 negativa, se establece la
relacién a>*0 6 a-<0.

*26. No solo se puede admitir por analogia que las cantidades
negativas son menores que cero, y que de dos negativas es mayor la
gue tiene menor valor numeérico, sino que también podemos conven-
cernos de ello directamente por el raciocinio, & pesar de parecer una
paradoja el decir que haya una cantidad menor que cero, 6 lo que
es lo mismo, menor que nada.

En efecto, miéntras que las cantidades se consideraron con un s6lo
modo de existir, nose admitieron las cantidades negativas, y cuando
se llegaba & resultados de esta especie, se desechaban como indicios
de una imposibilidad de la operacidon 6 un absurdo en el problema;,
y entdnces el cero no representaba mas que la carencia de toda can-
tidad, en cuyo caso no se concebia ninguna que pudiese ser menor
gue cero; pero una vez admitidas las cantidades negativas como re-
presentantes de uno de los dos modos como la cantidad en general
puede existir, su valor absoluto no debe considerarse con relacién al
cero limite, sino con relacién al cero carencia de toda cantidad,,
menor que el cual no es admisible ninguna otra.

Cuando el cero es considerado como limite, no es una paradoja ei
Gecir que una. cantidad negativa es menor que cero, sino que por el
contrario es lo l6gico y natural. En efecto, no representando el cero
de un termémetro la cantidad cero de calor, sino un origen de par-
tida conocido, con el cual se relacionan otros grados de temperatu-
ra, ¢serd un absurdo decir que cuando el termémetro marque diez
grados bajo cero, 6 sean — 10 haga ménos calor que cuando marca
cero? Es claro que no, y se comprobarla facilmente si el limite cero
a que nos referimos cambiase en la escala termometrica, 0 si esos
mismos grados de temperatura que hemos marcado con cero y — 10%
medidos en el termémetro centigrado, por ejemplo, los refiriésemos
ai termoémetro de Fahrenheit, en el cual 32“equivalen al cero del
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centigrado, y— 40° de éste, a 44° del de Fahrenheit. Donde vemos
que el grado de calor marcado por cero es mayor que el marcado
por— 40"

Este mismo raciocinio empleado en las cantidades de longitud
contadas en una linea & derecha 0 izquierda de un punto tomado
como origen, demuestra que el valor absoluto de una cantidad ne-
gativa es menor que cero considerado como limite, para lo cual bas-
taria solamente admitir el cero carencia a partir del cual se contasen
todas las cantidades y en un sélo sentido.

Lo mismo sucederia si la cantidad se refiriese al tiempo trascur-
rido antes ¢ después de una época, la cual se toma por cero 6 parti-
da: asi— 400 afios, con relacion al diluvio, expresaria una cantidad
de tiempo en absoluto, menor que la que expresa la época del dilu-
vio, si ambas las referimos al origen que supondremos ser la crea-
cion.

27. Cuando el cero limite es el mismo que el cero carencia,
como sucede en las cantidades de dinero que una persona tiene 6
debe, no es tan facil formarse jdea de la relacion de magnitud entre
cero y una cantidad negativa; pues el valor real de estas cantidades
es en este caso puramente convencional y solo por el efecto que pro-
ducen al reunirias con otras positivas, podemos deducir que una
cantidad negativa sea menor que cero. En efecto, si hay dos perso-
nas de las cuales una tiene cero capital, pero que no tiene deudas, y
otra que tiene—i 00 rs. de capital ¢ sea una deuda de 400 rs., es
evidente que consideradas cada una en absoluto y sin otras condi-
ciones, tan pobre es una como otra, puesto que de nada pueden
disponer; pero si suponemos que estos mismos sujetos se asocian
con otros contribuyendo y formando un capital social con lo que
cada uno tiene, es indudable que el que no lleve nada, en nada al-
tera el capital de la sociedad, mientras que el que lleva la deuda le
disminuye en cuanto ella vale: luego si reuniendo & un capital una
deuda da un resultado menor que cuando se le une cero, se puede
admitir, en este sentido, que el capital negativo 6 deuda es menor
gue cero. De otro modo: si cada una de esas dos mismas personas
recibe 400 rs., la que no tenia nada se hallara con 400 rs.; mas la
otra satisfaciendo, como debe, su deuda, se quedara sin nada; y
como es evidente que si las fortunas de dos personas reciben un
mismo aumento y los resultados son desiguales, dichas fortunas
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también lo son, siendo menor la correspondiente al menor resulta-
do, se sigue que el capital — 100 rs. es menor que cero.

28. Del mismo modo se demostraria que de dos cantidades ne-
gativas es mayor la que tiene menor valor numérico.

29. De todo lo diclio se deduce gm las cantidades negativas de-
ben considerarse en un sentido enteramente inverso al de las positivas,
y si la cantidad no tiene este doble modo de existir, se considei'a como
una imposibilidad en el problema de donde provienen.

LECCION III.

Calculo de las cantidades algebraicas.—Valor aumdrico de las expresiones algebraicas.

Calenlo (lelas cnntliladcs nli$ebraicas.

30. Consideradas en &lgebra las cantidades bajo el doble aspecto
de su valor numérico y modo de existir, debemos establecer la di-
ferencia que hay entre el calculo puramente aritmético y alge-
braico: diferencia de que ya nos hemos ocupado, aunque muy lige-
ramente en nuestras LEocioxEs de aiiitmética.

31. Adicion 65 la reunion de vanas cantidades algebraicas cuyo
valor numeérico se toma en el sentido que indica el signo que & cada una
de ellas precede.

De esta definicion se deduce que la suma algebraica no lleva en-
vuelta la idea de aumento, pudiendo ser su valor numérico menor
que el de cualquier sumando.

32. La adicion se efectlia segun las dos reglas siguientes:

1 Para sumar varias cantidades de un mismo signo, se escriben
unas & continuacion de otras dentro de paréntesis, se efectGa la suma
de sus valores numéfieos y al resultado se le pone el signo de los su-
mandos.

En efecto, como todos los sumandos expresan cantidades que se
han de tomar en un mismo sentido, la suma deberd tomarse en el
mismo, siendo su valor numérico igual a la suma de los valores nu-
méricos de los sumandos.
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Ejemplos. i.° (-I-3)-h(-4-S)-**“(+8)+(H -4)—-i-20
2.4 (_5)+(-~8]H-(-2)-h(-6)H-(—3)=-24

Observacion. El signo -h puede suprimirse en principio de dic-
cién, y siempre que indique que una cantidad es positiva: asi, el
primer ejemplo se escribira simplemente

3 {5-#8-]-4=20

2.~ Pura sumar varias cantidades de distinto signo® se efectia la
suma de todos las que llevan el signoluego la de las que llevan el
signo—, se halla la diferencia desus valores numéricos y se pone al
resultado el signo de la mayor en valor numénco.

En efecto, toda cantidad afectada del signo H-, tiende a aumentar
el resultado en tanto cuanto vale, cualquiera que sea el sitio que
ocupe entre los sumandos; y toda cantidad que lleva el signo—,
tiende & disminuir dicho resultado en su valor numérico; luego una
vez efectuadas las sumas de unas y otras cantidades, deberan tomar-
se una en un sentido y otra en el opuesto: por consiguiente el re-
sultado sera igual en valor numérico a la diferencia de los valores
numéricos de ambas sumas, permaneciendo en el sentido de la
mayor.

Ejemp. 1.° 3+{-S)+8-H 6h-[—4;+(—3)h-G=23—12=11
2. " 8-h(-9)-h(—8)-h4+5=17—17=0
3. « (_,i8]-h12+(-1G)-h(-"13)-1-"14= —47+20= —21

33. Sustraccion es el andlisis de la adicion y tiene por objeto®
duda la suma de dos cantidades algebraicos y una de estos, hallar la
otra.

De la deOnicioii se deduce que para restar una cantidad algebraica
de otra, se escribe el minuendo, y & continuacién el sustraendo con signo
contrario, y se efectda la suma algebraica que resulta.

La cantidad asi bailada serd la que se busca; porque componién-
dose del minuendo con el signo que tiene y del sustraendo con signo
cambiado, si le agregamos el sustraendo, éste se destruird & conse-
cuencia de bailarse repetido y con signos contrarios, quedando sélo
el minuendo, que es lo que nos proponiamos.

Asi, 8-(5)=8-5= 3, 8-(10)=8-10= -2,
8 (_G)=18+C=14, _8—(4)=—8- 4= — 127
-8 —(—12)= —8+12 = 4,

34. Multiplicacion. Multiplicar dos cantidades algebraicas es
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hallar otra que sea respecto de una de ellas en signo y magnitud® lo
que la otra es de la unidad positiva.

De esta definicion se deduce que si la cantidad que hace de mul-
tiplicador es positiva 6 lleva el signo h-, el producto llevara el mis-
mo signo que tenga el multiplicando, y si es negativa 6 lleva el sig-
no —, el producto llevara signo contrario. El valor numérico del
producto siempre es igual al producto de los valores numéricos de
los factores: luego para multiplicar dos cantidades algebraicas, se
efectla el producto de sus valores numéricos y se le afecta el signo del
multiplicando 6 signo contrario, seglin que el multiplicador lleve el
signo -f- 6 —.

Asi, 5x4 = 20, {—5)X4= —20, 5x[—4)= —20,
(_5)X{_ 4= 20

Observacion. El producto lleva el signo -f- cuando los dos fac-
tores tienen un mismo signo, y el signo — cuando tienen signos con-
trarios; lo que se anuncia en la préactica diciendo: + por -f-, 6 —
por —, da -}- en el producto; y -f- por —, 6 — por da —.

35. Si hubiese més de dos factores que multiplicar, se hallaria
el producto de los dos primeros, luégo el de éste por el tercero, des-
pués el del ultimo por el cuarto, y asi sucesivamente. Si todos los
factores no son positivos, el producto llevara el signo -|-6 —, segun
que sea par 0 impar el nimero de factores negativos.

Ejemplos. 1.“8x(—5)x4x{—23) = 480
2" 00X (—13)x(— 2)x4x(— 1) = —520

30. Division es el andlisis de la multiplicacion y tiene por objeto,
dado el producto de dos cantidades algebraicas y una de éstas, hallar
la otra.

Como el producto del divisor por el cociente ha de ser igual en
magnitud y signo al dividendo, cuando éste lleve el signo -H, el co-
ciente llevara el mismo que tenga el divisor, y si el dividendo tiene
é[ signo —, el cociente llevara signo contrario. *

El valor numérico del cociente es siempre igual al cociente de los
valores numéricos del dividendo y divisor; de donde se deduce que,
para dividir dos cantidades algebraicas, se halla el cociente de sus m-
lores numéricos, y se le pone el signo del dividendo ¢ signo contraria
segun que el divisor lleve el signo -j-6

20 —20 20
ir="""

, — 20
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Donde observamos que el cociente lleva el signo-4-6 — , segun
que el dividendo y divisor tengan un mismo signo 0 signos con-
trarios.

37. Ei.evagiON a potencias. La deOnicion de potencia que
hemos dado en aritmética, sdlo conviene a! caso de ser entero el ex-
ponente; mas para definirla de un modo general, diremos que la po-
tencia ENESIMA de una cantidad es otra que se forma respecto de lapri-
mera considerada como factor 6 divisor, del mismo modo que el expo-
nente nlo es respecto de la unidad positiva 6 negativa considerada como
sumando.

Es decir, que si el expoliente n es un niimero entero, ia potencia
enésima de a sera igual al producto de n factores iguales a a: asi,
a» =ax.ax.a... repetida n veces.

Si 7L es un numero fraccionario de la forma —’ la potencia enési-
m

ma de a expresard la cantidad que repetida m veces como factor nos
dé rt — a; es decir, la raiz emésima de a; porque en efecto, siendo n
la emésima parte de la unidad, repitiéndola m veces como sumando,

<ia\ ; luego la cantidad que represente la expresion «« =a'"*, repe-
tida por factor el mismo nimero m de veces que se ha repetido el
exponente n para dar la unidad, nos debe de dar el mismo resultado

a*= a: de donde
|

—m.
K a.

. . p . .

Si 7L fuese déla forma — » expresaria p veces la emésima parte

de la unidad, y como una emesimf? parte de la unidad considerada
<;omo exponenle de una cantidad, representa, segun acabamos
de ver. laraiz ewesima de la misma cantidad, repitiéndola ;> veces
por factor, hallaremos el resultado: luego
«t._  m b m \p m__

dm= t/n X e« XK « ... =\]/a) ar’ \ (17A7. 308).

Si el exponente fuese un nimero inconmensurable, la potencia se-
ria el limite luida el cual van aproximandose los resultados de sus-
tituir el nmero inconmensurable por nimeros fraccionarios que se
Je vayan aproximando cada vez mas.

Y por ultimo, si el exponente n fuese negativo, siendo cualquiera
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SU valor numeérico é igual a— m, la potencia a'“ expresaria la canti-
dad a considerada corno divisor tantas veces como— m contiene & la
unidad negativa: asi,

Q-nt —
a a a
i 1 1 1 1
a NK=- | n|y_ P
Im r i

De todo lo dicho anteriormente se deducen las reglas siguientes:

38. Pora elevar una cantidad & una potencia cuyo exponente sea
un ndmero entero y positivo n, se repite por factor n veces. El resulta-
do sera negativo en e! caso de ser negativa la cantidad é impar el
exponente.

Asi. 8= 8, 2~= '16, {—2)"= 16, (—2)~ = —8.

39. Para elevar una cantidad d una potencia cuyo exponente sea

un nimero fraccionario —>se el&ad la potencia m,y del resultado
n

se extrae la raiz enésima.

Asi,. a’=Ka”, (—a)'"=V[—a]” .

* 40. Para elevar una cantidad d unapotencia cuyo exponente
sea un namero inconmensurable, se reemplaza éste por nimerosfrac-
cionarios que se le vayan aproximando cada vez mas, y los resultados
obtenidos expresaran el valor de la potencia con un error tanto mas

pequefio cuanto mayor sea la aproximacion de los nimeros fracciona-
rios al inconmensurable.

Sea, por ejemplo, el nimero inconmensurable V' pé\ exponente de

la potencia gque i!'lemos de elevar la cantidad a, o y m:ot )
m

dos nimeros que comprenden &\/~p . Lapotencia«™ ” se hallara

m m+1
comprendida entre ri” y« ” , de modo que tomando por el valor
[— m m+ 1e
de A cualquiera de las dos expresiones a~ 6 a " ,e\ error que

se comete serd menor que la diferencia que hay entre ambas expre-
siones, la cual serd evidentemente tanto mas pequefia cuanto mayor
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seaw, pudieiido ser dicha diferencia, como mas adidante demostra-
rémos, menor que cualquiera cantidad por pequefia que sea.

AJ. Para elevar una cantidad & una potencia cuyo exponente sea
negativo, pudiendo tener un valor numérico cualquiera, se parte la uni-
dad por la misma potencia de la cantidad cuyo exponente sea positivo.

Asi, ir~«*=— .

42. Extraccion de raices. La extraccion de raices es el anedi-
sis de la elevacion a potencias', y tiene por objeto, dada una cantidad,
hallar otra que elevada & la potencia que marque el indice del radical,
nos reproduzca laprimera.

Cuando sea positiva ia cantidad de que se ha de extraer !a raiz,,
ésta se puede siempre obtener exacta 6 aproximadamente, afectan-
do al resultado el signo £ , si depende de un radical de grado par,
y s6lo del signo H -, si fuese de grado impar; pero si dicha cantidad
fuese negativa, solo podria obtenerse exacta 6 aproximadamente el
valor de las raices que dependiesen de radicales de grado impar;
pues las de grado par darian origen & expresiones llamadas imagina-
rias, por no haber cantidad alguna que elevada a una potencia par,
dé un resultado negativo.

43. Siguiendo el procedimiento que en Aritmética hemos usado
para deducir las reglas que conducen k la extraccion de las raices
cuadrada y cubica, tendremos por regla general que para extraer /a
raiz enésima de un namero, se divide éste enperiodos de n cifrasprinci-
piandopor la derecha, (no importando que el Gltimo de la izquierda no
las tenga), se halla la raiz enésima de este ultimo periodo, que sera
una de las nueve cifras signipcnlivas, y la enésima potencia de esta ci-
fra se resta del primer periodo; al lado de la resta se baja la primera
cifra del siguiente periodo, y el nimero que resulta se divide por n ve-
ces la{n—\) potencia de la cifra hallada, y el cociente entero que se
obtenga, sera igual 6 mayor que la segunda cifra. Para comprobar si
la cifra hallada es la verdadera, se eleva la raiz hallada & la enésima
potencia, y si el resultado se puede restar de los dos primeros perio”
dos, la cifra sera buena’, pero si no se puede restar sera se.ml de que es
mayor, en cuyo caso se le dumiinuye de unidad en unidad hasta que
dicha resta se pueda efectuar.

Al lado de la nueva resta se baja la primera cifra del tercer pe-
riodo, y haciendo lo mismo que en el caso anterior, hallaremos la cifra
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siguiente: y asise continGa hasta encontrar la Gltima cifra de la raiz,
que sei'a exacta si el altimo resto es cei'o, &€ inexacta en el caso con-
trario.

44. Para extraer la raiz cuyo indice sea un numero fracciona-

rio— deuna cantidad, se eleva ésta a la potencia va, y del resultado se
m

extrae la raiz enésima.
n
Asi, ya =Ka'

En efecto, la raiz— de o, esla cantidad que elevada & la po-
in

tencia__, ha de dar a; pero la potencia de una cantidad cuyo expo-
m

nente es —, se obtiene (39), elevando dicha cantidad & la potencia
n

n y extrayendo la raiz emésiina del resultado; y como elevando la ex-

presién a la potencia n nos daa” , y extrayendo la raiz emé-

sima del resultado, obtenemos la cantidad a, se sigue que V a™es la
_n .
raiz— de a; que es lo que debiamos demostrar.
m

m45. Para extraer de una cantidad la raiz cugo indice ”“ea un
nimero inconmeimirahle, se reemplaza éste jjor nimeros co7imensu-
sables que se le vayan aproxirna®ido cada vez mas; y los residtados
ohienidos. seran los valores aproximados de la raiz pedida, la cual es
el limite luida el que tienden dichos valores.

4G. Para extraer de una cantidad la 7'aiz cuyo indice es negati-
vo, se parte la uividadpor la raiz de la misma cantidad cuyo indice
es positivo.

Asi,
m.
I/a
En efecto: 1 i
n efecto; | Como @
((y_
/a
luego __ , es laraiz—m de a: que es lo que debiamos demostrar.

a
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Valornumérico de lao expresiones alipcbrélcas.

7. 8e entiende 'por valor NUMéaico de una expresion algebrais
ca, el que resulta deponer en vez de las letras® nim&ros particulares,
efectuando después todas las operaciones indicadas.

Ejemplos. 1.” Hallar el valor numérico del polinomio 3a*-h
2a6+5a®6®-f-2a6"" — siendoa= 2, h— —3.

Sustituyendo dichos valores y efectuando sucesivamente las ope-
raciones, se tiene

3.2°-{-2.2"n (—3)+5.2"n. (—=3)"+2.2 . (—3f_(_3)*~
3.16—2.S.3-1-5.4.9—2.2.27—81= 48—48-f-180—108—8!
= —9.
2* Hallar el valor numérico de
i

y
5a®62—4a*i~9a24-4
para los valoresde a=3, b——1, c= 8.

Haciendo la sustitucion y efectuando las operaciones indicadas,
se tiene:

1

3.3/ (—1)-"87-H5.3=A1A~3.37(— 1)

6.33.(— 1 —4.3"-K 9.3/ (— 1)-*
3.9.[—1)178'+5.2717""9" (—1) — 27.2-4-1351":=:A

5.27.1—4.9179.9.1 135-361787
—54-1—135.(— 3) =54 — 405 — 459
ISS —36[v/*)3 “ 135-36.93" 135— 26244
— 459 17
— 26109 967

* Observacion. De las deOniciones y convenios establecidos
anteriormente, se deduce que toda expresion en que entren canti-
dades con exponentes enteros y fraccionarios, positivos y negativos,
se puede trasformar en otra en la cual no entren mas que exponeo™
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tes enteros positivos, y radicales de indices enteros también y posi-
tivos. En efecto, sea la expresion:

Haciendo x = , Se tendra i/= ¥

De la igualdad anterior se saca, elevando & la potencia -

- — a r

, . P .
Velevando nuevamente & la potencia— —, se tiene,

p r

é «\\//)-(—/—\-iT '= 1 « _1

de donde se deduce

elevando & la potencia gqm” y extrayendo después la raiz np, se

tendra y por ultimo, sustituyendo el valor x en la
|
expresion propuesta, se tieney =np3 : expresién de la forma
Vcirgmt
\

a__,enlacualay - son ndmeros enteros y positivos.
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LECCION 1V.

Adicion de expresiones alg:?iirdica?.—Sastracciou de expresiones aljroliraicas.

Adicién de csi>i'esioiiC'> Hlgebrdlcits.

En la adicién de expresiones algebraicas pueden considerarse dos
-casos principales, segin que se sumen monomios 0 polinomios.

48. Adicion de sionémios. Fam sumar monémios se escriben

unos d continuacion de otros con el mismo signo que tengan, y elpoli-

némio que resulte desgmcs de hecha la reduccién y destruccion de los
mtérminos semejantes, serd la mma pedida.

Asi, (3a*6)-I-(2ai)"}-h(5a"6)H-(—

'3fi"76-i-2aii--f-5a""6 — '0dNF~-\-ialF — 6a% *3a% -"10aiF —

49. Adicién de polinOMOS  Para sumar polinémios se escri-
mhen unos a continuacion de otros flentro de paréntesis, 6 bien unos de-
bajo de otros; y queda efectuada la suma,formando un sélo polinomio
con todos los ténninos de los sumandos afectados de los mismos signos

que tienen y haciendo la reduccidny destmccion de los que haya seme-
jantes. Asi, se tendra:

(3an6+fa*s)"+2a6”-i-67)4-(]ii'6— 3ii26— 2ii56"-t-3&")-h
{h:(Fb-"c¢Mo— ar-b]-*[ah"-~kb"* — a%"] =
yrdH)—3rt';—2a"6""H-36"H-4a'~6-i-a"6"— a"b-\-ab"* — 46*— a’b"=
AaH— Eat//-h3a6*— («*6.
Escribiendo los sumandos unos debajo de otros, se tiene

3a26+|)§U2H-2a6’-+ 6*
-h ga*6-3a"6—2a"62 N 3ng

—n*6-hd4a-6 -\-a"b-

= -_ia*6+ia”6- 4;’;\'*6"+3a6*
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50. En la adicién de monomios, lo mismo que en la de poliné*
mios se verifica, que d valor numérico de la suma esigual d la suma
algdyraica de los valores numéricos de los sumandos.

En efecto, todo término positivo, sea cualquiera el lugar que
ocupe, tiende a aumentar el resultado final en tanto cuanto él va-
le; asi como todo término negativo tiende & disminuir dicho re-
sultado en su valor numérico; y como en la suma se hallan todos
afectados de sus mismos signos, y la reduccion y destruccion no alte-
ra en nada el valor numérico, se sigue que éste sera igual a la su-
ma de los valores numéricos de los sumandos.

Sustraccion de cxprenloneM algehraleas.

51. Sustraccién de monémios. Para restar un monomio de
ctrOy 86 escribe el minuendo y d continuacion el stesiraendo con signos
cambiados.

' La sustraccién de Ba™b y '6a"b”, serd Ba*b— Ba"b".
Del mismo modo se obtendra la resta de Bab"* y— de la ma-
nera siguiente 3a”6-— [— 2fl6") = 3a”6"-i-2a6®.

52. Sustracciéon DE POLINOMios. Para restar unpolindmio de
otro, se escribe el minuendo y d continuacion los términos del sustraen”
do con signos cambiados; el polinomio que resulte, después de simplifi-
cado, “erd la resta pedida.

Sea el polindmio 2a”6— Ba*h'A— del cual hemos de
restar el polindmio — +
Segun la regla, tendremos
{ta% — Ba" 6®— 3rt62-}-263) — (— —

La demostracion de esta regla, tanto en el primero como en el'
segundo caso, es muy sencilla; pues siendo la sustraccion el andlisis
de la adicion, y teniendo por objeto hallar la cantidad que sumada
con el sustraendo ha de dar el minuendo, es claro que la cantidad
formada segin lo regla, componiéndose de lodo el minuendo tal
como se nos da, y de todos los términos del sustraendo con los sig-
nos mudados, sumada con el sustraendo dard por resultado el
minuendo; porque todos los términos del sustraendo hallandose re-
petidos y con signos contrarios se destruiran: luego el polino-
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mio hallado de la manera indicada expresara la resta pedida.

53. De la operacion de restar se deduce, que todo polindmio
encerrado dentro de un paréntesis y afectado del signo ménos, equi-
vale al mismo polinomio sin paréntesis, y cuyos términos tienen
signos contrarios.

Asi, el polinomio — (3a""&— 4a5">""-56") equivale h — Sa b

Reciprocamente. Cuando se quiere tener un polindmio con
signos contrarios de los que tienen sus términos, no hay mas
que escribirle asi dentro de un paréntesis y ponerle fuera el signo
ménos. n V- 4

Sea el polinomio que queremos tener con signos cambiados —

26c, elcual se reducira 4a— (a™-4-6 +c

A0 NICH=2 je

54, Siempre que se haya de someter un polinomio & cualquier
operacién, conviene, para que los calculos sean mas faciles de eje-
cutar y estén ménos expuestos & errores, escribir sus términos en
cierto 6rden con relacién & una de las letras que le constituyen, la
cual toma el nombre de letra ordenatriz, y la operacion por medio
de la cual esto se consigue, es lo que en algebra se llama ordenar un
polinomio.

Los polindmios se ordenan con relacion a las potencias ascenden-
tes 6 descendentes déla letra ordenatriz que se elige, escribiendo
primero el término que contiene dicha letra con menor 6 mayor
exponente que en todos los demas, despees el término que le con-
tenga con el exponente inmediatamente superior ¢ inferior, yasi su-
cesivamente.

El polinomio
lacion & la letra x, sera

55.

ordenado con re-
3a®iC-!-5a.
Si al ordenar un polindmio con relacién a una letra su-
cediera que hubiese mas de un término afectado de una misma po-
tencia de la letra ordenatriz, se sacarla esta potencia por factor co-
miin de todos los términos que la contuviesen, haciendo uso del pa-
réntesis Ode una raya vertical, & la izquierda de la cual se escribe,
ordenando con relacion & una nueva letra, el polinomio que resulta
de sacar dicha potencia por factor comun.
Sea el polinomio que queremos ordenar co n relacion & x,
2a.c*-1-ba”x-\-a— bab”xA-26— ic"x" -H Sc*-x-f- 2ii6.
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Haciendo uso dcl paréntesis, se tendra

(2a— —aba6™M+3cN £ct+(a-f-2a6-f-96)
y si hacemos uso de las rayas verticales, tendremos:
2a a’ jrmm
—Ac  — bab? m2ab
*26
Del mismo, modo el polindmio 3 a’bx* —2a"x"-\-2a"x-i~2ar—
26- — 4abEc+abeo: N -j- 2axM + -}-3aN-j- 26/ 3d, ordena-

do con relacion ax, sera:
(Sa®b-h  4-5¢y —(2a*~abc~3 6)x™
-h (22— Aa6-h 26} 8, ~"[2a «— 26" H- Bd],

0 bien BaH x* —2a- i+ 2o 0/-{-2a*
-h2a -habe —4a6 — o2&~
+oc” -h36 + 2N -h3n.

KL WROde las rayas es preferible al de los paréntesis, porque cada
término va afectado del mismo signo que tiene en el polinomio, y
cuando se emplean los paréntesis sucede en muchas ocasiones,
como en el ejemplo anterior, que aparecen términos con los signos
cambiados.

LECCION V.

Multiplicacién de monomio.'«.—Multiplicacién de un polindomio por uamonfiinio.
UuHiplicacioncs de monéntlos.

5(J, Paramultiplicar monémioa entre si, se efectda el producto de
los coeficientes, y a continuacion se eso'iben las letras comunes d los
factores, conim evponente iguul & la suma de los que éstas tienen en
los monémios, y las no comunes se escriben con shis mismos expowrdes»
Elsigno del resultado sera -f- 6— segln que el nimero de factores
mnegativos seapar O impar.

Es decir, que el producto de los mondmios in'A’B'D- y
ii""B"C Boen los que m, m', m** son los coeficientes, yp, q,r, $, t.
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U, X, z, los exponentos, cuyos nimeros pueden ser enteros, fraccio-
narios 6 inconmensurables, positivos ¢ negativos, se obtendra asi:

Para demostrar la exactitud de esta regla, principiaremos por la
parte correspondiente & los coeflcientes; pues la relativa & los sig-
nos, se demostré ya (34), y para ello considerarémos varios mono-
mios que representarémos, para abreviar por wA, m'B, m"C.......
siendom, m' m"..... coeficientes de cualquier naturaleza.

El producto de dichos raonémios, sera:

mAX mBX ... = mkin" ..
y como el drden de factores, cualquiera que éstos sean, puede variar
sin que el producto varie, 312), se tendra:

wiAxm”~B X ... = mAIii'Bn/"C........ =mm'm”... ABC........

Ademas, sabemos que para efectuar el producto de varios facto-
res, se multiplican los dos primeros, luego este producto por el ter-
cero y asi sucesivamente: efectuarémos por lo tanto el producto de
lodos los coeficientes m, m', m”.....y este producto sera el coefi-
ciente de! producto de los monomios, conforme al enunciado.

En cuanto a las letras debemos observar que no son otra cosaque
factores componentes del monomio; por consiguiente, en el produc-
to de dos 6 mé&s mondmios deben entrar todas estas letras con sus
mismos exponentes como factores del producto total ; pero las letras
comunes & dos 6 mas, entran una sola vez en el producto, con un
exponente igual a la suma de los exponentos que tienen en los fac-
tores, y esto es lo que falta demostrar.

En primer lugar, como para multiplicar un producto por un nu-
mero, basta multiplicar uno de sus factores por este nimero, y
puesto que el érden de factores no altera el producto, podremos re-
emplazar el producto de varios factores por ci de varios productos de
estos factores: asi tendremos

ilAI’B CX nx'k«B=D®& B‘C“E~=
X AXBMB*B'X CC*X D'X E".

Por consiguieiite, s6lo nos falta probar que el producto de dos 6
mas potencias de una misma cantidad, es otra potencia de la misma
cantidad cuyo exponente es la suma de los exponenies : 6 como se dice
abreviadamente, quepara multiplicar dos 6 mas potencias de una mis”®
ma cantidad, se suman los exponentes cualesquiera que éstos sean.

Es decir, que Ax A«= Ap+~"
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Este principio se ha demostrado ya {Arit. 262), para el caso de que
p Yy g sean nimeros enteros; ahora vamos & demostrarlo para cuando
sean fraccionarios 6 inconmensurables, positivos é negativos.
*57. Sean en primer lugar p y q dos numeros fracciona-
WV , S . .
rios — y — ; segun la definicion de potencia (37), se tiene:
n

S z
m A i

de cuyas dos igualdades podremos deducir la siguiente,

m r n |
a”X A~= X
y como tenemos {Arit. 306), que
n__ S.___  ns. nt___ m.
VA MXYA ==K A%x KAN=KA™+"%
cisen ms-1-7'n
y por otra parte, k A™*"'= A ' siendo ademas. s
n
m . -
----- +----, se tendra por ultimo,
n S
+ —
A"x A’= A =A” s

6 lo que es lo mismo, Ap x A" = A™N+?; que es lo que debiamo»
demostrar.

*58. Sean en segundo lugar p y q dos nudmeros inconmensu-
rables.

Las expresiones APy A?, no son otra cosa que los limites hacia
los cuales se aproximan la expresiones que resultan de poner en
vez aepy ¢ ndmeros conmensurables que se les vayan aproximando
cada vez mas; para lo cual no hay mas que observar que las dos ex-

m+1
presiones A” y A ” tienden a ser iguales & medida que n au-

menta.
m+t

En efecto, sea A>*1, y vamosa demostrar que la diferenciade A ”
m

y A 7 puede ser menor que una cantidad S, por pequefia que sea,

siendo n suficientemente grande.
Tenemos, segun se ha demostrado en Arimética (268), siendo n
suficientemente grande.
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)

de donde extrayendo )a raiz enésima, ¥ poniendo en vez de

j_ n L '
igual (37), A7, se tendra K A= A”<< 1 restando ahora la

a

unidad de ambos miembros, y multiplicando por A’/?estas cantida-
des que son desiguales, los resultados también lo seran, ysetendrA

i m WA1 m
(A"— 1) A"<C 5 Olo que es lo mismo, A — A"*<i; que es lo-
gue debiamos demostrar.
| m
SiA< 1, setendra A ” <1A", de modoque se debera tener
m  mtl

A«—A "< 3.

Para ello, considerarémos la desigualdad demostrada en aritmé-
tica (269),

—

L X,
W <A, dedondel-< A" =k",
A A
m
multiplicando ahora estas dos cantidades por A", se tendra,
m 1 « o O

A"—0<CA"XA"™ = A " , y restando de ambos miembros la
MHi
cantidad A " — 5, obtendremos, segun queriamos probar,
m el
A" —A " <S.
M+ | «f

Luego pudiendo ser la diferencia que hay entre A ™ y A ™ tan
pequefia como se quiera a medida que n va siendo mayor, y com-
. } m m-t-1 .
prendiendo los dos nimeros — y ---—----- al numero inconmensura-
n n

ble/), estas fracciones van aproximéandose & valer p, a medida que
m »+1

n aumenta, y las expresiones A” y A " que comprenden 4 A®, se
aproximaran a este valor cuanto se quiera; por consiguiente, Ap e»
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n+1
el limite de las expresiones A~y A amedida que n aumenta,
lo cual debiamos demostrar.

* 09. Una vez probado que las expresiones Ap y A« , en las que
Y g son numeros inconmensurables, son los limites hdcia los cuales
tienden las expresiones que resultan de poner en vez de y ” nu-
meros conmensurables que se les vayan aproximando cada vez mas,
podemos probar, fundandonosen los principios demostrados en Arit-
meética relativos a los limites, que

AVXA'? =AP+]

lin efecto, si representamos por;/ f
conmensurables que se vayan aproximando cada vez mas a los nu-
meros inconmensurables p y y, tendremos, segin los casos ante-
riores,

ndmeros

kP' xA*?' =AP' +I'
AP XAT" =AP™ +3"
Ap™x APTZARTAL

por consiguiente, si estas expresiones son constantemente iguales.
cualquiera que sea el grado de aproximaciéon de g, jy/ ,,n en
el limite también lo seran [Arit. i7); luego se tendrd, conforme
qgueriamos demostrar, A*x A? = Ap*

*60. ~ Sean, por ultimo, los exponentes py q dos numeros ne-
gativos é igualesa —m y —ii. Las expresiones Ap y A? se converti-
ran en A-"*y A-" | las cuales & su vez se reduciran (37J4 — y—

i A«»
por lo tanto se tendr@,

A-»"»XA-"= — X — = \
A" A" ATF

y es igual A A-(""-~*n)_A— % se sigue, que la igual-
dad Ap x A3= AP-"?se verifica aun en el caso de serp y g dos na-
meros negativos, cualesquiera quesean sus valores numéricos.

Por consiguiente, queda demostrado que el producto de dos po-
tencias de una misma cantidad, es igual & una potencia de la misma
cantidad, cuyo exponente es la suma de los exponentes. Con lo cual
?u_edajustificada de un modo general, la multiplicacién de moné-
nios.
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Ejemplos.
1° 3a'"0”ex'2aM0" e d=Ga b e d.
(0 —3aWx*aHHA*M=—m W d}f.

3.® JZreFHX — —1

4.® 'io}bx— M(iW'X— hta}brcrX'2afx— ab'*'=— It3aH"&f.
2 3 2 3 B+

5. arxX (ir=(irn =1 =<i

6.55
2 M

i a~"xa "~=( ~.

M altlplicacion de iin polindmio povuu monomio.

61. Fara multiplicar unpolindmiopor un monomio, semultipli-
can todos los términos del multiplicando por el multiplicado'i', y elpo-
linbmio que resulte sera él producto pedido.

Rn efecto, ya se ha demostrado [Arit. 52) la igualdad

(¢ — ¢c]d— ad-\-bd — cd,
para cualesquiera que sean los valores de n, b, ¢ y d, igualdad que
justificala regla enunciada, siendo d una cantidad positiva

Asi, (3fI"6V+3ii6V-}-a6™— 4a”6— 506*c) X 6a' &V=

30an6"c“+ — 48fr'Mc* -h 2in *6'c* — 30a”6V.

Si el monomio fuese una cantidad negativa, pondriamos a los tér-
minos del producto signos contrarios 6 los que tienen los del poli-
nomio multiplicando. Asi,

i3a*6 — ba™~ -f- kib™ + '2ab — 3a}p® — Ca''6) x — "2aHc" =
__6a*oV -}- 10a‘6ec*— — InWer -i- H- \2aV)c”,



~0 DB LAS OPEEACIONES

L3CCION VI.

ilultiplicacion dedos polinémios,-Regla de los signos dedncidn de la multiplicacion de
dos binémios.—Obsurvacionoa respecto & ia muUiplicacion y casos particulares.

iVIuH Iplicaclon «le <om pollnéiulos.

C2. Palramultiplicar un polinomio por otro, se multiplica iodo el
multiplicando por cada término del multiplicador, y la suma de los
productos parciales que resulten, sera el producto total.

Esta regla esta fundada en la que henaos demostrado en aritmé-
tica (53 y 54 OBSEUVS-). Asi,

(a-f-i—c) (d-"e—f)—ad-\-hd— cd~"ae-\~he—ce— af— cf.
Eje3iplo. Sea multiplicar el polinomio 3a‘
— 3a2I”™ por el polinomio 3ax- — 5a@®i»-i- -j- kan.

Después de ordenar los dos polinomios con relacién a x, se dis-
pondra la operacién del modo siguiente;

MuUdo. 3x*—%eg*— ja*a?*+6a*x—3a*

MuUdr. + 3«®—o0a

/6®"—60BR—10aV+12«V—

tosZr *  +9«® - 4-18a*.*- 90V

ciafeg i —15a®j,*-1-15aV +-2ja*03—30.iV’-Mba«c
n + 1208*—120*c*—20«V +2

P. total. e”’+So®®—340*®*+2-i0®**+25a*.* ®—59a*R®+39a*®— 120’

63 Si los poliiudmios propuestos tuvieran mas de un término con
una misma potencia de la letra ordenatriz, no se alterarla en nada la
regla que hemos dado, la disposiciéon de los célculos seria la misma,
si bien es cierto que se tendrian que hacer varias multiplicaciones
parciales de polinomios mas sencillos.

Sea, por segundo ejemplo, multiplicar el polinomio -}-
~ha”’x-\-a'-—  —abx— bx--+-"abx"~\-¢ b"x"-hb*", por

— b- — 2abx — b™"-{-b"x.
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Después de ordenados con relacion & j», dispondremos la opera-
cion de la manera siguiente:

-1-2« a® +  «*' a7-H

— 1 — ffil — 2«i
-f- b
~ t-
_n —2a> —
XN o> XA
— —éb — 2«="N
—aH™  +
— Y%ab® -{-abr —
— 2N ~
a?”H- «'  XxN-h X
— aH — @b — 2«
— ia™b — 2«="¢1 4 -
— hrHw  — UH — 2an
+2«¢2 -h A-dax ;>
— 4«i=» — aP — 2«in
4 -
— P ~2«53
b a?*4-2«*  Xx-\-2a"
— 2«2y _ — fab
aH™ 4-2«7;2
— tabr —2ab™ 4 —
H- 4-2«N*
«j®4-5«*  a?4-2«"
-h2an -1-2«n -f-4«n — — 4«M
— 2«3 +3«="5 — Ba™ 4-5«NNN 4 -
— aH — — 3«i' 4-2«lN
J— —_ 4 - =* — (',4
\-2ab” — <Gan
— 4- abn
— 201" — 8 -h b°
-4-2/0 — 3

Cuyo producto se ha obtenido, efectuando la multiplicaciéon de
todo el multiplicando por cada una de las partes del multiplicador,
i0 que nos ha dado los tres productos parciales, cuya suma simpli-
ficada es el producto de los dos polindmios propuestos.
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Beslu de 16« -dignosdedneUl« de 1« nm Itiplicaelo« de do« hluém le«.

* 64. Aunque la regla de los signos en la multiplicaciéon se
deduce de la definicion general de multiplicar que se da en A&l-
gebra, vamos por medio de la multiplicacién de dos binomios,.y
fundandonos tan solo en la definiciéon aritmética, & probar rigorosa-
mente dicha regla de los signos. n

Sean dos binémios A— By C— D, cuyos términos A, B, , »
son positivos y cuyos valores numéricos elegiremos conveniente-
mente.

Segun lo demostrado en Aritmética (03 y 34), se tiene

(A_ B (C— D)= AC—BC—AD4-BD.

Si suponemos primero A> B, y C > D, tendremos el caso de

multiplicar dos cantidades positivas, en el cual el producto ha de ser

r n

En efecto, el producto (A— B) (C— D), es igual &4 (A— B) C—
(A__B) D, donde vemos que esta diferencia es positiva, por ser
(A — B) factor comdn al minuendo y sustraendo, y ser el segundo
factor Cdel minuendo mayor que el factor D del sustraendo, y por
consiguiente (A~C) C>(A-B) D; luego (A-B) (C-D) >0, cuan-
do ambos factores son positivos.

Sea en segundo lugar A>»B y C<CB.

En este caso el producto (A— B) (C—D] que es igual & (A—B) C
__(A_B) D, es negativo; porque el minuendo (A— B) C es menor
que el sustraendo (A— B) D, a consecuencia de tener el factor

luego el producto de una cantidad positiva porufia negativa,
es negativo.

Supongamos, en tercer lugar, A<B yC>D.

. En el producto fA-B) (C-D)=AC-BC-AD-hBD, saquemos
A, factor comdn *del primer y tercer término, y B, del segundo y
cuarto, lo que nos dara

(A-B) (C—D)™A (C--D)-(C-D) b.
El minuendo A (C—D) es menor que el sustraendo (G— D)B; por-
que teniendo el factor comun (C— D),el factor A del primero es
menor que el factor B del segundo; luego el producto es negativo,
conforme debia ser, segln la regla.

Sea por ultimo A<iB y C<CD.
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Tenemos que los productos A (C—D)y(C__D) B son ne”a-
livos, segin los casos anteriores; luego poniendo los signos de ma-
nifiesto, se tendr4 — A(C—D) — [— (C— — A(C—D)"™-
(C— D}B. El valor numérico de A (G—D), es menor que el de
(C— D) B; luego el signo del resultado sera el del mayor, es decir

positivo; por consiguiente el producto de dos cantidades negativas
es positivo.

Con lo cual queda justificada la regla de los signos en todos los
€asos.

Ob»cr«nciouf» respecto Al niiilUitllcuclon y c«ko« imrticiilare«.

60. En la multiplicacién algebraica debemos observar: que
1 El producto de des 6 mas monomios es un monomio.

2. ® Ei producto de un polinomio por un monomio, es otro poli-

nomio de tantos términos como tiene el multiplicando; si éste es
homogéneo, homogéneo serd también el producto, y de un grado
igual a la suma de los grados de uno de los términos del multi-
plicando y de otro del multiplicador.

3. ® El producto de dos polinomios es otro polinomio , cuyo
mero de términos puede variar entre los limites 2 y m x «, siendo
m el nimero de términos del multiplicando y n el de los términos
del multiplicador.

En efecto, si en el producto no hay reduccion ni destruccion, el
namero de sus términos sera igual al numero de términos del mul-
tiplicando repelido tantas veces como términos tiene el multiplica-
dor, puesto que se compone de la suma de los productos parciales
que resultan de multiplicar todo el multiplicando por cada téimino
del multiplicador ; y como cada uno de estos productos tiene tantos
términos como el multiplicando, el producto se compondra de un
namero de términos igual al producto de los del multiplicando por
los del multiplicador.

' Si hay reduccion, el namero de términos serd menor, y podré lle-
gar & ser 2, de cuyo numero no puede bajar.

En efecto, en el producto de dos polinomios hay por lo ménos dos
términos que no se pueden reducir ni destruir con ninguno de los
otros , y son aquellos que provienen de la multiplicacién de los dos
términos del multiplicando y multiplicador que tienen una letra

nd-
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con un exponente mayor 6 menor que en todos los demas; y si hu-
biese méas de un término con esta letra, que supondremos ser la or-
denatriz, con un exponente mayor 6 menor que en todos los demas,
sacando esta letra con su exponente factor comun de los términos
que vienen afectados de ella en ambos polinomios, el producto de
estas dos partes no podra reducirse ni destruirse con ninguna otra:
porque el producto de estos dos términos 6 de estas dos partes,
contendra 4 la letra citada con un exponente igual a la suma de los
exponentes de los factores; y como estos son los mayores 6 los me-
nores, su suma serd la mayor 6 la menor, y por consiguiente tenien-
do la letra en cuestién un exponente mayor 6 menor que en los de-
mas términos 0 partes, es claro que no se podran reducir ni destruir
con ningun otro; luego, por lo ménos, ha de haber en el producto
estos dos términos 6 estas dos partes.

60. De aqui se deduce que, si dos polindmios estan ordenados
con relacion & una letra, el producto vendra también ordenado
con relacion & la misma letra, y el primer término 6 la primera
parte de dicho producto sera, sin reduccion alguna, igual al pro-
ducto de los dos primeros términos del multiplicando y multipli-
cador; y el altimo igual al producto de los dos ultimos 6 ultimas
partes de ambos factores.

Si los factores de un producto son homogéneos, ei producto tam-
bién lo sera, y su grado serd la suma de los grados del multiplican-
do y multiplicador.

67. En la multiplicacién algebraica ocurre, con mucha frecuen-
cia, tener que multiplicarla suma de dos cantidades por su diferen-
cia, y formar el cuadrado de la suma 6 de la diferencia de dos canti-
dades; por lo que conviene tener presente: que

M cuadrado de una snrna es Gjual & la mma de hs cv~dradoa de

sumandos, mas el dohU mproducto de éstos.

O lo que es lo mismo,

- f - = (ii+a) {a\b)

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es iffual & la samo
lie los cuadrados de estas cantidades, minos el doble producto ds las
mismas.

O bien, (a— = (a— 6)= a*—

El producto de una suma de dos cantidades por su diferericia €
iy'ual d la diferencia de los cuadrados de estas dos cantidades.
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Asi, [a-+-6) (@—6)= a®— 6™

Si multiplicamos  -h ag;’ -{-a*®*- 4 - -h por el bindomio
X — a, hallaremos,

-4 raxh -- -4- a™X -4 0%) (x—a) = &'-+ ax "+ Od®

-4- a"x — ax — a™N — atx-— afa? — a®= a*— a*;

y en general,
(€™ -2 ax'N'-N -4~ @R "®-f- ®4—2e -4-0"" *iC4-a) {Xx— 0)=

JIT"-*N-A-aa7™"-4-a*a;™ -*-4-...-1-0™q; /_

| — ax*— gk o™t F— .. — 0" —

68. Estas mismas férmulas sirven para descomponer estos resul-

tados en factores; asi,
-4- daft -+ 6®= (a-46){fl-46),
o*m—2fl6-4-6*= (a— 6}(0— s),
o*— 6= (@ ©6)(@—Tft),
am+*= (Q-4-alc«+N-4-a*ir™e*_ \-a™™~"'x"-a'""){x—a).
. 69. Estos casos particulares que hemos considerado yque pode-
mos llamar elementales, sirven para abreviar los calculos en muchas
ocasiones.

Sea, por ejemplo, multiplicar a* -4- 2a6-4- 6*, por al-"ab-"b'*;
como el primer factor es el cuadrado dea-+0y el segundo el dea—s,
tendremos,

(@*+ 206 -46% (@a*—206-46")= (@a+ 6)“(0—s6 ==
[(a-he) [0o—6)P = (a*— =a* _2azpz_j;in

Del mismo modo se tendra,

(@a-4-6-}-¢ (a-4 6—c) = ffa-j-6)-4 c] [(a 46}—cj =
(a+6)i_cn-a*_f-2rt6 + e*_c*.

Si efectuamos, como caso particular, el producto de un polinomio
por si mismo, hallaremos,

(a-4-6-4-c-l1-ci“i-*-} (a-4-6-{-c-4-i¢-i~...)=ff*~-6*H-c»-|-"*-4- ...
-4-2(a6-j-ac-4-ali...4-fec...);

es decir, que el cuadrado de un polinomio es igual & la suma de los

cuadrados de todos sus términos, més el doble producto de sus pro-

ductos binarlos, 6 sean tomados de dos en dos.
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LECCION VII.

Ditisiod de Fnnoni Trrio por otro mondmio—Bivisién de nn polindrrio pai- NN nonario.
1>ITlt«lon de un monodmio por otro monomio.

70. La division en Algebra, lo mismo que en Aritmética, ¢u el
analisis de la m,uUiplicacion, y tiene por objeto, dado el producto de
dosfactores y uno de estos, hallar el otro.

En la division de un monomio por otro, hay que atender asignos,
coeficientes, letras y exponentes.

71. EI cociente llevara el mismo signo que el divisor 6 signo am-
trano, segin que el dividendo lleve el signo -}- 6 —.

En efecto, sabemos que cuando les dos factores llevan un mismo
sigho, el producto es positivo 6 lleva el signo + ; vy si los dos factores
llevan* signos contrarios, el signo del producto es negativo; luego re-
ciprocamente, cuando el producto lleve el signo -1-, los dos factores
llevaran un mismo signo, y cuando lleve el signo—, los dos factores
tendran signos contrarios; y como el dividendo se considera como un
producto cuyos factores son el divisor y cociente, queda justificada
la regla relativa & los signos, la cual se suele enunciar abreviada-
mente diciendo,

+ dividido por + , da+; + dividido por —, da—;
— dividido por -h, da —;y — dividido por —, da -i-;
de donde se deduce que teniendo el mismo signo el dividendo y di-
visor, el cociente lleva el signo -h; y Hova el signo —, cuando el di-
videndo y divisor tienen signos contrarios.

Ademas, el signo del cociente no varia cambiando los signos al
dividendo y divisor.

72. EI coeficiente del dividendo partido por elcoefdente del divi-
sor, nos da el coefciente del codente.

Sean los monémios gne se han de dividir wA y nB; si representa-
mos por el cociente de la divisién del primero por el segundo,
se tendramA = nBXpC = np”C, y como el coeficiente del producto
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es igual al producto d3 los coeficientes de los factores, tendremos
m
m= 7ip, de donde /?= N ;luego el coeficiente del cociente dedos mo-

némios es igual al cociente de los coeficientes del dividendo y divisor.

En cuanto & las letras, consideraremos dos casos; segin que sean
comunes a! dividendo y divisor 6 que no lo sean.

Si las letras son comunes & los dos términos de Indivision, se es-
crihiran en el cociente con un exponento igual & la diferencia de los ex-
ponentes del dividendo y divisor.

Sean dos monomios ma”A y na'i B, que suponemos tienen la le-
tra comun a elevada & las potencias cuyos exponentes respectivos
son;) y el monomio cociente, porque monomio tiene que ser
(65 1.°), para que multiplicado por el divisor dé el dividendo, ha de
contener a la letra acén un exponente tal que sumado con g, ha de
dar el exponenle p del dividendo; de modo que si llamamos d a este
exponente, se tendra por cociente un monomio de la forma ct/"C, y
por lo tanto -se debera tener nia®A = na”™\i'Xca”Q. = nca'i *BC,
de donde se deducep~q-\-d,'*d = p — q\ luego las letras co-
munes al dividendo y divisor aparecen en el cociente con un expo-
nente igual a la diferencia de exponentes, con lo cual (fueJa justifi-
cada la regla.

1%

73. De laigualdad ~ n gg deducen las expresiones A“*

y A”; es dbeir, las cantidades con exponento negativo y con expo-
nente cero.

De las primeras ya nos hemos ocupado (37), y hemos visto que
1

vienen a reducirse & expresiones de la forma — , puesto que, segin

la definicion de potencia, ha de ser igual la expresion A ~a lo que
resulta de tomar la cantidad A por divisor tantas veces como e! ex-

ponente contenga a la unidad negativa; luego A~* se convier-

1
te en —..

Esto estaenteramente conforme con loque de la divisién se deduce;
en efecto, si la diferencia m — n es negativa é igual & — rfse tendra

AN
Ahora bien, sabemos que un cociente no varia aunque dividendo
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T divisor se dividan por un mismo numero; luego dividiendo poi

A" los dos términos de la division anterior, se tendra »

pero™ = A”-7” = A" luego, N ‘= -~ = A-*: donde se ve, que

toda cantidad con exponente negativo es igual a4 la unidad partida pol-

la misma cantidad con exponente positivo.
*74. En cuanto ala expresion A®, podriamoscoosiderarla, segin

la definicién de potencia, como el limite de la expresién A*“ a medi-
da que n crece indefinidamente; en efecto, creciendo n, la frac-

cién -i- va disminuyendo, y sin llega a ser infinitamente grande,
n

4
__serd infinitamente pequefia; luego el limite de — , cuando n es
n .

i
infinito, serd cero;y por consiguiente, la expresion A" tiende hécia
el limite A" &medida que n tiende héacia infinito.

* L
Mas la expresion A''tiende también hécia el limite 1 4 medida

gue n tiende hacia infinito, para lo cual basta probar que la diferen-
4

ciaentrelaunidad yA"™ puede ser menor que una cantidad da-
da 8 por muy pequefia que sea; en efecto, de la desigualdad de-
mostrada en Aritmética (1 — 8]” < Ase deduce, por una série de

4

trasformaciones muy sencillas, 8 >1 — A" ; luego pudiendo ser la
J-

dife renda que hay entre 4 y A" menor que cualquiera cantidad da-

4
da por pequefia que sea, se sigue que el limite de A", cuando n
tiende hécia el infinito, es la unidad.

Ahora bien, en Aritmética se ha demoMrado que una cantidad
variable no puede tender héacia dos limites sin que éstos sean jgua-
les; luego el primer limite hallado A°sera igual al segundo, que es
la unidad; por consiguiente A*= 4,

75. Del mismo modo hallariamos por medio de ladivision que A"es
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A
igual a la unidad: en efecto, si en la igualdad — " hacemos
%
m =7, se tendra — = A"; pero el cociente de dividir una canti-
s
dad por si misma es siempre la unidad; luego ~ = i ; de don-

de A“=1.
Una vez demostrado que el cociente de dos potencias de una mis-

ma cantidad es otra potencia cuyo exponente es la diferencia de ex-
1

ponentes, que A° es igual 1, y que A— ” , podremos dar la re-
gla relativa a las letras y exponentes, que es, lus letras entran en el
cociente conun exponente igual & la diferencia de exponenies del divi-
dendo y divisor, considerando la letra quefalte en uno de los términos
con el exponente cero, lo cual no altera, por ser igual & la unidad todo
cantidad con exponente cero.
Sean los dos monémios wAp Yy C*, cuyo cociente sera
mXPB'i mAi’BC*

el cual se puede descomponer en factores, asi

mAi’B? mAN B C* AP n
y reemplazando estos factores por sus iguales "po
= y tendremos, poniendo en vez de C SU igual 0
C*

m ApB'i , cA’ "B?

» CAP ’eBNC-*=
nidc A0 i

La expresion AP“*podra ser igual a A*, A“, 6 A » segln que
seap> = 6< ~, quedando en el primer caso en el numerador de

la fraccién cociente, desapareciendo en el segundo, por ser igual & la
unidad, y en el tercero quedando en el denominador con un expo-
nente igual & la diferencia.

76. De todo lo dicho anteriormente podremos concluir de un
modo general, que pora dividir v/nmonomio por otro, sedivide el coe-
ficiente del dividendo por el cogjiciente del divisor, y lo que resulte sera
d coeficiente del cociente! d continuacion se escribiran las letras con un
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exponente igual d la diferencia de exponentes del dividendo y divisoi%
considerando con el exponente cero d la letra quefalte en uno de los
ténninos y que seJialle en el otro; pasando al denominador las que re-
sidten con exponente negativo, y no escribiendo las que aparezcan con
el exponente cero. El signo sera positivo si dividendo y divisor llevan
un mismo signo, y negativo si llevan signos contrarios. Asi se tendra.

=fc\-2aW
-- =3a0, - “3ac, .. = —4rc.
o= 3
3ic — 3 aH cd
y 6avdr  2ht™ 6edherP ' "2
77. De donde concluiremos que la division de un monomio ~or

otro sera exacta, es decir, dard por cociente uo monomio entero,
siempre que se verifique; 1.” que el coeficiente'del dividendo sea di-
visible por el del divisor; 2.* que no haya letra en el divisor no
esté en el dividendo; 3.“que ningln exponente de las letras del divi-
sor sea mayor que su corrrespondienfe dii diviiindo.

Cuando falte alguna de estas tres condiciones, la division sera ia-
exacla.

Division (le tm polindmio por u» monomio.

78. Fara dividir un polinomiopor un monomio, se divide cada
uno de los términos del dividendo por el divisor, y la suma algebraica
de estos cocientes sera el cociente pedido.

En efecto, el cociente de una suma es igual & la suma de los co-
cientes de los sumandos; luego

a-i“b—c a b
d d d
Sea, por ejemplo, dividir 18 &4 c™1-30
—30a”6V, por el monomio Qa"b"c.

Efectuando las divisiones de cada término del dividendo por el di-
visor, hallaremos el cociente 3iiH”c-\-'6ab”c”
—5«6”C.

Del mismo modo tendremos,

— 10a" e —

3a"b— o 4aa™-h2«5 — 3 (Fb™ — 6 a’h.
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Donde vemos que la divisién de un polindmio por un monomio
serd exacta 6 dard por cociente un polinomio entero, cuando todos
los térmioos del dividendo sean divisibles por el mondmio divisor.

LECCION VIH.
Division de un poliiiéajio per otro.

Division de nn polinomio por otro.

79. Para dividir un 'polindmio por otro se empieza por ordenar-
les con relacién d una letra cualquiera’, después se divide laprimera
parte del dividendo por la primera del divisor, y hallaremos la pri-
mera parte del cociente, la cual se multiplicara por todo el divisor, y
el producto se restara del divideiido; la primeraparte del resto la divi-
diremos por la primera del divisor, y nos dara la segunda parte del
cociente, que se multiplicara por todo el divisor, y el producto se res-
tard del resto anterior, y asi se continuard hasta llegar d un resto
cero, 6 a una cuyaprimera parte dividida por laprimera del divisot'
de un término en el cociente que contenga & la letra ordenairiz con uu
exponente menor que la difermeia de los exponentes de esta letra &i
los Ullinos términos respectivos del dividendo y divisor. Bu élprimer
caso la division serd evada; en el segundo no lo sera.

Para demostrar esta regla, recordaremos que, segun la defini-
ciéon de dividir, el dividendo debe ser el producto del divisor por
el cociente; y como en el producto de dos polindmios hay, por lo
ménos, dos términos que no sufren reduccidn alguna, que son aque-
llos que estan afectados de una letra cualquiera con un exponente
mayor 6 menor que en todos los demas, y que se sabe que estos
términos provienen de la mul”~plicacion de aquellos del multipli-
cando y multiplicador que vienen afectados de la misma letra con
un exponente también mayor 6 menor que en todos los demas, se
sigue que, si al dividendo y divisor los ordenamos con relacion a
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una letra, la primera parte del dividendo serd, sin reduccion algi;-
na, el producto de la primera parle del divisor por la primera del
cociente; luego si ordenamos el dividendo y divisor con relacion &
una letra, y dividimos la primera parte del primero por la primera
del segundo, hallaremos la primera parte del cociente.

Hallada esta primera parle del cociente y recordando que el pro-
ducto de dos polindra.ios se forma déla suma de los productos par-
ciales que resultan de multiplicar todo el multiplicando por cada uno
de los términos 6 partes del multiplicador, uno de los sumandos de
que el dividendo se compondra sera el producto de todo el divisor
por esta primera parte hallada del cociente; de modo que, si efectua-
mos este producto y lo restamos del dividendo, habremos quitado
uno de los sumandos de que se compone, y el resto nos representa-
ra la suma de los productos de todo el divisor por las partes restan-
tes del cociente; pero este resto se halla también ordenado; luego, lo
mismo que en el caso anterior, si dividimos su primera parte por la
primera del divisor, hallaremos la segunda del cociente, que multi-
plicada por el divisor y restada del resto anterior, nos dara un nue-
vo resto, que expresara la suma de los productos del divisor por la
tercera, cuarta, etc., parte del cociente, y asi iremos hallando cada
una de las diferentes partes de que éstese compone.

Si llegamos & un resto cero, la divisién sera exacta y el polino-
mio hallado sera el cociente que multiplicado por el divisor nos re-
producira el dividendo, en cuyo caso el ultimo término del cociente
multiplicado por el Gltimo del divisor, ha de dar el ultimo del divi-
dendo; de donde se deduce que la letra ordenatriz tendrd en este
término un exponente igual & la diferencia de los exponentes de los
ultimos términos del dividendo y divisor.

Si, por el contrario, hemos llegado & un resto cuya primera parle
dividida por la primera del divisor, nos da una en el cociente en la
cual la letra ordenatriz tenga un exponenle menor que la diferen-
cia de los exponentes de dicha letra en los Ultimos términos del di-
videndo y divisor, entonces la division no puede ser exacta en tér-
minos enteros; pues si lo fuera, el Gltimo término contendria & la
letra ordenatriz con un exponente i“al a la diferencia de los ex-
pelientes de los Gltimos términos del dividerulo y divisor, como ya
hemos visto; y como por hipétesis es menor que dicha diferencia, el
término que resulte, al multiplicarle porel Gltimo del divisor, tendra
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me for expolienle que el Gltimo del dividendo, y ya no podra redu-
cirse ni destruirse con ninguno de los términos de éste.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio -h 3aa;®— 34a*®
- f - -1-2So% — 59a"@®+ 3RIZ— por 3¥*— 3ax”
— bo*a;*-h Gax— 3a*.

Como ya estan ordenados, dispondremos la operacién del modo
siguiente:

B +3b'— *Max2laoBe a1 | M3 a2+ 6.3 34
+6o®HOPAR* 1205, + @ 2+ Jbge—Ba-iv-+iet

&a*+ (:g((::i- < ;\—F%g’%i:l Qexe*
e
: o R A H B2

Dividiendo el primer término &" por el primero del divisor 3™*
hallamos el primer término del cociente 2&® que multiplicado por
el divisor, y restado el producto del dividendo, nos ha dado el resto
que hay debajo de la primera raya. Dividido su primer término Oa«*
por el primero del divisor, da el segundo término 3a™® del cociente,
y asi hemos seguido hallando los deméas términos hasta el daltimo,
que multiplicado por el divisor y restado el producto del resto ante-
rior, ha dado cero, y por consiguiente division exacta.

80. Por el ejemplo anterior vemos que una vez hallado un tér-
mino del cociente, al multiplicarle por el divisor, no debemos efec-
tuar la multiplicacion del primer término; pues su producto sabe-
mos que sera igual al primer término del dividendo parcial que se
divide, el cual se destruira al efectuar la resta: por lo que no se ha
escrito en ninguna de las divisiones parciales efectuadas. En cuanto
& la resta de los productos parciales que se van formando, s6lo dire-
mos que no hay mas que escribir los términos del producto con sig-
nos contrarios debajo de les correspondientes del dividendo que se
considera, y en seguida hacer la reduccion y destruccion.

Sea, por segundo ejemplo, dividir
28a*a?*-h12a®a?-1-2a®, por 3ax" -j- Gan.
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Dispuesta la operacion como en el ejemplo anterior, se tendra:

QIS+ +3L 2 -i-53 93+ 12aRai+ 26 | Saa?+0ara*+ar.r+0@-
—15eSi<—2gm—18a‘an 3x2+6a.e—2a*

BT SRR BT o
_%(ﬁ_m. r*T"gg’ziﬂZa*

—(iaS.Ti+iaO

Donde vemos que la divisién es inexacta, pues da el cociente entero
—2a®, y el resto — 10a®a;H-i4a®.

81. Cuando en las divisiones de polindmios enteros se quiere
obtener el cociente exacto, es necesario agregar al cociente entero ha-
llado, el cociente indicado del resto por el dioisor. Asi, enei ejemplo
anterior, el cociente verdadero sera

—1 + t

De este modo el valor numérico del cociente es igual al cociente
de los valores numéricos del dividendo y divisor.
Sea, por tercer ejemplo, dividir el polindmio
H-3a*2!H-2a'— +
H-3'i"5i®— o'v*hx" + -1-
—¢aVx — atoxN—
H- h'A%—5"— — Saa"gj M f-
ai'’™xN — por 2a®@N*H2a2®+
ii®— %sb— abx — bx"-\~'ixhx* H~26™ + 6®
Después de ordenados los polinomios, dispondremos la operacion
del modo siguiente:
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N M-2flX  >eetba*  *3+2a%  x3+A*  X+23F 53|2| 42 *+a2l jr+
VTS U eme oh3 en A O v
—a + —0. + oa- + a . 4- 6~
—H>» —a% —5di%  -2-.26 —B8a63 +2ab3
—2068 — aB3 +/a»63 + 6 — 6
NS < - {2t (A x+2e
+ —! al « X
_o6* — 63 + 63 & " -2alj - IS
+26* -36’; +-1
-2a3  Xe—ar  r'—, i
+ a6+ «36 +£’h X
—2a26* + av2 —
+2a62 — ab3 +
— 63 —2«63
+ 26* + 6
9% i U3+ al
+
+2al
- >j2 T
—2¢>;
+
—26*
—203 X—ai .~ o*
+ + «36 +20§%
—2a26*  +2<36 - @
+ 0’\? —20*63 +2a36
Al - 63 —4av63
tJa63  + ab3  +2a6J
—2063 -- @63
+ 63 +2a63
—2%6* — 6
Tise A3+24CB " s
+4a: -2a*
B, B o
—2«63 -2«62 + «63
+ 63
-26%
—4a3  r2-2<7*  *-2a*
o6, 278 +da3s
ZE K — 2263
+ 2«62 —«3 + «36*
- 63 —2«63
+26* + 6
0

La division se ha practicado en este ejemplo lo mismo que en los
anteriores; porque la regla que hemos dado es general para cuales-
quiera que sean los polinémios." Lo Gnico que en este caso, lo mis-
mo que en todos los de la misma especie, hay que observar, es que
los calculos son algo mas largos y que las divisiones parciales que se
ejecutan de la primera parle de coda dividendo parcial, por la pri-
mera del divisor, dan por lo regular origen & divisiones de otros po-
linomios mucho mas sencillos que los propuestos, y a los que se les

aplica absolutamente las mismas reglas.
82.

De todo lo que antecede podremos deducir que la division

de polindbmios dara por cociente un polinomio entero cuando, or-
denados el dividendo y divisor con relacién Guna letra, la primera
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parte del dividendo lo mismo que las primeras partes de cada uno
de los restos que se obtienen segun el procedimiento, sean exacta-
mente divisibles por la primera parte del divisor, y que el uUltimo
resto sea cero; si falta alguna de estas condiciones, la division no
puede ser exacta en polindmios enteros.

Respecto a la letra con relacién & la cual se han de ordenar, es
indiferente, aunque en general se elige la que se halla repetida en
mayor namero de términos. Solo hay un caso en el que es preferi-
ble una & todas las demas, el cual estudiaremos en la leccién si-
guiente.

En la divisién, lo mismo que en las demdas operaciones, se orde-
nan los polindmios, como ya hemos dicho en otra parte, con el ob-
jeto de que los célculos sean maés sencillos y estén sujetos & menor
namero de errores, de modo que podria ejecutarse la divisién sin
ordenar los polinémios; pero no se crea por esto que en ese caso Se-
ria indiferente principiar la operaciéon por un término cualquiera
del dividendo, y dividirle por otro del divisor; es necesario tener pre-
sente que los términos en el producto no provienen en general del
producto directo de dos términos del multiplicando y multiplicador,
sino que son el resultado de la reduccién y destruccion de estos pro-
ductos; por consiguiente para hallar el cociente ~ay que buscar
aquellos términos del dividendo que no han sufrido reduccién algu-
na y dividirles por el término del divisor que se sabe ha entrado
en su formacion, y de ese modo podremos hallar los términos del
cociente; mas para evitar esta molestia de ir buscando los términos
convenientes que se han de dividir, se ha principiado por ordenar-
les, en cuyo caso la operacion queda siempre reducida a dividir la
primera parte del dividendo por la primera del divisor, con lo cual
estamos seguros que siempre hallamos con exactitud una parte del
cociente.
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LECCION IX,

Casos particulares de la dirisiou.—Reato de la diriaion de an polinomio ordenado coa rela-
cion & Xpor el bindmio X—a, ley del cociente y condicién para que la diriaion aaa exac-
ta.—Condicionespara que..e®» *+ a>»sea divisible pora- = a.

Caaos particulareado la divlsioa»

83. Cuando en el dividendo hay una 6 més letras que no se ha-
llan en el divisor, conviene, en vez de ordenar con relacion & una
letra comun &los dos términos de la division, ordenar el dividendo
con relacion & una de las letras que no entran en el divisor; y la
Operacién queda reducida a varias divisiones parciales independien-
tes las unas de las otras, hallandose asi més facilmente el resultado.

Sea N-hC2?®-f-Di7-I-E un polindomio ordenado con rela-
cion 4 a, y Motro polinomio independiente dicha letra; si trata-
semos de dividir el primero por el segundo, observariamos que el
cociente seria de la misma forma que el dividendo; pues no conte-
niendo el divisor a la letra a, cada una de las partes del dividendo
dividida por el divisor, daria otra en el cociente afectada de la mis-
ma potencia de la letra ordenatrlz; cuya parte del cociente multi-
plicada por el divisor, destruirla Gnicamente & aquella parte del di-
videndo que estuviese afectada de la misma potencia; de modo que

si llamamos + + al cociente, se debera
tener
E=M D'i?-i- E")
= MXY*+ -H -H MD'a; + MEN
de donde se deducen las igualdades
A— MA' C= MG, D= MD', E=ME",

las cuales demuestran que los coeBcientes A', B', C', D', y E' son
los cocientes de dividir por M los coeOcientes A, B, C, D y E: por
consiguiente; para efectuar la divisién de un polinomio ordenado con
relacion d una Istra, por unpolinomio independiente de dicha letra,
se efectlan las divisiones de cada uno de los coeficientes de las dife-
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rentes potencias de ja letra ordcnatriz fcr el polinortiio dvmsor, y d
cada uno de estos cocientes parciales se le afecta de lapotencia corres-
pondiente, y se obtendra de este modo el cociente pedAdo.

Sea por ejemplo, dividir el polinomio

— A6")a?+(a*— 4ii"6h-8Ei" B — or-
denado con relacion & w, por el polinimio independiente de esta
letra, — 2ti6-f-2i)".

Elecluando las divisiones de cada uno de los coeficientes de las
diferentes potencias de &, por el divisor, y afectando & cada resul-
tado la potencia que le correspondo, se hallara por cociente
2(ifii + 6" P — (2ji"+a™® — 2= 21-|-(ii*—
2a5-|-2¢®)-

84. De donde se deduce que un polinomio ordenado con rela-
cién a a sera divisible por un polindmio independiente de esto le-
tra cuando todos los coeficientes de las diferentes potencias de la
letra ordcnatriz sean divisibles por el divisor.

85. Si efectuamos la divisién de 1 por el binomio \—x, halla-
remos’por cociente4-H®-hai*+ii"H-ai*-Hi*"+~"";+-- prolongado
indefinidamente, y si ¢amos a fc el valor 2, el dividendo siendo 1,

y el divisor 1— 1, el cociente debera ser — = ~ 1 ,lo cual no

sucede & primera vista; pues dando & fcel mismo valor 2, se con-
vierteen H-2-h4-i-8H -16H -... nUmero que cada vez va siendo
mayor, y que por consiguiente jamas llegard & ser igual a— 1; pero
si recordamos (81) que el cociente e”aclo de una divisidon seobtiene
agregando al cociente entero hallado, el cociente indicado del resto
por el divisor, veremos que cualquiera que sea el término en que
paremos la divisidn, se verifica la igualdad; asi:

ai/\

-------- = | + +* -—

i3

28

en la cual dando & a: el valor 2, se hallarg;
i 1
—N 4= 4+ 2-h4-1-8 -f-16-h 32-}- 64 -r-|
4— 2 —
4.1-2-1-4-+-8 + '16+ 32+ 64— 428= 127— 1li8 = ~ 1.
86. Sabiendo que el cuadrado de la suma 6 diferencia de dos
cantidades es igual & la suma de los cuadrados de estas cantidades,

mas 6 ménos el doble producto de las mismas, se podra obtener el
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cociente de un trinomio de esta especie, por un bindmio cuyos tér-
minos sean las raices cuadradas de los dos términos cuadrados: asf

= 2ab *
2ab £+ 3ach
Del mismo modo, recordando que a® — (¢c__a), di-
vidiendo la diferencia de dos cuadrados por la diferencia de las rai-
ces, hallaremos por cocientes la suma de las misnias: asi

i6aW — 9a*5-d*

87. Si efectuamos las divisiones de los binomios X*_

i?*y en general x™— a', por el binomio x — a, hallaremos los
cocientes respectivos:

Pr— M) @ (a— a]=x"-{-ax”-\-a*x-i-a",
Dix— d)=xM-i-(ixM-rarxM-i~anx-hal

Cuyos cocientes satisfacen & una ley facil de retener, puesto que
todos los términos son positivos y homogéneos con relacion a sus dos
letras, todos tienen la unidad por coeficiente, los exponentes de la
X son desde el m t hasta cero y los de la a desde cero hasta m—-I,
y ademas la division siempre es exacta.

Para demostrar esto ultimo no hay mas que observar que en la
division

X" Y—a
XA
la primera resta es « *]; lo cual prueba que si la dife-
rencia de las dos potencias y fuese divisible por x —a, lo
seria también la diferencia de las dos potencias x"' y CUyos ex-
ponentes tienen u ™ unidad mas; pero se sabe que X" — es divi-
sible por X—a\lu”o, segun lo dicho anteriormente, lo sera también
XN — siéndolo x» — il™ loserd&  —a\ y en general también lo

sera X*—a'
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Podemos considerar como casos especiales del anterior las divi-
siones siguientes:

—1
-4-a;-4- 1,
X—1
XN — e X 1
X—\ ’
X"—1 o
X 4 I- H- -f-...-h 1P+ 1.

X

ncMto de la division de uu polindmio ordenado con relacién G jv,por el
bindmio X—a&, ley del cociente y condicién pora que la diTiNlon sea
es.acts.

88. EI resto de la divisidn de un polindmio ordenado con relacién
& X, por el bindbmio x— a, es igual al mismo polindmio en el cual se
ha sustituido o por x.

Sea Ar’H-Aia?™ -N-1-A2a?™*-2-{-..-1-Ai,,,un polindmio ordenado
con relacién & x; supongamos que se ha efectuado la divisién de este
polinomio por el bindmio x — », y hemos continuado la operacion
hasta hallar un resto de un grado menor que el divisor con relacién
a a? es decir, independiente de esta letra; liamenos R a este resto,
representemos por Q el cociente entero de la divisién, y se tendra
la igualdad ,
Aig;™" - - i - = Q(z— «)4-R,
la cual debera verificarse para cualquier valor que se le dé ax, puesto
que su primer miembro no es otra cosa que el resultado de las ope-
raciones que estan indicadas en el segundo.

Esto supuesto, si & a; le damos el valor a, .el segundo miembro
se reducird & R; porque siendo Q una cantidad finita y entera, al
multiplicarla por el factor a—a=o0, dara un producto igual & cero;
de modo que se tendra

A« Al -4-Aa .+ A = R [;17;
donde vemos que el resto R de la divisién es el mismo polinomio
propuesto, en el cual se ha sustituido »en vez dea?; segln queriamos
demostrar.

Este principio se puede demostrar de este otjp modo: sea el mis-
mo polindmio Aca?”-f-Aia?™* Na~Axd” “2_|_ _i.r-}-Aw, en el
cual poniendo a en vez de &, y llamando R al resultado, se tiene la
igualdad [1].
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Esto supuesto, el polinomio propuesto se podra poner bajo la
mforma A, (8,""— — «--i) + Aa (X—» -
H-A.« i(x—u)4- R

En este polinomio, que es el propuesto, todos los términos, a
excepcién de R, son divisibles por x~a (87); de modo que efectuan-
do la divisién hallaremos por cociente la suma de los cocientes de di-
Tidir cado uno de los primeros términos por x~a, y por resto el
término R; pero R es el polinomio dado en el que *se ha puesto a en
vez de x; luego el resto de la divisién es etc.

89. Pasemos a determinar la ley del cociente-de esta division,

para lo cual efectuemos la oper™ion y veamos qué ley siguen los
términos del cociente, y si esta es general:

Ao 'FAJ
+A0q +§(@

Desde luégo se observa en el cociente hallado que la letrax apa-
rece en el primer ténnino con un exponente igual al que tiene dicha
letra en el primer término del dividendo disminuido en una unidad,

y que este exponenfe va disminuyendo de unidad en unidad hasta re-
ducirse & cero.

o ,_»—2+ Q m-S8
Aar +ﬁ(,)all +',AA§(1
+

En cuanto &los coeficientes de las diferentes potencias de la le-
tra ordenatriz, también se forman segin una ley constante: en efecto,

«no cualquiera de estos coeficientes se forma muUiplicmdo por oel coe-
ficiente del término anterior, y agregando al producto el coeficiente del
término que ocupa el mismo lugar en el dividendo-, asi el tercer coe-
ficiente Ag«-|-AiffH-A.2, se obtiene multiplicando por a el coefi-
ciente anterior ANH-Ai, y agregando al producto el coeficiente Aa
-del tercer iérmino del dividendo.

Para demostrar que esta ley es general, usaremos un método
muy frecuente en Algebra y que ya hemos aplicado anteriormente,
consiste en admitir que la ley es cierta para un término cualquiera,’
y hacer ver que también lo es para el siguiente y por lo tanto para
todos.

Supongamos que la ley se verifica para un término cualquiera
{Agz "HAIfiC" "-i-f-A3tii" N ]- 1A, L) XUy vamos &
demostrar que también se verifica para el siguiente: en efecto, este
término multiplicado por .r destruird al término del dividendo que
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le ha producido y que corresponde a la potencia m—n de x\ mas
como después hay que multiplicarle por—a, y el producto restarle
del resto anterior, se tendra para primera parte del resto siguiente

cuyo coeficiente estd formado de la suma que resulta de agregar al
coeficiente A,, ,,_i del dividendo, el producto de «por el coeficien-
te del dltimo término hallado; y como este coeficiente es el del
término que sigue en el cociente, es claro que este segundo término
se forma segun la ley, puesto que la letra x viene con un exponente
igual al anterior disminuido en una unidad.

Demostrado que sila ley se v/ifica para un término cualquiera
se verifica tamicen para el siguiente, tendremos que como por la di-
vision hallamos que el segundo y tercero se forman segun la ley, se-
gun lo que acabamos de demostrar, el cuarto también se formara; for-
mandose el cuarto, también se formara el quinto, y todos los demas.

Sea, por ejemplo, dividir el polinomio ic™-+4 ic* —
— bar-i-6 por el binomio x—2.

Segun la ley anterior se hallara

£C®}-ar— — 5ar-1-6 68
x—2 2
Del mismo modo hallaremos
jA—\  _i_\en~s+ \ —\4.c+6
3 =a;" ‘H-3r*— —2.

En este segundo ejemplo se ve que cuando en el dividendo falta al-
gun término, hay necesidad de suponer que existe con el coeficiente
cero; asi al formar el segundo término del cociente, hemos dicho,
i por 3 es 3, ycero, 3; que afectado de la potencia correspondiente
de.x, nos ha dado el término 3\

90. También se puede observar que el Ultimo resto se obtiene
multiplicando el coeficiente del ultimo término del cociente por la
segunda parte deV bindomio, y agregando a este producto el ultimo
término del dividendo; y como el coeficiente del altimo término del
cociente se forma de la misma manera, lo mismo que todos los de-
mas, vendremos & deducir, si procedemos en un 6rden inverso, que
para hallar el dltimo resto se multiplica el primer coeficiente del
dividendo por «, al producto se le agrega el segundo coeficiente,
este producto se vuelve & multiplicar por «, se le agrega el tercer
coeficiente, y asi se continta hasta haber agregado el Gltimo, en
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mCUyo caso se obtiene la resta Gnal; pero esta resta hemos dicho que
es el mismo polinomio dividendo en el cual se ha sustituido x por
el ndmero w, de donde se deduce que; Para sustituir en un poli-
nomio ordenado con relacién & x, un numero por la letra ordena-
triSf se multiplica el primer coeficiente por el nimero que se ha de
sustituir, al producto se le agrega el segundo coeficiente, la suma alge-
braica se multiplica otra vez por el nimero, y asi se continla hasta
haber agregado el Gltimo término', el nimero hallado asi, sera lo que re-
sulte de hacer la sustitucion.

Sea, por ejemplo, sustituir x por el nimero 2 en el polinomio

8.

Aplicando la regla, sehallara 3 x2 = 6;C—5= 1;Ix2 = 2,
2-h0=2; 2x2 = 4,4-n0=10; 10x 2= 20, 20— 8=12: ludgo
12 es el resultado pedido.

91. En la divisién de un polinomio ordenado con relacion &
por el bindomio x —a, se obtiene por resto el mismo polinomio en el
cual se ha sustituido a por x\ pero si la divisién ha de ser exacta, el
Gltimo resto tiene que ser cero; luego para que un polinomio orde-
nado con relacion aicsea divisible por el binomio x—a, es menes-
ter que sustituyendo en dicho polinomio x por a, se reduzca a cevo;
y reciprocamente, si en un polinomio ordenado con relacién kx
sustituimos  por c, y dicho polindmio se reduce & cero, el polino-
mio sera divisible por x—a.

-

c,

Comltcloucs para que x ”~a™ sea divisible por x a.

92. El bindmio«™ — Z™es, como hemos visto anteriormente,
divisible por x—a: este caso y los siguientes no son sino casos
particulares del general que ya hemos considerado; por consiguiente,
si queremos hallar el cociente y resto de la division, aplicaremos las
reglas sabidas y hallaremos:

1. ® Quex”—a™es siempre divisible por x—a; porque poniendo
en el dividendo, a en vez de x, se tiene a"™—a'""'=0, condicién nece-
saria para que la division sea exacta {91).

2. ° Que el bindmio x™4 -a™nwica es divisible por x—a; porque
poniendo a en vez dex, se halla a™-j-cz*=2a™, que no es cero.

3. ® Que x“—a™es divisible por xH-a cuando el exponente m es
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numero par, porque el bonémio ,x-j~a se puede poner bajo la forma
X ( a); de modo que es necesario para que la division sea exacta
que poniendo a en vez de x, el resultado sea cero; pero (—iz™*—
a“ se reduce a 0 si m es par, y &— 2a™cuando es
impar; luego solo serd el binomio g£™—a™divisible por a:-Hi cuan-
do m sea par.

_4.° Que el binomio x™+ a™es divisible por x-[-a mando m es «n
numero impar.

En efecto, si m es impar, porla sustitucion de —a pora: se obtie-
ne el resultado[— a - + a--o; luego dicho bino-
mio axx+ a’es divisible por a:-}- « en el caso de ser impar el expo-
nente m. En el caso de ser m par, no sera divisible.

LECCION X.

Cantidi des prima?; priDcipios relativos & laa mismas.

Caulldadcs primas; principios relativos d las mismas.

93. dice que una cantidad algebraica es muaitipte de otra, 6
que es divisible por ésta, cuaivlo el cociente de la primerapor lase-
gunda, es otra cantidad entera.

Asi, Q aW es divisible por 3aHe; porque el cociente de la pri-
mera por la segunda es 26V, cantidad entera.

Del mismo modo a*— b* es una cantidad multiple de oH-i, ¢
dea—b.

La cantidad que ‘divide exactamente o otra se llama divisor de
ésta.

Asi; en los ejemplos anteriores, las cantidades daHc'sUHmn
divisores de 3a™¥c”, lo mismo que «+& y a~b lo son de a*— b

Cantidad prima cs la que no sepuede dixidir mas que por si misma
y por la unidad.

Las cantidades a, a® b, 2a-i-¢>~3c son cantidades primas.



PRIMAS. 55

Se dice que dos cantidades son primas entre si cuando no tiene mas m
divisor comln que la unidad.

Es necesario no confundir las cantidades primas con las cantida-
des primas entre si; dos cantidades pueden no ser primas y sin em-
bargo ser primas entre si. Las cantidades y —6"no son
primas, pero son primas entre si.

* 94. Toda cantidad prima que no divide & otra cantidad * pri-
ma con ella.

En efecto, el Unico divisor comun distinto de la unidad que po-
dian tener ambas, era la cantidad prima, y ésta no lo es; luego son
primas entre si.

* 90. Toda cantidad prima que divide al producto de varias canti-
dades enteras divide” por lo menos, a una de ellas.

Consideraremos dos casos: 1® que sean sélo dos los factores;
2'* que sean mas de dos.

Primer caso. Sea P una cantidad prima que divide al producto
de las dos cantidades enteras Ay B, y vamos a demostrar que P tie-
ne que dividir, por lo ménos, a uno de los factores A 6 B.

Cuando A, B y P son nimeros enteros, ya hemos demostrado
que el principio se verifica {Arit. i 31); ahora lo probaremos para
cualquiera que sea el nimero de letras que contengan estas canti-
dades.

Para ello, si nosotros probamos que siendo el principio verdadero
cuando tienen estas cantidades n letras, lo es también cuando tie-
nen )H-1. el principio quedard demostrado; pues siendo cierto
cuando son numeros, 6 sea, cuando tienen cero letras, también lo
sera cuando tengan una siendo verdadero cuando tienen una letra,
lo sera también si tienen dos, y lo mismo si tuvieran tres, cuatro, etc.
letras;

Esto supuesto, admitamos que el principio se verifica en el caso
de que A, By P contengan n letras, y vamos & demostrar que tam-
bién lo es cuando tienen n-i-1.

Consideremos cada uno de los cuatro casos siguientes, que se pue-
den presentar.

1® (/na de las cantidades A d B tiene n-}-i letras, la otra y
P no tienen mas que n.

Supongamos que A sea un polindbmio que contiene & la letra x
gue no se halla en B ni en P; ordenémosle con relacion & esta letra.
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y se tendra k = siendo a, s, Cc,.l can-
tidades enteras que sdlo tienen n letras. Multiplicando A por B, se
tiene divisible por
P, su igual N-hBc2;*~"-|-,.. también lo sera, y por con-

siguiente los coeflcientes Ba, B6, Be,.., de las diferentes potencias
de w, seran divisibles por P (84); pero dividiendo P & estos coeficien-
tes tiene que dividir, segun la hip6tesis, & uno de los factores; lue-
go si no divide & B, tiene que dividir a las cantidades a, h, c...; y
dividiendo & estas cantidades, que son los coeficientes de las diferen-
tes -potencias de x en el polinomio A, tiene que dividir evidente-

mente & dicho polinomio: luego P divide 4 A ¢ B. *
2. Las dos cantidades A~ B contienen n-f-1 letras, y V no tiene
mas que n.

Supongamos que dividiendo P al producto AB, no divida a A ni &
B. En este caso habria en estas cantidades términos que no serian
divisibles por P y términos qué lo serian; de modo que representan-
do por A'y B™las sumas de los términos que son divisibles respecti-
vamente en Ay en B, y por A" y B~ la de los términos que no lo
son, se tendra,

A=A'-f-A",
B= B'-hB",
de donde se deduce, AB=A'B'-hA"B'-i-A'B"-}-A"B"".

Las tres primeras partes del segundo miembro son divisibles por
P, puesto que siéndolo M y B', lo seran sus multiplos. La cuarta
A”B'" no es divisible; pues para que lo fuese, era necesario que to-
dos sus términos lo fueran también; pero si ordenamos A™y B con
relacién & ¢ry representamos por ax*" y bx’>sus primeros términos,
el primer término del producto sera, sin reduccion alguna, «ofc™+”
cuyo término no es divisible por P; porque siendo P una cantidad
prima que no divide &a ni a b, no puede dividir al producto ab;y
no siendo el primer término del producto A"B" divisible por P, este
producto tampoco lo sera.

Ahora bien, siendo las tres primeras partes del segundo miembro
divisibles por P, y no siéndolo la cuarta, la suma de las cuatro tam-
poco lo serd, y por consiguiente AB no es divisible por P, lo cual es
contra el supuesto: luego si AB es divisible por P, el producto
tiene que ser cero, por consiguiente A" = O 6 B~= O, lo cual nos
dice que A 6 B es divisible por P, segiin queriamos demostrar.



PRIMAS. 57

3. ® Que P y uno de los factores tengan n+1 letras” y el otro fac-
tor tenga n.

Suponiendo que A tiene n+ 1 letras, que el cociente de dividir
AB por Psea Qy queF, ,F", son cantidades primas cuyo
producto es B, se tendra AB — AFFFV"F', = PQ.

Siendo el primer miembro divisible por la cantidad prima F, el
segundo miembro PQ también lo serd; pero F tiene n letras, P tiene

, Yy Qtendra ii 6 n-|-1, luego, seglin uno de los casos anterio-
res, F tiene que dividir necesariamente 4 uno de los factores P 0 Q;

de modo .que llamando Q" al cociente entero de dividir Q por F, se
tendrd AFF'AF"'...-=PQ".

Del mismo modo veremos que F' dividird 4Q” y nos dara, llaman-
do Q" al cociente, AFMF"~..=PQ'~; y continuando de la misma mane-
ra hasta haber dividido por el Gltimo factor, y representando el ul-
timo cociente por Q,, se tendrd A= PQi, cuya igualdad prueba que
A es divisible por P, segin queriamos demostrar.

4. ® Que las tres cantidades A, By P contengan n-I-4 letras.

Supongamos que Ano sea divisible por P, y que dividimos una
de estas cantidades, la de mayor grado, por la otra: sea A la que se
divide porP hasta llegar 4 un resto de menor grado que el divisor
con relacién a la letra ordenatriz a?, supongamos ademas que todos
los términos del cociente y resto no son enteros, y que reducidos
todos & un comdn denominador M, dicho cociente y resto se repre-

Q A Q ., R
sentan por—NI de modo que se tendra A= Px -rr + “it'» J

Y
multiplicando por M, sera MA= PQ -f-R-

Esta igualdad nos prueba que, si de antemano hubiéramos mul-
tiplicado el dividendo A por M, operacion que en nada altera la de-
mostracién, el cociente y resto hubieran sido enteros; pues siendo M
la cantidad conveniente por que se ha de multiplicar el dividendo
para que el cociente sea entero, dicha cantidad ha de ser indepen-
diente de la letra ordenatriz x, y por consiguiente no contendra mas
que n letras, y no siendo A divisible por P, AM tampoco lo sera, y
por lo tanto R no puede ser cero. En efecto, si R fuese cero, 6 MA
fuera divisible por P, segun el tercer caso, P tenia que dividir 4 A 6
a M; pero A no es divisible por hipétesis, y4& M no puede dividirle
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porque Mno tiene mas que n letras y P tiene n-f-1; luego R no
puede ser cero.

Esto supuesto, multipliquemos la igualdad anterior porB, y ten-
dremos MAR =PBQ-}-RB.

El primer miembro MAB es divisible por P, por ser un mdultiplo
de AB que lo es por hipotesis; el sumando PBQ es también eviden-
temente divisible, y siendo divisibles por P la suma y uno de los su-
mandos, el otro también tendrda que serlo; luego RB es divisible
por P.

Probado que P tiene que dividir & RB, observaremos que si R
fuese independiente de x, R tendria n letras, P y B tendrian

»y nos hallariamos en el tercer caso, y por consiguiente P di-
vidiria a B; pero si R no es independiente de w, haremos con P, R
y B lo mismo que se ha hecho con P, Ay B, y tendremos, llamando

la cantidad por que hay que multiplicar el dividendo P para que
el cociente Q' y el resto  sean cantidades enteras, M'P "RQ'+R";
R™ no puede ser cero; porque para que lo fuese era necesario que
MNP fuese divisible por cada uno de los factores primos de R, y .como
estos factores dependen de ic, no podrian dividir& M, y por consi-
guiente, segun el tercer caso, tendrian que dividir & P; lo cual es
imposible por ser P una cantidad prima.

Multiplicando la igualdad anterior por B, se tiene

M”PB-=RBQ'+ R'B,
y por ser M'PB divisible por P, y RBQ'siendo un multiplo de RB, que
también lo es, se deduce que P tiene que dividir a R"B.

Siendo R™B divisible por P, podra suceder que R*sea 6 no inde-
pendiente de x; si RMes independiente de x, segun el tercer caso, P
dividird 4 B y el principio quedaria demostrado; si no es indepen-
diente de jr, dividiremos nuevamente P por R', y se tendra, llaman-
do & la cantidad por que hay que multiplicar para que el cocien-
te yel resto R" seaaenteros, M"P = R'Q"~HR"; del mismo modo
gue anteriormente probariamos que R” no puede ser cero, y que
multiplicando esta igualdad por B resulta M"PB — R"\BQ”"+ R''B, de
donde se deduciria también que R/B es divisible por P.

Continuando asi dividiendo P por los restos que se van obtenien-
do y como ninguno puede dividirle, y ademéas cada uno ya siendo de
un grado menor que el anterior por lo ménos en una unidad, llega-
remos a un Gltimo resto Rjindependiente de la letra ordenatriz x.
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Ahora bien, como todos estos restos multiplicados por B, segin
vemos por la demostracién, son divisibles por P, el ultimo también
lo serd; luego RiB sera divisible por P; pero Ri es independiente

demostrar.

Estos son los Unicos casos que se pueden considerar; porque en
aquel en que P tuviese n-hl letras, y las cantidades Ay B no tuviesen
mas que n no podria dividir P al producto AB. Luego siendo verdadero
el principio para el caso de que alguna 6 todas las cantidades tengan
n-f-i letras, en la hipétesis de serlo cuando sélo tienen n, el princi-
pio queda demostrado: porque como ya hemos dicho, siendo verda-
dero cuando A, B y P son nimeros, lo sera también cuando depen-
dan de una letra; siendo cierto cuando dependan de una letra, lo
serd cuando dependan de dos, y lo mismo de tres, cuatro, y en ge-
neral de n letras.

Segundo caso. Si el producto tiene mas de dos factores A, B,
C, D, por ejemplo, podremos descomponerle en dos. Uno A y otro el
producto BCD; de modo que dividiendo P al producto de A por BCD,
tiene que dividir, segln el primer caso, 4 uno de los factores A ¢
vez, descomponer en el producto de B por CD, si P no divide &4 B,
por la misma razén que antes, dividira & CD; y dividiendo & CD,
tiene que dividir necesariamente & C 6 & D; que es lo que se queria
probar. <

Consecuencias. |® Una cantidad entera® igual al producto de
varias cantidades enteras, nopuede tener mas divisores primos que.
los que tengan susfactores.

2. ® Toda cantidad prima que divida d lapotencia de una canti-
dad entera tiene que dividir d esta cantidad.. {Arit. 181, cons. 1'™)

3. ® 8i dos cantidades enteras son primas entre si, sus potencias
también lo seran. {Arit. 131, cons. 2.°")

« 96. Siuna cantidad enteraesprima con cadauno de losfactores
enteros de im producto, esprima también conel producto, j reciproca-
mente, toda cantidad enterapHma con elprod/ucto de variosfactores
enteros es prima también con cada uno de estosfactores {Arit. 132.)

¢ 97. Dos productos defactores primos no pueden ser iguales,
como estosfactore ? no sean respectivamente iguales tamhi&n.

Se demuestra como su equivalente en Aritmética (130.)
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» 98. Toda cantidad entera que divide al producto de otras do$
cantidades enteras, y es prima con una de ellas, divide necesaHa-
mente d la oira.

Sea AB el producto de las dos cantidades enteras A y B, divisible
por la cantidad P prima con A, y vamos a demostrar que P tiene que
dividir & B.

En efecto, si representamos por F, los factores pri-
mos de A, y por Q el cociente de dividir AB por P, se tendra
BFF'F"F'...=PQ. .

Siendo el primer miembro divisible por F, el segundo también
lo serd; y siendo F una cantidad prima que divide al producto PQ,
tiene que dividir (95) 6 uno de los factores; pero siendo P una can-
tidad prima con A, no puede ser disivible por F; luego F tiene que
dividir & Q; de modo que llamando Q' al cociente, se tendra
BFT"FW...=PQ".

Del mismo modo probaremos que F' tiene que dividir a y
llamando al'cociente, tendremos BF"F/A"...=PQ'"

Continuando del mismo modo hasta haber dividido por el altimo
factor, y llamando Qi al dltimo cociente, llegaremos & la igualdad
® prueba ser divisible B por P, segin queriamos de-
mostrar.

* 99 Si una cantidad entera es divisible por varias cantidades
enteras primas entre si dos d dos, es divisible tambiénpor susproduc-
tos binarios, temarios, etc. {Arit. 133.)

LECCION XI,

Méximo comun divisor de dos 6 mas cantidades algebraicaa. principios en que se fundai*
mvestigacion dol jii. c d de varias cantidades.—Maximo coman divisor do montimios.—
Maéximo comun divisor de do3,polinémios ordenados con relacién & una letra X, en los
que los coeficientes de las diferentes potencias de esta letra sean primos entre si.

Héxiiuo comiiu divisor do dos Anids coiitidadcs ni]$cl>raicas, principio»
en que so funda lu Investigacién dcl MC. d. do varias cantidades.

100. Se llama maximo comun divisor de dos 6 mds cantidades
algebraicas el producto délas menores potencias de los factores pri-
mos comunes d todas estas cantidadas.
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La investigacfon del m. ¢. d. de dos 6 méas cantidades se funda
CQ la definicién y en los principios que a continuacion se de-
muestran.

101. EIm. c. d. de dos cantidades no se altera multiplicando 6
pa/rtiendo una de ellas por una cantidad prima con la otra.

Sean Ay B dos cantidades, Msu ni. c. d., el cual se compondra,
segln la definicion, del producto de las menores potencias de los
factores primos comunes & las cantidades Ay B.

Si multiplicamos 6 partimos una de estas dos cantidades, A por
ejemplo, por una cantidad P prima con B, el m. ¢c. d. no habra va-
riado; pues los factores primos que hubiera comunes en Ay B, esos

. A
mismos habra en APy B 6 en — y B; puesto que siendo P prima con

B, al multiplicar 6 partir A por esta cantidad, ni aumentan ni dismi-
nuyen los factores primos que hay comunes en A y B, ni aumentan
ni disminuyen tampoco ios exponentes de las potencias de estos fac-
tores; luego el m. ¢. d. no' sufre alteracién.

102. Si ladivision de dospolinémios no es exactay da  cocien-
te entero y un resto, el m. c. d. de estospolindmios es el mismo (jue
él del resto y el de menor grado.

Sean Ay B dos polindmios ordenados con relacién a ic, Q el co-
ciente entero de dividir el de mayor grado por el de menor, 11 el
resto de la division; si suponemos que A sea el dividendo, se tendra

A= BQ-hR. [d]
ser multiplo de B, & consecuencia de ser Q una cantidad entera: de
donde dividiendo D a BQ y a A, dividird también a R. Esto supues-
to, si llamamos A*B*y R’ los cocientes enteros de dividir A, By R
por D, y dividimos la igualdad [1] por D, se tiene A'= B~"Q-h R"

Las cantidades By R, que, como hemos visto, son divisibles por
D, no pueden tener otro factor diferente, y por consiguiente otro
m. c. d. diferente de D: en efecto, si tuvieran ademas del factor co-
muan D, otro factor a distinto, este factor se hallaria en B'y B', por
consiguiente dividiria 4 B'Q y R"; y dividiendo é estas dos cantidades,
dividiria también & A' [Arit. 78); luego Ay B',lo mismo que sus
multiplos Ay B, tendrian el factor comin a distinto de los que hay
en D; y D, que es el m. c. d. ae A y B, no contendria todos los fac-
tores comunes a Ay B, lo cual es contra la definicion; luego By R
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no pueden tener més factores comunes que los que hay en D. Tam-
poco tienen ménos factores, porque D divide & estas cantidades; lue-
goelm,c. deAy Besel mismogneel de By R, segin queria-
mos demostrar.

Observacion. Esnecesario, para que este principio sea cierto,
que el cociente de la division de un polinomio por el otro sea ente-
ro; porque si no lo fuera y contuviese términos fraccionarios, redu-
ciéndolos & un comdn denominador, la igualdad [1] se convertiria,

representando por ™ el cociente, en A= B ’M—|—R ,d e lacual no

(\r
se podria deducir que todo divisor de Ay B tenia que dividira B —
M

y por consiguiente al resto R; porque puede hallarse ese divisor en

M, y destruirse en el producto de B por M ;¥ no siendo divisible
o

B ~ - por cualquier divisor deB, no se puede concluir queR lo sea:

luego es condicién precisa que el cociente de la division sea entero.
103. El m. c. d. de varias cantidades algebraicas es el mismo que

el del Td.c. A. de dosy todas las demas.

Sean A, B, C, D... varias cantidades, cuyo m. c. d. llamare-
mos M; sea M' el m. c. d. de las dos cantidades A y B; sea por
ultimo M, el m. ¢. d. de REy C, D... y vamos a demostrar que M es
igual &R,

En efecto, siendo RLel in. c. d. de A, B, C, D... se compondra de
lodos los factores comunes & estas cantidades; pero los factores co-
munes & A y B se hallan contenidos en RE; luego R es un factor co-
mun a RE, C, D... y por consiguiente, ¢ es el ?n. c. d. RI,, 0 esta con-
tenido en él. Si M= RIi,, el principio esta demostrado; si no, se ten-

dra que sera igual a una cantidad entera.

Del mismo modo, sfendo M, el c. d. de RE C, D... se com-
pondréa de todos los factores comunes & estas cantidades; pero todo
factor de RE lo esde A y B; luego Rl, es un factor comin & las can-
tidades A, B, C, D... y por consiguiente, 6 es igual al m. c. d. R de
estas cantidades, 6 estd contenido en él. Si RI, = RI, el principio esta

demostrado; si no, se tendra que ~RI serd igual & una cantidad en-
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Mi M
lera; luego si ™ es una cantidad entera, y — también lo es, es ne-

cesario que M sea igual @ M i; que es lo que se queria demostrar.
Consecuencia. Para hallar el m. c. d. da varias cantidades se
hallara primero el de dos de ellas, luego el de éstey la tercera, después
el del ultimo hallado y la cuarta, y asi sucesivamente: el Gltimo m. c. d.
hallado sera el de todas ellas.
*104. Si se dividen va/rias cantidades enteraspor su ni. c¢. d.,
los cocientes no tienen mésfactor comin que la unidad.

Sean A, B, C, D... varias cantidades enteras; Msu m. c. d.\ re-
presentemos por A', B', C', D/.. los cocientes de dividir estas canti-
dades por M, y vamos & demostrar que A~ BN C', D'... no tienen
mas divisor comun que la unidad.

En efecto, de las igualdades

A= MAMB= C= MC, D= MD'.. [2]

se deduce que, si los cocientes A", B® D'... tuvieran un factor co-
mun a distinto de la unidad, el m. c. d. de las cantidades A, B, C. D...
no seria M, sino Ma, puesto que se ha de componer de todos los fac-
tores comunes & las cantidades A, B, C, D...; y como por hipoétesis
dicho m. c. d. es M, resulta que a no puede ser factor comdn & to-
dos los cocientes de dividir A, B, C, D... porsum. c. d. M

Keciprocamente, si los cocientes A', B™ C', D'... de dividir varias
cantidades entei‘as A, B,C, T)... por un divisor comin M, no tienen
mas divisor comin que la unidad, dicho divisor M serd el m. c. d.
de las cantidades A, B, C, D...

En efecto, de las igualdades [2] se deduce que si M no fuese
el m. c. d., seria porque no contendria todos los factores comunes
& las cantidades A, B, C, D...; peroles factores comunes a estas can-
tidades que no se hallen en M deben estar evidentemente en A',
B', C', D'...; y como en estos no hay mas factor comdn que la uni-
dad, se sigue que dichas cantidades no pueden tener mas factores
comunes que los que hay en M; luego Mes el m. c¢. d., segin que-
riamos probar.

CoxsECDENCIA.  Dc cstc principio se deduce que si se dividen
varias cantidades enteras por un divisor co?nun & todas ellas, el m. c. d.
vendra dividido por el tnismo divisor.

En efecto, dividiendo las igualdades [2] por un divisor a co-
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mun a A, B, C, D... se tendrd, llamando D"G.. & los co-
cientes,
m . MD
A -« ',B": E',C": D" =
a a a a

y como o no puede dividir & todas las cantidades k\ B, C', DG..
tendré que dividir & M, y tendremos, llamando M a! cociente,

y como A', W, 0, D' son primos entre si, el producto de todos los
factores comunes, 6 sea el m. ¢, d. de k'\ B", C",D"... es M'; pero
M es el cociente de dividir M por a; luego el m. c. d. viene dividi-
do por a, segun queriamos demostrar.

Sliiximo comnn «lltisov de niondiuloM.

-I00. EI m, c. d. de dos 6 mas mondmios se determina hallando
el m. c¢. d. de los coeficientes, y afectando después al resultado las le-
tras comunes & todos con un exponente igual al menor que tengan estas
letras. El monomio que resulte sera el m. c. d. pedido’. {Arit. 140.)

Ejeziplos. i. Hallar el m. c. d. de \ HEDA,

El m. c. d. de los coeficientes es s ; las letras comunes son ay b,
y los menores exponentes de estas letras son 3 y 2; luego el m. c. d.
pedido sera fia"b™ *

1. Hallar el m. ¢. d. de IG2&o®, 24i6Vi,, 0 &,
48 aW"cH”.

El m. c. d. de los coeficientes es s, y las letras comunes afecta-
das de los menores exponentes son adV; luego el m. c¢. d. pedido
serd Y%ah\c”.

Mé&ximo comnn divisor de dos [»olindmios ordenado« con relacién & ana
de MUHletra« .r,en ios que lo» cocacicutcs de las diferentes potencias
de esta letra son primos entre si.

106. Sean Ay B dos polinomios que, ordenados con relacion a
una de sus letras x, tienen sus coeficientes primos entre si; supon-
gamos que A no sea de menor grado que B, y que efectuamos la di-
visiéon de A por B. Si B divide a A, es claro que Bsera el m. c. d, de
los dos polinomios Ay B; porque los cocientes de dividir A 'y B por
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B tienen que ser primos, por ser el segundo la unidad; luego B sera
el m. ¢. t/. de Ay B. Si B nodivide a A, dard un resto R de un
grado menor que el divisor con relacion a la letra ordenatriz; y si
suponemos que ningun término del cociente es fraccionario, el
m. ¢. d. de los polinomios Ay B sera (102) el mismo que el de los
polinomios By R.

Si todos los términos del cociente no son enteros, no podremos
concluir que el m. c. el. de Ay Bes el mismo que el de B yR
(102 ORS.); por consiguiente, para reducirle a este caso, es menester
que dicho cociente sea entero. Ahora bien, si en el cociente hay
términos fraccionarios, serd porque no todos los primeros términos
de los dividendos parciales que se obtienen en la division de A por B
sean divisibles por el primer término del divisor B; por consiguien-
te, los factores que haya en este primer coeficiente, que seran in-
dependientes de la letra ordenatriz £cy que no se hallaren en el pri-
mer término del dividendo parcial que se divide, deben hallarse co-
mo denominador en el término correspondiente del cociente; luego
si después de hallado todo el cociente, reducimos sus términos a un
comun denominador, en éste no se hallardn sino factores contenidos
en el primer coeficiente de B; y como por hipotesis, los coeficientes de
los polinomios A y B son primos entre sf, este denominador comun,
que llamaremos M, sera una cantidad prima con B; de modo que si
hubiéramos multiplicado A por M, los términos del cociente hubie-
ran sido enteros, y el m. c. d. de AM y B seria el mismo que el de
By R; peroel m. c. d. de AAl y Bes el mismo que el de Ay B (101);
luego si multiplicamos el polinomio A por una cantidad conveniente
para que los términos del cociente sean enteros en la division de los
dos polinomios dados Ay B, y continuamos la Operacién hasta hallar
un resto R de menor grado que B, el m. c. t/. de A y B, sera el mis-
mo que el de By R; y la cuestion queda reducida & hallar el m. c. d.
de dos polinomios de menor grado que los propuestos.

Esla cantidad por la que hay que multiplicar el dividendo para que
los términos del cociente sean enteros, sera el coeficiente del primer
término del divisor, si este coeficiente y el primero del dividendo no
tienen factores comunes; y si el dividendo es de un grado superior en
una unidad, conviene multiplicarlo por el cuadrado de dicho coefi-
ciente, para no tener que repetir esta operacion en la divisién par-
cial que sigue.
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Si los dos primeros coeficientes respectivos del dividendo j divi-
sor tuviesen factores comunes, se muUlplicaria el dividendo por el
producto de los que se bailaran en el primer término del divisor y
no se hallasen en el primero del dividendo.

Esto supuesto, para que los dos polinomios B y R estén en las mis-
mas condiciones que A y B, es menester que los coeficientes de las
diferentes potencias de x en el polinomio R, no tengan ningin fac-
tor coman; luego lo primero que se vera es si dichos coeficientes
tienen algin factor comdan, y si lo tienen, dividiremos por él todos
los coeficientes, lo que equivale 6 dividir R por dicho factor comun;
el m. c¢. d. no se habra alterado, porque este factor comin no puede
dividir a lodos los coeficientes de B, por ser primos entre si; y por
consiguiente, siendo primo con B, se'podra dividir R por 61, sin que
el m. c. d. se altere (101), y llamar al cociente Ri.

Teniendo ya Rj sus coeficientes primos entre si. diremos de
B y Ri lo mismo que se ha dicho de Ay B; es decir, que si R{ divide
a B, el m c. d. deB yRjsera Ri ,y por consiguiente el de Ay B;
si Ri no divide 4 B y d& términos fraccionarios en el cociente, se
multiplicard B por una cantidad conveniente M', para que el co-
ciente de la division de B por Ri sea entero, y continuaremos hasta
hallar una resta R' de menor grado que el divisor Rj , y como ante-
riormente veremos que el m. c. de By Ri es el mismo que el de
Ri y R"; y por lo tanto el de Ay B serd también el de R| y R' con
lo cual queda reducida la investigacion dcl m. c. d. de los dos poli-
nénios propuestos a la de otros dos mas sencillos.

Para hallar el m. c. d. deRj y  principiaremos por quitar de R’
el factor coman que puedan tener sus coeficientes; con esto el
m. c¢. d. no se habra alterado, y nos hallaremos en el caso de tener
dos polinomios Riy R/, cuyos coeficientes son primos entre si, y a
los cuales podremos aplicar los mismos razonamientos que anterior-
mente. Asi. si R/ dividea R, , el m. c. d. de Ay B sera R/; si nole
divide, dividiremos'Ri porR/, con las modificaciones indicadas, has-
ta hallar un resto R~de un grado menor que el divisor, y asi conti-
nuaremos hasta hallar un resto que divida al anterior, el cual sera el
m. c¢. d. pedido, 6 hasta encontrar uno que sea independiente de la
letra ordenatriz, en cuyo caso los polinomios seran primos entre si;
pues ningun factor independiente de x puede dividir & los dos polino-
mios sin dividir a sus coeficientes, y como estos son primos entre si
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por hipétesis, dichos polinomios no pueden tener factores comunes.
De todo lo dicho anteriormente se deduce que:

107. Para hallarel m. c. d. de dos polinomios ordenados conrela-
cion d una de sus letras, siendo primos los coeficientes de las diferentes
potencias de la letra ordenatriz, se divide el de mayor grado por el de
menor, multiplicando, si juera necesario, el dividendo por una canti-
dad conveniente para que los términos del cociente sean enteros] si la
divisiones exacta, el divisor sera el m. ¢. d. pedido; si la divisién no
es exacta y llegamos & obtener un resto de un grado menor que el que
tiene el divisor, se dividird el restopor el factor comdn que tengan sus
coeficientes; y dividiendo el divisor por este resto privado de dicho factor
comun, teniendo cuidado como antes de multiplicar, si fuese necesor-
lio, el dividendo por una cantidad conveniente, para que el cociente sea
entero, llegaremos & obtener un cociente exacto, 6 un resto' de un grado
menor que el anterior; en el primer caso-, el Gltimo divisor sera el
m. . d. pedido; si hallamos un resto, continuaremos dividiendo cada
resto por el siguiente, haciendo las modificaciones indicadas de muUiplu
car los dividendos por cantidades convenietiles paro que los cocientes
sean enteros, y dividir los restos antes de pasar a ser divisores, por el
factor comin que puedan tener sus coeficientes, hasta llegar a4 un resto
cero; en cuyo caso el Gltimo divisor sera el m. ¢. d. de los dos poli-
némtos, 6.hasta obtener un resto independiente de la letra ordenatriz,
que sera sefial de que los polinomios son primos entre si.

Ejemplos. I. Hallar el m. c. d. de los poiindmios dependientes
déla sola letra x, \ = x"-\-k-x"-"ix — I1Saj+A, y B=

— 14.x— 4, cuyos coeficientes son primos entre si.

Dividiendo el de mayor grado por el do menor, se hallara

X-4-4 XR—i 8[xh4 14x-4
—C —o -Hl4 +4| X— 2
—2xN"-1 x-—\Il a?-{-4
-hlz  + 10| —28 _ 4
R= M a?3-}-23 x2-42 &#2—4
el cociente X— 2,y iaresta R.~ Mx"+23x"~42x — 4, que pa-
sara & ser divisor, por tener sus coeficientes primos entre si.
Pasemos a la segunda division, 6 sea & la del divisor por el resto,
y para evitar los términos fraccionarios, multipliquemos por 11 el

nuevo dividendo lo mismo que la primer resta hallada, y ten-
dremos
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1la?*-h66la?*H-55 —1541a;—44 11a;3+23a;*-42a?--4
43 jP—150 a—44
43. Ha;~+1067 a™— 16501a;—484
— 989 +1806 +172

R'= 78a;2+ 156 a—312
Como en este resto tienen los coeficientes el factor coman 78~
dividiendo por él, se obtendra para divisor de la operacion siguiente
el resto simplificado R/=a;®+2ir— 4.
Efectuando la division del resto anterior por R/, se tiene
11a;3+23 a;2-"2 x— 4"a?*+2a;,—4

+44 Ux~\-\
a;*+ 2 X—4
—d®— 2 a;+4,
0

Y como el cociente es exacto, se sigue que x"-\-2x—4 es el
m. c. d. de los dos polinémios propuestos.

Il. Sea, por segundo ejemplo, hallar el m. c. d. de los dos poli-
némios K=-x"+ 200®+ aa®+ 2d"a:+ d%+ 2067a;+40*6Xx®+ 6X*
+ 2a6x®, y B=x*+ 28"+ ax®+ 2f"g+ ab6+26*x+4ab6.i;*+
26x® +6x”, los cuales, ordenados con relaciéon & x, tienen sus coe-
'ficientes primos entre si, y por tanto se les puede aplicar la regla
dada.

Dividiendo A por B, se tendra
a;+i»s x*~h2a a;™+ a a;*+2«*a + <6

+ 26 +4a% + 2iie™ +26 +476  +26%|
+ 6 H- s

—2« a a*—z2i* X— ah .

—26 —kah — 26*
— 6

R = 2ti56ia;+ a;*+22 x\~<Ch

—26 1 t4«*6 2« —ah
— 476 + 2iis™
— a — 26*

el cociente 1, y el resto R, cuyos coeficientes tienen el factor comun
a—1; de modo que dividiéndole por este factor, se hallara el divi-
sor de la Operacion siguiente
RA=2¢x®+ a ]a;*+2<z*]a;+«i.
+4i?6( +26*1
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Dividiendo B por Ri, serd, después de multiplicar por para
que los términos del cociente sean enteros,

x-h*ab” 2bx'7-h a

-hl6afc™ -h8&* +4ai» H-Zé.
-f- 4a&* i
. 4 28N F-4a%— a
—2ai> x"— Aa’“b]x*2abx*
—Sab'j — 4"
8b* dab’ a;'-f-8a*b" x-f-4ab*

— 2ab 1 -hl6fib® — 2rth*
— 4da*b +8b*
— 4ab*X*— X— 40b*
— 16fibx  —sgb* -h &Y

H- 4a*b +2a*
-h a“ -f-2ab’
1v= a'x'H-2a*a;-ha*;,

El nuevo resto R' tiene el factor comun a”; dividiéndole por él, y
efectuando la division de Ri por el resto Ri*=jcN+2a.c-+-6, privado
de este factor comun, se tiene

a x-{-3,'b
H4-Z(5 %i)x-\-a
—iah x'—
—axX"—  —ab

0

Donde vemos que la divisibn es exacta; y por consiguiente el
m. c. d. de los polinomios Ay B sera <r*j- aj;-4-6.

En el caso actual, la Gnica dificultad que se presenta, cuando los
polindmios tienen mas de una letra, es la de quitar el factor comun
de los coeficientes de los restos antes de pasar & ser divisores; pero
<d se observa que estos coeficientes, de ser polindmios, son muy sen-
cillos, podremos, aplicandoles el mismo método del m. c. d., deter-
minar el factor comun que puedan tener, aunque rara vez se apela
en la préactica a este medio, pues se distingue en general & primera
vista cual es el factor comun que tienen.
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LECCION XIlI.

Méaximo comna divisor de dos polindmios en general. —Maximo eomua divisor de doe
poliniSmios dependientes de dos letras.

Maximo comun divisor «le «lospolindmios en scucr«kl.

*108. Sean en general dos polindmios Ay B, cuyo m. c. d. que-
remos hallar. Representemos por A'el m. c. d. monomio de todos
los términos de A, y por B el de los términos de B; sean Ai y Bj los
cocientes respectivos de dividir A y B por A*y B'; de modo que se
tendra A=A'Ai y B=B'Bi .

Si ahora ordenamos Ai y Bi con relacion & una de sus letras co-
munes y suponemos hallado el m. c. d. polinomio de los coefi-
cientes de las diferentes potencias de w, y representamos por A" el
de Al y por B" el de Bi , se tendrda, Illamando y B los cocien-
tes re.spectivos de dividir Ai y Bi por A" y B, Aj = y Bi =
B" B“¥ cuyos valores sustituidos en las igualdades anteriores, noi
dardn k=M A" A™ y B=B”~ B" B"".

Si ahora suponemos hallados los maximos comunes divisores de
Ay B, de A" y B", yde A" y B"™, y los llamamos D', IX"y
el méximo comun divisor de los dos polindmios A y B serd igual al
producto D' de los tres maximos comunes divisores hallados.

En efecto, todo divisor monomio comin & los dos polindmios tie-
ne que estar contenido en A'y y por consiguiente en su maximo
comun divisor D'; ademas no puede haber mas factores monomios
comunes que los que hay en puesto que D' es el producto de
todos ellos; luego D* expresa el producto de todos los factores mo-
nomios comunes a los dos polindmios dados y debe formar parte det
m. c. d. de dichos polinémios.

Del mismo modo se probard que D" es el producto de todos los
factores polinémios independientes de la letra ordenatriz comunes &
los polinomios A y B, y que no puede haber factor comun de esta
especie que no esté en D'; luego D™ debe formar parte del m, c, d.
Lo mismo probariamos que todos los factores comunes & los dos po-
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linbmios depemiientes de todas las letras se hallan contenidos en

luego en D' D" se hallaran todos los factores comunes & los

dos polinémios Ay B. ya sean estos factores monomios, ya poling-

mios independientes de la letra ordenatriz, 6 ya dependan de esta

letra; y por consiguiente dicho producto D' serd el maximo
comun divisor pedido.

La cuestion queda pues reducida & determinar, primero los facto-

res A', BY; W'; y A B™"; y despuéslos maximos comunes divi-
sores ly, y cuyo producto es el m. c. d. de los dos polin6-
mios Ay B.

En primer lugar, no hay dificultad en hollar el factor monomio
comun alodos los términos de A, 6 sea M, lo mismo que B'; por
consiguiente dividiendo Ay B por estos factores, obtendremos los
cocientes Ai y Bi. que ya no tendran factores comunes monomios.

Si ahora ordenamos Ai y Bi con relacion & una de sus letras x,
hemos de hallar el m. c. d. de todos los coeOcientes de Ai y Bi, ope-
racion que en general no ofrece diflcultad, por ser polinémios mucho
mas sencillos que Ai y , y ademas independientes de la letra x\
de modo que principiaremos por hollar el m. c. d. de los dos coefi-
cientes mas sencillos; luego el de éste y un tercer coeficiente; des-
pués el del ultimo hallado y el cuarto, y asi sucesivamente, hasta
hallar el de todos; para todo lo cual se ordenaran estos coeficientes
con relacién & una nueva letra, y sus coeficientes tendran ya dos le-
tras ménos; de modo que al aplicarles este mismo procedimiento se
obtendran polinomios que cada vez tendran una letra ménos, y lle-
garemos por ultimo, si antes no encontramos el m. c. d. buscado, &
polinémios que solo contendran una letra, en cuyo caso no habra di-
ficultad. Una vez halladas las cantidades k" y B que expresan los
maximos comunes divisores independientes de x en los polinémios
respectivos A1 y Bi, dividiremos por ellas dichos dos polinémios y
hallaremos los cocientes M" y que seran polindmios cuyos coe-
ficientes son primos entre si.

Halladas estas cantidades A', M’ ~ M”’, 1o mismo que B'AB"N
pasemos a determinar los maximos comunes divisores D', D"y D™
de estas cantidades.

El maximo comdn divisor D' no ofrece dificultad, puesto que
siendo h! y B' monodraios, se les aplicara la regla (105) correspon-
diente & los mondmios.
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El maximo comun divisor D' se determinara segin se ha dicho
ya (107); puesto que siendo primos sus coeficientes, se les podra
aplicar la regla citada.

En cuanto al m. c. d. W, sélo diremos que los dos polinomios M-
y B ~tienen una letra ménos, de modo que si los ordenamos con re-
lacion & una nueva letra, podemos aplicarles las mismas reglas que
se han dicho respecto a los polindémios Ai y Bi ; es decir, que halla-
remos el m. c. d. de sus coeficientes, los cuales tendran ya dos letras
ménos, y se hallaran estos polindmios descompuestos en el producto
de dos factores; asi,

AN'=AI"AIWyY Bi"",

délos cuales A iy BiY¥™tendran sus coeficientes primos entre si, y
por consiguiente podremos hallar su m. c. d. por la regla (107) ya
sabida. El de los nuevos polinémios Ai'* y Bi" teniendo ya dos letras
ménos, serad facil hallarlo por la misma regla; y sind, se hard lo
mismo que con A"y B'"; continuando asi hasta llegar & polinémios
de una sola letra, en cuyo caso no hay dificultad. Una vez hallados
estos maximos comunes divisores, su producto serael m. c¢. d. D"
que tratdbamos de hallar, y conocidas las cantidades D™ D"y D',
tendremos conocido el m. c. d. de los dos polinémios Ay B.

Por todo lo que precede se ve que lacuestidn de hallar el m. c. d.
de dos polinbmios Ay B queda reducida & determinar el de otros
polinomios que tengan una letra ménos, como son los coeficientes
de las diferentes potencias de la letra ordenatriz; de modo que si de
antemano admitiéramos que se sabe determinar el n. c. d. de dos
polinébmios de n letras, se sabria, por el procedimiento anterior, de-
terminar el de otros que tuviesen una letra mas; pero el m. c. d.
de polinémios dependientes de una sola letra se sabe determinar sin
dificultad por la regla (107); luego podremos determinar el de dos
polinémios dependientes de dos letras. Determinado el c. d. de
polindmios de dos letras, se delerminaria el de tres, y asi sucesiva-
mente. De todo lo dicho se deduce que:

109. Para hallar el m. c. d. de dos polinémios cualesquieta
Ay B seprincipia por determinar el m. ¢. d. monomio A! de todos
los términos de A (105); hiégo el de los de B, que llamaremos BO des-
puésel m. c. d. de A/y B', que llamaremos y que se guardara
paraformar parte del m. c. 4. pedido.

Dividiremos A y B por A/ y B” y los cocientes respectivos Ai y
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Ui los ordenaremos con relaciéon d tma letra comin & los dos; halla-
remos los maximos comunes divisores de los coeficientes de las dife-
rentes pot&ncias de la letra ordenairiz en Ai y los cuales Ilamare-
mos y determinaremos el m. c. d. de y y se tendré otro
de losfactores del m. c. d. pedido.
Por Gltimo, dividiremos Aj y Tij"por las cantidades respectivas y
W, y hallando el in. c. d. de los cocientes, tendremos el tercerfactor
del m. c. d. que buscamos, el cual sera igual al producto de las
tres cantidades D™,

EIEMPLO. Hallar el m. c. d. de los dos polinomios A= Co*s*;r*
-AGatbMxA— Gatb™MM — 6 a™s"ic” m— GatbM N -{~Gah' X' ~"Ga' ‘b A XM -i-
Gab" XN — N9.a*bM N — Gath A — Gatb™x 1 —

— 6% AR 2a%@K Y B= ia"b™ X" — Aas"0*H-Aa’&V—

— \Gan¥x” -f- — A6 r“-h 4ad®.r— ka’b'x" +
LN*Gr -4- [Garb ™ 8ai>'%®-h ia"b"x* — 4a®6’c* -H —
SarbAx”A-\-Sarx'M~~JiaH M -1-&ab x"Sarb\vA-{-SaM X' — 8ab"x”
-h ia*b"xX" — AaRE*'c* m— Sa”b"x + — ia"b™x" H-4ano*.c*-i-
Ha”b~rSa""x.

En el primer polindomio se ve desde ludgo el factor ea™s/Nr co-
mun & todos los términos, de modo que se tendra, dividiendo por
A'=Gamyv,

Ai = ax” — a}bx'N e— PN —ab™M +  6Na®-}- anx -f- atxh —
n — bxA—ab'x"-]-2,b x-\-a"bx— "a"b'"*— ab"x-\~"b".
En el polinomio B se halla el factor kab”x comun & lodos sus tér-

minos, y por consiguiente se tendra, como anteriormente, dividién-
dole por B'= 4a6‘yr

Bi= a’a*— aRs.L*-4- 0‘X* — a’bx— 4a™6.0®4-2czYY\Y®— ax'~\-b.r* —

-{- abx" -H iobx" — MYW" -1- dR®— a’bx” -f- 2a° ®— 12 AR .c-4-
2 a®6X— aI®-4- bx — 9,aX"-4- 2u6jp— 268%--4-a®.r— a"bx— 2 o*h-j-
20®6"™— o®al-4-a’ 6.i-1-2a®6 — 206*.

Ordenando Ai y Bi con relacién & x, se tiene
Al = (0®—6"Nr -f-[aN-40"—o06"— 6" )XN-4-(a®'— 06 — oii’ - |-6 ®) ic*
-4-(0r6 — 20*6— 06 ®4+ 2 GB)a; — 2a*O-1-26*.

Bi= (0®—o0*6 —a-4-6)a: -h(0—  —o0/-f-00+0®'— 0*¢ — 0-he)A®
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— (4a36 —
H-26-i— 0""'+Qi6+a3._"2¢ jN._gNin_"273¢,2_j 2726 _2a¢,3,

En los coeficientes de Ai se halla el factor comin a“— ,y en
los de Bi estd el factor — oes— aH-6;demodo que dividiendo

por ellos, se tendra
= a*— 6@y =a'- a*6-o0 + 6,
=Ni+(a-HD):r'+(fl—¢)a;2+(ab — 26).«— 26S
B"f =x"-h(a-\-i)x"-{-[*a~2b)x"-\-{a"~2b]x— ¢ab.

Hallados los factores vy y B A"y B™, en que respec-
tivamente se descomponen los poiindmios A y B, pasemos & deter-
minar los maximos comunes divisores de estos factores,

y se tendréa que el m. c. d. de A"y B'. 6 sea D™ serd igual & 2a;"x;
el de A" y B" serd U" = a— 6 ; porque A" = a}~d"= (a+ 6)X
yB'r=a’—aN —iia -e=[a”™ _1) [a— bh).
El m. c. d. de y B se hallara por la regla (107) de las divi-
siones sucesivas: asi,

Primera division.
ML AAXN-\-aVX— 26 ¥ \~gja:@+2i2lic*+a* X —2ab
J-4 _ el _26] H-1] _26] — 261

—a «+2ab6 1
__4 _hn26 +286

— a.c*—a* r+2a6
+ h +a6 — 26*
El resto de esta division tiene en sus coeficientes el factor coralln
<; de modo que dividiendo por €l, se tendra por nuevo divisor
— 26. Continuando la regla, tendremos

Segunda division.

X'"N-\-a\x"-"2n x —2a6 .r"™H-aa?—26
-h1 —26 —26
— a,cN-j-26a;"
— ax"-\-2bx
a-vh-i-a™x
—a2.2.-h2a6
0

Donde vemos que el m. c. d. de A"y B™ 6 sea ly", es ic* gmggt
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— 26, y por consiguiente el m. ¢. d. de los dos polindmios A vy Ii,
sera
Stab™x {a— h) (c™-j-au; - 26) N
2a26V -2a6V + 2a'62a;2_2a"63a?2— 4a56@Raj+ 4a6*u;.

KAXxinto coiiiim divUor de dompolindmios dependientes de dos Ictrns.

* HO. Cuando los polindmios cuyow. c. rf. queremos liallar,
no tienen mas que dos letras, conviene modiGcar la regla general del
modo siguiente:

Para hallar el m. c. d. de dos polindmios d-ependientes de s6lo dos
letras & éy se principia por hallar el m. c. d. monomio de todos
los términos en ambos polinémios, y después de hallado el de estos
dos maximos comunes divisores y anotado para formar parte del
m. c. (/., se dividen los polindmios dados Ay B por el factor comun
monomio que cada uuo tiene. Los cocientes A, y i, se ordenan con
relacion &4 x, se halla el m. c. d. de los coeficientes de las diferentes
potencias de la letra ordenatriz en ambos polinémios, que por de-
pender solo de y, los representaremos por Y é Y7 los cocientes res-
pectivos As y Bs los ordenaremos con relacion &y, hallaremos el
m. ¢, d. de sus coeficientes, que representaremos por X y X'; divi-
diendo por ellos los polindmios A, y y llamando M y B' & los co-
cientes, se tendran los polinomios A, y B, bajdla forma A, = YXA' t
Bi = "X B"

Hallando ahora el m. c. d. a&c Y é Y', el de Xy X~ el de A'y B’,
y multiplicandolos entre si, se tendra la cantidad que, multiplicada
por el m. c. rf. mondomio hallado anteriormente, nos dara el
m. c. d. de los dos polinomios dados A y B; porque dicho producto
se compondra de todos los factores comunes & ambos polinémios, ya
sean monomios, ya sean dependientes solo de x, 6 dey, 0 de estas
dos letras.

La ventaja que tiene este método sobre el general es la de apli-
car el procedimiento indicado en la investigacion del méaximo comun
divisor & polinomios mas sencillos que los que se obtendrian por la
regla general.

* 411. Si uno de los polindmios es independiente de una letra
contenida en el otro, el m. c. d. tampoco contendra & esta letra, y
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del maximo

este m. c. d. se puede hallar méas facilmente que por el método ge-
neral ordenando con relacion & esta letra el polinomio que la contie-
ne, y ha lando en seguida el m. c. d. de sus coeficientes y del otro
pollDOmlo

La demostracion esta fundada en el ndmero (s3).

LEccioisr xm ,

«iolm o coman miulllplo de do,Omoé.c.alldodec, .lgebcilc.o.

112~ Se llama misimo comin m6i,tiplo de dos 6 mas cantidades
algehrm” el ],roducto de las mayores potencias de losfactores pri-
mos dutintos que hay en todas estas cantidades.

En ia &gstlgacmi dil r&c m. gls;fnguwemos dos casos; segun
Primer caso. XII dscaticosnaosoiroies

cuyo m. ¢. m. queremos h

Si representamos por D el maximo comun divisor de A y i,
tendra, llamando A'y W los cocientes respectivos de dividir A v B
porD, A= DA™y B= DB"

Las menores potencias de los factores primos comunes & los dos
polinomios A y Bse hallan en D; los factores comunes de Ay B que
se hallan mas veces repetidos en A que en B, y los factores que en-
tran en Ay no en B, se hallan en A%, finalmente, los factores comu-
nes & los dos polindmios que se repiten mas en B que en A, y los que
IUFIT ® “"'cuentran en A, estan en W; luego el producto
m B _ A DB nos expresara el de todos los factores distintos eleva-
dos & las mayores potencias que se hallan en los dos polindbmios

se
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Ay B; y por consiguiente, dicho producto A'DB" sera el m. c.
pedido; pero A'DB' es igual & AB' é igual también 4 A'B; de donde
podremos concluir, como en Aritmética, que:

113. Fara hallar el m. c. m. de dos cantidades, se multiplica
una de ellas por el cociente de dividir la otrapor el maximo comrn
divisor.

Segundo caso. Sean varias cantidades A, B, C, D... cuyo mini-
mo comun multiplo queremos hallar.

Aplicando los razonamientos hechos en Aritmética (119) se dedu-
cira que:

114. Para hallar el m. c. m. de varias cantidades, se halla pri-
mero el de dos, luego el de éste y una tercer cantidad, después el del
Gltimo hallado y una cuarta, y asi sucesivamente, hasta hallar el de
la ultima cantidad y el del Gltimo m. c. m. hallado, gue sera el de to-
das las cantidades dadas.

115. Cuando las cantidades se puedan descomponer en sus fac-
tores primos, no hay que recurrir & la teoria del m. c. d., sino que
se forma, como en Aritmética (144), el producto de todos los facto-
res primos elevados & sus mayores potencias, y se obtendra el m.
c. m. pedido.

Asi, el m. c¢c. m. de las cantidades 3a™, (sa* — 648*), iab,
12a(a-1- 6), 3d*b{a— 6), y 2a — b, sera 12a”6(a* — (") (2a — ).

En efecto, descomponiendo en sus factores primos cada una de
las cantidades dadas, se tiene 3a*6, 2.3 (a-t-Uu) (a— s), 2*ab,
2*.3d(aH-s), 3a™*6(a— 6), y (2a— 0).

El producto de todos estos factores primos, elevados a sus ma-
yores potencias, es

s.2"a*(a4-6) (@—s6) a—6) = 12aH{a"— (2a— s).

rolinémios raclonnlciij entero» ron reinelon Aana letra. Divisores ente«
ros relativo».

»116. Ya hemos dicho lo que se entiende en general por can-
tidad algebraica racional y entera, y hemos efectuado las cuatro ope-
raciones fundamentales con cantidades de esta especie, y hallado el
m. c. d. de dos 6 mas; pero en muchas ocasiones, sobre todo en el
Algebra superior, que es la que se ocupa principalmente de la teoria
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general de ecuaciones, se consideran monomios ¢ polinomios que
sélo son racionales y enteros con relacion a una o varias letras prin-
cipales, en cuyo caso se les llama cantidades enteras y racionales
con relacion 6 estas letras, 6 ms generalmente funciones racionales
y enteras de estas letras. Asi, una funcién racional y entera de x

puede ser Zrr™ 8§ -4-n ~ ; porque sélo hay que atcn-

der, para que un polindomio de esta especie sea racional yenterocon
relacién a una letra & que dicha letra no se hallo en los denomi-
nadores, debajo de ningun radical, ni afectada de exponentes nega-
tivos o fraccionarios; cumpliendo con estascoiidiciones, pueden ser de
cualquiera naturaleza los coeficienles, como en el ejemplo anterior,
y sin embargo ser la funcion racional y entera con relacion a x.

*117. Las operaciones que hasta aqui liemos hecho con can-
tidades enteras, se hacen igualmente con las funciones & cantidades
enteras relativas; es decir, que s6lo son enteras con relacion 4 una
0 varias letras, pudiendo dejar de serlo con relacion a las demas;
s6lo tenemos que hacer varias observaciones respecto de algunos re-
sultados.

Por ejemplo, en la divisién de dos polindmios enteros en gene-
ral con relaciéon 6 todas sus letras, se traia de hallar otro monomio
0 polinomio de la misma especie que multiplicado por el divisor nos
dé el dividendo; y para que esto sea posible, hemos visto que era
necesario: 1.®. que ordenados con relacion h una letra el primer
término 6 primera parte del dividendo, lo mismo que las primeras
partes de los restos parciales que en la séerie de los calculos vamos
obteniendo, sean siempre divisibles por la primera parte del divisor;
2.®. que el altimo restosca cero. Cuando estas dos condiciones se
verifican, se dice que el cociente hallado cumple con la condicién de
ser entero, y la division es exacta; si falta alguna de las dos condi-
ciones citadas, la division es inexacta.

Cuando el dividendo y divisor son polinomios enteros con rela-
cién 4 una letra principal x, puede pedirse otro polinomio entero,
con relacién i\ la misma letra, que multiplicado por el divisor dé
el dividendo; y cnldnces, & la Unica condicion que hay que atender
para que la divisién sea exacta, es que el Gltimo resto sea cero, sin
cuidarse de que sean 6 no divisibles las primeras parles del dividendo
y restos sucesivos por la primera parle del divisor. Si llegamos & ob-
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tener un resto de menor grado que el divisor con relacion & la letra
principal ¢¢6 un resto independiente de dicha letra, la division ya
no puede ser exacta; pues si continuamos la operacion de dividir,
nos veremos obligados & escribir la letra principal en el denomina-
dor, 6 afectarle de un exponente negativo; en cuyo caso el cociente
ya no sera entero con relacién & esta letra.

El divisor de esta especie que divide exactamente a una cantidad
cualquiera, se llama, para distinguirle de los divisores enteros or-
dinarios, divisor relativo.

Esto supuesto, estableceremos algunos principios respecto a di-
visores relativos.

*118. 8iunafuncidn entera de x es un divisor relativo de otra
funcion entera de la misma letra, el producto de la primera por wi
factor independiente de x también sera divisor relativo de la segunda.

En efecto, sea la funciéon entera Az + -1-—
5 Tr+ U, yAr” -I-T'.x+ U un divisor
relativo de la primera; sea M un factor independiente de x, y vamos
4 demostrar que M es también un
divisor relativo de la primera funcion.

Por ser h-T*'xH-U" un divisor rela-
tivo de la funcién se tendra

4- Moo f-U _ I m

Si ahora dividimos ambas cantidades por el factor Mindependien-
te de .r, se tiene la igualdad

_XIH—n_i_B"—W—< v”

+...HU0 M M
cuyo segundo miembro es una funcion racional y entera con rela-
cion a X, y por consiguiente M ‘-f-...-f-0") es un di-

visor relativo de la funcion propuesta.

« 119. Del principio anterior se deduce que una cantidad entera
con relacion 4 una letra que tenga un divisor relativo entero tam-
bién con relaciéon 6 la misma letra, puede tener cuantos se quiera,
multiplicando 6 partiendo dicho divisor relativo por una cantidad
entera 0 fraccionaria independiente de la letra principa!.

« J20. Todafuncion entera deprimer grado con relacion a x gm
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divide al sproducto de variasfunciones enteras, divide necesariamente,
por lo menos, a una de estasfunciones.

Pueden ocurrir dos casos, segin que so6lo sean dos los factores, 0
un nimero mayor que dos.

Primer caso. Sea ax->(-h una cantidad entera de primer gra-
do que divide al producto AB de dos funciones enteras de x, y va-
mos & demostrar que tiene que dividir necesariamente, por lo mé-
nos, & una de dichas funciones.

En efecto, si ax-"h divide al producto AJB, una de estas funciones
ha de ser necesariamente divisible por esta cantidad.

Supongamos que no divide a B, vamos a demostrar que necesaria-
mente ha de dividir a A: por no dividir ax-"h &4 B, dara ia division
un resto independiente de x\ y se tendra, llamando R, y Q al resto
y cociente,

B — (aa?-h 6) Q-h K;
multiplicando por A, se tiene
AB = (aa’-4- 5) QA-j-RA.

El primer miembro es divisible por ax-\~h\ el primer sumando
del segundo miembro también lo es evidentemente; luego el segun-
do RA también lo sera. Siendo ax-\-0 un divisor relativo de la can-
tidad entera RA, lo serd también (448) el producto de este divisor

RA A
D i R i i 2 | S
or una cantidad lmdependlente de & luego REATIE) . axb

serd igual a4 una cantidad entera con relacion & X; por consiguiente,
A es divisible por ax-{-b, segin queriamos demostrar.

Segundo caso. Que sean varios factores enteros A, B, C, D...
S\ax~\-b divide al producto de estos factores, dividira porlo ménos
a uno de ellos. La demostracion la misma que ya se ha dado (90 se-
gundo caso).

CoNSECTIENCIA. 1® Si una cantidad entera depfimer grado es UH
divisor relativo de la potencia de unafuncién entera, también lo sera
de su raiz (95 cons.*2.*).

2. ® Elproducto de variasfunciones enteras de i. no puede tener
mas divisores relativos deprimer grado que los que tengan susfacto-
res (95 cons. 1®), 6 estos multiplicadospor cantidades independien-
tes de X (119).

3. ® Unafuncidn enteranopuede admitir mas que una sola des-
composicidn defactoresprimos deprimer grado en x {Aritmética 135).
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Maximocomun dlvlworreladvo.

* h%\. EIlm. c. d. relativo de dos fundones enteras de X, esel po-
lindmio de mayor grado con relacion & esta letra que divide & hs dos.
De esta definicion se deduce que, si dividimos dichas dos funcio-
nes por su m. c. d., los cocientes seran primos entre si; 6 si tienen
algin factor coman sera independiente de la letra ¢c. En efecto, si
pudieran tener un factor coman dependiente de x, este factor mul-
tiplicado por el m. c, d., seria un divisor comin y de mayor m»rado-
por consiguiente, éste y no aquél, seria el m.c. d.; luego dichos co-
cientes son primos entre si. De donde vemos que el i?;. c d. relativo
lo mismo que el ordinario, se compone de todos los factores primos
en X comunes & las dos funciones dadas, elevados & sus menores po-
tencias. A
La investigacion del »?. ¢. d. relativo estd fundada en-los mismos
principios en que se funda el método ordinario, y se demuestran de
la misma manera. La Unica diferencia que existe es que no hay ne-
cesidad de multiplicar los dividendos por cantidades convenientes
para que los términos del cociente sean enteros, ni suprimir los fac-
tores comunes que haya en las restas antes de pasar & ser divisores;
pues como solo han de ser enteros con relacion & x, basta llevar las
divisiones parciales hasta hallar un resto de un grado menor que ei
divisor, sin atender a que los términos hallados sean 6 no ente-
ros. Asi:

* 122. Para hallar el m. c. d. relativo de dos polinémios enteros
con relacion d x, se divide el de mayor grado por el de menor’ si h-
divisién esexacta, el de menor grado sera el m. c. d.; da”an resto
sedivide el divisor por el resto: si la nueva division es exacta, el 4 1tG
mo divisor serd g, m. c. d.; sino esexacta, se continuara dividiendo el
primer restopor el segundo, éstepor el tercero, y asi sucesivamente
hasta IUgar d un resto cero 6 independiente de x: en elprimer caso el
Gltimo divior sera el m. c. d. pedido-, en el segundo los polindmios
seranprimos entre si.

*\23. Elm.c. d. relativo de varios polindmios enteros de a;, se
halla como el m. c. d. ordinario; es decir, determinando primero
el de dos, luégo el de esta y un tercero, y asi sucesivamente; el al-
timo m. c. d. relativo hallado, sera el de todos.
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Si aplicamos & los dos polindmios + —
yi4 6®H - — Ha;— 4, cuyo m. c. d. ordinario hemos visto
(107 EJEIi. 1) que es i, el procedimiento del m.o. i. re-
_ , oo e 1 312
lativo, hallaremos que éste sera igual a 421 TR °_“y_°
m c¢ d. relativo no es otra cosa que el m. c. d. ordinario multipli-

78 78 156 312_
cado por el factor comun,en efecto,” -

*124. En el Algebra superior, que es en donde més uso se hace
de la teoria del m, c. d., es indiferente emplear uno U otro método;
se elige aquél que da los cdlculos més sencillos; porque para el ob-
jeto que alli se aplica, no importa que venga 6 no el verdadero
m. e. d. multiplicado 6 partido por una cantidad independien-

te de X.

LECCION XIV.

Braccioreaalgebraicas, su simplificaciony de rodueir’»s & m pomminoenr m'uaaor-- »
Célenlo de lascuatro operaciones con fracciones aljieoréic;.e.

Vraeclimes ol»cbrAleaii, *« almpUncaclon y modo de reducirlas» U na
comiiu dcnoinliiidor»

125. Al tratar de las fracciones de un modo general en nuestras
Lecciones de Aritmética, hemos tenido que considerarlas, para que
correspondan atoda clase de nameros, no como el nimero que ex-
presa una 6 varias partes de la unidad, sino como el cociente indi-
cado de dividir el numerador por. el denominador. Bajo este punto
de vista, se demostraron, cual correspondia, las reglas que debian
emplearse en los calculos de estas expresiones, y como en Algebra
no podemos considerar las fracciones sino bajo el mismo aspecto, es
decir, como el cociente indicado del numerador por el denominador,
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todo cuanto en aquella teoria general hemos expuesto, es aplicable
a las fracciones algebraicas.

Asi, en esta leccién, sélo nos ocuparemos de la parte material
del calculo, pues respecto & la parte tedrica nos referiremos & IdArit’
mética {Lecc. X1X.)

12%$. Para sim]>lijicar una fraccim algehraica, se quitan del mt-
merador y denominador losfactores comunes; para lo cual se dividid
ranambos términos por su maximo comun divisor (Aritmética 155j.

1
Ejemptos. |. Simplificar la fraccion— Tl 7.*
18ci™*u"c’

El factor que hay comin en los dos términos de esta fraccion
es luego dividiendo por él, se tendra
20®

18aW 7 3a*

Il. Sea, en segundo lugar, la fraccion que hemos de simplificar

6a®x-1-24.r® | o .
; quitando de ambos términos el factor 3x que tienen

comun, se tendra
6a®.r-f-24ir®  2a-j~8x
%K—12r’ 3a—x®
Il.  Quitando el factor comun a-i~x de los dos términos de la
fraccion siguiente, se tiene
a®—1m® (a-j-x)(a—Xx a—x

2a®-f-2ar 2a(a-i-a:) 2a
IV. Sealaf .. @h 624 - BH-2a6-}-2ac+ 2 he q
. Sea la fraccion a@_&éu_ o 5 »en cuyos dos

términos existe el factor comin a-f-i-f-c, de modo que poniéndolo
de manifiesto y simplificando, se tiene
0®_j_&i4-c®4-2064-2ac-i-26¢c __ (a+¢—cf
*26C a [b-~cy
(@aF'sa™). {4 9 a-"b-\—
(aH-6-+c) (a—es—<c) a—ses—¢C

V. Sea, por ultimo ejemplo, - 7——

Como en sus dos términos no aparecen, & primera vista, factores
mcomunes, les aplicaremos el procedimiento del m. c. d.\ y hallare-
mos que es & -2; de modo que dividiendo por él, se tendra
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X" ~X—6 X—3
«®-1-7xH-10  «-}-5
127. Para reducir dos 6 méas fracciones algebraicas & un cotnwn
denominador, se multiplican los dos términos de cada unapor elpro--
d/ucto de los denominadores de las demas. Si los denominadores tienen
factores comunes, se halla el m. c. m. de todos ellos, el cual sera el de-
nominador comln; el numerador de cadafraccion se obtendramulti-
plicando el de cada una de laspropuestaspor el cocietiie de dividir el
m. c¢. m. por el denominador correspondiente (Arit. 158).

Ejemplos. I. Reducir & un comdn denominador las frac-
3a ab 2a6 a—b
26 ¢ N26—cC

Multiplicando ios dos términos de cada fraccién por el producto
de los denominadores de los demads, se trasforman las fraccione»
anteriores en

9acrfe[26—c) 6a6”rfe(26—c) [a6”ci'26—c) Ghcde{a— 6)

66ci;e(26—c)’ 66¢i/e(26 — c)’ 6bcde{2b—c) * 66cc/e;26—c)"

Il. Sean las fracciones que hemos de reducir a un comdn deno-

minador
3a bab 3b a—=©6 2a—6 3ab—26¢c

26 4N 7 2fl (a+6) "46¢c(a-6) N 2a (a®-6%)"

Elm.c. m. do los denominadores es, como facilmente se ve®
ia"bcd(a”—6"); los cocientes de dividir este m. ¢. m. por los deno--
minadores respectivos, son "ia“cdia”— 6%*), 67, hcd[a*—
tahcd{a—®6), a*d[a-\~b) y “abcd-, luego las tracciones reducidas & un
comun denominador seran

Gahd[a'"*~h") ba?0a™—h" 3h**cd[a®—b"  %ahcd{a~~h]"
ka“bcda”— B ” ia"“bcd\a”~b") *ja'6c rtr— 61 7 latcd{(i*— b f
anf/(a-}-6)(2a— 6) "ahcd[3ab— 2¢c)

d4aneci¢(@r— 6%) N ka%cd{a®— h"] '

Céalenlo do lascnatro opcraclonca oon fraccione« alscbralcaa

128. Para sumarfraccciones algehraicas, se reducen & un comun
denominador si no le tienen, se suman los numeradores, y a la swma
*e lepone por denominador el denominador comun.

129. Para restarf racciones algehraicas, se reducen & un com/un
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donominador, se restan los numeradores, y & la resta se le pone por
denominador el denominador comun.

130. Para multiplicar fracciones algebraicas, se multiplican
los numeradores, y el producto se parte por el de los denomina-
dores.

131. Paradividirfracciones algebraicas, se multiplica laprime-
ra por la segunda invertida.

Todas estas reglas se demuestran como sus equivalentes en Arit-
meética.

Ejemplos. Efectuando, segun las reglas dadas, los calculos si-
guientes, se tiene:
n a )] a®

[a*\-b"){a[a-\-h)-"b{a— b)-*h""y\-é{ar—b7) _

*___
[atr7Jt)[a**n b"agb— b"-\-P)-rar'~arh”
a L
fl*— p» ar—
2iz'4-20Ni-4-2(ii*  2a[a™"a"b-+-b")
— P
a-\-x a—X [a-\-xf—[a—x]"
n a—x  a-jrx (n—x]{a-{-x)
at-+-"ax-"x"—a®-(-2ax— ka.c
a*_
a\-x a—X X'
g ij* (a®—icN {i*—"ry@-f-x"} n=}RT*
W —2ci 2ai+3ct/ _ (3a5—2ck) (25¢cH-od)

tab—cd ' %bc-{~ad (205—cc¢j[2aa-]-3ci¢)"

432. Siendo el objeto de esta primera parle del Algebra el cél-
culo de las cantidades algebraicas, debemos pasar, después de expli-
cadas las cuatro operaciones fundamentales, la teoria del maximo
comun divisor, minimo comun multiplo y calculo de fracciones k
ia elevacion & potencias y extraccidon de raices; mas como para des—



n COORDINACIONES

arrollar esta teoria de un modo general, necesitamos de las combina-"
ciones que con un nuamero de objetos se pueden hacer, nos ocupare-
mos de la teoria de las combinaciones y permutaciones con toda
extension, & cuyo objeto dedicaremos las dos lecciones siguientes.

LECCION XV.

Coordinaciones.—Permutacionea.—Combinaciones.

CoordInAclonca.

133. Se llaman coordinaciones 6 arreglos de m objetos to-
mados de n en n, los diferentes grujios que con estos m objetos se pue-
denformar tomandolos de n en n, de modo que cada uno no éntre
mas que una vez en cada grupo, y tmo de éstos se diferencie de los
A&tnas en los objetos que leforman 6 en el érden en gv,e estan colo-
cados.

Asi, con las cuatro letras a, 6, ¢, d se podran formar las doce
coordinaciones de dos letras, arreglandolas de todas las maneras po-
sibles del modo siguiente:

ab, ac, ad, ba, he, bd, ca, cb, cd, da, db, de;
cuyas coordinaciones se diferencian, como se ve, unos en las letras
con que se forman, y otras en ei orden en que éstas estan colocadas.

e 134. Aunque el nombre de coordinaciones es mas propio que
el de arreglos para designar estos diferentes grupos, nosotros, sin
embargo, admitiremos el segundo, con el objeto de poder expresar
con su letra inicial A el ndmero de estos arreglos en un caso dado,-
para que no se confunda con el numero de combinaciones que lo
expresaremos con la letra inicial C.

Esto supuesto, vamos & determinar el nimero de arreglos que con

objetos se pueden formar tomados de n en n.

135. EIl nimero de arreglos 6 coordinaciones que se pueden for-
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mar con m objetos tomados de n en rt, es igual al producto de los n
numeros naturales decrecientes d partir del nimero m»

Sean los m objetos las m primeras letras del alfabeto, y represen-
temos por A” el nimero de arreglos de n letras que con m se pue-
den formar.

El nimero de arreglos de una letra que con i»se pueden formar,
es evidentemente igual & m; porque seran las letras a, b, ¢, ?,...... |
puestas unas & continuaciéon de otras; luego A™=iw.

Si & la derecha de cada una de estas letras ponemos las i» — i res-
tantes, tendremos todos los arreglos de dos letras que con m se pue-
den formar. Asi,

ba, be, bd....... bl,
ca, cb, cd....... el,
da, db, de....... di,
la. Ib, le,...... 1k

son los arreglos de dos letras que con m se pueden formar; porque
cada uno se diferencia de los que estdn en una misma fila en la ul-
tima letra, y de los que estdn en distinta fila en las letras 6 en el
orden en que estan colocadas.

Cada una de estas filas tiene evidentemente w — 1 arreglos, y el
namero de filas es m; luego AJ= m [m— 1).

Del mismo modo, colocando & la derecha de cada arreglo dedos
letras cada una de las m — 2 restantes, hallaremos los arreglos de
tres letras que se pueden formar con m; porque todos los que em-
piecen por un mismo arreglo se diferenciaran en la ultima letra, y
los que tienen la dltima letra comin, se diferencian entre si en el
arreglo de dos que le preceden; y asi firmaremos un nimero de filas
igual al nimero de arreglos de dos letras, y cada fila contendrd m—2
grupos; por consiguiente, se tendra A = m{m — 1)(m— 2).

Continuando del mismo modo, obtendremos por analogia la for-
mula que resuelve el problema

Ar= m{tH— 1) {m— 2}......{m— n-f-1)*
*1.36. Para poder decir que esta formula es general, es necesa-
rio probar que, si es verdadera para el caso en que el nimero de
objetos 6 letras que entra en cada grupo es n— i, lo es también



«0
° COORDINACIONES

cuando entren«; porque Siendo verdadera para grupos de «na, dos
y tres Je ras, como hemos visto, lo sera para cuatro; siéndolo para

cuatro, lo sera también para cinco, y en general para n.

Supongamos que los arreglos de m letras tomadas de n— 1 en
n i 1se hayan formado, como ya hemos dicho, colocando & la de-
recha de cada arreglo de « - 2, las m -, 4-2 letras restantes, y
gue el numero que de estos arreglos resulta sea A«*".

Si & la derecha de cada uno de estos arreglos colocamos cada una
de letras restantes, obtendremos tantas filas cuantas
exprese eUilimero de arreglos de n~ i letras, que hemos supues-
to ser A« ; es decir, un nimero de filas representado por A" *,
y cada una de estas filas contendra tantos arreglos de n letras como
letras dejan de entrar en cada uno de los que tienen n ~ \, que son
m— {n \)= m—n +1|; luego el nimero total de arreglos que
asi resultan serd igual a A~~"x {m—n + 1).

Ahora bien, estos arreglos son todos los que con m letras se
pueden formar toméandolas de n en n. En efecto, los arreglos den le-
tras los formamos poniendo a la derecha de los que tienen n-__ 1,
cada una de las letras restantes; y por consiguiente, no habra arre-
glo de n letras que no esté formado de este modo; ademas, estos ar-
reglos son todos distintos; porque los que principian por un mismo
arreglo den \ letras, se diferencian por la dltima que es distinta;
T los que estan terminados por una misma letra, se diferencian en
el arreglo de n 1 que le precede; por consiguiente, todos son dife-
rentes en las letras 6 en el Grden en que estan colocadas; luego son
los arreglos pedidos: de modo que se tendra

— A< *X[ni—n-j-1).
*137. De esta férmula se puede deducir facilmente la que an-
teriormente hemos hallado.

En efecto, si damos & n ios valores sucesivos 1, 2, 3, A...... n, se
obtendrd, partiendo de la. igualdad evidente —

Ant—
n 1
AR - 1)
A»i= Am X ~~2)

A'i= An ~x(w—n+ ).
Multiplicando ahora estas igualdades, y dividiendo por los facto-
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res comunes A"«, 7 A¥...»Tiué se hallan en los dos miem-
bros de la igualdad que resulta, se tiene la misma férmula
(m—1) {m—2)....{m—n +1).
Ejemplos. |. Hallar cuantos nimeros hay de tres cifras signi-
ficativas diferentes.

El ndmero de estos nimeros sera igual al de arreglos que se pue-
den formar con las nueve cifras significativas lomadas de tres en
tres, que serd como ya se sabe, Ao=9x8x7—50i.

I. ¢Cucintos arreglos se pueden formar con doce letras tomadas
de cinco encinco? Ais=12 x 11X 10x9x8=900i0.

I11.  ¢Cuantos nimeros se puedenformar con cuatro cifras dife-
rentes?

Tantos como arreglos se pueden formar con las diez cifras toma-
das de cuatro en cuatro; es decir, AjeF 10x9x8x7=5040.

Pcrmutnclouc».

138. 8e llaman permutaciones los diferentes grupos que se pue-
denformar con m objetos, colocandolos de todas las maneras posibles,
de modo que en cada uno entren los m objetos, y solo se diferencien
en el érden en que estan colocados.

Asi, con una letra a, s6lo se puede formar una permutacion a;
con dos letras a y 6, se forman las dos permutaciones ad y ba;
con las tres letras a, h y c, las seis permutaciones alfc, ach, cab,
bac, lea, cha.

139. EI ndmero de permutaciones que se pueden formar con m
objetos es igual al producto de los nimeros enteros consecutivos desde
uno hasta m.

En efecto, el nimero de permutaciones que se pueden formar con
m objetos es igual al nimero de arreglos que se pueden formar
con estos objetos tomados de m en m; por consiguiente, si en la
féormula que da el nimero de arreglos hacemos n=m, y represen-
tamos por el nimero de permutaciones de m objetos, se tendra

P,i= A«=w (Mm—i) (»i— OTXI);
6 escribiendo en un oOrden inverso los factores de este producto,
sera
* P,=-1x2x3...i1».
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»i40. Esta formula se puede obtener también directamente.

En efecto, ya hemos visto que con una letra no se puede formar
mos que una permutacion; de donde, Pi = 1.

Con las dos letras ay d, se forman las dos permutaciones ab y&a;
por consiguiente, P2 =Pi X 2= Ix 2.

Con las tres letras a, s y c, se forman las seis permutaciones asc,
g0, cfls, bac, bea, cha; que se obtienen colocando a la derecha de cada
permutacion de dos letras, la letra restante, y haciendo pasar esta
letra por todos los lugares; asi, la permutacion as de dos letras,
ha dado las tres primeras permutaciones; y la permutacion ha, las
tres dltimas; y éstas son todas distintas entre si, porque se dife-
rencian en la colocacién de-la Gltima letra ¢, que pasa por todos
los lugares 6 en la permutacion de las dos letras primeras que es
diferente; luego Ps =Pa x3=1x2x3.

Del mismo modo veremos que si en cada una de las permutacio-
nes de tres letras a, h, c, se pone la cuarta letra d, y se hace pasar
por todos los lugares, hallaremos que coda permutacion de tres le-
tras, dacuatro permutaciones de cuatro; y por consiguiente el nu-
mero total sera 1\ =P3x 4=1x2x3x4.

Todaseslaspermutaciones seran diferentes; porque se diferencia-
ran en la colocacion de la Gltima letra, 6 en el orden en que estan
colocados las demas, por pertenecer a permutaciones distintas de
tres letras.

Continuando del mismo modo, llegaremos & deducir que*

*141. Lo mismo que anteriormente probaremos que esta formu-
la es general: para ello haremos ver que siendo cierta para w- 1
letras, lo es también para w.; porque una vez demostrado esto, como
ya hemos visto que con una letra no se forma mas que una permu-
tacion, con dos, dos permutaciones, y con tres seis, sabremos las
gue se pueden formar oon cuatro, después con cinco, y en general
con m.

Supongamos, pues, que con m—1 letras se forman Pm_i del mis-
mo modo que hemos indicado, y vamos & determinar el nimero de
las que se pueden formar con m, 6 sea P«.

Si & la derecha de cada una de las Pm_i permutaciones colocamos
la letra restante, y le hacemos ocupar todos los lugares posibles cor-
riéndola de derecha & izquierda, cada permutaciéon de letra»
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dara evidentemente m permutaciones de w,\ porque m 1 son los
lugares distintos que puede ocupar la ultima letra que se considera;
por consiguiente, el numero de grupos formado asi sera P m-\X

Lo que falta probares que todos estos grupos son las permuta-
ciones de letras: para ello observaremos que no bay permutacion
de w, letras que por este medio no quede formada; porque partien-
do de que se dan formadas las de m—1 letras, si colocamos la ulti-
ma letra restante en cada una de estas permutaciones, y en todos los
lugares, se tendran evidentemente todas las letras combinadas de to-
das las maneras posibles. Ademas, todo's estos grupos son diferen-
tes; porque se diferencian en la colocacion de la ultima letra que
hemos considerado, ¢ en el drden en que lo estan las m—4 pri-
meras, por ser permutaciones distintas de w— 1 letras; luego se
tendra de un modo general,

Pm=Pm-IXOT.

Si damos en esta féormula km los valores sucesivos 2, 3,.. m, ten-

dremos, principiando por la igualdad evidente Pi = i,

Pi =4
P2=PiX2
p3= PaX 3

Pth—P m-C>Cm.

Multiplicando estas igualdades entre si, y quitando los factores
comunes, se tiene

PA=Ix2x3...m.
Ejemplos. T. ¢Cuantos nimeros de diez cifras diferentes se pne-
denformar?
El nimero de permutaciones que se pueden formar con las dics
cifras; es decir.
P.0=1x2x3x4x5x6x7x8x9x10=3628800.
IT. ¢De cudntas maneras se pueden colocar en una mesa siete
personas?
De tantos cuantas permutaciones se pueden hacer con siete obje-
tos; es decir,
P; =1x2x3x4x5x6x7=5040.
ni. ¢Cuantas palabrassepuedenformar con cinco letras?
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Tantas como permutaciones se pueden hacer con estas cinco le-
tras; 6 lo que es lo mismo,
Ps =1x2x3x4x5=120.

Coiubiiiaclones.

142. Se llaman combinaciones de m objetos tomados de n en n,
los diferentes grupos que se pueden formar con estos ra ohjetoSy de
modo que en cada grupo no entren mas que n, y uno cualquiera se di-
ferencie de los demas por lo Gnenos en un objeto, y no en el orden en
que estan colocado?»

Asi, con tres letras a, h, c, no se pueden formar méas que las tres
combinaciones de dos letras, ab, ac, be, mientras que arreglos he-
mos formado seis, porque cada una de estas combinaciones da
dos afreglos.

143. ElInim&ro de comhinacioyies de n objetos que se pueden
formar con m es igual al cociente de dividir el nimero de arreglos
de m letras tomadas de n en n, por el nimero de permutaciones de n
letras.

En efecto, representemos por C”el nimero de combinaciones de
m letras tomadas de n en n, y supongamos que se tienen todas las
combinaciones de n letras que se pueden formar con m.

Si formamos todas las permutaciones que se pueden hacer con
cada combinacion de n letras, es evidente que tendremos todos los
arreglos que con m letras se pueden formar tomadas de n en n; por-
que cada combinacién se diferencia de las demas por lo menos en
una letra, y las permutaciones de cada combinacion se diferencian
entre si en el orden en que estan colocadas; pero con cada combi-
nacion se puede formar permutaciones, luego con C« combina-
ciones se formardn C,nXPm y como de este modo hallamos el
namero A« de arreglos,‘se tiene,

CrXP«= A";
de donde se deduce
kZz_—2)... (m—«+!)
1x2x3x4TThn *

* 144 Sien la formula anterior reemplazamos y P,, por sus-
valores n-hl) y Pn= Pn-iXn, se tieae
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1n—1

Al *x(m—fi+t)  'm m— n-+-1
€-= P,._iXn - _PZ___i n
j segun lo demostrado anleriormente, tendremos
m n-4-1
B s

Formula que sirve para determinare! ndmero de combinaciones
de n letras en funciéon del nGmero de combinaciones de n— 1; por
cuyo med«o, sabiendo que el ndmero de combinaciones de una letra
gue con m se pueden formar es m, se sabra que el nimero de com-

m—1
binaciones de dos letras serd C,,i= m x 2 el de tres sera
m—2 (m—1) (m—2) . ., .
L.X g 53 , Yasi sucesivamente.

Ejemplos. 1. iCuantos extracto®, amdos, temos, cuaternosy
quinternos se pueden formar con los 00 nimeros de la loteria?

90
Extractos, C,o= = 00

A, 90X89 4005
Ambos. 1x2 .

Al 90x89x88
l@ 1x2x3
90x89x88x87

Temos. = 117480.

~N'so

. pi lao
Guatednos. — I 2x 3% 4 2555190.
Al 90x89x88x87x80 _
Quintemos. A 1x2x3x4 x5 - 43949268

1. ¢Con siete factores distintos, cuantos productos de & tres se pue-
den formar?

Tantos como combinaciones se pueden hacer con siete cosas to-
madas de tresen tres: es decir.

7X6X5
35.
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LECCION XVI.

Priucipioa relativos € las combinaciones.—Probabilidades.

Principiosrelativos & las couiblnacioncs.

* 143. EIl nimero de combinaciones de m objetos tomados de n en
n es igual al numero de combinaciones de estos onismos objetos toma-
dosdera— nenm—n.
Como el nimero de combinaciones de m letras tomadas de n en
n es lo mismo que el nimero de productos distintos de n factores
gue con m se pueden formar, se sigue que, dividiendo el producto
de las m letras por cada una de las combinaciones, que son produc-
tos distintos de rtde estos factores, obtendremos tantos cocientes di-
versos de m — n factores, que seran combinaciones de m — n letras,
cuantos productos distintos 6 combinaciones de n letras tengamos;
luego el nimero de combinaciones que con m letras se pueden for-"
mar de n en n, es igual al namero de combinaciones que con estas
mismas m letras se pueden formar dem—nen m __n.
El nidmero de combinaciones de m letras tomadas

De otro modo.
de 7len 7i, es

adg=-
1.2.3...n [

y tomandolas de m — n en m — n serd, poniendo m—n en vez de n,

” 1.2.3. [m—n)
redumendo ambas expresiones & un comun denominador, para lo
cual multiplicaremos los dos términos de la primera por el produc-
to 1.2.3... @ —n); y los de la segunda por 1.2.3... n, se tendra
rt =_mm—1)(m—2)... (m—n-j-i) (m—n)... 3. 2.1
1.2.3...71X1.2.3...(m—17)
m(m— i) (m— 2)... fn-h1l) Xn... 3.2.1

1.2.3...71X1.2.3...(m—n)
-tionde vemos que cada uno de los numeradores es el producto de la
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séri» natural de los nimeros desde 1 hasta m, y el denominador co-
mun el producto de la série de los nimeros naturales desde 1 has-
ta n por el déla série de los nimeros desde 1 hasta m — n, y por
consiguiente ambas fracciones son iguales: luego C« = C«“” segln
queriamos demostrar.

*146. Dela primera féormula de estas dos se deduce, repre-
sentando por p la diferencia »i — «, esta otra

1.2.3.. m

.2.3...nx"1
la cual se usa en muchas ocasiones con preferencia & la hallada en
el nimero anterior.
* 147. Puesto que el nGmero de combinaciones que se pueden
formar con i objetos tomados de n en n, es el mismo que el que
se obtiene tomandolos de in—n en jn—n, cuando n exceda a la mi-

tad de m, en vez de aplicar la formula que da el nimero C*, aplica-

remos la que da C«"”, la cual en este caso es mas sencilla. Sea, por
ejemplo, hallar el nimero de combinaciones de 10 objetos tomados
de7en7.

En vez de aplicar la férmula que da las combinaciones tomadas
de 7 en 7,

1 ~0x9x8x7x6x5x4 _
1.2.3.4.5.0H.7 *“ ’
emplearemos esta otra que da las que se pueden formar tomandolas
de 3 en 3,
w,0-7 _ TQXSXS8_
Co -Wo- 1.2.3
que, como se ve, es mas sencilla.

*148. Bl numero de combinaciones de m objetos tomados de nen n
eSigual al nUmero de combinaciones de m — 1 tomados de n en n,
iiias el numero de combinaciones de estos inismos m — 1 objetos toma-
dosde W\— lenn— 1.

Las combinaciones de m letras o, 0, ¢, d..»l, tomadas de ti en «,
se pueden dividir en dos clases; combinaciones de n letras que no
contengan una de ellas |, y otras que la contengan.

La primera clase se compondra, evidentemente, de todas las com-
binaciones de m—1 letras tomadas de n en n, y lasegunda, de todas
las combinaciones de letras tomadas den— 1en n—1, & las
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cuales se le agrega la letra restante Z pero el namero de las comiiina-

ciones de la primera especie es , yel de la segundaes C ~ J;
y como estas dos clases constituyen,las combinaciones que se pueden
formar con m objetos tomados denen n, 6 sea C,, se tendra, se-
gun queriamos demostrar, C = C «_ ,+ C -j
*149” Elndnm de combinaciones que da la formula [1] es siem-
pre un numero entero.
Por la naturaleza del nimero que esta formula representa, se de-
duce inmediatamente que debe ser entero; sin embargo, se puede
demostrar este principio directamente, y sin atender & la naturaleza

del numero que viene a representar, poniendo esta formula primero
bajo la forma

" _ 1.2.3...m
M 123, . nx1.2.3.3

como ya hemos visto anteriormente, y probando que todos los fac-
tores primos del divisor se hallan en el dividendo, y que ninguno de
estos factores viene en éste elevado a menor potencia que lo esta en
aquél, todo lo cual se demuestra muy facilmente.

En efecto, en el divisor no entran mas factores primos que los
contenidos en la série nalurai de los nUmeros desde 1 hasta n, 6 has-
tap segln que nsea mayor 6 menor que p, y comonyp Sson res-
petivamente menores que w, y en el dividendo entran los factores
primos que hay comprendidos entre 1 y m, se sigue que todos los
del divisor se hallan en el dividendo. Ahora falta probar que ninguno
de los factores primos del divisor viene elevado a mayor potencia.

~Sea a uno de los factores primos comprendidos en la série de los
nameros desde \ hasta n, y veamos cudl sera la mayor potencia & que
estan elevado en el denominador. Para ello dividamos « por a y lla-
mando n' al cociente entero, se tendra que el mayor multiplo del fac-
tor a que se encontrara en la série de los nimeros desde | hasta n,
sera por consiguiente, en dicha série se hallaran los multi-
plos a, 2a, 3a... n’a; y sacando en ellos los n' factores a que hay, se
tiene (1 .2.3... n'j a"; lo que prueba que el factor a se halla repeti-
do n' veces, mas las que esté contenido en 1.2. 3... n'; pero haciendo
con este producto lo mismo que con el anterior, tendremos, llaman-
do al cociente entero de dividir n*por o, que en lasérie 1.2. 3... n"
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se halla el factor a repetidor.” reces, mas las que estén en la nueva
série f.2.3...n"", y continuando asi negaremos 4 una ultima série
gne no le contendra ninguna vez, que serd cuando el altimo cociente
sea menor que a, lo cual llegara a suceder por ser dichos cocientes
cada vez menores y siempre enteros. De modoque llamando n'™" n'A
los cocientes sucesivos, se vendra & deducir que el factor a se halla
repetidoenla série 1.2.3...n, lasuma délos cocientest»'+n"_|-n""_i_

0 lo que es lo mismo, la mayor potencia de a que se hallara en esta
série, sera

Anéalogamente probaremos que en la série se halla el
mismo factor con un exponente igual & y en la
série 1.2.3..,m, con el exponente porconsi-

guiente en el denominador se hallara el factor « con un exponente

n-i-n +n  4-..+;/+; AN "N+ yen el numerador con el ex-

ponentem A h o r a nos falta probar que

Para ello, de la igualdad m—n=p, sesaca m— n-]-p,jAQ ésta
, ni n
se deduce —= L.f.P
a a a
Llamando r, r'y  los restos de las divisiones de m, ny « por o

de los cuales alguno podra ser cero, se tendra *

)L — n'-j- d -J----
a a

de donde deduciremos, segin sea r'*r"<c.a 0

mf_
>

Del mismo modo, se tiene

y sumando ordenadamente estas relaciones se viene a obtener

y por consiguiente, el factor a no se halla elevado a mayor potencia
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en el divisor que en e! dividendo, y como lo que hemos dicho del
factor a se puede decir de otro factor primo cualquiera, el principio
queda demostrado.

Probabllldid”s.

e 150. 5(3//ama puoBABiu DAD (ie un acontecimiento, la 7'eladon
del nimero de casos favorables al namero total de casos posibles, cuan-
do todos estos casos son igualmente posibles.

Sien una urna, por ejemplo, hay 11 bolas negrasy 7 blancas y se

saca una 5 la suerte, la probabilidad de sacar negra ser5 y la de
lo

7 , . .
sacar blanca 18 porque el numero de casos igualmente posibles es

igual al de bolas, es decir 18; el de casos posibles para las ne-

1
gras M, y para las blancas 7; por consiguiente las relaciones 18 y

7
- -8 seran las probabilidades de sacar una negra 6 una blanca; y
1

como % es mayor que % , se dice que hay mas probabilidad de sa-

car en este caso una negra que una blanca.

Ejemplos. Tomando 30 numeros cle la loteria, ¢qué probabilidad
hay de ganar un extracto, un ambo, un temo, un cuaterno 6 un quin-
terno?

Comoen cada extraccion se sacan cinco numeros, el nidmero de
casos posibles es el nimero Gk de combinaciones que con 90 obje-
tos se pueden hacer de 5en 5, 6 lo que es lo mismo (144 ej. 1.)

Qp= 43949268.

El nimero de casos favorables para sacar un extracto, es decir,
para que uno de los cinco nimeros sacados en cada extraccién, sea
uno de los 30 que tenemos, es igual al nimero de combinaciones
que se pueden hacer con los 60 nimeros restantes tomados de 4 en 4,
repetido tantas veces como numeros tenemos, es decir, 30; porque
»i & cada combinacién de 4 nimeros que con los 60 restantes se pue-
den hacer, ponemos uno de los 30 que tenemos, tendremos todas
las combinaciones en que de los cinco nimeros que salgan, uno sera
de los 30 que tenemos; pero
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60x59x58x57
¢ 1.2.3.4
luego el nimero de casos posibles favorables para obtener un ex~
tracto sera X 30= 487635x 30 —14G29050; y por consiguien-
te, la probabilidad de sacar un extracto tomando 30 ndmeros a la
loteria, sera

C*x30 UC29050 1
43949268 3 Proximamente.
“«

Para los ambos, el nimero total de casos posibles es como an-
tes 43949268; y el de favorables posibles que contengan dos de
nuestros 30 nameros, sera C' x C "=34220 x 435 = 14883700;
Iuego la probabilidad de sacar un ambo, llevando 30 nameros & la lo-
teria, es

= 487635;

3 B
Cxcl, 11885700 1
s AN = -préximamente.

De! mismo modo, la probabilidad para acertar tres nimeros 6 sea
un temo, es

CxCin 1770X4060 7186200 [
43949268 N5Ni5;” = -pr6ximamente;
y para una quinterna, sera
142506 4

,[I. Si una persona toma tres nimeros de la loteria, ;qué proha”
bilidades tiene para sacar un extracto, un anibo y un temo?

C x3 6677685 4

Para un extracto. 43949268 6 proximamente.
/8
Para un ambo CnXC; 317985 !
' C *“ 43049268 ~ jNP*'Sximamente.
C 3744 4

Eara un temo, ~ T 77 e
Cl 43949208 44748
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LECCION XVN.

PoteociaB en general de los moném os.—Poten<iaa de na binomio, 6sea férmala del bino-
mio de Newton.

patencias engeneral deloaniondiiilof».

151. Jja emésimapoterufia deun producto es igual al producto de
las emesimas 'potencias de losfactores.

Cuando el exponente m es entero y positivo, ya lo hemos demos-

trado en Aritmética (264); demostrémoslo ahora para lo™ demas

casos.

. P i
Sea el exponente un ndmero fraccionario m = — , Y vamos

probar que también se verifica que (ABC)'™ =
En efecto, segin la definicién general de potencia (37),

" : q
(ABC)i = /?ABG)p =t/A”BPCP;
T como la raiz de un producto es igual al producto de las raices de
N
)
los factores (/irii. 293), se tiene (ABC)5'= tMA?; I"C/ypor
P ~ P_
Jo dicho ja (37), sera (ABC)T= A« .Bi.C?, segln queriamos de-
mostrar.
Si m fuese uu numero inconmensurable, la potencia emesima dei
producto ABC seria el limite de las potencias que se obtendrian
reemplazando por m nimeros conmensurables que se les fueran apro-

ximando cada vez mas; y como en todas estas sustituciones se veri-
fica el principio, segiin los dos casos anteriores, en el limite también

se verificara.
Por altimo, si m fuese una*cantidad cualquiera negativa, ¢ igual

i _n, setendria (37),

i N\ kk—- - e AT RO
W9 aseT wEee A BT

lo cual prueba que también es cierto el principio en este caso.
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152. Para elevar vin, monomio d una potencia cualquiera, se ele~
va/n d esta potenciael coeficientey cada una de las letras 6factores que
le constituyen, y suproducto sera la potenciapedida.

Asi,

En efecto, la potencia emésima de un producto es igual al pro-
ducto de las emésimas potencias de los factores (~51).

153. Podemos considerar como caso particular aquel en que el.
exponente de la potencia a que se ha de elevar el monomio sea en-
tero y positivo, en cuyo caso la potencia se reduce al producto de
tantos factores iguales al monomio dado, como unidades tiene elex-
ponenle; y segln las reglas de la multiplicacién, el resultado sera
positivo siempre que el exponente sea par, cualquiera que sea el
signo del monomio', serd también positivo en el caso de ser el expo-
nente impar, pero positivo también el monomio; y uUnicamente serd
negativo cuando siendo el mondmio negativo, sea impar el exponente de
la potencia. El valor numorico se obtendré elevando & la misma po-
tencia el coeficiente, y multiplicando los exponentes de las letras por el
de la potencia.

Asi, B 8®) 8la«b'c’*, [2aM6x)" = 32anNB/NV,
= 8lobV*, {-2a 5c)'= — V.

Potencias dennbinomio, 6 seatéormnlinileibindmio de newton,

\bi. La formula del binomio de Newton tiene por objeto elevar
un binomio 4 una potencia cualquiera, sin formar todas las inferio-
res. Esta férmala, debida al inmortal Newton, por lo cual lleva su
nombre, fué admitida sin demostracion; pues este gran gedmetra
solo dio la regla para elevar directamente un bindomio & cualquier
potencia, y no se cuidé de demostrarla. Después se han dado varias
demostraciones, de las cuales expondremos, en esta primera parte,
la mas sencilla, que se funda en la teoria de las combinaciones y per-
mutaciones.

Para ello principiaremos por demostrar la ley que sigue el pro-
ducto devarioS factores de primer grado en 2; de la forma x-i-a, a?-f-6,
¢C-H-c,... x-\-1, los cuales tienen todos por primera parte comin a?
y los segundos términos son todos desiguales, cuya ley se enuncia se-
gun la regla siguiente:
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155. Elproducto de varios hinémios de ¢a/ormax+ a, x+ b...

tienen la primera parte x comun, esigual d un polindmio ordena-
do con relacién d X, cuyo primer término es unapotencia de esta letra
yue tiene por exponente un nimero igual al de factores que se mul-
tiplican, y este exponente va disminuyendo de wnidad en unidad has-
ta llegar & ser cero; los coeficientes de estas diferentes potencias de X
son: el del primer término, la unidad; el del segundo, la suma de los
.segundos iér*ninos de los irmémios; el del tercero, la suma de los pro-
ductos binarios de los segundos términos; el del cuarto, la suma de los
productos temarios; y en general el coeficiente de un término cu,al-
quiera, es igual d la suma de los productos de los segundos témuinos
de los bindbmios tomados de tantos en tantos, cuantos términos hay an-
tes del que se considera; el Gltimo término, es el producto de todos los
segundos términos de los hinémios.

Esta ley se vé comprobada en el caso de ser dos, tres, cuatro,
etc., ios factores.

En efecto, si multiplicamos el factor (jr-f-a) por (ie-+ 6), ten-
dremos:

cc-j-a
X-"6
{a:-j-a) [x-\-h]=-x~-\-a\(c-"ab.
+ i
Multiplicando ahora este producto por y luego porir-f-rf,

se tiene:
{x-\-a) [x-\-b)=ic*-+-fl x-"ab

_€

(aj-f-a) [x-i-b) [x-{-c)=x"-{-a x*-\-ab x-\-ab
-\-b  -i-ac
c -2bc
x-"d
=x~-{-a X"-hab x"-hohe x-hobed
-hoc -*abd
-he -h”"C -hoed
-hd -hod -hbed
-hl>d
-hed

En cuyos producios vemos confirmada lu ley que hemos enuncia-
do. Para probar que esta ley es general, deraoslraremos que si se ve-
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rifica para un ndmero cualquiera m de factores, se verifica también

param~\-  porquesiendo verdadera para cuatro, como acabamos de

ver, lo serd para cinco, siéndolo para cinco, lo serd para seis, y asi

sucesivamente. Sea, pues, el producto de m factores de la forma
03-1-6, igual &

Pa"™"""-}-.-.-hP.n iii*-hPm
en el cual un coeficiente cualquiera Pn expresa la suma de los pro-
ductos distintos de n segundos términos de los binémios, y vamos &
demostrar que la ley se verifica también introduciendo un factor
mas x-\-L fin efecto, formando el nuevo producto se obtiene

x-\-1
+ ,C"-1-P2
A~ H-Pin -i-P«—N
En donde vemos que los exponentes de x siguen la misma ley
enunciada; en cuanto & los coeficientes, el primero es la unidad, el
segundo es Pi -\-I; pero Pi es la suma de los segundos términos de los
m bindémios; luego Pi-j-¢cs la de los que ahora se multiplican;
el tercero es Pa-i-Pi /, pero Paes la suma de los productos binarios
de losm sej:undos términos de los binémios, y Pi Zes la de los pro-
ductos binarios correspondientes al ultimo segundo término y los m
primeros; luego P. -hPi Ues la suma de todos los productos binarios
de los segundos términos. Y en general el n-4- 1 coeficiente P,, -+-
P,._i/, nos expresa también la suma de los productos de todos los se-
gundos términos tomados de n en n; porque P«es la suma de los pro-
ductos distintos de los m primeros segundps términos, y Pn_i?, ex-
presa la suma de los productos de los m primeros segundos términos
tomados de n— 1 en n—1, multiplicados por /,.y por consiguiente
(U8), Pn-I-P«-i I es lo suma de todos los producios distintos que se,
pueden formar con los mH -1 segundos términos tomados den en n;
por ultimo el término final P,,/ expresa el producto de todos los se-
gundos términos de los bindmios; ~ego la ley es general, y se tiene,
suponiendo un nimero m de binémios,
(«-+-al[x-h 6){a;-|]-c)... "+ ¢)=
ic"-I-pPix*™-* -1 - ... “4-PX™"-h,. H-P,. [1]
456. Como el segundo miembro no es mas que el resultado de
las operaciones indicadas en el primero, debera verificarse esta igual-
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dad sean cualesquiera los valores de las cantidades a, b, c,... /; de
modo que haciéndolas todas iguales & la cantidad a, el producto de
los tn primeros factores se convertira en la emésima potencia del bi-

nomio ic-f-a.
En cuanto al segundo miembro tendremos que, el primer término
X no habra cambiado, el coeficiente P* del segundo término siendo
la suma de los segundos términos de los binomios, se habré conver-
tido en Pi repetido m veces, 6 sea Pj =ma, el
tercer coeficiente P™ expresa la suma de los productos binarios de los
segundos términos; por consiguiente haciéndose éstos iguales, se
conv'ertira cada producto en el cuadrado de a, es decir, en a”™ y se
a ara repetido tantas veces como combinaciones de dos letras se
mpueden formar con m, y por consiguiente dicho tercercoeflciente sera

* * ’)n I
C*xa*=m- 5

En general el coeficiente que ocupa el lugar n-f-1, que es P,,, ex-
presa la suma de los productos distintos que se pueden formar con
los m segundos términos de los binomios tomados de n en n, de modo
gue uno de estos productos se convertird cuando los segundos tér-
minos sean iguales & en la enésima potencia de esta letra, es de-
cir, en o« , la cual se hallara repetida tantas veces como combinacio-
nes se pueden formar con w letras tomadas de n en n, es decir que

PI Mr Yy H - , .

Ui ultimo término se convierte en a'; luego la formula Mise
convertira, haciendo a=.b=.c= d.., = ¢, en la formula llamada de
Newton

157. Representando por Tn+i el término C”a” g™ ” que se lla-
ma/eWno porque dando an los valores 1, 2, 3... hasta
,m—1, da lodos los términos & partir del segundo, y reemplazando

C” por su valor ;
1.2.3.4...n se tiene
T 1)(m~2)... (m-n-f-1)
[ R .

158. Si en este término general ponemosn +1 en vezde n, ha-
llaremos el término siguiente T,,+2, y nos dara
AL .
2)...im~n-hn (m—n) Por
1.2.3...n(n-f-1)
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cuyo término se puede poner bajo la forma,

m(fn— *2)...im—n-HI) M0 g i+ hvmt

i.2.3...n n+l
Comparando el término Scon el anterior T,,+i, es decir, el

término que ocupa el lugar n-1-2, con el que ocupa el lugarn-I-1, se
vera que se obtiene aquel multiplicando el'coeficiente de éste por el
exponente m—n de a;, y partiendo el producto por el nimero de
términos ya formados, aumentando una unidad al exponente de « y
disminuyéndosela al de x.

De aqui se deduce el enunciado de la férmula del bindomio, que
es el siguiente:

159. Para elevar un bindmio (x-f-a) d una cierta “otenda, se
eletta el primer término x d esta potencia, y asi se obtiene el primer
término del resultado, y para abtener cadauno délos restantesse mui-
tiplica el coeficiente del término anterior por el exponente que tenga
X, separte el producto por el nimero de términos que hay ya forma-
dos, después se aumenta una unidad al exponente de a y se le dismi-
nuye al de x.

Asi, se tiene

(a:4-a)®=a:®-t-9a:®a+36j; " a" -f-1 +
126N i®+842:Ma"" +36xV+91iig+an

* ICO. EI nimero de términos de la emésima potencia de un bi-
nomio es evidentemente igual d mH-1, y los coeficientes de los que es-
tan d igual distancia de los extremos, son iguales.

En efecto, el coeficiente de un término cualquiera es el nimero
de combinaciones que se pueden formar con w objetos, tomados de
tantos en tantos como términos hay antes de aquel que se conside-
ra; luego el coeficiente del término que tenga n antes de si, sera C*.
Siendo m+1 el ndmero total de términos, el que tenga n después
de si, estara ocupando el lugar 72i-f-1—7, y por consiguiente tendra
delante iw—n, y su coeficiente sera CI1“”, y como se tiene (145)
C"=C/” estos dos términos tienen el mismo coeficiente, segln
gqueriamos demostrar.

Este principio se puede demostrar también facilmente por la si-
metria del desarrollo.

« 161. Los coeficiente de ios términos del desarrollo, van cre-
ciendo hasta la mitad, y decrecen, de la mitad en adelante.

En efecto, la cantidad por la cual hay que multiplicar un coefi-
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ciente cualquiera para obtener el siguiente es (158)’"""h ----- ,ue

modo que segln sea esta cantidad mayor 6 menor que la unidad,los
términos iran creciendo 6 disminuyendo.

m i . , o
Ahora bien, si hacemos > 1, [i]j se tendra, multipli-

cando por n estas dos cantidades que son desiguales,
y agregando & ambas la misma cantidad n, ser& m+ 1)>2n, 0
2n<Cire-i-l, de donde dividiendo por 2, se halla que la relacién [1]
m -\-\ .
se verificara siempre que se tenga n-<—-— ; pero m-hl es
el nimero de términos del desarrollo, luego siempre que n, que es
el ndmero de términos que van formados, sea menor que la mitad
del nimero de términos del desarrollo, dichos términos tendran coe-
ficicnlés cada vez mayores.
. ; . wi+l i
Sim esun namero impar —5 serd entero, y en ese caso po>

m 1 m- en-1-1 _ .
dremos hacer »i= ) —de donde — - = 1, quenos dice que
n
cuando m es impar hay dos términos en el centro que tienen coefi-
cientes jguales y mayores que en todos los demas.
Sim es par, m-f-1 sera impar, en cuyo caso no podremos igua-

m 1
lar el nimero entero n al namero fraccionario , lo que prue-

m
ba que cuando & n se le haya dado el valor —, se tendrael coeficien-
é

m , .
te del término — , el cual sera mayor que todos los demas.

Asi, en el desarrollo de! nimero (159) en que m es el namero im-
par 9, hay dos términos medios que tienen el mayor coeficiente 126;
pero en el desarrollo de =

en que el exponente es par, hay un solo térmi-
no medio que tiene el coeficiente 20 mayor que en todos los demas.

162. Si el segundo término del binomio es negativo, no hay mas
que poner en el desarrollo los signos-hy— alternados, pues seran
las potencias de a altemalivamente pares é impares y tendremos
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m—4
X— gre= A alfemn—8.

{m— 2} )
m a3-r"'-3_j_... = Cma’<r* "q=...+ a’
2.3
» 163. Si en las formulas que dan las potencias de (aj+a)™ y
(x— ¢)*” hacemos ic=a=1, se obtiene; de la primera,
m{m—4)(m—2)
2 2.3

2*"="+m - -H.e«OMm-H ..C

y de la segunda,
m(m—1) m {Mm—\)[m—2

0= 4—»iH- VP
2 2.3

de donde se deduce, que:

1. ® La, suma de los coeficientes de la emésima potencia de un bino-
mio (x+a), essiempre igual d la emésima potencia de 2.

2. ® La suma de los coeficientes del lugar par, es igual siempre d
la suma de los de lugar impar, pues su diferencia es cero.

3. ® EI numero total decombinaciones que sepuede hacer con m ob-

jetos tomados de todas las manerasposibles desde 1 en  hasta m enm,
esigual d la emésima potenciade 2 disminuida enunaunidad, esdecir,
d2r—1.
164. Cuando se quiere aplicar la formula del bindmio al desar-
rollo de una potencia de un binomio cualquiera, tal como ZaH-j-icd,

no hay mas que reemplazar x por 3a"0 y a por 2cd, en el desarrollo
de esa misma potencia de

» 165. EIl bindmio x-*a puede ponerse bajo la forma x  -I—

y haciendo—= 2/, se tiene .mr-|-a=cc;i-f-y), de donde

(x+a)"'=a:""(1-1-if)""-
En esta expresion s6lo hay que desarrollar la emésima potencia
del binomio (4+J/), en cuyo desarrollo sdlo entran las potencias de y\
sustituyendo después, en vez de x el valor que tenga en cada caso

*

. ..o a
particular, y en vez dey la expresién — en la cual se haya hecho la

misma sustitucion, se tendra la potencia de un binomio dado, como
£D la préactica se acostumbra.
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* 166. La formula del binomio, tal como la hemos demostrado,
solo comprende el caso de ser el exponente m entero j positivo, ya
consideraremos, en el segundo tomo de esta obra, su generalidad para
los demés casos.

LECCION XVin.

Cuadrado de un polinomio —Cubo de un polinomio —Potencia de un ?rado cualquiera**
un polinomio, expresion del término i?eneral.

Cuadrado de un polinomio.

167. EI cuadrado de un polinomio cualquiera es igual al cucu-
drado del primer término, méas el duplo del primero por el segwndo,
mas el cuadrado del segundo; mas el duplo de la stima de los dospri~
meros por el tercero, mas el cuadrado del tercero; y asi sucesivamente
hasta obtener el duplo de la suma de todos los términos menos el Ulti-
mo multiplicada por el ultimo, més el cuadrado del altimo término”

Sea un polindmio cualquiera cuyo cuadrado queremos hallar, y
gue supondremos, para fijar las jdeas, que tiene ocho términos
representémosle por P y haciendo

se tendréa

Donde vemos que el cuadrado de un polinomio de un ndmero n
de términos, se podra hallar, sabiendo determinar el de un polinod-
mio que tiene un término ménos; y como este se determinara & su
vez, sabiendo hallar el que tiene dos ménos que el propuesto, y asi
sucesivamente, llegaremps & hacer depender el cuadrado de un po-
lindbmio, del de un bindmio, que ya se sabe determinar.

Asi, haciendo ahora y=a-\-b-\-c-\-d->re-"f, se tendra

Del mismo modo haciendo z=a-\-b->rC-\~d-"e, se tiene
1

deda misma manera se hara u—ar”*h-\-c-\-d, de donde
z*={u-j-e) =u*H-2ue-J-c*;
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haciendo después « = a-{-64- c, se tendra
u*= (U-hiN®= v™*-i-2uci4-(¢®, n
y por ultimo, siendo iz="a,-\-b" tendremos
va= (i+c)2 = i2_"2/c+ c*
y = (aH-iiyn= -+-6@.
Sumando ahora estas igualdades y quitando de ambos miembros
las cantidades comunes y~, z™... se tendrd

4-2j'A-]-an,
en la cual sustituyendo en vez de t, v, u... sus valores respectivos, se
tendra
p2=a®4-2a;4-5*4-2 {iH-4) cH-c*+ 2 (a-l-i+c) c/+EI®4-
2 (ii-j— H-+4"2 (dF-¢d-c— o)

gue justifica la regla dada.
Cubo de un polinomio.

168. Bl cubo de unpoli7iérnfio cualquiera es igual al cubo del
primer término™® mas el triplo del cuadrado del primer término por el
segundo, mas el triplo del primer término por él cuadrado del segundo,
mds el cubo del segundo; mas el triplo del cuadrado de la suma de los
dos primeros por el tercero, mas el triplo de la suma de los dosprime”
rospor el cuadrado del tercero, mas el cubp del tercero; y ctsi sucesiva-
mente hasta obtener el triplo del cuadrado de la suma de todos los tér-
minos ménos el Gltimo por este Gltimo, mas el triplo de la suma de es-
tos términos por él cuadrado del ultimo, mds el cubo del dltimo.

Se demuestra de la misma manera que en el cuadrado.
Sea <zH-5-f-c-4-<;-|-e el polinomio cuyo cubo queremos hallar, re-
presenlé.mosle por P, hagamos x=a-\-b-\-c-*, y se tendra
(aH-e)*=¢cN-+-32:"*H-3ice™-e®. [1]
Haciendo ahora y=a-\-h-\-c, se tendra:
fcn=(y-i-cijr—y™-3)/*1?H-3i/E1*4-d~.  [2]
Por ultimo, haciendo z=a~\-h, se tiene:
(z-hc)N=sN-t-3s*c-]-3c*-pch
y (i?4-¢)*=i274-3iz"*i-f-3ii5%4-¢ ™. [3]
Sumando las igualdades [4], [2], [3], y quitando los sumandos
X* y*, ys’, comunes de ambos miembros, se tiene:
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P3= + + -|-c>+ 3y®i/-+- 3tjcP =
£ -3al®eH-3,ce®H-e®),
y ponienflo ahora en vez de z, jy, a, sus valores, se tendra:

3(a-f-¢-f-c]*i¢ + 3 (iiH-54-¢) 3 [a4-i-t-c~Hil®e.
3 fa+ ¢-hc-f-c}e®a - €@
que justifica la regla.

Potencia (le an grade* cnalgnlcra de nn polinomio, exprealon del
término generai.

» 469. Siguiendo el mismo método que en el cuadrado y cubo
de un polindmio, podriamos deducir la formacion de la A* 5.*...
potencias de un polinomio cualquiera; pero estas reglas van siendo
cada vez mas complicadas & medida que el exponente de la potencia
aumenta, por lo cual no las daremos, y s6lo haremos ver que la
emésima potencia de un polindmio se puede hacer depender siempre
de las potencias de otro polindmio que tiene un término ménos, las
de éste de las de otro que tenga dos términos ménos, y por consi-
guiente de un binomio.

En efecto, sea un polindmio Representando,
por X la suma de todos los términos ménos el primero, se tendra
x—h-~c-"d-\-e-\-... y siendo P el polinomio, tendremos

P«= (a4-.r) ;
donde vemos que la emésima potencia del polinomio P depende
de las potencias de x, que es un polinomio que tiene un término
meénos.

Haciendo con x lo mismo que con P. se tendr4, estableciendo la
igualdad /= c4-24-c4-...

X" =(54-"N)"" =AM Mt *y 4o +C LS A -—A-T
y haciendo A=rfs < -..., se tendra

I/'"= (c4-2)"" =c'""4-mc'"-~A4-...4-Cc™-"57"4 -— }-77;

y asi sucesivamente, hasta llegar & la emésimi potencia de un bino-
mio; en cuyo caso se tendra la emésima potencia de P, en funcién
de las potencias de polinomios que tienen uno, dos, tres, etc., tér-
minos Ménos.

«170. Para hallar la expresiéon del término general del desar-
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rollo de la emésima potencia de un polinomio, hallaremos las expre-
siones de los términos generales de los binémios.
ifr=b-\-y, y="c-\-z, z=d-*u, u=e-{-f...
El del primero es, como ya se sabe,
T,+i=C:a"™"-"0;". [1]
El término general de ¢r''=(i+2/)"" »sera

[2]
[3]

El del binomio , s

El de 3'?=(d-4-u)'?, sera
T.4°=C;c/i-"u™  [4]
Y suponiendo que u sea ya el Ultimo binomio se tendréa
para su término general,

Este término nos da todas las potencias de u, dando & s valores
desde 1 hasta r; por consiguiente, poniendo en el término [4] en vez
deu™, laexpresion del término general, hallaremos CgX.C'ra™*e“~"f*,
gue nos dard todas las potencias de  dando respectivamente A ry s
valores desde 1 hasta qyr; luego sustituyendo en el término gene-
ral [3] en vez de z*, la expresion de su término general anterior,
se tendra, , que nos dara todas las poten-
cias de 4P.

Del mismo modo, la expresion que se obtiene sustituyendo la an-
terior en [2], que es CSXC|xCixC;i”-Pc""'5d7-»-e-«f , nos da las
potencias de luego el termino general sera

T=¢C,X COhxClx C; X

Si reemplazamos por C", C«, C?* sus valores (143), se tendra por
expresion del término general, quitando los factores comunes al nu-
merador y denominador,

1.234.9_m -am-n})n-PeP-7d'i-r&-*P.
X1.2..(p-9) 12..(I-r)x12.(r-s) x
Y si observamos que m—n-f-n—p-hp—qg-hQ— —7s-|-s=Th, po-
dremos reemplazar m—n, n—p, p—q, q—r, y r—s, por n',p'"* A

d, teniendo presente que se ha de verificar la igualdad de condi-
cion n'-{~p'-}-q'-{-r'-\-s'~\-s=m, y la expresion del término general
se convertird enténces en

T= 1.2.2 y I w n""hp'cf'dr”‘e"f \

T 1.2.»'X1.2 Xia..rxi.2.# vi.: .»



112 ELEVACION

Observacion. Como las cantidades n', p*, q'... no tienen que
satisfacer a méas condiciéon que ser enteras, positivas, y que su suma
seo igual hm, puede suceder quealgunas de estas cantidades sea cero,
y entonces esta formula no tendria interpretacién ni sentido, asi
como oo la tendria la formula de las combinaciones

1.23... m
1.2.3... (m— fi)'
haciendo enella n=0, 6 m=n; pero esta formula, lo mismo que lo
que expresa el términogeneral, tendra aplicacién, aun en estos casos,
si convenimos en representar por 1 el producto de los términos
4.2.3...n, en el caso de sern=0, 6 suponer que es 1 la serie de los
términos 1.2.3... (m—n), cuando se tenga m=n\ esto equivale & no
considerar aquellos productos que terminen en el factor cero.
Con este convenio, la formula es aplicable en todos los casos.

LECCION XIX.

Baices en general Je los monémios.—Bala cuadrada de los polinémioe.

Raices CDgeneral de les nonénalos.

471. Laraiz ehésiha de unjirodudo esigual aiproducto de las
raices EMEsiMAS de los factores.

Cuando el indice de la potencia es entero y positivo, ya lo hemos
demostrado {Arit. 293)*, demostrémoslo ahora para los demas casos,
es decir, para cuando el indice fn de la raiz sea fraccionario ¢ iocon>
mensurable, positivo 6 negativo.

p
9

Sea el indice un nimero fraccionario » = , Yy demostremos que

se verifica también la igualdad

i I/ABC=P'A’.P'f. I/G.
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Ed efecto, se tiene (44) que
p

T como p es un nimero entero, se tendra [Ari. 293),

MA?Be/Gi= 177 =:Af.fif.ch
1 %_ AL
pero Ai- = i a (39); luego, = I"AKb. ,
y sustituyendo este valor en la igualdad [1], se tiene
— L L, A
1MABC = JA~B.InC,

seglin queriamos demostrar.

Si %es un ndmero inconmensurable, la raiz emésima del pro-
ducto sera ellimrte hacia el cual se aproximan las raices de ese
producto sustituyendo por el nimero inconmensurable nimeros
conmensurables que se les vayan aproximando cada vez mas, y co-
mo en todos estos casos la raiz del producto, es, segin lo demos-
todo anteriormente, igual al producto de las raices del mismo gra-
do de los factores, en el limite también serén iguales (Arit 47 se-
GESDQ); luego siendo n inconmensurable, se verifica también el
principio.

Sea, por ultimo, m un ndmero negativo—n, cuyo valor puede
ser entero, quebrado 6 inconmensurable, y se tendra

MABC’

pero —- t/A. 1l/b. k-G;
VMABC  ANA ANB ANG

segun queriamos probar.

172. Para e-Mraer laraiz de wi grado cua,laniera de un mono-
mio, se extrae la raiz del mismo grado del coeficiente, y de las letras
6factores gue le constituyan, y el gyroducto de estas raices serd la
raiz pedida. Asi,

[[fia*icy7= /fi [ (T|/?2/i7 7 - |/fi
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En efecto, el monomio propuesto se puede considerar como el pro-
ducto del coeficiente por el producto de las potencias de las letras
que le forman, y como la raiz de un producto es igual al producto
de las raices de los factores (16'1), la regla queda justificada.

~73. Podemos considerar como caso particular aquel en que el
indice de la raiz sea un nudmero entero y positivo, y siguiendo la
regla general, veremos que 'para extraer la raiz emésima de un
monomio, se extrae laraiz emésima del coeficiente, y se parten los
exponentes de la letra por el indice entero m, el resultado llevara el
dolile signo zh si el indice espar, y el signo de la cantidad si fuese
impar. Si el indice espar y la cantidad lleva el signo —, la raiz es
IMAGINARIA. Asi,

A8iaW r=+:3a"c\

y|l— = —2a™c.

Desde luogo se comprende que todo monomio, cuya raiz hemos
de hallar, no siempre sera una potencia exacta del mismo grado
gue indica el indice del radical, como ha sucedido en los tres casos
anteriores; pues para que asi suceda y podamos obtener una raiz
exa,cta, es necesario que el coeficiente sea una potencia exacta del
mismo grado que indica el indice de la raiz, y que todos y cada uno
délos exponentes de las letras del monomio sean divisibles por el
indice de la misma. Si falta alguna de estas condiciones, la raiz ha-
llada no puede ser racional y entera como se pide, y entonces se dice
gue no es exacta.

474. Cuando el monomio, cuya raiz queremos hallar, no tiene
raiz exacta, por faltar alguna de las dos condiciones citadas, queda
indicada la raiz con el signo/ dando origen 4 los radicales, como
ya sabemos; y aqui, lo mismo que en Aritmética, podremos, fun-
dandonos en el mismo principio de que la raiz de un producto es
igual al producto de las raices de los factores, simplificar estas ex-
presiones radicales, sacando fuera todo cuanto sea posible.

Para ello, si el coeficiente no es una potencia del mismo grado
que indica el indice del radical, se verasi se puede descomponer en
dos factores de los cuales uno sea la mayor potencia posible del
mi~mo grado que el indice; y respecto & las letras se formara otro
producto de dos foctores, de los que uno contenga & dichas letras
con los mayores exponentes divisibles por el indice, y de este modo
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habremos descompuesto el monomio en el producto de otros dos,
uno que tendra raiz exacta y que podremos obtener, y otro que no
la tendra, por lo cual quedara indicada. Asi,

2a6”clN3ijen
175. Reciprocamente, cuando una cantidad multiplica & un ra-
dical, puede introducirse esta cantidad debajo del signo, multipli-
cando la cantidad subradical por una potencia del mismo grado que
indica el indice del radical, de la cantidad que hay fuera como fac
tor. Asi,

2aiVv = I"i0O oW ,1"30W =1 16aW ><3aW =

Baiz cnadrada délos polinodmios.

176. La extracciéon de la raiz cuadrada de un polinomio esta
fundada en los dos principios siguientes. e

177. Si un "polindmio, que suponemos ser el cuadrado de otro lla-
mado raiz, estd ordenado con relaciéon duna letra cualquiera, elpri-
mer término de dicho polindmio es, sin reduccién alguna, el cuadrado
delprimer término de la raiz, ordenada también con relacién'd la
nrvisma letra.

En efecto, el cuadrado de un polinomio es el producto que resulta
de multiplicar este polindbmio por si mismo; luego, si esta ordenado
el primer término del producto serd (66) el producto de los dos pri-
meros términos de los factores, y como éstos son iguales, este pro-
ducto se convierte en el cuadrado del primer término del polinomio
que se multiplica, segun queriamos demostrar.

178. Siun polindomio y su raiz cuadrada estdn ordenados con
relaciéon d una letra, y restamos de estepolinomio el cuadrado de los n
primeros términos de la raiz, el primer término del resto sera, sin
reduccién alguna, el duplo del primer término de la raiz por el tér-
mino n-f-I.

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la
raiz del polinomio P, y por B la suma de los términos restantes: su-
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pongamos ordenados con relacion & una letra el polindmio P y su
raiz, de modo que se tendra
PA(A+BP=:A2-f.2AB+B2,
y restando de ambos miembros el cuadrado A* de la suma de los n
primeros términos de la raiz, bailaremos, llamando R al resto,
P—A2=R=2AB-f-B®

Sean oxe y hx" los primeros términos de los polinémios A y B; el
primer término del producto 2AB sera el cual no podra
reducirse ni destruirse con ninguno de los demds términos del mis-
mo producto (66); tampoco podra reducirse ni destruirse con ningu-
no de los términos del cuadrado B®, por venir afectado de una poten-
cia de la letra ordenatriz cc mayor que en todos los términos de B®
cuya mayor potencia tiene el exponente pero dicho pri-
mer término 2tzio;“+P es el duplo del primer término de la raiz por
el primero de B, que es el (n-|-1) de la misma; luego el primer tér-
mino del resto es, sin reduccion alguna, el duplo del primer térmi-
no de la raiz por el término rH-", segin queriamos demostrar.

179. Jlrd (vtrei&r la raiz cuadrada de un™loUndmio S6ordena con
relacion d una letra® se extrae la raiz cuadrada del primer términoy
se obtendra él primer término de la raiz, el cual se eleva al cuad/rado
y se resta del polindmio propuesto, lo que equivale & tachar el primer
término; después se divide elprimor término del restopor el duplo del
primer término de laraiz, y el cociente serd él segundo término; sees-
ente & la derecha del duplo del primero con el signo que tenga, se mul-
tiplica €l binomio que resultepor dicho segundo término, y el producto
se resta del resto anterior, lo que nos dara un nuevo resto cuyo primer
término divididopor él duplo del primer término de la raiz, nos dara
el tercer término, que se escribird & la derecha del duplo de los dospri-
meros y multiplicando por él el trinomio que resulte, se restara elpro-
ducto del resto anterior; se volverd & dividir él primer término del
resto por el duplo déhprim&r térmi/no de la raiz, y asi se continuara
hasta llegar & un resto cero, Oun resto cuyo primex término dividido
por él duplo del primer término de la raiz dé un término en el cual
la letra ordenatriz tenga un exponmte menor que la mitad dél expo-
n&nte de esta letra en el Gltimo iérmi7w del polindmio ordenado con
relacion a las potencias decrecientes de la misma; en élprimer caso,
la raiz hallada sera exacta; en el segundo, no.

Sea el polindmio P ordenado con relacion a las potencias decre-
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cientes de una letra iv; segun el principio (177), el primer término
de P serd, sin reduccion alguna, el cuadrado del primer término de
la raiz que vamos buscando; luego si extraemos, segun la regla, la
raiz cuadrada de este término, hallaremos exactamente el primer
término de la raiz.

Después elevamos al cuadrado este término y el resultado lo res-
tamos de P, lo cual equivale, como hemos dicho, & tachar el primer
término, y segln el principio (178) el primer término del resto, que
llamaremos R, sera, sin reduccion, el duplo del primer término de
la raiz por el segundo; luego dividiendo el primer término del resto
R por el duplo del primer término de la raiz, hallaremos exacta-
mente el segundo término de dicha raiz.

En seguida, colocamos este segundo término & la derecha del
duplo del primero, y el binomio que resulta se multiplica por el se-
gundo término hallado, lo que equivale & formar el duplo del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo; cuyo producto se res-
ta del resto R, y como este resto se obtuvo restando de P el cuadrado
del primer término de la raiz, el nuevo resto IV, hallado segun la
regla, es el que se obtiene restando de P el cuadrado del primer tér-
mino, mas el duplo del primero por el segundo, més el cuadrado del
segundo término de la raiz, es decir, el cuadrado de la suma de los
dos primeros térmirios; luego segin el principio demostrado (178),
dividiendo el primer término de nuevo resto R', por el duplo del
primer término de la raiz, hallaremos exactamente el tercer térmi-
no de esta, y del mismo modo jremos hallando sucesivamente todos
los demés.

Si llegamos al resto cero, la raiz hallada por la regla anterior,
serd la raiz exacta; pues restando su cuadrado del polindmio pro-
puesto, da cero de resto. Sl llegamos a obtetier un resto cuyo pri-
mer término dividido por el duplo del primer término de la raiz, da
un término en e! cual la letra ordenatriz tiene un exponente menor
que la mitad del exponente de esta letra en el Gltimo término del
polinomio dado, podremos no contuiuar la série de operaciones, se-
guros de que el polindomio propuesto no tiene raiz exacta; pues si la
tuviera, el Gltimo término seria el cuadrado del UGltimo término de
la raiz, y por lo tanto el exponente de la letra ordenatriz seria la
mitad del exponente de esta letra en el Gltimo término del polino-
mio, y como por hipotesis es menor que dicha mitad, el cuadrado
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de este término dara una potencia de la letra ordenatriz de menor
grado que la que tiene en el ultimo término del polinomio; luego
no se podra ya destruir con ningun término de éste, y la raiz sera
inexacta.

180. Ademas de estos caracteres para saber si un polinomio en-
tero tiene 6ndraiz cuadrada entera exacta, hay otros mas sencillos
gue nos indican desde luégo cuando no la tiene.

Asi, si un polinomio ordenado con relacion a una letra no tiene
por primero, y Ultimo término dos que sean cuadrados perfectos, no
puede tener raiz cuadrada exacta; lo cual se deduce de la formacién
del cuadrado (167).

Si alguno de los primeros términos de las restas que sucesiva-
mente se obtienen en la série de los célculos, no es divisible por el
duplo del primer término de la raiz, tampoco puede tener raiz cua-
drada exacta entera.

Sea por ejemplo, extraer la raiz cuadrada del polinomio.

—4a® rH-4a®x*— -h H - 4a®a®—

Después de ordenado con relacion a ¢c, dispondremos la operacion
del modo siguiente:

+ —4aM.53+ éaSIx»—4a«j;+ a® 2ax®+a®x®—2a®x+a®
4ax»+ 4aX®+2a®*—2«3X
—4a?2x M — ax® —2a3»
_ ko*x» + a* x* —Sa'.r*—4a».®3+4a®x*

+ 8a*xh +4d* Xr—4a® x* Jax®+2a®x®—4a®x+a3
4a< X3+ 2a» X® ,
ig—2a» X®+ 4a®x— o® + 20x®—a®x+a®
0
LECCION XX.

Raiz clbica do los poliadmios.—Raiz de un prado cualquiera de loa polinémioa.

Baix cUbioa de los poliudniiog.

181. Si un polindmio, que suponemos ser el cvho de otro llamado
raiz, esta, ordenado con relacion d una letra, elprimer término de di-
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cho polindmio es, sin reduccion alguna, el cubo delprimer término de la
raiz ordenada con relacién a la misma letra.

En efecto, el cubo de un polinomio es el producto que resulta de
multiplicar este polinomio por el cuadrado del mismo, luego, si estos
factores eslan ordenados con relacion & una letra, el primer término
del producto sera, sin reduccién alguna, el producto de los dos pri-
meros términos de los factores; pero el del uno es el cuadrado del
primer término; luego el primer término del polindmio es el cubo
del primer término déla raiz.

182. Siunpolindmio y su raiz cubica estan ordenados con rela-
cién a una misma letra, y restamos de este polinomio el cubo de la
suma de los ixprimeros términos de la raiz, élprimer término de res-
to serd, sin reduccion alguna, el triplo del cuadrado del primer tér-
mino de la raiz, por el término.

Representemos por A la suma de los n primeros términos de la
raiz cubica de un polinomio P, y por B la de los términos restantes
de dicha raiz, la cual lo mismo que P supondremos ordenados con
relacion a una misma letra; de modo que tendremos P = (A-hB)®=

y restando de ambos miembros el cubo de
la suma de los n primeros términos; se tendra
' P— AZ=R=3A"B"-3ABm"-"-B/N

Sean aa:“ y los primeros términos de los polinomios Ay B, el
primer término del producto 3A™B sera el cual no podra
reducirse ni destruirse con ninguno de los términos del mismo pro-
ducto (CG); tampoco podra reducirse ni destruirse con ninguno de
los términos del producto 3AB” ni del cubo B”, por venir afectado de
una potencia de la letra ordenatriz x mayor que en todos los térmi-
nos de 3AB”™y B" cuyas mayores potencias tienen los exponentes
a-1-2p<:;2a-f-p;y 3 p<2«-|-p; pero dicho primer término

es el triplo del cuadrado del primer término de la raiz
por el primer término de B que es el n-j-1 ;luego el primer término
del resto es el triplo del cuadrado del primer término de la raiz por
el 71-HI término de la misma, segln queriamos demostrar.

183. Pura extraer la raiz cubica de un polinomio, se ordena con
relacion alas potencias de una letra, se extrae la raiz cubica del pri-
mer término y se obtiene el primer término de la raiz, cuyo cubo $S9
resta del polinomio; el primer término de la resta se divide por el triplo
del cuadrado delprimer término de la raiz; y el cociente ser4 exacta”-
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mente el segundo termino de esta raiz\ aia derecha del triplo del cuor-
drado del primer término se escribe el triplo del primer termino por el
segundo, mas el cuadrado del segundo, se midtipUca esta suma por el
segundo término, y el producto se resta del resto anterior-, el primer
término del resto se divide por el triplo del cuadrado del primer tér-
mino de laraiz, y hallaremos el tercer término-, se colocara & la dere-
cha del triplo del cuadrado de la suma de los dos primeros el producto
del triplo de la suma de los dos primeros términospor el tercero, mas el
cuadrado del tercero, se multiplicaré el resultado por dicho tercer té-mi-
no y elproducto se restara del resto anterior-, y asi continuaremos hasta
hallar un resto cero, 6 un resto en el cual nos veamos obligados & escribir
en la raiz un término en el cual la letra ordenatriz tenga un esponente
menor que la tercera parte del exponente de esta letra en el dltimo tér-
mino del polinomio. En el primer caso, la raiz serd exacta; en el se-
gundo, no.

De la misma manera que en la raiz cuadrada de los polinémios, se
demuestra esta regla con el auxilio de los dos principios (181 y 482).

Sea, por ejemplo, extraer la raiz cibica del polinomio 8.0®-8£Z®+
12ax+42ax™[-30a"a;N-H30ftV*H-20a"a;™. Después de ordenado con

d &rJ+ 12na;S+ii0a2a;-*+25!i3a;3+a0a'<a:i+ ga + <Ir+ 2
86 3 +6de*+ g
—12ax"— ax
riaar* + 6rt3a4 ¥¥¥8 )
— Oajat— 248 B —SOR — 2N — G 12 XMHi2a%-"+ 3a2j:2 + 1222« HBASX +|22’3\
0 =N 28 et A F 122+ G-
El primer término debe ser, segun el principio (481), el cubo
del primer término de la raiz; luego extrayendo, segun dicela regla,
la raiz cibica de este término, hallaremos el primer término de

la raiz, cuyo cubo 8"’ restaremos dei polinomio propuesto que lla-
maremos P; el primer término 42ax“ del resto que llamaremos R,
es sin reduccion, segun-el principio (182), el triplo del cuadrado del
primer término de la raiz por el segundo; luego dividiendo 42cke™ por
hallaremos, conforme & la regia, el segundo término ax de

la raiz.
Una vez hallados estos dos términos, debemos restar del polino-
mio P, el cubo de su suma, ycomo ya hemos restado el cubo del pri-
mer término, so6lo nos falta restar el triplo del cuadrado de! primer
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término por e! segundo, mas el triplo del primero por el cuadrado
del segundo, mas el cubo del segundo; pero colocando & la derecha
del triplo del cuadrado del primer término, el triplo del primero por
el segundo, mas el cuadrado del segundo, y multiplicando este trino-
mio por el segundo, se hallan las tres partes que hay que restar de
R, lo que esta conforme con la regla; hecho esto, hallamos

por primer término de la nueva resta R', el cual dividido por el triplo
del cuadrado del primer término, 6 sea por hallamos para ter-
cer término y colocando & la derecha de \ ,
que es el triplo del cuadrado de la suma de los dos primeros térmi-
nos, el triplo de esta suma multiplicada por el tercer término, y el
cuadrado del mismo, y multiplicando el resultado por dicho tercer
término, hallamos la cantidad que restada de R*nos da cero, y como
esto equivale a haber restado del polinomio P el cubo dei polindmio
hallado , habiendo obtenido por resto cero, es sefial
que el polinomio hallado es la raiz exacta de P.

184-.  Si hubiéramos hallado un resto cuyo primer término divi-
dido por el triplo del cuadrado del primer término de la raiz, diese
un término para esta raiz en el cual la letra ordenatriz tuviese un
exponente menor que la tercera parte del exponente de esta letra
en el ultimo del polinomio dado, era sefial de que no tenia dicho
polindmio raiz cubica exacta. En efecto, si la tuviera, el cubo del
Gltimo término de la raiz deberia ser igual al Gltimo término del
polinomio, y por consiguiente el exponente de la letra ordenatriz de
aquél, seria igual a la tercera parte del exponente de la misma letra
en éste; y como, por hipotesis, el exponente es menor que esta ter-
cera parte, su cubo serd de menor grado con relacion a esta letra
que el Gltimo del polindmio; luego no se podra destruir con ninguno
de ellos, y la raiz no sera exacta.

180. Se conocera ademéas que un polindmio no tiene raiz cubica
exacta, cuando ordenado con relacién & una letra, el primero y ul-
timo término no sean cubos perfectos; 6 cuando alguno de los pri-
meros términos de los restos que se hallan, no sea exactamente di-
visible por el triplo del cuadrado del primer término de la raiz.

Bai* de iin grada cnaUinicra de lompollnémlos.

186. Si unpolindomio que suponemos ser laeme¢sima potencia de
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otro llamado raiz, estd ordenado con relacién d una letra, el 'primer
termino de dichopolinomio es, sin reduccién alguna, la emeésima po-
tencia delprimer término de la raiz ordenada con relacién & la misma
letra.

lin efecto, la emésima potencia de un polinomio es el producto
de m factores iguales a este polinomio; luego si éste esta ordenado
con relacién a una letra, el producto de los dos primeros también
lo estara, y su primer término sera el cuadrado del primer término
de la raiz; el de los tres primeros sera el cubo; el de los cuatro, la
cuarta potencia; y en general el de los m, sera la emésima potencia
del primer término de la raiz.

187. Si unpolindmio wsu raiz emesima estan ordenados con re-
lacion a una misma letra, y restamos de este polinOmio la emésima
potencia de la suma de los u primeros téirmimos de la raiz, elprimer
té)-mino del resto serd, sin reduccion alguna, m. veces la (m— 1) poten-
cia del primer término dela raiz, por el término n+1.

Representemos por Ala suma de los n primeros términos de la
raiz emésima de un polinomio P, y por Rla suma de los términos
restantes de dicha raiz, en la cual, lo mismo que en P, supondremos
estdn ordenados con relacion & una misma letra, de modo que ten-
dremos

P=(A -hn)™"™-=A "™ ="B"'A 46",
y restando de &mbos miembros la emésima potencia A” de la suma
de los n primeros términos, se tendra
P—A"™=mA"™-‘B+ ...+ C A"™-"B"4-...

Sean ax" y hx* los primeros términos de los polindémios A y B; el
primer término del producto B sera man~" 247 el
cual no podra reducirse ni destruirse con ninguno de los términos
del mismo producto (CGj; tampoco podra reducirse ni destruirse con
ninguno de los términos de los deméas productos, para lo cual basta
probar que no puede reducirse ni destruirse con ninguno de los tér-
minos del producto general G'6 A”“”B’". Bn efecto, el primer ter-
mino del resto viene afectado de una potencia de la letra ordenatriz x

cuyo exponente es (m—1) y lo mayor potencia del término
general tiene por exponente {m—n) a-|-np, ycomo
(w — [(m — n)a-f-np] = m«— —np=

(h—1)a—(?i— 1)3;> 0,
por ser nos prueba que el primer término de B viene
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afectado de una potencia de x mayor que en todos los términos del
producto general y por tanto no puede reducirse ni des-
truirse con ninguno; pero dicho primer término es igual & m veces,
la m—\ potencia del primer término de la raiz del polinomio P mul-
tiplicado por el primer término de B, que es el «-1-1 de dicha raiz;
luego el primer término del resto es igual, sin reduccion alguna,
4 m veces la m—1 potencia del primer término de la raiz, por el
término de la misma, segln queriamos demostrar.

>188. Para extraer la raiz emésima de un polinomio, se ordena
con relacion & una letra, se extrae la raiz emésima del primer tér-
mino, y obtenemos el primer término de la raiz, el cual se eleva a la
EMESIMA potencia y el resultado se resta del polinomio propuesto’, el
primer término del resto se divide por m veces la (ra—\) potencia
del primer término de la raiz, y se obtiene el segundo término, se
eleva el binomio hallado a4 la emésima potencia y se resta el resulta-
do del polinomio propuesto; el primer término del resto se divide por
m veces la (m—1) potencia del primer tér?mno de la raiz, y el co-
ciente es el tercer término de ésta, se eleva la raiz hallada & la emé-
sima potencia y ésta se resta del polinomio propuesto, y asi se conti-
nda hasta llegar & un resto cero, en cuyo caso la raiz hallada es la
raiz emésima exacta del polinomio dado’, 6 un resto cuyo primer
término dividido por m veces la (m—1) potencia del primer térmi-’
no de laraiz, nos dé un término en el cual la letra ordenatriz ten-
ga un exponente menor que la emésima parte del exponente de la
misma letra en el Gltimo término del polindmio, en cuyo caso el po-
lindmio propuesto no tiene raiz emésima exacta.

Esta regla se demuestra del mismo modo que se hizo en la raiz
cuadrada, con el auxilio de los dos principios correspondientes
[186 y 187).

189. En general un polinomio ordenado con relacién é una le-
tra no puede tener raiz emésima exacta, si su primeroy ultimo tér-
mino no son emésimas potencias exactas, 6 si alguno de los primeros
términos de los restos que se obtienen en la série de los calculos no
es divisible por veces la (m—1) potencia del primer término de
la raiz.

190. liemos supuesto en la extraccién de raices de los poliné-
mios, que estos se ordenan con relacion a las potencias decrecientes
de una letra, y en esta hipdtesis hemos dicho que debemos parar
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la série de operaciones gae. se practican para extraer ia raiz de un

crjirciiii;iss ¢ £ =

mio tiene raiz e«esi»»(, exacta, su Uitimo término ha de ser exacta-
mente a emésima potencia del altimo término de la ral si,leiamos
m hallar un resto cero, & un resto que nos déeniar \ L.
de mayor grado con relacion & ia letra ordenatriz, que la m X Z
parte del exponente de la misma letra en el Gltimo término del noli
Oémio debemos no continuar la operacién, pues calialez Talll

n i encontrar raiz

exacta. ™" *

LECCION XXI.

Radicales algebraicos, multiplicidad de anaralores.

Radicale« al«el.rAico«, m,Ulp,ciacxd de «,«

ocuJ T 'a Aritmética de los radicales, s6lo nos hemos
ocupado de su valor numérico, el cual por su naturaleza es real, po-
sif vo y unico; porque una vez hallado un niimero que elevado 4 una
potencia marcada por el iridice nos d4 la cantidad que h y debarde
C a Iebeldlllllllllll - "’\O plen_
radicai, y por consiguiente, este valor numérico es anico
tn lo que hasta aqui llevamos dicho respecto de los radicales
nicamente nos hemos referido al valor numérico que pueden tener-

i stlo hemos indicado algunos casos de imposibilidad /S f11/~1 -



DE RAICES. 125

cidad, que es & lo que da origen la teoria de radicales cuando se
considera, no bajo su aspecto aritmético, sino bajo el aspecto alge-
bréico.

En Aritmética no hemos considerado las cantidades negativas; por

consiguiente, V'—A es una expresion inadmisible aritméticamente,
y por lo tanto no hay valor numérico que represente este radical;
esta expresion, siendo puramente algebraica, no puede ser represen-
tada sino por otra que también lo sea; asi, si m es un ndmero im-

par, V —A indicara la expresion algebréaica que, elevada & la poten-
cia m, nos reproduce—A.

Desde luégo se comprende que esta expresion no puede ser de
ningiin modo una cantidad positiva, pues cualquier cantidad positi-
va elevada & una potencia cualquiera da siempre un resultado positi-
vo; luego esta expresion es una cantidad negativa que se obtiene

hallando el valor aritmético de y toméandole con el signo — ;asi,

si se tiene k A = i, 6 lo que es ler mismo &%= A, como m es impar,
se tendrd (—a)” = — a" = — A. En el caso de ser m un numero

par, —A nos indica una operacion cuyo resultado es imposible de.
obtener, pues no hay cantidad positiva ni negativa que elevada a una
potencia par, nos dé un resultado negativo— A; por cuya razon es-
tas expresiones & que el Algebra da origen, se les llama expresiones
imaginarias.

Por ultimo, si consideramos la expresion en la cual Aes una
cantidad positiva, ym puede ser par 6 impar, veremos que en el
primer caso, si llamamos a a la rah emésima de A obtenida por las re-
glas dadas ya sea A un nimero, un monomio 6 un polindmio, tendre-

mos que el valor de K A considerado aritméticamente, no puede ser
mas que a y solo a; pues cualquier otro nimero elevado & la misma
potencia darla un resultado distinto de A. En Algebra tenemos, que

no so6lo a es un valor de A, sino que — a también lo es; porque
tanto a como — a, elevados & la potencia par in, nos dan el mismo
resultado a’™*= A.

192. De loque llevamos dicho resulta, que un radical tiene siem-
pre en general un valor numérico real y positivo, que se obtiene por
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medio de las reglas dadas para la extraccion de la raiz emésima, ya
sea la cantidad subradical un ndmero, 6 una cantidad algebraica
mondmiad polindmia, y cuyo valor numérico se conoce con el nom-
bre de determinacién aritmética.

Que en algunos casos no s6lo tiene este valor aritmético positivo,
sino que tiene otro igual a él pero negativo, el cual correspondiendo
exclusivamente al Algebra, se le llama valor algehraico', y por ultimo,
gue en otros muchos casos no hay esta determinacidon aritmética ni
valores reales algebraicos, y solo se obtiene una expresion imagina-
ria, la cual es puramente algebraica.

~93. Esto supuesto, distinguiremos en los radicales dos clases de
valores ¢ determinaciones: valores aritméticos, y valores algebraicos.

Entenderemos por valor aritmético 6 determinacién arit-
mética de un radical, cuya cantidad subradical puede ser unnimero
6 una cantidad algebraica monémia 6 polinémia, la raiz que se 0&-
tiene aplicando las reglas dadas para la extraccion de raices de canti-
dades ya sean numéricas 6 algebraicas.

Asi, los valores aritméricos 6 determinaciones aritméticas de los
radicales K 27, y serdn 3, a+ 0ySaa®.
e Valor algerrXico i/e un radical, sera toda expresion de cual-
quiera naturaleza que sea, que elevada & la potencia marcada por el
indice, reproduzca la cantidad subradical.

En los valores algebraicos de un radical se hallan comprendidos
los numéricos.

~94. El valor aritmético de un radical es Unico.

En efecto, una vez hallada por las reglas del calculo la cantidad
que elevada & la potencia marcada por el indice da la cantidad
subradical, cualquiera otra cantidad de la misma naturaleza, pero
de distinto valor numérico, elevada a la misma potencia, dara un
resaltado diferente, y por lo tanto distinto de la cantidad subradical.

*190 Un radical tiene tantos valores algebraicos como unidades
tiene su indice, los cuales se obtienen multiplicando su raiz aritmética
por las m raices emésimas de la unidad.

Sea el radical de segundo grado I™A, cuya raiz aritmética repre-

R,

sentaremos por a, de modo que se tendra =a, 0 A=a®.
Hpessranarautcd]aacic\dosdranse
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NA, y veamos como hallar todas las expresiones que elevadas al cua-
drado nos dan A, 6 sean todos los valores de jv.

Por ser x un valor algebrélco de IMA, se tendré
6 x =k [1].

Si ahora hacemos x=ay, representando pory todos los valores
gue multiplicados por a nos dan los valores de x, se tendra, elevando
al cuadrado, x*=a”y™ y poniendo este valor en la igualdad [1], se
tiene ahjr=A; pero a”=A; luego dividiendo por a*=A, se tendra

Donde vemos que y expresa la cantidad que elevada al cuadrado
nos da 1; es decir, los valores dey son las raices cuadradas de la
unidad; pero de la igualdad anterior se saca

y los valores de y que reducen & cero este producto, que son las
raices cuadradas de 1, son los que hacen y—1=0, é ?/-}-1=0, que
son y—\, 6 y~—1; luego los dos valores Unicos del radical PMA,
son-l-a y—a; y como a=/A, se tendra que los dos valores seran
X =+\"r,
m_
Sea en general KA un radical cuya raiz aritmética llamaremos a;
representemos por x un valor cualquiera algebraico de este radical,

de modo que tendremos
m_
a*"=A,yx = V de donde x"=Kk.

Hagamos ahora x=ay, representando por y la cantidad que mul-

tiplicada por a nos da un valor algebréico de KA, y es claro que x
podra recibir tantos valores como tenga y.

Elevando a la potencia m, se tiene cuyo valor de
sustituido en la anterior, ser4d a**y”*=k\ y dividiendo por a'*—k,
hallaremos 2” =1 ; luego iy exprésala raiz emésima de la unidad;
pero se demuestra en Algebra superior, que hay m valores algebrai-
cosque, puestos en vez dey, verifican Ift relaciéon i#’=1, de los
cuales si m es par, dos son reales é iguales respectivamente & -f-1 y
—1;ysi es impar, uno solo es real é igual &-{-1; luego si repre-
sentamos estos valores dey por 1,y', y*, y'... los valores de x se-
ran a, ay', ay"”, ay"'... y el principio quedara demostrado.

Vemos que la demostracion de este principio esta fundada en que
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la igualdad y* =\ puede quedar satisfecha para m expresiones dis-
tintas dey que seran las m emésimas raices de la unidad; y como
esta verdad la hemos de demostrar en Algebra superior, con inde-
pendencia del principio que ahora nos ocupa, podemos admitirla,
sin incurrir en circulo vicioso, pues todo se reducia & ponerlo después
de haber demostrado el principio de Algebra superior; y con el obje-
to de no llevar hasta alli esta teoria de radicales incompleta, lo ad-
mitimos desde luégo como demostrado.

*496. Respecto a las cantidades con exponente fraccionario, po-
dremos observar, que siendo equivalentes & radicales cuyo indice es
el denominador de la fraccién exponente, debemos considerar tam-
bién en estas expresiones desdases de valores, aritméticos y alge-
brabaos. Lo que de estas expresiones llevamos dicho hasta ahora, s6lo
se refiere & los valores aritméticos.

El calculo de los radicales algebraicos se puede, por consiguiente,
referir & los valores aritméticos, 6a todos los valores tanto aritméti-
cos como algebraicos. En el primer caso, se efectian las reglas tal
como se han dado en Aritmética, y se demuestra como alli se hizo.

Si nos referimos al calculo de estos radicales considerdndolos con
todos sus valores, es necesario justificar esas mismas reglas, y hacer
ver que son generales &un para los valores algebraicos.

LECCION XXN.

Célculo de los ra<licale8 algebraicos.

Célculo dp loHradicales algebraicos.

* 197. Nada tenemos que afiadir a lo dicho en Aritmética res-
pecto a la suma y resta de radicales; pero como hay que hacer la
reduccion y destruccion de los que sean semejantes, es menester
probar que la simplificacién que alli se hizo es posible hacerla sin
qudq V{ilrien los valores, tanto algebraicos como aritméticos, de un
radicojl.
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w — m
Asi, se tendra en general Ka®"A—aP"A.
m

En efecto; todo valor de a/A elevado a la potencia m, dard

evidentemente «"'A; y todo valorde el evad o &lamisma poten-
cia, da también el mismo resultado; luego todo valor de la pri-
mera lo es de la segundo; pero la primera tiene m valores diferen

tes que corresponden & los m dci®A” luego los vi primeros valores

de al™T lo son dcKa'™'A; y como esta expresion no tiene mas que
m valores, éstos serén los mismos de la primera expresién; luego se-
gun queriamos probar, se tendra VoFk = a I .

* 198. La raiz de un produelo es igual al producto de las ralees
de los factores; @ el producto de dos radicales de un mismo indice es

igual & un radical del mismo indice cuya cantidad suhradical es el pro-
duelo de las cantidades subradicales de los factores, N

Es decir, que A x 1/~ = lelili.

En efecto, todo valor a; del producto PY'B elevado & la po-
tencia m, da y como todo valor del radical P'Tb ele-
vado a m, da también AB, se sigue que los valores del producto
A xlgn’\ B estan comprendidos en los de ademas, comoen el
factor 1/ Amiiay m valores distintos, multiplicandolos por uno de los

valores del/]i, tendremos m valores distintos también, y todos es-

taran comprendidos en los m valores de y)or consiguiente se-
ran jguales respectivamente & éstos. Los que resulten de multiplicar

losm \r/ﬁlores de A por otro de los de P¥, seran iguales también &

losde/A B, y por tanto seran los mismos que se obtuvieron ante-
riormente, aunque vendran en distinto érden, y !'o mismo sucede

con los demés productos; luego todos los valores dcy X xi*IT son

los mismos que los de V Ali, segiin queriamos probar.

®199. EI cociente de dos radicales de un mismo indice esigualé
un radical del mismo indice” cuya cantidad subradical es el cociente de

fas cantidades subradicales.
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Se demuestra de la misma manera que se ha hecho en el principio
anterior.
e 200. Pava elevar wi radical a una potencia cuyo exponente en
vri/iio con el indice, se eleva & dicha potencia la cantidad suhradical.
Es decir, que si ni y n son nameros primos entre si, se tendra

Al

En efecto, si elevamos cl primer miembro
potencia, se tendra

a) o lacmei-tma

(IFAY)"= (N Ay =((I>" A7) = AT
de donde se deduce que todo valor de la expresion (K X) elevado

a la potencia m. da un valor A"; y como todo valor de k™ A'cle-
Tado a la misma potencia m, da también A", se sij™ue que todos

los valores de la expresion (E~X) estan comprendidosen los valores
déla expresion"~X~; pero en esta hay m valores, y vamos a demos-
tra que en (I/ A) también hay m, y no puede haber mas.

Para ello observaremos que / A tiene m valores, que podremos

representar por A', A", A'"...en cuyo caso los de (I>T)

seran
A A"

los cuales vamos & demostrar que son desiguales.
Supongamos que dos sean iguales, de modo queso tenga

[1];
siendo k! y A" valores de /A , se tendra
A-=A"- [5].

Si suponemos ahora que m. es mayor que n, y dividimos m por n,
tendremos, llaniamhi q al cociente y r al resto, que la igualdad an-
terior se convertira en

Elevando los dos miembros de la igualdad [1 ] 4 la potencia g, se
tendra y dividiendo la anterior por ésta se tiene

Supongamos que se divide ahora n por r, y que se tenga
n—rq'-"r'i la igualdad [>] se convertira, sustituyendo en vez de n
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este valor en ia nial dividida por la igualdad an-
terior elevada & la potencia’ g\ nos dara

Continuando asi, hollaremos una siguiente igualdad

en lo cual r" serd el resto de la divisiop de r por r™\ y continuando
del mismo modo llegaremos & una ultima, en la cual el exponente
de las cantidades M y A" sera la unidad; pues siendo estos exponen-
tes los restos sucesivos que se obtienen de aplicar h m y n el procedi-
miento del m. c. (L, tenemos que llegar forzosamente al resto 1, por

ser my n ndmeros primos entre si, y en ese caso dicha Ultima igual-
dad serd

lo cual no es posible, por set A"y A" dos valores distintos de
luego A" no puede ser igual a A™', y por consiguiente los m valores

A", A% AN, de la expresion a) , son los mismos m valores

gue los de la expresion A" que es lo que se queria probar.
* 201. Paraelevar un radical d una potencia cuyo ex 'onente es
un divisor del indice, se divide éste, por el exponente de la potencia.

Es decir, que (K a) A
En e?écto, representemos por fun valor cualquiera de P(yﬁ de
modo que se tenga x=T"A; si elevamos & la potencia mn, se tendra
ar'=(a;")"—A, 'y x*=I7A;
donde vemos que todo valor x de la expresion V A, elevado & la po-
tencia n, da un valor de KA, luego los valores de , son

los mismos que los de Q A.
* 202. Paca elevar un radical <una potencia cuyo exponente tiene-
unfactor comun con el indice, separten amhospor estafactor.
Asi, {VTy = {\/tf=={"\
En efecto, seguin lo demostrado en el nimero anterior, se tiene

(?21)"= (TAfr=(I>A)";
pero segun lo demostrado (200), se tiene, siendo my n primos en—
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trc sf, (i>r)'=1i/ A"; luego se tendra, segin queriamos probar,

* 203. ia raiz deun radical es igual & otro que tiene por Indice
el producto de los indices.

Es decir, que ® \ = I*aT
En efecto, todo valor x de la primera expresién, da

X = \j{yA, = A

luego todo valor de lu es de la expresion ["A, segin queria-
mos probar.

e 204. En Aritmética, como no co.nsiderabamos mas que los va-
lores aritméticos de los radicales, demostramos que se podian redu-
cir dos 6 mas « un mismo indice sin que su valor variase, fundados
en que se podian multiplicar ¢ partir el indice y exponente de la
cantidad subradicol por un mismo nimero sin que el valor del radi-
cal cambiase; pero aqui, que no solamente consideramos el valor
aritmeético, sino los m valores algebraicos que tiene un radical del in-
dice m, no podemos hacer esa lrasformacioii sin aumentar cl nime-
ro de sus valores.

En efecto, si el radical I"A tiene m valores, la expresion 1"MA?
tiene nin\ y por consiguiente, no se puede hacer con los radicales
esta lIrasformacion sin tener en cuenta el aumento del nimero de
sus valores. Mas como en la multiplicacién y division de radicales
de distinto indice es necesario hacerla, probaremos que los resulta-
dos obtenidos segun las reglas dadas en Aritmética tienen todos los
valores que deben tener, siempre que los radicales se reduzcan al
minimo comun indice de todos los indices. Asi diremos:

* 200. Para multiplicar dos 6 més radicales de distinto indicCy se
reducirén al infjumo comin indice, y se mulliplicaran las cantidades
subradicales.

Es decir, que sim y son primos entre si, se tendra

irr X ingr=
En efecto, si elevamos li & la potencia mn, se tendra

(irrX (y~A )™ 0" JT'== A"X B";
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lo que prueba que todo valor de la primera expresién A B es

un valor de la segunda

Demostrado que cualquier valor de la primera expresion lo es de
la segunda, falta probar que la primera contiene los mn valores de
la segunda; para ello representemos por AN A", A"~.. los m valores

de ™A, y por B", losn de VB, los cuales multiplicados
entre si dan todos los valores del producto I"Axt~B; pero al

multiplicar lodos los m valores de V™A por lodos los n de k B,
hallamos un nimero de productos igual amn (65-3/), que es lo que
se queria demostrar.

Ahora falta probar que todos estos productos son diferentes.

En efecto, dos productos que tengan un factor comuan, no pueden
ser iguales; pues el otro factor es distinto; luego los que podria
creerse eran iguales, son los compuestos de factores diferentes, y va-
raos & probar que también son desiguales.

Supongamos que son jguales, y que se tiene A'B""=B'A"; elevan-
do & la potencia n, se tendra A"B/N*=B™A™M"; y como B' y B" son

valores de I"B” tendremos = y dividiendo la igualdad
anterior por esta, serd AN'=A""".

m,

Pero A"y A" son valores de v A; luego A!”= A"’; y haciendo
con estas dos igualdades lo que se hizo con las igualdades [I] y [2]
del namero (200), se deducird también que A'=A", lo cual no es
cierto; luego los mn productos son diferentes.

Si los exponentes no son primos entre si, y tienen un factor co-
m»_ np.=— mnp.====="

mun p, se tendrda * AxI*"B = v A"B".
En efecto, segln ya se ha demostrado, (203 y 193) se tiene

7 axi™"B = \VA KA B'E B
pero también hemos demostrado anteriormente que siendo my «
primos entre si, como aqui suponemos serlo, se verifica la igualdad

I"Ax I"B="I"A"B';

luego se tcndraTAAXINB = VAT™MANAA= [AATB”; que es lo que
se queria demostrar.
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e 206. Analogamente se probard que----- =\/ — simjn son
Tix T la»
pnmoscnlTcsi;yquc—— = Vi~ justificad©®

todo el célcalo de los radicales algebraicos.

LECCION XXIII.

Calenlo de 1on «presioneainsaginariaadceeijnTiiioeradc.—Teoremasrelatiroa4 losmidnioi
do las expresiones imaginarlas.

Calculo dolasexpresiones fniasluarlas de srsnndo grado.

2,
207. Toda expresiéon imagmaria de la formaV— X se puede

irasformaren dos factores, uno real y otro imaginario de Ja forma

P'a x ™",

En efecto, representemos porx el valorde laexpresidnde
9”,

modo que se tengax=iV — A
Los valores de x han de ser tales que elevados & la potencia 2n,
han de dar la cantidad — A; luego

— X [4].

Si llamamos oa la determinacién aritmética deK A, tendremoi
o®"=A, y haciendo ahora x — ay, se tendra x'*"=a"" i/*""; de modo
que sustituyendo en [1J el valor de tendremos

y poniendo en vez de 0*"'su valor A, hallaremos A?%”»— _A ,de dond®
2>

ae saca !/*"=— — por consiguiente, los valores de
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estaran representados por ®= aV —1 — 1~—1, en donde

expresa la determinacién aritmética; luego

gue es lo que se queria probar.
208 Toda expresion imaginaria se puede trasformar, segln se
demuestra en Trigonometria, en una expresion imaginaria de segun-

do grado de la lorma i, por consiguiente a! tratar en esU
parte de las expresiones imaginarias, s6lo nos referiremos 6 las de
segundo grado y de la formaa-|-061 - _

Desde luego, toda expresién de segundo grado V B, se puede
convertir segun ei nimero anterior, en I/ii / — 1, de modo que lla-
mando 6 & la determinacion aritmética de/ b,laexpresion/—Bse

podra poner bajo la forma luego si agregamos una cantidad
real cualquiera, tendremos que la forma general de las expresiones

imaginarias de segundo grado, sera a-\~h\/— 1, en lo cual a podra
ser cero-

¢ 209. Como las expresiones imaginarias no son cantidades, no
podemos someterlas & los calculos sino convencionalmeiite. Tampoco
puede haber tipo de comparacion entre ellas, y por consiguiente
relaciones de magnitud. Una cantidad con exponcnle imaginario es
una expresion imaginaria y no tiene interpretacion, ni se puede de-

mostrar que X N sea igual & a sino que se ad-
mite por analogia; ademas a nada se opone esta suposicién. Del
niisn.o modo admitiremos por analogia para el calculo de las expre-
siones imaginarias, todas las reglas dadas en el calculo de cantida-
des reales.

210. Cas potencias de 1»—i son; V'—1, 1, 1 ) H 1,
wjim que el erponente sea de la forma in-I-1, 4n-h2, 4n-1-3 6
En efecto, se tiene evidentemente

{r-\Y = (-17 = + i
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Si ahora damos al exponente los valores sucesivos 5=4-f-1, 6=4-f-2,
4-{-3 y 8 2x 4, se reproducirdn las mismas expresiones
, n NN Ny + fjyen general si damos a los exponen-

tes Ios valores 4n, 4n-f-1, 4n } 2y 4n-h3, siendo n un namero en-
tero y positivo, se tendra

(ir-i)'= + 1X ir-=T= + i/nr,

(L/-1)-"-= (N/=1i

que es lo que se queria demostrar.
211. Los 7esuUadosde gis ofjei-aciones fundamentales hechas con

expresiones imaginarias de la formaa+b |~ -1, sonexpresiones ima-

gwanas de la misma forma.

En efecto, si sumamos dos expresiones imaginarias de esta for-
ma, se tiene

9 las restamos, se tendra

multiplicandolas, se llene
(a-j-it/_1) ~\")=aa!~\-haVArh"\/"\"bb'
=aal— —1—A"} f;
dividiéndolas, sera

aa'~hba'l'’*~~j~ g h < \' / a a "™bb’~"[h¥ —a¥)\/ZI\

aa'-{~bb' ba'—aU

Donde vemos que los resultados de las cuatro primeras operacio-
nes hechas con expresiones de la forma a-\-b son expresio-
nes de la misma forma.

Pasemos a la elevacion & potencias.

Aplicando a la expresion a-hi la formula del binomio, ten-
dremos
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(a+iy'—1)® a"-i~ma— '/ —1—m”*A A _

m -
2.3 2 3
R A AN AT —
mm 2)(m—3) (m—4)(m—5)
2.3.1.5.6

cn cuyo desorrollo, separando la parte rea) de la parte imaginariat
«e tiene

js

” - -y
2.a.4

m (m—4] (ot—2) (?»-3; fw—4) (m—5)
2.3.4.5 .G

donde vemos que se tiene también la igualdad
(a + 6 = A+ Bl/~T.

Si en vez de la expresion o + i V'—1 , elevasemos la expresion
a—bV'— 1, veriamos que la parte real A era la misma, y la parte
que multiplica & — I seria la misma que anteriormente, pero to-
mada con el signo — ; luego

@—¢IN-N)W= A—U/ —1.

Que la raiz de un grado cualquiera de una expresidon imaginaria
de la forma —1 es una expresién de la misma forma, se de-
muestra facilmente en la Trigonometria, sélo demostraremos ahora

gue se verifica esta condicion para raices cuyo exponente sea una
potencia de 2.

Sea en primer lugar la raiz cuadrada de las expresione»
o j O/ —\ yo_¢,t/—J; si hacemos
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\Ja-\-h\"*— 1 0/—1=a;

y a—h\/~\= V

se tendro, elevando al cuadrado,

2a+ 2l/a-+6"
— {a-"h'/™) (a— =
2a-_21/tt2+¢-2=y«,
donde vemos que cualquiera que sea el signo de a, el valor deic’ e#
siempre positivo, y el de i/, es negativo.
De estas igualdades se saca
2at+2Vianb<éy=:\/—
de donde sumando y restando, se tiene
«xi/=:.V"2aH-2/i7T6'=t:\l—2a4-2i"'
pero segun las primeras igualdades, se tiene
Adry= 2Vrtx i
luego
2\ 7/  =Sherhso+ind=\/_2a-h2/a*+*1/ A,
dividiendo por 2 y separando estos Ibmulas, tenemos segln queria-
mos probar,
\/a-h6/—"1= Y\/2fl+2 2a+2
y
yro—¢ kA = AV20l 575" —
que como se veson expresiones de laforma A+JBIN— 1.

Si consideramos la raiz 2" de una expresion a+6k”~ — t, halU-
remos el resultado por una série de n raices cuadradas sucesivas, y
como todas estas raices seran, como acabamos de probar, déla forma

— 1, la dltima también lo sera.
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Teoremas rclatiTOM iklos médulos de las expre MioncM Im aginarlas.

212. Se llama moédulo de una expresion imaginaria de la forma
—1, la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los dos
eantid'idcs reales ay b. Asi, el mddulo de la expresién a-"U /— 1
el de la expresion a— hv'— 1 serd también

213. Se llaman expresiones imaginarias conjugadas aquellas que
sblo se diferencian en el signo de la cantidad b. Asi, a-\-b\* — 1y
a— bV — 1, son expresiones conjuntadas; lo mismo que las expresio-
nes—3-]-51"—1y—3—5 — 1. Dos expresiones conjugadas tie-
nen un mismo modulo: el de las dos primeras liemos visto que es

k'a®”6*,el de las dos segundas, sera 1N34-.

214, El modulo dei g*roducto de dos exprasLnes imaginarias e*
igual al pro lucio ds los mSdulos de estas expresiones.

Para demostrar esto multipliquemos dos expresiones cualesquie-
ra imaginarias, y tendremos,

El moédulo de este producto, es

j sacando factor comun, se tiene
[/ (ary— bb) "~-h[ab" {a"-hb")=
I
Si el nimero de factores es mayor que dos, el principio se veri-
ficara lo mismo; de donde se deduce que el 7nédulo de una potencia
esigual & la potencia del mé 'u'o.

Asi, ly"™ , tendra por médulo
215. EI moédulo de un coci>.nte es guai al cociente de losméXu'os.

Sea el cocienig----------------- = A-i-B k — 1, multiplicando por
al-*b'1/— 1
el divisor, se tendra
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de donde deduciremos, segiin el nimero anterior, la igualdad

de donde sededace ____ i segun queriamos probar.

216. Fara que una expresién imaginaria sea cero, es menester
que lo sea su médulo’, y reciprocamcnio.
En efecto, la expresion A-f-B V'— \ no puede ser cero como no
lo sean separadamente Ay B ; porque A, cantidad real, no puede

destruir a B I que es imaginaria, luego tiene que ser cero ca-
da una de estas dos partes por separado, si loes la expresion; pero

siendo A=0 y B:=0, el mddulo ¥ a” ) _B' se reduce a
Reciprocamente, si el médulo es cero, se ha de tener A*+B*=0;
pero cualesquiera que sean los valores reales de Ay B, elevados a!
cuadrado daran resultados positivos; luego A™-B” siendo la suma
de dos cantidades positivas, no puede reducirse & cero si no lo es
cada una de estas cantidades; pero sjendo cero ANy loson Ay B;

y por consiguiente la expresion A+ B también lo es.

217. Para que un producto de expresiones imaginarias sea cero,
bada que lo sea uno de los factores.

~NEn efecto, el moédulo del producto es igual a! producto de los
mddulos de los factores; luego si alguna expresion de las que se mul-
tiplican es cero, su médulo también lo sera; pero siéndolo el modu-
lo, lo es el producto de los mddulos, que es el médulo del producto,
y por consiguiente el producto de las expresiones sera cero.

LECCION XXIV.

Explicacion de algunas eontradiccionps aparentes gne se 0”8e”Tan en el célenlo de
radicales Y expresiones imuginarias.

Xxpllcaclon de «’»«inn« contradicciones nparenip« que bp observan en el
ca.culu lie ruallculPN yexpresiones ima;(Iniii-las.

218. A veces se les hoce sufrir & expresiones radicales, reales
6 imaginarias, ciertas trasformaciones admitidas por las rc™as del
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calculo dadas anteriormente, y obtenemos expresiones que 6 son
ménos 6 mas generales que las propuestos, lo cual hace creer que
dichas dos expresiones no sean equivalentes de un modo general.
Cuando esto sucede, es porque al hacer la tras“rmacion, hacemos
tacitamente un convenio que posa desapercibido y que en general
no se tiene en cuenta, pero una vez puesto de manifiesto, se vé hasta
gué punto las expresiones son equivalentes, 6 en qué sentido se
dice que lo son.
Pongamos algunos ejemplos y veamos lo que sucede.

*219. Se ha dicho en Aritmética, y se admite en los radicales
algebraicos respecto de sus determinaciones aritméticas, que se puede
multiplicar el indice de un radical por un ndmero, siempre que la
cantidad subradical se eleve ( una potencia que tenga por exponente

el mismo numero; es decir, que a*; en efecto, ambas nos
dan por expresion aritmética a.
Si aplicamos esta regla al radical \/—  hallaremos,
t/—

de donde se deduce el absurdo de que una expresiéon imaginaria

y'—a'"™, sea igual & una cantidad real a.
Este absurdjj proviene de no tener en cuenta que la expresion

V —iz* no tiene valor ninguno aritmético y por consiguiente, no po-
demos establecer ese principio en donde no existe objeto; por tanto
la trasformacion no es aritmética sino puramente algebraica, y como

tal vamos & probar que los dos valores imaginarios 4z aV '— t dela
primera expresion, estdn comprendidos en la otra, y ademas hay
otros dos reales correspondientes 4 la trasformacion que Ic hemos
hecho sufrir; porque segun hemos dicho al hablar de los valores
multiples de los radicales, estos valores crecen en numero, 4 medi-
da que crece el indice del radical, por consiguiente siendo el indice
del segundo doble del primero, el nimero de valores también sera
doble; pero entre ese nimero doble de valores se hallan siempre los
dos del primer radical.

En efecto, todos los valores de Ka*, se obtienen multiplicando la
determinacion aritmética del radical, por las cuatro raices cuartas
de la unidad [195); y como las raices cuartas de la unidad son evi-

dentemente-4-1,— y— —1, puesto que todas estas



142 KXPRESfONBS

expresiones elevadas ii ja cuarta potencia, nos dan 1; so sigue que
los cuatro valores de seri'in+a, —a, -\-aV'—\ y—oV'—4; los
dos ultimos corresponden alas dos expresiones —o0* y . los

dos primeros solo pertenecen ala expresion \?il" y resultan de la
Irasformacion que hemos hecho.

Luego con saber que cuando U un radical se le hace sufrir la tras-
formacion citado, resulta una expresion algebraica que contiene no
solo los valores de la primera, sino otros extrafios, es claro que no
podra igualarse nunca ninguno de estos valores extrafios a ningu-
no de los valores de la segunda expresién; y al llamar equivalentes
estas dos expresiones, solo se debe entender en la parte de valores
comunes; de modo que en realidad, lo que esta igualdad V'—a* =

4 . e
Ka“;expresa, es que los valores de m —  estan comprendidos en los

de Va'; pero no es posible que cada uno de los cuatro valores alge-

braicos diferentes de sean los de que no tiene mas
gue dos.
220. Sea la expresién [11;

la cual, después do sinipuilcados los radicales, se conMerte en
y sacando K « factor comun, se tendrd por ul-
timo
Considerando & cada radical con el doble signo =, cl primer
miembro es sucepULIc de cuatro valores, mientras que el segundo
no tiene méas que dos; luego estas expresiones no pueden ser equiva-
lentes.
En este ejemplo consiste la dificultad en que para hacer la ulti-
ma trasformacion, hemos supuesto ladtamenlc que los valores de

SaVhuy™ Y 261/~«‘6L 6 Ue sus equivalentes ay 0, se han
de lomar, n6 de cualquier modo que se combinen, pues cnténccs no

hubiéramos podido sacar cl factor comdn sino pareados cl pri-
mero con cl primero, y el segundo con cl segundo, y de esc modo

hemos podido sacar factor comudn a 0— a\luego paraquelas

dos expresiones 3nl™«6--}-26 y (3«6-+2(ie™)'/0 sean equiva-
lentes, es raencalcr que afectando & los radicales cl doble signo, se
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corresponda el -f- con el H-y el — con el — ; pues esa es la condi-
cién tacita que hemos supuesto para poder sacar como factor comun
cl radical /a.

*221. Sea la expresion

V—aX =/ —aX.—a=/«*=%n.

La expresion ve~ tiene los dos valores +:a, mientras que la pri-
mera, siendo el cuadrado de a, no tiene mas que el valor — a;
luego cl valor cxtrofio+a, es falso.

Esta dificultad proviene de no tener en cuenta los valores multi-
ples de los radicales, y de no atender & las coddiciones en que taci-
tamente convenimos.

E! valor -\-a que aparece como falso por no estar comprendido
en el primer miembro, por sérosle primer miembro el cuadrado de
V—ti, proviene de suponer que —ax.\"—a sea (/—a)®, J
pf.raello ha sido preciso admitir tacitamente que de los dos signos
que deben acompafar & los dos radicales —a y V—ci, se han de
tomar ios iguales, es decir, + /—0X-1-/—a, y—/ —0 X — —0,
y en esta hipdtesis claro es que cl producto de ambos radicales se
reduce al cuadro de-f-V*—a 6 de— V™ «, que siempre es — a;
pero como ademas se pueden hacer otras dos combinaciones tomando
el —acon — y al contrario, se sigue que en realidad debe
haber cuatro valores, de los cuales dos se han reducido, como ya
hemos visto, & —a. Veamos los otros dos valores correspondientes &
estas dos combinaciones qué nos dan. Si representamos por ti* la raiz

aritmética de ti, los radicales propuestos se convertiran en -f-aV—i

y cuyo producto es —a'~X—1, puesto que cl radical
\i—\ tienen ya un mismo signo en ambos factores, y nos da
yiZlix ;/[-~ = (v"-~)"= -U luego la combinacién-}-/—a X
—/ —rt, nos da el resultado —af'X— I:=-f-ti'?; y como a

es la determinacidon arituiélica de /«, t" sera igual <; luego
_j_l—ax—/ —ti—-j-a; del mismo modo demostrariamos quo
la otra combinacion —\*—aX'"v'—a es también igual 4 4 -0;
por consiguiente, los cuatro valores a que d& origen cl producto
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V— considerados con toda generalidad, se reducen a
qué cs el valor hallado.
*222. Sea multiplicar por
Si aplicamos la regia de la tnulliplicacion, hallamos
vi—aX V'~b = h= VG
cuyo resultado puede llevar el signo -f- 6 el signo—, y tener

—0 X /—h=-\~V —ax/—
En electo, llamando y las determinaciones aritméticas de
B y y/l)y se tiene / —a= o0 "/™ , yW "b—06'v*—1; luego
v'AX\/=5=aV—tx ¢V A =a'o"\/IrX VI,

En esta expresion, si / — 1 puede representar los dos valores de que
es susceptible sin restriccion alguno; asi / —1 x /—4=rh'l;en
cuyo caso / —«xv~r— 0= *a'¢>'= zi'/al; pero si hacérnosla
hipdtesis que los dos radicales han de llevar el mismo signo, entonces
[ —1Ix/—1=:(/—i)*= —1,y la expresién del producto sera

[ —aX/—6= —a'i"= — V'HF.
* 223 Sea, por ultimo, la expresion V a x \» —1, que se ve es

imaginarla, puesto que viene afectada de \"— i.
Si para efectuar el producto reducimos los radicales & un mismo
indice, tenemos

axV —1= [aXV'\—
donde vemos, que una cantidad imaginaria , €s igual &
una cantidad real i/a, lo cual es absurdo.
SienV ax [/ —1, representa I/Tsolaraentela raiz aritmética de

K«, entéoncesl/«x/ —\ es evidentemente imaginaria y nada mas
que imaginaria; en cuyo caso habria un absurdo en la igualdad an-
terior. Pero entonces la Irasformacion es inadmisible, pues aumen-

tando los valores de v'—i al multiplicar el indice del radical se ob-
tienen los radicales y —1 considerados con toda su generali-

dad, y por tanto no es absurdo decir que axV —1 sea igual &
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y Uy sino que asi debe ser; porque entre losvalores de k g;x "~ _ |
los hay reales y los hay imaginarios, y nada impide el igualar

los valores reales de k *xV ~—1, al valor real aritmético de la ex-

presion V a.
Para justificar esta igualdad no hay mas que probar que los valo-

res de x \ A — ~ son los mismos que los de V'a.

Para ello, los cuatro valores dek”ason los que se obtienen multi-
plicando la raiz cuarta aritmética de  que llamaremos a', por las
cuatro raices cuartos de la unidad, que son-f-1, —\ _j /ZZfy

-vdT , en los que no tiene mas signo que el que le precede-
luego las cuatro raices cuartas de a, seran

y—«V—I.
Los valores de k™ x b ~ — 4 se obtendran multiplicando cada uno
4_
de los cuatro valores de por cada uno de los dos valores de
k — 1; que son, como hemos visto, -f- y — 1; por consi-
guiente, dichos valores seran —1,— \-ary/ZIN
Xil—1l=— y—iliv2arxvnrn puesto que aqui |
lleva el mismo signo en todos los factores, y por tanto
X [—1=(/— 0= —4; luego los cuatro primeros valores son:
-hfitV—1, —alk—4, — vy

Multiplicando ahora los valores de k~por el otro valor__kH jf
se tendran los cuatro valores

— (¢ k—4, —1,H-a'y
gue son absolutamente los mismos cuatro anteriores; luego los ocho

valores que parece debia tenerla expresion Va x \'—4, se redu-

cen & s6lo los cuatro valores-f-aVvV A"~y aW—K
4

que son precisamente los mismos que los de K«; por consiguiente,

considerando & los radicales con toda su generalidad, no es un absur-
4 4

do decir que =~ —4= kal
©
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LECCION XXV.

UefiDiciones.—Trasformaeiones (feneraks que se les puede dar & las ecn”-cioues—Regla
para planteary resolver un problema en el canj de no cont<mer més que una incognita.

Dedlnlciones.

224. 8e llama identidad 6 ecuacién idéntica la ezpresion
de la igualdad que existe entre dos cantidades idénticas. Asi,
3=3,d 6=a & ax-\-b=ax-"h, son identidades. El ca-
racter distintivo de las identidades es el de ser verificadas para cual-
guier valor que se dé & cada una de las letras que entran en ellas;
pues el primer miembro, que es todo lo que hay antes del signo=,
es siempre idénticamente igual al segundo, que es lo que hay des-
pués de dicho signo.

225. 8e llama iguatdad, la expresion que resulta de reunvr
coii* el signo = dos cantidades iguales en valor™ pero no en formch.
Asi, 3x4=12, a6=:P, A=BQh-R, son igualdades; porque se su-
pone que el valor numérico del primer miembro es igual al valor
numeérico del segundo, sin embargo de no ser idénticamente iguales
dichos miembros. El caracter distintivo de las igualdades es el de
verificarse siempre entre cantidades conocidas, y de ser generalmente
uno de los miembros de la igualdad el resultado de las operaciones
indicadas en el otro. Cuando en ambos miembros se efectian todas
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las operaciones indicadas con las cantidades que en ellos entran, se
debe llegar siempre & una identidad.

226. & jlmna ecuacion la igualdad dos cantidades en que
entran una 6 mds incognitas, las cuales se han de determinar con la
condicién de que se veiifique dicha igualdad. .

Asi, U=2ir-f-6, es una ecuacion; pues para que se Veri-
fique es necesario darle & la incognita ar el valor 46, y sélo dan-
dole este valor se podra verificar, convirtiéndose en la igualdad,
3X16—41=2%x16+5, de la cual, efectuando todas las operaciones
indicadas, se obtiene la identidad 37=37.

El caréacter distintivo de las ecuaciones es el no poderse verificar
para cualquier valor que se le dé a la incognita 6 incognitas que en
ella entren, sino que éstas no pueden recibir mas que un ndmero
limitado de valores, y a veces es imposible que la ecuacion se veri-
fique para ningun valor, llamandose en este caso ecuacion absurda 6
imposible de aerificar.

227. De las anteriores definiciones resulta que aun cuando las
tres palabras ecuacion, igualdad é identidad vienen ¢ significar 6 ex-
presar en el fondo una misma coso, que es la igualdad de dos can-
tidades, hay sin embargo una gran diferencia entre ellas. En la iden-
tidad como en la ecuaciéon puede haber cantidades desconocidas, 6
ser todas conocidas como en la igualdad; pero no se pueden confun-
dir con ellas, pues es necesario que el primer miembro sea idéntico
ni segundo, lo cual no se verifica ni en la ecuacién ni en la igualdad.
Las incégnitas de una identidad 6 ecuacion idéntica, pueden recibir
todos los valores que queramos, porque siempre el primer miembro
serd ldéntico al segundo.

La igualdad no admite cantidades desconocidas, en lo cual se di-
ferencia de la ecuacién que siempre tiene por lo ménos una.

228. Las ecuaciones se dividen en determinadas € indeterminadas.
Se dice que una ecuacion es determinada cuando no tiene mas que
una incégnita, é indeterminada cuando tiene méas de una.

Las ecuaciones, ya sean determinadas 6 indeterminadas, se dividen
también en grados que se marcan por el mayor exponente de la in-
cognita, si la ecuacion es determinada, y por la mayor suma de los
exponentes de las incégnitas en un término cualquiera, si es inde-
terminada. Asi, una ecuacidén puede ser de primero, segundo, terce-
ro, etc., grado, seglin que el mayor exponente, 6 la mayor suma de
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exponentes de las incégnitas eu uno de sus términos, sea uno, dos,.
tres, etc.

229. Se llama sistema, de ecuaciones €l conjunto de dos 6 mas
ecuaciones que se luxn de verificar para unos mismos valores de las in~
cognitas.

Se dice que un sistema de ecuaciones es determinado cuando haj
tantas ecuaciones diferentes como incognitas; si el nimero de ecua-
ciones distintas de que consta un sistema es menor que el niUmero
de incognitas, se llama indeterminado’, y se dice que es imposible 6
mas que determinado en el caso de tener mas ecuaciones que incog-
nitas; se llama imposible porque varias de estas ecuaciones no se pue-
den verificar sino condicionalmenle, por lo cual se les llama igualda-
des 6 ecuaciones de condicién a las relaciones de igualdad que se han de
veriOcar entre las cantidades conocidas para expresar la condicion de
gue todas las ecuaciones se verifiquen por unos mismos valores de
las incognitas.

230. Resolver una ecuacion es hallar el valor 6 los valores de
las incognitas que puestos en vez de ellas en las ecuaciones las veri-
fiquen, convirliéndolas en igualdades y éstas & su vez en identidades.

TrasromiM Clonca 9cneralCM4]Jue He les puede dar A la» ccnaclones-

231. Losvaloresde las incognitas de una ecuacion no vafiam aun-
que se aumente 6 dvnninuya una misma cantidad & los dos miemlros
de la misma.

Es decir, que los mismos valores de las incognitas que verifican a
la ecuacién, A=B, verifican también & la ecuacion Ad=M=B+M:
7 reciprocamente ios valores de las Gicégnilas de la segunda, son los
mismos que los de la primera.

En efecto, los valores de las incognitas que hacen que se verifique
la ecuacion A=B, verifican también 06 la segunda ecuacion; pues
siendo M siempre igual a M cualesquiera que sean los valores de las
incégnitas, como A es igual & B por la hipoétesis, es claro que A+M
-serd igual & BdzM.

Reciprocamente," siendo constantemente M=M para cualesquie-
ra que sean los valores de las incégnitos, estos valores solo tendran
-que satisfacer 6 la condicion de ser A=B; es decir, que los valores
que han de verificar & la ecuacion Ad=M=B=i:M son los mismos que
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verifican & A=B; luego se puede reemplazar una de estas ecuaciones
por la otra, pues los valores de las incdgnitas son los mismos.

Estas ecuaciones que se verifican por unos mismos valores de la»
incognitas se les llama ecuaciones equivalentes.

282. En toda ecuacion sepicede, sin que los valores di las incog-
nitas se alteren, pasar un término cualquiera de un miembro a otro,
cambiandole el signo.

En efecto, pasar un término cualquiera de un miembro & otro cou
el signo cambiado, equivale & sumar 6 restar a los dos miembros una
misma cantidad, lo cual hemos visto no altera en nada los valores de
las incdgnitas.

Asi, la ecuacion ax—06=c.H-i?, se puede trasformar en ax—cr=
rf-f-6, pasando el término —b al segundo miembro, y el c.c al pri-
mero; lo cual se obtiene agregando & los dos miembros la cantidad
6, y restando después de dichos dos miembros c,r; asi,

dv— —cx=cx-{-d-"l/—ex,
la cual se reduce & la ecuacion anterior, haciendo la destrucciéon de
los términos semejantes.

283. Los valorék de las incégnitas de una ecuaciéon no se alteran,,
aunque se multipliquen sus dos miembros por una cantidad indepen-
diente de las incognitas.

Es decir que los valores de las incdgnitas que verifican & la ecua-
cion A=B, verifican también 4 AM=BM, siendo M un ndmero in-
dependiente de dichas incégnitas; y reciprocamente, los valores de
las incognitas de la segunda son los mismos que los de la primera.
En efecto, los valores que verifican Ala ecuacion A=B, verifican
evidentemente & AM=BM; pues Msiempre es igual M.

Reciprocamente, siendo M independiente de las incégnitas de la
mecuacion, éstas solo tienen que satisfacer, para que el producto AM
sea igual a BM, que los factores Ay B sean iguales, es decir que
estos valores solo tienen que satisfacer Alaecuacion A=B; luego las
soluciones de la primera ecuacion son las mismas que las de la se-
cunda, y por consiguiente se puede reemplazar la una por la otra.

28-i. Toda ecuacion cuyos coeficientes de las incdgnitas seanfrac-
cionarios, se puede trasformar en otra que tenga dichos coeficiente»
enteros.

En efecto, si reducimos todos los coeficientes fraccionarios & un
comun denominador, podemos multiplicar por €é! los dos miembros
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de la ecuacion sin que se alteren, como ya hemos visto, los valores
de las incégnitas, con lo cual los denomioadores habran des-
aparecido.

3 12
Asi, la ecuacién se podra trasformar en
w # O
9x—6=8x-f-48, para lo cual reduciendo 4uo comuin denominador, se
9 6 8
tiene — x—— =-_ic_j_4, y multiplicando por 12, se halla la tras-
1Z 14 74

formada anterior.

Esta Operacion se conoce con el nombre de quitar los denominado-
res de una ecuacién; de modo que podremos decir que, para quitar
los denominadores de una ecuacion” se multiplican los términos enteros
por el m. ¢c. m. de los denominadores, y los numeradores de losfrac-
cionamos por el cociente de dividir dicho in. ¢c. m. por el denominadi-r
correspondiente, lo que equivale & multiplicar toda la ecuacién por
«1m.c, m. locual no altera los valores de las incégnitas.

« 235. Si se multiplican los dos miembros de una ecuacién por
una cantidad dependiente de las incdgnitas, la ecuacion resultante
contendra todos los valores de las incognitas que verifican d la ecua-
cién dada, y ademas podréa contener alguna otra solucion extrafa.

Sea la ecuacion A=B si la multiplicamos por M, cantidad depen-
diente de las incognitas, se tiene AM=BM de donde se deduce

AM—BM”O, 6 (A—B) M=0.

Los valores de las incognitas que verifican & la ecuacion A=B, ve-
rifican evidentemente AM=BM, 6 a cualquiera de sus Irasformadas
AM—BM=0, 6 (A—B) M=0; pero los valores que verifican & la
ecuacion AM=BM, son los que hacen que (A—B) Msea igual & ce-
ro; ahora bien, (A—B) Mpuede ser cero, siendo A=B, 6 M=0,
luego los valores de las incognitas de la ecuacion AM=BM, ademas
de los valores que verifican 6 la ecuacion A=B, puede tener los va-
lores extrafios que hacen M=0; luego si se multiplican los dos
miembros de una ecuacion por una cantidad dependiente de las in-
cognitas, la ecuacidn resultante puede tenerlas soluciones extrafias
gue provienen de igualar a cero el factor porque se multiplicaron.

23J. Los valores de las incognilas de una ecuacién no se alteran
CAunque separtan sus dos miembros po™ un numero independiente de
dichas incognitas.

Es decir, que los valores de las incognitas de la ecuacion A=B,
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son los mismos que los de la que resulta de dividirla por una canti-
dad M independientes de dichas incognitas,

A B
M M

En efecto, los valores, que verifiquen a la primera ecuaciéon A=B.
verifican evidentemente & la segunda; pues M siempre es igual M.
Reciprocamente, los valores que verifiquen & la segunda ecuacion,
tienen que satisfacer, puesM=M, a la condicion precisa de A==B;
es decir a la primera ecuacion, luego las soluciones de la primera
ecuacion son las mismas que las de la segunda j reciprocamente; lue-
go se puede reemplazar una de estas ecuaciones por la otra.

237. Del principio anterior se deduce que siempre que los coe-
ficientes de las incognitas y cantidades constantes tengan un factor
comun, se podran dividir por él los dos miembros de la ecuacidn,
sin que por ello cambien los valores de las incognitas.

» 238. Sise dividen los dos miembros de una ecuacion por un fac-
tor M dependiente de las incognitas™ la ecuacion que resulta puede tener
menos soluciones que la propuesta.

En efecto, sea la ecuacion A=B cuyos dos miembros Ay B se
dividen por un factor M dependiente de las incognitas; de modo que
llamando A" y B' los cocientes respectivos, se tendra A~=B"

Si multiplicarnos esta ecuacion A™=B" por el factor M, la ecua-
cion que resulta A'M=B'M, que es la ecuacion A=B, puesto que
A'M=A y B'M=B, contiene los soluciones de la ecuacién A'=B", y
ademas puede contener otras que resultan de igualar a cero el fac-
tor M (235); luego si las soluciones de la ecuacién A=B contienen
las de la ecuacion mas otras soluciones de M =0, es claro
que la ecuacién A'=B" puede tener ménos soluciones que la pro-
puesta, seglin queriamos demostrar.

e 239. Del principio anterior se deduce, que cuando los dos
miembros de una ecuacidn sean divisibles por una cantidad depen-
diente de las incognitas, se podra dividir por ella, siempre que se
agreguen a las soluciones de la ecuacion que resulte, las correspon-
dientes a la ecuacion que se obtiene de igualar & cero la cantidad
porque se divide.
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R~j~Nlas para plantear y rcaolver un prolticnt-* ea el casa de no eoatencir
mas que una Incégnita.

240. Se llama problema toda cuestion en que se pide hallar una
6mas cantidades desconocidas llamadas incégnitas, por la relacion 6
relaciones que tienen con otras conocidas Illamadas datos.

Plantear un problema ¢ ponerle en ecuacion es hallar las ecua-
ciones que ligan las incognitas con ios datos segiin las condiciones
indicadas en e! enunciado.

Los problemas se dice que son determinados” indeterminados 6 im~

9, segun que el sistema de ecuaciones que resulta de plan-
tearle sea determinado, indeterminado, 6 imposible: en el primer
caso, hay un nimero finito y determinado de valores para las inc6g-
nitas que verifican las condiciones del problema; en el segundo, hay
un ndmero infinito de valores para las incégnitas; y en el tercero, no
hay ningun sistema 6 conjunto de valores que puedan verificar las
condiciones del problema.

En todo problema se debe atender. 1.” al modo de plantearle 6
ponerle en ecuacién; 2®a la resolucidn de las ecuaciones, 6 seo la
investigacion del valor 6 valores de las incdgnitas que le verifican;
3.4 la verificacién 6 comprobacién de dichos valores; i.® a la discu-
cusion,6sea la interpretacién y modo de considerar los valores de
las incégnitas de un problema, segun ciertas hip6tesis hechas sobre
ios datos 6 condiciones del mismo.

Las dificultades que en cada una de estas partes se presentan, de-
penden de la naturaleza de las condiciones dadas en el enunciado de
un problema, y por consiguiente del grado de las ecuaciones que re-
sultan al ponerle en ecuacién, y del nimero de ecuaciones que se
obtienen. Nosotros principiaremos por el caso mas sencillo: que la
ecuacion que resulte sea de primer grado, y no contenga ;nas que
una incdgnita; aunque la regla que vamos & dar para plantear un
problema, es general para cualquiera queseo la ecuacion.

Dificil es comprender en una regla general el modo de plantear
un problema en ecuacién, cuando tantos y tan variados pueden ser
los enunciados de los problemas que se pueden presentar; pero siem-
pre se reduce & poner en practica las operaciones que tendriamos
que hacer si, conociendo los valores de las incdgnitas, quisiéramos
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ver si cumplian con las condiciones enunciadas, lo cual siempre es
facil; por consiguiente, facil debe ser también el plantear un proble-
ma cualquiera, una vez bien comprendidas las condiciones & que han
de satisfacer las incognitas. Asi diremos, que

241. Paraplantear un problema oponerle en ecuacion, se suponen
conocidos los valores de las incdgnitas que se buscan, las cuales pueden
ser elegidas & nuestro arbitrio en alginos casos, y se representan por
las dltimas letras del alfabeto”, en seguida se indican todas las operar-
dones que se harian con estas incégnitas, si realmente fuesen conocidas,
para comprobar elproblema’, lo que da origen duna iguahlad'que,
conteniendo los valores desconocidos de las incdgnitas, serd la ecuacién
de donde deberemos deducir dichos valores.

Sea, por ejemplo, plantear el siguiente:

'Pkoblema. Cuatro amigos fueron aun café & cenar, con la condi-
cién de que cada uno habla de gastar todo el dinero que llevase: asi lo
hicieron, y resuHo: que elprimero pago6 la tercera parte de la cena’, él
segundo la cuarta parte ; el tercero la sexta, y el cuarto dié QGO reales
que tenia, con lo cual quedé pagado todo el gasto-, se quiere saber
cuanto importa la cuenta.

Suponiendo conocido el valor de la cena, y llamandole x, se ob-
tendré la ecuacién que resuelve el problema haciendo con x las
mismas operaciones que liariamos si conocidosemos el valor de la
cena, para comprobarle; asi, como el primero di6 la tercera parte

X
del valor de la cena, es claro que siendo este x, daria 6; el segundo

3
daria %; el tercero pagaria (—57- y cuarto los @reales que di6, cu-

yas sumas reunidas deben componer el valor total de la cena; por

consiguiente, se debera tener
X X X »

cuya ecuacién se trasformara quitando los denominadores, para
lo cual multiplicaremos por 12, minimo comun multiplo de lodos

ellos, en 1
12x—4a::-|-3ic+2{r-+-720.

Si pasamos al primer miembro todos los términos que tienen
«on lo cual el valor de la incognita no se altera (232), se hallara,
12x-r-4a?— 3,r—2x=720;
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y reduciendo, se tiene la nueva ecuacién
3icN720;
de la cual se deduce, dividiendo por 3 ambos miembros,

720
=240;

luego el valor de la cena es 240 reales, de los cuales pag6 el primero
80, el segundo 60, el tercero 40, y el cuarto los 60 que faltan, cu-
yos ndimeros componen la suma de 240.

242. Para resolver una ecuacién determinada de primer grado”
6 eea para hallar el valor de la incégnita que satisface d dicha
mentacion, seprincipia por quitar los denominadores si los hay (234)
después sepasan al primer miembro todos los términos que tien&n
incognita, y al segundo los que no la tienen (232); se efectian -las
operaciones indicadas que se puedan, y se saca la medgnita factor
comun si esta en mas deun termino; por ultimo, dividiendo los dos
nhiemhros de la ecuacién por todo lo que multiplica & la incognita,
se hallaré el valor de ésta.

En efecto, sea la ecuacién
3a;-1-3 17 3x—5 2»
6 "0 12 SANn*

Si mulplicamos esta ecuacion por el m. c. m. de los denomina-
dores, que es 60, el valor de la incognita no habra cambiado y se
podra reemplazar dicha ecuacion por la siguiente, que no tiene de-
nominadores,

60"?— o0r'— 30-t-1 7= 1 6x— 23— 24.C-1-240.
Pasando ahora los términos que tienen incdgnita al primer miem-
bro, y los que no la tienen al segundo, se hallara
60x— 30x—13,c-f-24x=240— 25-|-30—17;
y efectuando las operaciones, se tendrd
19x = 228;
cuya ecuacion dividida por 19, namero que multiplica a la incégni-
ta, nos dara para valor de ésta
228 _
»— 19 = 12;
Unico valor que veriOca & la ecuacion propuesta.
Si queremos comprobarlo, no tenemos mas que sustituir por el
valor 12 la incdgnita x, y se hallara la igualdad
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5.12-4-3 17 3.12—5 2.12

6 60 12 6

en la cual, ejecutando las operaciones parciales que hay indicadas,
se tiene

12 o

1
6 ° 60 12 5

Efectuando las sumas indicadas en ambos miembros, se obtiene
la identidad

107_107

IGO“‘ 7 5
con lo cual queda veriGcada la ecuacion.

LECCION XXVI.
SesolueioD de ecuaciones do primer grado con una incdgoifea.—Proiilemaa que dan origen &

ecuaciones de primor grado con ana incégnita.

Besolaclou do eouaelonosde primer grado con una Incégnita.

343. Resolver los ejemplos siguientes:

E_ « 3x-+-8 A X
jemplo. |I. 3a?-i-32— ~ = — — -f-42— — .
0 4 12
144
SOLUCION. X~ — = 8
18
, ex 2a8a?
Ejemplo Il. 2ax-ho--—--- rH-2a6=---—-—-ax-\-"b.
d be
h~cd— 2flinci/ hrcd[\— 74)
SOLUCION. X

Mcd—i*~—2ad M ed— bc’—2ad
Ejemplo 111

5b(ia—i) 3a-i-b « a 3a—6 6z

c-4
—fi* 206(a-+-¢*) —d 9.ab{d—4] 2
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SoLCCtojr.  x = 55(228_0
Ejemplo IV. TT— 3a;- @ sa
a-hif
soooer. x=

Problema» qno dan orij*cn «iceuncioncs de primergrado coa ana
Incégnita.

244, Problema |I. Descomponer un nimero N en despartes cu-
ya diferencia sea d.

Si conociésemos «na de las dos partes, la otra serla lo que le fal-
tase a la que se conoce para valer N; luego llamando & una de estas
partes x, la otra ser& N—x ; y como la diferencia de estas dos par-
tes ha de valer i?, se tendra la ecuacidén

X— (N—x)=d-,
0 si se quiere, N—x—a:=i, segin que x sea la mayor 6 la menor
de las dos partes.

Asi, suponiendo que x expresa la mayor de las dos partes, con-
eideraremos la primera ecuacion, de la cual se deduce facilmente,

N -f-i
2
gue nos dice que la mayor de las dos partes es igual a la mitad de la
suma del nimero mas la diferencia, y la menor sera
__ 2N—N—_ _ N-rf
2 2 2 .

que es la mitad de la diferencia del nimero que se ha de dividir y la
diferencia de las dos partes.

Ejemplo. Dividir el nwnero 100 en dos partes que se dif*encien.
en 36 unidades.

Segun las formulas anteriores, se tendra:

100+3 6
Parte mayor=------ 5

100— 36
Parte menor—------z----- =32.

Cuyas dos partes cumplen con los condiciones del problema-
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245. Este problema se suele también enunciar diciendo: hallar
dos nameros conociendo su suma y diferencia.

En cuyo caso la traduccion de las anteriores formulas serd: d ma-
yor de los dos numeros es igual d la mitad de la suma mas la mitad
de la diferencia, y el menorigual d la mitad de lasuma menos la mi-
tad de la diferencia.

Probtema Il. Una persona tiene impuesto la mitad de su capital
al 3 por 100; la terceraparte al 5, y el resto al 8 por 100. Gana ew
todo 21600 reales al afio: se quiere saber cudnto capital tien-e.

Sea X el capital; y como la mitad estd impuesto al 3 por 100, pro-

3x
ducira esta mitad una ganancia igual 6 500 ; la tercera parte ganara

. > ® L.
al 5 por y  resto, que serd x — que esta im-

. . 8/
puesta ul 8, producird una ganancia de y como la suma de la»

tres ganancias ha de dar la ganancia total, que es 21000 reales, se
tendra

______ oot . — = 21C00 rs.:
600

de la cual se deduce el valor de a?=480000 que resuelve* el problema
como es facil comprobar.

pROBUEMA I11. Enun viaje de 210 leguas, dice una persona que
ha andado 35 veces mas en diligencia que d caballo, 2i oeces mas en
ferro-carril que en diligencia, y por mar la mitad queporferro-carril
mas tres leguas; se desea saber cuanto anduvo d caballo, en diligencia,
por ferro-carril y por mar.

Llamemos & a lo que lia andado a caballo; lo que en diligencia
anduvo, serd 3ix; en fcrro-carril andaria 2i.31x, y por mar

n.3ix
—j_3;y como lodo compone el viaje de 210 leguas, se tendra

la ecuacion R
27, 31X
a;-f-3iir-1-2? .3éd"-f 2 4-3=210.
de la cual se deduce el valor de a;=:12, cuya comprobacion es
bien facil.
P roblema IV. Un correo parte de Madrid y camina 5 leguas



EBSOLUCION

cada 3 horas; 12 horas deanes parte otro con objeto de alcanzarle, s
camina 11 leguas cada 5 horas: ¢A las cuantas horas le alcanzara?
Supongamos que el segundo correo tarda en alcanzarle jp horas;

el primero llevara andando :r-t-12; pero si éste anda S leguas en
g
cada tres horas, en una andara —ade legua; el segundo andara, por

una razén anéloga, — ; por consiguiente, el primero habra andado

leguas, vy el segundo como este namero de leguas

es el mismo que los dos han andado, se tendra la ecuacién
41 5

de la cual se deduce, x=2Z1h horas.

PEOBLEMA V. Tinplatero tiene dos rieles deplata de diferente ley;
el primero tiene 0,845 defino, y el segundo 0,920; quiere hacer una
pieza de 6 onzas, que tenga una ley de 0,895 defino: ¢Cuanto debe to-
mar de cada riel?

Estando la ley que ha de tener la pieza comprendida éntrelas le-
yes de los rieles, el problema sera posible; lo cual no se veriecaria,
si hubiera de ser de una ley mayor que el de mayor ley, 6 menor
que el de menor; porque enténces habria que aumentar plata fina
en el primer caso, 0 liga en el segundo.

Esto supuesto, si nosotros llamamos x la cantidad que hay que
tomar del primer riel, del segundo habrd que tomar &—x; y como
cu cada unidad de peso del primer riel, hay 0,84-5 de fino, en a; uni-
dades habra x x 0,845; por la misma razén en s— unidades del se-
gundo riel, habra (6—.'c)x0,920; y como entre los dos ha de haber
el fino que corresponda a 6 onzas de laley de 0,895, 6sean, 6x0,895,
se tendrda la ecuacién

a:x0,845-H(6—a;)x0,92076x0,895;
de donde se deduce x=", cuyo resultado nos dice, que tomando 2
onzas dcl primer riel y 4 del segundo, se hallaran s onzas de la ley
de 0,895 de fino, como es facil comprobar.

Probtema VI. Unapersona empleasu capital enim negocio que
le produce un 25 por 100 cada afio: estapersona gasta anualmente
en el sustento de sufamilia 50000 reales; y al cabo de tres afios kaUa
que lefaltan 21125 reales, para que su capital primitivo se halle
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aumentado en sus tres quintas partes', se quiere saber qué capital te-'
nia estapersona alprincipio de la especulacion.

Sea X c] capital con que se pone & negociar esta persona; a! cabo
del primer afio se hallara con el capital

5c—200000
-50000=
W cabo del segundo afio, tendra
5,r—200000 5.r—200000 25it— 1800000
50000=
4 16 16

Por Gltimo, al fin del tercer ano se hallara con el capital
25i.'— 1800000 25.7.-1800000 125;r— 12200000
50000

16 64 ) 64
y como este capital ha de ser igual al primitivo aumentado de sus
tres quintas partes, menos 21120, se tendra la ecuacion
[20a?— 12200000
-=a>
64
de la cual se deduce el valor de .r=480000 reales, que es el capital
que se tenia al principiar esta especulacion.

Problema Vil. Preguntandole un hijo & su padre qué edad te-
nia cada uno, le contestd: hace 1 afio que tenia yo el triplo de tu edad®
y dentro 13 afios, no tendré méas que el doble.

Sea X, la edad del padre; x—1 sera el triplo de la edad del hijo,

x—1
y por consiguiente = seria la edad del hijo hace un afio, y por

3
5!)(—21125,

tanto la edad actual sera 3 1; dentro de 13 afios, la edad del

padre ha de ser doble de la del hijo; luego la ecuacion sera
1 .
&+13=21"+ 1 +13]j,

de la cual se deduce que la edad del padre es x; =43 afios, y la del
hijo 15; lo que es facil comprobar.

Problema VIH. Un platero tiene un riel que contiene platay co-
brey pesa 10 libras: se quiere saber, empleando el método de las den-
sidades, cuénto tiene de cada metal.

Averiguada la densidad del riel, se ve que es de 10; y se sabe
que la de la plata es de 10,5; y la del cobre de 8,8.
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Siendo la densidad la relacion del volumen al peso, se deduce que
el volumen sera igual al peso partido por la densidad.

Ahora bien, si llamamos x al peso de piala que contiene cl riel, el
del cobre vendra expresado por 40—x\ el volumen de la plata se-

ra& ~ vy el del cobre y como ambos voliumenes han de com-
10,0 8,8
. 40 , .
poner el del riel, quees —=4, se tendra la ecuacion
40— X
10,5 8,8

de la cual se deduce cc=7,il 2 onzas de plata; y por tanto las de
cobre seran 10—7,412=2,588.

LECAON xxvn.

Disension de los Talores de la incdgnita de nna eenneion de primer STado, i8t’l‘3re(t)am on

de los TelorespcsitiTCsy negatiTOs.-Interpretacion de las expresionesy—cuan-

do resultan para ralorcs de la inrognita de una ecnacion—Dcgla para hallar el limite de
nna fraccion cuando en sus dos términos existe una cantidad yariable guo tiende hacia

«0
infinito.—Interpretacion de las expresiones<—,®—», yOx».

BlscaMion «le lox voSorc« de la Inc6gnUn de una cciiarlon de primer
grado, Inlerpreiuclon de loi» valores posUivo« yuegallvos.

246. Al resolver un problema de primer grado con una incdg-
nita, ya se nos den los-dalos por numeros particulares, ya de un
modo general, 0 sea por letras, como en el problema primero que
hemos resuelto (244), llegamos siempre a un cierto valor de la in-
cognita que satisface a la ecuacion propuesta, y este valor, segun
los que tienen los datos en cada caso particular, da origen a expre-
siones que es necesario interpretar y ver hasta qué punto satisfacen
las condiciones del problema, lo cual constituye lo que se llama dis-
cusion de los valores de la incégnita de uno ecuacion.
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ridrsenrn~fz ;=" - P-de
Ax=B [1],

siendo A una cantidad entera y nositiva v R»r.. « *j
umbien, pero ,ue puede ser poLu':: 6 nZiva n

En efecto después de quitados los denominadores, y hecha la
trasposicion de términos, podemos efectuar las operaciones indica
penfrezim® ™Un de modo que Ilamando A al coe

Deiént

fe ue . ecuacion proles asj

H Pt NN PigNgr por la ecuacion Ax=B, y si ‘iEEStf
o

el coefic.ente A es negativo, podremos multiplicarla po -il

TN

puede ser pljUivo dre”~ v f:
218. La tncognia de una ecuacion determinada deprimer grado

tiane eiimpre un valor de laformu | laeatieface, y no Uenema.

gue uno.

Hemos visto que toda ecuacidn de primer grado con una in a
nita se puede reducir, sin que el valor de ésta”se alterp h i
Clon [1J; por consiguiente todo valor de la jnro<m-i AN

. ecuacion propuesta, debe veriOcar™L trarrr:rarU, y

camente; pero d la ecuacién [1] solo )a veriOca el valor de r=®.

e este valor

el M Tt _, a/ [ .
El valor de la .ncognrta de una ecuacion determinada de primer

grado siendo de la forma ”, es claro que tendra que ser siempre real

y conmensurable, & no ser que los datos spnn m'.r««,.«

rabies 6 expresiones imaginarias; y siendo conmensVrrble™prra
entero o fraccionario, positivo 6 negativo, 6 bien de 1j L |

A* 0 T

Tenflcan & las condiciones del problema, como vamos i feVresL'

2i9. SiB>0, el valor de * es positivo, el cual podra ser entero
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Ofraccionario, y en ambos casos este valor satisface, en general, no
sélo a la ecuacion sino al problema que le dié origen, y digo en ge-
neral, porque hay casos especiales en los que el valor positivo de la
incégnita no cumple con todas las condiciones que la naturaleza del
problema exige, en cuyo caso hay que desecharle. En efecto, si el
ndmero que representa ;vha de ser por su naturaleza entero, y resulta
fraccionario, es claro que esto indica una imposibilidad en el proble-
ma; pues no cumple con la condicién precisa de ser entero. Si por el
contrario, loque se busca es una fraccién, 6 un nimero fraccionario,
y hallamos que es entero, también vendremos & concluir que el pro-
blema no puede verificarse en todas sus condiciones, y por consi-
guiente es imposible. Aexcepcion de estos dos casos de exclusion, el
valor positivo de la incdgnita satisface siempre al problema de donde
proviene.

230. Si B<CQO, el valor de ¢ces negativo; y entonces hay que con-
siderar varios casos. En primer lugar podra ser entero 0 fraccionario,
y esto en nada alterara su significacion en el problema, a no ser que
como en el caso anterior, circunstancias especiales excluyan uno de
estos valores.

Si circunstancias especiales no excluyen el valor fraccionario, 6 el
entero, podra suceder que el valor que representa x en el problema,
pueda ser lomado en los dos distintos sentidos de gne hemos hablado
al ocuparnos de las cantidades negativas, y en ese caso, si no hay en
el problema condiciones que determinen de antemano uno de estos
sentidos, el valor negativo lo mismo que el positivo, satisface a la
cuestion, con solo tener en cuenta que el valor negativo se ha de con-
tar en un sentido contrario al que se contaria si fuese positivo.

Asi, si X representa el haber de un.i persona, y hallamos un valor
negativo—a, diremos que aquella persona lo que tiene es una deu-
da—a de a reales. Si expresa la distancia de un punto a otro consi-
derado como origen, en una linea en la'cual se ha convenido que
las cantidades positivas se cuenten 6 la derecha, el valor—a nos in-
dicara que dicho punto se halla a la izquierda y & la distancia a; si
representa la época en que ocurrié un suceso con relacion & otra que
se toma por origen 6 punto de partida, el valor positivo 6 negativo
solo nos Indicara si dicho suceso ocurrid después 6 antes de esta
época; y el tiempo trascurrido sera siempre el valor numérico de la
cantidad, es decir o Si expresa la longitud 6 latitud de un lugar, el
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valor positivo 6 negativo hallado para la incognita, nos indicara el
sentido en que se lia de tomar, es decir, si es oriental U occidental
S se trata de la longitud; y si de la latitud, nos indicaia si es boreal
0 austral; y lo mismo diriamos de cualquier problema en el cual el
valorde la incognita pudiera tomarseen dos sentidos opuestos, y que
en el enunciado del mismo problema no hubiera condiciones restric-
tivas que marcasen ya uno de estos dos sentido?.

231. Sien el enunciado del problema hay condiciones gne-mar-
can el sentido en que debe tornarsela incdgnita, el cual esta indica-
do por el valor positivo de la misma, el valor negativo nos indicara
una imposibilidad en el problema, y como tal deberd desecharse.

Asi, si tratamos en determinar el tiempo que trascurri6é desde una
época dada, & un cierto acontecimiento, y hallamos un valor negati-
vo, diremos que el problema es imposible; pues en vez de haber
trascurrido tiempo desde dicha época hasta el acontecimiento, que es
lo que tratamos de hallar, vemos que dicho acontecimiento ocurrié
anles de la época que se nos da. Si tratamos de hallar la distancia &
que se encontraran dos mdviles que corren en una misma direccion,
y que parlen de dos puntos fijos, y hallamos para valor de la incog-~
mia un valor negativo, nos indica desde luégo que el problema es
imposible; pues deberia tomarse este valor en el sentido contrario,
lo que no puede ser por estar ya determinada en el problema la di-
reccion en que dichos moviles corren; de modo que en vez de en-
contrarse & una cierta distancia que es lo que buscamos, se han de-
bido encontrar ya antes, por consiguiente se nos pide en el problema,
lo que no es posible que se verifique, lo cual estd marcado por el va-
lor negativo.

252. Como el valorde una incégnita nos indica, segin sea po-
sitivo 6 negativo, el sentido en que dicho valor se ha de tomar,
cuando el valor negativo nos indique, por las condiciones restrictivas™
una imposibilidad, si variamos en el problema esta condicién, lo
cual equivale & tomar ciertas cantidades en sentido contrario*de
aquel en que antes se tomaron, obtendremos un nuevo problema de
condiciones restrictivas también, que se verificara parael mismo va-
lor hallado, considerado positivamente.

Si no esta bien clara la condicién que ha de cambiarse para que
el problema modificado tenga porsoiucion el mismo namero hallado,
se puede determinar fdcilmeate, traduciendo ai lenguaje vulgar la
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«cuacion que resulta de cambiar x en —x en la ecuacion propuesta;
porque en efecto, si representamos por a/ el valor —ar, y ponemos
en la ecuacion propuesta en vez de (¢ hallaremos para £c'el mismo
Talor negativo que podemos representar por —a, de modo que se

tendra o/ = —a; pero af——x\ luego —x=.—a, 6 x=a sera el
valor de la ecuacion que se obtiene cambiando x en —  en la pro-
puesta.

253. Si la cantidad que representa x no es por su naturaleza
susceptible de poderse tomar en dos sentidos enteramente opuestos,
y hallamos sin embargo para valor de x una cantidad negativa, de-
bemos concluir que el problema es imposible de verificar en todas
lus condiciones fisicas.

Lo mismo que en el caso anterior, podremos hallar otro problema
gue tenga por solucién el mismo valor numérico, pero positivo, el
cual se obtendra’ como hemos dicho, traduciendo la ecuacion que se
obtiene cambiando x en —x en !a ecuacion del problema dado, lo
gue dara origen aun problema de la misma naturaleza, pero con
la diferencio de que ciertas condiciones deberan lomarse en sentido
contrario de aquel en que se tomaban en el problema propuesto.

201-. Sucede & veces que siendo el problema posible, &un te-
niendo en cuenta las condiciones restrictivas que marcan uno de los
sentidos en que la incognita se debe lomar, hallamos sin embargo
un valor negativo para la incognita de la ecuacion, y por consiguiente
aparece como imposible; lo cual indica que hay algun vicio cometido
en el planteo del problema. En efecto, al poner un problema en
ecuacion, tenemos que hacer algunas veces, liipotesis particulares
en que nos apoyamos, y si al hacer estas hipétesis alguno de ellas
es falsa, llegaremos & un valor negativo que nos dird, no que el pro-
blema sea imposible, sino que alguna de las hip6tesis que hemos
hecho en el planteo de la ecuacion es falsa. Por eso, en un problema
cualquiera, antes de concluir diciendo que es imposible, es necesario
que estemos seguros de no haber cometido ningln error en los calcu-
los, ni haber hecho ninguna hipoétesis fafsa en el planteo de la
ecuacion.

255. De todo lo dicho respecto & los valores negativos de la in-
cognita de una ecuacion, resulta:

1® Qie el valor negativo de la incognita de una. ecuacion
iBooprefa la solucién del prohUma de un modo general® cuando la
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cantidad giie dicha incognita representa, es susc”tihle de ser tomada
en dos sentidos opuestos y no hay condiciones que marquen de ante-
mano, en cual de estos sentidos hay que tomarla.

2. ® Que el valor negativo de una incégnita indica una impo-
sibilidad en el problema, aunque la cantidad que represente sea sus-
ceptible de ser tomada en dos sentidos, siempre que alguna condi-
cion exprese que ha de ser tomada en uno de estos; en cuyo caso,
el valor negativo nos indicara que habra de tomarse en el otro, lo
cual es contra lo que en el enunciado sepide.

3. ® Que el valor negativo de la incognita indica una impo-
msibilidad en el problema, siempre que la cantidad que represente no
sea susceptible de ser tomada en dos sentidos distintos,

4. ® Que el valor negativo de la incognita puede indicar no
una imposibilidad del problema, sino algin error en los célculos, 6
alguna hipétesisfalsa hecha en elplanteo déla ecuacion, y una vez
corregido el error, 6 deshecha aquella hipdtesisfalsa, llegamos a un
ralor positivo que es el que verifica al problema.

5. ® Que el valor negativo de una incdgnita de problema puede
convertirse en el valor positivo de otro problema de la misma natu-
raleza, en el cual ciertas cantidades 6 ciertas condiciones que se to-
maban en un sentido, se toman en sentido contrario; y que el enun-
ciado del problema modificado se obtiene, traduciendo al lenguaje
vulgar la ecuacion que resulta de sustituir en la propuesta i
por—X

«D O

laterprctacion dclnn expresiones K —y®eoando resoltan para valorea
L]

de ia iiicobgnUa de una ecuacion.

256. Los valores de los dalos de un problema, a veces son talcs”
gne reducen a cero a una de las cantidades generales A 6 B y en al-

» 0

gunas ocasiones 6 los dos, dando origen a las expresiones Al 0
a

las cuales vamos & interpretar en esta discusion.
Si hacemos B=0 en la ecuacion Ax=:B, y en el valor de la in-

B . 0
cognita sacado de ella a:=—, obtenemos Ax=0 y X = — que

nos dice que el valor de x es cero, puesto que cero partido por cual-
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quier cantidad da cero de cociente, lo que estd conforme con la
ecuacion, pues el nimero que multiplicado *ypnr A da cero, no
puede ser otro que cero.

Ahora bien, si nosotros buscamos un nimero que liabia de cum-
plir con ciertas condiciones, y éstas se reducian & satisfacer la ecua-
cion en la cual B=0, se ve que no hay ndmero que la ve-
riGque, y en ese caso el problema es imposible en este sentido; pero
este valor sin embargo tendra su significacion en cada caso especial,
pues se denotard el origen de toda cantidad ya sea positiva 6 negativa.

La ecuacién es aUurda, porque tratando de hallar el nimero que
mulliplirado por A nos produce cero, se ve que es imposible, pues
no hay ningn nimero que cumpla con esta condicién; luego el va-

lor ~ = 0, nos indica en general una imposibilidad en el problema,

tal como se pide, pero que tiene su interpretacién fisica tomando

por solucidn el valor cero, 6 sea el origen de las cantidades positivas

y negativas. La ecuacion es absurda, pues no hay ninguna cantidad

numeérica que la satisfaga, y solo desaparecera el absurdo haciendo
en cuyo caso se tiene la igualdad evidente AxO =0.

237. {'i ahora suponemos A—O0 sin que li lo sea, la ecuacién
propuesta y el valor de se reduciran a Ox.r=B v ®
N 0]

Desde luego se ve que la ecuacion Ax=B, es absurda en la hipo-
tesis de ser A=0; pues no hay ninguii namero finito que puesto en
vez de x la satisfaga, porque cualquier nimero multiplicado por cero
da cero; y como Bno lo es, se sigue que la ecuacion 0—B, dsea
Ox~=B, 6 AXa?=B, es absurda en el caso de ser A=0.

El valor expresa una cantidad infinitamente grande, 6 sea in-

finito, que se representa por el signo oo . Para convencernos de ello,
observaremos que si el divisor de una division disminuye, el cocien-

te aumenta; asi, si hacemos sucesivamente A=0,001, 0,00001,
g
0,00000001, etc., los valores de la expresion A seran

1000 100000B, =1U0000000B

B
-= B,- - -
0,001 -0,00001 .~ --0,00000001
donde vemos, que si le damos & A un valor menor que cualquiera
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cantidad dada, el cociente podra ser mayor que cualquiera can-

B
tidad dada también; luego si hacemos A =0, la expresion ™ expresa-

ra una cantidad infinitamente grande, 6 sea infinito.

Al hallar para valor de x una expresién de esta forma, 0 sea,
como hemos visto, un valor infinitamente grande 6 infinito, es claro
gue no hay valor alguno infinito que pueda verificar al problemay

& la ecuacion; luego esta expresion hallada para valor de un

problema, nos indica que es imposible, y la ecuacién absurda ; pero
la ecuacion Ax=B, hemos visto que es evidentemente absurda ha-

ciendo A=0; luego el valor de q conforme con la ecuacion,

y corresponde perfectamente, aun en este caso, para probarnos la
imposibilidad del problema y el absurdo que dicha ecuacién expresa.

Estas soluciones, que se Wamm infinitas, pueden ser positivas en
unos casos, negativas en otros, en algunos indiferentemente positi-
vas 0 negativas, y en todos casos indican imposibilidad en el proble-
ma. En algunos problemas de geometria, pueden tener interpretacion
estas raices infinitas.

258. Si suponemos A=0y B=0, la ecuacion y el valor de la

incognita se convierte en OxaJ=0, y indica que

cualquier numero multiplicado por cero da cero, y por consi-
guiente la expresién ~ podemos considerarla como simbolo de inde-
terminacion, puesto que la ecuacién queda satisfecha siempre para

cualquier valor que se le dé ax. Ademas, podemos hacer ver, a

puede ser el simbolo de la indeterminacion, ¢ sea una expresion que
puede representar cualquier namero. n

En efecto, supongamos que los dos términos de la fraccion T van
decreciendo, y que permanece constante su relacion: en el limite

0 0
esta relacion sera también la misma; pero el limite es ©; luego
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- . B .
puede representar la relacion cualquiera — de dos numeros; y com*
A

esta relacién es un nimero indeterminado, es claro que —puede ser
el simbolo de la indeterminacién.

239. Aunque generalmente la expresion indica el simbolo de

la indeterminacién, hay casos en que no es asi; sino que puede ser
que un valor de una fraccion tome esta forma, & causa de haber en
sus dos términos un factor comudn, que se reduce & cero porufa
hipotesis particular; de modo, que si antes de hacer esta hipotesis
quitamos ese factor comun, lo cual esta permitido, y después hace-

mos la misma hipétesis, dicha fraccion puede ya no tener la forma

sino representar un valor Gnito, cero 6 inGnito, segin que ese fac-
tor esté contenido en el numerador déla fraccion un numero de
reces igual, mayor 6 menor que en el denominador.
) a®—ad—26* 0 .

Asi, la expresion se reduce & —, haciendo
a=26.

En efecto, «= b -26*—26* 0

8/A

« _ 26, observamos que el valor de x se puede simpliQcar quitando
el factor a 26 que hay en los dos términos, se tendra para el valor

implificad z+6
SIMpIMcado X =54 f.6° ** hacemos la hipotesis anterior
. Gff . 26-f-6 36 3

se tiene Luego el verdadero valor de

A no es indeterminado como se podria haber creido, sino que es —.
5

Esto prueba, que para decir que la expresion — es el simbolo de

la indeterminacion, es necesario que la fraccién de donde proviene
»0 pueda simplificarse.

Hegla para hallarel liioUc deuna fracelon cnando en ana do« (érmfn««
cxiMteunacantidad variable que tiende béacla liiflnlto.

2fi0. Cuando en los dos términos de una fraccién existe una
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cantidad variable que tiende héacia infinito, dicha fraccién se con-
vierte, al llegara este limite, en”, cu™a expresion todavia no

sabemos interpretar; pero en muchos casos este limite ~ suelen ser
un numero fi(nto, y conviene saber como se determina; para ello se-
guiremos la siguiente regla;

261. Para hallar ellimite haciael cual tiende unafraccion cuan-
do en 8U3 dos términos existe una cantidad variabUy que tiende hacia
infinito® no hay més que dividir sus dos términos por lapotencia ma-
yor & que esté elevada esta variable, hacerla luego igual d infinito, y
él valor d que sereduzca la expresion sera el limite pedido.

Para ver el valor final hemos de observar que toda cantidad fini-
ta partida por otra infinita da de cociente cero, por una razén anéalo-
ga 0 la que dimos para demostrar que toda cantidad finita dividida
por cero, da de cociente infinito.

Asi el valor de x en la expresion x= e—----- — que se reduce &

2a*—25
?= ,cuando a= p, esigual 6 M haciendo lo que la regla ante-
rior prescribe.
iBtcrpretoelon de lax expreslone* — «0—00j i xta.

262. Vemos que la expresidn — es igual a cero; pues cuando
00

el denominador de una fraccion es infinitamente grande, el valor de

la misma ed infinitamente pequefio; y del mismo modo podemos de-
. 00 . 00 - .

ducir, que _AZSO' lo mismo que—o; pero las expresiones—,

oo - oo y OXoe es menester que veamos lo que representan. Para

. 1 -
eIIo.conS|derarernoslasdosfracmone)g-y , con las cuales indi-
y

caremos y efectuaremos las operaciones que estdn marcadas en estas
expresiones, haremos después x= Oéy =0, y tendremos lo que se
desea.
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Asi,
1 1
iD il . ) . 0 0
—= —; haciendo ahora g;= 0 é y= 0, se tiene —=
la ; 1 0
y 0
luego la expresion ~indica en general, como el simbolo de in-

determinacion.

Vot ynx . o
Sea ahora . de donde, haciendo x= 0éyi=0~"
u
. 1 0
retiene -=oc-ce = -.

1 X
Y por Gltimo, de la expresion icx —= , se deduce, haciendo
y |y

\ 0
tambiéna= 0éy = 0, que0X —= 0X « = —; luego estas tres

expresiones indican lo mismo que

?63. Hemos visto, que si los valores de la incognita de una
ecuacion son cero 6 0o, dicha ecuacion es absurda-, y ahora vamos a
probar, que si la ecuacion es absurda, el valor de la incégnita ha de
ser CERO 6 INFINITO.

En efecto, si la ecuacion Ax=B es asurda, ningun valor finito de
a; puede verificarla; por consiguiente, las dos cantidades Ay B no
pueden ser numeros finitos & la vez; porque si lo fueran, el valor de

a:= N gue seria finito, la verificaria, y en ese caso no seria absur-

da, lo cual es contra la hipdtesis.
Tampoco pueden ser las dos cero, 6 las dos infinito, porque en-

. . . 0 .
tonces se hallarian para valores de x expresiones de la forma =~ a %

que acabamos de ver son simbolos de indeterminacion, y por consi-
guiente las ecuaciones idénticas Ox ip =0, 6 «5Xa3=00 , quedarian
satisfechas para cualquier valor de x, 16 cual no puede ser, puesto
que la ecuacion es absurda; luego A tiene que ser cero ¢ infinito, sin
serlo B; 0 B tiene que ser cero 0 infinito, sin serlo A; pero de todas
estas combinaciones resulta, para valores de x.
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a = S-00, 6 X—B =¢¢
0 00
A
X = 0:0’ o B= — =«
A A .

luego el valor de.» es, corno hemos dicho, cero 6 infinito® segan se
gueria demostrar

LECAJON xxvm.

Ejemplos de discasion de rroblemj” de primer grado con una incogrt>ita.

Ejemplos de discusion deproblemas de primer «eradocou una Incégnita.

264. Problema l. Un destajista toma un cierto nimero de jor-
nahros para hacer una ohra”y se'propone gastar diariamente una
cierta cantidad” si paga losjornales & m reales® le sobran de la can-
tidad acordada a reales', y si los paga a ii, faltan b reales. Se pregun-
ta cual es el nimero dejornaleros, y la cantidad que se propuso gas-
tar diariamente.

Sea ¢ la cantidad que se propuso gastar cada dia, y adel nimero
de jornaleros; y se tendra que, pagando cada jornal & m reales, it
jornales seron mw, y como entdénces sobran a reales de los que se
propuso gastar, tendremos

c= mx-\-a [I].
Del mismo modo se hallara ¢ — nx — y por consiguiente, la
ecuacion queda el numero de jornaleros, sera
nx— h= mx-\-ci [2];

de la cual se deduce x = --------—- .

La cantidad que diariamente debera gastar sera, segun la rela-
ciéon [1],
ma-\-mb-\~-na—ma w6+na
—m
¢ m m n—m
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El valor aex sacado de la ecuacién [2], representando el namero
de jornaleros que el destajista ha de tomar, tiene que ser por su na-
turaleza entero y positivo; y cualquier niimero que no cumpla con
estas dos condiciones, nos indica una imposibilidad en el problema.

En efecto, demos h las cantidades conocidas en esta cuestion ge-
neral valores particulares, y veamos lo que en cada caso se obtiene.

Demos en primer lugar los valores iZ=9, 6=17, m=7, y n=9.
’El enunciado del problema serd; Un destajista toma un cierto nimer»
dejornaleros para hacer una obra, y se propone gastar diariamente
una cantidad: pagando los jornales & 7 reales, le quedan de la canti-
dad diarta 9 reales; y pagando losjornales a 9 reales, le faltan M.
¢Cuéntos son losjornaleros y la cantidad que diariamente se propone
gastar? ¢
Como este enunciado no se diferencia del general més que en los
valores particulares de los datos, las formulas halladas nos daran los
naimeros que se buscan; asi, el nUmero de jornaleros sera

94-17 26
X = -3,
9-7 2
La cantidad que se propuso gastar diariamente, sera
7474-9*9 1194-81 200
9—7 2

lo cual es facil comprobar.

Si ahora suponemos gne«=13. 5=2i, m=11 y,,=i5;hallare-
mos para el nimero de jornaleros,
13_j_24 37
T 1611 4 00

resultado absurdo, pues el numero de jornaleros ha de ser por so
naturaleza un namero entero ; luego segin hemos dicho (249), el
valor positivo de la incégnita de un problema, puede no satisfacer &
este problema, si este nimero es fraccionario y por su naturaleza
ebia ser entero. Por consiguiente, el'valor fraccionario positivo
puede indicarnos imposibilidad en el problema, siempre que el na-
mero que represente la incégnita deba ser por su naturaleza un nu-
mero entero. Sin< m, en ese caso el valor de a ser4 ne'‘ativo; y
corno el numero que representa ic no es susceptible de sertomado
en dos acepciones, el problema serd imposible de veriGear con seme-

jante hipétesis.

= 100,
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En efecto, demos a los datos los valores particularesa—9, 6=17,
m=9 yn=7, y hallaremos para el nimero de jornaleros.

9+17 26
X= = — = —13.
7—9 —2

Resultado que en el caso presente nos indica, que el problema es
imposible y la ecuacion absurda: porque si consideramos el enun-
ciado correspondiente 4 este caso, veremos, que pagando los joma-
leros a m, 6 sean 9 reales, sobran de la cantidad estipulada 9 reales;
y pagandolos h n,6 sean 7 reales, en ese caso faltan 17, lo cual se
ve que es absurdo; pues siendo menores los jornales en el segundo
caso que en el primero, debia no faltar, sino sobrar mas de lo que
sobrd en el primer caso; luego el valor negativo de una incdgnita
expresa una imposibilidad del problema, siempre que la cantidad
que dicha incdgnita represente no sea susceptible de ser tomada en
dos sentidos distintos (255-3.°)

Pero hemos dicho en la leccion anterior, que el valor negativo de
una incognita, considerado positivamente, puede ser solucién de
otro problema de la misma naturaleza, con so6lo la diferencia de to-
mar ciertas condiciones en sentido contrario; y que el enunciado de
este nuevo problema se obtiene traduciendo al lenguaje ordinario
la ecuacion que resulta de sustituir & por— x en la ecuaciéon que
da e! valor negativo. Asi, si quisiéramos modiiicar este problema
imposible, y obtener otro que quedase satisfecho para el mismo valor
numeérico de la incégnita tomado positivamente, sustituiriamos en
la ecuacion [2] x por —z, y hallariamos—n.c—6 = —mx-Ara'y 6 cam-
biando los signos, tendremos la igualdad

n.c-\-h—mx—a [3];
que traducida al castellano, nos daria el siguiente enunciado:

Un destajista toma un cierto numero de jornaleros para hacer una
oird, y piensa gastar diariamente una cierta cantidad: pagando los
jornales & m reales, le faltan o; y pagandolos & n, le sobran b. Se
quiere hallar el nimero dejornaleros y la suma que ha de gastar dia-
riamente.

El enunciado primitivo sirve pora el caso de ser n>m, y éste
para cuando n<m, y como el primero da un valor negativo si

. . i a-i-b .
se tiene n<C.m, pues ei vajlor {je & es, x- este dara un vo-
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lor positivo, por tener para x el valor ¢9j ¢ando a los
m—n
datos generales en este problema modificado los valores o= 9,
b=\7, m=9 yn=7 que en el propuesto daban el valor x = —13.
Ifallareraos
9-717 26
9-7 =2

. conforme debia suceder.
Si a ny m damos valores iguales, hallaremos, en ambos enuncia-

dos para valor de la incégnita, x = - ~* =<j0, cuyo valor nos indica

una imposibilidad en el problema y un absurdo en la ecuacién: en
efecto, no hay ningiin namero finito de jornaleros que cumpla con
las condiciones indicadas, luego el problema es imposible; la ecua-
cién es absurda; pues haciendo m=n, se obtiene nx—h=nx-r-(i* de
donde Q—a-"b, lo cual es absurdo pues ay d son dos nimeros posi-
tivos cuya suma no puede ser cero; todo lo que estd conforme con lo
dicho en la leccion anterior (257).

PnOBIi.EMA 1. Um persona tiene a afios, otra tiene b; ¢En qué
Hempo i:t edtd del primero seria m veces la del segundo?

Sea mel tiempo que media entre la ~dualidad y la época en que
laedad dd primero es m veces la dd segundo, tendremos

de donde se deduce
m—1

El valor de a; puede ser entero 6 fraccionario, y como no hay con-
diciéon para excluir uno de estos valores, tanto el entero como el
fraccionario satisfaran a la cuestion.

Puede ser ademas este valor positivo 0 negativo: positivo siempre
queseam 1y (tAbmjy negativo, siempre que sea a“b m j
M A 1; pero como lacantidad que representa & puede tomarse en

dos sentidos distintos, segun se cuente antes ¢ después de la época
actual, y como no hay ninguna condicion restrictiva que marque uno
de estos sentidos con exclusion dd otro, se sigue que tanto el valor
positivo como d negativo satisfacen & la cuestién, debiéndose tan
s 0 tener presente que el positivo se cuenta después de la época ac-
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tual, y el negativo antes, y se enunciara diciendo que se veritico lo
gue se pide liace tanto tiempo, 6 que se verificara después de tanto
tiempo.

Asi, supongamos que la primera persona tenga 67 afios, la segun-
da 9, y queremos saber cuando la edad de la primera seria cuatro
veces la de la segunda; hagamos «=67, (=9, ywi=4 y se tendra

ANBT _9x 4 21 77
4—i i
y en efecto si la primera tiene 67 afiosy la segunda 9, dentro de 7
afios, tendrén 64 y 16, donde vemos que 64 es cuatro veces 16,"'se-
gun se pedia.
Si suponemos ahora que se tiene <z=48, 5=32 y w =6 se hallara
48—32-5 48—160 —112

= 5 28,
que prueba que si una persona tiene 48 afios, y otra 32; hace 28 anos
gue la primera tenia una edad 5 veces mayor que la segunda. En
efecto, hace 28 afios tendria la primera 20 afios, y la segunda 4, don-
de vemos que 20=4x6, lo cual justifica €) problema.

Los valores de x hallados en cada caso particular del problema en
cuestion, deben estar por su naturaleza comprendidos entre ciertos
limites, de los cuales no pueden pasar sin faltar al sentido de la
cuestion. Estos limites son, si se trata de valores negativos , la‘edad
del menor; porque debiéndose quitar el valor negativo de las edades
délas dos personas.,para encontrar la época pedida, si este valor
negativo fuese igual 6 mayor que la edad del menor, se llegaria &
una imposible, pues daria origen aedades negativas ¢ & laedad cero,
gue ambos indican carencia de la persona que la tiene; asi una per-
sona que tiene la edad cero, equivale & decir que no hay tal persona,
gue no existe ni ha existido, y decir que una persona llene por edad
un numero negativo, es una cosa que no tiene sentido y por consi-
guiente inadmisible.

El limite superior estd determinado por la edad del que mas viva,
a pesar de que podemos, aunque ambas personas mueran, hacer la
hipotesis de que si vivieran a los cuantos afios, la una tendria 6 hu-
biera tenido si viviese m veces laedad.de la otra.

Si hacemos m—i sin que a sea igual 5, hallaremos parax el va-



176 DISCUSION

a—b
lor X- g due prueba que nunca la edad del primero seréa igual

ala del segundo, pues por hip6tesis a no es igual & b.

Esto solucion infinita nos indica que 'aecuacion es absurda, pues
le reduce por esta hipotesis a a-hx=b-"x, de la cual se deduce
a=6, lo que segun la hipotesis no es cierto.

Ademas este valor no es otra cosa sino el limite hécia el cual se va
aproximando & valer & & medida que m se va aproximando & valer 1.
En efecto si i, es necesario que vaya disminuyendo para apro-
ximarse 6 valer 1 ; pero & medida que m disminuye, el numerador
aumenta, por disminuir el suslraendo, y el denominador disminuye
por disminuir el minuendo; luego la fraccion por esta doble razén
aumentara, y como el numerador tiende & valer la cantidad finita
a—O, y el denominador decrece cuanto se quiera hasta cero, el va-
lor de X crecera indefinidamente en valor numérico, luego el limite
es infinito. Lo mismo se prueba cuando m <”"].

Si hacemos a— b sin ser , hallaremos para x el valor x= —a,
cuyo resultado indica un imposible, pues hemos dicho que el
limite de los valores negativos es la edad del menor, porque qui-
tando de la edad del menor un nimero igual de afos, llegamos & la
edad cei'o de una persona que indica carencia de la misma; luego el
problema es imposible en este caso. La ecuacion se verifica para el

solo valor de x— —a\ porque entonces se reduce a 0=0xwi; pero
fuera de este caso indica un absurdo, pues no siendo m=\, a-\-x"
nunca puede ser igual a m. En efecto, si dos personas tienen

la misma edad, debieron nacer & un mismo tiempo, y como para las
dos corre éste de la misma manera, en cualquier época que se les
considere tendran siempre la misma edad , y por consiguiente pedir
cuando la del uno sera dohle” triple” etc., de la del otro, es pedir un
imposible.

Si hacemos por dltimo a=b, y rM=1, entonces el valor dea; se re-

duce & nos indica el simbolo de la indeterminacién, pues

el numerador del valor de x se reduce & cero con independencia del
denominador; y asi debe ser, porque si dos personas nacen a un
mismo tiempo, en cualquier época tendran ambas la misma edad.
265. Problema IlIl. Dos méviles My W parten & un mismo
tiempo de los puntos Ay B que distan d kilémetros, y recorren en una
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misma direccion la recta YX; el uno con una velocidad de a kildmetros
por hora, y el otro de b; ¢A qué distancia del punto B se encontraran™

Y E' A B E X
Representemos por x la distancia del punto B al punto E de en-
cuentro, en cuyo caso la distancia AE estara representada porx-f-i”.
Suponiendo que el movimiento de los moviles es uniforme, es de-
cir, que en tiempos iguales corren espacios iguales, el tiempo que
el mévil M empleard en correr el espacio AE, estara representado

x~A~d
por--a---, y el que emplea el mdvil M en correr el espacio BE, se-

ra ycomo estos tiempos son iguales, se tendra
X X2-d

de donde se deduce facilmente x=~~ ~h.
a_

La naturaleza de la cuestion no excluye los valores porque sean
enteros @ fraccionarios, por lo cual no tendremos en cuenta esta con-
dicion.

Por consiguiente, todo valor positivo satisfara a la cuestion, y el
namero que hallemos nos expresara la distancia del punto B al pun-
to E de encuentro y que evidentemente estard & la derecha de dicho

punto B. Asi, haciendo i?=40, iz~ 12, y b=1, hallaremos, para el
punto de encuentro de los dos moviles, In distancia
7x40 280

lo cual nos dice que se encontraran & los SO kilémetros; y si quisié-
ramos saber & qué tiempo se veriOcara el encuentro, no habrd mas
que partir el espacio 56 por la velocidad del mévil que parte de B,
la cual es 4=7, y hallaremos que el encuentro se veriGca 6 las 8 ho-
ras de partir. Del mismo modo lo hubiéramos hallado dividiendo el
espacio 56-1-40—96 por la velocidad del mévil Mque es 12; en efec-
to, 96 partido por 12, da 8 de cociente.

Si suponemos como caso especial a=24, hallaremos para va-

lor de X
bd bd

ib-
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lo cual estd conforme con el problema; pues teniendo el mévil Mdo-
ble velocidad que M en un mismo tiempo han de correr un espa-
cio doble también, pero corriendo la distancia d kilobmetros , el
mavil Mcorrera esa misma distancia, mas la que media entre ellos
que también es d, luego corre como debia

El valor de x serd positivo, y por tanto satisfard & todas las condi-
ciones del problema siempre que se tenga lo cual estd confor-
me con lo que debe ser, pues teniendo el mévil que va detras mayor
velocidad que aquel que va delante, indudablemente tiene que al-
canzarle a mayor 6 menor distancia, siendo el punto de encuentro &
tanta menor distancia, cuanta mayor sea la velocidad de Mcon rela-
cion ala de y esa misma distancia serd tanto mayor cuanto mas
se aproxime la velocidad a & valer h.

En efecto, del valor dea; se deduce, dividiendo por 6,

d

i -
A medida que la velocidad a es mayor que la velocidad b, el que-

brado -ﬁva aumentando, y el dominador va por consiguiente au-

mentando también, y cuando a sea infinitamente grande respecto
de 6, el valor de x serd infinitamente pequefio.

<
Si a tiende aser igual 6, la fraccion — tiende & valer la unidad,

y el denominador tiende hécia cero; luego el valor de x es cada vez
mayor a medida que a tiende aser iguala y en el caso de ser a—b,
el valor de x es infinito, lo cual prueba que no es posible que se en-
cuentren en el espacio finito; es decir, que el problema es imposible,
y la ecuacion absurda (257).

En efecto, si los moviles parten de dos puntos A y B que dis-
ten una cierta cantidad, y ambos llevan la misma velocidad, es claro
gue siempre les separara la misma distancia que tenian en el punto
de partida, y como & medida que estas velocidades tiendan a ser
iguales, el punto de encuentro ird distando de B cada vez mas;
cuando la diferencia sea menor que cualquier cantidad dada, 6 lo
gue es lo mismo, cero, la distancia sera mayor que cualquiera can-
tidad dada 6 sea infinito.

La ecuacion es absurda, porque haciendo en ella esta hipotesis se
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. Noox-\-d
obtiene —= ---—----- , de donde se deduce, ¢(¢=0; lo cual es absurdo,.
a a
pues se supone que d no es cero.
Sj para evitar este absurdo suponemos que se tiene al mismo

tiempo que a—h, , el valor de x se reduce a que nos

indica el simbolo de la indeterminacion; porque ambos términos se
reducen & cero con independencia el uno del otro.

Realmente esto indica una imposibilidad en el problema, pue*
si parten juntos y con una misma velocidad siempre iran juntos, que

- 0 - :
es lo que indica el simbolo—, que en cualquier distancia que seles

considere irdn juntos; pero el problema no es posible que se verifi-
que, porque en él se pide el punto en que se han de juntar, lo cual
supone que estan separados, y esto no se verifica.

Si suponemos que el valor de x es negativo, para lo cual se ha de
tener a<Ch, en ese caso tendremos que el problema sera imposible;
pues aunque la cantidad que representa x es susceptible de dos mo-
dos dislinlos de existir, hay la condicion restrictiva de que los moé-
viles parten de los dos puntos Ay B, y en la direccion ABX, lo cual
excluye que el punto de encuentro pueda tomarse & la izquierda
de Il (235—2.«)

Este problema que desde luégo es como hemos dicho imposible;
pues llevando el mévil M que va detras menor velocidad que el
que va delante, cada vez se irdn separando masy nunca se encon-
traran, podra hacerse posible haciendo dos modificaciones.

Primera, quitar la condicion restrictiva de que parten de los dos
puntos Ay R, y suponer que los moviles vienen corriendo de atras,
y en ese caso pedir el punto de la linea en que se encuentran. En este
caso, como el punto puede estar lo mismo & la derecha que & la iz-
quierda de B, es claro que el valor negativo lo mismo que el positivo
satisfaran al enunciado del nuevo problema, teniendo sélo cui-
dado de contar el uno & la izquierda de B y el otro & la derecha; de
modo que si el valor negativo hallado lo contamos & la izquierda
de B, tendremos el punto de encuentro. Para probar que esto es asi,
no tenemos mas que modificar la hipotesis falsa que hacemos al su-
poner que el punto de encuentro sea E, pues teniendo el mévil M
menor velocidad que M', y caminando en la direccion ABX, no po-
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dra encontrarse & la derecha de B; tampoco podran hacerlo entre
Ay B; pues estando ya los dos en los puntos Ay B, y teniendo el
que va delante mayor velocidad, no pueden encontrarse entre Ay B,
0 sea & la derecha de A; luego tienen que haberse encontrado a la
izquierda en un punto K'.

Llamemos como anles xh la distancia que corre el movil M
desde el punto de encuentro W al punto B, y entonces la distancia
E'A que corre el movil M, estard representada por x —d, los tiem-
pos en que estas distancias se andan son iguales; luego se tendra

L X:_gl_, de tonde X = - :
pero este valor es el mismo que el que hemos hallado anteriormente,
s6lo que antes era negativo y ahora es positivo; luego el valor nega-
tivo lo mismo que el positivo satisfacen al problema propuesto, en
el cual se ha quitado la condjeion restrictiva de partir de los dos
puntos Ay 11, la cual excluye el caso de encontrarse antes de tener
los mdviles esa posicién-

La ecuacion anterior es la misma ecuacion [I] en la cual hemos
puesto— X en vez de x, y cambiado los signos.

El segundo modo de hacer posible este problema es cambiar el
sentido de alguna de las condiciones. Por ejemplo, suponer que los
moéviles en vez de correr en el sentido AB, que corran en el sentido
BA; en ese caso, y con s6lo esa modificacion , el problema sera po-
sible, y el valor negativo hallado anteriormente tomado en el sen-
tido positivo, satisface al nuevo enunciado.

En efecto, si caminan en la direccién BA, el punto de encuentro
se hallara evidentemente & la izquierda de A, tal comoen E', y lla-
mando ic & la distancia AE' sera x—£?, y la ecuacion sera como an-
teriormente,

X X—d
e h a

Si i/=0 sin que a sea igual a 6, enténces el valor de x es cero.
Que nos dice que el problema es imposible , pues partiendo los dos
moviles de un mismo punto y con distinta velocidad, jaméas se en-
encontrardan.

X
La ecuacién es absurda, pues se reduce & , lo cual no es
0 a

cierto, porque teniendo estas fracciones iguales los numeradores.
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para que fuesen iguales debian serlo también los denominadores.

La solucién cero nos manifiesta que sélo estdn juntos en el origen
6 punto de partida, y fuera de 61 nunca: todo lo cual esta conforme
con lo dicho en la leccién anterior (20G).

LECCION XXIX.

Ecnacioncs ie primer grado con mi? de una incégnita-—Matodo de oliminaoion por pastitu-
cion.—Motodo de eliminacién por reduccion.—Meétodo de eliminacion por igualacion.

Ecnacloncj? iln primer {~rnclocon n«iH itc una Incégnita.

2C6. Los problemas y ecuaciones de primer grado que hasta
ahora hemos considerado, no han tenido mas que una incognita; pe-
ro pudiera suceder que el problema contuviera dos 6 mas incdgnitas
que se hallasen ligadas con los datos por un cierto nimero de ecua-
ciones constituyendo lo que hemos llamado un sistema de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones hemos dicho que puede ser determina-
do, indeterminado, 6 imposible, segin que el nimero de ecuaciones
distintas de que consta sea igual, menor 6 mayor que el nimero de
incégnitas; por ahora nos ocuparemos solamente de los sistemas de-
terminados; es decir, de los que contienen tantas incognitas como
ecuaciones. Llamaremos sistema de valores al conjunto de aquellos
que verifican al sistema de ecuaciones propuesto.

207. Toda ecuacion doprimr grado que contenga varias incogni-
tas x,y, z.... puede reducirse sienpre d la forma.

ax-|-by-l-cz-|-...=k [1].

En efecto, podemos quitar los denominadores si los hay, conio
cual los valores de las incognitas no varian (23i) y se consigue que
los coeficientes a, b, c, sean enteros lo mismo que la cantidad cons-
tante 7#; después podemos hacer la trasposicion de términos; es decir,
pasar al primer miembro todos los que tengan incognitas y al segun-
do los que no, lo cual tampoco hace variar los valores de las incégni-
tas (232); se saca cada incéngita factor comun de todos lo térmi no&
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que la contengan, y haciendo por Gltimo la reduccién y destruccion
en cada coeficiente, lo mismo que en la cantidad constante, después
de efectuar las operaciones indicadas que sean posibles ejecutar, lle-
garemos & la ecuacion [1].

268. Se entiende por eliminar una incégnita entre dos ecuacio-
nes, deducir de estas ecuaciones otra que no contenga la incognita
gue se elimina, y dé todos los valores que la otra incdgnita pue-
da tener; es decir, todos los valores que unidos con otros ciertos va-
lores de la incognita eliminada, den todos los sistemas que verifican
a las dos ecuaciones propuestas.

Una vez eliminada una incégnita entre dos ecuaciones y hallados
los valores de la otra, podremos determinar los de la incégnita eli-
minada sustituyendo el valor ¢ cada uno de los valores hallados en
una de las ecuaciones propuestas y de la que resulte, que no conten-
dra yamas que la incognita que se elimind, se deduce su valor 6 sus
valores.

Esto supuesto, entenderemos por eliminar una incégnita entre las
€Cuaciones de un sistema cualquiera, hallar otro que no contenga
dicha incégnita mas que en una ecuacion, la cual sera una de las
propuestas, y que teniendo las mismas soluciones que el sistema da-
do, pueda reemplazarle.

Varios son los métodos de eliminacién, nosotros explicaremos los
mas principales que son: el de sustitucion, reduccion, igualacion y
«l de los factores indeterminados 6 de Bezout.

M étodo de clfntlaaclon por sustituciéon.

269. Sean las dos ecuaciones con dos incdgnitas
ax™bij =k
a’x-"h'y—y
entre las cuales hemos de eliminar, por el método de sustitucion,
ona deellas, lay por ejemplo.
Si el valor de cc, que verifica al sistema de ecuaciones propuento,
fuese conocido, el valor dey se determinaria inmediatamente por

) P - !X .
una de las formulas — . 6 y= — deducidas de las

ecuaciones dadas; si x no es conocido, no por eso deja de venir dado
«1 valor de y por una de estas dos expresiones.
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Esto supuesto, si sustituimos el primer valor, por ejemplo, dedu-
cido de la primera ecuacion del sistema [1], en la segunda, halla-

remos la ecuacion a’x-\-V — — que unida con la primera,

daré el sistema
ax~"by=Kk

k—ax_

alx-\-v k! [a]

en el cual se halla eliminada la incégnita i/, pues no estd mas que en
una ecuacion, y ademas las soluciones del sistema [I], son las mis-
mas que las del [2], y reciprocamente; por lo que se podra reempla-
zar el primero por el segundo.

En efecto, supongamos que « y p son los valores respectivos de x
€ y que verifican al sistema de ecuaciones [1], y vamos & demostrar
gue estos mismos valores verifican & las ecuaciones [2]. Puesto que «
y p verifican el sistema [i], se tendra

aa-1-6p = £
a'oL-\-h'r~k’,
. k—da |,
de la primera se sacap= —— »  cual prueba que la expre-

sion 6 se reduce ap, cuando ponemos « en vez de x; ahora,
si en las ecuaciones [2] sustituimos ;cé por «y pse tendra

, acc+b-ji=k

" aa+hmn=y.
o a’a y

Luego las soluciones del primer sistema verifican al segundo.
Reciprocamente, si los valoresay p verifican al segundo sistema,
vamos & demostrar que también verificaran ai primero.
Siendo a y p soluciones del sistema [2], se tendra
fla-hap= k
wahw&??:m\

k — do.
pero de la primera de estas ecuaciones se deduce p= — - ; luego

poniendo en la segunda en vez de su igual p, se tendra
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aa+6ij3= *
a'oc~hl/r=k’,
que son las ecuaciones del sistema [1] en el cual hemos puesto ay s
en vez de & &€  luego estas ecuaciones quedan satisfechas por estos
valores; y por consiguiente el sistema de ecuaciones [1J, se puede
reemplazar por el sistema [2], segun queriamos demostrar.
270. Sea, en general, un sistema cualquiera de ecuaciones
ax ~\-by -\-cz + . . . =1¢
a'x-\-b'y -\-d z-\- . . =id
L3]

en el cual tratamos de eliminar una incégnita cualquiera x.
Despejando a en cualquiera de las ecuaciones, en la primera, por

ejemplo, sustituyendo el valor en las deméas r
a ‘i

agregando & las ecuaciones que resulten ia primera, de la cual se
sacO el valor de la incégnita que se quiere eliminar, tendremos el
nuevo sistema

ax-hby-j-cz-h. . ., =k
, k—hy—cz—...

A e o \-h'y-{-c'z-y-.,.= k'
k-"by—cz-

~Wynrd'z-\-...=k” [4]

en el cual la x esta eliminada, por no hallarse contenida mas que
en la primera ecuacion y por ser reemplazable el primero por este
sistema, como vamos & ver.

Supongamos que los valores de x"y., ?/=?, 2=y...
sistema [3j, y vamos a probar que estos mismos valores verifican al
sistema [4]. En efecto, se tiene por hipétesis

ay -t-Cy Ic
a'y +(5'3 {-c'y-i-. .=k’
a'y-\-b"A-{~c"Y-h. .=k [5]

verifican al
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N
de cuya primera ecuacién se deduce el valor « = --------m-ecmemeeev -, que

h
B ., k—hy—cs—...
lios prueba que la expresion--------------------- se reduce a a, cuando
«e reemplaza y, z... por sus valores p, y..., esto supuesto, se tendr,
sustituyendo estos mismos valores en el sistema [4],
(2« }-6p-t-C-yH—....coovieee =4

. ] . kK—6p—cy— ...
el cual se reduce al sistema [5], si ponemos en vez d e -------------2-------
su valor a\ luego el sistema [4] queda satisfecho por los mismos va-
lores de las incognitas del sistema [3].

Reciprocamente, el sistema de valores que verifica al sistema
[4], verifica al sistema [3].

Sea a, p, Y¢* el sistema de valores que verifica al sistema [4]; por
verificar & la primera ecuacion, se tendra

y por consiguiente dicho sistema se reduce por estos valores al sis-
tema [o]; pero el sistema [5J no es otracosa que el sistema [3] en el
cual se ha sustituido por x, y, z.,. los valores a, p, y*; luego el
sistema [3] se verifica para los mismos valores de las incognitas que
verifican el sistema [i]; y por consiguiente el primer sistema se
puede reemplazar por el segundo.

M ét(ido*de eliminacién por rcdnccloii.

271. Sean las dos ecuaciones entre las cuales vamos a eliminar
una de sus incognitas,
ax -\~by =k
ax-\-h'y=k' [0]

Si en estas ecuaciones fueraniguales los coeficientes de una misma.
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incognita, la ecuacién que resultase de sumarlas 6 restarlas, segun
que estos coeficientes tuvieran signos contrarios 6 un mismo signo,
no contendria a esta incdgnita, y esta ecuacion que resulta unida con
una de las propuestas tendria, como mas adelante probaremos, las
mismas soluciones que el sistema propuesto, y por consiguiente una
de las incognitas quedaria eliminada.

Pero si estos coeficientesno son iguales, siempre podremos hacer
que lo sean multiplicando cada una de estas ecuaciones por un nu-
mero conveniente, lo cual sabemos no altera los valores de las incég-
nitas.

Sea X la incégnita que queremos eliminaren el sistema [6] por el
método de reduccion; si los coeficientes aya' son primos entre si,
multiplicando la primera ecuacion por a' y la segunda por a, halla-
remos el sistema

aa'x-\-ba’y=ko!

aa'x-"ah™}—ay m
en el cual los coeficientes de x son iguales, de modo que sumando 6
restando seglin que estos coeficientes tengan signos contrarios 6 un
mismo signo, con el objeto que se destruyan, hallaremos una ecua-
cién que unida con una de las propuestas daran el sistema

ax-irby=k
[do'—ba’)y=ak'—ka' [8]

en el cual sélo la primera ecuacién contendra la x, de modo que si
demostramos que este sistema tiene las mismas soluciones que el
propuesto, la incégnita a? estard eliminada.

Para ello, pasemos en el sistema [6] las cantidades ~y  al pri-
mer miembro, y llamando a los primeros miembros que resul-
tan Ay A’ tendremos que el sistema propuesto estard representa-
do por

A=0
A'=0 [9]
y el sistema [8] sera, en este caso,
A=0
aA'—a'A=0 [10]

Todo sistema de valores que verifique al sistema propuesto [9],
reducira a cero ala cantidad A, y siendo A=0, el sistema [10], se
reduce a A=0, 0A'=0 y como por hip6tesis A'=0, se sigue que los
mismos valores que verifican & las ecuaciones [9], verifican a las [10].
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Reciprocamente, todo sistema de valores que verifica al sistema
[10], verifica también al [9]. En efecto, todo par de valores que ve-
rifique al sistema [10], hace que A =0 y por consiguiente que uV—20,
y COmMo « no es cero, se deberd tener A'= 0; luego todo sistema de
valores que verifique al sistema [10], hace que se verifique A 0"
6 sea el sistema [9], que eslo que se queria demostrar.

Si « y a' no fuesen primos entre si, podriamos llegar al sistema
[7], en que la incognita x tiene un mismo coeficiente en ambas
ecuaciones, multiplicando cada una por el cociente que resulta de
dividir el w. ¢. m. de los dos coeficientes por el coeficiente que tie-
ne en la misma ecuacion.

272. Si fuese un sistema de varias ecuaciones

A=0.A'=0, A'r=0, [11],
principiaremos por eliminar una incégnita entre la primera y segun-
da, luégo entre la primera y tercera, después entre la primeray la
cuarta, y asi sucesivamente hasta llegar & la altima, lo cual nos dara
un sistema que tendra una ecuacién ménos y que no contendra la
incégnita eliminada; de modo que agregando & este sistema la pri-
mera ecuacion del sistema propuesto, tendremos un sistema de tan-
tas ecuaciones como el propueslo,'y en el que la incégnita elimina-
da no se hallard mas que en una ecuacion; por tanto la incognita se
hallara verdaderamente eliminada, si probamos que este sistema
puede reemplazar al primero.

Para ello, representemos pormy m', ny n', p yp'etc., los na-
meros por los cuales hay que multiplicar las ecuaciones primera y
segunda, primera y tercera, primera y cuarta etc., para eliminar
una incégnita x por ejemplo; y tendremos efectuando estas elimina-
ciones parciales e! sistema

A= O mA—m'A'=0, nA— A"=0, pk~p'A'A'=0... [12]

Todo sistema de valores que verifica & las ecuaciones [M], verifica
evidentemente & las ecuaciones [12]. Reciprocamente, el sistema de
valores que verifica al sistema [12], verifica al [11]; porque siendo
A =0, las demas ecuaciones se reduce &

—ni'‘A”=0, — A"=0, — 0,...
de donde se deduce, que se debe tener A'=0, A'*=0, AM"=(,... que
no son otra cosa que las ecuaciones del sistema [I1]; luego si las so-
luciones del primer sistema son las mismas que las del segundo, y
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ias de éste las mismas que las de aquel, es claro que el sistema ["1]
puede reemplazarse por el [i 2].

Método de ollmtiiaclon por [~fualaeion.

273. Sean en primer lugar las dos ecuaciones
ax -i-dy —k
a'x-\-b'y=k’

eii las cuales vamos a eliminar por el método de igualacion lax, por
ejemplo.

Si ep ambas ecuaciones sacamos el valor de x, se tendra:

k—b k'—b'
o Kby y

[13],

y como el valor de x que satisfaga & la primera ecuacién unido con
un cierto valor de y, ha de verificar también & la segunda; las dos
expresiones que dan el valor de x, deberan ser iguales, y por tanto

se debera tener, — = -  cuya ecuacion, si agregamos
una del sistema [13], se hallara el sistema
o,r-j-6y=/i
k-hj~ k'—h'y [UT,
a a'

en el cual la incdgnita i?se halla eliminada. En efecto, dicha incég-
nita no se halla mas que en una ecuacion, y ademas, todo sistema
de valores que verifique & las ecuaciones [j3,] verifica eviden-
temente & la primera ecuacion del [lij; y como del sistema [13J se

deduce, llamando icy plos valores que le verifican, que a= — —

_k'—bQ " " yo
y f »se tendrd la igualdad evidente-------- R que es
1 . * a '
a segunda del sistema [l i]; luego los mismos valores que verifican

al sistema [13], verifican ai [!4].
Reciprocamente, los valores « y s que verifican al [U I, nos dan
A--bl_k'~bfr

|
a — > acc'ho®—k; de la segunda se saca a—
a

J como ] se deberd tener también
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m=-----—— ; de donde se deduce, a'a-i-¢,<'p=7¢', que es la segunda
ecuacion del sistema [13]; y como la primera de este sistema es Ja
misma que la primera del [U], se sigue que las dos ecuaciones del
sistema [13] se verifican para los mismos valores que verifican al
[14]; luego se puede reemplazar el [Timer sistema por el segundo.
274. Seaen general un sistema cualquiera,

ac H-% -\-cz =k
a'x-r-1'y -}-c7s - =h'
:k11

Despejando el valor de x en cada una de estas ecuaciones, se

tendra
k—by— CZ... k'—vy—dz...
X ! u

X- «©

a a a

y como este valor ha de ser igual en todas las ecuaciones, una vez
dados los valores correspondientes a las demas incdgnitas, podremos
igualar & la primera expresion cada una de las demas, lo cual nos
dara un sistema de ecuaciones que tendra una ménosque el propues-
to, y en el que no entrara la a;y si a este sistema agregamos una

ecuacion de las dadas, la primera por ejemplo, hallaremos el sistema

k— hy— CZ... y —Db'y—c'z...

a a
k—ly—Cz... k"—h"y—c'z... ~
[16].

gue resulta de eliminar lax en el sistema propuesto [15].

En efecto, en este sistema so6lo entra la x en una ecuacion, y que-
da satisfecho para los mismos valores de las incdgnitas del sistema
dado; por que siendo «, p, y... estos valores, se debera tener

ia +ap cTi +...=/C
ala-d-6p-h/y+ - =y
y
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de donde se deduce,
k— —cy... k'—6'p—
ad— ,a = ,ct=
a a a
donde vemos que la primera ecuacion del sistema [16] se verifica, y
todas las demds también, porque se reducen todas &4 «=«, lo cual es
evidente.
Reciprocamente, los valores a,p, y... que verifican al sistema [16].
verifican también al [15].

En efecto, por hipotesis se tiene

“HOH—.. k.
k—6p—cy... Kk'—b<—ily...
a a'
k—o6p—cy... k'*—b"r—cl'y...

a

Oe la primera, que no es mas que la primera del sistema [15]. la
. k — ¢p—cy...
cual ya queda satisfecha, se deduce, «= =y ; Y poniendo
este valor en las demds ecuaciones se tendré:
kh—¢'p—cV...

de las cuales se deducen facilmente estas otras:
oJat+— | Cy4“.—
ANV +6"p-hc'Ny-4-..=F

gue son las restantes del sistema [15J; luego estas ecuaciones del
sistema [15] quedan sastisfechas para los mismos valores que satisfa-
cen a las ecuaciones del sistema [16], y por consiguiente se puede
reemplazar el primer sistema por el segundo.
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Beaolncion de un sistema determinado de ecuaciones de primer prado.—Ejemplos de resoiu«
cion de sistemas iloterminados de ecuaciones de primer prado.

Uenolucion de iiu sistema determiuado do ecuaciones de primer iprado»

275. Resolver un sistema de ecuaciones es hallar los valores de
las incognitas que le satisfacen. En la resolucion de un sistema de
ecuaciones de primer grado principiaremos por el caso mas sencillo
de dos ecuaciones con dos incognitas.

276. Sea el sistema de dos ecuaciones

hy = h
alx~\-hy —m [1].

Si por cualquiera de los métodos explicados eliminamos una de
las incognitas, lay por ejemplo, el sistema [1] se podra reemplazar
por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas y la que resulta
de eliminar la i/, de ésta podremos sacar el valor de x\ y sustitu-
yendo este valor en la primera ecuacion, resultard otra que no con-
tendra mas que la incdgnita y, de ella sacaremos el valor de esta in-
cognita, el cual, unido al que hemos hallado para x, nos dara el
sistema de valores que veriiican a las dos ecuaciones propuestas.

Apliquemos cada uno de los métodos explicados al sistema pro-
puesto [1], y hallaremos por todos ellos los mismos valores para las
incdgnitas x fiy.

Método de sustitucion. Sacando el valor de y de la primera
ecuacion y sustituyéndolo en la segunda, se tendra

k— ax
y=—i-
, k—ax
alx-}-1 ———k’ [2]:
quitando denominadores y haciendo la trasposicion de términos en
la segunda ecuacion, se tiene, después de cambiar todos los signos»
{ab'~ha")x=kb'—hk" [31;
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de la cual se deduce el valor de la incdgnita,

kh’— bk’
aV—ha™'
que, sustituido en la primera ecuacion, dara
kb>— U’
k—a \ a bol I{ay~ha’)—dW —blI’)"
V= S bfab=vgtp
y efectuando las operaciones indicadas, se tiene, dividiendo los do»
o o ak’—ka’
términos por el factor comin 6, i/ = , ,
ah’—ba
kh’-b I’ ati —ka’

Los dos valores de las incognitas x A rgp—JTN @2 _ 5o or 99

satisfacen al sistema [2], son, segin hemos demostrado en la leccién
anterior, ios que verifican el sistema propuesto [1], como es facil
comprobar.

*277. Como el valor de una de las incégnitas se deduce siem-
pre de la ecuacién qué resulta de eliminar la otra entre arabas
ecuaciones, y como es indiferente eliminar una u otra de las incog-
nitas, se sigue que podriamos determinar los valores de estas incég-
nitas, eliminando primero unay luodgo la otra, sin recurrir a la sus-
titucion del valor hallado ya anteriormente.

En efecto, una vez hallado el valor de x deducido de la ecuacién
[3], podemos hallar el dey, eliminando del mismo modo la inc6g-
nita x en el sistema propuesto; asi obtendremos, sacando el valor
dea: en la primera ecuacion, y sustituyéndolo en la segunda.

] oL R—
a
[ij;
a C
de cuya segunda ecuacion se deduce facilmente el valor de la incog-

~ g u e esel mismo que ya hemos hallado.
avV— ha ] . LN W
Métouo de BEDCCCIoON Sea el mismo sistema de dos ecua

cienes .
ax -\~hj =k

a"X>rhy="k’ [5];
eliminando por este método la 'y, hallaremos que se podra reem-
plazar este sistema por el siguiente:
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ax-"hy=k
{av—6a") w—W —Dbk' j-gj.
coya segunda ecuacion se ha obtenido restando del producto de la
primera por V, el que resulta de multiplicar la segunda por 6- fiero
k¥-bk'
de esta segunda se saca x .. cuyo valor sustituido en la
aV—ha
primera ecuacion, nos da como anteriormente para y el valor
ok"~ka'
AMab'~ba" valores satisfaciendo al sistema [6] que resulta
de eliminar la y en el sistema [5], veridcan, como ya hemos demos-
trado, & este sistema, que es el propuesto.

* 278. El valor de x lo hemos deduciendo de la ecuacion segunda
del sistema [CJ que ha resultado de eliminar la 'y entre las dos del
sistema [5], cuyo valor es el que, unido con el correspondiente de
3/, verifica & dicho sistema; pero si en vez de eliminarla y, hubiéra-
mos eliminado la x, la ecuacion que hubiéramos hallado en w, nos
hubiera dado el valor de esta incégnita; lo cual nos prueba, que*una
vez hallado el valor de una incégnita, de la ecuacion que resulta de
eliminar la otra, podremos, sin recurrir & la sustitucién de este va-
lor, hallar el de. esta otra incdgnita, eliminando la prlmera es decir
la que quedo sin eliminar.

Asi, nosotros hemos eliminado lay, y hemos hallado el sistema
[6], de cuyo segunda ecuacion hemos deducido el valor de la incog-
nita x: eliminemos pues en el mismo sistema [5J, en vez de la in-
cognita y, la incognita x, y hallaremos el sistema

ax-\-by=k
[ah'—ha') y= ak'—ka';

*

de cuya segunda ecuacion se deduce el valor de

el mRmo que hallamos anteriormente.
Método de kitialacion. Consideremos el mismo sistema,
ax-]-by =k
a'x~"b'y=k’ [73.
Eliminando por este método la y, hallaremos que el sistema pro-
puesto se podra reemplazar por el siguiente:
ax-i~by=k
k—ax k'~
h
13
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De la segunda ecuacién, que no contiene mas que una incognita,

se deduce, x = S y sustituyendo este valor en la primera
ab' — oa

ecuacion, hallaremos, después de efectuar todas las operaciones,
cik™  kes! - .

Y = e - *, que son los valores que verifican al sistema [8], y por

consiguiente ai sistema propuesto [7].

*279. Lo mismo que en los casos anteriores, como no hay pre-
ferencia en cual de las incdgnitas se ha de eliminar primero, si en
vez de y hubiéramos eliminado x, el sistema que hubiera reempla-
zado al propuesto hubiera sido,

a.T-\-by=k
k— by k'—h'y

cuya segunda ecuacion nos hubiera dado el valor de y\ por consi-
guiente, en todos estos métodos podemos reemplazar siempre el sis-
tema de ecuaciones propuesto por el que resulta de eliminar prime-
ro una incégnita y luégo la otra, y las dos ecuaciones obtenidas se
verificaran para los mismos valores que el sistema propuesto; y como
cada una de estas ecuaciones no tiene mas que una incégnita, podre-
mos conocer el valor de cada una de ellas directamente sin recurrir
al método de sustitucion.

Este procedimiento, que se usa con ventaja en muchos casos cuan-
do el sistema sélo tiene dos ecuaciones, es muy pesado cuando el sis-
tema tiene tres 6 mas, por lo cual no se emplea, y si se sigue el mé-
todo de sustituir el valor de la incégnita que ya se conoce en una
ecuacién que sélo contenga & esta incognita y otra, de la cual se po-
dra deducir el de esta otra.

280. De todo lo dicho anteriormente se deduce, que ;)am resol-
ver un sistema determinado /fe dos ecuaciones de primer grado, se eli-
mina una de las incognitas, se halla el valor de la otra incognita en la
ecuacion que resulte, se sustituye este valor en una de las ecuaciones
dadas, y se deduce el valor de la segunda inc(>gnta, con lo que el pro-
blema queda resuelto.

Tambiense puede, como hemos visto, eliminar primero una incégnita
y, y de la ecuacion que resulte sacar el valor de la otra incognita
eliminar después la \, y sacar el tmlor de la” en la ecuacién que se



DH ELIMINAOIOK. 195
obtenga; y los dos valores hallados para x y para y, serén los del sts-~
tema propuesto.

* 281. Pasemos & !a resolucion de un sistema determinado de un
namero cualquiera n de ecuaciones de primer grado.

Sea un sistema determinado cualquiera de primer grado con «
ecuaciones,

A=0, B=~0, C=0, DO, E=0... [1].

Si eliminamos una incognita cualquiera entre estas ecuaciones por
uno de los métodos explicados, y representamos por B'= 0, C'= 0,
iy=0, E'=0... las ecuaciones que resultan déla eliminacién de es-
ta incdgnita entre la primera y segunda ecuacion, entre la primera
y tercera etc., el sistema propuesto se podra reemplazar, segun he-
mos demostrado en la leccién anterior, por este otro:

A=0, a=0, D'=0, E'=0... [2],
en el cual ninguna de las ecuaciones, a excepcion de la primera,
contiene & la incdgnita eliminada.

Ahora bien, si nosotros suponemos resuelto el sistema de ecua-
ciones

a=i), D'=:0, E~=0... .[3],

el cual tiene una ecuacién y una incégnita ménos que el propuesto,
podremos hallar el valor de la incognita eliminada, que es la que fal-
ta en este sistema, sustituyendo en la ecuacién A =0 del primer sis-
tema, los valores de las incognitas restantes; y despejando de la
ecuacion que resulta el valor de la Unica incégnita que contiene, se
tendra el valor de la que se busca, con lo cual se tendran hallados
los valores de todas las incdgnitas; luego la resolucion del sistema
propuesto queda reducida & la del sistema [3J, que tiene una incog-
nita y una ecuaciéon meénos.

Si efi este sistema eliminamos otra incégnita, y llamamos C" =0,
0''=0, E'~=0... las ecuaciones que resultan de eliminar esta incég-
nita entre las ecuaciones primeray segunda, primera y tercera...
podremos reemplazar este sistema j3] por el siguiente;

B~=0, C"-:0, D"=0, E~'=0...
en el cual la incégnita nuevamente eliminada, s6lo se hallara en la
primera ecuacién ; por consiguiente , si suponenos resuelto el
sistema

C"-=0, F~=0... [41,
gue ya tiene dos ecuaciones y dos incognitas ménos que el propuesto.
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podremos deducir el valor de la incognita ultimamente eliminada,
de la ecuacion que resulta de sustituir en B'=0, los valores hallados
de las incdgnitas restantes que entren en ella; y una vez obenidos
estos valores, se conocerd, como ya liemos dicho, el de la incognita
que falta, que es la primera que se elimind.

Del mismo modo, el sistema [4] puede reducirse 6 otroque tenga
una incégnita y una ecuacion ménos; y éstea su vez aotro que tenga
también otra incognita y otra ecuacion ménos, y asi sucesivamente,
hasta llegar & un sistema de dos ecuaciones, el cual ya se sabe resol-
ver; y hallados los valores de las dos incognitas que contiene, se
sustituiran sus valores en la ecuacion del sistema anterior que con-
tenga una tercer incdgnita, de la cual se deducira el valor de esta
tercer incognita: una vez hallados estos tres valores, se sustituiran
en otra ecuacion del sistema que antecede, en la que se halle una
cuarta incognita, de donde se sacara el valor de esta ultima; y asi se
continuard, hasta haber hallado el de todas las incognitas. Asi dire-
mos por regla general, que

282. Fara resolver un sistema determinado de un ndmero cual-
quiera de ecuaciones deprimer grado, seeliminaprimero una incognita
entre una ecuacién y cada una de las demas, y se obtiene asi un nuevo
iMtema deuna ecuaciony una incdgnita ménos, en éstese elimina otra
incdgnita entreuna de sus ecuacionesy cada una de las demas; locual
nos da otro sistema que ya tiene dos ecuaciones y dos incégrUtas ménos
gue el propuesto; y se continta del mismo modo hasta llegar & un sis-
tema de dos ecuaciones con dos incognitas, del cual se deducen los va-
lores de éstas”, una vez hallados, se sustituyen en una ecuacion dd-
sistema anterior que contenga una tercer incégnita, de la cual se dedu-
cird su valor', los tres valores hallados se sustituiran en una ecua-
cion del sistema que antecede que contenga una cuarta incégnita, de
cuya ecuacion se deducira el valor de esta cuarta incognita, y asi se
continuara hasta haber obtenido losvalores de todas las incognitas.

dctcrnilnailos de ccaaclone*[<le
primer grado. -~

Bl«niplo« dc'rcKolucion de

283. Ejemplo I. Sean las ecuaciones que se han de resolver
9x— 7
3x-\-0y=5Q [i].
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Eliminando la 'y por el primer método 6 sea el de sustitucién, se
tiene
17

A
de la segunda ecuacion se deducen la série de trasformadas

285
120j-|-45ir—85=200, 57,x=285, ip= = =5,
\ sustituyendo el valor de x en la primera, 6 seaen el valor dey,

9x5-17 i5-i7 28 N~
se haﬂa Y= s —=7; luego los valores de

las incognitas que verifican al sistema propuesto son .ee=5 é //=7
como es facil comprobar.
Por el método de reduccion, se hallara eliminando la a2,
9j— 4y= 17
19y=133

cuya segunda ecuacion se ha obtenido restando la primera del siste-
ma propuesto, de lasegunda multiplicada por 3, con cuya operacion
los coeficientes de lax en ambas ecuaciones son iguales, y al restar-
los se destruyen.

33
De esta segunda ecuacion se saca y = =7 , y sustituyendo

este valor en la primera, se hallara

9j7—4x7=17, de donde x— —"— ———5,
Eliminando la x por el tercer método, se tiene
4/1-1-17 «50— hy .
9 n 3
4y-{-17 50—o0
de donde y-A y
7= 4y-f-17
9

de la primera ecuacion, se deduce

12y-f-51 =450 45y 6 57y=399 ky- 35979 7.

Sustituyendo este valor de y en el que tenemos de .i, se hallara
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4.7+17 45
X=
9 9
donde vemos quepor los tres métodos hemos hallado los mismos va-
lores para las incdgnitas, como debia suceder.
284. Ejemplo Il. Sea el sistema de tres ecuaciones

an-Si/—2-~=
—2i/+3s=19 [1].
62N+ N— 15

Eliminando por el segundo método la ™ e ntre estas ecuaciones, se
hallara el nuevo sistema’
3a?+ S5y— 2«= 7
13ar+Hy=59 [2],

en el cual la segunda ecuacién se ha obtenido sumando con el doble
de la segunda del sistema [1], el producto de la primera por s, con
lo cual tos coeficientes de la z se hacen iguales, y al sumar ambas
ecuaciones se destruyen los términos que contienen esta incognita.

La tercera se ha obtenido sumando la segunda con la tercera.

Si eliminamos ahora entre los dos ultimas ecuaciones del sistema
[2], que ya no contiene & la z, otra incognita, la y por ejemplo,
hallaremos que el sistemo de estas dos ecuaciones podra reemplazar-
se por este otro

132?+1'ly=59
102:1=20
j por consiguiente el sistema [2], podra ser reemplazado por
327+ 5y— 2~= 7
'1327+1'ly=59 [3].

De la tercer ecoacion de este'tultimo sistema, se saca
20 ~

2.= —= 2.,
10
Sustituyendo este valoren lo ecuacién segunda, se tendra

13x2+1 ly=09 6sea, 11ly=59—26=:33,
de donde «= —= 3,

por ultimo, sustituyendo estos valores en la primera ecuacién, se halla
3x2-1-5x3—23=7 023=6+15-7=14,
4e donde se obtiene el valor de la tercer incégnitas = 7.
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Cuyos valores satisfacen al sistema propuesto, como es facil com-
probar. i

285. Ejempto Ill. Sean las ecuaciones

3a;-|~5//—23="35
&x—3|/-]-3u=16

6u~13
3y-|-63—Su—24

Aplicando cualquiera de los métodos de eliminacion hallaremos
los valores s;=5, ij=S, .~=10, u—12, que verifican a las ecuacio-
nes propuestas, como es facil comprobar. #

286. Eneste ejemplo podemos observar, que como nuestro pro-
poésito es reemplazar el sistema propuesto por otro en el cual la
incognita que se elimina no entre mas que en una ecuacion, desde
luégo se escribird ésta, que podra ser cualquiera del sistema pro-
puesto, con tal que contenga & la incdgnita en cuestion; después se
pueden escribir todas las ecuaciones del mismo sistema que no con-
tengan & la citada incégnita, y por ultimo las que resulten de elimi-
nar la misma incognita entre cada dos que la contengan.

Esto nos prueba que si cada una de las ecuaciones del sistema
propuesto no contiene todas las incégnitas, ser& mucho mas sencillo
el calculo de los valores de éstas; asi como también se simplificara
considerablemente este céalculo si al eliminar una incégnita entre
dos ecuaciones, se elimina & la vez otra U otras de las demds, que
es lo que ha sucedido en el ejemplo anterior; pues al eliminar la z
entre la segunda y tercera ecuacion del sistema [2], se eliminé
también la y, y por consiguiente déla ecuacion resultante hemos po-
dido sacar desde luégo el valor de a?, puesto que esta ecuacién no
contiene otra incdgnita.

287. Ejemplo IV. Sea el sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incégnitas, cuyos coeficientes son fraccionarios, el que trata-
mos de resolver.

= 27
3 4
le u
6 8 4 [11-
V4 2u

31
y-I-z-hu= 180
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Este sistema se podra sustituir, quitando los denominadores, por
el siguiente
kx-\- 3y-h 324
32?7+ 353—10«= 360
i86a;-[-153y—12u=5022 [2].
y-+ -C+ w= 180
Que resuelto por cualquiera de los métodos explicados, hallaremos
para valores de las incégnitas a?="15, y=24, 3=32, u=124.
288. Ejempio V. Sea por ultimo el sistema

o] A \
— 97
33 mq 23
4 7 1
5C 83 jw
4 7 -
X 31u
1 i 1
-H— -h- =180
y z u

Si quitasemos los denominadores segln las reglas dadas, hallaria-
mos ecuaciones de tercer grado, por hallarse en el segundo miembro
el producto de las tres incégnitas; pero observando que éstas entran

en todas las ecuaciones de la misma manera, podemos evitar esta
dificultad, haciendo

N —y'=~, 2'=~,u'=~
X y z u
de donde se deducen los valores
I i | i
— Fv — Y M— PN — 3].
X—*y > b> u/ [3]
En efecto, el sistema [IJ de este ejemplo, se convierte haciendo

la sustitucién de estas nuevas incognitas, en el siguiente

al N '
ey
3 1 " 2
kx' 1z?
8 4
A
27
6 31

y'-r 3™ -« =180,
el cual no es otro que el sistema [i], del ejemplo anterior, en el que
se han reemplazado las incognitas x, y, z, m, por ,y', z™u"
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Una vez resuelto este sistema y hallados, como ya hemos visto,
los valores y’'="ik, ~'=32, u*=\U, se determinaran los
valores de las incognitas vy, z, u, del sistema propuesto”™ por me-
dio de las relaciones [3], de este modo

1 / 1 1 4

15~ 24 32~ ~ [0
gue son los valores que verifican al sistema propuesto, como es facil
comprobar.

LECCION XXXI.

Sistemas jndfiterminaAos de ecuaciones de primer grado.—Sistemas mas que determinados 6
imposibles de verificar, si noli.vy ecuaciones de condicion.—Si.stemasde ecuaciones incom.
patibles.—Problemas que dan origen & ecuacionesde primer gradoconvarialincégnita8.

i$listcmaffindctermiInisdos de ccuaciones de primer ~rudo.

289. Ya hemos dicho que cuando en un sistema de ecuaciones
hay menor nimero de éstas que de incognitas, el sistema se llama
indeterminado.

Sea una ecuacién con dos incdgnitas

ax-hlfy=/c [1],
y tratemos de hallar los valores de las incégnitas que verifican & es
ta ecuacion. Si despejamos una de ellas, lay por ejemplo, halla-
remos

k— ax

y= — m,

cuyo valor sustituido en la ecuacion propuesta, nos da la identidad
ax~]-k=ax-i-ky

la cual nos prueba, que cualquiera que sea el valor de & unido con
el valor de y sacado de la expresion [2], se obtiene un sistema de
valores que verifica & la ecuacién propuesta; luego para hallar los va-



202 SISTEMAS INDETERMINADOS

lores que verifican h la ecuacién [1], se despeja una de las incog-
nitas en funcion de la otra, se le dan & ésta valores cualesquiera, y
se deducen los correspondientes & la primera, y cada par de valores
asi obtenidos, serd una solucion de la ecuacion.

290. Sea un sistema de m ecuaciones con m+n incognitas. Si
de las incdgnitas suponemos ti conocidas, podremos hallar por
medio de laswecuaciones, los valores de las m incognitas restantes,
cuyos valores vendran expresados en funcién de las n incégnitas que
hemos supuesto conocidas. Estos valores sustituidos en las ecuacio-
nes dadas, daran m identidades entre las n incégnitas, y por
consiguiente quedaran satisfechas para cualquiera que sea el sistema
de valores que & estas n incognitas se les dé; pero & cada uno de
estos sistemas de valores, corresponde otro para las m incognitas, y
la reunién de estos dos sistemas constituye uno que verifica &
todas las ecuaciones; y como lasn incognitas pueden recibir cuantos
sistemas de valores queramos, las m-\rn podran recibir también un
ndmero indeterminado de sistemas de valores.

Sea, por ejemplo, hallar los valores que verifican a las ecuaciones
3x~j-'6?/—42-t-Cu= 8
3x—3y—>5s-l-ou= [3]*
s—3u-i-4iJ=19
Si suponemos conocidos los valores de u y u, y pasamos los tér-
minos que contienen estas incdgnitas al segundo miembro, halla-
remos
3x-hry— ~—9u
3B—3y— 5—ou [4.1-

Eliminando primero la a;, y después la s, hallaremos para las

incognitas, los valores
4™ 5u—A4 374-13w— 16u X 428-f-457;— 1480
— 7=-

y - 1 4 v T 7 '
los cuales vienen en funcién de las dos incognitas u y o; si ahora da-
mos a estas dos incégnitas valores particulares, a cada sistema que
les demos, obtendremos otro para las incognitas restantes e, y, s, ¥y
los dos reunidos constituiran el que satisface & las ecuaciones pro-
puestas.

29-1. Al definir el sistema determinado de ecuaciones, hemos
tenido cuidado de advertir que el ndmero de ecuaciones distintas
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que lo forman, sea igual al nimero de Incognitas; y esto es, porque
& veces aparecen en un sistema dado tantas ecuaciones como incég-
nitas, pero no son distintas, sino que alguna 6 algunas, provienen
0 se deducen de otras, y en ese caso el sistema es indeterminado por
no cumplir con la condicién de que todas sus ecuaciones sean dife-
rentes, lo cual se conoce en general en la série de los calculos.
Sea el sistema que tiene tantas ecuaciones como incognitas
2273y —oz=\i
0s—3ii=13
Aa— 3//-]-2u=10
—2a;-{-19y— USz—iu=22.
Sl eliminamos la a?, este sistema se podra reemplazar por este otro
3y—
3y—23—5«—3u="13
Uf—\0z—2u=iS$S
22/|—20z—iu=36
en el cual la cuarta ecuacion es el doble de la tercera; por lo tanto
el sistema propuesto, se reduce realmente al siguiente
3y—
3y>—3c—3u:M13
'M//— 10s—2u—18
gue como se ve es indeterminado; luego indeterminado es también
el sistema propuesto.

$ilKteroRi$ maw que determtiiiMinM 6 iniiiOMibip« «le verificar, «i no bay
ccuacioucM de couillclon.

292. Si se tienen ecuaciones con m incégnitas, el sistema
se llama mas que determinado, y en general es imposible veriflcarle
para unos mismos valores de las incognitas.

En efecto, de ecuaciones que contengan las m incoégnitas, se
puede hallar el sistema de valores que verifican & estas'w ecuaciones,
y como en ia investigacion de estos valores no hemos tenido en cuenta
para nada las n ecuaciones restantes, es claro que en general estas n
ecuaciones no se verificaran para los valores hallados, a menos que
DO haya ciertas relaciones de condicion, cuyas relaciones se obten-
dran sustituyendo los valores hallados de las m incégnitas, en las n
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ecuaciones restantes, 6 sea eliminando las i» incdgnitas entre las
W-|-n ecuaciones.

En algunos casos sucede que hay en un sistema que tiene més
ecuaciones que incognitas, algunos coeficientes de estas incognitas
indeterminados, los cuales se han de determinar con la condicion
<le que se verifiquen todas las ecuaciones; y eiitonces puede suceder
una de tres cosas: que el nUmero de estos coeficientes sea mayor,
igual 6 menor que la diferencia entre el nimero de ecuaciones vy el
de las incognitas; en los dos primeros cgsos el problema es posible
por lo general, el tercer caso queda todavia imposible de verificar.

En efecto, si eliminamos entre las »H-« ecuaciones las w incog-
nitas que contienen, hallaremos n ecuaciones de condicién que se de-
beran verificar & expensas de los valores que se les den a los coefi-
cientes indeterminados; ahora bien, si estos son n, 6 un ndmero
mayor quen, el problema serd4 posible; pero si el nimero de coefi-
cientes indeterminados es menor que n, este sistema de ecuaciones
de condicién no se verificara en general, pues deducidos los valores
de estos coeficientes, de un ndmero de ecuaciones de condicién me-
nor que el que tenemos, quedaran algunas ecuaciones de condicién
de que no habremos hecho uso, y que en general no se verificaran
para los valores hallados de los coeficientes.

Sea, por ejemplo, hallar los valores convenientes de los coeficien-
tes indeterminados a, h, c, para que se verifique el sistema

aa?-}-2¢/= 2
3'c-i-6y= 4
4;'-f-car= 6 [6].
22;+3//=12
De las dos primeras ecuaciones se saca
26— 8 —6

ah—=6" ¥ ah—s6 ul
y sustituyendo estos valores en las dos Gltimas, tendremos
16a—24 26c—8c n
a6—6 ab—=6
46—16 12a—18
=12
ab—6 ab—C
26+19 66—29
de donde sacaremos a-----—— —; <= «
66—6 66—6
en estas férmulas podremos dar a 6 valores cualesquiera a excepcion
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de 6=1, porgiie enténces resultan para a, y c, valores jnfinitos, y
para cada uno de estos valores, hallaremos los correspondientes de a

ye, que deben tener para que las cuatro ecuaciones se verifiquen h
la vez.

WIMtcnia de ecuaciones incom patibles.

293. Sucede en algunos casos que las ecuaciones de que consta un
sistema no se pueden verificar absolutamente para ningln sistema
de valores finitos de las incdgnitas, y enténces se dice que aquellas
ecuaciones son incompatibles.

Si no se reconoce esto tan luégo como se veei sistema, se viene a
conocer en lasérie de los calculos llegando & ecuaciones absurdas,
comoi2=7, 8=0, etc.

Sea, por ejemplo, el sistema de ecuaciones

y— z="

6r-[-10y—62=.7,
Si eliminamos primero la  se tendra
A32—
3:r+4y=0
6a;-4-8y=3
Si eliminamos ahora la 'y en las dos ultimas ecuaciones, hallare-
mos el siguiente sistema

2®-1-3y— z=K
Zx-"kty="
0 =3,

y como es imposible que se verifique, por contener el absurdo de
3=0, se sigue que el propuesto tampoco puede verificarse para nin-
gun valor de las incognitas. *

Se puede reconocer el absurdo en las ecuaciones propuestas, ob-
servando que el primer miembro de la tercera ecuacion, es igual & la
suma de los dos primeros miembros de las dos primeras ecuaciones
multiplicada por 2, y por consiguiente su segundo miembro, debia
ser igual también & la suma délos segundos miembros de las dos
primeras ecuaciones multiplicada por dos, es decir & 6, lo cual no es
cierto, pues como vemos es 3.
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Problemas que dan origen A ecunclones de primer lirado convariaa
Incégnitas.

29i. Problema 1 Preguntandole un hijo asu padre qué edad
tenian ambos, le contest6 el padre: hace 3 afios que la undécima "par-
tede mi edad era igual a la tercera pai'te de la tuga, y dentro de 5
aios tres veces la quinta parte de tu edad equivaldra & la cuartapar-
le de la que tjo tenga menos un afo.

Sea X la edad del padre é y la del hjio, y se tendrd, que la edad
gue tenia cada uno hace 3 afios era ocs—3 é y—3, y como la un-
décima parte de la primera es igual & la tercera de la segunda, se
hallara por primera ecuacion

X—3 y—3

la edad que cada uno tendra dentro de 5 afios sera a;-I-5 é yH-5;y
como la cuarta parte de la primera ménos un afio ha de ser igual &
tres veces la quinta de la segunda, se hallara por segunda ecuacion
ks ,\(\f4)'(5 3 -
4 5
cuyas dos ecuaciones se reducen, después de quitados los denomi-
nadores y hecha la trasposicion, a

Wy— 3x="i

54— 12y=55,

Resuelto este sistema de ecuaciones hallamos para las incégnitas
los valores a;=47, é ?/=15 que son las edades respectivas del padre
y del hijo, como es facil comprobar.

295. Problema Il. Se tienen tres operarios para hacer una obra:
el prime7oy segundo la hacenen 16~ dias; el primeroy el terceroen
17f; y por altimo, el segundo y tercero la concluyen en 181 dias. Se
Quiere saber cuanto tiempo necesitara cada uno para hacer la obra, y
cuantos si trabajan todos.

Sean x, y, z, los tiempos que necesitan respectivamente el pri-
mero, segundo y tercero para hacer la obra, y representemos por 4
la obra que han de hacer.

Es claro, que si el primero hace la obra en x dias, en un dia

hara ” ; el segundo hara también enundia—, y por consiguiente
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.1\ ;
entre los dos haran X ; pero como los dos la hacen en 1 dias
y
i 210 . . . . 210
0 sea en a3 de dia, corresponde & cada dia \ partido porl— , 6 lo
0
. 13 L
gue es lo mismo, - de la obra; y por consiguiente, tendremos

¢ 1d
por primera ecuacion,

y 210 1
Del mismo modo hallaremos las otras dos,
1 1 7 i
120
3
y N 66
Haciendo ahora, seglin ya hemos indicado (288),
":i,y'%—,1 ,dedonde,a?:~1‘ y;—,
X y z X y

para que no resulten ecuaciones de un grado superior al primero al
quitar los denominadores, y resolviendo el sistema de ecuaciones que
resulte, hallaremos los valores de las incégnitas i= 30, y=30,

Luego el primer operario harala obraen 30 dias, el segundo en 35,
el tercero en 40, y los tres juntos la haran en 11~ dias; como es
facil comprobar.
296. Problema IlIl. Enuna sociedad compuesta de hombres,
mujeres y nifios, hay que repartir 300 reales: si se leda, a cada nifio
lima peseta, le toca d cada uno de los demas 42i reales; si se le da &
cada hombre una peseta, resultapara cada uno de los otros 2 reales/
y por ultimo, si se da una peseta d cada mujer, recibe cada uno de los
otros 2" reales. Se quiere saber cuantos hombres, mujeres y nifios hay
m la sociedad. Tl
Sean x los hombres, y las mujeres, y z los nifios. Puesto que
dando a cada nifio una peseta, cada uno de los demas recibe 2; rea-
les, la suma total que se reparte, estara expresada por 4.H-2a//-|-24a?;
del mismo modo lo estara, por las dos cantidades,N4¢c-{-2y-}-2«, y W
4t/-f-2rZ-4-2*x; luego las tres ecuaciones que resuelven el problema,
seran:
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43+2,"i/+21a;=300
437+ 2j/+ 2~=300
4y+2?2z+2?ar=300;

las cuales se convierten en las siguientes, quitando los denominado
res y ordenando:

sart 2y+ 2s+ 300
52I3-5;/+ s3= 600
1627+28i+16s=2100;

de cuyas ecuaciones se deducen para las incognitas los valores si-
guientes: 27=43, y=So0, y s=20; donde vemos que, 45 sera el
namero de hombres, 33 el de mujeres, y 23 el de nifios; como se
puede comprobar facilmente.
297. Probiema IV. Jlnplatero tiene tres rieles gtte contienen:
El primero 5onzas de oro, \O deplata y Vi de cobre.
El segundo 8 id. de id.12 de id. y 21deid.
El tercero 6 id. de id.4 de id. y 2 deid.

¢Cudntas onzas debe tomar de cada uno para formar un ciiarto
riel, que contenga 7 onzas de oro, 9 de plata y 18 de cobre?

Sean X, y, z, los nUmeros de onzas que es necesario tomar res-
pectivamente de cada uno de los tres primeros rieles para formar el
cuarto.

Si se observa queen el primer riel, de las 30 onzas que contiene,
3 son de oro, 10 de plata,y 15 decobre; en una onzade este riel
UVAN n N0l 15 1
«abra g oe oro, 30 ?de plata, y o 3 de cobre; y en las

2/ 2 7
X onzas que se toman, habra — de oro, - - de plata, y— de cobre:
del mismo modo veremos, que en las y onzas que se toman del

segundo riel, " son de oro, ~~deplata, y ~ de cobre;y en las z
11 1 1

onzas que se toman del tercero, habré?deo ro,é- de plata, y g de

cobre; luego como ha de tener el lingote que se quiere formar 7
onzas de oro, 9 desplatay 13 de cobre, se debera tener el sistema
de ecuaciones,
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X Z
----- h—H—=7
X dy z
3+0IT-~1=@
X 6V z

|+ (f+-6=""-

Que resuelto, como yase sabe, nos dara los valores x = \2,y=\\,

z—iSque son las onzas que respectivamente se han de tomar del
primero, segundo y tercer riel, para formar el que se pide.

LECCION XXXN.

Método do eliminadozi por faoiores indeterminados ¢ de Bezout.

Uétodo de eliminaciéon- por factoresindeterminados 6 de necoat.

*298. El método de eliminacion de Bezout consiste en multi-
plicar cada ecuacién por una cantidad indeterminada, sumar las
ecuaciones que resulten é igualar & cero los coeficientes de todas las
incognitas ménos una; se despeja el valor de la incognita cuyo coefi-
ciente no se igual6 & cero, y sustituyendo en él los valores de las
cantidades indeterminadas, deducidos de las ecuaciones que resultan
de igualar & cero los coeficientes, tendremos el valor de dicha in-
cognita; se hace lo mismo con cada una de las demas, y asi se hallan
los valores de jas otras incognitas.

Sea, en primer lugar, el sistema de dos ecuaciones

ax-f- hj=k
alx-"Vy—Kk' [i].

Multiplicando la primera ecuacién por m, la segunda por y

sumando las ecuaciones que resulten, tendremos
{am-\-a'm’]x-"[hm-"b'm"']y—km-[-](ImJ [2].

Igualando & cero, primero el coeficiente de y, y luégo el de a, se

Bailara
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km-\-k”m!
{am-\~a'm")x=km-\~kW [3],

] hn-~k'mf
am-\-a'm”=0, (6m-\-b'?n"Jy—km--hk'm" [4], y=
De la primera de estas dos relaciones se deduce la igualdad
b’m’
b 7
la cual prueba que para cada valor que demos a m', resultard otro
correspondiente km, cuyos dos reunidos anularan el coeficiente de
y; pero si para evitar fracciones hacemos m '=—b, hallaremos para
m el valor b"; luego
m'=—bym=b'
son un par de valores que anulan al coeficiente ae y, de modo que,
sustituyendo estos valores en el de x, hallaremos

Akh'— hk'
N a¥—bha'
De la segunda relacion sacaremos param y 'm! los valores
ml=ay —o!

que sustituidos en el valor de y, obtendremos
—ka'-{~ak' ak*—ka'
N —ba-\-oU  aV— b("
y los valores hallados de este modo para x k y son los que verifican
el sistema propuesto.

Para demostrarlo, pasemos en el sistema [1]las cantidades k y V
al primer miembro, y las ecuaciones a:=0 y a'x-\-b'y—

representémoslas por A=0 y A~=0.

Llamemos ony m’ los valores de las indeterminadas que anulan
al coeficiente de y, y n, n' los que anulan al coeficiente de x en la
ecuacion [2]; de modo, que las ecuaciones finales que dan res-
pectivamente el valor de x y el valor dey, 6 sean las ecuaciones [3]
y [A], estaran representadas por las Gltimas del sistema siguiente:

Es decir, que la ecuaciéon Aw-|-AW =0 no contiene méas que la
incégnita x, pues las cantidades y m' se han elegido con la con-
dicién de anular al coeficiente dey, del mismo modo la ecuacion
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An-f-AV=0, no contiene mas que la incégnita y. Luego si demos”

. . A i )
tramos que las soluciones del S|stemaA. f>5on las mismas que las

del sistema [5]; y reciprocamente, que el sistema [5] tiene las mis-

. . A L g
mas soluciones que el sistema propuesto A'—0;>' estard justificado

el método de Bezout.

La primera parte es bien sencilla: en efecto, todo par de valores
que verifique 4 A—0 y A"=0, verificara también aAw=0y
que son las mismas ecuaciones multiplicadas por los numeros
my m'; verificando 6 las ecuaciones Am=0y AW =0, su suma
Am4-A'm'=0 también quedara verificada; pues siendo cero las can-
tidades A y A™ lo son Am y A'wi', y por consiguiente su suma.

Del mismo modo veremos, que todo par de valores que verifique &
las ecuaciones A=0 y A'=0, debe verificar también & la ecuacion
an-|-A'n'=0; luego queda demostrado que todo par de valores que
verifique al sistema propuesto A—0 y A'=0, verifica también al
sistema [5].

Reciprocamente, todo par de valores que verifique el sistema [fi]
debe verificar el sistema propuesto.

En efecto, multiplicando la primera ecuacion por n'y la segunda
por m', y restando después, se tiene

Am+AW=0\kmn'-\-AWn'~0\

An+AV =0 jJAn«'+A'mW=0 ( [6],
Multiplicando ahora la primera por ny la segunda por m y restando
también, tendremos

Am-{-A'm'=0 Amn-\-A*"nm/=0)

An+AW =0 A»ik+ AW =0 ! [71,
donde vemos, que todo par de valores que verifica el sistema [5], 6
sea & las ecuaciones Am-(~AW=0, y An-i-AV =0, verifica también
alas ecuaciones [6] y [7J. Ahora bien, en estas ecuaciones podra su-
ceder una de dos cosas, que el factor mnf— nmf no sea igual cero 6
que lo sea; si mn'—rmif no es igual a cero, entonces tiene que serlo
forzosamente cada uno de los otros factores, es decir Ay A®, luego
los mismos valores que verifican al sistema [5] verifican al sistema
propuesto, seglin queriamos demostrar. *

Siel factormn'~nm' esigual 40, nohay razén para decir que lo sean
los otros factores Ay A™ y por consiguiente, no se puede concluir
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qgue los mismos valores que verifican al sistema [5] verifican también

al sistema propuesto.
En este caso nos hallaremos siempre que sean jguales las relacio-

m n m vV on
;pero -, -, .,

n' nv |

m o,
--, 0 mn'-
mf n
siempre que se verifique la condicion
\ . .
- 6 060—6a'=0;

pero al tratar de la disr::usi()% de los valores de & é t> observaremos
que siempre que esta condicién se verifique, las ecuaciones son in-
compatibles en general, y que aun en este caso, los valores hallados
para a é y, tanto por este método como por los demas, satisfacen & la
cuestion; pues serviran para indicarnos que las ecuaciones son in-
compatibles 6 indeterminadas, como ya veremos mas adelante.

*299. EI método de los factores indeterminados tal como Be-
lout lo empled, no es e! que hemos explicado, pues consistia en mul-
tiplicar cada ecuacion ménos la Gltima, por una indeterminada; des-
pués se sumaban estas ecuaciones, y de la suma se restaba la Ultima
ecuacion; en seguida se igualaban & cero los coeficientes de las in-
cégnitas que se querian eliminar; para esto se hacia uso de las inde-
terminadas por las cuales se multiplicaron las ecuaciones dadas, y
sustituyendo en el valor de la incégnita cuyo coeficiente no se igua-
laba & cero, los valores de estas indeterminadas sacados de las ecua-
ciones de condicion que anulaban & los demés coeficientes, se tenia’
el valor de esta incognita, y del mismo modo se obtenian los demas
valores de todas las otras incdgnitas.

En este método el numero de indeterminadas es igual al nUmero
de los coeficientes que se igualan & cero; por consiguiente, resultan
para valores de estas indeterminadas un sistema Unico de valores,
que es el que se deduce del sistema determinado de ecuaciones que
se obtiene igualando a cero todos los coeficientes ménos uno; pero
los valores que por este medio se hallan, son en general fracciona-
rios, y la sustitucion de estos valores en el de la incognita cuyo va-
lor se busca es bastante pesado; y sobre todo tiene el grande incon-
veniente de ser este método ineficaz en el caso de ser incompatibles
las ecuaciones que resultan de igualar a cero los coeficientes ménos
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muno; siendo incompatibles no podemos deducirlos valores de las in-
determinadas, y por consiguiente el valor de las incognitas queda
sin determinar; cocuyo caso el método se. dice que c(ie en defecto.

Estos dos inconvenientes se evitan por la modificacion debida a
M. Gergonne', que consiste en emplear tantas indeterminadas como
ecuaciones, segun se ha dicho al principio; por este medio, los valo-
res de todas las indeterminadas ménos una, vienen en funcién de
esta una, y segln los valores que & éstase le den, asi seran los que
resulten para las otras; por consiguiente entre los infinitos que ésta
podréa recibir, elegiremos aquel que haga que sean enteros todos los
demas; y en otros casos cuando el sistema de ecuaciones que resulta
de igualar a cero los coeficientes sea incompatible, podremos valer-
nos también de esta indeterminada para hacer que sea compatible,
y por consiguiente que se verifique en todos los casos.

e 300 El Gnico inconveniente que & primera vista aparece en
este método reformado, es que, siendo indeterminados los valores de
las cantidades en funcién de las cuales vienen los valores de las in-
cognitas, podra creerse que también lo serdn los valores de estas
incognitas, y por consiguiente que podra haber varios valores de itéy
que satisfagan a las ecuaciones dadas; pero si consideramos los valo-

res de estas incognitas x = V= - 7—» Y dividimos
los dos términos de las fracciones que los representan por halla-
remos que estos valores se convierten en

m

.Y .
m m
m s y .m
a—H-a , W
m m

. o m .
ios cuales dependen de la relacion—, y como esta relacion es cons-
m

tante cualesquiera que sean los valores de w y m', puesto que se han

<ie deducir de las relaciones b?nr-\-¥m/ =0 y am-\-a'nd=:0 y éstas
m b' .m . , , J X

nos dan—=— ~ Y—= —--Y——,se sigue que los valores Ja Xéy
m b m a

deducidos de las formulas anteriores serdn Unicos y se hallaran

reemplazando la relacion—"por sus valores respectivos— " y— "
m a
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*301. Sean ahora tres ecuaciones con tres incognitas;
ax -\-hy 4-cz =k
0Jx -\-dz=a/ [8].

Multipliguemos la primera por m, la segunda por mJ y la tercera

por sumemos, y se tendra
{am-\-alm'-\~al'm"’) x-jr-{l)m-j(-¥m!->rb”’in”") ij-\-
[cm-\-ciz=:kin-{-k"' m/~"kfW" [9].
Si igualamos & cero los coeOcientes de 4 y de z, tendremos
—0
—0 [10],
y la ecuacién anterior se convertira en
de la cual sacaremos X — ---------— ----- de modo que, hallando

los valores de m'y que anulan & los coeficientes de ™y dey,
y sustituyéndolos en la expresion del valor de x, hallaremos el valor
de esta incognita. Por un procedimiento analogo hallaremos el de
las otras dos.

Resolviendo las ecuaciones [10], y hallando los valores de my-mf
en funcién de tendremos

N .
qi= {dbvsbidymn L (ddf—cbrwi

cU—bd cv—hd
Si ahora hacemos — bd, con objeto de que los valores de

mym' sean enteros, hallaremos que los valoresde m, m'y m" que
anulan & los coeficientes dey y  son
m'f=c¥”*bd, m'=bd'~c¥\ m=d¥f—b'd’;
de modo que, sustituyendo estos valores en el de x, hallaremos
_ k¥ f—Kk(d¥'-\-ck'¥'~bk'd*-\-bdk'*—c¥y"
~~N¥df~ad¥'-*ca'6f*bydf-\-bda"—
Para hallar el valor de y, tendremos que igualara cero los coe-
ficientes de icy s en la ecuacion [9], y se tendra

cm~\~dm'-+~d'm."* — 0;
de las cuales sacarnoslos valores w}’'=ad—cal * r¥—c¥'— ad\
m= a'd" da"; vy sustituyendo estos valores en la expresion

y — T“— TF=— Izi-7T» hallaremos
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—adwW-\-cdwW — kda"— 0701~
N aVvVd'— adh'-~cafb" — h(¢d™-\-1dé"— ci'a™»

Y por altimo, tendremos del mismo modo
(iV]d~--a)éW A lzalW — h(GWA-"hUEAN~~W é\
abdr~ardMcaih”-~hard'*bda”— cbaf"

cuyas férmulas generales resuelven el sistema propuesto.

*302. Sisonen general m ecuaciones con m incégnitas las que
por este método se han de resolver, se multiplicard cada una por un
factor indeterminado, se sumaran las ecuaciones resultantes, y nos
dara una ecuacion que contendrd las w incognitas, cuyos coeficientes
y cantidad constante seran funciones de las indeterminadas por las
cuales se multiplicaron las propuestas.

Se igualaran 6 cero todos los coeficientes ménos uno, y hallare-
mos asi m— 1 ecuaciones de condicién, de las que podremos deducir
los valores de m—1 indeterminadas en funcién de la ultima, & la
cual se le dara por valor, para evitar quebrados, el denominador de
las fracciones de las demas, y el sistema de valores que asi hallemos
para las indeterminadas se sustituird en el de la incognita cuyo coe-
ficiente no se igual6 & cero, con lo cual quedara determinado el valor
de esta incognita; y lo mismo se hara con todas las demas.

Vemos pues, que por este método, lo mismo que por los demas,
lo que se hace es reducir la resolucion de un sistema de ecuaciones
& otro que tenga una ecuacion y una incdgnita ménos; y como con-
tinuando asi llegaremos & obtener un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas, que ya se sabe resolver, es claro que quedara resuel-
to el sistema propuesto.

Ejemplo |. Sean las ecuaciones

3v—>by-f-4«=17
7,c+4y—23=16 ["13.
—8,iH-2y-4-33=:21
Aplicando el método de Bezout, se tendra
Bm+ 7m'— 8m") x-N {— \
(4w— 2m'-h 3»i") s = ~Im -1-1 21 [2].
Igualando & cero los coeficientes dey y s, tendremos

2m'H-3m~'=0 N 3m-h 72»'— 8m'"’
De las ecuaciones [3] se deduce, —6, w'=23, m=16;
cuyos valores, sustituidos en la férmula anterior, nos dan
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J7-16+16-23—21*6 614

T 1 j . 3*16+ 7*23+ g6 257
Igualando ahora & cero los coeficientes 4e xy z, hallaremos
3m+7m'-8m»=0 17m+i6»;/+21m™

Im~2m'-+-3m"=:0 N
De las ecuaciones [i] se saca, m"=3i, m'=41, m= -5; cuyos
valores sustituidos en el de y, nos dan
_~AN'N1+16-41+21-34 1285
. ~5-S+ 4-41+ 2%34* 257 ¢ &
r u imo, Igualando a cero los coeficientes de &¢é y, tendremos
sm+7m'_sm=o
-S»+ W +2./i=0 L'Jy A-Tm - 3m"-
De Jas ecuaciones [3] se saca, m"=i7, m 34, m=&6; cuyos
valores nos dan para z,
N N-46+16-34+21-47 2313
L 446— 2*34+ 3¢i7~YéT7~ 1
donde vemos que los valores délas incégnitas son,
N=2, yi=5 2= 9
como facilmente se puede comprobar.
Ejemplo Il. Sean las tres ecuaciones con tres incégnitas
324-6y— 45" ="—9
Ax+8y+3s= 88 [6J.
3y— by-F4s'= 21
Si aplicamos 6 estas ecuaciones el método verdadero de liezout,
hallaremos

—9Im+88w'—21 [71.
Igualando & cero los coeficientes de & é y, para hallar el valor de
*  tendremos

Sm-\-im'~~3=0 —_9»"+88

Eotf—S»i'-hS.ZO °[8]’ Z_—4»+- 3wi— 4

Ve Jas ecuaciones de condicion [s] hemos de deducir los valores
e »i y m'; de modo, que si para eliminar la m', multiplicamos la
primera por 2, y luego restamos, hallaremos el absurdo s = o ; por
consiguiente, el sistema [s] de ecuaciones es incompatible; luego no
es posible hallar por este método el valor de z, y el método de Be-
zout, tal como él es, cae en defecto en este caso.

Apliquemos este mismo método reformado, y hallaremos
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——9m-H88w'H-21m"" [9]
Igualando & cero los coeficientes de ®?éy, para hallar el valor de
tendremos
—Im+88w'+21 mJ
) [10] z=-
6w-1-82?i'—5m'~=0 4m4- km”
Multiplicando por 2 la primera de las ecuaciones flO], y luego
restando, con objeto de eliminar la m!, hallamos Sm”=0; de donde
se deduce el valor m”=0. Siendo m''=0, las ecuaciones [10] se con-
vierten en
3mH-4m'—o n Sm-himf—O
6m-H8m'=0 3ffH-i-m”~=0;
donde vemos que las dos ecuaciones se reducen & una, de la cual se

saca w = —-7—; y dando a m' el valor 3, para evitar quebrados,

tendremos que los valores délas indeterminadas que reducen a cero
los coeflcientes dea; éy, son m”=0, m'=3, m=—4; cuyosva-
lores sustituidos en el valor de z, nos dan

9-4h-88*3 300

=~rrr-=12.
4*4-f-3-3
Del mismo modo que en el ejemplo anterior, hallaremos para va-
lores de las otras incognitas 6 ¥ x=\; que son los valores que

unidos con el valor hallado para dan el sistema que veriflca &
las ecuaciones propuestas.

LECCION XXXIII.

Belala de para hallar los valores délas iBCOgnitas de tm sistema de ecuaoionea.
Principio en gne se funda la demostracién do esta regla.—Demostracién de la regla de
Kratnsr.

Rc{;la de kramer porn hullnr los valore» de las Incégnita» de un »Utem«
de ecuacloncM. Principio en que ae tunda la demoatrocion de eata
regla.

*303. La regla de Kramer tiene por objeto hallar las férmulas
generales que dan los valores de las incégnitas de un-sistema cualquiera
de ecuaciones, sin emplear ningin método de eliminacién; es decir.
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dado un sistema cualquiera de ecuaciones, hallar directamente y sin
calculo, las férmulas que dan los valores de las incégnitas.
*304. Para enunciar la regla consideraremos un sistema cual-
quiera de ecuaciones
nx -Arhy -\-cz Jeiw —{—
olx -\-yy -j-c'-z -\-a’u
@ x -\-Wy + ... —W
z-\-dl L~k

E | denominador comin, se halla tomando los dos primeros coefi*
denles ay b,y formando con ellos los dos arreglos ab y ba, enfoe
los cuales se pone el signo ménos, ab—ba.

Se toma después el tercer coeficiente c, se coloca & la derecha de cada
arreglo, y se le hacepasar hacia la izquierda por todos los lugares
posibles, cambiando de signo al término siempre que esta letra cambie
de lugar; asi obtendremos elpolinomio

abe—acb-f-cab—bac-f-bea— cba;
el cual, como se ve, no es otra cosa que las permutaciones que se pue-
den hacer con los tres coeficientes a, b, c.

Se loma en seguida el cuarto coeficiente d, se coloca también & la de-
recha de cada término, y después se hace pasar hacia la izquierda por
todos los lugares, teniendo cuidado de cambiar de signo al término
cada vez que esta letra cambie de lugar;y asi hallaremos el nuevo
polinomio

abed—abdc-|-adbc—dabe— acbd-{-acdb—adcb+dacbH-
cabd—cadb-}-...
que expresa laspermutaciones que se pueden hacer con los cuatro coe-
ficientes a, b, c, d.

Y asi se continua hasta hacer lo mismo con el coeficiente de la ulti-
ma incognita.

Hecho esto, se lepondra & la segunda letra un acento, & la tercera
d”s, & la cuarta tres, y asi sucesivamente, hasta la dltima, que se le
pondran m 1 mentas, con lo cual tendremos formado el denominador
comun de los valores de las incégnitas.

Para obtener el numerador de cada una, se reemplaza en el denomi-
nador comun, por el término conocido, el coeficiente de la incégnita cuyo
valor se busca, quedando los mismos acentos.
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Para demostrar esta regla se necesita probar antes el siguiente
principio:

El dmovinador comun, querepresentaremosporJ), hallado segin la
reglade K eamer, se reduce d ceroreemplazando ima letra cualquiera
por otra de las que entran en dicho denominador, conserva/ndo los mis-
mos acentos.

Asi, el polinomio

—ad -\~calb”—ha'd"-\-hdal"—cda",
se reduce & cero, poniendo en vez de ¢ una de las letras a 6 b,
ab'a""a'b'f-i-aa'b"—ba'a"-j-ba'a*— ada" =
ab"¥f—a¥b"-\-6a’d'— bdb"-}-bW — bb’ai'=0.

Para demostrar este principio observarémos que, segun la forma-
cién del denominador comdn D, sus términos son las diferentes per-
mutaciones que con los m coelcientes se pueden formar ; luego si
hay un término en el que una letra cualquiera d ocupe el lugar cor-
respondiente a m acentos, y otra letra cualquiera h, la que se ha de
sustituir por d, esta ocupando el lugar correspondiente a n acentos,
habra otro que sélo se diferenciara del anterior en que la d estara en
el lugar de la h, y la h en el de la d; es decir, que si hay un término
cualquiera

.............................................................................................. [i].

....................................... rfW.. [2J.
Los puntos que hemos puesto en ambos términos, denotan letras co-
munes en los dos.

En efecto, como los términos del denominador se han formado ar-
reglando de todas las maneras posibles los coeficientes de ias inc6g-
nitas, es claro que siendo los términos [1] y [2] dos arreglos dife-
rentes, se deberan hallaren el denominador D; y lo mismo sucedera
con otros dos términos en que estas letras ocupen el lugar de w, y n,
acentos; por consiguiente, el denominador comun D se podra des-
componer en pares de términos de la forma [1] y [2].

Ahora bien, si nosotros reemplazamos h por d, estos términos se
convierten en

es decir, se hacen iguales; luego si probamos que estos pares de
términos tienen siempre signos contrarios, se destruiran al hacer
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Oal sustituir una de estas letras por la otra, y el polindmio D
se reduce & cero.

Que estos pares de términos tienen signos contrarios, es facil pro-
bar; en efecto, seap el nimero de letras que hay comprendidas entre
la letra y en cuyo caso, si partimos del término [1], y su-
ponemos que la letra h va cambiando de lugar hasta colocarse en el
sitio de la letra d, 6 sea para obtener el término

............... AWdA(m=+i) .,
habra tenido necesidad de pasar dicha letra h por p+1 lugares, y
por consiguiente el término [1] habra tenido que cambiar p-f-1 ve-
ces de signo, correspondiente al nimero de veces que la letra h ha
cambiado de lugar.

Ahora, para pasar del término [3] al término [2J, es necesario su-
poner que cada letra que esta & la derecha de d, pasa a la izquierda;
y como para pasar la d al lugar correspondiente & los n acentos, tie-
ne que hacerlo pasando p letras & su izquierda, se sigue que el tér-
mino [3] para pasar al término [2], tiene que cambiar de signo un
namero de veces p, correspondiente al nimero de veces que cada le-
tra cambia de lugar: por consiguiente, si para pasar del término [1]
al [3], ha tenido que cambiar p4-1 veces de signo, y para pasar
del [3] al [], ha cambiado p veces, para pasar el término [1] al tér-
mino [2], habra tenido que cambiar de signo p-+-1-1-p= 2p-|-I
veces; y como 2p-{-'l es un nimero impar, se sigue que el signo del
término [2] es contrario al que tiene el término [i]; pues habién-
dose obtenido el signo del término [2], cambiando el signo del tér-
mino [1] un ndmero impar de veces, es claro que los signos de estos
términos son contrarios; luego si el primer término tiene el sig-
no +, el segundo tendra el signo rp.

Demostrado que estos pares de términos tienen signos contrarios,
y visto que se hacen iguales cuando se reemplaza la letra d por h,
es claro que se destruiran, y el polinomio se reducira a cero.

Dcmontraelon do la re~la de Kramer.

*305. Una vez demostrado el principio de que el denominador
comun, formado segun la regla, se reduce & cero cuando se sustituye
una letra por otra de las que en él entran , podemos pasar a la de-
mostracion de esta regla.
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Sea el sistema de ecuaciones
QC ->rby -\-cz H-rfu +...=/c
a'x -\~b’y -\-d z-\-d'u =11

y supongamos que el denominador comudn formado segun la regla lo
hemos ordenado con relacién a los acentos de la letra coeficiente de
la incdgnita cuyo valor queremos hallar; es decir, que si queremos
hallar el valor de ¢, ordenaremos con relacién a los acentos de la
letra a; si el de y, ordenaremos por los acentos de h, y asi sucesiva-
mente. t

Esto supuesto, si tratamos de hallar el valor de y, por ejemplo,
tendremos, llamando B, Bi, B4... & los diferentes coeficientes de 6,
VvV, W..,

Multiplicando ahora la primera ecuacién por B, la segunda por Bi,
la tercera por Bz, etc., y sumando segun se hace en el método de
Bezout, se tendra

ha iP-f-B6 y'h'hC Z-"hci «-l-eee =B _-f-BiA"
-+-Bla® -hh,6' -f-Bji/ +B,d'
-t-B.6"
-H . + - -H

E! coeficiente de y es el valor de D; es decir, el denominador co-
mun formado segln la regla, y cada uno de los coeficientes de las
demas incégnitas, es el mismo denominador en el cual se ha reem-
plazado la letra 6, por las letras respectivas a, ¢, d...\ luego estos
coeficientes se reduciran a cero, segln el principio demostrado, y
por consiguiente la ecuacion anterior se convierte en

(B6-hBife'+Bjy'H-..0 i/=B/c-4-Bili/-f-B2;'-f-...
de donde se sacay— -j . _ , .— ,cuyovalor, se halla con-
B6-FIB:0'-j-Bao™4-...
forme con la regla; pues el denominador esta formado segun la mis-
ma y el numerador se ha obtenido sustituyendo en este denomina-
dor el coeficiente 6 de la incognita por la cantidad constante /c, de-
jando los mismos acentos.
Si en vez de obtener el valor de y hubiéramos querido obtener el
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de otra incognita cualquiera, y justificar que su valor estaba confor-
me con la regla, hubiéramos ordenado D con arreglo & los acentos de
la letra que sirve de coeficiente a esta incognita, y haciendo lo mis-
mo con las ecuaciones dadas, hubiéramos llegado & otra ecuacion, en
gue no entrarla mas incognita que aquella cuyo valor se busca, pues
todas las demas aparecerian con un coeficiente cero, por ser el deno-
minador comun formado segun la regla, en el cual se ha sustituido
una letra por otra; de modo que sacando el valor de esta incognita,
se veria que la formula que lo da esta formada segun la regla.

Ejemplo I. Sean las ecuaciones
Gx+hy =k
a'iD-{-b'y=k".

El denominador comdn de los valores de las incognitas formado
segun la regla, sera a¥ —

El numerador del valor de cada incégnita se hallard reemplazan-
do en este denominador en vez del coeficiente de la incognita que se
despeja la cantidad constante; luego se tendra

W —Ww alé—h(¢
av—hd’ ab'—ba'
Ejemplo Il. Sea el sistema de tres ecuaciones
ax -\-hy -f-c;s =h
a’x -\-¥y —1é
z—W
El denominador comun, sera

y los valores de las incdgnitas vendran expresados por

kyd~A-kdW -\<k'W — h]éd'-\-bdjé'— cVk*

~ ab'd’—adW-\-ca'b"- -bald'-*hda"—cbal®
aJéd'-adJén-r-cdk"- .Jiald'~\-kda”—

y= add'—adb'"-\-ca'b"~-ba'd”bda"~cbh'a'"

ab'/i'— aA" W d'Ab d kA ’\-bk'af— kb'a"

27 ahd’-adW -*aJd'— hdd' -+-pdd'— cda".

X

cuyos valores hallados tanto en este ejemplo como en el anterior,
son los que ya hemos determinado en las lecciones anteriores.

e 306. Por medio de las formulas halladas segun la regla de Kra-
mer, podremos determinar los valores de las incognitas reemplazando
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por los coeficientes y cantidades constantes, los nUmeros particula-
res que representen en cada caso particular.

LECCION XXXIV.

Disensidn );eiieral de los valores de los iocé”nitas de nn sistema de dosecuacionesde prime »
grado.—Disension general de los valores de las incégnitas de nn sistema coalqoiera de
ecnacionea de primer grado.

Discusion general de los valores de las incégnitas de iin sistema de don
ecuaciones de primer grado.

*307. Al resolver un sistema de dos ecuaciones de primer gra-

do, hemos hallado que los valores de i éy que verifican & las ecua-
ciones

ax -\-by =k
(¢x-\-Vy=V (1]
kV —hi¢ ak"— ka'

son X= —— & Y- , .
ah'~"ba ab'— ba™*
cuyos valores vamos & discutir de un modo general.

*308. Los valores de cc é ~ seran positivos, y en general cum-
pliran con las condiciones fisicas del problema, siempre que los dos
términos de las fracciones que expresan estos valores sean de un
mismo signo; y digo que en general cumplirdn con las condiciones
del problema, porque puede haber algun caso en el cual el nimero 6
nameros que estas incdgnitas representan deban ser por su naturale-
za nameros enteros, y en ese caso todo valor fraccionario, aunque
sea positivo, debera desecharse por no cumplir con esta condicién
precisa; de aqui, que no todos los valores de las incognitas que veri-
fican & la ecuacion 6 ecuaciones de donde provienen, verifican siem-
pre & todas las condiciones fisicas del enunciado; y la razén es, que
no se pueden expresar en estas ecuaciones todas las condiciones fisi-
cas, y por otra parte que una misma ecuacién 6 un mismo sistema
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de ecuaciones, puede corresponder & mas de un problema; es decir,
gue una ecuacion puede ser muy bien la traduccion algebraica de
dos 6 mas enunciados de problemas distintos entre si.

*309. Si uno 6 los dos numeradores de los valores de & é y tie-
nen signos contrarios al que lleva el denominador comun, enténeos
uno de los valores, 6 los dos serdn negativos; y diremos de ellos lo
mismo que se ha dicho en las ecuaciones de primer grado con una
incognita (255).

*310. Supongamos ahora que sin ser cero el denominador co-
mun, lo fuesen los numeradores; es decir, que se tiene

ah"—ha'~\-Q, kU—hM=0, ak’~ka'="0.

No siendo aU~ha'=zQ, las igualdades kJj'~by=Q yak'—ka'— O,
no se pueden verificar sino siendo k="k'~0. En efecto, si §y // no
fuesen cero, tendrian que serlo a, a\ i y 3', lo cual no puede ser;
porque enténces ab'—ba' también seria cero, lo que es contra la hi-
potesis , 0 tendria que ser y aW—M , que tampoco
puede ser, porque se tendria 4 = y— , de donde — 0

o k k a h a
aV— hol, y por consiguiente ah®— ha'=0, lo que no es verdad.

Luego si los numeradores de los valores de las incognitas son cero
sin serlo el denominador comun , las cantidades vy /(/, tienen tam-
bién que ser necesariamente cero.

Las formulas dan cero en este caso para valores de las incégni-
tas; y asi debe ser, pues las ecuaciones [1], se reducen por esta hi-
potesis, segin hemos demostrado, a

ax -\~hy =0

y quedan verificadas por los valores x=0 éy=0.

Estos valores hallados para las incognitas de un problema, indican
en general una imposibilidad en él, aunque en algunos casos expre-
san soluciones de facil interpretacidn.

*311. Sisolamente'fuera cero uno de los numeradores, sin ser-
lo el otro ni el denominador comun, y se tuviera
kh'—hk’— O, aW—ka’~\~0, aV—ha'=\r:0,
se veria que Tty A7 no podrian ser cero ; porque entonces al'—ka'
seria igual cero, lo cual es contra la hipotesis; por una razén anélo-
ga se probaria que tampoco pueden ser cero h y h', porque enton-
ces tendria que serlo también el denominador comdun; luego si
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'kKV— , se debe tener necesariamente ky=. bk’ de donde
hy
N T -
Ahora bien, segln la hipétesis, el valor deiz?es cero, y el dey es
Y= b bd el cual se convierte, poniendo en vez de k su valor, en
1,
y ab'V—ha'M vy
" au—bd y [ad—bd) vy
como debe suceder; pues siendo cero el valor de x , por ser

ly
kV—6A/=0, sin serlo k, k\ hy b\ debe tenerse k= — , y sustitu-
yendo este valor en las ecuaciones ['!], se convierten en
] 6//
ax-"hy = —
dx-"yy— d,

b d
las cuales dan para x —0, el valor dey= que es el que an-

teriormente hemos hallado por la formula general.

Este caso tampoco ofrece dificultad.

*312. Supongamos ahora que el denominador es cero, sin que
lo sean los numeradores; es decir, que se tiene

ay~bd:="Q, ky~bd=\=0 yad-~kd=\-0.

Admitamos ademas que el denominador ab'—ba' se reduce & cero
por la hipotesis de ser ah'—bd y no porque lo sean las cantida-
desa,d, by-b.

Los valores de x é ~ vienen bajo la forma

a?=—= X 6 w= — =X

gue nos dicen que no hay valores finitos que verifiquen a las ecua-
ciones dadas, y por consiguiente dichas ecuaciones deben ser incom-

patibles.
En efecto, si de la relacion ah’=bd sacamos el valor de una de

las cantidades que entran en ella, y la sustituimos en las ecuaciones
dadas, pondremos de manifiesto la incompatibilidad. Saquemos, por

ejemplo, el valor de y tendremos h'— — | sustituyamos este va-

is
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loren la segunda ecuacion, y tendremos que el sistema [1] se com-
vertira en el sistema

ax~\- by —k ax-A-bij— k

. ha' , de dond k'

((;X-A——--a}v:/r, e don efI.r-|'-€y:i'-.
a a

Estas dos altimas ecuaciones tienen iguales sus primeros miem-
bros, luego sus segundos también deberan serlo para que”sean com-
patibles; pero sus segundos miembros no son iguales, pues si lo fue-

a
ron, se tendria k= — 06 ka'=ak', 6 nk'—/fii'=0, lo cual no es-
w

verdad, pues ninguno de los numeradores es cero segin la hipétesis;
por consiguiente, las ecuaciones del sistema [1] son incompatibles
como lo manifiestan los valores infinitos de las incégnitas.

Vemos, pues, que los valores hallados por las formulas generales
son verdaderos aun siendo el denominador comun al/—6” =0, Unico
caso en que parecia caer en defecto el método de liezout, pues ve-
mos que los valores infinitos hallados para las incdgnitas nos expre-
san que no hay valores finitos que puedan verificar a las ecuaciones
de donde provienen, y por tanto son incompatibles como acabamos
de ver.

* 313. Si para evitar la incompatibilidad que resulta por la hi-

ak'
poétesis anterior, admitiésemos que k—~ baJ-J*ka'6ak'—ij*=0,

se tendria que el valor de y seria de la forma ~ yel de /de la forma
. A
infinita —.

Pero serd muy facil probar que siendo y de la forma inde-

terminada, el de a es también de la misma forma. En efecto, siendo

y
ah’—ha’="(i y ak'—la'- =0, se tiene e = de donde
podremos deducir facilmente la relacion siguiente

y k'

: 6 hb'— bk'=:0,

bk
y por tanto siendo cero el numerador y denominador de y, el nu-
merador de X también lo es.

* 314. Esto prueba que si el valor de una de las incdgnitas
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es infinito, el de la otra también lo es; y si el uno viene bajo la for-
ma indeterminada, el otro viene también bajo la misma forma.

'315. Si los valores de a; éy son de la forma indeterminada

O a h
por serU a K dichos valores son reales y verdaderamente jn-
determinados; pues en ese caso las dos ecuaciones propuestas no son
mas que una, como se puede ver introduciendo en ellas esta condi-
cion. En efecto, si llamamos m, la relacion constante que hay entre
las cantidades h  V, a"*a” ky //, tendremos
ay
h a k
de donde se deduce b’=hm” a'=am,, y=km-" y sustituyendo es-
tos valores en la segunda ecuacién del sistema propuesto [1], se
tendri
ar. —k
awx+imy=/»"m,

cuya segunda ecuacién es igual a la primera multiplicada por m;
luego el «sistema de las dos ecuaciones propuestas se reduce & una
sola ecuacién con dos incognitas, ar™-0y=¢,'la cual se puede ve-
rificar por un nimero indeterminado de valores de x € vy.

Luego los valores N ¢ y = —, hallados en este caso para a; € y

por las formulas generales, indican el caso de indeterminacion de
estos valores.

Pero no se vaya a creer que aun cuando dichos valores son inde-
terminados, como las expresiones lo indican , se puede dar & estas
incognitas valores totalmente arbitrarios; de ningdn modo esto es
asi, pues ambos valores aunque indeterminados, tienen que satisfa-
cer a la ecuacién a.c-\-hj=k; por consiguiente una vez dado un
valor cualquiera & una de estas incognitas, el otro esta determinado
ya por esta ecuacion.

f 3iC. Hemos supuesto hasta aqui que el denominador — luf
es cero, sin que lo sea niriguna de las cantidades que entran en él,

. . . a -z -
sino por verificarse la relacion Y esta hipotesis hemos

visto que cuando ninguno de los numeradores es cero, los valores de

T A B . .
las incognitas son de la forma y ~ 6 lo que es lo mismo infinitos,.
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y las ecuaciones son incompatibles; y que cuando ademéas de ser

= ;, 60S'—da'=0,es también cero uno de los numeradores, el
otro también lo es, y el sistema de ecuaciones es indeterminado;
pero el denominador a¥—da' puede ser cero siendo a=0y $=0,
o=0 Yy a—0, ¢('=0y d—0, y por ultimo siendo d—O y a'=0;
cuyos casos pueden reducirse & los dos primeros, porque los dos Ulti-
mos darian origen & consideraciones de la misma especie respecto &
los valores de las incognitas; pues lo que deloav éj/ digamos en estos
dos casos primeros, se diria de lay y jr en los dos ultimos.

Asi, sea por ejemplo, <2=0y (=0, en cuyo caso ab'—da'=0, y los

kU ka'

valores de &4 y se reducen acc= —=00 é /= — = —o00,

que son, segun vemos, infinitos; y por consiguiente las ecuaciones
deben ser incompatibles: en efecto, segin la hipdtesis en que esta-
mos, las ecuaciones propuestas se convierten en
0=/f
a'x-\-h’y=nh"f
cuya primera ecuacién es evidentemente absurda, y por consiguien-
te el sistema es incompatible.

Si para evitar la incompatibilidad hacemos Ar=0, en cuyo caso
se tendra a=0, O=0, /r=0, el sistema propuesto de las dos
ecuaciones se reduce & la sola ecuacion a'x-\~b'y=I"y en la cual los
valores {jigx hy son indeterminados; pero introduciendo esta nueva
hipétesis en las formulas que dan los valores de estas incognitas, ha-
llamos que se reducen ambos & la forma indeterminada como debia
suceder.

*317. Sea, en segundo lugar, a=0 y a'=Q". el denominador
comun aV—ha', se reduce a cero”™ y los valores de las incognitos to-

A o .
man la formaa;=-- é , los cuales no estan conformes con lo

gue hemos dicho (314) aunque es verdad que sélo tiene esta excep-
cion lo que alli dijimos; es decir, que s6lo siendo cero los coe-
ficientes de una misma incégnita en ambas ecuaciones, puede ser
infinito 6 indeterminado uno de los valores de las incégnitas sin que
el otro lo sea.

Veamos qué expresan estos valores. Desde luégo el primero nos
indica que las ecuaciones son incompatibles: pues no hay ningun va-
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lor finito dece que los verifique; y en efecto, dichas ecuaciones se re-
ducen seguin la hipétesis que nos ocupa, a
hj —k

es decir, 6 un sistema de dos ecuaciones con una incdgnita, y por
consiguiente imposible de verificar para un mismo valor de esta in-

o - - o,k kf
cognita, 6 no ser que se verifique la ecuacion de condicion —b: F
Por lo tanto, tos valoresx—— é expresan en general una

incompatibilidad en las ecuaciones de donde provienen.

k k
Si admitimos la igualdad con el objeto de hacer que las
ecuaciones propuestas sean compatibles, los valores de las incégnitas
serédn ambos de la forma — , y por consiguiente aparecen ser inde-

terminados, lo cual no es verdad; pues de las ecuaciones anteriores

ok . k . .
y de la relacion - , se tiene y——= ~ quenoes indeterminado
b b h Vv
como aparece por las férmulas; lo cual prueba, que aquellos valores
0
toman la forma de —, a causa de haber alguin factor comin en los

dos términos, que se reduce & cero por la hipotesis en que nos

hallamos; para ponerlo de manifiesto, sacaremos de la relacién an-
) k7 k' y b

terior -7-=—, esta otra

enor =g k b

o , que igualaremos & m Y hnos daré,»

1=—=m; de donde, kK'=kmy y b'=bm.
k b

af
Si ahora hacemos —=n, de donde o'=an, y sustituimos estos

valores de by k' en los valores 4e x éy, hallarémos

kbm— bkiih 0 0.

ahm — bin ab[m—n) 0"

ahm — ank ak[m—72) k

abm—-han ab{m—n) h*
luego el valor de x es de la forma indeterminada, como debia serlo,
pues siendo cero su coeficiente en ambas ecuaciones, cualquier va-
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lor que ao; se le dé hara nulo este término; y el valor de y es como
h k'

debia ser— ; y el venir ambos bajo la forma indeterminada,

era por haber en los dos términos de la fraccion el factor a, que se

reduce a cero por nuestra hipotesis.

*318. Supongamos ahora que se tiene a=:0, ya'=0; en

este caso los valores de las incdgnitas son x= ~ € w= las
o] o’

ecuaciones propuestas se reducen & ,, ,, que, como se ve, son

incompatibles, & causa de la ecuacion 0=/¢; pero si, para evitar esta
incompatibilidad, hacemos /f=0, dichas ecuaciones se reducen 4 la

.. y .
Unica de donde, y——, cuyo valor debe estar comprendido
en las formulas generales; en efecto, estas se reducen, por esta nue-
va hipotesis, acc=~ é y=~.

El primero es, como debe serlo, indeterminado; pues la ecuacion
es independiente de x; el segundo aparece bajo la forma indetermi-
nada, a causa de haber en sus dos términos un factor comin que se

reduce por nuestra hipotesis a cero: en efecto, hagamos =m, de

donde a'=am; sustituyamos este valor en el dey, y hallaremos
__ald—kam //—kon
ab'— ham V— bin
cuyo valor se reduce a —, por la hipotesis de ser A—0, i=(), que es
lo que debia ser.
* 3'9. Si pordltimo hacemos 0=0, 6=::0, «*==0, 6°=0, los va-

lores de las incognitas sp reducen y =", y las ecuaciones

propuestas se convertiran en que son evidentemente incom-

patibles; luego los valores indeterminados hallados para las incégni-
tas de un problema pueden en algunos casos indicarnos una incom-
patibilidad en las ecuaciones. La incompatibilidad desaparece si ade-
mas de las hipdtesis hechas, agregamos las dos siguientes A*=0
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y y=[), en cuyo caso los valores de las incégnitas son realmente
indeterminados, pues no hay ecuaciones.

* 320. Cuando *=0vy ¢'=0, los valores de a; é y son general-
mente cero, como lo maniGeslan las férmulas; pero si ademas de ser

a
~N=0y¢'=0, suponemos y; 5 de donde ah'~h(i’=0, los valores

de Xéy son indeterminados; y en esta hip6tesis gozan de una pro-
piedad muy notable, y es, que su relacion es constante: en efecto,
las ecuaciones propuestas se reducen, por ser /c=0 y /i*=0, a
ax™hij'={) ~ ax——hy
yx-\-i)'y={) alx="—
de donde se deduce, —=m--—- y - *y como ademas se tie-
y a y a'
, : ry .
HG» yO— . 0 Jo que es Jo mismo, a—ay, la relacion de los valores

de las incognitas a éy, que satisfacen & las ecuaciones propuestas,

. ., b
es constante e igual & ------------=-- .

*321. Resumiendo todo cuanto llevamos dicho en esta discu-
sién, tendremos que:

Cuando el denominador comun no es cero, los valores de las in-
cégnitas son finitos, positivos 6 negativos, ios cuales podran ser, en
cuanto a su valor numérico, enteros, fraccionarios, y aun cero. Ros
valores positivos satisfacen siempre ala ecuacién y al problema, &
méiios que deban ser estos numeros por su naturaleza enteros 0
fraccionarios, y entonces deberan excluirse en el primer caso los
fraccionarios, y en el segundo los enteros. Los valores negativos ge-
neralmente se interpretan cambiando el sentido en que deben to-
marse estas cantidades, lo cual equivale & un cambio de condicion;
y en general son susceptibles de lodo cuanto hemos expuesto en la
discusion de las ecuaciones de primer grado con una incégnita (256).
El valor cero indica generalmente imposibilidad en el problema,
aunque & veces tiene su interpretacion fisica.

Si el denominador comudn se reduce a cero sin que lo sea ninguno
de los coeficientes de las incégnitas, los valores de 8C¢é 2/ son los dos
infinitos, 6 indeterminados. En el primer caso las ecuaciones son in-
compatibles; en el segundo indeterminadas.

322. Si alguno ¢ algunos de los coeficientes de las incognitas
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son cero, pueden presentarse varios casos; pero en cualquiera de
ellos, si uno de los valores  x 6 aey viene bajo la forma inflnita,
las ecuaciones son incompatibles cualquiera quesea el valor de la

otra incégnita. Si los dos valores son de la forma indican el sim-

bolo de la indeterminacion, excepto en el caso de ser ceros los coe-
ficientes de una misma incdgnita en ambas ecuaciones, sin que lo*
sean las cantidades conocidas k y k'.

323. Por ultimo, cuando las cantidades ™y A" son cero, los
valores de las incdgnitas son en general cero, y nada ofrecen de par-
: . - . b* al
ticular; pero si ademas se verifica la igualdad b a A

los dos valores vienen bajo la forma indeterminada, y gozan de la

b ¥
notable propiedad de ser su relacion constante é igual & —2—= -—-r.

a a
Dlsoiision g:cnci‘Al de loAvalores de la« liicdiNiiiUa« de iiii sistema cual-*

quierade ecuacionesde primer ~rado.

* 324. La discusion de las formulas que dan los valores de las
incdgnitas de un sistema de tres 6 mas ecuaciones, da origen & cal-
culos bastante pesados, y por otra parte no es de gran utilidad; por
lo que no nos ocuparémos sino muy superficialmente de esta discu-
sidn, consignando tan sélo algunas observaciones generales que es
necesario tener presente, y notar ciertos errores que podrian dedu-
cirse por analogia de lo que llevamos dicho de la discusion en el caso
de no tener mas que dos incognitas.

' 325. En primer lugar hemos visto que los valores ae x éy
son los dos de la forma infinita 6 indeterminada siempre que sea ce-
ro el denominador y no lo sea ninguno de los coeficientes; y podria
creerse, que sucede lo mismo en el caso de ser tres 6 mas el nimero
de ecuaciones, lo cual no es verdad; pues cuando las incégnitas son
tres, por ejemplo, y el denominador es cero, los valores pueden ser
todos de la forma infinita 6 de la forma indeterminada, 6 unos de la
primera y otros de la segunda forma .

En efecto, sean las tres ecuaciones
ax -\-by -+-Cz
alx ->rby -f-c's =A/

1
=
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El denominador comun de los valores de las incognitas es
Y)=a}/c"™—adb™-\-c(i*b'’*—ha'é"-\-bda”—cb'a";
el cual puede escribirse de las tres maneras siguientes:
iy=a{h'd'-""W]-*aJ{GW~hc">)"a’'flbc™~ ch’) ,
Yi=:h[c'a'"*—alc")-Y-h’{ac” —ca”)-"h'cal—ac') ,
T)=c[a’b’—b'a")-hc\ba/>—ab")-\-c'*"[ab'-~balf).
Si suponemos b'd'=c'b* y ch"'=bc", de donde bc'=ch\ dicho
denominador D se reduce evidentemente a cero.
El numerador del valor de &, se obtiene poniendo en el denomi-
nador las cantidades conocidas k, k' y k™ en vezde a, oJy a"\'y por
consiguiente, dicho numerador se reduce también a cero, y nos da

para x el valor de la forma Pero como el numerador de y, lo

mismo que el de z-, se forma poniendo en el denominador las canti-
dades conocidas k' y k", en vez de los coeficientes b, h' y h” para
y,yenvez dec, d yd' para ir,no hay razon para suponer que estos
numeradores se reduzcan & cero, pues en ellos no entran las canti-
dades b'c"—c'b", ch”—hc”™ y bd—c¢™ que por nuestra hipotesis se
reducen a cero. Asi el valor de x puede venir bajo la forma inde-

terminada o y ser infinitos los valores de las otras incognitas.
326. Sin embargo, siempre que hallemos para valor de una
incégnita una expresion de la forma E debemos concluir, cuales-

quiera que sean los valores de las demas, que las ecuaciones de don-
de provienen estos valores, son incompatibles 6 imposibles de verifi-
car en numeros finitos.

En efecto, si nosotros suponemos que el valor de x es de la for-

A . . o
ma X podremos admitir que en el sistema propuesto se han elimi-

nado todas las incognitas a excepcion de la x, y dicho sistema se po-
dra reemplazar por otro en el cual existira la ecuacion Da?=A, cuyo
coeficiente D serd cero, y por consiguiente la ecuaciéon absurda,
pues no hay ningiin ndmero finito que’la verifique; y siendo esta
ecuacion imposible de verificar, el sistema de que forma parte tam-
bién lo serd; pero este sistema equivale al propuesto, luego el siste-
ma propuesto es incompatible, seglin queriamos probar.
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* 327. Si hallamos para una incognita el valor no podemos

asegurar que el sistema es indeterminado; pues ya hemos visto que
las otras incdgnitas pueden tener un valor infinito, en cuyo caso se-
ria, porlo dicho anteriormente, imposible de verificar en nuimeros
enteros.

* 328. Si todos los valores de las incdgnitas son de la forma —,

en general indican que e! sistema es indeterminado’, pero también
puede indicar que las ecuaciones son incompatibles.
En efecto, sean las ecuaciones
ax -\~by -\-ez =k
max-\~mhja4-mcz=pk
naxT\-nhy -\-ncz —p'k,
las cuales son incompatibles siempre que m no sea igual ap, ni n ajo';

y sin embargo, los valores de o, y y z, vienen bajo la forma inde-
terminada.

* 329. Para ver si el simbolo hallado como valor de una in-

cognita, es realmente el caracter de ser indeterminado el sistema de
ecuaciones, 6 indica incompatibilidad 6, por ultimo, que hay algin
factor comun que le hace tomar esta forma debiendo ser finito y de-
terminado dicho valor, no hay mas que introducir estas hipétesis en
las ecuaciones dadas, y ver a qué se reducen: si del sistema que re-
sulte se pone de manifiesto su naturaleza, no hay que seguir adelan-
te; pero si da otro sistema en el cual no hay sefiales para concluir
S es indeterminado, imposible 6 determinado, entonces se le aplica
el método directo de resolucion, y por los valores que encontremos
deduciremos qué interpretacion se les debe dar & los hallados por las
férmulas. Asi, si en la série de los calculos hallamos una ecuacion ab-
surda, concluiremos que las ecuaciones son incompatibles; si halla-
mos una ecuacion idéntica, se dira que es indeterminado; y por ul-
timo, si hallamos valores determinados para las incdgnitas, diremos
gue el sistema también es determinado.



LECCION XXXV.

Ecuaciones de iefrundo grado con nna incégnita, su dmeion en completas 6 incompletas:
resolucion de estas Gltima".—Eesolucion de la ccnacion completa de segundo grado ya
tenga 6 no Inviuidad por coeiicUnte el cuadrado da la incognita.

Kcnacione» «lesegundo grado conuna Inrégiiifa, sudlrlsion en complc»
tas ¢ Incoinplctast rc.solueluii de estas i'iltinias.

330 Las ecuaciones de segundo gradd son aquellas en que la in-
cognita aparece, después de quitados los denominadores, elevada a la
segunda potencia, y no viene debajo de ningln radical, ni elevado &
exponente fraccionario, ni & mayor potencia que la segunda.

Asi, las ecuaciones

4=a;2-i-28, Nid®—-8=2j:-h16, y ©
son ecuaciones de segundo grado y pueden reducirse &
2a;®=32, ix*—5ix=U, 6 12=0;
y 1 20=0,

Las ecuaciones de segundo grado vienen & veces bajo una forma
aparente de primer grado; pero se les puede dar Is forma verdadera
por medio de operaciones sencillas. Asi, Jas ecuaciones

~ - 2N=6-1*F,— = -2+ NN 20.
que Oprimera vista parecen ecuaciones de primer grado, se reducen
a ecuaciones de segundo haciendo desaparecer los denominadores en
las dos primeras, y el radical en la segunda. En efecto, estas ecua-
ciones se convierten en las siguientes:

60;®-1-31.rH-6=0, C . / - - h | =0, /®—244,r+14400:=0;
cuyas tres ecuaciones, como se vé, son de segundo grado.

331. Las ecuaciones de segundo grado pueden ser completas 6
incompletas-, se dice que una ecuacion de segundo grado es completa
cuando ademaés del término que contiene a la incégnita elevada & la
segunda potencia, hay otro que viene afectado de la primera poten-
cia, y un tercero independiente de esta incognita. Toda ecuacion
completa de segundo grado puede reducirse a la forma



236 ECUACIONES DE
ax"-+-bx-\~c=0,
en la cual el primer término es siempre positivo, y los coeficientes
a, | y cson cantidades enteras; para lo cual no hay méas que quitar
los denominadores si los hay, y cambiar los signos a toda la ecua-
cién si el primer término fuera negativo, lo que, como ya sabemos,
no altera en nada los valores de las incognitas; los coeficientes i y c
pueden ser por lo tanto positivos 6 negativos.

Si la ecuacidén del segundo grado carece del segundo 0 tercer tér-
mino, 6 de los dos, se dice que es incompleta; asi, la forma de
las ecuacienes incompletas de segundo grado es una de estas tres:

ax™-i-c=0, 6 ax"=0.

332 Aunque la resolucion de las ecuaciones incompletas esta
comprendida en la de las ecuaciones completas, vamos, sin embar-
go, aresolverlas directamente.

Sea, en primer lugar, la ecuaciébn mas sencilla ax*=0, la cual
no puede ser satisfecha sino para :c=0, pues cualquier otro valor
puesto en vez de x no podria reducir el primer miembro & cero.

Sea, en segundo lugar, la ecuacion acc”™4-c=0 6 —c, la
cual dividida por a y llamando q al cociente de dividir ¢ por a, se

convierte en — =0 6 x*-\-q=0y ) —q.

Donde vemos que x expresa la raiz cuadrada d e para
y si representamos esta raiz por «, se tendra que tanto -f-a,
i c
como —X, elevada al cuadrado nos daran la cantidad-------— —q;
a

luego los valores de r seran a y —«, 6 lo que es lo mismo

y —N — y -y --—-——1[/— 'y por consiguiente
\ n \ g

los valores de x son

333. Laecuacion ax"-i-c—0, que se reduce, como ya hemos
visto, a x*=A, nos expresa el problema de extraer la raiz cuadrada
de un namero A; este problema, que no tenia méas que una solucién
en Aritmética, admite dos, como ya hemos visto al tratar de los va-
lores de los radicales, y no puede tener mas que estos dos. En efecto,
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siendo a la raiz cuadrada aritmética de A, tendremos a®=A y por
consiguiente cc®=a”; pasando al primer miembro el término a”,y
descomponiendo lo que resulta en el producto de la suma por su di-
ferencia, se tendra —a"={ic-\-a) [j—a)=0.

Para que este producto sea nulo es necesario que lo sea uno de sus
factores, de modo que igualando & cero cada uno de estos, hallaré-
mos los valores de x que anulan & este producto, y por consi-
guiente que satisfacen a la ecuacién luego los Unicos valores
de #seranoc——ay x=a 6 x= — y x=\"A

Sea, por ultimo, la ecuacién ax'*-j-*x—0, la cual dividida pora y
llamando p al cociente de dividir b por «, se convierte en

0 x"-\-px=0:
a p

sacando ic factor comun, se halla a j=00

cuyo producto no puede hacerse cero sino por los valores de x=0 y
b

a N
Luego los valores de la incdgnita de la ecuacion incompleta de se-

gundo grado son 0, y — —p.
a

334. Los valores de la incdgnita de una ecuacion de segundo
grado, lo mismo que los de otra ecuacién cualquiera, se llaman rai-
ces de esta ecuacion; asi diremos que las raices de una ecuaciéon son
los nimeros reales 6 imaginarios, conmensurables 6 inconmensura-
bles, que puestos en vez de la incognita satisfacen & dicha ecuacion.

Besolnclon de la ecuacién completa de Hceiiudo jerado y» tonina 6 ué la
anidad por coeficiente cicuadrado de la Incognita.

330. Sea la ecuacién general de segundo grado completa
ax"-"bx-\-c=f=0 [1],
‘dividiendo por a y representando porp j g cocientes de divi-
diri y c por a, tendremos

b e
~X\— =06 [2],
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; 6 C
siendo como ya hemos dicho p = — —_—.
Y p (Ly q S
Es evidente que si nosotros hallamos las raices de la ecuacion [2J,
h c
tendremos las de la ecuacion [lj, sustituyendo por q y T las

cantidades p y  por consiguiente tratemos de resolver esta ecua-
cion [2].

Muchos métodos se pueden emplear de los cuales explicaremos los
tres mas principales.

* 336. pRiMEii METODO. Estc método esta fundado en las
propiedades de las raices, que son las siguientes;

\ En toda ecuacién de sequndo grado reducida a la forma ordi-
naria X~ H-px-1-q=0, el coejiciente p del segundo término es igual &
la suma de jas raices con signo mudado.

2* En toda ecuacion de segundo grado reducida & la forma
X®-(-px-|-q=0, la cantidad constante (\es igual al producto de las
raices.

Sea la ecuacién general de segundo grado

xd=\-px-"q—i) [31,
y supongamos que « €S un numero que puesto en vez de c satisface
4 esta ecuacion, es decir, que se tiene
a"H-pa-h7= o, de donde g = — 07— p.

siendo o.raiz de laecuacién [1], su primer miembro sera divisible
por el factor x—a (01), de modo que ejecutando la division, se
tendra

ic~-f-p X—a
-ha
a*-hpa-h-7=0 X-hp-ha

pero el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente;
luego se tendra
J;®-hpx-hi=(¢,«?—a) (x-hp-ha)=0.
Esta igualdad prueba que, siaes una raiz de la ecuacion [1],

—p—  —(p-ha) es otra raiz; pues el producto (»—a) (¢;JH-p-het)
no puede ser cero sino haciendo a:=a 6 x = —p—a*
Si representamos estas raices poriz/ y~', tendremos y

p —¢X cuyas igualdades sumadas y multiplicadas sucesiva y
ordenadamente, no? dan

af-\-x"~a—p—a=—p 6 p = —(@”-h"O
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y aljcfh——p —>"=q 6 q=xx" [6J
que justifican las propiedades enunciadas; que como vemos, son ge-
nerales y se demuestran con independencia de los valores numéricos
que puedan tener las raices.

Esto supuesto, si de las relaciones [5] y [6] pudiéramos deducir
los valores de x’ y .r'* en funcién de los coeficientesp y q, el pro-
blema quedaria resuelto: veamos pues, como hatlainos estos valores.

~Desde luégo se observa que, si aplicamos & estas ecuaciones cual-
quiera de los métodos de eliminacion explicados anteriormente, ha-
llarémos una ecuacién final que solo se diferenciard de la propuesta
en que en vez de la incégnita x, viene la incégnita que no se eli-
mind entre estas relaciones; en efecto, sacando el valor de x" en la
relacién [o] y sustituyéndolo en la [6], hallarémos x' [~p—Xx')"q
0 decir, la ecuacion [1] en la cual hemos
puesto a/ en vez de x; luego no podemos emplear ninguno de los
métodos de eliminacidn explicados hasta ahora.

Si observamos que la primera de estas relaciones nos da conocida
la suma de las raices 2y que es igual & es evidente que,
si llegamos 6 conocer la diferencia de estas mismas raices, el proble -
ma estara resuelto; pues conociendo la suma y la diferencia de dos
cantidades, podemos conocer ya estas cantidades (2i3).

Para conocer esta diferencia, elevarémos al cuadrado la ecuacidn

y A x "=~p, yde la ecuacién resultante restaréraos el cuadruple
de la segunda, que es U x ”—tq, y tendremos

El primer miembro es el cuadrado de luego si extraemos
la raiz cuadrada de ambos miembros y suponemos en cuyo
caso el valor del radical sera positivo, tendremos

Conociendo ya la suma y la diferencia de las dos cantidades x'é/i/™,

tendremos conocida cada una de ellas; asi se hallara {245}, siendo
como hemos supuesto

P p " dijr P
2%n 2 A
rff— P P™-\q f

2 — i
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Oreuniendo los dos valores en uno, y representandolos por la incog-
nita a;, se tendra la fdrmula que da los valores de la incognita de la

ecuacion de segundo grado.

* 33/. Segundo METODO. Este método consiste en formar una
ecuacion que tenga la misma forma que la propuesta, y en la cual los
valores de la incégnita sean una funcién conocida de las indetermi-
nadas « y p, identificaren seguida ambas ecuaciones, y de las rela-
ciones que resulten sacar los valores de las indeterminadas, los cua-
les sustituidos en el valor de nos daran las raices pedidas.

Sea la ecuacion propuesta x ~\-px-\-q=(i.
Hagamos de donde pasando a al primer miembro y
elevando al cuadrado, se tendréa
(X ) 2cex-[-a*—¢ 2=0.
Esta ecuacion es de la misma forma que la propuesta, de modo
que si las identificamos, el valor de x = « -j- ? sera el mismo en am-
bas ecuaciones; mas para que dichas ecuaciones sean idénticas, es

necesario que se tenga —a—p y @ — de la primera de es-

tas relaciones se saca el valor de que es a= — —, y de lasegun-

da se obtendra, después de sustituido el valor de a,

— 4

sustituyendo estos valores en el que tenemos de x, hallarémos para

P P i .
valores de la incognita, ;= — -~zby que son los mismos

gue hemos hallado por el método anterior.

338. | ekcer SIETODO. Este método, que es el que general-
mente se explica en los textos de matematicas, consiste en hacer
que el primer miembro de la ecuacion x*-jrpx=—q sea el cuadrado
de un binomio cuya primera parte es x; para lo cual no hay mas
gue agregar & los dos miembros una misma cantidad, lo que no al-
tera en nada el valor de la incégnita (231), después se extrae la
raiz cuadrada de dichos dos miembros, y se despeja la x de la ecua-
cion de primer grado que resulta.
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Sea, como siempre, la ecuacion de segundo grado

pasando el término q al segundo miembro, se tendra

Sl,cl\o/lnsideramos ahora el primer miembro como ios dos primeros
»,0S del cuadrado de un Liudmio cuya primera "sm a

segunda serd — puesto que el segundo término del cuadrado

de un binomio es igual al duplo de la primera parte por la seaundv
luego dividiendo el segundo término pm por el duplo 2® de la pri-

mera, hallaremos la segunda parte del binomio de modo que,

agregando a los dos miembros el cuadrado-~de esta segunda parte,
* ’

tendremos

07

-V i;-2?° ™

N-hiM

de donde se deduce facilmente .c = _
2V 4—

ma formula hallada por los meétodos anteriores, y que traducida al
lenguaje vulgar, dara la regla siguiente: traducida al

(* No ponemos en el primer miembro*+ £ el doblesigno +,por jnfitil-
en efecto el signo-antepuesto a dicho primer miembro, nos dlria

y cambiando todos los sii”nos, seria

gre es la misma formula que hayenel texto, aunque invenidos loe valoree.

«

TN '
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339. Ims raices de una ecuacion de secundo grado, reducida a la
forma x™+px+qg=0, soniguales & la mitad del coeficiente del segundo
término tomado con signo contrario, mas 6 menos la raiz cuadrada
del cuadrado de esta mitad disminuido de la cantidad constante.

340. Una vez hallados los valores de la incégnita de la ecuacion
de segundo grado cuyo primer coeficiente es la unidad, podemos
obtener los correspondientes a la ecuacion cuyo primer coeficiente
es a, 6 sean las raices de la ecuacién a.r'-“hx-"c—'4§, sustituyendo
en la formula hallada las cantidades p y q por sus valores g ye-.

Asi, las raices de la ecuacion
ax”™-\-b.r.i-e={) [71,

seraH

0 reduciendo los quebrados que hay debajo del radical & un comun
denominador, y extrayendo la raiz cuadrada de éste, se tendra

d ¢2—hac
8]
2fl 2a “ 2a
cuya férmula, traducida al lenguaje vulgar, nos da la siguiente

re%IZi. Las raices de una ecuacion de segundo grado, reducida a la
/bma ax”™H-bx-+-c=0, 50« fiyuaies al coeficiente del segundo término
mudado el signo, mas 6 menos la raiz cuadrada del cuadrado de di-
cho coeficiente, menos el cuadruplo del primer coeficiente por la canti-
dad conocida, partido todo por el doble del primer coeficiente.

342. Esta férmula se simplifica cuando el coeficiente b del se-
gundo término es un numero par igual a 2i*; en efecto, sustituyendo
este valor en la ecuacién y en el valor de x, se hallara

—26'dz” —kac
yX = —

y sacando el factor comin 4 que hay debajo del radical, como ya
sabemos [Arit. 300), se tendra, después de dividir por 2 ambos tér-
minos de la fraccion,

cuya férmula es facil traducir al lenguaje ordinario.
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343. Por un procedimiento analogo al empleado en el tercer
método, podriamos hallar directamente la formula [8] sin quitar el
coeficiente a; en efecto, si pasamos en la ecuacion [7] el término ¢
al segundo miembro, se tendra ax”-\-bx=:—c. Si ahora suponemos
que el primer miembro es la suma de los dos primeros términos dei

cuadrado de un bindmio cuya primera parte es y la segun-

h
obtiene dividiendo el segundo térm.ino i.r, que

suponemos ser el duplo de la primera parte por la segunda, por ef
duplo de la primera hallaremos, agregando a los dos miem-

bros el cuadrado de esta segunda parte @’ la ecuacion
a

0~— 4ac
4a 4a \ ! ' 2K alf 4a
y extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, sera
X 'a h 60— 4ac
*\ -
2 /a 4a ok
0
pasando al segundo miembro el término dividiendo portea.
P _ O*— 4ac .
sera x=-~ ~--—t=*% 6 lo que es lo mismo
% *aVa 4a*
— hzt V'F* -dar
Xz
2a
gue es la misma férmula hallada anteriormente.
344, Cuando el coeficiente a de la ecuacion de segundo grado

es una cantidad muy pequefia, 6 se supone que dis-
minuye y se va aproximando & cero, la ecuacién tiende a reducirse

a la de primer grado ¢,r-}-c=0, cuya raizes----- por consiguiente,

una de las raices de la ecuacion propuesta tiende a valer__ ”~ cuan-
h

(» Por una razon analoga a la expuesta en el nimero (340), no se pone en
el primer miembro el doble signo *.
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do a es muy pequefia; la otra raiz tendera a valer la diferencia entre

h e h
—y — y como —, tiende hacia infinito cuando a decrece, en

e! limite, es decir, cuando a=0, las raices ser&n — 00 y —

Esta consideracién nos da un medio para hallar las raices apro-
ximadas de la ecugcion ax"-"bx~j-c=0 cuando a es muy pequefia.
£n efecto, de esta ecuacion se saca

mo oy T
de modo que despreciando el término ~ , por ser muy pequefio,
0
puesto que a lo es también, se hallara un primer valor aproximado

de Xj que seraa:i—— Yy, y como el término que se desprecia con-

tiene la primera potencia de o, se dice que el error que se comete

es de primer orden.
Llamemos a este error Ej y el verdadero valor de la incégnita x

sera
X— -j-Ei,

0

el cual sustituido en la expresion [9], nos dara
al ¢ ¢ a(c™ 2cEi \
N h.

L G ac® 2XXEi aE®
O bien ¢C=-

5 pr! " h

Los dos Ultimos términos son de segundo y tercei' orden con rela-
cion a a, de modo que despreciandolos, obtendremos el valor de x con
un error de segundo Orden\ y se tendra
c a?

cuyo error representaremos por E/ y tendremos

c o®
-HEN,

Sustituyendo este valor en la expresion [9] y despreciando los
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Ultimos términos, que seran de tercero® cuarto y quinto 6rden con re-
lacién aa, se hallara el valor aproxinado de x
c act
W

y asi sucesivamente, hasta hallar el valor de x con un error tan pe-
gquefio como se quiera.

Restando el valor hallado del segundo coeflciente mudado el
signo, hallarémos el otro valor de la incdgnita.

LECCION XXXVI.

Disctzsion de las ra-eea de ]Ja ocjiia”.iourt.r*+ i»+c=0.—Casos particulares.

Hiscusion de las ralees de In ccuaelOB ax' + ¢ =0.

340. Hemos dicho que toda ecuacién de segundo grado con
una incdgnita se puede reducir & la forma

en la cual a es una cantidad entera y positiva, 6y c cantidades
enteras también, pero que pueden ser positivas 0 negativas; en el
caso de que alguna de estas cantidades sea cero, la ecuacién de se-
gundo grado es incompleta, & no ser que a sea la que se reduce a
cero, en cuyo caso la ecuacién se convierte en una de primer grado.
Ya nos ocuparemos en esta discusion de todos estos casos, y veremos
que atodos corresponde la formula general hallada para valores de
la incdgnita

= 2a i [2].

346. Antes de entrar de lleno en la discusion de las raices de la
ecuacion de segundo grado [1], probaremos que dicha ecuacion'no
puede tener mas que dos raices. En efecto, hemos visto que si xf es.
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uoaraizdela ecuacién [1], el primer miembro de esta ecuacion,
gue se puede poner bajo la forma

N _f_ ~
al\_2+a f a\fv( 31
es divisible por el binomio x—a/; y como a es independiente de x,.
tendra que dividir a la cantidad que hay dentro del paréntesis, y nos
dara un cociente de primer grado de la forma x—x"; por consi-
guiente, se podré poner bajo la forma a[x—x"]{x—x"]: de modo,
gue tendremos
ax"~{-bx--{-c—a{x—u/)(x—a/Q=0 [4],
siendo a/ y x" raices de la ecuacion, puesto que haciendo x=.f/
0 queda satisfecha; y por lo tanto, admitiendo que tiene
esta ecuacion una raiz a/, se deduce que tiene también otra
y que su primer miembro se puede descomponer en el producto
del factor a, por el de los dos bindmios que resultan de restar
de X cada una de estas dos raices.

Esto supuesto, vamos & demostrar que no puede tener otra
raiz diferente de a/ ya/'. En efecto, si x'" fuese raiz de la
ecuacion [1], su primer miembro, reducido & la forma de la ecua-
cion [4], seria divisible por el binomio x—a?"",y esto no puede
suceder & no ser que se tenga il 6 x"A=x", porque la canti-
dad X— siendo prima con cada uno de los factores del producto
a{x—xM{x—x"]=ax"-\-bx-\-c* tiene que serlo también con este
producto; luego la ecuacién [lj no puede tener mas que dos raices.

347. Probado ya que la ecuacion de segundo grado [I] no pue-
mde tener mas que dos raices, veamos ahora de qué naturaleza po-
dran ser.

Todo radical de segundo grado puede dar origen a una cantidad
real 6 imaginaria, seglin que la cantidad subradical sea positiva 6
negativa; y en el caso de ser real, podra ser conmeiisurable 6 incon-
mensurable, segin que dicha cantidad subradical sea 6 n6 un cua-
drad o perfecto; y como las raices de la ecuacién de segundo grado

[1] depende de la férmula [2], en donde hay el radica! b*—Kkac,
es claro que estas raices podran ser en primer lugar reales 6 imagi-
narias, segun que la cantidad V*~h,ac sea positiva 0 negativa, y ade-
mas podran ser, siendo reales, conmensurables 6 inconmensurables,
.seglin que dicha cantidad 6®—4ac sea 6 n6 un cuadrado perfecto.
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3i8. Si en la ecuacion [1] y en la féormula [2] ponemos de ma-
nifiesto los signos que pueden tener las cantidades 6 y ¢, obtendre-
mos las cuatro combinaciones siguientes:

—h:izv»  —iiic
1. ~ ax”-{-bx-\~c="0, X— 2a
— 4ac
2.« ax —Ilix-~c=0, X— 2a
1zkV "o ~\-h:ac
3. » ax*-+-lix—c=0, 2a
4, ax—Ifx—c=0, mr=—

A la simple inspeccidn de este cuadro se vé, queenla3/ y
ecuacion, correspondientes al caso de ser ¢ negativo, 6 lo que es lo
mismo, ¢<dO, se cutnple ia condicién de ser la cantidad subradical
positiva, y por consiguiente seran reales sus raices; en cuanto ala
1 y 2.% que corresponden al caso de ser ¢>0, podran ser reales 6

imaginarias, segiin se tenga —4ac”~0, 6 6~—4ac<;0.

Por lo tanto, haremos sucesivamente las tres hipdtesis
i®— 4ac>>0, —4ac=0 y h—4ac<Co,
y veremos la naturaleza de las raices en cada uno de estos casos.
349. Seaen primer lugar —4ac>0.

En esta hipdtesis la ecuacion podra ser una de las cuatro anterio-
res, y se verificard que las raices seran reales y dcsigmiles, puesto
que la una es siempre la suma de dos cantidades, y la otra la
diferencia de estas mismas cantidades; ademas, podran ser conmen-
suraUes 0 inconmensurables, segin que P—kac sea ¢ nd un cua-
drado perfecto: en el primer caso hallaremos los valores exactos de
las raices; en el segundo podremos determinarlas con un grado de
aproximaciéon tan grande como se quiera.

Podran ser ademas las raices, en el caso que nos ocupa, de un
mismo signo 6 de signos contrarios: seran de un mismo signo en los
dos primeros casos, es decir, cuando c¢;>0; y de signos contrarios
en los dos ultimos, correspondientes, & ¢<CO. En efecto, siendo
¢c"O, lacantidad subradical —iac es menor que GR) y por con-
siguiente el valor del radical es menor que b, y el signo de las dos
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raices sera el que lleve en la férmula el coeficiente 6, que, como ya
se sabe, es contrario al que tiene en la ecuacion.

Si se tiene c<<0, la cantidad subradical es enténces 6®-j-4ac,
cantidad evidentemente mayor que 6® Yy por consiguiente el valor
del radical es en este caso mayor que b, y por lo tanto dichas raices,
tendran los signos que lleve la cantidad mayor es decir,
la una serd positiva y la otra negativa, siendo la mayor en valor ab-
soluto la positiva cuando ¢<!0, y la negativa cuando 6>-0.

350. De lo dicho anteriormente se deduce, que las raices ten-
dran un mismo signo 6 signos contrarios, segun quej; sea positivo 0
negativo; es decir, ¢>-0 0 <<0.

En el caso de tener las dos raices un mismo signo, seran las dos
positivas 6 negativas, segiin que h sea negativo ¢ positivo, 6 lo que
es lo mismo, segun que se tenga 5<0 6 >0.

En el caso de ser de signos contrarios, que, como ya hemos di-
cho, sucede cuando c<0, serd la mayor en valor numérico la posi-
tiva, cuando b sea negativo, es decir, 6<0; y lo serd la negativa,
cuando

351. Lo que acabamos de exponer estad conforme con lo que de
las propiedades de las raices hemos dicho ya (336).

En efecto, sabemos que el coeficiente del segundo término de la
ecuacion [1] reducida a la forma Qy”~-\-px-jrgq~0, es igual a la suma
de las raices con signo mudado, y la cantidad constante q, es igual
al producto de dichas raices; por consiguiente, siendo positivo el
coeficiente aen la ecuacion [1], los signos que tendran las cantidades
/) y q, al reducir esta ecuaciéon & la forma x"~\-p~-\-q=0, seran los
mismos que tengan 6 y c. Ahora bien, si ¢c>0, se tendra </>0,y
las dos raices deberan ser de un mismo signo, puesto que su pro-
ducto es positivo; si ¢*<0, serd q<C0O también, y las raices deberan
ser de signos contrarios, conforme hemos visto. Cuando las raices
son de un mismo signo, la”*suma tendra el mismo que lleven estas
raices; y como esta suma es de signo contrario al que tiene el coe-
ficiente p, y” tiene el mismo signo que h, se sigue que cuando a<|[o,
las dos raices seran positivas; y cuando ¢>-0, ambas serdn negati-
vas; es decir, siempre de signo contrario al que tenga b.

Cuando las raices de la ecuacién [1] son de signo contrario, la
suma llevard el signo que tenga la mayor en valor numérico, que
serd la que corresponda & la suma de la cantidad b con el radical
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I"6*-t-4ai;; pero esta suma serd positiva cuando i< 0, y negativa
cuando ¢>-0; luego la suma de las raices serd positiva cuando el
coeficiente b sea negativo, y sera negativa cuando b sea positivo; por
consiguiente, el coeficiente ¢ y la suma de las raices tendran siem-
pre signos contrarios, como debia suceder.
352. Supongamos en segundo lugar —4ac=0.
Para que este caso se verifique, es necesario que se tenga c¢>>0,

y por consiguiente, la ecuaciéon no podra ser mas que la 1." 6 2.
es decir,

ax*-\-bx-{-c=() 6 ax—

cuyas férmulas respectivas son

— '_ A *_
= —hdc.Vi—kac . ezfcl/6*—4ac

2a 2a

las cuales se reducen, por esta hipotesis, &

— 6dz0 1+10
X= —r—— y = -
2a no 2a

férmulas que nos dan, separando sus valores

X '2a’ 2a’ e A5
donde vemos que las raices son jguales, tanto en una como en otra
ecuacion, é jguales al cociente de dividir el coeficiente del segundo
término con signo mudado por el doble del coeficiente del primero.
Para justificar que asi debe suceder, no hay mas que introducir

en estas ecuaciones la condicion —40c=0, para lo cual no hay
mas que sacar el valor de una de las cantidades a, 6 6 ¢, y sustituirle
en la ecuacion; asi, sacando el valor c y sustituyéndolo en las ecua-
ciones 1*Yy 2.®, tendremos:

é*

—= y ax*—bv-\----=0,

4a 4a

las cuales se convierten en

/itax~l—-"zz2\ =0 y i\fax-—— =0.
\ 2/a/ \ 2/al

6 lo que es lo mismo
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6
%" a

h
-U =0,
vV al

cuyos factores igualados acero, dan para cada ecuacién dos rai-
ces iguales, como ya se ha dicho, al cociente de dividir el coeflciente
del segundo término mudado el signo, por el doble del primero.

353. De lo dicho anteriormente se deduce que, si se tiene un
trinomio a.r?-{-bx->rc en el cual se verifica que el cuadrado del
coeficiente del segundo término es igual ai cuddruplo de los coefi-
cientes extremos, 6 lo que es lo mismo que se tenga —4ac=0, di-
cho trinomio sera un cuadrado perfecto.

Reciprocamente, si un trinomio de la forma ax*-\-hx-\~c es un
cuadrado perfecto, se deberad tener —4ac=0. En efecto, igualan-
do acero dicho trinomio, hallaremos para valores de x, dos que se-

raniguales at segun que h sea negativo O positivo. Porque

si ax"-\~bx-\-c es un cuadrado perfecto, el segundo término debera
ser el duplo del producto de las raices cuadradas de los extremos,
de modo que se tendra

bx=a XX ach
de donde dividiendo por iy elevando al cuadrado, sera b"=lkao
0 b*—iac—Of seglin queriamos demostrar.

354. Si se tiene por Gltimo 6™ —4<a:c<\0, la ecuacion sera una de
las dos primeras correspondientes al caso de ser ¢>0, pues si ¢ fue-
se negativo, la cantidad subradical seria é~-f-4ac, la cual no puede
Ser menor que cero.

Siendo —4jic<<0, podremos igualarle & una cantidad negati-
va—5Y de modo que los valores, de las incdgnitas seran imagina-
rios de la forma

1
X =
2a 2a
¢xilZ:S2 b+.o\/:"
2a 2a

segun que b sea un numero positivo 6 negativo.
Al hallar estas e xpresiones imaginarias para valores de x, debe-
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mos concluir diciendo que la ecuacion de donde estos valores pro-
vienen es absurda, y el problema a que pertenecen es imposible de
ser veriCcado.

Esta segunda parte es evidente; pues si los valores de la incognita
de un problema son imaginarios 6 provienen de una ecuacién ab-
surda, es claro que no existen tales valores con las condiciones que
en el enunciado se piden.

En cuanto a que la ecuacion es absurda, facil es probar. En efecto,

siendo —4ac=—5" se tiene de donde c=

cuyo valor sustituido en la ecuacion [I1], la convierte en
aa;®-+--h—=0,
ka ka
y sacando a factor comun, se tendra
b ® 5

a la“ e ia*

cuya ecuacion se reduce a

|
la cual se ve que es evidentemente absurda, pues la cantidad que hay

dentro délos corchetes, siendo la suma de dos cantidades positivas,
jamas podra reducirse acero, cualquiera que sea el valor que se le
dé a x; luego es absurda, puesto que no hay valor alguno para la
incdgnita que pueda verificarla.

Observacion. Cuando las raices de una ecuacion de segundo
grado son imaginarias, cualquier nimero que se ponga en vez de 2?,
dara un resultado del mismo signo que tenga el coeficiente del pri-
mer término, segun se desprende de la Ultima ecuacion.

CasoB parMculareH.

355. Si suponemos que se tiene c=0, la ecuacion [I] se reduce
a la ecuacién incompleta cuyas raices sabemos que
son 0, y e o0y Usegun gue b sea mayor 6 menor que cero.

Pero haciendo c=0 en la formula general [2], se halla
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- 6+6
2a 2a

J U —-TO
oedondex:—:OXx~ _
2a Za

Cuando 6 es menor que cero, se tiene, poniendo el signo de mani-
fiesto, como sucede en la primera de las cuatro combinaciones ante-

riores (348", ic= ™~ N de donde ai= y N = o0, que son

los mismos valores hallados para la incégnita de la ecuacién incom-
pleta ax*-\-bx=".

Sea, en segundo lugar, 6=0.

La ecuacion j[1] se convierte en una de estas dos a2Z-c= o

6 aa?—c=0, de las cuales se deducen .mr=ty/— —G46x=dz"".

Si hacemos la hipétesis 6=0 en la férmula general [2], halla-
rémos

—dac
2a AVARRY" @

cuya férmula corresponde al caso de ser ¢>0.
Si suponemos c«<0, se hallara para x el valor

Xz=

drl/iac* i/ 4f» . ré
2a

conforme hemos hallado anteriormente.

Luego de la formula genera! [2] podemos sacar las correspon-
dientes & las ecuaciones incompletas de segundo grado, ya sean de la
forma a:C"+6£c=0, ya de la forma a.c+c=0.

Supongamos ahora a="0.

Por esta hipétesis, la ecuacién de segundo grado [1], se convierte
en la de primero 6i;-i-c=0; de la cual se saca x = - )

b
Haciendo también a=0, en la férmula general, se halla

= _ 616
X=- 0 0
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de donde y -00 ;

lo cual no estd conforme con el resultado verdadero; puesto que el
valor de x no es ni indeterminado ni infinito, sino igual & -----

Pero si consideramos por separado cada una de las formulas que
dan origen & estos resultados, tendremos para la primera

—e6-r 1 6% kac
2a

X =

Si multiplicamos los dos términos de esta fraccion por

se hallara X=-
2a{— 6— 1/62—4ac)

y como el numerador es el producto de la suma de dos cantidades
por su diferencia, se tendra

6*— (6*— 4ac) lac 2c
2a(—6— — 4jic) 2a(—h—\/b~iac) —6— —iac'
Si ahora hacemos a=0, el valor anterior de x se convertira en

2c 2c 2c
—6—6 -26 6’

que es el valor hallado anteriormente.

X= -

En cuanto al otro valor— co , deberemos observar que la formula que

. — 6— —iac .
lo ha producido es x- 5 x la cual se reduce, multi-
a
plicando los dos términos de la fraccién por—6-1-P"6*— 4ac, ysim-
. s 2 -
plificando después, & x- ; expresion que se va

— — 4ac

2c
aproximando & valer—, & medida que a se va aproximando & valer
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cero: por consiguiente, este valor infinito de.r, no se puede consi-
derar sino conno el limite hacia el cual se va aproximando la segun-
da raiz de la ecuacion [1], 4 medida que el coeficiente a va aproxi-
mandose & cero.
306. Hagamos ahora cero & cada dos coeficientes, y sea en pri-
mer lugar 6=0, y c=0.
Segln estas hipétesis, la ecuacién [i] se convierteen ax*=0, de
donde x —O0; pero de la formula general [2] se saca, haciendo las

L Oito )
mismas hipotesis, x— — — =0, resultado conforme al hallado di-

rectamente.
Sea en segundo lugar a=0, y ¢c=0.
La ecuacion se reduce & 6.~2=0, de donde a?=0.
Haciendo estas hipotesis en la férmula general, se halla para pri-

mera raiz, y para la segunda infinito; pero multiplicando los dos

términos de la fraccion que nos dala primera raiz,por—6— 6*—4ac7
vemos que ésta se reduce a cero, como debia suceder; y si aparecia
bajo la forma indeterminada, era por hallarse el factor comin & los
dos términos 2a, el cual se reduce & cero.

La segunda, que por la sola hip6tesis de c=0, se reduce a Y

se debe considerar como el limite h4cia el cual tiende esta fraccion
a medida que a se aproxima a cero.

Sea en tercer lugar a=0, y 6=0.

La ecuacidn se convierte en c=0, que esevidentemente absurda.
La formula general da en este caso valores indeterminados; pero
haciendo las trasformaciones como anteriormente para poner de
manifiesto los factores comunes que pueda haber en los dos térmi-
nos, se halla que estos vafores son de la forma infinita; lo cual debia
suceder, pues no hay ningun valor de @que pueda verificar & la
ecuacion ¢=0.

Sea, por ultimo, a=0, 6=0, y c=0. La ecuaciéon se reduce a
0=0, y los valores de las raices, como debia suceder, son de la

forma indeterminada E
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RESUMEN.
c>0, u<o,
‘de un mismo sietno. positivas.
_ 6> 0,
(r—4iW>0, "conmensurables, negatives.
rﬂgsa ualreale'sx A «<0 ai
iguales, j —iac~\= “yrayor en valor nu-
linconmensurables] c<0, mrico la positiva.

de signo contrario. ~>Q0
fl(%em idem fa nega-
iva.

/7 . . . .,
naices positivas 6 negativas, segun se tenga
i<;0, 6 6>%0.

Primer miembro de la ecuacion cuadrado perfecto.

ja__hat'cT Fc endo de
fp—haret j CrEe -t o O ) i o HEE e
raices imeginarias. |ente Iprlmertem1no

Casos 'particulares.
M :_ lim. deir'
)9 V cuando a disminuye.

6=0( a—O\x —0
gRalcesnulas

- X2

+II

a= O,L
< maices infinitas.
c=0{xff=<x> 5=
A A A Raices indetenﬁnadas.
’ ’ (licuacion, indeterminada también.

Del mismo modo discutiriamos las raices de la ecuacion general
de segundo grado reducida a la forma x"-\-px~{-"~0. Cuya discu-
sion recomendamos & los alumnos.
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LECCION XXXVII.

Ejemplos de »Aolucion de ecEncionts de segundo grado.-ProKemas que dan origen i
ecuaciones de segundo grado con unaincégnita.

Kiemplos de resolucién de ecuaciones de segundo grado.

Ejemplo I 5-
a b
SOLUCION,  x
Ejemplo Il.  \-——-- ?-=  __i?
~nf2 o hx
| SOLUCION. x =%3.
Ejemplo Ill. g®-8"—65=0.
SOLUCION. j;=A+1/16~-i-60==4+9~i
1—5.
Ejemplo IV.  3bx"~j-x—]"=0.
SOLUCION. a=— x~ __
7 5

Ejemplo V. 9a;2-f-18~-H0=0.

Empleando la regla anterior con !a mocliOcadon correspondiente
al caso de ser par el coeflciente del segundo término, se hallara la

SOLUCION.
Ejemplo VI. {ka*— m )x *— k{a™abM)x~"r{<i*b"f=Q,
«H-&®
SOLUCION.  X-.
2«qz3a*

rrableiuasquc <lanorigen & ecuaciones desegundo grado con una
incognita.

Problema \.->Dividir el nimro 100 en dos partes cuyo produc-
to sea 2331.
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Como la suma de las dos partes que se buscan ha de ser 100, y
su producto 2331, estas dos partes seran (336) las raices de la
ecuacion de segundo grado a®—100xH-2331 =0, de la cual se sa-
ca facilmente, por la regla conocida, x=63, a—37.

Probtema |lI. Un banquero ha descontado la cantidad 1470
reales & un cierto tanto por ciento de descuento, de dos pagarés: uno
cuyo valor es de 12720 rs., se ha de cobrar d (os ocho meses, y el
otro, que tienepor valor 25750 rs., se cobrard d los cuatro meses. Se
quiere saber d qué tanto por ciento los ha descontado.

Siendo el tanto por ciento, y Del descuento del primer pagara,
se hallara por la formula de Aritmética relativa al descuento

100M~-for *
Del mismo modo hallaremos el descuento correspondiente al
segundo pagaré, D~=- — | -y como los dos descuentos han de
igu"i
n

componer la cantidad 1470 rs. que el banquero descontd, se tendra
la ecuacion
12720x-fo; roVSOx-"x

I00-h-o: IOOH-fa: =1470,
de la cual se sacan los i*lores .v=9, a-=— 7350.- donde vemos que
37

desconté los pagarés el banquero al 9 por 100, como es facil com-
probar.

La solucion negativa debe desecharse como extrafa a la cuestién.

Probtema ITT. En unafédbrica en que trabajan 20 operarios,
hombres y nifios, de los cuales éstos son en m.ayor numero, se lespaga
diariamente 192 rs,; d cada hombre se le da tantos reales como nU
nos hay, y & cada nifio tantos reales como hombres; se quiere saber
cual es el nimero de unosy otros.

Sea a el nimero de hombres que suponemos ser menor que el
de nifios: es claro que el nimero de éstos serd 20—a-, y como cada
hombre tiene tantos reales como namero de nifios hay, y cada nifio
tantos como hombres, se tendré

a(20-2-)+ (20— AnAT=192,
de donde se sacan los valores x —\ 2, a-=8; y como por hipoétesis se
tiene que el nimero de hombres ha de ser menor que el de nifios, se

17
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v 20
debera tener x<C%0—x o0 2jr<c'20, de donde x<Z ? =10; es de-

cir, que el numero de hombres ha de ser menor que la mitad del
namero total de operarios, y por tanto se tendra ic= 8, en cuyo
caso el de nifos, serd 20—8=12.

Si no hubiera la condicion de ser el nimero de hombres menor
que el de nifios, se hubiera tenido indistintamente 8, nimero de
hombres 'y 12 el de nifios, 6 12 nimero de hombres y 8 el de nifios.

Probtema IV. Hallar la”profundidad de un fozo, sabiendo que
una p%edra que se deja caer prodnice un golpe en elfondo que se oye d
los 5 segundos de arrojar la piedra.

Sea X la profundidad del pozo. Se sabe por la Fisica que un cuer-
po que cae en el espacio corre en el primer segundo de su caida
4,9 proximamente (*), y que después los espacios corridos son
proporcionales a los cuadrados de los tiempos empleados en cor-
rerlos; de modo que las raices cuadradas de estos espacios seran
proporcionales a los tiempos.

Asi, el tiempo que tarda la piedra en llegar al fondo se calculara

por la proporciéon 124,9:b~: ;1:1i, de donde t=-
/i,9
Se sabe ademas que el sonido corre préximamente 837 metros
por segundo; por consiguiente, el tiempo que el sonido ha empleado
préoximamente para llegar desde el fondo al oido del observador
estara dado por las veces que 337 esté contenido en x, es decir, por

337
Pero el tiempo total que ha tardado la piedra en caer, y oirse
el golpe producido‘en el fondo, es 5 segundos; luego se tendra la
ecuacion _

1ng9 337

de donde se deducen los valores

(*) Laexperienciaha hecho ver que en Medrid corre un cuerpo en el
prirer segundo de su caida 4 - 8996 {E. Rodriguez, Manual de Fisica.)
Para la velocidad del sonido véase la misma obra de Fisica.
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337x3844,38 337x15,62
e [m-—m-- yX= -
43 i 49

Desde luégo se comprende que una de estas dos raices debe ser

extrafia & la cuestion, pues la profundidad del pozo es Unica. Y no

nos debe llamar la atencién que hallemos una solucion extrafia; pues

al hacer racional la ecuacion f1], hemos tenido que elevarla al cua-
drado.

Para saber cuél de estos dos valores corresponde & la cuestion,

observaremos que, si despreciamos el tiempo que tarda el sonido

para llegar al oido del observador, se tendra —= 5, de donde

107,42.

/;=4,9%x25—122,5; pero como el sonido tarda algo en llegar ai
oido del observador desde que es producido en el fondo, es claro que
la piedra habra corrido un espacio menor que 122,™5,

Luego de los valores hallados tomaremos el menor; es decir,
A=107,42, que seran los metros de profundidad que tendra el pozo.

niHcuMlon del problema de las luces.

RICBLENMA VI.  Determinar sobre la recta gue une dos juc-es, el
punto gue esta igualmente iluminado por cada una.

Para resolver este problema es necesario saber que las intensida-
des de una misma luz en dos puntos distintos, estan en razén inversa
de los cuadrados de las distancias de estos puntos a la luz.

E A C ¢ B E'

Sean Ay B dos luces, cuyas intensidades respectivas & la unidad
de distancia, son ay b; sea Cel punto que esté en la linea AB, igual-
mente iluminado por cada una délas luces; llamemos d 4 la distan-
cia AB que media entre ambas, y a a la distancia AC.

Esto supuesto, si llamamosy a la intensidad de las luces Ay Ben el
punto C, puesto que dicho punto suponemos esta igualmente ilumina-

do, se tendréa, segun el principio citado, a* :*::a: y, de dondey——;

pero también se tiene Id—x)"' :1 ::5: v, de donde v~ N
' (—a)*
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por consiguiente, la ecuacion que resuelve el problema, sera
a b

de la cual se saca facilmente el valor de la incdgnita

dvra d
[2]-

T=:
\N~axVvVA o \az\J+_

De la ecuacion [1] se pudo deducir inmediatamente el valor de la
incégnita [2], extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros; asi,

b u-  m i d i
---------- - h---sz- »y como las cuatro combinaciones a que dan origen

Jos dobles signos se reducen & dos distintas, segin hemos visto
(339 ("), solo consideraremos la ecuacion

A A de lacual se sacan los mismos valores de laincog-
X d— X

nita que anteriormente hemos obtenido, y que escritos separada-

mente son

d d
X = X =

» a V o
Los valores de las distancias del punto C a la luz B, estaran dados
por las formulas

d \ d
d—x=- , d—
1-H/A

Supongamos en primer lugar que la intensidad de la luz A sea

mayor que la de la luz B; es decir, que se tenga a>*i.
Los dos valores de x son positivos; pues siendo a>*6, la frac-

.6 . . .
cion — es menor que la unidad, lo mismo que su raiz cuadrada; el
a

primer valor es mayor que ~ d\ el segundo es mayor que d, por-

que el primero tiene por denominador una cantidad menor que 2, y
el otro una cantidad menor que la unidad; lo cual nos dice que hay
dos puntos igualmente iluminados por ambas luces: uno  entre los
puntos Ay B, mas préoximo ala luz B que ala luz A, y otro E' 4 la
derecha de B, y que por consiguiente ha de estar mas proximo de B
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que de A; lo cual estd conforme con las condiciones fisicas, pues
siendo la intensidad de la luz A mayor que la de la luz B, es claro
gue el punto que se halle igualmente iluminado por ambas, ha de
estar méas proximo de la luz que tenga menor intensidad.

Si examinamos las distancias de la luz B al punto buscado, vere-

mos que la primera es menor que d, y la segunda negativa; es de-

cir, que se debe contar & la derecha del punto B, puesto que las po-
sitivas se cuentan & la izquierda con relacion al punto B.

Si suponemos ahora a<J), es decir, que la intensidad de la luz A
es menor que la de la luz B, hallaremos todo lo contrario. En efec-

to, el primer valor que antes era mayor que -- d, ahora es menor,

lo que prueba que el punto Ccomprendido entre Ay B, é igualmente
iluminado por ambas luces, estd ahora, como debia suceder, méas
préximo a la luz A que & la luz B. El segundo valor aparece negativo,

pues siendo IC>a, la fraccion — es mayor que la unidad, y también
a

su raiz; luego el denominadores negativo, y por consiguiente el
valor de x\ lo cual nos prueba que hay un segundo punto E & la
izquierda de A, que también esta iluminado igualmente por ambas
luces.

Si examinamos las distancias déla luz B & los dos puntos Cy E,

hallaremos que ambas son positivas; pues siendo la fraccion
a
A es menor que la unidad; luego los dos puntos se encontraran a la

izquierda de B, pues asi hemos convenido en contar las cantidades
positivas con relaciéon & B, el uno & una distancia mayor que * rfy
el otro & otra distancia mayor que d\ todo lo cual esta conforme con
lo dicho anteriormente.

Sea, por ultimo, a=bh.

El primer valor se reduce a y el segundo & infinito. Esto nos

prueba que solo el punto medio de la linea que separa las dos luces
esta igualmente iluminado por ambas. El valor infinito no esotra
cosa sino el limite de la distancia del otro punto que hay igualmente
iluminado, a medida que las intensidades a y 6 tienden a ser igua-
les, es decir, que mientras que estas intensidades no son iguales,
hay siempre dos puntos sobre la linea AB, igualmente iluminados;
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uno entre A y B, y otro a la derecha de la luz B, ¢ & la izquierda de
la luz A, segln que se tenga 0 a<Zjy, cuyo segundo punto se
va alejando cada vez mas, a medida que las intensidades tienden a
ser iguales; y este punto se dice que se halla en el infinito, cuando
a=b. Las formulas que dan las distancias del punto buscado a la
luz B, estan enteramente conformes.

Si suponemos que la intensidad de una luz va disminuyendo, el
punto que hay entre ambas igualmente iluminado, se va aproximan-
do & la luz de menor intensidad ; y esta distancia que media entre
esta luz y el punto buscado, tendera a ser nula a medida que la in-
tensidad de esta luz tienda & ser cero; lo cual estd conforme con los
valores que hallaremos haciendo estas hipoétesis en las formulas; asi,
si B—0, se tendrd x=0, d—x~d \ysi ¢(—0, entonces se tiene
x=d, d—x—0.

Si hacemos a=0 y 4=0, hallaremos

debe ser, pues todos los puntos se hallan & oscuras.

Si se tiene d=0, se halla cero para valor de x, correspondiente
al punto intermedio que siempre hay entre ambas luces, el cual se
reduce ahora al punto A.

Si al mismo tiempo querf=0, hacemos ii=¢ i, hallaremos que
el primer valor de x es cero, y el segundo indeterminado, como debe
ser: el primero corresponde al punto medio, y como las dos luces
tienen la misma intensidad, cualquier otro punto se hallard también
igualmente iluminado por entrambas.

LECCION XXXVIII.

Ecuaciones de sieundo jfrado con dos inc<)fcn tas.—Ecuaciones bicuadradas, discusion de

BUS raices.—Trasformacion de la expresion YA + (/ B en la sumaOdiferencia de dos

radicales sencillos o +

Ccuacloues de ttpgundo «rudo con dOH Incégnita».

*367. Toda ecuacion de segundo grado con dos incdgnitas,,
se puede reducir & la forma
ay™~i~axy-hcx/-hdy-i-ex~j-/'=0,
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siendo el coeficiente a entero y positivo, y los demas coeficientes
¢, d, ey f nlmeros enteros positivos 6 negativos. Para ello basta
quitar los denominadores si los hay, pasar todos los términos ai pri-
mer miembro, reunir todos los que vengan afectados de la misma
manera con relacion a las incégnitas, y cambiar por Gltimo todos
los signos a la ecuacion, si el primer término fuera negativo.

Si consideramos un sistema de dos ecuaciones de segundo grado
con dos incognitas

ay™-i-bxy d-\-ex -h/’=0
ary™-\-b'xy-\~dx"-*d'y-j-e'x-\-f—0 [1], *

y tratamos de hallar ios valores dtx é y que las verifican, tendre-
mos que principiar por eliminar una de las incognitas, para lo cua]
sacaremos su valor en una de las ecuaciones, y lo sustituiremos en
la otra; y es claro que los valores sacados de esta ecuacion, sustitui-
dos en el valor de la incognita eliminada, daran todos los siste-
mas de valores que verifican el sistema de ecuaciones propuesto.
Pero siendo generalmente irracional el valor que se saca para la in-
coégnita que se elimina, por provenir de una ecuacién de segundo
grado, al sustituirle en la otra ecuacion, dara una que contendra un
término irracional, el cual se hard desaparecer dejandole sélo en un
miembro y elevando la ecuacién al cuadrado, -dando origen asi &
una ecuacion en general de cuarto grado, que no sabemos todavia
resolver.

Este método, ademas de ser bastante largo, tiene el inconveniente
de podernos dar soluciones extrafias & la cuestion.

En efecto, si resolvemos una de las ecuaciones dadas con relacion
a 7, hallaremos dos valores de la forma

y=K-"\/R [2], 1/b [3].
siendo Ay B funciones de x.

Si ahora sustituimos cada uno de estos valores en la otra ecua-
cion, hallaremos dos ecuaciones irracionales de la forma

P+71/b=0 [4], p-~q[/B=0 [5].

Esto supuesto, es evidente que todo par de valores de x é y que
verifique af sistema propuesto [4], tiene que verificar al sistema [2]
y [A], 0 ai sistema [3] y [5]; y reciprocamente, todo sistema de va-
lores que verifique & uno de los sistemas [2Jy [4], 6 [3] vy [5], ve-
rificarda necesariamente al sistema [4]; de modo que las soluciones



ECUACIONES DE

del sistema [1J, seran las soluciones del sistema de las ecuaciones
[2] y [4]y el de las ecuaciones [3] y [6J, y reciprocamente, el sis-
tema propuesto no podra tener mas soluciones que las que tengan
estos dos ultimos sistemas. Por consiguiente, cualquier valor de x
sacado de la ecuacién [ij por ejemplo, si lo sustituimos en la rela-
cion [3], no nos dara para y valores convenientes al sistema [1], asi
como los valores de a sacados de la ecuacion [5], no se podran unir
con los correspondientes & la ecuacion [2].

Ahora bien, como para resolver las ecuaciones [4]y [5] hay que
principiar por hacerlas racionales, para lo cual se deja el radical
s6lo en un miembro y se eleva al cuadrado toda la ecuacion, vemos
que al"ejecqt’ar esta trasformacion en ambas ecuaciones nos dan la
Unica ecuacion

161,

que tendra por raices todos los valores de que veriHcan & las ecua-
ciones [4] y [5], de modo que no sabremos en cual de estas dos
ecuaciones hemos de sustituir cada una de las raices de la ecua-
cién [6], para hallar los valores correspondientes de y que verifican
el sistema []; y por consiguiente, si de antemano no pudiéramos
distinguirlos, nos veriamos expuestos a tomar por soluciones déla
cuestiéon, nameros que no verifican & las ecuaciones propuestas. Para
evitar esto, lo que se hace es sustituir estos valores de aj, sacados de
a ecuacion [0], en la ecuacion [4], y los que verifiquen a esta ecua-
cién se sustituyen en la ecuacion [2], y los que no la verifiquen se
sustituiran en la ecuacion [3]; los sistemas de valores que asi resul-
ten seran los que verifican & las ecuaciones propuestas.

*358. Para evitar el inconveniente de que en el nimero ante-
rior hemos hablado, se reemplaza el sistema propuesto por otro que
se componga de una de las ecuaciones dadas y la que resulta de eli-
minar entre ambas el cuadrado de una de las incégnitas, lo cual es
posible, y se demuestra”como lo hicimos en el nimero (271); con lo
que dicho sistema quedara reducido & otro en el cual una’de las
ecuaciones es de primer grado con relacion & la incégnita cuyo cua-
drado se elimind; de esta ecuacion se despejara la incognita, y su va-
lor sustituido en la otra nos dara una de cuarto grado, cuyas raices,
sustituidas en la expresion del valor de la incégnita que se eliming,
daran todas las soluciones del sistema propuesto.

En efecto, si multiplicamos la primera de las ecuaciones [1] por
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y la segunda por ay después restamos, hallaremos la ecuacion
[ab'—ha!]xij*[ac”--ca")x"-\-{ad'—da")ij-\-{rte'—ea’)x =
faJ-af [7J.
gue unida con una de las ecuaciones propuestas
oy hxy-\~ex*-Ad}j~"x-\~f=1) [8].
dard un sistema que podra reemplazar al sistema [1], como se de-
mostré en el nimero (271),
De esta ecuacién de primer grado en y se saca
{ad—ca’x"-"-iae'—ea!)x-\-af—fa’
A [aV—ba']x-"ad'—da’
cuyo valor sustituido en la ecuacion [8], da una ecuacién de cuarto
grado que podra reducirse a
Aa;*-HB»®+C2;"-hD.r-[-E=0 [10j,
y el sistema [1] podra reemplazarse, como ya hemos visto, por el
sistema [7] y [8] y éste por el sistema [8] y [i 0], segin lo demos-
trado ya, ndamero (269). De modo que resolviendo la ecuacion [10],
gue no contiene mas que la incoégnita x, y sustituyendo cada uno de
los valores hallados en la ecuacién [9], encontraremos todos los pa-
res de valores que verifican & las ecuaciones propuestas.

Ejemplo I. Resolver el sistema de dos ecuaciones
i/I~"=532.
Si sumamos, con objeto de eliminar el cuadrado se podra

reemplazar este sistema por el siguiente
820 N*+j/®=820
* a:N=676,
de la segunda se saca .i:=x1"676==fc26.
Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuacidn,
hallaremos
676-t-ji*=820, 6 6y=zhl2.
Por consiguiente el sistema propuesto podra verificarse por los
sistemas de valores
ic=26, IP=: 26, x=—26, x——26
>=12, y=~12, y~ 12, ~"=—12.
Ejemplo li. Sea el sistema de dos ecuaciones
X-\-y = 40
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Sacando el valor de y de la primera y sustituyéndole en la segun-
da, se halla una ecuacion que resuelta nos da los valores ar=32,
JC=:8.

Sustituyendo cada uno de estos valores en el de y, sacado de la
primera ecuacién, tendremos

y:=40—32=8, ?/=40—8=32,
donde vemos que las soluciones son
8,
y= 8; N=32.
Ejemplo 111 Sean las ecuaciones
2808
—y=1704.
Sumando, para eliminar el cuadrado de y, se hallaran sucesi-
vamente
20®H2x= 4312, ;c2_i-;f=2206,
. 47
Nz |V T +22S6=-4%|/1901013=-jxn=

Sustituyendo cada uno de estos valores en la primera ecuacion,
hallaremos por la del primero, x —hH,
2209-hy®-}-47-i-y=2808, 6 y~-+-y=352.

Y= Wz V 'l+ 552=-i-£4-1/2209=-id=£ = {

La sustitucion del segundo valor—48, nos da la misma ecuacién
y/®-4-y=i502, y por consiguiente los mismos valores para y, que son
23y —24.

« Luego los valores que veriDcan & las ecuaciones propuestas, son
rf=47, 47, -48, —A48,
y=23; —24; 23; —24.

* 359. Las ecuaciones bicuadradas son aquellas que tienen la
forma
ffic~+6a;®-+-c=0 [1J.

Para resolver una ecuacion bicuadrada, se iguala el cuadrado de
la incégnita & una nueva incégnita, se resuelve la ecuaciéon de se-
gundo grado que resulta, y las raices cuadradas de las de esta
ecuacién, seron las de la propuesta.
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Asi, para resolver la ecuacion [1J, haremos y sustituyendo
este valor en dicha ecuaciéon, resultard la de segundo grado
ay™by~\-c~0, cuyas raices sabemos que son (340),

—bazv* — 4dac
2a

Sustituyendo cada uno de estos valores de y en la ecuacion
y despejando & w, tendremos

a+ ”6*_4“?’535_1
2a 2a

cuyas férmulas dan las cuatro raices de la ecuacion [1].
* 360. Dependiendo las raices de la ecuacion bicuadrada de la
de segundo grado ay”-j~dy-{~c=0, tendremos que, representando por
é las raices de esta ecuacion,’se hallaran para raices de la pri-
mera, a?==x1l/y, y cu=:dz\ly'".

Ya hemos visto que y' é pueden ser reales 6 imaginarias; en
el caso de ser reales, pueden ser iguales 6 desiguales; siendo desigua-
les , pueden ser de un mismo signo 6 de signos cont?'arios; y en el
caso de ser de un mismo sigrio, pueden ser las dos positivas 6 las dos
negativas.

Si las dos raices € son reales, desiguales "“positivas, las cua-
tro raices de la ecuacion bicuadrada seran reales é iguales en valor
numérico de dos en dos, pero de signos contrarios.

Si Jas raices y' € y” son reales, desiguales y negativas, las cua-
tro raices de la ecuaciéon bicuadrada seran imaginarias.

Si los raicesy' é y" son reales, desiguales y de signos contrarios, es
decir, una positiva y otra negativa, las dos raices de la ecuacién bi-
cuadrada, correspondientes & la raiz positiva de la ecuacion de se-
gundo grado, seran reales; y las dos que corresponden a la raiz ne-
gativa, seran luego la ecuacion bicuadrada tendra en
este caso dos raices reales y dos imaginarias.

Si las raices / é y™ fuesen iguales, podra suceder que ambas sean
positivas 6 negativas: en el primer caso las cuatro raices seran reales
é iguales erAalor numérico, siendo dos positivas y dos negativas; en
el segundo las cuatro raices seran imaginarias. EI primer miembro
de la ecuacion seré en este caso un cuadrado perfecto.
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Por altimo, si las raicest/" é son imagimrias, las cuatro raices
de la ecuacion bicuadrada también lo seran.

Luego la ecuacién bicuadrada puede tener sus cuatro raices reales®
que sera cuando y' é y” sean reales j positivas, ya sean 6 no iguales;
dos raices reales y dos imaginarias, que sera cuando y' é y” sean
reales y de signos contrarios; y las cuatro imaginarias, que sera
cuando las raices y' é y'* sean imaginarias 0 reales negativas, sean 6
no iguales.

rraaforinacion de la expresion A ¢ i"Dcnlasuma 6 dlfercnela de dos

radicales sciicllloi« \7 a = b.

* 361. La resolucion de las ecuaciones bicuadradas nos ha dado

para valores de la incognita valores de la formaa;=V~AzB/IL en los
cuales, si B no es un cuadrado perfecto, hay que princip iar por hallar
la raiz de B con un cierto grado de aproximacién, sumar después este
valor algebraicamente con A, y extraer por ultimo la raiz del resul-
tado; cuyas operaciones se hacen demasiado pesadas cuando hay que
hallar dicho resultado con bastante aproximacion.

Pero si nosotros pudiéramos trasformar esta expresion en otra de

la forma aazS” b, siendo iy Ocantidades racionales, podriamos
por medio de calculos mas breves hallar el resultado con toda la
, aproximacion que se quisiera; pues en vez de acumularse los errores,

como por el método primero sucede, podriamos calcular y
ambos por exceso 6 defecto, 6 uno por exceso y otro por defecto, se-
gun que tuvieran que restarse 6 sumarse, en cuyo caso dichos errores
se destruirian en parte.

Asi, pues, conviene averiguar las condiciones & que deben

satisfacer A y |i, para que se pueda trasformar Adz en
I/« £1/6.
*362. Para resolver esta cuestion debemos demostj”r que, si se

tiene la igualdad -{-'In", se debe tener también
y n—n”
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En efecto, pasando wj al primer miembro y elevando al cuadrado
la igualdad que resulta, se tendra

(w— (m—mA*y'n~\-n—n’,
de donde 2 (m—

Igualdad que no se puede verificar, sino siendo pues de
lo contrario una cantidad irracional 2(m—w!") I/n, seria igual a una
cantidad racional lo cuales absurdo; luego para
gue la igualdad propuesta sea cierta, tiene que
serlo también la igualdad y para

que ésta lo sea, es necesario que setenga m=m", en cuyo cason'=n;
segun queriamos demostrar.

* 363 Una vez demostrado este principio, veremos qué con-
diciones han de satisfacer las cantidades A y B para que se tenga

\IAx|/IB=1/azxl/6.
Si elevamos esta igualdad al cuadrado, se tendra esta otra
. A+xIMN —a”*b+r% " 6=ar-\-ba=\/lao,

y segun el principio anterior, se tendra a-\-h=K y 4«6=B 6
, B
por consiguiente, las dos cantidades indeterminadas a y 6

son, (336-2.®), las raices de la ecuacion

Aa-f-—=0
J— a- - — ,
2 [2]

que seran conmensurables, si A~—Bes un cuadrado perfecto (347):
luego la condicion que han de satisfacer las cantidades A y B, para
gue se pueda verificar la trasformacion indicada, es que la cantidad
A*—B sea un cuadrado perfecto que representaremos por C®

Resolviendo esta Gltima ecuacién, hallaremos _?v

se tendran las igualdades

A+fIA®—B . A—
- y 6=-
2 “ 2
por consiguiente, la formula propuesta se podra poner bajo la
forma



270 MAXIMOS Y

B A-/A*—B

A 2
y si, como hemos supuesto, se verifica que A*—B sea un cuadrado
perfecto CN se tendra, como deseabamos, la trasformacion pedida

\/ax i™b 2

Cuando A®—B no es un cuadrado perfecto, la trasformacion ante-
rior no tiene ventaja y por consiguiente no se practica.

m* 364. Si 1/B fuese una expresion imaginaria de la forma

ni/—1, podremos también aplicarle la regla precedente, sustitu-
yendo en la condicion anterior la cantidad —B”, en vez de B. En

efecto, la expresion Axl/ b, se convierte en A+BIl/—1, y la raiz
de ArtBIl/—1, se podra convertir en otra expresion de la misma
forma aifcil/'—1- Para ello se ver4 que la condicion C=1/ a*—B
se reduce a C=P"A®-i-B”, y por consiguiente, se tendra

at ilanh” N A—/ a™H-B'
a= - 2 Y --- 2

donde vemos que el valor de ees evidentemente positivoy el de i
negativo; de modo que representando el primero por a®y el segundo
por ft* se tendra

\/A+BIl/—1=1/*ci*dzl/—b":=adzb'/~i.

LECOOMIXX:ax.

Maximosy minimos.-Eiemplosy problemas de maximos y minimos g>ie puodou rcsolrerse
por ecnaciones de seynndo prado.

M aximosy minimos.

* 365. La teoria de los marimosy minimos gi una de las mas
importantes del Algebra por sus muchas aplicaciones, y aunque des-
pués nos hemos de ocupar de un modo general de los maximos y
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minimos de las funciones de una variable, conviene indicar aqui el
modo de hallar los de aquellas que igualadas & una letra, dan origen
a ecuaciones de segundo grado con relacion & esta variable.

ax  mhx-\-c

a'.r®}-h'x-~c/
las letras a, b, c, o', if, ¢' son nameros cualesquiera, y X es una
letra que puede recibir todos los valores que queramos, se dice que
dicha letra x es una variable, y la fraccion que ocupa el primer
miembro, 6 sea su valor representado por la letray que esta en el
segundo, se dice que es una funcion de esta variable, y como & me-
dida que X varia, variara también en general y, se sigue que la fun-
cioén y sera otra variable cuyos valores dependeran de los que se le
hayan dado & x.

* 367. Sicreciendo de una manera continua 6 sea por grados
insensibles la variable de una funcién, aumenta 6 disminuye ésta, y
iuégo disminuye 6 aumenta, es claro que tendrad que pasar por cier-
tos limites en los cuales dejard de aumentar 6 disminuir, para prin-
cipiara disminuir 6 aumentar, y cada uno de estos limites, que
correspondera a un cierto valor x de la variable, y que no es otra
cosa sino el valor maximo 6 minimo de la funcién, serd evidente-
mente mayor 6 menor que los valores que recibe esta misma fun-
cién, para valores de la variable inmediatamente superiores é infe-
riores al valor

De modo que si aumentando de una manera continua la varia-
ble de una funcién, ésta aumenta 6 disminuye, y luégo disminuye
0 aumenta, se dice que dicha funcién pasa por un méaximo 6 un
minimo; entendiendo por maximo 6 minimo de una funcién, aquel
valor que recibe para un cierto valor « de la variable, mayor 6 me-
nor que el que dicha funcion recibe para valores de la variable in-
finitamente proximos & a tanto superiores como inferiores.

* 368. Una funcion puede, aumentando siempre la variable,
aumentar 6 disminuir, y luégo disminuir 6 aumentar, para volver
después & aumentar 6 disminuir, y asi sucesivamente, y como al ve-
rificarse estos cambios tiene que pasar dicha funcién por un maximo
0 un minimo, se sigue que una funcion puede tener varios maximos
y varios minimos.

De aqui se deduce que la pabra maximo 6 7iilnimo, no indica
el mayor 6 el menor de los valores que pudiera recibir una funcion;

360. Si se tiene una expresion —y, en la cual
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porque en ese caso no se concibe que una misma funcién pueda te-
ner varios maximos 6 varios minimos, a manos que estos no fueran
iguales. Asi, la palabra maximo 6 minimo sélo indica valores de
una funcion mayores 6 menores relativamente 4 los que esta fun-
cion recibe para valores de la variable inmediatamente superiores 6
inferiores a aquel que la redujo & un méximo 6 minimo.

* 369. Las expresiones algebraicas cuyos maximos y minimos
se pueden hallar por medio de las ecuaciones de segundo grado,,
son en general trinomios de segundo grado con relacién & una va-
riable &, 6 fracciones cuyos términos son 6 lo mas de segundo gra-
do en &

Sea, por ejemplo, hallar los maximos y minimos de la expresion

-i-c
=y [

A cada valor a que demos a la variable independiente &, recibira
un cierto valor Pla funcion y. Y reciprocamente, si damos a la fun-
cién y el valor P, hallaremos el correspondiente & la variable &, re-
solviendo con relacion a esta incognita la ecuacion [1].*

Ahora bien, como ir no puede recibir mas que valores reales, es
claro que y no podréa recibir valores cualesquiera, sino que deberan
estar sujetos a hallarse comprendidos entre ciertos limites, pasados
los cuales resultarian para x valores imaginarios; lo cual no debe
ser, pues, como ya hemos dicho, los valores de a-han de ser siempre
reales; y estos limites, que comprenden & los valores de y, seran
precisamente los maximos 6 minimos de la funcién propuesta.

* 370. Segun lo dicho anteriormente, para hallar los maximos

. .t |1 N “1* bx—%C , i
y minimos de una expresion de [a foima iguala dl-
cha expresion & una indeterminada y, se resuelve la ecuacion que re-
sulta con relacion d x, se ve cuales son los limites de los valores dey
que hacen reales los valores de x, y estos limites seran los maximos y
minimos pedidos.

Resolviendo la ecuacién [1] con relacién a i», se halla

h~~I'y£\/[b*"—kald)y— {%h¥%— kcal iad]y-"b'*—"dc
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cuyo valor se puede poner bajo la forma

— ft-yydzklpil-C.y+C

0 sacando A factor conuin debajo del radical, y llamando ny o i lo,
cocientes de dividir B 'y C por A, se tendra

Ii{aly/\) L}
J si llamamos y< é y" las ralees que resultan de igualar & cero el
trinomio y se tendrd, por ultimo,
b—b'yx\/A (~']far”l)
%a'y—a) M -

Como los valores de ir han de ser reales, segin se ha dicho ,a
es necesario que los valores que se le den ay hagan positiva la
«intidad subradical A (j/-/) [y*"Y"), Vi« ,i»,i4 compLndan
a los valores de y que cumplen con esta condicion, seran ls®maii-
moso minimos que se buscan.

Para hallar estos limites consideraremos tres casos, segin que 4
sea mayor, menor 6 igual & cero.

1 Supongamos A>0. Si las raices / é y" son realesy desigua-
les, y suponemos que se tiene y'>y", sera necesario, para que
prextee M 3 consiguiente ei valor de msea
r~ 1, que los dos factores [y-j/) é (j/-~/")sean de un mismo sigio
lo cual exige que los valores de y no se hallen comprendidos entra
las raices y' e y'’- por tanto, y ha de ser mayor que y', 6 menor que
; en el primer caso el menor valor que podremos dar 4y sera v'
y en el segundo el mayor valor sera Cualquier valor que diéra-
mos ay mayor que /" y menor que/ daria para a valores imagi-
narios. ®

Un minimo sera, por consiguiente, / y un maximo y*K

Sustituyendo estos valores minimo y maximo en la igualdad rSj
se obtendran los valores correspondientes de ¢? n

Luego cuando las raicesy' é y" de la ecuaciéon de segundo gra-
do que resulta de Igualar a cero el trinomio y*-h-py+q, son reales y
desiguales, siendo ademas A >0, la fraccion propuesta tiene un
maximo Igual é la menor de las raices, y un minimo igual & la

mayor.
18
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No hacemos mencién del maximo infinito y del minimo menos in-
finito, porque estos corresponden generalmente & valores infinitos
de 06 & valores que vienen bajo ia forma indeterminada; pero no
debe dejar de observarse que, pudiendo tener y cualquier valor, ya
sea mayor que ya menor que ?/*', podra llegar & valer la funcién
propuesta un nimero positivo infinitamente grande, y otro infinita-
mente grande también en valor numeérico, pero negativo.

Si las raiceshy” fuesen iguales 6 imaginarias, la cantidad sub-
radical k[y—tj) {y—y") seria positiva, cualquier valor que se le diera
ay, pues el trinomio se reduciria en el primer caso a
un cuadrado perfecto (353), y en el segundo tendria, para cualquier
valor de y, el mismo signo que su primer coeficiente (254 obs.), y
en este caso que nos ocupa es positivo. Luego pudiendo tener y to-
dos los valores que queramos, permaneciendo constantemente rea!,
la funcion propuesta no puede tener, en estos dos casos, ni maximo

ni minimo finitos, pues puede variar desde —oc a : cuyos limi-
tes podremos tomar como maximo y minimo en absoluto.
2® Sea, en segundo lugar, Si las raices y' é ?/* son reales

y desiguales, y suponemos que se tiene y''Ay™, serd necesario, para
que la cantidad subradical X{y—y') [y—y”) sea positiva, y por con-
siguiente el valor de x real, que se tenga y'*y", pero y<iy'\ es de-
cir, que los valores de y han de estar comprendidos entre y" é 'if\
luego el maximo sera y—y\ y el minimo y—if', cuyos valores,
majiimo y minifho, sustituidos en vez de y en la igualdad [5], nos
daran los correspondientes de cc. Luego cuando A <0, y las rafees
y' é y” de la ecuacion de segundo grado que resulta de igualar a cero
el trinomio son reales y desiguales, la funcién propuesta
tiene un méximo igual & la mayor de las raices, y un minimo igual
4 la menor.

Si las raices y' é y” son iguales 6 imaginarias, el trinomio.
k.[y*-{-fy-\-q) es constantemente del mismo signo que A, es decir,
negativo; porque en el primer caso y*-"py-"-q es un cuadrado per-
fecto, y cualquier valor que se le dé ay hace que sea positivo; en el
segundo permanece con el mismo signo que su primer término, es de-
cir, positivo; luego siendo el trinomio positivo, cualquiera
que sea el valor que se le dé ay, en el caso de ser y'=y'~ ai/ é
imaginarias, al multiplicar este trinomio por A, que es negativo,
dara un resultado constantemente negativo, y el valor de x sera, por
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consiguiente, imaginario. Luego ia funcién propuesta no tiene en
ninguno de estos dos casos ni maximo ni minimo.
3® Sea, por altimo, A=0. En este caso la cantidad subradical

S€ reduce & y se consideraran tres casos espe-

ciales, segun que el nimero B sea positivo, negativo 6 cero.
Si B es positivo, el factor que hay dentro del paréntesis tiene que
ser positivo también para que x sea real, y por consiguiente se

debera tener ;/>— luego la funcién tendrd un minimo que

A C
ser vy y no tendra ningiin maximo. El valor de &correspon-

diente al minimo se hallard sustituyendo este valor en vez de y en
la igualdad [3], en la cual se supone A=0.

Si B es negativo, el factor ?/-(-“ tiene que ser negativo también

para que a; sea real, y por consiguiente se debera tener
C N

El valor - serd un maximo déla funcién propuesta, la cual
no tendrd ningin minimo.

Si se tiene por Gltimo B =0, los valores de * seran siempre reales
Oimaginarios, segin que C sea positivo 6 negativo; luego y puede
recibir todos los valores que queramos, desde — a0 basta -h«>,
siendo los valores de ® reales cuando C>0, é imaginarios cuando

se tiene C<0; por consiguiente, la funcién no tiene maximos ni
minimos finitos.

RjeinploKy problema» de indilmo».y minino» ~ue puede» resolvemep«r
ccuaelone» de «egundo |$rado.

Ejemplo 1. Sea la expresion ~ —y

Despejando la  tendremos My-}-24
2

La condicion para que x sea real, es — Oy-f-24>.0 ¢
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(y—  —8)>*0; de dorde se deduce que la funcién tiene un maximo
y =3, que corresponde ax =i , y un minimoy=8, que corresponde
a sC=:1.
Ejemplo Il. Sea la expresion cuyo maximo y minimo queremaos
hall 0.r-}-24
allar 4 X Ry
Quitando denominadores, y hallando el valor de x, se tendra
10—y-azhy*—4i/-t-4
) 2
La condicién para que x sea real, es y*—4y+4->0 6 [y—2)®>0;
la cual se verifica para cualquier valor que se le dé & y, tanto po-
sitivo como negativo. Luego la expresién no tiene maximo ni mini-

mo finitos.

X=

Ejemplo IlIl. Sea la expresién—x’\————Tr'l,'s~2"*

Despejando el valor de x, hallaremos
5—yaivVr—y~n4-8yH~9
' 2(4—y)
La condicién para que x sea real, serd& — 6
(o _y)(2_]-1)> 0, de donde se deduce, que y no puede recibir mas
valores que los comprendidos entre — 1 y 9; luego el maximo de la
funcién propuesta sera y =9, que corresponde al valor de x=1, y
el minimo y = —4, correspondiente a x=% .
Ejemplo IV. Hallar el maximo y minimo de la expresién
Mo j2 Y
X—2fe|-1

. H-1x1727y+4
Hallando el valor de x, se tiene x= y y+4)

y—1
Paraqueel valor aeccsea real, es necesario que se tenga y-}-1>0;
luego la funcion tiene un minimo y = —4, que corresponde a iT =0,

y no tiene ningdn maximo finito, pues puede crecer sin volver & dis-

minuir hasta oo.
Ejemplo V. Seo, por Gltimo, hallar el maximo y minimo de la

ir—3oh-2 _

expresion
X*-|-4,2;—6
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Despejando la x, tendremos x =
2(l-y)

La condicion paraque el valor de a@sea real, es 40y*-j-8.y—<>»0;
y como en este trinomio se veriOca la condicidon *—4ac<0, igua-
landole & cero dara dos raices j/' € y" imaginarias (254); y por con-
siguiente, sustituyendo por y un ndmero cualquiera, hallaremos
siempre un resultado positivo; luego los valores de son siempre
reales, cualesquiera que sean los valores que le demosay; la fun-
cién no tiene por lo tanto maximo ni minimo finitos, puesto que

puede recibir todos los valores desde a—ce.
Problema I. Dividir un nimero en dos partes cuyo producto sea
un méaximo.

Sea N el namero, una de las partes x, la otra serd evidentemente

N—x\ representemos por P el producto que ha de ser un maximo,
y se tendra

IN—Xx)=P 6 —Nx=—p;
de donde se deduce x = N+ t/n” P
=TV
La condicién para que x sea real, e s ---—-- P;>0.
* *

modo, que el mayor valor que le podremos dar & P sera
N*
»— mw~=121 ; luego el mayor producto que se puede obtener con

las dos partes en que se descompone un numero, es el cuadrado de
la mitad de este namero; y por consiguiente, cada una de estas par-
tes es igual & la mitad del namero, 6 loquees lo mismo; si se tienen
dos nimeros cuya suma es constante, el producto de estos dos nimeros
serd el maximo cuindo los dos sean iguales, é iguales por consiguiente
4 la mitad de la su /ia.

CoxsECCENC!A.  Para dividir un nd fiero N en m partes cuyo pro-
ducto sea un maximo, es necesario que estas partes sean iguales, é igua-
les por consiguiente & la emasima parte del minero N.

En efecto, siendo una de las partes en que se ha de dividir el na-
mero N, menor que N, el producto ha de ser necesariamente menor
que N'* y por consiguiente dicho producto, que es variable, segun
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varien las m partes en que se divide N, tendra un valor mayor que
todos los demés, que serd el maximo que se pide.

Una vez visto que este producto tiene necesariamente un maximo,
vamos & demostrar que si entre las iwpartes en que se divide N hay
dos desiguales, el producto correspondiente a esta descomposicion
no es un maximo.

Para ello, supongamos que las m partes en que N se ha dividido»
sean o, 6, c, r/,... /, y que entre ellas hay dos, c yi/, que no so»
iguales; re presentemos por el producto de todas, & excepcion de
estas dos partes desiguales, y por P el de todas, de modo que se
tendra

P~cf/xP! [f].

Esto supuesto, el producto ca formado por los dos factores des-

igualescy cuya sumaes c-|-c/, es, segun el problema anterior,

—d
menor que el producto de las dos partes ------ y - , Cuya suma es

también c-f-c/; por consiguiente, si se tiene
, o0-\-d c-\-d

se puede en la igualdad [1j reemplazar el producto de las dos par-

c
tesOY d, cuya suma es c-\-d, por el de las dos partes ) y

c--\-d i
5 gue dan la misma suma, y enldnces tendremos

c2d C\d
P<~AXx”™-xP";

lo cual prueba lo que queriamos demostrar; es decir, que [si
entre lasm partes en que se ha dividido el numero N, hay dos des-
iguales, el producto correspondiente no es el maximo; luego para
que se obtenga el mayor*producto, es necesario que sean iguales las
m partes en que el niamero N se divide.
P roblema Il. De todos los triangulos que tengan un mismo peri-

metro® ¢Cudl es el mayor?

Se demuestra en Geometria que el area de un triangulo en fun-
cién de sus tres lados, es {P_af(]™¢) (P—oc).

El &rea A del tridngulo cuyos lados son iZ ¢ y ¢, y su perimetro
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aP, sera la mayor cuando el producto de los tres factores variables
P—a, P—6, P—c, sea el mayor posible; pero el producto de estos
tres factores cuya suma es constante é igual a 3P—(a-h&H-c)=3P—
2P =P sera el mayor, segun hemos demostrado anteriormente, cuan-
do dichos factores sean iguales; mas para que estos factores sean
iguales es menester que se tenga 0=6=c, Yy el triangulo es en ese
caso equilatero, y nos da para valor de su area

A=IP(P=n~r=:/-

LECCION XL.

Teorfa de las deaignaldades € iiiocTiaciorteB: sus trasfotmaciones.—Incctincionos de
primero y secundo grado.

Tcoria do las dealKiinldadcN 6 Inceiinetoncii; ana traaforiuacloiioa.

* 371. Se llama desiqualdad toda expresiéon de la forma .\>B
6 A<B.

Inecuacion es una desigualdad que contiene una 6 varias cantida-
des indeterminadas 6 incdgnitas, y hay que determinarlas con la con*
dicion de que dicha desigualdad se verifique, fisto se consigue me-
diante trasformaciones analogas & las que se han hecho con las ecua-
ciones, y que dan por resultado no el valor de la incégnita 6 cantidad
indeterminada, como en las ecuaciones se obtiene, sino un limite ya
inferior, ya superior, de los valores que la incégnita puede recibir,
y a veces dos que comprenden un nimero reducido de valores, pre-
cisando cuanto es posible la cuestion.

* 372. Con las desigualdades € inecuaciones no se pueden hacer
todas las trasformaciones que se hacen con las ecuaciones; estan su-
jetas a ciertas restricciones, que es necesario tener muy presentes
para no incurrir en graves errores.
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373. Una desigualdad no se altera sumando ¢ restando & sus
dos miembros una misma cantidad.

Sea la desigualdad A>B. Si a los dos miembros se les afiade una
misma cantidad C, los resultados seran evidentemente desiguales,
permaneciendo la desigualdad en el mismo sentido. Lo mismo su-
cede si restamos de ambos miembros una misma cantidad; la pri-
mera resta ser4 mayor que la segunda, por tener mayor minuendo
gue ésta, siendo iguales los sustraendos; luego si se tiene una de las
desigualdades A>B, 6 A<B, se tendra también una de las dos
desigualdades siguientes:

AxC>BxC, 6 AdzC<BzhC.

374. hn toda desigualdad se puede pasar de un miembro & otro
un término cualquiera cambiandole el signo.

En efecto, sea la desigualdad A—B>G-f-D.

Si queremos pasar el término B al segundo miembro, y el D al
primero, se tendra, agregando a los dos miembros la cantidad B—D.
A—B+B-D>C-hD+B--D, 6 a—D>C-hB,

lo cual justifica el teorema.

375 Lna desigualdad no se altera multiplicando 6 partieixdo
sus dos miembros por una misma cantidad positiva.

Sea la desigualdad A>"B. Si multiplicamos los dos miembros
Ay B por una cantidad positiva P, se obtendran los productos AP y
BP, de los cuales el primero sera evidentemente mayor que el se-
gundo, por tener ambos el factor coman P, y el factor A del primero
mayor que el factor B del segundo. Del mismo modo, si en vez de
multiplicar hubiésemos dividido por P los dos miembros de la des-
igualdad propuesta, el cociente de dividir el primer miembro por P
seria mayor que el que resulta de la division del segundo por e!
mismo numero, por tener ambos el mismo divisor, y ser el divi-
dendo A mayor que el dividendo B; luego si se tiene A>B, 6 A<B,
se tendrd también

AP>BP, 6 AP<BP; -> ~, 0
[ [ [

' 37(3. Se puelen multiplicar 6 partir los dos miembros de um
desigualdad por una cantidad negativa® cambiando el signo de la des-
igualdad.

Sea la desigualdad A>»B, en la cual pueden ocurrir varios casos.
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segln que Ay B sean positivos, que sean negativos, 6 que A sea po-
sitivo y B negativo.

Si AyBson positivos, paraquese tenga’A>B, el valor numérico
de A seré mayor que el de B, luego los productos de estas dos can-
tidades por una misma cantidad negativa N, serAn negativos, teniendo
el primero mayor valor numérico que el segundo; y como de dos
cantidades negativas, esla menor la que tiene mayor valor numérico,
se tendr4 — AN<!—BN.

Si Ay B son negativos, el valor numérico de A serd menor que
el valor numérico de B; y al multiplicar estas dos cantidades nega-
tivas por la cantidad negativa también —N, obtendremos dos pro-
ductos positivos, de los cuales el primero tendrd menor valor nu-
mérico que el segundo; luego si se tiene A>-B, siendo A y B negati-
vos, multiplicando por —N, se hallara —A N <—BN.

Sea, por ultimo, A positivo y B negativo. Al multiplicar estas
cantidades por —N, obtendremos el primer producto negativo y el
segundo positivo, y por consiguiente se tendra también — AP<C— BP.

De un modo analogo probariamos que dividiendo los dos miem-
bros de una desigualdad por una cantidad negativa, hay que cambiar
el signo de dicha desigualdad; luego si se tiene A>»B 6 A<CB,
se tendra, multiplicando por la cantidad negativa —N,

B ~ A B
N’ ~N~~N*

CoNSECUEMCIAS.  4® Si se cambian los si//nos & los términos de
una desigual lad® hay que cambiar también el signo de ésta. Asi, si se
tiene A>B 6 A<;B, se tendr&—A <—B, 6 —A >—B.

En efecto, esto equivale a multiplicarlos dos miembros por —1;
y, como ya se ha dicho, hay que cambiar el signo déla desigualdad.

2.~ En toda desigualdad que haya términos fraccionariosy se
podran quitar los denominadores, multiplicando sus dos miembros por
el m. c. ra. de todos los denominadores; permaneciendo la desigualdad
con el mismo signo 6 signo contrario, segun que la cantidad porque se
multiplique sea positiva 6 negativa.

* 377. Se pueden sumar dos ornas desigualdades que se verifiquen
en un mismo sentido, permaneciendo la suma en un mismo sentido.

Sean las desigualdades

A>B, A'>B', A">B".

-AN<- -BN, 6 H-AN>-BN;
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Si sumamos ordenadamente, la suma de los primeros miembros,
que son todos mayores que los segundos, serd evidentemente mayor
que la de éstos; de modo que se tendra, segin quedamos demos-
trar, A+tAN+A">B+B~+B'™N

Dos 6 mas desigualdades en sentidos contrarios no se pueden
sumar, pues la suma puede dar origen & una desigualdad en uno 6
en otro sentido, 6 & una igualdad.

* 378. Se mpueden restar ordenadame'nte dos desigualdades que se
cerifiquen en sentido contrario, poniendo & la resta el signo de la que
sirvié de minuendo. Asi, de las desigualdades A>B y A'<CB', se de-
duce A—xV'>B—B" En efecto, el minuendo A de la primer dife-
rencia, es mayor que el minuendo B de la segunda; y como ademas
el sustraendo de la segunda es mayor que el de la primera, se tiene
evidentemente que la primera diferencia A—A', es mayor que le
segunda B—iV.

Dos desigualdades que se verifican en un mismo sentido no se
pueden restar, porque pueden dar origen a otra desigualdad en el
mismo sentido, cu sentido contrario, 6 a una igualdad.

* 379. Se pueden multiplicar ordenadamente mcarias desigualda-
des que se verifican en un mismo sentido, si los dos mmiembros de cada
nna son positivos.

En efecto, sean las desigualdades, cuyos miembros son positivos,
A>B, A'>B', A">B".

El producto AA'A™ de los primeros miembros, sera un namero
positivo, lo mismo que el producto BB'B de los segundos; ademas,
como todos los factores del primero son mayores que los del segun-
do, se tendra AANAN>BBMB'A

CoNSECUBNCIA.  Se puede elevar una desigualdad & una potencia
cuyo esponente sea entero y positivo, siempre que los dos miembros
sean positivos. Asi, de la desigualdad A>»B se deduce, siendo rn
un nuamero entero y “positivo y positivas la cantidades k y B,

» 380. Toda desigualdad sepuede elevar d uvm potencia de grado
impar.

En efecto, sea la desigualdad A>B. Si Ay B son positivas, ya lo
hemos demostrado. Si A es positiva y B negativa, A®+" sera positi-
va,y /sera negativa; luego se tendré evidentemente A-"+
Si Ay B son negativas, las potencias y lo seran tam-



DESIGUALDADES. 283

bien; pero siendo A >B, el valor numérico de A sera menor que el
de B; luego el valor numérico de serd también menor que el
de y por consiguiente sera A*” +' + conlo cual queda
demostrado el principio.

* 381. Se puede extraer una raiz de grado impar de los dos
'm/iemhros de una, desigualdad.

Sea la desigualdad A B. Si Ay B son positivas, sus raices de
grado impar también lo seran, y ademas la primera sera mayor que
la segunda. Si A es positiva y B negativa, sus raices de grado impar
serdn la primera positiva y la segunda negativa, y por consiguiente
aquella mayor que ésta. Por ultimo, si Ay B son negativas, nega-
tivas seran también sus raices de grado impar, mayor en valor nu-

mérico la segunda que la primera; luego si se tiene A>>B, se tendra,
] ) nl a» 4 1
cualesquiera quesean lossignosde AyB, KA >» KB.

* 382. Sepuede extraer una raiz de grado par de los dos miern-
bros de una desigualdad, siempre gue se tomen para estas raices can~
iidades positivas.

Sea la desigualdad La raiz del grado 2n de una canti-
dad A2"es, segln ya se lia demostrado (173), £ A. Por consiguien-
te, las raices del grado 2n de los dos miembros de la desigualdad
propuesta, seran dz Ay zh B. Ahora bien, como ANy B~”\son can-
tidades positivas, ya sean positivas 6 negativas las cantidades Ay B,
el valor numérico de A sera mayor que el de B, puesto que se tiene

liz«; lupgQ gi tomamos el signo de estas raices, de modo que
las cantidades zL. A y ziz B sean positivas, se verificara el enunciado.
Asi, si Ay B son positivas, se deducira de la desigualdad > B
A >B . Si Ay B son negativas, se deducira entonces — A7> — B.
Si A es positiva yBnegativa, se tendrd A> — B. Por ultimo,si A es
negativa y B positiva, sera — A>> B.

* 383. Sepueden dividir ordenadamente dos desigualdades gtie
se verifican en sentidos contrarios,y cuyos iniembros sonpositivos jwc-
dando los eoc'enies en el sentido de la que sirvié de dividendo.

Sean las dos desigualdades A>> B y A'<C B', cuyos miembros son

. . A B
positivos, de los cuales deduciremos T B

En efecto, el primer dividendo A es mayor que el segundo B, y
ademas ei primer divisor A", es menor que el segundo B'; luego se
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tendra evidentemente que el primer cociente es mayor que ei se-
gundo, segun queriamos demostrar.

lueciiaelonesele primeroyscgnmdo jurado.

* 384. Cuando en una desigualdad existen una 6 varias can-
tidades desconocidas cuyos valores se han de hallar con la condicién
de que la desigualdad quede satisfecha, tendremos, por analogia &
lo que con respecto de las igualdades y ecuaciones hemos dicho,
una JNECDACION.

Las inecuaciones, lo mismo que las ecuaciones, pueden ser de
primero, segundo, tercero, etc. grado; nosotros sélo nos ocupare-
mos de las inecuaciones de primer grado con una 6 mas incégnitas,
y de las de segundo con una sola inciignita.

s 385. Toda inecuacion de primer grado con una incégnita
puede reducirse & una de éstas Ac>>B 6 A.c<<B, en la cual A es una
cantidad entera y positiva, y B una cantidad entera, positiva 6 ne-
gativa. Para ello, no hay mas que quitar los denominadores si los
hay, multiplicando los términos enteros por el minimo comdn mal-
tiplo de todos ellos, y el numerador de cada fracciéon por el cociente
de dividir dicho m. c. m. por el denominador correspondiente, de-
jando la inecuacion en el mismo sentido 0 sentido contrario, segun
que el m. c. m. sea positivo 6 negativo (370 y 376). Después se pa-
san todos los términos que tienen incognita al primer miembro y
los que no la tienen al segundo (374), se efectlan las operaciones
indicadas que resulten si la inecuacién es numeérica, 6 se saca la
incognita factor comun si es algebraica, representando por Ael coe-
ficiente de la incognita y por B ia cantidad constante. Si A es ne-
gativa, se le cambian los signos a toda la inecuacion, cambiando el
sentido de la misma (376 coxs. 1.9), y queda reducida & una de las
dos formas indicadas al principio.

Si dividimos por A cada una de las inecuaciones propuestas, ha-
%iaremos a'>>Ec') r<! B

Ao <t

De modo que si suponemos que Alo mismo que B pueden ser po-

sitivas 0 negativas, las dos Inecuaciones podran reducirse 4 una sola
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B
A./>B, de la cual se deducira seglin que A sea positiva 6 ne-

gativa.

386. En las inecuaciones de primer grado con una incognita,
puede recibir ésta, segin vemos, una inOnidad de valores, pues so6lo
determinamos un limite superior ¢ inferior de estos valores; asi, en

el primer caso, cuando dando & x valores mayores que la

B
fraccic’)nx, la inecuacién queda satisfecha convirtiéndose en des-
igualdad tan pronto como se sustituye x por uno de estos valores: si
se considera la segunda dando a x valores menores que esta

fraccion, queda también satisfecha la inecuaciéon. En algunos cosos
no se excluye la igualdad, y entdnces x no s6lo puede recibir valores
B
mayores que —, smo que también puede ser igual & este valor.
De aqui se deduce que una incégnita puede a veces satisfacer a
mé&s de una inecuacién; en efecto, sean las dos inecuaciones Aa?>B

y A”aj>B', de las cuales se deducen los limites

< AN <A’
Con estos limites se pueden hacer las siguientes combinaciones.
Si Ay A'son positivas, se tendra ;c>a, y representando

por a ya' los cocientes respectivos de dividir B por A, y B' por A"
donde vemos que si a>-a', dando & x valores mayores que a, ambas
inecuaciones quedaran satisfechas; luego se hallaran para x una in-
finidad de valores.

Si Ay A’ son negativas, los limites seran x<C.a y x<”a'\ de modo
gue ambas inecuaciones quedaran satisfechas dando a x valores me-
nores que el menor de los dos valores a 6 a'; por consiguiente, tam-
bién se verificaran para una infinidad de valores de x.

Si A y A'son de signos contrarios, los limites de los valores de
X seran x'Ma y x<id, 0 x<io, y x'*aL

Ahora podra suceder que los limites de los valores de x sean
contradictorios 6 no; en el primer caso las inecuaciones propuestas
seran incompatibles, en el segundo x podréa recibir todos los valores
gue queramos, con tal de hallarse comprendidos entre los limites



286 INECUACIONES T

ay a'\ este caso puede darnos un numero limitado de soluciones,
cuando x ademas de veriflcar las condiciones que las inecuaciones
indican, tiene que satisfacer & la de ser un nimero entero, en cuyo
caso X no podra valer mas que los nimeros enteros que haya com-
prendidos entre a y a'. Los limites seran contradictorios, en el primer

caso, si se tiene y en el segundo, cuando

* 387. Sise tuviesen varias inecuaciones con una incognita
Ar>gE, Arr>B~
se hallaria para limites respectivos
> B'  «>B"

los cuales estarian todos en un mismo sentido, 6 unos en un sentido
y otros en sentido contrario. En el primer caso, dando & x valores
mayores que el mayor de los limites, 6 menores que el menor, segliin
que sean inferiores 6 superiores, se tendran todos los valores de x
que satisfacen & las inecuaciones propuestas; en el segundo caso se
daran & x valores comprendidos entre los limites inferiores y supe-
riores mas proximos.

Asi, si X tiene que ser menor que a, al!, a' 'y mayor que
oi, a,", siendo el menor de los primeros limites a" y el ma-
yor de los segundos x sélo podra recibir los valores comprendi-
dos entre estos dos limites; y las inecuaciones serian incompatibles
si dichos dos limites fueran contradictorios.

* 388. Consideremos dos inecuaciones con dos incognitas
ax-i-hy>k y
de las cuales se deduciran los limites
\/c—hy —b'y
<.a” ¥ r aq

Si a, y a® son de un mismo signo, se tendran para x dos limites
inferiores @ superiores, segin que a, y a‘, sean positivas 6 negati-
vas, en cuyo caso podremos dar & y un valor arbitrariop, y & x va-
lores mayores 6 menores que la mayor 6 menor de las expresiones

segun que dichos limites sean inferiores 0 su-
a o!

periores.
Si 0y a' son de signos contrarios, siendo y se ten—
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. k— by k'—Db'y .
(Ira a )‘-X- a ;Y para que estos limites no sean con-
tradi‘ctorios, se deberéa tener
T—bi M wy
< e

a a

De esta inecuacion se deducird un limite de los valores de vy, y
sustituyendo valores convenientes de esta incognita que satisfagan &
la inecuacién anterior, obtendremos .para cada valor pde y dos ex-

k— k'—yp

presiones a Vv qgue comprenderan los valores dey ; de

modo que dando a x valores comprendidos entre estas dos expresio-
nes, estos valores unidos con el valor de y=", nos daran todos los
sistemas que verifican a las inecuaciones propuestas.
389. Sean ahora las tres inecuaciones con tres incognitas
a"x-{-b"ji-jrc' z:>k",
de las cuales deduciremos los limites de x
N k—by—cz k'—b'y—(/z \ U"—Db"y-

"< » — a' -EEE< a

loscuales podréan ser todos Inferiores, todos superiores 6 uno infe-
rior y los otros dos superiores, 6 uno superior y los otros dos infe-
riores, segun que los tres coeficientes a, a\ a", sean positivos, ne-
gativos, uno positivo y los otros dos negativos, 6 uno negativo y los
otros dos positivos.

En los dos primeros casos se les dard & j/y.sdos valores Py rcua-
lesquiera, y dando a & valores mayores 6 menores que la mayor 6
menor de las cantidades < & ATYP—ey  k'— ¢y
a ! a' a" *
segun que los limites sean inferiores ¢ superiores, se tendran las so-
luciones que verifican a las inecuaciones dadas.

Si todos ios limites no son en un mismo sentido, sino que se tie-
ne, por ejemplo

k~b —CZ —bI -c' "_ " [
[ — LA ,x<¥ ------- J rizyoe<k_-by—c"z

serd necesario para que estos limites no sean contradictorios, que
e tenga
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k—b]li—cz k'—b'—c'yz k— by-
a A d A a alf
cuyas inecuaciones podran reducirse &
Bi+Cz>K y B'y+C”s>K'.

De estas dos deduciremos los limites de los valores de y y de z;
de modo, quedando & Yy &~ dos valores py t comprendidos en-
tre estos limites, resultaran para limites de x

por consiguiente, dando & x valores comprendidos entre los dos li-
mites mas préximos, se tendran las soluciones que verifican & las
inecuaciones dadas.

De la misma manera se obtendrian los limites de las incdgnitas
de un nlmero cualquiera de inecuaciones.

* 390. Sea, por ultimo, la inecuacion de segundo grado con
una incognita

o pxrg= il Fo.

Para que este producto sea positivo, es necesario que se tenga

P .ilp~
p* q.
X<
- W 4 - 2 V4
Las dos primeras condiciones quedan satisfechas haciendo
t
2

y las dos segundas quedan también satisfechas si'se hace

AP tiph

luego los limites de la incognita de la inecuacion de segundo grado
son

< 2 V4

cuyos signos> y  corresponden & los signos-}-y — del radical.



ANALISIS INDETERMINADO.

LECCION XT.T.

con dos 6 mas incognitas pneda tener soluc'ones Mier®E. Simplifitaetdt (§oPrMeL97gH0
dada.-Eeglapara hallar las fornmlaa que dan las soluciones enteras y positivas d*”una

ecuacion de primer grado con dos incégnitas. Simplificaciones que pLden h  «

indeterminado de primer «rado. Ccdlclo» par«,]|,¢ eeu».

clon de primer grado con do» 6 mas IncognltaH pueda tefiir solucione«
entera«. Simplificaclon de ana ecuacién dada.

* 391. El andlisis indeterminado tiene por objeto hallar las so-
laciones enteras y positivas de un sistema de ecuaciones, cuyo ni-
mero de incdgnitas es mayor que el de ecuaciones.

392. Para que una ecuacidn entera de “rim&r grado, con dos 6
'»t(is"ncégmtas,2medas6rveriJicadapor valores enteros, es necesario
que el m. e. d. de todos los coeficientes divida d la cantidad constante.
N En efecto, sea la ecuacién general de primer grado con varias
incognitas, cuyos coeficientes y cantidad constante son nudmeros
enteros,

acc-f-by-\-cz-"...=k [ij.
Supongamos que a, b, ¢,... tengan un factor comuin m; dividamos

por este factor, y llamando a', b', e',... los cocientes de dividir

o, 6, c,... por m, se tendra
ro]

a'x-"Vy-\-c'z:\-...= R

3|x

Si m divide & y da un cociente entero hJ, la ecuacion
propuesta [1], lo mismo que la [2], se podra verificar, sin dificul-
tad alguna, por valores enteros de las incégnitas. Pero si m, no di-
vide & k, la ecuaciéon [2] no podra verificarse por valores en-
teros de las incognitas; porque poniendo en vez de x, y, °
nimeros enteros, el primer miembro se reduce a un ndmero
entero, mientras que el segundo es un ndmero fracciona-
rio La ecuaciéon [1] tampoco puede tener soluciones enteras*

i»
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porque si en ella sustituimos también en vez de las incégnitas, nu-
meros enteros, resultard un ndmero entero nadUiplo de m, mien-
tras que el segundo miembro ™ no lo es; y por consiguiente es
condicién precisa para que una ecuacién se pueda resolver en nu-
meros enteros, que todo divisor comdn & los coeflcientes de las
incégnitas, lo sea también de la cantidad constante. Cuando esto no
se verifique, la ecuaciéon no se podré resolver en numeros enteros.
* 393. Antes de aplicar a las ecuaciones propuestas el mé-
todo que se sigue en el analisis indeterminado para hallar las for-
mulas que dan las soluciones enteras y positivas, conviene simpli-
ficar estas ecuaciones cuanto sea posible.
Sea la ecuacién con dos incognitas

*)

cuyos coeficientes A, Hy Kno tienen factor alguno comun, porque
silo tuvieran podriamos dividir por él. .Si tuvieran factores comu-
nes de dos en dos, podrian tenerlos AyB, AyK 6 By K. En el
primer caso, la ecuacién propuesta no se podria resolver en nume-
ros enteros, segiin hemos visto anteriormente. Si Ay K tuviesen el
factor comdn m,6By ~ tuviesen el factor n, 6 se verificasen & la
vez estas dos cosas, dividiriamos primero la ecuaciéon dada por m. y
hallariamos, llamando ay K' los cocientes de dividir A 'y K por m,
cuya ecuacién no puede verificarse con nimeros enteros, & ménos
que y no sea un multiplo de m, puesto que B y m son primos entre
si; de modo, que haciendo y simplificando se tendra
ax-jrBy’ ‘

Si By K tienen ademas el factor n, By K' también lo tendran,
pues m y n son primos entre si; de modo, que dividiendo ahora por
n la ecuacion anterior, y llamando 6 y Alos cocientes de dividir res-

pectivamente By por n, se tendra la ecuacion — la

cual no se puede verificar en nimeros enteros, si no se tiene la con-

() En toda esta teoria, del andlisis indeterminado, sapondremos que los
coeficientes de las incognitas y cantidades constantes son ndmeros enteros.
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dicion de X= na/, siendo d un ndmero entero. Sustituyendo este
valor y simplificando, se halla la ecuacidn totalmente simplificad#
az-irby’=k, cuyos coeficientes son primos entre si.
Sea, en segundo lugar, la ecuacion con tres incégnitas

Cs=K, en la cual los coeficientes A, B, Cy K no tienen ningun fac-
tor coman. Supongamos que estas cantidades puedan tener factores
comunes de tres en tres. Si A, By C tuviesen un factor comun, la
ecuacion no se podria resolver, como ya hemos visto, en ndmeros
enteros.'Si las tres cantidades que tienen un factor comin m, son
A, By K, dividiendo por él y llamando A" y K' los cocientes

respectivos de dividir A, B y K por m, se tendra CZ: K'.

. m
Para que esta ecuacidon pueda verificarse en numeros enteros,

es necesario evidentemente que se tenga z=m z\ siendo z', un nd-
mero entero; de modo, que sustituyendo este valor y simplificando,
se hallard A'r-B'dN-CsN=K"

Si ahora suponemos que A, C y K tienen un factor comun w,
y luégo suponemos que el factor comuanlo tengan los tres coefi-
cientes B, C y K, repitiendo sucesivamente las operaciones he-
chas anteriormente, llegaremos 6 la ecuacién ax” by’ = k,
cuyos coeficientes a, > ¢y k seran primos de tres en tres.

Esta ecuacion no podra simplificarse mas; porque si tuvieran
dos de los coeficientes un factor comuan, podria ser satisfecha por
valores enteros de las incognitas sin condiciéon necesaria.

En general, una ecuacion con m incégnitas se puede simpli-
ficar de modo que sus coeficientes sean primos entre si de in en m.
Cuando esto se consigue se dice que las ecuaciones estan totalmente
simplificadas, y los valores hallados para las incognitas de estas
ecuaciones, hay que sustituirlos en las igualdades de condicién que
hemos establecido x=z7nx\'y =ny\ z = pz\... para obtener los
de las incdgnitas de! sistemo propuesto.

En todo lo que sigue del andlisis indeterminado, supondremos
que las ecuaciones estan totalmente simplificadas.

n<*91a para hallar las fériunlaM que dan las solneiones cntrras y posili,
vasde lina ecuacién deprimer grado con dosincégnitas. SImpllUcaeia-
nesque pueden hacerse.

* 394. El caso més sencillo que podemos considerar en el ana-
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lisis indeterminado, es el de resolver yna ecuacién con dos incég-
nitas. Sea, por ejemplo, la ecuacién

axMly —% [1].
Si uno de los coeficientes, a por ejemplo, fuese la unidad,
despejando & a;, hallariamos la expresién a= en la cual

dando &y valores enteros cualesquiera, resultarian para @ valores
enteros también; y si ademas de enteros quisiéramos fuesen positi-
vos, dariamos 6 y valores enteros y positivos que verificasen la des-
igualdad k — de donde se halla el limite de los valores de

h
y, quees < —.

* 395. Sininguno de log coeficientes es la unidad, podremos
hacer depender la ecuacion [1] de otra, en la cual una de las incog-
nitas tenga la unidad por coeficiente.

Despejémosla incégnita que en la ecuacion propuesta tenga me-
nor coeficiente, de modo que si suponemos « < 6, se tendra

Dividamos Ay 3 por o, y llamemosp y g los cocientes enteros,

A, y r los restos, que supondremos ser jguales 6 menores que la mi-

tad del divisor a, para lo cual no hay mas que ejecutar las divisio-

nes por exceso ¢ defecto segin convenga; de modo, que se tendra
ic= ap”ki, b=aq-"r, de donde iy = aqy-hry.

Sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, se hallara,

después de simplificar, oj —p n

Para que los valores de x sean enteros, es necesario que ios va-
_ &i—ry
lores de y sean tales, que reduzcan la expresion — -— a un nu-

mero entero cualquiera i; de modo, que haciendo
of= —— N ,setendrda = p— qy-hf-

La cuestion, como sevé, queda reducida a determinar los valo-

res enteros dey y de i, en la ecuacion

3 kKi—ry
i = . ,6seaai-hn/—
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la cual tiene los coeficientes a, r j ki respectivamente mas sencillos
que b,ay k.

Si con la ecuacién [2] hacemos lo mismo que se ha hecho con
la propuesta, tendremos, llamando pi y  los cocientes respectivos
de dividir *iy ¢giporr,j kiy n los restos, que como ya sabemos
serén menores que la mitad del divisor r,

ki—al — Wit ,
Y= e =PI QM o .

Para que los valores dey sean enteros, es”pecesario que cada

uno de los valores enteros de t hagan que la expresion
r

igual & un numero entero también, que representaremos por de
modo, que se tendra I'= ~ — | é y=p~*— g i*"tr- de donde se de-

duce la ecuacion

[3];
cuyos coeficientes son mas pequefios que los déla ecuacion [2J, y
por consiguiente que los de la propuesta; de ella deduciremos, de
la misma manera que anteriormente,

Para que los valores de la indeterminada t sean enteros, hare-
mos, como anteriormente.

mrj’ .
, €N cuyo caso se tiene {==Pi—

Por consiguiente, la ecuacion [3] queda reducida a la ecuacién
més sencilla,

Deesta, lo mismo que de las anteriores, sacaremos
Aj—ritf' kt— rt"
rt r*
El valor de tf serd entero si, representando por  un ndmero en-

tero, se le dan 6  valores que verifiquen la igualdad
re *
en cuyo caso se tendrd f=Pi—

Continuando del mismo modo, y observando que los coeficien-
tes r, ri, r,, r® etc., que tienen las indeterminadas y, i, t' etc., en
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Yas ecuaciones [2], [3] etc., son los diferentes restos que se hallan
al aplicard y o las operaciones del m. c¢. d., llegaremos necesa-
riamente & un residuo igual a la unidad, puesto que los coeficientes
b y a son por hipotesis primos entre si.

Supongamos que hemos llegado a este Ultimo resto, y que se

tenga rs=:1; en este caso, la Gltima ecuacion de condicion se con-
ver™ra en
p" = - , de la cual se deduce [4].

En esta ecuacion, el coeficiente de  es la unidad, y por consi-

guiente se tendra de modo, que dando valores ente-
ros & i, se hallaran valores enteros para siendo vy ndme-
ros enteros, los valores de tf también seran enteros, y lo mismo los
de i, i/l y X

Ahora, para hallar las férmulas que directamente nos dan los va-
lores de las incognitas x k y,no tenemos mas que eliminar las inde-
terminadas i, y entre las formulas que hemos hallado en las
ecuaciones [1], [2], [3] v [4]: asi, efectuando esta eliminacion por el
método de sustitucion, hallaremos para x € y hs féormulas que re-
suelven la cuestién en nimeros enteros, y que serdn de la forma

a:=«-1-Af, é
siendo t la Gltima indeterminada, en la cual hemos suprimido los
acentos por ser ya inutiles.

* 396. Cuando en el numerador de alguna de las fracciones que
se igualan a las indeterminadas ¢, i', hay un factor coman, se
simplifica mucho el célculo, poniendo de manifiesto dicho factor; y
como éste sera siempre primo con el denominador, podra suprimirse
haciendo dicha funcion igual al producto de una indeterminada por
el factor de que se trata.

Supongamos que la fracciéon -------- tiene en su numerador el

factor Wy el cual puesto de manifiesto, y llamando a/y los co-
. - . m{k\'—T

cientes de dividir y r por m, se tendra { ) y como los
coeficientes a, a y Ason primos entre si dos & dos, a tiene que ser
también un numero primo con k\y r, y por consiguiente con m.
Siendo el nimero a primo con w, y debiendo dividir a
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dividira necesariamente & ar/—i*y\ de modo, que se deberd tener

—/ k—r
. y :i, de donde se deduce a y -mt.

Donde vemos, que en vez de la ecuacion [2], hallaremos, me-
diante esta simplificacidn, la ecuacion de coeficientes mas sencillos

* 397. Una vez halladas las formulasa; = «-hAi é y— P-I-Bi,
gue dan las soluciones enteras dando & i valores enteros, podremos
establecer las condiciones para que sean los valpres de & é y, ademas
de enteros, positivos; para lo cual sélo daremos a la indeterminada t
los valores comprendidos entre los limites que se deduzcan de las
desigualdades y p+B/>-0; cuyos limites podran com-
prender un namero infinito de valores enteros para t, en cuyo caso
sera también infinito el nimero de soluciones enteras y positivas de
la ecuacién propuesta; estos limites podran comprender un ndmero
limitado de valores enteros para t, y por altimo no comprender nin-
gan numero entero, teniendo en el primero de estos dos casos la
ecuacién propuesta un namero limitado también de soluciones ente-
ras y positivas, y en el segundo ninguna solucién.

Ejemplo I. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua-
cién 37a:—53i/=:123.

~espejando x, por ser la incégnita que tiene menor coeficien-
te, sera

53,y _l_i23 NGT-1-'12
x= NN =1 [/+ 3+ - -

Para que x pueda ser un nimero entero, es necesario que sea un
160/+12  A(4y-i-3)

nimero entero también la fraccion y como
37 37
4y 37 son dos nimeros primos entre si, tendra que dividir necesa-
riamente 37 & fi® modo, que haciendo
4y-h3

t=- , se tendrd x=y-"S-\-U;
37

y despejando el valor de y en esta ecuacién de condicion, hallaremos

3+37/ 4+i
» = mmmmee- j-= -1+ 9< + --,
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1-j-i
Si hacemos ahora tf— ) en cuyo caso se ha-

llara de donde t=W —1: formula que dara valores en-

teros para t, siempre que at' demos también valores enteros.
Sustituyendo en los valores de a; é y el valor de i, hallaremos las
férmulas que dan las soluciones enteras de la ecuaci6on propuesta
IH_53i~ é y=—10+371".
Si queremos que las soluciones sean ademas de enteras positivas,
hallaremos los limites de los valores enteros que debemos dar &
por medio de las desigualdades — 1+S3i'>0 y —10+37i7>0.

\\ , 10
De la primera se deduce T3’ y de la segunda r > 3—7; luego

dando & t' valores mayores que el mayor de estos dos limites, se ten-
dran todas las soluciones enteras y positivas de la ecuacién dada. Asi,
a se le podran dar ios valores , 2, 3,... y los valores corres-
pondientes de lasincégnitasserana;=A2,95, 148,... y=27, 54,91
Ejemplo Il. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua-
cion 139xH-447i/=453.
Despejando la  se hallara

453-447y y_f_36—30y
= 139 \39 =
. 6(6—5y)_ ..
Haciendo 9 =61, hallaremos
Oy ji=3—airLei
439
De la primera relacién se saca 5i/-}-139/=6, de donde
6—439;, _ 14
v=- :1—2814-
Haciendo . , se tendrd&  —1-i-Si" é y—1—28i-|-i"-

Eliminando la indeterminada i, hallaremos las formulas que dan
para x éy valores enteros

y=29—139i",
a;=:_90H-447/".
Si queremos hallar los limites de los valores de f, para que
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las soluciones de la ecuacion propuesta sean ademas de enteras po-
sitivas, haremos 29— 139i'>0 y —90-+-A47i'>0, de donde sacare-

ANND29 ,9 0
mos r<C rrr X —_.
139 -N44T

Cuyos limites nos dicen que no tiene la ecuacion propuesta solu-
ciones positivas.

Ejemplo llt. Sea la ecuacién cuyas soluciones enteras y positi-
vas queremos hallar 11557-t-483y=4305.

Esta ecuacion es divisible por 7, de modo que efectuando la di-
vision, se tendra 160j;4-69 =615.

El coeficiente de y, y la cantidad constante tienen el factor
comun 3, de modo que simplificando se tendra, después de hacer
X —dx',

1657+23 y=205.

El coeficiente de ic'y la cantidad 205, tienen el factor comun
6, haciendo ~==5%', se hallara simplificando

33a;'-t-23y'=41.

Esta ecuacion estd totalmente reducida, y aplicandole el método
del analisis indeterminado, hallaremos

,  Al-Sai.-" . , 18—1031

Como el numerador de la fraccion anterior, tiene el factor 2, se
2(9—S<)

°io

J s e 1/ . -
poéira poner Bajo ?’a forma , ¥ debiendo dividir 23 al nu-
merador para que el valor de i/sea entero, dividira necesariamente
a 9—5”, por ser primos entre si 2 y 23, de modo que haciendo

2(9—5j3") ., 9—53/
o}

/\:2
23 [ ~N 23

se tendra y'="N—
De la relacién de condicion se deduce

?21=1 _5i+

6/A+23i=9, x'=? _ :

o

y *haciendo
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hallaremos SM-27,
d[=*
de la relacion — sesacai= —
Sustituyendo este valor de i, en el de a/, se hallara
ih=1+10 —25/'4-2'= 11— |
y sustituyendo este valor de a/ y el deien el valor de ten-
dremos 1/'=1—114-23{"—4+10"=—U~"-33i" ¢
Sustituyendo ahora los valores de x' € y', en ios ae x é y halla-
remos las fdrmulas que dan las soluciones enteras
a;=33—69i" é y=—70"-'IC5in
Si queremos hallar los limites de los valores de i* para que los
de a é y sean positivos, haremos
33—69i'>0 y —70-h160i*>0,
33 70
de donde deduciremos y NN aes'
Limites, que como en el caso anterior, no comprenden ningln
valor entero de y por consiguiente la ecuacién propuesta tiene

soluciones enteras, pero negativas. , . r
Ejempto XV. sea, por Gltimo, la ecuacion con dos incognitas,
cuyas soluciones enteras y positivas queremos hallar,
21iK4-13y=500.
Despejando &4y, y continuando el calculo, hallaremos sucesi-
vamente.

. 800—24a 55 38— 2a%-|-i:
y- lo
6+5a?= 43i,
13i—6 2i-h1
o 6
2i+4=6/",
o i"—X
h O oo = 214-i;
i 2
i" 1=2AAn
i'=4-h2r.

Hallando ahora los valores de ic é y en funcién de i* tendremoa,
haciendo la sustituciones sucesivas,
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a:=6+1Si"—1_| —2i"=4-]-13i",
)/=38-8—26i"+2+5{"=32—21i".

De modo, que quitando los acentos como innecesarios, hallare-
mos las férmulas x="M-"13i é y=32—21i, que nos dan las solu-
ciones enteras de la ecuacion propuesta, para lo cual no hay mas que
dar valores enteros a la indeterminada t.

Si queremos hallar los limites de los valores que i puede recibir,
para que los de x é y sean ademas de enteros positivos, establecere-
mos las relaciones siguientes:

4-t-13i>0y32—21i>0;
L 4 32
de donde se deducira i>>——1y
Por consiguiente, los Unicos valores que i podra recibir, seran i=0
y a los cuales corresponden
4
y=B" N y=11.

LECCION XLII.

Aailisisde las formulas it=«+Af, P+Bi. Consecaencia que de este analisiMesulta.—
Casos particulares en que puede hallarse con facilidad una primerasolucién.—trohlemas.

AmAIUIs de las foériuitia«c x=x+At CODsecncncla que de este
andlIHIM resalta.*

* 398. Hemos visto en la leccion anterior que, aplicando & la
ecuacion de coeficientes enteros y totalmente reducida
ax-\-by=k [1],
el método general del andlisis indeterminado, llegamos a obtener las
férmulas de la forma
x=«-hAi é y=p-hBi;
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las cuales dap los valores enteros 4e x é y, siempre que & I&
indeterminada i demos valores enteros, tanto positivos como ne-
gativos.

De la forma de estas férmulas se deduce & primera vista, que las
cantidades « y pindican ya una solucién de la ecuacién [4], pues
corresponden al valor especial i=0.

Respecto de los coeficientes Ay B que tiene la indeterminada f
en las formulas, observaremos que en todos los ejemplos que hemos
resuelto, A es igual al coeficiente que tiene y en la ecuacién pro-
puesta, tomado con el mismo signo que tiene 6 con signo contrario;
y Bes igual al coeficiente de a;, tomado con signo contrario ¢ con
el mismo que tiene.

Para probar que esta propiedad es general, y que por consiguiente
se verifican siempre las igualdades
A=%5 y B=:p<z,
dando origen ¢ las formulas generales de los valores de las in-
cognitas
Xx=a.tbht é y—"tat,

partiremos siempre de la hip6tesis que “ y p forman una solucién de
la ecuacion [1], correspondiente al valor i=0.
Siendo « y puna solucién de la ecuaciéon propuesta, se tendra
lio-i-6p=A-; cuya igualdad, restada de la ecuacion [1], dara
Qx—Ej+5(1/—P)=0.
Despejando ahora 4 x —«, 6 y—p, tendremos

. AN
Siendo x —» una cantidad entera, el segundo miembro tiene que
serlo también; por consiguiente, a tiene que dividir al producto
—pl; pero a es prima con b; luego tiene que dividir necesaria"
mente al factor y—p, 6 lo que es lo mismo, este factor serd igual
al producto de g por una cantidad entera i, ya sea positiva 6 nega-
tiva; de modo que se tendra, poniendo el signo de manifiesto,

y—n=zf.at, de donde y=pzpali.
Sustituyendo el valor de y—Pen el de x—a» se hallara

X ot=— de donde x=<"%bl,
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Por consiguiente, los valores enteros de las Incdgnitas de la ecua-
cién [1], estaran dados por las formulas generales *

los cuales se obtienen dando & t valores enteros y positivos.
De otro modo, si en la ecuacion [1] sustituimos x éy por las ex-
presiones y P-I-Bi, tendremos
fi(c4-A ' (pEBi]= ¢,
0 efectuando las operaciones,
cAH—pFBt/c 5
pero ya hemos visto, que siendo « y Puna soluciéon de la ecuacion
propuesta, se tiene de modo, que restando esta igualdad
de la anterior, y sacando ¢factor comun, se tendra (0A-}-6B)t=0.
Veriflcandose esta igualdad para cualquier valor que se le dé &
se debera tener necesariamente

A h
izA-h~B=0, de donde BT :

Esto supuesto, de los valores generales
an=a-l-A; ¢é }-Bi,
se deduce que Ay B tienen que ser nimeros primos, pues si pudie-
ran tener un factor comun n, los valores de ¢ é y podrian ser ente-

. . m .
ros, dando &t valores fraccionarios de la forma—; lo cual es im-
n

posible, porque todas las igualdades de condicibn que hemos
establecido en el procedimiento, exigen que los valores enteros que
se le den ay, hagan que lo sean también los de /; éstos 6 su vez
tienen que hacer enteros a los de en la segunda igualdad, y asi
sucesivamente; luego cada una de las indeterminadas no
puede recibir sino valores enteros, para que los valores de x é 'y
lo sean también.

Siendo Ay B numeros primos entre si, las fracciones B—y —————— no
a

pueden ser iguales si no son Idénticas {Arit. 157); luego se debera
tener A==h¢{> y B=ipa, y por consiguiente, las férmulas gené-
rales se reduciian, como Antes, a
iC=adzai ¢é y=pqg=ai.
Si damos & | los valores 0, i, 2, 3,... se obtendrédn para x y
para y las dos séries de valores
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Xx=a» «4-"i
- 7/=p, p—o0, p—2a, p—3a,...
y X=a, cc— a— a— 3¢,...

y— A, pHi-1l p+2a p+30.,..

las cuales se podran reducir a estas dos:

X=... a—3l) a—2& a—bh, a, a-\-b, a+2&, «H-S4,...

y=... p-1-3a, 0+2a, p+a, p, p— p—2a, p—3a,...;
cuyos nimeros satisfacen en su formacion & una ley constante; asi,
los valores de x se obtienen & partir del valor a, agregando ¢ dis-
minuyendo al anterior la cantidad 6, y los correspondientes de y
se hallardn partiendo del valor p, disminuyendo 6 aumentando en
en a a! valor anterior.

* 399. De esta ley se deduce que, si por cualquier medio ha-
Ildsemos una solucién enterado la ecuaciéon propuesta, podriamos
hallar las demas; pues todas se hallarian comprendidas en las formu-
lasx=aztbt é y=Pqg=ai siendo a y p la primera solucién que he-
mos determinado.

Ca»os partlciilaro« cu que puedo. Uallarse con facilidad niia primera
aoliiclon.

* 400. Puesto que de lo dicho anteriormente se deduce que
una vez obtenida una primera soluciéon de una ecuacién de la forma
ax"by=k, se pueden deducir todas las demas por medio de las
formulas x=a-xii 0 y=pqg="i™ conviene que examinemos todos
aquellos casos especiales en que podemos hallar inmediatamente una
solucioU, sin necesidad de aplicar el método general del analisis in-
determinado.

* 401. Silaecuacién es de la forma

* ax-+-by=0,

guedara evidentemente satisfecha por el sistema de valores é
y=0i luego las formulas generales seran x=bht ¢é y=—ai, en
las*cuales t puede recibir valores enteros positivos y negativos.

Sea la ecuacion 7x—5y=0.

Haciendo aj=5i, é y=7t, tendremos las formulas generales que
nos dan las soluciones enteras, dando &t valores enteros positivos 6
negativos.
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* 402. Si el coeficieote de una incognita es un divisor de la
cantidad constante, hallaremos una primera solucién igualando
esta incognita al cociente que resulta de dividir la cantidad cons-
tante por este divisor, y la otra incégnita haciéndola igual acero.

Sea la ecuacién ~=1331.

4331
Haciendo x=Q, é *=—-—=421, tendremos la primera solu-
Y

cion 0y 424 ;y por las formulas
x=QuI\M ¢é 7/=121=f31/,
hallaremos todas las demés, dando a t valores enteros y positivos.
* 403. Siempre que se verifique que la cantidad constante fr,
sea igual alasuma 6 diferencia algebraicas de los coeficientes de las
incognitas, 6 en general de dos multiplos am, y In de estos coeficien-
tes, se hallard una primera solucién haciendo x=m éy=4zn.
Sea la ecuacion 49¢i;-h47y=36.
Como se verifica la Igualdad 19-}-17=36, haciendo é
se tendra una primera solucién, y las férmulas generales seran
a:=l=bl7i é i/=4ipl9i.
Sea, en segundo lugar, la ecuacion
i"x—137=59.
Como en esta ecuacidn se verifica evidentemente la relacion
44x3—13X—2=59,
tendremos una primera solucion haciendo .r=3 é ¥=—2, y por
consiguiente las férmulas generales seran
a;~3zt:43; é y~—2+14i.
Consideremos, por ultimo, la ecuacién 23.ci-477=48.

En esta ecuacion se tiene
23—47=6, dedonde 23x8—17x8=48.

Por lo tanto, una primera solucién serd x=8 é y=—8, y las
formulas generales seran
x=S+\7t é y=-—_8ip23i.

Problemas.

l. Se quiere hacer un pago de 223 reales con pesetas y na-
poleones.

Si representamos por x el nimero de pesetas, y por y el de fiapo-
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leones, se tendra la ecuacion AjrH-19y=223, cuyas soluciones en-
teras y positivas resolveran la cuestion.

Como en esta ecuacion se verifica la igualdad 4xS—19=4, de
donde 4x5-223—19X223=223, se tendra por primera solucién
entera a;=5*223= 1415 ¢é ?/=— 223, y por consiguiente las
férmulas generales, seran

a:=1115—19i é y=—223+ii;
y como los valores de £c é y han de ser positivos ademas de en-
teros, los valores deise hallaran comprendidos entre los limites

223 . 1115 L,
VAR Ee— = 587; luego los unicos valores que

4 13
puede recibir i, son 56, 57 y 58; y por consiguiente, el problema
sélo tiene las tres soluciones siguientes;
i=56,... a:=51, y=1;
i=57,... (¢=32, y=5;
i=58,... a-=13, i/=9.

1. En un dia de cam'po se hwn gastado 2625 rs. por una reunion
de hombres y mujeres que pasa de treinta personas no llega d cua-
renta; cada hombre hapagado 95 rs. y cada mujer 50. Se quiere sa-
ber cuantos hombres y cuantas mujeresformaban la reunién.

Sea X el nimero de hombres, ¢ y el de mujeres y se ten.dra
la ecuacién 95a-f-50y=2625, que simplificada, se reduce &
19a:H-10y=525.

Como en esta ecuacion se verifica la igualdad—19 -h 10 *2=1,
de donde 19x —525+10x2 +525=525, se hallard una primera
solucion, haciendo fc —525 é y=2 *525=1050, y por tanto
las formulas generales, seran

x=—525+10i é y=1050—109i.

Y como los valores 4e x é y han de ser enteros y positi-
vos, se tendra —525+10i>0 y 1050 —19i>0, de donde

525 1050

luego los Unicos valores enteros que puede recibir la indetermina-
dai son 53, 54 y 55: por consiguiente las soluciones enterasy
positivas que verifican a la ecuacidn, son las siguientes:

i=r53... 5, y=43;

i=54... a:=15, y=24;

1=55... a:=25, y= 3.
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De estas tres soluciones se deben desechar la primera v tercera-
pu« no cumplen con la condicion de formar una reunién que pas;
de 30 personas y no llegue é 40; Unicamente la segunda cumpl con
esta condicion, y por lo tanto diremos que la reuniéon se compone

39 personas; 1S hombresy 24 mujeres, como es facil comprobar.

LECCION XLIII.

IncégnllaN.

404. Enia investigacion de las soluciones enteras y positivas

ret:: rmMar prinm-p'la:*";

ax ¢
a'x~i~Ny~i-c'z=k' MJ-
fcegun lo que ya hemos dicho anteriormente (392), estas ecua-
ciones, después de simplificadas (393), no pueden ser satisfechas por
nameros enteros si los coeficientes a, Oy ¢, lo mismo que Oyc
no son primos entre si; suponiendo que esta condicion se verifica,
tratemos de hallar las soluciones enteras de este sistema.

R ¢ B
{ac'~ca')x-\-{6c'"*c¥)y=kc'—cy [2],
que, una vez simplificada, podra reducirse a
Aa;+Bi/=K [3].
I os coeficientes Ay B son primos entre si, esta ecuaciéon tendra
S0 uciones enteras, las cuales se obtendran por las formulas | Bf
cuyos valores enteros &e x éy unidos con ciertos
fo

o
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valores enteros des daran hs soluciones enteras del sistema de
ecuaciones propuesto. Para determinar estos valores de 2, susti-
tuiremos en una de las ecuaciones [1] los valores generales de las
férmulas anteriores, y obtendremos la nueva ecuacion
(«<B—hk)t-\-cz=k—ua—ip [4]>
que debera ser satisfecha por valores enteros de ~y i; de modo que
si esta ecuacion simplificada cumple con la condiciéon de tener sus
coeficientes primos entre si, tendra una infinidad de soluciones en-
teras, que se deduciran de las férmulas
—bklt{ y i=o-I-cii.
Sustituyendo, ahora, el valor de t en las férmulas anteriores,
obtendremos otras de la forma
x=a-+-Mii, y=pn-Nii vy
tascuales, dando & h valores enteros, tanto positivos como negativos,
daran todas las soluciones enteras del sistema propuesto.
~ 405. Silos coeficientes de la incdgnita que se elimina son
primos entre si, no hay necesidad de aplicar el método del analisis
indeterminado mas que & la ecuacién [2J, pues la [4]. que resulta
de sustituir en una de las propuestas las férmulas generales de la
ecuacion [2], contiene, después de simplificada, & la incégnita s
con un coeficiente igual & la unidad. '
En efecto, si suponemos que a y psea una primera solucién de
la ecuacién [2], las férmulas generales seran
x=or\"{bch—ch")t ¢é j/=i"-4-(ca™—ac/)i,
cuyas expresiones sustituidas en una de las ecuaciones'propues-
tas, en la primera por ejemplo, daran, después de toda reduccion
| k— dci— ip thi
(éa'—ab")thz= - n [S].
Ahora bien, siendo «y  una primera solucién déla ecuacion
m , se tendra . de donde se deduce
c(//—ii'a— (/i—aa—ip). n u . «
Siendo el primer miembro de esta igualdad divisible por c, el
segundo también lo serd; pero c es por hip6tesis, un niamero primo
con d, luego c tiene que dividir necesariamente al factor A—oa—¢p,
de modo que llamando r al cociente, se tendra

k— (ix— i?_
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Sustituyendo este valor en la ecuacion [5], se hallara
[hd—aV] [6]
de donde z= ™\-[aV~~ba})l.
Donde vemos que la ecuacién [5] da inmediatamente el valor
de z, en funcién de i; y las formulas que dan las soluciones enteras
del sistema de ecuaciones propuesto, seran
z="-\"{a¥~hd)t.

* 406. Si los coeficientes de la incognita que se elimina tienen
el factor comin m, no llegaremos a obtener la ecuacién [6j, y si
otra en la cual la incégnita que se eliminé tendra por coeficiente el
factor comdn m que tenian los coeficientes.

De todo lo dicho podremos deducir que:

*407. « Para hallar las soluciones enteras de un sistema de dos
ecuaciones con tres incégnitas, se principia por eliminar la incégnita
cupos coeficientes sean primos entre si, y si ninguna goza de estapro-
piedad, se eliminard aquella cuyos coeficientes tengan el menorfactor
comun; después se hallan lasférmulas que dan las soluciones enteras
de la ecuacion resultante, las cualessustitmdas enuna de las ecuacio-
nes propuestas, daran una nueva ecuacion cuyas incognitas seran
latndetertmnadat de lasformulas anteriores y la incognita elimina-
da, fir. cual tendrd pm' coeficiente la unidad, si sus coeficientes en las
ecuacionespropuestas eranprimm entred; y sino h eram, tendrapor
coeficievie el factor comun que tuvieran.

Ejemplo I. Sean las ecuaciones
3r-f-5y—7z— 4
i| 2F3i/— 0.

Eliminando lay que tiene los coeficientes mas pequen os, obten-

dremos la ecuacion
26a?—247=38 0 \3x—i2z=\9,
la cual se verifica evidentemente por los valores x=19, ?=/|9; lue-
go las formulas generales seran
j/=il9 -1 -1 s=19-+-13i,
que sustituidas en la primera de las ecuaciones propuestas, dan,
después de hecha toda reduccion,
y—H¢=16, de donde

Luego las formulas que dan las soluciones enteras de las ecuacio-

nes propuestas, son
a:=19-H?2i, y=16-h11/ y i=19-f-13/.
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11. Sean las des ecuaciones
821-+6?2/—77=13
\%x—9i/'|-02= /o
Si eliminamos la z que tiene sns coeficientes
liaremos la ecuacion £$94— dgy—=1#14 la pual se podra reducir a

62a,_| 1i/=19, haciendo é y=2y"', segun se ha explicado
ya (393).
Las formulas que resuelven esta ecuacion, son
f— 2+11i» —13+621;

y por tanto las de la ecuacion anterior seran
a?=—6+33«, i/=—26+12A,
las cuales sustituidas en una de las ecuaciones propuestas, en la

primera por ejemplo, dan la ecuacion
7«—1008«=—217 6 a—144«=—di,

de la cual se saca la tercer formula .~-31+ U 4 <, que unida con
las dos primeras dan las soluciones enteras del

Si en vez de eliminar la « como se debe segun la reg a, _
moseliminado cualquiera délas otras dos incognitas cuyoscoefic.en™
tes no son primos entre si, hubiéramos llegado a una de las ecua
clones

48a;—112=63 6 SQy—312—25,
segln que fuese 30 ® la incdgnita eliminada; de la segunda se de-
ducen inmediatamente las formulas
y=5+3i« y 2=0+36«,

las cuales sustituidas en la primera de las ecuaciones dadas, tendre-
mos, haciendo todas las reducciones i®—33i=9.

Donde vemos que el coeficiente de la incégnita x, es el factor co-
mun 4 que tienen los dos coeficientes s y 12 en las ecuaciones pro-

Ao Tésta ecuacion se deduce inmediatamente la primera solucion
X=27 y «=3; por consiguiente las férmulas seran
0:=27+33«i y «=3+4«i,
sustituyendo, ahora, el valor de i en las férmulas anteriores, halla-
remos las que resuelven el problema en numeros enteros, que son
X "TI+33h , y=98-+-124ii, a- 1134-1411,.

«408. Si ademas de ser enteros los valores de x, y, a, quisié-
ramos que fueran positivos, estableceriamos esta condicion, bacien
do que sea mayor que cero cada una de las expresiones que dan los
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valores de las incégnitas, y de las desigualdades que resultan se de-
duciran los limites de los valores enteros que puede recibir la inde-
terminada t 6 ti. Asi, en el ejemplo presente tendremos
—6+3300, —26+12400, —31+14400,
0 si se consideran las otras formulas, se tendran las relaciones
27+33/<>0, 98+124i.>0, 113+1Ut,>0.
De las primeras se deducen los limites
2 13 31
ANG2T N144”

donde vemos que dando & ¢valores mayores que el mayor de estos
limites, hallaremos una inQnidad de soluciones enteras y positivas
del sistema propuesto.

De las segundas desigualdades, sacaremos los limites

9 49 113
*A~144°

gue también dan parai, una infinidad de valores enteros, que
cumplen con la condicion de hacer positivos los de las incognitas de
la cuestién.

*409. Consideremos, ahora, un sistema cualquiera de m ecua-
ciones con 9?72+l incognitas.

Si eliminamos una de las incognitas, podremos reemplazar el sis-
tema propuesto por otro compuesto de una de las ecuaciones dadas
que contenga la incognita eliminada, y de las m—1 ecuaciones que
resultan de la eliminacion y que no la contienen. Este segundo sis-
tema lo podremos reemplazar por otro compuesto de la primera
ecuacion del primero, méas otra del segundo que no contiene a la
incognita eliminada, mas las w—2 ecuaciones que resultan de eli-
minar una tercer incdgnita entre las m—1 ecuaciones anteriores.
Eliminando después otra nueva incognita, obtendremos otro sistema
que reemplazara al primero, y que se compondra de una ecuacién
del propuesto, otra que no contiene a la incognita que primeramen-
te se elimind, otra que no contendrd tampoco a la segunda, otra que
contendra a la Gltimamente eliminada y m —3 que contendran & las
w—2 incdgnitas restantes, y eliminando sucesivamente cada una de
estas incognitas, llegaremos a obtener una Gltima ecuacion con dos
Incégnitas a la cual asociando una ecuacion de cada uno de los sis-
temas anteriores, obtendremos uno que reemplazard al primero y
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que se compondra de una ecuacién del sistema propuesto, de otr,
gue tendra una incognita ménos, resultado de la eliminacion de di-
cha incégnita en el sistema dado, de otra del sistema que se deriva
inmediatamente por la eliminacidén de una nueva incégnita, y asi su-
cesivamente hasta obtener una ecuacion de tres incdgnitas, y la al-
tima que tendré dos.

De esta Gltima podremos deducir las férmulas que dan los valores
enteros de las dos incognitas que contiene en funcién de una inde-'
terminada t, cuyas formulas sustituidas en la ecuacién anterior que
tiene una incognita mas, daran otra ecuacion dependiente de
esta tercer incégnitay de la indeterminada i, que una vez resuelta
dard en general los valores de la tercer incégnitay de i en fun-
cién de una nueva indeterminada ii; de modo, que sustituyendo el
valor de ten las fdrmulas halladas anteriormente, tendremos las for-
mulas que dan los valores de tres incdgnitas en funcion de la sola
indeterminada U.

Estas formulas las sustituiremos en la ecuacion anterior que ade-
maés de estas tres incognitas contendra una cuarta, dando origen
asi & otra ecuacion dependiente de esta cuarta incognita y de la in-
determinada «. ; resolveremos esta ecuacion y hallaremos las férmu-
las correspondientes en funcion de una nueva indeterminada i», se
sustituira el valor de U en los valores de las tres primeras incognitas,
y obtendremos las formulas que dan los valores de las cuatro prime-
ras incégnitas en funcién de la indeterminada k .

Continuando del mismo modo, llegaremos & obtener en funcién de
una ultima indeterminada i,,, las fdrmulas generales que dan las so-
luciones enteras del sistema propuesto.

*410. Si quisiéramos que ademas de ser estas soluciones ente-
ras fuesen positivas, hariamos que fuesen mayor que cero las ex-
presiones que dan los valores de las incégnitas, y de las desigualda-
des que resultasen, deduciriamos una série de limites para los valores
de la indeterminada in; si lodos estos limites estan en un mismo sen-
tido, dando & i,, valores mayores 6 menores que el mayor 6 menor
limite, segln que éstos sean inferiores 0 superiores, tendremos lo
que se desea; pero si unos de los limites son superiores y otros infe-
riores, daremos & los valores enteros que haya comprendidos entre
el limite menor de los primeros y mayor de los segundos; si entre
~stos dos limites no hay comprendido ningiin nimero entero, 6 sou
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contradictorios, el sistema propuesto no podra admitir soluciones
positivas.

Aplicando cuanto hemos dicho al sistema de tres ecuaciones con
cuatro incdgnitas

3X-{-Sy—774-2u= 1
Gx—2i/-1-2s—3u= 3,
hallaremos las férmulas generales
a;= 28— GT,
N=—86+211, 121—296i.
Siendo los limites de los valores de t contradictorios, como facil-
mente podremos ver, el sistema propuesto no puede tener soluciones
enteras positivas.

MGlucloueN entera» y positiva» de un »iMteum cuyo nimero de Inetgulta*
ea »npcrior en niAwde una unidad al de ecuaciones.

* Ail. Sea el caso més sencillo de una ecuacion con tres in-

cognitas

ax-"by-\-cz=k [1],
en la cual podra suceder que haya dos coeficientes primos entre si,
0 que cada dos tengan un factor comun.

Si hay dos coeficientes a y ¢ que son primos entre si, se pasara
el tercer término es al segundo miembro, y haciendo h—cz=b},
tendremos

[2]

Resolviendo esta ecuacion por los métodos ya explicados, halla-
remos las formulas que dan los valores enteros de las incégnitas, ias
cuales seran de la forma x=or\-ht* y="A—at, siendo a y ? nUme-
ros dependientes de k’ que verifican la ecuacién [2]; de modo que
si ponemos en ellos en vez de k' su valor k—es, las formulas ante-
riores se reducirdn & otras de la forma

— i“ HB Z—ly
las cuales daran todas las soluciones enteras de la ecuacion pro-
puesta, dando a .s y i valores enteros.

Si ademas de ser ias soluciones enteras, quisiéramos que fuesen
positivas, estableceriamos las relaciones

A-|-A'2-t-6C>0 y B-i-B's—ai>-0,
de las cuales deduciriamos los limites dé los valores 4&s j t.
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412. Si los coeficientes a, d y c tienen de dos en dos un factor
comun, pasaremos, como antes, uno de los tres primeros términos,
el cz por ejemplo, al segundo miembro; y representando por m el
Factor comun que tienen los coeficientes « y ¢ de los términos que
quedan en el primero, y por vy d' los cocientes primos entresi que
resultan de dividir ?y Jpor el factor comin m, tendremos que 'a
ecuacion propuesta [1] se podrd poner bajo la forma

. k—cz
a'.c-Ary = [31;
m
y como el primer miembro ha de ser un namero entero, el se-
gundo también tendrd que serlo; de modo que tendremos, llaman-
do i 4 este numero entero

k— cz
. [Al.
cuyo valor sustituido en la ecuacién [3], dara la siguiente
a'x-"b'y=i: [5].

Resolviendo la ecuaciéon [4], en la cual »ay ¢ son primos entre
si, hallaremos las formulas generales de la forma

t=o—cti, vy .
Sustituyendo el valor de t enla ecuacién [5], resultara la nueva
ecuacion, que reemplazara & la propuesta, a'jr-"h'y=i—cU , de la
cual deduciremos los valores x—d— Vu é , siendo « y»
nameros que dependen de la indeterminada i, ; por consiguientees-

tas dos incognitas dependeran de las dos indeterminadas ¢l yU , mien-
tras que la tercer incognita s s6lo dependerd de la indetermina-
da ¢i ; de modo que, si observamos que en las dos primeras habra tér-
minos independientes de k y de ia, términos dependientes de U y
otros que lo seran de i», podremos decir que los valores de ¢r, z
seran de la forma
a—A-J-AN(—i/lU , y=R-f'B7i -\-alh , z—"™\~nU ;

donde vemos que cuando los coeficientes de las incognitas que que-
dan en el primer miembro tienen un factorcomun, hay que aplicar el
método del analisis indeterminado & una ecuacién mas que en el caso
anterior.

* 413. Si se trata de hallar las soluciones enteras y positivas de
una ecuacién con un numero cualquiera de incdgnitas, se pasan to-
das ménos dos al segundo miembro, teniendo cuidado de dejar en el
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primero aquellas dos cuyos coeficientes sean primos entre si; se re-
suelve la ecuacion que resulte con relacion & estas dos incégnitas,
cuyas formulas vendran en funcién entera de las demas incognitas y
de una indeterminada t, como ha sucedido anteriormente; y dando
después & i y & estas incognitas restantes valores enteros, hallaremos
valores enteros también para las otras dos.

Si cualquiera que sean las incégnitas que se pasen al segundo
miembro, Jas dos que quedan en el primero tienen en sus coeficien-
tes un factor coman, se les aplica el mismo método que ya se ha
dicho [U%).

w414, Sise da un sistema cualquiera de ecuaciones con un
nimero cualquiera también de incdgnitas, pero que le exceda en
mas de una unidad, pasaremos a los segundos miembros el nUmero
de incognitas suficientes para que en los primeros no quede mas
que un numero de incégnitas que sélo exceda al de ecuaciones en
una unidad, aplicaremos al sistema resultante el método que ya se
ha explicado (409) y tendremos, suponiendo que son m las ecua-
ciones, los valores de »H-1 incognitas en funcién de las restantes y
de una indeterminada i, & las cuales dando valores enteros, resulta-
ran valores-enteros también para las otras.

Si ademas de enteros quisiéramos que fuesen positivos, estable-
ceriamos estas condiciones como ya se sabe (410).

LECCION XLIV.

Anélisis indoterminado do segundo grado.

AnAlinis Indelermlimdo do Hegrundo Krsd*.

* 415. La investigacion de las soluciones enteras y positivas de
una ecuacion general de segundo grado es una de las cuestiones
mas dificiles del Algebra; y no es posible resolverla por medio de la
elemental sino en ciertos casos particulares que son los que nos-
otros vamos & considerar.
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Primer caso. Sea la ecuacion de segundo grado con dos incog-
nitas, que carece de uno de los cuadrados de éstas, y que, siendo
sos coeficientes enteros, se halla simplificada (393},
5xy-+-cx"-]-dy-i-ex-f=-0 [1].
Resolviéndola con relaciéon & la incdgnita cuyo cuadrado falta,
tendremos;
cxM-\-ex~T-f
2L
Efectuando la division del trindmio cx”-\-ex-~f por el bindmio
hx-\-d, multiplicando de antemano, si fuese necesario, los dos miem-
bros de la igualdad [2] por un factor conveniente para que los
términos del cociente sean enteros, tendremos, llamando al cociente
entero , R al resto, el cual podra ser cero, y cambiando por
altimo los signos, la igualdad
m f R
bx-\-d ~n cntpxnd  [3F
Como ya hemos dicho, el resto R podra ser ¢ no cero.
Si R=0, se tendra evidentemente
mcj'F\~mex~Jt-mf={yx~"q) [bx-\~d)y
0 —my[bx~ird)=-[px-\-q) {bx-i~d];
de donde se deduce, trasponiendo y sacando bx-\-d factor comun,
{bx-\~d) {"my-{-px-i-q)=0.
Esta ecuacién queda satisfecha haciendo bx-\-d~0 y my-"px

—my.

. . d .
-j-j=o0; déla primera se deduce el valor a;=:— el cual, si es

entero y positivo, anulara por si & la ecuacion propuesta cual-
quiera que sea el valor que se le dé & la otra incégnita y , de modo
gue se podran formar tantas soluciones enteras y positivas cuantas

queramos, uniendo al valor constante— gque suponemos ser po-

sitivo y entero, cualquier valor entero y positivo también de y.

Si establecemos ahora la ecuacién riiy-"px-\-q=Q" hallaremos,
segun el andlisis indeterminado del primer grado, las formulas que
dan los valores enteros y positivos de icéy, en el caso de ser posi-

ble, para lo cual es necesario que se verifiquen algunas condiciones,
de las cuales la principal es que m y n sean primos entre si.
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Si R Des igual & cero, es necesario para que la ecuacién pro-
puesta se verifique en nameros enteros, que los valores enteros que
se le den &  reduzcan la cantidad bx-i~d & un divisor de R; luego
deberemos principiar por descomponer el nimero R en sus divisores
simples y compuestos, y después igualando el bindmio 0x-*d & cada
Ono de estos divisores, tomados sucesivamente con el signo -j-y—»
los valores enteros deducidos de estas ecuaciones de condicion, de-
beran formar parte de las soluciones que buscamos.

Sustituiremos cada uno de estos valores enteros en la ecuacién
[3], y se desecharan todos aquellos que no hagan que el segundo
miembro sea un multiplo de m; y sdlo formaran las soluciones que
se piden, aquellos que dando por resultado en el segundo miembro
un multiplo de w, hacen que y reciba valores enteros; cada par de
valores A tx ky que cumpla con estas condiciones, sera una solu-
cion entera de la ecuacion.

* 416. Si ademas de enteras queremos que las soluciones sean
positivas, desecharemos todo par de valores de & é ~ que no cum-
plan con esta doble condicién.

Segundo caso. Si la ecuacion de segundo grado carece no sélo
del cuadrado de una de las incégnitas, sino también del producto de
las mismas, se tendra

[21,
N -{-
de donde r- o ;X - [3]:

Si ahora sustituimos en esta expresion, en vez.de x, la série na-
tural de los nimeros |, 2, 3,... hasta {d—1), podra suceder *una de
dos cosas: que haya un nimero « que reduzca & un ndmero entero
el valor de y, 6 que no lo haya. Si « da para y un nimero entero,
todos los valores de x deducidos de la formula

T--<x-f-ili [4],
en la cual se le da & i valores enteros, ya sean positivos ¢ negativos,
dara también para y valores enteros.

En efecto, se tiene por hipdtesis 4: q :P, Eﬂtb’)

sn ndamero entero.
Si sustituimos en la expresion [3] el valor general de x [4], ha-
llaremos, después de efectuar los célculos,
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cai_|_ea-j-f )
y=- q -(2ca-f-e) t—crfi*;
0 y = A—(2cit+e)i—crfi*,

Lo cual prueba que, si yes un valor entero de x que hace
que el dey lo sea también, cualquier valor de x deducido de la for-
mula x=y~"dt cumple con la misma condicién; y las férmulas ge-
nerales que daran las soluciones enteras de la ecuaciéon [1], seran

é y= —p—(2ca-he)i—cdi”.

Si no hay ningln numero entero menor que d que puesto en
vez de x en la expresiéon [3] dé un valor entero también paray,
tampoco puede haberlo mayor. '

En efecto, si hubiese un nimero entero a mayor que d, que diese
paray un valor entero también, cualquier valor deducido de la for-
mula x=ot!-\-dt, también lo seria, segin acabamos de demostrar;
y como si dividimos «' por d, y llamamos g al cociente y r al
resto de la divisidn, el*cual serd menor que ¢? se tendra ci'=dg-\~r.

Dando ahora & ¢ el valor —y, hallaremos para x el valor menor
que d, x—dg-\-r—dg—r\ lo cual es imposible, pues por hipotesis,
ningun valor entero menor que d da para y otro valor entero.

Si r fuese igual & cero, el valor x=0 daria para y un valor ente-
ro, lo cual también es contra la hipotesis; luego si ninguno de los
valores 0, 1, 2,... [d—Ii) puestos en vez de a;, dan para y un
valor entero, podemos asegurar que tampoco lo dard ningun valor
de X mayor que d.

Dejo dicho se deduce que para hallar las soluciones enteras de
la ecuacion cz™-"'dy-\-ex-\-f=a, se sustituiran en la expresion

cxM-\-ex-ij-f
y= la série de los numeros 0, 4, 2,... (¢—1); y si
hallamos que uno de estos numeros, a por ejemplo, da para y otro
namero entero p, se obtendran todas las demas soluciones por las
férmulas halladas anteriormente,
x~clr™t é y=p—(2ca-|-e)i—cdt".

Si llegamos a sustituir el nGmero (c— 1), y no hemos hallado nin-
guan valor entero paray, podremos concluir que la ecuacién pro-
puesta no tiene soluciones enteras.

e 417. Si quisiéramos que las soluciones fuesen ademas de en-
teras positivas, estableceriamos las condiciones
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ct+i¢i>'0 y p—[2ca-)-e)i—rf>-0;
de donde deduciriamos (385 y 390) los limites
,> —(2ca+e}xt™ (2c(x-|-e)*+ 4ci?p
2cil

Bando ahora a t valores enteros comprendidos entre los dos limi-
tes mas proximos, hallaremos las soluciones enteras y positivas de la
ecuacién propuesta.

Aplicando cuanto hemos dicho anteriormente & los ejemplos si-
guientes, hallaremos:

T. Ecuacidn: 2xy-j-4j:~-f-3y—6x-f-2=0.
X—— 1, X—2, x—\, x=.— 4,
N=—12; y= 30; y=0; ¥=-h18.

Il. Ecuacion: 3zi/—bx*—4yH-2x—6—0.
Soluciones enteras:

X = 1, x= 2, x=3, x=—2, x= 5, x=—6, x=38,
y=—29; y=9; y—=3; y=U; .(/==9; y=6b.

I1l.  Ecuacién:  —5y-i-15ic—32=0.

Férmulas generales:” 2—>5l,
my=6—47M -W .
Condiciones para que x é y sean positivas:
>47=t1/1249
< 80

Soluciones enteras:
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LECCION XLV.

Fracciones continuas, sn objeto, método i;encral para convertir una cantidad fracoionari»
6 inconmensurable en fraccion continua.—Bearla para convertir una fraccion ordinaria
en fraccion continua.—Expresar en fraccion continua na numero inconmensnrable,

tal como V 6.

Fracciones contiiinas, su olijcto *metodo generai pars conTcrtlr nns
esntldad fraccionaria @ainconmensurable en fraccién continna.

* 418. ~ dael nombre de fracdon continua a toda expresion
de la forma

e p—

(O M—

gue se compone de un nimero entero a, el cual podrd ser cero,
seguido de una fraccion que tiene por numerador la unidad y por
denominador un nimero entero y positivo b, seguido de otra frac-
cién cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es otro
namero entero y positivo ¢, seguido de otra fraccién de la misma
forma que las anteriores, y asi sucesivamente.

Los nimeros a, 8, ¢, d,... se llaman cocientes incompletos de la

L . . 111
fraccion continua; las cantidades a, -E» —» § se llaman frac-'
c

dones integrantes.
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Las expresiones

a.

c-A

reducidas a fracciones ordinarias, 6 sean las expresiones

Ye+g [(ili-HI)c~i-a]cTH-<7,6-f-!

a.
b 6c-j_1 * (6c-hl)i¢-+ 6

se llaman reducidas 0 fracciones convergentes.

* 419. El objeto de las fracciones continuas es hallar por medio
de fracciones ordinarias irreducibles y de términos sencillos, valores
aproximados de cantidades conmensurables § inconmensurables.

En la reducciéon de cantidades conmensurables 6 inconmensu-
rables 6 fracciones continuas, debemos distinguir dos casos; que
éstas cantidades sean conocidas, 6 lo que es o mismo, provengan de
una division 6 de una extraccién de raices, 6 que sean los valores de
la incognita de una ecuacion.

* 420. Para convertir una cantidad conocida A, conmensurable
6 inconmensurable, en fraccion continua, hallaremos por medio de la
divisién 6 de la extracciéon de raices, la mayor parte entera a que
contiene la cantidad propuesta A, de modo que dicha cantidad se

hallara comprendida entre a y n+1 ; llamando — 6 lacantidad, me-
g
flor que la unidad, que le falta & la parte entera a para ser igual a

la cantidad dada A, tendremos la ecuacion de primer grado
A=a-4- [~

de la"cual deduciremos el valor de y; y hallando la mayor parte en-
tera contenida en él, y llamandola 6, tendremos, como &ntes, que

dicho valor se hallara comprendido entre 6y M -1,de modo que
podremos establecer la ecuacién

i
g= b-\—z [2jr

siendo z una cantidad mayor que la unidad.
Despejaremos el valor de sr, y llamando caia mayor parte entera
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que contiene, se hallara comprendido entrec y o4-4, y por tanto

se deberd tener A
=cCt - (31,

y asi sucesivamente.
Poniendo ahora en las ecuaciones [1], [2], [3].... los valores de

Y, Z, U,... hallaremos la fraccién continua

\
A= d-\- A

reNnil4-ete.

* 424. Sila cantidad que queremos convertir en fraccién con-
tinua no fuese conocida, y si el valor de una incégnita x de una
ecuacion, hallaremos por tanteos dos nlimeros enteros y consecuti-
vos ay , que comprendan al valor de x\ haremos
* X — a-\—l [1]»
siendo y una cantidad mayor que )ia u.nidad; sustituyendo este valor
en la ecuacion dada, tendremos otra cuya incognita sera y; hallare-
mos ahora otros dos nameros consecutivos hy &4-1 que compren-
dan al valor de y, estableceremos la igualdad

y= 61— [2],
z

en la que ™ es mayor que la unidad, sustituiremos este valor dey
en la ecuacién anterior, y hallaremos una nueva ecuacion en z\ de-
terminaremos como 6ntes dos nimeros c y c4-1 que comprendan al

valor de z, haremos

A ' )
=c4- 3
)
sustituiremos el valor de z en la ecuacion anterior, y asi sucesiva-

mente. ' -
Poniendo ahora en las igualdades [1], [2], [3],... los valores de

Y, tendremos el valor de x bajola forma de fraccion con-
tinua
1
8= a4- 1
64- N
c4

“¢a4-etc.
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-e..ap.,

tiTz~ZzJ"~n
cocimiesincZjiZruf Vv

En efecto, sea la fraccion ordinaria j la que gneremos reducir a

fraccion continua. AplicAndole el método general exnuesto mf m
mente, principiaremos por hallar la mayor parte enfor

fraccion contiene, para lo cual dividiremos Apor B y Il ,»'do n 1
cociente entero, y R al resto, tendremos A

A B R | R RW
a b c d
R W Rn.lRit
A R [
+h =+ B = ~+F
R
B

la fraccion ~ , que es el valor de la incignita y usada en el mé-

éntiifpTii'd ~rtii~r~r"™T
A

e. C demodo,qe, r::J3:2 72 Z
hallaremos, como anteriormente »y R al resto,

1-7,'~" 1 1
R-"m+T="%R-
R
Haciendo lo mismo con la fraccién 1, que es el valor de la in-

cognita z del método general, tendremos

R R" 1
e+

F

R
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De la misma manera hallaremos
W . 4 R . R" *

Y continuando asi esta série de operaciones, legaremos ¢ un»
e,, que el resto de la division sera cero, puesto que cada uno

es menor que el resto sea R ‘“%%es
.®uPong~"% ~;;N::;t,;alorde Infraccidn propuesta se
pldra «presar po’r medio de las igualdades establecidas anter.or-

mente, por la fracciéon continua

en la cual los cocientes incompletos a, i. o, de
gue se obtienen en las divisiones que se practican

«
m. c. d. de los nameros Ay B, conforme hemos dicho en

regla.

Esemulo 1. Sea la fraccién la que queremos convertir en

A" 1lpl~oTLdos numeros 1384 y 753 el procedimiento del
,».O ¢»hallaremos los cocientes incompletos déla fraccién con
tinua; asi. 17

>1384 753 631 122 2L

631 1 - 1 5 5 1

4
122 21 17 4 1 0

segun la regla.

1384 1
753
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Ejempio li. Seala fraccién propia 478 la que se quiere con-

vertir en fraccion continua.

Como la parte entera de esta fraccion es cero, la' fraccion conti-
nua equivalente no tendra parte entera. Asi hallaremos,

478 123 1109 14 1 3 2 1
109

3 11 7 1 3 1 2
145 11 3 2 1 0
, 123 4
Luego sera .
i
3h—

7-f

3-f*

* 423, Si fuese una fraccion decimal la que se quisiera convertir
en fraccion continua, podria suceder que esta decimal fuese exacta,
periddica pura, periddica mixta, 6 inexacta de un numero infinito
de cifras. En los tres primeros casos se hallaria la fraccion ordina-
ria equivalente & la fraccion decimal propuesta , y esta fraccion or-
dinaria se convertiria en fraccion continua segun la regla anterior.
En el cuarto caso, es decir, cuando la decimal no sea exacta, y por
consiguiente sélo nos exprese el valor aproximado de una cantidad,
podremos hallar también en fraccién continua este valor aproximado
seglin la siguiente regla:

* 424, Para convertir unafraccion decimal inexacta enfraccion
continua,aumentaremos6disminuiremossutUimacifraenunaunidad
segln que la decimal esté aproximada por defecto 6 por exceso, obte-
niendo asi dos limites que comprenden el verdadero valor de la can-
tidad propuesta; reduciremos simultdneamente afracciones continuas
amhus limites, y continuaremos la operacién hasta llegar a dos cocien-
tes distintos, en cuyo caso la fraccion contiima que expresa el valor
aproximado de la cantidad dada, serd la quetengapor cocientes incom-
pletos los cocientes que sean comunes & o/rnhas operaciones.
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guientes:

a ®

N 1 n
B= «-+--, P=2~+'"" P'—

= T_t.N *:*_|+'1 _A:-+'>_

X=a'-t W i’ ® i
Estando el valor de X comprendido entre los de A y B, y teniendo
estafdos dltimas cantidades nna misma parte entera necesar.a-
~Inte la cantidad X tendra la misma parte entera y por tanto ten-

dremos o0'=«; las fracciones 1 y ~ comprenderan la fraccion - ,

lueao el valor de x estard comprendido entre y p. Del mismo modo
deduciremos que V=b, y que el valor de ¢ se halla comprendido
entre los vaLs dea'y/, locual daré quec'=o, yque y/'
Emprenden é x", y asi de todos los demés; luego los coc.en es in-
completos que sean comunes a las dos primeras tracciones continuas,
perteneceran también a la tercera.

ErEMP.o. Sea el numero, notable por el uso frecuente que de él
se hace en andlisis, c=2,71828..,, el que se quiere convertir en
fracciéon continua. , .

Estando aproximado el nimero e por defecto en ménos de una
unidad del quinto 6érden, aumentaremos é su ultima cifra una un.
dad, y obtendremos por limite superior del numero « ani-
mal 2171829 cuyos dos limites se podran poner bajo la forma

271828 271829

100000~ 100000
Aplicando, ahora, a estas fracciones la regla para convertirlas er,

fracciones continuas, hallaremos, segin el .cuadro siguiente de ope-
raciones, los cocientes incompletos comunes a las dos fracciones

2,1,2,1,1,1i, f, 1-
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271828 100000 71828 28172 15484 12688 2796 1504 1292 212
2 1 2 1 1 4 1 1 6

71828 28172 15484 12688 2796 1504 1292 ,212 20

271829 t00000 71829 28171 15487 12684 2803 1472 1331 141

2 12 1 1 4 1 1 9
71829 28171 15487 12684 2803 1472 1331 141 62

Luego el numero vendra expresado aproximadamente por la
fraccion continua

6=2,71828...= 2-

4-i-etc.

Expresar cnfraocion continua un nimero Inconmensurable,tal como ~/T

* 425. Aplicando el método general que hemos expuesto para
convertir una cantidad cualquiera en fraccion continua al niamero in-

conmensurable k~5, hallaremos que:
El mayor nimero de unidades que contiene es 2; luego se
i Ié/_ 1 1
tendra K 5= 2H— , de donde x=-rz;----- .
n K5—2
Multiplicando los dos términos de la fracccion que expresa el
yalor de x porl/o+2, con el objeto de hacer racional el denomi-

nador, tendremos ¢c=\"5-t-2.

La parte entera de x serd por consiguiente 4, de modo que se
\ \ M

tendrdd5=4H— 6v 5H-2=4h— »dedondesededuce .
N A

y como se tiene también que |/ 5=2-|— , se sigue tjue los valore»
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de las incégnitas x € y son iguales, y por tanto se debe tener y=x;-

luego el valor de x vendra expresado por x=h -\—x.

1
Poniendo ahora en esta expresién, en vez de x su valor 4h—X,

y lo mismo en la que resulte, luégo en la otra, y asi sucesivamente,
hallaremos que el valor de sera

i/ s=24-

1
‘24-etc.

* 426. En el curso de esta obra tendremos ocasion de ocuparnos
del caso en que la cantidad que se quiere convertir en fraccién con-
tinua sea el valor de la incognita de una ecuacion.

LECCION XLVT.

JAVirmacion de las reducidas de una fracciou coutinua.—Procedencia de las fracciones
continuas.

Formacién de lasreducidas de una fraccién continua.

* 427. Ya hemos dicho al principio de esta teoria que se llaman
reducidas de una fraccion continua general, cada una de las expre-

. 1 i . . o
siones a, 04- ——mm- etc. reducida & fracciéon ordinaria; de

ab~h1
donde se deduce que la primera reducida es y la segunda — ~
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®6c-f-aH~-c  (g"N-t-1')c-\~a
1 be-\-\ 6c+l

c

la tercera En general

una reducida cualquiera se obtiene agregando al ultimo cociente
incompleto de la reducida anterior la fracciéon integrante que sigue;
asi, la cuarta reducida la hallariamos poniendo en la tercera en vez
del Gltimo cociente incompleto ¢, la suma de éste con la fraccion in-

|
tegrante que sigue; es decir,

¢ 428. Para formar una reducida cualquiera se multi'plican los

dos téirnios de la reducida anterior por el cociente incompleto cor-

respondiente & la reducida que se quiere formar, g a estos productos se

les agrega respectivamente los términos de la reducida que esta dos
lugares antes.

En efecto, la primera y segunda reducida de la fraccion continua

a ah-i-i
general, son como hemos visto—y ~ las cuales se obtienen

inmediatamente considerando el primer cociente incompleto para la

. . . i . .

primera , y reduciendo el numero misto fraccionario para

~ segunda; pero la tlbrcera vemos que después de poner en vez del

altimo cociente 6, el nimero misto ;n— , y hechas todas las ope-
c

. i ., (ah)-~\"c-"a i n
raciones, se reduce a la fraccion — ;-----— , la cual se forma se-
oc~\-\
gun la regla enunciada.
La cuarta reducida la obtendremos poniendo en la tercera en vez

1
del dltimo cociente incompleto ¢, el numero misto

tendra
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Multiplicando los dos términos de este quebrado por d, y haciendo
las reducciones, resulta
{ab-\-\)[cd-\-\]\~ad  [(@6-i-"l )c{-i?]rf-4-ri6-i-1
i[cd+\)~{-d ~ (mic+D)fi-h6 !
Donde vemos que esta cuarta reducida se forma también segin la

regla.
Esto supuesto, si nosotros demostramos que si una reducida cual-

quiera se forma segln la ley enunciada, la reducida siguiente se for-
ma también segln la misma, tendremos justificada la regla; pues ve-
rificAndose para la cuarta reducida, como acabamos de ver, se veri-
ficara también para la quinta, y asi sucesivamente.

Para esto supongamos tres reducidas consecutivas — v—, cu-

yos cocientes incompletos correspondientes sean p, q y r, es decir
las mismas letras porque vienen expresadas las fracciones pero mi-
nusculas, admitamos ademas que la tercer reducida se forma segun
la regla, de modo que se tenga R*"Qr+P y R"=QV+P” y por
tanto

R Qr-hP

Para formar la reducida siguiente, tenemos que poner en ésta en

\
N

vez de r el nUmero misto r-i—5 ; de modo que*se tendra

Qr-+i[+P"

Multiplicando los dos términos de esta fraccion por s, y haciendo
todas las reducciones, se'bailara
A Qrs+Q -j-Ps  (Or-i-P)«f-Q
S'"~QV5+Q”M-i~P"s " (QV-hF>-{-Q~*’
y poniendo en vez de Qr+P y QV+P', sus iguales Ry R™ se ha-
llara por ultimo,
S Rg+Q .
S'AMRAsH-QY
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luego esta ultima reducida se forma segun la regla, que es lo que se
queria demostrar.
Ejemplo |. Hallar las reducidas de las fracciones continuas
\ i
B
1-h .
1

7-h

1

2 A5+l 11 11-5+42 57
1 m(0+1 6 6-5+1 '~ 31’
57-i+M 68 68*4+57 329 329-4+68 1384
31-1+ 6 37 37-4+31 179’ 179*4+37“ 733 *
Del mismo modo hallaremos que las reducidas de B,
Ot 1 £ ~» 35 44 123
12 3T’ 31”352 1~ [el’ m
Sean las fracciones continuas ilimitadas, cuyas re-

J
Las de A seran T

son

Ejemplo Il.
ducidas queremos hallar,
i 1
é=2- 1 = 3 4+ N
14 7+ -
15
1
2924-etc.
1
14 4+etc.

- , 2 3 8 H 19 87 106 193
1 1 3 4° 7° 32 39" 71°~°
3 22 333 355 103993
1 7 106 113 33102

Las segundas, que nos dan valores aproximados de w, expresan la
relacion aproximada del diametro & la circunferencia.
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Frocedcncia de las froedoues continua».

» 499 La fraccion conllma de un nimero limitado de fraccionas

intearantes, proviene de una cantidad conmensurable; 6 lo que es io
NZ o, la fracciéon continua limitada es e“uioaUtlle & um canttdad

limitada, llegaremos & una Ultima que expresara el valor exacto de
S a fraccio™ continua; y como esta Ultima reducida es segln su
formacion, un quebrado ordinario, y por consiguiente cantidad con
mensurable, se sigue que la fraccién continua limitada es equivalen-
te 4 una cantidad comensurable, segin queriamos demostrar.

Reciprocamente, toda cantidad conmensurable reducida a fraccién
continua, da origen duna fraccién continua Imitada.

En efecto, las cantidades conmensurables que se pueden con

vertir en fraccion continua, son las fraccionarias, y hemos visto

en laleccidn anterior, que éstas se reducen & fraccion continua consi-
derando por cocientes incompletos los cocientes que resu tan de apil-
are' procedimiento del maximo comun divisor & los dos términ~del
quebradoque se nos da; y como el nimero de cocientes que resu an
In el calculo del maximo comun divisor de dos nimeros es limitado
{Arit. 104), se sigue que la fraccion continua equivalente & una can
tidad conmensurable es limitada,

* 430. La fraccién continua ilimitada proviene de una can
inconmensurable. .

En efecto, si proviniese de una cantidad conmensurable, sena li-
mitada; lo cual es contra la hip_()tesis_. )

Reciprocamente,” toda cantidad inconmensurable reducida a frac
cUmcontinua da una que es ilimitada.

Porque si fuera limitada, provendria de una cantidad conmens
rabie, lo cual es contra la hipotesis.

Las fracciones continuas pueden ser, segun vemos, de dos cia
ses, Imitadas ¢ ilimitadas: las primeras son las que constan de u
namero limitado de fracciones integrantes, y las segundas de un nu
mero ilimitado. ) o

Las fracciones continuas ilimitadas pueden ser de dos clases, pe
riddkas” no periodicas: las periédicas son aquellas en las cuales un
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cierto nimero de cocientes incompletos, llamado periodo” se repite
periddica é indeOnidamente; y las segundas son aquellas en las cua-
les esto no se verifica.

Las fracciones periédicas pueden ser también de dos clases, pe-
riédicas puras y periddicas mistas: las primeras son aquellas en las
cuales el periodo principia en el primer cociente incompleto, y las
segundas aquellas cuyo periodo no empieza en este primer cociente.

* 431. Toda fraccion continua, periddica, es una de las raices de
una ecuacion de segundo grado de coeficientes racionales.

Sea en primer lugar, una fraccion continua periddica pura

c-h

1

¢4 atetc.

la cual se podra poner evidentemente bajo la forma

\
X=0Or-

pues sia; representa la fraccion continua que contiene un ndmero
infinito de periodos, aunque se quite uno de éstos, todavia quedara
un numero infinito, y por consiguiente puede representarse tam-
bién por X.
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K L
Sean — vy _ las reducidascorrespondientes alos dos Gltimos co-

cientos incompletos”™ y | del periodo; el valor de x, 6 sea la reduci-
da siguiente, sera (428)

de donde se deduce la ecuacién de segundo grado

cuyos coeficientes L K'—L, y K, son cantidades conmensurables y
enteras. Las raices de esta ecuacién son de signo contrario; la posi-
tiva serd el valor de la fraccion continua periddica.

Sea, en segundo lugar, la fraccion continua periddica mixta.

\
y= mH-—y

N
“Na-|-etc.
Representando, como antes, por x el valor de la fraccion perio-
dica pura, se tendra

2/=mH 1
B v 1
P-H c-f-
tH—
X a-f-etc.

a Vv
Sean— y — las dos UGltimas reducidas correspondientes a la parte

no periddica de y\ de modo, que segin lo formacion de las reduci-
das, se tendra
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Vx -hU
V'x-1-U'
pero segun el caso anterior, se tiene

r- HI;

[2].

X=:

U jH-K"

De la relacién [1] se deduce A /\Y"y

en la ecuacidn [2], dara una de segundo grado en de coeflcien-
tes conmensurables, segln se queria demostrar.

Si la ecuacion de segundo grado que resulta en y tuviera sus dos
raices positivas, no sabriamos cudl de estas corresponde & la fraccion
continua dada; pero esto duda desaparece observando que ¢ repre-
senta una cantidad positiva; luego lomando sélo el valor positivo
de X deducido déla ecuacion [2], y sustituyéndolo en la relacion [1],
hallaremos un valor sélo paray, que serd el de la fraccién continua.

Ejemplos, Sean las fracciones periddicas

wy -
ri cuyo valor, sustituido

é
3+ - 1
2+-
i-
2-1-etc.
Formando las reducidas de la primera segin la regla (428), se
7 23:r-hi6 »
hallan —, e , luego la ecuacion que da el
3° 710 7
SSjH-16 . .
valor de x serd x. . ;610 que es lo mismo, quitando de-
Ox-h T
nominadores y reduciendo después,
10j:a-t-7a."-23ir-16—0, 6 It>—0, 6

de donde se deduce, tomando la raiz positiva, el valor de la fraccion

continua periodica como es facil comprobar reducien-

do esta expresion & fraccién continua.
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Sustituyendo en la segunda la parte periodica por su valor v, se
convertira en

I VAN
13 15iZi+4

1 3 4
! . , _
de donde se deduciran las reducidas -y» (;I' 117 A 11.x13= Y-

¢

De esta relacion sacaremos el valor de x, que ser’aa;:-§-¥--_--4—; y
15—Hy
sustituyéndolo en la ecuacion anterior —8”~—8=0, hallaremos,
después de hechas todas las reducciones,
659y2—1808i/-h1240=0.

Como'esta ecuacion tiene sus dos raices positivas, sabremos cual
es la que expresa el valor de la fraccién continua, sustituyendo el
valor positivo de ic hallado anteriormente, en la formula que da el
valor de y; asi hallaremos para valor de la fraccion continua pe-
riédica mista,

y_ 904--1/56

como es facil comprobar.

* 432. Reciprocamente, las ralees inconmensurables de una ecu&-
cion de segundo grado cuyos coefidentes son radonales, se desarrollan
en fraedones continuas 'periddicas.

Sea, en primer lugar, una ecuacién que tenga sus raices de
signos contrarios, tal como
aic*-f-6x—c=0 [3],
en la cual los coeficientes « y e son positivos, y i puede ser positivo
0 negativo; pero todos enteros.
Consideremos primeramente la raiz positiva, la cual podremos
expresar haciendo n=¢”-f-4ac, por

X=-
2a 2a
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Sea p la mayor parte entera contenida en el valor de w, y haga-

mos x=p-\-—, siendo x, una cantidad positiva mayor que la unidad.

Para determinar el valor de Xi , sustituiremos en la ecuacion [3]
el valor de x, y hallaremos, después de hacer toda reduccion,

[ap'-\-bp~c)Xi +a—0 [4].

Siendo las raices de la ecuacion [3] de signos contrarios, las de
la ecuacion [4] también lo seran, y el valor positivo de Xi sera el
correspondiente & la raiz que vamos reduciendo & fraccion conti-
nua; asi, expresando esta condicién en la Gltima ecuacion, scTtendran
que verificar (349), las relaciones

c=—a', y 2aji3+i——
siendo«”™ un nimero entero positivo, y  entero positivo 6 negativo.
Por lo tanto, la ecuacién [4] se convertira en
— K= 0
La raiz positiva de esta ecuacion sera
n b'*H- 4aa’
2a' ~~ i
porque de las relaciones de condicion anteriores, se deduce
b'r=b"-{-iadp~hiaY* y W ——4£zy~4adp-)-4ac;
y sumando, se tiene
{MN-I-4eEiN=¢ N-j-4iic=ii.

Representando por;?, la mayor parte entera del valor de Xt ,y
haciendo lo mismo que anteriormente, hallaremos

|
X,=p, H_Xi,

y por la sustituciéon de este valor de a, en la ecuacidn anterior, ob-
tendremos otra que se reducira facilmente & la forma

a"xi "b"xi —a'=0.
Esta ecuacion, como las anteriores, tiene sus raices de signos
contrarios, y sus coeficientes satisfacen también & la condicion

Continuando del mismo modo obtendremos la série de ecuaciones
de segundo grado
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ax” —c =0
-Ab'xi —a =0
—flI'=0

a™MXi*~"p™xi—a"'=0

cuyos coeOclentes enteros se hallaran ligados por las relaciones

in-f-4iic  =n
b'*~\-iaa® =n
I,mAfa‘a''=n [5]

y los valores de las incégnitas de dichas ecuaciones estaran dados
por las férmulas

| i | i
X=p-\ej £Ci= 2% Merme, Xi —p -l Xl—p3-|-mev

X i X XS X i

de las cuales se deduce el valor de la raiz positiva de la ecuacién

propuesta
_ 1
X= V- 1
\Y,

p'-r;)3+etc.

cuya fraccion continua vamos 5 demostrar que es periodica. Para
ello observaremos, que de las relaciones [5] se deduce que los coe-

ficientes a, a", son menores que -n, y que los valores ab-
solutos de 0, b', 6", h"’,.., son menores que/n; de modo, que re-
presentando por g la mayor parte entera de y por r la de V”n,

si combinamos cada uno de los q valores positivos que puede tener
el coeGciente del cuadrado de la incégnita,en la ecuation de segundo
grado, con cada uno de los r que puede tener el de la primera po-
tencia de la misma, tomados alternativamente con signo-(-y—,
hallaremos a lo mas 2°r combinaciones diferentes, que correspon-
deréan a 'iqr ecuaciones diferentes también; pero una vez hechas
estas combinaciones, a la siguiente se obtendra una de las anteriores,
y por lo tanto la ecuacién & que corresponda tendra el primeroy
segundo coeficientes respectivamente idénticos al primero y segundo
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de una de las anteriores ecuaciones; pero si suponemos que los coe-

ficientes Idénticos son y N Q,e se tienen las
ecuaciones
y rei

las cuales, seglin nuestra hipotesis, se reducen a

Y a(*W-hb"**Xs~a"+*~i=:0
probaremos que estas ecuaciones son idénticas si demostramos la

[} N .S

(¢ “Y*+ic('+-"xa(«'l=,,=(6W)i+4,(,-.,""(,,
e donde se saca, segun la hipotesis en que estamos,
(6«) +4al*+<-i)xc(W=(6W)»+ia(.-i)xaW

y por tanto, las dos ecuaciones [6] son’idénticas, y dan para sus
N-fgmtas un m.smo valor; de modo que se tendrd para vator de“”
una fraccién continua peridédica de la forma

p.,-i-————~ —

Luego la rafa pos.t.va de la ecuacion propuesta se reduce & fraccion
continua periodica. «tNNon

La raiz negativa goza también de la misma propiedad y nara
demostrarlo cambiaremos« e n -x en laecuaciéon propuesta y la
trasformada que resulte tendra sus raices iguales & las de la pro
puesta, pero de signos mudados; y por tanto, la raiz positiva de La"
Mra la negatJva de aquella; pero dicha raiz positiva de la trasforma-
da se convierte, como acabamos de demostrar, en fracciéon continua
periodica; luego la raiz negativa de la propuesta goza de la misma
propiedad.

»
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* 433. Sea, en segundo lugar, una ecuacion de segundo grado
cuyas raices sean de un mismo signo, y supongamos que ambas sean
positivas, de modo que se tendra

ar -},r-mM=0, 5 ~= e .

en la cual los coeficientes a\ iy ¢ son nameros enteros y positivos.

Al convertir las raices de esta ecuacion en fraccion continua,
puede suceder una de dos cosas: que la mayor parte entera conte-
nida en cada una de ellas sea la misma, 6 que sea diferente; si
cada una de las raices tiene la mayor parte entera diferente, re-

presentando por;) la mayor, y haciendo en la ecuacion

propuesta, hallaremos una trasformada en xide segundo grado tam-
bién, y cuyas raices, sustituidas en la expresion . N"™en

dar los dos valores do x; ahora bien, siendo p la mayor parte

entera de los valores de ce, el uno tendra que ser mayor que p
1 4

y el otro menor, y por tanto seran de la forma p-h — vy

luego .ci tiene dos valores de signos contrarios; pero estos valores

son las raices déla ecuacién trasformada de segundo grado que se

obtiene reemplazando en la propuesta x por p-h—x\ ; luego las raf-

ces de esta trasforraada son de signos contrarios y reducibles por
consiguiente, segun el caso anterior, a fracciones continuas perio-
dicas.

Siendo periddicas las fracciones continuas correspondientes a los
valores de  las correspondientes a las raices de la ecuacion pro-
puesta también lo seran.

La menor de estas raices, que corresponde al valor negativo de
x\, sera de la forma

N X|_ N
ANApH-ete. ’

pero se podra reducir facilmente, por una série de trasformaciones
muy sencillas, & una de las formas
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(p.—1) ~i-f-etc.
) 1
—=»—1
A
(pH-1)-

segln que pi sea mayor ¢ igual que la unidad.
Si las dos raices tienen una misma parte entera p, haciendo

1
-'—p-hﬂ en la ecuaciéon propuesta, hallaremos una trasformada

en «i de segundo grado, cuyas dos raices seran positivas como las de
la propuesta, las cuales podran tener también la misma parte entera

pr, de modo que haciendo .n::p,-i—x2 en esta trasformada, hallare-

mos otra que tendra sus raices positivas también, y que como las
anteriores podran tener la misma parte entera pjj; pero repitiendo
esta série de operaciones, llegaremos a una trasformada cuyas rai-
ces tendran parte entera diferente, porque si todas tuvieran la misma
parte entera, las dos raices serian iguales, lo cual es contra la hip6-
tesis. Las raices de esta Gltima trosformada estaran expresadas en
fracciones continuas periddicas; luego tas de la propuesta también
lo estaran.

Por altimo, si las raices de la ecuacion de segundo grado son ne-
gativas, cambiando x en —y:, se obtendra una trasformada de se-
gundo grado también, cuyas raices seran iguales & las de la pro-
puesta, pero de signos mudados, y por tanto positivas; estas seran
equivalentes, segin hemos visto, & fracciones continuas periddicas;
luego las de la propuesta también lo seran, con lo cual queda demos-
trado el teorema.

* 434. Proponemos como ejemplo, convertir en fraccion con-
tinua las raices de las ecuaciones que anteriormente hemos hallado,
8= o0,y 659,v—1808"-hl1240=0.
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LECCION XLVII.

Propie<ladeB més importaotes de las reducidas.—Método de las fracciones continuas para
encontraruna solucién entera de nna ecuacion de primer grado entre dos variables.

Propiedadesindsimportantes de las rcdacidas.

435. Elnumerador de la diferencia de dos reducidas consecuti-
vas es -f-1 6 — 1, segtm que aquella de la cual se resta sea de lugar
~ar 6 vnvpar® coneidera/ndo d cero como primera reducida si lafraccién
confirma no tiene parte entera.

Sean™ n reducidas consecutivas cualesquiera, de las

Qr-f-P
cuales la tercera sera (428]

Restando de cada reducida la que le precede, hallaremos

Q p QV—=VQ" R Q Qr-HP Q

Qf pr plQ f * Q/- .QV+P' Qn
QQV+PQ'—QQV-QF  _(QP'-PQO
QN(QV-hF) Q'(QV-4-F)

donde vemos que los numeradores de estas dos diferencias son igua-
les y de signo contrario; pero restando de la segunda reducida la
ah-\-\' a ab-"\—ah +1
primera hallaremos —"--—-- 1~ * = “  ?luego el nume-
rador de la diferencia siguiente, es decir, el de la que resulta de
restar de la tencera la segunda serd —1; el de la siguiente + 1, y
asi sucesivamente. Con lo cual queda justificado el teorema, y por
consiguiente demostrada la igualdad
QP~—PQ"=ih1,

enla cual Py sonlos dos términos de una reducida cualquiera,
y Qy Q' los de la reducida siguiente; debiéndose tomar el signo -t-

3i N es delugar par, y el signo— si fuese de lugar impar.
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* 436. Las reducidas sonfracciones irreducibles.
En efecto, si los dos términos Qy  de una reducida cualquiera
tuvieran un factor comdn a distinto de la unidad, el primer miem-
bro de la igualdad

Qpr_ PQ'= 1
seria divisible por este factor; siendo el primer miembro divisible
por a, el segundo miembro = 1 también seria divisible, lo cual no

es cierto; luego los dos términos de la reducida Q son primos entre
sf, y por tanto dicha reducida es irreducible.

Consecuencias. 1® Si una fraccion ordinaria red/ucihle se con-
vierte enfraccidn continua, y después seforma/n las reducidas, laul-
iima sera el valor de lafraccién propuesta totalm&nte simplificada.,

2® La diferencia de dos reducidas consecutivas cualesquiera es
-4- 1 dividido pov el producto de los denominadores de las mismas,
segln que la reducida minuendo sea par 6 impar.

* 437. Las reducidas de lugar impar sonmenores que lafraccion
continua total, y las de lugar par mayores. Y cuando es limitada la
fraccion continua, la Ultima red/ucida esigual d dichafraccion.

Sean N reducidas de la fraccion continua general
cuyos cocientes incompletos son a, 6, c,... p, q, r, s, i,... Segun la
R Qr-f-P

formacion de las reducidas, se tiene (428) ahora

representamos por y todo el resto de la fraccién continua a partir del
cociente incompleto r, es decir, si hacemos

A\

=r-i-
y \ 1]
H-etc.

y sustituimos r por y en la reducida anterior, hallaremos la fraccion

, que nos expresara el valor de la fraccién continua to-

Q'y-hP* *

tai, la cual podremos representar por x\ de modo que se tendra
Q*/-hP
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Si ahora restamos de x cada una de las reducidas consecutivas

P Q
p Y

, hallaremos las dos diferencias

P Oy+P P (QP~—PQOy

Vi~ ©OPIYLE) - FQY LR
Q Q¥+ Q —@—PQ) =1 @
Q QP Q QQwP) QQYHP)

donde vemos que si la reducida — es, para fijar las jdeas, de lugar

impar, en cuyo caso 9 es de lugar par, la diferencia QP*— PQ™ es
positiva, y hay que tomar los signos superiores; lo cual nos prueba
. . P - .
gue la diferencia x ----- N es positiva, y x —*9 negativa, y por tanto
- - P - -
Ja reducida de lugar |mparF es menor que la fraccion continua
Q . ]
y que es de lugar par, es mayor, segin se queria demostrar.

Consecuencia. El valor ds lafraccién continua total estd com~
eprendido erdre dos reducidas consecutivas.
* 438, Unareducida cualquiera se aproxima méas a la fraccién
continua total que la reducida anterior.
En efecto, de las igualdades [2] se deduce que la diferencia

entre el valor de la fraccion continua icy la reducida Oy + & menor

que la diferencia entre la misma fraccion y la reducida anterior — ;
n (24

porque prescindiendo del signo, el valor absoluto de la di-

feTencia x-—" ==——:=— _  es menor que el de la diferencia
(f  Q{Qyy-hv?)
\Y
n ~ F(Q'y-I-PO* numerador de la primera diferen-

cia, mayor que 1, segun indica la igualdad [1J, y el denominador de
la misma P'(Q™y-I-PO» menor que el denominador de la segunda di-
ferencia (y(Q'y-f-P™); pues teniendo ambos denominadores el factor
comun el otro factor P' es menor que Q' segun se deduce
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de SU formacion (428); luego por esta doble razon la diferencia se-
gunda es menor que la primera, y la reducida— se aproxima mas

Vv
a la fraccion continua que la reducida anterior ~ , segin queriamos

demostrar. ) ) ) ,
Consecuencia. Siendo la fraccién continua mayor que las re

ducidasde lugar impar, y menor que las de lugar par, y aproxi
mandose cada reducida & la fraccion continua mas que la anterior,
se sigue que las reducidas del lugar impar van aumentando, y las de
lugar par disminuyendo, y las de ambas clases van convergiendo ha-
cia el valor déla fracciéon continua total, por cuya razén seles llama
también & las reducidas fracciones convergentes.

* 439. Klerrm' gue se comete tomando una reducida cualgme'ta
vor el valor de lafraccién continua total, es menor que la unidad di-
vidida-por el denominador de dichareducida multiplicadopor la suma
de este denominador y el de la reducida precedente-, 6 menor que la
unidad divididapor el cuadrado del denominador de la reducida que
se considera; 6 por Gltimo, menor que la unidad dAvuhdapor dicho
denominador multiplicado por el de la reducida anterior.

En efecto, el valor absoluto de la diferencia entre una reducida
y la fraccion continua total o;, prescindiendo del signo, es

QIi~QVIiPY)
pero siendo y mayor que la unidad, segin se deduce de la igualdad
[1], si la suprimimos en el denominador, es claro que dicho deno-

minador habra disminuido, y por tanto ei quebrado p/j
o ; i Q es me-
mayor que Xx— l«ego la diferencia que hay entre A y ~

flor nnr Aeeem , 68 decir, menor que la unidad dividida por ei

" Ql(Ql'I'F) ' ’
denominador Q' de la fraccion dada multiplicado por la suma Q-\-V
de dicho denominador y el de la precedente.

Si en la igualdad [3], ademas de suprimir y, suprimimos la can-

tidad P~ la fraccibnquer e su l t a s e r & mayorque™M/"\ "\ \pM\©
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y con mas razon que la diferenciax—.9 , luego la unidad dividida

por el cuadrado del denominador de la reducida que se considera es
mayor que la diferencia entre dicha reducida y la fracciéon continua
total, y por consiguiente, es un limite del error que se comete to-
mando la una por la otra.

Por altimo, suprimiendo ei sumando Q' y del segundo factor que
hay en el segundo miembro de la igualdad [3], hallaremos la fraccién

] ! . 1 N
pjrque serd_ mayor que todos los.anteriores— |, n

|
Q'(Q'74-P")

comete al tomar la reducida-c2 por el valor de la fraccion conti-

y por tanto expresa también un limite del error que se

nua total.

El érden de aproximacion de estos limites es aquel en que los
hemos enunciado, y de todos ellos el que generalmente se usa en
las aplicaciones es el segundo.

* 440. Del principio anterior se deduce que;?ara hallar el valor

\
de una fraccién continua en menos de una cantidad—, bastara llegar
5

hasta una reducida cuyo denominador sea igual 6 mayor que la raiz
cuadrada de

Si la fraccién continua es limitada, no sélo obtendremos reduci-
das que se diferencien de ella en ménos de una cantidad dada,
sino que podremos llegar«a la Gltima la cual expresa el valor exacto
de dicha fraccidn. Respecto a las fracciones continuas ilimitadas ob-
servaremos que siempre podremos llegar a obtener una reducida
cuyo denominador sea igual 6 mayor que una cantidad dada 3 por
muy grande que sea; pues segin la formacién de las reducidas van
creciendo sus términos indefinidamente, a medida que crece el na-
mero de cocientes incompletos que se consideran. Por lo tanto siem-

pre podremos llegar a una reducida cuyo denominador sea
igual 6 mayor que la raiz cuadrada de 8, en cuyo caso tendremos

de donde y dividiendo la unidad por cada una
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de estas cantidades, se halla

t =1 1 Q Q1

pero luego

Q

Donde vemos que la reducida — se diferencia de la fraccion

continua total x en una cantidad menor que la fraccion dada —,
S

seguin quedamos demostrar.

* 441. TJnareducida cualquiera se aproximamos a lafraccion
continua total, que cualquiera otrafraccién que tenga sus términos
respectivamente menores que los suyos.

Sea una reducida cualquiera — y una fraccion™ cuyos térmi-
nos m y n son respectivamente menores que Qvy Q', y vamos a de-

mostrar que ~ se aproxima & la fraccién continua mas que el
m
quebrado
n
En efecto, sea ~ la reducida anterior a4 la propuesta, y supon-
m . ) . .
gamos que el quebrado — no sea igual a esta reducida, pues si fuera
n
igual, se aproximada ménos a la fraccién continua que ~ (438), y

P m
el principio quedada demostrado. Siendo =y — fracciones diferen-

tes. habré entre ellas una diferencia
p m Pn— ireP

fi?' '
Q P - .
pero la que hay entre =y — es, prescindiendo del signo.
Q P 1 1 vn— mV'
nF

por tener e! numerador 1 igual 6 menor que Pn—mP" y el denomi-
nador PXQ@ mayor que nP” porque arabos tienen el factor comin P*
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y el otro factor Q' del primero es mayor, por hipdtesis que el segun-
do factor n del segundo.

P P m
Siendo la diferencia de R y — menor que la de — y —, se si-

3

gue que la fraccion ~ no puede hallarse comprendida entre las re-

>

vV Q . ,
ducidas — y luego tiene que ser menor que la menor ¢ mayor

que la mayor; pero x, valor de la fraccién continua total, se halla
comprendido entre las dos reducidas (437 cons.), es decir, es mayor
gue la una y menor que la otra.

Esto supuesto, si las colocamos en orden de magnitud, se tendra
una de estas combinaciones

m P N N Q ~
n P Q' P’ Q n

. m . . . -
en el primer caso , — se diferencia de x mas que la fraccion que se
halla intermedia —; pero esta fraccion se diferencia de x méas que

luego con mas razén — se diferenciard de x méas que En el

« Q

segundo caso se ve evidentemente que ~ se aproxima mas & x que
m . Q . , ., .

—; luego vemos que 6 se aproxima mas a la fraccién continua to-
n

-7 m 7 -
tal que la fraccion tfcuyos términos son menores que los de la re-
|

ducida, segln se queria demostrar.

Método de la» fracciones contimias para encontrar nna solucién entera
de una cciiaelon de j~riiucr grado entre dos variables.*

*442. La teoria de las fracciones continuas suministra un me-
dio de hallar directamente una primera solucion entera de la ecua-
cion de primer grado con dos variables

ax-\~by=k.
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En efecto, siendo a y 6 niUmeros primos entre si, como se ha

. . ) a
supuesto (393), si desarrollamos el quebrado irreducible — en frac-
cion continua, hallaremos una que sera limitada (429) y cuya

i . , : o . a
ultima reducida serd la misma fraccion irreducible — . Estosupuesto,

m . N . .
sea— la reducida anterior a la ultima y tendremos, segun hemos
n

visto (435),
on— bm= &z
multiplicando esta igualdad por +: k, se hallara

aX ( nk-1-¢ X (ip mk) = k;

de modo que haciendo x = azn/i é z*mk, la ecuacién propuesta
queda satisfecha; luego £n/c y es una primera solucién de la
ecuacion ax-\~by — las demas estardn comprendidas, como ya lo

hemos visto, en las férmulas
X — maznk-"bt é ~ mk + at.

443. Por este método se puede ver que si los coeficientes-d. y b
tienen un factor comin «, la ecuacién dada no puede tener soluciones
enteras, a no ser que este factor se halle también en la cantidad
constante k.

En efecto, supongamos que a 'y tengan el factor comin «vy se
tenga a=«a' y h="h'\ la dltima reducida que es una fraccion

a m
irreducible T expresara el valor de h de modo que llamando — a
n
la reducida anterior, se hallara
an—h'm= % 1 de donde a'nk  h'nik — k; A

multiplicando y partiendo los dos términos del primer miembro de
la dltima igualdad por «, se tendra

. +nk Mzmk zh nk z"mk
a'«X = k.

pero siendo m yn nameros primos entre si, (436) y debiendo divi-
dir “ & los productos nk y mk para que los valores 4e x éy sean en-
teros, es menester que divida 4 k, lo cual queriamos demostrar.
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LECCION XLVm.

Proi?raBione8 por diferencia y cociente.—Suma de potencias semejantes y enteras de ios
términos de una progresién por diferencia.—Aplicacién &las pila» de balas-

Progreslooeapor diferencia y cociente.

44i. Las progresiones por diferencia y cociente véanse en nues-
tra tercera edicion de la Aritmética, lecciones xLVi y x1vii; reco-
mendando tan solo aqui & los alumnos el desarrollo de los célculos
a que da origen la resolucion del problema de hallar dos de las anco
cantidades que entran en una progresion”® conociendo lasotras tres, cuyo
problema da origen & diez combinaciones, y cuyas férmulas, en am-
bas progresiones, son las siguientes:

En lai« progfrcslonei« por diferencia.

Dalos. Incégnitas. Valores,

iZ=a+(n—4)r,

= fl, r, n; [ T | S= Mn[2iM-(n— 1)r].
in= —a h'L
i- a,r, h N,S GG+.) G_a_|_n)
2r .
, r—2az:y'[r—2a)®-t-8rS
3.™ o,r,S; N, Zoorieennns \n _ — A »

fZ=a+(n—\)r.

4" a,ti, I rS e S=~n[fl+2Z).
2[S—an) , 2S—an
«o* s o= -j(lZh)-" "= — T -
, e _2S
6-“
fa= l—(—Dr,
r,n,l; a, S,
2S—n[n— Dr
T [- ------- )- -»

8.“ n, S; a, e, j 2S-hu(n— Dr

if *
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BALAS.
Datos. iQCOgpoitas. Valores.
ja= l—{n—1)r,
N 8rS
%r
25— A_ AN 9)
n n(n— 1)

En las progresiones por cociente.
Valores.

Datos. iDcdgnitas.
1/ a,q,n; S I=axqg'"-"
q Z q y 9-1
2. a, o9, N, S n— ... ,
Q 9—1
3. a.9,5; [ [ n= ... £+S(9—1)n
n'IA n-I
i o« «,?; 2 S 9="X/-, s=T\T, :+~ "
& VI
5*  «,n,S; 9.7 i, fi-<+y.-*+~ -3+...+1=".-)
(/=1iX o"~*,
6.* a, /.S 9, N e, n= ...
“TS A
8. * [.«.S; a, i, = M o= 0 = i
9 —n r —
9.* 9,/,S; (o1 o [ a—Ilg—smo—1), n = . *
= ™w.-s S
-)
Viw-~!

(*) H valor den en esta combinacion, lo mismo queen la3*, 6®y 9%
roviene de una ecuacion exponencial, C en breve nos ocuparemcs.

("'l El valor de qen esta combinacion, 1o mismo que en la 10.*, depende
de Una ecuacion de grado n—4, cuya resolucion corresponde al algebra supe-
rior. {Algebra, 11 tom))
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«ama de potencias semejantesy enteras de iosiérnilnos deana progre-
sién pordiferencia.

* 445, Sea la progresion por diferencia
fa.s.c...h.k.I,
cuya razon es r, y n el nidmero de términos. Segin la deGnicion, se
tiene la série de igualdades b=a"r, c=d-"r,... k-h-j-r, I=h-\-r,
que elevadas a la potencia m -j-1, dan

2
2
DA™+ o g ~n
2
Sumando miembro & miembro estas Ultimas igualdades, su-
primiéndolos términos 5™"+», m, comunesa los dos miem-
bros, y por iiltimo, pasando al primer miembro el término se
tendra
'—a " * -4...
(mH-I)m
2
Establezcamos ahora, para abreviar, las igualdades siguientes
S|= @f- -f- A il
S*= -i-

j*tendremos, sustituyendo estas cantidades s1,s82 ... S«en la igual-
dad anterior.

de donde se saca la formula
~o, , X m'm-i)

2.3.i ‘ - 2.3.4 ... (p+1)
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en lacual el Gltimo término corresponde al valor de Asi,
dando & m los valores sucesivos 0, I, 2, 3,... en cuyo caso debere-
mos parar en los términos que corresponden a los valores de
/[>=1, ;>=3, p—Kk, etc., hallaremos las formulas particulares
que dan las sumas de las potencias de los términos de ufia progre-
sidn aritmética, cuyos exponentes respectivos son 0, 1, 2, 3, etc.

* 446. Consideremos como caso particular la progresion de la

serie natural de los nimeros M .2 .3 .4 . ... N, en la cual se
tieneo=1,r=1, por consiguiente, tendremos que la for-
mula general anterior se convertird en
m
S,,.=N'
2*3

i»(#n-4)(m-2)
2.3.4 'ma ''m 2.3.4...(p-}-1)
y haciendo sucesivamente m—0, 1,2, 3, etc., en cuyo caso debe-
remos parar en los términos del desariollo correspondientes & los
términos en que p tiene los valores respectivos p=1,2, 3, 4, etc., y
que por ser*cero dichos términos no se escriben, tendremos

So-N*“ N—i .
Si=N- mgISo-N): 2N-FN~-1 -N-# 1 N(N-hi)
2 2 « 2
9 21 ) ,

6

Aplicacion & Ina pila« de balani.

* 447. En los arsenales y parques de artilleria se hallan las
balas de un mismo calibre arregladas en pilas, las cuales pueden ser
triangulares” cuadrangulares 6 rectangulares.

Pilas triangulakes. Estas pilas se componen de capas de ba-
las que forman triangulos equilateros, y de los cuales cada uno tiene
en su lado una bala ménos que en el triangulo 6 capa inferior, de
modo que la dltima capa superior la forma una sola bala.
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Para calcular las balas que contiene una pila de esta especie, lla-
memos n al nimero de las que se compone el lado del triangulo
gue forma la capa inferior, y C« el nimero de balas de esta base,
y se tendrd que dicha base se compone de n filas, de las cuales la
primera co'htiene \ bala, la segunda 2, la tercera 3, y asi sucesiva-
mente hasta la enésima, que contiene n; luego el nimero total de
balas de esta primera capa, sera

gt—4+4+2—3 ... 4n— 5 (450, EJ. IV).

Si en esta formula hacemos sucesivamente n igual a los nimeros
1, 2, 3,... n, se hallara que el nimero de balas contenidas en cada
capa, sera
. 4*-H 2%+2 32-1-3
Ci= G = Cs

De modo, que llamando Vi al ndmero total de balas que contiene la
pila, se hallara
324-3 nr-j-n
2 2 2 2
6 lo que.es lo mismo,
184-22 4-324- . .n* 14-24-3-4...4-n
2 2
Donde vemos, que el numerador de la primera fraccion es la suma
de los cuadrados de los n primeros nameros enteros, y el del segundo
la suma de estos nUmeros; por consiguiente, segin el nimero an-
terior, se tendra la formula que da el nimero de balas de una pila
triangular.
n n(n-f-1) (2ii4-4) n(n4-1) n(n4-4) (n-|-2)
12 ' 4 N 6
Ejemplo. Hallar el numero de balas que contiene una pila trian-
gular, cuya capa inferior tiene por lado 25 balas.
Segln .la formula hallada, se tendrd que el nimero de balas de
la pila triangular, sera

P,

P, :??’\’\6’\’\’\:25x|3X9:2925.

Pilas cuadrangiilares. Estan compuestas de capas de balas
gque forman cuadrados, de los cuales cada uno contiene en su lado
una bala ménos que el inmediato inferior; de modo, que la ultima
capa superior no tiene mas que una bala.
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Bara haﬁar el numero de balas que contiene ima nii® a

“P“ Y « il ..« p ., r.r.,id,

contendra

(n— . o . .
_ . 1) j la que sigue tendrd {n—2) (n—2)=fn—2)2
y asi sucesivamente, bastala antepeniltima, que tendrd 3><3- i :

g (*00j.
oegun la formula, se hallara
p _23x 26x51
A =:25x13x47=5525.

t'c
Pilas rectakgdlaues. Se diferencian estas pulas de las cna-

dorde . ' «"Silos en vez de ser cuadra
dos, de modo que cada una contiene una lila ménos v rad, ni

balas supondremos contiene m |

alas que una pda de esta especie contendra, sera, llamandole P, »

m(4-h 2-i_3+ .. .-f-n)-}-(12 j_22_j 32 j ™ .-f-n*)=
_n(n+4) “n[nH~) 2n”"™1)

A 2
Y reduciendo & un comin denominador, se halla por ultimo
D i3m-"2tH-4)
6 n

Si se quisiera determinar el nUmero de balas que contiene una
pda rectangular, por el que tienen las dos filas de la base, 6 sea de
la capa inferior observariaraos, que habiendo representado por m +1
el numero de balas que tiene la capa superior, la fila mayor de la

3

C
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base es y la menor es n: de modo, que llamando N al nd-
mero de balas que tiene la fila mayor de la base, y n al de la menor,
se tendra
de donde, m=N —n.
Sustituyendo el valor de m en la fdrmula anterior, hallaremos !a
nueva férmula
fi(n-1-1) (3N—n +1)
6
que da el nimero de balas de una pila rectangular, conociendo el
namero de balas que contiene cada unade las filas déla capa inferior.
Ejemplo |I. Hallar el nimero de halas que contiene una pila rec-
tangular de 10 capas, y cuya fila superior time kmUen 10 halas.
Aplicando la primera férmula, se halla
10x11 x(27+20-f-1).
6
Ejemplo Il.  Hallar el nimero de balas que contiene unapila rec-
tangular, cuya base tiene por lados dos filas que eoniieneti la mayor
19 halas y la menor 10.
Aplicando la segunda férmula, hallaremos

o LOXILX(BT 1005 _ 10511 5-gg0.

0x11X8=880.

448. Cuando las pilas se hallan truncadas, y por consiguiente
la capa superior se forma de varias filas, se hallard el ndmero de
balas que esta pila truncada contiene, determinando el nimero de
balas que contenga la pila total, después el de la pila que falta, y la
diferencia de estos dos numeros sera el nimero de balas del tronco
de pila.

LECCION XLIX.

IVaacio-'es cxi>on<nriaK*, rti resoLn'ion.—Conii-'iorea jwra qu" el ro!'>r de *-'D3 cenmen-
snrable en la ecna;-".'n exi'ouencial —Casot> particulares en tino se simplificH laresolncion
do la exi'onuncial.

EcuacioncN cxponenctalea, su reaolucioa.

* 449. Se llama ecuacion exponencial,aqw Ih en la cual viene la

incdgnita como exponente; asi = 5es una ecuacién exponencial,
y de las mas sencillas.
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*iSO Laexprmona-,enU cml aesmayor 6menor que laZ i-
dad, puede representar cualquiera cantidad dada positiva
efecto, hemos vi~*eu la leccion quinta, que la diferencia

A» —A«, 0 A» —A “ | segln que Asea mayor 0 menor que
la un,dad, puede ser menor que 3, dando & ,, un valor suficiente-
mente grande; lo cual prueba que, si & x le damos valores tan
poco diferentes unos de otros como queremos, la expresion u- reci

bira también valores tan poco diferentes entre si como se quiera- lo
cnal se expresara diciendo que, si ai varia por la ley de continuidad
i't exponencial  varia del mismo modo.

Esto supuesto, sea a>1. Si damos & x valores negativo, des-
de (0 hasta Q y luégo positivos desde Obasta + 0.~ hallaremos
para valores de la exponencial  los siguientes;

X= 00 e 2.-1,0,

\ A

= 0... :
az) Ev Ilavazv'n a« »

*

luego Sl 4 g damos yalores que crecen desde _ 00 hasta 4200 la
expresion a ‘ crecera desde Ohasta o '
Reciprocamente, si la expresion a la igualamos a una cierta can-
dad i, y hacemos que b crezca desde Ohasta 00, ir crecera desde
(0 hasta -hoo ; por tanto, no hoy cantidad positiva-giie no pueda
estar representada por , en la cual « es mayor que la unidad!

Sia < 1, se podra representar por una fraccion de la forma

en la cual a, serd mayor que la unidad; y entdnces, dando & x vt-
lores desde-0 0 hasta -(-00, haliaremos para a ' los valores si-
guienles:

~N0,1, 2,... 00)
a= Q@ or.. ai g
«1l  ai
resultados completamente distintos de los hallados cuando a > |
Por estas dos series de valores hallados para a*, vemos, segin
queriamos demostrar, que cualquiera cantidad positiva b puede
estar representada por a*, en la cual a=:=4, siendo e una cantidad
real conmensurable & inconmensurable, positiva 6 negativa, pero
unica; pues en lasérie de valores dados & a, desde — oo hasU
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4-00 ,solo hay uno para el cual la expresion a'puede valer una

cierta cantidad 1.
* 451. Cuando lacantidad a es positiva y diferente de la unidad,

acabamos de ver que a' puede representar cualquiera cantidad po-
sitiva; vemos ademas que dicha expresion nunca puede valer una
cantidad negativa, pues una cantidad a positiva elevada & cualquier
potencia, siempre da un resultado positivo.

Si con el objeto de obtener de la expresion a®'resultados negati-
VO0S, SUponemos que a es un namero negativo, y consideramos la
exponencial (—aY~h” hallaremos que la expresién (—a)® no es
continua; es decir, que & valores dea) que siguen laley de conti-
nuidad, DOcorresponden, como en  “valores que siguen lo misma
ley de continuidad en la expresion (—<¢f. Para demostrarlo demos

2n 2ii-4-1 2n-hl
& a valores sucesivos de la forma N n
hallaremos que la expresion {—a) ®pasaalternativamente de positiva
a negativa, de negativa a imaginaria, y asi sucesivamente; luego la
expresion (—a)®no puede representar cualquiera cantidad, ya sea
positiva, ya negativa; por lo cual no se consideran las exponenciales
de esta especie.

" 452- Segun la discusion que acabamos de hacer, vemos que
siempre hay para x un valor real conmensurable 6 inconmensurable,
positivo 0 negativo, que verifica & la ecuacién a°~=hb, en lacual ay 6
son cantidades positivas, y a distinta de la unidad; ademas que este
valor es Gnico, pues en la serie de valores que recibe x, desde—oo
hasta , siguiendo la ley de continuidad, sélo habra uno, y nada
mas que uno, para el cual la exponencial a® recibir4 el valor par-
ticular b. Hallar este valor en un caso dado, es lo que constituye la
resolucion de la exponencial a*=6.

* 453. Para proceder con método en la resolucién de la ex-
ponencial

a-=b [i],
distinguiremos los seis casos que se pueden presentar; tres que
corresponden al caso de sero>1, y otros tres cuando «<1, los
cuales se hallan comprendidos en el siguiente cuadro;

b>i
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Primer CASO. a ~\,v;;>\,d"a.

Siendo a>>1, dando & ™ valores sucesivos desde 4 en adelante,
o® ira creciendo cada vez mas, apartir de a; luego llegaremos a en-
contrar un valor entero a de a que dé <za=é, en cuyo caso la
ecuacion queda resuelta, y el valor de x es x; 6 llegaremos al
mencontrar dos nimeros m y m-h1l, que comprenderan al valor de x;

porque se tendra
y ««+‘>5;

luego X tendra que ser mayor que w y menor que m-\~ 1|,

Hagamos, pues, x=m ~— .
y
Siendo y una cantidad mayor que la unidad, y puesto que este

valor de a ha de veriticar & la ecuaciéon [4], sustituyamoslo, y se
tendra

de donde se deduce, dividiendo por y después elevando a la po-
tencia vy,

(—) =a, 6 0ly=:a  [2],

representando por ai la fraccion — .
a™>

Si comparamos esta ecuacion [2] con la propuesta, veremos que
ambas se hallan en las mismas condiciones. En efecto, en la ecuacién
propuesta se tiene a”™ |, y en ésta se tiene también porque

de la relacion se saca E’*> 1, 6 at> 1; en aquella se tiene
(>0, Yy en ésta también se verifica que a>-ai, como se deduce de

la relacion iz+‘> i, dividiendo pora«. En efecto,
a«

«1>i4 ; luego si la ecuacion iZiv= iz se hallaen las mismas condicio-
nes que la propuesta a®= ¢ podremos hallar del mismo modo la
parte entera de la incognita y, sustituyendo en la ecuacion [2J la
série natural de los nameros 1,2. 3,... hasta llegar & uno que nos
dé el valor exacto de 7, 6 hallar dos numeros ny n-j-1, que nos
denai'<a y o0i" *>a, en cuyo caso el valor dey se hallard com-

prendido entren y n-f-1, de modo que podremos hacery—n -/~ .
z
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Lo mismo que anteriormente sustituiremos este valor de y en la
ecuacion [2], puesto que-debe verificarla, y hallaremos otra de la
formair/= Oi, con la cual haremos lo mismo que con las anterio-

res, puesto que se halla en el mismo caso, y obtendremos el valor
\

s=pH — , Ylanueva ecuaciéon a3”=02-
u

Continuando de la misma manera, iremos obteniendo la série de

1 1
valores u=qH—V , VvV=rH— , etc.

w

Si ahora sustituimos todos estos valores sucesivamente en el de
X, hallaremos la fraccién continua

1
N'Ar+etce.,
gque expresara el valor de x exacta 6 aproximadamente, segun lle-
guemos & un ultimo cociente exacto 6 no.

Segcndo CASO. ,6>*1, 6<C'2-

Si lificemos a;=0 en la ecuacion [1], se tiene a"='l; pero ha-
ciendo x="\, se halla o*=a; y como se tiene y hcha, es
claro que el valor de x estard comprendido entre 0 y 1; de modo

1

que podremos hacer x = —.

Sustituyendo este valor en la ecuacion [1], hallaremos
€

=?>, de donde
cuya ecuacioén se halla en el primer caso, por ser ,a>-l,ya”h
luego se hallara .para valor de y una fraccion continua, y por tanto
la ecuacién quedara resuelta.
Terceu caso. a> |, 6<;1.

Siendo h<a, como facilmente se ve, x no puede recibir en lo
exponencial a*=h, valores positivos, pues el valor 0 da ya un
resultado mayor que 6; luego el valor de ¢ ha de ser menor
que cero, es decir, negativo; esto supuesto, hagamos x——y, y la

1 1
ecuacion propuesta se convertird ena“~=0 6 ~=;',dedondea-"'——-
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Pero siendo b<C\, la fraccion— seré>>1;ycomo a>»6, laecua-
0

cion a'— — se halla en uno de los dos casos auleriores, y por tanto
0

podremos hallar, como ya se ha dicho, el valor de la incégnita y, el
cual, tomado con el signo—, dara el de x.
Cuarto caso. a<.\,b<C\, hc"a.

Siendo a<C'l, la expresion a'hemos visto que decrece indefini-
damente a medida que el exponente & va aumentando; de modo,
que si & ic le damos los valores sucesivos 1,2, 3,... llegaremos a
encontrar uno que doé el valor exacto de x, que verifica & la
ecuacion propuesta, 0 hallaremos dos nimeros consecutivos
Jwyw-4-1, que daran y y por consiguiente el
valor de x estara comprendido entre estos dos nimeros.

1
llagamos, pues, x=m-\-—. Siendo y mayor, que la unidad, y

y
puesto que este valor de x ha de verificar & la ecuacion propuesta,

L

sustituyéndole se hallara lo mismo que en el primer caso, a i
0 air=a\ pero de las relaciones y se deduce que
esta ecuacion aC”— a se halla en las mismas condiciones que la pro-
puesta oF=h\ por tanto, podremos hallar, lo mismo que en el pri-
mer caso, una série de valores

1 1 1
y—n- - u=<7-h —, etc;

los cuales daran por valor de x una fraccion continua.

Quinto caso. a<3, 6*<1, Se reduce al cuarto coso, del
mismo modo que el segundo se redujo al primero.

Sexto caso. El valor de a;es negativo como en el tercer caso,
y se reduce al cuarto 6 quinto, del mismo modo que aquel se redujo
ai primero 6 segundo.

Ejemplo Sea hallar el valor de ¢? que verifica a la ecuacion

10*=200.

Dando & w los valores 1,2, 3, etc., se ve que el valor de x se

\

halla comprendido entre 2 y 3; de modo que haremos ic=2h___
y
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Sustituyendo este valor de @Qen la ecuacion propuesta, hallare-
mos, después de toda reduccién.

Sustituyendo en vez dey los niumeros 1,2, 3, etc., se halla que
el valor de y estd comprendido entre 3y 4; por tanto, haremos

1
2/=3]— .

Sustituyamos este valor en la ecuacién anterior, y hallaremos
después de toda reduccién (1,23)* =2, el valor de z se halla en esta

ecuacion comprendido entre 3y 4, de modo que haremos s = 3 h—I .
u

Sustituyendo este valor de z en la ecuacion anterior, se hallar
(i1,024)«=1,25, en esta ecuacion el valor de u se halla comprendi-

do entre 9 y 10, por consiguiente, haremos u=9 h---\-/-.

Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior, hallaremos
(1,009)”=1,024, en donde el valor dev se halla comprendido entre

4
2 y 3, de modo que haciendo |')—2hVT , tendremos, sustituyendo

estos valores en el de &, la fracciéon continua

2+etc.
Y formando las reducidas se hallara segin la regla (428)
7 23 214 451
' ~3 TO’ 93 196’

esta Ultima sq diferencia del valor de s; en ménos de la cantidad

1 - .
196(196-1-935 56644’
clon decimal, se hallard una cuyo error principiard en la quinta
cifra: asi se tendra a:=2,30102 ndmero cuyas cuatro primeras ci-
fras decimales son exactas.

por consig{uiente, si la reducimos a frac-
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Condicione»! para que ol ralor do jv AcaconmeuAnroblc en la ecnaeton
exponencial.

* 454, Como el valor de & que verifica & la exponencial a®= 6,
viene bajo la forma de una fraccién continua, conviene saber cuando
ésta sera limitada 6 ilimitada, es decir, cuando x serd conmensura-
ble 6 inconmensurable.

Sean, en primer lugar, a y b dos nimeros enteros y veamos
4 qué condiciones tienen que satisfacer para que x sea un numero

conmensurable
Si el valorde que verifica & la ecuacion exponencial propuesta,

m
es conmensurable é igual @ * se debera tener

= de donde a’™— b”.

Esta relacion manifiesta que todo factor primo a de a, tiene
gue estar contenido necesariamente en 6, pues de lo contrario divi-
diendo por él, el primer miembro seria entero y el segundo frac-
cionario, luego para que las igualdades anteriores puedan verificarse,
es necesario como condicion precisa que a y 6 contengan los mis-
mos factores primos. Luego si se tiene, por ejemplo,

a=«?p'?Y™5®, se deberd tener
Sustituyendo estos valores en la relacion a'*— b” , tendremos
pgm”~rm gim S

Para que esta Ultima igualdad se verifique, es necesario que cada
factor primo se halle repetido en ambos miembros un mismo na-
mero de veces, pues de lo contrario dividiendo por aquel que en
uno de los dos miembros estuviera elevado a4 mayor potencia, darla
el absurdo de ser un nimero entero igual & un fraccionario; luego
tendremos, por segunda condicién

pm=p'n, gm=qg'n, rm-=r'n, s'm=s'n,

m in . m r m s
de donde — P ILj
n p n g' n r* n St
Reciprocamente, admitamos que se tengan las igualdades

pa r s
p q r fi
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Si hacemos a;—F: %: — 5 € tendra PX_V' Ax= g\ rx=:r'y
sx=s\ y por consiguiente
0 **=«?7¢prrY"-"0s-*"'=ccP'p7"Y»-'=
Luego para que x sea conmensurable en Ja exponencial a*= b, &°
necesario y suficiente que ai/ h se compongan de unos mismos facto-
res primos, y los exponentes de b estén con los de a en una misma
relacion.
* 455, Si losfactores de a vienen elevadosd la primera potencia,

para que x sea conmensurable en la ecuacién exponencial es
necesario que b sea una potencia exacta de a.
En efecto, sea se debera tener por primera condicion

5=«p'P?y"'Ss, y por segunda p’z=q’=r"=s"" luego ¢=a7 pp Y™\ =
(apYoyM=«'~> y por consiguiente la ecuacién exponencial se con-
vierte en de donde,r=/9',i que prueba que nosoloa; es
conmensurable sino entero é igual al exponente de la potencia que
expresa b. Asi, en la exponencial 10'®=¢,.c no puede serconmensu-
rable mas que en los casos de ser b una potencia de 10 y entonces
no sélo es conmensurable, sino entero.

* 40C. Sean, en segundo lugar, a y i dos numeros fraccio-

h k . -
nanos de la formah—,y " La igualdad «*= 5", se convertira en

hk-= k7K

Siendo k y h' primos entre si, lo mismo quek y k', sus potencias
respectivas también lo seran; asi, para que la igualdad anterior se
verifique, esnecesario que se tengan las igualdades y ié
las cuales prueban que los numeradores de las dos fracciones que
representan & las cantidades ay b, han de estar formados de los mis-
mos factores primos, y estos elevados & exponentes cuya relacion sea
igual en todos; y lo mismo se ha de verificar respecto a los denomi-
nadores.

CaHO.«pai‘CiculiircN en (]iio RC siniplliica la rcROIncion dela exponencial.

'437. La resolucion de la exponencial a®=5, se simplifica no-
tablemente, siempre que las cantidades ay b sean potencias de un
mismo numero primo.
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Sea, por ejemplo, 8 "= 128, la ecuacién exponencial que quere-
mos resolver. Siendo 8=2% y 128=2% la ecuacién anterior se con-
vertira en 0 2" =2% de donde se deduce inmediatamente
3x=7, de donde x=2-f. *

Si laecuacién fuera 125" = 3120, observariamos que 120 es igual
5% y 3125 es lo mismo que 5%, iupgo la ecuacion propuesta se con-
vertira en = 5*dedonde 3x= 06x=1".

Si a se compone de factores primos elevados & la primera poten-
cia, el valor de x serd conmensurable & inconmensurable, segun
que ¢ sea 0 no una potencia exacta de fi\ en el primer caso x sera
igual al exponente de dicha potencia, en el segundo el valor de x sera
inconmensurable.

LECCION L.

t»e loa Joiraritino8con8idern<los como exponentoa. Perfecta corr< spondenoia entre amboa
modos de cons-iderarloa,—PemoatraciOD do Ina propiodadesde los loiraritvios, y oorstni/i-
cion de Jas fcablaa por las ecuaciones exponeucialea.—L ispopicion da laatablas de Callet.

loa 10OBnritiDOH «eonsirtnrniloa como cxpnncntCN. Pei-rccta correspon-
denciaentre ainbOM iiiodoi* de con.sldcrnriOM.

438. La definicién que hemos dado en Aritmética diciendo que
los logaritmos son: los términos de una progresion por diferencia que
princJpiapor O, correspondientes & los términos de una progresiéon por
cociente que principia por !,se le llama elemental. Algebraicamente
se definen los logaritmos diciendo que: el logaritmo de un numero
cualquiera es el exponente de ja potencia d que debe elevarse una can-
tidad constante, llamada base, para reproducir el numero dado.

Asi como en Aritmética hemos deducido los logaritmos de dos
progresiones, una por diferencia y otra por cociente, en esta otra
manera de considerar los logaritmos, los deduciremos de la ecuacion
exponencial b*— g, en la cual b repre.senta un ndmero constante y
en general mayor que la unidad, / un nimero positivo cualquiera
y x el logaritmo de e.ste nimero; el nimero constante b, que elevado
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a una potencia x ha de reproducir el nimero y cuyo logaritmo es x,
es & lo que se da el nombre de base de los logaritmos.

459. Debiendo representar la esy)onencial 6”cualquier niamero
positivo y, es necesario que la base b, sea positiva y distinta de la
unidad; si no cumple con estas dos condiciones la exponencial 5" no
podra representar un namero cualquiera.

No teniendo que satisfacer la base b & mas condiciones que & ser
positiva y distinta de la unidad, podremos elegir para valores de 6,
tantos nimeros como queramos y como entonces los exponentes de
las potencias de la base que nos reproduzcan un mismo ndmero n,
seran desiguales, se sigue que un mismo ndamero podra tener tantos
logaritmos como queramos, y que todos dependeran del valor parti-
cular que demos & la base h; asi, llamando a;, a;', los expo-
nentes de las potencias a que hay que elevar las bases 6, b',
para que reproduzcan e! mismo numero n, es decir, que si se tie-
ne br=n, =n cada uno de estos exponentes
X, serd el logaritmo del nimero n, considerado respectiva-
mente en los sistemas cuyas bases son 6, &', b",..

460. Cualquier sistema que se considere se tendra que el lo-
garitmo de la unidad es 0, y el logaritmo de la basees 1.

En efecto, la exponencial 6*=y nos da, haciendo sucesivamente
y=1 ¢

li-"=/{, de donde j:=0 y de donde x = \.

461. A poco que se examinen los dos modos de coSisiderar los
logaritmos, veremos la exacta correspondencia que hay entre ellos.

En efecto, de la definicion aritmética se puede deducir la alge-
braica, y al contrario. Para demostrarlo consideraremos las dos pro-
gresiones que constituyen un sistema de logaritmos

S o TaLlok L.
7 i) (8. (020 (—2) .0 L 2r .31, nr... "

Si ahora representamos por b la raiz aritmética del grado r de
la cantidad q, tendremos de donde g—h" cuyo valor sus-
tituido en la progresién anterior, convertira el sistema [1], en el
siguiente.

;A T \ L (pr . .o, frr.
4 e . (-NT) . (-3r). (-ar). (-r).0.r .2r ,3r s nr...

Donde vemos que el logaritmo del nimero representado por 6 **
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serd nr; es decir, el exponente de que esta afectado el niumero cons-
tante b. Por cuya razén vemos que de la definicién aritmética de
logaritmos, podemos deducir la definicion algebraica de los mismos
diciendo que logaritmo de un numero es el exponento de la potencia &
que debe elevarse una cantidad constante b, para reproducir el mismo
nimero.

Supongamos ahora, que de la definicion algebraica que se da de
los logaritmos, queremos deducir la aritmética, con lo cual quedara
demostrada la perfecta correspondencia que hay entre ambas defi-
niciones.

Para ello consideremos la ecuacion exponencial h*=y, que de-
termina un sistema cualquiera de logaritmos por su base h.

Si au; le damos una série de valores en progresion por dife-
rencia

iB=...—nr....—3r,—2r,—r, 0, r, 2r, 3r,... nr,...
cuya razon r sea tan pequefia como queramos, hallaremos para va-
lores de ij una série de nimeros en progresion geométrica,
y— 6-3% h 6% 63-,,..

de donde deduciremos que los valores de x, 6 sean los logariitnos de
los nimeros, son los términos de una progresidon por diferencia \que
‘principia por cero y que corresponden & dichos nimeros considerados
como términos de una progresion geométrica que principia por la
unidad.

HemoNti-aclon de ia” propirilailei« de lon y conNtruccioii <lc la«
tabloN por loncciiacloncN cxponeuclulCM.

462. Una vez demostrada la perfecta correspondencia que
entre las dos maneras de considerar los logaritmos, pasemos & jus-
tificar todas las propiedades de qwi éstos gozan, y que ya hemos
considerado en la Aritmética.

En primer lugar observaremos, que debiendo ser la base 6 del sis-
tema de logaritmos, como ya hemos dicho (459), un nimero posi-
tivo cualquiera distinto de la unidad, s6lo losnimeros positivos pue-
den tener logaritmos, y éstos tantos cuantas sean las bases que se
consideren; pero una vez elegida una base cualquiera en este sis-
tema un ndmero n no puede tener mas que un logaritmo, pues
en la exponencial 6*=n, s6lo puede recibir x un valor que la sa-
tisfaga.

hay
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463. Siendo la base de un sistema de logaritmos e! nimero que
tiene la unidad por logaritmo, (Aritmética 443), el nimero que
tiene también la unidad por logaritmo en el sistema que se deduce
de la exponencial (5&=?" es i* =y, 6 lo que es lo mismo, b es la base
dni sistema; por tanto, la base de un sistema tal como se ha definido
en el método elemental de los logaritmos, es enteramente la misma
gue se obtiene considerando & éstos como exponentes.

464. Si la base de un sistema es, como generalmente se consi-
dera, mayor que la unidad, se tendra que los logaritmos de los na-
meros mayores que 1 y menores que la base, seran mayores que 0
y menores que 4; el logaritmo de la base serd la unidad, y el de
cualquier potencia de la base serd el expoliente de esta potencia; el
logaritmo de un nimero comprendido entre dos potencias de la base,
estard comprendido entre los dos exponentes de estas potencias. Los
logaritmos creceran indefinidamente cuando los numeros lo hagan
también; asi, se tendra log. o0 — x>.

El logaritmo de la unidad ya hemos dicho que es cero.

Los logaritmos de los niameros menores que la unidad, son me-
nores que cero; es decir, negativos, y tanto mayores en valor nu-
mérico cuanto menores son los nUmeros & que corresponden; asi,
se tiene log. 0= —o00.

Observacion. Cuando la base es menor que la unidad, sucede
todo lo contrario; asi, se tiene enlénces log. 0=00 , log. «>= —oo0.

400. La justificacion de las propiedades de los logaritmos es
muy senciiia por medio de la exponencial. En efecto, sean N, N',
N, N'"*,... varios numeros cuyos logaritmos, en nn sistema 6, sean
X, X\ od'yx'"y... lo cual se expresara por

W = ¥ yW"=h""y..

de las cuales se deduciran facilmente, segiin las reglas del calculo
algebraico, las siguientes:

NXNAXN."XN'""x..=6"X C.,l 'Xl,JA"X&A"'X..':i"'Al"+*"'+'A"+'

N'

KN=;~i=i™,
Pero segln la definicién algebraica de los logaritmos, los expo—
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iieutes de lu base 6, en los altimos miembros, son los logaritmos de
las cantidades que estan en los primeros; luego traduciendo al len-
guaje vulgar estas ecuaciones, hallaremos la justificacion de las pro-
piedades conocidas.

466. Si quisiéramos construir unas tablas de logaritmos vulga-
res por medio de la exponencial que en este caso se reduce a
40“'=i/, veriamos por las mismas consideraciones que se hicieron en
la Aritmética (407), que solo tendriamos que calcular los logaritmos
de los nameros primos comprendidos entre 1 y el limite superior de
las tablas; que bastaria calcular éstos con nueve cifras decimales
exactas, para obtener los logaritmos de los nimeros enteros desde 1
hasta 1300UO con siete cifras decimales exactas; que s6lo los nime-
ros que fuesen potencias de 10 tendran por logaritmos nimeros
conmensuiables (463) y enteros, pues seran los exponentes de dichas
potencias. Los logaritmos de los demas nimeros compuestos, se ha-
llardn sumando los logaritmos de los factores primos que los forman;
y por ultimo, que el logaritmo de un nimero primo cualquiera n,
se calculara resolvieaido la exponencial 10 =n, y hallando el valor
de xcon el grado de aproximacion que se quiera, segun se ha dicho
anteriormente.

467. Si construidas unas tablas de logaritmos en una base cual-
quiera b, quisiéramos construir otras cuya base fuera no habria
mas que multiplicar los logaritmos del sistema dado, por la unidad
partida por el logaritmo de la nueva base lomado en el sistema conocido,
cuya cantidad constante sabemos que se Illama mdédulo relativo de
los logaritmos.

Sean, en efecto, #y los logaritmos de un cierto numeren
tomados en dos sistemas cuyas bases son h'y 6'; de modo, que se
tendra yn—Vv™

Si suponemos construidas las tablas de logaritmos cuya base es 6,
y representamos los logaritmos de este sistema por log*, tendremos,
tomando logaritmos en el sistema conocido,

log/,n=37 logi,&—,r, y log;,n:=a;" tog/,i’;
1
de donde x=x"']Jos bb' 6 a/=xx.-
log,,6'
que prueba que el logaritmo o/ del nudmero n, correspondiente
en el sistema que tiene por base b' es igual & x, logaritmo del mis-
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, . - 1
mo numero en el sistema cuya base es 6, multiplicado por—l—————-,-
ogto’

es decir, por la unidad dividida por el logaritmo de la nueva base ¥
tomado en el sistema cuya base es 6.

Dlsposliciou dolas tablas de Callet.

* 468. Como las tablas generalmente usadas son las de Callet,
conviene explicar la disposicion en que se hallan, para poder resol-
ver por ellas todas las cuestiones relativas a los logaritmos.

* 469. La primera de las tablas, que estd encabezada con el
nombre de Chitiaue \ {Kiliada 1.~ que signiflca reuniéon de mil
unidades), contiene los nimeros naturales desde \ hasta 1200 en
columnas verticales, encima de las cuales se halla la letra N, inicial
de nombre (nimero). A la derecha de cada numero se halla la manti-
sa del logaritmo correspondiente aproximada con ocho cifras deci-
males, formando unas segundas columnas, encima de las cuales se
halla escrito log. inicial de logarihmes (logaritmos). No se escribe
en las tablas la caracteristica de los logaritmos, porque se sabe cudl
es & la sola inspeccion del nimero {a HL 448.)

Esta tabla, como se vé, no ofrece diflcultad alguna, y seria por
consiguiente facil hallar el logaritmo de un ndmero cualquiera con-
tenido en ella, 6 el niumero correspondiente & un logaritmo dado.

Pasemos a las tablas siguientes, que ya son algo mas complicadas;
y para que sea mas facil su comprension, reproduciremos una de las
paginas de las tablas de Caliet, en la cual no consideraremos las dos
primeras columnas de la izquierda, por no tener una relacién di-
recta con la teoria de ios logaritmos.



648

649.

650

651.

578(>
676!

7741
8718
9695

0671
16i8
2624
3600
4576
5552
6'27
7502
8177
9452

0426
1401
2376
3349
4322
5296
6269
7242
8215
9187

0160
1132
2101
3075
4047
5018
5989
6960
7930
8901
9871

0841
1811
2780
3749
4719
5687
6656
7624
8593
9561

j928
4906
6«83
6801
7838
8815
9792

0769
1745
2722
3698
4674
5649
6H24
7600
8675
9549

0524
1498
2472
3446
4420
5393
6366
7339
8312
9284

0257

0938
1908
2877

4221
5199
6177
7154
8131
9108
9890
0085
0964 1062
1941 2038
2917 30)5
3893 3990
4869 4966
6844 5942
6820 6917
779 7892
8770 8867
9744 9842

0621 0719 0816
1595 1693 1790
2570, 2667 2764
3543 3611 3738
4517 4614 4712
5490." 5585|6685
64'13] 656il 6658
7436 7534 7631
8409 850g| 8604
9382 9479 9676

0354 0648
1520
2492
3464
4435
5406
6377
73-18
8319
9289

0065 (162,1 0259
1035 113211229
2005!210212198
2971| 30711 3168
3943;4040[ 4137
4912' 5009! 6106
58811 597816075
68501 6947 7043
7818

8786

9754

6

4319' 4417
5297 6394
6274'6372
7252,7350
8229 8327
9206 9304

018370281
1160 1257
2136 2234
3112 3210
4088 41»6
5064 5161
6039 6137
7015 7112
7790 8087
8961 9062
9939

0037
0914 1011
1888 1985
2862 2959
3835 3933
480') 14906
578216880
675516853
7728 7826
87i>l 8798
9673 9771

0646 0743
1618 1715
2589 2687
356113658
453214629
5603 5601
6474 6571
7445 7542

7140. 72:i7

4514
4493
6470
7447
8425
9402

0378
1355
2331
3307
4283
6259,
6234

4612
6690
6568
7515
8522
9499

0476
H53
2429
3105
4381
5356
6332

721017307
H185|8282
915919257

0134

10231

110811206
208312180

3066

3154

4030]4128

50041

5977
6950
7923
8895
9868

0840
J812
2784
3755

15101
6074
7047
8020
8993
9965

0937

4710 o8
6688
6666
7643
8620
9597

0574
1550
2526
3503
4478
5454
6429
7405
8380
9354

0329
1303
2277
3251
4225
5198
0172
7145
8117
9090

0062
1034

1909j 2006
2881 2978
, 3852i 3950
4727; 4824: 4921
56981579515892
6669j 6766, 6863
7839 7736, 7833
841618513] 8610 87071 8804
9386] 9483] 9580 9677 9774

03561 0453; 0550 0647 0744
132Gj1423; 1520 1617 1714
2295 23921 2489 2586 2683
3265 33621 3459 3556 3653
42341 43N] 4428 4525 4622
BB 530015397(5494[5591
6172 6269! 6365 646216559
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Estas segundas tablas contienen ios nimeros desde 4020 hasta
108000. Lacolumna que se halla encabezada con la inicial N, con-
tiene la série natural de los nimeros desde 1020 hasta 40800. La
siguiente, que se halla encabezada con lacifrao, contiene las manti-
sas de los logaritmos, calculados con siete cifras decimales, de los
nameros correspondientes que estan a su izquierda; de modo, quela
reunion de estas dos columnas puede considerarse como la conti-
nuacién de la primera tabla, y dan por lo tanto los logaritmos desde
1020 hasta 10800.

La columna que esta encabezada con la cifra 0, vemos que esta
dividida en otras dos, de las cuales la primera de la izquierda se com-
pone de numeros de tres cifras que van aumentando de unidad en
unidad, y que no estan colocados & igual distancia unos de otros; la
segunda se compone de numeros de cuatro cifras que no dejan intér-
valo alguno entre si. Esto no es mas que una simplificacion que con-
siste en no repetir las tres primeras cifras en todos aquellos logarit-
mos quelastengan iguales; asi, por ejemplo, la plana que considera-
mos, cuyo primer logaritmo correspondiente al namero 4440,
tiene por mantisa 6473830, y los niUmeros que siguen hasta el 4446
inclusive, tienen todos por parte comin las tres primeras cifras; y
en lo que difieren, que es en sus cuatro ultimas, se hallan escritas.
La misma simplificacién se hace en la columna de los niUmeros; pues
aunque todos se componen de cuatro cifras, no se escriben asi mas
que de cinco en cinco; de los intermedios solo se escriben las dos
Gltimas. El nimero 4443, que es el cuarto de esta plana, y que solo
hemos escrito de él las dos Ultimas cifras 43. porque ya se sabe que
las otras dos de la izquierda son las mismas que las del namero de
cuatro cifras inmediatamente superior, tiene su logaritmo por man-
tisa el nimero 6476763, cuyas cuatro Gltimas cifras son las que se
hallan enfrente de! nimero, y las tres primeras son las que primera-
mente se encuentran ascendiendo en la primera columna de que
acabamos.de hablar. Del mismo modo, la mantisa del logaritmo del
namero 4437, serd 6490426; la del 4472, ser4 600OSOls . Desde el
namero 10000, cuyos logaritmos vienen calculados con ocho cifras
decimales, los nUmeros aislados que forman la primera de estas dos
nuevas columnas, contienen cuatro cifras.

Cuando dos nimeros son décuplos el uno del otro, la parte deci-
mal en ambos es la misma {Afit. 449); asi, las dos columnas marca-
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das con N y 0, nos dan también de 10 en 10 los logaritmos de los
nameros comprendidos entre 10200 y 108000; asi, el logaritmo
de 44580, tendra por mantisa el nimero 6491401; la del logaritmo
del nimero aumentado en 10 unidades 44590, sera 6492375.

Para obtenerlos logaritmos de los nimeros intermedios, tenemos
las nueve columnas siguientes marcadas con las cifras 1,2, 3,...
hasta 9, las cuales contienen las cuatro ultimas cifras decimales de
los logaritmos délos nameros de cinco cifras, cuyas cuatro primeras
se hallan en laprimera columna N,y la Gltima en la parte superior
de la columna que se considera. Asi, la que tiene la cifra 0 en su
parte superior, contiene las cuatro Gltimas cifras de los logaritmos
de los nimeros desde 10200 hasta 108000, que terminan en un
cero, y que puestas a la derecha de las tres 6 cuatro primeras, se-
gun que los logaritmos se hallen calculados con siete U ocho deci-
males, que se hallen enfrente 6 en la parte superior en la primera
columna de los nimeros aislados de que hemos hablado, constituyen
toda la mantisa del logaritmo del nimero propuesto.

La columna marcada con la cifra 1, contiene las cuatro Gltimas
cifras de los logaritmos de los ndmeros de cinco cifras termind'3os
en 1; la marcada con lacifra 2, las de aquellas que terminen en 2; y
asi sucesivamente hasta la marcada con 9, que representa las de los
nameros que terminan en 9. De este modo se tiene una tabla de los
logaritmos correspondientes & los numeros de cinco cifras. Para
buscaran ella ellogaritmo de un némero, se consulta la columna
N, yen ella se hallaran las cuatro primeras cifras del nimero; una
vez halladas, se correra la vista hasta la columna que esté marcada
con la altima cifra del namero dado, y en ésta se encontraran las
cuatro ultimas cifras del logaritmo; cuyas tres 6 cuatro primeras,
seguin que los logaritmos tengan siete, U ocho cifras decimales, se
hallaran enfrente 6 en la parte superior de la linea horizontal que
se considera, en la columna primera de que ya hemos hecho men-
cion y que hemos llamado de nameros aislados. Asi, la mantisa del
logaritmo correspondiente al nimero 44638, se hallara buscando
primero en la columna iNel nUmero 4463 y recorriendo después
la vista hasta la columna morcada con la uUltima cifra 8, hallaremos
las cuatro cifras 7047, que seran las cuatro Gltimas del logaritmo
que se busca. En cuanto & las tres primeras, se hallan expresadas
eu la parte superior de la columna de los ndmeros aislados, y son
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649; de modo que la parte decimal del logaritmo del nimero dado,
sera 6497047.

No deben pasar desapercibidas ciertas interrupciones que h pri-

mera vista se notan en las lineas que forman las columnas que
dan las cuatro ultimas cifras de un logaritmo. Asi, por ejemplo, en
la pagina que hemos tomado de modelo, a partir de las cuatro ci-
fras 9988, que se hallan en la columna 3, sigue una linea en blanco;
y la linea siguiente principia en blanco, y continda hasta la colum-
na 4, en donde se hallan las cuatro cifras 0085. Notese también,
que toda linea que principia en blanco, respecto a las columnas 0,
4,2,... corresponde & un namero de la primera columna que he-
mos llamado de nameros aislados; asi, enfrente de la primera linea
en blanco, se halla el nimero 648; enfrente de la segunda, el ni-
mero 649; enfrente de la tercera, el nimero 650; y asi sucesiva-
mente. En la columna N, y enfrente de la linea que principia en
blanco, se halla también que no hay nimero. Esto, que suele con-
fundir & los principiantes, es muy sencillo de comprender, y apreciar
la ventaja que ocasiona por su claridad.
** Cuando consideramos el logaritmo de un ndmero cualquiera, el
primero por ejemplo, 44400, sus tres primeras cifras 647, son co-
munes & todos los logaritmos de los ndmeros que le siguen; pero
llegaremos necesariamente a uno cuyo logaritmo no empezara en
su parte decimal por las tres mismas cifras 647, sino que variaran;
y como esto no ha de suceder precisamente en los nimeros que ter-
minen en la cifra 9, en cuyo coso no habria estos trozos de lineas
en blanco, es necesario marcar hasta qué numero corresponden
dichas tres primeras cifras. Asi, todas las mantisas de los logaritmos
de los nimeros 44400 hasta 44163, empezaran por las tres cifras
decimales 647; pero la parte decimal del siguiente nimero 44464,
que al ir & buscaHa, segun se ha dicho, nos hallamos que las cua-
tro ultimas cifras se hallan en blanco, no principia por las mismas
tres cifras 647, sino por las siguientes 648, las cuatro ultimas se
hallan en la fila en que este nUmero se encuentra, y en su columna
correspondiente 4; por consiguiente, dicha parte decimal sera
€480085-

A partir de este nimero, en todos los siguientes principian sus
logaritmos por las tres cifras decimales 648, hasta llegar al nimero
44666, desde el cual priocipia & regir el namero aislado siguiente
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de tres cifras Ci9, para primeras de la parte decimai de los loga-
ritmos de los nimeros que siguen.

De! mismo modo veremos que la parte decimal del logaritmo
del numero 44775, es Co10356.

Finalmente, la ultima columna a la derecha, contiene las dife-
rencias que hay entre cada dos logaritmos consecutivos; en las dos
tablltas que hay debajo separadas por una raya vertical, las partes
de estas diferencias correspondientes & una décima, dos, tres, etc.»
hasta nueve. Estas diferencias vienen expresadas en unidades del ul-
timo 6rden decimal, lo mismo que las correspondientes & las tabli-
tas de que hemos hablado.

LECCION U.

iao de las Ublas. Dado nn nimiro cnalgmrra, hnllar por medio de las tal)las snlograriino.
Dado el lo”a-itmo de no ndmeto, hallar este nUmero.

Vflode las tabla». Dado nn ndmero enalgntcra, hallar por medio do i
tabla» 8» logivttiuo.*

* 470. Bajo el epigrafe de uso de las tablas, 6 manejo de las
mismas, se comprende el modo de resolver los dos problemas si-
guientes: Dado un minero ciuilquiera, hallar por medio de las
tablas sulogaritmo. Dado un logirii/no, hallar el nimero & que
pertenece. En cada uno de estos problemas se consideran varios ca-
sos, de los cuales vamos a ocuparnos en la presente lecdon.

' 471. PiuAiEii caso. Que el nimero dado para hallar su logit-
rilmo sea entero, y esté comprendido entre !'y 1200. Se buscara este
namero en la columna N, y una vez hallado se vera enfrente la
mantisa de su logaritmo en la columna marcada Log.; se le pone a
ésta la caracteristica correspondiente, que ya se sabe que es un nu-
mero de unidades igual al de cifras que tiene el nimero méoos una»
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y se tendrd el logaritmo pedido. Asi, el logaritmo de 424 es
2,09342169; el de 563, es 2,73204845; yel de 1167, sera 3,06707086.
* 472. Segundo caso. Que el nimero dado sea entero, y se
halle comprendido e n t r e y 10800. Se busca como &ntes en la
columna N el numero dado, y enfrente, en la columna marcada con
la cifra 0, se hallara la mantisa, si el niGmero que hay alli contiene
siete cifras; y si no tiene mas que cuatro, ya hemos dicho que éstas
son las ultimas de la parte decimal del logaritmo; las primeras se
hallaran en la columna de los nimeros aislados , en la parte inme-
diata superior. Asi, se tendra: log. 2812=3,4490153; log. 4440=
3,6473830; log. 4473="3,6303989; log. 10487=4,02063127.

* 473. Tercer caso. Que el nimero entero, cuyo logaritmo
queremos hallar, esté comprendido entre 10200 y 108000. Se bus-
card en la columna N el nimero que forman las cuatro primeras ci-
fras; en la columna marcada con la ultima cifra del namero y en la
misma linea horizontal en que se hallan las cuatro primeras del
mismo, se hallaran las cuatro Gltimas cifras decimales del logaritmo:
sus tres 6 cuatro primeras se hallaran, 6 en la misma fila horizon-
tal, 6 en la parte inmediata superior de la primera columnita de los
numeros aislados. Si en la columna marcada por la tltima cifra del
nimero y en la fila horizontal en que se hallan las cuatro primeras
cifras del mismo no se halla nimero alguno, es decir, estd en blan-
co, entdnces se toman las cuatro que se hallan en la fila inmediata
inferior, en la cual se hallaran también las tres 6 cuatro primeras
en la columna de los nameros aislados. Asi, se tendra; log. 44406=
4,6474417; log. 44623=4,6493588; log. 44368 = 4,6490231;
log. 104762=5,02020378.

* 474. Cuarto caso. Que el nimero sea entero, mayor que
108000 y menor 1000000. Siel nimero dadoesraayorgne 108000
y menor que 1000000; es decir, si el nimero dado, siendo mayor que
108000, so6lo consta de seis cifras, separaremos con una coma la
altima cifra, lo que equivale & dividir el nimero por 10, lo cual,
como ya sabemos {Arit. 449), no altera en nada la parte decimal del
logaritmo; en cuanto & la caracteristica, ya sabemos que viene dis-
minuida en una unidad; mas como al final hemos de ponerle la que
por el nimero de cifras del nUmero dado corresponda , no tenemos
necesidad de tener en cuenta la variacién que experimenta , cual-
quiera que sea la operacion que con el ndmero hagamos. Esto su-
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puesto, hallaremos, segun el caso anterior, la mantisa del logaritmo
correspondiente al nimero de las cinco primeras cifras, & la cual se
le agrega la parte corre.~pondiente & la cifra separada, que son las
décimas del nimero dividido por 10; cuya parte se hallard en las
tablitas que hay debajo de la diferencia que se halle mas préxima en
la columna marcada con la inicial Dit., enfrente de la cifra significa-
tiva igual & la dltima del nimero, 6 sea la separada & la derecha.
Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del numero 445738. Sepa-
rando la cifra déla derecha con una coma, tendremos el numero
44573,8, y la parte decimal del logaritmo del namero 44573, sera,
seglin el caso anterior, G490719;la diferencia mas proxima en la
columna Dif. es 98, y la parte que en la tablita que tiene debajo,
correspondiente & la cifra separada 8, es 78 unidades del séptimo
orden que se deben agregar a la mantisa liallada, lo cual da para
mantisa del logaritmo que se busca, el ritmero 0490/97; luego el
logaritmo del nimero propuesto, serd 5,6490797.

470. Si el nimero es mayor que 1020000 y menor que
1080000, se hallara el logaritmo de la misma manera, determinando
primero la mantisa del nimero de seis cifras, y luégo la parte cor-
respondiente a la séptima; la caracteristica sera, como siempre, la
que le corresponda al nimero de cifras. Asi, se tendra: log. 1042573=
6,01 810647. En efecto, la mantisa del logaritmo del nimero 104257
es, segun el tercer caso, 01810522, y la parte correspondiente a la
cifra separada 3, es, segun las tablitas de las diferencias, 125, luego
la mantisa del logaritmo que se busca serd 01810522-4-125=
01810647, y el logaritmo ser4 6,01810647.

'476. Quinto CASO. Que elniamero cuyo logaritmo queremos
hallar exceda al mayor nimero de las tablas, 6 sea d 108000, en mas
de una cifra. Para hallar el logaritmo de un nimero que se halle en
este caso, se principia por separar a la derecha con una coma un nu-
mero de cifras, tal que el nUmero que quede a la izquierda se halle
comprendido en el tercer caso, y por él se hallara la mantisa corres-
pondiente; después se determinara la parte que corresponde & las ci-
fras separadas, multiplicando esta parte por la diferencia que se halle
mas proxima eii la columna Dif.; de la derecha del producto se sepa-
ran tantas decimales como cifras tenga la parle separada, y lo que re-
sulte a la izquierda se agrega & la mantisa hallada; el resultado sera
la mantisa del logaritmo del nimero propuesto, ala cual, poniéndole
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la caracteristica correspondiente al nimero de cifras que dicho nu-
mero tenga, dara e! logaritmo buscado.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del nimero 4473S826.
Separemos las tres Gltimas cifras con una coma, y hallaremos el
namero 44735,826, cuyo logaritmo tendra la misma mantisa que
el de! nimero propuesto; pero la mantisa del logaritmo de este
numero se compondra de la mantisa de! logaritmo del namero que
forma la parte entera, mas la parte decimal correspondiente & las
cifras separadas & la derecha. La mantisa del logaritmo de la parte
entera 44730, es, segln el tercer caso, 6306474; la parte decimal
correspondiente & las cifras separadas, se halla por la siguiente
proporcién,

1:dif. de logaritmos :: dif. de nimeros : &,
0 representando por D la diferencia de los nUmeros, y por A la
de los logaritmos, dicha parte decimal se hallard por la proporcion
1:D: A: X dedonde, x=

En este ejemplo la proporcién anterior se convierte en
1:0,826 :: 97 : de donde™ -x=0,826x97=80,122; por con-
siguiente, agregando & la mantisa hallada 6306474, el nGmero 80,
que resulta de multiplicar las cifras separadas 826 por la diferencia
mas proxima de las tablas, y separando de la derecha de este pro-
ducto el mismo numero de cifras que separamos en el propuesto, ha-
llaremos la mantisa 6506334 del logaritmo del ndmero 44733,826,
que es la misma del logaritmo de dicho nimero propuesto. Poniendo
4 esta mantisa por caracteristica un numero igual al de las cifras
que tiene el nimero dado ménos una, se hallara el logaritmo que
se busca; luego log. 44733826=7,6306334.

* 477. La parte decimal que anteriormente hemos hallado por
medio de la proporcion 1: D :: A : t se puede determinar direc-
tamente con el auxilio de las tablas de las diferencias. Asi, después
de hallar en el ejemplo anterior la mantisa 6306474 correspondiente
al logaritmo de la parte entera, hallaremos la parte decimal que
corresponde & las cifras separadas a la derecha observando que, si los
logaritmos se diferencian en 97 unidades del ultimo drden cuando
los numeros se diferencian en -1, cuando éstos se diferencien en 0.826,
los logaritmos se diferenciaran en 0,826x97, 6 lo que es lo mismo
(0,8+0.02-}-0,006)x97=0,8-97H-0,02-97-h0.006*97; pero el pri-
mer sumando expresa la parte decimal correspondiente & 8 décimas
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que segun las tablas es 78 unidades de séptimo orden decimal, el se-
gundo expresa la parte correspondiente 6 2 centésimas, y como la
parte correspondiente & 2 décimas es 19, 6 2 centésimas correspon-
dera 1,9; del mismo modo el tercer sumando expresa la parte cor-
respondiente 4 6 milésimas que serd 0,58 y la suma de estas tres
partes nos daran 78-1-1,9+9,58=80,48 cuya parte entera 80 es la
misma que hallamos por el método anterior.

lil calculo del logaritmo de un nimero entero mayor que el li-
mite de las tablas, se dispone como en el ejemplo siguiente; Sea
hallar el logaritmo del nimero 8346870

AA _ log- 83468 00=4,9215200
rane correspondiente’a 07 = 36

4 Id. & 0,0=5 3

log. 83468,75=4 9215239

Luego log. 8346S75 =6,921-5239.

La parte correspondiente 4 0,73 resulta ser 38; pero aumen-
tando una unidad por despreciarse un nimero de unidades del 6rden
inferior mayor que 5, se halla el nimero 39 como igualmente ha-
llariamos por la proporcion.

* 478. Si las seis primeras cifras del nimero cuyo logaritmo
queremos hallar, componen un ndmero comprendido entre 102000
y 108000, se hallara por el mismo procedimiento con solo la dife-
rencia de separar & la izquierda seis cifras en vez de cinco que son
lasque generalmente se separan. Sea, por ejemplo, hallar el loga-
ritmo del nimero J0G685309. Dispondremos el célculo del modo
siguiente:

log. 10eaS-S000=5,02810336
= J22

Parte correspondiente a 0,3
. . a 0,05 = 20
Id. Id. a 0,009= 4
log. 106685 359=5 02810192
Luego log. 106<85359 =8 02810182.

La parte decimal correspondiente & las cifras separadas 359, ha-
llada por las tablas es 145,96 de la cual como no hemos de tomar
mas que las unidades enteras, es 146, por sér mayor que 5 unidades
del 6rden inferior la parte que se desprecia. Por la proporcion se
hallaria el mismo nimero.

* 479. Determinar el logaritmo del nimero 796943987. Apli-
cando el método que acabamos de exponer, hallaremos
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log. 79694,0000=4,9014256

Parte correspondiente a 03 = 17

Id. id, a 0,09 = 5

Id. id. a 0,008 = 0

Id. id, a 0,0007= 0

log. 79694,3987=4,9014278

Luego log. 796943987 =8,9014278.

Este ejemplo, como todos aquellos en que el nimero cuyo lo-
garitmo hemos de hallar sea crecido, conviene, para determinarle
con mayor aproximacion, dividirle por el nimero que forman las
dos 0 tres primeras cifras del mismo; con esto se hallara un cociente
cuyas seis primeras cifras dardn un ndmero comprendido entre
102000 y 108000, y se podra determinar su logaritmo con ocho ci-
fras decimales por el método anterior, y agregando & este logaritmo
el del numero que sirvié de divisor el cual estad calculado con ocho
cifras decimales, tendremos el logaritmo del dividendo {Arit. 434),
que es el nimero propuesto. Asi, dividamos el ndmero anterior por
796, y hallaremos por cociente 1001185, 91, el logaritmo de este
namero, sera

log. 100118,000=5,00051217

Parte correspondiente & 05 = 217
Id. id. a 0,09 = 39
Id. id. a 0,001= 0

log. 100118,591=5.00051473
log. 1001185,91=6,00051473
log. 796 =2,90091307

Luego log; 796943987 =8,90142780

* 480. Sexto caso. Que el nimero (lado sea una fraccién de~
cimai O contenga cifras decimales. Si el nimero cuyo logaritmo se
quiere hallar es decimal 6 contiene cifras decimales, se corre la coma
& derecha 6 izquierda, segun convenga para que el nimero que que-
de & la izquierda de la coma se halle en los limites de las tablas, se
busca el logaritmo de todo este nimero como en los casos anterio-
res, y despies se le disminuyen 0 aumentan & la caracteristica
tantas unidades como lugares se corrid la coma & la derecha ¢ iz-
quierda.

* 481. SEPTIMO CASO. Que el nimero dado sea una fraccionar-
dinaria. Cuando hemos de hallar el logaritmo de una fraccion ordi-
naria se pueden seguir dos métodos, que son: convertir la fraccion
ordinaria en decimal y queda reducido al caso anterior; 6 bien con-
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siderar & la fraccion como el cociente de dividir el numerador por
el denominador, en cuyo caso su logaritmo se hallard restando del
logaritmo del numerador el logaritmo del denominador. Si el nu-
mero es mixto, se reducira a fraccionarioy queda reducido al caso
anterior.

* 482. El método que acabamos de dar para hallar el logaritmo
de una decimal, da origen & logaritmos cuya caracteristica es nega-
tiva, siendo positiva la mantisa, lo cual se expresa poniendo el signo
encima de dicha caracteristica.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo de la fraccion 0,044652.
Corriendo la coma a la derecha seis lugares, lo cual equivale &
multiplicar por 10®, y hallando el logaritmo del nimero 44G52 que
resulta, tendremos, log. 44652=4, 6498409, pero el nimero pro-
puesto equivale & este dividido por 10®, luego tendremos que quitar
del logaritmo hallado 6 unidades, y como la caracteristica no tiene
mas que 4, hallaremos para caracteristica del logaritmo de la frac-
cion propuesta, — 2, y dicho logaritmo se escribira asi, log.
0,044652=2,6498409; lo cual equivale 4 — 2+ 0,6498409=—
4,3501591.

Dailoel logaritmo de un nimero hallar este numero.

483. Primer caso. Que la mantisa del logaritmo cuyo nu-
mero se huscay se halle en la primera tabla. Se tendra inmediata-
mente el ndmero correspondiente & este logaritmo a la izquierda
en la columna N. El nimero de cifras que tendrd la parte en-
tera en este como en los demaés casos, sera igual al nimero de unida-
des mas una que contenga la caracteristica (A?'it. 448). Asi, se ten-
drd 2.75281643=log. 566; 0,07101381=log. 1,179; 4,78031731
=log. 00300.

* 484. Segundo caso. Que el logaritmo dado tenga siete cifras
decimales y que se hallen en las tablas. Desde luego se buscaran
las tres primeras cifras en los numeros aislados de la primer co-
lumna a la izquierda de la marcada con la cifra 0, y & partir de
estas tres cifras se ira corriendo la vista por lineas horizontales hasta
hallar las otras cuatro en una de las columnas marcadas con las
cifras 0, 1, 2,... Una vez halladas, se correrd la vista & la izquierda
y en la misma Ola horizontal, hasta la primera columna N, y alli
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se encontrard un numero de cuatro cifras a cuya derecha se colo-
card la cifra que marque la columna en que se hallen las cuatro ul-
timas del logaritmo, después se hara que el nimero tenga la parte
entera correspondiente a la caracteristica. Asi, se tendra 4,6490880=
log. 44626; 2,6481843= log. 444,82; 7,8290399= log. 67459000.

* 483. Teuceu CASO. Queel logaritmo d.ido, teniendo siete cifras
decimatesano se h%lleen las tablas. Si el logaritmo dado no se halla
en las tablas, se principia por buscar las tres primeras cifras en la
columna de los nimeros aislados, y una vez. halladas, se buscaran
las cuatro Ultimas que méas se aproximen por defecto, y es claro
que el logaritmo dado se hallara entre este logaritmo y el inmediato
superior, los cuales corresponden & dos nuameros diferentes en una
unidad. Se hallard el ndmero correspondiente al menor, prescin-
diendo de la caracteristica, y por tanto el nimero de cifras que ha
de tener la parte entera del namero, y la parte decimal, se hallara
mediante el principio establecido de ser las diferencias de los loga-
ritmos proporcionales & las diferencias de los nimeros, cuando éstos
son muy grandes y aquellas muy pequefias. Asi diremos, si cuando
los logaritmos se diferencian en lo que marque las tablas, los nu-
meros se diferencian en 1, cuando se diferencien en lo que se dife-
rencia el logaritmo dado del mas proximo inferior, en cuanto se
diferenciaran los nimeros; de donde se deducird que la diferencia
de los nimeros vendra expresada por el cociente de dividir la dife-
rencia entre el logaritmo dado y el mas préximo interior, por la
diferencia de las tablas, 6 mas sencillo, representando por D la dife-
rencia de los logaritmos y por a  de las tablas, se tendra

D
A i ::D:& de donde a?:A

Sea hallar el nimero correspondiente al logaritmo 5,6490797;
dispondremos.el calculo del modo siguiente:

log. x = 66490797 JJ=EB) > 78

log'. 41573.0=4,6490719  A=98 SK' 98

Lucffo Ing. 4r'73.8=t64.90797 v 5 R4907iP7=10ff. 4157.38.
* 486. Cuarto CASO. Que el logaritmo tenga ocho cifras deci--

males, que se hallen en las dltimas tallas. Se hallara el numero
correspondiente seglin el segundo caso, y se hard que la parte en-
tera corresponda & la caracterislica.

* 487. Quinto caso. Que teniendo el logaritmo ocho cifras de-

=0,79



LOGARITMOS. 381

eimaies, no se hallen en los tablas. Este raso puede reducirse al ter-
cero, prescindiendo de la ultima cifra decimal. Pero lo mas conve-
niente es hallar un nimero de doso tres cifras que tenga su loga-
ritmo menor que el propuesto, y las dos ¢ tres primeros cifras deci-
males iguales & las del logaritmo dado, se resta este logaritmo dol
propuesto, y la diferencia nos expresard {Arit. 437) el logaritmo del
cociente que resulta de dividir el nimero que se busca por el
ndmero cuyo logaritmo hemos restado; por consiguiente hallando
el logaritmo de ocho cifras méas préximo inferior que se halle en las
Gltimas tablas, por el mismo procedimiento que en el tercer caso,
y multiplicando en seguida el nimero que resulte por aquel cuyo
logaritmo se resto, hallaremos el nimero pedido.
Sea el logaritmo 8,90142780, y se tendra

log. B =8,9014-J780
log. 796 =2,90091307
1 * D=2K6)T)_256
=6,00051473
796 A =434 ] a

log. 10118  =5.00051217
Luego log. 100118,591=5.00051473 y log. 1001185.91=«.0005U73
log. (1001186.91X796)=8 901427i'0dedondeaj=7969'13987.

* 488. Quinto caso. Que el logaritmo sea negativo. Se halla el
namero correspondiente al logaritmo como si fuera positivo, y la
anidad partida por este nimero,seréd el nimero buscado {Arit. 4b1).

* 489. Sexto caso. Que solo sea negativa la caracteristica. Se
le agregara & este logaritmo un ndmero de unidades suiiciente para
gue la caracteristica se convierta en 4, se hallara el nimero corres-
pondiente & este logaritmo, y separando en él tantas cifras decimales
como unidades se agregaron a la caraclerislica tendremos el nimero
pedido.
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LECCION LII.

De los complementos aritméticos.—Operaciones de la Aritmética por logaritmos.—Célcnio
de expresiones algebréaieas por logaritmos,—Ecuaciones exponenciales.—ObserraeioBeB
respecto &los incrementos de los logaritmos y Alos logaritmos de nimeros negatiyoe.

Deloscomplementos aritméticos.

490. Se llama cornplemento de un numero, loquele faltad éste
para ser igual & la unidad del o6rden inmediato superior al mayor
que el nimero contiene. Asi, el complemento del nimero 3748 sera
lo que le falte 4 este namero para valer 10000, unidad del 6rden
inmediato superior al mayor del nimero, que expresa millares.

Para hallar el complemento de un nimero se resta la primera
cifra de la derecha de 10 y todas las deméas de 9, el nimero que
resulte serd el complemento pedido. Asi, el complemento del nimero
anterior, serd 6232; el del nimero 3,78324 es 6,21076.

El uso de los complementos es de una grande utilidad, sobretodo
en el calculo logaritmico. Sucede con mucha frecuencia en las apli-
caciones de los logaritmos, que el resultado de una operacion se
obtiene por medio de adiciones y sustracciones hechas con logarit-
mos, las cuales se pueden sustituir por medio de los complementos,
& una sola adicidn.

Supongamos que se tienen que ejecutar, para obtener un cierto
resultado N, con los logaritmos hit, It, la série de opera-
ciones.

N ~i— 41— A~ ~~ISN It 1

si nosotros reemplazamos por los logaritmos que se han de restar,
quesonlt,1%,h y/7, las cantidades 10—h, 10—¢3, 10—?% 10—fi,
gue son los complementos, habremos aumentado el resultado en
tantas decenas como complementos se consideran, es decir, como
nameros habiamos de restar; de modo que quitando del resultado el
mismo numero de decenas, hallarémos, representando estos comple-
mentos, 10—?i, 10—?s,... porC, i,.,,
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N= ¢-j-/,+C+C'-1-~+C"-}-/e+GW—40,

lo que nos prueba que para obtener un resultado compuesto de lo-

garitmos de los cuales unos se han de sumar y otros se han de restar,

se suman con los primeros los complementos de los segundos, y del
resultado se quitan tantas decenas como complementos se han sumado.

Operaciones de la aritm ética por lograritmos.

491. Multiplicacion y division. Se pide el valor de la cx-
347 1065 128

X X
193" " 272 "' 397"
Segun las propiedades de los logaritmos, se tendra

log. ®=log. 317—Ilog. 1193+log. 1065—log. 272-t-log. 128—og. 397.
Jog. 347= 2,54032917
log. 1065= 3,02734961
log. 128= 2,10720997
comp. log. 1193= 6,92335956
comp.log. 272= 7.56543110
comp. log. 397= 7,40120949

presion x

29,56438920

Luego log. ® = 1,564«8920
log. scxIO* =4,5648892 D=102)T) 102

log. 36718 =4,5648790  ~ =118 A 118

log. 36718,86=4,5648892
Luego a=0,3671886.

492. Foiimacion de potencias. Sea, por ejemplo, formar la

octava potencia del nimero 23, se tendra {Arit. 436),
log. (23)®=8xlog. 23.

Para hallar el logaritmo de 23* en ménos de una unidad del sép-
timo 6rden decimal, debemos tomarei logaritmo de 23 aproximado
porlo ménos con 9 cifras decimales; por lo cual se hallara este lo-
garitmo mediante las tablas que bay en las de Callet inmediataitientc
después & las que hemos explicado, en las cuales se hallan los lo-
garitmos con 20 cifras decimales. Asi, tendremos

086

log. 23 = 1361727836
8xlog. 23 =10 89 <822688
Quitando 6 unidades =4 8938227 /[3=551D _ 65_0-98
log. 78310 =4,8938172 A=56i A 56

log. 78310,98= 48938227

Luego 23’=78310980000
en ménos de una unidad de quinto ordeu.
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493. Extraccion de raices. Sea hallar, por ejemplo, la raiz
séptima del nimero 8475327, se tendra (Arit. 4387,

log. ?"R.7 K197 —Lg- 8475327

7
iog. 84753.00=4,9281551
por 02 = 10
por 0,07= 4

log. 84753 27=4,9281505
log. 8475327=6 9281565
log. 8475 27 69281565
---------------------------- = 0.9597366
Aumentando 4 unidades =4,9897366 D=21)D 21
log. 97664 =4,98973-15 A=45)T ~ {5
log. 97664.47=4,9897366

Xiuego 1X8475327 =9,766447.

Céalenlo de expresiones algcbréalcas porlogarKkmos.

494, Sea la expresion y=\

- p
Vi ~yzi=""'X~x =
~ p — TU Q r
_IX ~X —-xiog.o = -ix -x —~X — log.a.
” 9 n p S
y por ultimo log. ~-log. a,
nps
Sea, en segundo lugar, la expresion
t
X 832x1"479x 25)"
343XK714-

34»XAILA
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log [log. [832x"479x (2,5)J—log. 34*x "y Aj

:[log. 832+|log. 4794-5l0g. 2,5-_(3]0g.S44-Hog. 215-ilog. 3)]

log. 832  =2,92012333

4log. 479 =0,89344517
6log. 25  =1,98970004 3 log. 34 =4,59443675
i log. 3 =0,09-.42425 i log. 215=0,46648769
5,89869279 5,06092414

6.06092444

0,8.1776836

X0,6

log. * =0,502661010 ii=IvV ID 17

Iog. 3,1817 =0,5026592 A=137 ( A'137 4 WmAn

log. 3,181712=0,5026610
Luego x=3,181712.

Beaaclone exponcnelalea.

495. Se llama cxNTiDAD ExpoyENCtAL, aquella que esta elevada
a una potencia cuyo exponenle es desconocido. Las exponenciales se dj-
Tiden en grados. Se llama exponencial de primer grado, la expresion

de la forma del segundo, es la expresién a**; de tercero, sera

y asi sucesivamente.

496. Ecuacion exponencial es aquella en que miran cantida-
des erponmcialesy y su grado es el de la exponmcial de mayor grado
que contime.

Sea la ecuacion exponencial de primer grado a®=b la que he-
mos de resolver, por logaritmos, con relacion a x.
Tomando logaritmos, se halla x log. ii=log. 6, de donde

log. a

Sea, en segundo lugar, la exponencial de segundo grado

de donde se deduce log. a=log.c, 0 | ,, volviendo &
0g. 0

omart logarilmos, hallaremos

36
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X log 6=log log c—log log a\
log log c—log log
log 1
Del mismo modo hallarémos que el valor de a de la exponencial

de donde se saca. X-

de tercer grado a*” =d, es

log (log lug log log iQy 3
log C
La resolucién de una exponencial de un grado cualquiera, ve-
mosporlos ejemplos anteriores, que siempre se reduce a la de un
grado inferior en una unidad; por consiguiente, siempre se la puede
hacer depender de una de primer grado.
* 497. Sea la ecuacion exponencial

X-

Si hacemos Aa-'=A" etc., la ecuacién an-

terior se convertird en

log b logc
Haciendo, ahora, etc.. dedondep=""" a’*”logo’

etc., tendremos la ecuacién

la cual, haciendo a”=y, se convierte en
ANy«+B'y+ Cypd--"=0 [4].,
Una vez resuelta la ecuacion [1], y hallados los valores de v,
los sustituiremos eu la relacion a-=y, de donde podremos sacar
facilmente los valores de x.

r«.pee.. * ... mere.».».., de ..S-Um

>, V o* e«
losaritm os tic numeros negativos.

* 498. Sl examinamos en las tablas de logaritmos la columna
délas diferencias, observaremos que estas diferencias van constan
temente disminuyendo; asi, los logaritmos de los ndmeros 18370 y
18376, se diferencian en 237 unidades del séptimo ¢rien decimal,
mientras que la diferencia de los nimeros 93754 y 937ab, es 6
unidades del mismo 6rden.
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La razon es bien sencilla; en efecto, sean o y o-f-i dos nime-
ros enteros consecutivos; y se tendra

log (iz+1)—log a—\og —iog

pero a medida que a aumenta, tiende hacia la unidad; luego

la diferencia tabular tiende & valer log. 1=0.

Si los nimeros reciben un incremento constante h, los logarit-
mos se diferenciaran en

log ((Z-j-A)—loga=1log =log|l——j,

cuya diferencia sera tanto menor, cuanto mayor sea el nimero a.

Si la relacion del namero al incremento fuera constante, es de-

. .h
cir, si - fuese una cantidad constante A, la diferencia de los loga-

ritmos seria también constante é igual 6 log {\-\-k),

* A99. Hemos supuesto al hallar el logaritmo de un numero
mayor que el mayor de las tablas (476), que los incrementos de los
ogantmos son proporcionales a los de los nimeros, lo cual eviden-
temente no es exacto. En efecto, si al nUmero a se le da un incre-
mento U logaritmo recibird otro si damos ahora al numero
a-i-d el mismo incremento d, el logaritmo recibird también un nuevo
incremento algo menor que el primero, segun lo dicho anterior-
mcnle; asi, cuando el incremento del ndmero se ha hecho doble,
el del logaritmo es un poco menor que el doble; y al contrario
cuando el incremento de un numero se ha hecho mitad, el del lo-
garitmo es un poco mayor que la milad. De donde se deduce que
al hacer uso de esta proporcién en el primer problema, se hallan
resultados menores que los verdaderos; y al pasar de los logaritmo?
& los numeros, los resultados son mayores.

Para calcular el limite del error que se comete por el empleo de
esta proporcién, se necesita el conocimiento de las séries, de las
cuales nos ocuparemos en el Algebra superior.

500. En el calculo logaritmico puede ocurrir tener que operar
con logaritmos de numeros negativos; y como estos nimeros no tie-
nen logaritmos, podria creerse que no era posible ejecutar aquel
-calculo en que esto sucediera; pero si observamos que los signos de
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ios factores de un producto, por ejemplo, no alteran™a éste en nada
respecto de su valor numérico, y que solo indican el sentido en que
debe tomarse, podremos hacer abstraccién del signo de aquellos nu-
meros negativos cuyos logaritmos han de introducirse en el célculo,
e/N'ecutarlas operaciones como si todos los nimeros fueran positivos,
y~omar el resultado en el sentido que deba tomarse, con arreglo &
ios signos de los niameros que entren en su formacion. Asi, si tuvié-
ramos que hallar la 9,“ potencia del nimero negativo—3, hariamos
el calculo como si el namero 3 no llevase el signo— , y tendriamos
N iQg 3—4 2940913, el cual corresponde al niumero 19683; luego
el valor de 33=49683; y como (—s)-'=—3\ se tendra que debere-
mos tomar el resultado obtenido con el signo—.

Del mismo modo se hallara por logaritmos el producto de los ni-
meros 37X _ 2X'18X —3 2 x —17, efectuando las operaciones como
si todos los nimeros fuesen positivos, y el resultado se consideraria
con el signo —, por ser el que corresponde al nimero impar de fac-

tores negativos.

INCCION LIU.

latera eoiopueato.—Anaalidadea—Acomulacion de capitales.

InteréA conipacsto.

801. Ya hemos visto [Ari. 383) cual es el objeto del interés
compuesto, y hemos hallado también la férmula
C=c(H-ry [4],
gue expresa el valor Cen que se convierte el capital ¢ al cabo de un
cierto tiempo t, prestado & interés compuesto, ai r por rea! al afio.
En esta formula se supone, segun el modo con que alli la hemos
deducido, que t es un numero exacto de afos; pero ella es general
aun siendo ¢un nimero fraccionario de afio.
En efecto, si no s6lo se lian de apreciar los intereses que corres-
ponden & uno 6 mas afios enteros, sino a una fraccion cualquiera
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de afio, es muy natural que, sj no hay algiin convenio en contra,
se calculen de dia en-dia en vez de hacerlo de ano en afio, y enton-
ces es necesario calcular cual sera el interés que debe devengar un
real diariamente, para que al afio el capital ¢ haya podido convertir-
se en ¢ (iH-/*), segin hemos visto en Aritmética. Sea & este interés,
y, segln la misma férmtfla, hallaremos para el nimero exacto de

dias 360, que son los que se supone tiene el ano comercial, la relacién
i

(i-+-ic}*®=I+r, de donde =
Del mismo modo se hallara que, si t expresa n anos y /> dias,
1 real, al cabo de ese tiempo, se habra convertido en
y a reales, por consiguiente, en a(l-i-a;peo»+i}. 5 reemplazando en

vez de \-*x su valor, se hallara
360» ~p

i'==a(l-f-r) =a(l-}_r) PO
donde vemos que la formula es cierta cuando t expresa un namero
fraccionario de anos.

También se verifica esta férmula aun en el caso de ser ion namero
negativo, solo que la interpretacion sera distinta; si cuando i es un
nimero positivo, expresa Gen la formula [1] lo que el capital c
valdra dentro de n afios, cuando t sea una cantidad negativa—n,
C representara lo que el capital ¢, dinero efectivo en el dia, valia
hace n afios. \in efecto, si se han colocado C reales hace n afios, al
tanto r por real, este capital debe valeren el dia en capital é Intere-
ses y si este valor esta representado por c, tendremos

C(l+7)”=c, de donde-- C=c;i-f-ij-";
luego la formula [ 1J se verifica aun en el caso de ser t un numero
negativo.

602. Probada la generalidad de la formula C=c(1-}-ry, ya sea
/un ndamero entero 6 fraccionario, positivo 6 negativo, podremos
deducir de ella el valor de cualquiera de las cuatro cantidades G,
¢, ry/, conociendo las otras tres; lo cual da origen & cuatro proble-
mas distintos.

*603. Para mayor facilidad, se aplica destos problemas el calculo
logaritmico. Asi para hallar en lo que se co7wierte un capital ¢ im-
puesto por t tiempo & interés compuestoy a un tarUo r por real al afio,
tendremos

log C—log iH-/ log (4+7r) [2].
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504. Para halla/r d capital ¢ que se ha deimponer d mierés com-
puesto al tanto rpor real al afio,para que ent tiempo se convierta en
el capital 0, se tendra

log i?=log C—i log (1-hr) [3].

505. Para hallar el tiempo t que hemos de ten&r un capital ¢ im-
puesto & interés compuesto, & un tanto r por real al afio, para que se
convierta en el capital C, se tendrala formula

. "ogC—1logc
i=- J . J [4J.
log (1-j-r)

506. Por altimo, para saher d quéta/ntorpor real anual hay que
imponer un capital ¢ & interés compuesto, para que en t tiempo se
convierta en el cajfital C, se hallara

log C—log c
log (la -r> g d [SJ.

Sustituyendo en cada una de estas formulas los valores particu-
lares que en cada caso especial tengan, y efectuando las operacio-
nes indicadas, liallaremos los logaritmos de los resultados que se
piden; de modo que dichos resultados seran los nimeros correspon-
dientes & estos logaritmos, & excepcion de la formula [4], que nos
da directamente el valor de t.

507. Los banquerosy comerciantes s6lo usan la férmula gene-
ral [1], cuando ¢expresa un numero exacto de afios; pero cuando
t no llega & valer un afio, 6 es un nimero fraccionario, 6 bien expresa
un numero de afios cualquiera que puede ser cero, y ademas un
cierto namero de dias, calculan primero por la formula [1], en lo
que se convierte el capital dado & los n afios, y después lo que este
resultado producira a interés simple en los dias que se tengan.

Sea, por ejemplo, hallar en lo que se convertira el capital c, im-
puesto & interés compuesto por nafiosy p dias, al r por real al afio.

Llamemos al capital en que se convierte el capital ¢ en los n
afos, de modo que se tendra C'=c(l-}-?")"

El nimero p de dias serd una fraccion de afio que podremos re-
presentar por f; de modo, que el capital C' impuesto por f tiempo
U interés simple, nos dara C'-f-CV/=C" (I+r/); luego la féormula
sera

C=C'(H-r/)=cil+r)”(i-Hy);
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en la cual, si hacemos /=0, resulta C=c(IH-r)", como debia
suceder.

Aplicando los logaritmos, hallaremos

log C=log c-f-n log ("1+i-j+1og {\-\-rf) [6],

que nos da el valor del logaritmo del capital C, conociendo el capi-
tal impuesto c, el tiempo nmaés f, y el tanto r de interés por real.

Despejando en esta formula log ¢, hallaremos

log c=log C— n log (1-i-i*)—Ilog (1-hi*/")  [7],

la cual nosda & conocer c, en funcién de C, ry

De la formula [7] se deduce facilmente esta otra:

logc— log ¢
log(IH~r) *“ log(i+0
Representemos por Q el cociente de dividir log. C—log. ¢ por
log (1-j-r), y por R el resto de esta division, se tendra
log C—log c R
log (1-i-r) ~ 2" log (H-r) ’
sustituyendo este valor en la relacion anterior, hallaremos

log log (1+r) m
R
En esta férmula, n y Q son nlmeros enteros, log (1+T)
logfl+j-/) . . -
. . son fracciones propias, de donde se deducira
log(i-hr)

n=Q, y log {1+r/)= R [8l;
la primera igualdad nos da & conocer n, y la segunda \-\-rf, y por
tanto /' con lo cual se conoce el tiempo n-hA siendo n un ndmero
de anos, y /"'una fraccion deafioi
Si tratasemos de hallar el valor r, que es en realidad el que ofrece
mas dificultades, despejariamos de la formula [7] el valor de
log (1-hO» y hallariamos
log (1-1-7) = logC—log c. log {\+ r]_
n n
Despreciando en esta formula la cantidad r/’, y observando que
log i = 0, se tendra para un valor aproximado der,

, N log C—logc
log (4-[-r) = i
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Este valor aproximado, que llamaremos r,, es mayor que el rer-
dadero, puesto que para obtenerle ha sido necesario despreciar el

sustraendo -——- z-—----- , gque es positivo. Sustituyendo este valor

en la formula [9], hallaremos la expresion
log ,,)_1I1°gC-logc log(l+r,/)
n n
que dard un segundo valor aproximado para r, que podremos
llamar n, y que facilmente podremos ver que es menor que el ver-

*

dadero, pues se ha obtenido poniendo en el sustraendo

en vez de r, una cantidad n mayor; por consiguiente, el valor de r se
hallard comprendido entre n y rg.

Sustituyendo ahora, en la misma formula [9], r2por r, hallare-
mos otro valor aproximado de r, que podremos llamar rs, y que sera
mayor que r; y asi sucesivamente iremos determinando valores su-
cesivos i\, rs,... que iran comprendiendo el valor de r, por cuyo
medio podremos llegar a obtenerle con un cierto grado de aproxi-
macion.

Amialldailc<i-

508. Se llama anualidad, una suma que se paga anualmente para
reembolsar en un cierto nUmero de afios un capital y sus intereses
compuestos.

La cuestion de anualidades se reduce al siguiente problema:

609. ¢Qué suma a es necesaria reembolsar anualmente -para ex--
HnQuir en t anos un capital actual He C reales, el cual se supone tpue
esta impuesto a interés compuestoy a un tanto rpor real al afio?

El capital C, al cabo de t afios, se habra convertido (0OIl) en
C (iH-r)"; por consiguiente, es necesario que las anualidades, unidas
& sus intereses compuestos, compongan en t afios la misma cantidad.

Esto supuesto, la anualidad a pagada* al fin del primer ano, pro-
ducird en los t—1 restantes o (iH-r)'“*; del mismo modo la se-
gunda anualidad producird a(i-\-ry-*; y asi sucesivamente, se ten-
dra que las anualidades siguientes produciran las cantidades respec-
tivas a(i4_i-)i-4n~ etc.; la penudltima o (1+r), yla GUi-
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ma a. Todas estas cantidades vienen & formar los términos de una
progresion geométrica, cuyo primer término es a, la razén 1+r, y

el nimero de términos /; por consiguiente, la suma sera---------------- - ;
-

y como esta suma tiene que ser igual & la cantidad C(l-I-r)% se
tendréa

[10J.

Cr(I-f-r)*
(iH-n)'- -
cuya formula resuelve el problema.

Por esta expresion se ve que a es una cantidad positiva y mayor
que Cr; es decir, mayor que el interés simple del capital C, como
debia ser.

5i0. Dividiendo los dos términos de la fraccion que expresa el
valor de a, por (1-f-r)*, hallaremos la trasformada
Cr

de donde [H]*

a—~

(1+r)'

en la cual, si hacemos i=00 , obtendremos a=Cr; es decir, el interés

simple anual del capital C. Cuando un capital estd impuesto con la

condicion de no pagar mas que los intereses que anualmente deven-

gue, entdneos éstos intereses toman el nombre de rent/zperpetua.
511. Déla férmula [10] se pueden deducir estas otras:

log a—log (a—C7)
r(l-t-r)* ] log

que dan a conocer el valor del capital C, en funcion de a, ry i;
y el nimero de afios t, en funcién de Cyr.

El valor de r en funcién de C, a y i, depende de una ecuacion del
grado i\ por consiguiente, no”se puede obtener directamente. Sin
embargo, por el método de las aproximaciones sucesivas, podremos
hallar valores que le comprendan y que se le vayan aproximando
cada vez mas; de modo que podremos hallar por este medio el valor
de r, con cierto grado de aproximacién, sin necesidad de recurrir
al algebra superior.

[13],
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Aeauiulaeloii de capitales.

S12. La cuestion que se entiende con el nombre de acumulad(m
de capitales” tiene por objeto la resolucion del problema siguiente:
Una persona impone a reales al principio de cada afio a interés
compuesto'. {Qué capital tendré al cabo de t afios, suponiendo r el tanto
por real?

Es claro que este ultimo capital vendra representado por la suma
de las puestas, mas los intereses compuestos de las mismas durante
el tiempo que cada una estd impuesta. Asi, la primera se convertira
al cabo de los t anos en a(l+r)'; la segunda en ail+r}'-*; la ter-
ceraen a{\-\-ry -y y asi sucesivamente; la penultima sera a(l-|-r)2,
y la dltima <1+?"); luego representando la suma de todas por C,
se tendra

A _QU4-n[(I+ry—1]
r

Esta formula da origen & cuatro problemas distintos, siempre que
dandose tres de las cuatro cantidades que contiene, se trate de de-
terminar la cuarta.

FIN BEL TOMO PRIMERO.
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