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LIBRO PRIMERO

INTRODUCCIÚN Á LA TEORÍA DE LAS FUNCIONES

GAPÍTUDO I

Nociones acerca de los números irracionales 
y de los límites

1. Definiciones. No existe ningún número racional, como 
sabemos, que satisfaga ¿1 la ecuación x^ 5=0. La condición 
de ésta permite separar todos los números racionales positivos 
en dos clases: la primera que contenga todos los números cuyo 
cuadrado es menor que 5, y la segunda aquéllos cuyo cuadrado 
es mayor que 5. Todo número de la primera clase es menor 
que un número cualquiera de la segunda. Todo número de la 
segunda clase es mayor un número cualquiera de la primera, 
pues de dos números positivos es mayor- el que tiene mayor 
cuadrado. Además en la primera clase no existe ningún número 
mayor que todos los demás de la misma clase, así como en la 
segunda no existe ningún número menor que los demás de la 
misma.

En efecto, si en la primera clase existe un número a mayor 
que los demás números de la misma, por pertenecer a á la pri
mera clase, cú será menor que 5; y por ser a el número mayoi- 
de la primera clase, todo número racional a -j- h. mayor que a 
pertenecerá á la segunda: luego suponiendo que sea positivo el 
número racional â será
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4 LIBRO t/--- CAPÍTULO l

pero la diferencia 

puede suponerse menor que un número racional positivo cual
quiera j. Basta para esto hacer que

o < 4 <—^7—, 4 < i:
2Æ -l- l

En particular, podemos elegir 4 de manera que dicha dite- 
rencia sea menor que el número positivo 5 — Æ®. Pero en
tonces de

(¿i_|_^)« --a® <5 — Æ- resulta í/x + A)® <5.

lo que es contrario á que el número d -H 4 sea de la segunda 
clase.

Siempre que se haya podido dividir la totalidad de los nú
meros reales'positivos y negativos en dos clases tales, que todo 
número de la primera clase sea menor que todo número de la 
segunda, y que no haya en la primera clase un número mayor 
ni en la segunda un número menor que los demás números de 
la misma clase, habremos definido un número irracional. La pri
mera clase será inferior relativamente á un número irracional y 
la segunda superior.

Se dirá que un número irracional A es mayor que todo nú
mero racional de la clase inferior relativa á él. Todo número de 
esta clase se dirá ser menor que A: y análogamente se dirá res
pecto á la clase superior.

Para definir un número irracional, bastará tener un medio de 
descomponer en dos clases, análogas á las arriba descritas, 
todos los números racionales comprendidos entre dos números 
racionales a y 4. Se completará la clase inferior, haciendo en
trar en ella todos los números racionales menores que el me
nor de los dos números a y 4, y análogamente respecto al 
mayor.

Se dice que dos números irracionales A y B son iguales.
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NOCIONES DE LOS NÚMS. IRRACIONALES V DE LOS LIMITES 5

cuando los dos modos de descomposición que los definen son 
idénticos, de manera que todo número racional perteneciente á 
una de las dos clases inferior ó superior, relativas á uno de los 
dos números A y B, pertenezca también á la clase del mismo 
nombre relativa al otro. Además la identidad de las clases infe
riores lleva consigo la de las superiores, y reciprocamente. De 
esta definición resulta que, si dos números irracionales son 
iguales á un tercer número irracional, serán iguales entre si.

Sean A y B dos números irracionales desiguales. Las dos 
clases inferiores relativas á estos dos números no son idénticas. 
Hay un número racional que figura en una de ellas, por ejem
plo la inferior relativa á B, y que no figura en la otra, figurando 
en la clase superior relativa á A. Entonces se dice que A es 
menor que B ó que B es mayor que A, escribiéndose

A < B, B>A.

.Así, por definición, la desigualdad A <^ B relativa á dos nú
meros irracionales A y B implica la existencia de un número 
racional a tal, que se tenga A < a, æ < B, y tal número existe, 
cualesquiera que sean los números A y B que verifiquen la des
igualdad A < B.

Esto es evidente, si los dos números A y B son racionales; y 
en el caso de ser solo B racional, resulta de que, en la clase su
perior relativa á .A, de la que forma parte el número racional B, 
hay números racionales menores que B. Análogamente razona
remos en el caso de ser A racional y B irracional. Inversamente, 
de la existencia de un número racional a tal, que sea

A < B, resulta A < B,

pues, siendo A, B, C tres números cualesquiera, racionales ó 
no, de las desigualdades A CB, B c^ C, resulta A <^ C.

Las desigualdades propuestas en efecto, implican la existen
cia de números racionales tales que se tenga

\<a, a<B, B<í^, á < C.
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6 LIBRO I.°—-CAPÍ ruto 1

Pero a es menor que á, porque, si B es irracional, ¿i perte
nece á la clase interior y b á la clase superior relativas á 3.

Por último a es también menor que C, porque si C es irra
cional, b y por consiguiente Æ, que es menor que b, pertenece á 
la clase inferior relativa á C. Además de las desigualdades 
A < a <^C, siendo « racional resulta la A <^ C.

Si se consideran dos números desiguales cualesquiera A y 
B > A, hay una infinidad de números racionales tales que se 

tenga

A <Ú ¿z <^ B

Kn efecto, después de haber elegido uno de estos números, 
se ve que existe otro también racional a' tal, que sea

A <«' < a y por consiguiente A < «' < « < 1^-

'Podo número racional a" comprendido entre a y a' satisface 
también ¿1 las desigualdades A c^ a" <i 3, y todos ellos se dice 
que están comprendidos entre A y 3.

Dados dos números racionales ó no, A y 3; si se puede pro
bar que se hallan comprendidos entre dos números racionales 
cuya diferencia sea menor que el número racional positivo i, se 
puede afirmar que A = 3, porque si se tuviese A <^ 3, existi
rían dos números racionales ay b tales, que se tuviese

A <¿r <¿<B,

y los números A y 3 no podrían hallarse entre dos números 
racionales ¿7, y ¿i cuya diferencia fuese menor que a - b. 
poj-que de

A c^B <^^i, resultaría \ <^a 3 C^'í’i,

^i — aí,^b a.

Un número irracional se dice positivo, cuando es mayor que 
cero, y negativo en el caso contrario.

Dado un número irracional A se le puede adjuntar otro nú
mero irracional A' tal que: un número racional a pertenecerá á 
la clase inferior ó superior relativamente á A' según que el nú
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NOCIONES i)E LOS NÚMS. IRRACIONALES Y DE LOS LIMITES /

mero racional — a pertenezca á la clase superior ó á la inferior 
relativa al A, y el número A se puede deducir del A' como éste 
de aquél. Uno de los números es positivo y el otro negativo. Se 
llaman iguales y de signo contrario.

Si A se halla comprendido entre Hy. y (« + ija, y se supone 
que y. es tan pequeño como se quiera, se ve que un número 
irracional puede estar comprendido entre dos números racionales 
cuya diferencia sea tan pequeña como se quiera.

Sean «« y m'^ dos valores aproximados de A y sea a = p'^, 
siendo / entero. Se tendrá

ny-<i A <(«+i)®'' Wfi < A <1^+ 11 n:

deduciremos de las primeras desigualdades que pueden escri
birse así, np'^j < A < <.n -}- i) /.^. las siguientes: 

np'^<^{tn-\- 11^, w^i c^ (« + i iX^,

/// W + Í

y resultando de esto que ti es la parte entera de ■ , se 

concluye;

tu ^ tlp, ' ftl[j tly

„i ^ 1 <i ui 4- i)/i, u/i 4- fifí ‘^ \ti -1- lia.

Así el valor aproximado por defecto en menos de ^, es por 
lo menos igual al valor aproximado por defecto en menos de a; 
y el valor aproximado por exceso en menos de [3 es á lo más 
igual al valor aproximado por exceso en menos de a. Si

/1^,112-............   i¿¡> ,

expresa una serie de valores aproximados de un número irra

cional A en menos de —, - - ............... y por defecto, los
lO 100 10/'

números que se encuentran sucesivamente no van nunca de
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8 LIBRO l."—CAPÍTULO!

creciendo; además, si se supone

P P'

10 lO 

siendo P \- P' enteros, P será la parte entera de! cociente de P' 
por lo, de modo que si los números Up y Wp + i están escritos 
en forma de fracciones decimales, la parte entera y las / prime
ras cifras decimales de la fracción Wp-pi serán la fracción Up.

Al contrario, no van jamás creciendo los números

ri i
10 100 iQp

Conviene observar que, siendo a un número racional menor 
que A, los términos de la serie u^,............ Up,..........anterior
mente definida, acaban por exceder á a.

Supongamos, en efecto, que b sea un número racional mayor 
que a é inferior también á A. Si b es igual á una fracción

P
—— , Up será por lo menos igual á ¿, y la proposición queda 
10^

demostrada.
Si no es asi, podremos hallar una fracción decimal menor 

que b que difiera de b en menos que b — ay que, por consi
guiente, sea á la vez, superior á a é inferior á A, hallándonos 
en el primer caso. Observaremos que cada término de la serie 
va seguido de términos mayores que él.

De esto resulta que un número irracional positivo A se halla 
completamente definido por la serie de los valores aproximados 

u.,en menos de- — ,’ 10 lo'’

puesto que un número racional positivo a deberá hallarse en la 
clase inferior ó en la clase superior según que exista ó no exis
ta en esta serie número igual ó superior á a.

2. Sumas de números irracionales. Supongamos dos nú
meros cualesquiera A, B racionales ó no. Sean a, a', b, b’ núme-
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ros racionales que satisfagan à las desigualdades

Æ<^ A<Cæ', ¿c^Bc^^' (11, se tendrá «-«¡-¿cfÆ' H--^'. '2)

Sea ahora r un número racional. Si no existen dos números 
racionales ay è que satisfagan á las condiciones (i), tales que 
?'= Æ 4-¿, sucederá que para números racionales a y b cua
lesquiera, se tendrá que r ^ a -^b. (3)

En efecto, si para dos de dichos números ay/; se tuviese

r <^ a -j- /; resultaría r — ¿z <^ ^ <^ B, 

y la suma de los dos números racionales a < A y r — ac^B 
sería igual á r.

De igual manera, dado el número racional r, si no existen 
dos números racionales a' y b' que satisfagan á las condicio
nes (i) y tales que se tenga r = a’ + b', se verifica la relación

r <; a' -}- b', 1,4)

para números a' y b' que satisfagan á dichas condiciones.
Observaremos, por fin, que solo puede existir un número R 

racional ó no, para el que se tenga, cualesquiera que sean los 
números a, b^ a, b' que satisfagan á las condiciones

a + b <Z R <C a' 4- b'.

En efecto, para cualquier número racional positivo e, hay 
números racionales a, b, a\ b' que satisfacen- á las desigualda
des (i) y á las siguientes:

a' ~ a , b' — b , 2 2

y por consecuencia á

(a -f- ^3 — (^ + ^) <C '•

Pero dos números racionales ó no tales, que se hallen com
prendidos entre números cuya diferencia es menor que s, son 
iguales.

Esto sentado, pueden ocurrir dos casos: ó existe un número 
racional r que satisface á las desigualdades (3) \' (4). es decir. 
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mayoi' que la suma de dos números racionales cualesquiera, 
respectivamente menores que A y B y menor que la suma de 
dos números racionales cualesquiera mayores que A y B, ó no 
existe dicho número. El primer caso se presenta, especialmente, 
cuando los dos números A y B son racionales, y entonces el 
número r es precisamente A -|- B. Pero puesto que un número 
racional r que no fuera ni la suma de dos números racionales a 
y ¿ respectivamente menores que A y B, ni la suma de dos nú
meros racionales a' y ¿' respectivamente mayores que A y B, 
satisfaría á la vez á las dos desigualdades

y esto para números cualesquiera racionales æ, b, a, b' que sa
tisfagan á las condiciones (i), se ve que si no existe el número 
r, será porque todo número racional, ó es la suma de dos núme
ros racionales a y b respectivamente menores que A y B, ó la 
suma de dos números racionales a' y b' respectivamente mayores 
que A y B. Si esto es así, coloquemos en una primera clase todos 
los números racionales que son la suma de dos números racio
nales respectivamente menores que A y B y en una segunda 
clase todos los números racionales que son la suma de dos 
números racionales respectivamente mayores que los números 
A y B. Cada número de la primera clase será menor que cada 
número de la segunda, en virtud de la desigualdad (2). En la 
primera no hay número mayor que todos los demás, porque de 
a. <C A, ¿ <^ B resultará que existen dos números a, y ¿, tales que

í’''íT, A. b <^ ¿1 <x B,

y el número a, 4“ “^i ^ <^ + ^ pertenece á la ciase primera. 
Igualmente no existe en la segunda clase un número menor que 
todos los demás.

El número A -|- B queda definido como mayor que la suma 
de dos números racionales cualquiera respectivamente menores 
que A y B y menor que la suma de dos números racionales 
cualesquiera respectivamente mayores que .A y B.
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3. MuLTipi.icAciÔN. Sean A y B dos números positivos 
e,tialesquiera y a, â, a', ¿' números racionales positivos que ve
rifiquen las desigualdades

ci <^ A '

se tendra: a.h <^ a//. Ui

Si un número racional r positivo es tal, que no existan dos 
números racionales positivos a y ó que satisfagan á las desigual
dades (1) y á la igualdad r = aâ, será

r>íZ¿ (3)

y si r es tal que no existen dos números a' y // que verifiquen 
las desigualdades (D y la igualdad r = a'á', será

r<ia'á'; (4)

entonces solo puede existir un número racional ó no r, que ve
rifique simultáneamente las desigualdades (3) y (4), pues ha
ciendo ír’ — a = £ y ¿' — ¿ = /„ se tiene

a'6' — aá = a-f, + ¿e -j- ít, < (^ + ^^ + 0^

suponiendo los números racionales $ y v, menores que el núme
ro racional 0, menor que la unidad. Si se representa por a un nú 
mero racional positivo cualquiera, bastará hacer

Æ -i- ¿ + 1
para que se tenga zT/Z - zró <«.

Si existe un número racional r que verifique simultánea
mente las desigualdades (3) y (4) para números cualesquiera 
íz, ¿, a', 6' que satisfacen á las condiciones (1), será el producto 
AB. Si no existe dicho número r, cada número racional positivo 
será ó el producto de dos números racionales positivos meno
res respectivamente que los- números A y B ó el producto de 
dos números racionales positivos respectivamente mayores que 
A y B. De esta manera llegamos á descomponer la totalidad de 
los números racionales positivos en dos clases, de las que la 
primera comprende todos los números obtenidos multiplicando 
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12 LIBRO X.®---CAPÍTULO I

dos números racionales positivos respectivamente menores que 
A y B y la segunda comprende todos los números obtenidos 
multiplicando dos números racionales positivos respectivamente 
mayores que A y B. Cada número de la primera clase es menor 
que cada número de la segunda; no existe en la primera ningún 
número mayor ni en la segunda menor que todos los demás. 
Este número irracional positivo asi definido es el número AB.

4. Radicación. Si no existe ningún número racional que 
satisfaga á la ecuación .r“ = A (i), se podrán distribuir todos 
los números racionales positivos en dos clases que comprende
rán, la primera todos los números racionales positivos cuya 
/«s*”'» potencia sea un número menor que A 5' la segunda aqué
llos cuya w’'"*® potencia sea mayor que A, y no habrá en la 
primera ningún número mayor ni en la segunda ninguno menor 
que todos los demás, pues si por ejemplo fuese a el número ma
yor de la primera clase, se tendría para cualquier número posi
tivo racional k y a'^a-f-Zz,

a”^ <^ A <^(«-1- ^)’'‘ ’\ a^'‘' -p '.

Y si Æ"‘ -f- s expresase un número racional cualquiera com
prendido entre y A, sería preciso que se tuviese

contra la hipótesis de ser h tan pequeño como se quiera. Igual
mente se verá que no existe en la segunda clase un número in
ferior á todos los demás. Este modo de descomposición define 
un número irracional positivo, pues si X es dicho número, se 
tendrá X™ = A.

En efecto, si se representan por a y a-p^ dos números 
racionales positivos, entre los que se halla comprendido X y 
por a' un número racional igual ó superior á æ -|- ^, los núme
ros y (æ + a’‘^ + mka'”^-'^ comprenderán entre sí á 
X”‘ y A; pudiendo ser la diferencia entre los dos números ra
cionales «’" + )n/ia'”‘'~^ y a”^ menor que cualquier número ra
cional positivo, será preciso que X’" y A sean iguales. X es 
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piles el Único número positivo cuya potencia sea igual 
á .A. Es la raíz ?«’‘‘'”® aritmética de A.

La noción de las operaciones aritméticas se extiende á los 
números irracionales mediante la noción de CGn/unío expuesta 
en el primer capítulo del Cálculo dlfereuclal. Pero tambien se 
puede definir un número irracional por medio de una serie infi
nita de números racionales.

Esta exposición de M. Tanneiy en su Introducíion a la Théo
rie des foficílons d’une variable se funda en el concepto de sección 
debido á Dedekind {Síeíl^heií und Irralionalc Zahlen. Brunswick, 
1872), que se expresa como sigue:

«T.° Llamo sección del dominio R de los números racionales, 
una división de los números racionales en dos categorías tales, 
que cada número de la primera categoría sea algebráicamente 
menor que cada número de la segunda.

2 .° Todo número racional determinado a engendra una 
sección determinada (ó dos secciones no esencialmente distintas); 
porque un número racional cualquiera quedará clasificado en la 
primera ó en la segunda categoría, según que sea menor ó ma
yor que a (mientras que a podrá quedar inscrito arbitrariamente 
en una de las dos categorías).

3 .° Hay una infinidad de secciones que no T^eden ser en
gendradas por números racionales del modo indicado; para toda 
sección de esta especie se crea y se introduce un número Irra
cional especial correspondiente á la sección.

4 .” Por medio de las secciones correspondientes á dos nú- 
mero.s a y fá reales cualesquiera Æ, se pueden definir las cuatro 
secciones correspondientes á las cuatro operaciones funda
mentales.

5 .® Los números irracionales así definidos forman, reunidos 
á los racionales un dominio R sin lagunas y continuo».

Se dice que una serie infinita de números racionales
^^1? ^2>............I^^WÍ..........  

está dada; cuando se da el medio de calcular un término cual
quiera, conocido su lugar.
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Í4 MURO l.‘’ -CAPÍTULO 1

Se dice que una serie infinita de números racionales

tiene por limite un número racional U, cuando á cada número 
positivo raciona! ^ coi’responde un número entero positivo n tal, 
que el valor absoluto de U - Up sea menor que ^ para todos los 
valores de/ iguales ó superiores á «, de modo que jU -Up [ <C J.

Se dice que la serie infinita de números racionales ií^.. .  
M^ .̂ es convergente, si á cada número racional positivo £ se 
puede hacer corresponder un número entero positivo n tal, que 
se tenga

1 ^^/- - - ^^7 ! < ^ 

para todos los valores de los enteros / y ^ iguales ó superiores 
á n. Esta desigualdad manifiesta que se debe tener para todos 
los valores enteros de / iguales ó superiores á n.

^eii - n-p n,, -\- £•

Citaremos las siguientes proposiciones demostradas en la 
obra del Sr. 'fannery:

Dada una serie convergente de números racionales que no 
tiene 0 por limite, todos sus términos acaban, después de cierto 
lugar n, por tener igual signo y mayor valor absoluto que cierto 
número racional positivo 6.

Sea zí......... zí«............ una serie convergente de núme
ros racionales; ó admite por límite un número racional U, y en 
este caso se dice que aquélla define el número U, ó no es así, y 
entonces define un modo de descomposición de la totalidad de 
los números racionales en dos clases, conforme se han definido 
ya éstas.

Asi no existe en la primera clase un numero mayor que los 
demás, porque si a pertenece á la primera clase, los términos de 
la serie

:n,—cí, lí,—a............... .. . -a,.........

son después de cierto lugar todos positivos y mayoi*es que cier
to número racional =. Si â es un número comprendido entre a y
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NOCIONES DE LOS NÚMS. IRRACtONALRS DE LOS LÍMITES I ^

a 4" î. después del lugar n, los términos de la serie

7/1 - /?. u¿ — â, ............ u„ - â.

serán todos positivos \' b pertenecerá á la primera clase. Lo mis
mo se razonará para la segunda.

.5/ í^ co^isidemn varías seríes de /aimeras racíonaíes

^i^^^h,í’,.íL',2^«: a',.
existe un mi/nera //osítívo A ai ^ue san inferiores todas tas te'rmí- 
nos de estas seríes en vaíor abso/uto.

Dado un número positivo racional =, existe un número en
tero positivo n tal, que bajo la condición de que los enteros p y 
sean por lo menos iguales á n, se pueda afirmar que las cantida
des [Up u^\, Vp - fyl. 'zcp - |.......... sean meno
res que í. El número n puede, en efecto, determinarse por cada 
una de las series, y^ se tomará el may^or obtenido.

Si las tres series tienen álos números racionales LL V, W... 
por límites, á cada número positivo £ corresponde un entero // 
tal, que se tenga á la vez:

!zí;, —U : <í, Jz’,,— Vi<s, zup -W!<£, 

con tal que / sea superior á n.
Si tas dos seríes i/^nitas de nú//í.eras raeionaíes 

son convergentes, ta/nbien Ío serán tas seríes

U, q-í’i, «s-l-Z’i........ Zín 4-í'«, IhV,, U^V.,, UnV,,, ...
Las dos series tienen respectivamente por límites U -j- \' 

y UV.
Considerando dichas dos series, y observando que al no te

ner cero por límite la segunda serie, después de cierto lugar, no 
se encuentran términos nulos; para probar la convergencia de la 
serie

Z^i ZZo ^h
^'1 ^'2 '^n

observaremos que, no teniendo cero por limite la serie z^,, z^j, . . ., 
á partir de cierto lugar todos sus términos serán,- en valor abso-
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luto, superiores á cierto número racional positivo w. Supongamos 
además que « sea un número racional positivo cualquiera: habrá 
un entero positivo n tal que para p ^ «, se tenga

Í^pi<S’
haciendo, para abreviar, a^ = Up - z¿„, ^p = Vp — v^, y 
tendremos

^p l^n ^p'^n pp^^K

'Vp "Í'n '^p'^n
luego, designando por A un número lacional positivo superior á 
los valores absolutos de las dos series propuestas, se tendrá

^p Un < ^ ^-^^
t>p "^n. 1 ‘"'

A, 10 son dos números fijos y ^ arbitrario. Se ve pues que, para
un número racional positivo z' tan pequeño como se quiera,

siendo / ^ n, será

Up fin
■Vp Vn

La serie w,, w^, ..........define pues un número W racional ó
no tal, que se tenga U — VW.

Definidas ya las cuatro operaciones fundamentales de la
Aritmética para los números irracionales, se puede pasar al caso 
más general de la función racional.

Considerando las series (w), (zj), (tu),...., en número finito 
y cuyos límites son U, V, W,. ..., se podrá considerar la fun-

f(u,V,ZVI ,
ción ---------------------- v , en la cual el numerador y el denomi-

^(a, ) 
nador son polinomios enteros respecto á las variables z<, v, w, ...
Si no se tiene <p(U, V. W,..........) — o, la serie infinita, cuyo 

término es

f(Un, Vn, Wn. . » • ■ »)
tiene por límite

/(U, V, W, 
7(íj7v,'w?

)

MCD 2022-L5



TEORÍA DE LAS CANT. COMPLEJAS CON % UNIDS. PRALES. 17

CAPÍTULO II

Principios de la teoría de las cantidades complejas 

con 7^ unidades principales

§ i. “ Definiciones, unidades principales v coordenadas

5. DeFiNiciONEs. Todas las cantidades complejas que va
mos á considerar, formarán un Con/unto C. Una cualquiera de 
aquéllas se llama un elemento.

Para establecer un cáculo de las cantidades complejas en ar
monía con las cantidades ordinariamente empleadas, fijaremos 
las siguientes condiciones:

i .’' Si a, â, c,............son elementos del conjunto C, su suma, 
su diferencia, su producto y su cociente, dos á dos son también 
elementos del conjunto.

2 .® Las propiedades eonmutaíiva, asociativa- y distributiva 
se aplican á los elementos de C, de manera que tenemos

a-j-¿=(í-f-íi, íí2-|-ój-Hí.'=(íZ-)-¿')-i-¿, (a—¿') + ¿=íz fij 

ab = ba, (aby = (ac^b,- a(b -{- c) = aô + ac. (2;

Y agregaremos la igualdad

(3)

que sirve de definición al cociente de los dos elementos a y b, 
de igual modo que la igualdad {a — b} -\- b = a sirve de defini
ción á su diferencia.

2
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El conjunto C de cantidades complejas que consideramos es 
aquél en el cual tienen la forma

$1 t’i 4“’2 ^2 “H-T^n^H

Los números ?,, ;,,. . ...’, ;„ reales, comefisuraéles ó no se 
llaman coordenadas de la cantidad compleja. Los ti símbolos í,, 
É?2,se llaman nmdades ^rinci/^ales.

6. Condiciones. La primera condición á que han de sa
tisfacer las unidades principales es que han de set' l¿nealtnen¿e 
distintas, es decir, que no ha de existir entre ellas ninguna re
lación de la forma

^t^i + ^'2^2 +..........+ ^‘B^« = o (4)

en la cual X,,............ son números reales que no son á la vez 
nulos. Si existiera una relación lineal, el número de unidades 
principales sería inferior á n.

Consecuencias. 1.^ Si un elemento es nulo, sus n coorde
nadas son nulas separadamente.

2 .“ Si dos cantidades

a = a, ^, + a^ e^ + . . . -|- a„ e^ » ^ = ?i^i + Ps ^2 + ■ • • 4“ ^»^« 

son iguales, sus coordenadas de igual lugar son iguales dos á 
dos, es decir, que

porque si a = 6, la diferencia a b debe ser nula, las n coor
denadas de esta diferencia son pues, nulas; pero estas coorde
nadas son precisamente

“i 'Pi’ ®2 Pai “« ^n •

3 .® Sean a,, aá,...... .. a^, fi elementos del conjunto C

®l   ?U ^’1 “l" »12^2 4“........... 4“^in^«’^

^2 = ’21^2 4“ ’22^2 4”......... 4“ ^2ZÍ ^n > /
(5)

^n— ^«I ^i 4" Ç»2^’2 4“......... 4~ ’Bn ^n 1 1 
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Supongamos que no sea nulo el determinante

- ' ^21 12212»
= — (6)

i»! í«2í«M ,

Sean además X,, Xj,...,?.„,« números reales indetermi
nados, que «o son iodos nuios; la cantidad 'W

«M
^M

W
á«

«»
?5

í»
a

\^i + ^2^s +..............+ X„a„ 

no podrá ser nula.
Se tiene que

Mi + ^-^i +........+ '‘ní^B = CS^u + Xj$3, +....... + X„;„i) ^i

+ (\íia+X2Í,j^,-j-...X„;„2) ^2 +f/i;i»+ M2«H----. + X„U») ^n,

Esta cantidad es un elemento del conjunto C, y no puede sel- 
nula más que en el caso de ser nulas las n coordenadas, es decir, 
si se tiene

^1^11 + Xjlj, 4"............+ ^»’«i = o,
*X1$2, + Xj^j^ -|-+ X„;„2 = 0, /

^p»i + X2;«2 ++ X^ =‘0,

Pero no siendo nulo 3, estas ecuaciones darán las únicas 
soluciones X, = Xj =........... =X», loque es contra la hipótesis.

Respecto al producto epe^ de dos unidades, se debe exigir 
que sea expresable por n unidades, de manera que

^P^Í— hpc/^i 4" ^apí^2 -h4" ^wpí^n (8)

Los números reales z^pq ^<y^i ^os que dignen ei sistema de tas 
unidades prind/aies, jf su elección es arbitraria en ciertos ¿imites 
que aprenderemos á conocer.

Los teoremas expresados por las igualdades (i) quedan sa
tisfechos para toda elección de los números ^^pq^ no sucediendo 
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lo mismo á las igualdades (2).- El teorema conmutativo exige 
que escribamos

^p ^q ^^ ^Í ^P ® ^i'pq ^^^P ^^^ 
para

rsssi, 2,, «: ^=1,2,^=1,2,, n.

7. Según el teorema asociativo, debe tenerse

{epSq^er = (¿pí?r)t’2 (/, ÿ, r=i, 2,n) (10) 

ó, aplicando varias veces la fórmula (8),

(^iPí^i “H ^ipq^^ “i" • • • “F ^npq^ny^r ^= (®ipr t’i “F • • • “F ‘■npr^n }^q 

Ó bien,

-Ipg (surimi “F =21rí’2-F • • • "F $nir^’n) + ^2pq {~12r^l + •••

“F «nSr ^M ) “F • • • "F 'npq Ç^hir ^’t “F • • • ~F ‘mi?'^« )

= ^lpr(sjlj ^1 + ‘215 t’2 + • • • + 6«lí ^n ) + ^2pr C^inq ^1 + • • •

+ 'n2j ^n) + •" +^npr(.^lnq ^1 “F -2nq^2 "F • • • “F ^nnq<-’n )

Esta igualdad y sus análogas, dan cada una n relaciones en
tre las £,.^ç, cuyo tipo general es (para/, q, r, = i, 2,«) 

^Ipq -klr “F ®2pj‘í:2r F • ' ' ”F ^npq ‘knr ^^ =lpr‘¿lgH~ • •'"F ^npr‘knq (^O

Con el fin de verificar las igualdades (9) y (n), observaremos 
que disponiendo de la definición de los símbolos ^„ ^g,«■„, 
podemos definirlos por la fórmula

epeq = o (I2j ó epep = ep {13;

según que p y q sean iguales ó desiguales. Entonces los i^pq 
son todos nulos, excepto

•m = ®i2a ~ ‘333 “...........~ ‘M»» “ C

y las igualdades (9) y (11) se verifican para este sistema par
ticular de números s.,.pq, deduciéndose de este sistema una infini
dad de otros sistemas.

Tomemos un sistema cualquiera de «- números ;^ sujetos á
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Ia sola condición de que sea distinto de cero el determinante

5

5«! iKj ínn

Y hagamos, conservando para^,,<,,............ ^„ las definicio
nes 112)y (13)

^1 “ 51/, + 5,Zi ++ $i»^«,

^'2 íSl^i “I-.......“H ^Sn^íii........ E^ ^= ’wl^ “H........ “Í~^wíi^w" (14)

Las « cantidades E|, Eg,, En son linealmente distintas, 
y teniendo en cuenta las fórmulas (12) y (13), resulta que

EyiEç = (E2iEg)E,. = (EpEr)Ej. (15)

Además E^ E^ se expresa en función lineal de íj, ^j, ¿n, y 
por consiguiente también en función lineal de Ei, E^, , E», 
porque según la condición 5 :^ 0, las ecuaciones (14) dan 
^p ía, , ^n en función lineal de E,, Es,   E„.

Se tiene pues,

^P^? “ ^'iPÍ ^ “H ^'iPÍ Eg -p4“ ^'npq E„.

Los números z'rpq deben necesariamente verificar las igual
dades (9) y (11) en virtud de las relaciones (1-5), que se han es
tablecido directamente. Por otra parte existe una infinidad de 
sistemas de números s'rpq, porque éstos dependen tan sólo de los 
números ?ÿ que son absolutamente arbitrarios, con la condi
ción 5 4=0-

Haciendo abstracción del sistema Ep Ej,..... E„, se ha 
demostrado que las igualdades (9) y (11) pueden verificarse de 
infinidad de maneras.

8. Caso pariieu/ar: n = 2. Hagamos por brevedad

‘m — ^1 Sts — $121 — P-> ‘122 — v,

®111 ^ ^ ejji ^ ^412 = P-L =222 ’^ vL
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Se tiene entonces

^ = X^, +1'^2, ^tíj = 1*^1 + Z^í. 4 =

Las varias condiciones á que deben satisfacer los seis coefi
cientes X, )/, ¡x, ¡x', v, *' se sacan de las dos desigualdades 

í^/sX = X^tX (^a^i>8 = X^aX

Ó

H-(X^i + ^X) “H /(}*-X + f^^a) “ X(ix^i -j- H- ^í) + X^^íj .^ v £j), 

}x({fc^^ + ix’íj) + rx'ivt’, + vX) = v(V^ + X'^„) + v'(|x^, 4- ¡x'^a), 

5’’ se reduce á

ixix* — vX' = 0, ixX' -|- ix'^ — ¡x^X — V X' 0,

¡x® -|“ — Xv -—• [xv’ = 0. (l6)

Se puede hacer que v sea cualquiera, pero distinta de cero. 
Las tres igualdades (i6) se verifican, si se hace

Xv 4“ — í*’
¡x' =------------------------ , X' =--------=--------------- r----------  .

De los seis coeficientes tres son arbitrarios y un cuarto sólo 
está sujeto á ser distinto de cero. Si se hace v = o, se tendrá

¡x¡x* ^ 0, ¡xX' 4“ H"'^ — ¡Jt-^X — v^X^ = 0, -X" — [xv^ ^ 0.

Se debe hacer u. = o ó u' = o; y solo hay que verificar la 
única igualdad

¡x'^ — ¡x'X — v'X^ = 0, 

lo que permite tomar de una manera arbitraria tres de los coefi
cientes. Si u/ — o, se tiene

(¡x — v') X' = o, (¡X — v') ¡x = 0, 

lo que exige solamente a = v', porque se supone ¡x distinto de 
cero, de modo que, además de X, dos de los tres coeficientes a, 
X', v' son arbitrarios.

Concluimos pues, reuniendo los dos casos v^o y v = o,
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que cuaíro de los seis coeficientes pueden siempre tomarse ar
bitrariamente.

§ 2.° Las CUATRO operaciones sobre tos elementos 

DEL CONJUNTO C

9. Adición y sustracción. Sean

‘» = «,^1 + aj^í +............4-a«^«, ¿ = p,^,-f-.................4-Pní«-

Se tiene inmediatamente

'^ + ^ = C^i + Pi) ^1 + («a + ?í) ^« +...........+ («n + P») ^n,

‘’^ ^'^ = (®i P1) ^i + (“a ” 32)^3 +-T (“n — 3«) ^Jí-

La suma 5^ Ia diferencia de dos elementos del conjunto son 
elementos del conjunto.

10. Multiplicación. Formemos el producto ab. Se tiene

+ «132^1^4 «oPa^ 4 “333^3^2 +4 “«Pá^B^a 

4

4 ®i3«^1 ^n 4 ^^3«^í^n 4 ®33«^3^n 44 ^n3«^n

Cada uno de los productos ep e^ se expresa en función lineal, 
con coeficientes reales, de las unidades principales, en virtud de 
la igualdad (8). Lo mismo sucede á ab. Así ab forma faríe de/ 
conjunío C. Supongamos ahora que un término cualquiera del 
producto ab, por ejemplo, y.p^qepeq tenga su correspondiente 
P^ttp^gí^p en el producto ba, y que por otra parte

se deberá concluir ab = ba.
Un razonamiento análogo manifestaría que lo mismo sucede 

respecto á las igualdades siguientes:

[ab^c = (ac^b, a (b c) = ab ae

Vemos pues que se verifican los teoremas 1'2) (núm. 5).
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11. División. Relativamente á la división de dos cantida
des complejas a y ó del conjunto propuesto, partimos de la 
igualdad (3) (núm. 5) tomada como definición, lo que está com
pletamente de acuerdo con la manera de proceder en los ele
mentos del cálculo ordinario: y exigiremos además que el co-

a
ciente c = 5- va tal como cá = — 6 = a, sea una cantidad de

igual forma que a y â, es decir, que se halla en el conjunto C. 
Desde entonces la división de a por â se reduce á la determina
ción de las coordenadas Vp Y^,...........   Y« del elemento c por la 
condición có=: a, ó

(fi^i 4“ Yí^^ 4“ ■ ■ ■ ','fit'll' (Pt^i 4“ ’ ■ ■ '^n^’n ) — ^1^1 4~®-2^s4~' ■ '4” ^n^n 

ó bien

Ti(PX 4“ ^/i^í 4"’

4“Y2(P/a^i 4“ Pa^ 4"4~^«^a^ra)

+.................................................................

4“ Y” (Pi^n^< 4“ Pâ^«^a.......4“ i^n^) = ’^i^i 4~ ^i^-i 4"......... 4”®«^w

Sustituyendo los productos epe^ por sus valores sacados 
de (8) (núm. 6) é igualando después los coeficientes de f,, 
^,. t'„ se obtienen, para determinar Ias « coordenadas 
Y„ Ya»’ Y” ^^® ecuaciones lineales

YX^iuPi 4" S|iap2 4-.......+ 6,,np«) 4" Y^t^tai^i 4“ ^laaPa 4"........

4“®i2nP«)4“........ 4“ Y’^C^l^iHi "4” 2|«ai^3 4“.......4“ ®inBPw) = Cli

YiOauPi 4" ^aisi^s 4“ 4“ s»j«P«) 4" Y^SaiPi 4“ ‘aaaPa 4"

4~ ‘22n?n) 4"........4“ Y»(®2»i?i 4" -awa^a 4"....... “l' sannio») = «2

Yi(®»ii3i 4“ '«laPa 4“........4“ «»-i«í^«)4“ Y/®«8i^i 4“ *«25^9 4"

4“ 2fl2n^n) 4~ 4" Y«(®nMiPi 4“ ®n«áP2 4“ 4" 'nnn^n) — ^n’
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Consideremos el determinante

®3ii^i “F®-2iiP2“h‘• ■ ^SüiPi ”Í“ • •-“H’isrt^n • •‘‘Sal^, 4” •••4“'2«n^n;

6n 11.®) + Ênl2^j + « • •6b21^i -p' • • -|-®«8nP»« «««««iPi 4“ • • "H-^nnn^n i

Este determinante contiene dos clases de cantidades: Las 
primeras dependen del sistema de las uuidades />? ¿nd/a/es, tales 
son Erp2. las segundas dependen únicamente de la caníidad eom- 
/f/eja />ar¿¿cu^ar que sirve de divisor, son las coordenadas 
^p, p» del elemento b.

La elección de las ^rpq podría ser tal, que el determinante ? 
fuese nulo, cualesquiera que fuesen las coordenadas ^ ., 
P„; por ejemplo, si se tomase srpq = i para todos los valores 
f^’A?=L 2,........... «). El sistema de las ecuaciones (i8) se
ría entonces imposible ó indeterminado. También exc/uitnos todo 
sistema de números ¿rpq para el que se presente este caso. Po
demos convencemos de que el determinante s puede no ser 
idénticamente nulo, considerando un caso particular, por ejem
plo, el indicado en el n.® 6, que corresponde á las fórmulas 
(12) y (13).

Habiendo supuesto que el determinante ? no es idéntieameufe 
nulo, si las coordenadas del divisor b no anulan á ;, hallaremos, 
cualquiera que sea el dividendo a. un sistema único y determi
nado de coordenadas v,, y,,............ y„, y por consiguiente, un
valor único y determinado del cociente c. Pero, si ai contrario, 
las coordenadas de b anulan á g, ó bien no existe ningún sis
tema de coordenadas finitas y,,............ y„ que verifiquen á las
ecuaciones (i8), ó existirá una infinidad, algunas de las cuales 
sean indeterminadas, lo que dependerá de las coordenadas 
a,,, a„ del dividendo a.

12. Divisores dr cero. Consideremos el caso en que 
íx=o, es decir, a, = a^ =.......a» = o. Las ecuaciones (i8) serán 
compatibles, y además el sistema de soluciones y, = v„..........
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= Y„ = 0 admitirá una infinidad de otros valores, y esto, ya 
se suponga ¿ = o ó ¿ =^ o.

Sea ¿ 4= o y f una cantidad compleja cuyas coordenadas 
y,, y^, . y„ no sean todas nulas y verifiquen las ecuacio
nes (i8).

Se tendrá

(^4=0, c =4 o y sin emâa.rg'o 6e = o.

Este hecho no se presenta nunca en el cálculo ordinario 
basado en las dos unidades principales i y ^—"i. El divisor 
considerado -^=40 se ha llamado por Weierstrass un divisor 
de cero.

La denominación, divisor de cero, dada a) divisor 6, se halla 
evidentemente fundada en la propiedad 6c = q que supone æ = 0; 
pero, reflexionando sobre lo que precede, se ve enseguida que 
esta propiedad del divisor b de cero depende únicamente del de
terminante s que es nulo, sin intervenir en él la cantidad a, de 
modo que se debe definir un divisor de cero diciendo que es un 
eiemenío dei conjunto C para ei que e¿ determinante & correspon
diente es nu/o.

Teorema. Si bj' c no son nulos, siendo b un divisor de cero 
jz be = o, será tam6ie'n c un divisor de cero.

Esto resulta de las ecuaciones (18), suponiendo a, = «^....

Basta, para verlo, observar que el determinante s' de estas 
ecuaciones consideradas, no ya en yp y^,..........,y„, sino en
pp P„............ P„ es nulo; porque si no fuese nulo, las ecuacio
nes (18) no darían mas que el único sistema de soluciones

= ¡Sg =..........= p„=o, contra la hipótesis.
Esta propiedad de un divisor de cero ¿ 4= 0, de existir ade

más ciertas cantidades ¿74=®’ f3.1es que el producto be sea nulo, 
es una propiedad característica de los divisores de cero.

Teorema. £1 producto de un divisor de cero por una canti
dad compleja cualquiera es tam6ien un divisor de cero. En efecto, 
6 divisor de cero equivale á. 6c = 0, teniendo c ciertos valores.
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Resulta pues también que ^/^¿; = o ó (jkéy = o; luego éè es di
visor de cero.

Caso de « = 2. Empleando las notaciones del n.® 7 y su
poniendo v =1= o, se tienen las dos condiciones

Xv -f- ¡xv' ---  p.- ¡X?.V -|- U^v' ---  'X^
H- =--------------------- , X'= ----------- .

En este caso se verifica que

xr.+.'P.

_j_ (Xv' — vX')P,P3 + (¡x/ - vp.')p¡;

en virtud de las fórmulas (17) se tiene

Xv — íx’+¡xv' 1

Av'—vX'=; --------^(Xv— a*),

p.v — vp. = —(Xv —¡^2).

Según esto, es necesario y suficiente, para que e sea idénti
camente nulo, que Xv — ¡x^ = o.

Sea por el contrario Xy — a’ :^ o. Si p^ = p^ = 0, será e 
nulo. Para que existan otros valores reales de p, y p^ que anu
len á 6, es necesario y suficiente que

(X''* — vX^y — 4 (Xix’ — ¡xX') ([xv’ — vix’) ^ 0, 

y, en virtud de las fórmulas (19),

^^^^^=^[(v'— f)’ + 4!^*' + 4(Xv — a’)]>O.

o (¡X + *')’ + 4(Xv —JX®) > 0 (20)

Esta condición quedará particularmente satisfecha, si se hace

Xv --- ¡A^ ^ 0;
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luego: ^«« en e¿ caso de ser n = 2, existen sistemas de unidades 
princi/ates taies, que ios conjuntos de cantidades compiejas que 
dependen de eiias admiten divisores de cero. ____

Caso PARTICULAR. Sea n = 2, e^ — i, e^ = '^ — r. Se tie

ne aquí
4 = e,, e,e^ = ^a, ^3 = — i: 

luego: X — i, /=1, ''= — 1, u, = 'd = v'= 0;
v no es cero y nos hallamos en el caso de n = 2, pág. 27. Las 
condiciones (17) quedan satisfechas. Además 8 no es idéntica
mente nulo, porque se tiene en nuestro caso ¡x- — Xv = 1.

En fin, siendo ¡x -j- v’ nulo y xv — {x^ <^ 0, la condición (20) 
no queda satisfecha, y no existen valores reales de 31 y de ¡3^ 
distintos de o, anulando o á % lo que manifiesta directamente la 
expresión de e, que es g = ¡3? 4- ¡^ ; luego:

No kay otros divisores más que ei cero, en ei caso de tomarse 
1 y V ~ ^ ^^^^ unidades principaies.

§ 3.° Expresión de las cantidades complejas

POR MEDIO DE UN SISTEMA PARTICULAR DE UNIDADES PRINCIPALES.

13. La CANTIDAD Cq. Sea

a ^ a¡^, -|- ^2^2 -f--p ^n^n
un elemento del conjunto C que no sea divisor de cero. Si se sus
tituyen en las ecuaciones (18) ¡3,, ^3,...........   p„ respectivamente 
por «p a ,......... , «„, éstas darán un sistema único de valores 
finitos y determinados para las coordenadas Vp y^,   y» de 
cierta cantidad compleja eo- Esta cantidad compleja será pues, 

por definición, tal que c^ = — .

Primera propiedad. Un demento cuaiquiera dei conjunto C 
permanece invariaôie cuando se ie muitipUca por eg.

Si c= ^^0= sera c = ó.
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En efecto, para obtener las coordenadas de c, es necesario 
efectuar el producto 1$« é identificar con ca. Sean

i .® ¿ = o. Entonces es preciso que ¿: = o, luego ¿> = c,
2 .° ¿ =^ 0. Entonces, puesto que ^ no es divisor de cero, 

las ecuaciones (i8) determinan un sistema único de coordenadas 
Yí, , Y» finitas y determinadas; luego, si se conoce un sis
tema de coordenadas que verifiquen á estas ecuaciones, habrá 
seguridad de que no existen otras. Pero el sistema

Yi—f^n Ya—Pís .......... . Y» = P» 

satisface evidentemente, porque transforma en identidad la igual- 
a

dad ca = luego c = è — — ó.
a

Segunda propiedad. Cua/guiera ^ue sea /a caníidad coia/r/eja 
(no sieinjfre divisor de cero) que sirve de punió de partida, se Heg'ará 
siempre á ia misma cantidad e^,, ó lo que es igual: si a y a' son

a a'
dos elementos de C no divisores de cero y - = fu, — = e

a a
se tendrá f# = ^n-

Según la primera propiedad, toda cantidad compleja, multi
plicada sea por fu» sea por /o, permanece invariable; luego, en 
particular, ae,, = a, ago = a, es decir, que las coordenadas de 
da satisfacen á las mismas ecuaciones que las coordenadas de 
fo, y por consiguiente, son idénticamente las mismas, porque el 
sistema de las ecuaciones de que dependen, admiten un sólo sis
tema de. soluciones, por no ser a divisor de cero, luego /o =

Oáservación. La fórmula aea = a ó ae^ = e^a = a, mani
fiesta que en ei cáicuio de tas cantidades compiejas, ia cantidad e^ 
se conduce a¿soiutamente como el i en ei cáicuio ordinario.

Cálculo de e^. Las coordenadas de f^ están determinadas 
por las ecuaciones (i8), cuando se hace en ellas

Pl — Kj, 3-2= ^.>,. Pm¡=út«-

Pero como en virtud de la segunda propiedad de f^, esta 
cantidad permanece la misma, cualquiera que sea a (no siempre 
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divisor de cero), se escribirá que las ecuaciones (i8) se verifican, 
cualesquiera que sean a,, a,,......... , a„, lo que conduce á las «“
ecuaciones

71 “111 + 72 ^121 “h......... +7« “iMi = 1’ 71 -112 +............

“H 7» ^1»^ . 71 *11” ^~+ 7« ^i«« ^ o,

71 ®211 -J- 72 ‘221 ++ 7« ®2«l “ o, 71 «212 +

-H 7« ‘2«2 = 1, ..........  71*21« 4"+7« 68»» = 0,

$«11 “F 72 «»81 4-4“ 7«'»«1 — ®’ 71’«12 4“

4“ 7’1 *””2 ^^ Q' ’ 71 *«1« 4” ■ • ■ • . 4“ 7’1 6nn» ^^ I’

Los segundos miembros d^ estas ecuaciones son siempre 
o ó i. Se debe tomar i cuando figure en el primer miembro 
un número «r/,^ con índices ¡guales, y o en el caso contrario. 
Aunque el número de ecuaciones excede al de incógnitas, son 
compatibles y admiten otro sistema de soluciones distinto de 
v, = y, =........... = Y,j = 0, como lo exigen la existencia y las 
propiedades de ^g.

C/Zíí? n = 2. Las «- = 4 ecuaciones son

7A4-7«í* = I» 711^ + 72^ = 0, 7,^'4-72F'= o, 7,^'4-79*' = 1 

que pueden combinarse dos á dos de seis maneras. Combinando 
la segunda y la tercera, se debe tener ;x¡x' — X'v = 0. Las otras 
cinco combinaciones dan:

y — g' y' — ¡j. ¡x' — v

Xv — A'^ X’y' — u'^ Xv' — ¡xjx' Xp.' — jxX^ ¡xy'—yjx' ’

— y. X' X — {x' —X’ fx
*^’ Xy — ix-2 X'y'—[x'- Xy'— ¡xg' X¡x' — gX' ¡xy' — yg'’

Cuando las unidades principales son 1 y V — i’ se tiene 

71 = I, 72 = o, porque X = g' =1, v = — 1, tx=:X' = v' =0. 
En este caso £0 = y, ^4 4" 7a ^s = 7« 4^72 V “ 1 = 1-
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§ 4." El SISTEMA DE LAS g.

• 14. Sea ^®=$,,í?j + $,2^í4'......... “^ ’i«^« ’^^ elemento del 
conjunto C que no es un divisor de cero. Formando sus poten
cias sucesivas por medio de las fórmulas (8), reduciremos cada 
una de dichas potencias á la forma lineal con respecto á las uni
dades principales. Tendremos así

«?■ = Ml^’l 4“ ’12^3 +........... + ?,«fc«,

^ = ’51 ^1 + ’22^5 +............+ ’5« ^« .

<^ ’«1 ^ 4' ’nS^2 4~............“|“ ^w»^» ' 

expresando con ;^ las coordenadas, que son cantidades reales 
funciones de aquélla de entre ellas cuyo índice es i, y también 
de las cantidades ¿rpq que entran en las fórmulas (8).

Supongamos que el conjunto C satisfaga á la nueva condi
ción de que para ningún sistema de valores de las coordenadas, 
sea nulo el determinante

,’11 ’12........... Cl»

! 521 Î22..............’2n

, ^nl ’m2 • • • • • ’«M

Esta hipótesis puede hacerse, porque de otro modo debería 
ser imposible el hallar sistemas de números i,.pg tales que, el de
terminante 5 no sea idénticamente nulo; pero el empleo de un 
sistema particular de números Srpq manifiesta precisamente lo 
contrario, pues si tomamos el sistema ya empleado-(7) para 
demostrar la posibilidad-de satisfacer á las ecuaciones (9) y (11). 
En este sistema, todos los s^pg son nulos, excepto

‘111 — ^225 — s«»«= b y se tiene ¿^ ^^ = o

si ^ < ^ con ^p ^í — ^P •
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En el caso actual, se obtiene pues

,?■* = ^tl^i + Ç»2^8 + ■ ■ • + »Í«ÍB = 5*11^1 + '12^2 + • • • + ’In^n:

luego, escribiendo ?!, ^2,......... en vez de Cn, $«,.............   se tiene

U. 5,U|
; Ï2 £2 ?2 ¡

= =I '

i ’l ’2ni 

determinante distinto de cero, cualesquiera que sean las coor
denadas '1,. ;« de ^, con tal de que dos cualesquiera de 
éstas no sean iguales.

Actualmente, pudiéndose resolver las ecuaciones (25) con 
respecto á las unidades principales e^, t,,............^„, dan

í^2 = 2^21^+ 2^22^"++'-‘•2«,^«. /
(25)

<^n“a«iár + afl2^4+a„„^„, )

siendo a^ cantidades reales.
Formemos todavía ^”+*, como hemos formado ^^ ..., ^" 

sustituyamos después, en su expresión, las unidades f,, e^,.. . 
por sus valores sacados de las ecuaciones (27), obtendremos 
una relación que podrá escribirse

+ ^^“4 SíT”* +4Sí¿'=o (28) 

(siendo «,,23 cantidades reales) ó bien 

^ + <i^“‘4-*2^~*4-4 í«-i.^4 ^«¿*0 = o. (28')

De la ecuación (28') se deduce igualmente, cualquiera que 
sea el entero positivo a.
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Oservaciones. Vemos que:

i.' Según las relaciones (15) y la condición S ^ 0, las

cantidades

£ ~ Ó 
0

son linealmente independientes, como las g, ^,........... g^.
2 .” Todo elemento de C puede expresarse en función lineal 

con coeficientes reales de las « cantidades

^o, £-> ^^,...............

3 .° Récíprocamente toda expresión lineal y homogénea con 
\ relación á estas cantidades, pertenece ai conjunto.

Luego: ¿as n cantidades

1
i forman un sistetna de n unidades prineifa/es que fueden susti-" 

tuirse á ¿as n unidades e,, e,, ... e,j.
15 . Recapitulación. Poco tiempo después que Weiers- 

‘ trass publicó la teoría cuyos principios se acaban de exponer, 
el profesor de la universidad de Brunswick Herr R. Dedekind 

i hizo ver en su memoria Zur T/ieorie der aus n Haiipteinkeitefi 
geái¿de¿e/í eomfiexen Grossen (1885) que el nuevo cálculo no di
fiere esencialmente del cálculo de los sistemas de cantidades 
que en el Suplemento XI á las Lecciones soére ¿a teoría de ¿os nú
meros de Dirichlet desarrolla con el título de cuervos finitos.

Considera el cuadro E de n- números cualesquiera

^11» ^ji...........^«1 

^12’ ^22.........^nS , , .y el determinante e = 

^in^ ^2n e^ui 

^m ^21..........^nl

^21» ^íá..........^h2

^JWí ^2»..........^nn

Dichas cantidades, asociadas por líneas, forman « sistemas 
de « cantidades del tipo ^14,........... em.

3
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Consideremos un sistema de « cantidades ^,,..  ^ni ^ ias 

que aplicaremos las n sustituciones
(^1,^8,.......... , ^«l^lO^il»i^»l). 1

. (29)

Las cantidades <r„ ^«, e^ forman una base; sus diver
sos valores corresponden á las n sustituciones (29), de modo que 
toda relación F(^„ e.^,. ^») = 0 (39) 
formada racionalmeiíte coa ^as n cantidades de /a dasey con nú
meros reates ó imaginarios determinados, e^uiva/e for de/inicio'n, á 
tas n retaciones çue se dediícen efectuando tas sustitjíci.ones (29)»

Citaremos el siguiente teorema fundamental:
Toda función racional entei'a li de tas n cantidades de la ¿ase 

se exfresa de una sola manera ¿ajo la forma
x = l\ei 4- l^e^ ++ ^n^m (31) 

jí¿»</<? ^,, $,númei-os (reales ó imaginarios) llamados coor

denadas de x.
Considera Herr Dedekind otro cuadro F de n^ números fu, 

etc.-asociados por columnas como los^,i,esta
ban por líneas, siendo

f, = 5»í, + fW^, ++ ??.„

un elemento del conjunto C; y se determinan análogamente los 
n elementosf^.^f^, .■■-,fn por n sustituciones.

El sistema de las cantidades fufí,..,fn es la Óase com- 
flementaria. Se puede cambiar la base ^1,por otra base 
equivalente, por ejemplo,

^q — ^i/iq + ^^f2q ++ ^nfnq 
en cuyo caso, si el determinante de las coordenadas no es nulo, 
constituye una óase normal, llegándose á expresar un elemento 
j; cualquiera del conjunto por medio de la base normal.
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LIBRO SEGUNDO

FUNCIONES DE VARIABLES REALES

CAPÍTULO I

Modos generales de expresar una función

§ I. “ Integral definida

15. El proé^ema de ¿as cuadraturas da origen al cálculo 
integral.

El cálculo integral es el inverso del diferencial. Su objeto es 
determinar una función y cuya derivada sea otra función dada 
/(.r), es decir, hallar la función que satisfaga á la ecuación

dy

Admitamos que /(.-r) sea una función continua entre los lí
mites dentro de los que permanezca la variable y que exista una 
función que satisfaga á la ecuación (i) adquiriendo el valor y^ 
para .r = a y el valor Y para .r = ó.

Dividamos el intervalo («, é} en n intervalos, y sean .r,, 
-*■«»........ » ^n los puntos de subdivisión, siendo j',, j/„,....... ,yn 
los valores correspondientes de y.

Si el intervalo .r, — æ es suficientemente pequeño, el cociente 
jy 1 — ^^
^^__ ~ difiere poco de f{a), y tendremos las relaciones apro

ximadas
/1 — A = (^, — íx) /(«)

J'^—yi = G^-a — ^Ú /(^,)

Y - J^n- 1 = (¿ — ^«-1) /(^«-iK
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Sumando miembro á miembro, resulta

Y Jo=Cr,—a)y(a)-l-Gira -,Tj/Cr,)+•..+(¿—^«^ i) (/-'‘^«-i). 

igualdad aproximada, tanto más, cuanto mayor es el número de 
intervalos que se van aproximando á cero.

De manera que nos vemos conducidos á estudiar ia suma

{Xi — a)f(d) +...........+ (“^ “■ ■^« — ^/i'^n— i)

Para facilitar la adquisición del concepto de integral definida,

vamos en este primer examen 
gráfica correspondiente.

á valemos de una representación

Consideremos el área del 
trapecio mixtilíneo. «ANv.

Descomponiendo esta área 
en rectángulos inscritos y cir
cunscritos, y llamando .fo, .r,,..., 
4r„ á las abscisas de los puntos 
a, p, .... *, 7o> >n-".J'ná las 
ordenadas correspondientes, 
tendremos que las sumas

j = C^r, — Xo)yo 4- C^3 — ^i)/i +............+ (-Vn — ^»-1) J»-1

S = (.r, — .ro)j, + (^, — ^,)J3 +............+ (■«■«— Xn-i)yn

de los rectángulos inscritos y circunscritos al trapecio mixtilíneo 
comprenden entre sí el área T de éste, de modo que

í < T < 5 4- (S — J);

y si se representa por 8 el mayor de los intervalos .r, — ..............  
.r„ — -f»—i, se ve que la diferencia S — 5 tiende hacia cero 
con S, porque dicha diferencia es menor que

® Oi - Vo ^^i —yi 4-........... -|-/« —J'n -1) 

es decir, menor que 8(jz„ —^o)- '
Por consiguiente el área T es el límite hacia el que tiende la 

suma a, cuando cada uno de los intervalos -.r, •— ^r^, jr^ — .r,
— -^n —i tiende hacia cero.
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Si damos á la base del trapecio mixtilíneo considerado el in
cremento V(x, el trapecio mixtilíneo s'NMu será el incremento 
del área, que estará comprendido entre los rectángulos vNM'p. y 
vN'M[x, cuyas áreas están expresadas por vN . vp. y vN'.vp; 
tendremos pues

vNMu
Nv < ------- < N'v.

Tendiendo vp. hacia cero, en el límite la derivada del área 
será la ordenada vN = f{x\ correspondiente á la abscisa 
Ov = x.

La cuestión de las cuadraturas se reduce pues á obtener 
una función cuya derivada es / (-r), problema fundamental del 
cálculo integral.

Esto sentado, si llamamos .r„ y X las abscisas extremas del 
trapecio mixtilíneo aANv, el límite de la suma

2 = Í^i — ^o) Jo + (.^í — ^i) J'i +......... + (^ — .r„ _ 1) j„_ 1 

se representa por

Pf(x)dx (i)

J

y se llama la integi‘al d^nida d.v.
Si -fy permanece constante y X es variable, la integral (l) se 

reduce á una función de X cuya derivada es/(X^, es decir, una 
función primitiva de fÇv).

Si además ^ (X) expresa una función primitiva cualquiera 
de X, f (X) — f (.To) será aquélla de las funciones primitivas 
que se anula para X = ,v^; y como la integral (i) representa 
esta misma función primitiva, se obtiene la fórmula

- ?(-l^a)- (2)

No estamos por ahora en el caso de obtener las integrales 
de cada función diferencial. Este problema es objeto del cálculo 
integral. Nos bastará, por ejemplo, decir que ya conocemos al
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gunas integrales, puesto que siendo

dx
, eos .r d.v, etc.

las diferenciales de .r’«, Ix, sen x, etc., estas funciones serán las 
integrales de aquéllas.

16. Diferenciación bajo el signo /. Sea cp' (.r) = f{^}- 
Tendremos que la integral general de / {x) dx será «y (.r) + C, 
siendo C una constante arbitraria, y además que

' a = j‘f{x} dx = í^(ó) — ^{a). (i)

La integral definida es función de sus límites ^ y ¿, y siendo 

du = — da -1- dd 
lió

la expresión de su diferencial total, así como làs derivadas par
ciales de (i),

— = — /(«) = —f{d}, - = f’(¿) ^f{à\

resultará que
du =—f{a}da -\-f(á')d¿>. (2)

17. Diferenciación con respecto Á UN parámetro. Sea 

u= 1 f(x, f) dx.

Si los límites ay à son independientes del parámetro A se obtiene:

u áu = 1 f{x, t + AZ) dx,

^a = j" f{x, í -\- M) dx j" f(x, í)dx

= / [/(*. # +A/) - f{x, t^^dx-
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luego

^t ¡a áí '
díl í^d/(.r,f) 

di Ja di

Si Æ y ¿ dependen del parámetro i, resulta que siendo

3« P ^J{.'i:,i}

la diferencial total será

^íi = -/(íí, í)i^a + y(^. /) + t/Z / —r;---- d.v. (3)

18. Interpretación geométrica. Sea CD la curva cuya
ecuación es y = f(x, i).

o'~Á Á ¿“¿' f

Si OA = íz, OB = ¿ tendremos
b
f{,v, f)dt = área ABDC.

A un incremento dt de t, corresponden in
crementos da y dó de a y de i, cambiándose 
la curva CD en otra infinitamente próxima EH,
y se tiene
rb 4- db

u -^ dti = / _f{,v, í -|- di) d.r = área A'GHBC
'a-{-da

Pero área A'GHB' = AEFB — AEGA' + BFHB'; 

luego

dît = A'GHB' - ACDB = (AEFB - ACDB) — AEGA' 4- BFHB',

y despreciando infinitamente pequeños de segundo orden, 

du=í fix, ¿f- di} dx — í fix, i}dx—-fia, t}da -\-Jiè, i}dô 

Ja Ja

y en fin - 
í^<¡f(-T,Í} 

du = di 1 ------------dx—fia, fda-^fiá, i}d¿.
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19. Integración bajo el signo j . Multiplicando por dy

la integral definida f(.r, y)d.r é integrando enseguida con 

respecto á y, se tiene que

f{x, y) dx,

y podremos obtener que

En efecto, se tiene que

— f [ dx^-^¿^^dy=í f{:^,y}dx-, 

iy Ia ’a 'a 

luego, integrando los dos miembros con relación á j', será

y tomando por limites de y las constantes c y d, resulta que 

rb rd rd rb 
i dx / J(x,y}dy = j dy 1 f{x,y}dx» 

Ja Jc 'c Ja

§ 2. ® Convergencia uniforme

Sea la serie

«,(,-r), «¿Í^).. «n(--t^).(0 
cuyos términos son funciones determinadas de una variable x‘, 
y supongamos que esta serie sea convergente, cuando x toma 
un valor cualquiera comprendido en un intervalo (il, é) finito ó 
infinito. Resulta de la definición de la convergencia, que se 
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puede hallar un número positivo N tal, que para « ^ N se tenga

I R# (^) K <

siendo e una cantidad dada previamente, y designando R„ (.r) el 
resto

^«+1 (■í’^)-f-^»+2 (■^)-h(i) 

correspondiente á la suma de los n primeros términos.
El número N depende, en general, de s y del valor -r elegido 

en el intervalo (#, ¿).
Cuando N no depende mas que de g, es decir, es el mismo 

para todos los valores de x comprendidos en el inteivalo (æ, ¿), 
se dice que la serie es unijormemente convergente, e^uiconver- 
^ente o' convergente en ¿¿^nat ¿rado en este intervalo.

Las series uniformemente convergentes son interesantes, 
porque si la serie (i), por ejemplo, es uniformemente convergente 
en un intervalo Ça, ó), la suma

Sn = «, (.r) + «, (.r) ++ «nW

representa á la función /(x) definida por la serie con una aproxi
mación cuyo límite superior e es el mismo para todos los valores 
de 4r comprendidos en el intervalo (a, ¿), pudiéndose por consi
guiente, por el estudio de la serie, reconocer la marcha de la 
función con cierta aproximación.

Esta ventaja no se obtiene cuando la serie sólo es conver
gente sin serlo uniformemente. En este caso, según el valor de 

hay que tomar un número de términos á veces pequeño y á 
veces considerable.

Aunque es difícil muchas veces el reconocer si una serie es 
uniformemente convergente, puede con frecuencia emplearse con 
éxito la siguiente regla:

bna serte de términos variantes es uniformemente convergente 
en un intervaio dado, si sus te'rminos son menores en vaior aáso- 
iuto que tos términos correspondientes de una serie de términos po
sitivos, convergente j numérica.
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En efecto, si designamos por R„ y p„ los restos correspon
dientes de las dos series, tendremos

|R»I < P

Pero, puesto que la serie de comparación es numérica y 
convergente, se puede, dado e, determinar un número N inde
pendiente de -r, de modo que se tenga c„ < e y por tanto 

|R»1 < e-
BjeinJ^lo 1? Sea la serie

a, sen ^j4í, a, sen Pj4r,..........

en la que P,, pj,......... representan cantidades cualesquiera, 
mientras que a„ a^,..........son cantidades positivas que forman 
una serie convergente. La serie propuesta es convergente en un 
intervalo cualquiera, porque sus términos son respectivamente 
inferiores ó iguales á los de la serie convergente a„ a,,..........

Sjej/ip¿o 2.® La serie

l + .r + .r^ +........... + ^” +..........

es uniformemente convergente para los valores de .r cuyo mó
dulo es menor a < i; porque para que sea

basta hacer

y se satisface á esta condición, haciendo

a” + i

l — a
, /(t —«0

o ;;^¡< -^------

lo que determina para « un valor independiente de .r.
20. Que una serie puede ser convergente sin serlo uni

formemente, lo pone de manifiesto el siguiente ejemplo: La serie

4- — (m 4- l)^<”+ ha:) _J_
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es convergente para cualquier valor de 4r, porque la suma de. sus 
n primeros términos es

—x ---  ^^^ _|_ i)ji;^ —Í» + 1)®,

que para « = oo tiene por límite .r^~®; pero no es uniforme
mente convergente para los valores próximos á cero, porque 
para satisfacer á la condición

sería preciso que se verificara que

y que los valores de n susceptibles de satisfacer á esta desigual
dad dependiesen de 4r y aumentasen, al tender 4r hacia cero.

EJem/fio de una serie que es función continua de la variable 
sin ser una serie uniformemente convergente. Sea

La suma de la serie es la función continua---------- . 
i + 4^2

Se tiene que RnM --- ---------------

Tomándose n tan grande como se quiera, si ,v se halla com
prendida en un intervalo que contenga el punto cero, se podrá

siempre tomar .r = - , y entonces será R„ = - ; luego no se 

podrá jamás hallar un valor de n que para iodos ¿os valores de x 
sea siempre R„ c^ y, siendo 5 tan pequeña como se quiera.

Otro ejemplo nos ofrece la serie

2S (2«4r^”® — (2« 4- 2).rí-C«+ 1)»Y 
n = 1

La suma de esta serie es 2,r^~®’, y esta serie representa
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una función continua de .r, sin ser una serie uniformemente 
convergente, porque la expresión de K» es

2(« + i).r£’“ +

v cara — el limite es 2, cuando « = ce ; de manera 

que la serie no es uniformemente convergente en un intervalo 
que comprende el punto cero.

Sea 2 ------------------ -------------------- =
B = ü (I + «^r) (I + (« + i).v) 

” ~ r i i

La suma de dicha serie es

lim 1 I--------- ;------  ) .
n = o9\ I ~|- «-f /

Para x distinta de cero este límite es i y para .r = o es 
cero. Luego la serie representa una función continua en todo 
punto 4? distinto de cero (siendo una función constante, discon
tinua en = o. El resto es

i 
i '

Si suponemos que x varía en un intervalo que no comprenda 
el punto cero (supongamos que sea siempre positiva y mayor 
que a), se tendrá

i i
I + nx 1 na '

y determinando « de modo que

i
i -1- na

se tiene para .r > a RwC"»^) <C
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y la serie es uniformemente convergente. Pero si æ = o, hacién
dose « grande, se podrá hacer .r suficientemente pequeña para

i 
que el producto nx sea tan pequeño como se quiera y — 

sea mayor que cualquier cantidad dada, y la serie no será uni
formemente convergente en un intervalo que comprenda ó tenga 
en un extremo el punto cero.

De lo expuesto resulta inmediatamente que una condición 
sí^aeníe pero no necesaria para la convergencia uniforme de 
una serie, es que la serie de los valores máximos que sus diver
sos términos adquieran en el intervalo dentro del que varían las 
variables, sea una serie convergente.

21. Teorema. Si ios íétwinos de una serie u,, u^,..  
son funciones continuas de una variaéie x en un intervaio (a, b) 
en el que ia serie es unijortnemente convergente, ia suma de ¿a 
serie es una Junción f(x) continua en ei mismo intervaio.

En efecto, escribamos

+ Un + R„

Por hipótesis se puede elegir n suficientemente grande para 
que se tenga

|R«I <^.

siendo .r cualquiera en el intervalo («, ¿) y e una cantidad asig
nada previamente, tan pequeña como se quiera.

Se tendrá entonces para valores cualesquiera de x y de x' 
en el intervalo considerado,

y(^) —y(^')=(«'i+«'2+---+«'n)—(«i+---+««)+R'B—R» 

y R\ —R„<2£.

Pero la función «,-|-.. + «»> suma de un número limi
tado de términos continuos, es continua; luego se puede tomar 
x' bastante próxima á x, para que la diferencia de las cantida
des comprendidas en los paréntesis sea menor en valor absoluto 
que e; luego, para x' bastante próxima de .r,

-/G^) < 3^-
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22. Integral. Siendo a y 3 dos números comprendidos 
en el intervalo (a, ¿), se tiene que

Pero si se determina % como se ha indicado, representando
Sj un número tan pequeño como se quiera, se tendrá

< sJP - «);

siendo Si. tan pequeño como se quiera; luego la serie

/?^ fP
/ u.d.r1 u„d.r

/a

es convergente y su suma esl '

Así: Se oéteudrá la inie^ral de la serie, ¿nielando cada ier- 
/nlno entre los dos mismos lÍ7nites y ejectuando la suma de las in
iciales así obtenidas.

23. Derivación. Supongamos que las funciones u^,..., 
Un . • . tengan derivadas continuas.

No siendo necesariamente convergente la serie de Ias deri
vadas de jl(.r) = u¡ + zía +...........-h««

d,r d.r dx

ésta no representará siempre la derivada de f^x); pero si dicha 
serie es ufii/ormcfnenie conver^^ente en un intervalo (a, b), repre
sentará en este la derivada de fix').

En efecto, suponiendo la serie «,■ (.r) + u^ (,r) 4-...uni
formemente convergente, hagamos

? (^) =
ÉÚ-iÉíí i 
dx , dx ‘

dUn 
dx

é integrando entre a y ,r, y designando por X„ el valor que ad-
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quiere «»(4r) para 4; = a, tendremos

Ÿ (.r) dx = (», - xj + («, — Xg) -h 
a

Pero puesto que las series «„ u.^,...y X,, ?.^,.............son 
absolutamente convergentes, se puede sustituir el segundo 
miembro por

(w, + «2 +) — (X, + Xa +----- ) =f{^') — (^1 + Xj +........)

por consiguiente f (4?) =/'(.r), puesto que las X son constantes.

§3.° SERIES ENTERAS

24. Las series de funciones más importantes son las seríes 
eníeras, es decir, las series de la forma

«0. «1^............. » (1)

expresando .r una variable cualquiera y «o, coe
ficientes constantes, cuyos módulos representaremos por ag, 
»1...........^n,............

Primer teorema de Abel. SZ para un va/or de Ía varia^íe 
x cuyo módulo es r', los módulos de Ía serie (1) son in/eriores á 
un número positivo y ^nito M, ia serie será convergente para todo 
vaior de x cuyo móduio es me/ior que r'.

En efecto, demos á ,r un valor cuyo módulo r sea menor 
que r', y multipliquemos respectivamente por los números

«o, a,r',, a„r'”.............. (2)

los términos de la serie convergente

r r‘^
rr^

Siendo, por hipótesis, los números (2) inferiores á M, obten
dremos una nueva serie convergente
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luego la serie propuesta es absolutamente convergente para todo 
valor de x cuyo módulo r es inferior á r . Siendo

podemos decir que: Si una serie es ronver^eníe /ara un valor de 

x cuyo mo’duio es o, será iamèien convergente /ara todo valor de 
x cuyo mo’dulo es inferior á i, y por consiguiente:

Si una serie entera es diver^'ente /ara ten valor x, de x, es di
vergente /ara todo valor Xj cuyo modulo es su/erior al de x^, pues
si fuera convergente para x = x^, lo sería para x = Xi, cuyo 
módulo es inferior al de

Si imaginamos que x varíe de modo que su módulo vaya 
creciendo, mientras permanecen finitos los módulos correspon
dientes de los diversos términos de la serie, estos módulos tienen, 
en general un límite L, y entonces la serie es convergente para 
todo valor de x cuyo módulo es inferior á L. A este número 
positivo se le llama radio de convergeficia.

BJem/los:

i

ofrece un caso 
infinito, éste es 

La serie es
.r = i.

La serie

tiene cero por radio de convergencia, y es divergente para to
dos los valores de .r.

2? Teorema de Abel. Si una serie éditera es convergente 
/ara un valor X de la vai ialfle x, es uniformemente convergente 
/ara todos los valores de x que satis/aceit á las desigualdades

i. Ea sene

en que el radio de convergencia no es nulo ni 
igual á la unidad.
convergente para x = — 1 y divergente para
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Lema. Sean n cantieiades u^, u¿,............ , Un, y n facíores
positivos s^, ,3^1 taies que cada tino no sea mayor que 
ei anterior.

Si se desig'na por & ia expresión

^i«i + ea«s ++ £ítW„ (3) 

y por sy S ia menor y ia mayor de ias sumas

Si^=U^., S^^Ui-\-U-2,Sn — u^ -\- U^ -{-“H^^ni

se tendrá e^í S "C e,5. (4)

En efecto, se puede escribir

Por consiguiente

S = «,J, + eí(Ja - J,) ++ £„(ja — J„_i), 

ó S«e(, — £3)5, -1- (eg _ sJj, ++ 6„j„.

Pero por hipótesis los coeficientes de j, jg,,.. , j„ son 
positivos ó nulos. Si pues en lugar de í„ jj,. •?« se susti
tuye sucesivamente s y S, se obtendrán un limite inferior ejí y 
un límite superior 6,S de 2, lo que demuestra las desigualdades 
del enunciado.

Para demostrar el teorema, observaremos que en la serie

'’'o + «1 X -^ a.j X" -|-

supuesta convergente, se puede hacer n bastante grande para 
que sea inferior en valor absoluto á Ç cada una de las sumas

^n X”

a„X” + «„4,1 X”+*

ú5„X» + X»+» + «,, + 2 X« + ^

Determinado así el número «, demos en la serie (1) á la va
riable -r un valor comprendido entre cero y X, que puede ser 
igual al uno ú otro de estos dos limites. La suma S de los tér-

4
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minos, que en la serie (i) siguen al «*‘™®, puede escribirse

+<».+ |X« + My) +
AZ \A/

siendo las cantidades

lx?’ \x7 . \x/
positivas y cada una menor que la precedente.

Luego, en virtud del lema, la misma serie S es, en valor ab-

soluto, inferior á e 1 v J Y aforíioji a e.
y A /

Luego existe un número n valedero para todo valor de .r 
comprendido entre o y X inclusivamente, y tal que el resto 
R„(,r) de la serie (i) sea inferior en valor absoluto á £, lo que 
demuestra el segundo teorema de Abel.

Combinando este teorema con el del número 21, resulta que 
si una serie entera (1) es convergente para un valor X de la 
variable .v, su suma es una función sÇor) continua en el inter
valo (o, X), comprendidos los límites de este intervalo. Si pues 
;r tiende hacia X por valores inferiores en valor absoluto á | X |, 
el límite de *(.r) es f(X).

Por ejemplo, sea

T ..........= log(i+4r); 

para .r comprendido entre o y i, la suma de la serie conver

gente i——+^....... ........... es log 2.

25. Aplicaciones Á la diferenciación é integración;
i .° Sea R el radio de convergencia de

f(,v') = 0.0 + a, x 4-............+ «»•*■»+.......... (5)

En todo intervalo (a, P) comprendido entre —• R y-|-R la 
serie es iiniformemente convergente y el teorema 22 aplicable.
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Si elegimos, por ejemplo, el intervalo (o, ;t^), siendo -r R en 
valor absoluto, se tiene

2'® Sea ahora la serie

a^ + 2a2.r++ Ma„.r«-i +(7) 

cuyos términos son las derivadas de la serie (5).
Supongamos que X es un número cuyo módulo está com

prendido entre |-r | y R, siendo R el radio de convergencia de la 
serie (5), suponiendo también que X y .v tengan igual signo. 
La serie

1 + 2 Í^) + 3 (^) +(S) 
\ / \A/ 

es convergente, porque el límite de la relación de un término al 

precedente es — , menor que 1.

Pero la serie (8) tiene todos sus términos positivos, y si se 
les multiplica respectivamente por los números

a,, ^s^í .......... (9)

se obtiene la serie (7); luego para probar la convergencia, basta 
demostrar que los multiplicadores (9) permanecen finitos, lo que 
se ve inmediatamente, por ser a„X" —^ el producto del número

i
fijo — por ¿í„X„, que es el término general de una serie conver- 

gente.
La serie (7) es pues absolutamente convergente en el inter

valo (— Rr+ R) y, por consiguiente, uniformemente conver
gente en todo intervalo (a, P) comprendido en el anterior.

Luego (23) la serie {5) representa la derivada/'{-v). Así:
Una sejie entera d^ne, en e/ interva/o (— R, R), siendo R e¿ 

radío de convergencia, una función continua cuya derivada es ia 
serie formada for ias de^'ivadas de sus diversos términos.
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26. Derivadas sucesivas de una serie entera. Sea la 
serie entera 

y(.v) = Æy 4" ^f'^ “H <^2-'^‘’ “h..........“1“ ^/¡■’^'^ 4“............

convergente en el intervalo (— R, -4- R)- Su derivada

¿Z| 4" 2<Z.,.'V 4“ 4- «íXnA'”“ * +..........

es convergente en el mismo interv'alo, pues si X <^ R' <C R, la 
serie auxiliar

i
R'

2X 3 /XV 
R' R' R’ \R7

es convergente, porque el límite de la relación de un término al 

precedente es un número —-7 1. Multiplicando los términos de

esta serie respectivamente por A,R', A2R'^,......... A„R'”,............ .  
menores todos que un número Ajo, porque R’ 7 R, la nueva 
serie obtenida

A, + 2A,X ++ «A„X»-* +

es convergente. Se demuestra de igual manera que la serie es 
divergente si X > R.

La suma de la serie Æ, 4-2<r,yr4-...es una función con
tinua de la variable en el mismo intervalo que la serie primiti
va. Y por ser uniformemente convergente en todo intervalo 
(—R, 4- R')i donde R' 7 R» representa la derivada de /{x) en 
este intervalo.

Pero, pudiéndose tomar R' tan próximo á R como se quiera, 
resulta que la función fÇv} admite para todo valor de x* com
prendido entre — R y 4" R> ^ína derivada representada por la 
serie obtenida derivando

/‘{x) = a, 4- 2ff..-T 4-..........4- ««»-t"‘~^ 4-............ (lo)

Repitiendo el razonamiento, deduciremos que f(x) admite 
una derivada segunda

/"(X) = 2a, 4- ú^j-r 4"............+ ^^{^ — i)a„.r““2 4"
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y así sucesivamente. Por consiguiente la función f(x) admite en 
el intervalo (— R, 4- R) una función ilimitada de derivadas, re
presentadas por Ias series obtenidas diferenciando

/(»)(jr)= i . 2 ...... «a„ + 2 . 3.........«(«-!- i)a„+i x +....... (ii)

Si se hace o? = o, resulta

=y'(o),

de manera que el desarrollo f{x} es idéntico á la fórmula de 
Mac Laurin.

27. Extensión de la fórmula de Taylor. Sea y(A') 
la suma de una serie entera, convergente en el intervalo 
(—R,4-R), ar^un punto de este intervalo tal, que 1x0 1 +[>^| <R. 
La serie

^u + ^t (Xo + ^) +^í(x„ + /z)2+..........._j_ íJn(a7„+/z)”+..........  

cuya suma es /(xq + Zz), puede sustituirse por otra serie á doble 
entrada, que se obtiene desarrollando las diversas potencias de 
•^o + ^ y escribiendo en una misma línea los términos de igual 
grado en/z,

®ij +'^iXn + ajXo +...........+ ^^»x”+.......... 1

+ ÍZ,^ + 2/T^Xn^ +.........+ ZZZZjjXo /z -h........... j

^0^ --- 0 n —9 /(^2)
+ ^3//'+..........-|------- ---- - ---- Æ„Xo /'' +I

+/
Esta serie es absolutamente convergente.
En efecto, si se sustituye cada término por su valor absoluto, 

se tendrá la nueva serie á doble entrada con términos positivos 

Ao+A,|Xol+A,lXoP+......+ A„|x„|« +......... 1

+A,|áí+2As|Xo| |/z|+...... +«Ae|.Vol«-i|A|+........ 1

+ A,|A(' +
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Sí se suman los elementos de este cuadro por columnas ver

ticales, se obtiene la serie

Ao + Ai[|Xo| + l,^n +...+ A„[l;vo| + 1^1]“ +..........  

que es convergente, por ser |^o] + l^| < R> po»‘ hipótesis. 
Puede pues, efectuarse la suma, sea por líneas sea por colum
nas. Efectuándose por columnas, se obtiene y(x„ + Æ), efectuán
dose por líneas, el resultado queda ordenado según las poten
cias de h, siendo los coeficientes de k, A'^,......... respectivamente 

y'(.^j,Ü:^,; y podremos escribir suponiendo

I^KR-Ixol.

y(^„ + +........+^/”(.^.) +....... (14)

La fórmula (14) se aplica desde luego en el intervalo 
Çv,, - R +|a;c¡,n;„ + R—|n,-J); pero puede conseguirse que 
el segundo miembro de (14) sea convergente en un intervalo 

mayor.
Por ejemplo el desarrollo de (1 -{- ;p)”‘, siende m entero y 

positivo, es válido desde .r= — i hasta x = -j- ^®^ -^o 
un valor comprendido en este intervalo. Podremos escribir

(I + X)» = (I +x, + x - Xj“ = (I + Xj« [1 + *]“

X—^.X’o 
donde s = —¡—— 

I + ^0

y desarrollar (1 -j- xf)® según las potencias de z.
Este desarrollo será válido para 1^¡ 1, es decir, para los 

valores de x comprendidos entre — i y 1 -|- 2X0.
Si Xy es positivo, el nuevo intervalo es mayor que el ante

rior, y por consiguiente, la nueva fórmula permitirá calcular el 
valor de la función para valores de la variable exteriores al in
tervalo primitivo.
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28. Funciones mayorantes. ().  Lo expuesto permite es
tablecer íntima analogía entre los polinomios y las series enteras. 
Así, dadas varias series enteras, Z,(x), Aí-^),...... ./'«(•^), siendo 
(— r, r) la menor de las regiones de convergencia, y 
j;v| <^ r, estas series son absolutamente convergentes, y se las 
puede combinar por adición y multiplicación, como los polino
mios. Análogamente, todo polinomio entero en /,(x),/j(â;),..., 
fn (.x)  puede desarrollarse en una serie entera convergente en 
el mismo intervalo.

*

*

(*) E! concepto de función maj/orante, de que hace únporlantes aplicaciones 
M. Goursat en su Cours d‘ Anah/se mathématique l. I. fué introducido por M. Meray 
en sus Leçons nouvelles sur l' Analyse infinitesimal (première partie) pág. 205. 
Dice: Dada una función olótropa f(x, y........ ) de variables cualesquiera, llamamos 
FUNCIÓN MAYOHANTE de esta fundón en x^, y^,.......á toda función '-^(x, y,.........} de 
las mismas variables con la propiedad de que para x ~^^)> Y = yp......... , su valor y 
los de sus derivadas de todos los órdemes sean reales, positivos y superiores á los módu
los de los valores correspondientes de l’(x. y,....... ) y de sus derivadas semejantes.

Para extender estas propiedades, consideremos una serie 
entera

y sea ^(.r) otra serie entera

cuyos coeficientes a¿ son positivos. Se dice que la función f(x) 
es mayoraníe respecto á la función /(x), si cualquiera de los 
coeficientes «„ es superior al valor absoluto del coeficiente co
rrespondiente de /{x), de modo que

La utilidad de las funciones mayorantes estriba en la propie
dad siguiente:

Sea P»(«o» ^1».... , ^n) '•tn polinomio que depende de 
los «-j- i primeros coeficientes de fix'), que son reales y posi
tivos. Sise sustituye en el polinomio ao, a,, a„ por los 
coeficientes correspondientes de la función mayorante f(â;), se 
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tendrá evidentemente

1P(^„, a,,........... , a„) < Pfao, a,,.......... .. a„).

Por ejemplo, si f(x) es una función mayorante para /(x), 
la serie que representa á [fCr)]^ será mayorante para [/(x)]^ ... 
y, en general, [f(x)]" será mayorante respecto á [/Gr)]". Igual
mente si o y a, son funciones mayorantes respecto á /y/,, el 
producto cp:(,, será mayorante respecto al producto ff^.

Dada una serie entera (/x) convergente en el intervalo 
(_ R, _{- R), la investigación de una función mayorante es un 
problema indeterminado; pero interesa especialmente elegir la 
función mayorante más simple que sea posible.

Sea r un número positivo inferior á R, pero tan próximo á 
R como se quiera. Siendo la serie absolutamente convergente, 
para .r = r, si M es el límite superior del valor absoluto de los 
términos de dicha serie, se tiene para cualquier valor de «,

A„r"<M ó [a„| = A„<21.

La serie cuyo término general es M , ó

M

i
r

es una función mayorante de fÇx). Cuando /(a:) no tiene tér
mino constante, se toma por función mayorante

Se puede tomar para r un número cualquiera <^ R, y es 
claro que el número correspondiente M disminuye en general 
con 4r, pero nunca puede ser inferior á Ao, si Ag no es nulo. 
Cuando esto sucede, se puede siempre hallar un número posi
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tivo f CR tal, que la función -----------  sea mayorante para /(-r).

En efecto, sea

M + M^ + M^ + ,.... + M^ +..........

donde M > Ao, una primera mayorante. Tomemos un número 

M ’
y podremos escribir, suponiendo « ^ i,

/^Y a /oY'~'^ i««p”i = |««r”| • (-) <M-(~)

y por consiguiente \a„Y\ <C-Aoi otra parte se tiene |¿Xg| = A^. 
La serie

4^
^0 "H -^0 Y + Ay -p- ++ Aq — - |

es pues mayorante.

El conocimiento de una progresión geométrica decreciente 

permite conocer la aproximación obtenida, cuando se sustituye 
la suma f{x} de la serie por sus « -j- i primeros términos. Si la

M
serie ----------  es mayorante para /{x^ el resto de la serie pro-

i
r

puesta

es menor en valor absoluto que el resto correspondiente de la 
serie

/^Y+‘

M(7í+T + 7¡rH+..........) °<í“® M-------- ----
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29. Sustitución de una serie por otra. Sea

2 =7^» = Æû + ^i^ ++ (^»7” +(^5) 

una serie ordenada según las potencias de una variable /, y 
convergente cuando Ij'l <^ R. Sea además

j/ = cf>(x) = ¿,4-ó,;v ++ ¿nx“ +(i6) 

otra serie convergente en el intervalo (— r, -j- r). Si sustituimos 
en la serie (15) J', y,......... por sus desarrollos en serie según 
las potencias de x deducidos de la fórmula (16), obtendremos 
un cuadro de doble entrada

«ü + ^A + ®í^o +.........+ '®«^“ +........... ]
-j-a7iA'+ 2Æ77,x +..........+«««¿ó ‘^t.v +.............L^^

+.................................................................................................. ..

Para que este cuadro á doble entrada sea absolutamente 
convergente, es necesario desde luego que la primera línea

sea absolutamente convergente, ó que p^l < R.
Esta condición es además suficiente, porque si queda satis

fecha, se puede tornar por función mayorante de :p(x) una expre- 

sión de la forma -----  en la que ?« es un numero positivo
X
o

cualquiera mayor que |¿„| y en la que p C^ ^. Puede pues su
ponerse que se haya tomado w <^ R. Sea R' un número positivo 
comprendido entre m y R; la función /■(j/) admite por función 
mayorante una expresión de la forma

---- ^=M + m7 + M^ +.....
R 
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Si en esta se sustituye / por ---------- , y se desarrollan las 
i--------

P
diversas potencias de _y según las potencias crecientes de x, por 
la fórmula del binomio, se obtendrá un nuevo cuadro á doble 
entrada

mx i x í (^8)
+ M¡^- +...........+ «Ml-) - +..........

\Í^ / p I

cuyos coeficientes son todos positivos y mayores que los módu
los de los coeficientes correspondientes del cuadro Í17); porque 
un coeficiente cualquiera del cuadro (17) se deduce de los coefi
cientes a^,............ ¿(p i^j,.......... por adiciones y multiplica
ciones, tan sólo. Si pues la serie (18) á doble entrada es absolu
tamente convergente, también lo será la (17). Y si en la serie 
(18) se sustituye x por su valor absoluto, será preciso, para que 
el cuadro (17) sea convergente, que las series obtenidas tomando 
los términos de una misma columna sean convergentes, es de
cir, que se tenga |x| <^ p. Cuando esta condición se cumple, la 
suma de los términos de la (« -f- i)siina columna es igual á

M

y será necesario que se tenga también

es decir. P (19)1-^1

Siendo consecuencia de esta última relación la precedente 
\x\ <( o, resulta que expresa la condición necesaria y suficiente 
para que la doble serie (18) sea absolutamente convergente; 
luego la doble serie (17) será también absolutamente convergen-
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te para valores de .r que satisfagan á esta condición. Todos es
tos valores de jv hacen convergente á la serie f(x); y el valor co
rrespondiente de j* es menor que R' en valor absoluto, porque 
de las desigualdades

m l-xl w

resulta que lf(â:)l < R'. Si pues se efectúa la suma de la serie
(17) por columnas, se obtiene

»0-1- «iT(.»í) + «sW^)]* +..........+ «»[?('»^)J” +........... ..

es decir,

Si se suma por líneas horizontales, se obtendrá una serie or
denada según las potencias crecientes de o?, y se podrá escribir

Zkt^)] = ^0 + + ^-2^' +..........+ ín ^” +.. (20)

expresándose los coeficientes c,,, c,,..........por medio de los coe
ficientes de las dos series, con auxilio de las fórmulas

Ío^0 + ® A + ^í^S "H........ ¿-^n^o-H..........  

fj = a/, -\- zajó/,, 4“.......... +«í2M^o....... *^1 +  

í^s = «i^í + ^*(^1 + 2<^(í^s) -{-

La relación (20) sólo queda establecida para el caso de que 
los valores de x satisfagan á la desigualdad (19); pero puede 
hacerse que subsista para un intervalo mayor, lo que exige el 
estudio de las funciones de una variable imaginaria.

Ejemplo. Cauchy ha demostrado que puede deducirse la 
fórmula del binomio del desarrollo de log (1 -|- a;). En efecto

(1 _j_ x)® = ^"» log d + ®> = í^ = I -j------ ]-

haciendo

(
X X^ X^
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lo que da, sustituyendo el segundo desarrollo en el primero, 

v
123 /

+ r:dT--^+

Ordenando el segundo miembro según las potencias de x, 
se obtiene para coeficiente de x^ un polinomio de grado « en m, 
P„(7«), que debe anularse para w = o^ 1, 2,..........n — 1 y re
ducirse á i para fK = n, obteniéndose

w(m— i)..........(ni — « + i)

30. División de las seríes enteras. Sea, en primer lu
gar, la inversa de una serie entera que principia por la unidad

convergente en el intervalo (— r, -4 r). Si hacemos 

j = í^xá^x- -|-,

tendremos /(x) = ^-À _ —j» ¿«y—yH"......... 1 

y sustituyendo, /(x) — i - ¿,x + (âi — è^)x^ +...........,

serie valedera en cierto intervalo.
Sea ahora el cociente de dos series enteras convergentes

Si (^„ no es nulo, podremos escribir

T(x) i

que es el producto de dos series enteras convergentes. El co
ciente podrá por consiguiente escribirse bajo la forma de una
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serie entera convergente para valores de x próximos á cero,

^o + ^i^ + '^a^"“ +
= Cy -)- Í^,X —|— ¿¿X' 4" (23)

Quitando el denominador é identificando en los dos miem
bros, se obtienen las relaciones

^ = ^0^« + ^.«^«-! +...........+ <^BÍ^o (« = o, 1,2,) (24)

que determinan sucesivamente los coeficientes Cy, ín........... ..  
coeficientes que también se determinan efectuando la división de 
los polinomios, según la regla conocida de esta operación.

En el caso de ser ¿,, = o, hagamos 'Kx) = x^ ’h Wi siendo 
k un número entero, positivo y |t(^) una serie entera cuyo 
término constante no es nulo. Podremos escribir

|(x) X^ liG^) 

y, según lo expuesto,

+ ít_,J^-‘ + «t^ +

= -í-. + - + -^4 í* + í*+.^+- (25)
|(X) X^ X^-l X

El cociente es pues igual á la suma de una fracción racional 
que se hace infinita para x = o y de una serie entera conver
gente en cierto intervalo alrededor del origen.

Ejetn/>/o. Desarrollar, según las potencias de z, la fracción

i

— 2X2 + 2^

Haciendo y = 2x2 — s\ se puede escribir, cuando Ijl < 1,

(1 - 2 = 1 + —r + 
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y sustituyendo,

i
Ÿ 1 — 2^^ + ^■^

. 2X2—Z'^ ,3 I H   H1 (2x2 — 8*)- +

y ordenando según las potencias de z,

-z== = Po + P,^ + P.«’ + ... + P«^" + ... (26)
V I — 2X^

3.x'’ — i 
siendo Po = Pi = P^ =------------ >2

Si diferenciamos la fórmula (26) con relación á z, tendremos

----------------------- 3 = P, +2P,^+4-«P„S«-’ +.

(1 — 2^'3 + Z^) 2 

y en virtud de là fórmula (26), 

(^ -«)(P„+P,£r + +P„^« + )

= (1 — 2XS H- ^‘■‘) (P, + 2P,¡2 +) 

que da la relación recurrente

(« + i)P«+i = (2« + i)4:P„ — «P„_i.

31. Seríes enteras de muchas variables. Sea primero 
la serie doble -2 amn^y*^ en la que los números m y n varían 
desde o hasta + co, y en la que los coeficientes am„ tienen 
cualquier signo. Podemos enunciar el siguiente

Teorema. 57 J>ara un sisteftia de valores x = Xq, y = y^,, 
el valor aósolulo de un ie’rtnino cualquiera de la serie ^ a„,»x”’y” 
es Infef’lor á un número jijo, la serie es aósolulamenle convergente 
/>ara todo sistema de valores de x e’ y tal, que sea Jx| <^ ¡x,J, 
lyl <\y,\-

En efecto, supongamos que para valores cualesquiera de los 
índices 7« y w, se tenga

I«««.^o/oi <M 0 |¿r„,„j < 1 -----.
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El valor absoluto del término general de la serie doble 
^ es menor que el término correspondiente de la serie 

doble - M
m y— 1 , que es convergente siempre que

M
1^1 < Wi 1^1 < I/«1 y cuya suma es

Representemos por r y o dos números positivos tales, que la 
doble serie - |«;„„lrTOÚ» sea convergente; y sea R el rectángulo 
formado por las cuatro rectas x = r, x = — r, y = '^, y = — ?.

Para todos los puntos tomados en el interior ó en uno de los 
lados del rectángulo, los términos de la serie á doble entrada

F(.r, j) = X íim»^'"/* (27)

son todos menores en valor absoluto que los de.la X líZ^nl^”*?”! 
luego es absoluta y uniformemente convergente en el interior de 
R, y define por tanto una función continua de las dos variables 
o; é >' en esta región del plano.

Se demuestra, como para el caso de una variable, que las 
serie dobles obtenidas diferenciándolas un número cualquiera de 
veces, son absoluta y uniformemente convergentes en el rectán
gulo formado por las rectas x = r— $, x— — r+ s, y= o — e', 
y = — P + ®\ siendo $ y e' números positivos tan pequeños 
como se quiera. Estas series representan las derivadas parciales 
de los diferentes órdenes de F(.r, J/).

Por ejemplo, la suma de la serie X mamnX”* ~ ^y’^ es igual á 
3F
-—, y la fórmula (27) puede escribirse así:

F(x, y) = I.2...W.I.2...«
(28)

habiéndose tomado los valores de las derivadas parciales de 
F(x, J') para ;v =y = o.
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Si se agrupan los términos de igual grado en x zy de la se
rie doble, se obtendrá una serie simple, que puede escríbirse

í" C-^i J') — ?o + ¥*1 +............+ ¥n +. (29) 

expresando ip„ un polinomio homogéneo de grado x é y, cuya 
representación simbólica es

1/ ?F 3F\W

Dicho desarrollo es equivalente al que daría la fórmula de 
Taylor.

Sea (Xo, j'o) un punto interior al rectángulo R, y (x^ -f- ^, 
j'o 4" ^) LIU punto próximo tal, que se tenga (Xo| + 1^[ < r, 
l/ol + 1^1 < p. En el interior del rectángulo formado por las 
cuatro rectas

^ = Xq ± [?-—|x|], y~yo ± [f — [T'eu, 

la función F(x, y) puede desarrollarse en serie entera ordenada 
según las potencias positivas de x — x,, y de 7 —yo, 

r \_~^.-o-i-yo^) = 7  ^^-^^^ (30)

lo que se demuestra sustituyendo en la doble serie

-“^mn^^O “H^)”* (yo 4~ ^)”

cada término por su desarrollo según las potencias de ^ y de >&, 
y observando que la nueva serie múltiple es absolutamente con
vergente en las condiciones enunciadas. Ordenando según las 
potencias de k y -é, se obtiene la fórmula □0).

32. Funciones mayorantes. Dada una serie entera de n 
variables /(x,y, z............ ), se dirá que otra serie de « variables 
P(x,j, z,..........) es mayorante respecto á la primera, si un coe
ficiente cualquiera ®(x, y, z,..........) es positivo ó superior al va
lor absoluto del coeficiente correspondiente de f(x,y, z,..........),

5
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Si la serie ^ Iú5»««xv“ i es convergente para a: = r, j = p, la 
función

en la que M es superior á todos los términos de la serie 
- | 1 es una función mayorante respecto á la serie

a,„nX”y'^. La función
M

’H^.j) = -

es también una función mayorante, porque el coeficiente de 
¿v’"^'” en |(n;, y) es igual al coeficiente de este mismo término 

en M ( i— ) , y por consiguiente, es por lo menos igual

al de en
Igualmente la serie triple

absolutamente convergente para -r = r, j* = r, z = r, siendo 
r, /, r" tres números positivos, admite por función mayorante á

/(.r, ^, 2) =

r /

M M

que se puede substituir por cualquiera de las siguientes;

Cuando f{x, y, z} no contiene término constante, se puede 
tomar también por función mayorante cualquiera de las prece
dentes, disminuida en M.
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El teorema de la substitución de una serie entera por otra se
rie entera, se extiende al caso de más de una variable. Nos limi
taremos á enunciar el siguiente

Teorema. Sz en una serie entej'a eonver^enie de p 'variables, 
Yu Yg,............ Yp , se suásHíuyen estas variaóíes fiar p desarroi/os 
en senes enteras de n variaótes x^, X2,......... ,Xg, que no tenían 
términos constantes, y convergentes, eé resultado /uede oètenerse 
âajo ta Jorma de una serie entera ordenada con retacion á tas Jo- 
tencia^ de x^, x¡,......... .. Xj, siempre que tos vatores aósotutos de 
estas variantes sean injeriores á ciertos timites.

33. Funciones implícitas. Establecida la existencia de 
las funciones implícitas (Cate. dij. p. 53) bajo ciertas condicio
nes de continuidad, vamos ahora á examinarías en el caso de 
que las ecuaciones que las definen sean desarrollables en series 
enteras, enunciando el siguiente

Teorema. .Sm F(x, y) = 0 una ecuación cuyo primin' miem
bro puede desai rottarse en serie conver¿-ente, ordenada se^ún tas 
potencias ascendentes de x — Xo, y •— yu, sin tener dictia sd'ie 
término constante y sin ser ñuto et coe/iciente de y — y^. Ssta 
ecuación admite una raíz y sóto una, que tiende tiacia y„, cuando 
x tiende hacia Xu, y puede desarrottarse en serie entera, ordenada 
seg'ún tas potencias de x — Xy.

Supongamos para más sencillez, .ry =yo = 0. Separando en 
un miembro el término de primer grado en y, se puede escribir 
la ecuación así:

J^ =/(-'*^-J'Í = «10-1^ + í^ío-^' + "u-'^.Y + «o.y +......... (31)

Esto sentado, se puede satisfacer Jormaimente á dicha ecua
ción sustituyendo y por una serie

y ^ -r^^ + c,:i- +.+ c^iv»-^.....  (32) 

y operando en el segundo miembro como si esta serie fuese
convergente, pues identificando los dos miembros, obtendremos 
las condiciones
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En general, Cn se expresa por medio de los coeficientes aik 
en los que 2* +^ ^ « y de los coeficientes . ^«-n 
mediante adiciones y multiplicaciones tan solo, de manera que 
podremos escribir

C,i = Pn(^iú5 ®2o, ^11 » •••••, ^0»)’ (33) 

siendo P„ un polinomio cuyos coeficientes son enteros positivos. 
Para demostrar la legitimidad de las operaciones precedentes, 
basta demostrar que la serie obtenida es convergente para valo
res de .r suficientemente pequeños.

Sea Y)^ ^^««.^Y"

una función mayorante respecto á /(.r,y), en la que se tiene 
¿PP = ¿p, = o siendo positivo y por lo menos igual á |Æm„|. 
Si se considera la ecuación auxiliar

Y^<p(jr. Y)=S¿„„:r»Y», (34) 

y se trata como arriba, de satisfacer á esta ecuación tomando 
por Y una serie entera en .r,

Y = C,.r + C2.r^4-............+ C„;r«+. (35) 

obtendremos para los valores de los coeficientes C„ C^,.......

C, = ¿10. C2 = ¿20 +^lt C, + ¿02 Ct

y en general,

C„ = P„(b,e, (30)

Comparando las relaciones (33) y (36) tendremos |r„| <^ C„, 
porque todos los coeficientes del polinomio P^ son positivos, y 
se tiene < 6^, La serie (32) será pues convergente si la 
serie (35) lo es. Pero podemos tomar como función mayorante 
ç(4r, Y) una expresión de la forma
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siendo M, r, p tres números positivos, y la ecuación auxiliar (34) 
se reduce, después de quitar denominadores, á

p + M^o-+-M .r
i

r

Esta ecuación admite una raíz nula para x = o, cuya ex
presión es

L V , 4M(p + M) r 
2(p + M) 2(p4-M) y p» 4r ’

r

La cantidad subrradical puede escribirse así:

1 I —=—1 11 — — 1 , haciendo a = r i------ -— 1 , 
V a/ \ r/ \p + 2M/

y se tiene todavía

Esta raíz Y puede desarrollarse en serie convergente en el 
intervalo (— a, + a), desarrollo que es idéntico al que daría la 
sustitución directa, es decir, ál desarrollo (35). Por consiguiente, 
la serie (32) es a Joriiori convergente en el intervalo (— a, -|- a), 
que sólo es un límite inferior del mismo.

Del modo de obtener los coeficientes c„, resulta que la 
suma y de la serie (32) satisface á la ecuación (31).

Escribámosla bajo la forma F(,r,/) = j/ —f(,v, y) = o, y 
sea y = P(.r) la raíz que acabamos de obtener. Si se hace en 

», y = p(» + « y se ordena el resultado de la sustitu
ción.según las potencias de .r y z, todos los términos deben ser 
divisibles por ^, porque el resultado debe anularse para cualquier
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valor de .r cuando 2 = 0; luego tendremos idénticamente

F[;r, P{x) + ^1 = «Q(jr, «).

siendo Q(-r, ^) una serie entera en ^ y 2; y ’si sustituimos 8 por 
y — P{.f) en Q(.r, 2'), se obtiene finalmente la identidad

FGr,ji') = b — P(^)]Qt(^,j).

El término constante Q, debe ser igual á 1, porque el coefi
ciente de y debe ser tambien 1, y podemos escribir

F(^. J) = b ~ PWHi + «^ + p^ +.......... ) (37) 

descomposición en un producto debida á Weierstrass.
34. Teorema general. Sea un sistema de p relaciones 

entre /> + ^ variables

F^C^H-S-, '*^5; 7,, J-.-,yp) = o i ^^g^

= 0

en el cual F,, F^,son nulas para .r. = }f^ = 0 y desarro- 

llables en series enteras en la proximidad.
Supongamos además que el determinante funcional

D(FpF„....
D(>'.> >2>. yp}

no sea nu¡o para estos valores.
Entonces, ¿as ecuaciones (38) admiíen tin sistema de soiucio- 

ues, y uno soio, de ia fortna

J1 = Í.(^I.-í^s*.-1^2)........... >í> = Tp(-^t»^i»........... *^í)» 

siendo, (f>p s^ies enteras en x^, x^,,Xq,çue 
se anuian para Xj = x^ =...  x^ = 0.
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Limitándonos al caso de dos ecuaciones entre dos funciones 
u^ -v y tres variables independientes 4r, y, z.

F, = + í^J^ 4- ^■8^4-= o J
Fg = a'u 4- ^'z' 4- c'.v 4- i^y 4“ ^'^ += o j ’ ^^^^

Puesto que el determinante ab' — be' no es nulo, por hipótesis, 
podemos sustituir las dos ecuaciones (39) por dos ecuaciones de 
la forma 

cuyos segundos miembros no contienen términos constantes ni 
de primer grado en zi y en v.

Demostraremos de igual modo que arriba, que se satisface 
formalmente á estas ecuaciones tomando para zi y v senes ente
ras en ,r, y, z

u = , v = Sí^Ln (41) 

cuyos coeficientes se deducen de los coeficientes a„inpqr y 
^mnpqr pof adiciones y multiplicaciones solamente.

Para establecer la convergencia de dichos desarrollos, basta 
compal-arlos con los desarrollos análogos obtenidos tratando de 
satisfacer á las dos ecuaciones auxiliares

U = V =----------------------------------------------- — M 

en las que M, rye son números positivos cuyo significado se 
sabe. Estas dos ecuaciones se reducen á una sola ecuación de 
segundo grado

c^U Ms* r
Uí---------------------- = 0,

2ú4-4M 204-4M ,r4-j4-£r 
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que admite una raíz nula para jv = _y = -s = o, cuya expre
sión es

r

siendo a = rl —;—I .
Vp + 4M/

Esta raíz puede desarrollarse en serie entera mientras que
a

los valores absolutos de a-, ^, 2 no excedan á —. La series (41) 

son pues convergentes entre estos límites.
35. Fórmula de Lagrange. Sea

2- = JT H-J'epí^) (42)

una ecuación en la que ^(-e) es desarrollable en serie convergente 
según las potencias ascendentes de ^ — À', mientras que el valor 
de xr — .r no exceda de cierto límite,

Según el teorema del núm. 33, esta ecuación admite una 
sola raíz, que tiende hacia .r cuando y tiende hacia cero, y esta 
raíz se halla representada, para valores de y suficientemente pe
queños, por la suma de una serie convergente

En general, si f{s} es una función desarrollable según las 
potencias de z — .r, después de haber sustituido s por el des
arrollo anterior, se tendrá, para /(z) un desarrollo ordenado se
gún las potencias de /, que será todavía válido para valores de >» 
comprendidos entre ciertos límites,

/0 =/(^} + A,J^ + A,^^ +............4 A„>« +.......... (43)
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El objeto de la fórmula de Lagrange es dár precisamente la 
expresión de los coeficientes A,, Aj,.......... .. A„,..........en fun
ción de-r.

P2ste problema no es esencialmente distinto del problema ge
neral. El coeficiente A„ es, salvo el factor «!, la derivada «sima, 
para j/ = o de /(^), estando definida z por la ecuación (42).

El cálculo de dicha derivada se abrevia, mediante las si
guientes observaciones debidas á Laplace.

Las derivadas parciales de la función z definida por la ecua
ción (42) con relación á las variables ,v é y se obtienen por las 
fórmulas

[I —7/(2)] — — fW. [1 — j-íX^)] — = I

de las que se deduce inmediatamente

haciendo u =f{z'). Además, si F (xr) es una función cualquiera 
de 2, se verifica inmediatamente que

porque el desarrollo de cada una de las derivadas es

Para demostrar que

r 3«1

observaremos que es cierta en virtud de (44) para « = 1, y su
poniendo que es cierta para cierto valor de w, se deducirá

jyí+i ^^^^ 3,rJ’
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Pero en virtud de (44) y (45)

5« "1 «__ i
54: J

®(^ ”+^ 7-
34: ' c>4r

Resulta pues, que

resultando la fórmula cierta para cualquier valor de n.
Supongamos ahora 7 = 0; z se reduce á jr, « áy(-r); y la 

derivada ««‘ma ¿g ^t con relación á >' se reduce á

.íiy À
S«-i

h W/' Wl-

La fórmula de Taylor da para el desarrollo de /{s), 

f{^) =f{^} +yfW'(^} + 77^ ^ [tW’/'WI +  (46)

que es, como se vió anteriormente, la fórmula de Lagrange. 
Ejemplo. La ecuación

8 = ,r + |- (^ — 1) (47)

admite una raíz igual á x para y = o. 
La fórmula de Lagrange da

y 1= .r + - (4r’ — i) 4-------
'2 '^'1.2

jV rf(4r* — l)-
2/ í/.r

(48)
1.2«\2/ dx”~^

Además, resolviendo la ecuación (47) tenemos

s = - ± - y/ i — 2xy 4- y ,

y con objeto de tener la raíz igual á .r para y = 0, hay que 
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tornar el signo —. Derivando con respecto á .r los dos miem
bros de la fórmula (48) obtendremos la fórmula, salvo las nota
ciones

> =::= I +X,^-|~X^^^ +..........
I — 2;r^ + -5®

que resulta inmediatamente de la {'26) expresando X” un poli
nomio de Legendre

i
= 2T4..........2« ¿r» 1

36. Inversión. Sea

ar = jr, j + jr^« 4.^ .r„ j» 4.(49) 

una serie convergente en el intervalo (— 4^ ^). en la que el 
primer coeficiente ;r, no es nulo.

Considerando á .^ como variable independiente, y á y como 
función de z, esta ecuación admite, según el teorema general 
{33), tan sólo una raíz, que tiende hacia cero con g, y esta raíz 
es desarrollable en serie ordenada según las potencias de xr

J=‘^,« + ^t«’i-^.i^’d-(50)

Los coeficientes ¿1, b.^,...se determinan sucesivamente 
sustituyendo y por su desarrollo, en la fórmula (49), j' escri
biendo que se obtiene una identidad. Tendremos

Podemos obtener también la expresión general de los coefi
cientes ¿„ por medio de la fórmula de Lagrange. Hagamos

|(.r) = ,r, + ursT-4

La ecuación (49) puede escribirse así
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y la fórmula de Lagrange da, para el desarrollo de la raíz que 
se anula con z,

2» d»-^ / I Y

1.2..........n djf^-1 \ ’!(/)/o 

expresando el subíndice 'o, que se hace j/ = o, después de 
derivar.

37. Desarrollo de una función continúa. Teorema de 
Weierstrass. Si e es un número positivo su^eienfemenie /e- 
gueño dadopreviamenie, se /uede deíerminar un /oiinomio P(x) 
íai, que ¿a diferencia f(x) — P(x) sea menor que s en vaior aéso- 
iuto ffara todo vaior de x en ei intervalo (a, b).

Demostración de M. Leóes^-ue. (*)  Sea primero t|<(;p) una fun
ción continua en el intervalo (— i, -j- i) definida de la manera 
siguiente: para — i ^ ;r ^ o se tiene '}(4r) = o, y para o ^.r^ i 
se tiene |(4r) = 2^4r, siendo k un factor constante dado.

(•) Bulletin des Sciences mathématiques, p. 278 1898 y E, Coursât Cours d'Analyse 
mathématique t. I. pág. 150.

Podemos escribir ^(.r) = ¿ [;r -j- j-r|J. Además, para los va
lores de X comprendidos entre — i j-|- i*  s® tiene

(,rj = V i ~ (i — j;^), 

y, para estos mismos valores de .r, el radical puede desarrollarse 
en serie uniformemente convergente ordenada según Ias potencias 
de (i — .r®); |,rj, y por consiguiente |(;v), puede representarse, 
en este intervalo, con la aproximación que se quiera, por un 
polinomio.

Tomemos ahora una función cualquiera continua en el in
tervalo (/t, ¿), y supongamos que este intervalo se halla dividido 
en « intervalos parciales (a^, a,), (ai,a¿'),........... (a„_i,a„) en 
los que a = ao c^a^ <^ai <^..........<^^n — i <f^ <^n = b-, de ma
nera que la oscilación de f{x) (es decir, A = M — m, siendo 
M y w los límites superior é inferior de /{x) comprendidos en 
dicho intervalo) en cada uno de estos intervalos sea menor que
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- . Sea L la línea quebrada obtenida uniendo sucesivamente los 

puntos de la curva/=/(4r) cuyas abscisas son ao, ai,......., è. 
La ordenada de un punto de dicha línea es evidentemente una 
función continua de la abscisa ^(;r), y la diferencia /(.r) — ^(.r) 

es menor en valor absoluto que — .

En efecto, en el intervalo (<»,•_p a.^ por ejemplo, se puede 
escribir

- í(^) = [/(^) - /(«4-1)] [í “ ^] + [/(^) -/(« JP- 

donde .-r — æ._j = ^(æ . — íí¿_i)- Siendo positivo el factor 0 
é inferior á la unidad, la diferencia / f es menor en valor

e e 
absoluto que — (l — 0 -|- 6) = —.

Esta función &(4r) puede descomponerse en una suma de « 
funciones análogas á la función '•Í'(•^)•

Sean, en efecto, Ao, A,,...los vértices consecutivos de 
la línea poligonal L; û(æ-) es igual á la función continua |, re
presentada en el intervalo (a, í) por la recta que corresponde al 
lado AcAi, más una función a, representada por una línea poli
gonal A%A\..........A'„ cuyo primer lado A'oA'i está en el eje 
0;r; ^,(4r) es á su vez la suma de dos funciones continuas 
Is y ?«, de las que la primera I2 es nula entre a y ai y está re
presentada por la recta que corresponde á A', A^ entre Æ, y b, 
mientras que f, está representada por una línea poligonal 
A"„A", A",..........A"„ cuyos vértices A"o, A^, A"., están en 0;r. 
Se llega finalmente á sustituir <f(4r) por una suma de « funciones 
^ = ,i .|j _|_......... -|_ en la que 1^ es una función con
tinua nula entre a y aj^, representada por un segmento de 

recta comprendido entre a^_j y b. Si se efectúa el cambio de 

variable X = mx -{- n, eligiendo convenientemente m y n, |,^ 
estará definida en el intervalo (— 1, + 1) por la igualdad

[x + 1X|],
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y por consiguiente podrá estar representada por un polinomio 
con la aproximación que se quiera. Pudiendo hallarse represen
tada cada una de las funciones 4*^ pof '-in polinomio, en el in

tervalo (a, ¿), con una aproximación inferior á —, la suma de 

dichos polinomios diferirá de _/(.r) en menos que s.
De este teorema se deduce que: Toda funeidn- coniinua ett un 

¿nlerva/o (a, b) /fuede represet^ifarse /for una serie unifortneínente 
converg'ente de /oUnomios en es¿e intef'va/o, pues si se considera 
una serie de números positivos decrecientes ei, e^,.......e„,..........., 
de modo que el término general e» tienda hacia cero, cuando n 
aumenta indefinidamente, según el teorema precedente, á cada 
número s^. de esta serie podremos hacer corresponder un poli
nomio Pj-{.r) tal, que la diferencia/(.r) — P,-(-t^) sea inferior en 
valor absoluto á e ., en todo intervalo («, é). Esto sentado, la 
serie

P/;r) + [P,(jr) - P,(;r)] +.........+ [P„(^) - P„_x(;r)] +.......

es convergente, siendo su suma /(^r), cuando ;r está compren
dido en el intervalo (æ, ¿). Y claro es que la suma S„ de los -r 
primeros términos es igual á P«(x). La diferencia Jia:) — S„, 
que es inferior á s„ tiende pues hacia cero cuando n aumenta 
indefinidamente. Además la serie es uniformemente convergente, 
porque tomando n bastante grande, la diferencia/(x) — S„ será 
menor que un número dado de antemano para todo valor de .r 
comprendido en el intervalo (<z, Z»).
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GAPÍTUDO II

Continuidad y discontinuidad

§ l.® Funciones uniformemente continuas

38. La continuidad uniforme de una función tiene mucha 
semejanza con la convergencia uniforme de una serie.

Que una función es continua en un punto quiere decir, como 
se ha dicho ya, que dado un valor « tan pequeño como se 
quiera, se puede hallar un entorno, para cuyos puntos la dife
rencia entre el valor de la función y el de ésta en a es menor 
que -y.

Si se trata de una función de una variable, el entorno de que 
se trata será cierto segmento de la recta representativa, de lon
gitud e.

Para todo el dominio ó campo de variación considerado, á 
un mismo valor c fijado corresponderá un valor de e.

Se pide ahora hallar un mismo valor e que corresponda á 
todos los puntos del campo de variación.

Si se trata de un número finito de puntos, bastará calcular el 
valor de e para cada uno, y considerar después el menor de to
dos, que valdrá para todos los puntos; pero en el caso de existir 
un número infinito de puntos, hay que hacer otras considera
ciones.

Una continuidad de tal forma se llamará eontinuielad tini/or- 
tne, que á primera vista parece más restringida que la simple 
continuidad, como la convergencia uniforme lo era respecto á la 
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simple convergencia: pero el Sr. Cantor ha demostrado que la 
conímuidad uniforme no difiere de ia coníinuidad ordinaria.

En efecto, supongamos la función _/(.r) continua desde a 
hasta ó, y hallemos un intervalo á la derecha de a tal, que para 
un punto se tenga

La amplitud e de tal intervalo puede ser varia, porque obte
nida una, las menores que ella satisfacen á la misma condición.

Entre las varias e tomemos la mayor de todas ó el iimite su
perior de ellas.

Sea 4^1 el punto que representa el extremo de dicho intervalo 
8. Es fácil ver que en 4; = .r, la diferencia /(.r) —f(d) es exac
tamente igual á 5 en valor absoluto, esto es, que

7(^1) = ± ’■

En efecto, empezemos por observar que, siendo por hipóte
sis _/(;r) una función continua, lo será también la función 
/(^) “/(«)■

Se puede hacer ver que el valor de tal diferencia no puede 
ser ninguna de las cuatro cantidades

-|- « — e, -j- ff _|_ 6j —9 — g, — ® "1“ ^’

Si fuese, por ejemplo, -f- a — e, entonces, por efecto de la 
continuidad de la función, se podría hallar á la derecha de .r, un 
segmento tal, que para todo punto del mismo, el valor absoluto 
de /{.r) —/{a) fuese diferente de « — £ en una cantidad e, 
menor que £, esto es, menor que 5; lo que es contra la hipótesis 
de que el segmento cuyo extremo es 4?, sea el límite superior de 
todos los segmentos en los que /{x} — /(a) < a.

Si /Gfi) — /(a) fuese igual á -f-^-h s, entonces, por efecto 
de la continuidad, se podría hallar á la izquierda de -r, un seg
mento fal, que en un punto del mismo, el valor absoluto de 
f(x') —/(a) fuese diferente de 5 -}- ? en una cantidad s, s, y 
por consiguiente mayor que c, lo que es contradictorio con la 
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hipótesis hecha respecto á ;r,, pues por un punto cualquiera á la 
izquierda de .fi el valor de /(4?) — /(a) debe ser menor que 5.

Establecido pues que en ;r, se tiene

- /(«) = «

procedamos de igual manera desde -r, hacia la derecha hasta el 
punto en el que sea

i/w —y(^i)i = »•

Continuando así podremos establecer una serie de puntos.

tales que Z(^«+1) - /(^«) = 5

Entre dos de estos puntos consecutivos se halla un segmento 
para dos de los que la diferencia de los valores de la función es 
menor que u.

Pero si recorriendo todo el intervalo desde a hasta ¿, el nú
mero de tales puntos intermedios es finito, entonces el intervalo 
(a, b] quedará dividido en intervalos en número finito, cada uno 
de los cuales tiene la propiedad indicada. Tomando ahora el 
menor de todos estos intervalos de amplitud e, en una ampli
tud menor que s se satisfará á la condición indicada.

Falta ver que los puntos ;r„ ..........no pueden ser en nú
mero infinito. En efecto, si fuesen en número infinito, entonces 
admitirían un punto-límite z¿, y por efecto de la continuidad de 
la función en «, se podría hallar un entorno de n tal, que para 
dos puntos cualesquiera del mismo fuese

I7M -7MI< 2 - O
Pero al mismo tiempo, por la naturaleza del punto-límite se 

hallarán contenidos infinitos puntos Xn .^„4.1 y se deberá ser

 |/(r„ + i) —/(.r„)| =

6

(*) E. Pascal. Lezioni di calcolo infinitésimale t, I pp. 34.
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mientras que por otra parte, siendo .r„ 4r„^i dos puntos del en
torno deben ser

La contradicción que resulta hace inadmisible la hipótesis de 
que los puntos-Ti, .^3............ sean en número infinito.

39. Como corolario resulta que: Dada una Junción coníi- 
nua en un intervalo desde a hasta b, se Juede dividir este tm un 
númerojinito de otros intervalos Jarciales tales, gue en cada uno 
de ellos la diferencia entre dos valores cualqziiera de la función 
sea mentor que una cantidad s tan Jequeña como se quiei'a.

40. Ya sabemos que se llama oscilación de la función en 
un intervalo, á la diferencia entre el límite superior y el límite in
ferior de los valores de la función en dicho intervalo.

Se puede decir que siempre es posióle la división en un nú
mero finito de intervalos parciales, de modo qzte en cada uno de 
estos la oscilación de la función sea menor que '::.

Basta para justificarlo, el emplear el procedimiento arriba in
dicado. Podemos ahora demostrar el

Teorema I.° Si una función continua está determinada en 
un número hfinito de puntos, lo estará en los puntos-limites de la 
misma.

En efecto, sea .r' uno de dichos puntos-límites; debiendo ser 
la función continua en y, deberá tener un límite determinado 
cuando x se aproxima á 4r', y en .r' el valor de la función no 
puede ser otro que dicho límite.

Siendo los puntos irracionales límites de los puntos raciona
les, podemos concluir que:

Teorema 2.“ Si una función continua está detej’minada eti 
todos los puntos racionales de un se^nento, está determinada tam- 
hie'n en los puntos irracionales.

Considerando todos los valores que tiene una función en un 
intervalo, se tienen infinitos números que tendrán un límite su
perior y un limite inferior. Podrá suceder que no exista ningún 
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valor de las variables para el cual el valor de la función sea pro
piamente el límite superior. Si esto no sucede, entonces el límite 
superior es uno de los valores de la función que es su valor 
máximo y también el limite inferior es el valor mímwo.

Se puede hacer ver que para ¿as funciones coníinuas e,v¿s¿en 
ejecíivamefiíe e¿ va/or maximo y ei vaior mínimo, esto es, que ia 
punción adquiere en 201 punto el valor representado, ya por el lí
mite superior ya por el límite inferior.

41. Teorema DE Weierstrass. 5*/ una función admite un 
límite superior S en un se^ynento dado, se puede siempre hallar 
un seg'mento tan pequeño como se quiera tal, que el límite superior 
de los valores que la función adquiere en tal segmento es taméien S.

Ante todo recordaremos que en un grupo infinito de puntos 
contenido en un segmento finito de una recta, existirá un punto 
de ésta tal, que á su derecha no existan otros puntos del grupo 
y que además, ó pertenece al grupo, y en un intervalo tan pe
queño como se quiera á su izquierda existen siempre puntos del 
grupo, ó bien, perteneciendo al grupo, no se verifica la segunda 
propiedad, ó en fin, no perteneciendo al ^'rupo, se verifica la se
gunda propiedad. En el primero y segundo caso dicho punto se 
llamará el máximo de los valores de la variable y en el tercero 
se dirá simplemente el limite superior. Evidentemente el límite 
superior es un punto-límite del grupo.

Análogamente se definirán el mínimo y el límite inferior.
Si no existe el máximo existe ciertamente el límite superior.
El concepto de la existencia de un máximo ó de un límite 

superior es independiente del de la existencia de los puntos li
mites de un grupo infinito.

Esto sentado, si consideramos una función, por ejemplo de 
una variable, definida en cierto segmento finito, todos los valo
res de la función correspondientes á los puntos del segmento 
representados á su vez sobre una recta formarán, en general, un 
grupo infinito de puntos sobre la misma. Suponiendo este grupo 
contenido en un intervalo finito, existirá un límite steperior y un 
límite inferior de los valores de la función.
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Si en particular existe un máximo y un mínimo de los valo
res de la función, esto quiere decir, que existirá un valor de la 
variable independiente para el cual la función adquiere el valor 
máximo ó mínimo.

Pero si en vez de admitir dicho grupo de puntos un máximo 
admite sólo un límite superior, entonces no se puede decir lo 
mismo de los valores de la variable, por esto es útil demostrar 
el teorema de Weierstrass.

Para ello, dividamos el segmento primitivo en dos partes, y 
consideremos los valores de la función para los puntos de dichos 
segmentos separadamente.

Si Si y Sj son límites superiores de los valores de la fun
ción en los dos segmentos parciales, se puede ver inmediata
mente que uno al menos de estos dos debe ser igual á S, porque 
si S fuese menor que ambos, no sería ya límite superior de los 
valores de la función en todo el intervalo, y por otra parte, si S 
fuese mayor que los dos límites S, y S^, entonces habría valores 
de la función ó mayores que S, ó que S^, lo que es imposible.

Sea ahora S — S,, y dividamos el intervalo en el que el lími
te superior es S^ en dos partes, en una de las cuales al menos, 
por igual razonamiento, el límite superior de los valores de la 
función debe ser todavía S. Continuando de esta manera, se ve 
que se puede hallar un intervalo, tan pequeño como se quiera, 
en el cual el límite superior de los valores es todavía S.

42. Límites de las funciones. Supongamos que una fun
ción ^ de una sola variable -r, se aproxima á un valor límite a, y 
fijemos un número a tan pequeño como se quiera. Se puede ha
llar solo á la derecha ó solo á la izquierda ó á ambos lados del 
punto a un segmento tal, que el valor de y para cualquier punto 
contenido en dicho segmento sea tal, que la diferencia (A —j/) 
sea menor en valor absoluto que a, siendo A un número fijo- 
Diremos entonces que A es el límite de los valores de j para 
x — íz, y escribiremos

■lim /(x) = A.
x = a
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Distinguiremos el límite á la derecha, ó el límite á la izquierda ó 
el límite á ambos lados del punto Æ, según que el segmento se 
halle á la derecha, á la izquierda ó á los dos lados, y podrá su
ceder que el límite á la derecha sea distinto del límite á la iz
quierda, los cuales se expresan por los símbolos a -f-o y a — o 
(excluyéndose el punto ¿z).

Si uno de los valores a ó A por ejemplo, es infinito, se dirá 
entonces que jz tiene por límite + 00 para .r = a, si dado w tan 
grande como se quiera, se puede hallar un entorno del punto a 
tal, que para todos los puntos de dicho entorno la sea siempre 
el valor absoluto mayor de w, teniendo el signo positivo ó nega
tivo respectivamente.

Supongamos que sea a.— 00. esto es, que se considere el 
límite de jz cuando el valor de la variable aumenta indefinida
mente. Podemos entonces decir que jz tiene por límite A para 
.r = CQ , cuando dado 9 tan pequeño como se quiera, se puede 
siempre hallar un valor 7« de 4r, de manera que para todo valor 
de x mayor que 7«, la y tenga un valor tal, que la diferencia 
A —y sea en v^lor absoluto menor que 5.

En fin, diremos que y tiene por límite el 00 para .r = 00 , 
cuando, dado w tan grande como se quiera, se pueda hallar un 
valor m de modo que la y sea siempre mayor que œ.

Para = a, se tiene que

lim (.r a) sen —----- -  = 0 á derecha é izquierda

— = + 00 á derecha ó izquierda 
— a) sen ---------

.r — a

x — a ~ ó — 00, para.r = a, á derecha ó áizquierda.

1 sen Paia x = 00, lim = 0,
X

para 4: = 4. 00, lim Ar 4- sen —= ¿ 00.
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Cuando al acercarse ,r á a por la derecha ó la izquierda, ó 
al crecer indefinido de ;r por valores positivos ó negativos no se 
halla la función en ninguno de los casos tratados, se dirá que la 
función jr no tiene límite determinado para 4r = Æ á derecha ó 

izquierda ó para 4-' = + w.

Las cantidades

i
y = sen--------- , ^=14- ----------  ~

para x = a é. derecha é izquierda, y las cantidades

y _ sen -r, y = A'sen;r para .r = ± 00

no tienen límites determinados.
Oóservadán í.‘' Debemos tener presente que el w¿or espe

cia/ de y para .r ~- a no es lo mismo que el ¿ímiie de los valores 
de j' á la derecha ó á la izquierda de a, porque el límite de y de
pende solamente de sus valores en los puntos a-|- o y a o 
exteriores al punto-límite a, mas no del valor de y en este punto; 
y aunque en algunos casos estas cantidades pueden existir si
multáneamente y ser iguales, en otros puede suceder que exista 
el valor límite de ;p á la derecha ó á la izquierda de a y que no 
exista el valor 5/« ó no tenga significado alguno, como puede 
existir este valor y de ya^ sin existir un valor límite ó existir 
ambos, siendo diferentes. Así en la expresión

sen (4: — «)
jr — a

el valor ya de y, para x = Æ, no tiene significado alguno, 
mientras que el valor límite á la derecha ó á la izquierda, es 

igual á i.
Para .v distinto de a, la derivada de

i(4; — a)^ sen--------- es >/ = 2(.v — d) sen -—— — ^^^ ZCZ ’̂ 
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y para at = æ es

sen - 
= hm----- ------ = o.

h = o a

En este caso ya tiene un valor determinado igual á cero, 
mientras que cuando se aproxima .v indefinidamente por la de
recha ó por la izquierda al valor a es indeterminado.

Observación 2.“ En general no se habla de límite dej/ para 
.r = <2 (á la derecha ó á la izquierda) sino cuando el valor j/» no 
está definido, ó cuando, siendo conocido, es diferente del valor 
del límite.

En general, cuando se habla de límite, domina la idea de no 
llegar al valor límite (*).

43. En el caso de una función de varias variables, por 
ejemplo dos, dada c, debe poder obtenerse un entorno del punto 
(a, a.^) tal, que para todos los puntos de dicho entorno, la dife
rencia entre A éy sea menor que

Pero este entorno puede ser de varias especies.
Puede suceder que existan uno ó varios segmentos de recta 

que partan del punto (¿z, a^), y entonces esto quiere decir que 
la y tiene por límite A sólo cuando las variables (.r,, 4;^) se apro
ximen á (a,, (2^) de un modo especial y no de otro. 0 puede su
ceder que el entorno de que se trata sea un área plana que ten
ga el punto (a, Æj,) no como un punto interior, sino como un 
punto del contorno, lo que quiere decir que entonces y tiene A 
por límite, cuando el punto (jr,. 4rJ se aproxima al (a, «3) en 
ciertas direcciones, en número infinito, pero no en todas las di
recciones; y puede ocurrir que el entorno comprenda siempre 
en su interior al punto (¿2, Æ^) y entonces el límite subsiste, cual
quiera que sea la dirección según la cual hagamos aproximarse 
el punto (.r, ,r^} al (¿2, ¿22). Se ve que en este caso en vez de 
considerarse dos límites como en el caso de una variable, se pue-

{*) Dini. Fondamenti per la teórica delle fumioni di variabili reaU, pág. 26. 
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den considerar infinitos límites diversos, según las infinitas di
recciones, en Ias que se aproxima el punto (x, .Vj) al (Æi Æ^).

Podemos observar también que la variable independiente -r 
puede aproximarse de varios modos al valor a. Así, puede apro
ximarse de un modo continuo, es decir, recorriendo ;p todo el 
segmento rectilíneo, ó sus infinitos puntos: puede también apro- 
ximarse á ¿z no pasando por los infinitos puntos del segmento, 
sino por un conjunto de infinitos puntos cuyo punto-límite sea «, 
ó saltuariamente (*).

§ 2. ® Funciones discontinuas

44 . Especies de discontinuidad. l.® Cuando a no es 
un extremo del intervalo que se considera, en el caso de tener 
los valores f(a 4- ^) y f(a — k) de /{x) á derecha ó izquierda 
un límite determinado A diferente del valor de/{x) en «, tendre
mos una discontinuidad que puede suprimirseí^segím la expresión 
de Riemann, si en vez de /(a) se toma A por valor de la fun
ción en el punto a. •

2 .“ Si el punto en que/(.r) es discontinua no es un extre
mo del intervalo, y los valores de ésta á un lado de a tienen 
por límite /{a) y al otro lado no tienen límite determinado, ó lo 
tienen distinto dey(Æ), se dirá que f{x} es continua á un ¿ado 
(á derecha ó izquierda) de a y discontinua ai otro iado, es decir, 
discontinua á un soio iado de a.

3 .° Si á un lado de a hay discontinuidad de /Çr), y ésta es 
tal que los valores de /{x) al mismo lado de a tienen un límite 
determinado, se dirá que es una discontinuidad ordinaria ó de 
primera especie, mientras que si los mismos valores de _/(.r) no 
tienen un límite determinado, la discontinuidad será de seg-unda 
especie, y así las discontinuidades que pueden quitarse cambian
do el valor de la función en el punto correspondiente, serán siem
pre discontinuidades ordinarias á los dos lados de este punto; y

(*j Pascal. Obra cit.
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cuando la función _/(.r) en un punto a, que no es un extremo del 
intervalo es discontinua, podrá suceder que sea continua á un 
lado de Æ y que tenga al otro una discontinuidad ordinaria, ó una 
discontinuidad de segunda especie, ó que siendo discontinua á 
los dos lados de a, tenga en ambos una discontinuidad ordina
ria ó una discontinuidad de segunda especie ó tenga á un lado 
una discontinuidad ordinaria y al otro una discontinuidad de se
gunda especie; y cambiando el valor de la función en este punto, 
podremos quitar siempre la discontinuidad al menos á un lado 
si es de primera especie, pero no si es de segunda.

Así, cuando el punto de discontinuidad de /{^} sea un ex
tremo del intervalo, si la discontinuidad es de primera especie, 
podrá considerarse como de la que puede suprimirse cambiando 
el valor de la función en dicho punto.

Debe observarse que cuando á un lado de un punto a se 
tenga una discontinuidad de segunda especie, los valores de 
/(4.-) al aproximarse ,r hacia a por el mismo lado formarán con- 

.tinuas oscilaciones (en número infinito) de amplitud mayor que 
cierto número dado (*),  porque entonces estos valores de f^x} no 
tendrán un límite determinado. Y de esto se tiene un ejemplo en 
la función que, para los valores de x diferentes de a es igual á 

i

(*) Véase Dini. Obra cit., págs. 29-30.

sen --------y para 4; = æ es cero, porque esta función, para

.r = Æ á derecha é izquierda tiene una discontinuidad de se
gunda especie, y al aproximarse indefinidamente ;r hacía a, á 
uno ú otro lado, oscila continuamente entre — 1 y-|_ 1.

Además puede notarse que una función continua á derecha 
ó izquierda de un punto a, ó que tenga simplemente una dis
continuidad ordinaria á uno de los dos lados del mismo, podrá 
hacer en la proximidad al lado que se considera un número in
finito de oscilaciones: pero la amplitud de estas se empequeñe
cerá fuera de todo límite, con aproximarse .r hacia a.

Esto sucede en el punto ,r = o á la función que para 4r dis
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tinta de cero es igual á .r sen - y que para = a es cero ó

^iene otro valor finito cualquiera.
Además debe observarse que una función podrá ser continua 

ó tener solamente una discontinuidad ordinaria á un lado de «, 
por ejemplo á la derecha, y ser después discontinua y aun dis
continua de segunda especie á la izquierda de los puntos que se 
encuentran en la parte á derecha de todo entorno de a arbitra
riamente pequeño (esto es, los puntos situados á la derecha de 
a y próximos cuanto se quiera de a); y viceversa, puede haber 
discontinuidad y también de segunda especie á la derecha de Æ, 
y continuidad á la izquierda de los puntos, próximos cuanto se 
quiera de Æ y que estén á la derecha de æ.

En efecto, el haber continuidad á la derecha de un punto æ, 
ó una discontinuidad ordinaria, lleva consigo el que para todo 
número positivo a exista un número positivo s tal, que en el in
tervalo (a, a + s), que tiene el extremo inferior en a, se tenga 
numéricamente

/(«+0-/(« + 5)<a (I)

Por el contrario, el haber continuidad ó solo discontinuidad 
ordinaria á la izquierda de un punto .r = a 4- e' que se encuen
tra á la derecha de a y próximo cuanto se quiera de «, implica 
que para todo número positivo 5, exista un intervalo (a -|- s'— s„ 
¿z _|_ s') con e/ e:vírcmo sujícrior en e¿ ptiníoJijo a-^ s', para todo 
punto -r en el cual se tenga numéricamente

e)—/(■«■)< Ul ; (2)

y esto demuestra inmediatamente lo arriba enunciado ya que 
una de las dos condiciones (i) y (2) no implica la otra, por cuan
to con disminuir 5 continúa existiendo siempre un intervalo 
(Æ, a + e) con extremo inferior en a y en el cual queda satisfe
cha la condición (1), no es necesario que al disminuir 5,, deba 
continuar existiendo un intervalo (a 4- s’ — s'^ a 4- 5') con el 
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extremo superior en el punto fijo az en el cual quede satis
fecha la condición (2).

Supongamos ahora que la función f{:P) tenga una disconti
nuidad de primera ó de segunda especie á un lado del punto ¿x, 
á la derecha, por ejemplo, y observemos que todos los números 
positivos ff diferentes de cero pueden distinguirse en números 
que satisfacen respectivamente y números que no satisfacen á 
la condición de que para ellos sea posible siempre hallar un in
tervalo á la derecha de a (a, a -|- e) en el cual sea siempre en 
valor absoluto

/(^) — /(«) < ^■

Entonces por las consideraciones expuestas acerca de la di
visión de los números en dos clases, se verá que debe existir un 
número a', límite inferior de los números ? para los cuales 
existe el intervalo (a, a -(- e), que realizará la división de los nú
meros en las dos clases indicadas, y este número 5' será diferente 
de cero, porque de otro modo no existiría en /(,r) la disconti
nuidad supuesta, y gozará de la propiedad que para todo nú
mero a > 5' existirá un intervalo (a, a -j- e) á la derecha de a, en 
el cual se tendrá siempre numéricamente /(.r) —/(a) < «, mien
tras que para todo número positivo 5 < «', existirán en cualquier 
intervalo (a, a 4- s) valores de x para los cuales será numérica
mente

Este número u' se llama el satto de la función en el punto a, 
á ¿a derec/ía.

Análogamente habrá un sa/to 1' á ¿a ¿squíerda, cuando _/(,r) 
sea discontinua á la izquierda. Y cuando y(,r) sea discontinua á 
ambos lados de a, se llamará satto de la función en el punto a, 
al mayor de los dos números que representan el salto á la dere
cha y á la izquierda.

Cuando /(.r) es continua á derecha ó izquierda de æ ó tiene 
tan solo una discontinuidad ordinaria, por la notación de Di- 
lichlet se suele indicar conp(a -f- 0) ó /(a — 0) el límite para k, 
positivo y tendiendo á cero, de los valores p{a ó /(a — A)
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que se tienen para /(,r) en el lado correspondiente. Por tanto si 
hay continuidad á los dos lados, ó si hay una discontinuidad de 
las que pueden suprimirse cambiando el valor de la función en 
dicho punto Æ, las cantidades/{a -p o) Y/(^ — o) serán iguales 
entre sí y en el primer caso serán iguales á /(»).

Pero la misma cantidad no tendrá ningún significado, cuando 
la discontinuidad de f{x} en el lado á que nos referimos de a, es 
de segunda especie.

En el caso de ser la discontinuidad para x- = a, al menos á 
uno de los lados, á la derecha por ejemplo, una discontinuidad 
ordinaria, el salto de la función será evidentemente el valor ab
soluto de f{a -p o) —f{a}, é igualmente el valor absoluto de 
j^a — o) —/(a) será el salto de /(x) en el caso en que se tenga 
una discontinuidad ordinaria á la izquierda de a (*).

BJem/Zo. Como ejemplo de una discontinuidad de segunda 
especie tenemos la que ofrece la función definida por la serie:

, 2X(I~ ár) , , ±^1Z111¿Z±1_ _L 

i + (l -p .r) 

pues se tiene sucesivamente que 

i—^r® 2 
?Tp3^ 1 _p ’

I i , ár»»-* (I —-r) 

l+;r + (l+.r^) (1+47)

L 4.1(£zi5).
2 2(1 +dr) ’

(*} Dini Fondamentíper la teórica deUe fumione di variabili reale. 
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y haciendo las sustituciones sucesivas,

i—2(1 —.r) 2,r(i —X) 
I+4;« “ 2(1 + jr) ~'”(l+4r) (l +Jf*)“^

(l — ;r)
(I + (I + -r’") 

y por consiguiente
k = 00

j. ^"^ V ,r*“^ (1 —;r)

De esta igualdad resulta que la función dada es igual á

+ 10 — I, según que jv es < ó ^ que i, 

o ó 00 si -f = i ó .r = — i.

La función es discontinua en el punto ir = 1, donde pasa 
del valor +1 al — i y en el punto x = — 1 donde es infi
nita.

£jem/¿ús. Como ejemplo de funciones discontinuas tales 
que f{x + ^) y /"(^r — /2) tengan cuando h tienda hacia cero, 
límites diferentes de /’(■^), se puede presentar la función E{,r) 
que representa el mayor entero contenido en .r. Se tiene

E(« — 0) = 22 ---  I, E(«) = 22, E(22 -|- o) = 22.

Otro ejemplo ofrece la función (.r) que representa la diferen
cia entre x y el entero más próximo, la cual es indeterminada 

para todos los valores de a^ = entero + i En este caso hace-
2

mos (.r) = o.
Esta función es continua, excepto para los valores de

.r = 7z -L siendo 22 entero, y se tiene entonces

“1" — 1 = o, ¿22 +------ o\=—, ¿22 -4-— + 0^ = — —•
2/ \ 2 / 2\2 / 2
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45. Condensación de las singularidades. Existen fun
ciones que en un intervalo finito son discontinuas en un número 
infinito de puntos, separados por otros en que son continuas, y 
existen funciones que en un intervalo finito, son discontinuas 
en todos los puntos.

Para formar funciones de esta naturaleza, Hankel halló el 
método de éa condensación de ias sing-niaridades, por medio del 
cual, partiendo de una función con un número limitado de singu- 
laridades, se forma una función con infinitas singularidades. (*)

(*) Hankel. Unfersuchungen iiber die unendlich oft oscUlirenden und unstetigen Func- 
donen. Gomes Teixeira, Curso de Analyse infinitesimal.

Para dar una idea de este método, representemos por &(/) 
una función que entre — i é j' = + i, exceptuado el 
punto >• = o, sea continua y menor que una cantidad M, que en 
el punto o sea nula y que, cuando y tiende hacia cero, pasando 
separadamente por valores positivos y negativos, tienda hacia 
un límite diferente de cero, ó á dos límites de los cuales, uno 
por lo menos sea distinto de cero.

La función ^isen/tt-t) en la que / es entero, será nula y 

discontinua en los puntos donde .r = — (m entero) y será con- 

tinua en los demás puntos.
En estos últimos puntos, la función

/(;r) = ÏA,iÇ (sen zz-r) (i)

es también continua si A,, A3,..........representan cantidades po

sitivas tales, que la serie £A„ sea convergente. En efecto, en
1

este caso, á cada valor 8, tan pequeño como se quiera, corres
ponderá un valor a, de a tal, que la desigualdad

a+P
LMA«<8

n = a-f-i
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quede satisfecha cuando a ^ Kj. Luego a fortiori la desigualdad

“+P
- An^ (sen «T:;v) 

»=«+1
< 5

quedará satisfecha, para los mismos valores de a; luego la 
serie (i) es uniformemente convergente, y por tanto la función 
f{,v} es continua en los puntos considerados (21).

Consideremos ahora los puntos en que la función ^(sen /7r.r) 
es discontinua y supongamos que / sea par.

Hagamos n = ap + ^ siendo b <^p. Tenemos

f. ) ~ ^Aa^ + fiS
P/ a,b

sen (ap -^ b) —

refiriéndose el signo L á todos los valores enteros y positivos 
de a y de b, excluyendo los términos correspondientes á ¿ = o, 
que son nulos.

Tenemos de igual modo

k = -Aap + ft^

ó separando los términos correspondientes á b = o,

- + ^^
P /

l^Aa/j+jíp sen (ap -f b) _L ;

+ ^ A„p ^ [sen (íZWTc -j- ¿z/>/z7;)l. 
0 = 1

Luego será

•^(t ) ~-^( TT ) “ ^ ^0^+6’ 'j.\/ / \P/ a,b
sen (ap -h b) ^^ 1 7 7+^

sen {ap + b)—
00

+ S Aapf (sen aphTiP 
a = l

y por ser la función

^ Aop+ôŸ sen [ap + b) — k 
a,b L p 
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continua, cuando ô es distinto de cero,

lim [ff— + A^ — / f—'ll = lim S (sen
1 = 0 l/\/ / \//J fe=0a=l

Ya tienda h hacia cero pasando por valores positivos ó por 
valores negativos, á causa de ser la serie

2 Aflp es (sen aphTi}
0=1 '

uniformemente convergente en la proximidad de k — o, se con
cluye, que para un valor tan pequeño como se quiera de 5, exis
te siempre un valor a, tal, que la desigualdad

s Áap '-f-(sen apkiz) 
o = aq-i

queda satisfecha para valores de a mayores a,.
Además, por ser convergente la serie 2 Aap, existe un nú

mero «2 tal, que la desigualdad -

1
lim toasen apk Tt) S A^^ i <( M

ce
S A«p

a = a-+-l

S

3

queda satisfecha cuando a > a^.
Luego las dos desigualdades precedentes quedan satisfechas 

simultáneamente para los valores de m superiores á a, y a^.
Determinado asi a, se tiene siempre un valor A, tal, que la 

desigualdad

Aon ^(sen aphiP) — lim (^(sen aphit} Ï A^a 1 < - 
0=1 ' A=o 0=1 3

queda satisfecha cuando ¡ ^ 1 <^ ^r 

De estas tres desigualdades resulta

00 *
- Aa» ^(sen apkií} — lim cp(sen apkTz) S Aap 

a = í h = 0 ‘^ = ^ 
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cuando |¿i c^ Zí,: por tanto 
00 CO

lim '^ Aopí'(sen a/f/¿-i = lim ^(sen a^k-) Ï .\„p, 
h = 0 a — l ks=Q ‘ u = \ 

de donde

/ 7 + *Hm 
/í = 0

= lim o(sen ap/iTz) ^ Aap. 
h—o' 0=1

Como por hipótesis uno por lo menos de los dos valores 

lim ofsen ajfkr,} y lim f('— sen apk-} 
h—O ' h=0 

correspondientes, el uno á valores positivos y el otro á valores 
negativos de //, es diferente de cero, la función /’(.v) es disconti- 

nua en los puntos .r = — .

Por un razonamiento semejante se demuestra que la función 

j{-v) es discontinua en los puntos .r = — , cuando m es impar.

Luego la función es continua cuando se dan valores irracio
nales á .r, y discontinua en todos los puntos en que 4r es racional.

Para aplicar el método anterior, basta formar una función 
?(j) que satisfaga á las condiciones impuestas á esta función. Sea

*=i[{j'+i)* + iJ[Cy+i)*-* —I.r 

que se deduce de la serie estudiada en el número 44 haciendo 
.r=j/+ i.

En efecto, siendo aquella serie igual á + 1, o, — 1, según 
que sea .r <C L .r = 1, ó .«• ^ 1, ésta será igual á + 1, o, 
ó — I, según que y<Z o, j^ = o, ó y'^o.

Ejemplo. La serie

es igual á S -- = e— 1
« = i «![f(sen«ír4r)*J ® ««i«! 

7
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cuando ;v es un número irracional, y es infinita, cuando -r es 
racional, porque en el primer caso la función [^(sen «itj.*)]® es 
igual á + i, y en el segundo caso es nula, cuando « =/

y .v = — \ luego la función

e— i 
y w=lí  —

£-------------------
I «![-p(sen «W4r)]' 

es igual á cero cuando 4; es racional, y es igual á 4- i cuando 
,r es irracional.

Por tanto es totalmente discontinua en un intervalo cual
quiera.

§ 3.° Funciones integrables.

46. Teorema de Darboux. Sean M, w y à el límite máxi
mo, el mínimo y la oscilación de una función en un intervalo 
(a, ¿), y consideremos otro intervalo (.ro, ^-q) comprendido en el 
primero, es decir, tal, que se tenga

-ro ^'Æ, 4^1 <^ é.

El límite máximo NT del segundo interv’alo no podrá ser 
mayor que M, ni su límite mínimo m' menor que m; luego

M' ^ M, nint, A' <^ A.

Sean ahora (¿z, c) y (r, <5) dos intervalos consecutivos á los 
que corresponden respectivamente M, ni, A y M\ ni, y, y sea 
(4^0, .rj un nuevo intervalo comprendido en (æ, ^,) tal, que

este nuevo intervalo tiene una parte común con los otros dos 
(empiète). El límite máximo en (^q, .r,) será á lo más igual al 
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mayor de los dos números M y M'. Análogamente el límite mí
nimo será superior ó igual al menor de los dos números m y m'. 
En fin, la oscilación será á lo más igual á la suma A + ^' de las 
oscilaciones en los dos intervalos consecutivos (a, c) y (c, b'}.

Esto sentado, consideremos una función cualquiera f^v), de
finida en un intervalo (a, <5) y sujeta á permanecer comprendida 
entre dos límites fijos xA y B. Las oscilaciones de la función en 
todo intervalo comprendido en («, <5) son evidentemente finitas é 
inferiores á B — A.

Intercalemos entre ayb n — i valores -ri ,....., .r„_i, y 
hagamos, para abreviar,

.f] - íZ = o,, X^—;r[=02,............ a — j;n-i = °n

Tendremos las tres sumas

M = MA +...........+
;^ = ;«,o, -j-............ + ^¿ra^re,

A = Ai5, -f-.+ An^»> 

entre las que existe la relación idéntica

A = M — m.

Se puede demostrar que; Cuando se iome n suficíentetnente 
grande y bos intervabos 8 íbendan bacba cero, bas tres sumas, cuab- 
qubera que sea ba funcbón consbderada, contbnua o dbscontbnua. 
tenderán cada una biacba un bímbte Jinbto y determbnado, que sobo 
defenderá de ba naturabeza de ba funcbón y de bos sabores extre- ’ 
mos ay b que bbmbtan eb bntervabo considerado.

En efecto, supongamos que se pasa de un sistema de inter
valos Sí á otro subdividiendo éstos, por ejemplo.

íí, J\, Js.
.Vi £,, Z^, . 2j_i,.r2,

Es fácil demostrar que en el nuevo sistema de intervalos, las 
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sumas M y à se harán menores ó permanecerán constantes, y 
m ó será constante ó aumentará. Consideremos, por ejemplo, M.

Llamemos oí, o^. of los / intervalos en que se descom
pone 8,, tendremos:

Sea MÍ el límite máximo en oí. El término MiO, de M se de
berá sustituir, cuando se haya hecho la subdivisión, por

Mí 5'1 +........... + Mf S?.

Pero, los máximos MÍ,.. , Mf son todos iguales ó meno
res que M,; luego

MÍ 514-Mí 5?_p...........4_M? 5f ~Mi (>; +..........+ íP)“Mi Si 

luego: lift ioda suódivtsiú/i de Zos itíteí^a-los., fior ¿ejos çue se cúfi- 
tinúe, M so¿o ^uede /efnianecer cansíante ó dismimitr. Hefie pues, 
un ¿ímiíe.

Análoga conclusión se obtendrá respecto á m.
Falta demostrar que /os ¿res /ífnites permanecen siempre /os 

mismos, de cua/^uier modo que /os in/erva/os ¿iendan Ziacia cero.
Con este objeto sea 8,, S^,....... , $„ un sistema de intervalos y

MM,5,+ +M„^

la suma correspondiente. Tomemos otro sistema de interva
los 8i............ .  5^ tal, que el mayor de éstos sea menor que el me
nor de los intervalos 8 dividido por un entero /i. Entonces se 
tendrá para cualquier valor de a y ¡3,

y, sea
M' = M\ 5; +............4-Mp5^

el valor de la suma M correspondiente á este nuevo sistema de 
intervalos.

Proponémonos con esto, no hallar un límite superior de la 
diferencia M' — M, sino un número mayor que M' — M.
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Sean

las dos series de valores de ;r, que determinan respectivamente 
los intervalos

Intercalando estas dos series entre a y b, se tendrá

Siendo los intervalos o' menores que los S, entre dos valores 
consecutivos de y no pueden hallarse dos valores de ,r. Tendre
mos pues,

’’S - -^3 4-— Jo

y por consiguiente _

C^jx^i •’•'1) ^íj 4-Mj

M = (z —j/JM'g ++(A*t—J{i)M^^ 
+ Ou + x ~ -^i) M,Ï + , 4-

M' — M = - a) (M; — M,) + MJ

4- (^fx + x “ -‘^.) (M^x + x- Mt) 4-.-.4’(^a-^v)(K + ,- M.)
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Pero, haílándose comprendidos, por ejemplo, los interva
los o¡,..........en S, los límites máximos Mi,............ . Mp., son 

inferiores ó iguales á M,; luego

M’ - M <(.r, (M;,_^^-M,) + (x,^^-^r,)(M',^^-M,)

+

+ (*3—/p) (Mp + j—Ma) +

v siendo cada una de las diferencias M' . en valor

absoluto inferior á B — A, se tiene

M' — M < bJ^^j 4- S^^^ + S^_^j +) (B — A);

pero V + i<T’ + .

luego
B-A,. _ , . ^(A“«)(B-A).

M' ---  M < -----}----- (51 +°2 +) ^ L

y la diferencia M' — M, « ^^ positiva, será inferior á un número 
que tiende hacia cero, cuando h crece indefinidamente; podrá 
pues, hacerse menor que cualquier número dado.

Si ahora suponemos que en cada sistema de intervalos se 
haga tender á éstos hacia cero, vamos á demostrar que los lími
tes de la suma M, para cada sistema de división, serán iguales.

Sea ¡A el límite de M en un primer sistema de división y œ' 
en otro. Si no son iguales, será por ejemplo / ^ F«

Esto sentado, en el sistema de los intervalos correspondien
tes al límite ¡x se puede tomar un número de éstos bastante 
grande, para que la suma M correspondiente satisfaga á las 

desigualdades

ix<^M<^u.4-<j<^}x;

Entonces, en el sistema correspondiente á a', todas las sumas 
M' serán mayores que p.' y por consiguiente, que M.
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Supongamos que se haya llevado la subdivisión bastante le
jos, para que todos los intervalos correspondientes á la suma M' 
sean menores que los intei-valos correspondientes á M, divididos 
por À. Se tendrá

(á—íí) (B — A)M' _ M < -------^------ - .

Así se podrá hacer la diferencia positiva M' — M menor que 
cualquier número dado, tomando k suficientemente grande. Esto 
es evidentemente imposible, si ¡x' ^ p., puesto que la suma M' es 
mayor que jx' 5^ la suma M menor p. + a: luego

M' — M > p.' — ¡x — c:

y como se puede hacer t tan pequeña como se quiera, M' — M 
se podrá hacer mayor que un número determinado; luego p/ no 
puede ser diferente de p..

Termina el Sr. Darboux su demostración haciendo ver que 
la suma M se aproximará siempre á ¡x, cualquiera que sea el sis
tema de división adoptado, con tal que los intervalos tiendan 
hacia cero.

Así, para cualquier sistema de intervalos, si se subdivide in
definidamente de una manera cualquiera, haciendo tender sus 
intervalos hacia cero, la suma M, siempre decreciente, tenderá 
hacia un límite determinado y.

Para llegar á la definición de la integral, según Riemann, ba
sado en las conclusiones que preceden, M. Darboux divide las 
funciones discontinuas en dos clases, pues habiendo demostrado 
que las tres sumas

M = 0|M| -|-..........4“ S«Mw

W = 0,W, -}-..........4- 0nín7i

A = 0,D,-|“

tienden hacia límites finitos y determinados, cuando todos los 

.intervalos tienden hacia cero, llamando M j, w^^ y A^¿ á estos 
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límites, obtiene

ab ab ab

y como la naturaleza íntima de la función depende del límite Sab^ 
resulta que, para una primer?, clase de funciones, se tendrá

A i = o, M , =ab ’ ab ab'

y para la segunda clase, Ú^^ será en general una función de ay ó 
distinta de cero.

Riemann da el carácter que permite reconocer si la suma

à = 3,D, -|-........... 4- S»D„

tiende hacia cero, pues tomando una cantidad fija s, tan pequeña 
como se quiera, para (pw ¿a suma A iieuda hacia cerc, es necesa
rio y suficienie (^ue ia mag'niiud ío¿ai de ios míervaios .para Zos 
que ia oscHacio'n es mayor que 'j, tieizda hacia cero cuando n au~ 
menía indefinidameníe.

Esta condición es necesaria, porque si no queda satisfecha, 
la contribución total de los intervalos, en que la oscilación es 
mayor que s, á la suma A, es mayor que su longitud total / 
multiplicada por 7; y como i no tiende hacia cero, A será siem
pre mayor que ¿s, y no tenderá hacia cero.

Dicha condición es suficiente; porque si queda satisfecha, la 
contribución de los intervalos en que la oscilación es mayor que 
1, será menor que /(B — A). Por otra parte, siendo la magnitud 
total de los demás intervalos menor que (¿ — a), se tendrá

A <^ /(B — A) -1“ ^ {Zf - íz),

tendiendo / hacia cero y pudiendo ser «r tan pequeña como se 
quiera, se puede concluir que A^^ es inferior á todo número po

sitivo tan pequeño como se quiera; luego

A — 0«

Siendo pÇr) una función continua comprendida entre A y B, 
cuando-r varia entre a y b, y -r,, x, .............una serie creciente.
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de valores entre estos dos límites, y 0^ =^i—«, ô,=.i.-,—4^,, 
consideremos la suma

S = V(«+ ^^Ú + Sa/Cr, -H SaCg) +

dependiente de los intervalos 3 y de las cantidades 6. Estudiemos 
su variación.

Representando M. y 7z/¿ los límites máximo y mínimo de la 
función en el intervalo /, el término S; y(-v¿ + O._j_ ^ ’¿¿.i) perma
necerá comprendido entre S^M^ y 8¿z«. cuando 0^,_^^ varía, y 
se aproximará cuanto se quiera á una de estas cantidades; luego 
la suma L quedará comprendida entre

M = 8,Mi +............+ 3„M„ y 7« — 3|7w,-—..........+ o„w2„

á las que podrá aproximarse cuanto se quiera; luego si se supone 
que todos los intervalos 8 tienden hacia cero, aumentando su nú
mero indefinidamente, para que la suma Ï tenga un límite, cua
lesquiera que sean las 6, es necesario y suficiente que los límites 
M y 7« sean iguales, y por consiguiente que se tenga

ao ab’ ab

luego: ia condicion necesaria y Síificieníe /ara que ia suma X 
íeng-a un ¿imi/e, es que ¿a magnitud foía¿ de ¿os iníervaios en- ¿os 
que ¿as osc¿¿ac¿ones son mayores que c ¿ienda ¿iacia cero, cuando 
iodos ¿os in¿ef'va¿os ¿ienden ¿lacia cero, siendo •j Jija, /ero ¿an /e- 
quena como se quiera.

Si esta condición queda satisfecha, el límite X se llama la 
integral de /(x} entre los límites a y ¿>, y se tiene

lim S = / f{x}dx = - Í /(x^dee.
¿a !b

Si A^^ no es nula, él límite de X dependerá de la elección de 
las cantidades 6, y podrá adquirir todos los valores intermedios 
entre M^j y ttz^^, en este caso - será indeierminada. (*).

(*) Mémoire sur les fonctions discontinues. Ann. Scient, do 1' Ecole Normal Su
périeur.
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47. Integrabilidad. Las funciones continuas son sus
ceptibles de integración. Esto resulta del teorema siguiente; 
Dada una función f(x) continua en ei intervalo (a, b), se fuede 
asignar, fara cada valor de «, tan pequeño como se quiera, una 
cantidad o tal, que si se subdivide el intervalo (a, b) en intervalos 
todos menores que S, las oscilaciones de ¿a Junción en estos intei'- 
valos sean menores que a.

Pero fundándonos en las consideraciones del núm. 39 unidas 
á las que acabamos de exponer, nos bastará indicar que siendo 
toda la función continua también uniforme7nente continua, y 
puesto que siendo continua una función en cierto intervalo, éste 
puede subdividirse en otros, de modo qne en cada uno de éstos 
la oscilación sea una cantidad tan pequeña cómo se quiera, po
demos añadir que para la función continua, el número t, por 
ejemplo, que representa la suma de todos los intervalos en los 
cuales la oscilación excede á un número fijo c', puede hacerse 
siempre cero, y por consiguiente las funciones continuas son 
integrables.

Ta/nbien son_ integf'ables las Junciojies finitas discontinuas que 
tienen mi nwnero finito de puntos de discontinuidad en los que la 
función tiene un saltofnito, entendiéndose por salto, en el caso 
de ser el límite de la función indeterminado, la diferencia de los 
valores extremos entre los cuales oscila el valor de la función al 
aproximarse al punto a.

Para demostrar este teorema, indiquemos con a,, a^,. .a„ 
los n puntos de discontinuidad de la función que consideramos, 
rodeados de ó incluidos en intervalos tan pequeños como se 
quiera. Si d es el máximo de todos éstos, la suma de los mismos 
es menor que nd. En todo lo restante del intervalo total de inte
gración, la función es continua, y por esto se puede efectuar la di
visión en intervalos parciales tales, que la oscilación en ellos sea 
siempre menor que una cantidad cualquiera fijada í'. Los inter
valos en los cuales la oscilación de la función pueda ser mayor 
que a', son los que se hallan alrededor de los puntos de disconti
nuidad; pero la suma de éstos es menor que nd, y puede hacerse 
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tan pequeña como se quiera, porque n es finito y d arbitrario: 
luego en nuestro caso el límite de t es cero.

Existen otras clases de funciones discontinuas integrables; 
para distinguirías recordemos que los puntos de discontinuidad 
pueden formar un grupo infinito de puntos; pero un grupo infinito 
de puntos puede ser de dos especies: ó es posible reunir todos 
los puntos del grupo en intervalos cuya suma pueda hacerse 
menor que cualquier cantidad asignable, ó no puede conseguirse 
esto.

En el primer caso el grupo infinito de puntos es un g'ru/>o 
discreio y en el segundo un grupo ¿ineai de puntos.

Las funciones discontinuas, según correspondan á uno de 
estos dos casos, se llaman punteada discontinua ó punción dis
continua ¿ineai.

Teniendo presentes estas consideraciones en el razonamiento 
qne nos ha conducido á demostrar la integrabilidad de las fun
ciones continuas, resulta el teorema de Riemann, expresado bajo 
esta forma: una puncio'n punteada discontimía es integí’a^ie, pues 
para la punteada discontinua se verifica la propiedad fundamental, 
consistente en que todos los puntos de discontinuidad pueden 
encerrarse en intervalos, cuya suma puede hacerse tan pequeña 
como se quiera.

JSJentpio. Si f(x') tiene el valor i en todos los puntos del 
grupo.

ii i
1) ! ) ...........  ) ..........
23 n

y el valor o en los demás puntos del segmento comprendido 
entre o y i, dicha función es integrable en el intervalo. Su valût
es cero; porque si hacemos la división del segmento de o á i en 
segmentos parciales, resultan dos especies de éstos, á saber los 
que rodean á los puntos de discontinuidad y los demás. La suma

^fr^r

correspondiente á los segundos intervalos es cero, porque /{x}
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es siempre cero en ellos, y la parte de la suma correspondiente 
á los primeros intervalos tendrá siempre un valor menor ó igual 
ai producto de todos los intervalos por i, que es el valor de la 
función en los puntos de discontinuidad; pero la suma de estos 
intervalos puede hacerse tan pequeña como se quiera; luego el 
límite de la suma es cero.

Teorema. 5/ todos ¿os términos de una serie uniformemente 
convergente son Junciones integraéies, ¿a serie representa una fun
ción integrante, y ¿a integración se ejectúa integrando todos sus 
términos.

Para demostrar este teorema, hay que ver primero que, si 
dos funciones ç,(4r) y ó(x*) son integrables y las sumas

Loo v LóS

tienen límites determinados j^ finitos, también tendrá un límite 
determinado y finito la suma de estas sumas. Además:

£¿ producto de dos Junciones integrates es tarntén integrate- 
En efecto, supongamos que ® y -i son siempre positivas en todo 
el camino de la integración.

Siendo M„ y m^, M| \' ?;/,; los limites superiores é inferiores 
de las funciones propuestas, tendremos que

son las oscilaciones de o, ó, o| en el intervalo 5,., y tendre
mos sucesivamente

luego

MjMi — rn^m,^

é indicando con D*^^, D^ las oscilaciones de las tres funciones
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Ÿ» H» tendremos

y con mayor razón

o'^ < M^D^ + M^D^'’.

Si representamos por M y M' los límites superiores de los 
valores de » y | en todo el intervalo de la integración, tendre
mos con mayor razón

0*5, < MD^ + M'D^"’

^’r”# 5 M-^Df’ + WSS,d‘;>.

Por ser integrables las funciones dadas, las sumas

Ï^.nj y, S»,D«

tenderán hacia cero; luego también tenderá hacia cero 25 D^¿ , 

y el producto de las dos funciones ® y •} será integrable.
Si las funciones son negativas, basta repetir el razonamiento 

para ®+ C y •} -j-C\ siendo C y C' constantes que hagan posi
tivas á las dos expresiones.

Si ahora se trata de una suma de infinitos términos, cada uno 
de los cuales representa una función integrable, consideraremos 
la expresión

= », Cv) + «2 (.r) += 2 «A (^)

ó bien
k=n

f(x') = 2 »fc Cr) + (4;),

pudiendo ser, en virtud de la hipótesis, R^ tan pequeño corno se 
quiera para cualquier punto .r.

No pudiendo el valor límite superior de / superar á la suma
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de los límites superiores de todos los sumandos (pues solo en el 
caso particularísimo de que todos los sumandos tengan el máxi
mo ó el mínimo en el mismo punto corresponderá el máximo ó 
mínimo de la función á la suma de los máximos ó mínimos de 
los sumandos), se tendrá

y restando

D?’^ ? + D? +

4- M'^" 

+«<^

+ D®.

Si ahora para cualquiera 4: se tiene, en valor absoluto, que

Rn^) < ®;

la oscilación de R no puede exceder á 25; luego

’< le + D;'++ 2. 

25^D,'f’gSS,D?’ +ÏS,D® +............+ 2«S8,.

Siendo 28, = ¿ — a, por tender á cero las sumas del segundo 
miembro, pues suponemos que las funciones «,(4;), («2^) son inte
grables: y por ser <1 susceptible de hacerse tan pequeño como se 
quiera, el primer miembro se podrá hacer tan pequeño como se 
quiera, y la función / será integrable. En fin, su integral es la 
suma de las integrales de sus términos, pues si escribimos

+Uf^xjd.v +
a

R„(4;)rf4r,

teniendo el segundo miembro un número finito de términos, 
bastará demostrar que

í R„(4r)J4r

se-puede hacer tan pequeña como se quiera, haciendo á « sufi- 
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cientemente grande. Entonces la serie de las integrales

h = l J a

será una serie convergente, y su valor el de la integral de f{x).
Pero RnCr) puede hacerse menor que « para cualquiera a^ 

comprendida en el intervalo de la integración; luego

/ Rn(A^)^Aí <C / ’^dx = (6 — «)«, 
'a ja

en valor absoluto. Queda pues demostrado que el primer miem
bro de esta desigualdad puede hacerse menor que cualquier va
lor, tan pequeño como se quiera.

§ 4«’* Funciones continuas no derivables.

48. Sea

/(x) = X ¿«eos («««.r), 
o

representando a un número entero impar y ¿ un número positi
vo menor que i.

La serie que define la/(x} es uniformemente convergente, 
cualquiera que sea x, porque, siendo convergente la serie 2¿”, 
de los máximos para ¿ <^ i, á cada valor o, por pequeño que 
sea, corresponde un valor w, tal, que la desigualdad

m+p

« z= í?í 4-1

queda satisfecha cuando tn > w,. Luego la desigualdad

v ¿«eos ~a'‘x 
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queda satisfecha por los mismos valores de w, cualquiera que 
sea x, y la serie es uniformemente convergente, y por ser cada 
término de la serie una función continua, la función /(.r) es 
continua.

Weierstrass demuestra que esta función no tiene derivada 
de la manera siguiente:

Sea un valor cualquiera de -r, m un entero positivo y a^ 
un entero tal que se tenga

— - < ~ ~ .
2

Haciendo

- ^m = 4^»*+!

, ^í» — 1 „ “^m + I

resulta

por lo cual se concluye que x*^ está comprendida entre ,r' y .r" y 
que se puede dar á m un valor tan grande, que ,r' y ,r" difieran 
de -r„ en tan poco como se quiera. Hemos construido pues á los 
dos lados de ,ro dos grupos de puntos cuyo punto límite es .r„.

Formemos ahora la relación incremental. Se tiene

/(^"9 ■" y(-'^'o) * ^^ eos ■nrzl’^y — COS -íZ”.r„
^'—-^0 "o -r'— X,,

eos a^-x' — eos a”-‘KXa 
= Ï (a^'f 7-7 :   +

o <Z’*(;V —-Vo)

, v , eos Æ’^ + "T:.r' — cos’^+^-jTo _L 1 ¿m+n ? 
0 x — Xo 
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Pero podemos escribir

eos — eos

i 
sen —

= — 1Î sen — a" n 4- ;ro)

- «» w(y — .Ta)

y los dos últimos factores del segundo miembro oscilan entre 
— i y + l. El primero puede alcanzar este límite, pero el se
gundo no, mientras que y no coincida con .ræ

Por consiguiente, tenemos en valor absoluto,

eos íX"7ry — COS 
S (Æ^)« —    ? <

«=o «”(-r — JTo)

0 ab— i 

por ser la suma una progresión geométrica cuya razón es ab. 
Examinemos ahora la segunda parte de la suma.
Por ser a un número entero impar, sustituyendo el valor de 

x' y el Xo, se tiene

cos’"+” Tt-r' = eos a^ (a^ — 1)« = (— i)«»»-J 

cos«+«w4?o = cos «” (a„,7ü + «;rm+i) =

= (— 1)®«» cos

Tenemos pues que

v ^m + M ^"^^ «”’ + ”7i:.r' — cos +

= (- D- (tó)- £ í. Í±^ÍÍ2LÍ=±1.

8
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Los términos comprendidos en la suma son todos positi-

vos; porque hailándose siempre entre------ y H—, e!

denominador será positivo y comprendido entre — y — , mien- 
2 2 

tras que el numerador estará siempre comprendido entre o y 2. 
El primero de estos términos

I 4- eos + l

2 
está comprendido entre — y 4, porque el numerador está com-

prendido entre i y 2, no pudiendo ser eos Tt4r„t+i negativo, ya
i 

que es menor ó igual á — en valor absoluto.

Representando ^ un número comprendido entre — i y-}- i, 
y 71' un número mayor que i, tendremos pues

------ ;-------------= £ -7------------H (— 1)®« (æÎ) - Y|

y análogamente resultará que

------ r,-------------= £ -7--------- — (— i)®™ (íW)” - 
ab - ¡------------------------------3

Eligiendo a y è de modo que

—:-------  <— Ó fl^> — ■Jí+l, 
a6—13 2 

en cada una de las anteriores fórmulas prevalecerá el signo del 
segundo termino, y las dos relaciones incrementales tendrán 
constantemente signos opuestos. Además por ser aé'^ 1, sus 
valores absolutos crecerán más allá de todo límite al crecer m, 
y por consiguiente al aproximarse los dos puntos .r' y .r’ al -fo. 
Asi pues, la función /(,r) no tendrá para ningún valor de 
derivada determinada finita ó infinita.
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Esto no se opone á que, para ciertos valores de .ro, pueda de
terminarse un grupo especial de puntos que tengan por punto- 
límite al .rp, y que para el mismo, el límite de la relación incre
mental sea determinado.

§ S*’ Integrales definidas singulares de Cauchy.

4-9. Definición. Se llama ¿níegm/ d^mda sin^u/ar, se
gún Cauchy, una integral de la forma

/‘a — &

a—e

en la que eye' son inftnitamente pequeños, pero de signos 
iguales, y en la que a es un valor de .r que hace á /(.r) infinita- 
Se supone, por otra parte, /(.r) finita'entre a — £ y a — e'. Las 
reglas para decidir cuando dichas integrales son finitas ó infini
tamente pequeñas se fundan en el

Teorema I. Sea G una caniidad contpreudida eníre el mayor 
y e¿ menor va/or çue /ueeia tornar f(x) cuando x varía desde Xo 
kasta X; se tiene, suponiendo çue ta Junción a(x) sea siempre po 
sitiva ó siempre negativa entre diciros ¿imites

y si f(x) es continua entre x„ y X,

í /(.-^}^{^')d.v ft X — .ro)í

/x„ ! Xg 

expresando 0 un número comprendido entre 0 y i.
En efecto, sean M el máximo y m el mínimo de y(.r) entre

x„ y X, es evidente que / J'(x)dx estará comprendida entre 
/xa
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las expresiones

rx rx rx

Jxo J XI) J Xo

rx
pero G I (^{x^d.v es la expresión de las cantidades compren- 

' XO
didas entre las dos anteriores; de manera que si fÇr} es continua, 
pasará por el valor G comprendido entre .t-Q y X; luego G es de 

la forma /(.r^ -f- fj X — x®), hallándose 0 comprendido entre 
o y i, lo que demuestra el teorema.

Ejemplo. Para saber si es nula la integral singular

f^ eos X

'i sen yx

se escribirá bajo la forma

x cos x dx

sen V-r '^ x

ó, designando con ç un valor de at comprendido entre e y e',

VliSli r ^=2 ^^^^^ (Ÿ7 — y~) ;
sen V? VA" sen

el factor exterior al paréntesis es finito é igual á 2 para ^ = o, 
el segundo tiene cero por límite; luego la integral singular es 
nula.

Teorema II. Sean a un exponente menor que I, *(^) ^^^^ 
junción de x que permanece inferior á una cantidad fija para 
■valores de x próximos á a, la integral singular
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^j nu/a cua/ído se su/>one deys' îj^miamenie pequeños de ¿^a¿ 
si^^io.

Supongamos que eye' son positivos, entonces llamando M 
al máximo de ^(4;), cuando .r varía desde a hasta a -j- s', se 
tendrá

r+'' tW , r+‘' d.r

fa+e (x—af- a— iV^a-1 ,'cí-ij‘

Cuando s y e' tienden hacia cero, el segundo miembro de 
esta fórmula tiende hacia cero, y por consiguiente la integral 
singular tiende hacia cero.

Teorema III. Sean v. un e^^/onenie mayor ó i^ta/ á i, (^(x) 
una Junción de x que permanece superior eti vaior aésoiuío á 
una cantidad dja, y que no camóia de si^o para valores de x 
pro’A;imos á a; la integral singular

r+^' ,

Ia+^ (^■-«)*

puede kacerse tan ^ande como se quiera., eligiendo conveniente-" 
mente s y s'.

Supongamos que e y e' son positivos y » (,r) también. Lla
memos m al mínimo de ^(s) cuando .f varía entre a y a + £ ,■ 
se tendrá

/ « + e'

! a-Jf z

íW /■“ + '' lix 
 dx m 1 
(x — a)"^ ' a+z (:v — a}^’ 

si a = i, se tendrá

^ m log
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que será tan grande como se quiera cuando s' sea suficiente
mente pequeño; luego la integral singular se podrá hacer tan 
grande como se quiera, si a ^ i.

Ejejn/^/o. La integral singular

es nula; y las siguientes pueden ser tan grandes como se quiera,

. r^e^d.r C^e^d-v r^'^^

§ 6. ® Integrales en las que la función ó los límites

SE HACEN INFINITOS

50. Caso de la función infinita. Supongamos que /(.r) 
se hace infinita para À' = a,, a^,............ a^, comprendidos entre

.fy y X, en la integral / /(.r)dAr que expresa el límite hacia 
' X 

el que tiende la expresión

f{x}dx-\-j J{x}d,r-\-j J{x}dx\ 
^^ «l+'Úl “t + '^S

+ J(^)dx,

cuando los números positivos e,, Sg,..........’‘np^la’........... tienden 
hacia cero. La expresión (i) generalmente no tiene límite; pero 
hay casos en que este límite existe y permanece el mismo, para 
cualquier modo de variar las s y las -q al tender hacia cero.
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Para decidir si una intégrai / f(x)dx tiene un vaior éien 

determinado, se forman ias integrates singuiares taies como

'a—z o+7¡

expresando a un vaior que hace á f(x) injínita entre ios iimites 
Xg^ X-, y si todas estas integrates singuiares son ñutas, ta inte-

grat 1 f(x)dx está ¿ien detei^minada.
®0

Se demuestra este teorema de Cauchy, probando que, si la 
^« — s'

integral singular / /{xjdx es nula, la integral

/ f(x}dx, (2)

en la que / expresa un número tal, que entre f y a, /{x) no se 
hace infinita y se tiene un valor determinado. En efecto, la suma

(i) que sirve para definir la expresión / /{x^dx, puede ser

descompuesta en integrales de la forma (2). Pero se tiene que

/{x')dx= f{x)d.v-^l /{x^dx.
P JP la-i

Si la integral singular que figura en esta fórmula tiene por 
límite cero, de cualquier manera que s y e' tiendan hacia cero, 
se podrán tomar e y s' bastante pequeños para que aquélla sea 

. E 
siempre menor que — en valor absoluto, de modo que, si repre-

sentamosy J(x}dx por o(e), la íórmula precedente se po-
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drá escribir

?(®9 = í^) + y(4r)<¿r;

y se ve que ais') podrá hallarse comprendida entre límites

K E
?(<) + , y ?(«) — v ó si se quiere, llamando A y B dos nú

meros fijos cuya diferencia sea E, se puede decir que -^(e') queda 
comprendida entre A y B para valores suficientemente pequeños 
de s'. Pero podrá también hacerse de modo que ^(s’) se halle 
comprendida entre otros dos números A’ y B' cuya diferencia

— A' sea menor que E <; — ; y como ^(e') debe quedar 

comprendida entre A y B, se puede suponer á A' y B' compren
didos entre A y B. Se vería tambien que 9(5') puede hallarse 
comprendida entre otros dos números fijos A" y B" cuya dife-

E'
rencia sea menor que E" < — , y por consiguiente comprendí-

dos entre A' y B', y así sucesivamente. Tendremos pues

A A' A"..........^ Aí®) < B<®>^ B^^-ú............. ^ B;

de manera que no creciendo los números A, A' A', A",..........  
más allá que B, tienen un límite a; y no decreciendo los núme
ros B, B',......... hasta un valor menor que A, tienen un límite b. 
Por consiguiente a es igual á b, porque A<®*> — B-”** puede to
marse tan pequeño como se quiera, luego su límite a — ¿es 
nulo.

En fin, pudiendo ^(e') hallarse comprendida entre A^”*) y B<™\ 
diferirá del límite a en menos de A''"^ — B^”) ó Eí”’, es decir, en 
menos de una cantidad menor que cualquiera otra dada; luego 
f(e') tiene por límite a = b.

r+i e^âx
E/ejn/f/o. La integral / —j- , aunque la cantidad

J-i Vi —jf-
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colocada bajo el signo / se hace infinita para .r = — i .r = -|- i, 
es finita, porque las integrales singulares

son nulas, pues la cantidad bajo el.signo en la primera, puede 
escribirse así:

e* i®

(l + ,r)2 y I _ (I _ .t)8 y I -j- jr

pero el exponente del factor que anuía al denominador es < i;

y como ... no es nulo ni infinito para 47 = — 1, la pri- 
V i —.r

mera integral singular es nula. Se verá de igual manera que 
también es nula la segunda integral singular.

51. Integrales entre límites infinitos. Teorema I. Para 
çue ¿a inte^aZ

Í ó Í

ja '—03

en ¿a cual f(x) no se hace mjiníía cuando se kace variar x desde 
a hasta 00, íen^a un valor hien determinado, hasta que la inte
gral singular

ó Í f^x^d-v

6 —S

en la que eyt crecen inde^nidamente, tenga un valor nulo, cual
quiera que sea el modo de crecer de estas dos cantidades.

Basta repetir el razonamiento hecho para demostrar el teo
rema demostrado en la pág. 119.

Teorema II. Si (íy> 1 y el limite de f(x) x* es nulo /ara
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x = co, Za iniegra/ singular

j (1)

es mda cuando & y i' iiendeti hacia + co.
En efecto, si el límite de /(.r) jt® es nulo, hagamos 

f{x)x^ = ç(à;);

la integral singular se escribirá

y llamando M á una cantidad igual al mayor valor que pueda 
tomar ^(4^) entre los límites s y e', se ve que la integral (i) es 
menor en valor absoluto que

Í^'dx M/i i\

cantidad evidentemente nula para e = oo y e' = co, cuando 
a > i, porque M tiene o por límite para x = oo.

De igual manera se demuestra que: Si cí'^ i y ei /imiie de 
f(x)x“ es nuio para x = — ce, ia ¿níegrai (i) es nuia cuando se 
suponen ey / iguales á — co.

5/ a< I ó = i / además el limite de f{x)x“ es Jinito para 
x = oo, ó si f(x)x“ crece conservando el mismo signo, la integral

/ f(x)dx
S

es injinita para = = 00, siempre que sea £ suficientemenU gf’ande. 
En efecto, haciendo ^(^r) —/(x^x^, la integral dada será 

igual á
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y llamando M á una cantidad inferior en valor absoluto al valor 
mínimo que adquiere ^í-i^) entre los límites e y e', valor que se
puede suponer mayor que cero, se ve que

si a = i se tiene

dx

e

r^ '^{x)dx M /1 T\
si « < i, se tiene /---------- >------ -— 1-------- ---------------1.

x^ a—

En los dos casos la integral es infinita para g' = 00 .

Teorema III. Si a<^ 1 ó = 1 y adefnás ¿a expresión f(x)x“ 
es Jiniía d ¿finita, />ero diferefiie de cero />ara x = — 00 , ¿a ¿n-

tegra/ 1 f(x)dx es in/Ín¿ía J>ara / = — 00, sietn/fre ^ue e sea 

ne¿;'aí¿‘vo y sujíc¿eníeinente ^'ande en va/or aóso/uto.
dxE/emJ>¿o 1° La integral /------ es finita, por- 

'1 4r- y I 4- 4^2

que el límite de x‘̂ . para 4'= 00 es nulo, 
y i

dx £jein//o 2° La integral / — ■ es infinita pues 
K ¿X^l^X  ̂

considerando la integral singular

f® dx p dx x
h,.- , \ I L *>08* y I + .r’’

se ve que es mayor que la mitad de 

p dx p d/x d ¿ 'L^’K 7^-1"']. =/^«'-//e = Z-.
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qu6 es tan grande como se quiera tomando s suficientemente 
grande con respecto á s. La integral es pues infinita.

Teorema de Cauchy. La serie

^(l) + 9(2) +...........+ ?(«) +

y ia integral eiejiniela j -¿(x jdx tienen ai mismo tiempo valores 

linitos ó inpinitos, enando ÿ(x) expresa una punción indepinida- 
mente decreciente desde 0 hasta co , j que tiejiepor limite ceí'o.

En efecto, se tiene

pi p^

Evidentemente

+ »(« — i): (I)

si pues, la serie es convergente para « — 00 , el segundo miem
bro será finito y también el primero. Pero además

Ù
x'jdx > 0(1) 4- f(2) + + ?(«);

y si el segundo miembro es infinito para n = <», la serie será 
divergente y la integral infinita. Igualmente, si la integral es fi
nita, el primer miembro de (2) es finito, el segundo miembro 
también, y la serie es convergente.

Ejonplo 1" es convergente, si

= —, y se tiene^ es> i. En efecto f(«)

1 T
(Æ- O^r^-^J, I*

cantidad finita, cuando se supone ^> 1. Se ve de igual modo 
que la serie es divergente para Á’ 1 ó para ^ = 1.
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Ejemplo 2/ La serie cuyo término general es ----- es di-

vergente, porque ies infinito.

La serie cuyo término general es —-— es divergente.

52. Representación geométrica de las funciones.

i. Sea J' = sen A', la slmisolde. Se tiene

para .r= o, y — seno = o,
7t 1t 

» y = sen — = i, 
2 *^ 2 

» j; = v^ y = sen 7t = 0. 

Se ve además que la función crece desde .r = 0 hasta llegar 

al máximo en ,r = —, que luego decrece hasta cero, conservan

do su concavidad hacia el eje de las .r, y luego se repiten estas
alteraciones en el lado de las ^ negativas. En fin, que en 4; = o,

dy
.........., y dichos puntos son de in

flexión.
2. y = COS -f, cosiKusoide. Análoga discusión que la ante

rior. Pero en .r = 0, coseno es = 1, etc.
i

3. y = sen-.
X

Esta curva es continua, excepto para x = o.
Haciendo tender á x hacia el infinito, para valores cuales

quiera, positivos ó negativos, j se halla 
siempre comprendido entre -{-1 y — i.

Hagamos tender á .r hacia 00 para 
valores positivos. La y tendrá cero por 
límite, y la curva se aproximará al eje

de las^ sin llegar á él. Si damos — la
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TU
3 1'

TI Tt
serie de valores 2 —, 2 2

Tendremos, para -r = -,

j' = sen — = i, y designando por A el punto cuya abscisa

es x = —, sera A el punto cuya 
Tt

ordenada es >/ = 1 y cuya abscisa
2 

es = — .
•re

Para .r = —, será_y= sen — = o;
271 2

y expresando por B el punto del eje

de abscisas para el que
2

2i:
la ordenada será y = o; y

así sucesivamente.

4. j> = ,r sen —. Trazados los ejes ortogonales y las bi

sectrices de sus ángulos, se ve que la curva está comprendida 
en el ángulo M0M’ y su opuesto por el vértice, pues para cual

quier valor dado á —, sen — oscila entre -j- 1 y — 1; luego los

valores extremos son -j-.r y — .r, esto es, 
será siempre / ^ .r, / ^ — .r. Pero /=.r 
representa la bisectriz OM é /= — .r la 
bisectriz ON; luego la curva tiene sus pun
tos en la una ó en la otra de dichas rectas.

2 2
A los valores-, —, .... de 4.' corres-

ponderán los puntos A', B,.......... ; y al ten
der .r hacia cero también tiende / hacia cero. Etcétera.

5. / = - sen -. Esta función queda determinada para to- 

dos los valores de .r, excepto para .r = 0. Siendo la función que 
consideramos el producto de dos factores, será continua si estos 
son continuos, y efectivamente lo son, excepto para .r = o.
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Al tender .r hacia 00, tendrá / por límite cero. Además sen — 

está comprendido siempre entre + 1 >' — 1, por consiguiente 
las dos curvas cuyas ecuaciones son

i i
= + - , =--------

comprenden entre sí á la curva que tratamos de describir. Di
chas ecuaciones representan dos hipérbolas cuyas asíntotas son 
los ejes de coordenadas.

Dando ahora á la serie de valores

2 2 2 K « K I
—.. . para .r = - será y = — sen _____ — • 

îï2K................................................................ 2 2 2 .V

luego el punto M - 1 que es punto de la hipérbola j/= — , 
2/ X

pertenece á la curva.

Para x = — es y = 0; luego el punto N

tenece á la curva.

Para -r = co es lim 
>' = o; luego la curva, 
á partir de M, se apro
xima indefinidamente 
al eje de las .r. Para

2 I 
— se tiene: y— —, 
3’ .r’

y el punto P
3’'\ i

-------- ) esunpuntodelahipérbola y =--------
27 x

y de la curva que se busca. 

Para x = — , y = — ; el punto * 1 — 
5’f x \ 51^ 

5’'\
— I es común 
2/
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i
—. La curva al acercarse .r a cero, á la curva y á la hipérbola/=

efectúa innumerables oscilacio
nes de una á otra hipérbola. (*)

(•) C. Alasia. Exercici ed applicazioni di calcolo infinitésimale.

Las curvas / = tg .r, j = 
see .r, y = cot .r se hallan re
presentadas por los números i, 
2, 3 en la figura correspondiente; 
y también se hallan representa
das todas las {unciones circula

res en la última figura.
6. Bsíudiar ¿as variaciones de ¿afunción

12 
x — - sen x 

2® 3

cuando x varia desde cero kasia —. 2
7. Estudiar ¿as variaciones de ¿a fundón Íi + —j

8. Estudiar ¿as variaciones de x^— ^■
a^

l^ariaciones de —

10. Estudiar ¿a fnnción y = x^ ■

II. « » » y = X.*
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FUNCIONES DE V&RI&BLES COMPLEJAS

CAPÍTULO I

Series

§ I.° Definiciones

53. Sea /(«) = ?(a',/) + /’K®» /) P + Q^'-
Para que /(2) sea una función determinada de 2 = A- 4- zj/, 

no basta que se halle determinado su valor cuando se dan los 
valores de -r é j^. En este caso el estudio de la función / se re
duciría ai de una función de dos variables reales independientes. 
Es necesario además que dicha función tenga una derivada 
única y bien determinada, independiente de los incrementos 
14: y ^y en cada punto del plano que corresponde al valor de 2 
considerado. La derivada de P 4- QZ es

^P , , SP . /------- /30 30

y

dx — i

dy
y para que sea independiente de la relación -j— es decir, del 

dx
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modo de tender ítr + íi> V — i hacia cero, es necesario que

j^ + V-’jí ^+V-^V

y por consiguiente, que

2Z

Si entre cada dos puntos de una región A del plano en que 
están répresentados los valores de s se puede trazar una línea 
continua que no corte su contorno, la región considerada se 
llama una área cofítinua. Si en todos los puntos de esta región 
f{s) tiene una derivada, se dice que /{z) es una Junción monó- 
^ena (de derivada línica) de z en el área A. El área considerada 
puede ser todo el plano, como sucede en el caso de e^, sen z,...

Una función monógena /(s) se llama unijorme ó nionódronia 
cuando á cada punto del plano corresponde un sólo valor de 
aquélla.

Una función de una variable imaginaria z puede ser monó- 
gena solo en una parte del área en que está determinada. En 
este caso se halla la función

f(z) = L Ó^‘’Z<^n, 
«=0

cuando <r representa un entero positivo impar y â una cantidad 
positiva menor que i, con la condición 

3 rtó — i

pues, cuando s <^ i, la serie es convergente; y en todos los pun
tos tales que 5^1 c^ i, la función tiene una derivada finita: pero 
en los puntos que satisfacen á la condición ¡ár§ = i, la función
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no tiene derivada, pues si s = cos w + / sen o», se tendra que

/(s) — Ï 6^ [cos (a»w) 4. / sen {æ"w)|,

J'' la función Ï i” cos (æ” w) no tiene derivada con respecto á o. 
o

Cuando una región del plano en que está determinada un,a 
expresión analítica ó función monógena /(^), se compone de mu
chas áreas separadas, /{s) puede representar en estas áreas di
ferentes funciones monógenas completamente independientes. 
Esta observación fué demostr-ada por Weierstrass del modo si
guiente:

Sea 2.(2) una expresión igual á 4- i, cuando i^i < i é igual 
á — i, cuando j^j ^ 1. Haciendo 

la expresión Ko C-s^) + K, (xr) »(xr) es igual á/, (2), cuando ;uj < i 
é igual á /3 (2), cuando j^i > 1.

Hay varias expresiones analíticas que satisfacen á las condi
ciones impuestas á & (xt), por ejemplo (*) la expresión

" ^^ “ ^ = 1(1 + «*-*) (i

Pues por ser (pág. 92)

I — 2"‘
& (xf) = lim —¡----- ,

se deduce que »(^) = 1, cuando ¡xr( < 1 y ^(xr) = — 1, cuando 
¡¿íi> I.

Una función monódroma, finita y continua en el interior 
de un área C, se llama sinéctica en el interior de dicha área 
(Cauchy).

(*1 Gomes Teixeira, Cursu tic Antilyse /ufiniíesúnul, l. L pág. 311,
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54- . Funciones no monódromas, poi.ítropas ó multiformes; 
son las que adquieren más de un valor para cada valor de la va
riable ó en cada punto de la región correspondiente.

Ejemplo i." Sea.e = 4r + z>=rA la función

log Is = log Ir + fJ V—1 

es polítropa, multiforme ó mejor, infinitiforme en el interior de un 
circulo descrito desde el origen de coordenadas como centro con 
radio

En efecto, haciendo recorrer á 2 una circunferencia de radio 
7-, Ir permanecerá constante, pero’6 variará, y cuando el punto 
haya descrito la circunferencia, 0 habrá aumentado en 2-, /2 
habrá aumentado en 27:¿

Ejettiplo 2.‘’ Sea tí = \(s — a} (s — è).. (2 — c). Te

nemos que

mod V(2 ~a) (2 —"¿j.......— Vmod {s — aj Vmod (2 — ó)........

arg V(^ 4 ^rg (s — íí) + arg (2 — ¿)

Consideremos, por ejemplo, el punto a.
Si el punto 2 describe el contorno MM'N, el ángulo que el 

vector 2 — a forma con el eje las v irá primero aumentando
hasta llegar á la posición extrema ^M' 
para disminuir luego hasta la otra po
sición extrema aM. El ángulo, después 
de recorrer el punto 2 el contorno, ha
brá adquirido de nuevo su valor pri
mitivo.

Si suponemos que el punto a se ha
lla en el interior del contorno que des

cribe el punto 2, cuando lo haya recorrido, el argumento del 
vector habrá aumentado en 2^:; luego en este caso el argumento 
de la expresión habrá variado en + - por cada punto que se 
halla en el interior del contorno.
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Si todos los puntos ¿7^ æ^,........... /i„ están en el interior del
contorno, la expresión de u será

7/ = (r, Çcos----- ------+

En general, si

para cada punto a, por ejemplo, 

mentó aumenta en, y la función

queda multiplicada por 7, = eos —j-z sen que es

una raíz primitiva de la ecuación binomia .v®i — 1. Después de 
una segunda vuelta quedará multiplicada otra vez por /,; y en 
fin, si designamos por n^ el valor primitivo de la función, su va
lor final será de la forma

•Wl, •Mi, 
»0/1 ’72 ’

^ 2? Serie de potencias, círculo de convergencia.

55. Esfera compleja y plano complejo. Si consideramos 
una variable compleja xr = .r + (y representada en el plano com
plejo de Gauss, que es tan solo imagen geométrica de la varia
bilidad compleja, se podrán referir los puntos de aquél á la esfeia 
compleja, mediante la proyección estereográfica polar, es decir 
que considerando la esfera de radio 1 y cuyo centro se halle en 
el origen, desde el punto P = (o, o, 1) de la esfera {polo}, pro
yectaremos todos los puntos M {.x,y} del plano complejo ($, y,) 
en M' sobre la esfera.

Teorema. Si e^z un punía z„ del plano complejo, dlsíln/o del 
origen o, la sej'ie de poíei¿cias
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converge, y describimos cou centro ett o un círcuio ÿue deje ai/unto 
Zq ai exterior, en toda ei área dei circuio jy eji ia cireunjereneia, 
ia serie (i) converse absointamenie y en i^ai^-ado.

Vamos a demostrar que dado un número s tan pequeño 
como queramos, se puede obtener un húmero m tan grande, que 
el resto de la serie

sea < í para todos los valores de s cuyos índices se hallan en el 
área circular.

En efecto, por ser la serie Ïiïwj;„” convergente, en virtud de 
la hipótesis, tendremos

j^^ {a,s^} = o y J™ {iaj |«„!«)«o.

Fijemos una cantidad positiva finita ^ tal, que para todos los 
valores de « se tenga

!««!l«ol"<^- (2)

Podemos escribir

lío!*»:"* +1^+11 i¿rj’»+í:-«+i +

siendo — j^)’ 5' P®'' desigualdad (2),

Si expresamos por r el radio del círculo considerado, y ha-

cemos i- = g, será Í <^ g <' 1, v la desigualdad (3) se re
troi

duce á

luego basta tomar m suficientemente grande para que se tenga
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j \ 5, lo que siempre es posible por ser ^ <. i; de modo 

que, para todos los puntos del área circular y de la circunferen
cia, será R„ <^

Corolario. ÓV en un /unto 2 ta serie de /otendas (i) es di- 
ver¿^en/e, con ntayor razón será divej'/í'ejite en enait/uier /unto dis
tante dei origen más ^ue 2.

56. Círculo de convergencia.' La existencia del circulo 
de convergencia se deduce inmediatamente de las anteriores con
sideraciones. Para ello distribuyamos todos los círculos de cen
tro 0 (ó sus radios) en dos clases A y B. Diremos que un círculo 
pertenece á la primera clase, si eti el interior del circulo la serie 
es convergente y á la segunda clase, cuando al exteidor del 
circulo la serie es divergente.

Todo círculo pertenecerá á la una ó á la otra clase; porque 
si no pertenece á la clase A, en algún punto interno al círculo la 
serie es divergente y entonces, por el corolario anterior, es di
vergente con mayor razón en todo el exterior del círculo que, por 
consecuencia, pertenecerá á B. Análogamente, si un círculo no 
es de la clase B, pertenecerá á la clase A. Además, sí un círculo 
es de la clase A, cualquier círculo concéntrico y menor que A 
pertenece á dicha clase, y análogamente se dirá para la clase B. 
En fin, no puede existir más que un solo círculo perteneciente á 
las dos clases.

La repartición de los círculos de centro 0 en las dos clases, 
satisfacen, por consecuencia, á las condiciones fundamentales 
que aseguran la existencia de un círculo C, límite de las dos cla
ses, dotado de la propiedad característica de que todo círculo de 
centro 0 pertenece á la clase .A y todo círculo exterior á la clase 
R, de modo que: en todo /unto interior á C la serie de /oteizcias 
converge/ en todo /unto exterior la serie es divergente. Respecto á 
los puntos de la circunferencia, nada puede afirmarse en general. 
Dicho círculo es el círculo de convergencia.

57. Serie derivada. Sea la serie Ï na„s”~'\ de las de
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rivadas de la serie (i) de potencias, diremos que: La serie ¿ie ¿as 
derivadas de una serie de poteneias íietie ei inismo eircuio de eon- 
ver^efida qtíe e's¿a, es decir que:

i." En cuaiquier Luntú interior á C, ia serie de tos ntóduios

es eonver^e/íte, y 2L eit cua/guier punto exterior es diver^'ente.
En efecto, si s„ es un punto interior á C, será ‘2 <^ R; y 

para demostrar la convergencia de la serie de los módulos

tomaremos un punto ^^ interior á C, pero más próximo á la cir
cunferencia que z?n, de modo que ]«, ! > ¡^a|; 5^ tendremos que

(
\s i\”~^

V haciendo o ~ :—- sera a < i, y los términos de

se deducen de los de la serie convergente £ «y»-y que al mul
tiplicar por |Æ„| bs^ii”“’, no solo permanecen finitos, sino 
que por la convergencia en «í, de la serie primitiva, decrecen; 
luego la serie - « |íz„( I^o|”“^ también es convergente.

Si ahora æ^, es un punto exterior á C, la serie Ï « ] an j i-^J”” ’ 
es divergente; porque si fuese convergente, lo sería también la 
serie S n \an [ ¡^, ]” y la £ [a«¡ 1^, lo que es absurdo, siendo 

exterior al círculo de convergencia de la serie primitiva; lo 
que demuestra el teorema.

Observación 1.“ De lo expuesto resulta que en todo cam
po interior al círculo C, la serie derivada converge en igual grado. 
En dicho campo es por tanto legítima la derivación por serie; de 
manera que siendo w = £ UnS^**, la cantidad w admitirá las 
derivadas parciales finitas y continuas

JW 3zy 
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de las que resulta la condición:

I 3w
3x’ 7 5j ’

es decir que: una sme de/oietidas w = S ûn^’* representa en e/ 
interior dei circuio de conuer^'encia una función Jinita, continua y 
ynonÓdroma de ia variaéie compieja .z-

Observación 2.''’ No solo la derivada primera, sino las de 
todos los órdenes sucesivos de dicha función, tienen el mismo 
círculo de convergencia; de manera que todas son funciones 
finitas, continuas y monódromas de la variable compleja ,5 en el 
círculo de convergencia.

58. Teorema de Hadamard. Suponiendo que la serie 
£ anS^^ es convergente en cualquier punto -e^ distinto del origen, 
entonces por ser

lim Irt„i !-^n|"= o.

podremos tomar ni tan grande que se tenga siempre

'«»|i^«l*<i para n>m ó |a„!<T-^ (n>m}.
i I

De esto resulta que, para una serie de potencias convergente 
en cualquier punto distinto del origen ^ = 0, todos los términos

Vl«ah......... Vl<»»Í.......... (I)

deben permanecer inferiores á una cantidad finita g.
Si ahora dividimos los números positivos ^ en dos clases 

.A y B,’ colocando en la primera todo número a tal, que en la 
serie (1) haya siempre términos > æ y en la segunda un número 
¿ tal, que de cierto punto en adelante, todos los términos sean

b. Esta repartición de los números comprendidos entre o y^ 

en dos clases, satisface á las condiciones fundamentales arriba 
citadas que aseguran la existencia de un número límite a, sec
ción de las dos clases; de manera que todo número <^ « perte-
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nece á la clase A y todo número ^ a pertenece á la clase B; y 
con este precedente podemos enunciar el teorema de Hadamard:

E/ radío E deí circuía de convergencia es precisamente i,^uaí ai
i

invd'so deí mijneiv a, es decir, R = — .

I
En efecto, sea ' : i v tomemos s positivo y tan pe-

queño que sea

(a 4- s) 15! —- ÿ < I.
Puesto que a -{- s pertenece á R, desde ciei to valor de n en 

adelante, se tiene siempre que
ti. n
Ÿ!iï„l<a+ï, V‘^»‘'5!<ÿ, |<í«! 15!« <7«;

luego la serie li i«»! 151« tiene, desde cierto término en ade
lante, sus términos menores que los de la progresión S g” cuya 
razón ^ es <^ 1, y por tanto es convergente.

Sea pues ¡51 > - y hagamos j = a

i
El número a — 2 = :—:- pertenece a la clase A; luego hav 

siempre valores de n tan grandes como se quiera, tales que sea

V‘''^«'^44' ''' ;»»!Í5Í«>1;

luego la serie, en este caso, es divergente.
Corolario 1.® EÍ radío deí circuío de convergencia ,de una 

serie de potencias depende tan saío de Íos móduíos de Íos coeficien tes. 
Esto resulta d3 la serie de los módulos es convergente en el in

terior del círculo y divergente en el exterior. Además la sene 
será convergente en todo el plano, cuando sea a = 0, ó cuando

lim Vi'^n! = 0;

MCD 2022-L5



SERIES 139

y, en efecto, si « = o, un número positivo s tan pequeño como 
se quiera, pertenece á la clase B, por lo que desde cierto valor 

de « en adelante, se tiene Ÿ ) a„ : <^ s: viceversa si

ÍÍ
lim Vi^ai = o, será a —o:

luego: La condicíou necesaria y st^cieuíe L^^ra que ia serie de 
potencias il a„^'‘ sea conz'er^ente en todo eipiano, es ^ue se teng-a

n
lim a„\ = o. 

n—x

^ 3? Extensión de la fórmula de Taylor.

59. Tenemos que

ír == c(cos ci 4- i sen w) = ze'‘".

Sea KÎÆ) = F(gí*‘'‘) = «(f) + ¿^(o) 

una función de s que suponemos admite denvadas hasta el 
orden n, finitas para los valores de * desde o hasta á.

Desarrollando según la fórmula de Mac Laurin 'X?) y K?)» 
resulta

F(s)-=F(oi+ S 4 Ií'’ío) + 'V(«'1 + R.

í«(«.?) + /-i

y derivando a veces E(c’) respecto á :,

^’’“F-Cfir) = «»(e) + /f«(c);

pero 0,6 = O^c
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y í»(9,e) + ?|"(^,r),

^mwpn (0,áf) = ?»(óíp)+?4*«(08p);

« —1 ^n
luego Eis’) = F (o) -|- 2 — F “{o) + R„ (i)

" {n—í)\w ^"' ^’ ''r^ (« — i)!?« ' 

representando por ¡Aj^ 5^ ÍAÍ^ la parte real 5’ el coeficiente 

de i de A.
Haciendo en

(1 — Q\M —m 

(« — 1)17»

(1 — 6)”-’” 
(77 — 1)177/

F«(08^) = Dí*^,

puede dársele la forma

R^ = BC eos (4 + 0 + *^^^ ®®^ {¿4-rf) = H^'^' 

de donde

H- = B^C- eos- (Z» + c} 4- B-D- sen® (Z> 4- d).

Suponiendo ahora C F^ D, tenemos H ^ aB’C®, 5’ por tanto 

H = XBC V2, siendo X un factor comprendido entre o y 1: 

luego tenemos

R„ = ). y2 e'^ ------ F»fO,.?\ (2)
* (7/ — 1)177/ •

donde a = k — ó — c.
Si fuese D > C, se deduciría del mismo modo la fórmula, 

haciendo H = XBD y2.

Aplicando las fórmulas (1) y (2) á la función /(^ 4" '^0) y sus
tituyendo en el resultado .S’ por Z — ^q, se obtiene

XZ) «/W+(Z-^«)/W4-. • + -¡^ZZ^^’' “*<^o)+R«.
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forma del resto de Darboux, que se verifica cuando las funcio
nes y(^),/'(» , son finitas para todos los valores que 
adquiere ^ cuando recorre la recta que une los puntos .5„ y Z. 

60. Desarrollo del binomio. Consideremos la función 
«= (i -j-.r)*, siendo X’ real; y partiremos de ti — i correspon
diente á ,3 = o. Tenemos

Ú +j)‘ = I + S CÍs»+ R„
0 = 1

Si el módulo ? de ,3 = fí*" es menor que i, la cantidad

(« — 1)1 '

tiende hacia cero cuando « tiende hacia el infinito, y además 
tenemos que

V I + e‘?’‘ + 20: eos co ®P

Luego R„ tiende hacia cero cuando « tiende hacia el infinito, 
y el binomio puede ser desarrollado en serie ordenada según 1^ 
potencias de á^ por la fórmula

(l+sr)*=l4. S Caá^«.

Si el módulo de ,3 es ^ i, la serie es divergente, pues el 
módulo del cociente de dos términos consecutivos tiende hacia ? 
cuando a tiende hacia el infinito. Luego se tiene un valor de ¿z. 
á partir del que los módulos de los términos de la serie crecen 
indefinidamente.
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61. Lema. Si /a serie

F(ár)= L Cn3^ (3 — iy) 
n=()

es cúfivergente en un eirenio de radío dado, y si en iodos ¿os pun
ios dei exterioí" de esie eircuio que tienen ei mismo moduio i, ei 
moduto de F{z) es metior que una cantidad positiva L, ei módulo 
de cada termino de la serie será también menor que L.

En efecto, multiplicando la serie propuesta por .£“"‘ se tiene

m— t ®
5-«F(^) = Ï en-3’‘-"^ + c,„ + Ï r«.£«-"‘ 

« = V »r:í« + l

= Ï Gr^"-''‘ + í-,„ Ï Cn.^^-'" 4- R,

representando R una cantidad cuyo módulo tiende hacia cero, 
cuando k tiende hacia el infinito. Pero, como por hipótesis,

¡.5’^’« F(.s')l < ti-®,

y como, por pequeño que sea el valor que se atribuye á una 
cantidad positiva 5, se tiene siempre un valor ^i tal, que R <^ S. 
cuando k'i> b^ tenemos

1,9-® F(5í) - - R| < + 5

ó
m—1 k i 

!m=o «=»«+i ( 

Dando en esta desigualdad á .^ los valores 

y á /• un valor mayor que los valores de -^i correspondientes á 
estos valores de tenemos

MCD 2022-L5



SERIES 143

l 2 C^ Z^-'’* -^ Cm-\~ Ï Cng>* m^,(n- >,t)i(). |Z! = W ?i = »»4-l
Lo“« 4- 0 

que sumando da
in — I

V C -»i —j«^j ^ gt(n — m)f¡ _|_ _|_ i’i(a — i) in — m)(¡'j
« = 0

k
4- — C,ti’^~”’‘ (l 4- ^i(« —»00 _L ! ¿i(a~l)(n~m')()'^

ó, haciendo

I ^îu(n — m)f}I — »06 _L _L ¿im—i) in—m.)^ __  A 

y dando á la cantidad 6 un valor que no sea raiz de la ecuación 
J — ¿lin — m^ _ Q, ggjQ gg, y^ valor tai que A sea finito, será 

«i—1 ^’ ; 
' S r„Aí«-’« 4- ac,„4- Ï c„A?«-«i < «(L?-”» + J.
'»¿=0 «=T m + 1

representando por B la parte de la anterior desigualdad indepen
diente de Cm-

De esta desigualdad resulta

í^j»i ^ Lç 4" «î (D

porque si fuese |c,«| > Lp~’« 4- ^ se podría dar á a un valor 
tan grande, que fuera

i<'»*i l'y > !,-» + . 
d
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Ó ci foríiori

1 Bl

ya que

De la desigualdad (i; resulta el lema enunciado, porque si 
fuese icwl > L?“"', se podría dar á 5 un valor tan pequeño 
que fuese ¡Gw L?-"* + 5.

60. Teorema. Si una función f(z) 6’5 suscefíió¿e de ser 
desarropada en serie unijorwefnenie conver^'etite dentro de un 
circuio de radio R con ei centro en e¿ orig^eti de coordenadas

/(^) = Pn(5)4-P.(.3')++ P„(.^) +(I) 

j» si ¿as funciones Poes'), P,(-S’),son susceftió/es de ser 
desarroPadas en series ordenadas se^n ¿as foteficias de z, con- 
verg-entes dentro de¿ mismo circu¿o:

P„(á) = Ai” + A?>« ++ AÏU- +............ (2)

¿a Junción f (z) será tamóien suscejt¿ó¿e de ser desarroPada en una 
serie ordenada según ¿as potencias de z:

/(^) = A„ +A.x? +(3) 

y será
A,„ = A® + A‘;> +(4)

Este teorema ha sido demostrado por Weierstrass de la ma
nera siguiente:

Sea ? una cantidad positiva menor que R. Por ser la serie (i) 
uniformemente convergente en la circunferencia de radio ?, á 
cada valor de la cantidad positiva o, tan pequeño como se quiera, 
corresponderá un valor «, de « tal, que la desigualdad

P«+i (-S') + P» + 2 (.S') 4- + p«+p (^)! < ^

quede satisfecha para todo valor de n superior á «1 y para todos 
los valores de s' cuyo módulo sea h cualquiera que sea p.
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Pero tenemos que

p,+, {«) + ...+?,+,(»)_ S «-(A2+*>+... + a2+<”);

luego, en virtud del lema, tenemos la desigualdad

[aS+*> + aS;+« +.............+ Aÿ+«] < Sf—,

de donde se concluye la convergencia de la serie (4). Conside
rando ahora otro número positivo pi tal, que sea R ^ c, ^ o, 
podemos dar á «1 un valor tal, que

|A2+« + AÏ+» +............+ < Sf,- -

por grande que sea /, y por consiguiente

[ lim (At^‘' +........... + AS:+>”<#f,--.

Haciendo, por brevedad,

A™ + A« +............+ AW = A;.

lim (AÏ + ‘> + AS + "’ -h..........+ A^’ + í”) = a;
P=CO

resulta A„, = A^ + A^, [A^J Sp-^^,

y se obtiene para los valores de s cuyo módulo p es inferior á ?, 
la desigualdad

IaJi + [Al^l +........... + |A^>^'”| +

de la que resulta la serie

Ao + Ajáf -|- 

que es absolutamente convergente.

10
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Además, es absolutamente convergente la serie

P.(») + P,(«) +..........+ P»(«)-= S ^(AS’ +........... + A2’ 
niz=0

= Ai + AÍ^ +........... -I- Ai.5“ -I-

Luego la serie

Ao + Ai^ + A^^" +

es absolutamente convergente.
Tenemos enseguida

S A„s“= S (A; +A;)«- = S ?.(»)+ s A»a-, 
»1 = 0 7/1 = 0 a=0 ?n=0 

de donde

S P.W- S A»«“= S P.(»)— i 
a=0 »?í=0 «=«4-1 ni = 0 

y por tanto,

S P^s) - í: <í + o—. 
0=0 »1=0 — r

Puesto que se puede dar á 8 un valor tan pequeño como se 
quiera, se deduce de esta desigualdad 

œ ce 
- Po(^) = S A^5^”» a=0 m=0

según se quería demostrar. (*) 
Ejemplo. La función /(e) = sen (sen s} da la serie 

sen^£f sentár 
7(2)=: sens

que es uniformemente convergente para cualquier valor de z.

O Esta demostración es de Weierstrass. Monatsbericht der kon, Ákademie de 
Wissenschaften zu Berlin 1880.
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La función

/ Z^ Z^ \”
sen”^ = [z)

\ 2! 5! /

puede desarrollarse en serie ordenada según las potencias de ^; 
luego, en virtud del teorema último, también puede desarrollarse 
la función sen (sen s’) según las potencias de s.

63. Aplicando el teorema anterior á las series ordenadas 
según las potencias de — a, se obtiene el

Teorema La serie

/{s) = Co + c^{3 — a) ..........+ —a)« +.......... (i)

es coKver^ejííe en ei inierior de un eireuio de ee/tíro a ^ radio R, 
cuando 1^ — a| <^ R, j/ si Zo representa un punto dei interior de 
este circuio, ias derivadas f' (s'q), ^(-^o))......existen y sonjinitas 
y respectivamente i¿'uaies á ias sumas de ias derivadas de primero, 
de secundo,........ orden de ios términos de ia serie propuesta, es 
decir:

00
/7^0) = S «^«(^o —

/"(20) = - n{n - i^c^^z^ — a)^-^, etc. 
n = 2

Además, si \Zo — a\ -j- \z — ^oj <; R, tendremos

/(¿)=yw + (^-^.V'W +.......+ ^, /wfa) +.........

En efecto, haciendo en la serie propuesta ¿r = 2y + k, ten
dremos

/(^0 + /2) = - Í»(^o + -^ — 
n=0

Esta serie, considerada como función de Zz, es uniformemente 
convergente, cuando (-s'a + h— a\ <R ó a fortiori, cuando 
i^o —ai + |A| < R.
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Desarrollando enseguida los binomios y ordenando según 
las potencias de k^ tendremos, en virtud del teorema anterior

f{^a + ^) =/{^0) + Vi(-^o) +

donde /1(^0) =

00

Haciendo ahora k — .3 — 5«, resulta

/(«■) «/w + (^ - .^oV,c^o) +.......+ (■^—^.^^^(A +

con la condición [^o — <z¡ + 1.5 — á^ol <C Rj luego

Y como cada una de las funciones//.S’), y2(^) ..........se deduce 
de la anterior de igual manera que /' (Sq) se deduce de J(^o)> el 
teorema queda demostrado.

Corolario i.® Si ia serie (1) es convergente en et interior 
dei circuio de radio Ry de centro a, ¿a función es continua dentro 
dei mismo círcuio, pues en todos los puntos interiores á este 
círculo /(3} tiene una derivada finita.

Respecto á la continuidad de las derivadas de las series, 
enunciaremos los teoremas siguientes, análogos á los relativos á 
las funciones reales.

1 .° 5/ ta serie f(x) = 12 f„(x) es uniformemente convergente 
en una área dada, ta función f{x) es continua en tos puntos de 
esta área en que todas tas funciones ífx), f^fx).............son con
tinuas.

2 .° Si una serie S f„ (^) fuese converg-ente en una área dada, 

y en ta misma fuese uniformemente convergente ta serie ^ fn(«3’), 
formada con tas derivadas de tos términos de ta serie precedente, 

tendríamos ff^) = ^ fn^s) ^^ <^t área considerada.
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§ 4-'’ Funciones regulares.

64. Definición. Si una función /(s) es desarrollable en 
serie, en la proximidad del punto ar^, según las potencias ascen
dentes de de modo que exista un número tal que sea

/C^) = ^0 + ^,(^ — ^0) +..........+ C„(^ — 5j« +

cuando j£ ¿Tg ( <^ R, se dice que /a /unción Í{s) es reg'uiar en 
ei/unto g .

B/em/io if Sea (1 + 2)^. Tenemos

cuando ¡xr ¿rj <^ [ 1 + ¿rj, por consiguiente es regular en 
todo el plano, excepto en el punto ^^ = — 1, cuando ^ no es 
entero ni positivo.

B/empio 2/ Se tiene que

¿a _ ^z - z/^ g^ r j _j_ ^ _ ^ , , Íln^q) ” , 1
L ® J

y la función e^ es regular en todo el plano.
Ejemplo 3." De la igualdad

*og (i + ^) = log (i + ¿r ) 4. log (1 + -- ^“^

= log (I + 2o) + 7-r—
1 + ^0 

ifí^Y +

que se verifica cuando |^ — ^j < j 1 4, ^j, se concluye que 
log (I + ír) es regular en todo el plano excepto en el punto 

^0 = — I.
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Teorema i.® Sz una funeión uniforme, re¿u/ar en todos tos 
funios de una área continua A, es constante en todos ¿os funtos de 
una ¿ineajinita contenida en e¿ área A, es constante en toda e¿ área.

Tomando un punto a de la línea dada, tendremos, para todos 
los valores de s representados por los puntos comprendidos en 
un círculo de centro a y de radio R,

/(^) = Co + (:f^ - d) +..........+ c^(s — aV^ +

+ (-^ - d}r{d} +

Pero por ser constante /{s) en todos los puntos de la línea 
dada, tenemos ffa) = 0, f''{d) = 0, ; luego será f{^} =/(d) 
en todo el círculo considerado.

Tomando enseguida un punto â del círculo anterior, y repi
tiendo el razonamiento, resulta que f{s} =J(f) ^/(d) en todos 
los puntos del segundo círculo y en parte del anterior, tomando 
un punto c de este círculo hallase lo mismo f(^) = f(<x) = f(^) 
= f(c)......... y así sucesivamente.

Teorema 2.° Si dos funciones uniformes, reputares en todos 
¿os f untos de una área continua A, son i^a¿es en todos ¿os pun
tos de una ¿ineafinita contenida en e¿ área A, son i^a¿es en toda 
e¿ área, pues siendo nula la diferencia de las dos funciones en 
todos los puntos de la línea dada, será nula en toda el área.

Teorema 3.® Si una Junción unijorme y re¿^¿ar en e¿ Junto 
a, se anu¿a asi como todas sus derivadas hasta e¿ orden m — 1, 
cuando z = a, tendremos

f{z) = (^ - d)^^A^), 

siendo «(.sr) una función reg'uiar en ¿a proximidad de¿ punto a.
En efecto, siendo por hipótesis

y Cg = /(a), c^ =J'(a),. tenemos
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Teorema 4.® Los juntos en que una función uniforme jy 
reliar en una área A, íienen un mismo va/or, esíán sefaraáos 
for iníervaios finitos, si ia función no es constante.

En efecto, por no ser constante la función f^s} en el área A, 
las derivadas ffa^.f^a),..........no pueden ser todas iguales á 
cero, y si f^(a) es la primera derivada que no se anula, se 
tendrá

f{s) — /(a) = (z — ay»
z — a 

(m 4" 1)!

y por consiguiente es posible dar á 5 un valor suficientemente 
pequeño, para que el módulo de su primer término sea mayor 

que el módulo de la suma de los siguientes, cuando \s — a\ ^8; 
luego en el círculo de centro a y de radio 8, la diferencia 
f(^} '~ JÇ^^) n<^ puede ser nula en ningún punto diferente de a.

Teorema 5.® La suma áe dos expresiones uniformes, recu
lares en todos los puntos dei área A, es una expresión recular en 
los mismos puntos.

Siendo f(s) y F(^) las dos expresiones dadas, tenemos

f(s) = '^Cn(s — a)^, F(z) = 'LCn(s — a)*^

f(2) + F(^) = S (c„ -I- c„) (« — a)«.

Teorema 6.® £1 producto de dos expresiones uniformes, re
culares en todos los Plintos de una área A es una expresión regu
lar en los mismos puntos.

Teorema 7.® El cociente de dos expresiones ^(^) y |(^) 
uniformes, reculares en el área A, es tegular en los puntos de esta 
en g>ue el denominador ']>(3) no se anula, pues haciendo

'X^) ~> 

donde c^ es distinto de cero, tenemos

+(<) “ ’ L + , J
« ^0 [I + P(^ — tf)]“S 
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haciendo

{e — a) [í, + (e ¿x)^^^^-] r, /. A 
------------------------ ---------------------------= Po (^ - «)’

Dando á |£f — «¡ un valor suficientemente pequeño para que 
sea Pis’ — íz] <^ i, podremos desarrollar [|(^)J“^ en serie or
denada según las potencias de 2 — a, y tendremos

-^ = ^o¡i —P(^ «) + [?(« — «)’]— 

serie uniformemente convergente en la proximidad de a, lo 
mismo que las series que resultan de P(k — a), P(2 — a)® etc.; 
luego la función [|(^)]“^ es susceptible de desarrollarse en se
rie ordenada según las potencias de 2 — ^ en la proximidad de 
a. Esta función es, pues, regular en el punto ¿z, así como

65. Las funciones uniformes y regulares en todos los pun
tos del plano se llaman ko¿omor/as, tales son los polinomios ra
cionales, las funciones ^’, sen s’,......... es decír, todas las fun
ciones susceptibles de desarrollo en serie según las potencias 
ascendentes de s.

66. Teorema de Wejerstrass. Dada /a serie de caníi- 
dades 0i^a, a^............ eoiocadas seg'ún ei orden creciente de sus 
módulos que satisfacen á ¿a condición

lim [íZcl = 00 
0 = 00

se puede formar una función transcendente entera por la fórmuia

f(2}=2\ II (l-------- ) ^«c\ S,= S t(—) . (!)
c=i \ ac/ k=i. \a^C''

cuyas raices son o, a, a^,..........j cuyos grados respectivos de 
muitipiiddad son n^, n,,..........

Récíprocamente. Si f,(z) representa una función entera cu
yas raices son o, a^ a^,..........y ¿os grados respectivos de muiti-
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pltcidad VÏQ, Hi,..........y ^s¿apuncíófí pu^dë désco/npotíífse ¿fipac
tares que kacen e.rp¿íc¿tas estas raíces, por medio de ia formula

«=1 \ acP (2)

representando ^Cz) una función entera.
Demostración de Mittag-Lefkler. De la serie

que se verifica cuando < i, se deduce

2 \”c
I

ac/
= ^-”?ce’*) (3)

escribiendo, por brevedad,

Sc («, v) =

Por consiguiente tenemos

Z \^c
I-------- ) A^eC’”®) = ^~"c®c(™c + i'”

donde me representa un número entero ó cero, debiendo en este 
caso representar ”*«) la unidad.

Consideremos ahora una serie de cantidades positivas s,,
CO

h».......tales, que L sc sea convergente, y demos á me un valor

tan grande que sea -

«C iSc {mc + I, 00) ¡ < 8c, (5)

para cualquier valor que se dé á z que satisfaga á la condición
Z
ac

C^ s <^ I, lo que siempre es posible, por ser en este caso la

Z

2c

'' I / 2 VV —1 __  1
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serie Sc(i, 00) uniformemente convergente. El producto HEc en 
el que

I--------- =Ee,
\ «c/ 

representa una función regular en todos los puntos del plano, 
que se anula en los puntos a,, a.^,....... .  En efecto, consideremos 
un punto cualquiera Zg del plano, y los puntos próximos á éste, 
es decir, los puntos que satisfacen á la condición ¡xr — ■^i ^ P» 

donde o es una cantidad tan pequeña como se quiera.
Por ser lim íic = 00, es siempre posible dar á ¿r, un valor

suficientemente grande para que la desigualdad — < ? quede 

satisfecha por todos los valores de c mayores que c,, y por to

dos los valores que satisfagan á la condición [xr — 5^1 <^ p.

Además, por ser convergente la serie Sc^, siempre es posi-
1

ble dar á c^ un valor suíicientemente grande y á 8 un valor sufi
cientemente pequeño para que la desigualdad

c+p
3

í = C

quede satisfecha para todos los valores de c superiores á Cj, 
cualquiera que sea

Luego las dos desigualdades precedentes quedan satisfechas 
al mismo tiempo por los valores de c mayores que la mayor de 
las cantidades f^ y £., en la región del plano determinada por la 
condición jxr — xr„| p.

De las desigualdades precedentes y de la (5) resulta que la 
desigualdad

c + p
2 ¡«í Sí (wí-h «

Í = C
(6)

queda satisfecha para todos los valores superiores á í, y Cg» ®’^ 
la región del plano determinada por la condición \z — «oí <^ p.
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Además la fórmula (4) da 

c+p
c+p — S n,ñ,(m. + 1, w) 
s E, = í í=c‘ 

t = C

de la que resulta

c+p- c+p
2 log E< = — 2 «^S^(Wj + i, 00),

y en virtud de la desigualdad (6), 

| c+p 
2 log E 

¡ t = C
< 5 ;

00
luego la serie 2 log E( es uniformemente convergente en la 

Í = C
región considerada del plano.

Esto sentado, supongamos primero que ^^ es diferente de ag, 
y que á p se dé un valor tan pequeño que sea \g—z^\ <^ |xr—ac [. 
El segundo miembro de la igualdad

/ ”^c 1 / 2 Ÿ 
log Ec = «c log 1 1 — — I + «c 2 J (~“ J 

V ^c / k=l ^ \^c '

= «c log ( I +
^C

”^C I

es susceptible de ser desarrollado en serie ordenada según las 
potencias de z — Zo, y tenemos log Ec = P(^ — á^o), indicando 
la notación P(^ — e^) de Weierstrass una serie ordenada según 
las potencias enteras de z — z^,.

Si aplicamos el teorema del núm. 64, tendremos que

2 log Ec = P,(« — xfu),
C = l
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y por consiguiente

5 Ec = /.(’“%)- 
C = 1

De esta fórmula resulta enseguida

II Ee = I + P,(^-^o) +..........+ ^-^— + 
c = l.............................................................................."i

Ó II Ec = P,(^ - ^o),

lo que prueba que la función II Ec es regular en el punto ^„, 

según se quería demostrar.
Supongamos ahora que ^^ representa una raíz aj de la fun

ción que queremos formar. Dando, en este caso, á o un valor 
suficientemente pequeño para que en el área plana determinada 

por la condición [¿r — ^/ i ^ p no exista otra raíz de la función 
considerada, tendremos

II Ee

i — — i

ya que el primer miembro no tiene la raíz aj y por tanto,

X T- ( ^) "^ / -vO. P /3 - « 1
11 Ec = ——.— (^ — aj) J e al j)

de donde resulta, como en el caso anterior, que la función

II Ec es regular en el punto ap

Las raíces ¿z,, Æ^,.. de la función que vamos á formar, 
son todas diferentes de cero.

Para que la función tenga también la raíz o, basta multiplicar
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II Ec por xr” o. En efecto, tenemos

^"onEc = (^ü + ^ — í^o)"«P, (2 — «e) = Pj (s - ^o), 

y por tanto, la nueva función que se obtiene es también regular 
en todo el plano.

De todo lo que precede se concluye la primera parte del 
teorema de Weierstrass, esto es, que se pUede construir, me
diante la fórmula (i) una función que sea regular en todo el 
plano y que se anule en los puntos o, .........

Para demostrar la segunda parte del teorema, basta notar 
que el cociente de la función /, (^) dada por la función /(.s), que 
acabamos de formar, no puede ser nulo ni infinito en ningún 
punto del plano. Luego este cociente representa una función 
^(^) regular en todo el plano, que no se anula en ningún punto.

Por ser, en la proximidad del punto ^o,

E(^) = ^o+^,(^ — ",,) + ¿3 (S — ^o)^ +..........., (¿0^0^

tendremos

ZF(«) = /^ + /^ + ^i^z:^^;l!ÍL+^^^fr^ .

luego si se dan á ]^ — á-^j valores suficientemente pequeños 
para que sea

i^ ------- ^ol 1^1 + <^2 (.S -------- ■S’o)+....................... )

tendremos en virtud del teorema núm. 64 que

log F(.s) = P(^ — áfo);

luego la función F(.r) es entera. Representando esta función por 
tp(^), será Ffa-) = í^W y

Z(ár) = .?(^)/(^)

según se quería demostrar.
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67. Factores primarios de las funciones enteras.

Weierstrass designa con el nombre de /actores primarios á 
cada uno de los factores

I ic
\ ac/

que figuran en las fórmulas (1) y (2) del número anterior.
Lo mismo pai*a descomponer una función entera dada en 

factores primarios que para hallar una función entera que tenga 
raíces dadas, es necesario conocer, para cada valor de c un valor 
de me que satisfaga á la desigualdad

«dSc {me + i, 00) |< ÍQ,

y para ello basta, como vamos á ver, el dar á me valores tales, 
que sea convergente la serie

ac
(6)

En efecto, si esta serie es convergente, podemos dar á &c el 
valor

ac °

designando X una cantidad independiente de .s’ y de c. 
Pero, por ser

ea
«C

* = >n + l ^\ac /
< 'S, ne 

A; = í»-|-1 O-c

y

2 He ----
* = ’'^C"*"^ ^C

I
m +1 

«C «
ac
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la desigualdad (5) puede ser sustituida por la siguiente:

la cual queda satisfecha, puesto que se puede dar á À el valor

máximo ^------; que adquiere cuando se verifica que

Ejemplo. Hallar la forma general de las funciones enteras
cuyas raíces son o, I, — I, 2, — 2,

S

^C
< S C^ i.

<^C

* 3'^
Puesto que la serie X —5 

C=1 ^0
— es convergente, cual

quiera que sea s, podemos hacer Wc = 1, y tendremos

/(3) = e'f^ig II
C= 1

ó

/(3} = e^(»yff II 
C — l

donde '^(3) representa una función entera de 3.

68. Desarrollo en serie de

Derivando los logaritmos de los dos miembros de la fórmula 

(2) (63) tendremos
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puesto que

i
— de

--- I + --- +....... + (---)

a^^i^-a)

Para completar la demostración de la fórmula (8) vamos á 
demostrar que la serie que entra en el segundo miembro es 
uniformemente convergente, cuando la serie (6) lo es.

En efecto, por ser esta serie uniformemente convergente y 
por tender IæJ hacia el infinito con /, á cada valor de 6, por 
pequeño que sea, corresponderá un valor /, tal, que las des
igualdades

X S 
c = i

s,

quedará satisfecha, cuando /^ /, y ¡áf| ’\ S, expresando & una 
cantidad tan grande como se quiera. Luego a foriiort tenemos

y finalmente

de donde se concluye que la serie que entra en el segundo 
miembro de (8) es uniformemente convergente en cualquier 
área, por grande que sea.

69. Polos y puntos esenciales. Vamos á considerar Ias 
funciones uniformes no enteras, regulares en todo el plano, ex
cepto en los puntos aislados Æ,, «.,........... , ac..........tales que
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sea Hm lad = 00, en la proximidad de los cuales tenemos que 
c=oo

donde

./(^) = P(s - ».) + G. (—í----- ) , 
' — ac/

= S A, 
í=i

(!)

(2)

Estos puntos fueron llamados por Weierstrass po/os, cuando 
m es finito y puntos sing^i/ares esencia/es, cuando m es infinito.

Las funciones consideradas resultan de la generalización de 
las funciones racionales.

Una función racional /(s’) se descompone en fracciones 
simples bajo la forma

A®

Si ahora representamos por ^yUn punto diferente de a,, a^,.... 
tenemos

de donde resulta (60),
J(S} = P(^ — á’J,

siendo/(^) una función regular en la proximidad de ^y: si pues 
Sy representa uno de los puntos a,, a^,............a,, por ejemplo, 
aplicando la descomposición anterior sólo á los entornos con*es- 
pondientes á ^2, Æg,. tendremos

“ «0
y el punto a, es un polo.

La fórmula

sen íl 1 i — - ) 

11
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que da la descomposición de la función seno en factores, da

log sen = log 2 log ( i------ ) 
C = 1 \ C Ti /

y derivando respecto á s,

cot ^ = -+ 1 ---------
Z c=l z^ — C Tf^

cot ^ =H 
Z

s (—Í—) 
o=ï\z — CTZ Z C-n/ 

que da la descomposición de cot z en fracciones simples, que 
hacen explícitos los polos o,rí:, — cn de la función.

Desarrollando el binomio que entra en el segundo miembro 
de la penúltima fórmula, tenemos

i «
COt Z = — — 2Z S 

^ 0 = 1 

cuando |.^[ <C ’'t en virtud de 60 se tiene que

I 2^*1 22’ ” I 2S® * I
cot — Z w 1 1 t C^

70. Teorema de Mittag-Leffler. Dadas tas cantida
des a.^, a^,......... .. ac..........coiocadas en ei orden creciente de 
sus móduios, qtie satis/aceti á ia condición lim ¡ac | = 00, >^ da-

das ias Junciones

Ge

que son de ia forma (2), (pág. 153) siempre es Josiáie formar una 
función f(z) de ia fofma

»= s rGT-A^j+p.íJ
c=i L \¿r—ac / J 

que sea reg-uiar en todos ios Juntos dei Jiano, difej-enies de 
a,,a2,.......   ac........ de ia cuai estos Juntos sean poios ó Jun
tos singuiares esenciaies.
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Recíprocamente: Toda /unción f,(z) regu/ar en todo e¿/¿ano, 
exce/to en ¿os/untos a.^, 0.-2,..........>^0........... que son /otos ó
/untos singutares esenc¿a¿es, /uede reducirse á ¿a forma

/1(2) = ?(^) + - Gc(---
c=i L_ — 

donde »(z)' re/resetita una función entera de z.
En efecto, por ser uniformemente convergente la serie

cuando s es diferente de ac, y por ser cada término de esta
serie susceptible de desarrollarse en serie ordenada según las

potencias de s, cuando $ <C I, tendremos en virtud del

teorema 60

(3)

Consideremos ahora una serie de cantidades positivas s„ í,,........ ,
00

«c.......... tales que la suma 2 Sg sea convergente; y dése á/«c

un valor tan grande que tengamos

(4)

para cualquier valor atribuido á s que satisfaga la condición

6 <^ I, lo que es siempre posible, por ser uniformemente

convergente la serie (3) en la región del plano determinada por

la condición — 1 <* i. La suma

S F„(2), Fe (4?) = Cc( _ - A
C = ] \^ ---  ^C / k = 0

3 y 
ac/

MCD 2022-L5



104 LIBRO 3.°—CAPÍTULO I

satisface á las condiciones del teorema, pues si xTq es un punto 
diferente de los puntos «1, íz^,..........y ? una cantidad positiva 
tan pequeña como se quiera, por ser lim |ííc| =co y conver-

0 = 00

gente la serie Z^c, es siempre posible dar á Ci un valor tan gran- 

de, que las desigualdades

Z
«C

c+p
<5

< = C

queden satisfechas, al mismo tiempo por todos los valores de 
c superiores á ¿n en la región determinada por la condición 

U —■ sj ^ o, para cualquier valor de/; y se concluirá de estas 
desigualdades y de la (4) que

c+p

Í = C

2

at
<5S A?

*=«<.+l
ó

o+p
S |F<(£r)|<0

Í = C

quedan satisfechas por los valores de c superiores á í,, en la 
región del plano determinada por la condición 12 — 2J < ?;

00
luego la serie Ï Fc(-2f) es uniformemente convergente en la re-

C = I __ 
gión definida por la condición |2 — 2„| p.

Esto sentado, como Zq es diferente de a^, supongamos 
que se da á p un valor suflcientemente pequeño para que sea 
k — «ol < 1^ — a^ |.

El segundo miembro de la igualdad

^cl 1 X 11—|— I
'^ ac / 1=1^0 *^c' ^0 — a^ / 

es susceptible (60) de ser desarrollado en serie ordenada según 
las potencias de z — Zf¡ en la región del plano determinada por 

MCD 2022-L5



SERIES 165

la condición [^ — ^o| ^ o; luego lo mismo sucede á la función 
F'c('S), y tenemos (60),

S Fe (^) = P(ír -
C=1

00
La función S Fc (2) es pues regular en el punto ¿Tq. Consi

deremos ahora un punto singular aj de la función que quere
mos formar. Dando en este caso á p un valor suficientemente 
pequeño para que en la región determinada por la condición 
I^ — ^y| <¿P no exista otro punto singular de la función con
siderada, tenemos que

CO
£Fc(^) - Fy (^) = p.(^ — ay),

puesto que el primer miembro no tiene el punto singular aj, y 
por tanto que

S Fe (¿r) = Gy Í ) + P^C^r — ay);
v —J /

luego ay es un polo ó un punto singular esencial de la función 
2Fe(^).

Los puntos singulares a,, a,,...de la función que hemos 
formado, son diferentes de cero.

Para que o sea un punto singular de esta función, de modo 
que en su entorno tengamos

(Í \ /l\ w /T \®-), Gj- = Ï (i) ,
Z/ \Z/ c=l\2/

basta hacer

2 FeU) + GJ-).
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En efecto, la función

es (6o) regular en la proximidad de cualquier punto ^g dife- 

rente de o; y en la proximidad del punto o, la función S^Fc(s’)

es regular.
Para demostrar la 2.'‘ parte del teorema, basta notar que la 

diferencia entre/(s) y Fc(^) no tiene puntos singulares, y por 
tanto es igual á una función entera cú(5) (*)•

§ 5.“ Algunas series.

71. Polinomios de Legendre. En la pág. 63 se des
arrolló en serie la función

i

cuyo desarrollo podemos escribir así:

j' = i + - ^(2.r — ¿r) 4-------  ^\2A- — 5’)2 +
2

+ L- 3-5----(2« —i)
2.4.62„

£'«(2x — ^)”+..........

que puede deducirse del desarrollo

i
V'‘i + ^

+ (- 1)* ' 3 • 5_ 
'2.4 2n

haciendo I — 2^.r -j- ^2 = I — ^(24r — ^).

1*) Gomes Teixeira Curso de Analyse infinitesimal.
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Sean r el valor absoluto de ^ y o el de 4;. Cuando se des
arrollan las expresiones entre paréntesis y se efectúan las mul
tiplicaciones, la serie de los valores absolutos de los términos así 
obtenidos, se reduce á

, 1.3-5..........(2« — i)
H----- 7------------------r”(2p-|-r)®-h2.4.6........... 2« vriyi

que es el desarrollo de [1 —^(23 + r)] -; siendo convergente 
para

r2 + 2í;r—i<o ó ^< —p + Vp’+i.

La serie considerada es pues absolutamente convergente 
para

>i< - 1^1 + V^^T^, 
y su suma no cambia, cuando se invierte el orden de sus térmi
nos. Pero si se ordena con arreglo á las potencias ascendentes 
de ^, la expresión del coeficiente de ^^ será

V ^-3..........(2«—i) 1.3.............(2» —3X4r«-*
-------------------------------------------

1.2H I.2(«—-2) 2

1 . 3......... {2n — 5)
1.2..........(n — 4) 2.4

_L(_ 1)? ^-3............ (2« —2^^I) ;r”-Sp
1.2........... (« — 2/) 2.4..........2/~^

El desarrollo de 7 puede por tanto escribirse bajo la forma

Los coeficientes de las potencias sucesivas de 3 son los po
linomios de Leg'endre. Estas funciones se presentan en la teoría 
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de la atracción de los cuerpos esféricos, por lo que Gauss las 
llamó funciones esféricas.

El polinomio X^ puede escribirse bajo la forma

1.3........... (2« — 1) r n(n — 1)_ --------------- - ---------- - ;c^ _----------------------
1.2..........n 2n—i 2

«(« — 1) (^ — 2) (n — 3) 
(2« — I) (2« — 3) 2.4

' ' (2« — 1) (2« — 3)... (2« —2/+1) 2.4 ... 2f ‘ 

p^^^ 1.3-5(2« —1) _ 2k(2K — I)(«-I- l) 
1.2.32.4.62« 

pues supuesto que esta identidad se verifica, se demuestra que 
subsiste cuando se sustituye n por «4-1. Pero se verifica para 
««i, « = 2,.......... ; luego la expresión del término en;r’*“2p 
del producto 2.4...2»X„ es

p 2n{2n — i)...(n-\-i}n{n —1)...(« — 2/-|-i) x^-^p

(- 0 {2n—1)(2« - 3).......(2« — 2/-|-l) 2.4... 2/’

es decir,

(— 0 ----------73------- 7--------- - (2K — 2/) (2« -2/- 1).......

(n - 2f-\-l)x^~^P, ) 

ó también
n(n — 1)(«—/4-T) cl»x^^-^P

1.2/ í¿r« ’

concluyéndose que el producto 2.4.62«X„ es la deri
vada ;2SÍnia ¿gj polinomio 

, , « n(n—1) 
(4:2   I)« = 4^2»* X^^-^ 4. —   4:2«-4   

I ~ 1.2

+ (- I)^ —-------------------- ------- ^ ,i;2n-3p 4.•
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luego
i — 1)»

2.62Ji

fórmula debida á Olinde Rodrigues.
Los polinomios X„ tienen propiedades análogas á las funcio

nes de Sturm.
72. Serie hipergeométrica. Se llama serie ki/er^eome'- 

triea á la serie entera

0^ i(a+2)P(^

_j_ «(«+(«4-« — j:)3C^ + i) (^ + « — I)
i.2...«.Y(v+i)...(Y-j-« —I)

no siendo los enteros o, 3, y,..........negativos.
La relación del término n^ de lugar « + 2 al precedente es

w^ + (a + P)k + ap
«2 + (y + !)« + y ’

SU límite, para k = co es igual á ,r. El radio de convergencia de 
la serie hipergeométrica es pues 1.

Si x = i, los términos acaban por hacerse del mismo signo. 
Apliquemos la reg-ia de convergencia de Gauss:
Si en una serie /positiva se iiene

^^B +1 __ n^an  ̂~ -{-a^n^ ~ _|-ú!^_i

â^n^~‘-‘ 4-4- èp_i ’

¿os te'rminos decrecen d partir de cierto tug-ar, y tieJiden kacia cero 
/>ara b — a ^ o, tertninando por aumentar inde^nidamente para 
^ — a <^ o, j' tienen un timite que no es nuto para b — a = 0. La 
serie es converg-ente para b — a> 1, en tos demás casos es diver
gente.

La aplicación de dicha regla ó criterio da los resultados 
siguientes;

i-“ « + P — y 4- 1 > o. Los términos aumentan indefini
damente en valor absoluto.
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2.® a + P —Y — 1=0. Los términos tienen un limite que 
no es nulo.

3,® a + p-j-ï — I <^0. Los términos tienden hacia cero.
La serie es convergente tan sólo cuando a, ¡3, y verifican á la 

desigualdad a + P — Y <^ 0.
Si .r = — i, se ve que la relación "de un término al prece

dente termina por hacerse negativa cuando « es suficientemente 
grande. Los términos son pues, á partir de cierto lugar, altema- 
tivamente positivos y negativos. Según lo que precede, no tien
den hacia cero más que cuando se tiene a ~{-pi — y — 1 <^ 0, 
y en este caso, sus valores absolutos van decreciendo. La serie 
sólo es pues com ergente para

a + P — v - I <^ 0;

y, por otra parte, solo es absolutamente convergente cuando 
<* + ? — Y<o.

La serie hipergeométrica es un caso particular de la serie

, 1 í>-g*) (1 —g^l

(1(1(1 — ÿï) (1 — ?ï+')

llamada serie de Heine que se reduce á aquélla haciendo <7=1.
Cuando la serie hipergométrica es convergente, su suma se 

representa por F(a, ¡3, y, .r) y se llama ftindón de Gauss.
73. Polinomios de Hermite. La derivada «’*i®« dej=^-**’ 

es de la forma

expresando P„ un polinomio entero en .v de grado n. Estos po
linomios se llaman polinomios de HtTtnile.

'fres polinomios consecutivos verifican la relación recurrente

l^n-|-l 4“ 2-VP„ -{“ 2«P,j_i = O, (l) 
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porque derivando « veces la ecuación

y 4*  = o,

(*] Goursat Coura 4' Analysa mathiinatique t. I p, 4.56.

se obtiene y» + i) -p 2,ry”) -j- 2wy”~^> = o; 

y si se divide por e~^ , se obtiene la ecuación (l).

§ 6? Funciones analíticas

74. Definiciones. Función anaiíí¿ca es toda función de 
un número cualquiera de variables .r, j/, s  que en la proxi
midad de un sistema de valores ..........puede desarro
llarse en serie entera ordenada según las potencias de -r — .fp, 
y—j'^, £' —^„, y convergente mientras que los valores 
absolutos de estas diferencias no excedan de ciertos límites. 
Estas funciones resultan unas de otras. Dadas una ó varias fun
ciones analíticas, la integración ó la diferenciación y las opera
ciones algebraicas, tales como la multiplicación, división, com
binación por sustitución, etc., conducen á nuevas funciones 
analíticas. Pero siendo analíticas las funciones más simples, tales 
como los polinomios, la exponencial y las funciones circulares, las 
primeras funciones estudiadas por los geómetras han sido nece
sariamente analíticas. Además, á pesar del papel fundamental de 
las funciones analíticas, no debe olvidarse que sólo forman un 
grupo particular en el conjunto de las funciones continuas ().*

Según Weierstrass, función analítica es el conjunto de todos 
los elementos FÇv — a) que se deducen unos de otros por el 
método de prolongación, y expresión analítica es toda expresión 
que se sabe calcular por medio de operaciones analíticas cuales
quiera conocidas. (Adición, multiplicación, división.......... )

75. Prolongación analítica. Sea
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una serie entera con relación á jf — ^oi cuyo círculo de conver
gencia tiene el radio Ro y el centro .ro. La suma de esta serie 
define una función de .r para todos los valores de ;r tales, que 
1-^ — ^oK Ko

ba serie (i) según Weiersírass es un e/emenio de funcion 
analítica.

Sea Xi un punto interior al círculo C^. Si se hace

4r — .rn = 4;^—.r,, 4-^, k = x—;r,, 

existirá (57 y 63) una serie ordenada según las potencias de k 
cuya suma será la de la propuesta y convergente siempre que se 
tenga

I^ —^,1 < K„ - |^, - ^oh
es decir, mientras que el punto at sea interior al círculo descrito 
desde .r, como centro, tangente interiormente al círculo Co. Ex
presamos esta serie por

/’^(.r — AT,) = ¿0 + ^i(^ “ ^1) + ....... + ^«(^ — ^»)" +.......

Los coeficientes k^, k^,.... , k„,.......... son los valores, 
para .r = at, , de las funciones

d id^

Sea R, el radio del círculo de convergencia C, de la serie 
^1 (^ — ^o)-

Dos casos pueden presentarse: ó bien se tendrá, cualquiera 
que sea el punto at, situado en el interior del círculo C^,

R| = Rü — 1^1 — ^oh
ó bien para ciertos puntos, por lo menos, se tendrá

Ki >Ko - !^, - ^oh
En el primer caso, la función definida por la primera serie 

P{x — ATo) se halla realmente contenida en el círculo de con- 
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vergencia Co: no pudiendo continuarse ó prolongarse más allá. 
Un ejemplo de este caso ofrece la serie presentada por Herr 
Lerch (Ada Maíkematica t. X, p, 87.)

»» = 06

n=l

cuyo círculo de convergencia tiene por radio i. Si se hace

= r(cos + /sen f) siendo r < 1, y si se supone a = - 27:, 

siendo / y ^ enteros, se verá que, para este valor de la variable

n=q—1 «=«
P(ar)= £ 4r^ • 2........»+ 2 ^1 • a......... M.

La segunda parte de la serie del segundo miembro es real, y 
el valor absoluto de la primera es menor que ^ — 1. La segunda 
parte, además crece indefinidamente cuando r tiende hacia 1 por 
valores crecientes; luego lo mismo sucede á ¡P(4:)| cuando el 
punto 4r se aproxima á la circunferencia del círculo Cq, perma
neciendo en el radio que termina en el punto cuya afija es

/ /
eos — + 2 sen — 217,

? ? 

concluyéndose de esto que dicho punto no puede hallarse en el 
interior del círculo de convergencia de una serie P^ (x — xj de
ducida de P(x) como se ha indicado anteriorrnente. Además, en 
todo el arco de la circunferencia del círculo 0« se halla una in
finidad de puntos cuya afija tiene la forma indicada. Todos los 
círculos de convergencia de las series tales como P(.v — x^) son 
pues tangentes interiormente al círculo C^. Lo mismo sucederá

á la serie X ;tr” y á otras series análogas.
«3=1

El segundo caso es el que se presenta con más frecuencia. 
En este caso, los dos círculos C,, y C, tienen una parte común 
[^0’ CJ, y podemos enunciar el siguiente
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Teorema En iodo /unto $ interior á /a ve^ á ¿os dos círcutos 
C^yC^ ¿as dos series P„(x — x) y P^(x — x,) representan ¿a 
misma función.

En efecto, para todo punto y situado en el interior del círculo 
C'i descrito desde el punto Xo como centro y tangente interior
mente á C{„ las dos funciones Po(x — Xo') y Py{x — Xi} son igua
les, así como sus derivadas. Esto es evidente para las derivadas, 
si se considera á éstas como los límites del incremento de la 
función al de la variable, y resulta evidente también, si se com
paran los dos desarrollos

h
1 1 t ^ • • •

p, ex' - AT.)+-P-,(^-x,}+...+p;”>(^'—r.)+... 

desarrollos en los que P^f\^' -^0) Y -^í”\^' — Æj expresan 
los valores para x = x' de las «simas derivadas con relación á 
.r de Po^x — x^^ y P^ (x — .fj, que se obtienen sustituyendo, en 
estas últimas funciones, .r por .r' + k y desarrollando después 
según las potencias de h. Estas dos series enteras en h deben 
tener valores iguales para valores sufícientemente pequeños de A, 
y por consiguiente, deben tener sus coeficientes correspondien
tes iguales (21). Si pues $ es interior al círculo C', las dos 
series Pfx — x^,) y P{x — x^} tienen el mismo valor en este 
punto, así como todas sus derivadas.

Si pues se consideran, en general, dos puntos cualesquiera, 
se les puede suponer ligados de la manera siguiente. Imagine
mos una serie formada por un número finito de puntos, tan 
próximos como se quiera,

de los cuales ;r, y ; sean respectivamente el primero y el último 
y una serie correspondiente de círculos
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tales que el centro de cada uno sea el punto correspondiente de 
la serie (1) y que cada círculo contenga en su interior el centro 
del círculo siguiente. Llamaremos á la figura formada por estos 
círculos, cadena de círcu-ios entre .r, y L (Es con frecuencia có
modo suponer que cada círculo contenga también el centro del 
círculo precedente, con el fin de que pueda descender la cadena 
yendo de ? y 4:, como se asciende yendo de -r, á

Siendo los puntos ^r, y Ç interiores al espacio [Co, C,J, su
pondremos formada la cadena por círculos que sean todos inte
riores á este espacio y que no sean tangentes al límite. Se podrán 
tomar, por ejemplo, los puntos 5„ .......... ..  5« en el segmento
de recta que une á L

Esto sentado, en todo el punto del círculo ¿7,, las dos series 
^'Á^ ~ ^u) y -^iC^ — -^1) tienen los mismos valores, así como 
todas sus derivadas y diremos que en este círculo coinciden éstas. 
El punto ^1 es interior á los círculos í,, C^, C,. Si en Cualquiera 
de las dos series se sustituye .r por ;, + ,r — ;, y se ordena con 
relación á .r — ?,, .se formarán dos series idénticas enteras en 
4? — ?, pudiéndose representar cualquiera de ellas por w ,(.r— cj. 
Esta última serie converge seguramente en el círculo Fi, interior 
á los círculos Cg y C,, y coincide, tanto con Pq{x — .rd) como 
con /’,(;r .r,). El punto es interior á los círculos Co, C,, F,. 
Bi en las series ^^(^ ~ ^«’, ^iCr — -r,), - ;p,) se sustituye 

por ?2 + ~ í2 y se ordena con relación .r — í„ se formarán 
tres series idénticas enteras en .r — ^^ de las que una cualquiera 
puede representarse por w(.r = çj. Esta última converge en 
todo el círculo 1\ interior á Co y á C, y coincide con P„(.r — .ru) 
y ■^i(-'^— -t-|). Se continuará del mismo modo, y se llegará así 
por un número Jinifo de operaciones á una serie entera en .r — ^,

convergente en el círculo F de centro ?, interior á los círculos

(•) Elements de la Ihéoñe des fonctions elliptiques, par .1. Tannery el J. Molk
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Co y C, y que coinciden, en este círculo, tanto con P^Ç-'r = 4^0) 
como son /\(^ = •*’i )> quedando demostrado el teorema

Ejemplo. Sea

en la que el radío del círculo de convergencia es 1. En un punto 
interior .r de este círculo, las derivadas sucesivas son

I 1.2.......—I

Por consiguiente, siendo 4-, un punto interior á C,

PW = ?(.,) +
i “T 1

£ (4: — x,y i (4? — 4?,y 
2 (1 + .ri)' 3 (1 + *1)’

= P(X.) + P
X — 471
1+^1

Se ve por otra parte que la serie

entera en 47 — 47,, es convergente mientras se tenga

147 — 47,1 <11 4-47,1,

es decir, mientras que el punto 47 se halle situado en el interior 
de c„ descrito desde el punto 47, como centro y que pasa por el 
punto — i. Así, el círculo de convergencia de la serie

/X — 47o\ P(x,) + P —i-----Í
' ' \ 1-1-47,/

es en general parcialmente exterior al círculo C, y se tiene de 
este modo un primer medio de continuar la función P{.v) fuera 
del círculo C, que podrá emplearse sucesivamente.

MCD 2022-L5



SERIES 177

Por otra parte, si .r' es un punto cualquiera exterior ó inte
rior al círculo C, pero cuya afija no es real negativa y menor 
que — l(ó = — i\ la serie

X — X' 
i -j-^'

i (x — ;v')- i (x — x')’ 
2 (i + x'ÿ "^3 (i +^7 

entera en x — ;r\ es convergente mientras que x satisfaga á la 
condición

?X — ^'i <. ¡I + A-'i,
es decir, mientras que x se halle en el interior del círculo C' 
descrito desde x' como centro y que pasa por el punto — 1; y

(x — x'\ 
1 es igual á 

i I i 
x' \x' ~ 1 x'

-^(•^) y Plas funciones
x — x'\
I + ATV 

tienen en .r todas sus derivadas iguales, concluyéndose que, si 
se designa por « un valor de ;r que satisfaga simultáneamente 
á las condiciones

lili <C I, ■ i<x — -r'1 <Í i I + ^'1,

las dos funciones

i -p x'

coinciden, así como sus derivadas en el punto a, y coincidirán 
por consiguiente, en toda la' región común á los dos círculos 
respectivamente concéntricos con los dos círculos C y C' y de 
radios un poco menores y por consiguiente, en un punto cual
quiera de la región común á los dos círculos C y C', que con- 

12
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tiene el punto a. Si se suprimen las porciones de las dos 
circunferencias C y C', tales que cada una es interior al 
círculo de que no forme parte, se define en el área ((C, C')) una 
función única (Z^’), holoforma en el área, pero no en el 
contorno (*).

El dominio de existencia de una función analítica puede 
extenderse sucesivamente, mientras sea posible su prolonga
ción analítica. De esto resultan obstáculos que impiden dicha 
prolongación analítica, los cuales son los /junios sin^u/ares.

Sea L una línea arbitraria que parte del punto inicial a. To
dos los puntos de L, interiores al círculo de convergencia 0«, 
pueden ser alcanzados por medio de un número finito de ele
mentos. No sucede lo mismo respecto á un punto a de la cir
cunferencia Cft ó exterior á ésta, ocurriendo dos casos posibles:

i .° Existe una serie de potencias 7’(¿c¡a) que coincide con 
P{xla) en la región común á los dominios Ce y C^,. La función 
analítica es entonces holomorfa ó reg'ular en a. El punto a es un 
punto ordinario.

2 .® Si es imposible formar dicha serie, el punto a es un 
punto sin^uiar, el cual es punto frontera que sirve de separación 
entre los puntos de la línea L que se pueden alcanzar por la 
prolongación, siguiendo la línea L á partir de ¿í y los otros 
puntos de dicha línea. El conjunto de los puntos de este tipo, 
relativos á todos los elementos, constituye la frontera del domi
nio de existencia de esta función. El conjunto de los puntos 
singulares es el conjunto de los puntos en que la función no es 
regular, es siempre cerrado, porque un punto ordinario es el 
centro de un círculo cuyos puntos no son ninguno singular.

Respecto á las singularidades citaremos el caso de la serie

i -L txx® -1-.......+ íí’‘X‘=’^ +........ (æ const > o; c entero > o) 

cuyo círculo de convergencia tiene por radio la unidad, porque 
la relación de un término al precedente tiende hacia cero ó al

< *) Tannery el Molk. Elements de la Tkéfrie des fonctions elliptiques p. 85-87.• 
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infinito según ¡A’] es<^ i ó ^ 1. Dicho círculo es una línea 
singlar para la Junclo'n definida por la serie. (*)

(*) Omitimos la demostración expuesta en la obra Legons él»>n sur la théor. 
des. fonc. analytiques par Edouard. A. Fouet, pag. 308.

Citaremos que el profesor M. Pringsheim demostró que: La 
Junción definida por una serie entera tiene en general como cor
tadura (coupure) su círculo de con‘ver¿;encia. Resultando de estas 
consideraciones la existencia de funciones analíticas que cesan 
de existir en toda una región del plano, es decir, teniendo espacios 
la^^nares.

Respecto á la expresión, por medio de integrales ó de series, 
de las funciones analíticas que tienen líneas singulares ó espa
cios lagunares, citaremos con M. Fouet el ejemplo presentado 
por M. Poincaré, con la serie

siendo C un contorno (que tiene en cada punto una tangente y 
un radio de curvatura) que divide el plano en dos regiones, una 
interior y otra exterior á dicho contorno. Se supone que la serie 
2æ„. converge absolutamente, que todos los puntos hn se hallan 
en el interior de C ó en C y forman un conjunto denso en cual
quier arco de C. En estas condiciones, en el exterior de C, la 
serie ®(x) tiene sus elementos holomorfos y converge uniforme
mente, siendo, por tanto, holomorfa. Además, se obtiene que el 
círculo de convergencia relativo á cada uno de los puntos de 
todo dominio exterior á C, es tangente exteriormente á C. La 
función analítica ^(x) tiene pues la región interior á C como es
pacio lagunar.
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GAPÍTUnO II

integrales

§ I.° Representación de una función de variable compleja

76. Fórmula fundamental. Sean s una variable imagi- 
ginaiia, r su módulo y / su argumento. Se tendrá

s = r(cos /» + / sen _^) = re^’'

Supongamos que /(s} sea finita, así como su derivada para 
todo valor de s cuyo módulo r es menor que cierto límite R, y 
que permaneciendo el módulo constante, cuando el ángulo p 
varíe de una manera continua desde a hasta a 4- 2-k, la función 
vuelva á adquirir el mismo valor para / = a -{- 2- que para 
/ = a; tendremos qííe

J a

Jfara todo módulo r menor qtíe R.
En efecto, derivando respecto á r y /, resulta que

(>/(3} dS • 'éf(^'] '<i3 , „i

luego

Pero, como por hipótesis /'(s} permanece finita y continua 
para todo valor de ^ cuyo módulo es menor que R, lo mismo 
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sucederá á los dos miembros de esta ecuación. Así pues, multi
plicándolos por dr . dp é integrándolos con relación á r desde o 
hasta r, y con relación á / desde a hasta x -j- 2«, tendremos

pero

luego

f ^Í^ dp = f \ re(.^- + ^^y] — / {re^-^}.

Por hipótesis el segundo miembro de esta ecuación es nulo; 
luego

77 17(^)~yCo)N/=o;

luego
pa + 27: pa + 27: p^ + ^r:

7(o)J dp = J /{^}(Í/>, Áo}:==^J J{^}dp.{l}

Si se hace en (1) a = o, resulta

(2)

que para a = — 37: es, cambiando / en —/,

J o
Sustituyendo /{s) por F(^ 4- í^) en (1), resulta

^a + 27í
^("^^ 77 1 a ’^ (3)
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Así, una función F(;r) de una variable x, real ó imaginaria, 
puede hallarse representada por una integral definida, siempre 
que/(.T + re^’) permanezca finita y continua, así como su de
rivada, para el valor atribuido á r y para todo valor menor, y 
siempre que dicha función vuelva á obtener el mismo valor, 
cuando /> aumenta en zx.

Ejemplo i:" Sea f(s) = ^~~;- ^^^^ función y su derivada 

se hacen infinitas para sr = i, valor cuyo módulo r = i; pero 
son finitas y continuas para cualquier valor del módulo menor 
que i. Se puede pues, aplicar la fórmula (2) que será, para

1:

y tendremos que

2t:~ I j—j,, eos/ — Irsenp

(i — r eos/-4-7?sen/) 
p i — 2rcos/-t“r*

y separando las partes reales y las imaginarias:

^” i — reos/ p^'’ SQnpdp
5 i — 2rcos / + r’ J 0 i — arcos / +

2/ Sea /(^) = ^®’, función finita y continua, lo mismo 
que su derivada, para cualquier valor de ^. Se tendrá para 
cualquier valor del módulo r,

1 j_ __  I ^ar cosp -|- » . ar senp ^p- 
^^ J . 
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haciendo ^r = b', y separando las cantidades reales y las imagi- 
ginarias, resulta

P /“’^cos (3 sen />}d^ = 2^, 

o

J> C0SPggj^ 0 ggf^ P}dp = 0.

3." Sea f{s} = log (i — de donde f'(^') —— .

La función y su derivada se hacen infinitas para 2=1, 
cuyo módulo es 1. Es preciso pues, suponer en la fórmula (2) 
r < !• Entonces, haciendo crecer á / de una manera continua 
desde un valor a hasta otro a + 27€, la función log (1 — 2) tomará, 
para / = a -{- 2%, el mismo valor que para / =: a.

En efecto, hagamos

i — 2 = i (eos O + f sen 0):

o y 6 estarán determinadas por las ecuaciones

c eos 0=1 — reos/, G sen 6 = — r sen/; 

de las que resulta 0 = 4- Vi — 2r cosp 4- r-,

. —reos/ —rsen/ 
cos 0 = < , sen 6 = - .

yi — 2rcos/-j-r- yi—2rcos/4-^'

Se conocen pues los valores de cos 0 y sen 0 en función de 
p. Si pues se da á / un primer valor arbitrario a, se obtienen por 
estas fórmulas los valores de eos 0 y de sen 0 á los que corres
ponden una infinidad de valores del arco 0. Elijamos uno de 
estos valores, que representaremos por 6.

Haciendo crecer / de una manera continua desde a hasta 
a 4- 2k, los valores de eos 0 y sen 0 variarán también de una 
manera continua, á partir del valor inicial ê que corresponde á 
/ = a; y cuando p llegue al limite superior «4- 27€, 0 habrá 
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vuelto al valor inicial 6, ó bien diferirá de él en una ó varias 
circunferencias.

Pero si se supone ^'<; i, se tendrá o =€ para / = «+ 2k, 
lo mismo que para / = a, pues por la fórmula

, i — reos/
y i — 2r eos/ ^

vemos, que si se tiene ^<C i, eos o permanece positivo para 
todos los valores de /; luego el extremo móvil del arco variable 
0, medido á partir de un punto fijo de la circunferencia, se ha
llará siempre en el primero ó en el cuarto cuadrante; y puesto 
que su seno 3^ su coseno vuelven á tomar para / = a -j- 2^, los 
mismos valores que para / = a, el arco 6 volverá también á to
mar el valor 6 que se le había asignado para/ = a.

Habiendo hecho

i — .S' = o(cos 0 -j- i sen 6) = î^^‘,

2í:
(log? + ^¿)d/> de la que se deducenla fórmula (2) da o =

2?' COS / 4- r^) d^ = o,

are tg
— r sen /

i — reos/

77. Índices. Cuando una función primitiva F(.r) admite 
varias determinaciones, se elije uno de los valores iniciales F (a) 
y se sigue la variación continua de esta determinación, cuando .r 
varía en el mismo sentido desde a hasta b. Por ejemplo, sea la 
integral ,

P* + Q‘ j al+rw'’'’ 

siendo P y Q dos funciones continuas en el intervalo {a¿), que no 
se anulan al mismo tiempo. Una función primitiva es arc íg-Jí^x).
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Si Q no se anula entre a y â,fÇr) no se hace infinita y are tg/(.r)
TI “

permanece comprendido entre — ^ ^ ^’ P®’*^ ^‘^ sucede lo 

mismo, en general, si la ecuación Q = o tiene raíces en este in
tervalo. Para ver cómo debe modificarse la fórmula, conservare
mos siempre la notación arc tg .r para el arco comprendido entre

— J y 2 ’ supondremos que Q se anula una sola vez entre 

ay 0 para un valor de c de -r. Tendremos

P _nr}d.r_^ p-'- p + =' , p
J Û J C-£ Jc+z' 

siendo s y e' números positivos muy pequeños, y no haciéndose 
/(.r) infinita entre a y c — s ni entre e -j- s' y ¿; tendremos pues 

f r(jr) d,v
, = are tg/(c — s) — are tg/(<»)

C— Í

Se pueden presentar varios casos. Supongamos, para fijar 
las ideas, que /(.r) se haga infinita al pasar de -j- 00 á — 00; 
/{c — z) será positiva y muy grande, are tg f{c — s) se hallará

muy próximo á — , _f(c 4- $') será negativa y muy grande. 

are tg/^f -}- s') muy próximo á — - . En cuanto á la integral 

fc+ s'
, su valor será muy pequeño. Pasando al límite, resulta 

C —£
C^ f (.rUx

, . ^.z„^ = - + are tg/(¿) — are tg/(«).
o i "T J 0^2

Se vería de igual manera que sería preciso restar w si /(.r) 
pasase de — 00 á -j- 00 . En el caso general, se dividirá el inter- 
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valo (íZ, ¿) en intervalos parciales bastante pequeños para que, 
en cada uno de ellos, /(-r) solo se haga infinita una vez, y razo
nando para uno de los intervalos como acaba de hacerse, resulta

f'Cv}dx
7477^ = æ"® ^^■^^‘^) ~ ®’'® ^^-^^'^^ + (N — N')7r, 

expresando N el número de veces que /(.r) se hace infinito pa
sando de -|- 00 á —00 y N' el número de veces que/(.v) pasa de 
— co á -f- co . Este número N — N' se llama índice de la función 
/(;r) entre ay ó.

Observación respecto al desarrollo de las funciones, 
Cauchy empleó la fórmula (i) para el desarrollo de las funciones 
en series, habiendo llegado á la conclusión de que se tratará 
más adelante:

Una función F(x) de una variaifie x reaí ó imag'inaria, fuede 
desarroí/arse efi serie convergente seg'ún ias ffoiendas enteras y 
positivas de x mientras eí modulo de x sea menor ÿue aque7/ara el 
cual la función ó sti derivada /rimera se hacen ¿jfinitas ó discon
tinuas. Así, no cesando de ser finitas y continuas las funciones

sen .r, eos (i —

serán siempre desarrollables según las potencias ascendentes de 
.r. Pero dejando de ser finitas y continuas para el caso en el que 
el módulo de .r es i, las funciones

_log(i - .r), arc tg x. 
i + V i

así como sus derivadas, sólo serán desarrollables cuando el mó
dulo de -r sea menor que la unidad.

En fin, las funciones ix, , eos — son discontinuas, así 

como sus derivadas para .r = o; por tanto no son desarrollables 
en serie según las potencias ascendentes de .r.
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§ 2° INTEGRALES DOBLES.

78. Nociones generales. Sea/(.r, j/) una función de dos 
variables ,r éy. Hagamos variar á A' entre ,r„ y X y ájr entre jo 
é Y. Supongamos además que /(.r, j) sea continua para todos 
los valores de -r éj considerados. Para pasar de una suma sim
ple á una suma doble, dividiremos los intervalos (.To, X) é (jo, Y) 
en otros intervalos, de modo que tendremos la series de puntos

.1-0, 4?,, .r^. .r„_i, X, j,„ j,, j„ Y.

Podremos pues, considerar la doble suma
Í=:« k = p — l

^“¿o »=0 A--".-A) (*í+.-*<) (^*+, “A), (!) 

que se extiende á todos los valores de i y de k, respectivamente 
desde o hasta « — i y desde o hasta/» -- i; y vamos á demos
trar que; •

Siendo XQy X, y^ é Y va¿ores JiJos, si iodos Zos míervaios 
\.^i — x^. é y\_j,] — y^ tienden kacia cero se¿yín una iey cuai- 
quiera, d medida que su número aumenta inde/inidamente, ia e.v~ 
presión considerada tiene un ¿imite determinado.

función en dichos

Formemos el rectángulo MNPQ con las 
rectas 4r=.ro, .r=X, j =j, é j = Y. Este 
rectángulo quedará dividido por las rectas 
correspondientes á las subdivisiones
^1*^»..............  -i^n-i éjpj„............ Jp-i.

Para formar la suma S, consideremos 
todos los puntos (.Vp j^) y el valor de la 

puntos, que multiplicaremos por el área del 
rectángulo correspondiente; y efectuaremos la suma.

Esto sentado, principiaremos por demostrar el siguiente
Lema. Vado un número z tan pequeño como se quiera, se
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puede ha//ar una caniidad 8 tal, que en el interleí’ de todo reetán- 
£■¿110 eupos lados son paralelos á los ejes de coordenadas, contenido 
eji el rectán^'ulo MNPQ, p cupos lados son mettores que 5, la os- 
cllacio'n de la función f(x, y) sea menor que s, siendo s tal que

para todo punto (x', y') cupas coordenadas satlsjacen á las des
igualdades

Sabemos que la función considerada es continua cuando 
dado un número positivo s tan pequeño como se quiera, se 
puede determinar una cantidad positiva 5 conforme expresa el 
enunciado, y entendemos por oscilación de la función en una 
área la diferencia entre el máximo y el mínimo de la función en 
dicha área.

Dividamos MN y PQ en cierto número de partes iguales, y 
hagamos lo mismo con cada una de Ias partes obtenidas, conti
nuando así indefinidamente. Habremos descompuesto, con este 
procedimiento, el rectángulo MNPQ en una red de rectángulos 
iguales cada vez más pequeños, y se llegará al momento en que 
la oscilación de la función en cada uno de dichos rectángulos 

sea menor que j ; porque si así no sucediese, se tendría nece

sariamente un primer rectángulo en el cual la oscilación sería 

mayor que j, luego en un segundo rectángulo y así sucesiva

mente. Estos rectángulos hallándose contenidos sucesivamente 
unos en otros, tienden hacia cero; luego su límite es un punto; 
y en el interior de un rectángulo de dimensiones tan pequeñas 
como se quiera, alrededor de dicho punto límite, la oscilación de 

la función sería superior á lo que es contradictorio con la 

hipótesis de la continuidad de la función. Basta pues tomar para 
valor de 8 la menor de las dimensiones de los rectángulos, 

cuando la oscilación en todos ellos se ha hecho inferior á -•.
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Demostración del teorema. Adoptemos una ley particular 
de subdivisión por la cual se pase de un modo de subdivisión al 
siguiente, conservando siempre las rectas de la subdivisión ante
rior. Bajo estas condiciones, designemos por M^.^ el máximo de 
la función / en el rectángulo correspondiente al punto {x., y^), y 
formemos la suma

que tendrá un límite cuando los rectángulos tiendan hacia cero, 
según la ley indicada, pues dicha suma no puede más que dis
minuir cuando se pasa de un modo de subdivisión al siguiente, 
y además permanece superior á

m(X - 4^0) (Y — Jo),

designando por m el mínimo de /{^^ j) en el rectángulo MNPQ; 
y si p- es el límite de (2), la suma S tendrá en las mismas condi
ciones el mismo límite, pues podemos llegar á un modo de sub
división bastante lejano en la serie, para que en todo rectángulo 
(i, ^), se tenga

iMo <=•
para lo que bastará que los lados de todos los rectángulos sean 
inferiores á 5 (según el lema); luego las sumas (i) y (2) diferirán 
en menos de

•^^(^■¡+1- -’^¡)(A + ,-A) « !(X -4ro)(Y -A), 

y por ser « tan pequeño como se quiera, S tendrá á ¡x por limite.
Además el límite será siempre ¡x, cualquiera que sea la ley 

de subdivisión adoptada. Para verlo, nos basta comparar la suma 
S correspondiente á un modo de subdivisión (.r, j) según la ley 
adoptada con la suma S' correspondiente á otro modo cualquiera 
de.subdivisión, que expresaremos por (^, A. Si pues damos pre- 
viamente un número s tan pequeño como se quiera, y tomamos 
un modo de subdivisión (.r, j) bastante lejano en la serie, para 
que cada uno de los intervalos -^'j-^.! — ■*’í é A + i-— ^h ^®^ ^^®" 
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nor que 5, suponiendo además que los intervalos (^, í) sean 
bastante pequeños para que entre dos .r y dos y consecutivas 
haya por lo menos una y una Z: al rectángulo (2, /è) corres
ponderá en la suma S el término

Si además en S' descomponemos cada rectángulo (2', /) que 
se solapa (em/f¿éíe) con varios rectángulos (at, y), en una suma 
de rectángulos contenido cada uno completamente en uno solo 
de éstos rectángulos, podremos comparar la parte de la suma S' 
que proviene del rectángulo (A Z*), con la parte de la suma S que 
proviene del mismo rectángulo; y como el valor de la función / 
que se asocia á cada uno de los rectángulos parciales que for
man el rectángulo (/, Z) es el valor de esta función para un 
punto situado en un rectángulo (x, j/) limítrofe del punto (/, Z), 
resulta que este valor diferirá de (/-Vp j'^) en menos de $. Por 
consiguiente, la diferencia de las dos partes consideradas S y S' 
será menor que £ multiplicada por la suma de las áreas de los 
rectángulos parciales, es decir

luego ¡5' — Si <£ (X — A-e) (Y —70).

Pero S tiene por límite ¡x; luego S', en virtud de la desigual
dad precedente, tendrá el mismo límite que se expresa por

Esta expresión recuerda que el límite' representado por ella 
es la suma de los elementosyíx,^’)^/^'^//, en los que dx y dy 
son positivos, y se dice que esta integral doble se extiende al 
área del rectángulo MNPQ.

Cálculo de la integral. Consiste en el cálculo sucesivo 
de dos integrales definidas, pues si escribimos la suma

A) {^<+1 - ^«) (A+i -J'J
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bajo la forma

f [(A + . - A)

y hacemos tender todos los intervalos j^^f^i-- x-J hacia cero, 

dejando constantes las y, la suma última se reducirá á

Ù

si sustituimos y hacemos aproximarse hacia cero los intervalos 
(j* + i —A)’ tendremos

Í 'A ( A-r,jr)^-A^

Generalización. Sea una área plana
cualquiera limitada por una curva C. Tra
cemos una serie de paralelas á los ejes coor
denados, y coloquemos por orden creciente 
las abscisas de las paralelas á Oj' y de las 
ordenadas de las Ox. Tendremos una red 
de rectángulos. El rectángulo (Z, -è) corres
ponderá al punto (Xp j'J, siendo sus lados

«<+i - -\- e A + Ï

Formemos la suma

^-/W- A) (^¡+i •*■•;) t^í + i “ Ab (3)

extendida á todos los puntos (Ap j/^^ contenidos en el interior 
ó en el perímetro del área. Algunos rectángulos irre^^u/ares tales 
como mti/f^., podrán salir en parte del área limitada por C, j'’ 
figuran en la suma. Vamos á demostrar que ¿a sr/ma anierior 
¿¿elide hacia un i¿mi¿e alando todos tos rectán^uios tienden hacia 
cero, seg'iín una ¿ey cuaiquiera.

Adoptemos, para comenzar, una ley particular de subdivisión, 
por. la que se pasará á la siguiente conservando las rectas de la
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subdivision precedente. Sea Mp ^. el máximo de la función / en 
el rectángulo (Z, -é), y consideremos la suma

--Mrt(^«+. (4)

Se ve inmediatamente que esta suma tiene un límite, cuando 
los rectángulos tienden hacia cero según la le}' indicada, pues 
no puede más que disminuir, cuando se pasa de un modo de 
subdivisión al siguiente; y también para los rectángulos irregu
lares la disminución de la suma podrá provenir de que el área 
que debe tenei-se en cuenta se halla reducida. Además estas su
mas son superiores á

, — xA (y, , . — k » + 1 i) + l -^k;' 

expresando m el mínimo de f{x^ y) en el interior de una curva 
fija exterior á C, y aproximándose á ella tanto como se quiera. 
Si m es positivo, la suma fq) será positiva; si ffi es negativo, esta 
suma será superior á m R, expresando por R el área de un rec
tángulo cualquiera que contenga en su interior el área entera 
limitada por C. En ambos casos la suma (4), siempre decreciente 
y superior á una cantidad fija, tendrá un límite 4. Lo mismo su
cederá á la suma (3).

Por último, se tendrá siempre un límite igual á p-, cualquiera 
que sea la ley de subdivisión adoptada.

Vamos á hallar un límite superior de |S''= S¡. Con este 
objeto, observemos desde luego que los rectángulos regulares 
dan para esta diferencia una parte igual á lo más á

A'i+1 - *<) (^» + i-A)-
no comprendiendo más que rectángulos regulares. Esta expre
sión es menor que sR. Sea M el máximo de J. Los rectángulos 
irregulares dan en S y en S' una parte inferior al producto de M 
por la suma de los rectángulos irregulares j, y tendremos

|S' — SI < ^R — 2Mj.

Para demostrar que x tiende hacia cero, consideremos dos 
paralelas consecutivas al eje de las /, y sea además oá uno de 
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los arcos que limitan en C. Varios rectángulos irregulares pue
den hallarse atravesados por aâ, en el caso de la figura. La suma

de los arcos de estos rectángulos será igual á 
su altura común h por la suma mu de sus ba
ses. Supondremos además que los lados de 
estos rectángulos sean menores que 2; luego 
mu será menor que 20 aumentado en la pro
yección de la cuerda ad sobre Oy, cualquiera 
que sea el número de los rectángulos. La suma 

de los rectángulos considerada será pues menor que /¿(20 4- a^); 
luego

s <^ 2oL/z -}- ^kaá, ó por ser k < 0, ^ <^ 2oZ/z -j- ol^^.

Pero £/z es finita, porque designando con X el número máxi
mo de veces que una paralela á Oy encuentra á la curva C y con 
/ la distancia de las paralelas extremas á Oy que encuentran á 
la curva, se tiene S/z <^ ZX.

Además la suma de las cuerdas ai es finita, pues la suma de 
sus proyecciones sobre O.r es menor que ZX, y la suma de sus 
proyecciones sobre 0/ menor que Z'X', expresando X' el número 
máximo de veces que una paralela á 04: encuentra á C y por Z' 
la distancia de las paralelas extremas á O-r que encuentran á la 
cuiva; luego

S aé ^X -}-

siendo J el producto de 8 por un factor que permanece finito, 
tiende hacia cero, cuando todos los rectángulos tienden hacia 
cero. Queda demostrada la existencia de la suma (3).

De un modo más general podemos considerar la suma

Á) (*,+,-*i) (^*+.-^*)

en la que y. é j^ expresan las coordenadas de un punto cual

quiera situado en el rectángulo (Z, ^), pues el limite es el mismo. 
En efecto, J[f\, X) difiere de /(-'V., j’/J en menos de $ si las di- 

13
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mensiones de los rectángulos son menores que 5, y porque las 
dos sumas difieren en menos de

£2

tienen el mismo límite.
EI cálculo de esta integral podrá efectuarse, haciendo la 

suma en la hipótesis de ser .r constante, y 
tendremos para cada incremento dx

dx

designando j/j é fj', > /«) las ordenadas 
de los puntos de intersección de C con una 

paralela á 0> cuya abscisa es x.
Sumando enseguida con relación á -r, resultará

Æ y A son dos constantes que representan las abscisas de las 
paralelas extremas á 0^ que encuentran á la curva.

Los límites j/, éj, de la primera integral son funciones de ,r.
En el caso de ser f (x, y) = 1, el valor de la integral doble 

// dxdy estará dado por

dx dy= {y, —y.^dx.

79. Integrales triples. De una suma doble se pasa á 
una suma triple. Supongamos el caso de tres variables x, y, 3 
que consideraremos como las coordenadas de un punto en el 
espacio, y tracemos tres sistemas de planos respectivamente pa
ralelos á los de coordenadas que dividirá el espacio en una red 
de paralelepípedos rectángulos. A cada punto (Xp y^, 3,^ aso
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ciaremos el paralelepípedo cuyos lados son las expresiones po- 
sitivas (.r.^, —.r.), (»^,- /»), (», + ,- 2,). Sean además 

V un volumen y /(.r, ^, ^) una función continua de .r, jr, s. Si se 
forma la suma triple

2SS/(4r,,/^, aj - .r;) (j.^^,_ j-,) (í,^, 

extendida á todos los puntos (x.^ y^^, z^'j situados en el interior 

del volumen, se demostrará, como en el caso de dos dimensio
nes, que esta suma tiene un límite que es siempre el mismo, 
cualquiera que sea la ley según la cual los paralelepípedos tien
dan á cero. Entre estos habrá algunos ¿t reg'u^ares^ es decir, que 
salen parcialmente del volumen V. La suma de estos paralelepí
pedos irregulares tiende hacia cero, como se puede demostrar re
pitiendo y extendiendo la demostración á que nos referimos, 
pues si suponemos la superficie S comprendida en el volumen 
limitado por dos superficies poliedrales variables, la una exterior 
y la otra interior á S, siendo superficies tales, que el volumen 
comprendido pueda hacerse inferior á una cantidad s previa
mente dada; en estas condiciones, los paralelepípedos irregulares, 
á partir de cierto momento, se hallarán todos comprendidos en
tre las superficies poliedrales y, por consiguiente, la suma de los 
volúmenes de estos paralelepípedos tiende hacia cero. El límite 
se representará por

J{,v, y, z} (i,vdyds, 

y se dirá que esta integral triple se halla extendida al volumen V.
80. Integrales múltiples Cuando se pasa á considerar 

« dimensiones, no es posible la representación geométrica, pero 
puede extenderse el razonamiento, considerando en una mti/ti- 
//¿cidad ó variedad de « dimensiones el conjunto continuo de los 
valores de « magnitudes .fi, .r^,......... .r„ que satisfagan á una 
ó varías desigualdades de la forma

?(^i. -=^8». ^«)>0, (2)
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y supondremos que los valores de .v que satisfacen á estas des
igualdades, permanecen inferiores en valor absoluto á un núme
ro fijo; por ejemplo, la variedad que satisface á la desigualdad

St 2|■^i + 't^2 + + 4 < R’.
Sea ahora una sucesión de valores crecientes de .r„ de .r^,..., 

de ,r„. Formaremos la suma múltiple

—..........VÍ^P ^r............ , .1^») A^iA^r,...........

expresando Xr^Aj^a,......... los incrementos positivos de ;r,,x¿, 
al pasar de un valor al siguiente, extendiéndose esta suma á los 
valores considerados de A*,, .r,,......... , .r» que satisfacen á las 
desigualdades (2). Dicha suma tiene un límite que se repre
senta por

y es una integral múltiple de orden «, extendida al continuum de
finido por las desigualdades (2).

81. Integrales de diferentes órdenes. Se llama integial 
primera de una función /(.r) la función cuya derivada es /(a), 
y de igual manera llamaremos integral de orden n de una función 
/(.r) una función y tal, que se tenga 

integrando una, dos, , n veces, y designando por .fo, 
Cy, C,, , C»_i constantes, se tendrá sucesivamente

\ ( f^v^d.v'^ -j- C^a: 4- C, 
-^ æ« ^ ’’o
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“H..........“H ^« — 2-1'-J- Cn — i.

Como Co, C,,..........son arbitrarias, llamando P(.r) á un po
linomio arbitrario de grado « — 1, se podrá escribir

(4r)rf,r« + P(.r). (2)

La solución más general de la ecuación (i) contiene pues el 
polinomio arbitrario P(.r) de grado «. Las diversas soluciones de 
(i) sólo podrán di/erir enlre sí por un polinomio aróilrario de 
¿;rado n — i.

Vamos ahora á demostrar que las integraciones sucesivas 
que concurren á formar la solución j', pueden sustituirse por una 
sola. En efecto, la integral de primer orden será, despreciando la 
constante,

/(.r) d.v; (3)

la de segundo orden, será

ó integrando por partes, y despreciando las constantes.

f(.v)d.v — .rf(,v)d.v. Í4)

la integral de tercer orden será

f^-r^ílx .vf^X) d.V
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Ó, integrando por partes, y despreciando las constantes,

7 (5)

Los resultados (3), (4) y (5) pueden escribirse así:

/(^)^^X o

| f(.z')dz— I zf^s^elz ó 1 ------ /{z^dz,

f^z^dz — x I zf{z')dz — I —fÇz^dz

P^ (x — 2^

Para la integral de orden n se induce la fóimula

Y en efecto, podemos verificar que esta función: i.® tiene á 
/(.r) por derivada »«**”“; 2.® que se anula, así como sus « — i 
primeras derivadas para .r = .r^, pues tenemos, aplicando las 
reglas de diferenciación bajo el signo /,

dx í — 2)! ‘ —1)! Z = X

pero el término en el que se hace z = x es nulo; luego

dy (.r — 2)« * 2 

(« - 2)!
/(2) dz
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y sucesivamente

dx'

l/n-ïy px px

Las « — i primeras derivadas de y son pues nulas para 
.r — .r^i, y diferenciando todavía, resulta

La fórmula (6) es una solución de (i), y se obtendrá, agre
gando un polinomio arbitrario P(^v) de grado « — 1, la solución 
más general,

Una integral de orden n se calcula pues por una integración 
única.

82. Fórmula de Taylor. En efecto, la solución más 
general y de

'^=fÇr} (i)

y designando por f^(x) la derivada w”*"’" de /(x), la solución 

mas general de = /{x}

será y= Ç ^''^ " ^\ ■/"(g)ffe + P(x) (2)

Pero /(.r) es una solución de (1). Se tendrá pues,

/(4r) = P(4r)+ f’ (8)

U

MCD 2022-L5



200 LIBRO 3.®—CAPÍTULO II
Para determinar la forma de PCf), observaremos que la inte

gral así como sus n — i primeras derivadas son nulas para 
= x„; luego /(.r) — P(.r) deberá ser nula, así como sus 

« — i primeras derivadas para ,v = 4:^; luego

ZW — pero) =0, /'M — P^(dr^ = 0...........

— P«-i(.r„) = o.

Se conoce P(;r) así como sus n — i primeras derivadas para 
.r = .fü! luego

PW = P(.r,) + '' 1 ’■■ P'M +

PW = ZW ■ '’■'’ /'W + ... + (4r¿
I (« — 1)!

La ecuación (3) se reduce pues, á

ZW = Z(.r.) + ^^ /-'(-1^.) +

que es la fórmula de Taylor, en la que el resto tiene la forma

R y" (s)d2.

§ 3.” IntECxRALES CURVILÍNEAS

83. Definición. Vamos á generalizar la noción de suma 
de elementos de la forma f^^^') d,r..

Consideremos una función P(,r, /) de las dos variables x é /; 
y tomemos en el plano de las .v, y dos puntos ^t y P cuyas coor
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denadas son (æ, A) y (¿, B), que uniremos por una curva C. Si 
dividimos el arco aJ3 en cierto número de intervalos, mediante los

puntos de subdivisión a,, Oj,............ an_i 
cuyas coordenadas son respectivamente 
(^1. Ji). (*4./8)*......... .. (^«-1. J«-i). for
maremos la suma

P(«, A) fr^ — a) + P(^o J.) (^4—^i) +

+ P(.r„_i, /«_i) (b — .r„_ 1), 

análoga á la que conduce á la integral definida, con la diferen
cia de que P depende además de j'.

Cuando todos los intervalos ^a^ *f+i) Sonden hacia cero, 

su número aumenta indefinidamente, y esta suma tiende hacia 
un límite. Para demostrarlo, consideraremos el caso más sencillo 
en el que la curva a,3 es tal, que á cada valor 'de ,r corresponde 
un sólo valor dej^. Sea y = ^(.r) la ecuación de la curva «J3, y 
supongamos que »(4?) es continua desde ^ hasta <^. Haciendo 
Pf(4r, '^j] = F(.r), la suma anterior se reduce á

F(tf) (47, — a) + F(x,) (x* — xj + ... -|- F(47„_i) (^ — .r«_i);

luego tiene por límite la integral definida

' &

que se representa por

Este símbolo se dice que es ««a integi-al 
cui'vibmea tomada á lo largo de la curva C 
desde a hasla ¡3. Para que esta integral tenga 
un sentido, no basta dar sus puntos extremos, 
es necesario indicar además el camino seguido 
entre a y p.

Puede suceder que la curva ap quede cortada por una pa
ralela al eje Qy en más de un punto. En este caso, dividiré- • 
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mos la curva en cierto número de partes para las que á cada 
valor de ;r sólo corresponde un valor de ^. Los extremos de 
estos arcos serán los puntos en que la tangente á la curva es 
paralela á Oj'. En la figura, el arco a^ contiene un punto y tal, 
que la tangente correspondiente es paralela á Oj'.

La integral desde a hasta p se calculará como se ha indicado, 
y lo mismo desde y hasta p; pero en este caso, la función que 
sustituye á P no es la misma que en el caso anterior.

Lo mismo se definirá la integral curvilínea

tomada á lo largo de C, en la que la variable es y, la cual es el 
límite de

Q(^> A) 0*1 — A) + Q(x,,z,) (y. — J1) +

+ Q(-1-'íi-lj ^M-l) (B —yn-i}-

Por último podremos también considerar las coordenadas 
x éy en el caso de ser funciones de un parámetro /, de ma
nera que

Estas dos funciones se considerarán como continuas cuando 
Ovaría desde /„ hasta /,, Entonces la integral curvilínea ^ Prfx,

se expresará por

P' PÍA
Las integrales curvilíneas más importantes de que se tratará 

más adelante, se presentan bajo la forma

J* P{x,y}dx-j-Q{xy}djf
| P(Z OZ + Q (Z Od^.
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£jem//o r.” ftiíe^rar zMz á /0 Zar^o de una recta de /on^iiud 
i que ^ase />or el origen y que forme un án^u/o de 45” con el efe 
de Zas x.

Se tiene

s^d3 = (x -^-yi)- (dx -j- idj).

Las ecuaciones de la recta son

Expresando r la distancia 
tendrá

al origen del punto (x, ^), se

ajf = dr ;
2

dx = dj' -— , 
2

luego s^ds =

La integral buscada será:
L+Æ y^ f' r'-dr = ^ (i + 0’.

4 Jo 2

2? Integrar ta función ^zdz ato targ-o de ta et¿fse

Las ecuaciones de la elipse pueden escribirse así:

x = a eos f, / = ó sen y;
se tendrá pues,

"^sds — '^ a eos Ÿ + it> sen ^ (ió eos ^ — a sen <í>)d.^.

Al recorrer la elipse el punto 8 ó (.r, j'), ^ varía de o á 2«; 
luego

a eos í- + ¿á sen f {tá eos 9 — a sen í-)</;^
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í 3.® Iníeg'/’ar dz á ¿o lar^o de ¿a circunfere/ícia dé radio R 

deseriía'^desde ei ori^'en como ceníro.

Tenemos x = R eos 6, j = R sen 0, 

s —- x-\-iy = R(cos 6 + «sen 6) = R^*, dz = /Rí®* d^.

Cuando el punto ^ describe la circunferencia, 0 varía desde 
o hasta 2:1; luego

Rz^^^'í/0 — ¿R J’''' ¿‘' d^\ = o.

Teorema. Si M represenfa ei mddtiio máximo de ia /uudófi 
f(z) sodre ei co/dor/to z^zZ y s ia ion^i¿ud dei 7nismo, ia míe^rai 
/fz(dz) ¿ojjiada á io iar^o de dicho coniomo tendrá un mo'duio 
7nenor que Ms.

En efecto, llamando « la longitud de la parte Zo^ del contor
no, á partir de s'o, é I al valor de la integral, se tendra

Y si R y ü) son el módulo y el argumento de f(x -j- iy), sien- 

do l el modulo de------ -------- y a su argumento, resultara

Pero la intégral I es el limite de una suma de términos de la 
forma AaR^(“ + “)*, cuyo módulo es menor que la suma LRla 

de los módulos de los dos sumandos, y por consiguiente menor, 
que TMAt = M£Ào = Mî; luego el módulo del límite es ^ M.f.

Definición. Se llama co7t(or7io cerrado sÍ77¿pie una línea con
tinua cerrada que no se atraviesa.

Teorema de Riemann. I. La Í7i¿e¿y'ai doÍ7Íe 

ne
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ío/fiada /jara iodos ios /Junios de una área ¿¿juiiada /or un con- 
iorno cerrado s¿m/JÍe C, es i^ual á ia ¿nie^rai

/(Xdy 4- Ydx}

o *

iomada á io iar^-o dd contorno C, conside
rado cojno descrito /or un observador çue 
deja siem/re á su izquierda ai área, es de
cir, marchando en sentido directo'.

En efecto, integrando primero el tér-

— d.rdy con relación á ¿r, dejando y constante, 

tendremos por expresión la integral indefinida fXdy.
Sea ÜP el valor constante dado á j/ en la integración parcial 

•efectuada respecto á x: y llamemos X^ el valor de X en un punto 

K del plano. El valor de la integral definida que buscamos' es 

la suma de los elementos, tales como d.vdy, obtenidos ha-

ciendo variar a; en el área C. Si entonces la recta y = ÓP en
cuentra al contorno C en los puntos consecutivos M, M,, M^, 
Mg,......... .. la integral buscada se obtendrá haciendo variar á x 
desde PM3 hasta PMj, desde PM, hasta PM,....... , de modo que 
esta integral será

Ç (-^M — ^Mj + Xa^ — XM^ 4-..........'jdy ó J^ Xdy;

porque para calcular f{X» 4-..........)4j/, será preciso hacer variar 
á y desde el valor que toma en el punto más bajo hasta el punto 
más elevado del contorno C, y entonces los puntos M, M,, •  
se mueven en sentido directo, de manera que la integral

1 1 «A?rfjz es igual a la integral simple /Xdy tomada á lo 

largo del contorno C en sentido directo.

Análogamente se ve que la integral Í dxdy, exten- 

dida á todos los puntos del área, comprendida en el interior del 
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contorno C, es igual á la integral simple /Ydx tomada á lo largo 
del contorno C, pero en sentido retrógrado, ó á la integral 
/ — Ydx tomada en sentido directo; luego

-— ] dxdy = IQ^dy 4- Yí/x), 
0^ /

hallándose tomada en sentido directo á lo largo del contorno la 
integral del segundo miembro.

Teorema II. La inie^ral doè/e

rr^Y ax\

íofuada /ara todos ¿os /antos de una área ¿imitada /or e¿ contorno 
cerra to C, es ¿¿"uai á ¿a intégrai sim/te

/(Ydy — Xt¿r)

tomada á ¿o ¿ar^o de¿ contorno en sentido directo.
Este teorema se demuestra como el 

anterior.
Tambien pueden verse estas conclu

siones en la figura adjunta, en la que la 
dirección de las flechas marca el sentido 
en que ha de tomarse la integral.

Conclusión. Observaremos que ¿a 
condicio'n necesaria y si^dente /ara que

Xdy + Y dx sea una difereficiai exacta es que — = — pues

si por ejemplo.

du = Xdy + Ydx, será — = Y,
1u 3Y ?X
— = X; luego ~ .

Si pues Xdy 4- Ydx es una diferencial exacta,
SX J^Y 
^x '¿y

es nulo; luego en virtud del primer teorema de Riemann: ¿a in- 
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terral io/nada á ¿o Zar^o de un eonío/'/to cerrado C de una dife
rencia/ exacía es nuia, ó lo que es lo mismo: Las inte^^raies de 
una diferencia/ exacía /ornadas á /0 Zargo de dos contornos que 
tienen /as mismas extremidades son i^ua/es, siempre que entre 
estos dos contornos la diferencial sea finita, bien determinada y 
continua, así como sus derivadas parciales.

Teorema de Cauchy. i.® Si entre dos contornos zz^Z y 
z^z'Z, terminados en /as mismas ex/f'^niidades, que forman reuni
dos un contorno simf/e, no existe nin¿'ún funto fara e/ qiíe /a 
funcio'n f(z) cese de ser sine'ctica, /as inte^^ra/es de f(z) tomadas 
entre /os mismos /imites z^ y Z á /0 /ar^o de /os dos contornos 
z^zZ y z„z'Z son i¿^ua/es.

Para demostrar este teorema, demostraremos su equivalente, 
á saber:

La inte^fra/ de f(z) d^, tornada á /0 /ar¿'o de un contorno ce- 
?yado simf/e C en e/ interior dei que f(z) fez manece sine'ctica^ es 
nu/a.

En efecto, si X -|- Si es una función sinéctica de x-\- iy en 
el interior de C, se tiene que

XX ?Y W íY
---

Xv

las fórmulas del teorema de Riemann

II (iv ffi) '^''^'^^^ + ^'^^^'^

Hf^X , ÓY\1 lylf^l^)

se reducen á

o = f{Xdy-^Sdx), Q — i^Xdx — Sdf):

Sumándolas después de multiplicar la primera por i, resulta

o~l{X-[-/X} (dx-{-idy) ó o ~ /{fx^ds,

que se expresa por el segundo enuncia4o. Si ahora observando
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que á lo largo del contorno cerrado z^zZs' s^ la integral de /{z) 
es nula, y se compone de la integral á lo largo de ZozZ y de la 
integral á lo largo de Z^r'^r^; por ser esta segunda igual y de 
signo contrario á la integral tomada á lo largo del contorno ^n'^'Z) 
queda demostrado el primer enunciado del teorema.

Teorema de Cauchy. El valor de la integral fí(¿)dz no 
cambia, si se deforma el contorno de la integ’fadón de una manera 
■continua, pero arbitraria, sionfre que no fase for nin^’ún funto 
en el que la funcio'n f(z) deje de ser sinéctica y no alteren los ex- 
trejnos de la integral.

En efecto, consideremos un contorno de integración A cuyas 
extremidades son ^oJ'Z y el que se obtiene deformándolo, sin 
hacerle pasar por ningún punto en el que f(z) cese de ser sinéc
tica. Sea B este segundo'contorno. Si los dos contornos forman 
por su reunión Un contorno simple, el teorema queda demostrado. 
Pero si se cortan en puntos Íi, C,»..........C», las integrales de /‘(.s') 
tomadas entre <s^oys,, C, y?s,......... , Í„ y Z son iguales, según 
se ha demostrado; luego las integrales tomadas á lo largo de 
A y B son iguales.

Teorema. 5/ la fiincion f(z) es sinéctica en todos funtos de 
una área C limitada for un contorno cerrado simfle, la inte¿;ral

%

tomada á lo lar¿'o de un contorno contenido en el área C, es una 
funcio'n sinéctica d:1 limite suferior, cuya derivada es f(z).

En efecto, esta integral es finita, por hallarse tomada á lo 
largo de un contorno finito, es monodroma porque, cualquiera 
que sea el camino interior á C para volverse de Z á Z, la inte
gral adquiere un incremento nulo, que es el valor de If{z)dz 
tornado á lo largo del contorno cerrado que pasa por Z y es in
terior á C. Pero la derivada de la integral con relación á Z es 
/(Z); luego es única y está bien determinada, por lo que la inte
gral es una función continua de su límite superior, pues si se 
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hace s = ^(5) + /’Ha), siendo 5 el arco del contorno de integra
ción, contado á partir de ^0, y J es el arco total,-tendremos

r = ( /(í + ^'í-) (í-'+ ¿'y)¿5 = V;

luego -777 = — : —- ó -7^ = U(f + ^D (í +2’! )ja=#: -: 
dZ ds ds dZ ds

pero — es el valor de — o para u = 5-; luego 
ds ars

= r/í+/+)],=. = [/(«)].=. = Az).

Corolario. La míe^al de una fuíicióíí sinéciiea es si- 
neciiea.

84. Hemos visto (53) que si P y Q satisfacen á las ecua
ciones

la función /(2} = P 4" Q^' tiene una derivada única, llamándose 
según Cauchy, monógena. Se puede decir también que repre
senta una Junción analítica de x -i- iy. Representando por f'{s) 
dicha derivada, tendremos que

y que siendo f^s} yj'^-'ó) continuas y hallándose bien determi
nadas para todo punto (.r, ^) situado en una región del plano 
contenida en un contorno simpie., se entiende por integral definida 

14
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tornada á lo largo de una curva situada en esta región y que va 
del punto s’^ al Z, la integral curvilínea tomada según esta curva

J^ (P + ^Q) (^^ + ¿^y)^

es decir, J^ (Pd^ — Q¿/j/) -1- ¿(Qdx -f- Pfl^j/),

resultando, corno se ha visto, el teorema de Cauchy: La ¿nte^a/ 
considerada es inde/endieníe dei camino seguido Jfara ir de Zo á Z. 
Observaremos ahora que de las ecuaciones (1) se deducen las 
siguientes:

S^P 3*2 3^P 32Q
----- = ■ , ----  ^= — ------

y por tanto, — + — = 0 oX ay y también — -(- — = 0. (2)

Reciprocamente, sea una función P(.r, y} que satisfaga á la 
ecuación (2).

Se podrá determinar una función Q tal, que P + ZQ sea una 
función analítica de .v 4~ iy- La función Q está dada por la inte
gral curvilínea

Q
yi) DP , DP

integral en la que la condición de integrabilidad (*) se halla sa
tisfecha, puesto que se supone verificada la ecuación (2). Este

(*) Para aue la expresión Míto + Ndÿ sea la diferencial exacta de du de 
una función «, es necesario y suficiente que se verifique la ecuación ^ = ^-

Sy t'a:
en virtud de ser-----—.

D® 3’/ 3»/3a: 

MCD 2022-L5



INTEGRALES 211

resultado manifiesta que el estudio de las funciones de una va
riable compleja se reduce al de la ecuación

S^P S’P

que se llama eeuadon de Laplace, así como punción armónica á 
toda función que verifica á esta ecuación.

De las propiedades de las funciones armónicas puede dédu- 
cirse el teorema de Cauchy, ya demostrado: Si una función 
analítica f(z) es unipormey continua cit el interior de un círculo 
cuyo cefítro sea el orinen, se puede representa?’ por una serie orde
nada según las potencias enteras y crecientes de las variable z en 
el interior de dicho circulo.

85. Factor de Darboux. Vamos á extender al caso de 
las funciones de variables imaginarias la fórmula demostrada 
para el caso de las funciones de variables reales,

rF(4;)/(x)d^ ( \'(.r)¿v,

en la que ; expresa un número comprendido entre a y h.
Consideremos en primer lugar la igualdad

a

La extensión más natural consiste en escribir

J^^tï-'ï^) + «|(^)]<^'^ = (¿ — a) [-^(S) + /|(r)],

siendo l y ;' números comprendidos entre a y ó. Fundándonos 
en el teorema: £1 módulo de una suma de cantidades i?nag^ina- 
jias es tnenor que la swna de los módulos de estas cantidades, 
consideremos la expresión

mod (¿2 4- a' +.......... ) = 0 (mod a + mod a' -j-..........),
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hallándose 6 comprendido entre o y i. (*), y sea

J = | f(x}dx, donde f{x) = ^(â?) -(- «Kx), 
J a

hallándose expresada J por medio de la suma de los valores que 
toma su diferencial cuando x varía por grados iguales á dx. 
Entonces, por el teorema precedente, se tendrá

¡J| = OS |/(^)<Zxl, 

ó, segiin la definición de la integral definida,

es decir, expresando $ un número comprendido entre « y ¿, y 
aplicando el teorema citado respecto á las funciones reales,

Ui = 0(¿ _ ZI)1/(O1.
Sean - y w los argumentos de J y /“($); tendremos

J = íí?|J|, /•(S) = ?««|/(5)[.

La fórmula precedente se reduce á

J = 0ííG-“) /(í) (¿ _ a),

El factor 0^' (^~***) es una cantidad imaginaria cuyo módulo 

es <; i. Este factor, llamado por Hermite, factor de Darboux, lo 
designa por la letra X, de manera que se tiene

J = X(¿_ «)/(í).

86. fórmula DE Darboux. Supongamos ahora que la 
función bajo el signo / sea un producto de dos funciones reales 
f^W y /Í*^'), siendo una de ellas constantemente positiva entre 
los límites de la integración; se tendrá la igualdad

F{x)f(x)dx = /'(') | F(.r)Jx, 

haliándose $ comprendido entre ay ó.

(•> Cours d' fíermite p. 44.
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Si expresamos por a, ?, y,..........cantidades reales y por

A, B, C,......... cantidades positivas, se demuestra esta fórmula 
observando que la fracción

Aa + B? + CY+..........

es una media entre las cantidades a, p, y.
Supongamos que A, B, C,.. sean los valores de F(x)¿6; 

cuando a; crece desde ^ hasta b, por grados iguales á dx, y que 
a, P, y,............sean los valores correspondientes de /(x). La 
fracción considerada se reducirá á

/(x) F (a;) í/a: a
F(x) dx.

M. Darboux ha generalizado esta fórmula, suponiendo /(a?) 
= ?(^) + ^K-v). Sea

J= 1 f(x}F{x}dx.

Se tendrá
• 6

y aplicando la fórmula correspondiente á las cantidades reales

0 /(0

deduciéndose que

J=X/(5) Ç F(x)rfx.

M. Darboux ha deducido, como sigue, de esta fórmula la 
extensión del teorema de Taylor á las funciones imaginarias.

Sea / una variable auxiliar y /Cr) una función imaginaria 
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cuyas derivadas se representan por/'(x),/"(a'),......... Sea la 
integral

— «)’*+7’* + 4í^ + (i — A:)tf]/5Cv

en la que (/ — <ï)«++ (l ~ x)«3 es la derivada de 
orden « + i, con relación á x, de f[íx + (i — x)íx]. 

Obtendremos el valor de dicha integral, mediante la fórmula

/UV»+ií¿v =,0._(_ i)»/VU«+Mx.

en la que V y U expresan dos funciones cualesquiera y V” + ’, 
15” + ^ sus derivadas de orden «-j- i respecto á nr, siendo

0 = UV« — U'V»-í ++ C— i)"U»V.

En efecto, supongamos U =------- :——, entonces U" + ’ = o,

y resulta;

f V« + i¿Zx = V + V' + + ^lí=2^ v» 

J «! i ‘ zz!

Sea ahora V = f[^íx 4- (/ — ¿r)t?], 

y por consiguiente

V’ = (/ — tf)*/*[í;p + (1 — 47)«].

Haciendo n; = i, ,r = o j'' restando, se obtiene el valor de 
la integral definida

í—a (í — 
J =/(^) — A'ï) — —1—/'(«)^^ /”(«).

La integral considerada es pues el resto en la serie de Tay
lor, y la fórmula de M. Darboux lo da bajo la forma siguiente:

1.3

si se hace ; = Ox + (i — o)a, siendo (o < 0 < i).
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§ 4.° Cálculo de los residuos

87. Definiciones. Cauchy llamó residtio de una función 
monódroma y y monógena f^s) para un valor de r de ^ que 
hace /{x) = ^, á la integral 

tomada á lo largo de un contorno circular infinitamente pequeño, 
descrito desde el punto c como centro y recorrido en sentido di
recto.

El residuo integ'rai de una función, relativo á un contorno 
cerrado simple, es la suma de los residuos de esta función rela
tivos á todos los infinitos situados en el interior del contorno.

Cuando la función de la que se ha de obtener el residuo es 
un producto ^(áf)'}(4r), y dicho residuo se ha de tomar con rela
ción á un contorno que solo contiene los infinitos de 3(^), se le 
representa por la notación

»{(? (^))) 'K^).

Si, por ejemplo, se quiere representar el residuo de la función 
/(s) relativo á un infinito c, y se sabe que fÇs) [^ — í) no es ya 
nulo ni infinito para s = c, se podrá escribir así dicho residuo:

(^ - C^f^S}
((^ — ^))

Teorema i. La integ^’ai de una función monódroma j' mo- 
nó^'cna, íomada á ¿o iargo de tin contorno cei’rado simfie es i^uai ai 
residuo integra/ de esta función reiativo d didio contorno, ó si se 
quiere, á ia suma de ios residuos de esta función reiativos á cada 
uno de ios ii^initos contenidos en ei contorno, muitif iicada for i.
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Supongamos que haj^a dos infinitos a y ? de f{z} en el inte

rior del contorno cerrado simple aefjka. Describamos una cir
cunferencia alrededor de cada infinito, ked y 

k. y ^^^j 5’ unamos un punto de cada una de estas 
l & ^ / ^^’^ ®^’'® punto del contorno 
V T^--7^ dado; formaremos así un nuevo contorno 

“ abcdaefghifjka. que constituye un contorno 
cerrado en el que no están contenidos los infinitos de /(^); se 
tiene pues,

(abcdae/gkif/ka) = o,

designando, para abreviar, por (ABC........ ) la integral de JÇ^^d^; 
tomada á lo largo del contorno ABC..........Además, se tiene

{abcdae/g/ii/ka) = (aó) + (bed) 4- (da) + (aef)

pero (a¿) y (da) son dos integrales cuyos límites se hallan in
vertidos, y lo mismo (f¿) é (^¿/), además (abedafgkif/ka) = o; 
luego

o = (^bcd) 4- (gki) 4- (aef) 4- {/jka)

= (bed) 4- (gk¿) 4- (aefjka).

Pero (bed) = — (deb), (aefjka) y (dcb) son las integrales 
de f(^)ds á lo largo de dichos contornos; luego

(bed) « — 2K/a^/(ár), (ghi) = — 2TE/ap/(ár), 

ff(s)ds = 2K/ [a„/(fir) 4- apAsr)]

ff(s)ds = 2-¿3ij(^).

Teorema II. £/ residuo de ¿a función 
f(z)

-------- , en ba que f(z) rej>resenía unafuneidn 

mono'droma y monogma que no es ni nuia ni 
indnita farei z^^c, es iguai à f(c).
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En efecto, por definición, se tiene

1 f A^)^^ 
2v:ij 8 — c'8 — C

hallándose tomada la integral á lo largo de un contorno circular 
infinitamente pequeño descrito alrededor de c como centro, y 

siendo e el radio y zc un vector, tendremos » = ^-^6^: y si 0 

es el ángulo de es con el eje 0,r, resulta

)¿dh.

Siendo 2 tan pequeño como se quiera, para s = 0 se tendrá

ds =

I C f(^)^^ CO /('^) 

2T^Í J 8 —c 8 — c
(2)= AA-

Teorema III. B/ residuo de ia función -, '^ ’’-^ ^^ ^^ Ç^*-’ 

m es un exponente entero, positivo, mayor giie 1, y en ia que f(z) 
es una /tinción finiía di/ereníe de cero fara z = c, está dado por 
ia fórimíia

(¿—4)« • dc'’^-'^ 1.2.3(7« —1)
En efecto, diferenciando m — 1 veces con respecto á c, re

sulta

271/ J {z — 4- ’ {z — cf dc

J {8-cy~' {^-ef dc-^
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1-2.......(W — I) p
271? J (3 — e)”^

= (7«— l)!eR- ZW
(a - 4"

/"~W)

Teorema IV. 5/ f(z) re/resenia una /unción iai, ^ue zf(z) 
es nuia/ara z = co , ¿a inie^^-ai de f(z) iomadad io iar^o de un 
coniomo circuiar de radio in/iniio será nuia, y se tendrá St f(z)=0.

En efecto, ^/t-^) = /(s') ds.

Para valuar esta integral, se hará

s = re^\ ds^^r^^íd^, de donde ds^isdl-

y se obtendrá, haciendo r= 00, 
lf*2ít

^/(^) = I sf^z'jdfi = 0;

porque «/(£) = 0 parar=oo, .
Teorema V. Si ei móduio de z es infnito y su argumento se 

ñaiia comprendido entre 0, y 6,, ia intégrai /f(z)dz, tomada á io 
iar¿'o de un arco de circuio de radio if/inito, descrito desde ei orig-en 
como centro y cuyos extreínos tienen por án^uios potares (i^ y h , es 
nuia. ”

En efecto, el valor de la integral es

j^ /{re^^}re^^^idn ó i J^^^'/(s^sda-,

si pues, al variar 0 desde 9, hasta 0,, s/{s} es igual á o para 
r= 00, la integral será nula.

Teorema VI. La diferencia de ias integrates de fz(dz) to
madas entre tos mismos iimites, pero á io iargo de dos caminos 
diferentes, ^ue no se cortan, z,.z'Z y Zoz"Z, es iguat ai residuo de 
f(z) reiativo ai contorno cerrado z^z"LLz„, iimitado por tos dos 
contornos, muttipiieado por 23TÍ.
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En efecto, según el teorema I, se tiene

(ío^ZZ-STo) = {So^'Z) + C2'S'"'^o) = 21x91/ 

ó {2g3'Z') = {SoS"Z') + 27:91/.

Ejemplo i.° Sea

Esta función se hace infinita para ^ = i; pero el producto

(^ — O/Í^) = -ruTT = ^“^^^
conserva un valor finito. El residuo de f{z} correspondiente á

z= i será pues F(i) = = i. El residuo de esta misma

función, correspondiente á ^ = — 1, se obtendrá formando el 
producto

2-4-1 2 
(^ + OA^) = ; 7 i y para z = — 1, —- = — 1.

Ejemplo 2p —, que se hace infinita para 2= — ; 
eos Z 2

Z — 
2 0 71 

pero el cociente = — para z = — , es 1, valor del re- 
eos 2 o 2 

siduo de para 2 = — . 
eos 2 2

Ejemplo jP
Z^ --- I

-/(^) = ^+77 • Se tiene

(2+ ÚV(^) = ^' — I — F(2), F'(2) = 22, F'(— 1) = — 2.

El residuo de dicha función, relativo á .r = — 1 es — 2.
88. Aplicación. Vamos á obtener la integral

1+ ^ dx = 277/2291
I + X^» ' m <2 ii‘

MCD 2022-L5



220 LIBRO 3.®—CAPÍTULO II

El residuo es relativo á todas las raíces de i 4- .r^" = 0, si
tuadas sobre el eje de Ias -r: a, a^, , a^” siendo

a = cos — 4- 2 sen — . 
2« ‘ 2«

El residuo de —¡—5- con relación á a2^+i es

Q,(2íí + l)2m Uj^ -------- ----- para

y,(2k + 1)2^

2«aí^^ + h (2n — 1)
a(2* + D (2m +1)

2n

d.v
2n¿ lt = n — í---- v ^(2fe + 1) (2m + 1) 
2fí i = o

2t:Í

2ft

5(27« + n _|_ ^27«+1 
Q,2)re + l — £

Y sustituyendo a por su valor,

2ffl + I 
n sen

2n

o l+4r2« w + i
2?z sen----- !—

2n

Y en fin, haciendo .r^'’ — v ^- = a.
2n

resulta —¡— ds =------  
n I + sen a-

a^^ +1

ó

ó

-f^’" d.r
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LIBRO CUARTO

N CI O N E S

GAPÍTUDO I

Desarrollo en serie de las funciones sinécticas

§ i? Teoremas de Cauchy y de Laurent

89. Desarrollo de una función sinéctica. Siendo _/(ír) 
una función sinéctica en cierta porción del plano, consideremos 
la integral definida

cuando se va del punto ^o ^1 ^ por dos caminos ^qCZ y ^yDC 
muy próximos el uno del otro y situados en la parte del plano 

de que se trata. A cada punto m de la primera 
f^ curva hagamos corresponder un punto « de la 

//. segunda, de manera que el punto á-^se corres- 
ponde á sí mismo, como el punto Z. Exprese- 
mos por íi un cambio infinitamente pequeño en 
una de las curvas y por 8 el cambio de w en «. 
Si se va de un punto 7« de la primera curva á 

un punto próximo m' de la misma, la función experimenta 
un cambio expresado por df^^y, y siendo monódroma la fun
ción, adquirirá el mismo valor, cuando siga el camino 3om ft en 
vez del camino ^oDw. Resulta pues, que el valor de la función en 
el punto n, en la segunda integral, difiere del valor de la función 
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222 LIBRO 4?-- CAPÍTULO I
en el punto m en la primera, en una cantidad igual á la variación 
de esta función correspondiente al cambio mn, que se designa 
con ^/(s).

Además, siendo la función monógena, es decir, admitiendo la 
misma derivada para los dos cambios mm' y mn, se tiene

'^/(^) =/'{^')ds, ^f(^) =f'(3)Z^-, (i) 

luego y^s) . í¿s = d/(z) . Z3.

Esto sentado, calculemos la variación de la integral definida, 
cuando se sustituye el camino ^^CZ por el infinitamente próximo 
2„DZ. Se tiene

pero, en virtud de (i), esta expresión se reduce á

ó r ^[/(^)S¿r] 17(2)22?

Hallándose fijos los extremos, 02o Y ^2 son nulas; luego la 
variación de la integral es nula.

Sean ahora dos líneas cualesquiera 2oAZ, 2oBZ. Las inte
grales á lo largo de los dos contornos son iguales; y cuando el 
punto vuelve á 2y, la integral es nula.

Cuando la función 7(2) es sinéctica en cierta porción del 
plano, la integral

es también una función sinéctica, pues desde luego es monódro- 
droma, porque todos los caminos que van de 2,3 á ^ conducen al
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•DESARROLLO EN SERIE DE LAS FUNCIONES SINÉCTICAS 223 
mismo valor. Además es monógena, porque llamando F(^) á la 
integral, tenemos que

FC^ + ^J-FC^)^ J /(^)rf« =[/(<)+*]A,

F(« + A)-F(«) „ Ft^ + /z)-F(.)
---------------------------/(.) + *> hm--------------

xAsí, P'(^) tiene una derivada única7(2'), cualquiera que sea el 
camino seguido.

Sea j{s) una función sinéctica en el interior del círculo des
crito desde el origen como centro con el radio R. Vamos á ver 
que es desarrollable en serie según las potencias de ^ y conver
gente en dicho círculo.

Tenemos que la integral definida

obtenida recorriendo una circunferencia r de radio mayor que la 
distancia Oí de un punto t, situado en el interior del círculo R, al 
centro 0, es nula; luego

hallándose tomadas las integrales á lo largo de la misma circun
ferencia, y

J S — Í J

No haciéndose infinita la función —-—‘mas que para s = í, 
Z — Í

podremos sustituir á la circunferencia r, la circunferencia infini
tamente pequeña de radio p; y tendremos

z—■ í= o£’®" ds = ¿^e‘^'''d^
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y desarrollando-------- - , tendremos finalmente

Llamando «u, «1,......... á los coeficientes de la serie, resulta

/(0 = «o + «1^ + »4^ -h

Y si se hace e = r^*^ L un coeficiente cualquiera está dado 

por la fórmula

en la que r expresa un radio arbitrario menor que el radio R del 
círculo de convergencia.

Teorema de Cauchy. Para ^ue una función sea desarro- 
Padie en una serie ordenada seg-ún ias _fo¿e}ícias enteras, positivas 
y crecicfites de ia variadie y convergente en un circuio descrito 
desde ei origen como centro, es necesario y siífciente que ia función 
sea sinéctica en ei mismo circuio.

Estas condiciones son necesarias, porque una serie ordenada 
según las potencias crecientes de la variable es sinéctica en el 
círculo de convergencia. Dichas condiciones son también sufi
cientes, porque se ha demostrado que cuando una función es si
néctica en un círculo de radio R, es desarrollable en una serie 
ordenada según las potencias crecientes de la variable y conver
gente en el mismo círculo.

Establecida la posibilidad del desarrollo, vamos á determinar 
los coeficientes. Consideremos la serie

/(s) = Z¿o -f- zí[S 4- UiZ^ +

Tendremos derivando,

f'{z) = u^ -^2U.¿Z~3U.^3\ + ..., /"(z) = l .2U3-\- 2.2,U:fS +
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Estas series son convergentes en el círculo R y continuas. 

Si se hace en ellas z = o, se tiene

u^=f{Q), »^=f{o\ i,2u,=f(Ql

y obtenemos la serie de Mac-Laurin

z
f(,s)=f(o) + f'(o}-:^+f"(,o) — +

en la que
/“(0) = ¿r /^' W

Se obtiene inmediatamente la serie de Taylor:
Si iajunción f(z) es sinédica eií un círculo desenío alrededor 

deluunto Zq como centro, se desarrolla en una serie ordenada se
gún las potenctas crecientes de z — z», convergente en el mismo 

círculo, y se tiene

J{¡3}=/{Zo)A-/'{^,}^^+f(^^) .

ó + A) = /(«) +y'(^) 7 +/"(2) ’ 

y la fórmula («) se reduce á

siendo r un radio arbitrario menor que el radio del círculo de 

convergencia relativo al punto z.
90. Teorema de Laurent. Si una función es sinéctica 

en la parte del plano comprendida entre dos círculos cuyo centro 
es el origen, es desarrollaéle en una doéle sene ordenada según las 
potetídas enteras positivas y negativas de la variable y convergente 

en esta parte del plano.
Sea t un punto situado en la corona circular comprendida 

entre las circunferencias de radios R y R' C R- Describamos una

15
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cilcunferencia con un radio r<^ R y otra con un radio r' ^ R' 
pero menor que 0/. La integral

Obtenida recorriendo cada una de Ias dos circunferencias y en el 
mismo sentido, tiene el mismo valor; y tendremos

J ,- r^ “^ °’ P'-^'M'-æ la circunferencia de radio r' no 

comprende al punto íi^í que hace infinita á la función bajo el 

signo f. Además j -—— — 2?:/; luego

Siendo en la primera integral el módulo de s mayor que el 

de /, Ia cantidad puede ser desarrollada en serie conver

gente, según las potencias positivas crecientes de -. En la se- 
Z 

gunda, al contrario, por ser el módulo de z menor que el .de ¿, 

Ia cantidad ----- se desarrollará en una serie convergente, se

gún Ias potencias crecientes de - ; luego

1 j^y{^}^S-\-^-^ J^ J(z)zí¿Z-[^
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Las integrales definidas tienen valores finitos y determinados. 

Se Ias puede tomar á lo largo de una circunferencia arbitraria 
comprendida entre las circunferencias R y R', girando de derecha 

á izquierda. Si pues se hace s — re^^ y se sustituye t por s, se 

tendrá la doble serie 

/(í) = M. + «,Z + «22» + + «_12-‘ + «-22-® + 

en la cual

J 0
Extensión. En el caso de ser /{^,y, 2), haciendo

# = 4r + M. »=^ + íA W=3 + í/, 

se obtendrá 
Ax + A, / + k, 3 + Z) = Aix. ^, 2)

; ^5W+jHW+2£iZ)l

«1 «'!«"! i
Oÿ* /C-t^. J'i «) = ^„ ^w' ^z/n^ (2^)”

¿—n^i—...¿l^/Í^'d^\

§ 2. ” Aplicación Á la ecuación de Lagrange

91. Determinación de la raíz. La serie de Lagrange 
tiene por objeto obtener una de las raíces de una ecuación de la 
forma, s — a — a/ís) = 0, pudiendo ser cualquiera la función 
f{z\ con la condición de permanecer holoforma en una parte del 
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plano, bna cuestión fundamental de Astronomía es la resolución 
de la celebre ecuación de Kepler u = M + e sen u, pues las coor
denadas de un planeta no se expresan en función uniforme del 

lempo. pero se las puede obtener en función uniforme de la 
anoniaha excéntrica u, que está dada en función del tiempo por 
la relación precedente, en la que n es la media del movimiento. 
Dicha ecuación es un caso particular de la ecuación

Aunque hemos demostrado que esta ecuación tiene una sola 
raíz desarrollable en serie (33), vamos á demostrarlo, apoyándo- 
nos en el siguiente

Lema .S:-F o j <b o son dos Juncéones ^oMortnas 
¿as ecuaciones

F = o, F .4-<i> _ 0

timen et mismo númmo de ratees eom/rendidas en un contorno ce
rrado S, « í^ tiene constantemente á to targo de este contorno

P > I. Los numeras fe y y.' de tas raíces de estas ecuaciones es- 

íán expresados por ¿as fo’rmu¿as

“ 2^' T(S) I*'  = Trl f,J^^°B (FW) + 4>(«)]

(•) Court d' Íferinite p. 130.

y oátendremos

4‘°® ('+9] •
Ahora bien, á lo largo del contorno de integración, el módulo 

de p es, por hipótesis, menor que i : luego el valor de Íog 
es el mismo á la llegada que á la partida, y la integral que L 

H — fx es nula; luego ¡x, = ¡x.
Apliquemos esto á la ecuación: z — a —ay(s)=:o
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Suponiendo que a es la afija de un punto situado en el inte

rior del contorno S, y que a se halle determinado por la con
dición de que se tenga en todos los puntos del contorno

s — a
< i, entonces la ecuación propuesta tiene igual número

de raíces que la ecuación z — a = o, es decir, una sola.
92. Desarrollo en serie. Acabamos de ver que la 

ecuación
F(2!) =± s — Æ — ay(s) = o

tiene una sola raíz en el interior del contorno S, cuando se veri 

fica á lo largo de este contorno la condición < i. En
z — a

vez de expresar esta raíz ^ por medio de una integral curvilínea 
efectuada á lo largo de S, vamos á desarrollaría en serie conver
gente, lo que es ventajoso para el cálculo numérico.

Sea -(4-) una función holomorfa cualquiera de z. El residuo 

de la función relativo á la raíz ü del denominador tiene por 
!•(«)

y por consiguiente:

F70 “ 2kZ J (S) E(s)

Para desarrollar en serie, partiremos de la identidad:

_2_ =____ :------ =------- H a 7-^4; 4
F(2) z — a^af(z) {z ~ a-^

F »(2)

Sea además

i p a»F»(2)K(«)
y (S) (2 - <»)’F« ■
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Multiplicando los dos miembros por - (s)¿¿s é integrando á lo 

largo del contorno, obtendremos:

Sean ahora a el perímetro de la curva S, s„ la afija de uno de 
sus puntos y ^ el factor de Darboux, podremos escribir:

R« =
2~ Rí^d)

Mas por verificarse á lo largo del contorno la condición 

1^2__ ^J i» ®1 ’■esto R„ tiende hacia cero cuando « au

menta más allá de todo límite, y obtendremos

^70 — Jq +J„ 4-, 
siendo convergente la serie del segundo miembro. Es fácil de ob- 
tenei la expresión de los coeficientes J. Hemos visto, en efecto, 
que se tiene generalmente

/-------- dm.(«) = -4 f
12n 2-j^t J (S) (« — «)" + ! ’ 

luego, haciendo '^(-^ = /(s')7c(^),

1.2.3..........^’

y obtenemos la fórmula

no “ «So 1.2.3..,.?^ Dsr/”(«)»(«)].

que es una primera forma analítica de la serie'de Lagrange. 
Hagamos
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que puede escribirse todavía, aislando el primertermino de la 
primera parte correspondiente á w = o. y escribiendo, por bre

vedad, y f en vez de ^’(a) y /0’

' i. 24" i)

que se reduce á

que es la forma analítica más empleada de la sene de Lagrange 

para las aplicaciones.
Haciendo nt = ¿z en la ecuación de Kepler s = nt + sen z, 

y empleando para efectuar las diferenciaciones la expresión de 
una potencia cualquiera de sen a en función lineal de los senos 
ó cosenos de los arcos múltiplos, se obtiene:

* = « + ísen» + ^2 sen -^=+ , .' , , (3*“"3«-3 sena)

j(4^ sen 4a - - 4 • 2^' sen 2a) 
“ 2.3 • 4.2 ''

,f 5' sen 5a — 5 • 3^ sen 3« + - ■ sen a ) + ■ ■ •
■^2.3.4.5-2* \ /

eos 3 = cos Æ + - (cos 2» — i) + (3 cos 3^2-3 cos a)

J-  (4’- cos 4a — 4 • 22 cos 2a) 
2.3.2'^

f 5’ cos 5« — 5 ■ 3' cos 3« + cos al 
^2.3-4.2^\
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Para terminar estas consideraciones acerca de la aplicación
Ia formula de Lagrange á la célebre ecuación que relaciona la 

anomalía excéntrica a á la anomalía media .r, a = r + a sen ~ 
en la que se supone r <0,6627434.......... observaremos que
siendo la solución

i . 2 sen .

el módulo de ,r es menor que 1,19867864. El radio vector 
del planeta, r - eos ^, se obtiene aplicando la fórmula

?W = ?W+«fH®^(;r)+ ...+ -^ JLA íí'^')rK^-)]"i +
obteniéndose

I —^cosá- = I — ^COS Æ- + - sen® x-^

1f” (in — 2 sen”.r
”^(k — 1)! C)

93. Aplicación á los polinomios de Legendre. Cuestio

nes importantes de Mecánica celeste conducen á obtener el des- 
«loUo en sene ordenada según las potencias de a de la cantidad 

y======, siendo como sabemos los coeficientes X„ de

as potencias de a los polinomios de Legendre (71), de los cua- 
es se pasa a las funciones llamadas de Laplace, sustituyendo 
a variable .r por la expresión: eos 4, eos 4. + eos A sen . sen f 

que representa el tercer lado de un triángulo esférico *
Jacob! dio otro origen á los polinomios de Legendre, resul

tando sus propiedades inmediatamente de la forma de su ex 
presión. ow ca-

Hagamos /(í) = £1_2 en la ecuación s = « + a/(^).

(•) Bouché el Levi xlna^y^e infinitesimal, 1.11, p. 190.
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Obtendremos una ecuación de segundo grado xi" 2^ + 23

— a = o. cuyas raíces son 
a

Debiendo reducirse á a para a = o la que es desarrollable 
por la serie de Lagrange, será

__ I — Y^ I — 2íza -f- a-

Esto sentado, bagamos en la primera forma de la serie de 
Lagrange 7t(^) = i. Resultará entonces, por ser /'(^) = ^:

I 2” . I . 2 . . . TTm ~

es decir.

La expresión general de los polinomios de Legendre es pues,

2.4.62« ^

Conseeuencias. i? En primer lugar, la ecuación X„ = 0 
tiene reales todas sus raíces, que son además distintas y se hallan 
comprendidas entre — 1 y -j- 1, pues la ecuación (x® — 1)" = 0 
tiene por raíces -p 1 y _ 1, cada una con el orden de multipli
cidad «; luego la derivada D„(jr® — i)» = 0 admite á — i y + 1 
como raíces con el grado « — 1 de multiplicidad y además, en 
virtud del teorema de Rolle, una raíz real a-„ comprendida entre 

y “h Continuando así, se demuestra la proposición.
2. La función X„ satisface á la ecuación diferencial de se

gundo orden

“ *) “T?” + "' ,/; - »(« + í)X.= 0, (!)

MCD 2022-L5



234 LIBRO 4?--- CAPÍTULO!

pues haciendo ^ = (.v* — i)”, resulta

y = 2«,r(4;^ — i)““S 2«-r^(,r- — l)y = o.

Derivando n + i veces seguidas, tenemos 

n{u -|- i)/í«) — 2.rj/í™+ ’) — (4r^ — i)y«+2) = o, 

y multiplicando por 2’’. «! resulta la ecuación (i).

§ 3.° Propiedades de las eunciones

94. Teorema I. 5/ una/ufidófí es sinédica en deda parie 
dei piano, iodas sus derivadas son iamáién funciones sine’ciicas en 
ia misma exiensión.

Sea Sq un punto cualquiera tomado en esta parte del plano, 
puesto que la función fÇs') es desarrollable en una serie con
vergente

fC^y = mq-i-7¿i(s ■ Sg) y u^(s — 5o)'y 

en un círculo de centro ^^ con un radio conveniente, se de
duce que

f\z} = «1 + 2ufs — 2,) + 3«aC2 ^ú)® +

Siendo convergente esta serie en el mismo círculo, la función 
fÇs') es sinéctica en el mismo; y, como el punto ^^ puede 
tomarse arbitrariamente en la parte del plano, para la que /(^) es 
sinéctica, la función f^s) tiene la misma propiedad para esta 
extensión. Lo mismo se deduce para Ias demás derivadas.

Corolario I. Una Junción sine'ciica no puede ser consianie 
en una parie finita dei piano por pequeña que sea.

Sea So un punto de dicha parte del plano. Por ser constante 
la función en la proximidad de -ao* todas sus derivadas son nulas 
en este punto, y la serie de Taylor se reduce á

/(«) =/W:
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luego la función es constante en el círculo de convergencia des
crito desde ^^ como centro; y continuando el razonamiento, se 
verá que la función es constante en toda la extensión del plano 
para el que es sinéctica. Lo mismo se concluiría si la función 
fuese constante á lo largo de una línea finita por pequeña que 
fuera.

Corolario II. Una función sinécíica no fuede tener ñutas 
¿odas sus derivadas en un fun¿o, pues si esto sucediera sería 
constante.

Teorema II. Si una Junción sinéctica en cierta Jarte dei 
Jiano se anuia Jara un vator z = a cowJrejidido e/i esta región, 
es dwisiète Jor (z — a)", siendo n un mímero entero Jinito.

En efecto, desarrollando según la serie de Taylor, se tiene

/(.) =/'(<^)

luego:

Siendo el cociente desarrollable en serie convergente 

en un círculo descrito desde a como centro, es una función si
néctica en la proximidad de a, y por consiguiente en la misma 
región del plano que la función propuesta. Sea <p0 esta función. 
Tendremos

Æ = (^ —«)<í>(4
Si la cantidad a no anula á /'{s), a es una raíz simple de la 

ecuación /{s) = o. Pero si se anulan por a las (n — i) primeras 
derivadas, tendremos

y el cociente 7—
(2 — £t) es una función sinéctica en la misma re-
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gión del plano que la función /(2). Si se representa por »(¿r) el 
cociente, se tiene

/(2) = (s — a)^f(e),

Siendo finito el número de las derivadas que se anulan para 
g =- a, toda raíz es de un grado entero y finito de multiplicidad.

Eseo/io. En una parte finita del plano, la ecuación /(z) = o 
sólo admite un número finito de raíces; porque si admitiese una 
infinidad de ellas, los puntos correspondientes estarían infinita
mente próximos, y la función sería nula en ellos, lo que es impo
sible. Siendo a, b, c,............/ Ias raíces, la función fíz) se es
cribirá así;

siendo ^(.?) una función sinéctica que no se anula en la región 
considerada del plano.

Teorema III. Si una función f(z) monódroma y ntonó^ena, 
se hace injiniía fara z = a, cuaiquicra que sea e¿ camino seguido 
fara iiegar á este funto, se fodrá escridir dajo ia forma

An A. A « 1

siendo '^{z) monódromay monógenay y no kaciendose if^nita fara 
z = a.

En efecto, haciéndose nula la función ^;^ para s = a, y 

permaneciendo finita y continua, se tiene que

i

luego ■

El valor a es un infinito de grado finito y entero n de multi
plicidad.
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Si se desarrolla la función 'Z(^) en serie según las potencias 

crecientes de (s' — a), la función propuesta se escribirá así-

■... +Í=^ +W
según el enunciado. Para que la función tenga estas propiedades, 
es necesario que se haga infinita para z = a, cualquiera que sea 
el camino recorrido para llegar á dicho punto, lo que no se veri- 

1
fica para la función ^^ , que cuando z = o se hace nula, infinita 
ó indeterminada, según el camino recorrido.

Teorema IV. Una función mono'droma y mono^ena cíi ioda 
ia exíeitsión dd fiano, se kace necesariajueníe ¿ígnita fara un 
va/orjiniío ó i/finiio de ia variaá/e.

En efecto, llamando M al máximo del módulo de la función 
f{2) en el círculo de radio r descrito alrededor del origen, si en

^¿1 U2n

sustituimos cada elemento de la integral definida por su módulo 
ó por un módulo mayor Mrfe, es evidente que el módulo de la

integral definida será menor que j MrfO ó que 2-M, y ten

dremos

mod /"(o) <^ n\ — .

Supongamos ahora que f{s) no se hace infinita para ningún 
valor finito ni infinito de z, es decir, que el módulo de la función 
permanezca menor que una cantidad finita M en toda la exten
sión del plano. En este caso se podría tomar el radio r infinita
mente grande, y se tendría, en virtud de la fórmula precedente, 
/“(0) = 0; y teniendo la función todas sus derivadas nulas, 
sería una constante. Si pues, la función no es una constante,
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debe hacerse infinita, sea para un valor finito, sea para un valor 
infinito de s.

Corolario I. L/na funeiótí monódroma- y mofid^efia en ioda 
¿a exieíísión dei/lano, se kace necesariamente nula /fara un valor 

Jimio ó InJiniio de la varlaéle, pues si la función f(s) no se hi

ciese nula, la función c no se haría infinita, lo que es im- 

posible.
Puede suceder que el mismo valor de z haga á una función,

á la vez, nula é infinita. Así, la función e^ se hace infinita cuando 
el punto z viene al origen por un camino situado á la derecha 
del eje de Ias y, haciéndose nula cuando viene por un camino 
situado á la izquierda del eje de las y. De igual manera e^ se 
hace nula ó infinita para valores infinitos de z.

Corolario II. Una Junción monódroma y monótona en ioda 
la exienslón del plano, adquiere iodos los valores poslóles.

La función f(z) adquiere necesariamente el valor A, porque 
la función J^z) — A toma el valor cero.

Teorema V. Dos fundones monódromas y monó^^enas que 
admlieti los mismos ceros y los mismos If^nlios, cada uno del 
mismo grado de mulilpllddad, son Iguales, salvo un Jacior 
consianie.

En efecto, sean f{z) y F(£) las dos funciones propuestas. No 

haciéndose el cociente de estas dos funciones ni infinito ni 

nulo, es una constante A; y tendremos F(2') = A-f{z').

Escollo. Una función queda completamente definida salvo 
un factor constante, cuando se conocen sus ceros y sus infinitos) 
distinguiéndose las funciones unas de otras por la distribución 
de sus ceros y de sus infinitos en el plano.

Teorema VI. Toda función monódroma y monógena, que no 
se hace ItJlnlia más que fara z = cc , sin hacerse indeierminada, 
es una función eniera.
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Sea « = /(^) la función propuesta, y hagamos ^ = — ; ten- 

tiremos u =fÇ-^ ó 7i! = ^(z), que se hace infinita para Z = o, 

sin hacerse indeterminada; luego, en virtud del teorema I1I, po
drá escribirse bajo la forma

tW = ^ + ^ +++W.

No haciéndose -]<(/) infinita para ningún valor de Z, es una 
constante A„; luego

vC^) = - + A»
/■(s) = Ao2«+A,s’’-i ++ A«_i^ + A«;' 

de modo que /(^) es una función entera de grado n.
Teorema VII. Toda J'uncion mouodrotna jf inonó^eiía que 

so7o admite uu número limitado de infinitosy es una fraceion ra
cional.

Consideremos desde luego la función /(^^ que sólo admite n 
infinitos simples a, ¿>, c,..........,7 y que toma un valor finito y 
determinado P para 3 = <x>.

Haciéndose infinita la función para s ~ a, tendreniús

■ íW,

no haciéndose ya infinita o(s') para s = a. Haciéndose *(.^) in
finita para s = â, tendremos

B
= 7277- + ^(2)

Y continuando de esta manera, llegaremos á una función 
que no tendrá infinito, que será por consiguiente una constante 
P, y resultará
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Cuando los infinitos sean múltiples, tendremos 

haciéndose '^(2) infinita, tan sólo para ^ = 00, por lo que será 
entera.

Si se reducen las fracciones simples al mismo denominador, 
la función « será una fracción racional cuyo término más elevado 
es del grado n, si n es el número de infinitos. A cada valor de u 
corresponden « valores de s, es decir, que la función adquiere 
el mismo valor en ;/ puntos del plano. Esta función admite tam
bién « ceros. Así, el número de ceros es también igual al de los 
infinitos.

Teorema VIII. Tocia fuKcio'n monc^g'ena que admiíe m vaio- 
res /ara eada vaior de z, se hace uecesariajnefite ¿furnia.

Sean u,y, u^,..... Um — i los m valores que adquiere la 
función u para un mismo valor de .s; y consideremos una fun
ción simétrica de estas 7« cantidades, por ejemplo su suma

«o + 7Í, + «2 +..........+ Um — 1-

Cuando la variable s describe un contorno cerrado, estos va
lores de la función se permutan entre sí, según cierta ley; pero 
la función simétrica no cambia, y por consiguiente es monódro- 
ma; y como debe hacerse infinita, es necesario que uno de los 
términos de la suma se haga infinito.

Teorema IX. Toda func¿c>n wonóg'ena que íiene m valores 
/ara eada valor de z y que scí/o admite un mimero ¿imitado de 
in/initos es raíz de una ecuación a¿^eóráica.

Consideremos las funciones simétricas

UQU^u¡ +...........   , ^0«,«., ^m - !•
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Cada una de estas funciones simétricas es una fracción ra

cional, porque es monódroma y no tiene más que un número 
limitado de infinitos. Luego la función ti satisface á una ecuación 
algebraica de grado m, cuyos coeficientes son fracciones racio
nales en Además es irreducible, porque si u satisficiese á una 
ecuación de grado menor, no tendría m valores.

Corolario, t/na función definidaffor una ecuación ai^eárdi- 
ca irreduciófe de ¿rado m ¿orna m valores f^ara cada valor de la 

variadle.
Si partimos de s = -So con cierto valor inicial zz = «□, y ae 

sigue un camino cualquiera del plano, estos caminos darán m 
valores de la función, porque si adquiriese un número menor, 
satisfaría á una ecuación de grado menor {*).

95. Propiedades de los puntos singulares esenciales. 
Sc dirá que un punto 0 que no es para una función monótropa 
/(,5) ni un polo (infinito), ni un punto ordinario (**) es un pzinto 
sing'ular esencial aislado para dicha función, si en el inteiioi de 
un círculo cuyo centro es 0, la función es monótropa y si fueia 
de 0, no tiene en dicho círculo más puntos singulares que polos.

1
Por ejemplo, la función e^ tiene en el punto .3 = 0 un punto 

singular esencial aislado, punto que ni es un polo, ni un punto 
ordinario. Vamos á ver que la función es indeterminada en la 
proximidad de un punto singular esencial. En efecto, sea la 

ecuación

f^ = A,

siendo .\ una constante distinta de cero. Para obtener sus raíces,

hagamos A = y - =p + qi- Tendremos ’,

(») Brioí et Bouquet. Théor. des fond, doubl. périodiques.
(*•) Punlo ordinario es aquél en cuyo entorno puede dcsarrollarse la rimción 

por la fórmula de Taylor,
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siendo el módulo del primer miembro ep y su argumento igual á 
q. Se tiene pues

^^'= R ó jí> = log R,

y ÿ=a-f-2^K; luego

" ~ log R + (a + 2¿7:)r 

expresando k un entero arbitrario positivo ó negativo.
Cuando k aumenta indefinidamente, estos valores de 3 tien

den hacia cero; por consiguiente la ecuación (1) tiene una infini
dad de raíces en la proximidad de £• = o, es decir, que por pe- 
alieno que sea e¿ raeiio de un eírcu/o deser¿ío desde e¿ origen como 
ceniro, iiaórd siempre una it^nidad de raíces de dicka ecuación 
coníenidas en ei interior de este círcuio.

Weierstrass demostró que en la proximidad de un punto sin
gular esencial, ia fundón f(z) se aproxima tanto como se quiera á 
cuaiquier vaior dado, es decir, que dado un numero s, tan pe
queño como se quiera, existirán siempre, en el centro de un 
círculo de centro a y un radio arbitrariamente pequeño, puntos 
para los cuales

(y(^) — Al<t.

El Sr. Picard demuestra este teorema como sigue (*).
Ante todo observaremos que la función puede admitir una 

infinidad de polos. Así la función

/1 \ 
sen ( — 1

tiene ^ = 0 por punto singular esencial, y admite los polos

entero) en número infinito. Para demostrar el teore

ma, consideremos la función
i

O 'Jrai/e d' Anabisc l Ij [>, 120.
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Pueden presentarse dos casos: Ó esta función tiene una in

finidad de polos en la proximidad del punto singular esencial a, 
y entonces la ecuación /(^s') — A = o tiene una infinidad de 
raíces en la proximidad de a, siendo el teorema evidente, pues la 
función no sólo se aproxima tanto como se quiera á A, sino que 
llega á ser exactamente igual, ó la función (2) no tiene una infi
nidad de polos en la proximidad de a. Si esto se verifica, po
dremos emplear la fórmula de Laurent, ó sea el desarrollo

ffs)-A “ A"+ •M«-‘») + - + :^z^ + (7^^« + -

en el interior de cierto círculo C. La primera serie será conver
gente en el interior de C, la segunda en todo el plano, excepto

en (T. Pero si se hace se podrá elegir .r de manera
3 — a

que su módulo sea superior á cualquier número dado R, de modo 
que el módulo de 

sea superior á cualquier cantidad dada previamente. A este valor 
de AT corresponde un punto 3 tan próximo como se quiera de «, 
para el cual sea él el módulo de _f{3) — A inferior á cualquier 
número s, tan pequeño como se quiera, lo que demuestra el 
teorema.

Oáservadófi. Una función monótropa ó uniforme puede ha
llarse en tres casos con respecto á los puntos singulares aislados.

i .” La función /(s') puede tomar todos- los valores que se 
quiera en la proximidad de a. Este el caso general.

2 .“ Puede tener un valor excepcional que no pueda adqui- 
rir la función en el entorno del punto a. Por ejemplo, la función 

i : sen ^—^ no puede hacerse nula en el entorno del punto 

.^ = o. Tenemos pues el valor excepcional A.
3 .“ Pueden hallarse dos valores excepcionales. Por ejemplo.
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1

la ecuación e^ = A no tendrá raíces en la proximidad' del ori
gen, sí A = o y si A = 00 .

96. Teorema de Cauchy sobre los ceros y los infinitos. 
Sea f(z) una /une ón monódroma y monó^ena, s¿n punías eseficia- 
¿es en el ¿níerior de un eaniomo cerrado simpíe C, gue íiene en e¿ 
mismo ¿as ceros a,, a^,.........con ¿os grados de mu¿íip¿ic¿da¿¿ res
pectivos m,, m^,..........y ¿os in/iniíos ai, a.j,........... can ¿os ¿piados 
de mu¿íip¿icidad respectivos j*,, ¡x^, ...., Sea F(z) u-na /unción 
sinéctica ett e¿ interior de dic¿¿o contorno, C; se tefidrd 

m^E(«,) + z«,F(/r,) -f-

tomándose ¿a intégrai á ¿o ¿argo de¿ contorno C, 0’ más exacta
mente, á ¿o ¿argo de im contorno in_pnitamente poco distinto de C 
e' interior á ed.

En efecto, se tiene

(s — ajl^i (.S' — ^-2)'^^.........

no siendo o(.^) ni nulo ni infinito para s = ai, a^, ... a,, a^,...
Tomemos las derivadas logarítmicas de los dos miembros de 

esta fórmula, y tendremos

Multipliquemos los dos miembros por I’'(5-)-------~-~ é inte-
2- V i

gremos á lo largo del contorno C, observando que la integral 
rds
I ^__a ^(^) tomada á lo largo de un contorno cerrado que 
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contiene el punto íí, es iguala 2~ \^ — i I‘ (¿z) y que O'(,®) es 

finito, tendremos

277^ — 1.7

Corolario I. Si el contorno C contuviese un sólo cero, sin 
infinito alguno de /(.s'), se tendría

y en particular « = —J j^^ d^.

que permite sustituir el cálculo de una raíz por el cálculo de una 
integral definida, cuando esta raíz se halla separada.

Corolario H. Supongamos que en la fórmula (i) se haga

F(3) = I, se reducirá á la

Luego: E¿ numero de /os ceros dism/nu/do en e/ mímero de /os 
infni/os de una /unción monódroma y monó^ena, sin±untos esen- 
cia/es en e/ ¿nierior de/ contorno C, es i^uaZ á /a mte^ a/

tomada á /0 /argo de este contorno, siembre que un cdo ó un ina
nito de orden de mu/tipUcidad k se cuente por k ceros Ó in/initos.

Puede valuarse la integral (2) como sigue: Siendo la integral 

indefinida —. log /(s), para obtener la integral definida (2) es 

necesario sustituir z por su valor inicial, cuando se le hace des
cribir el contorno de integración, después por el valor final, y 
obtener la diferencia de los dos resultados: pero aunque los va

MCD 2022-L5



240 LIBRO 4.° -CAPÍTULO 1
lores inicial y final son los mismos, no sucede lo mismo á los 

valores correspondientes de ^. log/(s), pues

7“- 'og/(^) ¿;- [log "lod Æ ~ 2arg/(^)].

Aunque el logaritmo del módulo adquiere el valor inicial, 
cuando 2 ha terminado su revolución en el contorno de la inte
gración, el argumento se ha modificado, de manera que la inte
gral (2) es igual á la alteración sufrida por el argumento de /{s) 
dividida por 2-, luego:

Corolario III. Ei mímero de ios ceros de f(z) contenidos en 
ei contorno C, disminuido en ei número de ü^nitos es iguai á ia 
variación dei argumento de ia función cuando ia variaóie recorre 
ei contorno C, dividida por 2r..

Si escribimos la función bajo la forma X -j- Y V — 1 y su 

Y Y 
argumento es uno de los valores de arc tg ^ > se hará infi

nito varias veces. Sean N y « los números de veces que, cuando 
camina s á lo largo de C, se hace infinita, pasando del negativo 
al positivo ó del positivo al negativo, respectivamente; la varia-

XN__ n 
ción del argumento de /(2) ó de arc tg y será igual á —~— -;

cuando por ejemplo, are tg — ha pasado dos veces, pasando del 

negativo al positivo, ha crecido en -; luego;
Corolario IV. £i número de ceros de f(z) contenidos en ei 

contorno C, disminuido en ei número de ij^nitos conteitidos en ei 
N — 

mismo contorno, es iguai ai número —-— , expresando N ei nú-

mero de veces ç^ie — /^asa de¿ neg-ativo a/ positivo y n et númeí'o 

de veces gtee pasa dei positivo ai negativo, iiaciéndose infinita.
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GAPÍTUnO II

Funciones algebraicas

§ I.° Principios generales

97. Ya hemos dicho que si una función es continua, mo- 
nótropa 5' tiene una derivada determinada, cuando la variable se 
mueve en una parte del plano, es /to¿omorfa en esta región y que 
los valores de la variable para los que la función se hace nula 
son las raíces ó los ceros de la función.

Cuando una función u es holomorfa, excepto en algún punto 

,s-, en el que se hace infinita, de manera que la función — quede 

holomorfa en la proximidad de este punto, este punto se llama 
un poío ó un ¿njimío de dicha función, por ejemplo una fracción 

racional. En este caso se dice que di
cha función es /neromorfa en dicha re
gión del plano, es decir semejante á las 
fracciones racionales.

Empleo de la esfera. Para es
tudiar la variación de una función, 
cuando la variable 3 se hace muy

grande, se hace , y se dan a

la nueva variable valores muy pequeños. Esta transformación se 
representa considerando una esfera de radio igual á la unidad, 
tomado los extremos 0 y 0' de diámetro como orígenes, en los 
dos planos tangentes en dichos puntos de las dos variables .3 5' 
cuyos radios vectores están ligados por la relación
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A una curva descrita por ^ corresponde otra curva descrita 

por 21'; si la primera curva es cerrada y se halla descrita en sen
tido positivo, sin comprender el oi'igen, lo mismo sucede á la 
segunda curva; pero si la primera descrita en sentido positivo 
comprende el origen, la segunda que comprende también el ori
gen se halla descrita en sentido negativo, si el radio de la pri
mera aumenta indefinidamente, el de la segunda tiende hacia 
cero.

En Algebra se demuestra que: La ‘variación dei argumento de 
tin LoHnomio enícro, seg'iín ei coniorno de una área JtosHiva reco
rrida en soitido LosiiivOy es i^uai ai J>roducío fior 27: dei número 
de ias raíces com/>rendidas en esia área (Cauchv).

98. CoN'riNüiDAD UE LAS RAÍCES. Sea /(£•, u) = 0 una 
ecuación cuyo primer miembro es un polinomio entero irreduci
ble. Si para un valor atribuido á s, la ecuación en u tiene m raí
ces, al variar .s' de una manera continua, estas m raíces varían 
también de una manera continua. Esta propiedad resulta del 
siguiente

Teorema. Si /ara z = a, ia ecuación f(u, a) = o íiene n 
raíces ¡¿"uaies á b, /ara un vaior de z /ró.rimo de a, ia ecuación 
tiejie n raíces /róximas á b.

Sustituyendo sy u por ^ -(- ,^’ y ô -f- u' y ordenando según 
las potencias de u' se tiene

f{a + ^', ¿ + 7?) = Z„+ Z,«' +.......-(- «'« +........ 4- Z,„u'^\

anulándose los polinomios Zo, Z,..............   Z„_i para s = 0, sin 
anularse Z„

Tracemos, tomando a como centro, una circunferencia de ra
dio o suficientemente pequeño para que no comprenda ninguna 
raíz de Z„, y sea A el menor módulo de Z„ en el círculo ? y B el 
mayor módulo de cada uno de los polinomios Z«+j,...........   Z„ 
en el mismo círculo. Tendremos

J(a + s\ ¿ + z?) = Z„zz'«(i + P + 0) 
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haciendo por brevedad

0 = ^ —+.

Si se hace mover á 11' en la circunferencia de un círculo de 
centro ó y un radio r C i, se tendril

B Br
|P|<Á(’-+'^ +)=Â7--r' 

tomándose r de modo que

Br^l
- S- es decir, r S -7—?—
Ai —2 A+2B

entonces el módulo de P serii menor que ^ , y al moverse tt en 

esta circunferencia, se tendrá

Siendo Zo, Z,,...funciones continuas que se anulan para 
s' = o, podremos hallar un radio ?' C ? tal, que al-moverse el 
punto s en la circunferencia de centro ¿z 5^ j-adio p', el módulo 
de cada uno de estos polinomios sea menor que un número 
dado C tal, que

À \rK '“r«-i ' /~2 Â r«(i—r} - 2 '

para lo que basta hacer C S —:. 
— 2(1 — r”)

Esto hecho, el módulo de Q será menor que ^ para todos 

los valores de z situados en ?' y de u' situados en r, con el mis
mo módulo que P.
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Concibamos que permaneciendo ei punto 2' fijo en el interior 

del círculo /, la variable ti' describa la circunferencia r en sen
tido positivo, tendremos

^4" ^^9 ” Z»«'b(i -p P -(- Q)

que es un polinomio entero en u’. El argumento de u'^ aumenta 
en 2~7z. El factor 1 -{- P -|- Q es una fun
ción monótropa de u', que designaremos 
por z'. Indiquemos con C el punto que 
corresponde á zz = 1. La distancia Cz’ es 
igual al módulo de P + Q, menor que la 
unidad.

Cuando la variable u' describe la cir
cunferencia r, el punto v describe una

curva cerrada situada en el círculo cuyo centro es C y el radio 
es igual á i; luego el argumento vuel\ e á adquirir su valor pri
mitivo, y el argumento del polinomio /(414-2', ¿-j-zZ) sólo au
menta en 27;«: luego este polinomio admite n raíces en el interior 
del círculo r.

99. Definición de una función algebraica. Los puntos 
en que una raíz se hace infinita son las raíces del coeficiente de 
la mayor potencia de u- en la ecuación. Su número es á lo más 
igual á m — m, siendo w el grado de la ecuación con relación á 
u y jn el grado con relación á 2 y

Se obtienen los puntos en los que la ecuación admite raíces 
finitas iguales entre sí, eliminando u entre las ecuaciones

f{3, «) =0, — = 0,
oU

cuyo número es á lo más igual á m'^m' —■ 1).
Los po/os y los J>íiníos mú/tip/os son las dos clases de puntos 

singulares de las funciones algebraicas.
Teorema. Cuajido fior de/orjnaciones sucesivas, se /ttede 

conducir ia curva A que va de un /fun¿o z„ á un /’unío Z, á ia 
cuiva B, que une ios mismos /untos sin atravesar ning'ún /unto
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por e¿ que ¿a raíz considerada se ka^a it^niía ni i^^uai d oíra, 
estas dos curvas conducen en Z ai mismo vaior de ia punción.

Supongamos que las dos curvas 
A y B envuelven una área que no 
tiene ningún punto singular. Sea M el 
menor módulo de las diferencias de 
las raíces, tomadas dos á dos, para un 
punto cualquiera z de esta área.

Según el último teorema se puede 
asignar un radio o tal, que si 3 se 
mueve en un círculo de radio p cuyo 
centro sea un punto cualquiera del 

área, cada una de las raíces experimentará una variación cuyo

módulo sea menor
M 

^^" 2 -

Imaginemos que el centro del círculo 5 describa una curva G, 
intermedia entre A y B; la envolvente de este círculo se com
pondrá de otras dos curvas C y C' situadas á uno y otro lado de 
G. Esto sentado, consideremos una curva G' próxima á G y si
tuada entre las curvas C y C'. Señalemos sobre G y G' dos sis
temas de puntos correspondientes

. 2; 2',, /a............. .. Z

tales, que el área z^z^z,'z„ esté comprendida en el círculo des
crito desde el punto So como centro, con el radio o, que el área 
z¡z.y3\z\3, está comprendida en el círculo descrito desde 51, 
como centro con el mismo radio 5, etc.

Bastará para esto el tomar por «, y 3'1 los puntos en que la 
primera circunferencia corta á las curvas G y G', para s^ y s'., 
los en que la segunda circunferencia corta á las mismas curvas, 
y así sucesivamente.

Si partimos de Zu con el valor inicial de «y, los dos caminos 
ZQZ^, z„z'yZi conducen en xr, á valores que difieren cada uno de 

M
Uq en una cantidad menor que , 5’ que por consiguiente, di-
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ñeren entre sí en menos que M; siendo la diferencia entre dos 
raíces en el punto «, mayor que M, los valores de éstas tienen 
que ser iguales. Así los dos caminos y SyS^s, conducen en 

ai mismo valor
Considerando enseguida los dos caminos 5;y5:,2:2 y à^oS^^s'aS.,, 

se puede sustituir el segundo por «oá^^^i + »i«\«'s«â. recorriendo 
la transversal dos veces en sentido 
contrario; la primei-a parte á^o^Sáfi da «,, 

/ / como z^z^. Esto se reduce á partir en el 
/^Pz / punto 5^1 con el valor inicial zíi y á des- 

/^ -a^ Á cribir los dos caminos s¡z¿, y Stz'.^z'„z.,. 
/ )^^ / Hallándose comprendidos estos cami- 
/ y nos en el círculo de radio o descrito des- 

1 / de el punto 2!, como centro, conducen en 
al mismo valor y así sucesivamente. 
Teorema. Una función a/g'céráica 

es kú/ojncífa en toda farte dei flano ¿hnitaeia for una curva A 
(/ue fuede reducirse á un funto, sin franquear nin^ín funto en 
que ia rais considerada se haga ii^nita ó i¿'uai á otja.

Supongamos que entre las dos curvas A y B haya un punto 
singular a en el cual la ecuación admite una raíz infinita ó una 
raíz múltiple b, pero tal, que cuando la curva A, a! deformarse 
pase por este punto, la función u conserve un valor finito ó per
manezca raíz simple, y por consiguiente difiera de la raíz múlti
ple b. Este punto a se presentará en la cuestión actual como 
un punto ordinario. En efecto, las curvas A y B pueden susti
tuirse por las líneas z^mnfZ y z^mn'fZ formadas por dos partes 
comunes y Ias dos mitades de un círculo muy pequeño cuyo 
centro es el punto a. Sobre estos dos nuevos caminos se recorre 
primero la parte z^m con el mismo valor inicial Uq, lo que con
duce en m al mismo valor w,, que por hipótesis es finito ó difiere 
de la raíz múltiple b en una cantidad finita. Las dos semi-circun- 
ferencias conducen en f al mismo valor w^! porque si los valores 
obtenidos fuesen distintos, diferirían poco entre sí, y diferirían 
de ¿ en cantidades finitas; pero en la proximidad de a las raíces 
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que difieren entre sí poco son las que difieren muy poco de ¿. 
En fin, la última parte/2 conducirá en Z al mismo valor de la 

función.
Tomemos en la curva un punto Z 

próximo al ^„. La curva ^^^AZ puede re
ducirse por hipótesis, á la línea infinita
mente pequeña s^ sin franquear ningún 
punto singular, en el que la raíz se haga 
infinita ó igual á otra; de lo que resulta 
que, si la variable describe la curva s’^AZ, 
la función cuyo valor inicial es ad
quiere en Z el mismo valor que si la variable hubiese descrito 
la línea infinitamente pequeña ZqZ. La curva cerrada A conduce 
pues, en áf^, al valor inicial Uf,.

Supongamos ahora que 1a variable vaya desde el punto .- o á 
un punto cualquiera situado en la parte del plano considerada, 
por dos caminos ^qI/ís y -S(,n.s situados en esta parte del plano. 
Pudiéndose reducir la curva cerrada ^^A^^ á la curva cerrada 
Zf^mzuZÿy sin franquear ningún punto singular, ésta conducirá, 
como la primera al valor inicial zip, concluyéndose que los dos 
caminos z„tnz y 3pWá; conducen en z al mismo valor de la fun
ción. Así la función u tiene un valor único en cada uno de los 
puntos situados en la parte del plano limitada por la curva A, es 
pues una función monótropa en esta parte del plano. A un incre
mento Axf corresponde un incremento ^u, y tendremos que

(/'A2+/;Azí) + 1 {f.z^s^ +y"„A^Aw+/LAzí‘O + ■■■=-0.

Si hacemos \u = v^z, y dividimos por A^, tendremos

(/\-p Í^/'k) + ~ ^‘^'{fzz + 2î>y'aM+^./' «w) 4"............“^

Por ser u raíz simple de la ecuación _/(.^, zz) — 0, la cantidad 
y¡. = o es diferente de cero. Para A- = o la ecuación prece

dente tiene una raíz simple finita X = —'-4 , Según el teorema 
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de la continuidad, á un valor muy pequeño de á.s corresponde 
un valor de ^' muy próximo á /. y uno sólo; luego la relación

tiende hacia un límite ñnito y determinado À, cuando el in- 

cremento b^s atribuido á la variable tiende hacia cero de una 
manera cualquiera: y por consiguiente la función admite una de
rivada. Luego en el área A, la función algebraica es continua, 
monótropa y admite una derivada, es pues holomortá.

§ 2.® Ley DE LA PERMUTACIÓN DE LAS RAÍCES

Supongamos que en el punto a, la ecuación admite una raíz 
b de orden «; en un punto á^, próximo á «, tendrá « raíces

......... Un próximas á
Si la variable .s’ parte de .s-,, teniendo la función el valor ini

cial «,, y describe un círculo muy pequeño alrededor de «, en 
ábntido positivo, la función vuelve á adquirir su valor «i, ó bien 
como su variación sólo puede ser muy pequeña, se cambia en 
otra de las n raíces precedentes, por ejemplo en «a. En el primer 
caso, al reproducirse, es una función monótropa de z en la proxi
midad de a; en el segundo caso, si se describe la circunferencia 
otra vez, con el valor inicial ^i.,, es imposible que se vuelva á 
obtener w.^, porque el movimiento inverso conduciría á z/,; se 
llegará pues á «, ó á una nueva raíz «.,. En el primer caso, las 
raíces /«, 5^ z/j se permutan entre sí, cuando la variable e gira al
rededor de «; en el segundo caso, si se describe la circunferencia 
por tercera vez con el valor inicial 7<j obtenido á la segunda 
vuelta, es imposible volver á hallar u.^ ó ?/,„ porque el movimiento 
inverso conduciría á u^ ó n^. Se llegará pues á zz, ó ¿1 una nueva 
raíz zzj. En el primer caso, las tres raíces u^, u.,, U:,, forman un 
s/síema circular, es decir, cada una de ellas se cambia en la in
mediata, cuando el punto .3 gira alrededor de n. Si continuando 
así se llega á la última raíz zz„, las n raíces próximas á b for
marán un S()lo sistema circular. Así:
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Teorema. Ciíando eíi e¿punía a ¿a ecuación admite una raíz 

b de ordcíi n, tas n raíces proximas de b para un vaíor de z 
próximo de a forman uno ó varios sistemas circuíares.

100. Obtención de los sistemas circulares. Si se hace 
z = a -}- z', u = ó-j-u'., tendremos

f{a + .s'', ¿ -4- «0 = = o. (i)

En el primer miembro habrá por lo menos un término inde
pendiente de u' y un término por lo menos independiente de <s\ 
sin lo que el primer miembro de la ecuación sería divisible pul- 
una potencia de u' ó por una potencia de s'.

Entre los términos independientes de s', el que contiene u’ 
con menor grado, es del grado n, porque la ecuación admite « 
raíces iguales á cero, para 2' = o.

Consideremos primero el caso particular en que, entre los 
términos independientes de u' haya uno que contenga z en la 
primera potencia. Agrupando los dos términos citados, la ecua
ción tendrá la forma

(A/ + Rm'”) + ÿ(^'> “*) = ^’ (2) 
siendo todos los términos de ^(^', u’) infinitamente pequeños 
respecto al uno ó al otro de los primeros. Sí se hace

z' = z''^, u = ^2", 

los dos primeros términos contendrán s"” como factor, y cada 
uno de los términos siguientes una potencia de z" superior á n. 
Se podrán pues dividir por 2:"" todos los ténninos, y tendremos

(A + Bv") -1- Z’^í»*, í») = o, (31 

siendo |(s", v) un polinomio entero en z" y t».
Rara z" = o, la ecuación (3) se reduce á la ecuación binumia

A
A + Rí’’^ = 0 ó v’' =— j^ (4)

que admite n raíces simples, finitas y diferentes de cero, z’,, í^a. ..., 
íí„, que suponemos colocadas de modo que sus argumentos es- 

tén en progresión aritmética cuya razón sea
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Según el teorema de la continuidad, para un valor muy pe

queño de ^", la ecuación (3) admite n raíces simples respectiva
mente próximas á las precedentes, siendo cada una de ellas una 
función holomorfa de s” en la proximidad de 3" = o. Las repre
sentaremos por

siendo 3,, 3^, ...., ¿n cantidades muy pequeñas que se anulan 
con 3". Se obtienen así las n raíces de la ecuación (1), próximas 
á cero

1' ’
«I = (2^i+-i)s'’‘ , í4=(^'í + ^2)2'”,---, »« = (»«+s„)/« ,
,1

dando á z'’' uno cualquiera de sus « valores.
Cada una de estas raíces se compone de dos partes, una in- 

fmitamente pequeña de orden - otra de orden superior. La ley 

de permutación de los valores aproximados
i

es fácil de percibir. Cuando z describe un círculo muy pequeño
1 2TÍ 

alrededor de a, el argumento de 3'" aumenta en , lo que se 

reduce á sustituir z», por í'j, v^ por íz»,  Vn por í^, Los « va
lores aproximados forman pues un sistema circular.

Los valores exactos tienen la misma propiedad. En efecto, 

reduciéndose el valor aproximado de la primera raíz á v-iZ"^^ , 

el valor exacto adquiere la forma (z;¿ + $',)3'’‘.
Es imposible que sea igual á una raíz distinta de la segunda; 

porque si se tuviese por ejemplo
i 1

(í's + = (»3 + 3,)3'" , 
se deduciría z^^ — '^1 = ^3 — $\, y la cantidad infinitamente pe
queña S3 — 3'1 sería igual á la cantidad finita í'^ — z^y. Se tiene 
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pues s'j = e^, y la raíz «'t se cambia en la raíz /í'3. Igualmente u\ 
se cambia en í¿'j, etc.

La fórmula u = , en la que v designa una de las raíces 
de la ecuación (3), representa el sistema circular de las n raíces 
de la ecuación (2), cuando se hace girar á la variable z alrededor 
del punto a.

Teorema. El grupo de las n raíces proximas á cero se des
compone en suá-grupos laies, ç/ie la relaeío'n de cada una de las 
raíces de un mismo sué-grupo á una misma poiencia conmensura- 
ále de z' lenga un mismo límiíe delerminado, Jinilo y dislinlo de 
cero.

Tracemos en un plano ('*) dos ejes rectangulares 0«, O^, y 
señalemos los puntos cuyas coordenadas son los exponentes a 
y (3 en los diferentes términos de la ecuación

SA^ow'^^s'!^ = o.

A los términos independientes de z' corresponden puntos si
tuados en el eje Oa. El primero de entre ellos tiene una abscisa 
igual á n. A los términos independientes de u corresponden 
puntos situados en el eje 0^. El primero de ellos tiene una orde
nada igual á l.

Concibamos una recta móvil aplicada ai principio ai eje Oa. 
Hagámosla girar alrededor del punto n de izquierda á derecha, 

hasta que encuentre á uno ó varios de los otros 
^______ puntos. Hagámosla girar’ enseguida alrededor 

r__ del último de estos puntos, siempre en el mis- 
_3_____ mo sentido, hasta que encuentre otro ú otros 

_— puntos; y continuando de este modo, la recta 
S llegará á una última posición en que pase por 

el punto /, situado en el eje 0^. Habremos for
mado, procediendo así, una línea quebrada 

convexa entre los puntos ny 1 tal, que prolongando cada uno

(*) Puueux, Mémoive sur les ('onctions algébriques. (Jour de Mnlh. pures et app.1. XV: 1850.)
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de SUS lados, deje sobre ellas los demás puntos. Vamos á ver 
que cada uno de los lados de dicha línea da un sub-grupo de 
raíces.

Hagamos u' = 27s'l^, siendo v una cantidad finita que no se 
anula con s'. El grado del término A^^ti “2'^ con relación á à!' 

es au. + P. Además la recta j— P = — [xf-r — a), trazada por 
el punto (a, p), cuyo coeficiente angular es — (x, corta al eje 0,3 
en un punto cuya ordenada «¡x 4- ^ es igual al grado de di
cho término. Resulta pues, que los términos de igual grado están 
en línea recta y que la recta se aleja del origen paralelamente á 
sí misma, á medida que aumenta el grado del término.

Consideremos desde luego el primer lado de la línea convexa, 
que parte del punto (a = «, ^ = 0). En este lado se hallan varios 
puntos á los que corresponden términos de igual grado

Aw'” + SAg,p ,

que supondremos ordenados según las potencias decrecientes 
de «Í Siendo estos términos de igual grado, tendremos

«¡x = ap. + p = a,{x + Pi,

‘ n — a w — a.

Así el exponente ¡x es un número conmensurable 

mos z' = z''p , de donde u' = 'vz"q. Los términos 
grupo serán del grado

nq = 0^ + P/ = «,í 4- Pi? 

con relación á z" y los otros de un grado superior.
Se podrá pues, dividir por z'"^^ todos los términos de la ecua

ción (1),. y resultará

(A»” 4- -A^^QT?^ 4“ ^0. p ^‘) *^ ^ÿ(^’ ^''} = 0

z/«i(Aí/"-«. 4- SA^- «t 4- A^,p ) 4- s^-^ív, z") = o,

4. Haga- 

del primer
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siendo ^(2^» ^") un polinomio entero en ^’ y 2". La ecuación

Aiy” ^1 + SA^^íí^ “> 4- Agj^p^ = o (6)

admite « — a, raíces finitas y diferentes de cero, por consiguien
te, para un valor muy pequeño de s", la ecuación (5) admite 
fi — aj raíces próximas respectivamente de las anteriores, lo que 
da para la ecuación (1) un primer sub-grupo de n — a, raíces 

de la forma vz'P tales, que la relación de cada una de ellas á 

s'^ tiende hacia un límite finito distinto de cero.
Consideremos ahora el segundo lado de la línea convexa 

que da una nueva manera de formar un grupo de términos

de grado menor que los demás. Se tiene 

«1 P- + ^I = ^-P- + P = =^2P- + P2

' a, —a a, — a.,

El exponente u es todavía un número conmensurable -|; pero

de valor mayor que el precedente, porque á medida que el lado 
gira en sentido indicado, el valor de [x aumenta. Se hará, como 
anteriormente 2' = 2"^, de donde u = vz"^. Todos los términos 
de la ecuación son divisibles por z ‘^i?+PiP , y ésta se reduce á 

^*(Att,p, »*> “ “2 + -Aafl ^''“ + ^a^Pg) +3"i(f,2")=o. (7)

Admitiendo la ecuación

Aa,fi,í'*»”“‘ + -A^»a-«« + A^ j^ = 0 (8) 

a, — a¿ raíces finitas y diferentes de cero, se concluye que, para 
un valor muy pequeño de 2", la ecuación (7) admite a, — a, raí
ces próximas respectivamente de las anteriores, lo que da para 
la ecuación (1) un segundo sub-grupo a, — a^ raíces de la forma
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2 1
vz'^ tales que, la relación de cada una de ellas á. 2' ^ tiende ha
cia un límite finito distinto de cero. Se continuará de este modo, 
hasta ver que el último lado dará un sub-grupo de a^ — o 
raíces.

Puesto que

(« — a,) -1- (tt, — a^) 4-.+ (a^ — 0) = «, 

se han obtenido las n raíces de la ecuación (i) próximas á cero.
Teorema. Cada suó-gru/o se descom/^one en sistemas circu- 

¿ares.
Sea por ejemplo, el primer sub-grupo. Se tiene

‘ n—-a n — a, ^’

suponiéndose irreducible la fracción — , los denominadores 

n — a y « — a, son múltiplos de /, que designaremos por k/f y 
k^p. La ecuación (6) se reduce á

Si se hace v^^ = k, esta ecuación se reduce á

AX*’4- A«,p^ =0. (jo)

A una raíz simple de esta ecuación corresponden / raíces sim
ples de la ecuación (9), dadas por la ecuación binomia v^ — X. 
Estas raíces c^j, v,............ .. z'p tienen el mismo módulo, y las su
ponemos colocadas en un orden tal, qne sus argumentos estén

en progresión aritmética cuya razón es ■ La ecuación (5) 

admite / raíces simples respectivamente próximas de las an
teriores
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y cada una de ellas es una función holomorfa de z” en la proxi
midad de z" = o. La ecuación (1) admite las / raíces

“'i = («'d-sj^'í’ , ......., u'p = (í’p -Í- ~^p)z'P.

Los valores aproximados

'V^Z'P ,VpZ'P

forman un sistema circular; porque, cuando la variable s gira 

alrededor del punto a, el argumento de s p aumenta en lo 

que se reduce á sustituir í», por v.^, v.^ por í/^,.......Vp por z»,. Se 
verá, como anteriormente que los valores exactos tienen la mis
ma propiedad. Este sistema circular de / raíces puede represen- 

tarse por la fórmula u' = vz’ p , siendo v una cualquiera de las 
raíces de la ecuación (5) que, para z = o, se reducen á una raíz 
de la ecuación binomia v^ = X, que es una función holomorfa 
de s".

Así cada una de las raíces simples de la ecuación (10) da un 
sistema circular de p raíces.

Supongamos ahora que la ecuación (10) tenga una raíz 

múltiple de X de orden «'. Cada una de las raíces t^^, v.,, ..., Vp 
de la ecuación binomia v^ = \ será una raíz de orden n' de la 
ecuación (9). Para un valor muy peqneño de z", la ecuación (5) 
admite n' raíces próximas á t’i, n' próximas á í’2,........ , n' próxi
mas á Vp. De esto se concluye que la ecuación (i) admite n'

raíces que tienen el mismo valor aproximado zíi^' P , otras n' con 

el mismo valor aproximado v.^z' p , etc. Los valores aproximados 

de estas pn' raíces están representados por la fórmula v^z'p , 

al girar la variable z' alrededor de a. De esto resulta que 
sus valores exactos podrán representarse por la fórmula 
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u' = (Vi + v'}z'P , en la que v' es una cantidad infinitamente 
pequeña. Esto se reduce á sustituir í/ por ?/, + v' en la ecua
ción (5) que toma la forma

SA'«p = o. (u)

Siendo ^>1 raíz de orden «' del paréntesis, el primer término 
será A'y™'. Para un valor muy pequeño de z" la ecuación (11) 
admitirá pues n' raíces muy pequeñas. Si las ecuaciomes análo
gas á la ecuación (10) no admiten más que raíces simples, estas 
n' raíces se dispondrán en sistemas circulares de /' raíces, re- 

presentados cada uno por una fórmula tal, como t^' = wz”!’ , 

siendo w una función holomorfa de z"' = z" p = z' pp' que no 
se anula para z"'— 0.

La ecuación (1) admitirá pues la solución

/ g'\ 1 ^1

u' = \Z^^ 4- tvs' PP') S'P = V^z'P 4“ ^^ ^^'

designando ^^ el número entero q 4- í/' primo con p'. Es fácil 
ver que esta fórmula da un sistema circular de pp' raíces. Con
tinuando el procedimiento se llegará á obtener expresiones 
aproximadas distintas para los « valores infinitamente peque
ños de u.

Ejemplo /P Sea la ecuación de grado « en t y m en z.

(n m\
z) = íz(j — 4-

4- C(í — sj» 4- diz — Í,)’ = o

que para s = So tiene tres raíces desiguales

"''”\/^'"»"“\/^’G^^í+iVí)
y tres raíces iguales con el mismo valor s = Tq.
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Haciendo í — ip»j', g —■Sc = s, resulta

as'° + ós"^ s'^ + cs'^ -L dz''’ = o.

ecuación estarán representados 
figura, reduciéndose el polígono

Para obtener el primer 
término del desarrollo en se
rie de las tres raíces iguales, 
haremos

cs'^ + dz''’ = o

Los dos términos de esta 
por los puntos M y N de la 

correspondiente á un solo lado.

Haciendo s' = c^z'^. será ¡x = — .
3

La ecuación c . cis''’ + dz"’ = o ó ce? +¿7 = 0 dará 
los tres valores de f,,

3 3 3

siendo el desarrollo de s,
7

■Í « Í„ + <^i(^ — ^o)" +

Ejemplo 2/

J" — 3^'2^ + 23^ — 213^(3 — íy- = 0,

su discriminante es

3 0 ” 3^" 0

0 3 o — 3«*
0 — 6«® 3[2«® -- 2i3'{z — ¿y 0
0 o — 6Z‘ 3[2ár’ — 2¿3~ {3 -— 0^1

ó D = — 3245í'(^ — 0' (^' ~ !)•

La ecuación propuesta tiene raíces iguales para ’=00, o 
I, i --- I.
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Consideremos la raíz s=i, para la que í, =Í2=^ •?;,= — 2/, 

y hagamos, s = ¿ + s', z = ¿ + z' en la ecuación propuesta, 
que se transformará en

s'^ + 3/. s'^— 3z'-s' — 6¿z's' + 5/2'’ + 6z'^ — 2¿z'^ = o.

La ecuación aproximada será

y
El polígono correspondiente se reduce á 

la recta MPN; el ángulo ^ que da el coefi
ciente angular de esta recta está dado por 

2
¡X = tg Cp = - = I.

Haciendo j, = f^ài'H = c^s', para determinar t:, tendremos 
la ecuación

Las dos raíces í, y í, iguales para z = ¿, no forman ciclo, 
siendo z — i un punto doble sin ramificación; sus desarrollos son 
respectivamente

Para la raíz j^, que tiene en ¿ = ^ el valor x^ — — 2/, el des
arrollo es

J3 = — 2/ — 2{z - 0 +............

Ejemplo j° Harkness, Morley y Landfriet. (Theorie der al- 
^eóralseheti Eunctionen). Sea

(í- — ^■•)' -• J*’ — z'‘ = 0.
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Para ^ = o tiene cuatro raíces iguales ^ = o. 
Haciendo j- = /, ^ = s^^ la ecuación aproximada es 

g'* = o;

2 
y tendremos ¡j-j = tg <& = — 

= |-> y haciendo en dicha

ecuación / = resulta 
O ' Æ O ^ ' después de suprimir el factor 

común 
(c?— 1) = o queda í? = i.

Las cuatro raíces ¿',, j",, J's, j, de la ecuación propuesta for
man en el punto 2: = o dos ciclos, cuyo primer término es

= ± I).

Para separar estQS ciclos, calcularemos un nuevo término 
del desarrollo. Con este objeto, hagamos en la ecuación pro
puesta

í'= (í^i+ Q£^*“’’= (^|+^|)«'“ 5 (si=0 para^'=:o) 

y tendremos, después de dividir por s'',

Ç} + 4Gî:Î + 4^! - íT. - ^.^'^ - /^’ = 0, 

y haciendo z' = zl, 

— 4^isi + 4’,i — — 0’

La ecuación aproximada es 
4?! - ^,^, - o.

Tendremos, procediendo como en los anteriores ejemplos,

MCD 2022-L5



206 LIBRO 4.°-- CAPÍTULO II
y para determinar c^ se tiene

2 224^2 --  ^1 ®j 4^1 ^2 15 íj — *

Luego, por la segunda aproximación, obtenemos

= ^.2'^ + —-7= ^'^ +: 
2 V 

y los desarrollos de las cuatro raíces, en la proximidad de 
£ = o, son

A i ’. lil

^3 = ^^ —7^^ +^^ 4-" 2^4 +

Uno de las ciclos contiene las raíces í, y x,, el otro las í^ y í^. 
101. Polos de una función algebráica. Sea

Z«^ + Z,««-’ ++Z^ = o 

la ecuación, ordenada según las potencias decrecientes de u.

Haremos s — a-^z', u=^ ^, y se buscarán Ias raíces in- 

finitamente pequeñas de la ecuación transformada

Zo-|-Z|«'-|--f-Z„i«'™ = 0 ó SA5jQ»'“yP = o.

Para estudiar las raíces, cuando z es muy grande, se hace 

z= "T, y se dan á e valores muy pequeños. La ecuación pro- 

puesta se transforma en una ecuación algebráica entre z' y u.

§ 3'° Sistemas de lazos fundamentales

102. Sea f(u, z) = 0 una ecuación irreducible cuyo primer 
miembro es un polinomio entero en z y u de grado m res
pecto á «.
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Sean ¿2,, «-, «,,.. los puntos críticos de la region con
siderada. Desde el punto z^ trácense rectas hasta .la proximidad 
de cada punto crítico y después una circunferencia muy pequeña 
cuyo centro sea cada uno de dichos puntos. Todos los caminos 
que van desde So hasta un punto z de la región, se pueden re
ducir á la recta ^„2 precedido de los lazos formados por cada

una de las rectas que van á cada 
uno de los puntos críticos, pol
la circunferencia y después pol
la distancia de Zo á esta recorrida 
en sentido inverso. Así el cami
no ZoUtz se reduce al lazo (a,) 
descrito en sentido positivo, se

guido de la recta ZqZ. El camino Z^,«2 se reduce á los dos la
zos (»3), («3) descritos en sentido negativo, seguidos de la

recta xr„ z.
Esto sentado, supongamos que la variable z parte del punto 

Sn, teniendo la función el valor inicial u¡^ y que describe la recta 
Sos,. La función adquirirá en s, cierto valor. Supongamos que 
esta raíz pertenece á un sistema circular de / raíces que se per
mutan alrededor del punto crítico ¿z,. Cuando la variable haya 
descrito la circunferencia que rodea á «„ en sentido positivo, se 
obtendrá en s, otra raíz. Si se vuelve enseguida á Zg por la recta 
s,So’ ha función tendrá en z^ un valor u^ distinto del primero. Si 
se describe por segunda vez el lazo, con el valor Wj, se llegará á 
s, con la raíz precedente, una segunda vuelta conducirá á otra 
raíz y así sucesivamente hasta llegar al valor inicial. Tendremos 
pues el sistema de p lazos binarios

(íí)o , (^)Í 1...........   (íi)p — 2, {^)p--l’

Un lazo relativo á otro punto crítico, unirá otras raíces entre 
sí, ó una de las raíces anteriores, y así sucesivamente.

Definición. Sean zí^, Wi,..... zz^_]las ni raíces de la 
ecuación /{Zo, u) = 0. Se llaman ¿azos /undamenla/cs á los sis-
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temas de m — i lazos binarios que permiten pasar de Ia raíz zz^ 
á las demás. .

Para formar un sistema de esta clase, después de haber des
compuesto los lazos complejos en lazos simples, se tomará un 
lazo (¿2,) que une la raíz u^ á otra z¿i, excluyendo los demás la
zos que unen u^ á Entre los que quedan, se tomará otro lazo 
(«a) que una cualquiera de las raíces u^ y /íp á otra z/^, exclu
yéndose los demás lazos que unen una de las raíces u^ y zz á «3. 
Entre los que quedan se tomará un lazo (¿2.,) que una cualquiera 
de las raíces z/g, z/j, «^ á otra »3, excluyendo los demás que 
unen u^, «,, u.^ á u.^ y así sucesivamente, hasta tomar un último 
lazo (^m-i) que una cualquiera de las raíces «g, «.,........... ,«„ — 2 
á otra raíz «„t_i, y este será un sistema de lazos fundamentales.

Ejem/>¡o. Sea la ecuación

U^ — T,u 4- 2Z = 0.
Hay dos puntos críticos a y 6 situados en el eje Oa-, el uno 

= 1, para el que la ecuación admite la raíz doble zz=: 1 y la raíz 
simple « = — 2; 
el otro 2 — — I, 
para el que la 
ecuación admite 
la raíz doble u =

— 1 y la raíz simple « = 2. Las tres raíces de la ecuación son 
reales para todo valor real de 2 tal, que se tenga 2- <^ 1, es de
cir, en todos los puntos de la recta finita aé.

Para estudiar las dos raíces próximas á la unidad alrededor 
del punto crítico æ, haremos

2 = I -|- 2', H=1 + U'.

La ecuación se reduce á
{22' + 3zz'2) + u'^ = o.

Los dos valores infinitamente pequeños de u', cuyos valores 
aproximados son

u'
3
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se permutan cuando z gira alrededor del punto crítico a. Siendo 
en r, reales y próximos en valor á la unidad, son positivos.

Cuando se cambia el signo de 2;, los tres valores de u cam
bian de signo. Resulta pues, que dos raíces se permutan también 
alrededor del punto 6, y que estas dos raíces tienen en z^ valores 
reales y negativos próximos á ~ 1.

Tomaremos como origen de los lazos el punto z = 0. Para 
s = o, las tres raíces de la ecuación son = o, Ui = V 3 ■ 

u^ = — \^3 . Cuando la variable z describe la recta Oír,, te

niendo la función el valor inicial u^ = 0, la ecuación

' — ^^{3 — M^) + 22! = o 
muestra que u conserva un valor positivo, y por consiguiente 
adquiere en «, un valor próximo á i. Quando la variable gira 
enseguida alrededor del punto ¿z, esta raíz se cambia en otra raíz 
positiva próxima á 1. Volviendo la variable de Zi á 0, esta nueva 
raíz, diferente de la primera, queda positiva; y por consiguiente 
adquiere en el punto O-el valor 21^ — V3- pues el lazo («) 

une las dos raíces u^ y «j. De igual manera el lazo (í) une las 

dos raíces u^ y «... Los dos lazos binarios (æ)o , (¿)o forman un 
sistema de lazos fundamentales.

Si se hace —, « = — , la ecuación se reduce a

{z + 2«'^) — 32!' u"- = 0.
Para los valores infinitamente pequeños de z', los tres valo

res de 2( son infinitamente pequeños y sus valores aproxima
dos son

que se permutan circularmente, cuando la variable gira alrede
dor del punto z' = 0. Así, sobre la esfera, el punto 0' es un 
nuevo punto crítico. El lazo que parte del origen 0 y envuelve 
al punto 0', une las tres raíces «,„ «, y «...
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Para ver en qué orden se efectúa la permutación, considere

mos el circuito que en el plano corresponde al lazo (0'), y su
pongamos que el radio del circuito tenga un argumento com
prendido entre or y 2-. El circuito, descrito en sentido positivo, 
puede sustituirse por la serie de los dos lazos («) y (¿). Si se 
parte del punto 0 con el valor inicial zz,,, cambiando «„ en w, 
el lazo (a), y siendo neutro el lazo (¿5) con respecto á esta raíz, se 
vuelve á 0 con la raíz

Describiendo la circunferencia, por segunda vez, como el 
lazo («) cambia w, en u^, y enseguida el lazo,(¿') íi^¡ en «j, se 
vuelve á 0 con la raíz

Describiendo el circuito por tercera vez, se vuelve al valor 
inicial.

Tenemos pues los tres lazos binarios (O')J, (O')i , (O')^ , 

descritos en el sentido del movimiento positivo.
Se podría formar un sistema de lazos fundamentales con los 

dos lazos (O')o y (O')i ó con los dos lazos (æ)û y (0')?.
Ejemplo 2.® Sea la ecuación

«•’ — 3«^ -f- 2® = o.

Para ^ = 0 se tiene la raíz simple u = 3 y dos raíces nulas. 
Si se hace u = z^^^, la ecuación propuesta se reduce á

3^/2 ------- 1 ------- ^2^3 _ Q.

i — i 
para 2 — 0 admite las raíces simples —— , —— . Los valores 

V3 V3 

de u que tienden hacia cero con z son regulares en el dominio 
del origen, y los primeros términos de su desarrollo son

—

Representemos por u^ la raíz que se reduce á 3 cuando z=o. 
Para cada uno de los seis valores de z dados por la ecuación 
z^' = 4, se tiene una raíz simple u = — 1 y una raíz doble 
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:í z= 2; y las dos raíces que tienden hacia 2, se permutan alre
dedor del punto crítico. A partir de cada uno de los puntos de 
ramificación, tracemos la sección indefinida según la prolonga
ción del radio que une este punto con el origen. Las tres raíces 
se hacen funciones uniformes en toda la extensión del plano.

Para estudiar las raíces, cuando se atraviesan las secciones, 
basta construir la curva que representa el conjunto de las solu- 
soluciones reales de la ecuación

— 3m" -]- Z- = 0;

se ve enseguida que cuando t crece desde o hasta 2 por valores 
reales, los tres valores de « van respectivamente de los valores 
iniciales de «o, «,, «¿ á los valores finales 2, 2, — 1; luego, 
cuando 3 describe una de las líneas 0^,, Oæj, 0æj, las tres raí
ces zíy, «1, «2 tienden hacia los valores 2, 2, — 1. Por consi
guiente, cuando se atraviesa una sección de índice impar, se va 
de la raíz «„ á la raíz zí,, de «1 á «0, Y ^-2 no cambia.

Igualmente, cuando z describe uno de los radios Oirá, 0«.,, 
OíZgi Z va de o á 2 por valores reales, y las raíces «o’ ^n ^^2 
tienden respectivamente hacia 2, — 1, 2, de modo que, atrave
sando una sección de índice par, se pasa de u^ á «,, de «3 á «0; 
pero no cambia «,. Los lazos («3), (^4), («o) unen pues las raíces 
«o y 2^2, siendo neutros para la raíz «1; mientras que los lazos 
(^i)> W’ W ’^^^'^ ^^0 y ^n y son neutros para la raíz 222- Si se 
describe una circunferencia con el origen como centro, que con
tenga los seis puntos de ramificación, este camino equivale á 
seis lazos, y cada raíz vuelve á su valor inicial. El método gene
ral, en efecto, demuestra que el punto en el infinito es neutro 
para cada una de las raíces.

EjefKplo s° Sea la ecuación

+ 3«“«® — («’ - O'' 4^'’ = o.

La derivada del primer miembro con relación á 22 es 
322(22 -j- 2^'), y se anula para u = — 2Z' y 22 = o. La primera 
solución da (^- — i)'^ = 0; pero los puntos d y d' que corres
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ponden á z — ± i son neutros; porque las raíces permanecen 
monótropas alrededor de cada uno de ellos.

Para a = o, se tiene («« — 1)2 _t 4^« = 0; por consiguiente

Z = ± Z,

resultando seis puntos críticos alrededor de cada uno de los 
cuales se permutan las raíces; c y c' están situados en el eje de 

las ^; los otros cuatro Æ, a', b, b' son simé
tricos, dos á dos, con relación al origen, y se 
hallan en los vértices de un rectángulo.

Para ^ = 0, la ecuación propuesta se 
reduce á «^ — 1 = 0, y admite las tres raí- 
ces Uo ~ i, =j, expresando 
J una de las raíces imaginarias de j"^ —1 = 0. 
una raíz real »„ en la recta finita cc' y dos 

imaginarias conjugadas zí, y zi^. Estas son las que se hacen 
iguales en f y ?, permutándose alrededor de estos dos puntos. 
Así, cada uno de los lazos (r) y (c') une las dos raíces y zz.,. 
Observaremos además que, si en el lazo (a) se tiene z = .r -j- J'A 
se tendrá z = .v —yi en el lazo (á), y por consiguiente, los tres 
valores de u sobre (¿) son respectivamente conjugados con los 
que se obtienen sobre el lazo (tz), concluyéndose que cada uno 
de ellos une la raíz con una de las raíces zz, y zz^. Si el lazo (a) 
une Uq y zi^, el lazo (í) unirá u^ y zz.,. Se formará un sistema de 
lazos fundamentales tomando, sea (ff)J y (¿)?. sea (¿z)5 y (e)? , 
sea (á)? y (c)? .

El punto 0', en la esfera, es polo para cada una de las raíces.
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LIBRO QUINTO

ANALYSIS SITUS

CAPÍTULO I

Superficie de Riemann

§ i? Definición de la superficie de Riemann

103. Definición, i.® Superficie de dos ko/as. Suponga
mos la función algebraica u- — s de dos determinaciones «i y u¡^. 
Podemos reducir esta función á una función uniforme, haciendo 
que en vez de moverse z en un plano simple se mueva en una 
superficie de dos hojas superpuestas cuyo conjunto se llama una 
supeificie de memann de dos hojas. Para construiría, considere

mos dos planos P, y P., 
limitados cada uno por 
una circunferencia de 
radio R, hagamos en 
cada uno á lo largo del 
radio una sección ai ói 
0cidi^ a.,ôi0c^_d.,. Co

loquemos la hoja P, sobre la P2 y unamos por un plano los dos 
bordes a^éi y c.2d¿ y por otro los bordes afi^ y d^Ci que se 
cortan en una línea doble OiL,.

En esta figura se puede pasar de un punto (2, ?/,) de la 
hoja superior al punto correspondiente (su proyección ortogonal 
sobre el segundo plano) (2, u.^} (*), siguiendo el camino continuo

(*) Se llama punto annlUico Íz, u) el eonjunlo ele un valor de z y do un valor de 
« que verifican la relación F(z, u) = 0.

18

MCD 2022-L5



274 LIBRO 5?-- CAPÍTULO I
(áf, Wj) («Py5) (^, «J que da una vuelta al eje 0010, é inversa
mente, se puede subir desde el punto (xr, a^) hasta el (xr, 2zJ por 
el camino (¿r, «,) (a'py'S'e') {zu^}, de manera que el camino total 
que hace volver del punto (áf, «,) al mismo, es

(2:, «,)a¡3YS£(2:, //5)a'^'Yo'e'(^, «j)

La continuidad de ti queda establecida por el hecho de que 
el valor de «/, según el orden 0¿,¿r, en Pp es igual al valor de u,. en 

el borde opuesto Oc^d.^ de Pg, 
bordes que se suponen re
unidos, lo mismo que los 
Or^ ¿1 y 0^2 Æj que constitu
yen en camino cerrado.

Que la función u vuelve 
al punto de partida con el 
mismo valor con que partió, 
después de haber recorrido la 
superficie de Riemann de dos 
hojas así formada, se puede 
ver observando que: Si en el 
primer plano P^ se parte de un 
punto Zo con la determina
ción «1 de la función «, que 

variando con continuidad al recorrer z un camino, por ejemplo, el 
¿,EFí;„ es una función uniforme. De igual manera la determina
ción Ui dada por la ecuación u- = «, es también uniforme en el 
plano Pg, en virtud de que los dos bordes de la sección hecha 
impiden que la variable describa una circunferencia completa al
rededor del punto 0. Pero los valores de la determinación tí^ en 
los puntos <5, y r, son iguales y de signo contrario. En efecto, 
llamando «i(¿,) y í^i(¿^,) á los valores de u¡ en los puntos í5i y r,; si 
partimos de ¿1 con la determinación ?/,(¿i), y la variable z da una 
vuelta completa hasta volver á ¿., el valor de la función habrá 
cambiado de signo, y será — «i(^,); pero á consecuencia de 
existir el borde, el punto z se ha detenido en c,. El valor «Xí,) 
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diñere ¡nfinitamente poco del que adquiriría la función comple
tando la vuelta en ¿i.; luego

»i(í^i) = — «i(^i)-

De igual manera, en el plano P^ se tendrá

«í(^2) == — ^^.(í^O-

Si ahora suponemos que en cada punto del plano P, y del 
Pa se inscriben el valor de la determinación de «i y de Ui res
pectivamente; y suponemos superpuestos estos planos ó mejor 
colocados paralelamente, de modo que el uno sea la proyección 
ortogonal del otro, los valores de 7^1 y Un correspondientes al 
mismo valor de z serán iguales y de signo contrario, gsí

»1(^1) = — «aí^^í) == ^2(^2)

«1 (^0 = — «2 (¿2) = Í^A^i)-

Podremos pues en la representación que hemos hecho de la 
superficie de Riemann, establecer la continuidad de la función 
pasando del punto [3 del borde superior de la derecha al punto 8 
del borde inferior de la izquierda y del punto P' del borde infe
rior de la derecha al punto 5' del borde superior de la izquierda, 
habiendo atravesado el punto y de la línea O^L que se llama //- 
nea de /aso ó de cruce, punto que debe considerarse como dos 
puntos pertenecientes á cada una de las hojas.

Consideremos la función u = (z — c)”’ de u determinacio
nes. El punto c en el que la función u adquiere n determinacio
nes se llama /unío de ramificación.

Tomemos dicho punto de ramificación como el pie del eje 
vertical de un elicoide alabeado, cuya generatriz es el radio 
vector del punto z y cuya directriz es una hélice de paso infini
tamente pequeño. Los puntos z de igual módulo, cuyos argu
mentos difieran en un múltiplo de 2-, se proyectarán en una 
misma vertical, y corresponderán á valores iguales de la canti
dad compleja z — .r + iy.
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La función u = (5! — í)» adquiere todos los valores de que 
es capaz, cuando se hace variar á en la extensión de n hojas 
sucesivas del helicoide, reproduciéndose la misma serie de valo
res en cada conjunto de « hojas. Se puede pues reducir el heli
coide á « hojas sucesivas, cortándolo, á partir del eje, por dos 
secciones, la una en la primera hoja, la otra en la «s»™» y tales, 
que las dos tengan por proyección común sobre el plano hori
zontal una linea cualquiera trazada por el punto c.

Para conservar la continuidad de la variación de í:, procede
remos análogamente á como procedimos cuando sólo se trataba 
de una superficie de dos hojas, solo que en vez de los dos pla
nos, podemos imaginar una serie de tubos de comunicación infi
nitamente delgados y próximos que unan, dos á dos, los puntos 
de las secciones S, y S„ situados sobre la misma vertical, que 
atravesando las hojas intermedias no establezan con ellas comu
nicación alguna, como si fuesen hilos conductores aislados que 
transmitieran la electricidad á través de un medio, sin poderse 
distribuir en este medio. La variable, después de haber llegado á 
un punto de S^ por la superficie, continuará su marcha según 
uno de los tubos para cerrar el circuito.

Si se supone el paso de la hélice infinitamente pequeño, la 
superficie se reducirá á un plano múltiple, compuesto de « hojas 
superpuestas que se comunican entre sí por el único punto c y 
de la que la «s*n’<'» y la primera se reúnen á través de las demás 
según la línea de paso, de modo que la primera hoja forma la 
prolongación de la

Una curva que contiene el punto c en su interior, no puede 
ser cerrada sino después de haber recorrido las « hojas del heli
coide.

Supongamos que se haya practicado en todas las hojas in
termedias un corte, cuyos bordes se comuniquen análogamente 
como se ha hecho en el caso de dos hojas.

Un punto que parte de « en la sección Si, y caminando hacia 
la izquierda según ab, llega, después de haber girado alrededor 
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del eje á la parte cd en que la primera hoja se termina en el 
corte y pasa el puente de (hilo de comunicación) que le conduce

á la segunda hoja. Reco
rriendo efg'k, vuelve al cor
te, que atraviesa -por el 
puente ki, para pasar á la 
tercera hoja ¿j^7. Después 
de llegar á la tercera hoja 
en 7, desciende por el 
puente vertical á la prime
ra hoja.

En vez de dejar los diversos puentes de, ki horizontales, po
demos aplanar cada hoja, sin cambiar la sección inicial, de ma
nera que todas las hojas se conviertan en planos paralelos; en
tonces los puentes resultarán inclinados, y el corte de la sección 
tendrá el aspecto de la figura representada abajo. De esta manera 
se llega al plano múlílple ó supeí^cie de J^iemann. La continuidad 
entre las diversas hojas de este plano se establece por la línea 
de paso, que en la figura pone en comunicación la 1.^ hoja con 
la 2.’, la 2.® con la 3.® y la 3.® con la 1.®

Análogas representaciones se 
hacen en el caso de existir más de 
un punto de ramificación.

La superficie de Riemann re
duce al estudio de una función mul
tiforme al de una función uniforme. 
A cada punto 0 de esta superficie se halla asociado un solo valor 
u de la función, que es el valor correspondiente á la hoja en que 
se encuentra el punto considerado.

Supongamos que la función algebráica s de s se halle defi- 

nida por la ecuación irreducible F^^¿■.^^ = 0; y sea Ù2 la línea que 
une los puntos de ramificación, que no se corta á sí misma, y se 
prolonga hasta el infinito, ó la línea de parada (líg-ne d' arrel 
según Cauchy), cuyos dos bordes distinguimos mediante los 
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signos + y —; de manera que toda raíz de F = o es de una 
sola determinación en el plano s, modificado por Ï. A cada punto 
2 = a corresponde un solo valor .

Si con cada uno de los 5j,(x== 1,2,3,........... , «) valores de 
la función, se recorre un camino /' hasta ¡3, próximo á un punto
singular, y á continuación se recorre otro 
camino / hasta el punto y en el borde 
opuesto y próximo á s, se obtendrá una 
permutación .............del valor

original íx (2). Si representamos por

el valor de en ,3 y por el valor final 

de T^, obtenido por variación continua desde p hasta y, tendre-

mos en general Jy. = «yx .> ^® manera que á lo largo de E, cada .

valor de una raíz Ty, esta coordinado con otro valor . Las 
ecuaciones

+ - + - + -T, = J. , J, = J, ........... , J„ = í.

que dan la correspondencia de las raíces á lo largo del segmento 
S^ de S comprendido entre a^ y æ^._|_ ^, se define por la sustitu-

(I, 2,..............«\
. . . ), que expresa la transformación de

las raíces en

Expresando porSp^s,.. .. las divisiones hechas en S y 
por Sp Sj............ las sustituciones correspondientes, Si S/ZÍ 
expresa la sustitución S\ obtenida cuando la variable 2 gira en 

sentido positivo alrededor del punto de ramificación a¿. Para 

cada una de las ?z raíces T,,........... , j„ se introduce un plano, á 
saber P, para j,, Po para t^,...........   P„ para í„, para formar el 
plano de « hojas, como ya se ha explicado. Si la corresponden- 
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cia ó coordinación de las raíces se halla expresada por la susti
tución

(
I, 2,

y expresando por
— — — ++ +
P., Pa............. .. P« P.» 1%,» P» 

los « segmentos de £ correspondientes respectivamente al borde 
negativo y positivo, podremos presentar algunos ejemplos que 
den á conocer la disposición de la superficie de Riemann en di
versos casos.

Supongamos que la coordinación de las raíces esté dada por 
la sustitución

2

' \3 3 I 4..........«/ '

Se hallan ligados P, á Pg, Pj a 
— -1- —
P,, P, á P,, como expresa la 
figura, que representa una 
sección normal á la superficie 
de Riemann.

La posición de los puntos p y q en que se encuentran las lí
neas de paso ó puentes (BrUehn), se puede modificar como se 
ve en la segunda disposición de la figura.

En vez de la línea S, podemos considerar un sistema de la
zos que, partiendo del punto origen .j^, llega á la proximidad de 
cada punto de ramificación para volver á 2^, después de haber 
girado alrededor de cada uno; y

— + — + --- h
^1 ^1 ^2 ^2....... ^V ^V

representa la coordinación de las raíces haílándose, en general, (. 

caracterizada por la sustitución S\ = S.SZi, de modo que 

S', S'g......... S'l, = I.
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Se puede establecer fácilmente que; Todo T^nto de ramijiea- 

ddfi de orden y- es equiva/enie á (x — i puntos de ramijicacidn 
simples, es decir, que si

g, 2 3 4 5 07n

" \2 3 4 5 6 i 7n.

es la sustitución correspondiente á la sección l. de la superficie 
de Riemann, las sustituciones

\2 13n/

c" 234/1234567«\
\3214.......n/ \6234517.......n/ 

primitiva P, después de haber n

correspondientes á 5 pun
tos de ramificación simples 
y,, y,,, yg, produce el 
mismo resultado que la 
primera.

Como se ve en la figu- 
•^ ra, cada permutación efec

tuada en cada línea de 
paso, correspondiente á 
cada punto, hace pasar á z 
de una hoja á la inmediata 
hasta llegar á la posición 

corrido las 6 hojas.

§ 2.® Reducción á la forma normal

104. Forma normal. Cuando Ia superficie de Riemann 
tiene tan solo puntos simples de ramificación, puede reducirse 
á una forma más sencilla que se llama forma normal, según es
tableció Herr Lüroth en el tomo IV de Mathematlscke Annalen.
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Para mayor sencillez, cada lazo se representa en la figura por 
las raíces que permuta, por ejemplo (Æ, ô).

Vamos á sustituir el lazo 8, que suponemos es el primero 
que conduce ai origen 0 con el valor de la raíz a, por otro lazo 
\ que, partiendo de 0 se halle situado entre T y 2, y que corte 
á los lazos que permutan la raíz ¿z.

El nuevo lazo /,„ equivale á un 
camino formado primero por los la
zos 2, 4, 5 y .6 sucesivamente re
corridos, que conducen á 0 con la 
raíz ¿2, si se ha partido con este va
lor, y seguido del camino formado 
por los lazos 8, 6, 5, 4 y 2, que 
conduce á 0 con la raíz ¿.

Análogamente, podremos hacer 
pasar á los lazos 3 y 7 que permu

tan íz, colocándolos detrás del lazo 8, según indican las líneas de 
trazos, que no permutan ya la raíz a, pues el nuevo lazo 7, por 
ejemplo, es equivalente al lazo ae seguido de los lazos arn y ae> 
en los que m =j= porque si fuese m = e, el lazo 8 no sería el 
primero que conduce á la raíz Æ. El nuevo lazo 7 es pues equiva
lente al lazo ae recorrido dos veces es decir, que no permuta la 
raíz íZ con ninguna otra raíz.

Hemos sustituido pues, á los lazos primitivos una nueva se
rie de lazos tales, que los dos primeros X, y X¿ permutan a con b, 
sin cambiar los demás, excepto algunos que se han sustituido 
por otros lazos que no permutan la raíz a.

Repitiendo la operación, pero comenzando por el segundo 
lazo de la nueva serie, obtendremos una nueva serie tal, que los 
tres primeros lazos permuten las raíces a y b, mientras que los 
demás no permuten la raíz a. Procediendo así llegaremos á ob
tener una serie de lazos tal, que iodos bos bazos (/iie permuían a 
con b se biabbarán ea /rintef' biíg'ar, no permutando ninguno de bos 
que siguen, ba raíz a; pero el número de lazos obtenidos, que per
mutan a y b, es necesariamente par, pues de lo contrario un 
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contorno trazado desde 0, con el valor inicial a, no podría con
ducir la raíz a otra vez al origen, después de haber envuelto á 
todos los puntos de ramificación; porque, fuera de los lazos que 
permutan a y ó., no hay ningún otro lazo que permute a con 
otra raíz.

Consideremos agrupados en un ángulo todos los lazos obte
nidos; y supongamos que el primer lazo que sigue, permuta la 
raíz'¿ con la e; operaremos como anteriormente, llegando á agru
par de igual manera los lazos que permutan ¿ con c, y así suce
sivamente. Por consiguiente, podremos suponer que:

Los ¿azos gue unefi 0 á ¿ocios ios /funlos de ramificacio'fi se 
componen, parliendo de derecha á ¿sguierda, de un número /ar de 
iazos gue />ermu¿an ayb, de un número par de iazos gue />eí'mu- 
¿an b con c, e¿c., y enjin., de un número ^ar de Zazos gue /permu
tan k y \, siendo a, b,............ k, l Zaí m raíces de ia ecuacio'n 
f(u, z) = o, cuando z está en 0.

Podemos ahora definir la superficie de Riemann correspon
diente á la función algebraica que consideraremos.

Supongamos que sean en 
número de 6 los lazos A, 
a,, íz^,....... .. íZg que permutan 
las raíces a y h. Unámoslos 
por íZjíZj,......................... de mo
do que las áreas 0i2,Æj, 
Oa^a^, 0«-¿Zg no contengan 

en su interior ningún punto crítico.
Si se supone que la variable z no atraviesa las líneas prece

dentes, la raíz u de la ecuación/{u, z) = 0, teniendo en 0 el va
lor íZ, será una función de z de ttn soto vaior en cualquier punto 
del plano; pues todo camino que no envuelve á ninguna de las 
líneas trazadas, conduce en 0 al mismo valor, puesto que sólo 
los lazos A permutan a; y cualquier camino que rodea á a^a.,, 
por ejemplo, equivaldría á los lazos a, y ¿z¿ sucesivamente reco
rridos, y conducirá también al valor Æ.

Consideraremos pues, un primer pláno en el que están traza
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das Ias secciones ÆiÆ^, ¿i.,^,,, ¿z^^u que llamaremos secciones A; 
y en dicho p/ano a la función u que adquiere en 0 el valor a, 
sólo tiene un valor cuando la variable z no pasa por ninguna de 
las secciones.

Análogamente consideraremos un plano ¿, correspondiente á 
las secciones B, donde se tracen las mismas secciones que en el 
plano a y además las secciones B correspondientes á los extre
mos de los lazos â que permutan i y c. La función u sólo tendrá 
un valor en este plano, si la variable no atraviesa las secciones 
A y B; continuando así obtendremos la superficie de Riemann 
correspondiente á la ecuación algebraica /{u, z) = o.

Vamos ahora á transformar esta superficie de modo que sólo 
exista una línea de paso A, una línea de paso B, y así sucesiva- 
mente, existiendo tan solo entre la penúltima y la última cierto 
número de líneas de paso, generalmente superior á uno.

Sean seis lazos de los cuales los cuatro primeros permutan 
íz y ¿ y los dos últimos à y c. La figura i indica con las líneas 
de puntos, que los dos últimos lazos que permutan ay 3 han 
pasado al cuarto y quinto lugar, como indica la figura 2. Y si 
en ésta, como se halla indicado por las líneas de puntos, lleva
mos los lazos ae al primero y segundo lugar, permutando las 
raíces b y c.

Procediendo de igual manera podremos ordenar definitiva
mente los lazos, en grupos de modo tal: que a exce/eioK de¿ ú¿- 
timo, bos bazos de cada ^u/o permuteti dos raíces, sin ^tic dos 
¿nt/os /erMuieji bas mismas dos raíces, y que cada raíz /e/ tenezca 
á tina permuiadón de dos grumos.

Tendremos pues que en la superficie de Riemann construida 
como se ha indicado, la primera hoja estará unida á la segunda 
por una soba línea de paso, y lo mismo sucederá para la segunda 
y tercera, etc. Las dos últimas tendrán entre si cierto número de 
líneas de paso. Esta idea de unir cada dos hojas por una sola 
línea de paso, se debe á Clebsch. (Mathern. Annal, t. VI.)

Ejempbo i." de una suj>erjicie de Riemann. Sea la relación 
U”'^ = Z.
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A cada valor de ^ corresponden m valores de lí, que se per

mutan circularmente, cuando la variable gira alrededor del ori
gen. Sea

2 = ú(cos o + 2 sen 6) o ^ $ <; 2w

u. = 1 COS — 4- 2 sen — ),
m m/

-]- / sen

U^» = ^”i 04-2(7« — 1)« o 4-2(777— 1)-
cos---------------------- 4- sen------------------------7«' 7«

Tomemos m hojas planas limitadas por una circunferencia 
cuyo centro sea 0 y el radio R infinitamente grande; y tracemos 
en cada una de estas hojas una cortadura según el eje real. Si á 
un punto z de la hoja P* se hace corresponder el valor

" ( rû4-2(^— 1)7:1 ro4_2(^—
Uh ” i eos---------------------- 4- 2 sen------------------------- ,

J ' 
se tendrá sobre estas 7« hojas la representación completa de to
dos los valores de u y de 2 que satisfacen á la relación dada 
u”^ = 2. Coloquemos estas m hojas, las unas sobre las otras, 
de modo que sus índices se sucedan en su orden natural, ha
llándose la hoja P^ la más alta, después unamos el borde 7,0, 
de P, al borde a^a^ de Pj, el borde y^o., de Pg al borde aj^^ de Pa,... 
el borde 7^^»« de P^ al a,¡3, de P, por pequeñas bandas de su
perficie, y se tendrá una superficie de m hojas.

Conviene representar á la superficie por su proyección sobre
-peo.un plano con la línea de paso o

EJein/f/o 2° Sea la 
ecuación u^— 3í/^4"2Xf=0, 
que admite los dos puntos 
críticos 2—± i. Conside
remos tres hojas en las que 

trazamos dos secciones que parten de los puntos 4- 1 y — i* 
Llamemos «„, 77,, Ui á los tres valores de u que se reducen res- 
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pectivamente á 0, + V3 , —- V3 para g — o; y en cada punto 

de la hoja P^ señalemos el valor correspondiente de u.. Para for

mar la supei-ficie de Riemann, supondremos las tres hojas, nos 
referimos á este problema (pág. 271).

Cuando se atraviesa la sección L, «o 
se cambia en «1, y «1 en w^, pero «2 no 

•^ cambia. Uniremos pues a^Pg y y,8,, aiP^ 
y To^. «2^2 y De igual manera se 
unirán, á lo largo de la segunda sección 

ó cortadura X^Ug y v^c^, Xn;^-^ VgOg, X,|Xj y.*,?,. La figura representa 
la proyección de una curva cerrada situada en la superficie.

§ 3. ° Principios relativos al orden de conexión

105. Orden de conexión de las superficies. Un área 
es conexa (Zusammenkangend), cuando se puede pasar de un 
punto cualquiera del área á otro punto según un camino conti
nuo, sin encontrar el contorno del área, es decir, que un área es 
conexa, cuando forma un continuo tal, que se puede pasar de 
uno cualquiera de sus puntos á otro también cualquiera, porque 
se puede pasar de un lazo á otro, ascendiendo ó descendiendo 
en el encadenamiento que forman sus hojas sucesivas.

La superficie de Riemann es una superficie conexa, para la 
cual, á cada punto corresponde un sólo punto de la curva alge- 
bráica expresada por la ecuación y (.r, y) = 0.

Si el área es una superficie cerrada, como la de una esfera ó 
un toro, supondremos siempre que en un punto de la misma, ele
gido arbitrariamente, se ha hecho una abertura infinitamente pe
queña, cuyo borde se considerará como un contorno que limita 
el área.

Una superficie simplemente conexa se divide en dos distin
tas que no tendrán ya ninguna adherencia, por una sección he
cha desde un punto de su contorno á otro punto del mismo, la 
cual se llama sección transversa. (Quersc/mitt).
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Esto se aplica á la esfera, considerada como un casquete con 

una base infinitamente pequeña, formada por la abertura que se 
considera hecha en ella, según se ha indicado. Los dos bordes 
de la sección se unen al contorno.

Toda ¿ínea cerrada frazada ea una suT^- 
de simT/e/nente conexa, T^ede jedudrse á un 
Tunfo, por de/ormadón continua.

Si consideramos una área formada por dos 
contornos separados, una sección transversa 
hecha desde un punto de un contorno á un 

punto del otro, reducirá al área á ser simplemente conexa. Ten
dremos una superficie doblemente conexa.

Una sección transversa puede tener una de sus extremidades, 
ó las dos, en secciones transversas efectuadas anteriormente, y 
aún podemos considerar una sección como avanzando en cierta 
dirección, según la cual el contorno del área se prolonga suce
sivamente á los dos lados, para venir á terminar en un punto de 
su propio recorrido, que ya es un punto del nuevo contorno.

Se dice que una sección es reentrante, 
cuando, partiendo de un punto interior del área 
vuelve al mismo, sin haber tocado ni atravesado 
el contorno del área.

Si los contornos de una superficie son tres, 
podrá reducirse á ser simplemente conexa, me
diante dos secciones transversas; y será una superficie triple
mente conexa.

Una área plana con n contornos, ó en cuyo interior existen 
n — i agujeros, que no forman parte del área, se puede cam
biar, mediante n — i secciones transversas. Se dirá en este caso 
que es n-uplemente conexa.

Una parte de superficie que puede cambiarse por deformación 
continua en un área plana de n contornos, se dirá n-uplemente 
conexa. Así una zona esférica con dos bases y la superficie co
nexa de un tronco de cono con superficies doblemente conexas.
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Un cilindro ramificado (que tiene la figura de un pantalón), es 
una superficie triplemente conexa.

Pero existen superficies que no pueden 
transformarse en una área plana por simple 
deformación continua, por ejemplo la super
ficie de un anillo ó toro en un sisíejua dado 
de superdeies, un eonjun/o cualquiera de sec

ciones transversas, que divide al mismo en seg^nejitos desaprendidos 
de los cuales cada uno es sim^plemente cone.ro, la diferencia eníre 
el número de estas secciones y el número de los seg^nentos despren
didos del sistema es constante, cualquiera que sea el conjunto de 
secciones fechas.

Para demostrar este teorema, consideremos un sistema S 
compuesto de un número cualquiera de porciones de superficies
distribuidas de una mane
ra cualquiera en el espa
cio, cuyas configuraciones 
son arbitrarías; y supon
gamos que este sistema se 
halle cortado por un conjunto t' de n' secciones transversas, 
transformándose en otro sistema S' compuesto de v' porciones 
de superficie.

Supongamos además que se halle cortado el mismo sistema 
S por otro conjunto t" de n" secciones transversas, transformán
dose ahora en un tercer,sistema S" compuesto de v" porciones 
de superficie: y consideremos que cada una de estas porciones 
de superficie que forman los sistemas S' y S" sean simplemente 
conexas.

Esto sentado, supongamos que se introduzcan simultánea- 
mente los dos sistemas de secciones transversas t' y f. Estos 
dos sistemas se cruzarán en puntos que supondremos, por sen
cillez, que no coinciden con ninguna de las terminaciones de las 
secciones de uno ú otro sistema t' y t''] lo que se puede conse
guir siempre aprovechando la arbitrariedad, según la que pode
mos alterar las extremidades de las secciones ó los puntos de 
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intersección. De esta manera todo punto de encuentro dividirá 
cada sección que pase por él en dos segmentos. Sea k el número 
de p untos de intersección.

Supongamos ahora que, después de haber trazado las seccio
nes /' y transformado S en S', se trace una de las secciones t". 
Esta no será una sección transversa para el sistema S', mientras 
no toque ni atraviese ninguna de las secciones / ya existentes; 
de otro modo representaría un conjunto de -varias secciones 
transversas.

Veamos cuántas son las secciones transversas T" que se in
troducen en el sistema S', después de haberse trazado todas las 
secciones t".

Desde luego vemos que la totalidad de las terminaciones de 
las secciones T" se compondrá, por una parte, de las termina
ciones de las secciones /", y por otra, de los puntos en que las 
secciones /’ se hallan atravesadas por las secciones t". El núme
ro de los primeros puntos es igual al doble 2m" del número de 
las secciones /", el de los segundos es igual á 2^; porque cada 
punto de intersección representa dos terminaciones de las seccio
nes T". Luego el número total de las terminaciones de T" será 
2n" -j- 2k, y por consiguiente, el número de las secciones T" 
será -j- ^•

Si se hubiera comenzado, al contrario, por transformar S en 
S" mediante secciones /", y se hubieran trazado enseguida 
las secciones /', se vería que el número‘de las secciones trans
versas se habría aumentado en n + k.

Sea ahora N el número de las porciones de superficie, sepa
radas entre sí, en las que se descompone S, después de haberse 
trazado simultáneamente los dos sistemas de secciones transver
sas /' y t". Este número N puede considerarse evidentemente 
como el número de segmentos en los que se cambia S' por la 
introducción de las secciones T".

Ahora bien, S' se compone por hipótesis, de v' segmentos, 
de los cuales cada uno es simp¿emenie cofie,ro. Luego al aumen- 
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tar cada sección en una unidad el número de los segmentos, las 
n" + k secciones darán el número

N = v' + w" H-Æ

Se verá de igual manera, partiendo del sistema S", que este 
número puede expresarse por

N = v" -p k' + k.

Igualando las dos expresiones de N, resulta

n V = n —

Teorema.—El ordeii de un sislema de superficies disminuye 
en una unidad cada vez que se ¿rasa una sección ¿ransversa, y 
disminuye en n unidades, si se ¿rasan n secciones ¿ransversas, 
pues si consideramos un áqpa simplemente conexa, y se traza 
una sección transversa, dividirá al área en dos segmentos sepa
rados, obteniéndose que

n' — v' — i — 2 = — i.

Este número aumentado en 2 da el orden i de conexión del 
área.

Podemos pues tomar como definición del orden de coneanón 
de un sistema al valor constante, para este sistema, de la ex
presión

N = «' — v' -{- 2.

El tipo de las superficies cerradas simplemente conexas es la 
esfera; después de la esfera la más sencilla es el toro, que es tri
plemente conexa; pero no existe ninguna superficie cerrada do
blemente conexa, y en general: El orden de conexión de una su- 
pej^cie cerrada es un número impar.

Sea N = 2/ -|- i el orden de conexión de una superficie ce
rrada. El número entero p se llama genero de la superficie. La 
esfera es de género cero, el toro de género uno. El tipo de las 
superficies cerradas de género p es la esfera con p agujeros, ó el 
sistema de p anillos soldados entre si formando una cadena sin 

19
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cerrar. La superficie de Riemann de dos hojas y 2/ -{- 2 puntos 
de ramificación es del género /.

Sea, finalmente, « el número de las secciones Z,,/j,.... /„ 
necesarias para transformar el sistema S en un sistema de v seg
mentos simplemente conexos. Sea Si el sistema que se obtendría 
trazando solamente la primera ?i de dichas secciones. Si se ha
brá transformado en v segmentos simplemente conexos por me
dio de n — i secciones Z^,........... ,1^^..Los órdenes de estos dos 
sistemas serán pues por la definición anterior

s = n — v -j- 2, 51 = («— 1) — v + 2 = « — I

Así, el orden de conexión de un área está dado por el núme
ro de las secciones transversas que es preciso hacer para dividir 
el área en dos partes separadas (*).

(•) Uoüel. Tkéorú élémentaire des quantités complexes, p/ 252-.5'{.

Consideremos ahora una sección reentrante r, y sea S' el 
sistema en el cual cambia esta sección al sistema S.

Desde un punto cualquiera de esta sección r tracemos una 
sección transversa cualquiera / al contorno del área. El or
den c' del sistema S' se hallará disminuido en una unidad. Pero 
puede considerarse que el conjunto de las secciones ry í forme 
una sola sección transversa; y por consiguiente el conjunto 
r + ? disminuye en una unidad el orden del sistema S; luego los 
dos sistemas S y S' son de igual orden.

Sea « el número de las secciones transversas necesarias para 
transformar el sistema S, que suponemos reducido á un área 
única, simplemente conexa. Se hará entonces v = 1, y resultará

ff = «— i-|-2 = «-j-i;

luego: £¿ orden de eonexión de la supet^eie S, disminuido en una 
unidad, indica el número de secciones transversas que deden efec
tuarse en dicka superficie, para transformaria en un área simple
mente conexa.

Así, el orden de conexión solo depende de la configuración 
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de la superficie y de ningún modo de cómo se han trazado las 
secciones transversas.

§ 4.° Número de los contornos de una superficie 

CUYO orden de conexión SE DA. DETERMINACIÓN DEL ORDEN 
DE CONEXIÓN DE UNA ESFERA MÚLTIPLE

106. Sea S un sistema de superficies ó una superficie única 
cualquiera. Si se traza una sección transversa, puede ocurrir uno 
de estos tres casos.

i .® La sección va de una paide del contorno á otra parte 
aislada de la primera. Entonces, como 
los dos bordes de la sección se cuentan 
cada uno como una porción del contor
no, los dos puntos aislados primitivamen
te se hallan reunidos en un solo contorno; 
luego, en este caso, la sección transversa íiisminuye m una uni
dad el número de contornos distintos.

2 .® La sección va de un punto de uno de los contornos á 
otro punto del mismo contorno. Entonces desprende una parte 
del área rodeada de una curva cerrada. En este caso el número 
de los contornos aítmenia en una unidad.

3 .® La sección transversa que parte de un punto de uno de 
los contornos, termina en un punto de su propio trayecto. Se la 
puede considerar como compuesta de una sección reentrante 
que aumenta en dos unidades el número de los contornos y de 
una sección transversa que une uno de estos contornos al con
torno primitivo, y que disminuye en una unidad el número de 
los contornos; luego, el número de los contornos ka aumetiíado 
en tina unidad; luego ei mímero de ios coníornos de un sistema de 
su^er/icies o de una su/>ej^cie aumenta ó disminuye eti una unidad 
por una sección transversa.

Si pues ¿X es una área dada cuyo orden de conexión es -r, 
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podremos reduciría á otra área £1' mediante c — i secciones 
transversas. El área £1' no tiene más que un sólo contorno.

Sea x el número primitivo de los contornos de £1. Cada sec
ción transversa aumenta en e = + i el número de los contornos; 
y si expresamos por «^ Sg,.......... , «—1 números iguales á la 
unidad positiva ó negativa, tendremos para el número de los 
contornos de £1'.

Si pues T expresa el número de las secciones transversas 
correspondientes á ^ = + i, y por consecuencia c — 1 — 5 el 
número de las correspondientes á e = — 1, resultará

+ J — (a — i—j)= I, ó X = ff — 2j;

y pudiendo variar t desde o hasta ^ — i, se podrán tomar los 
valores

c, « — 2,.........., 2 — 17,

excluyéndose los valores negativos; luego el número x de los 
contornos es igual al orden de conexión del área ó inferior á c 
en un número par. Si pues un área tiene x contornos, su orden 
de conexión será x, x-j-2, x4,..........

Oéservaciofi i.‘^ Para aplicar esta regla á las superficies ce- 
» rradas, se debe practicar ante todo una abertura infinitamente 

pequeña; en este caso tendrán un solo contorno; luego el número 
de conexión de una superficie cerrada es uno de los números 
i, 3) 51. y por consiguiente es simplemente conexa, pues 
de lo contrario para reduciría á un área simplemente conexa, se
ría preciso efectuar secciones transversas en número par.

107. Esfera múltiple. Sean S una esfera múltiple, for
mada por N hojas, ? el número de sus puntos de ramificación y 
«1, «g, «0 los números respectivos de las hojas que reúnen

, estos p puntos, ó sus órdenes respectivos de multiplicidad. Va
mos á determinar el orden de conexión de la superficie.

Observaremos desde luego, según se ha visto, que al practi- 
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carse un número cualquiera de secciones transversas en una su
perficie, puede ésta someterse á una deformación continua, sin 
alterar en nada ni los enlaces, ni el número de secciones, ni el 
de contornos, ni el de conexiones. El resultado sería el mismo 
que si se hubiese efectuado la deformación antes de efectuar las 
secciones transversas. Podemos pues suponer que se ha defor
mado, si es necesario, la esfera de N hojas, de manera que no 
quede un punto de ramificación sobre otro.

Cortemos ahora la esfera por dos secciones que penetran á 
través de todas las hojas, desprendiendo dos casquetes A y B 
que no contengan ningún punto de ramificación, que se hallarán 
todos en la zona media C; y cortemos ésta mediante p secciones 
á través también de todas las hojas, en p segmentos, de los que 
cada uno contiene uno de los p puntos de ramificación.

Los dos casquetes formarán cada uno, N porciones separa
das, es decir, en total 2N. Una porción de zona que contiene un 
punto de ramificación que reúne « hojas, se compondrá de 
N — n + i partes separadas, á saber: la que contiene el punto 
de ramificación, formada por « hojas, más las otras N — «, for
madas cada una por una sola hoja; luego el número de partes 
separadas, que constituirán el sistema, después de introducirse 
las secciones, será

2N + (N — «J 4- 1) 4. (N —n^ + 1) +..........(N — «p + I)

(p + 2)N — («, +«,4............ 4-Kp) + p.

Veamos ahora cuántas secciones transversas y reentrantes 
forman las p 4 2 secciones.

Las secciones reentrantes no alteran, según se ha visto, el 
orden de conexión de la supei-ficie; de manera que sólo debemos 
tener en cuenta las Np -j- 1 secciones transversas; y como sabe
mos que si un sistema se descompone, por t secciones transver-» 
sas, en v segmentos separados simplemente conexos, se halla 
expresado el orden de conexión del sistema por t — v + 2,
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el orden de conexión de la esfera múltiple estará expresa
do por

N? + I — (? + 2)N + (K, + «í +........... «p) — ? + 2

= 3 — 2N — o + 2«,

de donde S« = «, + «^ +............+ «^ •

Luego la esfera se cambia en un área simplemente conexa 
mediante 2-1-2« — 2N — o secciones transversas.

Ejemplo iS En la esfera correspondiente á la función

V (j? — ¿j) (¿r — ¿),

se tiene N = 2, 0 = 2; y por reunir cada uno de los puntos 
ay b las dos hojas, 2« = 2 + 2 = 4; luego el orden de co
nexión es

c=3+4 — 2.2 — 2 = 1.

Esta esfera es pues simplemente eone,ra.
2.° Sea la esfera correspondiente á la función 

y (a — a) (p — b} {s — c) {2 — d}.

Se tiene N = 2, 55 = 4, «, = «2 =........ = 2; 

luego Œ = 3 + (2 + 2 + 2 + 2) — 2.2 — 4 = 3> 

es pues triplemente eonex-a.

§ 3.° Reducción Á una superficie simplemente conexa

En la teoría de las conexiones tiene, como se ve, gran impor
tancia el procedimiento de la deformación, en el sentido de la 
geometría de situación ó analysis situs; de manera que la defor
mación continua permite pasar de una superficie á otra, estable
ciendo una correspondencia bien determinada entre los puntos 
de las dos superficies.

Así, una modificación que no afecta al carácter de la super- 
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ficie de Riemann, consiste en efectuar con relación á un punto 
arbitrario del espacio, una transformación por radios vectores re
cíprocos del plano en que se consideran las m hojas. En vez de 
m hojas planas, tendremos m hojas esféricas superpuestas, liga
das sucesivamente cada dos por una línea de cruce, exceptuando 
las últimas, que se hallan ligadas entre sí por ^ -j- 1 líneas de 
esta clase.

La superficie de una esfera puede considerarse como com
puesta de dos lados, interior ó exterior, pasándose del uno al 
otro, cuando se encuentra la línea de cruce, que puede imagi
narse como una sección hecha en la superficie.

Se puede agrandar el a^'itjero hecho en la superficie por la 
sección hasta considerarlo como una curva cerrada, una circun
ferencia, por ejemplo, y la superficie se compondrá entonces de 
los lados interno y externo de un casquete esférico. Este doble 
casquete puede deformai'se en dicho plano que se considerará 
como formado por dos caras, verificándose el tránsito de la una 
ála otra por el perímetro del contorno. Se podría pasar del do
ble casquete á la esfera, reduciendo de una manera continua la 
cara interna del casquete á la zona que falta en la esfera.

Podemos tomar como esquema de la superficie de Riemann 
un disco plano con dos lados y/ agujeros. Llamaremos circuyo 
toda curva cerrada trazada sobre la superficie. Hay„aue distin
guir especialmente los circuitos que giran alrededor de un agu
jero y los que pasan á través del mismo.

Sea el disco A de tres aguje
ros y, y', y" (*). Un circuito al
rededor de y será una línea ce
rrada C que rodea una vez el 
agujero y. Este circuito C, seña
lado con trazo continuo, puede 
considerarse situado en el lado 
superior del disco. Un circuito á

(*) Picard. Traité <1’ Analyse, t. Il, pág. 377, 
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través del agujero y será un circuito tal como D, que corta una 
vez á A y y, cerrándose al lado interior del disco por la línea de 
trazos. Podremos hacer la misma operación en los otros aguje

ros y' y y", y tendremos seis circuitos 
que se llaman fundamenta/es; porque 
cualquier otro circuito, trazado sobre 
la superficie, puede reducirse por una 
deformación continua á coincidir con 
un camino formado por uno ó varios 
de estos circuitos y por arcos reco

rridos dos veces en sentidos opuestos.
Estas consideraciones conducen al resultado de reducir un 

contorno cualquiera á otro simplemente conexo. 
Sean las dos curvas C y D. Si se hace un corte según cada

una de estas líneas, se podrá 
considerar cada una de ellas 
como compuesta de dos bor
des; y el conjunto de las dos 
líneas dobles C y D formará 
una curva única, que se pue
de recorrer de una manera continua, sin franquear la sección. Se 
designa con el nombre de reiroseccwn (rüe^ersc/iniít) al contorno 
único, formado con los bordes de las dos secciones.

Sjem/>/o i.'^ Sea la fun
ción

w = V (z — a) (z — ¿)

con dós puntos de ramifi
cación ay b.

Si se considera una región 
del plano que solo contiene 
uno de los dos puntos de ra

mificación, el a por ejemplo, tendremos

u = r^ e^ V re^^ -\- a — b escribiendo z— a = ri^’.
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Si hacemos describir ai punto s alrededor del punto a un 

contorno que deja al exterior al punto b, el factor radical tiene 
dos determinaciones de signo contrario, que sólo pueden con
fundirse anulándose; porque sólo así se puede pasar de la una á 
la otra por variación continua. Pero este factor no se anula en el 
interior del contorno descrito; luego conserva en toda la exten- 

contorno su determinación inicial, y vuelve 
á tomar el mismo valor, cuando 2 vuelve á 

l ip 
la misma posición .r -j- ¿y. El factor r^ e- , 
al contrario, toma un valor opuesto

=r e^ ,

cuando z da una vuelta alrededor de æ; lue

sion limitada de un

go u pasa de una de sus determinaciones á la otra, cuando *; da 
una vuelta alrededor de a.

El mismo razonamiento se hará respecto á b. En fin, w ad
quirirá su determinación inicial, cuando z describa un contorno 
que contenga en su interior á los dos puntos ay b. Hagamos

— a = re^^, z — b = ?''e^^ 

tendremos que

u — ^rr^^e

Pero si z da una vuelta al
rededor de los puntos a y b,

cada uno de los argumentos / y f variará en 2«; luego -— 
2

variará también en az, y w adquirirá su valor primitivo. 
Sea la esfera correspondiente á la función

V — ^1) (^ — ^2) — fí) ■
Tiene 2 hojas y dos líneas de parada íi^j, ^34:4. Efectuemos 

en la hoja inferior, por ejemplo, una abertura w; y desde los bor
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des de ésta hagamos partir una sección transversa que encuen
tra á las dos líneas de paso, cuya porción, indicada con trazos 
llenos se halla en la parte superior, mientras que la otra, indicada 
con trazos de puntos, se halla en la inferior, de manera que nin
guna de las hojas queda dividida.

Para establecer la comunica-
«e

/ situado frente al a en

ción entre los dos bordes, trace
mos una sección transversa que 
parta de un punto a, por ejem
plo, del borde izquierdo de la por
ción de la sección primera, si
tuada en la hoja superior, avan
zando en esta hoja de modo que 
rodee los dos puntos de ramifica
ción <;, y fa, volviendo al punto 

el otro borde de la sección Æœ. Los bor
des de estas dos secciones formarán ahora un contorno continuo 
aácdef^'kija que, recorriendo en el sentido indicado por las letras, 
rodea completamente al área total de las dos hojas de la esfera, 
dejando á esta área á la izquierda; luego con auxilio de las dos 
secciones transversas, se ha cambiado la esfera en un área sim
plemente conexa.

§ 5.° Diferentes órdenes de conexiones

Podemos completar esta exposición relativa á la conexión de 
las superficies, extractando la síntesis hecha por el Sr. E. Pas
cal (*), hecha según los trabajos de Neumann, Betti, Dyck, etc.

Definiciones. Una superficie es aáiería ó cerrada. Es aé¿er- 
ia cuando tiene bordes, es decir, líneas en cuyos puntos termina, 
y cerrada en el caso contrario.

Un área infinitesimal alrededor de un punto de una superfi
cie puede considerarse por sus dos lados ó caras opuestas que 
corresponden á las direcciones de la normal á la superficie en 
dicho punto, y con relación á éste, todo punto puede conside-

(*) Repertorio de Matematiche superiori. (li Geometría)
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rarse como doble, según que se la suponga como perteneciente 
á la una ó á la otra dirección. Diremos en este caso, que los dos 
puntos en los cuales un mismo punto se considera desdobla
do, son conjurados respectivamente.

Una superficie es ái/áícra cuando, á partir de un punto de 
misma y siguiendo caminos continuos en ella, sin atravesar los 
bordes ó contornos, no se puede unir nunca al conjugado del 
punto de partida.—Ejem/Zos: La esfera, una porción de plano.

Consideremos ahora una superficie analítica en el espacio de 
tres dimensiones. Sea un rectángulo ABCD, el que después de 
haber unido AB con CD, se hace girar AB alrededor del punto 
medio común, hasta que D coincida con A y B con C. Tendre
mos una superficie limitada por un contorno ó frontera, que se 
superpone á sí misma y que constituye una variedad dodie, según 
la denominación del Sr. Picard, ó una variedad analítica ó de una 
cara, según el Sr. Poincaré, es además aéicría, de un so7o áorde.

Se puede formar también una superficie uniidíera, cerrada, 
del siguiente modo. (MObius).
Si A, B, C, D, E son cinco puntos, cuatro de los cuales no se 
hallan en plano, los cinco triángulos ABC, BCD, CDE, DEA, 
EAB constituyen una su^erjicie 2íni/áíera, aéiería, cuyo contorno 
es el pentágono ACEBD.

Pero si se toma un punto P que junto con tres.cualesquiera 
de los cinco puntos dados, no se halle en un plano, los otros 
cinco PAC, PCE, PEB, PBD y PDA son caras de un poliedro 
que constituye una superficie uniiátera cerrada.

También, si imaginamos una esfira con dos a^ujeros, y desde 
el uno hacemos partir un tubo exteriormente, haciéndolo des
pués entrar en la esfera, formando un lazo y terminando en ei 
otro agujero, pero encontrando á la esfera en el interior, tendre
mos una superficie cerrada uni/átera. (Dyck. Math. An. XXXII).

108. CoRTEs EN LAS SUPERFICIES. Un corte (seccio'n) puede 
ser aèierio ô cerrado. Los cortes abiertos cuyos extremos sean 
dos puntos del mismo bordé, son de primera especie, y aquéllos 
en los que son puntos de borde distinto, son de segunda especie.
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Un corte cerrado ó abierto de primera ó segunda especie no 

puede dividir una superficie en más de dos partes.
Si una superficie es bilátera, un carie acierto de primera es

pecie aumenia en i el número de los bordes; si una superficie 
es unilátera, un corte análogo no camdia el número de contornos 
o lo aumenía en i.

Un corte de i.® especie, será de i.® ó 2.® clase, según que 
aumente 0' no, en la superficie unilátera el número de bordes.

El corte de 1.® es/>ecle y de 2.® clase no divide nunca una su
perficie unilátera. Un corte de 2.® especie disminuye en 1 el nú
mero de sus bordes, y no puede nunca dividiría.

Un corte efectuado á lo largo de una línea abierta, cuyos ex
tremos se hallan, el uno en un punto de un borde y el otro en el 
interior de la superficie, no aumenta el número de los bordes ni 
divide la superficie.

Si una superficie es óllátera, un corte cerrado aumenta en 2 
el número de los bordes; y si es unilátera, un corte cerrado au
menta en 2 ó en i el número de los bordes. Diremos que el corte 
cerrado en una superficie unilátera es de 1.® ó 2.® clase, según 
que se verifica lo uno ó lo otro.

Un corte cerrado de 2.® clase no divide nunca una superficie 
unilátera.

-Una superficie simplemente conexa es siempre dilátera.
Se pueden siempre efectuar en una superficie óilátera cortes 

cerrados ó abiertos de primera 0’ de se^nda especie, que la re
duzcan á una superficie simplemente conexa.

Con cortes abiertos de 1.® especie y de 2.® clase ó cerrados de 2.“ 
clase, puede siempre reducirse á bilátera una superficie unilátera.

Consideremos una superficie dividida en un número finito a 
de partes, cada una simplemente conexa; y supongamos que 
para conseguir esto, hemos efectuado: cierto número de cortes 
cerrados y cortes abiertos, de los cuales un solo extremo perte
nezca á un borde, y después t^ cortes abiertos de 1.® especie, Tj 
cortes abiertos de 2.®, Tg cortes abiertos interiores á la superficie, 
siendo también interiores sus extremos, se tendrá que:
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£¿ número T, + x.^ 4- -„ — a es constante de cualquier modo 

que se efectúen ¿os cortes, según se ha visto ya (pág. 290).
Este número aumentado en 2, suele llamarse el número fun- 

damenta¿ de la superficie.
Si en vez de una superficie se tiene un grupo de j de las 

mismas, se podrá enunciar el siguiente teorema:
S¿ número fundamental K de¿ grupo, se expresa mediante ¿os 

números fundamenta¿es K¿ de cada una de ¿as superficies, por ¿a 

fdrmu¿a
8

. K= SK.— 2^ + 2.
<=i *

Para terminar este resumen que hace el Sr. Pascal acerca de 
la conexión de las superficies, indicando que se entiende por ge
nero de una superficie el máximo número de cortes cerrados ó 
abiertos de i.“ especie que pueden ejecutarse en ella sin dividiría, 
citaremos las siguientes proposiciones:

Si p es e¿ genero de una saperfeie ¿>i¿átera, aáierta ó cerrada, 
e¿ númeiv fundamenta¿ K, se ka¿¿a dado por

K = 2/ + w, 

siendo w ^ o el número de bordes.
Genero de una superficie unilátera es el número representado 

por la suma del número de cortes cerrados de 2? clase ó abier
tos de i.“ especie y de 2." clase, que se necesitan para reduciría 
á bilátera y de doble género que el de esta superficie.

Si TC es e¿ genero de ¿a supeifcie uni¿dtera aáierta ó cerrada, 

con 0) > o Bordes y K es e¿ número fundamenta¿, se tiene
K = TC 4- OJ.

Se llama orden de conexion ó conexion de una superficie cual
quiera, el número K 4- 2 si es cerrada, 0' e¿ K si es abierta.

Un agujero aumenta en 1 ¿a conexio'n de una supeifcie abierta 
}> disminuye en i ¿a conexio'n de una supeifcie cerrada, aumen
tando siempre en i e¿ númeio fundamentai (*).

O Repertorio di Aíalcm. sup. 11 Geometría.
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GAPÍTUnO II

Variedades ó espacios

§ I.° Algunas definiciones relativas al hiperespacio

109. La Geometría ó su lenguaje facilita la exposición de 
ciertas teorías puramente algebráicas: pero no pudiendo exten
derse las consideraciones geométricas á más de tres variables, 
se ha creado una geometría ficticia, llamada teoría deí /¿¿/>eres- 
pacío ó geometría de « dimensiones.

Un conjunto de n variables ;r,, -r,,....r„ constituye un 
punto. En la geometría de n dimensiones, una ecuación repre
senta una suj>erfteie ó una variedad de n — i dimensiones, una 
ecuación de primer grado representa un piano, la ecuación

(^1 - «1)“ + Gu - - '^^y- —...........4" Í-T^n - «« ? = K^

representa una hiperesj-era de centro (a,, a.¿,...........   «„) y de 
radio R.

• La distancia de dos puntos (..r,,.r¿,........ ) y (y,, ya,.......... ) 
se expresa por

La recta que une dichos dos puntos se representa por las 
ecuaciones

X| — AT, Xa — 4^2 .R

expresando R la distancia de los puntos (X^, Xa,..........) y 
{,r,, ,ra,.......) y r la de los puntos (.r,, 4-4,....... ) y (yi, yg,....... )

«La Geometría de n dimensiones, dice M. Poincaré, tiene un 
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objeto real. Los seres del hiperespacio son susceptibles de defi
niciones precisas, como los del espacio ordinario; y si no nos los 
podemos representar, podemos concebirlos y estudiarlos. La 
analogía del nuevo lenguaje geométrico con el de la Geome
tría ordinaria, puede crear asociaciones de ideas fecundas y su
gerir generalizaciones útiles».

Las figuras suplen la debilidad de nuestro espíritu, llamando 
á nuestros sentidos en su auxilio.»

«El empleo de las figuras tiene ante todo por objeto permi
timos conocer ciertas relaciones entre los objetos de nuestros 
estudios, y estas relaciones son aquéllas de las que se ocupa la 
rama de la Geometría llamada Jina/ysis S¿íus, que describe la 
situación relativa de los puntos, de las líneas y de las superfi
cies, sin considerar en absoluto su magnitud.» (*).

§ 2.® Variedades

110. Definición. Sean « variables .r,, .r^..., -r» que pode
mos considerar como las coordenadas de un punto en el espacio 
de n dimensiones, que consideraremos como reales.

Un sistema cualquiera de n variables se llama un /unto.
Sea el sistema de p igualdades y de ^ desigualdades

^1 (-^D'’'*áJ......... > ''•^n) — 0 ?1(-^1>''^2>..........í-^íO'^Oi’l

f^p ("^n-^25....... j -^’n) —0 ^q (-^n •^2).........j-^n)^^),/

(*) El creador de esla teoría fue Riemann, que ya la d¡ó á conocer con el 
nombre de Analÿsis Situs, en Fragment ans der Analysis Situs, y especialmente en sus 
aplicaciones á Ias funciones abelianas. La teoría de su célebre superficie es un ca
pitulo del Analysis Situs; pero el origen de este concepto se halla en su célebre me
moria 1/eber die Hypotesen, welehe der Geometrie zu grunde liegen, ó sea la teoría del 
hiperespacio.

Posteriormente Belli publicó una memoria fundamental en el l. IV de AnnaU 
di Matemática que el Sr. Poincaré ha completado en el Journal de 1' Ecole Polytech
nique y en Rendiconti del Circolo matemático de Palermo. A estas investigaciones 
podemos agregar las hechas por el Sr. Picard en su Théorie des fonctions algébriques.
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Supongamos que las funciones F y & son uniformes y con

tinuas con derivadas continuas, y que los determinantes forma
dos, tomando / columnas cualesquiera del siguiente cuadro

^F, ¿F.
d.v^' dx.2 ’

<^Fa dFs
^^n

^Fp ^Fp dJ* p
dx^ ’ ¿¿^2 ’

no sean nulos á la vez. El conjunto de los puntos que satisfacen 
á las condiciones (1) forma una variedaíi de n — p dimensiones. 
Si en particular / = o, de modo que solo haya desigualdades, 
resultará una porción del espacio de n dimensiones, que se llama 
dominio.

Si (a,,®#... 1 “n), (i^i. f^2.............. , P») son dos puntos que 
satisfacen á las condiciones (1), y se puede hacer variar á 
(.r,, 4:2,..........r„)..de una manera continua desde aj, a^,  a„ 
hastasin que las relaciones (1) cesen de quedar 
satisfechas, se dirá en este caso, que la variedad definida por las 
condiciones (i) es continua.

Las variedades discontinuas se pueden descomponer en un 
número finito ó infinito de variedades continuas. Así, la variedad

.^2 -b .L'| -“ 4-^'1 + 1 = 01

que es una curva de 4.'’ grado, puede descomponerse en las dos:

.r|-j-4rí — 4.^1+ 1=0, >• o,

'1^2 +-1^1^—4^1 + I = 0, x, < o.

Se dirá que una variedad es_finita, si todos sus puntos satis
facen á la condición

-^1 + ^2 4-+ .r^ < K^ 

MCD 2022-L5



VARIEDADES Ó ESPACIOS 305
siendo K una constante dada. Consideremos ahora el sistema de 
relaciones

Fa=0’ ("=1.2...............

> (2)

que se compone de/-]- ^ igualdades y de ^ — i desigualdades.
Puede suceder, ó que no exista ningún punto que satisfaga á 

dichas condiciones, ó que existan, en cuyo caso formarán una 
variedad continua ó no, que tenga, por lo menos, n —/ dimen
siones.

Se llama frontera comf/eta de la variedad definida por las 
condiciones (i), al conjunto de puntos que satisfacen á uno de 
los g sistemas de relaciones

Fa = 0. Ÿ1 = 0» > o»

Fa = 0, T» = 0, > 01

Fa = 0, Íí = o, > 0,

(3)

Una frontera de una variedad, multiplicidad ó espacio S„_;, 
es una variedad de orden « — / — i que impide la continuación 
Úe Sn — p‘

Una frontera está formada por el conjunto de los puntos co
rrespondientes á una de las desigualdades relativas á los pará
metros, cuando se ha transformado en igualdad. Siendo, por 
ejemplo, para cierta representación paramétrica

P(«„«2............. ,«„_p)>0

una desigualdad á que deben satisfacer los parámetros u, la re
lación

P(«,,í¿-2,............ ,«„_p) = 0 

20
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definirá una parte de la frontera, en el dominio correspondiente. 
La función, es susceptible de anularse cambiando de signo.

En el caso de no existir ninguna variedad de « —/ — i di
mensiones que satisfagan á uno de los ^ sistemas (3), se dice 
que la variedad definida por las condiciones (l) es ¿¿imitada. En 
el caso contrario es limitada.

Se dice que una variedad es cerrada cuando es á la vez 
finita continua é ilimitada. Una variedad que «<? íiene frontera es 
cerrada.

Para abreviar el lenguaje, se llaman supeficies á las varieda
des de « — i dimensiones excepto para u — z y curvas á las de 
una (*).

111. HoMEOMORFisMo. El Sr. Poincaré considera el siste
ma de funciones

< —(2=1,2,............n) (4) 

que en cierto dominio son uniformes finitas y continuas, sin 
anularse su determinante funcional, y las ecuaciones que resul
tan de resolver las ecuaciones (4) con relación á Xi, 4.\,..., x„,

^* = ?i(^«’ ^«’.. , ^'n), (^= I> 2,........... , «) 

satisfaciendo las funciones s^^ á las mismas condiciones que las 
f ., y define el Analysis situs como la ciencia cuyo objeto es el 
estudio del grupo que forma el conjunto de las sustituciones que 
cambian ^Tj, ........... ,.........en ^r'^y^,...........  -r'n. , según dichas 
condiciones, y de otros grupos análogos.

Una sustitución del grupo considerado transforma una va
riedad de m dimensiones en otra de m dimensiones, siendo la 
variedad transformada continua, ó finita ó limitada cuando lo sea 
la que se da; y para definir la propiedad de homeomorfismo, el 
Sr. Poincaré considera dos variedades V y V' de igual número 
de dimensiones definidas respectivamente por las condiciones

^^=0 (««1,2,.............,/). 1
Ÿp>O (?=I, 2,........... ,ÿ), 1 (5)

0 H. Poincaré. Analt/sis tilut. (Journ. d, 1’ Ecolc Polilech. II serie, l.» Cahier,.
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F' ==0 («=I, 2,........... , ^), \ 
y (5 bis.)'ÍEi>0 (?=I,2,. í), j 

suponiendo que se puede hacer corresponder á un punto .r,,.r,,... 
de la variedad V, un punto .«“’p y,, ,.r'„ de la variedad 

V', de modo que se tenga

■^'A = ’h(^”-^2’..........’^«) (^=1, 2,.......... , W). (Ó)

Esto sentado, si tenemos el dominio D definido por las des
igualdades 

la variedad V se halla por completo contenida en el dominio 
D, suponiéndose que en e¿ dominio D las funciones s^^ son finitas, 

continuas y uniformes, sin ser en ningún caso nulo su determi
nante funcional.

Si ahora resolvemos las ecuaciones (6), hallaremos

I\ (^'1’ ^í’..........’ ^») ('^= 2,........... , «). (7)

Consideremos enseguida el dominio D' definido por Ias des
igualdades 

en el qne las funciones |'^ son también finitas, continuas y uni

formes, con derivadas continuas, no siendo nulo su determinante 
funcional. Entonces á todo punto de V corresponde uno y sólo 
un punto de V' é inversamente. A toda variedad de W conteni
da en V corresponderá una variedad W' de igual número de 
dimensiones, contenida en V'. Si W es continua, finita ó ilimi
tada, también lo será W' é inversamente.

Cuando todas estas condiciones se verifican, se dice que las 
dos variedades son equivalentes, y se llaman komeomorfas, es 
decir, de igual forma.
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§ 3.° Nueva definición de las variedades

112. Continuación analítica. Sean las « ecuaciones

-1^1 = 0l(j'u....... » /«)» '•^2 = 02(^„........ ,^m),..........
. y^^i (8)

que pueden representar una variedad de m dimensiones, si las 
^ se consideran como independientes.

También se tendrá una variedad de m dimensiones, si se ad
juntan á las ecuaciones (8) cierto número de desigualdades de 
de la forma

que limitan el campo de variación de las^L
Supongamos que las funciones 9 son finitas y continuas; 

pero sin restringir la generalidad, puede suponerse que las fun
ciones sean analíticas; pues si las funciones 0 son finitas y con
tinuas, se podrán obtener funciones analíticas 9' que difieran de 
las 9 en tan poco como queramos.

Supondremos además que no se anulan simultáneamente los 
determinantes funcionales de m de las funciones 9 con relación 
á las j'.

Se obtendrá una variedad que no difi era de la primera susti
tuyendo las y en las ecuaciones (8) por nt funciones analíticas 
cualesquiera de w variables ¿r,, «j,..........,

El alcance de esta definición se extiende por el procedimien
to de la continuación analítica.

Consideremos dos variedades V y V' definidas por ecuacio
nes análogas á las (8) y sean respectivamente para V y V’ las 
ecuaciones
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Puede suceder que dichas dos variedades tengan una parte 

común V" también de w dimensiones, es decir que todos los 
puntos de V" pertenezcan simultáneamente á V y á V'. Enton
ces las >/, en el interior de V", serán funciones analíticas de V y 
dé V' é inversamente: y se dirá que las dos variedades V y V' 
son la continuación analítica, la una de la otra.

Podremos de esta manera formar una cadena continua de 
variedades

Vn V„.......... , V„

tales, que cada una sea la continuación analítica de la anterior, 
existiendo entre dos variedades consecutivas una parte común, 
á la que llama el Sr. Poincaré una cadena continua.

Puede suceder que la cadena sea cerrada, es decir, que V„ 
no difiera de V,.'

Se puede tener también una red de variedades, ó un conjunto 
de éstas tal, que cada una sea la continuación de otras varias, 
pudiéndose pasar de una cualquiera de entre ellas á otra tam
bién cualquiera por continuación analítica, lo que se llama una 
red continua.

Expuestas estas definiciones, bastará añadir que el Sr. Poin
caré demuestra la mayor extensión de esta definición respecto á 
la primera, de manera que toda variedad que satisface á la pri
mera definición, satisface á la segunda, sin verificarse la recí
proca. Nos bastará resumir su razonamiento, diciendo que parte 
de « ecuaciones de la forma^^ = F¿ (.r,,..............;r„); y por ser 

Ias F funciones holomorfas de las x, cuyo determinante funcio
nal no se anula, se pueden resolver respecto á las ,v, resultando 
^i=^¿i}'i ■•:•■ - 7'«)-

Considerando una variedad V que satisface á las condiciones 
(1) de la primera definición y Ias n—/) funciones Fp + i, Fp+2,..., 
F„ holomorfas respecto á las .r. Las somete á la condición de 
que si .......... .. es un punto cualquiera M„ de la varie
dad V, el determinante funcional de las « funciones F no se 
anula para = ,r9 , lo que es posible, y que Fp4.1   , F„ 
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se anulen en dicho punto. Entonces se puede resolver las ecua
ciones y¡^ = F^ con relación á las .r, que se expresarán por series 

ordenadas según Ias potencias de las jr: y con las ecuaciones 
.r^=^ y las desigualdades ..........>J»)>o, que son

las condiciones por satisfacer, para que las series sean conver
gentes; haciendo enseguida j^ =^^4 =.......7^ = 0, las / prime
ras ecuaciones propuestas no difieren de las / ecuaciones (l), y 
las funciones 0¿ sólo dependen de « —y = m variables, y son de 

la forma (8). Entonces el conjunto de las relaciones

^i=^h> ^p^*^’ \f:^i’A>.........*>«)>o

representará una variedad z', que quedará definida de la segunda 
manera, y que no difiriendo de

¥^>0, ^j>o.

formará parte de V. El punto M^, que es un punto cualquiera de 
V, forma parte de «>; y se podrá construir alrededor de un punto 
cualquiera de V una variedad análoga á v.

113. Variedades opuestas. Definida una variedad V de 
la primera manera; si dos de las ecuaciones que la definen se 
permutan, se dirá que el sistema de relaciones no representa ya 
dicha variedad, sino una variedad o/fuesía á V. Y si la variedad 
se halla definida de la segunda manera; sustituyendo las j/ por 
wz funciones analíticas de las ?« nuevas variables 2^,3^,..........2m 
tales, que se tenga

estas ecuaciones representarán todavía V ó la variedad opues
ta; y supuesto que el determinante funcional Ù de las j res
pecto á las z no se anula, este conservará el mismo signo; y se 
convendrá en decir que si A es positivo ó negativo, las nuevas 
ecuaciones representarán la variedad V ó la opuesta.
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§ 4? Variedades uniláteras y biláteras

Para definir de una manera general una variedad "unilátera, 
consideremos, siguiendo la exposición del Sr. Picard, en su 
Traite d' Anatyse, en la proximidad de un punto A, que supo
nemos no se halle en una frontera, una representación paramé
trica. Podremos deducir de esta representación, entre las coorde
nadas (4^1, Xj,............ ^n) de un punto cualquiera suficiente pró
ximo de A, m relaciones de la forma

. ^n) = 0, Faf^r,, ............r„) = 0............ ..

Fm(.r.i, -r^,. .r„)= o, 

siendo las F holomorfas alrededor de las coordenadas .r®  ;r® 

de A. Consideremos además 1^ — m — 1 formas cuadráticas ho
mogéneas en -f , —x°    Xn — .r°, definidas y linealmente in

dependientes; las supondremos positivas, designándolas por

^¡(■^n-^ai..................................1 ^w — wi — l(-^i) -^ai........... i-^n)-

Esto sentado, adjuntemos las n — m — i ecuaciones

V^P^J*... ,-r„) = %. {i=l,2,.............   « — 

en las que i. son cantidades muy pequeñas. Tendremos n — i 

ecuaciones que definen una curva cerrada C muy pequeña alre
dedor del punto A, situada en el espacio S„_„j, en la cual debe 
señalarse cierto sentido con una flecha.

Supongamos ahora que A se mueve en Sn —m. Por medio 
de prolongaciones paramétricas sucesivas y de las ecuaciones 
auxiliares K. = e^, en las cuales se sustituyen cada vez -rj , ..., 

4:^ por las coordenadas actuales de A. Podemos considerar que 

el punto A, durante su movimiento, arrastre con él la curva ce
rrada C, que se deforma al mismo tiempo, para la cual la direc
ción de la flecha está señalada sin ambigüedad desde el origen. 
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En el caso de que vuelva A á su punto de partida, después de 
haber seguido en S,„_„, un camino cerrado cualquiera, sin atra
vesar ninguna frontera, colocándose la curva C en su posición 
inicial, de rhanera que eomcidan ¿os dos sentidos de la flecha, la 
variedad’será siin/>ie, no recubriéndose. En otro caso, si para 
ciertos caminos cerrados, descritos por A, se obtiene á la llegada 
sentido opuesto de la flecha, la variedad es dodie.

Podríamos también considerar en el espacio E„ una semi- 
recta que pase por A, siendo Aj, A2............ .. A„ los parámetros, 
de modo que sus ecuaciones sean

y con la condición además, de ser

Atdr, 4- A^dx^ -}-............4- A^dx^ = 0.

Podremos definir la normal á la variedad S„_i, y considerar 
en ésta dos semi-direcciones. Entonces el espacio S„_i será 
simple si, partiendo de una semi-normal determinada, se vuelve 
siempre al mismo tiempo con la misma dirección normal, y será 
doble en el caso contrario.

§ 5. Diferentes órdenes de conexión de los espacios

DE n DIMENSIONES

Definiciones. Vahemos visto que si z^, 2^,.. , 2n son 
n variables que pueden tomar todos los valores reales desde 
— 00 hasta 4“ ©o , el campo n veces infinito de los sistemas de 
valores de estas variables se llama espacio de n dimensiones.

Un sistema de / ecuaciones entre las z determina un espacio 
de n —p dimensiones contenido en el espacio E„ .

Se dice que un espacio E„_p contenido en E„ es iineaimente 
conexo ó que tiene la conexión de 1.® especie, cuando dos de sus 
puntos pueden siempre unirse con una línea totalmente contenida 
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en el mismo, es decir, cuando se puede transportar con conti
nuidad un punto al otro, permaneciendo siempre en E„_p.

Si F(r„.. ,£'„) = o es una relación entre las ^, siendo 
F continua y de un sólo valor para todos los sistemas de valores 
reales de las z, el espacio E„,_i representado por F = o, sepa
rará en general el espacio E„ en dos regiones, para una de las 
que F > o y para otra F d^ o. Si dichas dos regiones son lineal
mente conexas, se dirá que el espacio E„_i es cerrado.

Se dirá que un espacio E„_p tiene la cúnexión superficia/ ó 
de 2? especie, si cualquier línea cerrada contenida en el mismo 
puede siempre deformarse continuamente hasta coincidir con 
otra análoga, permaneciendo siempre en E„_p. Diremos que 
E„_p tiene la conexión de especie r«‘»“, si todo espacio cerra
do de r — i dimensiones en él contenido, puede continuamente 
deformarse en otro análogo, sin cesar de pertenecer en todos los 
estados de su deformación, á E„_p.

Teorema. Si un espacio E„_p no íie/¿e ia cone,vio'n de r®”"» 
especie, se podrán designar en ei mismo espacios cerrados de r — i 
dimensiones ía/es, çue dos de eHos no sean depormaó/es con conii- 
nuidad ei uno en ei otro, ni cada uno reducirse á un punió, pero 
que otro espacio cerrado sea sietnpre dejormaé/e en uno de ei/os ó 
en un punto. Bi número m,- de dic/ios espacios es constante. £i 
número m,. -f- i j^ iiama orden de cone,vion de r®““® especie.

Para un espacio que tiene la conexión de rs¡ma especie, el 
número correspondiente m,. es cero, el orden de la conexión 
ysima es I.

El orden de la conexión lineal es i y el de la conexión su
perficial 2, en la porción del plano comprendida entre dos círculos 
interior el uno al otro.

Entre dos esferas, el orden de la conexión lineal es i, el de 
la conexión superficial i y el de la espacial 2.

El espacio comprendido en un anillo ó toro, tiene la co
nexión lineal simple (de i.®*" orden), la superficial doble (de 2.° or
den), la espacial simple.

El espacio comprendido entre dos anillos, uno interior al 
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otro, tiene la conexión lineal simple, la superficial doble y la es
pacial doble (*).

(*) Poincaré Analysis situs, pág. 21. (*•) G. Loria. Repert. d. Mal. II p. 794.

Los órdenes de conexión de un espacio ó variedad con rela
ción á los espacios ó variedades de

i. 2, 3,........ ,m — i 
dimensiones se llaman números de Beiii.

Los números de Betti para la región comprendida entre dos 
esferas son P, = i, P^ = 2, para el interior de un toro, Pi = 2, 
Pj = 2, y para la región comprendida entre dos toros P, = i,

Supongamos que en el espacio ó variedad E„ se puedan ob
tener pn — 1 variedades cerradas de orden m,

que tengan Ias siguientes propiedades; Tomadas separadamente 
no forman frontera y, por una deformación continua no pueden 
reducirse una á otra; además, por ^i variedades próximas á V,, 
por ^2 variedades próximas á Vg,......... por -í’^^ — i variedades 

próximas á V^^ — i no se puede hacer pasar una variedad 

Sm + i completamente contenida en E„ , de la cual ^, + -^g + • • • 
-j~ ^p^ — i formen una/ronfera com/>¿efa, cualesquiera que sean 

los números léj, yè^,..........(las variedades son de igual sentido).
Esto sentado, diremos que el orden de conexión de E„ con 

relación á las variedades de m dimensiones contenidas en esta 
variedad es /m, si, habiéndose obtenido las /,„ — i variedades 
precedentes, cuyo conjunto no forma una frontera completa en 
el sentido general según el que se ha definido, se puede siempre, 
adjuntándola una variedad cerrada/m**”® de orden m, á saber V, 
contenida en E^, determinar los enteros é de manera que el con
junto formado por esta variedad sola y por ¿, variedades próxi
mas á V,, por yé, variedades próximas á ........, por ^p^ — i 

variedades próximas á V^^ — i, forme una frontera completa.
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Esta definición se halla justificada por el siguiente lema: Si 

en una variedad E„ un sistema A, juntamente con otro sistema 
C, formados los dos de variedades cerradas de m dimensiones, 
forma una frontera completa; y si otro sistema B de variedades 
cerradas de ni dimensiones forma con C una frontera completa, 
se puede afirmar que el conjunto de las variedades no comunes 
con A y B forma una frontera completa en E„, es decir, que 
existe una variedad de orden ni -f- 1 contenida en E„ sobre la 
cual este conjunto forma frontera completa.

Sean, en efecto, Sm + i y S'^+i dos variedades de w-j- i di
mensiones contenidas en E„ y en las cuales A y C por una par
te, B y C por otra, formen respectivamente frontera. Unamos un 
punto de S^ + i á un punto de S^+i por una línea continua, y 
consideremos una variedad de orden w -j- i suficientemente pe
queña, moviéndose á lo largo de esta línea. Esta variedad en
gendrará otra de orden m -|- 1, que reunirá, de una manera con
tinua, las dos variedades Sm + i y 5^ + 1» formando una sola 
S"m + i en la que A y C por una parte, B y C por otra, formarán 
frontera. Toda curva cerrada perteneciente á S'm + i cortará al 
conjunto de las variedades no comunes á A y B en un número 
par de puntos.

Demostrado este lema, el Sr. Picard demuestra que: Si V,, 
V,,..........Vp^ expresan/m variedades cerradas, en-una varie

dad E„, cuyo orden de conexión con relación á las variedades 
de m dimensiones en/„, se podrán obtener/m números enteros 
^p yé„......... ^pj^ tales, que el conjunto formado por las varieda

des ^2^2,......... ^Pm^Pm forme frontera completa. (*).

§ 6. ® Representaciones de las variedades

114. Representación geométrica. Consideremos en el es
pacio ordinario cierto número de poliedros

Pp P2.............,P«-

o Tkéoi-ie. dea fonctíona algébriques de deux variables indépendenles, p. 30-31.
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Podemos suponer que existe en un espacio de cuatro dimen

siones cierto número de variedades de tres dimensiones

Qp Qi...........2.
respectivamente homeomorfas con Po Pj).......... ! P« •

Sean C, una cara del poliedro Pj y 'í», el conjunto de puntos 
de la frontera de Q, correspondientes á los diversos puntos de 
Ci, y análogamente Cj una cara de Pj, % la ima^ett de esta cara 
en la frontera de Qj. Puede suceder que 4), coincida con «t^. En 
este caso, las dos variedades Q, y Qj son contiguas, y se pasa 
del interior de Ia una ai interior de la otra, atravesando ^,. En 
este caso diremos que C, y C., son conjugadas.

Podrá suceder que C, y C^ pertenezcan á un mismo polie
dro P,. Entonces la variedad de dos dimensiones 4>p que no di
fiere de la variedad de dos dimensiones <I»2, separará entre sí dos 
partes de la variedad Q,.

Por ejemplo, si consideramos un rectángulo ABCD y un 
toro, eñ el que hacemos dos cortes, á saber: una circunferencia 
meridiana y un paralelo, cuyo punto de intersección es H, la su- 
pei-ficie del toro entonces será homeoforma con el rectángulo. 
Los dos bordes del corte formado por el meridiano, corresponde
rán á los dos lados AB y CD del rectángulo, y los bordes for
mados por el paralelo corresponderán á los lados AD y BC. El 
rectángulo corresponde al poliedro P,.el toro seccionado á la 
variedad Q„ los lados AB y CD á las caras C, y C^, los cortes 
de la sección meridiana á las variedades 4», y «t»,, que coinciden.

Supongamos ahora que entre las caras de « poliedros P^. 

existan algunas que sean conjugadas dos á dos y que otras que
den libres.

Sea la variedad total V formada por el conjunto de las varie
dades Qj.. Como varias de éstas son contiguas, podrá hacerse 

que la variedad V sea continua, lo que suponemos. Si entre las 
caras P¿ no hay ninguna libre, la variedad V será cerrada. En el 

caso contrario, los puntos correspondientes á las caras que per
manezcan libres formarán la frontera completa de V.
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Se ve que el conocimiento de los poliedros P^. y del modo de 

conjugación de sus caras dan, en el espacio ordinario, una ima
gen de la variedad V.

A dos caras conjugadas corresponde, por definición, una 
misma variedad de dos dimensiones interior á V. Puede hacerse 
que á varias aristas de un poliedro P corresponda una línea in
terior á V, ó que á varios vértices de estos poliedros correspon
da un mismo punto en el interior de V. Diremos entonces que 
estas aristas ó estos vértices pertenecen á un mismo ciclo.

Veamos cómo se forman estos ciclos.
Sea A, una arista' C, una de las dos caras que pasan por 

A',, C2 la conjugada de C\. A2 la arista de Cj que corresponde á 
A,; C'j otra cara que pasa por A2; C3 la conjugada de C',, A3 la 
arista correspondiente á la arista A^, etc. Se terminará cuando se 
llegue á una cara libre ó se haya vuelto á la arista A^. Las aris
tas A,, A2, A3,......... forman un ciclo.

Sea con respecto á los vértices S, un vértice, C^ una de las 
caras que pasan por él, Cg la conjugada de C'^ Sj el vértice co
rrespondiente á So C'2 una de las caras que pasan por Sj,.......... 
S,, Ss, S3,..........pertenecen á un ciclo. (Anafysis Siius, páginas 
(47 y 48).

SjemJ>lo. Consideremos el cubo ABCD'A’B'C'D' en el que 
existe el siguiente modo de conjugación

ABCD ^ B'D'C'A', ABB'A = DD'C'C, ACC'A' = DD'B'B.

Se obtiene: 1." cuatro ciclos de aristas

AB = B'D' = C'C, AA' = C'D' = DB,

AC = DD' = B'A', CD = BB' = A'C,

2.®, dos ciclos de vértices

A=B' = C'=D, B~D' = A' = C.

Representación por un grupo discontinuo. Sean (j^,y, 2,} 
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un punto del espacio ordinario y una serie de sustituciones que 
cambian respectivamente .r, 2 en

Supongamos que el conjunto de estas sustituciones forme 
un grupo discontinuo. El espacio se dividirá en una infinidad de 
dominios D^, D,, D^,; de manera que á cada dominio D. 

corresponda una sustitución del grupo S. que cambie Do en D. .
Consideremos una superficie ^ que forme una parte de la 

frontera de Dy, separando este dominio del D^. La sustitución Sr * 

inversa de S¿ cambia D¿ en Do: y como los puntos de X pertene

cen á la frontera de Dp la transformada de la superficie 2 será 

otra parte de la frontera de Dq. La frontera de Do se halla dividi
da en porciones de superficie conjugadas dos á dos, de manera 
que cada una será la transformada de su conjugada por una sus
titución del grupo.

El dominio Do, con su frontera dividida así, será homeomorfa 
á un poliedro cuyas caras serán conjugadas dos á dos; y se po
drá entonces hacer corresponder á este poliedro, y por consi
guiente, al dominio Dy, una variedad cerrada de tres dimensiones 
situada en el espacio de cuatro dimensiones, que se obtendrá 
transportando Dy ai espacio de cuatro dimensiones, y deforman
do después este dominio, hasta que se puedan hacer ajustarse la 
una con la otra las porciones conjugadas de la frontera.

Ejetn/f/o. Sea el grupo formado por las tres sustituciones

(Ayy, 2; -r + i, j/, ^), C-r,^, xr; .r, 7 -J- 1, ar), 1

siendo a, [5, y, 8 enteros tales, que

ai — 0y = i.
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Este grupo (a, íí, y, 5) es discontinuo. Para demostraiío, 
basta ver cómo se hallan distribuidos en el espacio los transfor
mados de un mismo punto

4: = Æ, y = d, Z = C.

Desde luego, todos los transformados de este punto, se ha
llarán comprendidos en la fórmula

.r = a -|- ^, — + :í = G (2) 

por una combinación cualquiera de las dos primeras sustitucio
nes, expresando -^ y -é, dos enteros; y es fácil ver que estas dos 
sustituciones son permutables.

Transformemos el conjunto de los puntos (2) por la tercera 
sustitución. Tendremos (3)

.r=a(ff -|-^)-r P(¿ + ^0, ^=Y(ff + '^ + S(¿ -1-^,), ^=»4-1.

Hagamos para abreviar,
a^ + ^¿ = a^, ya-^^ó = ¿,;

de manera que el punto (ai, ¿J sea el transformado del (a, ¿) 
por la sustitución

(áT, j/; ccr 4- 3j, y^r 4“ M = •^’

Podemos sustituir las ecuaciones (3) por las siguientes:

x = a 4“ ^\ J' = ^1 + -^'1. 2 = t: -H i, (4) 

siendo k' y ^\ dos nuevos enteros. Aplicando á estos puntos 
las dos primeras sustituciones, se obtienen nuevamente los mis
mos puntos.

Apliquémosles la tercera sustitución. Sea

a2 = aa, -p P¿„ ¿, = ya, 4’ ^^0 

de manera que el punto (a,, ^2) sea el transformado por j del 
(ap ¿,). Entonces los transformados de los puntos (4) por la ter
cera sustitución se hallarán comprendidos en la fórmula

.r = a, 4“ '^^ y = ^i 4“ 2 = c 4“ 2, 

siendo ^'' y ^", dos enteros.
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En general, supongamos que los transformados sucesivos 

del punto (a, ¿) por la sustitución s sean («i, ¿,), («j, fis), .... • 
(«n » ^n^ y de igual manera que los transformados por la sustitu
ción inversa sean (a— i, é— i), {a— 2, ^— 2) ■,..........Entonces to
dos los transformados del punto (<r, ó, c) por Ias sustituciones del 

grupo (1) estarán dados por la fórmula 

siendo K, jè y ^¡ números enteros arbitrarios; y se ve que el 
grupo derivado de las dos primeras sustituciones es permutable 
á la tercera.

El dominio fundamental Do es un cubo cuyo lado es 1 y li
mitado por los seis planos .r; j; g = o; 1.

El caso más sencillo es aquél en el cual a = S = 1, 
P = Y = o, porque entonces las tres sustituciones se reducen á

(.r, s; .r 4" l, y» 2i 'V, J' + I, 3; A*, /» -^ + !)•

Cada una de ellas cambia una de las caras del cubo en la 
opuesta. Pero la manera de subdividirse la superficie del cubo 
Do en regiones conjugadas, no es tan sencilla. Sea por ejemplo,

a 3 = 8 = i, y = o.

Cada una de las caras paralelas al eje de las s será todavía 
conjugada con la cara opuesta; pero para las caras s = 0, 2 = 1 
perpendiculares al eje de las s, habrá más complicación.

Supongamos que los puntos A, B, C, D y A', B', C', D' ten
gan Ias coordenadas

Aooo A' o o i

Boio B' o i i 

Cioo C' i o i

Diio D' i i i

Cada una de Ias caras ABCD, A’B'C'D deberá dividirse en 
dos triángulos, á saber: ABC y BCD por una parte, A'D'C' y 
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A'B'D' por otra, hallándose expresada la ley de conjugación de 
las caras por las relaciones

ACC'A' = BDDX CDD'C' = ABB'A', 

ABC = A'D'C', BCD = B'A'D'.

Más generalmente, las caras paralelas al eje de las s perma
necerán conjugadas dos á dos; pero las caras perpendiculares al 
mismo deberán quedar descompuestas en polígonos más peque
ños, tanto más numerosos cuanto más grandes sean los núme
ros a, fi, y, s, y que serán conjugadas dos á dos, según una ley 
más ó menos complicada.

Estas consideraciones conducen inmediatamente al concepto 
del grupo ^ formado por e¿ conjunto c¿e todas tas sustituciones 
que se efectúan en tas funciones F,, F,„.........Fj^ de tas coorde

nadas Xi, Xi........... .... de un punto M de una variedad V definida 
por tas retaciones = o, ©p > o, cuando et punto M describe 

todos tos contornos cerrados que pueden trazarse en una variedad 
V, partiendo det punto iniciat M^. De este grupo se pasaría á la 
consideración del grupo isomorfo holoédrico, con el anterior, que 
se llama, funda/nefitat, y á cada una de cuyas sustituciones prin
cipales Si, Sa,.........QQYVQsponáQ Mn .contorno cerradopundamen- 
tat Co Cí,........ , lo que conduce á los grupos fuschianos y á 
otras numerosas aplicaciones que no son objeto del presente tra
tado general, y que se hallan desarrolladas en la obra citada del 
Sr. Poincaré, en particular, y, en general, en los tratados de las 
funciones que en la actualidad se publican.

FIN DEL TOMO SEGUNDO

21
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ADICIONE^

Al § 1? DEL CAP. I, LIBRO 2.° I. Un método empleado 
para obtener la suma de una serie consiste en la diferenciación ó 
integración.

Ejemplo Sumar la serie

T + i+T + ----- + ir +

Soiueión. Si representamos por f^x) la suma que se busca, 
tendremos

ó f'{x} = 7^—; luego /GT) = - log (i — .r).

Ejemplo 2° Sumar la serle

j{x) =:= i + 2,r + 3;p“ +J- 4-

Solución. Esta ecuación da

= X -{- X^-

+ ^“ ++ C = — — + C.
I — X

Derivando los dos miembros, se tiene f(x} = ------^------ ;

luego

^7TZ“;^ = 1 + ^-^ + 3-'^" + 4^ +
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Ejemplo 3/ Stimar la serle

-^^'^'^ 3 “^ 7 ^11^^15^

Solución. Procediendo como el problema i?, se tiene

Además

I —4(1“^) 4(1 +-r) 2(1

luego

/(,r) = — ^ log (i — -r) -Aog (i + ,r) + 1 are tg .r.
W

I I + 4r , I
o /(;r) = - Iogp_2r:^ + - arctg,r.

II. Otro método consiste en obtener una ecuación diferencial 
que se sepa Integrar.

Ejemplo I." Sumar la serle

1'^1 ^ i
1.2.3 1.2.3.4

Solución. Se tiene

y = i H---------------------- 1-----------------h....... ó y =y, -=i.1 1.2' 1.2,3' y

Esta ecuación da log y = ,v-^lC ó y = Ce^, 
La función j debe reducirse á i cuando ;r=o; luego jr=¿?^.

Ejemplo 2.°. Sumar

1 2,^-3 ,,1-3.5 61 zx
2 2.4 2.4-6
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Solución. Se tiene

dy 
dx

1-3
2

1-3.5
2.4

I
2

1-3 . ,1.3-5
2.4 2.4.6

Y en virtud de (i) será

Diferenciando, tendremos — dy = (i -¡“J'í^-'í^ “h .vdy.

Y de
xd.v

I — -r

resulta log (1 -j- j/) = — - log (1 — .r’).

Por último: ^ = — 1 + (1 — ^*)’’ •

Ejemplo y." Sumar las series

y = S eos ? + “ -'^'^ eos 2© + y X^ eos 3í +

z = ii: sen © -j— ^® sen 2© 4— y sen 3 ^ + 
2 3

Solución. Según la fórmula de Moivre, se tiene

derivando con relación á .r, resulta: 

y^ z'i = e'^‘' -1- ; 
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luego j + ¿r/= — log[i — .r(cos ^ + /sen ^)] 

í“^(cos s — / sen 2) = i — -r(cos 0 + i sen &)» 

Esta ecuación se divide en dos 

e~’Jcosz = i —.reos í?“y sen = .r sen 0, 

de donde

.r sen a 
tg s ’— , e-^y =1 — 2.r eos 5 4 

i— .rcosa

4r sen o i 
z = are tg !— , = — - log(i — 2.r eos a + .r^). 

i — .reosa 2

Ejemplo ^.^ Sumar las sel les

y^ = COS Ÿ + -1^ COS 2a 4, ^, = sen a + .r sen 2a +

Si se comparan con las del problema anterior, se tiene ^, =y, 
^i = ^' y» Cí^ virtud de las últimas fórmulas

cosa — .r sena
I —2,rcosa+.r^ ‘ I — 2.rcosa 4 jr*

ni. Un método muy fecundo para obtener la suma de una 
serie es el empleo de las integrales definidas. Sea

j = zí[ + zí^ + +«„ 4

una serie convergente cuya suma se trata de obtener.
Si el término general u„ puede descomponerse en dos facto

res z-n, íC),, de los que el uno es igual á una integral definida co
nocida, de modo que

se tendrá

^=J’^<¿4»i/i('^) + »J»(^) ++ ««A (^) +].
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Si pues, se puede valuar

cp(,r) = zí./, (;r) 4. í^JJx-) +4 Unfn (^) +

se tendrá:

Ejemplo iP Eéíermmar

s = eos ^ 4---- COS 2® 4.............4---- COS «f 4

Solución. Por ser

ó — e-”^^ dx
O

resulta

S
o

e- ^ cos 2^4^“^ 00s 3^ 4

Pero la suma de la serie, entre paréntesis, es (Ilproô. ^°)

COS’® — e~

e-‘^ eos Ÿ — ^“'2®
luego i =

0 i — 2e-^ eos f 4 ^“2®
dx.

La integral indefinida es

4 I log (I - eos f 4 ^“2®);

luego:

5 = — log (2 ---  2 COS ÿ) ó
2

j = — log (2 sen — ç).

Adición al capítulo 11, libro 2? Aunque en el tomo IV se 
tratará más extensamente de la continuidad y discontinuidad de 
las funciones, así como de alguno de sus caracteres principales.
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conviene enunciar aquí unos preliminares á la par que comple
mento de lo expuesto en este tomo.

Hasta la época de Lagrange, para los grandes geómetras, 
una función arbitraria era siempre la función arbitraria suscepti
ble de representarse por un trazo continuo. Pero Dirichlet halló 
fortuitamente la función

'Z(.r) = lim r lim (eos ;zz!
í?i = col_A = « J

cuyos puntos son todos puntos de discontinuidad, puesto que es 
nula para .r irracional é igual á 1 para .r racional; y Fourier 
afirmó, el primero, que una función puede representarse entre o 
y 2~ por un desarrollo en serie trigonómetrica.

Dirichlet completó la obra de Fourier estableciendo para la 
convergencia de las series de Fourier sus célebres condiciones, 
á saber:

i.” La funcio'n /or desarropar es Jiniía y uniforme.
2 .® No ¿iene un uiímero i/^ni¿o de discontinuidades’, y en ¿os 

/>un¿os de discontinuidad conver^-e ¿lacia ¿a media de ¿os dos ‘va¿o- 
res ¿imites de ¿a funcio'n tomados á uno y otro ¿ado de este ^unto.

3 .“ No tiene un número if^nito de máximos ni de mínimos.
Riemann demostró con un ejemplo cómo el empleo de las se

ries permite construir funciones cuyos puntos de discontinuidad 
formen un conjunto por todo denso.

Sea (.r) la diferencia entre .r y el número entero más próxi

mo. Si .r es igual á un entero más ^, se hace («r) = 0. La fun

ción así definida se llama exceso de x; es una función que admi
te un desarrollo de Fourier, según las líneas trigonométricas de 
los múltiplos de 2iïzv, que es siempre convergente. Consideremos 
la función, como lo hace Riemann,

2 3
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2^ -{- I
Se ve que si .r no es de la forma------- --  (siendo «y 2/-}- i

primos entre si) que /(.r) es continua. Al contrario, si .r es de la

forma indicada, cuando .v tiende, creciendo hacia----------, /(.r)

f2p+l \ 
tiende hacia un límite /(—o 1, que es

\ 211 / \ 2n / ion

2/~\~ 1 
cuando ;r tiende hacia------- decreciendo, fM tiende hacía 

2n

+ i . \ ./2/ + A _
■^ \ 211 /\ 2n / i6n‘^'

En todo intervalo /{x] tiene puntos de discontinuidad.
A estas consideraciones podemos añadir que Hankel en su 

memoria ya citada (pág. 15-19) mediante el método, llamado 
principio de ia condensación de ias sin^niaridades, dió medios 
de construir, conociendo funciones fn que presentan cierta sin
gularidad en puntos aislados A^ una función que presente esta 
singularidad en todo intervalo.

Distingue en su memoria: I. las funciones continuas con un 
número finito de oscilaciones, á las que pertenecen todas las al
gebraicas y la mayor parte de las funciones analíticas, con ex-

2 
cepción de algún punto crítico, como por ejemplo /(À') = x^ 
que á excepción del punto -r = 0, tiene una derivada finita y 
determinada.

2

Así siendo !p(/) =y'^ , el desarrollo correspondiente
2 

(sen «xn)®
/W =
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no tiene derivada finita, pues

f{x + t) -/(^) 

siendo Q = lim----------- ;----------- crece siempre al disminuir s.

La función /(.r) =

„ /(^ - /(0) 
lim---------------

--------- j conduce a 
i 4- eÿ

según que la variable se aproxima á cero por la derecha ó pol
la izquierda. La función bajo el signo / es finita para todos los 
valores reales de ^, excepto para / — o, en cuyo punto es inde
terminada.

Respecto á las funciones discontinuas: Una función discon
tinua en A'=¿z, tiene en este punto saltos mayores que una can
tidad finita 5. Distingue la d¿sconíinuidad pauíuai de la díseonti- 
nuidad ¿ineaL En el primer caso, las funciones tienen intervalos 
finitos en que son continuas y en el segundo son- discontinuas 
en infinitos puntos de un segmento finito.

Las dos clases de funciones son: Las faneiones puníeadas 
d¿scontimias y ¿as futiciones LneaLs discontinuas.

Sea ÿ(j') una función continua desdey= — i hasta j = -j- 1 
exceptuado el punto j' = 0, en el que toma el valor límite -J- 1 
ó — I, según que se aproxima á dicho punto por la derecha ó 
la izquierda.

La serie correspondiente

3>(sen «.rw)

es continua para todos los valores irracionales de .r, teniendo en 
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estos puntos una derivada, y es discontinua en los puntos ra
cionales.

Un ejemplo clásico de función discontinua es el siguiente:

Iog(i+z)=~ - y + y.......+(—ir+‘—+........ (I)

con las condiciones (£( ^ i, ^^ — z. Bajo estas condiciones 

el primer miembro nos ofrece la representación del logaritmo 
que, partiendo del valor o, para 2 = 0, varía de una manera 
continua en el interior del círculo de convergencia y aún en la 
circunferencia, evitando el punto 3 = — 1.

Hagamos z = e^, suponiendo .r real y comprendido entre 
— ’' y + « (con exclusión de estos valores). Se puede escribir

z = cosx -[- /sen luego 2" —.eos nx -j- /sen nx.

El punto que corresponde á z, toma todas las posiciones po
sibles en el círculo de convergencia, excepto la posición z= — 1; 
y se tiene

1 / . \ x , COS i sen nx 
log (I -|- 2f) = S (— 1)" + ’ — . 

n

Además, se puede escribir

i = 2 eos — I eos----- H ? sen — ;2. \ 2' 2/

y puesto que .r se halla comprendida entre — k y -|-n, eos — 
2 

es positivo: luego las diferentes determinaciones de log (1 + z) 
se hallan comprendidas en la fórmula

log (i + «) = log real de ( 2 cos — ) -4- / (— -i- 2/^7: 
\ 2/' \2'

siendo entero.
Esto sentado, si igualamos los coeficientes de / en los dos 
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miembros de la ecuación (i), tendremos en la hipótesis, 
— Tt 7t:

sen sen
( 2) V + 2^’~ = —;-----------z— +........ (— ” < -r <~)

Todos los términos del segundo miembro de esta serie ad
miten el periodo 27t, pudiéndose considerar la serie como cono
cida para los valores de ,v comprendidos en los intervalos

<S’'........ y — w.......

Los términos de la serie son todos nulos para los valores de 
.r iguales á w, 371, 577,........ — 71, — 3^, — Stt,.......Se ve así que la

sen
serie S(— 1)” + ^--------- es convergente, cualquiera que sea A', 

pero representa una función discontinua.
P. du Bois Reymond, cuya teoría de las pantaquias es aná

loga á la de los conjuntos de Cantor, en su obra Théorie générale 
des TonetioKS, introduce la denominación de oríoidía, para ex
presar la diferenciabilidad de las funciones, distinguiendo los va
lores de éstos como directos é indirectos: Así f^x} será simple
mente el valor de la función que la fórmula hace corresponder á 
x. Pero á estos hay que agregar otros que deben considerarse 
como valores, no solamente porque las aplicaciones- conducen á 
ellos, sino porque se les juzga como tales desde un punto de 
vista abstracto, y aparecen cuando se forma el valor directo de 
f{x} para un punto a-, ^ ,v; y enseguida se intercala una serie 

de valores .r,, .r,...........entre -r, y x que se aproximan indefi
nidamente á .r, buscándose á continuación el límite de la serie 
/(•^i), /(-^i))---! y llegándose de un modo indirecto á valores de 
/(u;) que pueden diferir de los que se obtienen directamente, por 
lo que se les llama valores indirectos de función.

Una función racional y entera de .r, no tiene valores distintos 
de los directos. No sucede lo mismo á las funciones sen x, e^ y 
otras análogas.
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Sean las funciones anortoides: i.“/(.r) = 3,r para los valo

res 4-^0, 3: o, 33, o, 333: etc. y /(^r) = o para = “•

2 .® /(^), que toma para .r = ——------------- los valores

---------------- y ~ o para los demás valores de 4r.

Z 
toma para .v = —- -------— los valores 

y f{x') = o para los demás valores de

Y sean las funciones ortoides

i I 11 = ®—I
sen — , .r sen — , — , ,

f^v) = lim —¡—,' h=:^ I + /^f" /(.r) = arc tg /ix.

La primera función tiene el valor directo cero para x = — ; 

pero el límite de J(o, 3), /(0, 33),..........es 1, designándose un 
valor de función indirecta correspondiente á .r por

Hm_^ /(jr + a).

En la 2.® y 3.® funciones anortoides y en todas las ortoides 
citadas, se presentan valores indirectos distintos de los directos, 
así como en la función anortoide

y(.v) = i, para todos los valores racionales de .r.

fÇx} = o, para todos Ias valores irracionales de .r.

En ésta á todo valor de 4-' corresponden á la vez valores in
directos de o ó de 1.

Para la función 2.® los valores indirectos son cero ó
i

según que z es racional ó irracional.
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En la función /(^r) = i, /(.r) = o últimamente citada, el

salto es i, en la función 2? el salto es — .
2

Nota al § 4.°, cap. 11, libro 2.® Un ejemplo muy impor
tante de una función que no tiene derivada para infinitos puntos 
de un segmento, finito es el propuesto por Hankel, y que se ha 
citado.

Sea s(j) una función que, para los valores de j' comprendi
dos entre — 1 y -f- 1 (excepto para j/ = o) es finita y continua, 
siempre inferior á un número A, y paraj = 0 es cero. Haciendo

j'= sen (.r/zi:) {n -= entero)

para todos los valores de .r de forma racional — (m = entej’o) 

la y (y poí' consiguiente la i.) es cero, y para todas las .v de otra 
forma laj tiene un valor distinto de cero comprendido entre — 1 
y +1.

Formemos la serie

ns
(•y > I)

que es uniformemente convergente, por ser sus términos meno-

res que los de A- — , que es convergente.

La función /(.r) es continua de .r en todos los puntos .r, 
excepto en los que corresponden á j' = o, en los cuales la ^ no

se ha supuesto continua, es decir, en los puntos de la forma — .

Si admitimos que T((y) es continua también en j/ = 0, entonces 
/{a) es continua en todos los puntos .r.

El número n en la expresión de f^.v) no es un número fijo, 
sino que depende del lugar del término que se considera, por lo 
que serán discontinuos algunos términos de la serie que se con- 
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sidera, en los puntos — , á saber, el «’‘™°, el 2»®**"°, etc., y por 

consiguiente la serie será discontinua. La serie será pues discon- 
í¿nua en iodos /os puntos rac/ona/es si se supone que ^(j-) es 
discontinua en >* = o, y será continua en todos los puntos, si 
<^{y) es continua en 7 = o.

Consideremos el valor de la serie para el valor .r racional de
V

la forma — , Todos los términos en cuyo índice es n múltiplo de

¡x son cero, por hipótesis, por lo que podemos suprimirlos y 
escribir

donde se expresa con S^^^^ la suma extendida á todos los valores 

de «, excepto para los múltiplos de jx. Dando un incremento 7/, 
tendremos

n^

I ® :^[± sen («ixZ!7t)]
(x®i n^

donde debe considerarse el signo -j-, cuando «v es par y el signo 
—, cuando nv es impar. La relación incremental será pues,

^ v ?K--- ^)”'’ S®'^ («JX^w)]
¡x« j kn^
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mientras que en un punto A: irracional, la expresión de la relación 
incrémental es

/Ç^jh^lzzZiiÎ__v ?[sen «(.y -|- ^)7i] — ^^[sen

i kn^

Pero la existencia de la derivada de f(^} en todos los puntos 
racionales ;r depende de la hipótesis hecha sobre la existencia 
de la derivada de ©(j/) en el punto y = o.

Si suponemos que la función ^(y) tiene derivada finita para 
todas las jF comprendidas entre — i y ^ i, y también para 
y = 0, entonces podremos formar la serie de las derivadas de 
los términos de la serie dada, y hallamos

* <?'[sen «.rz]
« ----- ;—;----  COS1

Para J > 2, los términos de ésta son menores que los de la

. i
sene convergente -A —-—¡- , en la que A' es el valor máximo 

que puede tener ^í-Xa); y la serie de las derivadas, para j ^ 2 es 
una serie uniformemente convergente, y, por las hipótesis he
chas, representa la derivada de /(.r), siendo una función que ad
mite derivada finita y determinada en todos sus puntos.

Pero Sí suponemos que ^(y), siendo siempre continua y admi
tiendo derivada para todos sus puntos^ no admite derivada en 
y = o, oscitando fíi dictio punto ia retacidn incrementat de ^(y) 
entre timitespinitosy etítonces podemos kacer ver que ta f(x), siendo 
siempre continua, como ya sudemos, no tiene derivada determinada 
en nin^n punto racionat, teniendota en tos puntos irracionates.

Eh efecto, consideremos un punto -r irracional y la serie de 
las relaciones incrementales

“ «[sen n (,r + /2)77] — ©[sen «xk] 

i
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que podemos escribir así:

“ TU o [sen «(-r + Zs)^] — ? [sen «,rw]
T sen «(-r + ^) — sen n.rr.

sen « — 
Í , 2X eos n I HI . 
\ 2/ k 

K — TZ 
2

Pero según la hipótesis hecha sobre la existencia de la deri
vada finita y determinada para «(jOi en el caso de ser 7 distinta 
de cero, la cantidad

?(/ + ¿) — ?(j)

(que es igual al primer factor de cada término de la suma supe
rior), teniendo por límite una cantidad finita para j' distinta de 
cero, y oscilando entre límites finitos para y — o, se conservará 
en un entorno conveniente del punto y (es decir para k menor 
que cierta cantidad determinada) menor que una cantidad A'; 
por lo que podemos decir que todos los términos de la última 
serie son menores, en valor absoluto, que los de la serie

qne es convergente para j )> 2. La primera serie es pues unifor
memente convergente en un contorno del punto 4r; y esto basta 
para concluir que el límite de dicha serie para /i = o, es igual á 
la serie de los límites; por lo que, para un valor irracional de x 
la serie dada tiene derivada finita y determinada.

Por el contrario, para un punto racional, de la forma — , 

la relación incremental tiene la otra forma arriba escrita. Dicha 
expresión consta de dos partes: La primera es una Lu., extendida 

desde n = 1 hasta zz = co , debiéndose entender que se hallan 
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suprimidos todos los términos correspondientes á los índices n 
múltiplos de ¡x, y la segunda parte es

y ^K— i)"'' sen(?iix^7r)J

La primera parte puede considerarse como Ia relación incre
mental de la función

1(¡X) n^

V
para x = —. Pero todos los términos de esta suma tienen deri-

vada finita y determinada, porque, debiéndose excluir entre los 
valores de n los que son múltiplos de p, el valor del argumento 
de o será cero para algún valor de n. Sobre esta función puede 
repetirse exactamente el razonamiento hecho acerca del limite 
de la relación incremental de _/(.-r) para un valor irracional de .r, 
y se deducirá que |(.r) tiene derivada determinada y finita. S 
pues nos ocupamos solo de la segunda parte de la relación in
cremental de 7(4;), los términos de la serie pueden escribirse

I (— i)»''p« ÿ[(— i)“*sen «pZ-it] sen «p^Tr^
(— i)^^sen Kp/zK V

El primero de estos términos, es decir, el que corresponde á 
« = I, es:

l L <&r(— 1)* sen u^Ti sen u^x
— u— 1)* pK ------ :--------- !----  ------1___ 
1^*1--------------- [(— i)''sen p^Tt F^’'

siendo la cantidad entre paréntesis independiente de j.
Supuesto que no existe la derivada de tf-(jF) en el punto cero, 

pero que la relación incremental------pueda oscilar entre dos lí- 

mites Jinitos, esto es, que se conserve menor que una cantidad 

22
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A en valor absoluto, se verificará pues, que uno cualquiera de 
los términos indicados será siempre menor en valor absoluto que

TtA I
------ - ------ ; ; de manera que la suma de todos los términos

desde el 2? en adelante, es decir, que comienza en n = 2, es 
menor que

A»; i

que por ser í <; 2, es una serie convergente.
Podemos pues decir que la segunda parte de la expresión de 

la relación incremental de /{x) es igual á

L xv?(j) sen jx^it

haciendo j* = (— 1)'' sen ¡x^íc, y siendo s una cantidad compren-
* i

dida entre - 1 y + i. Pero 2 disminuye indefinidamente

ai crecer j, y se puede hacer tan pequeña como se quiera, mien- 
sen u./zt:

tras que al disminuir Z:, la cantidad ----- 7-----  se puede hacer di-
¡X^TT

ferente de i en tan poco como se quiera.
Se ve pues que podrá elegirse siempre 5- de manera que el 

primer término del paréntesis predomine sobre el segundo, es 
decir, que el signo de todo el paréntesis sea el del primer tér
mino, y que el valor de todo el paréntesis difiera en poco del va
lor del primer término. Y puesto que dicho primer término no 
tiende á ningún límite, lo mismo sucederá á' toda la expresión. 
Luego en los puntos Æ' racionales, la /(.r) no tiene derivada.

Para construir /ues una función f(x) sin derivada, dasta 
construir una función ^(y) continua y fnita en el ínter-jato 
(— i, -p l), cero en etf^unto y = 0, con una derivada fnita en 
dicho intervalo, excepto en el punto y = 0, en el cual oscila la 
relación incremental entre límites fnitos.
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Un ejemplo de tal función es ®(/) = y sen — , á la que se 

asigna el valor cero para^z — o. Se tiene entonces una función 
siempre finita y continua que admite derivada en todos los pun
tos, excepto en = o.

El valor incremental

i 
sen — 

h i
h= sen

oscila entre — i y + i, suponiendo s-(o) = o.
Lo mismo se dirá de ^(j') = y sen [log j'’].
Otros ejemplos de funciones continuas sin derivadas pue

den verse en las obras citadas de los Sres. Darboux, Dini y 
Pascal.

Adición al número 
^sima ¿0 y — ¿—x ,

75- Problema. Hai/ar /a derivada

2Tenemos y = e~'^
dy 
d,v (2)

^—= Ú-L —2^:-- , — = (_8.r’+I2,r)í-”

lo que conduce á hacer

^”? 2

siendo P„ = (—■ 24^)” -{-aja^^~^ -p<^4-1^®“^4-.......... (4)

Para determinar ¿Xg, ^4».... , dividiremos (2) por (1), y ten
dremos

^+^^y = °- (5)
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Diferenciando n veces, y aplicando la fórmula de Leibnitz, 

resultará

í/,r”+i dx’^ ‘ dx”~^

Sustituyamos en esta expresión las derivadas de orden /2 + i, 

n, n — i respectivamente por ^“®'.P„4.j, P„, P„_ j, 
y suprimiendo el factor común, será

P„+i + 2;rP„ + 2«P„_i = o. (6)

Diferenciemos la ecuación (3), y tendremos

VíZ.r “

Sustituyendo en esta ecuación la derivada de orden « + i 

por e-~ ®'Pn+1, obtendremos

— — P„+1 + 2;rP„, 

que, en virtud de (ó), se reduce á

—(7)

y por diferenciación se tendrá

dx dx
Pero si se sustituye « por n — 1 en (7), resulta

y de estas dos fórmulas se deduce

-^ = 4«(» - i)P„_2. (8)
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Sustituyendo en (6) n por n — 1, resulta

P» H” 2¿cP,j_i -j- 2 (« i)Pji — 2^ 0. (g^

Eliminando P„^i y P„ , entre (7), (8) y (9), será

Si sustituimos en esta ecuación P„ por su expresión (4), 
igualando á cero los coeficientes de las diversas potencias de a?, 
resultarán ecuaciones por las que se determinarán los coeficien
tes íz¿, ^4,..........Así el coeficiente de a3““2p-2 es igual á

(„ _ 2/) (« — 2/ - 1)03^ + 4(/ + i^a,^^,.

Se tiene pues

_ (« — 2/) (»2^ i)

Haciendo sucesivamente / = o, 1, 2,, tendremos

— l)a„ «(«— I) («2>Í«—

La expresión de la derivada «sima es pues,

-!-— = (- I)”Z—’[(2»:)»- (2;.)-2

« («~^-2)_(« - 3) (^^)___^

Adición al número 71. Análogamente podremos obtener
la derivada de orden « de y = arc sen «3. Hagamos

(H
i , í/”+' arc sena? d’^v 

y sera  ;—; = —~ 
d.v^ + ^ dx^ ‘
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Tendremos sucesivamente

dy x d'^y 
^^' dx —’ dx^

(i — »;■)

d^y gx-\-6x^ d'y

I 4- 2,r2

9 + 72a?2 -p 24a;’

lo que conduce á escribir

— a;)”+’2

siendo P„ un polinomio de grado n, par ó impar, al mismo tiem
po que M, en el que el coeficiente de x^ es 1, 2, 3n. Así,

este coeficiente es 6 = 1 . 2 . 3 en , 24 = l . 2 . 3 . 4 en

d^y
——; y se demuestra fácilmente que si se hace igual a «1 en 
dx"^
d^y
----- , se obtendrá («-}- 1)! en la derivada siguiente. 
dx'^

Para determinar los demás coeficientes de P», vamos á obte
ner una ecuación lineal de la que P„ es una solución. De las 
ecuaciones (1) y (2) obtendremos

Diferenciemos n veces con auxilio de la fórmula de Leibnitz, 
y será

dx’^'^^ dx^ ^ 'dx”'~^

d^y d”~^y
dx^ dx^^~^
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Reduciendo y sustituyendo Ias derivadas por sus valores 
sacados de la ecuación (3), en la que se sustituye n por n 4- i, 
será

Pn-P l — (S/Í -P l)æP» — ^^(1 — í«^)Pn -1 = 0.

Diferenciando la ecuación (3) y sustituyendo

(i^+^y P„+i 
1  y ’ tendremos 

(I_.r4n + |

(4)

Pw-pi — (272 -|- l)xPn _ ^P^
I — dx '

Ó, teniendo presente la ecuación (4),

(5) ^ = «-P„_, y
^^P« 0^Pn-l 

dx^ dx

Pero la ecuación (5) se transforma en

luego
¿Z^P

Eliminemos P„_i y P„_2 entre (4), (5) y (6), y tendremos

(*-«^-*^ + (='«-*)«-^-»‘P. = o- (7)

Para determinar los coeficientes de P„ por medio de esta 
ecuación, hagamos

P„ = AqIz:™ + A,05«-2 + A^íc^--^ + 

Sustituyamos esta expresión en la ecuación (7), y resultará

— 2’^Aj + n^n — i)A„=o, — 4^A3 4- {n—2) {n~^)A^ = o, 
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«(« ---  l) I 
y será A, =--—— - A^

Y sustituyendo por Ag su valor, será 

i arc sen x
1.2.3n

(l_4^« + yL 1-2 2

»(»  I) — 2) (« — 3)

1.2.3.4 2.4

«(«— 1) (k -2) («—3) (^ — 4) («—5) i^l/J
1.2.3.4.5- 6 2.4.6'’

Si en ------- ------------ =------------------- 7
(1 + ;r*)«+Y

cambiamos x en .r y — 1 , tendremos

y i + .

y la expresión de Qn será

, «(« — 1) (« — 2) (w — 3) 1.3

2.4I . 2 . 3 . 4
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Ejemplo 4/ Hallar la expreslo'n U„ = d^
.r”(l — A-)«

Haremos « = (1 — .r)” , v — jr” , 3- empleando la fórmula 
de Leibnitz, será

También podemos obtener por la fórmula del binomio

A-« (i — .r)" = (— 1)” i-Zn n

U„ = (—■ 1)" 2«(2;/ — i)... (« -l- i),r»

— — (2« — i)1-j- .

Comparando las dos expresiones de U„, se tiene

= (— I)»2«(2« — l) ... (« + l)

y i + (7) +...-]-i = {n + l) («-}- 2) .. . 2«
1.2.3...«

que es la expresión de la suma de los cuadrados de los coefi
cientes del binomio.

Ejemplo.—5.° Sea « = mx é y = sen á;. Se tiene

sen mx = u = sen {m are sen y) ;

du m eos {m are sen 
luego —---------7 ~
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diferenciando, tenemos que

dy dy^ \dy/ dy

Aplicando la fórmula de Leibnitz,

para y 0, se tiene

u —nín — i^u —1111 -{-ín^ii =Q^¡í =íi {n^ — m'^).

Llamando y u\ á los valores de sen mx y de su derivada 
relativa á sen x, suponiendo sen a: = 0, resulta

m" — — z/om- u”" = ít^m^ (m^ — 2^J,,

Si se exjfresan por aya' respectivamente el menor arco po
sitivo ó negativo cuyo seno es sen .r, y el menor arco cuyo co
seno es sen tendremos

eos mcí =1-----------sen^.r -1----------------------sen’4; -}-... .
1,2 ' 1.2. 3.4 ‘

sen z«a = m sen ;r — --------------sen^ ,r 
1.2.3

m- m^{m^— 2’)
eos ma. — 1-----------eos x -1---------------------- cos'* .r —

1.2 I.2.3.4

sen ma.' = m
m^ — i 

eos .r--------------- cos’
1.2.3
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ERRATAS DEL TJMO PRIMERO
Pág.

3>

4, línea 31,
18, » 23,
40, » 20,
54, » 4,
55, » 9,
55, » 10,
55 línea 28,
61 » 14,
62 » 7,

en vez de mp léase Mp.
» ^ » AC » AC de orden.
» » » se » dicha relación se.
» » » f » F; línea 20, en vez de « léase m.
» » » este » el.
» » » consiguiente, léase «otra parte».

en vez de , » ).
» »'»X » X^ .
» * »(«2)®* (^a)*’

67 » 4, añádase h; línea 6, añádase — f{x, y 4- k).
70 » 11, en vez de fL léase .

81 » 2,» » 3 2» y; 1. 8, en vez de léase

«
 Id

» 82 » 1, 2 y 3, léase: HaUándose las variables x e y ligadas por
una ecuación, se

» 84, línea 16, en vez de ís léase Sa;.
» 84, » 11, » » dy lease d^y.
» 89, 4y 11,, en vez de dy^, léase d^ x, d~y.
» 94, línea 13, » b, léase c; 1. 14, Ias, léase las que.

97, » 11, » » (3) léase (1).
144, 5, póngase 2.°; línea 15, en vez de ax léase a^^

» 139, 10, en vez de X ,, X^— lease .1 A
» 153, 9y 10, en vez de sen s-, léase (sen z)^.
» 162, 13, » c'x"^ léase Cx^ .

163, 15,
» 166, 2, A” » A„.

167, 13, 2^ » ^.
172, 10, » » T« + » T”

» 176, 5, » sen 9 9 sen 0).
» 179, » iiltima »

192, línea 5 » d'I-Fs d^FFa
ds dz '

» 192, » 13, » X(i>n léase íc<I>'w.
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350 ERRATAS

Pág. 193, línea 6, en vez de como, se demostrará, l. «como se ha de-

mostrado»; 1.14, en vez de —— léase = „ .

» 194, línea 15, en vez de —• léase — . 
s 2

» 195, » 19, » » •» fs » f{x).
-» 195, El ejemplo 4.° ha de ir á la pág. 199. 
» 196, línea 18, » » » f'z » f{s)-, 19 en vez de y'«^léase ys\j .
» 197, » 13, » » » Â.fx,y, k = f{x)y. 

197, » 20, » » » A'léase A^:
» 199, » 5, en vez de Px^ léase fx^.
» 200, > última, en vez de a, æ, léase æ, a.
» 201, » 12, » » » X' — x léase x^—1.
» 202, » penúltima, en vez de x(x) léase <?(«). 
» 204, » antepenúltima, en vez de A”~^ léase A,j_ j. 
» 211, » 5, en vez de w” léase w„ .

» 213, » última, en vez de P” léase P„ . 
» 216, » 12, » » » sen x léase m sen x. 
» 227, >12, » » » x''{x) > í"(x).
» 229, » 4, Añádase: Forma g; línea 17 en vez def, o; 1.18, en 

vez «del, del segundo factor del
» 231, » 9, en vez de «invirtiendo» «haciendo pasar y al deno

minador*.

» 250, 8 17, » » * — lease —.
ds dx

1 1 
» 260, » 3, 4 y 5, en vez de lo escrito póngase: — sen AHL = —

sen DHB, que determina el índice — de refracción.

» 269, » 20 y 21, en los segundos miembros en vez de a, a.

ERRATAS DEL TOMO SEGUNDO 
Pág. 5, línea 28, en vez de «pues» léase «Además». 

» 35, » 15,» » ^Ujt ^ y-2- 
» 36, » 2, » » » (/x„—l) léase f(x^ — í). 
» 36, » 20, » » » y3 léase y2; l. 30, en vez de a, s. 

» 37, » 13, » » » las, léase á las; -1, 18, f{x), léase de f(x)-,
» 37, » 21, f{x), léase /(X); 1.23, X, léase AX).
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ERRATAS 351
Pág. 39 cámbiese F por G y G por F en la figura.

»
41, línea 5, en vez de (1) léase (2).
41 línea 7, en vez de x, léase de x', I. 20, serie, léase suma S...

» 42, línea 12, 
vergente.

» » » convergente, léase uniformemente con-

»

42, 
43, 
45,

»
»
»

18, 
11,
4,

»
»
»

»
»
»

y por consiguiente < 1.

«menor», lease «menor que».
a?, lease s.
dada, lease tan pequeña como se quiera.

» 45, línea 26, en
46,
46,
47,
48,

»

»

19, 
21,
16, 
4,

»
»

»

vez
»

»

de f{æ) lease f{x'} y vice-versa.
»
»
»
»

serie » serie de las derivadas.
«1, «2, léase w'i, n'o.
de y> de los términos de.
serie » serie entera; 1. 13, estos, léase

aquellos; 1.18, x^^, íc”; 1. 23, lease: 2.°
»
»

49, línea

»

»

»

»
»
»
»

» 
» 
» 
» 
»

50,
50,

51,
53,
56,
58,
64,
69,
70,
71,
73,
74,
75,
76,
79,
81,
81,
84,
85,

»
»

»

»

»
»
»
»

»
»
»

»
«que para

>
»

90,
99,

»

100, »

4, en vez de £ léase S; 1,13, 6(1 léase (£1; 1. 22 , ^ lease e.
6, > » » «misma serie S» léase «suma S de la serie», 
antepenúltima, a:^ léase a;“.

20, léase X” ; 1. 25, (3) léase (7).
2, «función» léase «serie».
8, (fx} léase «f{x)*.
última, R léase R'.
®» ^^m Pn * léase «r™ p” ».

15, «mismo» » «intervalo de convergencia».
6, Qi léase «de Q¡».
5, be'

10, a: é
10, a
5, X”

16, X

»• ba'.
y léase y, x.

»

»
6, punto, »
1, por »

a.

£c; y léase y; última 153 léase 473. 
punto a.
para.

12, «de los» léase «puntos tales»; 1. 27, y se, léase y.
25, «que una» lease «una»; 26, se, léase «que se».
11, «el» léase «en»; «de» léase «que»; 22, «que» léase 

todos los valores de a: mayores que m'».
1, x = a léase «=0.

12, a — «„_i léase 5 — x^_y

8, 31 léase oj.
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352 ERRATAS

Pág. 101, línea penúltima, y léase ye, 1. última a;^ léase y^ .
» 102, » 9, < léase <(; 1.25, ¡x léase ¡x'.

» 108, » última «con» lease «con D™,j^,».

» 109, » 9, D^’'’ léase D|\

>•110, » 11, R„íc) léase E„ {¿c).
» 111, » 2, h — co 1i=co.
» 112, » 11, a;’”'’'^ » a:„_|.i; 1. 12, a” iéase a”\
» 112, » 21, + léase — 22, eos ”' + ”, léase eos
» 113, línea 14 y 15, cos’"‘’’“ léase eos
» 115, » última, dx léase <f(x)dx.
» 120, » 2, a s'léase o — s'; 1.19, A^’”^ léase A*”*^ —.
» 122, » 20, » £ léase
» 131, » antepenúltima, añádase craonógena».
» 133, » 5, c?i léase qi.
» 142, » 4, «exterior» léase «interior».
» 143, » 1, á añádase e^^~m)iO,
» 143, » 1, en vez de e“” ’” léase p^~^\
'» 147, » 8, » » » La, léase «Si la
» 175, » 1, penúltima, en vez de ¡r = ç léase a: — ^.
» 176, » 1 y 2, en vez de a; = a;Q, íc=a;i, lease x — x^^, x — x¡.
» 199, » 6, » » » x — x^ léase x=Xg.
» 199, » 14, en vez de - léase = ; 1. 6, añádase «Podemos dedu

cir la fórmula de Taylor».
» 199, > 19, en vez de f{x) léase f» (x); (1) léase (!').
» 202, » 6, » » » 8 léase y.
» 203, »13, » » »2 » 12.
» 204, » 7, » » » — » = ; 20, suprímase «dos».
» 207, » 7, » » » ss^^ léase ^^^sZ: 27, (fx) léase f(s).
» 208, »12, » » » y léase y.
» 217, » 7, » » » c iéase e; 1.8, e léase c.
» 217, » 17, añádase «la ecuación ec. (2).
» 221, en la figura léase C, D en vez de A, B.
» 222, línea 11, en vez de Js léase sj; 1. 22, en vez de s léase Z.
» 223, » 22, p, léase p descrita desde7 como centro.
» 242, » 1, ep léase e^;|16, en vez de «centro» léase «interior».
» 247. » antepenúltima, y léase ys'.
» 248, » 25, en vez de s léase s'.
» 249, » 3, » » » n léase w.
» 249, » 11, g léase Zy; z”“^ léase Z„_j.
» 250, » 4, » » » « léase «,
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