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ESTEREOMETRIA.

H. — Enterseccion de plamos y reotas.

1. Si dos planos tienen un punto comun, tie-
nen tambien una recta comun que pasa por dicho
punto (*). ;

DemostrAcION. Las rectas BC y DE, trazadas
en uno de los dos planos por su
punfo comun 4, cortardn al otro
plano por enconfrar a las rectas
de éste que pasan por 4 (Plani-
metria, 3). Los puntos B y £, que
se hallan 4 diferentes lados del
segundo plano, determinan una
recta que corta en 77 4 este mismo
plano; pero la recta BE que tiene
con el primer plano dos puntos comunes, esta toda
entera en dicho plano; luego /7 es otro punto co-
mun; y la recta 4%, por consecuencia, una recta
comun & los dos planos que en ella se corfan. Fuera
de su recta-interseccion no tienen los dos planos

(*) Euvcrt. XI, 3, y otros, sélo establecen que es recta la linea
que tienen comun dos planos.

.C.D. 2022




e oA
ningun punto comun; pues, si lo tuvieran, coinci-
dirfan.

2. Unarecta y un plano tienen un punto comun,
en el cual se cortan. Sila recta es paralela & otra
recta, situada en el plano, es tambien paralela al
plano; es decir, no corta al plano, ¢ tiene con él
un punto comun, infinitamente distante; hallan—
dose su direccion contenida en el plano.

DemosTRACION.  Por la recta 48 y un punto

g Ccualquiera, U, del plano dado, est4

o determinado otro plano (Plani-

metria, 4), que corta al dado en la

recta €D (1). Las rectas AR y €D

del plano 4B (' tienen, en gene-

ral, un punto comun en el que se

cortan ; y en el cual, por lo tanto,

corfa al plano-dado la recta dada ARB. Fuera de

este punto no puede tener la recta con el plano

ningun otro comun, sin yacer en el plano entera~
mente ¢ confundirse con él. '

Cuando la recta 42 no corte, 6 sea paralela 4
otra recta, cualquiera, C'Q) del plano dado, que
pertenece ademés al plano A8 C, .no podra tener
con aquel plano ningun punto comun & distancia
finita; porque las rectas 48 y €D no 1o tienen, y
el plano 4B no tiene tampoco ningun punto co-
mun con el plano dado, fuera de C2). El punto co-
mun, infinitamente distante, de 48y 0D (su di-
reccion, Planim., 2), es enténeces lo comun & la
recta y al plano dado.

3. Tresrectas, a, by ¢, cada dos de las cuales
caigan sobre un plano, tienen un punto comun
(finita ¢ infinitamente distante) que es el comun &




IR
los tres planos, y forman un Aaz de rectas (Plani-
metria,-118). Pues todo punto comun 4 las rectas
@y b cae tanto sobre el plano ¢¢ como sobre el &e;
¥, por consecuencia, sobre la recta ¢ que es comun
4 los dos. Y, si dos de las tres rectas nofse cortan,
tampoco podran ser cortadas por la tercera recta.

Cuando las rectas 48 y C'D son paralelas, y los
planos ABK y CDE se cortan en la recta AF,
esta interseccion Z7" es tambien paralela con 4B
y CD; y toda recta ZG dentro del 4ngulo FHA
corta 4 la A5. Pues el plano G#C corta al DCA en
=, una recta CH del angulo DCA,

c

z : por la cual es cortada A8 [ Pla-
nimetria, 14); y, por lo tanto, 4B
serd tambien eortada por Z@.

/}9 Si cada una de las rectas 0D

y EF es paralela con 4 B, las rec-
c tas (D y EF son paralelas entre
si (*). Pues, suponiendo que los planos A 5Cy CDF
se cortasen en la recta C'2), esta recta C2)’ seria pa—
ralela con 4B, y no lo seria (/2: contra la hipé6tesis.
4. 8i dos planos ¢ y B son paralelos & una rec-
fa ¢, la recta «f, coniun 4 los dos planos, es tambien
paralela con ¢. Pues, segun la hipdtesis, existe
sobre el plano « una recta @, y otra & sobre el
plano @, que son paralelas con la ¢ (2). Luego (3)
las rectas ¢ y & son paralelas; y cada dos de las
tres rectas @, & y «f caen sobre un plano: siendo,
por lo tanto, aB paralela con las @, &, y .

4

(*) Ever. XI, 9, lo demostré valiéndose de un plano normal.
Boryal y Losatscaewsky hicieron ver que esta ley es indepen~
diente de la suma de los éngulos de un tridngulo rectilineo.

.C.D. 2022
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Del axioma sobre las paralelas, que sirve de
fundamento & la Geometria vulgar (Planim., 15), se
desprende que, si cada uno de los dos planos yB
es paralelo & dos rectas, ¢ y &, que no son paralelas
(lo cual vale tanto como decir que tienen comunes
dos direcciones diferentes), dichos planos son para-
lelos, esto es: no se cortan, ¢ tienen comun una 7ec—
ta infinitamente distante, 6 tienen idéntica postu—
7¢ (*). Silos planos tuviesen una recta comun &
distancia finita, esta recta deberia ser paralela con
¢y cond; y las rectas ¢ y d, por lo tanto, serian
paralelas: contra la hipdtesis.

En la Geometria vulgar se considera como una recta la
linea de los puntos infinitamente distantes de un plano;
porque toda recta del plano tiene con ella un solo punto

_(infinitamente distante) comun; y como un plano, la su-
perficie de los puntos infinitamente distantes del espacio;
porque con €l tiene todo plano una solarecta (infinitamen-
te distante) comun.

Como por un punto infinitamente distante de una
recta no se da la distancia, sino exclusivamente la diree-
cion en que estd la recta; asi por una recta infinitaments
distante de un plano no se da la direccion, sino la postura
en que estd colocado el plano solamente. Planos paralelos
tienen idéntica postura; asi como rectas paralelas tienen
idéntica direccion. El planc infinitamente distante del
espacio tiene postura indeterminada.

En la hipétesis de que una recta posea dos puntos in-

(*) Ewvcr., XI, 18. La recta infinitamente distante fué dada
por DEsArcues con el haz de planos (Planim., 118); ¥ més re-
cientemente por PoxceLET (Propr. proj., 107, 580), con el plano
infinitamente distante del espacio. La expresion, postura
(steliung ) de un plano, es de Staunt (Géom. de Lage, 40).

M.C.D..2022
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finitamente distantes, separados, admitida en la Geomeiria
absoluta 6 abstracta (14), la recta comun 4 los planos que
contienen un punto infinitamente distante de la recta ¢,
y otro punto infinitamente distante de la recta &, se halla
4 distancia finita; y es, por una parte, paralelad e, y,
por otra, paralela 4 d.

5. Dos planos paralelos, « y 8, cada uno de los
cuales tiene un punto comun con un tercer plano v,
son cortados por este tercer plano segun lineas pa-
ralelas. Puesto que (1) las intersecciones ay y Py caen
sobre el plano v, y no tienen ningun punto comun
4 distancia finita, como no lo fienen los planos
ay {3.

Si uno de dos planos paralelos, ay 8, es cortado
por una recta ¢, 6 por un plano y, el otro lo serd
tambien. Supongamos, en efecto, que el plano f sea
cortado por la recta ¢, y que D sea un punto del
plano a, no situado al mismo tiempo sobre la rec-
ta ¢. Los planos « y B seran cortados por el plang.-
De segun rectas paralelas; la recta ¢ que cortarf ax
una de estas paralelas, la situada sobre el plane §,
cortara tambien 4 la situada sobre el plano o; ¥, por
lo tanto (Planim., 15), 4 este mismo plano «, Si f.es
cortado por el plano vy, y ¢ una recta de este pla~

_ mnoy, que corta al plano §, tambien sera a, ¥, POB s
consecuencia, y, cortado por ¢. ‘

Si uno de los planos paralelos, =y B, es paralelo
4 una recta ¢, 6 4 un plano y, el otrolo serd tambien.
Pues, suponiendo que « no sea cortado por ¢,
tampoco lo sera £; ete.

Tres rectas @, & y ¢, que tienen un punto comun
y son paralelelas & un plano 8, caen sobre un plano
paralelo al dado. Pues el plano de las rectas @ y bes

\.C.D. 2022




paralelo (4) con 8; y, si dicho Plano af fuese cortado
por la recta ¢, tambien lo seria 8: contra Ia hipd-
tesis. .

Dos rectas ¢ y & son cortadas por tres planos
paralelos y, 8, ¢, 6 por tres rectas ¢, 4y e, paralelas
4 un plano, en los puntos O, D, X la una, y en los
puntos ¢, D', 7' l1a ofra, segun la misma razon, 6
son divididas en partes proporcionales (Evcr. XI,
16 y 17) 4 saber:

CD:DE:CE=CUD.DF .5

Pues, trazando la recta O'K
que corta en D" al plano 8, las rec-
tas OC" y DD, como las D' Dy
HE’ serdn paralelas entre si; y de
esto se deduce (Planim., 62), la
conclusion enunciada.

- 6. Tres planos «, 8y v, tienen,

por lo general, un punto comun,

en el cual se cortan las rectas co-
munes & cada par de ellos. Pues cada recta comun
4 dos planos tiene con el tercer plano un punto co-
mun que pertenece 4 los tres planos.

Si tres planos son paralelos 4 una recta (6 tienen
con la recta un punto comun infinitamente distan-
te, 6 una direccion comun), las rectas comunes &
cada par de ellos son paralelas (4).

Si de tres planos son dos paralelos, una de las
rectas en que cada dos planos se cortan se halla in-
finitamente distante 4y 5).

Tres planos, que tienen dos puntos comunes,
tienen eomun una recta, en la que se cortan los

| M.C.D. 2022
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tres, y forman un kaz de planos (Planim., 118).

Esta recta comun se hallard infinitamente dis-
tante cuando los tres planos sean paralelos.

7. Dos rectas ¢ y &, que no se hallan sobre el
mismo plano, no tienen ningun punto comun;
siendo tambien diferentes entre si sus puntos infi-
nitamente distantes. Por cada punto (' del espacio
pasa un plano paralelo & las dos rectas @y &4: el
cual se determina, ¢ se construye, trazando por
dicho punto ' dos rectas paralelas, una 4 la recta ¢
v la otra 4 la recta 4.

Por un punto cualquiera (' del espacio pasa
tambien una recta que tiene un punto comun con
cada una de las dos dadas, @ ¥ 6. Puesto que los pla-
nos Oz y C'b se cortan (1) en una recta €D que cae
en el mismo plano con ¢ y con &; y, por lo tanto, 6
corta & estas dos, 0 corta & una de ellas y es paralela
4 la otra. Si € se halla infinitamente distante, los
planos Ca y Cb tendran posturas determinadas; y
su interseccion serd la recta de direccion determi-
nada, que tendré con cada una de las ¢ y  un pun-
to comun.

Si cada una de las rectas @ y & tiene un punto
comun con cada una de las rectas £ y Z, estas dos
rectas no pueden caer sobre un plano; porque, en
otro caso, @ y & deberian caer tambien sobre un
plano (*).

8. Tres rectas @, b y ¢, situadas en diferentes
planos (cada dos cualesquiera de las cuales no
estén sobre un mismo plano), pueden ser cortadas -
cada una en un punto por infinitas rectas £, ¢, m...

(*) STEINER (J. de Crelle, 2, p. 268).




Puesto que por cada punto de ¢ pasa una recta que
tiene un punto comun con cada una de las rectas
@, b y ¢ (7). Cada dos cualesquiera de las rectas
k, I, m... no pueden caer sobre un mismo plano;
pero cada tres de las mismas no sélo tienen un
punto comun con cada una de las @, & y ¢, sino con
ofras infinitas rectas. Ambas séries de rectas a,
b,¢...y %, I, m... se hallan situadas sobre una su-
perficie reglada (Planim., 4) (*), determinada por
tres rectas cualesquiera de la una ¢ de la otra série,
que lleva el nombre de Ziperboloide reglado (hiper-
bdlico, de une falda  koja).

Si una recta de la série @, &, c... estuviera en el
infinito, cada una de las rectas £, , m... tendria un
punto comun infinitamente distante con un plano
7, en el cual se hallase dicha recta infinitamente
distante, y serian todas ellas paralelas & este plano.
Sobre cada plano, pues, paralelo al 1, cae una recta
de la série %, /, m...; y lo mismo sucederd, por lo
tanto, con el plano infinitamente distante: por
donde se colige que una de las rectas £, /, m... esta
en el infinito, y que las rectas de la serie @, &, c...
son paralelas tambien 4 un plano 6. La superficie,
que contiene las dos séries de rectas, lleva el nom-
bre de paraboloide reglado (hiperbilico); y esth
determinada por tres rectas, de las cuales dos cua-
lesquiera no estén sobre un plano, pero que sean
las tres paralelas & un mismo plano. Esta super—
ficie se construye muy sencillamente valiéndose de

(*) La demostracion de esta propiedad se funda en relagio-
nes métricas [ Trigon., VII).

{| M.C.D. 2022
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un cuadrangulo alahg &1
do (no plano) PQRSE. —
Todo plano, en efecto,
paralelo 4 PQy RS, cor=
tad QR y SP en puntos
por los que pasa una rec-
ta de la série P Q; R.S,...;
y todo plano, paralelo
con QR y SP, corta 4
PQ y RS en puntos por donde pasa una recta de la
serie @R, SP,...
9. En la Geometria moderna se distinguen mas
y mas los teoremas referentes 4 la posicion ¢ si—
tuacion relativa de las figuras y sus elementos, de
los que atafien & la magnifud de las mismas y ex—
presan relaciones cuantitativas de las formas ex-
tensas. Las leyes cientificas de la primera especie
tratan de propiedades grdficas (descriptivas); las de
la' segunda, de relaciones méfricas de los objetos
extensivos. Y por ésto la Geometria entera puede
dividirse en dos partes: en Geometria de posicion
(situs, situation) y en Geomelria de medida (¥).
Yaenlas primeras leyes graficas, que 4 la sitna-
cion de puntos, rectas y planos se refieren, se nata
cierta correspondencia bilateral, cierta ley de dua-

{(*) Lemswiz (carta d Hiiygens de 8 de Sel. de 1679); y va-
rios escritos de EuLEr, BARDERMONDE y otros (REuss, Reper!.
Comm., p. 33). Las expresiones, grifico y mélrico, fueron con-
trapuestas por PoNGELET (Propr.proj. 5y sig.). La Geometria de
posicion de Carsot sélo considera relaciones métricas. El des—
envolvimiento de las propiedades graficas del espacio sin el
auxilio de relaciones métricas fué emprendido por Staupt
(Géom. der Lage, 1857).

b

.C.D. 2022
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lidad (reciprocidad, polaridad), segun la que
de un teorema se desprende su correspondiente
(reciproco, polar) cambiando entre si puntos y pla-
nos (*).

Asi:

Por 2 rectas ¢ y &, situadas en un plano, se de-
termina un punto @é. Por 2 rectas @ y &; que tienen
un punto comun, se determina un plano aé (Pla-
nimetria, 1y 2).

Por 2 puntos 4 y B se determina una recta 4 5.
Por 2 planos « y B se determina una recta a8.

Por 2 direcciones se determina una postura; por
2 posturas se determina una direccion (4).

Por una reeta @ y un punto Z, que no cae sobre
ella, se determina un plano ¢B. Por una recta @ y
un plano 8, que no contiene 4 la recta, se determi-
na un punto a8 (2). ,

Por 3 puntos 4, By C, que no estin en linea
recta, se determina un plano A4BC. Por 3 planos
@, B ¥ v, que no pasen por una misma recta, se de-
termina un punto «8y (6).

En estas leyes es indiferente que puntos, rectas
y planos se hallen 4 distancia finita, 6 & distancia
infinita. :

(*) Laley de dualidad fué primeramente observada bajo
su relacion métrica en el tridngulo esférico y su triangulo po-
lar (IV), por ViETA, LANSBERG Y SNELLIUS (CHASLES, Ap. hist.),
KrigeL Math. W. %, p. 850). A principios de este siglo se cono=
cid ya bajo su aspecto gréfico en las figuras planas y del espa—-
cio. Enténces se introdujeron las denominaciones: polo de una
recta, por SErvois 1844 ; polar de un punto y dualidad, por Ger-
GONNE 1813; reciprocidad, por MoNGE, PONCELET ¥ Priicker (CHAS-
LES, {. ¢.). Los ejemplos de dualidad transcritos en el texto son
de GERGONNE. /Ann. 46, p. 209) v de Stavot (Géom. der Lage, 66).

El m.cD. 2022
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IN. — Angulos y distancias de plancs
Y rectas.

10. Una recta, normal & dos rectas de un plano
que se cortan, es normal & este plano, ¢ normal
4 todas las rectas de este plano. Si , pues, los an—

. gulos NAB y NAC son rectos, y la recta 4.0 cae

sobre el plano 4 BC, tambien serd recto el 4dngulo
NAD,y AN normal al plano 4BC (*),

DemosTracION. ~ Sobre el plano 4B, y un punto

de cada uno de los brazos

AB 'y AC del 4ngulo en que

se halla 4D, tricese la recta

BC que cortard en D 4 la

AD; y sobre la normal 4 las

rectas A8 y AC témense

dos segmentos igualmente

: opuestos, ANy 40, contan-
do desde 4. Entdénces [ Planim. V) los tridngulos:

NAB = OAB 6 sea: NB = 0B
NAC= 04C » NC = oc
NBC <= OBC ang. NBC = ang. OBC
NBD = 0BD N = 0D
NAD = 04D » 4&ng. NAD — ang. VA0

Y, por consecuencia, el angulo NAD recto.

(*) Evew., XI, & La demostracion de Euclides es més proli-
ja que la del texto que se halla en un articulo de CreLLE (J. &5,
pdg. 35). Otra demostracion di6 LeGrNpRe (Géom., V, &), funda—
da en consideraciones muy distantes de este género de ideas.

.C.D.-2022




OBseErvAcioN. Los planos 8 y y, cuando sean
normales & una recta 2, no podran cortarse (Evcri-
DES, XI, 14). En atencion &4 que ofro plano cual-
quiera 8, que contenga a la recta ¢, corta a los pla-
nos dados § y y, segun rectas que son normales & la
recta ¢ y no se cortan.

11. Tres rectas, 4B, AC y 4D, que corten nor-
malmente en un mismo punto & otra recta 4V, se
hallan en un mismo plano (Evor. XI, 5). Pues, si
admitiéramos que 4/ no estuviese en el plano
BAC, los planos NAD y BAC se cortarian en otra
recta 4 Z; siendo, por consecuencia, el angulo NAH
recto (1), y no siéndolo el V4.D: contra la hipdtesis.

Si un 4ngulo recto gira al rededor de uno de sus
brazos como eje, su otro brazo describira un plano.

12. Dos normales & un plano se hallan en un
mismo plano y no se cortan (Evcr. XI, 6). Sobre el
plano &4 que son normales las rectas 45y CD, tra-

cese la recta Z/CF, normal & la 40,

y en ella témese £C = CF. Es

claro enténces que £ZCA =2 F(A

y FA = FA; y, por consecuencia,

>r BAE <2 BAFy EB = FB; y, de

resultas, ZCB=2 FOB, y el 4ngu-

L2 lo BCE recto. Mas los angulos

DOEy ACE son tambien rectos; luego C2, Dy

('4A caen sobre un plano (11), en el cual los angulos
DCAy CAB son rectos.

Si CD es normal al plano ACZ, y en el plano
D(CA se traza la AB, normal 4 la recta C4, la 458
es normal tambien al plano 4CZ (Evcr. XI, 8).
Pues, si fuese otra recta, 4B’, normal al plano 4 CZ,
dicha recta 4B’ estaria sobre el plano DC4; el pla-
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no B’ AB seria normal 4 la recta CA4; y, por lo tan-
to, la recta 48 no podria estar, contra la hipétesis,
sobre el plano DCA.
OBSERVACION. Para trazar la normal al plano a,
F por un punto dado 5, es preciso
construir tres dngulos rectos. Si
2 el punto 2, en efecto, se halla so-
¢ bre el plano «, y se construye el
dngulo recto CBD sobre el mis-
¢ mo plano, el dngulo recto CBE
fuera de «, y el DB ¥ sobre el pla-
E 7 no DB E, serd BF lanormal pedi-
D da. Puesto que esta recta BF cae
sobre el plano DA% que es normal 4 la recta BC
del plano « (10).

Si el punto B estd fuera de « y se construye el
angulo recto BCD, cuyo lado D esth sobre a; so—
bre este plano «, el angulo recto DCZ; y sobre el
plano B O, el angulo recto BFC: serd BF la nor-
mal buscada. Pues, construyendo en el plano BCE
el angulo recto G'CZ, serda C@G normal al plano «;
¥, por consecuencia, lo serd tambien 57

13. 8i un plano § contiene una normal & ofro
plano a, toda normal al primer plano, que tenga
un punto comun con el segundo, estard en este
segundo plano; llamandose enténces ambos, nor-
males entre si (EvoL. XTI, 18). Designando, en efecto,

por 2 un punto comun & los dos
planos; por 2(, la normal al
plano « sitfuada en el plano g; por
DZF, una normal al plano 8; el
angulo ZD(C seré recto; y DE,
por consecuencia, serd una recta

]
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del plano « (11). Si # representa un punto cual-
quiera de « y #'G' una normal al plano g, las rectas
LGy DE caerdn sobre un plano (12): lo cual quiere
decir que Z'(f caerd sobre «. Si dos planos son nor-
males 4 otro plano, la interseccion de los dos pri-
meros es tambien normal al tercero (4).

14.  Dos planos que se cortan en una recta divi-
den el espacio en 4 regiones que llevan el nom-
bre de gngulos diddricos, 6 de diedros simplemente
(angle diédre, coin en LEGENDRE, Gdom. V, 17).
Las porciones de plano que forman 6 incluyen
un angulo diédrico se llaman sus caras 4 Ao-
jas (¥spa, face); la recta en que se encuentran
las caras se denomina arista ¢ canto del diedro
(whevpd, latus, coté, aréte en LEGENDRE, y mejor
actes en Eurer). El 4ngulo diédrico cuya arista
es 4B, y cuyas caras son ABC y ABD, se expre-
sa sin ambigiiedad por C4BD; siempre que séa
dado el sentido de la rotacion mediante la cual se
describe dicho 4ngulo. Asi sucede, cuando se de-
termine, por ejemplo, que, para un observador,
puesto derecho sobre la direccion 48, ¢ con los
piés en 4 y la cabeza en B, el movimiento 6 giro

B desde ¢ hécia D se
efectiie héacia la iz-
quierda, ¢ hacia la
derecha (Planim. 5).

I.—Angulos diédri-
cos, iguales, son con-
gruentes. Suponga-—
s : mos que sean iguales
JX los diedros CABD y
GEFH. §i construimos los dngulos CAB = GEF
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y DAB = HEF, y hacemos coincidir el angulo
CAB con su igual GEF, el plano DARB se con-
fundird con el AZF; pues, si asi no fuese, serian
desiguales los diedros propuestos. Luego el lado
AD caerd tambien sobre el #H, y los angulos
CAD y GEH seran iguales entre si. Por la misma
razon, si construimos sobre las caras del primer
diedro los 4ngulos C"A’B=CAB y D' A’B=DAB,
serd C"A’D'—GEH; y por lo tanto, ("4’ D'=CAD;
et cxetera.

II.—Un diedro fiene un angulo comun con un
plano que corte su arista y es dividido en angu-
los iguales por planos paralelos (I). Si los lados
de un angulo son respectivamente paralelos & los
lados de otro &ngulo y de la misma direccion, los
dos angulos son iguales. Por dngulo de dos rec—
tas que no estdn en un mismo plano, se entiende el
dngulo cuyos lados son respectivamente paralelos
4 [as dos rectas y de la misma direccion.

II1.—Llamase seccion normal (rectw) de un dngu-
lo diédrico el angulo en que es cortado este diedro
por un plano, normal 4 su arista, y, por lo tanto, &
sus caras (13). Todas las secciones normales (rec-
tas) de un 4ngulo diédrico son iguales entre si.
Diedros iguales tienen iguales secciones normales;
y, reciprocamente, dos diedros son iguales cuando
tienen secciones normales iguales (Evcr. XI, def. 6).

Conforme sean sus secciones normales, asi se
Hamardn los 4ngulos diédricos, agudos, rectos,
obtusos, suplementarios, complementarios, adya-
centes U opuestos por la arista. Si las caras de un
diedro son normales entre si (13) el diedro es recto.

IV.—El angulo, formado por las normalesrespec-
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W _tivas 4 dos planos, puede emplearse tambien para
determinar el diedro formado por los dos planos.
Pues, si CAD es una seccion normal del diedro
CABD, y los éngulos rectos JAC y KAD caen
sobre el plano C'4 D, las rectas 47 y AK seran nor-
males (10) 4 los planos (4 By DA B respectivamen-
te; y los dngulos 04Dy JAK iguales entre si.

15.  Sidesde los puntos en el espacio, 4, B, (...,
se trazan, con sujecion 4 una ley establecida, lineas
de naturaleza determinada que corten 4 una super-
ficie dada en los puntos 4,, B,, C,..., estos puntos
de la superficie, 4,, B,, C,..., se llaman proyeccio-
nes sobre la misma (projectio, dibujo, créquis) de
los puntos del espacio 4, B, C... La supetficie dada
toma el nombre de superficie de proyeccion (de la
imdgen, del dibujo); y las lineas trazadas por los
puntos del espacio se denominan proyectantes ( pro-
Jectantes). La figura, cuyos puntos son las proyec-—
ciones de una figura dada, se llama proyeccion de
esta figura dada (*).

En los casos méas sencillos se toma para super-
ficie de proyeccion el plano; ¥ para lineas proyec-
tantes, recfas que cortan normalmente al mismo.

(*) Las proyecciones fueron empleadas por los astrénomos
griegos (Hiranco, ProLomeo y otros) para la representacion de
la esfera aparente de los cielos. (KLiieer, Math. W., IV, p. 492.)
La Perspectiva, conocida por los antiguos, sedesarrollaen el si-
glo xyi, reforméandose 4 fines del xviir con la Geometria des-
criptiva ( Doctrina de tas proyecciones) de Moxce. DESARGUES fué
el primero que aplico las proyecciones en 1640 4 las investi—
gaciones geométricas; mas la gran importancia de esta aplica-
cion fué patentizada por la escuela de MonGE, y especialmente
por los trabajos de PoNceLET {Propr. proj. ).
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Las proyecciones obtenidas en tales condicione®
reciben el nombre de proyecciomes normales (orto-
gonales, ortogrdficas), 6 simplemente el de proyec—
ciones. Las rectas proyectantes de los puntos de
una recta se hallan sobre un plano que proyecta la
recta y es normal al plano de proyeccion (13). La
recta, en la cual es cortado el plano de proyeccion
por el plano proyectante de una recta dada, con-
tiene las proyecciones de todos los puntos de esta
recta dada y es la proyeccion de la misma. Sola—
mente en el caso que la recta dada sea normal al
plano de proyeccion, serd un punfo la proyeccion
de dicha recta.

Las proyecciones normales de dos rectas que se
cortan, seran tambien dos rectas que se cortan, 6
que coinciden; las proyecciones normales de dos
rectas de un plano que no se cortan, seran tambien
dos rectas que no se cortan, 6 que coinciden. La
proyeccion normal de un angulo recto serd tam-
bien un 4ngulo recto, en el solo caso de que un
brazo del &ngulo dado sea normal al plano proyee—
tante del otro bhrazo.

Entre las representaciones ¢ imagenes de un-
objeto espacioso, de bulto, merecen particular con-
sideracion, por sus aplicaciones, su proyeccion ho-
rizontal (plano, icnografia)y su proyeccion vertical
(elevacion, ortografia). En aquélla, son verticales
las rectas proyectantes, y horizontal el plano de
proyeccion ¢ del dibujo; en ésta, son horizontales
las rectas proyectantes, y normales, por lo tanto,
al plano vertical de proyeccion. Las imagenes 0
figuras que se dibujan en la ESTEREOMETRIA, para
coadyuvar 4 la representacion mental de los obje-
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“~'tos de bulto, son proyecciones de estos objetos,
obtenidas mediante rectas proyectantes que tam-
bien pueden ser normales 4 otro plano, diferente
del de proyeccion. .

16. Entre las distancias de un punto dado B &
los puntos de un plano «, la minima es la distancia
del punto & su proyeccion normal sobre el plano,
que determina ¢ representa la distamcia entre el
uno y el otro, el punto y el plano (15). Los puntos
del plano, cuyas distancias 4 un punto dado fuera
del mismo sean iguales, caen sobre un circulo que
tiene por centro la proyeccion normal del punto
dado sobre el plano.

DEemosTRACION. - Sea B el punto dado fuera del
plano «; ' su proyeccion normal
sobre este plano; y 2, un punto
cualquiera del mismo. Es evidente
que el &ngulo BCD es recto (10);
¥, por consecuencia, OB < DB.
Si # representa otro punto, cual-
quiera, del plano «, y DB = KB,
los triangulos BCD y BCH serin
iguales y semejantes; y, de resul-

tas, DC = EC.

17. Por distancia de una recta & un plano, al
cual es paralela, se comprende la distancia de un
punto cualquiera de la recta al plano; porque todos
los puntos de la recta equidistan del plano. Por
distancia entre dos planos paralelos se comprende
la distancia de un punto cualquiera de uno de los
planos al otro plano; porque todos los puntos de un
plano equidistan del otro plano.

DemosTRACION.© Si 4y B son puntos de la recta,
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y 'y D sus proyecciones nor-

males, las rectas proyectantes

AC y BD seran paralelas (12),

Por otra parte, es la recta 4.5

paralela con su proyeccion (D,

— 2 por ser aquélla paralela al pla-

no de proyeccion. Luego el cuadrangulo ACDB
es un paralelégramo; y, por_lo tanto, C4= DB,

Por las mismas consideraciones se demuestra
que CA = DB, cuando 4 y B son puntos de un
plano, €'y D sus proyecciones normales sobre el
otro plano, y los dos planos son paralelos.

Dos planos paralelos dividen el espacio en 3 re-
ciones, de las cuales se llama cap (estrato, couche)
la del medio. La magnitud de una capa se conoce
por la distancia entre sus dos planos paralelos.
Una capa puede considerarse como un angulo
diédrico que tiene su arista ¢ canto infinitamente
distante (4).

18. Por distancia entre dos rectas que no estan
sobre el mismo plano, se comprende la distancia
entre los planos paralelos que las contienen; ¢ la
distancia de una de ellas al plano paralelo en que
esta la otra; ¢ la distancia entre los puntos en que
las dos son cortadas normalmente por otra recta
determinada (*).

Si las rectas ¢ y & no estdn en un mismo plano,
se traza por un punto de la ¢ la recta ¢ paralela con
b; y por un punto de la & la recta 4 paralela con a;
el plano ac¢ no sélo es paralelo & la recta 4 sino tam-
bien al plano 44 (I).

(*) LEeGENDRE (Gdom., nofe 6).
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Proyectemos normalmente un punto cualquiera
Z de la recta & sobre el plano @c¢; por su proyeeccion
A tracese la recta paralela con & y que corta 4 la ¢

en (7; y por ¢ la recta pa-

ralela con la proyectante
K, que corta en /74 la
. La recta G'H, como la
LK, es normal al plano
ac (12); y, por consecuen-
" cia, normal al plano &d
paralelo al ¢¢. Luego corta
normalmente 4 las rectas
@y b, y esla interseccion de los planos que pasan
pora y 4, y son normales & los planos paralelos ac¢
¥ éd (13).

La distancia entre los puntos ¢y Z, de las rec-
tas @ y &, es menor que la existente entre dos pun-
tos cualesquiera, Jy K, de las mismas rectas. Pues,
trazando AL paralelamente 4 GA, el dngulo KLJ
es recto; y, de resultas, JK > LK; y como LK
= GH, serd JK> GH.

19. Unarecta, que no es normal 4 un plano, for-
ma con las rectas de este plano diferentes angu-
los; siendo minimo ¢ maximo, respectivamente,
el agudo 1 obtuso que forma con su proyeccion
normal. Y por esto se comprende por angulo de
una recta con un plano, el 4ngule que la recta for-
ma con su proyeccion normal sobre el plano (¥*).

Sea (/la proyeccion normal del punto 4; £, la
proyeccion normal de la recta B4 sobre el plano;
el angulo 4 BC, agudo;y £D, un segmento rectili-

o-“ll;:' o :

“

(*) Euct. XI, def. 5; v Optica, 37 y sig. Parrus, VI, 4.
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neo, sobre el plano, de la misma longitud que £C.
{ Ahora bien, sien el triangulo (/5D
crece el angulo CBD desde 0 has-
ta 180°, el lado ') aumentard
desde 0 hasta 2BC (Planim. 39);
y, por la misma causa, en el trian-
v gulo rectangulo 4 D sumeritarh
la hipotenusa 4.0, desde 4 (' has—
ta convertirse en la de un trian—
gulo rectangwlo cuyos catetos sean 250y (4.
Luego en el triangulo 4 50 tambien crece el 4n-
gulo A.BD desde A8 C hasta 180°—4BC.

Si el angulo CBD = 90°, la recta B0 es normal
al plano 48 C; porque los planos 4B C'y DB son
normales entre si, y, por lo tanto, es recto el 4angu-
lo ABD. Cuando los angulos CBD y CBE son
iguales y de opuestos sentidos, los &ngulos 48Dy
ABF seran iguales.

El 4ngulo agudo, formado por la recta 47 con
el plano B(D, es el complemento del angulo VB4
que forma la normal £V al mismo plano con dicha
recta BA4. Este tltimo angulo lleva en Optica el
nombre de dngulo de incidencia del rayo 4B res-
pecto del plano BCD.

Mientras el angulo CBD crece primeramente
desde 0 hasta 90°, y luego continida creciendo des—
de 90° hasta 180°, mengua el diedro ABDC desde
90° hasta A8C, y crece nuevamente hasta 90°
En efecto, trazando C# normal & B0, sera esta
recta BD normal al plano AFC; y el angulo
AFC, por consecuencia, una seccion normal del
diedro A BDC. Ahora bien, si el angulo (8D cre-
ce desde 0 hasta 90°, en el tridngulo rectangulo
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CBPF crecera el cateto CF desde 0 hasta CB; y en
el triangulo rectAngulo
A CF menguari el 4ngulo
AF(C desde 90° hasta
ABQC. Por el ulterior cre-
cimiento del &ngulo CBD
desde 90° hasta 180° el
cateto C’F menguaré des-
] de OB hasta 0, y el 4n—
gulo A7 C crecera desde 4.5 hasta90°.

HiN. — Cono, cilindro y esfera.

20. Una superficie reglada (Planim. 4) cuyas
rectas tengan todas un punto comun, se denomina -
cono (rwvos, conus); las rectas que estin en ella se
llaman sus aristas 6 sus lados (51); y el punto co—
mun, su centro 6 cuspide. El cono completo es divi-
dido por su vértice en dos partes ¢ faldas: cono y
cono opuesto, 6 anticono. Si las rectas de una su-
perficie reglada son todas paralelas, la superficie
reglada toma el nombre de cilindro (whwipos). El ci-
lindro puede mirarse como un cono cuyo. centro
estd infinitamente distante. El plano puede consi-
derarse lo mismo como un cono que come un ci-
lindro.

8i una linea cualquiera, unida invariablemente
4 unasrecta, dala vuelta al rededor de estarecta fija,
como eje, en su movimiento engendrara una super-
Jicie de revolucion (surface de rotation, revolution).
A las superficies de revolucion pertenecen: el cono
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de revolucion (*), engendrado por la revolucion de
un angulo agudo al rededor de uno de sus lados;
el plano, engendrado por la revolucion de un 4n-
gulo recto al rededor de uno de suslados (11); el
cilindro de revolucion, engendrado por la revolu-
cion de una faja en torno de uno de sus lados; y la
esfera, engendrada por la revolucion de un semi-
circulo al rededor del diametro que le limita (23).
Los planos, que cortan 4 una superficie de revolu-
cion normalmente & su eje, producen secciones
circulares, cuyos centros caen sobre este eje (11),
y que toman el nombre de paralelos. Los planos,
que pasan por el eje de una superficie de revolu-
cion, cortan 4 esta superficie en lineas congruen-
tes, que en el lenguaje geografico llevan el nombre
de meridianos. ;
21. Un plano que pasa por el ecentro de un cono,
6 contiene dos lados del mismo, 6 un solo lado, 6
ninguno. En el primer caso, el plano corta al cono
4 los dos lados de su centro, y la seccion es un 4n—
gulo y su opuesto por el vértice; en el segundo, el
plano es tangente al cono 4 lo largo de un lado, y
la seccion es una recta; en el tercero, el plano corta
a todas las aristas del cono en su centro, y la sec—
cion es un punto.
El segundo caso se realiza cuando el plano pasa

(*) Eucr., XI, def. Ak y'sig. Distinguese el cono en acutingu-
ls, rectingulo u obtusingulo, de acuerdo con la magnitud del
angulo, cuyamitad, por su revolucion, engendra el cono. A las
superficies de revolucion pertenecen el conoide y el esferoide,
estudiados por Arguivenes. El concepto més general del cono

tiene por base las consideraciones de AroLLONIO (Conica, I,
def. 1).
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por el centro del cono, O, y contiene una tangente
AC 4 una curva 4B, situada en la superficie del
mismo. El plano 04 C enténces es tangente al cono
& 1o largo de la arista O4, y no
tiene ‘con éste ningun punto
comun fuera de dicha arista.

7/ : Porque un plano que contuviese

a

laarista OA y otro punto proxi-
mo, pero fuera de ella, 2, de
la superficie coniea, tendria co-
mun con ésta la arista 0D, y
comun con la eurva 4 5 el pun-
to %, en el cual es corfada dicha curva por el lado
0D. Y, por consecuencia, el plano OA4.D conten—
dria una cuerda AZ de la curva 45, pero no su
tangente A4 C.

Si el cono, y su plano tangente 04, son cor-
tados por un plano segun la curva AF y la recta
AQ@, esta recta A G serd tangente s la curva 4/ en
el punto comun A4; puesto que, fuera de este punto
A, ninguno tiene dicha recta comun con el cono,
ni con la curva consiguientemente. Y 4 la inversa:
las rectas, tangentes en los puntos de interseccion
& las curvas sobre un cono que cortan 4 una arista
del mismo, estan contenidas en un plano tangente
que tiene comun con el cono la arista cortada por
las referidas curvas.

22. Unplano que no pasa por el centro de un
cono, 6 es paralelo 4 dos aristas del cono, 6 & una
sola arista (al plano tangente al cono que contiene
esta arista), 6 & ninguna (*).

— A

(*) PONCELET (Prop. proj., %), y STEINER (Syst. enlw., 36). Las
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“En el primer caso, hay dos aristas del cono que
no son cortadas por el plano, siéndolo las restantes
ya en una falda, ya en la otra; y la seccion cénica
consta de dos ramas que se extienden hasta el infi—
nito en dosdirecciones y se llama Aipérbola (sm=q30n,
CTCESUS).

En el segundo, son cortadas todas las aristas del
cono ménos una, y la seccion resulta abierta en
una direccion y se llama pardbola (rapaford, egua-
litas).

En el tercero, son corfadas todas las aristas del
cono, y la seccion es cerrada y se llama elipse
(ENkewle, defectus).

OBservacioN. Las secciones planas de un cilin-
dro, sobre el cual puede estar un circulo, son en
general elipticas. En el caso particular en que el
plano secante sea paralelo 4 las aristas del cilindro,
la seccion sera una faja cuyos lados, ¢ estaran se-
parados, reales 6 imaginarios (no construibles), 6
econfundidos, en coincidencia.

23. Los puntos del espacio, equidistantes de un
punto dado, estan sobre una superficie cerrada
que se llama esfera (spupx, globus). El punto dado
se llama centro; el segmento rectilineo entre el

secciones de los diferenfes conos de revolucion por un plano
normal & uno de sus lados, fueron distinguidas y expresadas
mediante ecuaciones por Mexecuyo (Escuela platoniana, 370 a.
de J. C. ReinEr, hist. dupl. cubi, p. 58). Los escritos de AristEo
y EvcLines sobre las secciones cénicas se perdieron. ARQUiME~
DES considerd estas curvas como secciones de todo cono de
revolucion (Con. y Sph., 8 y sig.). AroLLoxiodemostrs que eran
secciones deun cono cualquiera sobreel cual caiga un cireulo,
y les di6 el nombre que hoy tienen (Conica, 1.).

.C.D. 2022




SEEEL e

centro y un punto cualquiera de la esfera, 7ddio.
Toda recta que pasa por el centro de la esfera, la
corta en dos puntos que se denominan opuesios
(antipodas) y limitan un didmetro. Todo plano que
pasa por el centro corta & la esfera en un circulo,
cuyo centro y cuyo radio no son distintos de los de
laesfera, que toma el nombre de principal 6 mdazimo
(normal). Un ecirculo méaximo divide 4 la esfera en
dos partes congruentes, llamadas hemisferios (¥).

24. Todo plano, cuya distancia al centro de la
esfera sea menor que el radio, corta &4 la misma en
un circulo cuyo cenfro es la proyeccion normal
del centro de la esfera sobre el plano. Los radios de
la esfera, gue se dirigen & los puntos de este
efrculo, se hallan sobre un cono de revolucion; y
sus proyecciones normales sobre el plano secante
(el del cireulo) son radics del mismo circulo.

Todo plano, cuya distancia al centro de la esfera
es igual al radio, es tangente ¢ toca & la esfera: es
decir, la proyeccion normal del centro_de la esfera
sobre el plano, cae enténces sobre la esfera; y las
rectas que tocan en este punto 4 los circulos maxi-
mos que pasan por el mismo; caen sobre el plano
mencionado. La esfera es cortada normalmente por
sus radios. Todo plano, cuya distancia al centro de
la esfera sea mayor que el radio, esta fuera 6 ex-
cluido de la esfera (*¥).

DemosTrRACION. Sea B el eentro de la esfera, ¢
su proyeccion normal sobre el plano «, J un punto

(*) Las expresiones cfreulo principal y puntos opuestos, sonde
Sreixen (J. de Crelie, p. 45).
(**) Tueoposio (Spherica, L.).
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cualquiera de este plano: claro es que D> B(.
Ahora bien, si B es menor que el radio, ¢ se
hallara dentro de la esfera, y el plano tendrd con
ella un circulo comun (16). Si 2 es igual al radio,
O cae sobre la esfera, y la recta D) es tangente al
cireulo maximo de la misma, situado en el plano
BCD. 8i BC es mayor que el radio, todos los pun-
tos del plano estan fuera ¢ excluidos de la esfera.

OBSERVACION. En general, cuatro puntos cua—
lesquiera de la esfera no se hallan sobre un plano;
¥ por ésto la esfera es una superficie curva (Pla—
nemetria 4 ). Bl plano, determinado por 3 puntos de
la esfera, la corta en un circulo cuyo centro es la
proyeccion normal del centro de la esfera sobre el
mismo plano. Y sobre aquel circulo debers estar
precisamente cualquiera otro punto de la esfera
para caer sobre dicho plano.

25. Las rectas, que tienen un punto comun Asy
son tangentes 4 una esfera dada (B), caen sobre
un cono de revolucion cuyo eje pasa por el punto
comun y el centro de la esfera. Los puntos de ¢on-
tacto ¢, (",... caen sobre un circulo cuyo centro
esta en dicho eje y cuyo plano es normal al mismo
eje (*). Puesio que los triangulos ABC AR
son rectangulos y congruentes; ete.

Si el punto 4 esthd dentro de la esfera (B, el
circulo, cuyo centro coincide con 4, es el minimo
entre todos los de la esfera que pasan por ese punto
(Planim. 51).

Designando por # el radio de la esfera, para toda

{*) Eucripes (0pl. 923),

.C.D. 2022
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recta que pase por el punto 4 y corte & la esfera en
los puntos 2 y P,, tendremos (Planim. 113):

AP AP, — AR —7*

Este producto, constante para el punto dado y
la esfera dada, se llama pofencia del punito respecto
de la esfera; y su valor es el cuadrado de una tan—
gente 4 la esfera trazada por 4, 6 es cero, 6 es el
cuadrado negativo de la semicuerda (minima) cuyo
punto medio es 4: segun que dicho punto 4 esté
fuera de la esfera, sobre la esfera, ¢ dentro de la
misma. ;

26. Dos esferas (4) y (B) tiemen un eirculo
comun, cuyo centro esth sobre la recta 4.5, y cuyo
plano es normal & esta recta: como se desprende
de la consideracion de sus eirculos méximos si-
tuados en un mismo plano (Planim. 21). El angulo
diédrico, formado por las esferas en un punfo co-
mun, estd determinado por el angulo de sus radios
gue se dirigen al mismo punto (14-0ds.); y por esto
las esferas se cortan & lo largo del circulo comun
bajo un mismo angulo.

El eirculo comun 4 las esferas sera real, en tanto
que los radios y la linea de los centros sean lados
de un tridngulo; reduciéndose 4 su eentro, y en—
téneces las esferas seran tangentes, cuando la dis-
tancia de los centros llegue & ser igual & la suma
¢ & la diferencia de los radios. Pero serad imagina—
rio, y entdnces una de las esferas estard entera—
mente incluida en la otra, 6 excluida de ella, cuan-~
do la distancia de los centros sea menor que la di-
ferencia 6 mayor que la suma de los radios.
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En todo easo, pues, el plano del cireulo comun
4 dos esferas es real, y puede ser construido me-
diante la propiedad de que todos sus puntos tienen
iguales potencias respecto de las dos esferas (Pla-
nim. 116 y sig.). Los puntos de este plano, ex-
cluidos de las esferas, son centros de determina—
das esferas ortogonales de las (4) y (B); y se dicen
esferas ortogonales de las (4) y (B), porque cortan
a cada una de éstas rectangularmente 4 lo largo
de un circulo.

7. Tres esferas (4), (B) y (C) tienen, en gene-
ral, dos puntos comunes 2y @, colocados simétri-
camente respecto del plano de los centros 4 B ¥y
de modo, porlo tanto, que el segmento 2 es bise-
‘cado normalmente por dicho plano. Pues los trién-
gulos PQ4, PQE y PQU sonisésceles, y el punto
medio de su base comun cae sobre el plano ABC(11).

Los expresados puntos comunes 2 y @ pueden
reducirse & su punto medio, ¢ ser imaginarios; pero
en todo caso, la recta, en que los puntos comunes
estan, separados ¢ juntos, ¢ imaginarios, es real
y determinada por la propiedad de que todos sus
puntos tienen iguales potencias respecto de las tres
esferas; puesto que dicha recta se halla sobre los
planos cuyos puntos tienen iguales potencias res—
pecto 4 cada par de las mismas.

Para 4 esferas (4), (B), (C)y (D) existe, en ge-
neral, un punto que tiene iguales potencias respec-
to de las mismas; porque la recta, cuyos puntos
tienen iguales potencias respecto de las esferas (4),
(B) y (C), tiene un punto comun con el plano, cu-
Yos puntos tienen iguales potencias respecto de las
esferas (4) y (D).

.C.D. 2022
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Si, en particular, 3 esferas son de tal magnitud
y se hallan en tal posicion que sus eirculos maxi-
mos, situados en un plano, forman un haz (Ple—
nim. 118), las esferas formardn tambien un /Aaz:
lo cual significa que existe enténces un plano cu-
yos puntos tienen iguales potencias respecto de las
tres esferas. Sobre este plano cae el circulo, real 6
imaginario, que es comun 4 las esferas del haz; y
todo otro plano corfa al haz de esferas segun un haz
de circulos.

28. Todo punto, equidistante de 2 puntos dados
Ay B, cae sobre el plano que biseca normalmente
el segmento 4.5, y respecto del cual son 4 y B si-
métricos (11). Todos los puntos, cuyas distancias &
los 4 y B tengan una razon dada, caen sobre una
esfera que corta normalmente al segmento 45, in-
terior y exteriormente, segun la razon dada (Pla-
nim. 66).

Todo punto, equidistante de 3 puntos dados 4,
By C, cae sobre larecta que corta normalmente al
plano 4 BC en el centro del circulo 4.8 (16).

Para 4 puntos 4, B, C'y D existe, en’ general,
un punto equidistante de ellos, que es el centro de
la esfera que pasa por los mismos (*). Puesto que la
recta, cuyos puntos equidistan delos 4, By C, tie-
ne con el plano que biseca normalmente el segmen-
to A0 un punto comun que equidista de los 4, 7,
Cy D. El mismo punto comun tienen los planos
que bisecan normalmente los 6 segmentos limita-
dos por los 4 puntos dados. Cuando los puntos 4,
B, C'y D caigan sobre un plano, el centro de la es-

(") FERMAT (De contacl. sph. Opp., p. Tk).
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fera, A BCD se hallara sobre una normal al plano
ARBC, 4 distancia infinita; no diferencidndose en—
ténces la esfera de este plano. Cuando, en particu-
lar, los cuatro puntos 4, B, (' y D caigan sobre
un circulo, equidistaran de ellos todos los pun-
tos de la recta normal al plano del circulo en su
centro.

Segun esto, una esfera serd determinada por 4
puntos que no estén sobre un circulo; y, en conse-
cuencia, por un circulo y un punto fuera del mis—
mo; 6 por 2 circulos que tengan 2 puntos comunes,
tales como ABCy ABD. Dos circulos que tengan
un sdélo punto comun no pueden caer sobre una
esfera; ni tampoco podran, en general, caer sobre
una esfera dos circulos que no se corten. (Véase
adelante el Capituio V.).

29. Los puntos equidistantes de una recta dada
caen sobre un cilindro de revolucion cuyo eje es
dicha recta. Las rectas (6 planos) equidistantes de
una recta dada, son tangentes 4 un cilindro de re-
volucion euyo eje es dicha recta.

Todo punto, equidistante de 2 rectas dadas de un
plano, esta sobre un plano
que biseca normalmente el 4n-
gulo (6 faja) de dichas rectas.
Si los angulos 0458 y 0BS
son rectos, iguales los seg-—
mentos 04 y OB,y C lapro-
yeceion normal del punto O so-
bre el plano del angulo 4857,

los segmentos (4 y C'B seran tambien igua-
les; ete.

Todo punto, equidistante de 3 rectas que estan
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dos 4 dos enun plano (3), esth sobre una de 4 rectas
determinadas que son los ejes de los conos de re-
volucion, sobre los cuales estan lasrectas dadas. En
efecto, siendo rectos los 4ngulos 04,5, O0BSy 0CS,
¢é iguales los segmentos 04,
OB y 00, larecta O 1o mis-
mo cae sobre los planos que
bisecan normalmente los an-
gulos ASB y BSC, que sobre
el plano que biseca normal-
mente el &ngulo 0S4, y es el eje de un cono de
revolucion cuyas aristas son §4, 88 y §C. Igual-
mente S4, S8 y §C’ estan sobre un cono de re-
volucion; ete.
Cuando las rectas dadas son paralelas, se halla
un cilindro de revolucion en lugar del cono.

30. Todo punto, equidistante de 2 planos dados,
esta sobre el plano bisector del angulo diédrico que
forman dichos planes. Pues, si las normales OF
y OF desde el punto O 4 los planos ABC y BCD
son iguales, la arista ZC ser4 cortada normalmente
en G por el plano OFF (13), y OG sera la bisec-
triz del Angulo HGF.

~De lo cual se deduce que una recta 0P equi-
dista de dos rectas 48 y CD, no sitnadas en un
mismo plane, cuando se halla sobre uno de los

planos bisectores de un 4ngulo

diédrico 4 BCD, en cuyas hojas

estan dichas rectas ABy OD, vy

- es al mismo tiempo paraleladla
arista B C de este diedro.

En efecto, las distancias de

la recta OP & las rectas 4B y

l M.c.D.2022
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CD son iguales & las distancias del punto O i
plancs A4 BCy BCD (18). En particular, todas las
rectas, situadas en el plano que biseca el estrato 6
capa determinada por las rectas 48 y ('D, equi-
distan de estas rectas.

Todo punto, equidistante de 3 planos, est4 sobre
una de 4 rectas determinadas que son los ejes de
los conos de revolucion tangentes 4 los 3 planos.
En efecto, el punto O, si equidista de los planos
ASBy BSC, esth sobre unode los planos bisectores
del diedro ASBC; y, sila recta SO se halla sobre
dos planos bisectores de los diedros ASBC y
BSCA, se hallara tambien sobre un plano bisee-
tor del diedro €/S4 B; porque el punto 0 equidista
de los 3 planos. Mas la recta SO forma con los 3
planos 4ngulos iguales; ete.

31. Para 4 planos a, [3, Y, ¢ existen, en general,
8 puntos equidistantes que son los centros de las
esferas tangentes 4 dichos 4 planos.

Ante todo precisa digtinguir los espacios por ca-
da uno de estos planos separados. Del punto 4, co-

W/ mun 4 los tres planos 8, v, ¢,
\/ .

se dird que se encuentra en

el lado ¢ frente positivo del

plano «; y de otro punto, que

esté situado en laparte opues-

B‘%“ ta, se dird que lo esté en la

* parte 6 frente negativo del
mismo plano «. Andlogamente establecemos que se
hallan en los frentes positivos de los planos g, 1, 8 los
puntos 22, ('y D que son comunes respectivamente
4 las otras ternas de planos. Por a8 designamos el
diedro situado en los frentes positivos de « y 8, que
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tiene por avista BC; ete. El punto ecomun de los
planos bisectores de los diedros as, B3, y8 equidista
de los planos «, 8, v, 8 y, por lo tanto, cae sobre los
planos bisectores de los diedros restantes af; By, ya,
Y es el centro de la esfera que toca 4 dichos planos
por sus caras ¢ frentes positivos.

El punto comun & los planos bisectores de los
diedros adyacentes con los a3, B8, ¥8 es, 4 su vez, el
centro de la esfera que toca 4 los cuatro planos, y
sé encuentra en el frente negativo del plano 8. Los
puntos comunes & los planos que bisecan dos de
los diedros a8, 85, v3, y el diedro adyacente del ter—
cero, son los centros de las esferas tangentes 4 los
cuatro planos, situados en los frentes negativos
de v, «, B, respectivamente.

Las 3 esferas restantes de todas las fangentes &
los 4 planos, estan situadas respectivamente en los
frentes negativos de dos de los planos 2, B, v; 8; y sus
centros son los puntos comunes 4 los planos que bi-
secan uno de los diedros a8, 83, y3 y los diedros adya-
centes de los otros dos. Asi, por ejemplo, los planos
que bisecan los diedros adyacentes de log «3 v B0 se
cortan en una recta que tiene un punto comun con
el plano bisector del diedro 3. Este punto, ¢ cae
en el diedro opuesto por la arista al 3, en los fren—-
fies negativos de vy 8; 6 en el mismo diedro 18, en
los frentes negativos de o y B, 6 sea en el opuesto
por la arista al «8; ¢ se halla infinitamente distante,
en la direccion de aquella recta, cuando ésta es pa—
ralela al plano bisector del diedro y3. Iguales con-
sideraciones pueden hacerse sobre cada uno de los
otros dos centros. Y, por consecuencia, una, dos 6
las tres tltimas esferas, pueden ser infinitamente
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grandes y tocar a distancia infinita 4 los 4 planos
dados (*).

BY. Hsférion (**).

32. Por dos puntos de la esfera, 4 y B (y sus
puntos opuestos 4, y B,), estd determinado un
efrculo méximo 4 £; y por dos circulos méximos,
@y b, esth determinado un punto @b (y su punto
opuesto). Puesto que los puntos 4 y 2, y el centro
de la esfera, determinan un plano, sobre el cual se
hallan los puntos opuestos 4, y B,, que corta 4 la
esfera en un cireulo maximo (23); y los planos de los
circulos maximos ¢ y 4 tienen comun el centro de
la esfera; y se cortan, por lo tanto, en un diametro
de la misma (1),

De lo dicho se colige que entre las lineas esfé—

(*) De la primera esfera, tangente 4 & planos dados, traté
FErMAT (Opp. p. 77); las olras esferas se encuentran en Lai-
GRANGE (Sur les pyram., 2k. Mém. de Berlin, 1773), v mas precisa-
mente en FEVERBACH ( Die dreiegkige Pyramide, 36). El problema,
construir una esfera tangente 4 & planos dados, estd subor-
dinado al mas general de construir una esfera que forme 4n-
gulos dados con & esferas dadas. Estas esferas dadas pueden
serpuntos, 6 planos;ynulos, los 4ngulos dados. PascaL(0Buvres,
édition Lahure, II, p. 396). Miquer (/. de Liouv. Afio 14, p. 75).

{*") Desde los primitivos tiempos fué estudiada la esfera y
considerada como campo de construccion para las necesi-
dades de la Astronomia. Minuciosos trabajos de Geometria es-
férica nos dejaron Taeonosio (siglo 1. a.J. C.)y MENELAO (prin-
eipios del siglo 11, d. de J. C.). Considerable aumento recibié
despues la Esférica de VieTa, S¥ELLIO, GInARD, ¥ particular-
mente de Evier y LexeLy; y en los tiempos modernos han viste
la'luz tratados especiales acerca de la misma, debidos, dntes
que a otros, & C. F. Scaurz (1833) y & GUDERMANK (1835).
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ricas posee el cireulo maximo propiedades funda-
mentales, idénticas 4 las de la recta entre las lineas
planas.

33. Dos punfos 4 y B, y sus puntos opuestos

4, y B,, dividen el circulo maximo que pasa por
ellos en 4 arcos A8, B4, A, B,y B, A: de los cua-
les son suplementarios dos contiguos (completan

‘un semicirculo); é iguales dos separados, tales
como ABy A,B,.

Dos cireulos méximos dividen la esfera en 4 re-
giones, denominadas dngulos esféricos (*). El Angu-
lo, que forman en 4 y 4, los circulos maximos 4.5
y A, es el mismo que forman las rectas 40y AFE,
4,0,y A F, tangentesen 4 y 4, 4 dichos cireulos

maximos, y situadas en los planos
ADEy A D E, (Planim. 24). Pero
las tangentes 4D y A, 4Dy
A, K, son normales al diametro
AA,; y, por consecuencia (11), los -
_ « planos ADEy A D, son norma-
A, ? les tambien al dla,metro AA,;ylos
dngulos DAE y D, A E,, secciones normales (14)
del diedro 44,0, en el cual esta comprendido el
esférico 4 BA,C. Si los 4ngulos, formados por los
circulos maximos ¢ y 4, y por los circulos maximos
¢y d, en sus puntos de interseccion, son iguales, los -
angulos diédricos, definidos por los planos a y &,
seran iguales (14) 4 los &ngulos diédricos, compren-

(*) Se dice impropiamente diedro esférico; porque al hablar
de dos puntos de la esfera, por lo regular no nos referimos 4
dos puntos que sean el uno opuesto del otro. Lecexpne (Géom,
VII, déf. 9), llama Ahuso (fuseau) al dngulo esférico.
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didos entre los planos ¢ y d; los 4ngulos esféricos,
contenidos en estos &ngulos diédricos son con-
gruentes. De lo cual resulta que un angulo esféri~
co estd determinado por el angulo que forman en
uno de sus puntos de interseccion los circulos ma—
ximos que le incluyen 6 cierran. Un hemisferio es
un angulo esférico llano (Planim. 5.). De los cua—
tro &ngulos esféricos, constituidos por dos circulos
maximos, se miran dos contiguos, como adyacen—
tes; y dos separados, como opuestos por el vértice,

34. Tres puntos de la esfera, 4, By C (y sus
opuestos 4,, B, y C,) que no estan sobre un mismo
circulo maximo, determinan tres circulos méaximos
que dividen la esfera en 8 regiones, denominadas
tridngulos esfeéricos. Los arcos (*) AB, BC y (A
que unen sucesivamente los puntos 4, 2 y C, se
llaman lados; y los angulos ACB, CBA y BAC,
formados por estos lados en sus puntos comunes, se
llaman dngulos del triangulo esférico. Este trian-
gulo se denomina zsdsceles, cuando tiene dos lados
iguales entre si; equilatero, si tiene sus tres lados
igaales; rectilitero, cuando uno de sus lados es un
cuadrante; rectangulo, si uno de sus angulos es
recto.

Al triangulo esférico 4 B corresponden: 1) el
trigngulo opuesto, A, B, C;, que tiene sus dngulos
¥ sus lados respectivamente iguales 4 los del pri-
mero; 2) los 3 fridngulos adyacentes, ABC,, BCA,,
y UAB,, que tienen iguales con el dado, un lado y

(*) Arco, simplemente significa arco de circulo méximo. La
denominacion de iridngulo esférico no aparece en TrEDposio,
pero si en MENELAO.

.C.D. 2022
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los angulos respectivamente
opuestos, siendo suplemen-
tarios los otros lados y los
otros angulos; 3} los 3 trian-
gulosrespectivamente opues-
tos por el vértice, 4,B,C,
B, C Ay C A, B, queson
los opuestos de los adyacen-
tes.

Por poligono esférico se comprende la figura de-
finida ¢ cerrada por arcos de circulo maximo que
unen varios puntos dados de la esfera, sucesiva-
mente: el primero con el segundo, ... el iltimo con
el primero. Las denominaciones, lados, dangulos,
superficie y area, diagonales, conservan en la Hsfé-
rica el mismo sentido y sigmificacion que en la
Planimetria; con la diferencia de que ahora susti-
tuyen el circulo maximo y la esfera 4 la recta y al
plano de antes. A toda figura esférica corresponde
su opuesta, ¢ sea la figura consfifuida por los pun-
tos opuestos de la dada. Existen figuras esféricas
que coinciden con sus opuestas: un eirculo maxi-
mo, por ejemplo, es su propia figura opunesta.

35. Un triangulo esférico y su opuesto, no son,
en general, congruentes ¢ superponibles; pero lo
seran cuando el triangulo sea isdsceles. Una figura
esférica es igual y semejante 4 su opuesta, y de
opuesto sentido (Planim. 54): una y otra tienen
respectivamente sus lados y sus angulos iguales, y
tambien sus areas (¥).

(") No se escapé 4 los antiguos que 4 la igualdad y 4 la se-

mejanzadelas figurasen el espacio noiba necesariamente unida
su congruencia (Bver. X1, 26, Arouin. Conoid. et Sph., 20). La ir—
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DemosTRACION. Si colocamos el angulo ¢ del
tribngulo 4 B¢ sobre el 4ngulo ¢, de su opuesto
4,8,C, los arcos 04 y CB caerin 4lo largo de los
arcos U, B, y U, A ; pero el vértice 4 no caera sobre
B,, ni el B sobre 4,, 4 no ser que sea (4 = C,B,
= (/B. Para un observador, que por fuera de la es-
fera recorriese los lados correspondientes 42 b
AB, de los triangulos 4BC y A,B,C,, caeria el
vértice C'4 la izquierda y el C, 4 la derecha.

Designando por O el centro de la esfera, por 2
su proyeceion normal sobre el plano 4BC, y por
Dy D, los puntos en que corta 4 la esfera la recta
0P, los triangulos planos OPA, OPRy 0P se-
rdn iguales y semejantes; y, en consecuencia, se-
ran iguales, tanto los 4ngulos 204, POBy POC,
como los arcos D4, DB y DC. Mas los triangulos
esféricos isisceles DAB, DBy DOA tienen igua-

les areas que sus opuestos D, 4, B,, D, B,C, yD,C.4,
respectivamente ; y, por lo tanto, ABC y 4,B,C,
tambien tienen 4reas iguales (Planim. 76).

36. En un tridngulo esférico, cuyos lados y eu-
yos &ngulos sean todos menores que 180°, la suma
de los angulos es mayor que 180" y la diferencia
entre aquella suma y 180° toma el nombre de ezceso

congruencia de un tridngulo esférico y su opuesto, algun
tiempo despues comprendida del todo, fué determinada ex-
plicitamente entre los modernos por Seeyeir, 1741. (KnicEL,
Math. W, &, p. 859). LEcenpRE recibié de un matemético ex—
tranjero, anénimo, la adjunta demostracion de la igualdad
(equivalencia) de aquellas superficies incongruentes, y la in-
sert6 en sus Klem. de Géom. VII, 24 (2.* Ed. 1800). Las figuras
espaciosas, iguales y semejantes, pero incongruenles, son lla-
madas frecuentemente por LEcexpre (Géom. VI, déf. 46) figu-
ras simétricas.
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del triangulo esférico. El area del dicho triangulo
esférico es igual 4 la de otro tridngulo esférico, bi-
rectdngulo, cuyo tercer angulo es el exceso del
primero (¥).

DEMosTRACION. La suma de los angulos esféri-
cos (33) ABA,C, BCB A y CA4,C,B, sobrepuja al
hemisferio cortado por el circulo maximo 4 54, B,,
donde se halla el punto C, en los triAngulos 4 B/
y 4,B8,C,; v, por consecuencia, la suma de los an-
gulos BAC + CBA + ACUB excede de 180°. Pero
los dos tridngulos 480 y 4,80, tienen la misma
area (35); v, de consiguiente, el duplo de esta area
sera la diferencia entre la suma expresada de los
angulos esféricos, y un hemisferio: diferencia que
es un angulo esférico cuyos lados se desvian el uno
del otro en el vértice tanto cuanto vale el exceso
BAC + OBA + ACB — 180°.

El circulo méaximo, que divide por mitad los la—
-dos ¢ brazos de un dngulo esférico, parte este an-
gulo esférico en dos triangulos esféricos, isdsceles,
con una base comun sobre la cual yacen angulos
rectos (10 y 13); pero dichos triangulos isésceles
son congruentes, y por esto cada uno de ellos es
mitad . del angulo esférico. Luego el area de un

(*) Este teorema era conocido por Girarp (Invention nowvelle
en algébre, 4629), que lo demostré incompletamente. El mismo
teorema, con la sencilla demostracion del texto, fué publicado
por Cavarieri, 1632 (Directorium generale wranomelricum, ¢. 8,
pdg. 315). La regla para el calculo del 4rea de un poligono es-
férica fué dada por Broscio (Apologia Arist. et Eucl. 1690, p. 78,
ex antiquis in Vitellonem notis); si bien esta cita asi como la no-
ticia del mismo autor, p. 79: demonstratio ampliludinis anguli
solidi refertur ab H. Briggio ad Th. Harriotum, earecen hasfa
hoy de confirmacion mas amplia.
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triangulo esférico es igual 4 la de otro tridngulo
esférico, birectangulo, cuyo tercer angulo es el
exceso del primero.

OpservACION. Cuando tridngulos esféricos de
esferas diferentes comprendan la misma area,. el
triangulo de la esfera mayor tendra el exceso me—
nor. Sobre una esfera infinitamente grande no pue-
de un triangulo esférico tener exceso finito; des—
apareciendo ¢ anulandose, en tal caso, los excesos
de todos los tridngulos esféricos. Mas, segun la hi-
pétesis fundamental de la Geometria euclideana
solamente (Planim. 15), se considera un circulo
maximo, infinitamente grande, como una recta; y
una esfera, infinitamente grande, como un plano.

Como unidad de las superficies esféricas se toma,
el triangulo esférico, birectangulo, cuyo tercer
angulo es la unidad angular que tiene por arco 1.

Luego si, como de ordinario, entendemosspordrea

de una superficie su razon con la U'J‘_}i
y tomamos por el dngulo su arcozf'
tridngulo esférico serd igual 4 su e;
De lo cual se desprende que un
es doble del a4ngulo bajo el cual se co
los maéximos que lo forman. Y el 4rea
gono esférico de z lados (Planim. 77), serd igual 4
la suma de sus dngulos, disminuida en (7 — 2)180°.
Dos tridngulos esféricos, cuyos angulos dan
iguales sumas, tienen areas iguales. Dos poligonos
esféricos, cuyos dngulos den sumas iguales, ten—
dran &reas iguales, ¢ diferentes la una de la otra
en un numero entero de cuadrantes esféricos.
37. Los circulos méximos, que cortan normal—
mente & un circulo maximo dado, pasan por un

a4

dad Bsftric
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=
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punto (y su opuesto) que se llama polo (y antipolo) del
cirenlo mdzimo dado. Los arcos que unen los pun-
tos del circulo méximo con su polo son cuadrantes.

Los cuadrantes que comienzan en un mismo
punto de la esfera terminan en un cireulo méximo
que toma el nombre de cérculo polar del punto (y
de su punto opuesto). Los circulos maximos que
pasan por el punto dado cortan normalmente al
circulo polar de dicho punto (*).

DemosTrACION. Los planos, normales al plano
del circulo maximo dado, y que pasan por el cen-
tro de la esfera, se cortan en una recta, normal al
plano del eirculo maximo (12).

Las rectas, normales 4 un radio de la esfera y
que pasan por el centro de ésta, caen sobre un
plano (11), normal & dicho radio y & los planos que
lo contengan ¢ pasen por el mismo.

Para hallar el polo de un circulo maximo se
traza en un punto-cualquiera de éste un circulo
maximo normal, y en este circulo normal se cuenta
desde el punto elegido un cuadrante. Para hallar
el circulo polar de un punto, se traza desde este
punto un cuadrante cualquiera, y por el remate de
este cuadrante un circulo maximo, normal al mis-
mo cuadrante. Cuando un punto es el polo de un
cireulo maximo, es el circulo méaximo el polar del
punto. Cuando los circulos miximos pasan por un
punto, sus polos correspondientes caen sobre un

(*) ~Tueoposio (Sph.1.) (Véase la Obs.al nim. 9.} La expresion
polo de un circulo es mas antigua; y se halla, por ejemplo, en
ArQuiMEDES (Esph. el Cyl. I1), significando el centro esférico del
circulo (43). El eirculo maximo, polar de un punto, se llama
tambien linea polar 6 sencillamente polar del punto. f
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circulo maximo, que es el polar de dicho punto; v
si los puntos estdn sobre un eirculo maximo, sus
eirculos polares correspondientes pasan por un
punto que es el polo de aquel circulo méximo.

38.  Un arco de efrculo maximo estara determi-
nado sin ambigiiedad por su punto inicial y por
su punto final, siempre que se conozea ¢ fije el
sentido en que se recorra dicho arco desde su prin-
cipio hasta su remate (Planim. 30). Para un obser-
vador, que en el sentido fijado recorra por fuera, 6
sobre la parte convexa de la esfera, un circulo
maximo, uno de los polos (polo y antipolo) de este
circulo caeré 4 la derecha, Y 4 la izquierda el otro;
Y por polo del cireulo recorrido se tomars el que
caiga & su izquierda, siempre que por giros en este
mismo sentido, de derecha & izquierda, se conside-
ren deseritos los 4ngulos sobre la esfera. Segun
esto, el eirculo polar de un punto se recorrera de
modo que este punto sea el polo situado 4 la iz-
quierda de su cireulo polar (*). Con estas premisas
Ya podemos enunciar y demostrar el teorema si—
Zuiente:

El 4ngulo comprendido entre dos efrculos mMAaxi-
mos es igual al arco comprendido entre los polos
de estos cireulos, siendo el vértice del angulo el
Polo del eirculo 4 que corresponde el arco. El arco
Comprendido entre dos puntos es igual al 4ngulo
formado por los circulos polares de estos puntos,
cuyo vértice es el polo de aquel arco. (Advirtiendo

—_—

(*) Gauss, 1827, hizonotar esta distincion importante (Disquis.
generales circa superficies curvas 2, VI). Véase ScuuLz (Sphirik
1, 12), y Monus (Anal, Sphiirik, 16 y 18).
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que por brevedad hemos dicho arco en vez de su
angulo céntrico correspondiente).

DeMosTRACION.  Si los circulos méximos que pa-
san por el punto 4 son cortados en B y (' por el

cireulo polar de dicho

B punto 4, en cuyo caso los

lados AR y AC del an-

_ gulo que consideramos

g \\\ son cuadrantes, el arco

/ A B quedara sin ambigiie-

/ \ dad determinado; y su

o angulo central, corres—

A pondiente, serd una sec-

St cion normal (14) del die-

dro formado por los planos de los circulos méxi-

mos AB y AC, é igual (33) al 4ngulo de estos

circulos. Si ahora cortamos en el sentido fijado, y

sobre el efreulo polar del punto 4, los cuadrantes

BD y CE, los puntos 2 y £ seran polos de los

circulos AB y AG, y tendremos: BE — BD
= BE— CKE 6 DE=BC.

39. A un trigngulo esférico 4B corresponde
un tridngulo polar (suplementaris) A"B'C” : de tal
modo que no solamente los puntos 4’, B" y ("
son los polos de los lados BC, 04 y AB, sino que
tambien los lados B'C’, C'4" y A'B’, son los po-
laves de los puntos 4, B y C; siendo 4 su vez
el triangulo ABC el polar correspondiente al
A’B'C" (*. En efecto, si es 4’ el polo de BC'y B’
el polo de 04, cada uno de los arcos CA"y CB’

-

(*} Véase la (0bs. 9). Porestolos triangulos polares se llaman
tambien tridngulos reciprocos. GUDERMANN (Nied. Sphirik, 20).
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comprenderauno 6 tres
cuadrantes; y el arco
A’ B’ puede describirse
en el sentido de que sea
C su polo; efe.

Los angulos de un
triangulo son respecti-
vamente lossuplemen-
tos de los lados de su
tridngulo polar. Sabe—
mos (38), en efecto, que
el angulo incluido por
C4 y CB es igual al
arco comprendido en-

tre sus polos B’ y A”; pero A" es el punto opuesto
de 4’, y por lo tanto: A’B’ + B'A"” = 180°. Lue-
go, ete.

El 4rea de un tridngulo y el perimetro de su
trifngulo polar correspondiente, componen la suma
de 360°. Supongamos, en efecto, que los 4ngulos
del triangulo dado tengan respectivamente «, By
Y grados, y que los lados del tridngulo polar ten—
gan &', &' y ¢’ grados. Segun esto

a+a¢ =180°, B+ & =180°% v+ ¢ =180°
(4B 4 y—180° + (¢ + & + &) = 360°

Y el primer sumando de esta 1iltima suma es el
area del triangulo; y el segundo, el perimetro de
su triangulo polar (36).

40. A toda figura esférica corresponde una figu-
7@ polar, cuyos puntos son respectivamente polos
de los lados de aquélla, y cuyos lados son respecti-
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vamente polares de los puntos de la misma. Cuando
el contorno de la figura no esté constituido por ar-
cos de circulo maximo, deberemos considerar sus
lados como evanescentes y confundidos con eireu—
los méximos, tangentes, ClLyos polos caen sobre el
contorno de la figura polar correspondiente. Toda
figura esférica es la polar de su correspondiente
figura polar. -

Considerando una figura esférica como com—
puesta de tridngulos, comprendemos (39) inme-
diatamente que el 4rea de toda figura esférica y el
perimetro de su figura polar suman juntos 360°, De
la cuadratura de la figura dada se desprende la 7ec-
tificacion de sufigura polar, y vice versa.

Toda propiedad de una figura esférica puede
mirarse como propiedad tambien de su figura po-
lar; mediante la cual, por la conexion entre ambas
figuras, llegamos & conocer una propiedad corre—
lativa de la primitiva.

En el enunciado de la propiedad correlativa
figuran circulos maximos en lugar de puntos, lados
por angulos, perimetros por reas; ¥ reciprocamen-
te. Las propiedades de las figuras esféricas, por lo
tanto, se corresponden dos 4 dos (%)

41. Entre las propiedades del triangulo esférico,
cuyos lados y cuyos dngulos sean todos menores
que 180° deben recordarse las siguientes (MENELAO,
Sph. 1):

(*) La figura polar y la relacion de su perimelro con el drea
de la figura primitiva, se halla mencionada por ScuuLz (Sphdrik
I, p. 21 y I, p. 241). Acerca de la dualidad (9) véase el t. 15 de
los Ann. de Gergonne, p. 302.
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I.—La suma de los angulos es mayor que 180°.
La suma de los lados es menor que 360°.

DemosTrACION. El exceso del tridngulo esférico
ya fué 4dntes (36) determinado. Y el perimetro del
friangulo junto con el exceso de su tridngulo polar
completan 360° (39).

II.—Un dngulo externo es mayor que la diferen-
cia y menor que la suma de los dos 4&ngulos inter—
nos, no adyacentes al mismo. Un lado es mayor que
la diferencia y menor que la suma de los otros dos
lados (¥).

DemosTRACION. Supongamos que en el triingulo
AB(C los 4ngulos y los lados opuestos tienen, res-
pectivamente «, B, y ¥ @, 4, ¢ grados; en el tridn—
gulo adyacente 4,B(C se verificara (I):

a = 180° — B -+ 180° — ¢ > 180°

@ -+ 180° — & - 180° — ¢ < 360°

Y, por consecuencia: 180° —y >P —«, ¢ — &
< ¢, etc- Luego en el tritngulo 4B C sera a4 B
> 180° — +.

OsseErvAacioN. El arco menor de un circulo méa-
ximo es la mas corta de cuantas lineas pueden tra-
zarse sobre la esfera, entre los mismos puntos ex—
tremos comprendidas, y da la distencia esférica de
estos dos puntos. Puesto que 45 es mas corta que
las lineas BC' + CA, BC + CD +DA,...,compues-
tas de arcos de circulos maximos; y, por lo tanto,

(*) Ordinariamente se antepone este teorema y se demues-
tra, siguiendo 4 EvcLings (XI, 20), por consideraciones exfra-
nas 4 la Esférica 6 Geometria de la esfera.
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mas corta que una linea, constituida por arcos infi-
nitamente pequeifios de circulos miximos en niime-
ro infinito, que coincidiese con una curva esférica
cualquiera, limitada por los puntos 4 y B. La linea
mas corte (minima) que une dos puntos sobre una
superficie se llama desde principios del siglo x1x
linea geodésica.

IL.—A 4ngulos iguales se oponen lados iguales;
al mayor éno'ulo se opone mayor lado. A lados
iguales se 6ponen angulos iguales; al lado mayor
S€ opone mayor :'mgulo.

DemosrracioN. Si en el tridhgulo ABC son

¢ 1guales entre si los dngulos 4 y B,
dicho tridngulo 4 BC coincidira con
su tridngulo opuesto 4,8,0, ajus-
tando 4 con B,y B con 4,. Luego
el lado BC = 4,C, = 4C.

Pero si el angulo CBA > BAC,
A B haremos el angulo ZBA — BAC y
obtendremos ZB = FA;y, como OF + ER > 5’0
(), resulta 04 > BC.

Si el tridngulo dado tiene dos 4ngulos iguales
entre si, su tridngulo polar tendra dos lados igua-
les entre si; ete.

OBsErvAcioN. La suma de dos 4ngulos, y la
suma de los lados opuestos , son & la vez menores,
iguales 6 mayores que 180° Pues si, por ejem-
plo, la suma de los d4ngulos ACB + BAC < 180°,
en el triangulo adyacente B4, sera el dnfrulo
CA,B << BCA,; y, en consecuencia, el lado B¢
== BA,, 0 sea, 4B + BC < 180°.

42. L. —Dos triangulos esféricos, que tengan dos

14

lados respectivamente iguales ¢ 1oual el anﬂ‘ulo
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comprendido, seran iguales y semejantes. Dos
triangulos esféricos, que tienen dos angulos y el
lado configuo 4 ellos, respectivamente iguales, son
iguales y semejantes.

II.—Dos triangulos esféricos, que tienen sus tres
lados, respectivamente iguales, son iguales y se—
mejantes. Dos triangulos esféricgs, con sus tres
angulos respectivamente iguales, son iguales y se-
mejantes.

DemosTrAcION. Con las condiciones dadas son
congruentes los fridngulos, si son del mismo sen-
tido; y, si fuesen de sentidos opuestos, uno de ellos
coincidirfa con el tridngulo opuesto al otro. El se-
gundo teorema se refiere al primero (Planim. 36).
Y las adiciones, 6 segundas partes de los dos teore-
mas, se demuestran aplicando estos al tridngulo
polar, correspondiente al dado.

HI.—Cuando en un triangulo esférico permane—
cen dos lados invariables y el 4ngulo compren—
dido por ellos aumenta, aumentara tambien el lado
opuesto 4 este angulo. Si en un triangulo esférico
permanecen dos 4ngulos invariables, y aumenta el
lado contiguo & ambos, aumentara tambien el an—
gulo opuesto 4 este lado.

DemosTrAcION. Como la de la (Plgnim. 39); y la
segunda parte se desprende de la consideracion del
tridngulo polar. :

IV.—8i en el tridngulo esférico 4B es recto el
angulo B, y el cateto 4B es agudo é invariable,
mientras el otro cateto 5 (' anumenta primeramente
desde 0 hasta 90°, y despues desde 90° hasta 180°,
la hipotenusa 4¢ aumentard primeramente desde
ADB hasta 90° y despues desde 90° hasta 180°— 4.5;

PE————
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y el angulo @, opuesto al cateto invariable, men-
guardprimero desde 90° hasta 4 8 y subird despues
hasta 90°. Si en el tridngulo esférico ABC es recto
A el lado 4€, y su dngulo contiguo ¢f
es agudo ¢ invariable, mientras su
otro angulo contiguo 4 crece desde
0 hasta 90° primeramente, y despues
_ desde 90° hasta 180°, el angulo B,
¢  Oopuesto al lado recto, menguar pri-

B mero desde 180° — (' hasta 90°, y
despues desde 90° hasta (';y el lado 4B, opuesto al
angulo invariable, bajara primeramente desde 90°
hasta C'; y subird después desde ¢ hasta 90°.

DemosTRACION. Para el primer teorema basta
considerar los a&ngulos centrales correspondientes
4 los arcos (19); y el segundo se deduce del trian-
gulo polar correspondiente al 4,2, C,.

OBservAcioN. Dos tridngulos esféricos que ten-
gan un angulo recto y la hipotenusa y un cateto
iguales, 6 un lado recto y el 4ngulo opuesto y uno
de los adyacentes respectivamente iguales, seran
iguales y semejantes.

Entre los arcos que, procedentes de un mismo
punto, llegan & un circulo méaximo, es el mas corto
el agudo y normal que determina la distancia esfe-
rica del pumito al circulo. La distancia esférica de
un punto 4 un circulo, es el complemento de su dis-
tancia esférica al polo del mismo cireulo.

43. El polo del circulo maximo, cuyo plano sea
paralelo & un circulo dado de la esfera, equidista
esféricamente de todos los puntos de este circulo
dado (16) y se llama centro esférico del mismo. Los
arcos iguales que unen el centro esférico del circulo
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con los diferentes puntos de éste, se llaman 7ddzios
esfericos del mismo. Un circulo maximo que pase
por un punto del circulo dado y sea normal al radio
esférico de este punto, y cuya distancia al centro
esferico de dicho circulo sea, por lo tanto, un radio
esférico, toma el nombre de tangente esférica del
mismo circulo (Planim. 23).

La distancia esférica del polo de una tangente

) esférica del circulo dado al cen-

[ tro esférico delmismo circulo es
complementaria con el radio es-

férico. Pues, si B es el polo del

circulo méximo, tangente en ¢/

al circulo deserito alrededor de

4, es CA +~ AB = OB = 90°.

Los puntos equidistantes de

un punto dado de la esfera, y equidistantes tam-
bien, por consecuencia, del circulo polar de este
‘punto, caen sobre un circulo cuyo centro esférico
es el punto dado. Las lineas polares de los puntos
de este circulo equidistan de su centro esférico y
forman &dngulos iguales con la polar de este cen-
tro (38); y por lo tanto, son tangentes 4 un circulo
concéntrico (paralelo) que es la figura polar del
circulo dado. Los radios esféricos de estos dos
circulos son complementarios 6 componen 90° ()
En particular, el circulo circunserito 4 un trian-
gulo esférico tiene por figura polar correspondien-

(*) Scuurz (Sphirik I, k). El llamado cfréulo polar en Geo-
grafia es la figura polar del trépico situado en el mismo he-
misferio. El paralelo cuya latitud es &5°, coincide con su
circule polar,
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te el circulo inscrito en el tridngulo polar del pri-
mero. Uno y otro circulo son coneéntricos (parale-
los), y sus radios esféricos suman 90°. Los circulos
polares de los centros esféricos de los dos eirculos,
circunscrito el uno é inserito el otro en un triangu-
lo esférico, son respectivamente paralelos & estos
circulos; y los planos de estos mismos, por conse-
cuencia, forman un angulo diédrico que tiene por
medida la distancia esférica desus centros esféricos.
OsservacioN. Dado-un circulo, una cuerda es-
férica del mismo y el angulo que forman las po-
' lares de los extremos de esta cuerda, tangentes al
circulo polar del dado, suman 180° (39). La maxima
cuerda esférica del eirculo es un diametro esférico
del mismo; y las tangentes esféricas en los extre-
mos del didmetro esférico incluyen el &ngulo mi-
nimo. En el tridngulo esférico, constituido por una
cuerda esférica y las tangentes esféricas en los ex-
tremos de esta cuerda, la suma de estas dos tan-
- gentes valdra 180°, 6 mas, 6 ménosy segun que el
arco circular, comprendido entre ellas, sea un se-
mieireulo, 6 mayor, 6 menor que un semicirculo
(41-111, Obs.). '
44. Siel vértice C del triangulo esférico A BC se
mueve sobre el circulo circunserito |45, la dife-
rencia angular B4 0+ CBA — A (B permanecera
constante. Designando, en efecto, por M/ el centro es-
férico de este circulo, dicha diferencia angular sera

= OBM~+ MBA+ BAM -+ MAC — ACM — MCB
=2BAM.

Este valor depende solamente de la posicion del
centro esférico respecto de la base 47, y desapare-
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cerd cuando A5 sea un diametro esférico del circu~
lo ABC (Planim. 27).

Si la base 4B del tridngulo esférico 4 BC se
mueve de modo que no deje de
ser tangente al circulo inserito
en el mismo, la diferencia entre
los lados BC + C4 — AB per-
manecerd constante. Demués—
trase esta proposicion: o consi-
derando el tridngulo polar; ¢
directamente, porel mismo pro-
cedimiento que su correspon-
diente de la ( Planim. 33). Esta
diferencia, invariable, es igual
al duplo de la tangente esférica
al expresado circulo desde el
vértice C; y llegara 4 valer 180°,

cuando sea in semieirculo el arco cireular, tocado
por AB y comprendido entre BC y 4 (43 Obs.).

Reciprocamente: los vértices de los tridngulos es—
féricos con una base comun, en los que sea constan-
te la diferencia entre la suma de los dngulos en la
base y el angulo en el vértice, caen sobre un circulo
determinado, circunserito & dicha base comun. Las
bases de los triAngulos esféricos con un angulo co-
mun en el vértice, en los que sea constante la di-
ferencia entre la suma de los lados que concurren
en el vértice comun y la base, son tangentes por
fuera 4 un circulo determinado, inscrito en el 4n-
gulo de dicho vértice comun. La diferencia angu-
la,r de que antes hablamos, tiene por expresion:

BAC 4+ CBA — ACR = BAD + DBA — ADB,
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Si, pues, designamos por M y Vlos centros es-
féricos de los circulos ABC y ABD, serh 2BAM
= 2B AN; y, por consecuencia; etc. (41-II).

Los vértices de los tridingulos esféricos, con una
base comun y con 4ngulos que dén ignales sumas,
¥, por lo tanto, con iguales superficies (36), caen
sobre un circulo determinado (el cé7culo de LexwLL),
que pasa por los puntos opuestos & los extremos de
dicha base comun (*). Las bases de los triAngulos
esféricos, con el 4ngulo en el veértice, comun, é
iguales perlmetros son tangentes por fuera a4 un
eirculo determinado, inscrito en el 4ngulo comun.
En efecto, en los trlén gulos opuestos por el vérti-
ce, ABC’y A8, 0, se verifica la igualdad

CBA -+ BACH- ACB — 180° —
180° — (OB, 4, + BA,C — A,0B);

¥ en los triangulos adyacentes, 4 BC'y ABC,, esta
otra:

BCH 04+ AB=360°— (AC,+ C.B — AB)

Pero de las hipétesis establecidas se colige que,

(*) Este teorema fué descubierto por Lexern v demostrado ;
analitica y geométricamente (Acta Petrop., 1781, 1, p. 142; v no
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enun caso, B, 4,0 + OB, 4, — 4,CB,, y en el otro,
AC, + C,B — AB, son de valor constante. Luego,
et cetera. :

Si el vértice ¢ se confunde, sobre el circulo de
LexerL 04, B,, con el punto 4,, el arco 4 se con-
vertird en la tangente esférica 4 este circulo en di-
cho punto 4, (Planim. 23); y, por consecuencia,
la superficie del tridngulo esférico 4BC, es igual
al duplo del é4ngulo (36-00s.) que forma en 4, el
circulo de LexerL U4, 8,, con la base 4B, Cuando
esta base 4B, que toca exteriormente 4 un circulo,
inscrito en el 4ngulo €, coincide con la fangente
esférica U8 4 este circulo, es B un punto del mis-
mo; y, por consecuencia, el perimetro del tridngu-
lo esférico A B es ignal al duplo de la tangente
esférica trazada por € al expresado circulo.

Con auxilio del circulo de Lexrrr pueden cons-
truirse tribngulos esféricos con 4reas 6 perimetros
dados; reducir un poligono esférico de # lados &
otro poligono esférico de #'— 1 lados, con igual
area, ¢ igual perimetro; ete. ()

45. En un cuadrangulo esférico, inscrito en un
circulo, la suma de dos 4ngulos opuestos es igual
a la suma de los otros dos 4ngulos. En un cuadrin-
gulo esférico, circunserito 4 un circulo, la suma de
dos lados opuestos es igual 4 la suma de los otros

la Nova acta que citan todos siguiendo 4 LEGENDRE, Géom., note
X). A Eveen se debe una demostracion directa del mismo feo-
rema (47). El teorema correlativo es de Sortix [Ann. de Geryg.,
15, p. 302).

(*) SrEINER (Transformacion y division de figuras esféricas por
construcciones. Ju de Crelle, 2, p. 45). GupERMANN (Nied. Sphirik,
97 v sig.).
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dos lados. Entendiéndose que estos lados llevaran
signos opuestos, si ocupan, respecto del circulo,
opuestas situaciones (Planim. 28 y 34) (¥).

Y reciprocamente: un cuadrangulo esférico, en
el que la suma de dos 4ngulos opuestos sea igual &
la suma de los otros dos angulos, estd inscrito en
un circulo. Un cuadrangulo esférico, en el que la
suma de dos lados sea igual 4 la suma de los otros
dos lados, esté circunserito 4 un eirculo.

En efecto, si B, por ejemplo, cae fuera del circu-

c lo ACD, y AB es cortada en

/‘_\\\_} B’ por aquel circulo, la suma

/ de los Angulos CB'A 4+ ADC
: A

\\i = DCB' + B’'AD y la dife-
, \  rencia (B4 — B'CB'<< (B4
\.-’/ // \ (41, II); y, por consecuencia,
ANz B QBA+ADC << CB'A+ ADC

4+ B'CB 6 que DOB - BAD. Para lo deméas sub—
sisten los razonamientos empleados en la 2lanime-
wria (l.c.).

46. Los circulos maximos, que bisecan normal-
mente los lados de un tridngulo esférico, pasan
por un punto, que es el centro esférico del cireu—
lo circunscrito al tridngulo.. Los circulos méaxi-
mos, que bisecan los 4ngulos de un triangulo es-
férico, pasan por un punto, que es el centro esféri-
co del eirculo inserito en el tridingulo (Planim. 47
y 48).

Los circulos méximos, que pasan por los vérti-
ces de un friangulo esférico y son normales a los

(*) LexeuL (deta Petrop., 1872, I, p. 90 y 100). Ann. de Gerg.,
12, p. 219 y 6 p. 49. Scuuvrz (Spharik, 1, 15 y sig..).
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lados opuesfos, pasan por un punto ( Planime—
irig 49) (%),

O Dien: los arcos, que unen los vértices de
un tridngulo esférico con los polos de los lados
opuestos, pasan por un punto. Los punfos en que
cortan & los lados de un tridngulo esférico las po-
lares de los vértices opuestos, caen sobre un cireu-
lo maximo que es el polar del referido punto (*¥),

O finalmente: si en un cuadrangulo esférico
los lados opuestos son normales entre si, lag dia—
gonales lo son tambien. Si en un cuadrangulo es—
férico cada una de las diagonales vale 90°, la dis-
tancia esférica de los puntos en que se cortan los
lados opuestos vale tambien 90° ()

47. Todo cuadrangulo esférico, 4 BCD, que sea
dividido por una diagonal 4¢ en dos triingulos
esféricos, no sélo iguales y semejantes sino tam-
bien congruentes, es un paraleldgramo esferi-
¢o (****). Las diagonales se bisecan mutuamente
en el centro esférico, /5, del mismo.

La figura polar de un paralelégramo esférico es
un paralelégramo esférico coneéntrico con el pri-
mero. Puesto que el circulo méximo que pasa por

{*) Este teorema fué demostrado analiticamente por QuEr-
RET (Ann. de Gerg., 15, p. 87) y ScavLz ( Sphirik, 11, £7). La de-
mostracion geométrica es de GUDERMANN [ Nied, Sphiirik, 68 ',
Véase adelante (53\.

(**) BomiLtier (Ann. de Gerg., 18, p. 195). GUDERMARK ( Nied,
Sphirik, 69).

{***). Joacmimstuar, segun comunicacion de Lierssuawy en
los Arch. de Grunnert, 32, p. 108.

{***") EutEm (Nov. Act. Petrop., X. p. 87). ScavLz (Sphirik, T,
9% y sig.). GuperMANY [ Nied. Spharik, 18 y sig.).
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el centro esférico § y corta normalmente 4 4B,
es normal tambien 4 CD; y el punto § equidista
de 4B y CD. Estas distancias
esféricas del punto § & los la-
; dos AB y C'D son complemen-
tarias con las distancias esféricas
/ . del punte S 4 los polos, Z y G,

D<—"—_’\

de los expresados lados; y, por
lo tanto, £ y G caen sobre un

~— " 1 circulo maximo que pasa por S,
4 B en el cual es BS = SG. Asimis-
mo los polos # y H de los lados BC y DA caen
sobre un circulo maximo que pasa por &, en el
cual es 7S = SH. Luego HFGH es un paralel6-
gramo esférico, coneéntrico con el 45CD.

Si dos angulos contiguos de un paralelégramo
esférico son iguales, este paralelégramo estd ins-
crito en un eirculo; y, si el paralelégramo esférico
tiene dos lados contiguos iguales, estard circuns-
crito 4 un circulo (45).

Los lados opuestos, BC y DA, AB y CD, se
cortan sobre el circulo polar del centro esférico /5.
Designando por 7' la interseccion de BC y DA,y
por 7, su punto opuesto, de la congruencia de los
triangulos esféricos SCT y SA T, se deduce que
ST = T5 =:90°.

Dos vértices contiguos de un paralelégramo y los
puntos opuestos de los otros dos vértices, se hallan
sobre un circulo. Porque los puntos 4 y 5, por una
parte, y los ¢ y D, por otra, equidistan esférica-
mente del circulo méaximo que pasa por &'y biseca
los lados BC'y DA; y, de consiguiente, tambien
equidistan de tal eirenlo maximo los puntos opues-

Dy -
~, -~

)
DR i
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tos 4, y B,, por una parte, y los puntos opues-
tos ¢, y D,, por otra. Luego los cuatro punfos
C, D, A,y B, caen sobre un circulo, y sobre otro
los puntos 4, B, O,y D,; y estos dos eirculos son
figuras opuestas. Y del mismo modo los puntos
B, C, D, A,ylos D, A, B,, C, caen sobre circu-
los opuestos. En general, dos circulos opuestos,
cuyos puntos equidistan por uno y otro lado de un
circulo maximo (ecuador), tienen las mismas pro-
piedades que en la Planimetria dos lineas cuyos
puntos equidistan por uno y otro lado de una recta.
Todo circulo maximo, que corta & uno de los dos
cireulos expresados, corta tambien 4 su cireulo
opuesto; el arco comprendido enfre los dos puntos
de interseccion es bisecado por el ecuador, y el
circulo maximo secante forma con los eirculos
opuestos angulos iguales en los puntos de inter—
seccion (correspondientes, alternos). Dos circulos
maximos, que pasen por un mismo punto del ecua-
dor, cortaran 4 los circulos opuestos en los vértices
de un paralelégramo esférico. Si 4 es un punto de
un circulo y DK un arco del cireulo opuesto, en el
triangulo formado por DX con los arcos de circulos
maximos, KA y A0, la-suma de los angulos vale

lo mismo que la suma de los 4n-
gulos formados en el punto 4, &
saber: 180°. Si A8 y €D son arcos
ignales de los circulos opuestos,
y BCy DA circnlos miximos, los
puntos 4, B, 'y D seriin vértices
de un paralelégramo esférico; y la
suma de los &ngulos del cnadrangulo asi formado,
por los arcos de los circulos opuestos y los dos ar—
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cos de circulos méximos, valdra 360°. 8i D y JK
son arcos igunales del mismo circulo, los cuadran-
gulos ABCDy ABJK tienen iguales areas (Pla—
nimetria 69); y, por consecuencia, los tridngu-
los esféricos 4 8Cy ABJ tendrin tambien iguales
4reas y el mismo exceso que es el duplo del an-
gulo formado por el arco 45 con su cuerda esfé-
rica (44).

48. De los triangulos esféricos, con dos lados
dados, C4 y AB, cuya suma
no llegue & 180°, tendré el
area maxima aquél en que
el lado no dado, B, sea did-
metro del eireulo circuns—
crito (¥). De los triangulos
esféricos, con dos angulos
dados cuya suma exceda de
180°, tendré el perimetro mi-

nimo aquél en que el 4ngulo no dado sea igual al
didmetro del circulo inscrito. '
DEMOSTRACION. Por los puntos 4, y B,, opues-
tos de los A y B, tracemos el circulo cuyo diame-
tro esférico 4;('sea suplementario con el lado C4;
para lo cual es necesario que 4.5 < 180° — 04, 6
que CA -+ AB < 180° (43-0bs.). Si D cae sobre el
circulo B,CA,, el area ABD = ARC (44). Ha-
oiendo ahora #4, sobre DA, igual 4 C4, serd K4
— DA;porque A4, F = 4,0 < A, D: de lo cual re—
sulta que el drea ABE << ABDy ABE < ABC. En
este triangulo esférico 4 BC es la diferencia angu-

*) Lscénnna (Géom. VII, 26). STEINER (], de Crelle, 2, p. 63
y 2%, p. 102). La adicion quedaba por considerar todavia.
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lar B+ 0—A=— B, + C+ 4,; pero 4,0 esun
diametro esférico; y, de consiguiente (44), desapa—
rece — B, + € + A,: luego tambien se anula B
+ € — A;y, por lo tanto, BC es un didmetro esfé-
rico del circulo 4 BC.

Para demostrar directamente la segunda parte
del teorema, que se desprende de la figura polar,
inscribase en el angulo dado, 4 (B, el circulo cuyo
difdmetro esférico sea suplementario con el otro an-

,. gulo dado; para lo cual es pre-

/I" " ciso que ACHB sea mayor que

o A, el 4ngulo adyacente del otro

N / angulo dado (43-0bs.), y que

/( - lasuma delos dos angulos da—

44 dos, por lo tanto, exceda de

ol 180°. Hecho ésto, dividase el 4n-

gulo esférico ACBC, en los

triingulos adyacentes 4BC y

: ARBC,, de manera que los lados

c AB y BC, sean tangentes al

circulo inscrito en los extremos de un diametro: de

1o cual resultard el angulo 4B C, igual al didmetro

esférico del circulo inserito, y el 4ngulo C54 igual

al segundo angulo dado. Circunscribiendo ahora

al mismo circulo el triangulo esférico €, DF, ten-

dran AB(C y DECiguales perimetros (44), y el an-

gulo DA, superard al angulo A8, (43-0bs.). Y,

si hacemos el 4ngulo #&C, = ABC,, el perimetro

del triangulo esférico CZ'£ sobrepujara al de CDE,
y tambien, por lo tanto, al de 4 BC.

En este triangulo ABCes CA 4 AB — BC =
— AC, + AB + C,B; pero el angulo ABC, es
igual 4 un didAmetro esférico del circulo inscrito en




aega
el tridngulo esférico A B ,; y por estola diferencia
entre lados, — A0, + A48 + C, B, toma (44) el
valor de 180°; el mismo que toma, en consecuencia,
la diferencia C4 + AB — B(C. Del cual se des-
prende que el &ngulo 54 (es igual al didmetro es-
férico del circulo inserito en el triangulo esférloo
4B8C.

OBservacion. Y esfo prueba gque los teoremas
demostrados para las figuras planas isoperimétri-
cas (Planim. XV) conservan su exactitud para las
figuras esféricas.

49. Para dos arcos iguales, 48 y A'FB’, existe
sobre la esfera un punto &' que forma con ellos
triangulos esféricos congruentes. En efecto, el
circulo maximo, que biseca el 4ngulo adyacente del
formado por 48 y A'B’, es cortado por el circulo
maximo que biseca normalmente el arco 44’, en

el punto &% de tal suer-

te que no sélo los ar—

cos §4 y SA' son

iguales, sino que lo

z- son tambien las dis-
tancias esféricas, §J

y 8/, del punto S a

los arcos 45 y A'B’.

; , por lo tanto, son
cong‘ruentes los triangulos es&ncoe SIdy 8 J’A'
SJB y 8/ B,y tambien SAL y SA'B'. Tamblen
es el angulo 4S84’ = ASB + BSB + B'SA'

= BSB'.

Infiérese de esto que para dos figuras esféricas,
congruentes, 4 BC...y 4’B'("... existe un punto §
que se correspondé & si mismo, de modo que las
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figuras SABC...y SA'BC’... son congruentes, €
iguales los &ngulos 454, BSB, CSC’,... 8ila pri-
mera figura gira al rededor de S, hasta que S'4 re-
corra el angulo 484", 6 el angulo 484" + 180°, la
figura A BC... llegara 4 cubrir 4 la A'BC .. 64
colocarse en situacion tal que 4BA’B', A04'C",
BCR (',... sean paralelogramos esfericos, conceén-
tricos (¥).

50. Para dos arcos iguales, 4B y A'B’, existe
sobre la esfera un circulo maximo .8, que forma an-—
gulos iguales y opuestos con ellos; del cual los
puntos Ay 4', B y B tienen distancias esféricas
iguales y opuestas; y cuyo polo NV y su antipolo &V,
se corresponden de modo que los triangulos esféri-
cos NAB y N,A'B’ son iguales y semejantes, ¥ de
opuestos sentidos. En efecto, conservando 8, Jy J'
su anterior significacion, ¥y marcando por & el
punto de interseccion de los arcos ABy A'B’, los
triangulos esféricos SRJ y SRJ’ son igualmente
opuestos y semejantes. Por lo cual es RJ = RJ', ¥y
JJ' forma con AR y con A’B’ 4angulos iguales y
opuestos. Si, pues, V y &V, son los polos de JJ ', los
triangulos esféricos NJA y NJ 4, NJBy NJ'B,
NAB y N,A'B' son igualmente opuestos y seme-
jantes. Y, por consecuencia, las distancias esféricas
4 JJ' delospuntos Ay 4’, B y B’ son iguales y
opuestas, y los éngulos ANA’, BNB y JNJ'
iguales.

() La parte principal de este teorema es de EuLer (Theoria
motus corp. solid., 978 y sig.). El resto se encuentra en la Memo-
ria del autor sobre la igualdad y la semejanza, 30 y sig. (Planime-
tria, 55 y sig.).
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Segun esto, para dos figuras esféricas ABC... Yy
A’B'("... iguales y oOpuestas, y semejantes, existe
un punto /V que corresponde 4 su opuesto &,, de
tal suerte, que las figuras NABC. .. TNALB
son tambien ignales y opuestas, y semejantes; Yy
los dngulos ANA’, BNB', CNC',... iguales.

Si la primera figura gira en torno de AV hasta
que V4 recorra el angulo A VA’ - 180°% 6 el ANA',
dicha figura llegar4 4 coincidir con la opuesta de
la ofra figura, 6 4 colocarse con ésta simétricamente
respecto del circulo polar del punto V: en cuyo
caso, los arcos 44’, BB’ ... serin bisecados nor-
malmente por este circulo méximo.

V. — Angule solido, prisma y figuras
en perspectiva.

51. Una série de angulos con el vértice comun,
--cada uno de los cuales con el siguiente, y el wltimo
~»eon el primero, tiene un lado comun, separa una
porcion del espacio en derredor del vértice comun,
que se llama dngulo sélido (ywwa stepen , Eucn. XI,
def. 11, angulus solidus, angulo espacioso). Bl vér—
tice comun lleva el nombre de vérfice del dngulo
sdlido (sommet, cispide, centro); los lados comunes
de los dngulos sucesivos se denominan aristas 6
cantos; los adngulos planos, contenidos entre las

© aristas sucesivas, caras 6 lados; y los dngulos dié-
dricos, formados por las caras sucesivas, angu—
fos (14). Segun el nimero de sus aristas (6 de sus
caras) toma el 4ngulo sélido 1os nombres de ¢rilag-
tero (triddrico), cnadrilitero (tetraddrico), ... multi-
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latero (poliddrico), que se refieren al de 3, 4,... 6
varias caras. Un cono puede considerarse como
un angulo sélido infinitilatero, ¢ de.infinitas ca—
ras (20).

Las secciones paralelas (por planos paralelos)
del 4ngulo sélido, 6 del cono (con excepcion de las
que pasan por el centro) son figuras semejantes.
Pues, suponiendo que dos planos paralelos corten
a las aristas respectivamenteen 4 y 4', B y B,
Cy C,..., las rectas AR y A'B, BC y B'C’,
C4 y C'4’,... serhn paralelas; y semejantes, los
tridngulos ABCy A’B'C’, ABD y A'B'D'... por
tener sus angulos iguales (14); de lo cual resulta
(Planim. XII) que seran tambien semejantes 1
figuras ABCD... y A’B'C"D'... Las areas de
secciones paralelas son entre si como los euad
de sus distancias al centro S} puesto que

AB: A"B' = 54 : . S4"; eto.

52. Bajo el nombre de seccion esférica dem
gulo poliédrico (6 de un cono) se comprﬁhde Ta ﬁ—
gura esférica que el angulo s6lido (6 el gong] tiene
comun con una esfera concéntrlca cutye d.le es }
la unidad de longitud. Las caras del angu
son iguales 4 los lados de esta figura¥ csférwa., ,;"
cuando los arcos de circtlo mAXimo. sorSWWRHT
tuidos por sus 4ngulos centrales correspondien-
tes (38) y (Planim. 108). Los angulos del angulo
sélido son iguales 4 los de la figura esférica expre-
sada. Y de estas relaciones se colige que las pro-
piedades de las caras y de los 4angulos de un angulo
solido se deduciran de las pertenecientes 4 los lados
¥ & los 4ngulos de su seccion esférica. Si las see—
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ciones esféricas de dos angulos sdlidos son con-
gruentes, lo seran tambien estos dos angulos; y,
por consecuencia, un angulo sélido queda deter-
minado por su seccion esférica.

Dos angulos sélidos son de igual magnitud (am-
plitudo, apertura, capacitas), cuando sus secciones
esféricas tienen areasiguales. La razon de un angu-
lo poliédrico con el espacio entero, es igual 4 la ra-
zon de la superficie de su seccion esférica con la
esfera entera. En suma: la magnitud de un dngu-
lo poliédrico es el area de su seccion esférica (¥).

Las rectas, que van desde los puntos del contor-
no de una figura superficial al ojo del observador
que la mira, caen sobre las caras de un angulo
s6lido (6 de un cono) cuya magnitud (el area de su
seccion esférica) expresa la magnitud aparente de
aquella figura superficial para el lugar ¢ sitio dado
del ojo de quien la mira.

Dos 4ngulos sélidos se dicen ¢soperiméiricos,
cuando sus secciones esféricas tienen perimetros
iguales. Entre todos los angulos sélidos, isoperi-
metricos, tiene el cono de rotacion la mayor am-
plitud; y entre los angulos sélidos con igual am-
plitud, corresponde al cono de rotacion el peri-
metro minimo de la seccion esférica (**).

A cada angulo poliédrico corresponden su dn—
gulo poliédrico opuesto y su dngulo polar, deter—
minados por la figura opuesta y la figura polar de
su seccion esférica (34 y 40).

(*) Segun Camisitas (Comm. al Almag., 4350), comunica-
- do por Vitello (Opt., I, 871}. 3
(**) DescarTEs (QEuvres inéd. 11, p. 248). Véase (k8 obs.).
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53. Tres planos que tienen un punto comun, 4
distancia finita, distribuyen el espacio en 8 4ngulos
triédricos. A cada uno de estos angulos correspon-
den, ademéis de su opuesto, 3 adyacentes y los
opuestos respectivos (34) & estos adyacentes.

Los planos, que bisecan normalmente las caras
de un angulo triédrico, se cortan en una recta que
es el eje del cono de revolucion circunserito & di-
cho angulo. Los planos, que bisecan los 4ngulos de
un triedro, se cortan en una recta que es el eje del
cono de revolucion inscrito en el triedro. Puesto
que el triangulo esférico, que es la seccion esférica
del triedro, admite un circulo inscrito y un circulo
circunsecrito (46). Igualmente, para cada triedro
adyacente existen un cono de revolucion circuns-
crito y un cono de revolucion inscrito (29 y 30).

Los planos, que proyectan las aristas de un trie-
dro normalmente sobre las caras respectivamente
opuestas (15), se cortan en una recta. Porque en el
triangulo esférico, que es la seccion esférica del
triedro, los arcos que pasan por los vértices y cor-
tan normalmente a los lados opuestos pasan por un
punto (46). .

OBSERVACION. Para demostrar directamente que
s el plano YD es normal al pla-

no 488, cuando 452 es nor-

mal & BS8C, y BSD normal &

'S4, se cortan las aristas del

triedro por un plano normal &

la §D. Enténces 45D es nor-

mal 4 BC, por ser dicho plano,

AS8D, normal al 2SCyal ABC

(13); y el plano BSD normal & C4. Luego la recta

.C.D. 2022




R e
AD, del plano 4§D, esnormal & £ (10), y la recta
B D normal & C4; y, en consecuencia (Planim. 49),
CD normal 4 AB. Y como tambien es §2 normal
a AB, resulta el plano €82 normal 4 4B y al pla-
no ASB.

54. Una série de fajas ¢ bandas, cada una de las
cuales con la signiente, y la ltima con'la primera,
tiene un canto comun, separa del espacio un
prisma (*). Los cantos comunes de cada dos fajas
sucesivas se denominan aristas 6 cantos del pris—
may; las fajas mismas, comprendidas entre dos aris-
tas sucesivas, caras; y los angulos diédricos, conte-
nidos en cada dos caras contiguas, dngulos. Segun
el nimero, 3, 4,... de sus caras (6 aristas), el prisma
toma los nombres de ¢rilatero (6 triddrico), cuadri-
latero (6 tetraédrico),... multilatero (6 poliédrico).
El cilindro puede considerarse como un prisma in-
finitilatero, 6 con niimero infinito de caras.

Planos paralelos, que no lo sean 4 las aristas
del prisma, cortan 4 éste en figuras congruen-
tes (51). Por seccion de un prisma se entiende
principalmente su seccion normal (6 recta), que es
la seccion producida en el mismo por un plano
normal & una de sus aristas. Dos prismas, cuyas
secciones normales sean congruentes, son tambien
congruentes (14); por lo cual queda el prisma de-
terminado por su seccion normal. Las caras, los

(*) La voz mplopa, derivada de mpww (yo corlo), designa, se-
gun acepcion antigua, una capa 6 porcion limitada por dos
planos paralelos del prisma, abhierto, por el contrario, hécia
dos direcciones opuestas (73). En Optica se entiende por pris-
ma, generalmente, un diedro ‘macizo).
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angulos y la magnitud 6 capacidad del prisma son
determinados por los lados, los angulos y el area
de su seccion normal. La razon del prisma con el
espacio indefinido difiere de cero tan poco como la
razon del 4rea de su seccion normal con el plano
indefinido.

Un prisma (6 un cilindro) puede considerarse
como un angulo sdlido (6 un cono) cuyo vértice (6
centro) esté 4 distancia infinita. La seccion normal
del prisma se ofrece asi como seccion del mismo
por una esfera coneéntrica (52), cuyo centro se halla
tambien & distancia infinita, la cual no se diferen-
cia entonces del plano que corta normalmente 4 las
aristas (radios ahora).

Tres planos, con un punto comun en el infinito
(paralelos & una recta, dirigida & este punto infi-
nitamente distante), distribuyen el espacio en 7 re-
giones (9 y Planim. 74). Una de ellas es un prisma
trilitero; y tres de las otras pueden considerarse
como prismas adyacentes de aquélla.

55. Un cilindro (prisma) es cortado en figuras
iguales y semejantes por las caras de un angulo
diédrico, cuyo plano bisector sea normal & las aris-
tas del cilindro. Supongamos, en efecto, que las
aristas del cilindro sean cortadas por las caras del
diedro en los puntos 4, 2, C...
y 4, B, C...; y por el plano
bisector del diedro en los pun-
tos 4,, B,, C,...; y que ademas
sean A4 A,,BB B,,...secciones
normales del diedro AMNA,.
Enténces, los tridngulos 4,4 A
o AsAaAu B;BnB J -BrB:Bu‘"
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seran iguales y semejantes; y, por lo tanto, 4y 4,
By B,,... estaran situados simétricamente respec-
to del plano bisector 4, MNB,; de suerte que 4B
= 4,B,,... v, en conclusion, las figuras 4BC... y
A,B,C,... seran iguales y semejantes.

8i, particularmente, sobre un cilindro se halla
un circulo, existird sobre el mismo cilindro otro
circulo igual, situado simétricamente con el pri-
mero respecto de una seccion normal del cilindro
expresado (*).

En general, si las figuras cilindricas ABC... y
“4,B,C,... son iguales y semejantes, y los segmen-
tos de aristas, A4,, BB,, CC,,...no son todos igua-
les entre si, dichas figuras se hallarin situadas si—
métricamente’ respecto de una seccion normal del
cilindro. Si 44,, BR,, CC,... son desiguales, y 4,,
B,, C,... sus puntos medios, los cuadrangulos
AA,B,B, BB, C,0,... tendran dos lados paralelos y
dos lados iguales; y, en consecuencia, las rectas
A,B,, B,C,,... serAn normales 4 las aristas del ci-
lindro, y la figura 4,7,C,... una seccion normal
del mismo. Cuando, en particular, sea CC, = B B,,
seran BC, B, C,y B,C, paralelas, y el cuadrangulo
BB,C,€ un rectangulo.

Un cilindro es corfado por una esfera en figuras
iguales y semejantes, ABC... y 4,B,C,...,situadas

(*) Una de estas secciones circulares del cilindro se llama
con relacion a la otra, alterna, antiparalela; sec'io subcon'raria,
Toph brevayriz, segun AroLLoxio (Con. [, B), y SERENUS (sobre el
cilindro, I, 6), en la edicion de la Cdnica de AroLLONIO por
Haurev. Véase la Memoria del autor en el J. de Borchardt, 5%
p. 162,
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simétricamente respecto de la seccion normal del
cilindro que pasa por el centro de la esfera secante.
Puesto que las cuerdas paralelas 44,, BB, ..., son
bisecadas por el plano central que es normal &
las mismas.

8i una de las secciones de un cilindro por una
esfera es un ecirculo, la ofra seeccion es un circulo
igual.

Un haz de esferas que tienen un circulo comun
es cortado por un cilindro, sobre el cual esta aquel
circulo, en circulos paralelos é iguales al circulo
mismo. Puesto que cada uno de estos circulos se
halla situado simétricamente con el circulo comun,
respecto de una seccion normal del cilindro.

. Dos circulos iguales y no paralelos, £ y %,, de
un cilindro, se hallan sobre una esfera. La esfera,
en efecto, que contiene el circulo 2 y cuyo centro
cae sobre el plano, respecto del cual son simétricos
k y k,, corta al cilindro en el circulo %,, con el
que %, coincide necesariamente; por estar ambos,
k,y k,,situados simétricamente con %, respecto
del mismo plano.

Dos circulos iguales de una esfera se hallan so-
bre un cilindro. Puesto que se hallan simétricamen-
te colocados respecto del circulo miximo de la es—
fera, con relacion al cual son tambien siméfricos
los centros esféricos de dichos circulos.

96. Silos puntos de una figura dada se proyec-
tan (15) sobre una superficie dada por rectas que
pasen por un punto dado (que forman un haz), se
obtiene la proyeccion central (en perspectiva) de di-
cha figura. Con semejante modo de proyececion, un
segmento se proyecta mediante un dngulo, y una

.C.D. 2022
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linea mediante un cono (6 un plano). El punto co-
mun de las rectas y superficies proyectantes, desde
el cual es proyectada la figura dada, se denomina
centra de proyeccion.

Cuando las rectas proyectantes sean paralelas,
se obtendrd la proyeccion paralele de la figura
dada. La cual puede considerarse como proyeccion
central desde un centro de proyeccion infinitamente
distante. Las proyecciones normales pertenecen &
las proyecciones paralelas; y tambien, por conse-
cuencia, 4 las proyecciones centrales.

Entre las proyecciones centrales de figuras es-
féricas, se distinguen principalmente las esfereo-
graficas (*): cuyo centro de proyeccion esta sobre
la esfera, y cuya superficie de proyeccion es plana
y paralela al plano tangente 4 la esfera en el centro
de proyeccion.

OeservAacioN. Entre las representaciones planas
de la superficie terrestre, se distingue principal-
mente la de MercATor (*¥). En ella los meridianos

{*) Descubierta por Hieanco (160 a. de J. C.), segun tradicion
de Sinesio, y denominada por AcuiLLox (Optica, p. 498). KLicEr
(math. W. 1V, p. 492). En los escritos de Plolomeo, impresos
hasta hoy en latin solamente, Planispherium y De analemmale,
se manejan las proyecciones: en el primero, la estereogréfica;
¥, en el segundo, la ortogréfica.

(**) Gerarpo Mercaton (KReMeR) publicé esta representacion
(Carta marina, correccion de las cartas planas usadas), en Duis-
burg, en 1569. El principio en que se funda (4 cuya representa-
cion consiguiente di6 Gavss el nombre de conforme en sus
Untersuchungen iber Gediisie, A8%%, Gatl. Abh. I1), estd anotada
sobre la carta, y lo hizo conocer més generalmente Wrighten
the correction of certain errors innavigation, London, 1599. (Véase:
Breusine sobre GErRarpo Knremer (a) Mercator, Duisburg, 1869).
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esté,n representados por rectas paralelas cuyas

tancias son entre si como los angulos de dlchos
meridianos. Un triangulo de la representacion es
tanto més semejante al esférico que representa
cuanto menores son los lados de éste. En conse-
cuencia, las imagenes del ecuador y de los circu—
los paralelos son rectas paralelas que corfan nor—
malmente 4 las que representan los meridianos;
pero la distancia enfre las imagenes de un paralelo
y del ecuador no esproporcional 4 la distancia entre
el paralelo y el ecuador representados. En suma:
con la proyeccion de Mercator se consigue que las
imdgenes de las lowodromias (curvas que forman
angulos iguales con todos los meridianos que cor-
tan) sean rectas. Un barco, cuyo camino sobre el
mar forme un angulo invariable con la direccion
tambien invariable de la aguja de declinacion, des-
cribe una loxodromia; y el &ngulo que debe formar
con los meridianos la direceion del barco para que

Laupert desarrollé mas el principio (Beitrdge, 3, p. 115 y sig.);
y lo mismo hicieron LAGRANGE (Mem. de Berlin. A779); Gavuss, 1822;
(Astronom. de SCHUMACHER, ADbA. 3) v Jacos1 (Dynamilk, p. 215). El
derrotero de los barcosdirigidos segun el Compds fué determi-
nado geométricamente por Nonius (NuRez) (De arte atque ratio-
ne navigandi, 1546), y conocido con los nombres derhumb-line 6
linea rémbica. Lldmanse rombos direcciones horizontales, pun-
tos del horizonte; porque las hojas de la rosa de los vientos son
rombos congruentes cuyos 4dngulos agudos comprenden 45°.
Los vértices de unos angulos agudos se reunen en el centro, y
los de los otros se reparten sobre un circulo y se designan con
los nombres de las regiones del cielo (Breusixe Zeilschr. d. Ges.
fisr Erdkunde, IV). La expresion rombo 6 linea rémbica fué
reemplazada por SneLnio, 462k, (Tipys. Balavus s. Histiodromi-
ce I, &) con la palabra lomodromia.

7
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éste vaya desde un lugar dado 4 otro tambien dado,
puede ser medido en la representacion de la super—
ficie terrestre (carta marina) segun Mercator.

57. Silos puntos 4, B, C,... deuna figura se
corresponden, bajo cualquier ley, con los puntos Al
B, (”,... de otra, y ambas figuras estan situadas
de modo que las rectas 44’, BB’, CC",... que unen
los puntos correspondientes, formen un haz, 6 pasen
por un punto, finita ¢ infinitamente distante, y cai-
gan, por lo tanto, sobre un cono ¢ sobre un cilin-
dro, se dice que las dos figuras expresadas estan en
perspectiva (*). ]

Una figura esférica y su figura opuesta se hallan
en perspectiva; porque lasrectas que unen los puntos
opuestos pasan por el centro de la esfera. En las in-
vestigaciones sobre las figuras esféricas se dice tam-
bien que dos de éstas se hallan situadas enperspec-
tiva, cuando los circulos maximos que unen sus
puntos correspondientes pasan porun mismo punto.

Si dos tridingulos ABC y 4’ B’ (" estin situados
en perspectiva, los puntos de interseccion de sus
lados correspondientes, ABy 4'B’, BUy B'C’, CA
y C’A’, caen sobre una recta; y reciprocamente (**).

(*) Segun STEINER (Syst. Entw., p. & y 29) y Staupt (Géom. d.
Lage, 89.) En ciertos casos particulares las figuras en perspec-
tiva fueron llamadas por Evcr. (VI, 18, XI, 27) semejantemenle
puestas; por CHASLES (Ann. de Gerg., A8, p. 280), homeléticas; y
situadas colinealmente, por Macyus (Aufg. d. anal. Géom. I, p. k).

(**) Esteteorema, fundamental enla Geomelria de posicion(9),
proviene de DESARGUES (OEuvres ed. Poudra I, p. ¥13). Véase:
PONCELET [ Prop. proj., 168], y Mosius (barye. Calcul., p. 284y 346).
La exactitud del teorema para dos triangulos esféricos de una
misma esfera se patentiza por relaciones métricas (GUDERMANK,
nied. Sph., 211.)
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DemosTrAcTON. Si los triAngulos en perspectiva,
ABCy 4’ B’ (', no estan sobre un mismo plano, los
puntos %, Gy H, en que se cortan sus lados corres-
8§ pondientes, son pun-—
i tos comunes 4 los dos
¢ planos ABCyA'B' C'
¢ vy se hallan, por lo
A tanto, sobre la recta
o/ comun 4 dichos pla-
I
|

\ nos. Reciprocamente:
F  silos tridngulos ABC

y A’B’C’ no estan so-
bre un mismo plano, y cada dos lados correspon-
dientes tienen un punto comun, las rectas 44’,
BBy OC caeran de dos en dos sobre un plano y
tendran un punto comun (3).

Si los triingulos ABC y A'B'(", situados en
perspectiva, estan sobre el mismo plano, tracense
las rectas 4’8", B'SS’, (' 8§, hacia el punto §” fuera
del plano de los triangulos; y las rectas 4.5, BS" y
y C§”, hécia otro punto cualquiera, 5, de la recta

S8”. Las primeras lineas

&7 -7 auxiliares tienen con las

7 1iltimas los puntos comu-

X nes A", B" y C"" respec-
tivamente; de lo que se
o infiere "que el triangulo
A"B" (" esth sitnado en
perspectiva, tanto respec-
to del tridngulo 4'B'C’,
como® del AFB(C. Ahora
bien: las rectas AB, A'B" y A”B" pasan por un
punto #, por estar cada dos en un plano; y, por

B

sy
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igual razon, pasan las BC, B'C" y B” (" por un
punto @ y las CC, ¢"¢" y C""C”, por H. Luego los
puntos #, G y H caen sobre la rectaque tienen co-
mun los planos ABCy A”B"C".

Si, por el contrario, los triingulos A BCy A’ B’ C"
estan situados en un plano de modo que los puntos
de interseccion de sus lados correspondientes cai-
gan sobre una recta g, se proyectara el triangulo
A’B’C’ sobre un plano que pase por g desde un
punto cualquiera . Y designando por 4”B"(C"
esta proyeccion, la recta 4" B”" pasaré por el punto
comun de las dos rectas AB y A'B’; etc. Luego
AA”, BB”y CC" sehallaran dedos en dossobre un
plano y tendrian comun el punto §”. Las rectas
AA’, BB’y C¢ tienen comun el punto &, comun
tambien de la recta 8’8’ con el plano ABC.

OBSERVACION. Si en un cuadrangulo, plano ¢ ala-
beado, 45CD, se ins-
cribe el cuadrangulo
EFGH, de modo que
dos lados opuestos de
este dltimo, /'y GH,

— se corten sobre la dia-
% gonal 4 ( del primero,
{? los ofros dos lados
| opuestos de aquél, G
y HFE, se cortaran sobre la otra diagonal, B2, de
éste (*). Puesto que los tridngulos AEH y CFG
estdn en perspectiva; y, en consecuencia, ete.

58. Silasfiguras planas, ABCD..yA'B'C'D ...

estan en perspectiva, pero no en el mismo plano,las

(*) PorckLET {Prop. proj., 166).
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intersecciones de sus rectas correspondientes 48 y
A'B, AC y A'C', BCy B'(C,... caerén sobre la
recta comun 4 sus dos planos. Si las figuras planas
ABCD ...y A B C'D ... se hallan sobre un mismo
plano, 6 sobre planos diferentes, pero de tal modo
que los lados correspondientes de los triangulos
ABCyA'B'C',ABDyA'B'D,... secorten sobre la
misma recta, dichas figuras estin en perspec-
tiva (57). El punto comun &, de las rectas 44’,
BB, CC,... que unen puntos correspondientes,
toma el nombre de ceniro de colineacion de las figu-
ras en perspectiva. Todas las rectas componentes de
una de las figuras cortan 4 sus correspondientes de
la otra sobre la misma recta que se llama g¢je de
colineacion de las figuras planas en perspectiva (*).
A los puntos qué una de las figuras tiene comu-—
nes con el eje de colineacion corresponden en la otra
los mismos puntos; 4 una recta de una de las figu-
ras, que sea paralela al eje de colineacion, corres-
ponde en la otra figura una recta paralela; y al
punto infinitamente distante de otra recta de la pri-
mera figura, corresponde en la segunda un punto
4 distancia finita. Los puntos de la figura ABC...
que corresponden 4 los puntos infinitamente dis-
tantes de la figura 4’B'C’... caen sobre una recta

(*) Las figuras planas que tienen un eje de colineacion no
se diferencian de las figuvas homoldgicas de PONCELET (Prop.
proj., 297) y pertenecen 4 la clase de las consideradas prime-
ramente por Mogius (barye. ealcul., p. 301) en toda su generali-
dad, y por éste llamadas colineales. La expresion, homogrificas,
de CuAsLEs, es traduccion de colineales. Los nombres de cenlro
¥ eje de colineacion proceden de MAGNuUs (anal. géom. Aufg. L.
p. k3 y sig.), que tambien llamé 4 las rectas p' y g ejes opuestos.
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¢; los puntos de la A'B’C"... que corresponden
4 los infinitamente
distantes de la figu-
ra ABC..., caen so-
bre una recta p’. Y
estas rectas ¢ y p’
son paralelas al eje
de colineacion, dis—
tando una de ellas
de este eje lo mismo
que el centro de colineacion diste de la otra.
DemosTrACION. Las rectas correspondientes 4.5
y A’B’ se cortan en un punto # del eje de colinea-
cion; y, si Gy A son otros puntos cualesquiera de
este eje, al punto comun, P, de lasrectas AG y BH
corresponderd el punto comun, 2’, de las rectas
correspondientes 4'G'y B’H: en tal posicion que
la recta PP’ pasa por el centro de colineacion §.
En efecto, los tridngulos 44'G'y BB H estin en
perspectiva (57); y, de consiguiente, los puntos
comunes de sus lados correspondientes caen sobre
una recta. Si, pues, AG y BH son paralelas, con
ellas lo serd tambien SP’; y &4 su punto comun, in-
finitamente distante, correspondera el punto 2’
sobre la recta 4’¢, & distancia finita. Asi tambien
se demuestra que cuando £’ cae sobre 4’ ¢ de modo
que SP’ y AG sean paralelas, 4 las rectas 4'G y
B’ H que pasan por 2’ corresponden las rectas pa-
ralelas entre sf, BG y BH. Completando los para-
lelégramos GP'SQ, HP' SR, ... se ve sin dificultad
que, por las mismas razones expuestas, 4 los hazes
de rectas de la figura 45 ... que pasen por’ @,
R, ..., corresponderan hazes de rectas de la figura

_\p'
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A’B’(C... que sean paralelas con 4’G, B'H.... Los
segmentos G@ y HR son paralelos ¢ iguales; y,
por lo tanto, son QR y G H paralelos; eto.

Si los planos de las figuras en perspectiva,
ABC ...y A’B'(C’, ... s6lo tienen comun el eje de
colineacion #@ ..., las rectas trazadas desde el
punto § 4 los puntos infinitamente distantes de
A’B’'(C’ ... caeran sobre un plano, paralelo al de
esta figura 4’B’'C’ ... Y este plano tendrd comun
con el ARBC larecta ¢, cuyos puntos corresponden
4 los infinitamente distantes de 4" B’ (" ..., y es para-
lela (5) al eje de colineacion. IJgualmente se encuen-
tra sobre el plano 4’B’'(” una recta p’, correspon-
diente 4 los puntos infinitamente distantes del plano
ABC, y paralela al eje de colineacion.

OBsERVACION. Cuando las figuras planas, 4B (...
y A’B'C" ... tienen un eje de colineacion, y dos de
las rectas de union, 44', BB’ ,... son paralelas,
todas estas rectas lo son; el centro de colineacion
est4 en el infinito, y se dice enténees que las figu-
ras planas son perspectivo-afines (*). A puntos in-
finitamente distantes de una figura corresponden
s6lo puntos infinitamente distantes de la otra (los
triangulos 44’G y BB’ H no sélo estan en perspec-
tiva sino que son tambien semejantes, y por esto
A’G y B’'H paralelas).

Cuando las rectas correspondientes A By 4" B’,...
de las figuras planas ABC ...y A’B'(" ... son pa-

{*) Las figuras perspectivo-afines fueron consideradas por
Crairavrt 1731, Evier (Introd. I, cap. 18), y PONCELET (Prop.
proj., 326). El nombre de afinidad viene de EuLer. Investigacio-
nes generales sobre las figuras afines se deben en primer tér-
mino 4 Mosius (barye. Caleul., 14%-230).
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ralelas, dicese que estas figuras son perspectivo—
semejantes. Bl eje de colineacion entdnces esti4 en
el infinito; y el centro de colineacion toma el nom-
bre de centro de semejanza (Planim. XII).

59. Si una de dos figuras planas, con un eje de
colineacion, gira alrededor de este eje, mientras la
otra permanece quieta, las figuras no dejan de
estar en perspectiva (58); v el centro de colineacion
desecribe un circulo cuyo plano es normal al eje de
colineacion y cuyo centro cae sobre la recta que en
la figura quieta corresponde 4 la infinitamente dis—
tante de la figura movida (*).

DEMosTRACION. Aun cuando gire la figura
ABC(C ... alrededor del eje de colineacion #'G, per—
manecen paralelas 2’8’y @8 4las AGy A’G, con-
servando tambien P’§ su longitud. Y, como el 4n—
gulo de 4 @ con el eje de colineacion no varfa, tam-
poco varia el que forma 2’S con la recta p’; y, por
consecnencia, 2’5 describe en su vueltaun cono de
revolucion al rededor del eje p’, y el punto § des—
cribe un circulo paralelo del mismo.

60. Silos cuadriangulos alabeados (no planos)
ABCDy A’B'C"D’ estin en perspectiva, las inter—
secciones de los planos correspondientes, 45C y
A'B'C", ABDy A'B'D',... caen sobre un plano; y
reciprocamente (**).

(*) Mdowrus (barye. Calcul., p. 326), v BoBILLIER (Ann. de Gerg.
A7, p. 335). STEINER (System. entw., p. b3). Maenus (anal. géom.
Aufg. 11, § 46).

(**} PoxnceLET (Propr. proj., 582). Otro teorema més general
acerca de los cuadrangulos no planos, se halla en CHASLES
Ap. hist.) y dice asi: «Si las rectas 44 ', ... caen sobre un hi-
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DemosTrACION. Designemos por X, L y M los

puntos comunes de 4By A’B’, ACy A'C", ADy

A’D’. Enténces sera K7L el

gje de colineacion de los

tridngulos en perspectiva

ABCyA'B'('; LY, el de

los tridngulos en perspeec-

tiva ACD y A'C'D; y

MK, el de los triangulos

en perspectiva ADB y

A’D'B’. Pero las rectas

\ BCy B'C se cortan (57)

sobre el eje KL;las 0D y €', sobre LM; y las

rectas DB y D'B’, sobre KM. Lueﬂ'o KLM es el

plano de colineacion de los cuadrangulos ABCD y
A'BC'D.

Reciprocamente: si los planos ABC y A'B'C’
tienen comun la recta /; los planos ABD y A'B' D’
la recta g; y estas rectas fy g caen sobre un plano;
tanto las rectas f, gy 4B, comolas f, g ¥ A’B’
tendran un punto comun (3); y, por consecuencia,
AA’y BB’ tendran un punto comun. Del mismo
modo se demuestra que cada dos de las rectas
AA’, BB', CC"y DD’ tienen un punto comun: de lo
cual se concluye que lo tienen todas.

61. Si las figuras espaciosas (sélidas) 480D
yA'B'C'D, ABOEyA’B’ C"E’,...,tienen unplano
de colineacion comun, sobre el cua.l se corfan (6{])
los planos correspondientes AB(C y A'B'(",... las

perholoide, las intersecciones de los planos ABC y A'B’CY, .
tambien caen sobre un hiperboloide.» Heruens. (J. de Barchardt
56, p. 218).
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figuras espaciosas ABCDE... y A'B'C'D'E'... es-
tan en perspectiva. A los puntos que una de ellas
tenga comunes con el plano de colineacion corres-
ponden en la otra los mismos puntos.

A una recta, en una de las figuras, que sea pa-
ralela al plano de colineacion, corresponde, en la
otra figura, una recta paralela. Los puntos de la
figura 45..., que corresponden 4 los infinitamen—
te distantes de la figura 4’5" ... (situados sobre el
plano infinitamente distante de esta ficura), caen
sobre un plano 6; los puntos de la figura 4’8" ...,
que corresponden 4 los infinitamente distantes de
la figura A7 ..., caen sobre un plano »’; y los pla-
nos 6 y »’ son paralelos al plano de colineacion,
siendo la distancia de uno de ellos 4 este plano de
colineacion igual 4 la distancia del centro de coli-
neacion al otro (¥).

DemostrACION. Cada dos figuras planas, corres—
pondientes, de las que componen las figuras espa-
ciosas, consideradas, tienen un eje de colineacion
sobre el plano de colineacion (58). Si 4 los puntos
infinitamente distantes de las rectas 4'B’, A4’(C",
A'D" y A'E’ corresponden los puntos @, Q0. y
@, lasrectas QQ,, @Q, y QQ, seran paralelas al
plano de colineacion; y, en consecuencia, los pun-
tos @, Q,, @,y @, caeran sobre un plano 6 que es

(*) Una de estas figuras es un relieve de la otra. PONCELET
(Prop. proj., 576). Breysiec habia ensefiado 4 construir relieves
segun el mismo método en su Versuch ciner Erliuterung der
Reliefs-perspeclive, Magdeburg. 1798. Véase Ancer (Arch. de Gru-
nert & p. 285). La colinealidad de las figuras espaciosas fué tra-
tada analiticamente, poco despues de Misius, por Maexus, de
un modo especial (Analyl. géom. Aufg. II, p. 72 y sig.).
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paralelo al de colineacion. Si al punto infinitamen-
te distante de la recta 4B corresponde el punto 27,
siendo § el punto de colineacion y K el punto de
interseccion de 4.8 con el plano de colineacion, el
cuadrangulo @S2’ K serd un paraleldgramo; y, por
consiguiente, el plano 6, que contiene los puntos
@, dista del plano de colineacion lo mismo que el
centro de colineacion del plano de los punfos 27,
que designamos por 7. :
62. Las figuras ABCD...y A'B’' (' D' ..., cuando
estdn inscritas en un circulo y en perspectiva, tie-
nen un eje de colineacion, sobre el cual no sélo se
cortan los segmentos
correspondientes 4B
yid 5Bl A & A,
BC y B'C,... sino
tambien las rectas
AB" y A'B,... y las
tangentes al circulo
endyd’,.. Al pun-
to B’, considerado co-
mo un punto de la
primera figura, cor-
responde el punto B en la otra. El eje de colinea-
cion es la polar del centro de colineacion respecto
del circulo dado (Planim. 115).
~ Las figuras ABCD... y A’B'C"D'..., cuando es-
tan inscritas en una esfera y en perspectiva, tienen
un plano de colineacion que es el polar del centro
&'de colineacion respecto 4 la esfera. Puesto que
las figuras planas, contenidas en las figuras sé-
lidas dadas, se hallan dnscritas en circulos, y sus
ejes de colineacion son normales al radio de la es-
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fera dirigido al punto & Designando por M el cen-
tro de la esfera, por /V el centro de un circulo en
cuyo plano esté el punto S, y por » el eje de colinea-
cion perteneciente & este plano, serd » normal 4
N8y 4 NM; y, por lo tanto, normal 4 MS.

Sicadaunadelasfiguras ABCD...y A'B'C'D’...
estd inscrita en un circulo, y ambas colocadas en
perspectiva de manera que las rectas 44’, BE’,...
concurran en un punto de semejanza de los circulos,
sin que las rectas 4B y A’F’,... sean paralelas,
dichas figuras tendran un eje de colineacion sobre
el cual se cortaran las rectas AB y A'B’, ARy
A’FB, ... Y los puntos de este eje de colineacion tie—
nen iguales potencias respecto de los expresados
circulos (Planim. 116).

Si cada una delasfiguras 4 BCD...y A’ B'C"D...
esta inscrita en una esfera, y ambas colocadas en
perspectiva de modo que las rectas 44’, BB'...
concurran en un centro de semejanza de las esferas,
sin que las rectas A8 y A’B’,... sean paralelas,
dichas figuras tendrdn un plano de colineacion. Y
todos los puntos de este plano de colineacion ten—
dran iguales potencias respecto de las esferas expre-
sadas.

63. Supongamos que cada dosde lastres figuras
planasf, /"y /" tengan un eje-de colineacion y
estén en perspectiva (58). Silos tres ejes de colinea-

~-cion tienen un punto comun, los tres centros de
colineacion caerén en una linea recta; y recipro-
camente (*).

(*) Macnus (Analyl. geom. Aufg?l, p. 51), STEINER (J. de Cre-
lel, p. ).
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P
DemosTrACION. Por el punto O, comun & los
ejes de colineacion, trazese la recta A5 de la figu-
ra f, y las rectas correspondientes, 4’ B"y A” B"”, de
las figuras /7 y /. Enténces los tridngulos 444"
y BB’B"” estaran en perspectiva (57); y, por conse-
cuencia, las rectas 44"y BB’ (en §), A’A" y B'B"”
(en §"), A4 y B”"B (en §”) se cortan sobre una
recta. _
OpsErvAacioN. Sicada dosdetres figuras de bulto
6 espaciosas tienen un plano de colineacion, los cen-
tros de colineacion caeran sobre una recta. Porque
los planos de colineacion tienen un punto comun,
64. Dosfiguras, que son semejantes 4 una ter—
cera figura y estan en perspectiva con ella, son se-
mejantes tambien y estdn en perspectiva, cayendo
sobre una recta sus puntos de semejanza (*). Pues-
to que las rectas correspondientes, tales como 45,
A’B’, A”B"”, son paralelas y tienen comun un pun-
to infinitamente distante; y, por lo tanto (63); ete.
En particular, dos circulos sobre un plano 6
sobre planos paralelos, lo mismo que dos esferas,
pueden considerarse como semejantes y en pers—
pectiva de dos modos (Planim. 99). Y, por conse-
cuencia, tres circulos sobre un plano ¢ sobre planos
paralelos, lo mismo que tres esferas, constituyen de
4 modos 3 pares de figuras semejantesy en perspec-
tiva; y de los puntos de semejanza &§,, Sy, Sy,
7., T, T,, caen 4 veces 3 sobre una recta (**).

(*) Macnus (I, p. 57, II, p. 97).

(**) Monge, segun afirmacion de PowceLer (Prop. proj. 269). Y
D’ALEMBERT, segun comunicacion de Fuss (Nov. dct. Pelrop.
XIV, p. 139). Las anteriores relaciones fueron consideradas en
general por Fuss (l. c.).
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Cuatro esferas constituyen de 8 modos 6 pares de
figuras semejantes y en perspectiva; y de los pun-
tos 'de semejanza §,, ... 8y Loy --- Ty, caen 8
veces 6 sobre una recta.

Tres circulos de un plano pueden tambien for-
mar ftres pares de figuras en perspectiva, pero no
semejantes, cuyos centrosde colineacion se confun-
den con los de semejanza (62). Y, como los centros
de colineacion caen sobre una recta, los ejes de co-
lineacion pasan por un punto que tiene iguales po-
tencias respecto de los tres circulos dados (Plani-
metria 117).

65. Dos figuras esféricas de la misma esfera,
que estan en perspectiva, son isogonales: lo cual
quiere decir que son iguales sus 4ngulos corres-
pondientes (¥).

DemosTrACION. Sean 4B y AC curvas de una
esfera, y 4’B’ y A’C’ sus proyecciones centrales
desde 8 sobre la misma esfera. Los planos, que tie-

nen comun la recta §4 y son
tangentes 4 las curvas 4B
y AC, cortan 4 la esfera
en los circulos DAA4'D" y
FAA'E'. Y estos circulos
DAA'D y EAA'E’ son tan-
gentes en 4 4 las curvas A B
y AC, y en A’ 4 las curvas
A'B" y A’C’; en atencion &
que los planos 84Dy SAF,

(*) Vease la Planim. 123 y sig. MigueL (J. de Liow. XI, p. 72)
El principio sencillo de la demostracion fué primeramente
empleado por DanpeLIN en la Teoria de la proyeccion estereo-
grafica. (Ann. de Gerg. 16, p. 322).
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en que estan dichos circulos, son tangentesé los co-
nos proyectantes sobre los cuales se hallan las cur-
vas ABy A'B’, ACy A’C’ (21). Luego los &ngulos
formados por las curvas 4B y 40, y por las curvas
A'B'y A'C’, son iguales respectivamente 4 los 4n-
gulos comprendidos entre los arcos circulares 4.7
yAE, A'Dy A'E’. Y, como estos iltimos 4ngulos
son iguales entre si, por ser iguales y semejantes
los tridingulos esféricos que forman 4 y 4’ con los
centros esféricos de los circulos, los primeros serdn
tambien iguales entre si.

66. Dos figuras esféricas de la misma esfera,
que estin en perspectiva, son homociclicas; y esto
quiere decir que & cuatro puntos de una de las
figuras, situados sobre un circulo, corresponden
cuatro puntos de la otra, situados tambien sobre
an efrculo. El circulo maximo, cuyo plano contie-
ne el centro de colineacion, y el centro esférico de
uno de los eirculos, pasa tambien por el centro es-
férico del otro eirculo.

DemosTrACION. La esfera es cortada por los pla—
nos S48, SBC, SCD y SDA en los circulos
ABB'A’, BOC'B',CDD' C"y DAA'D’: de tal suerte
que los cuadrangulos de arcos de ecirculo, ABCD
¥y A’B'C'D’, tienen sus dngulos respectivamente
iguales (65). Ahora bien, si 2 cae sobre el circulo-
ABC, 1a suma de dos angulos, no consecutivos, del
cuadrangulo 4 BCD, serd igual & la suma de los
otros dos (45 y Planim. 28). La misma igualdad se
encuentra entre los éangulos del cuadrangulo
A’B’'C"D’: 1o cual prueba que 2’ cae sobre el circu-
lo A’B'(C". Siendo 4D el diametro esférico del
circulo 4 B, en cuyo plano estd &, serd A’B’ un
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diametro esférico del circulo 478 C"; puesto que el
angulo formado por 4’8’ con el circulo 4’5" (C’ es
igual al d4ngulo formado por 42 con el circu-
lo ABC;y como éste es recto, aquel lo sera tam-
bien.

67. TUn haz de esferas que tienen un circulo co-
mun, es cortado por un cono, sobre el cual estd
dicho circulo comun, en circulos paralelos que son
tambien proyecciones estereograficas del expresa—
do circulo comun desde el centro del cono (*).

DemosTrACION. Las esferas del haztienen comun
con el cono, cuyo centro es &, el circulo ABC;y
son cortadas por aquel cono en las figuras esféri—
cas A'B'C'y, A" B (", ... que son isogonales y ho-
mociclicas con 4BC; y, por lo tanto, circulos. Por
otra parte, sobre el plano 45 caen los circulos
ABB' A" ABB"A",... ABS, y la tangente al tlti-
mo ST losangulos 244’ B’,
24478 ... 24,587 son igua~
les (Planim. 27); y, por
lo tanto, las rectas A'B’,
A”B"”, ... 87, paralelas,ete.
Luego los planos 4'B'(C,
A”B"”(C",...son paralelos al
plano tangente en § 4 la
esfera ABCS; y, de consi-
guiente,loscirculos 4’8’ (",

&
N

B

(*) Véase la nota del autor en el J. de Borchardt, A.5%, p. 165,
En general, dos superficies de segundo dérden fienen comun
una linea no plana de cuarfo érden, que, en casos parlicula-
res, se reduce 4 dos lineas (planas) de segundo érden; y en el
caso presente, 4 dos circulos. CuAsLEs 1815 (Corresp. sur I'Ee.
polyt. 3, p. 43), ¥ PoNcELET (Prop. proj., 600.)
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SR
A"B"(C"..., son proyecciones estereografigns dél
circulo 480 desde el centro 8 (36).

Dos circulos, como 4By A’B'C", se llaman
secciones alternas del cono (55). En el cono de re-
volucion estas secciones son paralelas.

68. Dos circulos, no paralelos, situados sobre un
cono (y esto quiere decir que estan en perspectiva),
lo estan tambien sobre una esfera,

DemosTrACION. Si los eirculos tienen dos pun-

o
Jf’.‘a

AMBIn

whid g, 2

28 %4,
2%

- 7

tos comunes, sabemos ya (28) que estan sobre una’

esfera. Sean, pues, dos circulos, como los 4 B¢ y
A'B'C’, que no tengan ningun
punto real, comun. En el 45 (tra-
cese la cuerda 2 @, paralela al pla-
no A'B'C'; y por dicha cuerda Ia
seccion cénica 4" B (", paralela
con A'B’'C", que serd como ésty
un circulo. Los circulos 4R y
A" B" (", quetienen los puntos co-
munes, £ y @, caen sobre una es-
fera. Elconodado contiene el circu-
lo ABC, y corta por segunda vez

ala esfera ABCA" en el efrculo A'B"C", y 4 la

esfera A BCA', en un circulo, paralelo al 4" 5"

(67), que, por lo tanto, coincide con el 4’5 (".

69. Dos circulos sobre una esfera estan en pers-
pectiva de dos modos. Sus centros de colineacion,
tanto caen sobré el plano del efrculo maximo que
pasa por los centros esféricos de los dos circulos,
como sobre la recta que une los vértices de los
conos tangentes 4 la esfera en las circunferencias
de los circulos dados.

DEeMOSTRACION. Supongamos que el cireulo méxi-

g
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mo que pasa pbr los centros esféricos de los circulos
%y &, corte al primero en los puntos 4y B,y al
segundo en los puntos 4" y B'; y que las rectas
51 AA’ y BB’ se corten en el pun-
/| to /5. El cono, que desde 5 pro-
/ | yecta el circulo % sobre la esfe-
' ra, corta 4 esta misma en un
circulo, del cual es un didme-
tro esférico el arco de circulo
maximo 4’5" (66), y que coin—
cide, por lo tanto, con el circu—
lo #’. Cambiando 4' por B’ se
halla el segundo centro de co—
lineacion, 7, de los circulos
dados.

Lasrectas, tangentes al eircu-
P lo maximo en los extremos de
las cuerdas A'B’ y AP, se cortan en P’ y P que
son los centros de los conos tangentes & la esfera
en las circunferencias de los circulos 2"y £ (25).
Trazando P'Zy P'F paralelas con P4 y PB, se-
rn P E—= P'A’, P K= P/ y, en consecuen-
cia, P’/ = P'F. Luego los tridngulos P'EF
y PARB son semejantes y en perspectiva; y ésto

prueba que larecta PP’ pasa por 5.
La recta 87 es la polar del punto comun de las
rectas A’B' y AR, respecto del circulo AB B4’ (62).
OpsErvAcION., Tres circulos sobre una esfera
pueden considerarse de 4 modos como 3 pares de
figuras en perspectiva. Sus centros de colineacion
Vo Sigy Sz Ligs T'iay Ty, caED sobreun plano, y
cada 3 sobre una recta 4 veces; porque los ejes de
colineacion tienen un punto comun que es tambien




e O
el punto comun de los tres planos de los circulos
(63 y 64).

Los circulos sobre una esfera, cuyos planos ten-
gan una recta comun, constituyen un haz esférico.
Los centros esféricos de sus circulos ortogonales
caen sobre el circulo prineipal del haz (*). Desde un
punto P de la recta comun g, situado fuera de la
esfera, pueden trazarse tangentes iguales & los
circulos del haz; puesto que estos circulos estan
sobre una esfera. Y la proyeccion del punto 2 sobre
la esfera, desde el centro de esta, Iisma, es el cen—
tro esférico de un circulo determinado que corta
normalmente 4 los eirculos que forman el haz.

70. Una figura esférica y una proyeccion este—
reografica de la misma, son isogonales y homoci-
clicas. La recta proyectante del centro del cono
tangente 4 la esfera en la periferia de un circulo
Pasa por el centro de la proyeccion estereografica
de este circulo (**).

DEmosTRACION. Dos curvas esféricas, Au y Av,

con un punto comun
A, son proyectadas
desde el punto § de
la esfera, mediante co-
nos, sobre un plano,
paralelo al plano tan—
gente 4 la esfera en 5+
sobre el plano, por
ejemplo, tangente 4 la
esfera en 2 que es el

(*) SteINER (J. de Crelle A, p- 182}, MIQuUEL (1. ¢., p. 13).
(**)  Planimelria (A2k). El centro de laproyeccion estereogra-
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punto opuesto de §. Los planos tangentes 4 los
conos proyectantes en su arista comun, sS4, con-
tienen rectas tangentes, tanto & las curvas esfé-
ricas proyectadas du y 4v, como & sus proyeccio—
nes A'u' y A'»'; cortan & la esfera en los circulos
 SAB v SAC, situados en los planos tangentes &
los eonos proyectantes, y que por lo mismo tocan
en A 4 las curvas esféricas; y cortan al plano tan-
gente 4 la esfera en S, paralelo al de proyeccion, en
lasrectas Su”y Sv'' que son tangentes & los eirculos
SABy SAC,y paralelas 4 las rectas A'w' y A’ Bl
angulo de las curvas esféricas dadas, ¢ el de los
circulos que las tocan, es igual (65) al formado
en S por estos mismos circulos; ¢ igual, por con—
secuencia, al formado por las tangentes Su''y Sv'',
6 por las tangentes A%’ y A'v": siendo este ltimo
angulo la proyeccion estereografica del primero.
Designemos ahora por G el centro 6 vértice del
cono que toca 4 la.esfera en el circulo DEF; por H
la proyeccion sobre la esfera de aquel vértice G
desde el punto S; por D', &', F' y H' las proyec-
ciones estereograficas de los puntos 2, TR il B
Los circulos SHD, SHE y SHF cortan normal-
mente al eirculo DEZF; porque sus tangentes Da,
EG vy F@ cortan normalmente & este mismo circulo
DEF. Y de resultas, las rectas ' D', A’ E"y H'E',
proyecciones estereograficas de los circulos SHD,
SHE y SHF, encontrarin tambien normalmente &
la proyeccion estereografica, DEF', del circulo

fica de un circulo fué determinado por CHASLES del modo ex~
presado. (1817 Ap. hist.). El fundamento sencillo de esta teoria
ya dijimos (65) que pertenece & DANDELIN.
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DEF. De donde se colige que la curva D'E'F' es
un eirculo cuyo centro es #'. Tambien puede de-
mostrarse, como antes (69), que H'D' : H'E’
= GD: GE, ete. :

OBservAcioN. La proyeccion estereogrifica de
un haz esférico de eirculos (69-04&s.) es un haz
plano de circulos. 3

71. Una figura esférica, y su proyeccion, no
semejante, sobre otra esfera, desde un punto de
semejanza de las dos esferas, son isogonales y ho-
mociclicas. Los centros de los conos que focan &
las esferas en circulos correspondientes caen jun-
tamente con el centro de proyeccion sobre una
recta (¥).

DemosTrRACION. Sea f una figura de la primera
esfera; /' su proyeccion no semejante; y 7’ su pro-
yececion semejante sobre la segunda esfera, desde
un punto de semejanza de las dos esferas. Entonces,
las figuras /' y /"' son isogonales y homociclicas
(65 y 66); las figuras /"' v f lo son tambien, por ser
semejantes; luego f’ y f son isogonales y homoci-
clicas. Designemos por P, P'y P'" los vértices de
los conos tangentes 4 las esferas en un circulo de f
v en los eirculos correspondientes de /” y f'; la
recta proyectante de P’ pasard por 2’ (69), y la
proyectante de P por P'', 4 causa de la semejanza
de /"y f:y, por lo tanto, P’ estari sobre la recta
proyectante de 2.

Representando por M y M' los centros de las
dos esferas; por # y 7, sus radios; y por /§, su punto
de semejanza externo; se verificara la proporcion

(*) MiQuEL (1. c., p. T2).

M.C.D. 2022




ol
SM : r=SM .2 pero, si el centro M’ de la segun-
da esfera se aleja hasta el infinito, serd SM : 7= 1;
convirtiéndose la esfera en un plano que corfa nor-
malmente & SHM; yla proyeccion, en estereogrifica.

ViI.—Tetraedro v paralelepipedo.

72. Una superficie, cerrada por poligonos pla—-
nos, se llama poliedro; y el espacio incluido en ella,
cuerpo (geométrico). Los poligonos eircundantes se
llaman caras (edpas, faces) del poliedro; y cada lado
de un poligono, que es tambien lado de otro poli-
gono contiguo, arista 6 canto (14). Toda arista del
poliedro es arista tambien- de un dnguio diddrico
del mismo. Todo dngulo de un poligono lateral
tiene el vértice comun con un 4ngulo de otros dos
6 mas poligonos; y estos Angulos, con el vértice co-
mun, forman un daguwlo sdlido (triédrico, tetraédri-
co... poliédrico) del poliedro (51). Admitese gene-
ralmente que cada dos vértices del poliedro, que no
sean extremos de una arista, estin unidos por una
linea compuesta de aristas; y que, saltando por
cima de la arista comun para pasar de una cara &
otra contigua, podremos llegar sucesivamente & to-
das ellas (89). En la determinacion de un poliedro
se toman en cuenta el niimero y la especie, tanto
de sus caras, como de sus angulos poliédricos.

Los planos trazados por el centro de una esfera,
cuyo radio es la unidad de longitud, paralelamen-
te 4 las caras de un poliedro, cortan & la esfera en
un sistema de circulos maximos, en el cual estin
representados: los angulos de las aristas, por las
distancias esféricas entre los puntos de interseccion
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de los cireculos méximos; los angulos diédricos del
poliedro, por los angulos de los circulos maximos;
los 4ngulos poliédricos, por sus secciones esféri-
cas (52).

73. El cuerpo que resulta cortado por un plano
de un angulo sélido, poliédrico 6 multilatero se
llama pirdmide; y esta piramide tomaré el nombre
de n-latera, cuando sea parte de un angulo sélido
n~latero. La superficie lateral, ¢ circundante, de
esta piramide, consta de un poligono # angulo y
de # tridangulos; uno de sus angulossdlidos (picos 6
vértices) es n latero; y los n restantes, trilateros; y .
el niimero de sus aristas es 2z, Toda pirAmide mul-
tilatera, como todo poliedro, puede ser descom-
puesta, mediante triangulos diagonales, en pird—
mides trilateras. Un cono (limitado 6 cerrado por
un plano) puede considerarse como una piramide
de un nimero infinito de caras. ;

La capa ¢ trozo de un prisma (en sentido lato)
comprendido entre dos planos paralelos, se deno-
mina prisma (en sentido restringido); y este prisma,
n-ldtero, cuando sea parte de un prisma n-ldle—
7o (54). La superficie lateral ¢ circundante del pris-
ma n—ldtero se compone de dos #—go10s congruen-
tes y  paraleldgramos; cada dos de sus 2n &n-
gulos s6lidos completan un diedro; y de sus 3z
aristas son 2u, por pares, iguales y paralelas; y las
n restantes, todas iguales y paralelas. Todo prisma
multilatero puede ser descompuesto, mediante pa-
ralelogramos diagonales, en prismas trilateros.
Prisma y cilindro toman el nombre de 7ecfos cuan—
do son limitados por secciones normales.

74, Cuatro planos, que no tienen un punto co-
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mun, distribuyen el espacio en 15 espacios 6 regio-
nes; en virtud de que de los 8 angulos sélidos, for-
mados por 3 de los planos dados (53), uno solo no es
dividido por el enarto plano, siéndolo los 7 restan—
tes. Uno de estos 15 espacios, 4 BCD, estd comple-
tamente cerrado y se llama fefraedro: el cual pue-
de considerarse de
cuatro modos co-
mo una pirdmide
trilatera. Entre las
aristas del tetrae-
dro pueden elegir-
se 2 por 3 veces, 0
tres pares de ellas,
- que no estan en el
mismo plano: tales como 4B y CD, BC y AD,
CA y BD; ylas aristas que constituyen cada uno
de estos pares se llaman opuestas (*). Cuatro de
los otros espacios (4), (B), (C) y (D) son triedros,
¢ angulos triédricos, opuestos por el vértice &
los del tetraedro. Otros cuatro espacios (4B(),
(BCOD), (CAD)y (ABD) se apoyan por fuera sobre
las caras del tetraedro y unidos & éste comple~
tan los angulos sélidos 6 triedros del mismo. Los
sels espacios restanfes, (48) y (CD), (BC) y AD),
(C4) y (BD), se apoyan exteriormente sobre las
aristas del tetraedro y son opuestos & los diedros
de éste.
Un plano, paralelo 4 dos aristas opuestas, 4.8 ¥
CD, del tetraedro, corta 4 éste en un paralelégra-
mo 4'B'B"A"; puesto que 4'B' y 4" B" son para—

(*) MoxeE (Corresp. sur I'Eec. polyt. I, p. kk0).
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4 la arista C'D (57-00s.).

Entre los angulos de las aristas, los diedros y
los triedros de un tetraedro, existe la misma de-
pendencia (72) que entre los lados, los 4ngulos y
las 4reas de una figura esférica formada por cuatro
circulos maximos (cwadrilatero esférico completo).

75. Los planos que pasan por cada una de las
aristas del tetraedro y los puntos medios de las aris—
tas opuestas respectivamente; las rectas que unen
los puntos medios de las aristas opuestas; y las rectas
(medianas) que unen cada uno de los vértices del
tetraedro con los centros de gravedad de las caras
respectivamente opuestas; pasan por un mismo
punto, que es el punto 6 centro de gravedad del te-
traedro (¥). En efecto, sean £y £ los puntos me-

dios de las aristas opues—

tas ACy BD; FyF', los
puntos medios de BC y

AD; Gy @, los puntos
medios de 4B y CD.
Enténees los cuadrangu-
= plos HFE'F, FGF'G y
GEG E' son paralelogra-

mos concéntricos, que toman el nombre de secciones
medias del tetraedro (Planim. 63). Ahora bien, los
planos 4 O£’ y BDE se cortan en la recta Z4", ete.

(*) Comuannixo (De cenlro gravitatis 1565, Prop. 17, 22). De los
libros de ArquiMEpes sobre los Cuerpos flotantes se colige,
como el mismo Comuaxpino observa, que AnQUiMEDES determing
tambien los centros de gravedad de los cuerpos ménos
simples.
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El punto comun § de los segmentos ZE', F'F" y

G'G' caesobre cadaunode los planos ARG, DG, ...
Las rectas OS5y B/S pasan por los puntos de gra-
vedad, #'y J, de los tridingulos 48C y 4CD; por
ser AF' y BE medianas del trisngulo 4BC, ete.
(Planim. 64).

Ademés es A.J paralela & BD,y HJ: BD=1:3;
porque £ : EB =FEJ: ED=1:3; y, de consi-
guiente, Z§: S0 =1:3. De esta tiltima propor-
cion se deduce que el centro de gravedad del te-
traedro divide & las rectas que unen los vértices del
tetraedro con los centros de gravedad de las caras
respectivamente opuestas en segmentos cuyarazon
es 3. Los centros de gravedad (baricentros) de las
caras de un tetraedro son los vértices de un te-
traedro semejante que estd en perspectiva con el
primero (88, y Planim. 100).

76. Dos tetraedros, que tengan un angulo sélido
y las aristas que en él concurren respectivamente
iguales, son iguales y semejantes. Y esto significa
que las caras, las aristas, los angulos diédricos y
los 4ngulos triédricos del uno son respectivamente
iguales y semejantes &4 los elementos homdlogos
del otro; y que sus volimenes son iguales. Pero
s6lo seran congruentes los tetraedros, cuando dos
de sus dngulos sélidos, iguales y semejantes, lo
sean; de suerte que, en el caso contrario, la igual-
dad de los voliimenes de los tetraedros, énténces
incongruentes, se demostrard descomponiéndolos
en tetraedros congruentes (*). 8i # y M' represen-

it S e

S AR St

T B,

P =L

T

(*) LeGENDRE (Géom. Note 7, 2.* ed.) dedujo esta demostra-
cion de la misma fuente que la relativa 4 la equivalencia de
los tridngulos esféricos opuestos (35).
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tan los centros de las esferas ABCD y A'B'C'D
(28), y Ny N' los centros de los circulos ABCy
A'B'C', lostetraedros iguales y semejantes, 480D
y A'B'C'D', pueden ser descompuestos cada uno
de cuatro modos en tres tetraedros, 4 BNM, BCNM,
CANM...y A'B'N'M',... que son congruentes; por-
que los 4ngulos sélidos Ny /V',... son congruentes,
77. El espacio comun4 tres capas, comprendidas
entre planos paralelos, 6 sea, el espacio limitado por
tres pares de planos paralelos, se llama paralele-
pipedo (nxpxhml-eminedov). Este poliedro puede consi-
derarse de tres maneras, como un prisma cuadrila-
tero; consta de 6 caras que son paraleldgramos,
dos 4 dos congruentes y paralelos; tiene 8 vértices
trilateros (triedros) entre los cuales existe la misma
dependencia que entre los triedros formados por
tres planos al rededor de un punto (53); y compren-
de 12 aristas, cuatro &4 cuatro iguales y paralelas.
Si un vértice (triedro) del paralelepipedo esté
formado por tres angulos rectos, todos los angulos
sélidos (vértices) del paralelepipedo setd4n con-
gruentes, y el paralelepipedo reclangular. Si un
dngulo s6lido del paralelepipedo tiene sus tres aris-
tas iguales, todas las aristas del paralelepipedo
seran iguales, y el paralelepipedo, 7dmbico (*); y,
si ambas condiciones se realizan, el paralelepipedo
tomaréd el nombre de cubo (#58os, cubus); que, por
ser congruentes sus angulos s¢lidos y sus caras
(cuadrados), serd un exaedro regular.
En el paralelepipedo existen tres pares de para-

(*) Un paralelepipedo se llama romboedro cuando sus caras
son rombos congruenfes (43).
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lelégramos diagonales, ABA'B'y CDC'D, ...;y
cuatro rectas diagonales, 44', BB', CC', y DD,
que se cortan en el centro del paralelepipedo; por-
que AA'es bisecada por BB’ en el paralelégramo
ABA'B'. Todo plano, como el ZFE'F', que pasa

por el centro &S del pa-
ralelepido, divide 4 éste
' en dos poliedros igua—
les y semejantes, pero
incongruentes. Pues—
to que los tefraedros
SEFA y SEF'A" son
iguales y semejantes,
peroincongruentes co-
mo los &ngulos sdlidos

en el centro (76); ete.
78. En el paralelepipedo existen cuatro pares
de triangulos diagonales, paralelos y congruentes,
que cortan de los 4ngulos sdlidos (friedros) opues-
tos tetraedros iguales y semejantes, pero incon—
gruentes. Dos tridngulos diagonales, paralelos y
congruentes, son cortados por una diagonal en sus
centros de gravedad, y dividen 4 esta diagonal en
tres partes iguales. Asi, por ejemplo, la diagonal
44"y una mediana del tridngulo £C'D se cortan

segun la razon 1: 2 (Planim. 62).

Los tridngulos diagonales, no paralelos, limi-
tan dos tetraedros, BDA'C' y B'D'AC, inscritos
en el paralelepipedo de tal modo que cada dos de
sus aristas opuestas caen sobre las caras paralelas
del mismo (*). Aquellos tetraedros se hallan en pers-

i S P ST e R

Ol S il b

(*) MoxeE (Corresp. sur U Ec. poliyt. [T, p. 266),
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pectiva y son iguales y semejantes (no congruen-

tes); porque los segmentos BB, DD', A'4 y C'C
tienen por punto medio co-
mun el centro del para-
lelepipedo (76). Y sus cen-
tros de gravedad coinciden
en el centro del paralelepipe-
do; porque la diagonal 44’
pasa por el centro de gra-—
vedad de la cara BDC'; et
ceetera (75).

OpsERVACION. Tresrectas AB, 04’y B'C',delas
cuales no haya dos
que estén en un
mismo plano, deter-
minan tres capas 0
estratos, y, de con—
siguiente, un para-
lelepipedo que tiene
por aristas no con-
tiguas las rectas da-
das. Cada una de las aristas 4'B', C'd y B C, res-
pectivamente paralelas 4 aquellas rectas, tienen
un punto comun con cada una de las mismas, &
saber: 4'B', por ejemplo, tiene comun con 475 el
punto infinitamente distante; con (/4', el punto 4
y con B'C' el punto B', ete. De lo cual se desprende
que las rectas 4'B’', C'4 y BC se hallan sobre el
hiperboloide reglado (8), determinado por las rectas
dadas AB, CA'y B'C', que es concéntrico con el
paralelepipedo (*).

(*) HacmetE (J. de Crelle |, p. 345).
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79. Los planos, que pasan por los puntos medios
de las aristas de un tetraedro Y son normales 4 las
aristas respectivamente opuestas & las primeras,
tienen un punto comun. I segmento, limitado
por este punto y el centro de la esfora circunscrita
al tetraedro, es bisecado por el baricentro de este
mismo tetraedro (¥).

Devosrracion.  Las aristas opuestas del tetrae—
dro ABCD deter-
minan tres capas, y,
por lo tanto, un
paralelepipedo, cir—
cunscrifo no sola—
mente al tetraedro
ABCD, mas tam-
bien 4 su igual y se-
mejante A'B'C'D
(78). Estos tetraedros estan en perspectiva, y por
ésto las rectas 4A4’, BB, ... tienen por punto medio,
comun, el centro de gravedad del 4 2CD:de donde
se deduce que los centros de los circulos ABC y
4'B' (" particularmente, y los de las esferas 4 B D
Y A'B'C'D', se hallan en tal situacion que los seg-
mentos entre ellos comprendidos son divididos por
mitad por el baricentro del tetraedro expresado. El
plano, que biseca la arista 4.7 Yy es normal 4 su
opuesta €D, biseca normalmente la arista ¢/ ‘D', ete.
Los planos, que bisecan normalmente las aristas
del tetraedro 4'B'C' 1y, pasan por el centro de la
esfera A'B'C'D’ (28); y, de consiguiente, cada
Plano, que biseque una arista del tetraedro ABCD,

(*)  Moxee (Corresp. sur I'Ee. polyl, 11, p. 266).
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la 4B, por ejemplo, y sea normal 4 su opues-
ta C'D pasara por el centro de la esfera 4’5’ C’D).

80. Las alturas de un tetraedro 4BCD, 6 sean
las normales desde sus vértices 4, B, ... &4 sus ca-
ras respectivamente opuestas CBD, ACD, ..., no
pasan generalmente por un mismo punto; sino que
se hallan sobre un hiperboloide reglado, determi-
nado por tres de las mismas (8). Sobre el mismo
hiperboloide caen las normales 4 las caras del te-
traedro trazadas por sus puntos de alturas respec-
tivos; y el centro de este hiperholoide és el punto
comun de los planos (79) que pasan por los puntos
medios de las aristas del tetraedro y son normales
4 las aristas respectivamente opuestas (*).

Si A es el punto de alturas del triangulo 4B C,
las rectas A, BH 'y C'H son las proyecciones nor-
males sobre el plano 42 C de las alturas del tetrae-
dro que pasan por 4, B y C; porque el plano pro-
Yectante de la altura que pasa por 4 es normal &
los planos BCD y ABC,y, de consiguiente, & la
recta B, etc. Lanormal en A al plano 4 BC corta
tambien & las alturas del tetraedro- que pasan por
4, By O, y tiene comun con la altura que pasa
por D el punto infinitamente distante. Ete.

El cenfro del hiperboloide cae sobre la hisectriz
de la faja cuyos lados pertenecen 4 las rectas del
hiperboloide (78-0&s.). Ahora bien, si d representa

(') STEINER (J. de Crelle 2, p. 27 y Sist. Entw. p. 316). HERMES
(J. de Borchardt 56, p. 241). La propiedad de las normales 4 las
caras por sus puntos de alturas y la posicion del centro del
hiperboloide fueron consideradas por JOACHIMSTHAL (Arch. de
Gnunert 32, p. 109).
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la proyeccion normal de 2 sobre el plano 4 BC, y
m' el punto medio de @4, ser4 m' la proyeccion
normal del centro del
hiperboloide; y, si ade-
méas S representa el
punto de gravedad del
tridngulo 48C, y m
el centro del efreulo
_\ ABC y la proyeccion
= normal sobre el plano
AB( del centro de la esfera 4 BCD, el punto & divi-
dird la recta Am segun la razon 2 (Planim. 100).
Tomando en cuenta el tetraedro A'B'C'D; que esta
inscrito con el 48CD en el mismo paralelepipe—
do (78), §' dividide al segmento 2.0 segun la ra-
zon 2; y, en el supuesto de que represente &' la pro-
yeccion normal de 2 sobre el plano 4B C, tambien
d8: 8d = 2. Luego md y dm' son paralelas é
iguales; mm' es bisecada por dd'; ¥, Por consecuen-
cia, 7' es la proyeccion normal del centro de Ia es-
fera A'B'C'D' (79). Las mismas consideraciones
pueden hacerse respecto de todas las caras del te-
traedro 4 BC D; de lo cual se desprende que el hi-
perboloide es coneéntrico con la esfera 4'B' ' D).
81. Si una arista de un tetraedro forma angulo
rectocon la opuesta, lasalturas del mismo que pasan
por los extremos de aquella arista caen sobre un
plano; y reciprocamente. Si dos aristas contiguas
de un tetraedro forman angulosrectos con sus res-
pectivamente opuestas, las alturas del mismo ten—
dran un punto comun; y reciprocamente (¥).

{*) Este tetraedro se halla en L' HuiLign (De relatione mulua
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DEmostrRACION. Sean Ae, Bb, O¢ y Dd las altu-
D rasdel fetraedro 4 B C'D; si es
la arista C2) normal & la A B,
el plano CDd ser4 normal
tambien & la arista 47, y,
_y¢ por lo tanto, al plano 48D,
y contendrd la altura Cec.
Lo mismo se prueba que el
plano 425 contiene la altu-
ra Ae. El plano de las altu-
ras Aa y Bb es normal & 0D; el de las alturas Cc y
Dd es normal 4 44; y, por consecuencia, estos pla-
nos son normales entre si.

Si las alturas (¢ y Dd caen sobre un plano, este
plano seré normal 4 los planos ABD y ABC, y 4 su
interseccion 4 Z; y tambien, por lo tanto, serd D
normal & 4 5.

Si B es normal & (D, y B( normal & AD,
cada dos alturas caen sobre un plano, teniendo
enténces todas un punto comun # (3): luego la
arista 0’4 serd normal 4 la BD (46 y 53).

OBsErvAcION. Los planos
ADE, BDE y CDE cortan
4 lasrectas BC, (4 y AP en:
los puntos #, Gy H respec-
tivamente; de modo que #
es el punto de alturas co-
mun de los tridngulos 4 DF,
BDG y CDH. Las rectas
FE, GE y HE cortan nor-

paging 154). Véanse: FErnior (Ann. de Gerg. 2, p. 133); FEUERBACH
{die dreieckige Pyramide, 40 y sig.); v C. F. A, Jacosr (van Swin-
den p. 53 y sig.).

k
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malmente & las rectas 40, BDy CD en los puntos
I, G" y H'. Luego, silas alturas del tetraedro tie-
nen un punto comun, por este punto pasaran tam-
bien las normales comunes, #F’, GG y HH’, &
las aristas opuestas.

Al mismo tiempo los productos AZ . Ha,
BE . Eb, CE . Ee, DE . Ed, FE . EF', GE . EG'y
HE . EH' son iguales entre si (Planim. 117); y,
por consecuencia, el punto G’ cae sobre el circulo
FF'@; el punto H' sobre el cireulo ##'H; y el
uno y el otro, G y H', sobre la esfera PR GH.
Tambien &y ¢ caen bobre la esfera 4B Ca; ete. El
punto Z tiene iguales potencias respecto de las
cinco esferas ABCa, BCDb, CADc, ABDa y
FGHF'.

82. Para cotejar respecto de su sentido, dos te-
traedros, ABCD y A'B’'('D)’, dados por sus vér-
tices en un 6rden determinado, se imagina el lec—
tor colocado primeramente en la arista 48, con
los piés en 4 y la cabeza en &, y observa entonces
si el moviento de (¢ hacia D se verifica hacia su
izquierda 6 hacia su derecha. Colocandose despues

en la arista 4’8’ del
. mismo modo, con los

€ g piésen 4’ y la cabeza
i/‘_\h/?_ en B’, observara si el
; Y, movimiento de ("' hacia

D’ se efectia hacia su
Iunlelda 6 hacia su derecha. Segun que estos dos
movimientos, observados desde el mismo punto
de vista, coincidan, 6 no, respecto de su sentido,
asi los tetraedros seran del mismo sentido, 6 de
sentidos opuestos. En el primer caso, el movi-
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miento efectuado desde & por C'hasta 2 en el con—
torno B (D aparece del mismo sentido que el efec-
tuado sobre el contorno 20’2, desde B’ por ('
hasta 2’; en el segundo, estos movimientos para
los mismos puntos de vista se muestran con senti-
dos opuestos.

Coligese de lo dicho que los tetraedros 480D
Y 4B CF seran del mismo, 6 de opuestos sentidos,
segun que los vértices 2 y & caigan, 6 no, al
mismo lado del plano A C. En el primer caso, serd
dividido ¢ cortado el segmento DE' exteriormente
por el plano ABC; y en el segundo, interiormente.

Si las notaciones ABCODy 4'B "D’ designan
tetraedros del mismo sentido, por el modo de compa-
racion éntes explicado reconoceremos que los re-
presentados por las notaciones 4800y A’ B’ o,
ACBD y A’B'C"D’', BACD y A’B'C'D" son te-
traedros'de sentidos opuestos. Y esto ensefia que
por el cambio miituo de dos vértices en la expre-
sion 6 notacion del tetraedro siempre varia el sen—
tido del mismo (¥).

83. Cuando 4 cada punto de una figura de bulto
(sélida) corresponde un punto de otra figura del
mismo género, de tal modo que los tetraedros
ABCD, ABCE, ..., constituidos por fres puntos de
la primera figura con cada uno de los restantes,
sean iguales y semejantes respectivamente 4 los te-
traedros correspondientes A ABCED s AL B OB
de la segunda figura; y que los tetraedros siguien-
tes 4B CE, ... seap del mismo sentido, 6 de sentido
opuesto al del primero 4BCD, conforme los te-

{*) Mosus (barye. Caleul. 49 Y Statik 63},
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traedros A'B'C'E’, ... sean del mismo sentido, ¢
de sentido opuesto al del 4'B'C'2D’, se dice que las
figuras expresadas ABCDE ... y A'B'C'D'E' ...
son iguales y semejantes. Y esta denominacion sig-
nifica que todos los demas tetraedros de la una son
iguales y semejantes & los correspondientes de la
otra. Las figuras sélidas tendrén el mismo sentido,
0 sentido opuesto, siempre que un par de sus te-
traedros correspondientes tengan el mismo senti—
do, 6 sentidos opuestos (*).

DemostrAcioN. De la igualdad y semejanza de
los tetraedros ABCD, ABCE, ... con sus corres-
pondientes, se concluye que los tetraedros A BDE,
ACDE, ... son tambien iguales y semejantes & sus
correspondientes. De la igualdad y semejanza de
los tetraedros BACD, BACE, ... se deduce asi-
mismo que los tetraedros BADE, BCDE, ... son
iguales y semejantes & sus correspondientes, efe.

84. Para dos tridngulos, iguales y semejantes,
ABCy A'B'C' situados en planos diferentes, no
paralelos, 6 de distinta postura, existe un eje s, con
la propiedad de que los diedros 4sA', BsB' y CsC",
y las proyecciones normales sobre ¢l de los seg-
mentos 44', BB' y CC' son iguales entre si (**).

DemosTrRACION. Desde el centro O de una esfera
cualquiera tracense los radios OB, Oy, 08" y Oy en
las direcciones 4B, AC, A'B'y A'C'; y constri-
yase sobre la esfera el punto ¢ de modo que los
trifngulos esféricos ofy y of'y’ sean congruen-—
tes (49). Trazando ahora las rectas 40 y A'D' en

(*) Véase la Planimetria (5&); v la Memoria alli citada (8%).
(**) Véase el parrafo 35 de la citada Memoria del autor.

-
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la direccion del radio Os, losangulos sélidos A B CD
yA'B'C"D’, formados en los vértices, 4 y A', seran
cong ruentes.

Ademas tracense por 4 y 4’ los planos norma-
les & AD y A'D'; sobre ellos, las proyecciones nor-
males, KKy B'F', de J?OyB C'; y sobre el plano
AEF, la proyeccion normal, A”E’”I’” de 4'H'F",
Enténces los tridngulos AL‘P 4! P‘F‘ y AU EE
seran iguales y semejantes, y del mismo sentido;
por ser los tritngulos ALB y A'E'B', AFC y

A'F'C', AABF ¥ A"I’”F ', iguales y semejantes;
y los angulos ZAF y E'A'F', secciones normales
de los diedros iguales BADC y B'A'D (.

Construyendo finalmente, el punto & en el
plano A £F en tal situacion que las figuras S4ZF
y SA"E"F'" sean congruentes (PZa,mm 55); y
sobre el plano A"Z'F’ la proyeccion normal, S,
del punto §, serd 88" el eje buscado ¢. En efecto
los dngulos solidos, correspondientes, con los vér—
tices 4 y A', son congruentes las aristas corres-
pondientes de los mismos son iguales; y, por lo
tanto, las figuras sélidas AZFBC vy A'E' F B'C"
congruentes. Pero tambien lo sonlas figuras 4 ZFS
y A'EF'S', y consiguientemente las figuras s6li-
das ARFBOS y A'E'F'B'C'S'; por lo cual, los
angulos ASE y A'S'E', ASF y A'S'F', ESF
Y E'S'F’ serdn iguales. Lueﬂ'o los an'ulos dié-
dricos 455" 4’, BSS By C’éS (" son iguales. Y,
si desmnamos por 7'y T’ los puntos de infersee—
cion con la recta S§” de las normalés 4 la misma
desde By B', serh ST = §"T"; y, por lo tanto,
LW — SN efe.

85. Para dos figuras sélidas, iguales y semejan-
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tes y del mismo sentido, 4B8CD... y A’'B'C'D’...
existe un eje s, con la propiedad (*) de que, tanto
los diedros 4s4’, BsF', ... como las proyecciones
normales sobre el mismo eje de los segmentos 44,
BPE', ..., soniguales entre si (84).

Cuando la primera figura, volteando alrededor
del gje s, recorra el angulo 4sd’ y llegue asi 4 co-
locarse en perspectiva con la otra figura, las rectas
44', BB, ... coincidirin en direccion y longitud;
por coincidir tambien las proyecciones normales
de ambas figuras sobre un plano normal al eje s.
Mas, si la primera figura, marchando en la direc-
cion del eje s, recorre el segmento 4A4’, llegara a
confundirse con la otra.

Cuando la primera figura marche en la direc-
cion del eje ¢ hasta que las proyecciones normales
de A4', BB, ... sobre el mismo eje se anulen; y,
volteando despues en torno de s, recorra el angu-—
lo AsA’ - 180°, llegard & colocarse respecto de la
segunda figura en tal situacion, que todo plano que
pase por el eje contendrd figuras planas iguales y
semejantes, correspondientes 4 las dos figuras s6-
lidas, y situadas simétricamente respecto del eje
expresado.

86. Para dos triAngulos iguales y semejantes,
ABCy A'B'C’, de posturas diferentes, ¢ situados
en planos no paralelos, existe un diametro z, con la

(*) Eleje s fué descubierto por Eviter en su estudio del
movimiento de un cuerpo rigido. ( Theoriamotus corp. solid. 978—
(1765) y Nov. Comm. Pelrop 20, p. 199-(1776). El eje instantinen
de rolacion (axe instantane) de un cuerpo en movimiento fué
considerado por D’ ALEmBERT (Précession des équinoxes ATh9, pi-
gina 83). Véase EvLer (Mdém. de Berlin 4750, p. 185).
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propiedad de que los diedros 4nA’, BuB'" y (nC'
son iguales entre si, y las proyeceiones normales
sobre el mismo didmetro # de los segmentos 44",
BB'y OC’ tienen un punto medio comun ,§ (*).

DemostrACION. Desde el centro O de una esfera
arbitraria tracense los radios OB, Oy, OB, Oy’ en
las direcciones 4B, AC, A'B"y A'C" respectiva-
mente; y los puntos opuestos, v y v/, sobre la esfera,
de modo que los fridngulos esféricos viy y v/@'y’
sean igualmente opuestos y semejantes (50). Tra-
zando las rectas AH y A'H' en las direcciones de
los tAdios Ovy OV, los 4ngulos s6lidos ABCH y

A'B'C"H', formados en los vértices 4 y 4, serdn
1gualmente opuestos y semejantes. Y, si la recta

A’H'" tiene la direccion de Oy, los dlechob BAHC
y B’A'H"” (' seran iguales entre si.

Por el medio de AA' tricese el plano normal &
la recta 44, y en él las proyecciones normales
JKLy JK'L, de los triangulos ABC y A'B'C".
Los trmnoulos FKL 35T E’L, que estan en los
diedros 10'ua1es BAHCy B'A’H"(C’, soniguales y
semejantes y del mismo sentido. Cunstruyendo,
poriiltimo, sobre el plano JKLZ el punto &, de modo
que las figuras S/KL y SJ K 'L’ sean congruen-
tes (Planim. 56), la recta trazada por dicho punto
§, en la direccion 4H, sera el dihmetro buscado
n. En efecto, las figuras solidas SUKLABC y
SJ’K’L’A’B'O" soh 10uales y semejantes y de
senfidos opuestos; ete.

87. Para dos figurassélidas, iguales y semejan-
tes y de sentidos opuestos, 45 oD.. yABCY

(*) Véase el parrafo 37 de la Memoria del autor ya citada.
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existe un didmetro #, con la propiedad de que los
diedros And’, BalB', ... son iguales entre si; y un
centro S (*), que se corresponde & si mismo y es el
punto medio comun de las proyecciones normales
sobre el mismo diametro z de los segmentos 44”,
BE, ... (86).

La primera figura, volteando alrededor del dia-
metro %, llegard 4 colocarse, cuando haya recor-
rido el angulo And’, simétricamente con la otra
figura, respecto del plano central cuya normal es
aquel didmetro z.

Perc la primera figura llegard 4 colocarse en
perspectiva con la otra, y los puntos medios de los
segmentos 44’, BB', ... 4 confundirse en el centro
&, cuando, volteando en torno del didmetro 7, haya
recorrido el Angulo AnAd" -}~ 180°.

88. Dos tetraedros ABCDy A'B'C"D)’, con dos
triedros 4 y A’iguales y semejantes, y las aris—
tas de estos triedros proporcionales, esto es:
4B : AC:AD = A’B : 4’0" : A’D’, son seme-
Jantes. Y esta denominacion significa que las caras
del uno son semejantes 4 las caras correspondien-
tes del otro; y que los restantes triedros del uno
son iguales y semejantes 4 los triedros correspon—
dientes del otro. En efecto, segun la hipdtesis son -
semejantes los tribngulos BAC y B'A’C’, CAD y
C'A'D!, DAB y DA'B', DOB y D'C'R; y la
igualdad y semejanza de los triedros restantes se
deduce de la igualdad de sus lados (Angulos
planos).

La semejanza de dos figuras solidas AZCDE...

£y ¥
& M{_.__(mus (Géom. anal. Aufg. II, p. 109) v Memoria citada.
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yA'B' C'D'E’...,se determina de un modo analogo
al empleado para determinar su igualdad y seme-
janza (83): mediante la semejanza de los tetraedros
correspondientes ABCD y A'B'C'D', ABCE y
A'B'C'E’, ete.

Para dos figuras sélidas, semejantes y del mis-
mo sentido, ABCD... y A’B'C'D’ ..., existe un eje
§, y un punto correspondiente 4 si mismo /), con la
propiedad de que los diedros AsA’ BsB’,... son
ignales, y las figuras solidas, S4BCD... y
SA’B'C'D' ..., semejantes y del mismo sentido. La
primera figura, cuando, volteando alrededor del
gje s, haya recorrido el 4ngulo As4’, se habra colo-
cado en perspectiva con la otra; y el punfo 5 sera
enténces el centro de semejanza externo de ambas
figuras.

Para dos figuras sélidas, semejantes y de opues-
tos sentidos, ABCD...y A'B’'C’'D'..., existen un
didmetro # y un punto § que se corresponde & si
mismo, con la propiedad de que los diedros An4,
BnB’, ... son, iguales, y las figuras sdlidas
SABCD...y SA'B'C'D'... semejantes y de opues—
tos sentidos. La primera figura, volteando alrededor
del diametro 7, cuando haya recorrido el dngulo
AnA’ + 180° se habré colocado en perspectiva con
la otra, y el punto & sera entonces el cenfro de se-
mejanza interno de ambas (¥).

(*) EULER (de centro similitudinis, A777. Nov. Acla. Petrop. 9,
pagina A5%). Macxyus, (Anal. géom. Aufg. I, p. 89 y sig.); ¥ par—
rafo 50 de la Memoria citada.
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Vil. — E1 Pﬂlledroo

89. Una superficie finita que constituya una
sola pieza (plana, poliédrica ¢ curva) tiene una 6
varias orillas (contornos); pues, 4un cuando la su-
perficie se doble y pliegue para formar una pieza
enteramente cerrada, siempre puede considerarse
con una orilla, infinitamente pequena, en cualquie-
ra de sus puntos. En toda superficie pueden ima-
ginarse cortes rodeando, que se encuentren & su
vez O vuelvan sobre si mismos, y la dividan en
piezas 0 trozos separados, uno de los cuales sea to-
talmente limitado por el corte § seccion dada.

Cuando la superficie sea de tal naturaleza que
toda seccion cerrada separe ¢ aisle una porcion dela
misma, entera y exclusivamente limitada por aque-
lla seccion, se dice superficie de comezion simple
{connexio). Tales son, por ejemplo, una superficie
poligonal plana cuyo perimetro no se pliegue 6 cor-
te; una superficie circular; un tetraedro; una super-
ficie esférica, y una zona esférica con una orilla 6
base. Pero cuando en la superficie existan seccio-
nes cerradas, de tal modo que por una de ellas no
pueda aislarse enfera y exclusivamente un trozo de
la misma, la superficie toma el nombre de superficie

- de conewion maitiple. Tales son, por ejemplo, una
faja plana, definida por dos lineas cerradas; una
zona con dos orillas ¢ bases, y una superficie anu-
lar. Una zona esférica, en efecto, puede ser partida
mediante una seccion cerrada que se extienda por
entre sus dos bases 1 orillas; pero ninguna de las
partes en que la zona queda asi dividida est4 limi-
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tada ¢ definida entera y exclusivamente por tal see-
cion intermedia. Por el contrario, la zona, mediante
una seccion trasversal, que vaya de una orilla 4 la
otra, queda convertida 6 resuelta en una superficie
de conexion simple: por lo cual se dice que la zona
es de conexion doble. Una superficie anular, re-
donda, puede resolverse en una superficie de co-
nexion doble, mediante una seceion cerrada; y por
ésto se llama de conexion triple. En general, una
superficie serd de conexion n-ple, cuando despues
n—1 cortes 6 Secciones sucesivas se hace de co-
nexion simple, permaneciendo indivisa. Una super-
ficie con # orillas es de conexion (7 - 2%)-ple, pu-
diendo #£ tomar los valores 0, 1,2 ... (¥). En lo sucesi-
vo entenderemos por poliedro el poliedro comun (72)
(el de una sola celda ¢ cavidad, cuya superficie es
de conexion simple) llamado por HEsSEL ewleriano.

90. Todo poliedro con ¢ caras y » vértices tiene
¢ +» — 2 aristas (*¥).

A\

(*) Esta distincion importante se debe & RieyAsx (Grundla~
gen, ete., 1851, Lehrsilze der analysis situs, 1857. J. de Borchardt
A. Bk p. 105). Véase: NEUMANN (Abelsche Inlegrale 1865, p. 291);
Listing. (Census rdawmlicher complexe 1864, en las Golt. Abh,
tomo 1, y Gott. Nachr. 1867 Nov. 43); Jorpax (J. de Borchardt
A. 66, p. 22 v 68, p. 297). La misma distincion hizoMosrus en su
Théorie der, Elementar-Verwandtschaft ( Leipsig. Berichte 1863,
péagina. 18).

{**) Esta ley fundamental de la Poliedrometria fué descu-
bierta y dada & conocer por EuLer, 1752, (Nov. Comm, Petrop. %,
pigina 109, y demostrada en la p. 156). Tal vez era conocida en
lo antiguo, puesto que Anguinenes did ya la série completa de
poliedros semiregulares; y se halla confenida en un fragmento
de las obras inéditas de Descarves publicadas en 4860, por
M. Foucner DE CAREIL [1, p. 21k. Véase el escrito del autor en
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DemostracioN 1.° Por la supresion de uno de
los poligonos de que consta el poliedro queda un
poliedro abierto con ¢—1 caras, » vértices 6 picos,
¥ @ aristas; pues la cara suprimida tiene todas sus
aristas y vértices comunes con las aristas 6 vérti—
ces de otras caras. Quitando del borde de este po-
liedro ahbierto un poligono, queda un nuevo polie-
dro abierto cone, = ¢ —2 caras, », = v vértices,
Y & = a— 1 aristas. Suprimiendo del borde de
este ultimo poliedro un poligono, queda un nuevo
poliedro abierto con ¢, =¢, —- 1 caras, v, — v, —
vertices y ¢, = ¢, — m—1 aristas, etc., suponien-
do que 7 sea el niimero de los vértices no comu-
nes. Tenemos, pues, la ley:

c-—1+'a:—-f4:clul—fal—~al=ca+vg—a,=...

independiente del numero de caras. Pero, conti-
nuando la supresion indicada, queda ltimamente
unpoligono contantos vértices como aristas. Luego

c—l4+v—a=10¢et+ov—ag—2

DrmosTrACION 2.* Para pasar de un vértice &
todos los demas vértices, siguiendo una linea com-
puesta de aristas, son necesarias y suficientes

el Moxarsnericut der Berl. Acad. 1864, p. 1043). Otras demos~
traciones de este teorema han sido publicadas por Cavcuy 41813
(. de VEc. polyt. Cah. A6, p. 17 ) GRUNERT (], de Crelle A. 2, pd-
gina 367 Dem. 4), Staunr 1847, (Géom. der Lage 49), THiEME
(briefl. Mitheilung, Petersburgo 1867. Nov. A0, Dem, 2), Avcosy
(Progr. d. Koln. Realgymn. Berlin 1854, p. &); y por Lrcexpmm
(Géom. VII, 25), L’HuiLier 4812 (Ann. de Gerg. 3, p. 178) v
STEINER (/. de Crelle A., A, P. 364), considerando sumas de an—
gulos de poligonos esféricos 6 planos.
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o — 1 aristas. Cortado el poliedro & lo largo de
estas aristas, para dividirlo en sus ¢ caras es pre-
ciso atin cortarlo 4 lo largo de las aristas restan—
tes. Mas para la division ¢ particion en ¢ partes son
necesarios ¢ — 1 cortes & lo largo de otras tantas
aristas. Luego el poliedro contiene » —1 +c¢ — 1
= ¢ -}- v — 2 aristas.

OssErvacion. Cuando se juntan poliedros de
modo que una cara de uno de ellos, ¢ un vértice
sea cubierto sélo en parte por una cara, ¢ un vértice,
de otre, se obtiene un poliedro extraordinario, en
el que las caras, los vértices y las aristas no estan
sometidos 4 la ley numérica antes expresada (¥).

Cuando por la adicion de &ngulos sélidos y
caras se descompone un poliedro en una suma de
n poliedros que contengan en totalidad ¢ caras, »
vértices y @ aristas, distintos, serh ¢ +v —a =1
—+ . Supongamos, en efecto, que el primero de los
poliedros reunidos tenga ¢, caras, », vertices y-@,
aristas, que el siguiente tenga ¢, caras, », vértices
y @, aristas, no comunes con el primero; que el ter-
cero tenga ¢, caras, v, vértices y @, aristas no co-
munes con los precedentes, etc. Cada poliedro tiene
con el siguiente un poligono ecomun, plano ¢ no
plano. Luego, segun lo dicho 4ntes:

6,40, —a,=2,6,+0,—0,=1,6,-+0;— = 1, ete.

Y sumando se halla¢ 42 —a =1+ n.Caveny (4.c.).

(*) Poxsor 1801 (J. de I'Ec. polyt. Cah. 10, p. 46). L'HUILIER
(1. e.), clasificG los casos en que no se verifica la ley de EuLEn,
Véase: Hesser (J. de Crelle, A. 8, p. A3); v Jacont. (Gédom. dg VAX
SWINDEN, p. £36).
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91. El nimero de los 4gulos poligonales (Angu-
los planos: de lps poligonos) de un poliedro es el
duplo del niimero de sus aristas. En efecto, en cada
poligono hay tantos 4ngulos como lados; y cada
arista del poliedro es lado de dos poligonos. El nii-
mero, pues, delos dngulos poligonales, es par: y,
por consecuencia, sélo en niimero par podran
existir en un poliedro poligonos con un niumero
impar de vértices, y 4ngulos sélidos con un nime-
ro impar de caras ¢ lados.

En un poliedro con ¢ caras, » vértices Y @ aris—
tas, se verifican las relaciones:

6+e=3c=2aq, 6+ae=30=2
4+0=2¢Z40—8, 44 ¢SWw=<4r—35,

Segun acabamos de demostrar, en efecto, el ni-
mero de los 4ngulos planos ¢ poligonales es Ra;
cada cara tiene por lo ménos tres vértices ¥y cada
angulo sélido tiene por 1o ménos tres caras, Ahora
bien, ya dijimos (90) que ¢ =2 40 — » 6 » — 2
+ & — ¢ luego 6 4 3z — 3v < 24; ete. De las dos
primeras relaciones ¢ limitaciones se deducen las
otras dos, reemplazando ¢ por ¢ 4 » — 2. (DEs-
CARTES y EULER en los lugares citados antes).

Sitodaslascaras delpoliedro son m-gonos, resulta:

me = 2, V—R=a—c=4c(m—2)
Y si todos los dngulos sélidos son #-latergs:
W =20, ¢c—2=a—v=4o(n— 2).
De las dos condiciones se desprende esta otra:

(m —2) (n — 2) d=(—2)(c—2) :vc<1.
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Y, por consecuencia: _
m=3,n=3403yn=3,m=4,5

Ni todas las caras de un poliedro pueden tener
més de b vértices, ni todos los éngulos sdlidos 6
picos mas de 5 caras; porque, en caso contrario, el
nimero de los 4ngulos poligonales seria, por lo
ménos, 6¢ 6 6v; y @, por lo ménos, 3¢ ¢ 3»; cuando
ya sabemos que 6 - @ no puede subrepujar a 3¢
ni a 3v.

No puede existir ningun poliedro con 7 aristas;
porque enténces el triple niimero de sus caras (3¢)
6 de sus vértices (3v) deberia estar comprendido
entre 13 y 14: lo cual es absurdo.

Una clasificacion de los poliedros posibles con &
aristas (con ¢ caras y » vértices) no se ha llevado &
cabo todavia (¥). -

92. Supongamos que entre las ¢ caras de un
poliedro hay ¢, triangulares, ¢, cuadrangulares, ...;
entre sus » 4ngulos poliédricos, », triédricos, #,
tetraédricos ...; y que el nimero de sus aristas sea
@. Enténces se verificarin las relaciones si-
guientes (**):

e et e e T B i

O Oy O e

20 =3¢, +4c, +5¢;, + ...

= 3p, 49, 1 59,

(") Principios de ella se encuentran en EuLer (L. ¢.), STEINER

1828 (Ann. de Gerg. 19, p. 36). Poixsor, (Comp. rend. 4858*, p. 65)
Yy JorpAN (J. de Borchardt A. 66, p. 22 y A. 68, p. 297).

(**) Estas consideraciones fueron iniciadas por LEGENDRE

(Géom. Note 8) v concluidas por GeErGONNE (Ann. de Math. 15,

pdgina 157) mediante la ley de la dualidad.
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Ahora bien, segun (90) es 2¢ -} 20 = 4 - 2¢.
Luego:
L 2(,+c,+...)=442,+20,+30,+ ...
240 +..)=4+4+¢ +2¢c,+3¢,+ ...

Y por adicion se halla:
O e, +v;, =8+ (6, +2,) + 2 (¢, +2,) + ...

Sumando las ecuaciones (I), despues de multi-
plicar por 2 una de ellas, se obtiene:

I11. 3e.-+2¢, Fei—
12 +20, + 4o, + ... +¢, +2¢,+ ...

30,4+ 20, +0, — 12 + 2¢, +4c, + ...
+v, + 20, -+ ...

Sumando las mismas ecuaciones (I), despues de
multiplicar una de ellas por 3 y la otra por 2, se
obtiene:

IV. 463—5—26_,.-—I—'l:‘3=20—|—2?),‘—|—5’05+8‘0‘+...
-+ 2¢, +4c, ..

4’03—1—21: -+ ¢, =20 4 2¢, + 5e, 8¢, + ..
20, + 4o, 4 ..

De las ecuaciones (II) se concluye que de nin-
gun poliedro pueden faltar juntamente caras trian-
gulares y angulos sélidos trilateros; y que el nii-
mero de las unas y los otros, cuando existen, es por
lo ménos 8.

Las ecuaciones (III) ensefian que:
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gulares, tiene por lo ménos 12 earas pentagona-
les; y un poliedro, sin d&ngulos s6lidos trilateros ni
cuadrilateros, tiene, al ménos, 12 4ngulos sélidos
quinquelateros.

Un poliedro, sin caras triangulares ni pentago-
nales, tiene al ménos 6 caras cuadrangulares; y
un poliedro, sin 4ngulos sélides triliteros ni quin-
quelateros, tiene por lo ménos 6 angulos sélidos
cuadrilateros. :

Un poliedro, sin caras cuadrangulares ni penta-
gonales, tiene por lo ménos 4 caras triangulares;
y un poliedro, sin picos cuadrildteros ni quinque-
lateros, tiene por lo ménos 4 picos trilateros.

Un poliedro, cuyos picos sean todos trilateros,
y entre cuyas caras, ademés de un nimero cual-
quiera de exdgonos, haya solamente tridngulos, 6
cuadriangulos, ¢ quinquingulos, no puede tener
mas ni ménos de 4 triangulares, 6 6 cuadrangula-
res, 6 12 quinquangulares.

Un poliedro, cuyas caras sean todas triangula—
res, y entre cuyos vértices, ademés de un nimero
cualquiera de exaédricos, haya solamente vértices
triédricos, ¢ tetraédricos, 6 pentaédricos, tiene 4
vértices trilateros, 6 6 cuadrilateros, § 12 quinque-
lateros.

Las ecnaciones (IV) ensefian que:

Un poliedro, sin caras triangulares ni cuadran-
gulares, tiene por lo ménos 20 4ngulos sélidos
trilateros; y un poliedro, sin picos trilateros ni cua-
drilateros, tiene por lo ménos 20 caras triangulares.

Un poliedro, cuyas caras son pentagonalesy
cuyos picos son trilateros, tiene 20 picos; y un po-

%
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liedro, cuyos picos son quinquelateros y cuyas
caras son tridngulares, tiene 20 caras.

OBsERVACION. La ley de dualidad, observada (¥)
va en los tiempos pasados respecto de poliedros
particulares, existe generalmente: cada poliedro,
dado tiene por correlativo un poliedro polar, de tal
suerte que 4 cada vértice zi~latero del uno corres-
ponde una cara m-gonal del otro; 4 cada cara
a-gonal del primero, un vértice n-latero del se-
gundo; y ambos 4 dos tienen el mismo nuimero
de aristas. Para obtener el poliedro coordenado 6
correlativo con el dado, basta encontrar, respecto
de una esfera arbitrariamente elegida, los planos
a, 8, y, ... cuyos polos respectivos sean los vértices
4, B, C; ... del poliedro dado (62).

93. Entre los poliedros merecen consideracion
especial los requlares (platdnicos) que tienen sus
caras regulares, y sus angulos s6lidos regulares y
de una sola especie para cada uno de ellos (*¥).

Un poliedro regular, cuyas caras sean triangu-
los, debe tener sus vértices: 0 trilateros, 6 cuadri-
lateros, ¢ quinquelateros. En el primer caso
(92, III y II), consta de 4 triangulos y 4 vérti-
ces trilateros; y se llama Zefraedro; en el segundo,
consta de 8 triangulos y de 6 vértices cuadrilateros,
y toma el nombre de ocfaedro; y en el tercero,

(*) Mavrorycus 4532 (Véase J. H. T. Miller en los Arch. de
Grunnert 3k, p. 1). KerLer (Harm. mundi V, 4). Meister 1785.
(Comm. Gotling. VII, p. 39). La ley general recibi6 de GERGONNE
(t. c.) su expresion mas exacta.

(**)  Eldescubrimientodelos poliedros platénicos/Plato Tim.,
p. b5 y de anima mundi 98) se atribuye 4 la escuela pitagérica.
De los mismos habla EvcLines en sus Elem. XIII y siguientes.
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consta de 20 tridngulos y 12 vértices quinquelate-
ros (92, IV y III), y se denomina ¢cosaedro. Ya sa—
bemos (91) que no pueden ser-todos los vértices, 6
adngulos sélidos, de seis caras.

Un poliedro regular, cuyas caras sean cuadran-
gulos, s6lo puede tener vértices trilateros; y de
estos vértices sélo 8 (92, II), con 6 caras (92, III).
Este poliedro se llama ezaedro.

Un poliedro regular, cuyas caras sean pentago-
nos, sélo puede tener vértices triliteros; y de éstos
s6lo 20 (92, IV), con 12 caras (92, III). Este poliedro
lleva el nombre de dodecaedro. Todas las caras no
pueden tener seis vértices (91) 6 ser exagonales.

Entre los poliedros expresados forman un par ¢
son correlativos: el Zefraedro consigo mismo; el oc-
taedro con el ezaedro; y el icosaedro con el dodecge-
dro; detal modo que & cada cara m-gonal de uno
corresponde un vértice m-latero de su compa-
fiero. : :

94. Por poliedros semiregulares (de Arquime-
des) (*) se comprenden los poliedros cuyos vértices
son iguales y semejantes, pero formados por caras
regulares de diferentes especies. A estos poliedros
corresponden otros que tienen caras iguales y se-
mejantes, y en cada cara vértices regulares de dife-
rentes especies.

(*) Los poliedros semiregulares, descubiertos por AnQuinMe-
DES, fueron descritos por Parrus (Descr. V., Inlrod, dla prop. 18).
Lared de sus caras se halla en Diiner (Unterweisung, etc. 1538).
Véase KerpLer (Harmonices mundi I, 28) y Meier Hirscu (Géom.
Aufg. IT, p. 427 y sig.). Los poliedros semiregulares, correla-
tivos 4 los de Arquimedes, son recordados por J. H. T, MiLLER
en su Trigonometria 1852, p. 3k5.

M.C.D. 2022




ERY [ L
1. ‘Si'el poliedro tiene solamente vértices m—la—
teros sera (91):

2a=mv=2ﬂ—|—2c—-—4

Los casos posibles'son (91):

m=3, 2Ww=3v=06(c—2)
m=4,  a=22=2(—2)
m=>5, 2a=5 =4%4(c—2)

II.. Si cada vértice 6 pico del poliedro esta for—

mado por « caras a-gonales, B caras J-gonales,
y caras c-gonales, ... sera

= («+ B+ D

Sobre el poliedro existen a» &ngulos planos, per-
tenecientes 4 las caras a-gonales; y el nliimero de
estas caras, por consecuencia, sera la ava parte de

a®, 0 8ea, ab : @, ete. Luego

c;——(%—l—-g—+...)v

Y, teniendo en cuenta la igualdad 2¢ + 20 — 2¢
= 4, resulta:

o

USRI L ...)v=4




(2—a“;2—p5“b2—...)a=4().

El sustraendo que figura denfro del paréntesis
adquiere su valor minimo cuando o = 8 = ... =1,
ye=3,b=4, ... Pero2<<i-+1-+4-+3;y esto
prueba que no existe ningun poliedro cuyos 4ngu-
los solidos estén todos formados del mismo modo
por poligonos con més de tres nimeros diferentes
de lados. : ;

III. Si todos los &ngulos sélidos del poliedro
estan formados de igual manera por'« caras @-go-
nales, B caras J-gonales, y y caras c-gonales; 'y
uno de los'nimeros «, &, ¢, el @, por ejemplo, es
impar, uno de los nimeros a— 1, § 6 y debe valer
2 por lo ménos (**). En efecto, juntando con el pri-
mero, tercero, quinto ... lado de un poligono con &
vertices, 6 a-gonal, cada vez un lado de un poligo-
no, del mismo niimero de vértices, lograremos al
fin juntar en un pico 6 dngulo sélido tres poligo-
nos g-gonales. Y asimismo, adaptando al primero,
tercero, quinto... lado del primerpoligono, #-gonal,
cada vez un lado de un J-gono, reuniremos, por
tltimo, en un angulo sélido dos poligonos con &
lados. Por lo cual, los nimeros « — 1, B y y no
pueden ser todos menores que 2.

IV. Por consecuencia, los casos posibles son:

Poliedros de Arquimedes con vértices trilateros.

(*) Mgzigr Hinsca. (lugar citado, p. 171).
(**) KzeeLer (1. c. I, p. 17) y Meien Hirscu (1. c., p. 142},
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Cada 4ngulo sélido, formado por un poligono

a-gonal y dos -gonales. El niimero & debe ser par
(I11). Y como (II)

2 4
(ri-1)e-s

se obtienen las soluciones siguientes:

eln , 3, 3 33 4, s
Pty (nbede LG TGy s GU DIHEG
v |(@n, 1 sA Y 580 T4 TG0

Un poliedro de esta especie tiene » : ¢ caras con
@ lados, y 2v : & caras con & lados.

8i cada adngulo sélido esta formado por un po-
ligono @-gonal, uno é-gonal y uno c¢-gonal, los
nimeros @, 6y ¢ deben ser pares; y la ecuacion

(§-+—§-+—f—-—-l)v=4

sélo admite dos soluciones:
: a b =l 0]

4 |6 8| 438
4| 6 |10 {120

Semejante poliedro tiene v : @ caras g-gonales,
v : b caras f—gonales y » : ¢ caras ¢—gonales.

Poliedros de Arquimedes con vértices cuadrili-
teros.

Si cada angulo sélido estd formado por tres po-
ligonos con ¢ lados, y uno con & lados, la ecuacion

G rgr)ons
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comprende las soluciones:

a | b )

n | 2n
4 3 |24

Estos poliedros tienen 3v : @ caras con @ lados,
y v : b earas con & lados.

Si cada angulo sdlido esta formado por dos ca~
ras a—gonales y dos d—gonales, la ecuacion corres-
pondierite

@+ §i)ems

tiene las soluciones

a | & )

3|4 |12
3|5 |30

Y estos poliedros comprenden 2o : ¢ caras ¢-go-
nales, y 2 : & caras /—gonales.

Pero, si cada angulo sélido esta constituido por
una cara @-gonal, dos caras f-gonales y una
¢-gonal, el nimero & debe ser pa.r, y la ecuacion
entdnces resultante

(.- -}——---1)1:—2

contiene la solucion tnica

gl e

3 | 4

M.C.D. 2022
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Este poliedro consta de 20 triangulos, 30 cua-
drangulos y 12 pentagonos.

Poliedros de Arquimedes con vértices quingue—
ldteros.

Cada angulo sdlido estd formado por cuatro
poligonos con ¢ lados y uno con & lados. La ecua-
cion correspondiente

CE S

tiene las soluciones

a@

7

b
3 4 | 24
3 b |60
Un poliedro de esta especie se compone ded »: @
poligonos con ¢ lados, y # : & poligonos de 4 lados.

OBsERrvVACION.  Paprus y KeppLER cuentan sola-
mente 13 poliedros arquimeédicos; porque omiten,
& causa de su indeferminacion, los poliedros con
2n vértices 0 picos, en los cuales cada angulo s0-
lido est4 constituido, 6 por dos cuadrangulos y un
n-angulo, 6 por tres triangulos y un #-angulo.

V. Por el cambio miituo de » y ¢, de las caras
a-gonales y los angulos sélidos e-lateros, se ohtie-
nen los resultados correspondientes para poliedros
que fienen sdlo caras m-gonales ; y se encuen—
tran tambien los poliedros polares; correlativos con
los de Arquimedes, con caras trigonales, tetra—
gonales y pentagonales. Entre estos poliedros me-
recen especial mencion los 7oméboedros (77) con an-
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gulos sélidos de diferentes especies (¥): uno, con
12 rombos, tiene en cada cara dos angulos sélidos
trildteros y dos cuadrilateros; el otro, con 30 rom-
bos, tiene en cada cara dos angulos sélidos trilate-
ros y dos quingueléteros.

95. No son posibles poliedros platénicos ni ar-
quimédicos mediante determinaciones diferentes
de las explicadas antes. La realidad de un polie~
dro, total 6 parcialmente regular, cuyas determina-
ciones noestén en contradiceion con su naturaleza,
podra reconocerse dividiendo una superficie esfé-
rica por circulos maximos en un poliedro esférmo
cuyas caras sean poligonos esféricos de la “"‘k
especie, en el mismo niimero y con el misme i 4%
de sucesion, que los poligonos planos deljpg,h,eéi?;
que se trata de construir.

Para efectuarlo, es necesario trazar ég@, un

punto O, arb1trauamente elegido sobre la eﬁ&vm\m 4
los arcos 04,, 04,... de igual lono'ltud, y de g~ A
nera que los angulos rectilineos de sus cuerdas,
A4,04,, A,04,, ...sean iguales 4 los 4ngulos de los
poligonos regulares planos que forman un angulo
slidodel poliedro (**). Enténcesenlosplanos 4, 04,,

(*) Keepre (L. c. II, p. 27) y Mewer Hinscu (1. c., p. 186).

(*) Designando por 7 el dngulo central buscado, corespon-
diente 4 10s arcos iguales 04,, 04,...; por 8, 8,, ... 1os angulos
inc6gnitostambien delosarcos 41042, 4,043 ...; ¥ por Ay, A
losdngulos dados delas cuerdas, 4,04, A,OAA .... Estas cuer-
das forman con el radio de la esfera que sale por O el angulo
90° — 4% 0y, sezun una formula de Trigonomelria se tiene:

costn=senth,:sentd =...
y de consiguiente:
sent 0 :sen40y:sen 40 —=sen 44 :sen#d:sen i,

-
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‘A,04,, ... se hallan poligonos regulares planos,
inscritos en la esfera, y cuyos lados son de igual
longitud que las cuerdas iguales 04,, 0O4,, .... Los
vértices de estos poligonos, 4 su vez, determinan
poligonos esféricos regulares, & saber: « poligonos
de ¢ vértices, B con & vértices, y con ¢ vértices, que
estan situados alrededor del punto O en el 6rden pe-
dido. Entre todos estos poligonos regulares esféri-
€08, av : @ de @ vértices, Bv : & de b vértices, yp : ¢ de
¢ vértices, componen, en efecto, la superficie esfé-
rica. Siendo, pues, 6,, 6, ¥ 0, los 4ngulos de los po-
ligonos regulares esféricos con a, &y ¢ vértices
respectivamente, el 4rea del poligono a-latero (36),
tendra el valor a6, — (@ — 2) 180°; etc. Pero (94, II).

9 a0, —(0—2)180° ]+ 962 [%0,— (5—2)180°]

+ L[, — (c—2)180°] =

22 28 )2 iy
[ a0, + p°’+79='”(“+?+‘r“-5-—-6—)?7 180° | »

—4. 180°; porque «f, -+ po, + 0, = 2.180°.

De aqui se infiere que todos los vértices de un po-
liedro arquimédico estdn sobre una esfera; y sobre
un plano, los vértices que estdn unidos por aristas
4 un mismo vértice.

Para hallar el poliedro polar de un poliedro ar-
quimeédico, se trazan por los vértices de éste los

y ademés: ad, - B0, 4 y8, = 360°. Meier Hirscm (I. ¢., p. 151
y A76).
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planos tangentes 4 su esfera circunserita. Si varios
vértices caen sobre un plano, los planos tangentes,
correspondientes, pasaran por un punto (25). A un
poligono regular, @-gonal, por consecuencia, cor-
respondera un 4ngulo sélido regular, a-latero; y, en
lugar de los 4ngulos sélidos m-lateros, se obtienen
determinadas caras m—gonales. Todas las caras del
poliedro polar son tangentes 4 una esfera; y las que
estdn unidas por aristas 4 una misma cara pasan
(prolongadas) por un mismo punto.

Los vértices de un poliedro platénico caen sobre
una esfera, cuyo centro equidista de las caras, y tam-
bien de las aristas del poliedro; y, de consiguiente,
las caras en sus centros (los vértices de un poliedro
polar) por su parte, y lasaristasen sus puntos medios,
porlasuya, sontangentesa dosesferas, concéntricas
con la arriba expresada. El plano central que con-
tiene una arista 2z del poliedro, corta & las esferas
segun circulos méximos, cuyos radios son 7, 7' y
#; y al poliedro, en un poligono simétrico, 4 sa-
ber: al tetraedro en un tridngulo ; al octaedro y al
exaedro, en un cuadrangulo; y al icosaedro y al do-
decaedro, en un exdgono. Expresando mediante ¢
el radio 7y el rddio p del cireulo circunscrito &
una cara del poliedro, se halla (¥)

P=yr"—a y =1 —p
OBsERVACION. Ademés del icosaedro y el dode-

caedro de Platon, existen un icosaedro estrelladoy
un dodecaedro estrellado: aquél, con 12 vertices de

(*) AwmrHOR (Carta en Dresde 4871).




cinco lados, cuyas secciones esféricas son pentago-
nos esféricos regulares estrellados, que estan for-
mados por tridngulos regulares; éste, con 20 Angu-
los sélidos trilateros, formados por pentigonos re-
gulares estrellados. Conécense tambien dos polie-
dros regulares extraordinarios(90- 0ds.), ambos con
12 vértices de cinco lados, que coinciden con los
vértices de un icosaedro platoniano,y cuyas seccio-
nes esféricas son pentagonos esféricos regulares,
estrellados para el uno, y ordinarios para el otro; y
ambos con 12 caras que son pentagonos regulares,
ordinarios en el uno y estrellados en el otro; y 30
aristas. (¥)

96. En un poliedro con » vértices, cuyas caras
sean poligonos de contornos no plegados, la suma
de los 4ngulos de estos poligonos vale (20—4) 180°,
6:sea, el duplo de la suma de los 4ngulos de un
poligono con » vértices. (*¥)

DemosTrACION.  1." Supongamos que el poliedro
tenga ¢ aristas, y ¢ caras: entre las cuales haya una
con 9" vértices, una con '’ vértices... La suma de
los &ngulos del poligono plano con ¢’ vértices, cuyo

(*) El dodecaedro estrelladoy el poliedroextraordinario con
pentigonos estrellados fueron descrites y denominados por
KeppLEr 1619 (Harm. mundi II, 26); y los otros dos poliedros
regulares, por Poixsor 4801 (J. de I'Ee. polyt. Cah. 10, p. 39). De
las variedades posibles de poliedros platonianos, ademés de
Pornsor, han tratado Cavcay (J. de I'Ec, polyt. Cah. 16, p. 68) y
BERTRAND (Compl. rend. 1858, p. 79). Véanse : GAvLey (Philos.
Mag. 41859, p. 123). Wmnhn(lfwlecks und Vielflache, Leipzig1864);
Hers und EscuweiLer (Trigon. 1867, p. 294). HesseL (Gleicheckige
Polyeder, Marburg . 1871); y Herz (Varictiten der Archimedeischen
Korper, Marburger Berichte, 1872).

(**) Dmscarres y EvLer (L. ¢.).
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contorno no sea plegado, vale (»' — 2)180°; y, por
consecuencia, la suma de los angulos sobre el po-
liedro vale (o' + 9"+ ... — 2¢)180°. Mas la suma
o' 4 v 4 ... expresa el numero de fodos estos an-
gulos, que es 2¢; luego (90)

ol — 2 =209 —2p—4

DemostrAcioN 2. Un angulo sélido con ¢’ ca—
ras, del poliedro, esta cercado por ¢’ triAngulos que
tienen un vértice comun y cuyas bases forman
un polizono. Separando estos tridngulos del po-
liedro se produce en él una abertura que puede
taparse con ¢’ — 2 tridngulos. Del poliedro con »
vértices, cuyas caras estin constituidas por 4 trian-
gulos, se obtiene asi otro poliedro con v— @ vérti-
ces, cuyas caras estan constituidas por 4 — 2« trian-
gulos. Mas con 4 vértices se tienen 4 triangulos:
luego ‘

d—2w —4)=4 y d=2v—4.

97. En un poliedro con ¢ caras, cuyos dngulos
sdlidos tengan secciones esféricas de contornos no
plegados, el exceso del duplo de la suma de sus 4n-
gulos diédricos sobre la suma de sus dngulos po-
liédricos ¢ solidos vale (2¢ — 4)180°, 6 sea, el duplo
de la suma de los 4ngulos de un poligono plano
con ¢ vértices (¥).

(*) FraNgAls (Ann de Gérg. 3 p, 189); GrRUNERT (J. de Crelle 5,
pdgina &1); Briascuon (J. de I'Ec. polyt. Cah. 25, p. 317). El teo-
rema correspondiente para el tetraedro fué considerado por
De Gua (Mém. de Paris 4783, p. 369).
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DemosTrACION. Admitamos que el poliedro ten—
ga ¢ aristas y » vértices entre los cuales uno ten—
ga ¢’ caras, otro ¢'' caras, .... Si la suma de los an—
gulos planos del vértice con ¢' caras esy', etc.;
este vértice .6 angulo sdlido valdra y'—(¢'—2)180°
(36 y 52). Luego la suma s de los » &ngulos s6lidos
del poliedro valdra

b bt ila ek o e e Al 1802

Y, comoy' 44" 4+ ... es ladoble suma, 2%, de los
adngulos diédricos del poliedro, y ¢' +¢”" + ... el
mimero duple, 22, de sus 4ngulos poligonales, re-
sulta:

s =2u — (2a — 20)180° = 2u — (2c — 4)180°.

OssErvAcION. Designando por # la suma de los
4dngulos poligonales del poliedro, tenemos

t = (20 — 4)180°
ou— s = (2c — 4)180°

¥, por lo tanto :
{4 2u —s = (2a — 4)180°

que es el duplo de la suma de los &ngulos de un po-
ligono plano con ¢ vértices.

M.C.D. 2022
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VEiE. — Cubatura de los prismas y de
las piramides.

98. Dos prismas (6 cilindros), cuyas secciones
normales sean congruentes y cuyas aristas late-
rales sean de igual longitud, tienen volimenes
iguales (¥).

DemosTrACION. Los prismas indefinidos, cuyos
segmentos consideramos ahora, por efecto de la
congruencia de sus secciones normales (54) pue-
den sobreponerse de modo que coincidan en 4Z,
por ejemplo, un par de susaristas de igual longitud.

| Asi, la comparacion de los
€ ¢ & & volimenes ABCDEFGH
o gl y ABCD'EF'GH se

VB[] 1 [F[] i refiere 4 la de los po-
D\ || D n\y'_,-"H:' liedros ABCDB'C'D’
TA. 5 -~y EFGHF' G'H'. Ahora

' bien, las superficies 6 ca-

ras ABCD y EFGH son congruentes, como tam-
bienlos angulos sélidos Ay £, By F, Cy G, Dy H;
y ademés son iguales las aristas BB'y FF', oer
y GG, DD y HH': por lo cual son congruen-
tes los expresados poliedros, ABCDB'C'D y
EFQHF'G'H'. Y, restando estos poliedros del po-
liedro ABCDEF G'H' , se hallan los prismas

2

(*) Este teorema se halla en Evct. X1, 28; pero en la demos—
tracion. Modernamente ha subido al rango: merecido. Véanse:
BRETSCHNEIDER, Géom., §. 466) v J. H. T. MiLrER (Stereom., pi=
gina 93), ete.
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ABCODEFGH y ABR'CD'E F'G'H' que tienen,
por lo tanto, voliimenes iguales.
OBSERVACION. Un prisma trilatero es, en cuanto
4 su volumen, la mitad de un paralelepipedo que
tiene comunes con él un angulo sélido y las aris—
tas que lo forman. En efecto, el paralelepipedo,
mediante un paralelégramo diagonal, queda divi-
dido en dos prismas trilateros, cuyas secciones
normales son congruentes y cuyas aristas tienen
igual longitud, que son, por consecuencia, iguales
en volumen (77).
99. Dos paralelepipedos, con bhases iguales é
iguales alturas, son iguales en volumen (*).
DeMosTrACION. Las bases iguales, 4B0D y
A'B'C'D', de los paralelepipedos p y 2, cuando
sea por ejemplo, 4'B' > AB, pueden colocarse
sobre un plano, de
modo que 4" caiga
sobre 4 v B' sobre
el lado BC. Entén-
ces el lado C'D’ pa-
saré por el punto J;
por ser el triAngu-
lo AB'D la mitad
del paralelégramo
ABCD, y, de con-
siguiente , la mitad
tambien del paralelégramo 4'B'C'D'. Las ca-
ras opuestas 4 las bases, FGHJ y I'G'H'J',

(*) Euvck., XI, 31. Ladisposicion de las bases parasimplificar
esencialmente la demosgéracion es de J. H. T MiLLER [Stereom.,
pdgina 96).
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caeran asimismo sobre un plano, por tenerlosparale-
lepipedos alturas iguales; cortdndose en X las aris—
tas #J y F' G'. Asi, la comparacion 6 cotejo de los
paralelepipedos p y ' se refiere 4 la de cada uno
de ellos con otro paralelepipedo ¢, cuya base es
AB'ED y cuya cara opuesta & esta base es KLZMN.
Ahora bien, los paralelepipedos p'y ¢ son prismas
de igual volimen (98); por ser sus aristas longitu-
dinales iguales & 42, y congruentes sus secciones
normales: como seceiones normales del prisma cua-
drilatero cuyas aristas son 4D, BE, GM y KJ. Los
paralelepipedos "y ¢ son prismas de igual voli—
men tambien; porque susaristas longitudinales son
iguales & 45", y sus secciones normales, que son
secciones normales del prisma euadrilitero cuyas
aristas son AB', D'F, NH' y K@, congruentes.
De las igualdades p — ¢ y p' = ¢, se deduce g =p.

OsservacioN. Dos prismas trilateros, con ba-
ses iguales ¢ iguales alturas, son iguales en vo-
himen. Pues los prismas trilateros, con iguales
alturas, cuyas hases sean, por ejemplo, 4BC y
A4.B’C", tienen volimenes iguales por ser mitades
de los paralelepipedos iguales » y p’ (98 OBsEr-
VACION).

100. La razon de los volimenes de dos prismas
(6 cilindros), con iguales alturas, es ignal 4 la razon
de sus bases (Evcr. XI, 32).

DemostrAcION. Los prismas de que se trata,
2y ¢, pueden ser descompuestos, mediante parale-
légramos diagonales, en prismas trilateros con
iguales alturas, y entre cuyas bases figuren, por
ejemplo, los triangulos 4BC y AB'C’. Sea D el
punto de interseccion con B de la recta 40'. So-

j
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bre la base 4 8D constriyanse dos prismas: uno,
cuyas aristas coincidan en direccion y longi-
tud, 4e, con las del
prismadebase 4B C;
y otro, cuyas aristas
coincidan en direc—
cion y longitud, 4«,
con las del prisma
de base AB'C'. Es-
tosprismasasi cons-
truidos, que desig-
naremos por 4 BDx y ABD4', son iguales en voli-
men (99 0Bs.).

Para hallar primeramente la razon de los volu-
menes de los prismas 4802 y A B Da, tricense por
la arista 4 paralelégramos diagonales, en nimero
arbitrario, pero de modo que cada dos consecuti-
vos intercepten sobre la recta B( partes iguales;
y, en consecuencia, tridingulos iguales sobre la
base ABC, é iguales prismas en el prisma ABCx
(99 Oss.). Las razones BC: BD, ABC: ABD y
ABC4: ABDs, por lo tanto, serdn iguales; pues
todas ellas tendran el mismo valor racional, 0 esta-
ran comprendidas entre los mismos limites fan
proximos como queramos (Jlgeém-—Q). De la pro-
porcion ABCq: ABDa = ABC: ABD; y de las
deducidas del mismo modo, ABDa' : AB'Dd

_ABD:AB'Dy AB'Ds:ABC'«’—AB'D: AB'C',

en las cuales son iguales ABDa" y ABDa, se con-
cluye por multiplicacion esta otra: ABCx: AB'C'a
= ABC: AB'C".

Constituidos, pues, los prismas p y ¢ por los
prismas trilateros p, pa... ¥ ¢iy fa---, ¥ Sus bases @

. 2022
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¥ &, por los tridngulos ¢,, @,... y 4,, 4,, ... respecti-
vamente, tendremos:

Pyt g
Pst g,

Y sumando: p : ¢, = a: 4,. Luego, por tltimo:

7. :p=20:a
— 0

ga: P

. .

Y sumando resulta: g : p =4 : @, segun queria-
mos demostrar.

OBsErvAcioN. La suma 6 la diferencia de dos
prismas, con iguales alturas, esigual 4 un prisma,
con la misma altura, cuya base es la suma 6 la di-
ferencia de las bases de los prismas dados.

101. La razon de los voliimenes de dos prismas
(6 cilindros) con iguales bases es igual & la razon
de sus alturas (Evcr. XI, 25).

DemostracioN. Colocadas las bases de los pris—
mas sobre un mismo plano, tricense planos para—
lelos al plano de la base, en mimero arbitrario; pero
de modo que cada dos consecutivos intercepten
partes iguales de las alturas de los prismas; ¥, de
consiguiente, prismas parciales iguales en aque-
llos prismas (100). Asf se consigue que la razon de
las alturas y la razon de los volimenes de los pris—
mas dados tengan el mismo valor racional, § re-
sulten ambas comprendidas entre los mismos limi-
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tes, tan proximo como queramos: por lo cual, tales
razones serin iguales. 4

102. La razon de los volimenes de dos prismas
(6 cilindros) es el producto de las razones de sus
basesy de sus alturas.

DEMOSTRACION. Sean los prismas 2 y p', con las
bases & y &', y las alturas £ y A, respectivamente.
Construyendo otro prisma g, con la base &’ y la al-
tura %, tendremos:

p;g::f)‘.b'(l(]ﬂ) y q:p':]&:k'(lﬂl).

De las cuales por multiplicacion se deduce (Al-
gebra-3).

p:p':(&:b')(k:ﬁ,').

OnservAcIoN. Si la razon de las basesy la razon
de las alturas son reciprocas, los prismas tendran
voltmenes iguales (EvcL. XI, 34).

103. El voliimen de un cuerpo se determina por
qu razon con la unidad de volumen. Como unidad
de voltimen se toma ordinariamente el cubo, cuyas
aristas son iguales 4 la unidad de longitud, y cu-
yas caras son iguales 4 la unidad cuadrada 6 de
superficie. Y esto se hace, porque el cubo estd de-
terminado por una arista y pertenece 4 los prismas
de cuyos- volimenes hemos encontrado las razo-
nes (102). La investigacion del volimen de un
cuerpo se llama, por 1o dicho, la cubatura del mismo.

Diciendo por abreviar: magnitud, por su razon
con la unidad (Planim. 82); aliura, por su razon
con la unidad de longitud; dase, por su razon con

M.C.D. 2022
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la unidad cuadrada; y ewerpo, por su razon con la
unidad cibica, tendremos (102):

Prisma =  Base x Altura
Paralelepipedo = Longitud x Latitud X Alture
Cubo = (Arista)

Si por los extremos de una arista longitudinal
de un prisma construimos secciones
normales, entre estas secciones re-
sultard comprendido un prisma con
volimen igual al del prisma dado
(98). Luego tambien:

Prisma = Seccion normal x Arista
longitudinal.

Y, comparando esta cubatura con la anterior,
resulta la siguiente proporcion:

Seccion normal ; Base — Altura : Arista
longitudinal (*)

104. Un cuerpo, con superficie arbitraria, puede
ser dividido por planos paralelos, de cualquiera
postura y en niimero arbitrario, en capas 6 estratos
de igual altura. Si en cada una de estas capas se
construyen prismas, proyectando por rectas para—
lelas cada seccion trasversal del cuerpo sobre el
plano de la seecion siguiente; mediante la disminu-
cion suficiente de la altura de cada estrato, se lo—

(*) Véase la Trigonometria (VI).
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'éx':ar& que la diferencia entre el cuerpo dado y la

suma de todos los prismas asi construidos llegue &
ser arbitrariamente pequefia; y enténces el cuerpo
no se diferenciard de la suma de dichos prismas
cuya altura comun es infinitamente pequena. (¥)

DemosTRACION. Supongamos que la distancia
entre los dos planos de los extremos, el primero y
el ltimo, quede dividida en 2 partes iguales, cada
una con la longitud 8, arbitrariamente pequena
cuando sea 7 suficientemente grande; y que la
zona (porcion de superficie) de la capa 6 estrato so-
lido comprendido entre dos secciones trasversales
sucesivas w y %', se proyecte por rectas paralelas
sobre el plano #'. La proyeccion de la zona expre-
sada serd un anillo cuya anchura desaparecerd,
siempre que desaparezca 6 se anule §; ciertas rectas
proyectantes de la zona formarin un prisma (6 un
cilindro) incluido enteramente en el estrato consi-
derado; y otras constituiran un prisma dentro del
cual se hallard enteramente el estrato mismo; pero
la base % del mencionado segmento sélido, ni sera

{*) Despues de haber obtenido la Escuela plaloniana la cua-
dratura del circulo y la cubatura de la pirdmide, limilé An-
QuiMeEDES superficies y cuerpos, en general, entre sumas de
paralelégramos y de prismas, considerando asi sus volimenes
como integrales definidas (106) que logré calcular en muchos
casos. La facultad, que de lo dicho proviene, para considerar
una superficie 6 un cuerpo, como unasuma de paraleiégramos 6
de prismas, infinitamente delgados y en nimero infinito, fué
atn mas estimada en el siglo xvii por KeeeLEr (Slercomelria
doliorum 1615), CAVALIERT (Geometria indivisibilibus continuorum
promota 1635), FErMAT v otros; encontrando su expresion ade-
euada en el descubrimiento del Andlisis infinitesimal. Yéase
KuiiGeL (Math. W. I, p. &16).
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menor que la base del prisma interno, ni may’ek"’ S"‘ N
que la del externo. Ahora bien, la diferencia entre
la capa solida y el prisma que proyecta en la mis—
ma la base # es menor que la diferencia enfre los
dos prismas, el interno y el externo, es decir: me-
nor que un prisma cuya base sea la proyeccion de
la zona. Luego la suma de las diferencias entre
cada una de las capas y los prismas consfruidos
dentro de las mismas es menor que un prisma de
altura é, cuya base esta constituida por las proyec—
ciones de las zonas de todas aquellas capas, y
tiene un valor finito. El volimen de este prisma
desaparece cuando desaparece ¢ se anula la altu-
ra ¢; y, por consecuencia, la diferencia enfre la
suma de los prismas construidos en cada una delas
capas ¢ estratos del cuerpo y este cuerpo mismo se
desvanecera, en el momento que el niimero de las
secciones trasversales llegue 4 ser infinito.
Sirva de ejemplo la pirdmide trilatera, 4B CS.
Sussecciones trasversales
son paralelas & la base
ABC; y estas secciones
son proyectadas sobre los
planos siguientes, me-
diante paralelas & la aris—
ta As. La diferencia entre
el primer segmento de la
piramide y el prisma en
é] construido, es menor
que el prisma cuya altu—
ra es 3y cuya base es la proyeccion BCODE de la
zona B0, B, sobre el plano de una seccion, etc.
Luego la suma de las diferencias entre cada uno de
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los segmentos ¢ trozos de la pirdmide y los prismas
en ellos construidos es menor que un prisma de
altura 8, y cuya base es la proyeccion de la superfi-
cie BCS sobre el plano de una seccion. Y este pris-
ma no se diferencia del construido sobre la base
ARBQC, y se anula juntamente con su altura 8.

105. Supongamos dos cuerpos, colocados sobre
un plano,y que ambos toquen en otro plano, para-
leloal primero. Silas secciones de los dos cuerpos,
tanto en estos planos como en planos paralelos in-
termediarios,tienen lamisma razonm, losvolimenes
de los dos cuerpos tendran tambien la razon m (*).

DemosTrACION. Dividase la capa comprendida
entre el primero y el 1iltimo plano en otras de igual
altura, y en todas estas capas intermediarias, y so-
bre las secciones de los cuerpos dados, constriiyanse
prismas del modo que antes (104) dijimos. Los pris-
mas pertenecientes al primer cuerpo tienen con los
del segundo respectivamente la razon ; porque,
segun la hipotesis, sus bases tienen la razon m, y,
segun su construccion, sus alturas son iguales (100).
La suma de los prismas del primer cuerpo, en con-
secuencia, tiene la mencionada razon m con la
suma de los prismas del segundo. Y estas sumas,
cuando el nlimero de capas es infinito, no se dife—
rencian de los cuerpos mismos (104).

106. La razon de los voliimenes de dos pirdmi-
des (6 conos), con alturas iguales, es igual & la ra—
zon de sus bases (Evct. XII, 5) (**).

(*) CavAuiert [ Geometria indivisibilibus continuorum promo-
ta, II, 4).
(*") No se ha logrado todavia por ningun medio descompo-
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DEMOSTRACION. Supongamos que la pirdmide
ABUS, cuya altura es @S, sea
cortada por un plano, paralelo &
su base, 4 la distancia £ de su
ctispide. La seccion trasversal
DEF es semejante 4labase 4 B
de la piramide (51); y, por con-
secuencia:

4
DEF: ABC—(DE: AB)*— (DS A8)*— (RS: Q8)*

En ofra pirdmide, cuyos elementos correspon-
dientes se designen por las mismas letras, acen-
tuadas, que hemos designado los de la primera,
tendremos por la misma razon:

DJE}F’ . AIBIUI f— (RISI . QFLSFJ)Z
Mas, segun la hipétesis: Q8= Q'S', RS=R'S".
Luego
DEE: ABC=D'E'F': A'B'(C'
6 DEF : DE'F" = ABC : A'B'C'
Resulta;ndo, poriltimo, que larazon de los voli-
menes de las dos piramideses (105) =AFBC : A'B'C".
107. Una pirAmide (6 un cono) es la tercera

parte de un prisma (6 un cilindro) que fiene con
ella igual base é igual altura (*). Esto es (103):

Pirdamide = % Base x Altura

ner dos pirdmides, con iguales bases ¢ iguales alturas, de ma-
nera que la igualdad de sus volimenes resultase de la con-
gruencia de sus partes.

i*) La cubatura de la pirdmide fué hallada por Eupoxo,
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DEMoSTRACION. El prisma trilatero ABCDEF
queda dividido por los tridngu-
los diagonales ACD y ADE en

F A\ las pirdmides trilateras 450D,

DAECy ADEF. Pero la pirAmi-

de ABCD, comola 4XDC y la

ADEF, son de igual volimen;

en atencion 4 que la primera y la

A segunda tienen las bases iguales

V] B _BOI?y EDC, ¢ iguales alturas; y

la primera y la tercera tienen las

bases iguales 4 BC'y DEF, é iguales alturas (106).

Luego la piramide 4BCD es el tercio del prisma
ABCDEF.

Que una pirdmide multilatera es tambien el ter-
cio de un prisma que con ella tiene igual base é
igual altura, se demuestra sencillamente, descom-
poniendo la piramide dada en pirdmides trila-
teras.

108. La razon de dos piramides se calcula del
mismo modo que la razon de los prismas triples,
que tienen con ellas alturas y bases respectivamen-
te iguales, 4 saber: multiplicando la razon de sus
bases por la razon de sus alturas (102).

Si las pirdmides son semejantes (88), sus bases
son figuras planas, semejantes, y sus alturas, seg-
mentos correspondientes. La razon de las bases sera
el cuadrado de la razon de dos segmentos corres—
pondientes; y la razon de los volumenes de las pi-
ramides semejantes, por consecuencia, sera el cubo

contempordneo de PLAToN, segun refiere AnQuiveDpes en la in-
troduccion 4 su primer libro sobre la Esfera y el cilindro.
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de la razon de segmentos correspondientes (EucLi-
prs XII, 8).

En general, la razon de los voliimenes de cuer-
pos semejantes es el cubo de la razon de sus seg-
mentos correspondientes; porque cuerpos semejan—
tes estin compuestos de tetraedros respectivamente
semejantes dos & dos, 6 cada dos correspondientes,

109. Un tetraedro es el tercio de un parale-
lepipedo, circunscrito al mismo (78) de modo que
las aristas opuestas del tetraedro caigan sobre las
caras opuestas del paralelepipedo (¥). En efecto,
cada cara del tetraedro corta del paralelepipedo
una pirdmide que vale el tercio de la mitad del pa-
ralelepipedo. Porejemplo, 4 50D — %A BD'B' (4’
— +AD'BC'B'CA'D.

El voliimen de un tetraedro permanece inva—
riable mientras las longitudes, las direcciones y la
distancia de dos de sus aristas opuestas permanez-
can invariables.

La distancia de las aristas opuestas, 48y CD,
del tetraedro dado es la
altura del paralelepipedo
fomando para su base
AD'BC'. Pero la seccion
media del tetraedro, cuyo
plano es paralelo 4 las
aristas 4By D,y divide
por mifad la capa conte-
nida entre éstas, es la mi-

tad del paralelégramo A2'B(’; porque la mitad
de aquella seccion y la cuarta parte de este para-

{*) Moxer (Corresp. sur V'Ee. polyt. I, p. kii).
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lelégramo son congruentes. Luego el volimen del
tetraedro es +-del producto de la distancia entre dos
de sus aristas opuestas por su seccion media, pa-
ralela & estas mismas (*).

110. Si dos tetraedros, A BCP y ABCQ, tienen
la base comun, el segmento 2 @ serd dividido en £
por el plano 4 B C segun la razon de los dos tetrae-
dros. Puesto que PR : QR esigual 4 la razon de
las alturas de los dos tetraedros; y la razon de sus
alturas es igual & la de sus voliimenes.

: Una arista de un tetraedro es dividida per el
plano que biseca el angulo diédrico opuesto, se-
gun la razon de las caras 1 hojas que incluyen el
diedro (**). En efecto, si el plano bisector del die-
dro BADC corta en M 4 la arista B C, el punto M
estara equidistante de los planos BA4D y DAC;
miéntras que ZM y CM son entre si como las dis-
tancias de los puntos By C al plano 24 M. Luego

BM: MO = DABM : DAY(C = BAD : DAC.

Si la cara A BC es cor-
tada en /¥ por el eje de un
cono de revolucion, ins-
crito en el triedro opuesto
4 dicha cara (53), tendre-

A 2 B mos:

ABN: BON: CAN —ABD : BCD : 04D

Porque los tridngulos ABN, ..., son entre si

(*) Trigonometria (V1}.

(**)  Ann. de Gergonne 3, p3, 317.
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como los tetraedros de igual altura ABND, ...; y
ademas V equidista de las caras ABD, BCD y
CAD.

111. Si AB, ACy AD son las aristas que salen
de un vertice de un paralelepipedo, 44" la diago-
nal que sale del mismo vértice, y MV representa
un segmento arbitrario, se verificard, en general,

r

la relacion 6 ecuacion siguiente entre tetraedros:
MNAF = MNAB + MNAC + MNAD

siempre que los tetraedros del mismo sentido (82)
tengan signos iguales, y signos opuestos los te—
traedros de sentidos contrarios (*).

DemosTrAcION. Tracese por el extremo /V la pa-
ralela con M4, que corte en O
al plano 48C; y la diagonal
AZ del paralelégramo CABE.
Segun el teorema de VARIGNON
(Planim.'75) es

OAB + 040 = OAE

¥ para las piramides con estas bases y con igual
altura:

- MOAB + MOAC = MOAE

en la inteligencia de que los signos respectivos
de estas piramides son determinados por los de
los triangulos OAB, OAC y OAZE. Pero MOA
= MNA4, ete.: luego tambien

MNAB + MNAC — MNAE

{*) Mosius (Statik §. 63).
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Y respecto del paralelogramo DAEF se veri-
fica tambien la ecuacion

MNAE + MNAD = MNAF

Y sumando las dos tltimas resulta, finalmente,
la que buseamos:

MNAB + MNAC A MNAD = MNAF.

112. Para lo§ tetraedros determinados por cinco
puntos, que segun su sentido seran positivos 6 ne-
gativos, se verifica la ecuacion (¥).

ABCD — ABCO + BADO + ACDO + CBDO.

DEMOSTRACION. Designemos por s, 3, y, B, «, 108
valores absolutos de estos tetraedros; y por una,
dos, tres, 6 las cuatro letras 4, B, C, D,los quince
espacios, en uno de los cuales se halla el punto O,
eomo hicimos en otro lugar (74). Siel punto O cae
en el espacio (4B D), todos los tetraedros son del
mismo sentido, y evidentemente sera == 8 4y
4 B -+ a. Si O se traslada al espacio (450, el te-
traedro ABCO cambiard de signo, y entdénces,
conforme manifiesta la representacion misma, sera
t— —3-+7-+ B+« Con la misma evidencia se
percibe que, si O salta del espacio (ABC) al (4B),
cambia de signo BADO y resultat=—38 —y 4§
-+ a3 y, por Ultimo, que si O se traslada del espacio

(*) Mdisius (baryc. Caleul, 20). Moxge (J. de U'Ec. polyt. Cah.
A5, p. 68). -
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(AB) al espacio (4), cambia de signo 4000 y
est=—08—y—f 4= Y esto prueba que, en todos
los casos, la ecuacion establecida al principio con-
cuerda con la representacion, 6 es visiblemen-—
te cierta.

OBSERVACION. 8i, en particular, el punto O es el
centro de la esfera inscrita en el tetraedro 4.BCD
(31); y designamos por # la longitud del radio de
esta esfera, y pora, &, ¢, d, las areas de las caras
del tetraedro, opuestas & los vértices 4, B, C, D
respectivamente, serd (*)

© == (a-+b+tc+d)r.

Llamando 7, 7,, 7,, 7, los radios de las esferas
inscritas en los espacios (CBD), (ACD), (BAD),
(4BC), se obtiene del mismo modo:

L(— a4 b+ ¢+ d)r.

T = —
8
y asi para los demés espacios.

Y, si en el espacio (42) puede incribirse una
esfera, cuyo radio sea #,, tendremos:

Y asf para los demas espacios anélogos.

De estas mismas férmulas se deduce esta otra:
2 1 1 1
e e
7 7 it

1

¥ las demés analsgas (*+).

(*) LagrANGE (Sur le pyr. 2k. Mém. de Berlin, \773).
(**) StEINER (Ann. de Gerg. 19. .93, v J. de Creile, A. 2, p.97).
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113. Como en el contorno de un poligone plano
se distingui6 (Planim. 77) la orilla derecha de la iz-
quierda (la clara de la sombreada), asi en un polie-
dro se distinguira el frente externodel frente interno
de su superficie. Paraque se comprenda bien ésto, se
pinta enteramente el frente exterior de color claro,
pasando de una cara del poliedro & otra contigua
por encima de la arista comun, y §€ deja el frente
interior de color oscuro; mas, si una cara del polie-
dro se compone de celdas de diferentes signos, al
pasar de una celda pintada 4 otra con designacion
opuesta, se pasa al mismo tiempo al otro frente de
la superficie y por este mismo frente se seguira
pintando. Entre los poliedros entrecortados existen
todavia algunos extraordinarios (descubiertos por
Mogrus), en los que no se distinguen los frentes, in-
terno y externo, de sus superficies: de tal modo
que, pintando sus frentes como antes dijimos, re-
sultan los poliedros pintados enteramente, por den-
tro y por fuera, con el mismo color (¥).

En todo poliedro, que no pertenezea 4 los recor-
dados de Mosius, pueden expresarse las caras por
sus contornos respectivos, de manera que cada
arista, como lado comun de dos caras contiguas,
reciba expresiones opuestas (Zey de las aristas).
Para esto es necesario y suficiente que en todas las
caras resulten de igual sentido los giros que se in-
dican al expresar sus contornos, para un obser-
vador situado en el mismo frente de las mismas.

(*) Momius publico esle descubrimiento y las demostracio-
nes de los siguientes teoremas, en 1865 (Berichten der Sdchs.
Ges. d. W, p. 31).
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Asi, por ejemplo, en un tetraedro con los vértices
4, B, C'y D, si una cara se expresa por ABC, la
cara determinada por los puntos 4, 2 y D recibi-
ri la expresion BAD (y no la ABD); pues asi los
giros ABC'y BAD resultan del mismo sentido para
un observador, colocado por fuera y de pié sobre
aquellas caras.

Las expresiones de las otras caras seran 4 00 y
CBD.Y procediendo de este modo, en efecto, si
por AF designamos la arista limitada por los pun-
tos 4 y B, como lado de la cara ABC, deberemos
designarla por la expresion opuesta B4, como
lado de la cara BAD, ete.; con lo cual la ley de las
aristas se cumple. Las caras de un prisma, deter—
minado por las aristas iguales y paralelas 44,
BB'y CC', tendran, segun la ley de las aristas, las
expresiones ABC, ACC'A', CBB'C’, BAA'B’,
C'B'A'. Ete.

La piramide, cuya base sea una cara del polie—
dro dado y cuyo vértice sea un punto cualquiera
del espacio, tendrd valor positivo, ¢ negativo,
segun que su vértice caiga del lado interno (oscu-
ro), ¢ del lado externo (claro, pintado) de la ex-
presada cara. En tal supuesto, la suma de las pi-
ramides que tengan un vértice comun, ¥y cuyas
bases sean las caras de un poliedro, es indepen-
diente de la situacion de dicho vértice.

DEemosTrACION. Designemos por Ogz, 03, ... Pa,
Ph s piramides, cuyas bases sean las caras
@, b, ... del poliedro y cuyos vértices sean los pun-
tos arbitrariamente situados O y P; y por sus con-
tornos, las caras, 4 saber: @ por ABC, ..., ete., se—
gun la ley de las aristas. Si la diferencia O — Pa

k
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no se anula, y el plano de la cara @, por consecuen-
cia, corta en @ & la recta OP, tendremos (Plawi-
metria T1): @ = QAB + QBC+ .5 Y multipli-
cando esta igualdad por la tercera parte de la al-
tura de la piramide:

04 — OQAB + 0QBC+ ...
Py— PQAB+PQBCH ...

Mas 0Q — PQ— OP, 0Q4 — PQ4 = 0P4,
0QAB — PQAB = OPAB. Luego

04 — Pa— OPAB + OPBC - ...

Esto prueba que la suma de todas las diferen-
cias, Ou — Pa + 0b — Pb + ..., €8 igual 4 la
suma de los tetraedros que tienen por aristas
opuestas, la arista comun OP y un lado de los po-
ligonos que son caras del poliedro. En esta suma
de tetraedros, segun la ley de las aristas, figura
al lado de cada tetraedro, como OPA4 B, su opuesto
OPBA: de lo cual resulta que la suma de las dife-
rencias desaparece, y la suma de las pirdamides,
Pa—+ Pb + ..., es igual 4 la de las piramides,
Oa~+ O0b+ ...

OBSERVACION. Si el poliedro pertenece 4 los ex—
traordinarios (de Mosws), enlasuma Oz+ 0b+...
figurarh cada piramide dos veces, una positiva y
otra negativamente; y dicha suma, por lo tanfo,
ser4 idénticamente nula.

114. Lasuma, X, de piramides, Oa + 0b+ ...,
independiente de la situacion del vértice O, en un
poliedro cuya superficie no se pliegue 6 corte, es
igual al volimen de este poliedro.

| M.C.D. 2022
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DemosTrACION. Una recta corta, en general, un
nimero par de caras de un poliedro cuya superficie
no se pliegue: -4 las caras f,, f,, f/; ..., por ejem-
plo, en los puntos @,, G, G, ..., respectivamente.
Elijase el punto O sobre la misma recta, de modo
que la piramide Of, sea una piramide negativa
de la suma =; que Of; sea una piramide positi-
va; Of,, ofranegativa, etc. Un espacio infinitamente
pequeiio, sobre el segmento exterior O@,, perte-
nece & todas las piramides Of,, Of,, ... cuyo ni-
mero es par; pero no figura en la suma =. Un es-
pacio, infinitamente pequefio, sobre el segmento
interior ¢, (@,, pertenece & todas las piramides
0f., Of,, ... cuyo mimero es impar, y figura, por
lo tanto, como parte positiva, integrante de la
suma 2; ete, Luego esta suma = contiene todas las
partes del espacio interior (y sélo éstas) una sola
vez y positivamente.

El vohimen de un poliedro multicelular, cuya :
superficie se pliegue, es definido por la suma an-
tedicha de piramides. Asi, por ejemplo, para volii-

men del exaedro con cinco vérti-
ces, formado por los tridngulos
ABD, BCD, CAD, CBE, BAE
y ACE, se halla la expresion
ABCD+ACBE=ABCD—ABCE,
suponiendo en A4 los vértices de
las pirdmides; ¢ la expresion
FABD + FCAD + FOBE = AFDB 4 ADFC
— FBCF, trasladando el vértice de las pirdmides
al punto # de interseccion de la arista 4% con la
cara BCD. :
Para el exaedro con ocho vértices, constituido
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por los cuadrangulos convexos ABCDy DeB 4,
y los cuadréngulos ADD'A,
DCC'D, CBB'C'y BAA'B', cu-
yos contornos se cortan en A, %,
Gy Hrespectivamente, se encuen-
tra el voliimen siguiente: '

0ABCD —LOC BA
+OADFH+OHFE+-QED'A'
+0DCOF +OFGE+OQEGC'D’
S 0CBHFP4+OFHGL-0GB' ¢
+OBAH +0HEGHO GEA'B’

Esto es: la suma de las dos celdas exteriores
disminuida en la celda intermedia.

OpseErvAcION. Dados los poligonos planos, @, &,
¢, ... (separados 6 reunidos) y pintados todos |ellos
por una de sus caras, para asi calificar de positivo,
¢ negativo, el valor de una piramide cuya base sea
nno de dichos poligonos, segun que el vértice de la
misma mire hacia la cara no pintada, 6 & la pin-
tada, del plano de su base; la suma de piramides,
Oa + 0b + Oc + ..., 6 tendra desde luego un
valor, independiente de la situacion del punto O,
6 adquirird ese mismo valor despues de anadirle
otra pirAmide determinada Op. En el tltimo caso
la suma considerada, Oa -+ 0b - Oc + ..., per-
manece invarviable cuando el vértice O se mueve
sobre un plano de postura determinada (paralelo
al plano de p) (*).

(*) Moprus (Statik 56). Véase la Planimelria (78) y (86).
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IX. — Cubatura de la esfera vy de otros
; cuerpos.

115. El volumen de una esfera vale dos tercios
del cilindro circunserito cuya base es un circulo
méximo y cuya altura es un didmetro de la mis-
ma esfera (¥), & saber:

’ 2 ) P
Volumen de la esfera — = Area del circulo mazimo

X Didmetro = : = 7ddios cibicos.

DremosTrAcION. El cuadrado 48 CD, volteando
alrededor del eje 48, describe

¢ con su otrolado ¢ un cilindro
de revolucion; con su diagonal

F  AC, un cono de revolucion; y
conel cuadrante circularinseri-

to, D, un hemisferio. Cual-
quier plano, normal al eje en

£, corta 4 las tres superficies
engendradas, en circulos concéntricos cuyos ra-
dios respectivos son ZF, EG y EH. Ahora bien,
los &ngulos (AR, BCA y EGA son iguales; y por

(*) La medida del volimen de la esfera, y la de su super-
ficie (expresadas por el drea de un circulo maximo), es unode
los brillantes trabajos de Anguingnes, contenido en su escrito
sobre la Esfera y el cilindro [, 37. Por esto la esfera y el cilin-
dro fueron grabados sobre su tumba en Siracusa; y por estos
signos la reconoci6 Ciceroy (Tusc. Qu. V. 23). La nueva f6r-
mula de la demostracion aparece en SEGNER(Anfansgr. d. Malh.,
§. 581 de 1a 2.2 ed., 1773).
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lo tanto, #G = AE; y segun el teorema de Pitago-
ras: HG* + FH* = AE* - FH* = AH* = AD'=

. EF*. Luego la suma de la seccion cénica (=.£G*)

y de la seccion esférica (=.£H*) es igual 4 la sec—
cion cilindrica (r.Z#?) (Planim. XIII). De esta
ecuacion, que subsiste para todas las secciones
transversales de los tres cuerpos, cono, hemisferio
y cilindro, se concluye (105) que la suma del conoy
el hemisferio, es igual al cilindro. Y, como el cono
es L del cilindro (107), seré el hemisferio 3 del
mismo, etc.

116. La porcion de superficie, limitada por un
plano, se Hama zona ({ww, calotte); y el espacio
cerrado porla zona y el plano que la limita se de-
nomina segmento sdlido. Por sector esferico se com-
prende una parte del voliimen de la esfera, cortada
6 separada de ésta por un cono de revolucion con-
céntrico.

‘El segmento comprendido entre el punto medio
de/un arco circular y su cuerda lleva el nom-
bre de sagita del arco circular (desde los arabes).
Y asimismo toma el nombre de sagita de una zona
es‘férica, 6 de un segmento esférico, 6 de un sector
esférico, el segmento comprendido entre el centro
esférico y el centro plano del circulo que tiene
comun la esfera, 6 con el plano que limita la zona
y el segmento, 6 con el cono de revolucion que li-
mita el sector.

Tambien se llaman zonas y segmentos, porcio-
nes de superficies y de solidos, encerradas entre
dos superficies, particularmente entre dos planos
paralelos.

~ Un sector esférico vale dos Zercios de un cilindro
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cuya base es un circulo maximo de la esfera y cuya
altura es la sagita del sector (¥).

DemosTRACION. Complétese el cuadrante AB.D,
del cual es parte el sector cir-
cular ABK; constriyase el
cuadrado circunserito 4B CD
con su diagonal A C; y tracese
la normal #ZF al lado 4B, que
cortard en G 4 la diagonal
ACy en Hallado CD. El sec-
tor esférico, engendrado por la revolucion del sec-
tor circular 4 BF alrededor del eje 458, y cuya sa—
gita es B, le designaremos por (ABE); el seg-
mento esférico, engendrado por la revolucion del
segmento circular #BZ alrededor de F#B, por
(FBE), etc. De la ecuacion (115) entre las secciones
transversales de los tres cuerpos (ABD), (ABC) y
(ABCD) se deduce (105) la referente & los voli-
menes, (FBE) 4 (FBCG) = (FBCH);y, en com-=s
secuencia:

(FBE) — (FBCH) — (ABC) + (AF(') /

Ademés, por la relacion entre sus bases, tenemos
la ecuacion de los conos

(AFE) = (AFH)— (AFG)
Y sumando aquélla y ésta resulta:
(ABE)— (FBCH)— (ABC) + (AFH)
: — (FBCH) — (FB(C) —=(FBCH)
Puesto que los conos (ABC)y (AFH) tienen

(*) ARrQuUiMEDES (Sph. el. cyl. I, 50).
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bases iguales; y el cono (#B(C) tiene comunes
con el cilindro (#BCH) la base y la altura.

OsservacioN. Representado por 7 el radio, y la
longitud de la sagita por s, el sector esférico con-
tendra %’-’rr’s unidades cibicas, d4un en el caso de
que la sagita sobrepuje al radio; pues entdnces el
sector esférico es la diferencia entre el voliimen de
la esfera y el del sector esférico cuya sagita es el
complemento de la sagita dada respecto de su dia—
metro. Expresandolo asi tenemos, en efecto:

4 ' 3 2 2 R AT
-7 s (20 — §) = mas.

Si la sagita es un didmetro, el sector esférico se
convierte en hemisferio, y Ezm"s en %mﬁ.

117. §8i el radio de la esfera es 7, y la longitud
de la sagita s, el volumen del segmento esfeérico
comprenderd w7s* — %7:33 unidades cithicas (*).

DrmosTrACION. La ecuacion (116) antes estable-
cida,

(FBE) = (FBOH) — (ABC) + (AFG) _

da inmediatamente el volimen que se busca, &
saber:
s — %m*a = éﬁ (r—3)* = m'.s“—%ms'a unid. cibicas.

Si la sagita es mayor que el radio, el segmento
serd la diferencia entre el volumen de la esfera y el
del segmento cuya sagita es 2 — s 4 saber:

4
gl = rrer — )tk ]§rr('2r —$)? = mrs? — %‘ns’.

-

ArquiMeDEs (1. c. II, 3).
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OBservACION. Por el mismo procedimiento se
obtiene la ecuacion (A FHD) = (AFHD) — (AFG)
de la cual inmediatamente se deduce el volimen
de un segmento, comprendido entre un circulo
méximo y un paralelo. Dicho volimen, en efecto,
designando por % la longitud de la distancia entre
los centlos dé los dos circulos, comprende =7*%
———117.', unidades ctibicas.

El circulo comun 4 la esfera y al plano tiene el
area = [ — (1 — §)*] = =¢(2r — §). El cono, cuya
base es este cn culo y cuya altura es la sagita, tiene
el voliimen 'r:S (7 — ). Y la razon del segmento
anterior con este cono es

-l‘ﬂ:S (3r—s) 3r—s 3 és

_1 —_ =

' Rr—s) 2r—s 2 2r—s

118. El segmento esférico, comprendido entre
dos circulos cualesquiera, es la diferencia de dos
segmentos esféricos de los ya calculados (117). Re-
presentando, pues, por s y £ las longitudes de las
sagitas de estos ultimos segmentos, el voliimen del
que buscamos tendra =7 (¢* — s*) — %ﬂ (#* — &%) uni-
dades ciibicas.

Si en lugar de las sagitas
e OC y 0D conocemos su di-
ferencia { —s = /%, y los ré-
dios CC" = ay DD = b de
losecirculos que limitan el seg-
mento, serd
==+
6 —s' = h'+ 3ish
7(6* — 8% —%(ﬁ — &) =7l + s)h — tsh —_71‘&’.

E
D
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Mags, segun el teorema de Pitagoras:

s =00"=a"+s, wi=00"=0+17
¥, POT consecuencia :
(t+8) — s =a* + -+ &°
Luego el voliimen del segmento esférico es
ar(f — 89 mlafr(f - &) :-;_7:({&2 + 0k + lgn}:ﬁ.

Si OF es el medio aritmético de las sagitas OC'
y 0D, y se traza ZE’ normal &4 OZ hasta la super-
ficie de la esfera £, el circulo de ésta, cuyo centro
es # y cuyo radio es ZE’ = p, por su situacion
toma el nombre de ¢irculo medio del segmento es-
Jeérico. ;

Ahora bien, OF2r= OF"™ = OFE* + EE",
¥, por lo tanto:

2t 4-5) = p* + (¢ + 8)?
r(t+48) —ts=¢’ ~;—-711ﬂ‘
Y el segmento esférico entdnces:
n(l — §%) — gr(f — §) = np'h—

(WinkuAvs. J. de Crelle A. 44, p. 375).

Estfa ltima férmula ensefia que los segmentos
de diferentes esferas tendran voliimenes iguales
cuando sus circulos medios y las diferencias entre
sus sagifas sean iguales.

119. El segmento, comprendido entre planos
paralelos, de una superficie reglada cualquiera,

‘M.C.D. 2022




— 163 —

puede expresarse mediante dos eilindrosy un cono.
Constriyanse, pues, entre los planos paralelos,
tanto los cilindros cuyas bases sean las secciones
producidas por aquellos planos en la superficie re-
glada, como el cono director 6 correlativo de esta
misma superficie, cuyo vértice estd en uno de di-
chos planos paralelos y cuyas aristas ¢ generatri-
ces son paralelas 4 las generatrices rectilineas de
la superficie reglada. Y el duplo del segmento dado
serd la suma de los dos cilindros construidos dis-
minuida en el cono director 6 correlativo (*).
DEeMoSTRACION. Supongamos un segmento séli-
do,limitadoporlostrian-
gulos ABC y CBD, el
paraleldgramo ACDE,
y el cuadrangulo para-
boléidico BAZD cuyas
rectas generatrices son
paralelas al plano BCD
(8). Completando el pris~
ma con las aristas para—
lelas CD, AEy BF, las rectas del cuadrangulo pa-
raboldidico apareceran como diagonales de para-

(*) La cubatura de los poliedros especiales de esta clase
fué calculada por Meier Hirscu 1806, (Géom. Aufg. IT, 102, 485,
189). Su interpretacion geométrica y la deduccion de las fér-
mulas correspondientes fueron halladas por Korrg, 1838 (J. de
Crelle, A. A8, p. 275 y Neuer Lehrsatz der Stereom. Essen 1843),
Véase GRUNERT (Arch. 9, p. 82). Otra cubatura de los segmentos
s6lidos, arriba econsiderados, publicé Steiser 4842 (/. de Crelle
23, p. 275). Véanse tambien Brix (J. de Crelle A., 25, p. 129);
Avcust (J. de Borehardt A. 60, p. 377) y la conclusion de este
péarrafo.
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leldgramos, tales como el pgrs, que son secciones
del prisma por planos paralelos al BCDF. De la
biseccion de estas secciones paralelas del prisma por
sus respectivas diagonales se deduce (105) que el
prisma es bisecado tambien por el cuadrangulo
paraboldidico BAED. Si por 4 designamos la dis-
tancia de la recta DZ al plano 4A8C, el yvolimen
del prisma serd 4B C.4, y el del segmento dado, por

consecuencia, %AB O ().

Sea ahora otro segmento sdlido, limitado por el
paralelégramo ACDE, los
cuadrangulos paraboldidicos
CBI'D y BAEF, y por los
triangulos paralelos 4BC y
DFE. Completando el pris—
ma con las aristas paralelas
0D, AE'y GF, cuya altura

4 es £, el segmento dado queda
dividido en partes de especie conocida y su voli-
men es

34BG.h~+ 3 BOG.h + ;OAG.h + ~DEF.L.

(*) Este segmento fué cubicado mediante el calculo inte-
gral por TinseAU 4780 (Mém. de Math. et Phys. prés. t. 9, p. 612),
¥ por Meier Hirsca (4. ¢. 181) elementalmente. Por el método
explicado se reconoce tambien que un tetraedro es bisecado
por un cuadrangulo paraboléidico que tiene por lados opues-
tos las aristas opuestas de aquél. Asi, porejemplo, el tetraedro
ABDE es bisecado por el cuadringulo paraboléidico ABDE;
porque sus secciones, tales como pg’rs’, que son paralelas4 las
arvistas BD y EA, son bisecadas por sus diagonales. Mopius
(barye. Calcul., p. 238) y STEINER (I. c., p. 280).
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Y cemo (Planim. 16) ABG + BCG + CAG
= ABC, el segmento dado tendra por vohimen

5(ABC 4 DEF)h.

Si un segmento s6lido esta limitado por los cua-
dréngulos parabol6idicos, ACFD, CBEFy BADE,
y los tridngulos paralelos ABC y DFFE, cuya dis-
tanciaes %, se trazan por
F' rectas paralelas con
D4 y FB que cortan el
plano 4B C en los pun-
tos Gy H, y se constru-
ye el cuadrangulo para-
bolbidico BGHE cuyas
rectas generatrices son
paralelas al plano #G H.
Ahora bien, el segmen—~
to limitado por los cua-
dréngulos paraboléidi-
cos CBEF y BGFE, y los tridngulos GCOF y
GBC, tiene por volimen:

$GBHL + 3 BOEL + 0GH . — % CGA.L
= 3BCG.h — LOGH .

El segmento, limitado por el paralelégramo
(fADF, por el cuadrangulo paraboléidico 4 CFD
y los triangulos CG'F y CA@, tiene su volimen
= ]EOA G.%. Y, por iltimo, el segmento, limitado
por el parelelégramo 4G #D, los cuadrangulos pa-

raboléidicos GREF y BADE, y los triangulos
ABGy DFE, tiene, segun antes dijimos, un voli-
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men = %{ABG + DEFJk; y sumando se halla el

segmento dado = -%( ABC+ DEF)h — % CGH.bh.

Aqui es C'GH la base del cono (6 pirdmide) di-
rector de la superficie paraboldidica. En efecto,
las rectas que por # pueden trazarse, sobre las
caras GFH, HFC y CFG del triedro formado
en'#, son paralelas respectivamente, 4 las rectas
mediante las cuales son construidas las caras de
los cuadrangulos paraboléidicos dados.

Todo segmento sélido, que satisfaga 4 las condi-
ciones del teorema anterior, puede suponerse com-
puesto de segmentos sdlidos finitos, ¢ infinitamente
pequeiios, de la especie ultimamente considerada.

120. El segmento solido, méas sencillo, pertene—
ciente 4 la clase de los cubicados anteriormente, es
el tronco de piramide, 6 sea: el segmento compren—
dido entre planos paralelos, de un 4ngulo polié-
drico; y el ¢ronco de cono que se considera del
mismo modo. Las secciones paralelas que limitan

el segmento, y la base del cono
director ¢ correlativo, que de-
signamos por &, & y d, son en
este caso figuras semejantes,
cuyos segmentos correspon-
dientes verifican la proporcion
AC:DF: GC=1:m:1 —m
¥, pPor consecuencia:

@b ai= Lo (L —m

De este modo la formula ¢ expresion ; (@ + b)A
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- %dﬁ, hallada para el volimen del tronco de pira-
mide (119), adquiere el valor

%rl —+ m* — %(1 — m)*lah = 31;(1 ~+m —+ m*)ak
= @+ Vab -+ 8k ()

Si las aristas de la pirdmide (6 del cono) se cor—
tan dentro de la capa limitada por los planos para-
lelos, como 4D y CF’, por ejemplo, debera susti-
tuirse m por — m, segun la figura indica.

El mismo voliimen para el tronco de piramide se
halla inmediatamente, considerandolo como dife—
rencia (0 suma) de las piramides cuyas bases son &
¥ b, y cuyas alturas son 2=+ y @. En este caso
fenemos

hxw:z:h=\Ja: Jb: \JaT= \/b
¥, pOTr consecuencia :

1a\/a*tb\/b

L

!
3

121. Toda seccion del segmento sélido conside-
rado antes (119), por un plano normal 4 su altura,
puede calcularse mediante sus superficies limita-
doras, paralelas, y la base de su cono director
6 correlativo. Sea, pues, el plano de la seccion

(*) Publicada por LEoxArDO DE Pisa (Practica Geometriae [dl.
143)y CommanDIno (decentro gravilatis prop. 23).Por § A+m+m2)
puede tambien ponerse & (1 + m)? + 17 (1 — m)%
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A’B’(C', parelelo & los planos ABC y DEF, y
en tal situacion que di-
vida la capa entre DEF
y ABC, de modo que
A’ D=v.AD,etc. El cua-
drangulo paraboldidico
ACFD es cortado en la
recta C’4’ por el plano
A’B'C', al cual son pa-
ralelas AC y #D (8).

Ahora bien, la sec-
cion 4’ B'C’, comparada
con la base ABC, con-
tiene en lugar del trian-
gulo CAG el triangulo ¢'4'G’, euya razon con
CAG tiene el valor »; por ser A'G' =A@, el n-
gulo A'GC' =AGC, yellado GO =v. GC.

La misma seccion A’8B”C’ contiene, en lugar
del triangulo CGH, el semejante C'G'H’, cuya
razon con el otro es .

Tambien contiene A’B’'C’, en vez del tridngulo
ABC, el triangulo A’B'G' = G'AT + ABJ
+ B'G'J’; siendo Jy J' los puntos en que son cor-
tados los planos 4BC y A'B'C’ por la recta
trazada por & paralela con DA. De los tltimos
triangulos, esel G'4'J = GAJ = DEF; el A'B'J’
= p.ABJ, ete.: por lo cual

ABG =v.ABJ + 2. BGJ -+ GAJ
— 0. ABG + (1 —v) DEF.
Por las mismas razones es

BCG =v.BCH+ v»*.CGH -+ ».GBH
= 2.B0G —v(1 —o) CGH.




— 169 —
Y, de consiguiente:

A'B'C =v.0AG +v.4BG + 2. BCG
+ (1 — 0)DEF — v(l — o) CGH
=0.48C+ (1 —v)DEF—u» (1 —9)CGH.

Designando, pues, por ¢ y & las superficies
extremas, inferior y superior, por  la base del cono,
y por f la seccion del segmento dado, tendre-
mos (*):

S=av+ b1 —2 —do (1 —0p)
=b—(b-+d—a)v4+ dv*

Esta férmula ensefia que la seccion puede des-
aparecer (Planim.77),si las raices \/a, \/by \/dno
son entre si como los lados de un triangulo; y que
entre todas las secciones hay una minima, cuando
d es positiva (Algebra-41).

La férmula encontrada expresa la seccion media,
¢, del segmento solido considerado, si en ella se su—

1
pone » = 5. En efecto, enténces

c==(a+ 0) —3d.

Y, utilizando este valor, en vez de la expresion

(*) Esta férmula para la seccion transversal del cuerpo lla-
mado obelisco, fué hallada por Tixseau, Korre y Brix, mediante
el cileulo, sin tener en cuenta la significacion geométrica de
d. Con el expresado nombre de obelisco designan Brix y KorpE
un poliedro, limitado por dos poligonos paralelos y por cua-
dringulos ¢ tridngulos planos, que dntes llevé la denomina-
cion de prismoide.

l
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%(a —+ b)k ——%dﬁ para el volimen del segmento
cubicado, encontramos la férmula (¥)

Ya-+-b+4d0)h 6 e+ 5 dh
122. Si la superficie reglada, cuyos segmentos
y secciones hemos estudiado anteriormente, es
desarrollable, 6 consta de partes planas, finitas, 6
infinitamente pequefias, el perimetro de una sec-
cion transversal, cualquiera, de dicha superficie y
de su cono director podra ser expresado median-
te los perimetros de dos secciones paralelas de la
misma.
Supongamos que tres planos paralelos corten
la porcion plana de la superficie desarrollable, con-
: tenida entre las rectas AC y BD,
en los segmentos paralelos 45,
(D y EF,de modo que #C:AC=v.
Enténces (Planim. 64) sera

EF —=9.AB + (1 —v) CD

Completando el paralelogramo

ACDG, resulta GB = AB—CD;

y designando por «, §, 9 y & los pe-

rimetros de las tres secciones paralelas y de la base

del cono director, de los cuales son partes los seg—

mentos 4B, 0D, EF'y GB respectivamente, se
halla por adicion:

o=ra+ (L—v)B d=2—f

(! La primera fué demostrada geométricamente por
Steisen (. ¢.) vy la segunda, por Koree en el escrito citado
antes.
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Bt — ~se obtlene el perimetro de la seceion

media (STEINER, Z. ¢. } 5o + =

123. Un segmento .-;uhdo, cualquiera, puede cu-
bicarse siempre que esté comprendido entre planos
paralelos y se conozcan sus seccionestransversales,
paralelas & aquellos planos. Si una de estas sec-
ciones, 4 la distancia # de la base del segmento
propuesto, es una funcion dada f (z), de 2, el pris-
ma, cuya base sea f(#) y-cuya altura sea la »°
parte de la altura 4 del segmento entero, tendra

1/ i
por voliimen ﬁf (). Y la suma de los prismas con

igual altura,

o) + 72 ) +rCh) .. +("=k)]

expresard el voliimen que bhuscamos (104), en el
supuesto de que 2 crezca indefinidamente. El
calculo de esta suma es un problema del Calenlo in-
tegral, que puede, sin embargo, resolverse elemen-

talmente, cuando /(z) sea una tunclon entera de z,
tal como

J(@y=a,+ a2+ a0+ ...+ @, z"
Pues entdéneces:

J0) =g,
SN

1 L
f(h-/a/) a, + - Mﬁugﬁ Bts - ...

(2.\ 2 Rl
f\%/a,)=ao+aﬁal+ﬁk-ag+..
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Y, sumando por columnas y multiplicando por

9%’ se halla la suma que debemos formar

1 2 7 —1

= ha, + i +n“+( )k’a:l
12 S —1)

5 27 ﬂa—i— (n );mg
3 3 ST

By it +.ﬁ;+(n 100,

Mas, cuando # es infinitamente grande, sabe-
mos (Aritm. univ. 46) que

2 2’-4—*[—(%—1)? . 1
L adquiere el valor e

Luego la suma que se busca, 0 sea el volumen
del segmento sélido propuesto, tiene el valor
1 i Lo
]&dﬂ -+ 3 ]frna, +§ /5 ==t -i—z;‘:ﬁ]b G,k
EsEmpro. Una pirdmide de base & y altura Z es
cortada por un plano paralelo 4 la base, 4 la dis-
tancia # de su cuspide, en una figura semejante 4
la base misma. Para la seccion resultante, en con—
secuencia, se halla el valor
ba*

Slz) = T

&2

Y, sustituyendo en la férmula general, &, = 0,
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o0 — -;f—,, se obtiene el volimen de la pira-

mide (107)

124. Newron (¥) ensefid & calcular aproximada-
mente un segmento sélido mediante sus secciones
paralelas (0 una superficie plana mediante sus
cuerdas paralelas) y dié la regla particular para,
mediante tres secciones equidistantes, hallar apro-
ximadamente el voliimen del segmento compren—
dido. Esta regla dice asi: siimense las secciones
extremas con el cuddruplo de la seccion media, y
multipliquese esta suma por la sexta parte de la dis-
tancia entre las secciones extremas. A las formulas
de NEwrToN afiadié MacrAvriN 1742 (Fluzions, ni—
mero 848) términos complementarios, susceptibles
de ser conocidos inmediatamente, con los cuales
diese la regla enunciada el volimen buscado ezac-
tamente: en el supuesto de que la seccion antes de—
signada por f(z) fuese una funcion entera de @, que
no pasase del Zercer grado (**). Segmentos, cuyos
voliimenes se hallan exactamente por la regla

(*) Methodus diferentialis prop. 6, ampliado por Corgs (obras
postumas (1722) sobre el Meth. diff. de Newron) y perfeccio-
nado por Gauss (Meth. nova integralium valores, ete., 1814
Comm. Gotting. f. 3). Reglas particulares fueron ya estableci-
das por TorriceELLr, como Perelli refiere en el apéndice 4 las
Instituzioni delle sezioni coniche, Firenze 1744, de Guipo GRANDI.

(**) Bnusiccr (Compendio del cilewlo sublime, Milano 4844,
I1., p. 67); Avcust (Prog. des Coln. Kealgymn. Berlin 1849, p. 28 y
J. de Crelle A. 45, p. 239).
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mencionada, han sido indicados por ToRRICELLI,
Ta. SivpsoN (*), y especialmente por STEINER (7. ¢.).

Para mostrar la eficacia de la regla expuesta
consideremos que el segmento entre /' (0) y f(4) es
la suma de 10:, segmentos comprendidos entre 7(0)
Y/ (), yS(R) y S 4). Ahora bien, si f(#) es una
funcion de @, de tal suerte que el vollimen del seg-
mento dado pueda exactamente calcularse por la.
referida regla, tendremos idénticamente:

17 (0) + 47 () + /(4)]
= 21(0) + 4 /(1) -/ Q)1 +3 £ (@) +43) +F4)],
J0) —47() +6/02) —4 F(3)+ /(@) =

Pero, en la hipétesis flz) = @, + e + t.2°
., Sera

JO)—4s(1) +6/2) —4 f3)+ f(4)
= @,

— da, — 4a,— 4da,— 4da,— 4dg,— ...
+ 6a,+ 12a, + 244, 48a,+ 964, + ...
— 4q,— 12a, — 36, — 108a, — 3244, — ...
-+ a,-F 4a,+16a,-- 64a, - 256a, + ...
=240, 4 ...

Ecuacion idénticamente nula, cuando @, @, ...
se anulan ¢ cuando /(@) no pasa del tercer grado.

(*)  Math. Disertations 1743 p. 109. La regla de Newrton se
Illama tambien por ésto regle de Simpson; pero asi se llama con
—mds precision otra regla que dié Siweson (I. ¢.), deducida de
aquella, para calcular con‘mayor aproximacion un segmento
de una superficie 6 de un cuerpo, mediante mayor nimero de
secciones (Kliigel math, W. & p. 150).
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Encuéntrase, efectivamente, bajo tal hipétéﬁé, la
ecuacion
F(0) 47 A +fh) —a,
+da, -+ 2ha, + ha, -+ é- hia,
+ a,+ ha,+ Wa.+ ha,
— 6¢, -+ 3ha, -+ 20°a.+ 5 Bay
E£10)4-4712 W) --F ()]
= ha, -+ %k”al -{-% a, -+ II hta,

Férmula que coincide con la deducida (123) para
el voliimen de un segmento comprendido enfre
£10) 3 112). :

En los segmentos cubicados (119) es f (#) de se-
gundo grado (121); y, por consecuencia, la regla
newtoniana que, en general, da el voliimen aproxi-
mado, sirve para calcularle con exactitud, bajo las
condiciones establecidas, segun demostrd STEINER
geométricamente.

X.—-Superficie del cilindro, del como y de
Ia esfera.

125. La zona de un cilindro, comprendida entre
planos paralelos, es igual & un paralelogramo cuya
latitud es el contorno de una seccion normal y cuya
longitud es la arista de la zona (¥)

(*) Las zonas de los cilindros y los conos de revolucion
fueron calculadas por ArouiMenes (Sph. et. Cyl. I., 15-A7). Zo~-
nas de otros conos fueron expresadas en integrales por Va-
RIGNON (Misc. Berol. f. 3, p. 280) y Euter 4747 (Nov. Comm. Pe-
trop f. 1, p. 3 v en la memoria publicada como apéndice de las
Nova Acla Petrop. f. 3, p. 69. - ;
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= 3ot DiMosTRACION. Sean 4A4', BB, CC’ ... aristas

de la zona cilindrica. La

A & f-‘i zona de un 'p‘risma ins—
B é,,; crito en el cilindro dado
C‘ o/ se compondra de los pa—

ralelégramos ABB'A’,
BCC'B', ... que tienen
todos la misma longitud (4 4’), y por latitudes los
lados de una seccion normal del prisma, La suma
de estos paralelégramos, por consecuencia; es un
paralelégramo de la misma longitud, cuya latitud
es el perimetro de la seccion normal del prisma re-
ferido. Y este prisma se confunde con el cilindro
en el momento que ambos tengan todas sus aristas
comunes.

La seccion normal de un cilindro de revolucion
es un circulo; las de otros cilindros no son eirculos,
sino ofras figuras cuyos perimetros se calculan por
integrales.

126. La zone de wn cono, limitada por una esfera
- coneéntrica, esigual 4 un sector circular cuyo ra-
s dio es la arista de la zona y cuyo arco tiene la
misma longitud que el perimetro de la seccion es-
i férica.
DemostrACION. Sean 04, OB, 0C, ... aristas
de la zona cdnica, limitadas
por una esfera descrita al-
vededor del centro O. La.
zona de una pirdmide esfé-
rica, inscrita en el cono, se
compondra de los sectores
circulares, O4R, OB(, ...; por cuya adicion se
obtiene un sector circular, de radio 04, que tiene

§ M.C.D. 2022
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por arco el contorno del poligono esférico 48
Ahora bien, cuando la piramide esférica, inscrita,
tenga todas sus aristas comunes con el cono, su
zona se confundird con la de éste, y el perimetro
de su base esférica coincidird con el de la sec-
cion esférica que limifa la zona cdnica. Luego, etc.

La seccion esférica de un cono de revolucion es
un circulo; las de otros conos son figuras cuyos
perimetros se determinan mediante el Caleulo in—
tegral.

OBsERvVACION. La zona comprendida entre dos
secciones esféricas del cono, ABC ...y A’B'C' ...
es igual 4 un parelelégramo cuya latitud es la arista
de la zona, 44, y cuya longitud es el perimetro
de la seccion esférica A7 B (" ... sobre la cual se
hallan los puntos medios de las aristas 44', BB"...
En efecto, la zona en cuestion es la diferencia de
dos sectores circulares concéntricos, con el mismo
angulo central; y, por consecuencia, la diferencia
entre dos tridngulos isdsceles con el mismo 4ngulo
en sus vértices, que es un paraleldgramo cuya an-
chura es la arista 44" de la zona y cuya largura es
el medio aritmético de los contornos 4BC ..y
A'B'C'" .... Pero, si el radio OA" es el medio arit-
mético de los radios 04y 04/, el perimetro de la
seccion esférica, A”B"”(C" ... serd tambien el me-
dio aritmético de los perimetros de las secciones es-
féricas, ARC ...y A'B'C' ... que limitan la zona
conica propuesta.

127. La medida de la superficie encerrada den-—
tro de un perimetro dado sobre una superficie curva
cualquiera, es generalmente un problema, de ma-
yores dificultades que la cuadratura de una figura
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plana, que lleva el nombre de complanacion de la
superficie no plana. La complanacion de la esfera y
de sus zonas pugde referirse 4 la cubatura de la mis-
ma esfera y de un sector esférico, mediante el teo-
rema siguiente:

Por la revolucion del tridingulo rectilineo 4B
alrededor del eje 47 quepasa
por el vértice 4, sobre su
mismo plano, se engendra
un cuerpo de revolucion
cuyo voliimen es igual al de
un cono que tiene por altura
la distancia del vértice 4 al
lado B, y por base, la zona
conica, descrita por este mismo lado 2 (*)

DemosTrACION. Sea Z' el punto de interseccion
del eje con BC;la recta DA normal 4 BC; y la KB
normal al eje 4Z. El voliimen del cuerpo deserito
por el tridngulo A ZB, por su revolucion alrededor
de' 4 #, puede mirarse como suma de dos conos, 4
saber:

s7FB AE = ;= FBRAKR =}« FB.EB.DA.

La zona coénica, descrita por el segmento ZB,
es n. FB. KB, como ya sabemos (126); y, designan—
dola por (EE}, el voltimen descrito por AFB to-
maré el valor - (LB} DA. Del mismo modo, el des-

crito por AEO serd s (EC).DA; y restando, se halla
el descrito por 4 BC, cuyo valor es %(BO).DA.

*)  ARQUIMEDES (Sph. et Cyl. T, 20).
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Si B es paralelo al eje, se halla para el voli-

men descrito por 45C la misma expresion, tra-

zando G normal al eje, y calculando, segun
indica la ecuacion

ABC— GFB(C + AGC — AFB,

un cilindro y dos conos.

128." Un sector esférico es igual & un cono cuya
hase es la zona esférica y cuya altura es el radio de
la esfera. El volumen de la esfera es igual 4 un
cono, euya base es la superficie esférica y cuya al-
tura es el rddio de la misma (¥). Una piramide es-
ferica es igual 4 un cono, cuya base es la figura
esférica que limita la pirdmide esférica inscrita, y
cuya altura es el radio de la esfera.

DeumosTrACION. Supongamos que el sector esfé-
rico sea descrito por la revolucion del sector circu-
lar QA4 X alrededor del radio O4. Si construimos
en el arco 4% las tangentes 4B, BC, CD y DE,

la figura O4 B CDZ describira,
en su revolucion alrededor de
04, un cuerpo cuyo volimen
es igual 4 un cono cuya altura
es el radio 04 y cuya base es
la suma delas zonas cdnicas,
descritaspor 4B, BC, CDy DE
(127). Pero, cuando la linea quebrada, constituida
por las tangentes dichas, toque en todos sus pun-
tos al arco 4% la figura 048 CDE coincidird con
el sector circular OA4Z; el cuerpo descrito por la
revolucion de aquélla, con el sector esférico des-

~

(*) ArQuiMEDES (1. c. 50 y 36).
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crito por éste; y la suma de las zonas cénicas, des-
critas por AB, BC, ..., con la zona esférica, des-
crita por el arco A%.

5 Ahora bien, el sector esférico abraza el voliimen
g de toda la esfera, cuando el arco 4% se convierte
en un semicirculo; y las anteriores consideraciones
son en este caso aplicables enteramente.

El cuerpo incluido por dos planos, que pasen por
el centro de la esfera, y un angulo esférico (huso),
tiene con el volimen de la esfera la misma razon
que el angulo esférico correspondiente con la su-
perficie esférica. De lo que se deduce (36) que tam- '
bien una piramide esférica trilatera tendrd con el
volimen de la esfera la misma razon que el tridn—
gulo esférico, que forma su base, con la superficie
de la esfera. Ete.

129. La superficie de la esfera es el cuadru-
plo de la de un circulo maximo. Una zona es-
férica es igual 4 un- paralelégramo, cuya base
tiene la longitud de un circulo maximo y cuya
‘altura es la sagita ¢ la diferencia de las sagi-
tas (*). i

DemostrAcioN. El volimen de la esfera es (128)

1 ’ . .
el producto, - SuPERFICIE X Rd4dio, como tambien
P ) 3 2

(115) el producto, g- n. Radios cuadrados X Radio.
Luego

Superficie esférica = 4 = Rddios cuadrados:

6 igual 4 la zona del cilindro eircunserito (125). El

{*) AnquiMepEs (I. c. 35 y 48).
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volumen del sector esférico es el producto, % Zone ;

=y L7 . 2 P 3.
esférica x Radio, como tambien 3 = Rddios cuadra-
dos % Sagita (116). Y, por consecuencia: &

Zona esférica = 2= Radios X Sagita.

6 igual al area de un circulo cuyo radio sea el me-~
dio geométrico entre el didmetro de la esfera y la
sagita. Una zona esférica, comprendida entre dos
cireulos, es la diferencia de dos zonas esféricas,
cada una de las cuales estd limitada por un circulo:
luego, efe.

OBSERVACION. Zonas de la misma esfera son
iguales cuando sus sagitas ¢ diferencias de sagitas
(alturas) son iguales. La superficie de un angulo
esférico tiene con un hemisferio la misma razon
que el angulo de los circulos maximos, que deter—
minan el Angulo esférico, con 180°. La superficie de
un triangulo esférico tiene con un hemisferio la
misma razon que su exceso con 360°. Efe. (36).

130. Independientemente de su cubatura puede
hallarse la complanacion de la esfera mediante el
teorema siguiente:

Por la revolucion del tridngulo isésceles 4 BC,
alrededor del eje A4', que pasa por su veértice 4 en
su mismo plano, engendra su base B¢ una zona
conica, igual & un paralelégramo cuya latitud es
la circunferencia del circulo que tiene por radio la
distancia DA del vértice 4 4 la base BC, y cuya
longitud es la proyeccion normal, B'C', de B, s0-
bre el eje 44’ (Pavrus V., 21).

DEMosTRACION. Tracense las normales al eje
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BB, CC'y DD’; 1a iltima de las cuales, 20, es
o el medio aritmético de las
it otras dos, BBy C0’, en
/ {\D virtud de la igualdad B2
= DC. La zona cénica des-
crita por B, en su revolu-
G B cion alrededor de 4A4’, es
4 ¢ DB & _onDD RO (126-08s. ).
Si se traza BZ paralela a4 B'C', el tridngulo rec-
tangulo BCZ sers semejante al DAD', por ser
iguales los angulos ZCB y D'AD; ¥, de consi-
guiente: BC : BE = DA : DD' 6 DD .RBC

= DA.BF. Luego

270D . BC=2~xD4.B'C".

OBservACION. Con auxilio de esta expresion de
la zona cénica, descrita por B, se obtiene (127) el
volimen del cuerpo de revolucion engendrado por
ABC, 4 saber: g =AD" B'C'; 6 sean, los§ de un ci-
lindro cuya base es la superficie de un circulo, des-
erito con el radio 40, y cuya altura es la proyec—
cion normal B'C’.

131. Un poligono plano, compuesto de triangu-
los isdsceles congruentes, ABC, ACD, ADE, ...

i por su revolucion alrededor del eje 45, engendra
¥ con sus lados BC, CD, DF, ... zonas coénicas. Pues
fit la suma de todas estas zonas es igual & un parale-

légramo, cuya longitud es la proyeccion normal
sobre el eje 4.5 de la linea quebrada, constituida
por los segmentos B0, 0D, DE, ...y cuya latitud
es el perimetro del circulo inscrito en dicha linea
quebrada (130). Cuando el nimero de puntos de
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contacto de esta linea con el circulo sea infinito,
aquélla se confundird con éste; la suma de las
zonas eonicas se convertird en una zona esférica
(la superficie de la esfera); y la proyeccion de la
linea quebrada serd la sagita (el diametro) de la
zona esferica.

Por el mismo método, las cubaturas de la es—
fera y del sector esférico, dadas dntes (IX), se
deducen de la expresion hallada (130) para el
volimen del cuerpo que el poligono regular
ABCDE ... engendra en su revolucion alrededor
del eje A 5.

XH. — Centros de gravedad de las fizuras.

132. Silos lados de un poligono plano, cerrado,
se proyectan sobre una recta cualquiera de su
plano, por paralelas en cualquiera direccion, la
suma de las proyecciones es nula. En efecto, si B,
B., ... B, son las proyecciones sobre una recta de
los vértices del poligono 4 4, ... 4,; y, por conse-
cuencia, B,B,, B.B,, ... B,B, las proyecciones de
sus lados, tomando en cuenta los signos de los va—
lores de aquéllas sera (Planim. 111):

BB B B SRR g

y la proyeccion de un lado, igual y confraria & la
suma de las proyecciones de los lados restantes.,
Si los segmentos conocidos en su posicion y
magnitud, pero separados sobre un plano, 4,5,
A,B,, .. 4,B,, se proyectan sobre una recta
cualquiera del mismo plano, por paralelas de direc-
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cion arbifraria, lasuma delas proyeceiones depende,
en general, de la direccion de las rectas proyectan-
tes. En efecto, trazando desde un origen arbitrario,
C, los segmentos CC,, C,C,, ... C,—1C,, de igual
magnitud y direccion que los dados, el punto final
C, no coincidira generalmente con el inicial C.
Pero, si los segmentos ignales y de la misma direc-
cion, 4, B,y CC,, se proyectan sobre la misma rec-
ta por paralelas, sus proyecciones seran tambien
iguales y de la misma direccion; y, por consecuen-
cia, cualquiera que sea la direccion de las proyec—
tantes, siempre se verificara que la suma de las pro-
yecciones de los segmentos 4,5, 4.8, ... A, B,,
sobre una recta, es igual & la suma de las proyec—
ciones de los segmentos CC,, C,C,, ... Cp1Cy; 6
sea, igual & la proyeccion del segmento CC,.
Luego, cuando (, coincida con €, desaparece
la suma de las proyecciones de 4,7, 4.5, ...
4,8, sobre cualquiera recta, sea cualguiera la
direccion de las paralelas proyectantes; porque
00 =0

Supongamos ahora que los segmentos dados
AB, A,B,, ... AyB,, en un plano, sean proyec-
tados varias veces, de diferentes modos, por para-
lelas en cualquiera direccion, sobre una recta
cualquiera; y que cada vez se haga la suma de las
proyecciones. Si para dos direcciones distintas de
las proyectantes desaparece la suma de las proyec-
ciones, desaparecerd tambien para toda otra direc—
cion; porque todo poligono C'C,C, ... C,, consti-
tuido por los segmentos dados, trasportados para—
lelamente & si mismos, es un poligono cerrado. Para
que asi no fuese y no coincidiese, por lo tanto, (',
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con U, serfa preciso que las proyectantes fue—
sen paralelas con C(,, en cuyo solo caso se anu—
laria la proyeccion de este segmento CC,: lo
cual es contra la hipdtesis establecida, de que la
suma de las proyecciones de los segmentos da-
dos, y entre ellas la proyeccion de (/C,, se anula
para dos direcciones diferentes de las proyec—
tantes (¥).

A una conclusion analoga se llega tratdndose
de segmentos dados en posicion y magnitud, pero
en el espacio, 4,8,, 4,5, ..., que sean proyectados
varias veces, de diversos modos, sobre una recta
cualquiera, por planos paralelos de cualesquiera
posturas. Siempre que en tres posturas diversas de
losplanos proyectantes, que no contengan ninguna
direccion comun, desaparezca la suma de las pro—
yecciones, esta suma desaparecerd tambien para
toda otra postura de los planos proyectantes; por-
que todo poligono formado por los segmentos da-
dos, trasportados paralelamente 4 si mismos, re-
sultard cerrado.

133. Dados en el espacio los puntos 4, B, C, ...
con sus correspondientes coeficientes (masas, pesos)
% B 75 -.p silasumaa+ B84 y+ ... no se anula,
puede construirse un punto & en tal situacion, que,
para otro punto cualquiera O, el segmento (x -+ B
+¢ + ...) 08 resulte compuesto de los segmentos
«.04, 8.0B, y.0C ... trasportados paralelamente
a si mismos; 6 de otro modo: que el poligono cons-
tituido por todos los segmentos dichos, «.04,
B.OB, .. (a+ B+ y + ...)80, trasportados

(*) Mdomius (Statik, £7).
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paralelamente, resulte cerrado. Trazando por los
puntos 4, B, C, ... §, paralelas en cualquiera direc-
cion, que corten 4 un plano cualguiera en los pun-
tos 4’, B’, C' ... 8" respectivamente, se verificara
la ecuacion

(a4B+y+..)88 =add +8.BB' +4.0C" +...

El punto S, determinado asi por los puntos
4, B, C, ...y la proporcion de sus coeficientes
«:B:y:...,toma el nombre de centro de gravedad
(baricentro) de los puntos «. 4, §. 5, o, ()

DEMOSTRACION. Por el punto O trazense las rec-
tas cualesquiera, OX, OF, OZ, que no estén sobre
un mismo plano; y proyéctense los puntos dados
4, B, C, ... sobre OX, 0¥, 0Z, por planos pa-
ralelos & los 0¥Z, 0ZX, 0X7. Designando por 4,
Ay, A, las proyecciones del punto 4, etc.; las posi-

(*) Los centros de gravedad, tanto de los cuerpos [isicos
(figuras materiales) como tambien de figuras geométricas, fue-
ron por vez primera investigados por ARQUIMEDES ¥ aplicados
4 la Geometria (cuadratura de la parabola, y los dos libros
acerca del.equilibrio de los planos y.acerca de los cuerpos flo
tantes). Aplicaciones del centro de gravedad fueron hechas por
Papeus (GULDIN A%4); v en los tiempos modernos, por L’HuILIER
(polygonomelriw, 1789), CARNOT (Gdam. de position, 1803), STEINER
(die Kriummungs-Schwerpuncte 1838, J. de Crelle 4. 24, p. 36),
y, en general, por Mosius (Barycent. Calcul. 1827). La ecuacion
caracteristica del centro de gravedad, contenida en los teore-
mas de ARQUIMEDES [ecuacion de los momentos) figura & lacabeza
del escrito de Commawpixo, titulado de ceatro gravitatis 4565.
Sobre la misma debe verse el Cale. baric. de Mosius, 8; v los
géom. Aufg., II, p. 330, por Meren HinscH.
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ciones de los puntos 5%, &y, & sobre los ejes O.X,
0¥, OZ, se determinan por las ecuaciones

e _ 204, +8.0B, +v.00 + ...
o a4 By ...

«.04, +8.08, +4.00, + .-
A il e 0 (A

2. 04, =k BOB, e OO
el e

08,y

08;: =

y de este modo queda determinado el punto § por
sus proyecciones 85, &, 5=, como el punto comun
de tres planos proyectantes determinados.

Las tres ecuaciones anteriores, cuando se tras—
ladan todos sus términos 4 un sélo miembro, ¢ se
reducen & cero, ensefian que todo poligono, cons—
titnido por los segmentos «.04, B.0B, y.0C, ...
(@ 4B -+ v -+ ...)50, trasportados paralelamente,
es cerrado (132). Luego, si los puntos 4, B, C, ...
§, O se proyectan sobre una recta cualquiera 2,
por planos paralelos, de cualquiera postura, la
suma de las proyecciones de «.04, .08, v.00, ...
(48 +y +...)80 desaparece 6 se anula. Mas las
proyecciones de 04, 08, OC, ... S0 son respec-
tivamente iguales, en magnitud y direccion, 4 las
rectas 4’4, B'B, C'C, ... §§’, siempre que estas
rectas hayan sido trazadas paralelamente 4 la recta
»,y cortenen 4', B, €', ... §' al plano proyec-
tante del punto O. Por lo cual tambien se verifi—
cara la ecuacion

0=a. A’A4B.B'B41.C'C+... + (ad-B4T14..)88
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6 esta otra:

(e +B+y+..) 88 =add' +8.BB 44.00" +...

Adicion. Dedtcese de lo dicho que, si para tres
direcciones (no paralelas & un mismo plano) de las
paralelas 8187, A4', BB’, ... limitadas por un plano
cualquiera, se verifica la ecuacion

(@ +84+y+..)88" =a.dA"+p.BB +4.CC" + ...

sin que la suma « + § + y +- ... desaparezca, dicha
ecuacion se verificara tambien paratoda otradirec—
cion de las paralelas expresadas; y el punto & sera
el centro de gravedad delospuntos «.4,8.5,v.0, ...

De otro modo: si MNVOP ... es un poligono
cualquiera; &, un punto cualquiera; y los segmentos
a.84, B.8B, v.8C, ... iguales en magnitud y di-
reccion & los lados MV, N O, OP, ... respectiva—
mente; & serd el centro de gravedad de «.4, 8.5,
¢.C ... (*) Trazando, en efecto, por los puntos S,
4, B, ... paralelas, de direccion arbitraria, que
corten respectivamente 4 dos planos paralelos, de
postura cualquiera, en § y §, 4" y 4", B" y
B, ... segun lo demostrado 4ntes tendra lugar la
ecuacion

0=a.dA” + 8.BB" ++.CC" + ...

Pero tambien es 818" = 4”4' = B"B' — ... Luego
idénticamente:

(et ) 88" =a. 4”4 +B. BB 44.0" C '+ ..

(*) L'HuiLier (Polig. 86)y CArNoT (Géom. de pos. 269, en el caso
o= p =1T= ...).
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Y sumando esta ecuacion con la anterior resulta,
finalmente, la que sigue:

(@ +B4y+.. )88 =a.d4'+B8.BB +4.CC" + ...

134. Kl sistema de los puntos «.4, B.5, y.C, ...
s6lo tiene un centro de gravedad /5. Admitamos
que 7'sea otro centro de gravedad de los puntos
dados; y tracemos por los puntos 8, 7, 4, B, C, ...
rectas paralelas, en cualquiera direccion, que en-
cuentren & un plano que contenga al punto 7, pero
no al ., en los puntos §’, 7, 4", B', C’, .... Segun
sabemos (133), por ser nulo 7'7 debera ser

0= AdA"+B.BE +3.00 + ...

Pero, segun las hipdtesis sentadas, ni desapa-
rece o + B -+ -+ ..., nitampoco 88; y, por conse-
cuencia, debe ser (z -+ B 4y + ...)S8" diferente
dea.4A’ + B.BER + y.CC" 4+ ...; y esto pide que
S no sea el centro de gravedad del sistema dado:
conftra lo supuesto.

Si los puntos dados caen sobre una recta, su
centro de gravedad caera sobre la misma recta.
Admitamos que asi no sucede, y que el centro de
gravedad § caiga fuera de la recta 4 5. Tracemos
por S, 4, B, ... rectas paralelas, de cualquiera di-
reccion , cuyos puntos de interseccion con una
recta paralela 4 la 4B, que pase por §, sean §, 4°,
B, ... Porque S§ = 0,y 44’ = BB = '..., e8
@ 4 -4 y -+ ... = 0: contra la hipétesis.

Si los puntos dados caen sobre un plano, su ba-
ricentro cae sobre el mismo plano. Admitamos que
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el centro de gravedad S caiga fuera del plano 4 BC.
Por los puntos &, 4, B, ... tricense paralelas de
‘cualquiera direccion, que sean cortadas por un
plano, paralelo al 48C y que contenga al punto
§, en los puntos 8, 4’, B, .... Como S§ =0y
AA" = BB = ..., se halla, como antes, a + B 4y
—} ... = 0: contra la hipdtesis.

135. El baricentro 2, de los puntos «.4 y 8.5,
divide al segmento 4.8 segun la razon § : «, inte-
rior ¢ exteriormente, segun que 2y « tenga el mis-
mo signo 6 signos opuestes. En efecto, de la pro-
porcion AP : PB = : ase deduce la ecuacion

wdd + BB = («+ )PP

paracualquiera direccion de las paralelas 44", BB’,
PP, y para toda recta que las corte en los puntos
4’ B, P (Planim. 64).

El baricentro @, de los puntos «.4, B.B yv.C, es
el baricentro de los (z-+8) P y . C, y divide el seg-
mento P (' segun la razon y : (« - ). En efecto, de
la proporcion P : QU =y : «--f se desprende la_
ecnacion

(a+?l)PP'+‘{-00'= (a+8+7v Q&

y, como consecuencia, esta otra:

a.AAd 4 B.BB +4.00" = (a+ B+ 1) Q&

para cualquiera direccion de las paralelas, y para
todo plano que corte 4 las mismas en los puntos
A', B, C', P, .Y asi sucesivamente.
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En general, en la determinacion del centro de
gravedad de «.4, 8.8, .0, ..., dos 6 més puntos del
sistema pueden ser sustituidos por su baricentro
particular, al cual se dard por coeficiente la suma
de los coeficientes de los puntos que hayan de ser
sustituidos. .

Cuando algunos de los coeficientes sean nega-
tivos, puede determinarse primeramente el centro
de gravedad, A, de los puntos que tengan coefi-
cientes positivos; despues el centro de gravedad,
N, de los puntos con coeficientes negativos; y final-
mente, el centro de gravedad, §, de los puntos
wMy — vV, en los que p y — v designan las
sumas de los coeficientes positivosy negativos res-
pectivamente, El punto ' seré entdnces el centro
de gravedad del sistema propuesto. ;

136. El centro de gravedad @, delos puntos «.4,
8.By v.C, que no estan sobre una recta, divide la
superficie del tridngulo ABC segun la propor-
cion (*):

BUQ:OAQ:ABQ:ABC’:a:?'.'{:a—-lr?—}-«'{

En efecto, si ¢, representa el baricentro de .4
y 8.5, tendremos:

ABQ:ABC=C,Q: C,0=x:a-+B+

porque C,@: QC=1y:a+ 8-(135). Ete.
El centro de gravedad R, de los puntos .4,
$.B,+.Cy 8.0, que no estdn sobre un plano, di-

{*) Maosrus (Baryc. Caleul., 2% y sig.'.
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vide el volimen del tetraedro 4B CD segun la pro-
porcion:

CBDR : ACDR: BADR : ABCR : ABCD
=a:fiy:d:af By y48

En efecto, si 4, es el centro de gravedad de los
puntos .5, y.C'y 8.D, se verifica la proporeion:

CBDR : ABCD — CBDR : OBDA — AR : 4.4
= aa--By-48;

porque 4, 2 : R4 —a: 84 y-43 (135). Ete.

Nétese en estos teoremas que ABRC = BOA
= C4B; ABC + ACB = 0 (Planim. IX); ABCD
=BC0AD= ..; ABCD 4+ ABDC— ¢ (112).

Un punto cualquiera de la recta 4B puede mi-
rarse como centro de gravedad de «.4 y B.B; un
punto cualquiera del plano 4B, como centro de
gravedad de a.4, B.B y v.C: un punto cualquiera
del espacio, como centro de gravedad de «.4, B.B,
1.0, y del punto 8.0 que cae fuera del plano 4B C:
con tal que 4 las razones o : g, « By, a:Biy:d e
les asignen los valores convenientes ( Principio
del caleulo baricéntrico).

137. Silasumadelos coeficientes, a8y, &5y
se anula, el sistema de los puntos ol BB NG
tendra, en general, un centro de gravedad infini-
tamente distante, en una direccion determinada;
¥y lasuma

w.dd +B.BB 4 1.00 + ...

se anulard para cualquiera direccion de las para—
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lelas AA’, BB, ..., bajo la condicion de que el plano
que las corta en 4’, B’, ... pase por dicho centro de
gravedad, 6 sea paralelo, en otros términos, 4 la
recta en cuya direccion se halle tal centro (*). Sea
R el baricentro de B.B, y.C, ... que se halla 4 dis-
tancia finita; porque la suma g 4y - ... no es nula,
sino igual 4 — «. El baricentro del sistema dado es,
pues, el baricentro de a«.4 y — B.2, que divide el
segmento 4/, por consecuencia, segun la razon
—a:z = — 1, y cae sobre la recta 4R, 4 distancia
infinita. Trazando por R, 4, B, C, ... rectas pa—-
ralelas, en cualquiera direccion, que sean cortadas
por un plano cualquiera en ', 4’, B’, (", ..., se-
gun (133) fenemos:

8. BB 1 *(.CU'—{— e (ﬁ—i—y—}—]RR' = —a. RR'

De consiguiente: la suma «.44"+8.BB +y.CC"

+ ... adquiere el valor « (44" — RR'), y se anulara
cuando el plano secante, referido, sea paralelo 4 la
recta AR2. Designando ademas por € el centro de
gravedad de a. 4,7.C, ... se halla para «. 4 4'+-§. BB’
+1.00" 4 ... el valor B(BB’ — Q€') que se anu-
laré en el solo hecho de ser el plano secante para-
lelo 4 B Q. Luego esta recta B debe ser tambien
paralela con 4 R; ete.

En el caso particular, de que un punto del siste-
ma dado sea al mismo tiempo el centro de gravedad
de los puntos restantes, cualquier punto del siste-
ma serd el centro de gravedad de los restantes; y
enténces el sistema de todos los puntos no tiene
ningun centro de gravedad; y la sumae. 44"+

{(*\  Momius (Baryc. Caleul., 9 y 10).
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B.BB ++.CC" + ... se anula para cualquiera di-
reccion de las paralelas y ecnalquiera postura de su
plano secante. Asi sucede, por ejemplo, si 4 es el
centro de gravedad de B.5. y.C, ... ; porque en-
tonces, para cualquiera direccion de las paralelas
¥.cualquiera postura de su plano secante, es

BRB 00— (Bt} A A%

¥, como B+ y—+ ... = — a, Tesulta: efe.

Se obtendra un sistema sin centro de gravedad,
cuando al sistema «.4, B.B, v.C, ..., se agregue
su centro de gravedad, &, con el coeficiente — (a -
P

138. Designando por & el centro de gravedad
de los puntos «.4, g.2, v.C, ..., y por O un punto
cualquiera, se verificara la ecuacion (*)

SO A gy poRE U b G
af.AB* 4 ay. AC* 4 ... + 1. BC?
e -

DemosTrACION. Por el punto O trazense, como
antes (133), las rectas OX, OF, 0Z; pero de
modo que sean aristas de un triedro trirectangulo,
6, en otras palabras, que aquellas rectas sean tres
ejes ortogonales. Proyéctense los segmentos O,
04, 0B, 0C, ... sobre 0X, OF, OZ, por planos
paralelos respectivamente 4 los 0YZ, 0ZX, OXV;
y designemos por @, #,, #,, %,, ... 1as proyecciones
sobre OX; pory, %, #., ¥s, ... las proyecciones

(*Y  Teorema de LAGRANGE (Mém. de Berlin, 1783, p. 290).
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sobre OF; y POT 2, 2y, %, 23, .- las proyecciones
sobre 0Z. Segun (133) tendremos:
(@B +y+ ) @ = - Bz, + 1@ + ...

et ceetera. Y por consiguiente:

(6Bt (oo + o o —a + g+ ..) 2
= (at-B4-.0) (am2 4 B2, - — (a2, + B2, + ...)°

Desarrollando esta 1ltima férmula se vera que

no queda ningun término con los coeficientes a*,
g%, ...; mientras que el coeficiente «f afecta &

tres térininos cuyo conjunto es )

“ma’"sg — 20,2, + @) = af (@, — 2.)°

et ceetera. Luego:

(@B ...) (a2 +B2,* + ) — (a4 8+ ...)
= aff (&, —@,)" +ay (ml—wa)ﬂ+...+{3«((w,——a;3)’ -

Y del mismo modo se deducen las ecuaciones
i

(B4 ...) o7, -+ B, + -oe) —(a B0
— a8 (y—y)* +ay @ =y + By (g s
(@84 ...) (a2, — B2, + w)— B+ )tz
—af (2,—2,)" + ay(e,— ) + ... +By (2,—25)" + .o

Mas las diferencias, @, — @,; ¥ — Y2y % — %5y 501,
segun la construccion hecha, las proyecciones nor-
males del segmento B4 sobre las rectas 0X, 07F,
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0Z, mediante las cuales puede ser expresado el
segmento mismo. Para esto, por el punto 4 trdzense
lasrectas AK, ALy AM, paralelas
> 7 respectivamente 4 0.X, 0Vy 0Z;
y por el extremo B, planosparale-
/ losconlos ALM, AMK y AKL, que
cortan 4 las rectas AK, ALy AM
en los puntos X, Ly M. Asi hemos
construido un paralelepipedo rec-
tangulo, cuyas aristas AK, AL— KN,y AM = NB
son las proyecciones normales de la diagonal 48
sobre rectas que tienen las mismas direcciones que
0X, 0¥y OZ. Ahora bien, segun el teorema de

Pitagoras:

AK* 4 KEN*= AN?, AN+ NB*=AB"
¥, por lo tanto:
AK* + AL+~ AM* =A4B"

A K

(@ — @) 4 (1 — ) + (5, — 2.)' = 4B
et cetera. Por ofra parte:
22+ y2+22= 04° ete.

Y, sumando las tres ecuaciones precedentes, re-
sulta, por fin, esta otra:

(e 4B+ ...) (2.0424-B. OB +...)—(a—+p+...) OS*
= aﬂ.AB’ —I—a'\(.AOS—l— o +BY.BC A ...

de la cual se deduce, dividiendo pora--B-...,
la que desedbamos demostrar.
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Opservacioy. Si el punto arbitrario, O, coin-
cide con el centro de gravedad, /S, el segmento os
se anula, y la ecuacion se convierte en la si-
guiente (*)

i omy _oBAB L ACH. AP BO+..
a.SA4-B.SB ... e B

139. Lasumax.0A*+8.0B*++1.0C* 4 ... per-
manece constante para diferentes puntos O, siempre
que O sea invariable. Si, pues, 4, B O ndon
puntos dados, ¥ #, B, 1) - numeros dados cuya
suma no se anula, los puntos O, para los que la
suma «. 04? + B. OB* 4 ... conserva el mismo va-
lor, caeran sobre una esfera cuyo centro es el de
gravedad de a.4, 8.5, 7v.0, ... (**).

En general, segun la ecuacion de LAGRANGE, la
suma . 0A* + B.0B* + ... tendra un valor mini-
mo, 6 un valor maximo, conforme a - B+ ... sea
positiva 6 negativa: valores que tienen lugar cuan-
do el punto arbitrario, 0, se confunda con el cen-
tro de gravedad, . En el supuesto de que la
suma «. 0A4? + 8. 0B? + ... tenga un valor constan-
te que, en el primer caso, 1o llegue al valor de
aSA* + 8.8B* + ..., ¥, en el otro caso, le sobrepuje,
los puntos O caeran sobre una esfera imaginaria:
con su centro &, real; pero con su radio imaginario.

Cuando « +p+y+...=0, los puntos O, para
los que conserva la suma a. 04 + .08+ ... un

{*) LaGRANGE (l. ¢.) y CARNOT (Géom. de pos. 280 para el caso
o= ﬁ = =]

(**) Planim. (132); CARROT (1. ¢.); ME1Er HirscH (Géom. Aufg.
11, p. 336 y sig.).

.C.D. 2022




e ———————

— 198 —

mismo valor, se hallan, en general, sobre una esfera
determinada cuyo centro esel punto de gravedad in-
finitamente distante del sistema«.4, 8.5, ... (137) : 1o
cual quiere decir que dichos puntos estan sobre un
plano determinado, normal 4 la direccion en que se
encuentra el punto, 6 centro de gravedad, infinita-
mente distante. Si es &, en efecto, el baricentro de
B.B, v.C, ..., para un punto cualquiera O tenemos
(138) la ecuacion:

By.BC ...
.0B? 00— (¢ L) ORP="———
B.OB* ++1.0C+...— (3+y+...) OR G
¥, como B4y +...=—a,

By. B O ...

. 04*+5. 0B +1.00" =2 O4'—OR')

Lo cual prueba que la suma «. 04* +805*+- ...
permanece invariable, mientras la diferencia 0A®
— OR*no cambie de valor, ¢ sea, mientras el punto
O esté sobre un plano determinado, normal &
OR (Planim. 112).

En el caso particular, de que los puntos dados,
@4, 8.8, ¢.C, ... no tengan ningun centro de gra-
vedad, y enténces cada uno de ellos es el centro de
gravedad de 10s restantes (137), la suma «. 04* -+
B.OB*® 4-1.0C* + ..., para cualquier punto O
tendré el mismo valor (*), que podré expresarse de
diferentes maneras: por

By.BC* + ...
B4y

(*)  Momius (J. de Crelle, 4. 26, p. 28).
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por ejemplo, cuando se anule la diferencia 04* —
OR*; por

BAB + 1. AC + ...,

cuando se anule 04; ete.

140. Una figura (linea, superficie, cuerpo) se
dice homogénea cuando todos sus puntos tienen un
mismo coeficiente. Todas las figuras geométricas
se suponen homogéneas en tanto que expresamente
no se diga lo contrario.

Los centros de gravedad de umn segmento, de un
paraleldgramo, y de wn parelelepipedo, caen en los
centros de estas figuras. Porque 4 cada punto, X,
de una de estas figuras, corresponde otro punto, X"
de la misma, situados ambos de modo que el centro
es el medio del segmento XX'; y, por consecuen-
cia, el centro de gravedad de los puntos X'y X" cae
en el centro expresado; y en este mismo centro,
el de gravedad de la figura, G sea: el centro de gra-
vedad de todos los pares de puntos, como Kyt

El centro de gravedad de una figura que tiene
un eje ¢ un plano, mediante los cuales es dividida
en dos partes simétricas respecto del eje 6 del pla-
1o, cae sobre tal eje 6 tal plano. Pues 4 cada pun-
to, X, de semejante figura, corresponde otro pun—
to, X', de la misma, en tal situacion que el seg-
mento XX’ es bisecado normalmente por el eje 6
el -plano referidos; y el centro de gravedad de X'
y X’ cae sobre dichos, eje 0 plano. Pero el centro
de gravedad de la figura cae sobre la recta, 6 sobre
el plano, que contenga los centros de gravedad de
todos los pares de puntos, X ¥ X', (135 y 134).
Luego, etec.




T o

ey

i
Il

— 200 —

Cuando un cuadrangulo plano tenga dos lados
paralelos, el centro de gravedad de su superficie
caera sobre la recta que une los puntos medios de
dichos lados paralelos. Si un prisma estd limitado
por dos planos, no paralelos, el centro de gravedad
de su volimen cae sobre el plano que pasa por los
puntos medios de sus aristas paralelas.

Y del mismo modo se concluye que, si una figu-
ra tiene un centro, como sucede particularmente
con toda figura regular, el centro de gravedad no
difiere del centro de tal figura.

141. Zl cenitro de gravedad de la superficie del
triangulo ABC, es el centro de gravedad de los
puntos 4, By C,y divide 4 una mediana del trian-
gulo inferiormente, en dos partes cuya razon es1:2.
En efecto, si desde el punto medio ([, del lado 4B,
se traza la mediana CC,, que divide la superficie del
triAngulo en dos partes iguales, 4 cada punto, X,
de una de estas dos mitades corresponderd un
punto, 4”, de la ofra mitad, situados de modo que
el segmento X.X” es paralelo al lado A2 y bisecado
por la mediana CC,. Sobre esta recta 'C, caen los
centros de gravedad de todos los pares de puntos,
como Xy X'; y, por consecuencia, sobre la misma
caerda tambien el centro de gravedad de la super—
ficie 4 2C. Del mismo modo se demuestra que este
centro de gravedad cae tambien sobre lasrectasque
unen los demas vértices, 4 y A, con los puntos
medios de los lados respectivamente opuestos, B ¢/
y C4. Lo cual prueba que tal centro de gravedad es
el punto comun de las tres medianas del tridngulo;
Y, de consiguiente, el centro de gravedad de los
puntos 4, By C (101). 5
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Zl centro de gravedad del letraedro sdlido
ARCD es el centro de gravedad de los puntos 4,
B, Cy D, y divide la distancia entre el centro de
gravedad de una de sus caras y el vértice opuesfo &
ella, segun la razon 1: 3. Por el punto medio ¢, dela
arista 4B, tracese el plano C,CD que divide en dos
mitades al s6lido 458 CD. A cada punto, X, de una
mitad, corresponde un pruto, X’, de la otra: situa-
dos ambos de modo que su distancia XX es para-
lela con A B y bisecada por el plano C,CD. Y esto
prueba que el centro de gravedad del sélido 4 BCD
cae sobre el plano que pasa por una arista del te-
traedro y el punto medio de la arisia opuesta; con—
fundiéndose, por lo tanto, con el centro de grave-
dad de los puntos 4, B, C'y D (75).

E1 centro de gravedad de wna pirdmide silida
divide la distancia entre el centro de gravedad de
su base y su vértice, segun la razon 1:3. Pues tal
punto se ofrece como centro de gravedad de los
centros de gravedad de todas las secciones trasver-
sales del sélido propuesto, paralelas con su base,
siempre que los coeficientes de los expresados cen-
tros sean entre si como las secciones & que perte-
necen éstos. Estas secciones son semejantes y estan
en perspectiva; y, por ésto, sus centros de grave-
dad caen, con el de la piramide, sobre la recta que
une el centro de gravedad de la base con el vértice
de este sélido. Mas el centro de gravedad de la pi-
ramide lo es tambien de los centros de gravedad de
los tetraedros en que aquella se descompone por
triangulos diagonales; y estos centros de gravedad
de los tetraedros componentes caen sobre el plano
paralelo & la base y que divide la distancia entre la

"
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base y el vértice segun la razon 1 : 3. Sobre el
mismo plano debe caer el baricentro de la pira—
mide; luego ete.

El centro de gravedad de un prisma sdlido es el
centro de gravedad de la seccion media, que biseca
sus aristas ignales y paralelas. Puesto que los cen-
tros de gravedad de todos los segmentos paralelos
4 las arvistas del prisma, y limitados por las caras
paralelas del mismo, se hallan sobre el plano de la
seccion media. Fl baricentro del prisma es el bari-
centro de aquellos puntos, afectados con iguales
coeficientes, ¢ sea, el baricentro de la seccion me-
dia; en virtud de que todos los segmentos, que son
sustituidos por sus centros de gravedad, son
iguales.

£l centro de gravedad de un prisma trilatero
ABCA'B'C", cuya seccion media sea 4”B"C",
coincide con el centro de gravedad de los puntos
A", B"y C"; y, por consecuencia, con el centro de
gravedad de los puntos 4, B, Uy 4', SBOs

142. FEl centro de gravedad de un sistema de
segmeatos (rectilineos), de superficies planas trian-
gulares, y de tetraedros s6lidos, es el centro de grave-
dad de los puntos «.4,8.5, . C, .., en el supuesto de
que loscentros de gravedad de los elementos dados
(segmentos, tridngulos, ete.) sean designados por
A, B, (..., ylos coeficientes a: f : y: ... sean entre
si como loselementos dados, respectivamente (135).
Con arreglo 4 esta ley puede determinarse el cen—
tro de gravedad del contorno de un poligono, el de
la superficie de un poligono plano, el de la superfi-
cie de un poliedro, y el del poliedro sélido. Cuando
se trata de una linea, 6 de una superficie, curvas, se
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toma como auxiliar un poligono inserito, 6 un po-
liedro, que tengan respectivamente con la linea, ¢
con la superficie, dadas, cuantos punios comunes
deseemos; se busca el baricentro para el contorno
6 la superficie del poligono, para la supericie 6 el
cuerpo, poliédricos, y se determina su posicion en
el ecaso limite, en que el poligono con la linea cur-
va, ¢ el poliedro con la superficie curva, tenga
todos sus punfos comunes. Este-tiltimo proceso
pide de ordinario el manejo del C2lculo integral.

Ll baricentro del contorno del trigngulo ABC
es el centro del ecirculo inscrito en el triangulo
A'B' (', cuyos vértices 4', B' y C' son los puntos
medios de los lados BC, CA y AB (*). En efecto,
los centros de gravedad de estos segmentos, BC,
CA y AB,son A', B'y C’ (140); y, por lo tanto, el
‘baricentro del contorno AB( es el baricentro de
BCA', CA.B' y AB.C'. Pero el baricentro de
BC.4"y CA.B' divide el segmento 4’8’ segun la
razon U4 : BO = C'A" : B'C' (135), y cae sobre la
bisectriz del angulo A'C' B' (Planim. 66): luego, ete.

Ll baricentro de la superficie del tetracdro
ABCD es el centro de la esfera inscrita en el te-
traedro 4'B'C’D" cuyos vértices 47, B, C" y I’
son los baricentros respectivos de las caras CRD,
ACD, BADy ABC (*¥).En efecto, el baricentro de
la superficie dada es el bariceniro de CBD.A’,
ACD.B', BAD.C" y ABC.DV. El baricentro de
CBD. A"y ACD.B’ divide al segmento 4’ B’ segun
la razon ACD : CBD=A'C'D . C'B'D’, y cae

(*} Porxsor (Slalique 150).

| GERovo (Ann. de Gerg. 17, p. 330).
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i sobreel plano bisector del diedro 4’ "D’ B’ (110); ete.
i Para construir el daricentro de la superficie del
cuadrangulo plano ABCD (*), se construyen los
baricentros £y & de los triangulos ABCy ACD,y
se determina asi el baricentro de ABC.Z y ACD.F.
Admitiendo que B2 sea cortada en G por AC; se
verificard la proporcion ABC : ACUD = BG : GD;
y, por consecuencia, el punto que buscamos sera
el baricentro de BG.E y GD.F 6 sea, de BG.4,
BG.B, BG.CyGD.A4,GD.C
v GD.D. En lugar de BG.Ay
GD.A, puede ponerse BD.4;
por BG.C'y GD.C, puede po-
nerse BD.C; y por BG.By
GD.D, puede ponerse BD.K;
despues de haber hecho BX
— @D sobre la diagonal BD
i (135). Y esto ensefia que el punto buscado es el ba-
fl ricentro de 4, C'y K.
i El segmento ZF, paralelo con BD, es cortado
i en H por AC; y, de consiguiente: BH : HF
— BG: G.D. Lo cual prueba que el punto buscado,
J, cae sobre B de modo que £/ = HF.

Por otra parte:

e

=

i "

=T —

AOT + OFJ 4 FAJ = ACF
OFJ— CHE, FAJ=HAE, CHE+ HAE = AEC
! ACT 4+ AEC = ACF

'.5‘1 (') Quart. Journ. 186k, f. 6, p. 127. Este baricentro fué cono-
| cido en el siglo xv1, 8. StEVIN {Stulica I1, prop. 6); Horxer 1827,
| | Astron. Nadir V., p. 281); Mosus (Statik 113).
|| .-
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Y, por consecuencia:

ACT = ACF — ABC= + (40D — ABC)

Cuando, en particalar, sea (/D paralela con APB,
el baricentro J caerd sobre la recta que una los
puntos medios de A8 y CD (140).

Acerca del centro de gravedad de una figura
esférica véase la Zrigonometria (67).

143. Para un segmento sélido, cualquiera, com—
prendido entre planos paralelos, podra calcularse la
distancia de su baricentro & su base, siempre que
la seccion trasversal del expresado cuerpo, para—
lela & la base del mismo, & la distancia cualgquiera,
z, sea una funcion entera de 2, que designamos por
/f(z). En efecto, el prisma, cuya base es la seccion
trasversal, f(#), y cuya altura es la n" parte de
la altura /% del segmento dado, tiene por volimen

h
= flw); la distancia de su centro de gravedad 4 la
base del segmento es & -+ %@ (141); y dicho

. : W ;
centro tiene por coeficiente o f(#). Designando por

» la distancia del baricentro del cuerpo dado & la
base de este mismo, formaremos, por una parte, el
producto de % por la suma, 4, de los valores que

) V) - {
produce la férmula = f (@), cuando en ella se atri—

buyen a z estos otros:
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¥, por otra, la suma, 5, de los valores que arroj'a
2\ / :

la férmula (sr; -}- 2—?3) ?—: J (z), para los escritos ante-
riormente de 2. Y el producto w4 sera igual (133) &
la svma 7, cuando el nimero arbiteario, #, aumente
hasta el infinito.

Ahora bien, la suma 4, cuando 7 es infinito,
expresa el volumen del segmento dado (104); la
suma 5 consta de la suma, (, de los términos

/;/ s
que se desprenden de la férmula Eazf(x), y de
la suma, 2, de los términos que se derivan de

la férmula QL; :: J (z). Pero la suma D tiene el va-

b : .
— 4 que desaparece cuando # crece indefinida-

21
mente. Luego para determinar la distancia % nos

queda la ecuacion #4=Csolamente.

8i f(z) es una funcion entera de #, que no pasa
del segundo grado, la expresion zf (z), que desig—
namos por ¢(z), serda una funcion de @, de tercer
grado 4 lo sumo: y, por lo tanto (124):

A= Gi[ f10) + 4/ (5h) + 7 (8)]
O= 1] g(0) + 49(34) +g(B)]

Y, como ahora g(0) = 0, g(i/{g):%/@f{é}b),
g\h) = hf(k), sera ()

v UEh) S
b 1) + 4 (3k) + 1)

(*) Brix y Aucusr (124),

lor
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OBSERVACION. El cuerpo mas sencillo, para el
que puede, segun esta formula, caleularse la altura
de su baricentro, es el tronco de pirdmide. Por el
mismo procedimiento puede hallarse tambien, para
un segmento superficial plano, comprendido entre
cuerdas paralelas, la distancia de su baricentro ala
cuerda que se toma por base, siempre que la see—
cion trasversal, paralela, del mismo segmento, sea
una funcion dada de su distancia & la expresada
base.

144. Si una figura plana, dada, da vueltas alre—
dedor de una recta, dada, de su plano, la superficie
de revolucion engendrada por su contorno €s el
producto de su perimetro por el camino u Orbita
que traza su baricentro; y €l cuerpo de revolucion
engendrado por su superficie es el producto de esta
superficie por la 4rbita recorrida por su centro de
gravedad ().

DemosTRACION. Un poligono plano, con un lado
AP que tiene el punto medio M, da vueltas alrede-
dor de un eje, X ¥, situado en su plano. El lado

(*) Este doble teorema es conocido por el nombre de Regla
de GuLpiy. Investigaciones acerca de los cuerpos de revolu-
cion hizo antes que nadie ArQuinenes (De conoidibus el sphae—
roidibus). Las prosiguio KegppLER en su Stereometria dolio-
rum 1615, donde ya aparecen algunos casos de la regla gul-
diana (Theor. A8 y sig.). Esta regla fué descubierta por PAppUS
y publicada al fin de la Introduccion al 7.° libro de la Collect.
math; y en tiempos mas modernos por GULDIN €n la segunda
parte de su obra, Centrobaryca 1640, en la que se aplica 4 mu-
chos ejemplos, pero no se dem uestra en general, De la misma
regla habla minuciosamente Meten Hinsci (Géont. Aufg. II, 160
y sig.) y ZenME (Géom. d. Korper 1859.)
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AB describe la zona cénica 4.8 2= MM (126-0bs.),
llamando MW" la distanecia
del punto M al eje XZ.
El baricentro, &V, del con-
torno entero, es el hari-
A i centro de los puntos de
X 20 3 A y gravedad (puntos medios)

4 S ‘de los lados cuyos coefi-
cientes son los lados mismos. Multiplicando, pues,
cada lado por la distancia de su punfo de gravedad
al eje, y sumando los-productos, se obtiene el pro-
ducto del contorno por la distancia, V', de su
centro de gravedad al eje (130). Luego la suma de
las zonas coénicas, descritas por los lados, es el pro-
ducto del perimetro por 2=.VV', 6 sea, por la cir-
cunferencia deserita por el centro de gravedad V.

Trazando A4’y BB’ normales al eje X7, el
cuadrangulo ABXB' es la suma de tridngulos,
XARB + XB'A, y tambien la suma XB'B + BB'A
= XB'B - BB'A"= XA'B; y, por consecuercia,
XAB = XA'R — XB'A.

El cuerpo de ievolucion eng endlado por el
tridngulo X4’ B, es —7r BB XA — XAB. —~rr BB
Designando por O el centro de gravedad de la su-
perﬁcw XA'B, y trazando 00’ normal al eje, serd
00 = %B_B'; ¥ el cuerpo de revolucion, por con-
secuencia: X4'5.2=. 00’. Del mismo modo se halla
el vohimen del cuerpo de revolucion, engendrado
por XB'A, que es = XB'4.2=. PP’, si P representa,
el cenfro de gravedad de la superficie generafriz
XB'A,y PP una normal al eje. Designando ade-
més por @) el centro de gravedad de la superficie
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XABR = X4'B — XB'A, ytrazando @@ normal al
eje, @ sera el centro de gravedad de XY4'B.0y
— XB74.P, esto es:

XA'B.00 — XB'A.PP' — XAB.QQ

Y,deconsiguiente, el cuerpo de revolucion engen-
drado por Y4B, tiene por volimen X425 2r. Q.

La superficie de la figura plana, dada, es la suma
de los tridngulos, cuyas bases son las partes de su
contorno y cuyo vértice comun es X (Planim. 77).
Su centro de gravedad, &, es el cenfro de grave-
dad de los centros de gravedad de cada uno de los
friangulos componentes, con tal que aquellos pun-
tos tengan por coeficientes las areas de estos fridn-
gulos. El producto de la superficie total por la dis-
tancia RR’, de su centro de gravedad al eje, es la
suma de los productos de cada uno de sus tridn-
gulos componentes por las distancias respectivas
al eje de los centros de gravedad de estos triAngu-
los (133). Luego el cuerpo engendrado por la figura
dada es el producto de la superficie generatriz por
2=. RR', que es la érbita 6 circunferencia descrita
por el centro de gravedad, 2, de dicha figura.

Si el poligono 4.5... esté inserito en una curva,
con la cual coincide en un niimero infinito de pun-
tos, los centros de gravedad del conforno y la su—
perficie del poligono se confunden con los corres—
pondientes centros de gravedad de la curva; ete.

145. Si un circulo da vueltas alrededor de un
eje, situado en su plano, la superficie y el volimen
del anillo engendrado por aquel circulo, pueden
calcularse segun la regla‘de GULDIN.
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Designando por p la periferia del circulo, por f
su area, y por ¢ la distancia de su centro al eje de
revolucion, tendrémos:

Superficie anular = p.2=@
Cuerpo anular = f.2mq

Puesto que el centro de gravedad de la circunfe-
rencia y de la superficie del circulo se confunden
en el centro de este mismo.

En general, si una figura plana, dotada de un
gje de simetria, da vueltas alrededor de una recta
de su plano que sea paralela 4 su eje expresado,
las dos mitades de su conforno p, y de su super-
ficie f, engendraran superficies y cuerpos anulares,
cuyas semidiferencias son iguales respectivamente
4 la superficie y al volumen engendrado por la re-
volucion de una de sus mitades al rededor de su
propio eje de simetria (*). Si representamos por b,
b y b” las distancias de los centros de gravedad
del contorno de la figura dada y de sus dos mitades

s aleje de revolucion, y por 0, ¢ y — ¢, aquellas mis-
mas distancias al eje de la figura, sera b =b-+¢
y§'=0b—c;y,porlo tanto:

Superficie anular total = p2=b

» externa — }jp.an’ - %p.Qn?) -I- -;4_7).21:0
. » interna = 1,19.2-::6” == %p.?‘nb — %p.%c

Y estas igualdades prueban que la semidiferencia

(*) Mrier Hmmsca (Géom. Aufg. IT, 173).
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de las superficies anulares, externa ¢ interna,

vale %p.&:c.

Asi se hallarfan las expresiones correspordien-
tes para los volimenes.

Cuando la figura plana que da vue:tas no tiene
eje, pero esth dotada de un centro, y se considera
dividida por el diAimetro paralelo al eje de revolu-
cion, se hallan los mismos resultados que ante-
riormente.

Si se conoce la figura, ¢ forma geométrica (su-
perficie 6 cuerpo), engendrada por la revolucion de
una figura plana (linea 6 superficie) alrededor de
una recta de su plano, puede, sin més, calcularse
tambien la forma engendrada por dicha figura
plana, mediante la revolucion de esta misma al
rededor de otra recta de su plano: siempre que 108
dos ejes de revolucion sean paralelos. Sea 4, en
efecto, el centro de gravedad de la figura mavil g,
y supongamos que la normal desde 4, & los ejes de
revolucion, corte al primero en B y al otro en C.
La diferencia de los dos cuerpos de revolucion des-
critos estard expresada por

g 2m.A (e q.Q-rr.AB = 9.21:.30;

donde B representa la distancia entre los dos ejes,
positiva ¢ negativa, segun que la distancia del cen- ;
tro de gravedad al segundo eje sea mayor ¢ menor
que la distancia del mismo centro al primer eje.

146. - Dados, la superficie y el volimen de un
cuerpo de revolucion, pueden calcularse por la re~
gla de GurpiN los centros de gravedad del con-
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b torno y de la superficie de su figura meridia~
na (%).

El centro de gravedad, %, del arco circular 45,
por ejemplo, y-el centro de gra—
vedad, %, del sector DARPE, estin
sobre el radio D¢ que biseca al
arco y al sector (140). 8i arco y
sector dan la vuelta al rededor de
la normal 4 DC trazada por 2, la
superficie descrifa por elarco ten-
dré por expresion

i
(B

AB2x.DE = A'B' 2=.DC (131);
en la cual representa A'B" la proyeccion normal
del arco AB sobre el eje de revolucion; y el voli-
men engendrado por.el sector estard expresado por

DAB.2xDF = A'B'.3%. D0 (131)

Y, como el sector DABz%AB._DC’, sera final-

mente:
DEE AR, 9 A'B' 2
el ety Y

147. La regla guldiniana sirve tambien para
calcular la superficie y el volimen que engendra
i una figura plana movil, siempre que los puntos de
esta ficura plana no describan circulos paralelos,

(*) Meien Hinscu (Géom. Aufg. II, 192).
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sino ofras curvas cualesquiera, paralelas entre si, y
normales al plano de la figura generatriz (*).

La figura plana 4B se mueve de modo: que el
punto 4 marcha sobre una curva plana, dada, DZ,
ala cual corta siempre normalmente el plano 4 BC;
y que la recta 45, comun en un instante dado al
plano de la figura mdvil y al de la curva de DZ,
permanece siempre sobre el plano de esta misma
curva D /. Mientras el punto 4 recorre el arco 44/,
desecriben el contorno y la superficie de la figura
mdvil un segmento de superficie y de cuerpo tubu-
lar, que podran calcularse segun la regla de Gur-
DIN, con tanta mayor aproximacion cuanto menor
sea el arco A44'. El segmento descrito, de superficie

6 de cuerpo tubular, puede, en
efecto, reemplazarse por un
segmento de superficie ¢ de
cuerpo, tubulares tambien, des-
critos por la figura plana 4ABC,
si comenzase a dar la vuelta al-
rededor del eje que, situado en
su plano 4B, es normal & A5 y pasa por el centro
de curvatura del arco 4.4°. La suma de todos estos
segmentos es el producto del contorno 6 de la su-
perficie de la figura movil por la suma de todas las
drbitas 6 trayectorias de su baricentro correspon-
diente. Y la 6rbita del centro de gravedad no difiere
en longitud de su paralela, descrita por el punto 4,

(*) Esta consideracion fuéhecha, en parte, por LemNiz (Acta
Erud., 1695, p. 493); pero EvLEr establecio sus condiciones pre-
cisas en su Memoria Ueber krumme Cylinder, ATi8. (Nov. Aect.
Petrop., A2, p. 9). Véase: Meier Hiasca (Geom. Aufg. II, ATk ¥
siguientes) y Poissoy (Mecan. 8%).
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i La curva DZ puede tambien no ser plana; y
i enténces, por su plano en el puato 4 deberd com-
e prenderse el plano que contiene su centro de cur-
) vatura y el arco evanescente 44’. Ete.

148. Por tronco de prisma (ungula) se compren-
de un trozo de prisma, limitado por dos planos no
paralelos. Construyase una seccion normal del
prisma; determinese el centro de gravedad de su
contorno; y por este punto de gravedad trazese la
recta parvalela & las aristas del prisma. El segmento
de esta recta, comprendido entre los dos planos no
paralelos que limitan el tronco, lleva el nombre de
ariste baricéntrica, correspondiente al contorno de
la seccion normal.

La superficie lateral de un tronco de prisma (6 de
¢ilindro) es el producto del perimetro de su seccion
normal porlaarista baricéntrica correspondiente (*).

DEMOSTRACION. Supone-
mos que ABCD ... es una
seccion normal del prisma;
vy K, L, M, ..., los puntos
medios de 4.8, BC,CD, ....
El baricentro /S del contor-
no ABCD... es el bari-
centro de AB.K, BC.L,
CD.M,... Ahora bien, si
las aristas que pasan por

(*} Gneconrio ot S. ViceEstio fué el primero que calculd el
area lateral y el volimen de los troncos de cilindro sin consi-
deraciones baricénftricas (Opus. Géom.,. 1647). Meier Hirscn
(Géom. Aufg. IT, 163) estableci6 el teorema general del texto;
pero no del todo exactamente, como observaron STEINER ¥
otros.,
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los puntos 4, B, C,... y las paralelas & ellas por
los puntos 8, K, L, M, ..., son cortadas por un
plano cualquiera en 4', B', ¢',... y en &', XK', L',
M, ... respectivamente, serd (133):

AR KE £ BGLL + CD MM S
& (B Y4 BOA) S

Para ofro plano, que corte 4 las mismas rectas,
tendremos asimismo:

AB.KK" -+ BC.LL' + CD.MM' 4 ...
L B RO SIS

Y restando: %

ABKK" 4+ BO.L'L" + CD.M M+ ...
SLARL BOA YIS

Mas la poreion de la superficie ael tronco, situa-
da sobre el plano ABB'A’, es = AB.K'K", ete.,
y 5’8" es la arista baricéntrica, correspondiente
al contorno de la seccion normal: luego, ete.

OBsErvVACION. Dos troncos de un prisma (6 eilin-
dro) tendran iguales superficies laterales (6 zonas)
cuando sus aristas baricéntricas, correspondientes
al contorno de la seccion normal del prisma, sean
de igual longitud.

149. Los baricentros de las superficies de fodas
las secciones de un prisma caen sobre una recta,
paralela & sus aristas (*).

(*) Meer Himscr (L e. 161).
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DemMosTRACION.—Las superficies de los friangu-
los ABC, ACD,... que componen. una Seccion
AEBCD... del prisma, tienen por centros de grave-
dad los puntos K, Z,...; y la superficie de la sec-
cion A BCD... tiene por centro de gravedad §" Tra-
zando por 8, K, L,... rectas paralelas & las aristas
del prisma, que corten el plano de otra seccion del
mismo 4'B'C'D'... enlos puntos &, K, L' ..., ten-
dremos:

AA’+ BB + 00" =3KK",
AA'+CC' + DD'=3LL,...
ABC.EK' - ACD.LL 4 ... = (4 8CD...) 88"
Si ademas por los puntos 4%, B’ ... frazamos pa-
ralelas, en cualquiera direccion, que corfen al pla—
no ABC enlospuntos 4", B"... los planos 44°4",
BR'B”, ..., seran paralelos entre si, y semejantes

los triangulos situados sobre los mismos; y, por lo
tanto:

AL A GBI GBS e A AL B B

Siguese de aqui que 4"4" + B"B' 4 ("
=3K"K', 6 sea, que es K' el baricentro de los
puntos 4°, B'y €', y de la superficie 4’B'(", ete.
Resulta tambien que

ABCK'K' +~ACD.L'L' +...= (ABCD...)§"§".

Mas sabemos (103) que
AR O A0 i = A RO ACD s
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Luego tambien:

A'B'C".K'K' + A'C'DL'E 4 ... = (A'B'C'D...)§"8’

Y esta ecuacion prueba que es &' el baricentro
de la superficie 4A’B'C" D'...

150. Para hallar el vclimen de un tronco de
prisma se determina el baricentro de la superficie
de su bhase, y se traza por dicho punto la recta para-
lela 4 las aristas del prisma. El segmento de esta
recta, comprendido entre los dos planos, no para—
lelos, que limitan el tronco, se llama ariste bari-
cénirica correspondiente a las dreas de las sec-
ciones del prisma (149).

£l volimen del tronco de prisma es el producto
del area de la seccion normal del prisma por su
arista baricéntrica correspondiente (*).

DEMOSTRACION. Seand'B'C'D'..yA"B'C"D"...
las secciones del prisma que limitan el tronco,
y ABCD su seccion normal. Las rectas paralelas
4 las aristas del prisma, trazadas por los baricen—
tros K, L,... S, de las superficies ABC, ACD,...,
ABCD..., cortan & los planos de las secciones limi-
tadoras en los puntos X', ', ... 8"y K", L'}, ... 8,
respectivamente. Asi, pues:

ABC.KK' - ACD.LL + ... = (ABCD...) 88’
ABC KK 3 ACD.LL'+ ... = (ABCD...) 88"

(*) Meier Hirscr (4. c. 162). STEINER (/. de Crelle, A. 16, p. 90}.
La descomposicion del tronco de prisma trilitero es de Le-
GENDRE (Elém. de Géom., 2.%).

7
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¥, por consecuencia:

ABC.K'K" 4 ACD.L'L"+... = (ABCD.. ) §'8"

El tronco de prisma trilatero, A'B'C'A"B" ("
es descompuesto por los tridngulos diagonales
A"B'C" y A”B (", en las piramides trilateras
A'B'C'A", A"B'C'C" y A"B'C"B": de las cuales
es A"B'C'C" = A'B'C’'C", por ser A” A" paralela
4 la cara B'C'C'; y

A"B'C'B'=A4'B'C’"B”=A'B'C'B"

por ser 44! paralela 4 la cara B°C"'B", y 0"C"
paralela 4 la cara A'B'B". Mas
A'B'CA" es el tercio del prisma,
cuya seccion normal es ABC y
cuya arista lateral es A'4"; et
ceetera. Luego el tronco trilatero
AR CrAB @ es

L‘]ABO(‘YJ :r+ .BJ'B“'—*— 0’0”.)
= ABC.K' K"

y el tronco total, por consecuencia:
_ABC.KEEK'+ACD.L'L"'+...=(ABCD...))§8'S"

OBsERVACION. En particular, dos troncos de un
prisma (6 cilindro) tendrin volimenes iguales
cuando sus aristas baricéntricas, correspondientes
4 las Areas de las secciones del prisma, tengan
longitudes iguales.
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Designando los tetraedros A’ B’ 0" A", A" B'C'B",
A’B'0'C" por »,, v,, v,, respectivamente, y por »
el tronco de prisma, tendremos (106):

0, ita=A"A": BB, 0,:0,= BB
D=9, + 0, + 0,

Si representamos ahora por 4 y 2z, 2,, 2,, 2,, las
distancias al plano delas aristas B'B"”y (" (", dela
arista 4'4’" y de los baricentros de », »,, ¥, 25,
serd (141 y 133):

Ve = 0,2, + 0.2, V2,
47, =2k, 4z,=h, 4z,=h
4pz = h(20, 4 02 +v,) = k(v + 2,

AIAII
A'A" + BB’ + C’C”’)

= 1T]a;(l -

BRIANCHON, 1839. J. de Lionville, t. 4, p. 345.

151. El voltimen de un poliedro puede conside-
rarse compuesto por troncos de prisma (MEIER
Hirscw, /. ¢. 165); asi como la superficie de un po-
ligono, por fajas limitadas (Planim. 84). Por los
vértices del poliedro tricense paralelas, en cual-
quiera direccion y cortémoslas normalmente por
un plano. Asi se obfienen tantos troncos de prisma
como caras tiene el poliedro y la proyeccion nor-
mal de cada cara sobre el plano secante. Designan-
do por 4, B, C,... los baricentros de cada una de las
caras; por 4’, B', (... las proyecciones normales
de estos puntos sobre el plano secante; y por

M.C.D. 2022




L anhE
a, B, v,... las proyecciones normales de las caras
sobre este mismo plano; los volimenes de los tron-
cos de prisma seran «.44', B.BB’, v.CC... (150); y
el del poliedro dado, la suma

aed A’ QBRI 000 L

Los perimetros de las caras del poliedro (113)
determinan los de las proyecciones normales de
estas caras; y, por consecuencia, los signos de
ay By

La suma de las proyecciones normales de las
caras del poliedro, « + 8- y--..., es nula (77—
gonomelria—62); y, por lo tanto, el sistema «.4,
3.8, y.C... tiene un baricentro, infinitamente dis-
tante (137). Si, en particular, el sistema «.4, 8. 5,...
no tiene ningun baricentro, el voliien del poliedro
es nulo.
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