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PROLOGO

En las anteriores ediciones de esta obra hemos
puesto el siguiente:

<Al publicar el presente Tratado, lo hacemos sin pretension
de ningiin género, y hemos tenido principalmente por objete el
que pueda servir de texto al crecido numero de alumuos que
concurren 4 nuestras clases de topografia y dibujo topogriafico.

»No siendo posible, sin el estudio de las acotaciones, prome*
terse grandes adelantos en el conocimiento de las operaciones
topograficas, creemos que nuestra obra, escrita con todo el mé-
todo y claridad que nos ha sido posible, y encaminada exclusi-
vamente & conseguir dicho objeto, estd llamada i prestar un
servicio importante & todos los que en sus carreras necesiten
como accesorio el estudio de la Topografia.

»Los que se dedican al dibujo topografico, que hoy por si
golo puede proporcionar & la juventud una posicién desahoga-
de, como lo acreditan los muchos discipulos de nuestras clases,
los cuales han completado su instruccion en breve tiempo, dis-
frutando en la actualidad crecidos sueldos, necesitan para ser
dibujantes inteligentes el estudio de las acotaciones, en donde
tratamos con la conveniente extension cuanto tiene relacién
con la teoria adoptada para la representacién grafica del terre-
no, pudiendo despues dedicarse con todo conocimiento al des-
empefo de la parte artistica del dibujo topografico.

» Para conseguir este titimo é importante objeto, tenemos
el placer de consignar aqui, que estd ya concluida y empezara
inmediatamente & publicarse una excelente obra titulada #s-
tudio completo de dibujo Topogrdfico, debido & la laboriosidad
de nuestro apreciable amigo y comprofesor D. José Pilar Mora-
les, y que puede considerarse como ¢l complemento de la pre-
sente. Kl método y claridad adoptados por el autor, que goza
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de una justa cuanto merecida reputacion por sus extensos cong
cimientos en la materia, la esmerada ejecucion de 1as bellas la.

minas que la acompaiian, unas perfectamente grabadasen ace.
ro y otras en piedras con colores, abrazando cuanto puede ne.
cesitar el dibnjante por los diferentes sistemas que establece y
expone por completo, son circunstancias que dan é sn publica-
ci6n el mayor interés, hoy que esta clase de obras es de indis-
putable necesidad en Espana.»

[l presente Tratado es la primera obra en HEspaha gque
cample con la condicion de exponer esta ciencia con la
extension v claridad que requiere para sus muchas apli-
caciones 4 la Topografia. |

Escrito para que sirva de introduccion al Tratado com-
-pleto de Topografia y al Curso Elemental de la misma
que tenemos publicados, no pueden consultarse con fruto
estos libros, sin el estudio del presente, pues fundandose
en la doctrina de 6éste los conocimientes que encierran
aquéllos, hay necesidad de citar continuamente los prin-
cipios que contiene.

Agotadas las primeras ediciones, por el favor que €l
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SISTEMA DE LAS ACOTACIONES.

—_—Tge e

PRELIMINARES.

1. El sistema de las acotaciones 6 de los planos acotados, es
la parte de la Geometria descriptiva, que tiene por objeto la
vepresentacion de los cuerpos sobre un solo plano.

Siguiendo el sistema de las proyecciones, la geometria des-
criptiva consigue esta representacion, refiriendo & dos ¢ tres
planos dados de posicion, los distintos puntos de que consta
Ja superficie del cuerpo de que se trata.

Modificase la posicion relativa de estos planos, haciendo
gue se confundan en uno solo, en el cual se resuelven muchos
problemas de la geometria del espacio, interesantes por las
aplicaciones que tienen, tanto & los proyectos de obras de ar-
quitectura y méquinas y al trazado de los caminos y canales,
como tambien & la representacion de una porcion de la super
ficie terrestre v 4 todo lo que tiene relacion con la ciencia del
ingeniero y del gedmetra.

2. El sistema de las acofaciones solo considera un plano en
el cual se representa la figura, posicion y dimensiones de las
diferentes partes de un cuerpo cualquiera y se resuelven los
problemas 4 que acabamos de referirnos, pudiéndose ademas
consiruir en el espacio el cuerpo representado en el plano.

Despréndese de 1o dicho, que un cuerpo guedard determi-
nado cuando hayamos conseguido representar la posicion de
todos los puntos que componen su superficie. Daremos & co
mocer, por lo tanto, !a manera de determinar un punto situa-
do en el espacio, valiéndonos para ello de un solo plano, para

1
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pasar 4 la determinacion de las lineas y superficies, y resolver
los problemas de que hemos hecho mérito en el parrafo an.

terior,

DEL PUNTO.

3. Sieconsideramos un punto P (fig. 1.%) del espacio y desde
é] bajamos una perpendicular P p al plano horizontal M N,
el pié¢ » de esta perpendicular se llama la proyeccion del pun-
to P sobre el plano. La linea P p es la recta proyectante del
punto P, La longitud de esta proyectante se refiere & una uni-
dad lineal determinada, y la relacion numérica que entre am-
bas lineas existe, es la cofa del punto P. Suponiendo, por tanto,
a P p="17,4, tomando siempre por unidad el metro, diremos que
la cota de P es 7m 4 y el punto del espacio, al cual se refiere,
guedard completamente determinado por su proyeccion p (figu-
ra 2) scbre el plano MN y el numero 7,4 que expresa s

cota.
Para fijar en el espacio la posicion del punto que acabamos

de representar, bastara levantar en p la perpendicular al planc

y tomar sobre ella una magnitud igual 4 7™ 4.
4. El plano & que se refieren las cotas de los puntos que se

quieren determinar, se llama plano de comparacion. Se le su-
pone generalmente horizontal, por cuya razon las proyectan-
tes de los distintos puntos que se han de considerar son rectas
verticales. En un problema cualquiera de acotaciones se su-
pone ademés que el plano mismo del dibujo representa el de

comparacion, que acabamos de considerar en el espacio.
5. Sitratamos ahora de hallar la diferencia de alturas de

dos puntos M, N, (fig. 3), situados por encima de un plaho
de comparacion P Q, ¢ debajo de ¢l (fig. 4), hallaremos sus
proyecciones sobre este plano y la diferencia N 2’ de las lon-
gitudes de las proyectantes serd la longitud de la diferencia
de altura de los puntos dados. Si las cotas estuviesen dadas
numéricamente, la diferencia que se busca, seria la de los nui-

meros que expresasen dichas cotas.
Esta diferencia de alturas se llama tambien desnivel 6 dife-

rencia de nivel de los puntos dados.
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fuponiendo que sea N#=102, y Mm—="7m, resultarh
No—-Mm-—=]102 —7Fm_—3m

lo cual nos dice que N estd 4 3m de altura sobre M (fig. 3) con
respecto al plano de comparacion, y que N (fig. 4) estd 3@ mas
bajo que M, con respecto al plano citado.

En vista de lo expuesto, podemos establecer los principios
giguientes:

1.° Coando dos puntos estdn por encima de un plano de
comparacion, la diferencia de las cotas de dichos puntos re-
presenta el desnivel que existe entre ellos y el punto de cota
mayor es el mas elevado &4 mas distante del plano.

2.° BSi dos puntos estdn por debajo de un plano de compa-
‘racion, el desnivel es tambien la diferencia de las cotas y el
punto de cota mayor es el mas bajo, 6 mas distante del plano
de comparacion.

3.° 8i uno de los puntos es superior y otro inferior al plano
de comparacion (fig. 5), su desmivel equivaldrda & la suma de
las cotas. Si, por ejemplo, tenemos Mm=10m, y Na =7m, la
diferencia de nivel sera:

Mm 4 Nu=10m 4 7o —]17m,

6. Cuando haya que considerar varios puntos cuyas cotas,
referidas & un mismo plano, sean conocidas, se hallardn las al-
turas relativas de los mismos, comparando sus cotas respecti-
vas dos a dos.

Asi, si tenemos tres puntos A, B, O, sobre un plano de
comparacion y las cotas respectivas son 7,5; 8,7; 10,6 referidas
& la unidad que hemos establecido, deduciremos que A esta
mas bajo que B la cantidad 8,7—7,5=1,2 y mas bajo que C,
10,6 —7,5=3,1. Que B estd 1,2 mas elevado que A y 1,9 mas
bajo que C. Y finalmente, que C esta 3,1 y 1,9 respectivamente
mas alto que A y B.

7. Si conocidos varios puntos M, N, O (fig. 6.), referidos
é un plano horizontal que representaremos por P, el cual esta
situado en la parte inferior & ellos, queremos referirlos 4 otro
plano, P’ cuya distancia al P, contada en sentido vertical, es
conocida, bastara afiadir 4 las cotas dadas la distancia mm' de
los planos, si el nuevo P’ es inferior al P, 6 restar de todas ellas
la cantidad constante mm” si el nuevo plano P es superior

al dado,
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En el caso de que el plano P (fig. 7) fuese superior a los
puntos dados, serd neeesario restar mm' si P’ ha de estar por
debajo de P, 6 anadir mm” si P” ha de ser superior & P.

8 Cunando se tienen que considerar varios puntos, entre los
cuales hay unos que estdn por encima y otros por debajo del
plano de comparacion, las cotas de estos se deberan considerar
como negativas y en tal concepto deben entrar en los calculos
que haya que hacer para la resolucion de los problemas. Es,
sin embargo, mas conveniente, hacer que el plano de compa-
racion pase por encima, 0 lo que es preferible y nosotros
adoptaremos, por debajo de todos los puntos: con lo cuoal
todas las cotas seran de un mismo signo. De lo contrario hay
mayor exposicion de cometer errores en la resolucion de mu-
chos problemas. Se comprende que siempre puede satisfacerse
la condicion & que acabamos de referirnos, para lo cual bastars
afiadir una misma cantidad & todas las cotas dadas 6 restaria
de ellas, segun los casos que hemos considerado (7).

Si tenemos, por ejemplo, las cotas de la (fig. 8)

Aa=——3,1; Bb=—1,6; Cc=4,5; Dd=3,6;
referidas al plano de comparacion P, y queremos que el planc
auxiliar P’ pase por el punto mas bajo A, bastara anadir 4 todas
las cotas la cantidad 3,1; con lo cual todas resultaran positivas.
En efecto, tendremos:

Cota de A =—3,14-3,1 =0.

Cota de B=—1,6 4 3,1 = 1,5:13!5".
Cota de €C=4,5+43,1=17,6=Cc.
Cota de D=3,6 +~3,1 =6,7=Dd'.

Si quisiésemos que el plano pasase por C bastaria restar
de todas las cotas la cantidad 4.5, que es la cota de C, y re-
sultaria

Cota de A =—3,1 —4,5=—717,6.
Cota de B=—1,6 —4,6 =—6,l.
Cota de C =4,5—4,5=0.

Cota de D=3,6 —4,5=—10,9.

En este caso se puede prescindir del signo negativo comun
4 todas las cotas; pues todos los puntos quedaran 4 una misma
parte del plano y pueden considerarse aquellas como positivas
sin inconveniente alguno.
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Cuando el plano de comparacion tenga que pasar por de-
bajo de A una cierta cantidad, 10 metros por ejemplo, anadi-
riamos & todas las cotas la suma 3,1 410 = 13,1.

Resulta de lo que acabamos de exponer:

1. Que para hacer que el planoc de comparacion pase por
el punto mas alto 6 mas bajo de varios que sou dados por sus
cotas, basta anadir & todas ellas la de dicho punto tomada con
signo contrario.

2.° Que si el plano ha de hallarse cierta cantidad por de-
bajo del punto menos elevado 6 por encima del mas alto se
anade a las cotas el mimero que resulta de sumar la de dicho
punto con la cantidad dada; tomadas ambas cantidades con
signo contrario 4 la cota del punto.

En el caso de que fuese absolutamente necesario que el
plano de comparacion pasase por un punto determinado cual-
quiera, pveden referirse al mas alto 6 mas bajo, como acaba-
mos de decir, ejecutar la operacion O resolver el problema de
que se trate y restar despues de todas las cotas la cantidad que
habiamos afiadido. Debe tenerse presente que las adiciones y

sustracciones & que ahora nos referimos son operaciones algé-
bricas.

DE LA RECTA.

9. La proyeccion a¢ (fig. 9) de una recta es la recta que
pasa por las proyecciones de sus diferentes puntos (Geom. 58).

10. De esta definicion se deduce que la proyeccion ¢ de un
punto cualquiera C de una vecta esta en la proyeccion de la
misma recla.

11. En el sistema de cuyo estudio nos ocupamos, wna recta
se determina por las proyecciones y las colas de dos de sus
puntos.

En efecto, las proyecciones a', §' (fig. 10) sobre el plano
P Q ylos cotas respectivas 4,0 y 7,0 sirven para hallar la po-
sicion de dos puntos A, B (3 ] del espacio, que bastan para de-
terminar la de ia recta que pasa por ellos. (Geom. 5. Axio-

a (2.9

El plano de las proyectantes Az, Bd (fig. 9) de los puntos
A y B, en el cual estan la recta A B y su proyeccion a &, es
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perpendicular al de comparacion (Geom. Teorema 141) y se
llama plano proyectanle de la recta A B.

12. 8i la recta dada A B (fig. 11} es horizontal, todos sus
puntos tendran la misma cota y sera igual en magnitud 4 su
proyeccion sobre el plano de comparacion. Quedarid determi-
nada, por lo tanto, por su proyeccion @b, y la cota comun &

todos sus puntos.
13. Una recta vertical se determina por su sola proyeccion

que es un punto, puesto que dicha recta es perpendicular al
plano de comparacion y todas las proyectantes de sus puntos
se confunden eon la misma recta. Si se tienen gue considerar
varios puntos de esta vertical, se escribiran sus cotas al lado
de la proyeeccion comun 4 todos ellos.

14. Cuando dos rectas AB, A'B’ (fig. 12) estan situadas
en un plano P perpendicular al de comparacion, este seri el
plano proyectante de ambas (11), el cual en su interseccion
con Q dard para ellas proyecciones « 4, 2" ' situadas en una
misma recta.

Se representaran, pues, estas rectas por sus proyecciones
ad, o' b (fig. 13) situadas como acabamos de decir en una
misma recta. Para evitar la confusion 4 que esta circunstan-
cia podria dar lugar, se acentiian las letras que designan las
proyecciones, 6 los nameros que marcan las cotas de los pun-

tos que determinan una de las rectas dadas.
15. La proyeccion de una recta limitada se indica sena-

lando sus extremos como en la recta M (fig. 14); l1a N es limi-
tada en un sentido y la P ilimitada en ambos.

ESCALA DE LOS PLANOS ACOTADOS.

16. La distancia entre las proyeceiones de dos puntos, 6 lo
gque es lo mismo, la longitud que corresponde 4 la proyeccion
de la recta que los une, se refiere 4 una escala que siempre
acompana al dibujo y se llama la escala del plano.

La escala ordinaria de partes iguales es una recta trazada
sobre upa regla 6 un papel con varias divisiones para poder
expresar en partes mas pequenas la unidad y partes de la
unidad de cualquiera medida. Tal es la recta LK (fig. 15) en
la cual ]Ja parte AL esta dividida en 10 partes iguales, por
ejemplo, y las A B, BC, C D..... tienen la misma longitud

que A L.
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Si se establece que la magnitud AL expresa 10 metros,
las partes Al, A2, A3... expresaran respectivamente uno,
dos, tres... metros y asi sucesivamente. Es evidente que si se
quiere expresar, por ejemplo, una medida de 38 metros, esta se
tendra en la parte D8 de la escala.

Asi dispuesta, suministra dos grados de la progresion dé-
cupla, esto es, 0 las decenas y unidades, ¢ las centenas y de-
cenas, 6 los millares y centenas..... Hay otra disposicion de
la escala, en la cual presenta tres grados de la misma progre-
gion, esto es, O las decenas, unidades y décimas de la unidad,
6 los millares, centenas y decenas..... Esta escala se construye
del modo siguiente:

Sobre las mayores divisiones DC, CE, EH..... (fig. 16) de la
escala ordinaria, se forman los rectangulos DA, AR, EG..... de
una misma altura arbitraria; la altura BD se divide en 10
partes iguales, y por los puntos de division se tiran paralelas
4 DH que tambien lo seran 4 BG. Se divide tambien la AB
en 10 partes iguales como ya lo esta la DC de la escala ordi-
naria y se une cada punto de division de la CD & partir de C
con el inmediato de la izquierda en la AB.

Constrnida asi la escala, tenemos el triangulo PAC en el
cual las paralelas & la base PA seran partes alicuotas de esta
base, y cada una de ellas representara tantas décimas partes
de PA como expresa el nimero escrito a la izquierda de la
paralela & DC en la cual se encuentra la fraccion 6 parte
de cuya magnitud nos ocupamos. Sea mn, por ejemplo, esta

fraccién; tendremos:
mn : PA :: Cn: CA; pero Ca: CA :: 4: 10; luego sera

4

mn : PA ::4:10; de donde ma = 10 PA.

Por tanto, si DC espresa 100 metros, Cl espresara 10 me-
tros y entonces las décimas de PA serin metros y mna valdra
4 metros.

Asi como hemos dispuesto la escala para la progresion dé-
cupla, se comprende facilmente que podria establecerse para
otra progresion cualquiera y la construccion seria la misma;
solo variaria la relacion de las longitudes de las distintas par-

tes de la escala.
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Con la escala qne hemos ensefiado & construir sze pueden

resolver los dos problemas siguientes: |
17. 1." Tomar en la escala una magnitud dada, 146 melros
por ejemplo.

Para esto tendremos presente que las centenas estan con-
tadas de C 4 H y las decenas de C a D en la escala ordinaria,
y que las unidades se cuentan en la linea DB Se buscara por
lo tanto el punto L, interseccion de las rectas que parten de
los puntos senalados con 10s nmimeros raspectivos 6 y 4 en las
divisiones de las unidades y de las decenas; se fija en L. una
de las puntas del compas y la otra en I, iuterseccion de Lo con
EF que marca la primera centena. La abertura de compas Ll
es la longitud pedida. En efecto, ella se compone de ol que es
igual & Ci 6 100 metros, @o que vale 6, y al. igual 4 C4 que
vale 40.

18. 2.° Apreciar en partes de escala la longitud de una rec-
ta dada.

Se toma esta magnitud con el compas y se lleva a la esca-
la haciendo por tanteos que sus puntas coincidan con dos pun-
tos de division sitnados en DH ¢ en una de sus paralelas.
Para disminuir el niimero de los tanteos, se debera colocar el
compés primeramente de manera que una de las puntas estan-
do en uno de los puntos C, E 6 H..... de division de las cen-
tenas, por ejemplo en E, la otra vaya & parar entre Cy D. Si
lo verifica en un punto de division, por ejemplo el 4, en este
caso la magnitud de la recta serd de 140 metros. Sila segun-
da punta cae entre 4 y 5 se ir4 corriendo el compéas hécia arri-
ba hasta que estando una punta en I, por ejemplo, la otra va-
ya & parar al punto L. de la misma paralela 4 1a CD en que se
encuentra I. Entonces la magnitud buscada sera de 146 me-
tros. _

19. Ya hemos dicho (16) que la distancia entre las proyec-
ciones de dos puntos se aprecia en la escala-del plano (18).
La diferencia de altura 6 desnivel de los mismos por la dife -
rencia de sus cotas (5).

Para la resolucion de algunos problemas se necesita apre-
ciar distancias verticales y puede ser indiferente, en general,
apreciarlas en la misma 6 en diferente escala. Cuando se cree
conveniente, la escala de alturas es miltipla de la de las dis-
tancias horizontales y suele ser 10 veces mayor. En algunos
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problemas es indispensable referir 4 la misma escala todas las
magnitudes tanto horizontales como verticales.

20. Aplicacion de una recta al plano de comparacion. Si
hacemos girar el plano proyectante de una recta A B [fig. 9)
alrededor de su proyeccion @ &, los proyectante A a, B &, des-
eribiran en su movimiento planos perpendiculares-al eje a & y
en todas sus posiciones se conservaran perpendiculares & esta
recta. Cuapdo el plano proyectante s» confunda con el de com-
paracion, tambien la A B se hallard en este plano y entonces
se dice que la recta se ha aplicado al plano horizontal 6 de com-
paracion.

91. Para efectuar la aplicacion de una recta cualquiera al
plano de comparacion, se levantardn en el plano del dibujo
perpendiculares & la proyeccion ah desde dos puntos cuyas co-
tas se crnozean; se tomardn en estas perpendiculares @ partir
de ellos las magnitudes que las cotas respectivas indican, apre-
ciadas en la escala préviamente asignada para las verticales,
con lo cual se habran obtenido las proyectantes de dickos pun-
tos. La recta que une los exiremos de estas proyecltantes es la
A B aplicada.

PROBLEMAS DE LAS RECTAS

2. Hallar la distancia enlre dos punlos dados ¢ la verda
dera magnitud de una recta limitada, conocidas las proyeccio-
nes y las cotas de sus puntos extremos.

Resolucidn grafica. Se aplica la recta al plano (21) toman-
do las longitudes de sus-proyectantes en la escala de las hori-
zontales del dibujo, y la longitud de la recta aplicada se apre-
cia despues en la misma escala (18). ‘

Si esta es pequena, puede construirse el trapecio en oftra
escala mayor, que permita apreciar mejor la magnitud que se
busca.

Resolucion numérica.—Consideremos la recta A B (fig. 17)
aplicada al plano, Tirando por A la AC paralela 4 ed, el tridn-
‘gulo rectangulo A B C dara

AB=\/1GiB o

A Ces un numero que se halla apreciando en la escala de
las horizontales del dibujo, la magnitud de la proyeccion g¢é
2




&y

dada, y B C es la diferencia de las cotas, que se obtiene por
una simple sustracion de los niimeros que las expresan (5).

Bjemplo. Sea A C=36 metros en la escala del dibujo ¥
B C=15,6—7,9=17.,7; tendremos:

A B=\/ 36"+ 7,7"=\ /1206 + 59,29 = 1355,20=36,8.

23. Dada la proyeccion d (fig. 18) de un punto situado en
una recta dada, hallar su cola.

Resolucion grafica.—Se aplica la recta, y le*s-&ntando en d
la perpendicular 4D, esta sera la cota del punto D, cuya mag-
nitud se apreciard en la escala de las verticales del dibujo.

Resolucion numérica.—Hecha la misma construccion, ten-
dremos los triangulos semejantes AED, ACB, los cuales
darén: B

| AE: ED :: AC: CB [a];

y si suponemos que es AE=ad=15™ la distancia entre la
proyeccion dada y la del punto de cota menor; AC=ab=36;
y BC = B6 — Ae = 15,6 — 7,9, la proporcion [a] se convertird
en la 15 : ED:: 36 : 7.7; de donde

15X 17,7 115,56
BD== = =48
36 36

Por otra parte, la cota que se pide es Dd=dJdE--ED; y como se
tiene dE=Ae¢=17,9, serd Dd=7,9 4+-3,2=11,1.

Si llamamos en general ¢ 4 la cota mayor de las dadas y ¢
4 la menor, L 4 la proyeccion a4 de la recta dada, / 4 la distan-
cia de la proyeccion dada & la del punto de cota menory # &4 la
cota que se busca, se tendra

(C—c¢)!
@ =0 - ~ T
I :

24. Dada la cota de un punto que ha de estar en una recita
conocida, hallar la proyeccion de este punto.

Resolucion grafica.—Se aplica la recta, se toma en la es-
cala de las verticales la magnitud 4E (fig. 19) que representa
la cota dada y se lleva de 4 & E en la proyectante del punto
mas alto de la recta. Por E se tira la ED paralela & @b, y su
interseccion D con AB serd el punto de la recta que fiene la-
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cota dada. Proyectando este punto sobre ¢ 4 se tendra la pro-
yeccion d, que se pedia.

Resolucion numérica.—Despejando / en la ecuacion [1},
para lo cual hariamos en ella /=2y 2 = ¢, cota dada, se nos

o
(-...-r s C') Z
convertiria en ¢’ = ¢ 4 — s v tendriamos sucesivamente:

¢L=¢L+ (C—0)z

(L —¢L=(C—¢0)z

(¢ —¢\L=(C — ¢)z
(¢'—c)L

g 2= ~ /
C—c¢

Si se tiene ¢’ = 12,3 y los otros datos tienen los mismos va-
lores que en el problema anterior, resultara:

(123—17,9)36 4,4x36 1584

2 == - = == — == 2(),6.
/A Y Hi

%b. Hallar el dangulo que una recta dada forma con el hori
gonte.

Resolucion grafica.—Se aplica la recta al plano de compa~-
racion y tirando por A (fig. 20) la AC paralela & @b, el angulo
BAC sera el que se pide.

Resolucion numérica.— Trazando desde el punto A de la
recta aplicada, con un radio e¢d igual & la unidad, el arco &/ y
levantando en 4 la de perpendicular & AC, tendremos la pro-
porcion BC : CA: : ed: dA; pero BC=C—e¢; AC=L; ed es
la tangente trigonométrica del angulo BAC 6 m, y Ad la uni-
dad: sustituyendo estos valores en la proporcion anterior, se

C—e¢
convertird en C—¢ : L : : tang. m : 1; de donde ¢ang. m =———£—-.

Esta formula nos dice que la tengente del angulo que una
recla forma con el horizonte, es la razon del desnivel enire sus
punlos evtremos 4 la proyeccion de la misma rectq.

81 tenemos, por ejemplo, C —¢=15,6 — 7,9 ="7,7Ty @¢b= 36

N N
36 360

Sera lang. m = = (,21388. Buscando en una tabla
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de lineas frigonométricas naturales el arco a que esta tangente
corresponde, hallaremos m = 12" 18'.

La reiacion 0,21388 toma tggnbien el nombre de zaclinacion
6 pendiente de la recta y es, como acabamos de ver, el cociente
constante que resulta de dividir el desnivel entre dos puntos
cualesquiera de la recta, por la distancia entre sus proyec-
ciones.

Llamando p 4 esta pendiente, £ 51 desnivel C — ¢ de dos
puntos cualesquiera de la recta y /4 la distancia entre sus

d

proyecciones, tendremos la igualdad p = — [2]; de la cual se

puede deducir el valor de cualquiera de estas tres cantidades
suando se conocen las otras dos. En efecto, de la ecuacion [2]

o
resulta d = p ! [3]; y de esta, [ — — [4].
7

6. Dado un punito (@.7,2) (fig. 21) hacer pasar por €l una
recta de pendienie dada.

o | e

Sea esta pendiente p =

El punto en que la recta que tratamos de hallar ha de cor-
tar al plano de comparacion tendra la cota cero, y por tanfo el
desnivel entre este y el dado sera 4 —="7,2.

Ep la férmula [4] (25) tendremos

7,2 1.2x5 36
I i — — P ]2_
3 3 3

D

Tomando en la escala del dibujo la magnitud de 12 metros
y trazando con ella como radio, una circunferencia que tenga
su centro en @, todas las rectas, que como @b, vayan desde e}
punto dado 4 terminar en uno cualquiera 4 de la circunferen-
cia trazada, cumplen con la condicion pedida. Ellas son las
generatrices de un cono, cuya base es esta circunferencia y su

vértice el punto dado. |
R7. Dada la proyeccion ab (fig. 22) de una vecta, la cola 4,3
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1

del punto a de la misma y la pendientcﬁ— que debe tener, de-
0

serminar dicka recta. .
A partir de @ se toma una magnitud eam igual a 20 metros

de la escala del dibujo y = sera la proyeccion de un punto que
esth un metro mas elevado que el dado (a. 4,3), suponiendo
que la recta se eleva en el sentido @b. La cota 4,3 4 1=25,3
del punto cuya proyeccion es m , acaba de determinar la
recta (11).
3i esta se elevase en el sentido 4 @, el nuevo punto (m’ 5,3)
determinaria con el dado la recta que se pedia.
£33 Si el sentido en que la recta se eleva no es determinado, el
problema tiene las dos soluciones correspondientes 4 los dos
casos que acabamos de examinar.
3
En el caso de que la pendiente dada fuese—, tomando en
v)

la escala del dibujo la magnitud de 5=, y llevandola & partir de
a (fig. 23) en el sentido ascendente de la recta, el extremo = es-
taria 3 metros mas alto que . La cota de m seria 4,3 - 3=17,3.

En general se toma en la escala la magnitud / que indica

d
el denominador de la pendiente dada — (25) y se obtendra la
l

proyeccion de un punto cuya cota se diferenciara de la del
punto dado en & metros.

ESCALA DE PENDIENTE DE UNA RECTA Y PROBLEMAS
CUYA RESOLUCION FACILITA.

98. Lema.— 8% una recta A B (fig. 24) del espacio, se divi -
de en partes iguales 6 proporcionales, sw proyeccion quedara
squalmente dividida en partes iguales J proporcionales.

En efecto, las proyectantes A ¢, C c..... siendo paralelas y
estando situadas en el plano proyectante de la recta, dividiran
& la @ & en partes iguales 6 proporcionales. (Geom. Teor. 54 y
continuacion de la teoria de las lineas proporcionales).

29. Kscala de pendiente de una recta.—Si se divide en par-
tes iguales 4 un metro la proyectante B 4 (fig. 25) de un pun-



BN,

to B perteneciente 4 una recta A B y por los puntos de divi
sion se tiran rectas paralelas & su proyeccion @ 4, estas rectag
estaran situadas en el plano proyectante de A B, y cortaran &
esta recta en 1os puntos cuyas cotas son numeros enteros y di-
fieren porlo tanto en un metro de altura con respecto al plang
de comparacion.

Las proyeeciones de estos puntos dividiran & la ¢ 6 en par-
tes iguales (28). La proyeccion asi dividida se llama la escalg
de pendiente de A B. La magnitud de una de las partes igua-
les en que resulta dividida, es la waidad de la escala de pen-
diente.

Luego la escala de pendiente de una recta es la proyeccion
de la misma, dividida en partes iguales por las proyecciones
de los puntos que en dicha recta tienen cota entera.

30. Hallar la escala de pendiente de una recta dada a b (fi-
gura 26).

Si las cotas dadas son enteras, no habrd mas que dividir
la @ 4/ en tantas partes iguales como unidades tiene la diferen-
cia de dichas cotas. En el ejemplo propuesto se divide @ 6 en
las cuatro partes iguales que espresa la diferencia de las cotas
extremas 5 y 9.

Si no son enteras, como en la (fig. 27) seria preciso hallar
la longitud que corresponde 4 la unidad de la escala de pen-
diente. Esta longitud nos serd dada por la ecuacion [4] (25) en
la que se tiene d=1; y como la pendiente de cualquier porcion
de la recta es la misma que la de toda ella, midiendo @ & y su-
poniendo que su longitud resulte ser 78,0 se tendra (25) [2]

Bl 49 Ao: 8y 3 1
D= == , luego sera /= —=20.
78 78 780 20 1
20

La longitud 20 tomada en la escala del plano, sera pues,
la que corresponde & la unidad de la escala de pendiente. La
de dos unidades de la escala del plano sera la distancia entre
las proyecciones de dos puntos de la recta cuyo desnivel es un
decimetro. Tomando por lo tanto, 2 X 8 =16 metros de la es-
cala del plano 4 partir del punto @, tendremos la proyeccion 7
del punto de la recta cuya cota es b, y llevando & continuacion
de este punto la longitud 7 n =20 metros, obtendremos la pro-
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yeceion del punto de cota 6. Repitiendo esta misma magnitud
sobre @ &, obtendremos cuantos puntos se deseen de la escala
de pendiente, que tambien se podra prolongar desde m hdcia
la izquierda.

L.a parte 7 & debe ser igual & 2 metros de la escala del pla-
no, toda vez que el desnivel entre 7 y 4 es un decimetro.

Resolucion grafica. Siendo 3,9 la diferencia de nivel de
los puntos extremos de la recta, dividiendo ésta en 39 par-
tes iguales, cada una de éstas sera la proyeccion de una parte
de la recta, cuyos extremos tienen un decimetro de desnivel.
Como la cota de @ es 4.2, tomando 8 de estas divisiones sobre
la recta obtendremos el punto . de cota 5. A cada 10 divi-
siones siguientes corresponde una cota entera, mayor que la
anterior en una unidad. El punto 4 tendra tambien la cota que
le corresponde.

La recta @ ¢ de la figura es la auxiliar tirada para dividif
la @ b en partes iguales. (Geom. probema 24.) Una de las uni-
dades s¢ de la escala se divide en diez partes iguales, para
apreciar los decimetros, y aun pudiera trazarse una escala de
transversales para los centimetros (16).

Construida la escala de pendiente de una recta se resuel-
ven con mayor facilidad slgunos de los problemas anteriores.

31. Dada una recta b ¢ (fig. 28) por su escala de pendiente,
hallar la cota de un punio de la misma recta cuya proyeéccion
a es tambien dada.

Tomando la distancia de la proyeccion dada & la del punto
de cofa menor mas proxima, y llevandola & la escala, se halla-
ran los decimetros que hay que anadir a dicha cota menor
para hallar la que se busca.

32. Dada la escale de pendiente de una recta b ¢ (fig. 28)
hallar la proyeccion de un punto de la misma cuya cola 5,3 es
dada.

Tomando 0,3 en la escala de pendiente y llevando esta
magnitud desde la proyeccion del punto de cota 5, en el sen-
tido ascendente de la recta, tendremos la proyeccion @ pe-
dida.

33.  Dado un punto (a. 5,3) y una recta b c (fig. 28) kallar
s2 el punto pertenece 6 no & la recta.

Desde luego, la proyeccion del punto ha de estar en la pro-
yeccion de la recta. Ademas, la cota 5,3 del punto dado, sien-
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do la misma que la del punto de la recta proyeetado en & |
6 31), amnbos seran un solo y mismo punto. |
La cota 7,2 del punto cuya proyeccion es 4, siendo distin-
ta de la que corresponde al punto de la recta proyeetado en &, ,'
toda vez que el de la cota 7,2 de la reeta es el punto », nos
dard & conocer que (b. 7,2) es un punto situado fuera de la
recta.
Féacilmente se echa de ver que estd en el plano proyec-

tante de la recta y debajo de ella.

PARALELISMO DE LAS RECTAS

34. Teorema.-—8 dos rectas A, B (fig. 29) del espacie son
paralelas, sus escalas de pendiente son iguales y acoladas en el
wiismo sentido.

En efecto. sus proyecciones respectivas @, 4, son paralelas
(Geom. Teor. 133), Como tambien lo son las A y B por el su-
puesto, el angulo de las A, @ sera igual al de las B, / (Geom,
Teor. 130) y, por lo tanto, las pendientes respectivas p, p' se-

g W
rén iguales, como tambien las fracciones ?’ E'- que las expres-
san (25), 8i suponemos d=d' =1, { y I’ serdan las longitudes
gue corresponderan 4 las unidades de las escalas de pendien-

d a
te de ambas rectas; pero.siendo las fracciones > y ) iguales,
y d=d' resulta /=1/; luego las escalas de pendiente son

iguales.
Ademés, estaran acotadas en el mismo sentido; pues facil~

mente se vé que otra recta cualquiera A’ de la misma pen-
diente, situada en el plano proyectante de una de ellas A, de
manera que la corte, tendra la misma escala de pendiente,
pero acotada en sentido contrario.
35. Problema.—Dada una recta a b (fig. 30) y wn punio
(c.5,7), tirar por él una paralela d la recta dada.
La proyeccion de la recta que se busca sera paralela & la
a b (34) y pasara por ¢ (10); tiraremos, pues, por ¢, la ¢ 4 para-
lela 4 ¢ . Uniendo ¢ con el punto de igual cota w de la rects
dada, y tirando por los puntes acotados de esta rectp para-
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lelas 4 1a ¢ m, se tendra la escala de pendiente de la ¢ 4 (34).

Si la recta fuese dada por los dos puntos (a. 12,5) (b. 14,7)
(fig. 31) tirariamos por ¢ una paralela & ¢ b sobre la que toma-
riamos una magnitud ¢ =2 4. Como las escalas han de ser
iguales y acotadas en el mismo sentido, la diferencia de las
cotas correspondientes 4 ¢ y € ha de ser igual 4 la 2,2 que hay
entre las de ¢ y 4. Anadiendo esta diferencia 4 la cota 15,6 del
punto ¢, la suma 15,6-2,2=17,8 sera la cota de 4. La recta que
se busca quedara por lo tanto determinada (11).

INTERSECCIONES

36. Lemas. 1.° 8% dos rectas se cortan en el espacio, la
proyeccion de su interseccion serd evidentemente la interseccion
de las proyecciones de dickas rectas.

R.° AKisecruzan sin corlarse, las proyecciones se cortardn
tambien y sw punto de interseccion serd la proyeccion comun &
dos puntos, situados uno en cada rectay a desigual altura del
plano de comparacion. Porque si la altura fuese la misma, cor-
responderia & un solo punto por el que pasarian las rectas, lo
que es contrario 4 la hipbtesis que hemos hechn.

37. Problema.—Hallar la interseccion de dos rectas dadas.

Si las proyecciones dadas son paralelas, las rectas lo serfan
tambien, O estarian situadas en planos verticales paralelos, y
por consiguiente, no se cortarian.

Si no son paralelas las proyecciones, se halla su punto de
interseccion y se determina (23) 6 (31) la cota que en ambas
rectas le corresponde. Si se obtiene el mismo resultado, esta
cota sera la del punto de interseccion, que quedar4 completa-
mente determinado. Si se hallase distinta cota, las rectas da-
das se cruzarian sin cortarse (36. Lema 2.9).

48. El punto de interseccion de una recta con el plano de
comparacion se llama la {7q¢za de esta recta.

Problema.—Hallar la traza de una recta dada. |

Como la traza es un punto del plano de comparacion, su
cota sera cero: se resolvera el problema, por lo tanto, determi-
nando la proyeccion del punto de cota cero de la recta (24) 6
prolongando sa escala de pendiente hasta encontrar el punto
«le cota cero.

3
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PLANOS.

GENERACION Y -REPRESENTACION DEL PLANO

39. Generacion del plano.—Si desde un punto ¢ (fig. 32)
de una recta ¢ 4 situada en un plano horizontal ), tiramos a
la @ & una perpendicular ¢ 4 situada fuera de este plano, y su-
ponemos que @ 4 se mueve paralelamente a si misma, recor-
riendo la recta ¢ d, engendrara en su movimiento el plano P,
que determinan las rectas @ & y ¢ d que se cortan.

La ¢ d sera la directriz v a b la generatriz del plano P.

Como esta generatriz es horizontal en su primera posicion
por estar situada en un plano horizontal, todas las posiciones
H H, H’ H’, H" H", paralelas 4 ¢ 6 por la ley de generacion
que hemos establecido, serdn tambien horizontales.

Siendo @ 4, H H, H' H' paralelas, sus proyecciones res-
pectivas @ &; & &, &' &/ lo sern tambien. (Geom. Teor. 133).

40. Si hallamos la proyeccion e del punto & sobre el plano
de comparacion, la recta ¢ ¢ seré la proyeccion de la directriz
¢ d. Esta proyeccion es tambien perpendicular & ¢ 4, y por con-
siguiente &4 sus paralelas 4 4, ' /.

En efecto, si ¢ ¢ no fuese perpendicular 4 @ 4, se podria ti-
rar por ¢ la e m que lo fuese, y resultaria que & m seria perpen-
dicular 4 @ & (Geom. Teor. 120); pero como « ¢ lo es tambien
por construccion, tendriamos en el plano P dos recta & ¢, d m
perpendiculares & una recta ¢ 4 del mismo plano, lo que no
puede ser. (Geom..Teor. 5).

41. Linea de maxima pendiente del plano.—La ¢ d, perpen-
dicular 4 @ 4, y por consiguiente & las horizontales del plano P
seré la linea de méaxima pendiente del mismo. :

En efecto, higase pasar por un punto & de la ¢ & otra recta
cualquiera situada en el plano P y prolénguese hasta encon-
trar en m & la @ 4. Héllese la proyeccion ¢ del punto ¢ y unase
el punto e con los ¢ y m; las lineas e ¢, 7 ¢, seran las proyec-
ciones respectivas delas d ¢y 4 m. La pendiente de ¢ ¢ sera

de de
—(25) y la de 4 m la fraccion—; pero en el plano Q se tie-

ce em
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de de

ne ce < em (40); luego serd — > —; y como lo mismo se
ee em

demostraria de otra recta cualquiera, que pasase por 4 en el
plano P, resulta que ¢ d es la linea de méxima pendiente del
plano.

42. Escala de pendiente del plano.—La escala de pendiente
de un plano P (fig. 32) es la que corresponde & su linea de ma-
xima pendiente ¢ d. (29) y (30).

Si consideramos las horizontales H H, H' H'... que corres-
ponden & los puntos de cota 1, 2... de la recta, es evidente que
las proyecciones 4 4, 4 &'... de las horizontales de cota 1, 2...
pasaran por los puntos 1’, 2'... de division de la escala de pen-
diente c e.

43." Siendo las rectas cd. ce (fig. 32) perpendiculares 4 la in-
terseccion a b de las planos P y Q, @ ¢ ¢ serd el angulo plano co-
rrespondiente al diedro de los planos (Geom. 67) y sera la me-
dida de este angulo. (Geom. Teor. 145).

El angulo plano 4 ¢ ¢ sera el que el plano P forma con el ho-
rizonte y que, por lo tanto, determina su pendiente.

44. Representacion del plano.—En vista de lo que acabamos
de exponer, un plano se determina en general por la escala de
pendiente ¢ & (fig. 33) que corresponde a su linea de maxima
pendiente y las proyecciones 00, 1, 1, 2, 2... de las horizontales
de cota 0, 1, 2... La escala de pendiente de un plano se repre-
senta por una linea doble para distinguirla de la de cualquiera
otra recta que no represente lo mismo.

Para construir el plano asi representado, se construiria la
linea cuya escala de pendiente es ¢ 4, y esta linea seria la de
maxima pendiente del plano. Esta recta y una horizontal cual-
quiera determinarian el plano-en el espacio.

Se comprende ahora que para representar el plano bastard
tener la escala de pendiente @4 (fiz. 34) v una horizontal cual-
quiera (7,7); pero basta tener la escala de pendiente del plano,
pues la direccion de una horizontal cualquiera que acabaria de
determinarle, es conocida (40).

45. Cuando un plano es horizontal, todos sus puntos tienen
igual cota n y se le llama plano horizontal de cota n.

46. Un plano vertical se determina por su proyeccion que es
una recta. Esta recta toma el nombre de Zrazq. Si se quiere
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determinar un punto cualquiera de este plano, se marca la pro-.
yeccion de dicho punto, que estard en la traza del plano, y at
lado se escribe la cota que le corresponde.

47. Un plano limitado por varias rectas, se representa comao.
el de la fig. 35, por las proyecciones y las cotas de los extremos.
de estas rectas.

Suelen anadirse las proyecciones de las horizontales del
plano y su escala de pendiente, facil de determinar, pues es
perpendicular & dichas horizontales y queda dividida por ellas.
Yy acotada con ]os mismos nimeros.

PROBLEMAS DE RECTAS Y PLANOS

48.  Dado un plano por su escala de pendiente ab (fig. 36)
hallar la proyeccion de la horizontal del mismo cuya cota 5,3
es dada.

Hallase el punto que tiene esta cotaen la escala ¢4 (32) y la.
perpendicular tirada por €l 4 la escala, serd la proyeccion que
se pide.

49. Dada la proyeccion m (fig. 37) de un punto situado en un
plano, kallar sw cola.

Se tira por m una paralela 4 las horizontales del plano, la,
cual ird & cortar 4 la escala en la division que marca la cota
que se busca. Esta cota se determina facilmente (31).

Tambien se resuelve en la préactica aplicando una escala
de modo que su canto pase por m, y que dos puntos de divi-
sion entera de la misma se hallen en las horizontales entre
las que se encuentra la proyeccion dada. En la disposicion que
presenta la escala de la figura, cada dos pequenas divisiones
son una décima parte de la porcion 7 o de la escala compren-
dida entre las horizontales 7 y 8, y las doce divisiones que hay
de 7 4 m, dan por tanto seis decimetros, que habra que anadir
&4 la cota de la horizontal inferior para obtener la 7,6 que se
busca.

50. Dado un punto (a. 6,6) (fig. 38) determinar si se halla en
un plano P lambien dado.

S1 el punto pertenece al plano, estara en la horizontal de este
que tiene cota igual & la del punto; luego la proyeccion dada
estara en la proyeccion de la horizontal (10).

Para resolver el problema, no habra m4ds que trazar la ho-
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rizontal de cota 6,6 (48) y si esta horizontal pasa por la proyec-
cion dada @, el punto estara en el plano.

La horizontal de cota 4,2 del plano P no pasando por 4, in-
dica que el punto (b. 4,2) esta fuera del plano, y facilmente se
vé que esta situado este punto por debajo de P.

Tambien puede resolverse este problema tirando por la pro-
yeccion del punto dado, una paralela 4 las horizontales de)
plano, y viendo si corta 0 no 4 la escala de este en la division
que marca la cota del punto dado.

51. Dadae una recta, hallar si esta sitwada en un plano
tambien dado.

Estara en él, si dos de sus puntos lo estan, lo que se averi-
cua eligiendo dos de ellos y viendo (50) si se verifica la condi-
= cion que acabamos de enunciar.

Si la recta estd dada por su escala de pendiente, no hay
mas que prolongar dos horizontales del plano y ver si cortan
a la proyeccion de la recta en los puntos de division de igual
cota.

52. JDada la proyeccion de una linea A (fig. 39) que esté si-
luada en un plano P, hallar su escala de pendiente.

Prolénguensé€ las horizontales del plano hasta encontrar &
la proyeccion de la recta y se obtendran los puntos de division
~ de cota entera de ]la misma.

53. Por un punto dado (m. 4) (fig. 39) que se halla situado
en un plano P, hacer pasar una recta gue esté sitwada en el
mismo plano.

Tirese por la proyeccion dada una recta cualquiera, que
representara la proyeccion de una del plano. La escala de
pendiente de esta recta resultara inmediatamente de la cons-
truccion, pues queda dividida y acotada por las horizontales
del plano.

54.  Dado un poligono a b ¢ d e (fig. 35) por las proyecciones
y tas colas de sus vertices, determinar si es ¢ no la proyeccion
de una figura plana.

Se hallan las escalas de pendiente de los lados del poligono
dado (30), y se trazan horizontales, uniendo los puntos de
igual cota. Si estas horizontales resultan paralelas y equi-
distantes, la figura del espacio seria plana, y la recta a4’ per-
pendicular 4 sus horizontales y dividida por ellas, es la escala
de pendiente del plano en que esta situado el poligono.
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Si las horizontales no son paralelas, 6 distan desigualmente
entre si, no seria plana la figuara representada por la proyec-
cion dada.

55. Dada la proyeccion de una jfigura, que e sabe esti en
un plano dado, concluir de determinaria.

Se hallan las cotas de sus vértices (49) y las escalas de pen -
diente de sus lados (52).

56. Dadas dos rectas A, B (fig. 40), delerminar si se hallan
en un plano P tambien dado.

Se traza una horizontal del plano, por ejemplo la m, y si
esta horizontal prolongada va 4 cortar a las rectas dadas en
los puntos de igual cota, 5,5, estos se hallaran en el plano
(50). Del mismo modo se prolongara la n, y se vera, que los
puntos 2 y 2’ de las rectas estan en el plano; luego ellas los es-
taran tambien, porque cada una tiene dos puntos en dicho
plano.

La horizontal = (fig. 41), no cortando & los puntos de igual
cota 7 de las rectas, se deduce que ambas estan fauera del
plano.

Si las rectas dadas (fig. 42) fuesen paralelas (34), estarian en
el mismo plano.

Cuando las proyecciones de las rectas son paralelas, pero
tienen las escalas desiguales (fig. 43), 6 dirigidas en sentido
contrario (fig. 44), estaran en distintos planos verticales y pa-
ralelos; y las proyececiones de las horizontales iran & concurrir
eén un punto 7.

57. Dada wna recta A (62. 39), hacer pasar por ella un pla-
no cualquiera.

Se trazan en cualquier direccion, & partir de los puntos de
division de la escala de pendiente, rectas paralelas entre si.
Estas seran las proyecciones de las horizontales de un plano,
cuya escala de pendiente se determina con famlldad

58. Dados tres puntos (a.3,3) (b. 9,8) (e. 5,7) (fig. 45), Ahacer
pasar por ellos un plano.

Se unen por medio de una recta las proyecciones ¢ y ¢ de
los puntos de mayor y de menor cota, y se tendra la proyeccion
acotada a 4 de la recta que une estos puntos en el espacio, cuya
ezcala de pendiente se determina despues (30).

Se une el tercer punto ¢ con el que tiene igual cota en la
recta a 4, v tirando paralelas 4 esta horizontal desde los pun-
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tos de division de la escala de pendiente hailada, estas seran
las proyecciones de las horizontales de eota entera, que pa-
sando por la recta indicmda, determinan la posicién de un
plano (51), en el cual se halla tambien el punto proyecta -
do en ¢ (50).

59.  Dadas dos rectas A, B, hacer pasar por ellas un plano.

Para que el problema sea posible, se necesitara que las
rectas se corten (fiz. 40), 6 que sean paralelas (fig. 42). En
ambos casos las rectas que unen los p:ntos de igual cota en
las rectas dadas, seran las proyecciones de las horizontales
del plano que se pide.

Si uniendo los puntos de igual cota, las horizontales que
asi obtuviésemos no fuesen paralelas (figs. 41, 43 y 44), tam-
poco seria posible hacer pasar un plano por las'rectas dadas.

60. Dado un punto A (fig. 46) situado en un plano Q, hacer
pasar por este punto una recta de pendiente dada que se halle

situada en el mismo plano.
Por una horizontal del plano Q hagase pasar un plano ho-

rizontal R, cuya cota sera la misma que la de la horizontal de
Q por que pasa. Hallese la proyeccion « del punto A sobre este
plano y la longitud de la proyectante Ae. Llamemos & & esta
longitud y » 4 la pendiente asignada para la recta. Haciendo

a
centro en ¢ y con un radio /=-—, tracemos una circunferen-

yL
cia en el plano R, la cual serd la base de un cono, cuyo vérti-

ce estard en A y cuyas generatrices tendran la pendiente
dada (26).

Esta circunferencia cortara a dicha horizontal en dos pun-
tos 4, ', que unidos con A daran las rectas Ad, Ad', que cum-
plen con las condiciones pedidas. En efecto, pasan por A, tie-
nen la pendiente p por ser generatrices del cono, que hemos
trazado, y estan en el plano Q por tener en ¢l dos puntos A y
b, 0 Ay 0.

Para resolver este problema en un plano acotado, sea Q (fi-
gura 47) el plano dado y (a. 7) el punto por el cual debe pasar

la recta que se pide.
Supongamos que el plano horizontal en que vamos & hacer

las construcciones pasa por la horizontal de cota 3 del plano
dado. | |
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1
Tendremos d =7 — 3= 4: y si suponemos p = —; tendre-
J
4 '
mos [ = — =4 < 5 = 20. Tomando esta magnitud en la escala

F-

e)

y haciendo centro en «, trazaremos con ella como radio un ar-
co, que en general cortara 4 la horizontal de cota 3 en dos
puntos &y 4. Las rectas acotadas a 4, a &', seran las que re.
suelven el problema.

Si el punto dado es el (a. 9,4) (fiz. 48), que no tiene cota
entera, se traza una horizontal 6,4 de manera que dé un nime-
ro entero para la altura del punto dado sobre el plano horizon-
tal en que se ha de ejecutar la construccion: y se resuelve el
problema del mismo modo que en el caso anterior, sirviendo-
nos de la horizontal que hemos determinado.

Este problema puede tener dos soluciones, una 6 ninguna,
segun la relacion de magnitud que existe entre la pendiente p
de la recta que se quiere trazar y la P que corresponde al pla-
no dado.

En efecto, la pendiente de una recta situada en un plane
puede variar entre los limites, cero, que es la de la horizontal
que pasa por el punto dado y P, que es la de la linea de maxi-
ma pendiente del plano.

Por consiguiente, si se tiene p=0, la recta pedida
serd la horizontal m (fig. 48) del plano que pasa por el
punto dado.

Si se tiene p<P, el problema tendra las dos soluciones an,
ao, del problema que hemos resuelto, y que es el caso mas ge-
neral.

Cuando es p=P, el problema tiene una sola solucion, que
sera la linea ¢» de maxima pendiente del plano. La construc-
cion dara la proyeccion de la recta, en una direccion perpen-
dicular & las horizontales, 6 lo que es lo mismo, el arco tra=-
zado para resolver el problema sera tangente 4 la horizon-
tal %o.

No habra solucion alguna si se tiene p > P, y el arco $¢

trazado para resolver el problema no cortard 4 dicha hori-
zontal.
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61. Por una recta dada A B (fig. 49) hacer pasar un plano

1

de pendiente dada —.
"

Por el punto inferior A se hace pasar un plano horizontal
P, vy desde un punto B de la recta se traza el cono cuyas gene-
ratrices tienen la pendiente dada (26). Se tira desde 2 la tan-
gente AZ 4 la base del cono y la generatriz B{ que correspon -
de al punto de tangencia £. Kl piano de las rectas BA y af es
el plano pedido.

En efecto, siendo #¢ perpendicular a la horizontal af
(Geometria Teor. 41. Reeiproco), la recta B¢ tambien lo sera
(Geometria Teor. 120), y por tanto sera la linea de maxima

1

pendiente del plano B A¢, el cual tendra la pendiente —.
%

Si la recta dada es @b (fiz. 50) y la pendiente del plano

1
que se pide es—, se tomara en la escala la distancia espresa-
2
13—5 8
da por la fraccion- — — = 16 (25, formula [4]) y hacien -
1 |
2 2

do centro en 4, punto que tiene la cota 13, se trazara una cir-
cunferencia en el plano de cota 5, en el cual se hacen las cons-
trucciones. Esta circunferencia seré la base del cono cuyus ge-

1

neratrices tienen la pendiente —. Se tira la tangente @l y la
2

normal 4Z, la cual sera la escala de pendiente del plano que
se pide, determinada por los puntos (b. 13) (t. 5).

Cuando se tiene, como en el problema que acabamos de re-
solver, 6/ < ab lo que d& para el plano mayor pendiente P
que la » que tiene la recta, el problema admite dos soluciones,
correspondientes & las dos tangentes que pueden tirarse pora
4 la circunferencia trazada desde 4 como centro. Kste caso es
el mas general.

Cuando resulta 6¢{=0ba, 1o que da P=p, los puntos ey
t (fig. 51) se confunden en uno solo, y por este punto solo

4



puede tirarse la tangente ¢ ¢'; hay pues una solucion y el
plano hallado estd determinado por las rectas ¢ 6y ¢ ¢. La
escala de pendiente del plano es la misma ) de la recta
dada.

Si resultase para /una magnitud 4 ¢" > @ b, lo que daria
P < p, no se podria tirar desde ¢ tangente alguna a la cir-
cunferencia trazada con el radio 4 7", y el problema no ten-
dria, por lo tanto, solucion alguna.

Puede este problema resolverse de otro modo. |

Se proyectan los puntos A y B (fig. 52) sobre un plano ho-
rizontal P, se trazan las bases de los conos, que teniendo sus
vértices respectivos en A y B, tienen generatrices cuya pen-
diente es la que se asigna para el plano (26). Se tira despues
la tangente £ ' comun & estas bases y las normales a?, b ¢
Tirando tambien las generatrices A¢, B/, que corresponden
a4 los puntos de tangencia ¢ y ¢/, las rectas AB, AZ, ¢ ¢, B,
estan en un mismo plano que reune las condiciones pedidas.

En efecto, siendo Ae, B/ paralelas (Geom. Teor. 122) y
tambien las af, 6t', (Geom. Teor. 6), los planos Aal, Bbt'
seran tambien paralelos (Geom. Teor. 130). Siendo adem#s los
angulos Afa, Bl'/ iguales por construccion, estando situa-
dos en planos paralelos, como acabamos de demostrar, y ha-
biendo probado ya que los lados af, y 4t de estos angulos son
paralelos, se verificara que los A¢ y B¢ tambien lo seran;
porque si no lo fuesen, tirando por ¢ una paralela & B¢, el
angulo que formase con £ seria igual al B/'/ y ademés esta-
ria en el plano Ae/ (Geom. Teor. 130); pero como por cons-
truccion el angulo A /e tambien es igual al B¢4, tendria-
mos en el punto ¢ del plano Aaef dos rectas que formarian
angulos iguales 4 un mismo lado de otra recta a¢ del plano
en que se encuentran, y tambien al mismo lado de la perpen-
dicular que en el mismo plano puede levantarse por ¢ 4 la @,
lo que no puede ser.

Siendo pues AZ y BY paralelas, determinarin un plano
en el que estaran las AB y 7/ (Geom. 53).

Para resolver este problema, siendo @/ (fig. 53) la proyec-

1

cion acotada de la recta dada, — la pendiente que ha de tener
2

el plano, y suponiendo que hacemos las construcciones en el
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plano de comparacion, haremos centro en 4 con un radio

13

R— — =26 (26) y trazaremos una circunferencia; con el radio
1
2
5)

y = — = 10, trazaremos otra desde g, y tiraremos la tangente
1
-

{ ¢ comun & estas circunferencias, y las normales 2 ¢, 6 ¢'. Se
hallard la escala de pendiente de una de ellas (30), la cual
sera la del plano que se pide.

Tambien se puede resolver este problema, aplicando la
recta & un plano horizontal. Sea m (fig. 54) el &ngulo que
ha de formar el plano que se pide con el horizontal. Aplican-
do la recta dada al plano horizontal de cota 3, para lo cual
servira de eje la horizontal (3' — 3') del plano proyectante de
la recta dada M N, se construira en un punto cualquiera @ de
esta horizontal un angulo igual al lado m, y se prolongaré
el lado que resuite hasta su encuentro en # con M N. Desde &
se bajara la perpendicular 4 ¢ 4 la horizontal (3' —3'), y ha-
ciendo centro en ¢, se trazarda con el radio ¢ ¢ una circunfe-
rencia, la cual serd la base del cono que engendraria en el
espacio el triangulo @ ¢ ¢, girando alrededor de la vertical
aplicada en 4 ¢, y cuyas generatrices tendrian la inclinacion
dada 7.

Tirando desde 7 la tangente » 4, la perpendicular ¢ ¢ ba-
jada a ella desde ¢, sera la escala del plano que se pide, en la
cual ¢ tendra la cota 3, y ¢ la 6,3 que corresponde al
punto 4.

INTERSECCIONES

62. Dado un plano P (fig. 55) delerminar su traza o su in-
{erseccion con el plano horizontal de proyeccion.

Se halla la ¢raza p de la linea de maxima pendiente del
plano dado (38), y la m «, perpendicular & ella por este pun-
to, sera la horizontal de cota cero, 6 la traza que se pide.

63. Dado un plano por su escala de pendiente a b (fig. 36),

gt g off =l . a2

-

o el
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hallar su interseccion con olro plano horizontal de cola da-
da 5,3.

Como la interseccion que se busca ha de estar en el plano
horizontal, todos sms puntos tendran la cota 5,3 de este plano;
y como tambien ha de hallarse en el plano dado, sera la hori-
zontal de cota 5,3 de este tiitimo.

64. Hallar la interseccion de dos rectas A, B, (fig. 40) s1-
tuadas en un plano dado P.

La proyeccion del punto que se busca sera la interseccion
“de las proyecciones de las rectas (36). La cota que correspon-
de al punto que buscamos se halla en la escala del plano (49).

65. Dada la interseccion a b (fig. 56) de dos planos P, P',
hallar la de estos con un tercer plano Q.

Sean (3 — 3) (7— 7) las horizontales de cota 3y 7 del pla-
noP,y @ —3) (7 —17)las de cota 3y7 del P’. Kl plano Q
cortara 4 las horizontales de cota 7 en dos puntos de la misma
cota, y la horizontal 7 que los une sera la interseecién del
plano () con el horizontal de cota 7.

De la misma manera la horizontal # serad la interseccion
de Q con el plano horizontal de cota 3.

Kstas rectas 7, @, seran paralelas (Geom. Teor. 128) como
lo seran tambien sus proyecciones sobre un plano horizontal
cualquiera (Geom. Teor. 133).

Ademéas la recta (7 — 3) estd en el plano P, y tambien en
el Q, pues tiene en ambos los puntos 7 y 3. Por una razon
analoga, la recta (77 —3') esta en los planos P'y Q. Luego el
punto Y en que estas rectas se cortan, esfando en ambas, es-
tara en los tres planos.

Para resolver este problema, siendo la recta a (fig. 57) la
interseccion de los planos Py P/, se tiraran las horizontales
paralelas (3 —3') (7 —7'), y se unira el punto 3 con el 7, y el
3' con 7. La interseccion # de las rectas (3—7) Yy (3" —17)
sera el punto que se busca, el cual, si la counstruccion esta
bien hecha, estara tambien en la interseccion dada a de los
planos P y P’. La cota que corresponde &y se hallard faecil-
mente (23 6 49).

66. Hallar la interseccion de dos planos dados.

Prolongando las horizontales de una misma cota cualquie-
ra 8, (figs. 58 y 59) en los planos dados, el punto (m. 8’) en
que se cortan, estara en ambos planos (50). Del mismo modo;
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el punto (n. ) tambien lo estard. Luego la recta m # acotada,

sera la interseccion de los dos planos.
Esta interseccion es una aristq entrante en la fig. 58 y una

arista saliente en la fig. 59.

Qi las horizontales de igual cota se han de encontrar fuera
de los limites del dibujo, se hallara la interseccion = (fig. 60),
de los planos dados P y P’ con un tercer plano Q (65), y la z de
los dos primeros con otro cualquiera Q. Los puntos m y =n
determinan la interseccion que se pide.

En efecto, el punto 2 se halla en los planos P, P’y Q; luego
es un punto comun & los Py 7.

El puuto %, encontrandose en P, P’y Q" se halla tambien
en Py I’ Luego m = es lainterseccion de estos planos. |

Para efectuar la construccion siendo P y P’ (tig. 61) los
planos dados, se determinaran m y 2 (65). La recta acotada que
uniera los puntos 7 y 7z, seria la que se trataba de hallar.

67. C(aso partiicular.

Lema.— 8% dos planos tienen sus horizontales paralelas, la
interseccion de estos planos es paralela a los horizontales.

En efecto, tirando un plano perpendicular & una de las
horizontales que lo sera & las deméas (Geom. Teor. 122 Recip.)
los planos dados seran perpendiculares al que acabamos de
tirar (Geom. Teor 141) y por tanto su interseccion tambien lo
seri (Geom. Teor. 143). Habiendo probado que esta intersec-
cion es perpendicular al plano tirado perpendicnlarmente a
las horizontales del plano, serda paralela &4 estas horizontales
(Geom. Teor. 122).

Coro’ario.—La interseccion es horizontal, puesto que es
paralela & las horizontales de los planos dados.

Problema.—2Dado un plano cuyas korizontales son paralelas
a las de otro tambien dado, hallar la interseccion de los planos.

El plano tirado por P (fig. 62) perpendicular & las horizon-
tales de los dados, lo sera 4 la P o de cota cero en uno de los
planos y por tanto la P o perpeadicular al plano, lo sera 4 P Q.
Ksta recta es la traza del plano (46) el cual seri vertical por ser
perpendicular & las horizontales.

Para obtener la proyeccion y la cota de la interseccion, se
aplica este plano al horizontal y se prolongan sus interseccio-
nes M y N, (figs. 62 y 63) con cada uno de los dados hasta su
encuentro en £. Tirando por este punto una paralela 4 las ho -
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rizontales tendremos la proyeccion de la interseccion. La cots
de esta recta es la del punto 7, que se aprecia en la escala de
las alturas 6 en la de pendiente de uno de los planos dados.

68. Hallar la interseccion de un plano P (fig. 64) y una
rectar.

Se trazan dos horizontales del plano que tengan cota
dada, 3 y 8, y desde los puntos de igual cota de la recta 7, se
tiran en una direccion cualquiera dos paralelas, que cortaray
& las horizontales del plano en los puntos 3', 8. Estas paralelas
son las horizontales de un plano Q, que pasa por la recta
dada (57), y la (3'—@&') serd la interseccion de este plano con e}
dado (66).

La interseccion m, de (3’—8') con la recta dada (37) sera el
punto que se busca.

En efecto, m se halla en la recta # y en el plano P.

69. Hallar lainterseccion de dos rectas situadas en un pla-
%o vertical.

Por los puntos 3y 7 (fig. 65) se tiran dos paralelas, que
seran las horizontales de un plano, que pasa por una de las
rectas. El punto que se busca estara en este plano.

Tambien estara4 en el plano de las horizontales de cota 3
y 7, tiradas por 3' y 7, que determinaran otro plano que pasa
por la segunda recta.

Luego el punto que tratamos de hallar estard en la inter-
seccion (3"—7") de estos planos (66), y serd por lo tanto el
punto (m. 5, 7) en que esta recta corta & la proyeccion comun
de las dos rectas dadas.

70.  Por un punto dado hacer pasar wn plano paralelo ¢ una
recta dado.

Se tira por el punto una paralela 4 la recta dada.

Entre tcdos los planos que pasan por esta paralela (97),
hay uno que contiene & la recta dada; todos los demas le son
paralelos.

71.  Por un punto dado hacer pasar un plano paralelo ¢ oiro
tambien dado.

Se tira por el punto una paralela a4 la escala de pendiente
del plano (35), y esta recta sera la escala de pendiente del plano
que se pide.

72. Por un punto dado hacer pasar una recéa paralela & un
plano tambien dado.
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Hagase pasar por el punto un plano paralelo al dado (71)
Toda recta, que se haga pasar por el punto dado en este pla-
no, sera paralela al primero.

73. Dadas dos rectas a, b, (fig. 66) tirar por ellas dos pla-
nos paralelos.

Desde un punto (. 1) de la recta « se tira la @' paralela &
4, y desde el (n. 1) de igual cota en 4, la 4’ paralela & a (35).
El plano P que determinan las ¢ y @' (59) sera paralelo al P’
gue determinan las 4 y &' (Geom. Teor. 130).

PERPENDICULARIDAD DE LAS RECTAS Y DE LOS PLANOS

74. Desde un punio (a. 3) (ig. 67) sitwado fuera de una
recta acolada cb, lirar una perpendicular d esta recla.

Se une la proyeccion ¢ del punto dado con las 4 y ¢ de los
extremos de la recta. Se hallan despues las magnitudes ¢4,
b'a, 8¢ (22) de los lados del triAngulo que forman las rectas
proyectadas en ¢b, ba, ac, y se construye este triangulo
(Geom. Prob. 10), tomando por base la ¢4’ aplicacion de la
recta dada. Desde el vértice @’ que resulta de la construeccion,
se tira la @'d perpendicular 4 ¢/, y por 4 la perpendicular
de & la proyeccion ¢/ de la recta dada. El pie e de esta per-
pendicular, cuya cota se halla facilmente (31), determinara
con el punto dado la perpendicular que se pide.

Tambien puede resolverse este problema, uniendo la pro-
yeccion ¢ (fig. 68) del punto dado con la del que tiene igual
cofa en la recta, y haciendo girar & esta alrededor de la ho-
© rizontal (3—3) hallada.

Un punto de la recta, tal como el proyectado en 4, se mo-
vera entonces en el plano vertical cuya traza es (3'—8), per-
pehdicular al eje de rotacion. Cuando la recta que se mueve
haya llegado al plano horizental de cota 3, en que ejecutamos
las construcciones, estara representada en el plano en su ver-
dadera magnitud.

Esta magnitud se obtiene hallando la (3'—&') de la recta,
proyectada en - (3'—8), vy llevandola desde 3, con el radio
(3'—8') -hasta encontrar & la prolongacion de (3'—8) en el
punto 8",

Uniendo ahora los puntos 3y 8", la recta (3—8") sera la
aplicacion de la recta dada al plano horizontal de cota 3.
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Tirando desde ¢ una perpendicular ¢ # a esta recta y desde
% la h a paralela a (3'—8"}, el punto 2 sera la proyeceion del
pie de la perpendicular que buscamos, cuya cota se hallara en
la escala de la recta dada.

Este punto hallado, determina con el dado la perpendicu-
lar que se pide. )

5. Hallar la distancia de un punto @ una recia.

Esta distancia es la perpendicular tirada desde el punto &
la recta. Tirando esta perpendicular (74), se halla su verdadera
magnitud, que serd la distancia que se pide.

En las (fizs. 67 y 68) la perpendicular & que nos referimos
esta en sn verdadera magnitud en el plano horizontal de
cota 3.

76. Desde un punto dado (a. 3) (fig. 69) de una recta situadag
en un plano vertical, levantar una perpendicular a esta, en el
mismo plano.

Se aplica la recta al plano horizontal de proyeccion, y en
el punto 3' de esta recta (0—5') aplicada, se tira una recta
¢b, que le sea perpendicular, la cual cortard & la proyeceion
de la recta dada en un punto b, cuya cota serd cero.

Los puntos (a. 3”) (b. 0”) determinaran la perpendicular
que se pide.

77. Porun punto (a. 3) (fig. 69) de una recla dada, hacer
pasar un plano perpendicular ¢ esta recta

Debiendo ser la recta dada perpendicular a4 todas las que
en el plano que se pide han de pasar por su pie, sera perpen-
dicular 4 la linea de maxima pendiente que ha de pasar por
el punto dado en el plano que se busca, y ambas rectas esta-
ran situadas en el plano vertical cuya traza es la proyeccion
de la recta dada.

Tirando en este plano vertical una perpendicular a la recta
dada desde el punto tambien dado (76), la escala de esta per-
pendicular sera la del plano que se pide. En este caso la escala
del plano pedido es la a6, que en el problema anterior resulto
para la perpendicular en el punto (a. 3).

Se ve, por lo tanto, que cuando un plano es perpendicular
4 una recta, la escala del plano es paralela en proyeccion a la
de la recta y la acotacion crece en sentido contrario.

78.  Por un punto tomado en wna recta tirar perpendicwla-

res a esta recla.
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e hace pasar por el punto un plano perpendicular & ia
recta (77).

Todas las rectas que pasen por el punto dado, en este pla-
no (53), seran perpendiculares 4 la recta dada (Geom. 54).

79. Desde un punto (a. 1) (ig. 70) de un plano vertica
tirar una perpendicwlar a la recta del mismo plano proyecti-
da en e d.

Aplicaremos la recta al plano de proyeccion en ¢ D, y el
punto dado en A, tiraremos la perpendicular A 4 desde el
punto 4 la recta, y proyectando 4 en la recta, la ¢ @ acotada
sera la perpendicular que se pide.

R0. Dada una recta situada en un plano, lirarie desde wio
de sus puntos, una perpendicular situada en el mismo plano.

Se tira por el punto dado un plano perpendicular 4 la recta
(77). Se halla la interseccion de este plano con el dado (66) Al
‘esta serd la perpendicular que se busca (Geom. Teor. 142 y re-
¢inroco)

Rl. Dado un punto (a. 4) (fig. 71) sittuado en un plano P,
levantar desde él una perpendicular al plano.

Esta linea ha de ser perpendicular a4 la horizontal de cota
4, v 4 la linea de maAxima pendiente del plano, correspon-
diente al punto dado.

Ademnas, estara en el plano vertical que tiene por traza la
paralela tirada por ¢ & la escala del plano. Esta paralela aco-
tuda sera la linea de maxima pendiente que pasa por el punto
a en el plano.

Se aplica esta recta al plano horizontal y se fira la perpen-
dicular & ella desde el punto 4’ (76) dado, la cual cumple con
las condiciones que hemos indicado.

L.as escalas de pendiente de estas rectas, perpendiculares
entre si, son iguales; pero inversas a partir del punto dado.
Bsto se verifica siempre que la pendiente de las rectas es de 45°.

82. Dado un punto (a.3 (8g.72) fuera de un plano P, ba-
gar una perpendiculiar a este plano.

Se haran las consfrucciones siguientes:

1.* Se tira por @ una paralela 4 la escala del plano dado (35)
y esta paralela sera la linea de maxima pendiente del plano,
la cual pasa por el punto dado.

2. Se aplica esta linea, en m 7, al plano horizontal de cota
3, igual 4 la del punto dado.

-

S
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3. Se tira ¢ & perpendicular & 2 m.
4. Se proyecta el punto 4 en ¢ y se determina su cota 5,6
en la eseala del plano P.
.a ¢ ¢ acotada, sera la perpendicular que se pide.
£3. Hallar la distancia de un punto a un plano.
Ksta distancia es la perpendicular tirada al plano desde

dicho punto.
ara hallarla es preciso verificar las siguientes construc-

ciones.

1. Tirar por el punto dado una perpendicular al plano (82).

2.* Hallar la interseccién de esta recta con el plano (68).

3.* Hallar la magnitud de la recta que une el punto dado
con esta interseccion (22), y esta sera la distancia que se
pide.

84. Dada una recta acotada, cuya proyeccion es am (figu-
ra 73), tirar por ella wn plano perpendicular da otlro planoc

dado P.
Desde uno de los puntos (a. o) de la recta dada se tira una

perpendicular al plano (82).

El planc de estas dos rectas (59) es el que se busca; pues
ademas de pasar por la recta dada, es perpendicular al plano
dado (Geom. Teor. 141).

Para determinar este plano, se une el punto ¢, proyeccion
del de interseccion 4 de la recta y el plano, con el punto de
igual cota en la recta dada, y se tendra una horizontal del
plano que se pide; la cual, con una paralela a ella por el pun-
to @ nos determina la escala I de pendiente del mismo.

8. Hallar la distancia entre dos planos paralelos P, P*
(fig. 74).

Esta distancia es la longitud de la perpendicular tirada &
uno de los planos, desde un punto tomado en el otro.

Qe traza una paralela ¢ 4 4 las escalas de los planos dados,
en el plano horizontal de cota 8, y se aplican a este plano las
lineas @, @, que son las de maxima pendiente de los dados, las

cuales tienen por proyeccion comun & la ¢ &.
La distancia m 7 entre las rectas aplicadas ¢ y &’ es la mag-

nitud que se busca.
86. Hallar la distancia enlre dos rectas paralelas.
Se traza el plano que ellas determinan (59).
Desde un punto de una de ellas, se tira en este plano una
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perpendicular & la otra (80), y se halla la verdadera magnitud
de esta perpendicular (22).
87. Hallar la distancia enire dos rectas del espacio, gque se
oruzan sin coriarse.
Esta distancia es la linea perpendicular & la vez a4 las dos
rectas dadas. (Geom. Prob. 50.)
Para resolver este problema, haremos las siguientes cons-
truceiones:
1.* Por un punto de una de las rectas dadas ¢, se tira una
paralela ¢ 4 la otra recta 4 (35).
2. Se construye el plano de las 4, ¢ (59).
3.* Desde un punto de la segunda 2, se tira una perpen-
dicular 4 este plano (82).
4." Se halla la interseccion de esta perpendicular y el pla-
no & que lo es (68). Este punto y el dado determinan la reeta

que se pide.
5. Se halla despues su verdad-ra magnitud (22).

ANGULOS DE LAS RECTAS Y DE LOS PLANOS

88. IHallar el angulo de dos rectas dadas. |

Si las rectas dadas fuesen la ¢ 4 acotada (fig. 68), y la que
qquedaria determinada uniendo los puntos (¢. 3) y (b. 8), haria-
mos girar el punto proyectado en 4, que seria la interseccion
de ambas rectas, alrededor de la horizontal ¢ ¢ de cota 3, con
lo que dicha interseccion iria 4 parar a & (74). Estando los pun-
t0s ¢, d y ¢ en un mismo plano horizontal, uniendo & con e y
con ¢, el Angulo ¢ 4 ¢ seria el de las dos rectas dadas.

89. Por un punto dado (c. 3) (ig. 68) Ahacer pasar una rec-
ta que forme con la e b acotada un angulo dado.

Se aplica la recta dada al plano horizontal que tiene la co-
ta 3 del punto dado ¢, haciéndola girar alrededor de la hori-
zontal ¢ e que tiene dicha cota y e ¢ serd la recta aplicada. Se
hace pasar por ¢ una recta que forme con la ¢ 4 un angulo
igual al dado (Geom. Prob. 7), con lo que se determinara un
punto tal como 4, que sera la interseccion de estas dos rectas.

Bajando desde 4 la perpendicular 4 4 al eje del giro, esta
cortarh 4 la recta dada ¢ 4 en un punto 4, y el (b. 8) sera la
proyeccion acotada del vértice del 4ngulo en la posicion que
debe ocupar en el espacio. La recta que uniese / con ¢ seria la
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proyeccion acotada de la que pasando por (c. 3), formaria con
la dada ¢ 4 el angulo que se pedia.
90. Hallar el angulo gue dos planos dados forman enire si..

Por el punto ¢ (fig. 59) de la proyeccion m = de la inter-
seccion de los planos dados, se traza una perpendicular a esta
linea, hasta que corte en ¢ y 4 a las horizontales de cota 5, en-
cada uno de los planos. La @ 4 ser4 una horizontal de esta co-
ta y al mismo tiempo la traza de un plano perpendicular & la.
interseccion m u.

Apliquemos esta interseccion al plano horizontal de cota o,
y sea 7 0 la interseccion aplicada; tiremos por ¢ la ¢ § perpean-
dicular & 2 0 y esta perpendicular serd la magnitud de la rec~
ta, que une el punto s, en que la m n corta al plano perpendi-.
cular 4 ella y cuya traza es @ 4, con el punto ¢, proyeccion de
la interseccion de esta traza con el plano perpendicular a ella,
que pasase por la recta m 2.

Llevando s 4 ¢ por un arco de circulo, uniendo el punto ¢
«con los ay &, y trazando las rectas @ y ¢ 4, el triangulo @ £ &
serd la aplicacion al plano horizontal de cota 5, del que for-
man con la traza ¢ & del plano perpendicular a o s, las rectas
ta,t b, que en dicho plano pasan por su pié §; y que por lo tan-
to son perpendiculares 4 o ¢, que es la interseccion de los dos
planos: luego el angulo @ ¢ 4 que estas perpendiculares forman
es el angulo pedido.

LINEAS CURVAS.

9]1. Una curva A B C del espacio (fig. 75), se representa, en
general, por su proyeccion ¢ 4 ¢ sobre el plano horizontal de
comparacion, y las cotas de varios de sus puntos. Estas cotas
y la forma de la proyeccion pueden servir para determinar la
naturaleza de la curva representada.

Una curva @ 4 ¢ situada en el plano de proyeccion, en la
cual todos sus puntos tienen la misma cota 72, representa una
curva situada en el plano horizontal de cota #.

Si la proyeceion @, 6 @' (fig. 76) es la de una circunferen-
cia A situada en el plano horizontal de cota 7, la curva re-
presentada serd tambien una circunferencia, y bastara acotar-
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tres de sus puntos con €l numero z, yue espresa la cota del
plano. La cota n de A es 21,2.

Para construir en estos casos la curva representada, no
habra mas que cortar por un plano horizontal tirado a la altura
de n metros sobre el de comparacion, la superficie cilindrica
cuya directriz es la proyeccion dada y cuya generatriz es la
vertical proyectante de uno de los puntos de la curva.

92. Si la proyeccion @ 4 (fig. 77) es una recta, y los puntos
acotados no estan todos situados en la recta que determinan
dos de ellos (33), la a 6 acotada representara una curva 4 5
situada en un plano vertical

Sj esta curva es cerrada (fig. 78), 4 cada punto de la pro-
yeccion corresponden dos cotas, 4 escepcion de los puntos ex-
tremos, que cada uno es la proyeccion de un solo punto de
ella.

Cuando son dos 7, #' (fig. 79), 6 mas, las curvas situadas en
un mismo plano vertical, se acentiian de una misma manera
todos los puntos que corresponden & una misma curva, para
poderlos distinguir de los de otra, cuya comun acentuacion
sera distinta de la que tienen los puntos de la primera. Una
tercera curva tendria sus puntos acentuados de diferente modo
que las dos anteriores, y asi sucesivamente.

Para construir en estos casos la curva representada, no
habria mas que seguir el método general de levantar perpen-
diculares al plano de comparacion, en las proyecciones de los
puntos acotados, y tomar en estas perpendiculares, que deter-
minarian un plano vertical, las alturas marcadas por las cotas.
La curva que hiciésemos pasar por los puntos asi determina-
dos, seria la curva cuya representacion nos era conocida.,

93. Toda curva cuyos puntos estan diferentemente acota-~
dos, representa en general una curva del espacio; plana, si el
plano que pasa por tres de sus puntos (58) contiene a los de-
més (50), y de doble curvalura, si esto no se verifica.

Se reproduce la curva representada, tomando en las verti-
cales de los distintos puntos acotados, las alturas que las cotas
indican, y haciendo pasar una curva continua porlos puntos
asi determinados.

Se vé, que cuanto mayor sea el niimero de puntos acotados,
tanto mejor determinada estara la curva.

La (fig. 80) representa una /Aédlice, y la (fig. 81) su proyec-
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cion acotada. Esta proveccion es una circunferencia, dividida
en partes iguales por los puntos de cota entera.

SUPERFICIES CURVAS.

94. Las superficies curvas se representan, en general, por
las proyecciones acotadas de los elementos necesarios para de -
terminarlas.—Asf, un cono se representa por las proyecciones
acotadas de su base ¢ directriz (3 —3'—3") (fig. 82) y la del
vértice (. 9,8); pues uniendo » con un punto cualguiera 7, %...
de la base, se tendran las proyeeciones acotadas z7, o7, de las
generatrices del cono.

Suelen dibujarse las proyeeciones que resultan tangentes a
la base, y son las de las generatrices que determinan el contor-
no aparente de la superficie en el plano horizontal.

95. Una superficie cilindrica se representa por su direc-
triz B (fig. 83), cuya cota suponemos ser el niimero 5, y una de
las generatrices acotada Ag; pues se podran determinar cuantas
generatrices se quiera, tirando paralelas a la oeneratriz dada,
desde los puntos de la base. Se trazan por lo regular las que
determinan®en el plano horizontal, el contorno aparente de
la superficie. |

96. Las superficies de revolucion se determinan por un
meridiano y un paralelo. -

97. Una superficie gaucha, por sus directrices, y el plano 4
cono director.

PROBLEMAS DE LAS SUPERFICGIES.

98.  Dada wnr superficie conica y un punto (a. 4, 7) (ig. 82),
determintr si este se hala en la superficie.

Unase el punto @ con la proyeccion » del vértice, y prolén-
guese la recta que resulte, hasta encontrar en =z 4 la parte
cOéncava de la circunferencia.

La recta » 2. sera la generatriz cuya proyeccion pasa por Ia
del punto dado: se vé si el punto dado esta eu esta recta (33), en
cuyo caso estard tambien en la superficie.
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Esta generatriz pn pertenece a la parte vista de la super-
ficie.

El punto proyectado en @, estard en la ceneratriz oz, y el
punto cuya proyeccion es 4, y cuya cota es 5,1 en la generatriz
oculta » 7.

El punto @ puede ser tambien la proyeccion de otro punto
de la superficie, situado en la generatriz oculta om, prolon -
gada por debajo del plano de la base. Kl punto b puede perte-
necer tambien a otra generatriz vista, que se  determinaria
prolongando la » » hasta ercontrar & la parte concava de la
base.

99. Por un punto (a. 7,8) (fig. 84) situado en una superficie
conica, lirar un plano tangente a esta.

Se traza la generatriz que pasa por el punto dado (98), y la
tangente T & la base del cono en el pi¢ de la generatriz; el pla-
no de ésta y la tangente T, es el plano que se pide. Para repre.
sentarle, se tira por » una puralela a la tangente, que sera la
horizontal de cota 13 del plano. La perpendicular a estas dos
paralelas serd la escala IX del plano tangente al cono, y que pasa
por (a. 7,8).

Si el punto es dado por su proyeccion solamente, el proble-
ma tiene dos soluciones P y P’ que corresponden & las dos ge-
neratrices » a2, ¢ m, cuyas proyecciones pasaun por @, y las tan-
oentes respectivas T y T,

100.  Por un punto dado (a. 8) (ig. 85) fuera de una super-
ficie conica, hacer pasar wn plano tangente a esta.

Se une @ con la proyeccion » del vértice del cono, se halla
la traza 7 (38) de esta recta en el plano horizontal de cota 5, en

que se halla la base del cono, y se tira por 7 una tangente T a

esta base.
La paralela 4 la tangente, tirada desde », serd la horizontal

de cota 12 del plano que se busca, y la perpendicular & a esta
horizontal y 4 la tangente, la escala acotada del mismo.

En efecto, este plano, pasando por la tangente T, sera tan-
gente al cono, y como ademas pasa por # & (51), cumple con las

condiciones pedidas.
Este problema admite otra solucion correspondieute & la

otra tangente que puede tirarse por 7 4 la base del cono.
101. Hallar la interseccion de un plano con una Superficie

conica.
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Se trazaran las generatrices del cono que se crean necesa-
rias, y se determinardn sus intersecciones respectivas con el
plano dado (68). La eurva que pase por los puntos asi determi-
nados, es la interseccion del plano v la superficie.

102. Los problemas de gqne acabamos de ccuparnos, ze re-
suelven de una maner: analoga, euando se trata de una super-
cie cilindrica,

HH’HI*HF\TH [ON DE LAS SUPERFICIES POR CURVAS DE NIVEL

103. ERepresentacion de las superficies.—Supongamos
un cono recto, cuya proyeccion vertical es 4 2" 4’ (fig. 86). Si di-
vidimos su altnra 2 »" en partes izuales, y por los puntos de di-
vision #', #"... hacemos pasar planos horizontales, cuyas tra-
zas seran P, P’..., las intersecciones de estos planos con la su-
perficie cénica, seran circunferencias (Geom. Teor. 162). que
tendran respectivamente por radios las rectas 2’ ¢', o" d'... y
que segiin la condicion a4 que los planos satisfacen,” s» proyec -
taran horizontalmente, en su verdadera magnitud, segun las
circunferenciase, d .

KEstas proyecciones han recibido por extension el nombre de
curvas de nivel & mhs propiamente secciones 6 curvas horizon-
lales.

104. Si la proyeccion vertical de la superficie es 4" ?' &’
(figr. 87), y la suponemos engendrada por el movimiento de la
linea quebrada ' d' ¢’ §', alrededor del eje vertical » 2', las cur-
vas de nivel seran tambien circunferencias, y se provectaran
del mismo modo.

105. Examinando la representacion de las superficies de re-
volucion, cuya generacion hemos considerado (103 y 104), pode-
mos establecer los principios siguientes:

1.° Cusndo una superficie esta engendrada por una linea
recta (fig. 86), la distancia entre las curras de wmivel consecu -
livas, contada en direccion normal a ellas. es wna longilud
constante.

En efecto, siendo » 4 ]a proyeccion de la generatrl? ? b, se
tiene & ¢=c d=d c=e¢ v (28).

2.° La pendiente de los elementos b’ ', ¢’ d'.,. es tambicn

| | dm ¢ m
constante. En efecto. la de &’ ¢’ es = , v la de ¢’ d' es
my ¢b
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(i a4’ _
. — — (25); y estas fracciones, asi como las que expresan

e de

la pendiente de los demas elementos. tienen iguales sus nu-
meradores y sus denominadores.

3.° Cuando la generatriz estd formada de rectas que tienen
inclinactones diferentes enlre los planos secantes, las curvas
no equidistan, y le mayor separacion entre ellas pertenece a la
menor pendiente de la parte de generatriz que se consudera.

c'm c'm
En efecto, la pendiente — = - (fig. 87 de la porcion de
mb' b
| d'n d'n
ceneratriz ¢'0/, tiene su numerador igual al de la e Ti—
ne' ¢

gue corresponde al elemento ¢'d’, y su denominador ¢/ es ma-

c'm
yor que el de de la segunda; luego el quebrado —— es menor
¢
d'n _ |
que el —d—-, y por tanto ¢’ tiene menor pendiente que ¢'d’.
'c

106. Haciendo extensivos estos prineipios 4 las superficies
curvas de formas irregulares cualesquiera, determinaremos
el relieve de una superficie, por las proyecciones horizontales
de las curvas, que resultan de las intersecciones de la superfi-
cie, con cierto nimero de planos horizontales equidistantes.

Esta manera de representar las superficies, dad una idea
clara de su forma, y de la rapidez de su pendiente, en el sen-
tido en que se quiera considerar: teniendo en cuenta, que la
mayor separacion de las curvas corresponde a la menor pen-
diente, y al contrario. Si en algun punto viniesen a concurrir
dos 6 mas curvas, nos darian & conocer que el terreno era ver-
tical 6 cortado a4 pico en toda la extension que las curvas
tuviesen comun.

107. La zona comprendida por dos curvas de nivel conse-
cutivas ¢ y ¢’ (fig. 88), se considera engendrada por ¢l movi-
miento de una recta mn que se apoya constantemente sobre
las curvas ¢ y ¢'. La superficie que la generatriz mz engen-
draria, seria una superficie gawuc/ia en general; pero admi-

6
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tiendo que las curvas estén bastante proximas, para que la
generatriz pueda suponerse normal &4 ambas directrices, la
superficie seria desarrollable; puesto que para pasar de una
posicion A4 otra infinitamente proxima se mueve sobre dos
tangentes, que en la suposicion que hacemos, se pueden con-
siderar constantemente paralelas para cada posicion de la ge-
neratriz.

10B. Lineas de mazima pendiente de las super ficies.

La generatriz MN (fig. 8)), normal a las directrices por la
ley de generacion de la zona comprendida entre las curvas
de nivel C y C', situada en el plano de las tangentes (107,
serd4 tamblen normal a estas tangentes, que tienen un ele-
mento comun con las curvas respectivas, v por lo tanto, sera
la linea de miaxima pendiente del plano tangente (41). Esta
linea es tambien la de mazima peadiente de la superficie.

S1 proyectamos el punto M en el plano horizontal que con-
tiene 4 C, N m serd la proyeccion de la linea de maxima pen-
diente MN. Esta proyeccion es tambien normal 4 T, y 4 ¢
proyeccion de la tangente T’ (41) y por lo tanto a las curvas
C y ¢, proyecciones de las curvas C y C’, en el plano horizon-
tal de la curva C.

109. Si desde un punto « (fig. 90) de una superficie, se
baja la normal ¢/ 4 la curva inmediata y desde 4 la &4, nor-
mal & la curva siguiente, y se continta este trazado de nor-
males, la linea adde, sera la que tiene en general la maxima
pendiente entre todas las trazadas en la superficie por el
punto a. .

Si el punto @ estuviese en la zona comprendida entre dos
curvas, la linea de maxima pendiente, que le corresponde en
la superficie, se hallaria del mismo modo.

ista linea es en general de doble curvatura.

110. Cuando la superficie es convexa en sentido horizon-
tal, como representa la fig. 91, se pueden tirar tres normales
ab, ab', ab’, desde el punto mas saliente @ de una de las cur-
vas de nivel 4 la curva inmediata inferior. La normal @2 ti-
rada desde ¢ al punto maéas saliente 4” inmediato inferior, es
una linea de minima pendienie en la porcion abd’ de la su-
perficie, por ser /" mayor que todas las demés rectas tiradas
desde 2 & la porcion 44"/ de la curva inmediata.

La linea @4'd’¢’, de minima pendiente, divide a4 la su-
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perficie en dos porciones a¢”m, ae"n, & cada una de las eua-
les corresponde para el punto ¢, una linea de maxima pen-
diente ae, @€ . Otra recta ac seria de menor pendiente que
ab (105.-3.°).

111. Si la superficie es céncava en sentido horizontal, no
habria desde ¢ (fig. 92) mas que una sola normal b 4 la cur-
va inferior. Toda otra recta «e¢ tendria menor pendiente
que ab.

La adcd, seria por lo tanto, una linea de maxima pen-
diente.

PROBLEMAS DE LAS SUPERFICIES Y SUS NORMALES
112. Hallar la inclinacion o pendiente de la normal cuye
proyeccion es mn (fig. 93).

Siendo man la proyeccion acotada de la normal, su pen-

mo
diente sera p=—lg.a= —— (25); siendo oz la normal aplicada
mn

al plano horizontal de la curva 2, y om la equidistancia de los
planos. Llamando e a4 esta equidistancia. y / a la longitud de
ia proyeccion mn de la normal, tendremos

€

113. Dadas dos curvas de wnivel con sus colas respeclivas
fig. 93), determinar la de wn punto comprendido entre ellas, y
cuya proyeccion b es dada.

Se tira por 4 la normal ma & las curvas, con lo que se tie-
ne la proyeccion acotada de una recta de la superticie, en la
cual estara la proyeccion 4 del punto cuya cota se busca,y
estaremos en el caso del problema 23.

114. Dadas dos curvas de nivel con sus eolas respectivas
fig. 93) ¥ la cola que corresponde @ un punto de la normal,
cuya proyeccion es mn, hallar la proyeccion de dicko punto.

Se tiene la proyeccion acotada de la normal mn, en que se
halla el punto cuya cota es dada. La proyeccion de este punto
se determina por el problema 24.

115. Dada wna superficie por las proyecciones y las cotas
de sus curvas horizontales, hallar la proyeccion de una curva
de cola inlermedia dada, 2,5 por ejemplo.

Se trazan las normales #'»#”... (fig. 93) entre las curvas 2
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y 3, cuyas cotas comprenden a4 la que ha de tener la curva
que se quiere trazar, y se determina en cada normal la pro-
yeccion del punto cuya cota es 2,5 (114). La curva s que
pasa por estas provecciones es la curva pedida.

116. Dadas las proyecciones de dos punios siluados en una
superficie representada por curras de nivel, hallar la longitud
€ inclinacion de la recta, gue une en el espacio los puntos cuyas
proyecciones son dadas.

Se hallaran las cotas de estos puntos (113), y 4 continua-
cion la longitud de la recta que los une (22), y su pendien-
te (25).

117. Dadas dos curcas y un punto m (fig. 94) de una de
ellas, determinar unarecta de pendiente dada, gue vaya desde
m 4 un punto de la olra curva.

La longitud / d- la proyeccion de la recta que buscamos,
se deduce de la ecuacion [4] (25), en la que se conoce p, que
es la pendiente dada, y &, que es aqui la equidistancia e de los
planos secantes, que han determinado las secciones de la su-
perficie. Tomando en la escala la magnitud / caleulada, y ha-
ciendo centro en m se trazard, con ella como radio, un arco
que cortara a4 la otra curva ¢n un punto ¢, y entonces cm sera
la proyeccion acotada de la recta que se busca.

Este problema admite en general dos soluciones, pues el
arco trazado puede cortar & la curva en otro punto ¢, y la
recta m¢’ cumple del mismo modo con las condiciones pedi-
das. Puede ser tambien imposible, cuando el valor de / resul-
ta menor que la normal mg, tirada desde m a la otra curva.
y tener una solucion, cuando dicho valor es igual & la longi-
tud de esta normal.

Otra proyeccion cualquiera md corresponderia a una linea
de inclinacion diferente.

En efecto, sea I’ la longitud de md > mc 6 de mg < mc;
llamando »’ 4 la pendiente de esta linea, tendriamos para ella

e
p*—-? de donde resulta ¢ =" X ['. Tambien deduciriamos
de la ecuacion [5] (112) e = p X /; y comparando esta ecuacion
con la anterior tendriamos p' X ! = p X /; y como suponemos
que es ' > 106 "<, resultara p' < p 6 p' > p.
118. Dado un punto A (fig. 95) de wna superficie, trazar



- 5 A T—
= Iy

o 4 :

desde ¢l en la misma superficie, una linea de pendiente dada.

Conocida la equidistancia e, y la pendiente p dada, halla-
riamos la longitud / que nos ha de dar el punto m. y la A m
que tiene la pendiente dada (117). Si la equidistancia de las

5
curvas fuese 5 metros y la pendiente p — —i-“—“- encontrariamos
] — 100 metros, v esta magnitud seria la que deberiamos to-
mar en la escala para trazar el arco, que en su interseccion
con la curva de cota 10 nos ha de dar el punto .

A partir de m y con el mismo radio, determinariamos del
mismo modo el punto # de la curva inmediata superior; y asi
continuando, obtendriamos una linea poligonal A... n... (vB,
que tendria la pendiente dada.

Como la determinacion de cada punto tiene en general dos
soluciones (117), se ha convenido en distinguir con los nom-
bres de camino directo 4 la linea Amnr..., determinada por
las soluciones, que dan los puntos méas préximos a otro fijo B,
y camino indirecto & la linea n2'$'... cuyos puntos pertene-
cen & las soluciones que tienden & alejar del mismo punto B
la linea que se traza,

IXn el problema de cuya resolucion nos estamos ocupando,
el camino directo 4 mn 7 s { » B es la mas corta distancia de
A 4 B, caminando por la superficie y siguiendo una linea de
la pendiente dada. El camino Amunrstv' @' B serd mayor
que el anterior en la longitud 2'B. El punto z' resulta de to

mar en 2'B desde »' una magnitud igual a /7’
Debemos observar, que la linea trazada como acabamos de

decir, se aproximaria bastante & coineidir con la superficie,
cuando la curvatura sea uniforme, como en la porcion Az de
la linea 4 B de camino directo. Cuando la superficie presenta
una parte entrante, la linea de pendiente pasa en general por
encima de la superficie, como en los elementos u7 y {», y por
debajo de la misma cuando presenta una parte saliente como
le sucede al elemento 7.

119. Para trazar. en general, la linea mas corta de pen-
diente dada entre dos puntos fijos A y B (fig. Y6), se traza
desde A la linea A¢ de camino directo, y desde B la Bd
de camino indirecto, hasta que estas lineas se encuentren
en un punto . Kntonces la linea poligonal Amrsve 8

N — e
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resuelve el problema, que en general tiene dos soluciones,
La otra solucion se hallaria trazando desde A la linea de
camino indirecto y desde B la de camino directo.
Este problema tiene muchas ¢ importantes aplicaciones en
los trazados de los caminos y de los canales.

INTERSECCIONES.—PERFILES

120. tlallar la interseccion de una supesficie S (fig. 97) con
wn plano dado P.

Se prolongan las horizontales del plano hasta que corten &
las curvas de igual cota.

Los puntos de interseccion asi determinados, son las pro-
yecciones acotadas que se buscan.

En efecto, ellos tienen su proyeccion en las proyeceiones
de dichas rectas y en las curvas de la superficie, y ademas tie-
nen la misma cota que los puntos correspondientes de esta.

La interseccion que buscamos se hallard, uniendo por una
curva continua los puntos que hemos encontrado.

Para hallar el punto culminante m de la interseccion, se
traza la normal (8—7), y se hace pasar un plano por ella,
cuya interseccion con el dado sera la recta (7—8&') (66).

El punto m, interseccion de (8 —7) y (8'—7’), pertene-
ciendo al plano P y &4 la superficie, serd €l punto culminante
de la seccion.

121 Hallar la interseccion de wna recta R (fig. 98) con unea
superficie dada S.

Se hard pasar un plano cualquiera por la recta (57), y se
determinara su interseccion () con la superficie (120).

El punto » en que R y () se cortan es un punto comun 4 la
superficie y al plano, pues pertenece 4 Q; y estando en el
plano y su proyeccion en la de la recta, estard tambien en R;
luego es la interseccion de esta recta y la superficie.

122. Hallar la interseccion de una curva y una superficie
irreqular.

Sea S (fig. 99) la superficie y AB la curva dada.

Desde un punto ¢ de cota entera de la curva AB, se tira
una recta 4 un punto cualquiera de la curva de nivel de la su-
perficie, que tiene la misma cuta.

La ¢/ seré4 una horizontal, y si suponemos que se mueve
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paralelamente a si misma recorriendo todos los puntos de AB,
determinara una superficie cilindrica de generatrices horizon-
tales, que cortard & las curvas de la superficie segun las rectas
R —8) (9—9")... paralelas entre si.

La linea (8"—9"-—10"...) serd la interseccion de la superfi
cie dada con la superficie cilindrica horizontal; v el punto m
perteneciendo 4 S y 4 AB es la interseccion pedida.

123. Hallar la interseccion de una superficie y un plano
rertical.

Sea M (fig. 100) la traza del plano. Si hacemos mover el
plano paralelamente & si mismo hasta que M ocupe la posicion
M’, y le aplicamos al plano horizonts! de cota 5, que es el de
la curva inferior de la superficie, los puntos en que el plano
secante corta & la curva 5 se habrian movido tambien parale-
Inmente & si mismos, puesto que estan en la traza que sirve de
eje al giro ejecutado para la aplicacion del plauo secante, y
habran ido & ocupar las posiciones 5', despues de haber recor-
rido las lineas (5—5') perpendiculares 4 la traza M.

Si trazamos las rectas P, P’, P", paralelas & M y separadas
entre si por la equidistancia mn de los planos horizontales, las
rectas P, P’, P”, seran las intersecciones de estos planos con el
vertical dado, y serdn por lo tanto horizontales de este plano.

Ahora, el punto » de la traza M es la proyeccion de un
punto de la superficie. el cual se encuentra en la vertical que
pasa por ¢l; esta vertical se halla aplicada segun mn; y como
la cota del punto proyectado en 7 es 6, 2 sera este punto de la
superficie; es ademéas un punto de la horizontal de cota 6 del
plano vertical; luego lo sera tambien de la interseccion.

Resolveremos este problema, trazando una recta M’, para-
lela 4 la traza M, tirando las paralelas P, P’, P", separadas
entre si una cantidad igual 4 la equidistancia de las curvas,
que determinan la superficie, y hallando las intersecciones de
cada una de estas horizontales con las perpendiculares levan-
tadas 4 la traza M desde los puntos de igual cota.

La curva que pasa por los puntos de interseccion, hallados
como acabamos de decir, es la interseccion que se pide.

124.  Perfiles.—La interseccion de una superficie y un
plano, la cual acabamos de ver como se determina, se llama el

per.fil de la superficie, en la direccion de la traza M del plano
dado. |
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125. Para determinar la forma de una superficie en la di-
reccion de una recta M, se halla la interseccion de la superfi-
cie y el pleno vertical cuya traza es M (123). Nuevos planos
secantes, trazados en diversas direcciones, darian otros tan -
tos perfiles, que proporcienarian un conocimiento de la forma
gque la supertficie afecta, tan completo como pueda desearse.

126. Si se quieren conocer las inflexiones, que la superfi-
cie de! terreno presenta, sigulendo una direccion curvilinea
dada ab..., (fig. 101), se determina la interseccion de la su-
perficie dada y la cilindrica engendrada por una vertical, que
recorriese todos los puntos de la curva dada.

Se resolveria este problema y se formaria el perfil (fig. 102),
llevando 4 partir de un punto ¢, tomado sobre una horizonta)
indefinida, que representa el plano de comparacion, las partes
a''e'... iguales 4 los desarrollos respectivos de las porcio-
nes ab, be... (fig. 101) de la directriz, comprendidas entre las
curvas de la superficie; despues se levantaran desde los puntos
marcados &/, ¢'..., perpendiculares & a'4’, hasta encontrar a la
horizontal que mareca la cota correspondiente a cada punto.

La direetriz dada, puede componerse de elementos alternati-
vamente rectilineos y curvilineos. Entonces la superficie en-
gendrada por la vertical, se compondra de elementos planos
correspondientes a los primeros, y elementos cilindricos corres-
pondientes & los segundos. Se resolvera el problema del mismo
modo que el anterior, y el perfil se obtendra tomando sobre la
horizontal que representa el plano de comparacion, las longitu-
des de las porciones rectas de la directriz y los desarrollos de

las porciones curvas.

127. Dadoun perfil T (fig. 100) v su traze M, determinar las
proyecciones que Sobre ella corresponden a los puntos de cole
entera del perfil.

Tirense las trazas P, P’, P” de los planos secantes de cota
entera, y proyéctense sobre la traza M sus intersecciones con
la curva T.

Si esta traza fuese una curva a4 (fig. 101), se obtendria ca-
da punto, & por ejemplo, dividiendo @'0’ (fig. 102) en un niime-
ro de partes de magnitud tal, que llevadas 4 la curva, cada una
de ellas se confundiese sensiblemente con el elemento corres-

pondiente de la misma.
El mismo procedimiento se seguiria para los elementos cur-
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vilineos de la traza, cuando esta fuese una linea mista.

Si se tuviesen las trazas de otros perfiles tambien dados, se
determinarian del mismo modo las proyecciones de cota entera
correspondientes. Uniendo despues por curvas continuas las
proyecciones de igual cota que resulten, se tendran las curvas
de nivel que determinan la superficie.

128. Cuando la equidistancia de las curvas es diferente de
un metro, se resuelve del mismo modo el problema de que nos
acabamos de ocupar, teniendo en cuenta, que lo que hemos di-
cho para las cotas enteras, se refiere en el caso general 4 las
que son multiplas de la equuh:.-.tancm Si esta fuesede b metros
por ejemplo, solo tendriamos en cuenta las cotas o, 5, 10, 15..

129. Dadas las proyecciones acoladas de varios puntos, gue
pertenecen & una superficie, trazar las curvas de nivel que la
representan.

Unanse las proyecciones dadas (fig. 113) por medio de ree-
tas, cuyas escalas de p2ndiente se hallaran (30), y uniendo por
curvas continuas los puntos que resulten de igual cota, se ten-
drid completamente determinada la superficie.

La linea A B C D puede ser también el resultado de un per-
il longitudinal, compuesto de los perfiles tomados sobre la su-
perficie, segun las trazas 4 B, B C... (127) y de perfiles trans -
versales tomados 4 derecha ¢izquierda de los puntos A, B, C, D.

La linea A B C D se llama entonces base de operaciones.

En la (fig. 104) los perfiles parten de un mismo punto que es
el méas elevado, y siguen la direccion de las lineas que mejor
caracterizan la superficie.

PLANOS TANGENTES.

Preblemas.

130. 7'razar un plano tangente a wna superficie dada S (igu-
ra 105) desde un punto dado m de ella.

Segiin la generacion de la superficie (107), el plano tangen-
te tendrd comiin con ella la generatriz (2"—3") de la zona en
que se halla comprendido el punto dado y que pasa por este

7
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punto. Kl plano tangente pasard ademés por la tangente
(3"—3,) en el pi¢ 3" de la normal.

Esta tangente ser4 una horizontal del plano que se pide,
cuya escala de pendiente se obtendri por la recta acotada
(2"—3"").

La superficie propuesta, convexa en sentido horizontal, lo es
tambien en sentido vertical, y, por lo tanto, inferior al plano
taugente, pues bajando a partir de la generatriz de contacto, la
pendiente de la superficie va aumentando, y snbiendo la pen-
diente disminuye, lo cual se v¢ claramente, trazando el perfil
(o', 1'; 2'...) de la superficie y su tangente en la direceién mar-
cada por la escala de pendiente del plano (125).

131.  Por una recta dada R (fig. 105). tirar un plano tangen-
le duna superficie S.

Desde cada unode los puntos de cota entera, se tirara una
tangente 4 la curva de la superficie, que tiene igual cota.

Cada una de estas tangentes, la (4 -4,) por ejemplo, deter-
minara con la recta dada un plano, cuya traza horizontal sera
(0—0,), paralela a (4—4,).

Kl plano cuya traza (0—0,) forma con la parte descendente
de la recta dada el meaor Angulo ¢, sera el que forme el menor
angulo con el horizonte, y por consizruiente sera tambien el
plano tangeate que se pide. .

En efecto, si haciendo centro en el punto 1, y eon un radio
igual 4 (1,—0) se traza una semicircunterencia que corte & las
trazas de los planos en 4, ¢, d..., las lineas (2 —4) (2,—¢)... se-
ran las proyecciones de las partes de linea de maxima pendien-
te de los planosrespectivos. Pero el desnivel de las lineas (2 —4)
(2,—¢) (2,—d)... es el mismo, pues el extremo 2, es comun 4 to-
das ellas, y los puntos &4, c¢... tienen la cota cero; luego la
(2—f) cuya longitud es mayor, tiene menor pendiente que
las otras rectas (2,—46) (2—¢)...., (105 —3°), y por con-
siguiente el plano cuya pendiente mide, forma con el ho-
rizonte un angulo menor que los demas planos, cuyas pendien-
tes estin medidas por (2,—&) 2,—c¢)...; luego es el plano que se
pide.

~ Las horizoutales (0—0,) (0—0,) se confunden en una sola, y
el plano toca & la superficie en toda la longitud de la genera-

triz (7—37).
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APLICACION DE LA TEORIA DE LAS CURVAS DE NIVEL A LA
REPRESENTACION DEL TERRENO.

132. Cuando se trata de representar con precision una por-
cion de la superficie terrestre, es preciso estudiar detenida-
mente las inflexiones que presenta, con objeto de elegir de una
manera conveniente los puntos que ss han de acotar, 6 las di-
recciones que deben darse & los perfiles.

Estudiando separadamente las formas principales que los
terrenos presentan, consideraremos las siguientes:

1. Cimas.

2.° Divisorias.

3. Talwegs 6 arroyadas.

4. Depresiones 6 gargantas.

133. Cimas.—Se da el nombre de e¢ima & una poreién A
(fig. 106) mas elevada que el terreno que la rodea, y de forma
conica mas ¢ menos irregular. Es la forma que afectan los
cerros y las partes mas elevadas de las montaiias v de las cor-
dilleras.

Las curvas de nivel resultan cerradas.

Se determinan (129) (fig. 104), acotando el punto mas alto y
los més bajos de la superficie, asi como todos aquellos en que
varia la pendiente del terreno: con lo que las rectas que han de
unir los puntos acotados se confundiran sensiblemente con la
superficie del mismo.

134. Divisorias.— Divisoria es la interseccion D (fig. 106)
de dos »eritentes contiguas P, convexas en sentido horizontal.

La linea de minima pendiente ¢ " @' ¢" (fig. 91) es la divi-
soria de la superficie convexa S, y las porciones m, n de esta
superficie son sus faldas, laderas d vertientes.

Un cuerpo pesado, que se colocase en @, abandonandole
despues & su propio peso, seguiria la direccion de una de las
lineas ¢ ¢ 0 a¢’ de maxima pendiente; y una masa liquida se
dividiria en dos partes, de las que cada una seguiria la direc-
cion de una de estas lineas. ,

Por esta razon, la linea de minima pendiente «¢”, cuyos
puntos todos gozan de la misma propiedad, ha recibido el
nombre de linea de separacion de las aguas, 6 mas abreviada -
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mente el de divisoria de la superficie, y caracteriza la parte de
ésta, que es convexa en sentido horizontal.

135. Talwegs.—Se da el nombre de fa/mweg 4 la intersec-
cion T (qz. 106) de dos vertientes contiguas M, céncavas.en
sentido horizontal. La palabra talweg significa en aleman
camino del valle. La linea de maxima pendiente 4 ¢ & (fig. 92}
es el talweg de la superficie.

Todo cuerpo grave, que recorriese las vertientes de la su-
perficie, iria & parar &4 la linea a ¢, por la cual continuaria
bajando. Esto sucede 4 las aguas de lluvia, y por tanto a la « 7
se la llama falweg 6 linea de reunion de las agnas. Esta linea
caracteriza la parte concava de la superficie.

Los rios y los arroyos siguen los talwegs de los valles y de
las cordilleras.

136. Si en la superficie convexa S (fig. 91), partiéramos
desde ¢’ hicia las curvas superiores, nos encontrariamos en
un caso analogo al de la (fig. 92) y la ¢’ ¢ seria una linea de
mdzima penciente. Sien la superficie concava (fig. 92), partie-
ramos de 4 hacia a, la d @ seria, como en el caso de la (fig. 91),
una linea de minima pendiente.

De lo que acabamos de exponer se deduce, que las diviso-
rias son lineas de minima pendienie absoluta; pero si se consi-
deran partiendo de uno de sus puntos situadoen una curva,
hécia las curvas inferiores 6 superiores, son lineas de minima
pendiente bajando, y de méaxima pendiente subiendo; y los
talwegs son de un modo analogo, lineas de mdzima pendiente
absoluta, y relativamente, lineas de maxima pendiente bajan-
do, y de minima pendiente subiendo. Ksta propiedad sirve para
determinarlas en la practica.

137. Gargantas 6 depresiones.— (Garganta & depresion
ge llama a todo punto G (fig. 106), que es 4 la vez el mas bajo
del perfil de la superficie en sentido de la divisoria D D', y el
mas alto del perfil de la misma superficie, segun la directriz
T T’ de los talwegs.

138. Resumiendo Jo que llevamos dicho acerca del modo
de representar el terreno por curvas de nivel, resulta que debe-
mos acotar:

1.° Las divisorias.

2.° Los talwegs.

3.° Todas aquellas lineas que pueden contribuir a caracte~



rizar el terreno, y que se determinan por las direcciones segun
las cuales tiene lugar algun cambio notable en la forma de la
superficie: los rios y los arroyos entran como ya hemos dicho
en la clase de los talweg., y conviene determinar en sus orillas
las proyecciones y las cotas de los puntos mas notables: tam-
bien deben fijarse las de algunos puntos en los caminos que
crucen el terreno, que se trata de representar.

Es preciso determinar todas las lineas, acotando cuidadosa-
mente los puntos en que la pendiente cambie de intensidad.

FIN.
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L A R SR e Iy T e e e SO R A id.
Dado un punto 6 una recta, hallar si el punto perte-
BACO L RO BABRTOCEN, - 5% s vs o0 % oy a e oS id.

Paralelismo de las rectas.

Si dos rectas del espacio son paralelas, sus escalas de
- pendiente son iguales y acotadas en el mismo sen-
RO 15 (e e v mi e s « B o s s B 3 e e s 16

Dada una recta y un punto tirar pur él una paralela

RS LRI, 57 = 2 0w st To 8 RS TS e a8 S W N RS id.
Intersecciones.
Rectas que se cortan ¢ se cruzan en el espacio...... 17
Problema.—Hallar la interseccion de dos rectas dadas. id.
Problema.—Hallar la traza de una recta dada. ...... id.
PLANOS.
(feneracion y representacion del plano.
Generanion Gel. PlaBO.« s vs sia vt «8is5H cuioavaisons ¢ 18
Linea de maxima pendiente del pla.no .............. id.
Escala de pendiente del plano..................... 19
Hapresentacion del plano.. .. .. ces i deercseraniones id.
Problemas de rectas y planos.

Dado un plano por su escala de pendiente, hallar la

proyeccion de la horizontal del mismo cuya cota

O O Sy atsin S o'e it 718 R AT S R LI e A taty s srads 20
Dada la proyeccion de un punto situado en un pla-

B DANEE SUEOOMNC: wosavs b U505 s 30 poh s fase s a id.
Dado un punto determinar si se halla en un plano

UIRDION RGO, o <3 vl e s s oie sradin sis va L arss id.
Dada una recta, hallar si esta situada en un planﬂ

NP RN R PR 2]
Dada la pmf’eccmn de una linea que esté situada en

un plano hallar su escala de pendiente......... id.

Por un punto dado que se halla situado en un pla-

31

&

35

36
37
38

EREE

49
o0

52



no, hacer pasar una recta que esté situada en el

IO D0 0. s v it e IR BTSN i e T e e T ba 2]
Dado un poligono por las proyecciones y las cotas de

sus vértices, determinar si es 6 no la proyeccion

B8 BUE RIS DIAIR. L o T s R ana hwels oo e s 1d.
Dada la proyeccion de una figura, que se sabe esta

en un plano dado, concluir de determinarla...... 22
Dadas dos rectas determinar si se hallan en un pla-

SOl e e S I R R A R id.
Dada una recta hacer pasar por ella un plano cual-

B R R id.
Dados tres puntos hacer pasar por ellos un plano... id.
Dadas dos rectas hacer pasar por ellas un plano..... 23

Dado un punto situado en un plano, hacer pasar por
este punto una recta de pendiente dada que se ha-

lle situada en el mismo plano.. ................. 23
Por una recta dada hacer pasar un plano de pen-
EHIY - ARAR 030, w5055 § 5 BIHE ST T e L T2 T T 25
lntersecciones.

Dado un plano. detérminar su traza ¢ su interseccion
con el plano horizontal de proyeccion............ 27
Dado un plano por su escala pendiente, hallar su in-
terseccion con otro plano horizontal de cota dada. id.
Hallar la interseccion de dos rectas situadas en un

PIANO OO S G a5 s as s eidey s v ¥ v s Alnre e N 28
Dada la interseccion de dos planos, hallar la de estos

OB O GOPORTN NI, 2 e a5 o s v a3k sy 1d.
Hallar la interseccion de dos planos dados.......... id.
ERASOTBRICCIIAT: o % 6o caoint e oo ot g e A ks 29
Hallar la interseccion de un plano y una recta...... 30
Hallar la interseccion de dos rectas situadas en un

RIRHO-NVOPEICRL. « o v e s e et s ais S8 5ot wirele 1d,
Por un punto dado hacer pasar un plano paralelo &

eE Ty i T T PR S R id.
Por un punto dado hacer pasar un plano paralelo 4

Otro tambien dade:. i« it ifanressv. A aATR L I id.
Por un punto dado hacer pasar una recta paralela 4

un plano tambien dado....,....... e T id

Dadas dos rectas tirar por ellas dos planos paralelos. 31

Perpendicularidad de las rectas.y de los planos.

Desde un punto situado fuera de una recta acotada, .
tirar una perpendicular 4 esta recta.............. id.

Hallar la distancia de un punto 4 una recta........ . 32

Desde un punto dado de una recta situada en un

8

65
66
67
68

69
70
71

72
73

74
75



T o

plano vertical, levantar una perpendicular a esta,
B0 OL. OISR PIADD . i vsv s s w0 s 050 06 g4 s 0 s 5D FsB e
Por un punto de una recta dada hacer pasar un pla-
no perpendicular 4 estarecta,...................
Por un puntu tomado en una recta firar perpendi-
OMEAres K GBEA. TEOLR. o< . vs 7 vas eiion v bimrins vmsom® iis
Desde un punto de un plano vertical tirar una per-
pendicular 4 una recta del mismo plano........
Dada una recta situada en un plano, tirarle desde
uno de sus puntos, una perpendicular situada en
O MUBTAO0 PIBBRG v s v 2 = +a059 520850 5dsiriemanpiviesioss

Dado un punto situado en un plano, levantar desde

¢l una perpendicularalplano....................
-PDado un punto fuera de un plano, bajar una perpen-
GICHINT 8-e3le DIRNO . vave « oo assvdzmiass B S e
Hallar la distancia de un punto 4 un plano.........
Dada una recta acotada, tirar por ella un plano per-
pendicular & otro plano dado......cce00vvvvuss .
Hallar la distancia entre dos planos paralelos..... o

Hallar la distancia entre dos rectas paralelas...... ro¥

Hallar la distancia entre dos rectas del espacio, que
se cruzan sin cortarse......

---------------------

Angulos de las rectas y de los planos.

Hallar el Angulo de dos rectas dadas...............

Por un punto dado hacer pasar una recta que forme
con la otra un &ngulo dado

Hallar iel angulo que dos planos dados forman en-
tre s

llllllllllllllllllllll

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

LINEAS CURVAS

Representacion y construccion. ..

SUPERFICIES CURVAS

Representacion

-----------------------------------

Problemas de las superficies.

Dada una superficie cénica y un punto, determinar
81 este se halla en la superficie.............

Por un punto situado en una superﬁme cémca, tirar
un plano fangente A e8ta. . v i i s aivan e ss

Por un punto dado fuera de una superﬁme conica,

32
id.
id.
33

id.
id.
id.

id.
id.

3D
1d.

id.
36

id.

38

id.
39

80)
81

82
83
84
85
86

87

88

89
90

91

94

98
99
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tirar un plano tangenfeaesta.. .................

Hallar la interseccion de un plano con una super-
ficie cOnICA.. «ov e Bk 5 4 AOF S 0 B T on SR

Representacion de las superficies por curvas de nivel.

Represeutacion de las superficies....ceovveviennnes
Lineas de maxima pendiente de las superficies. .. ...

Problemas de las superficies y sus normales.

Hallar la inclinacion 6 pendiente de la normal, cuya
PrOYECCION €8 TARR: v .svs s s vo 4ot s oo Vilses - 609080
Dadas dos curvas de nive] con sus cotas respectivas,
determinar la de un punto comprendido entre ellas
¥euYa ProyecolOn @S AalMi. « ¢ivs:s som vios o5 v nvvas
Dadas dos curvas de nivel con sus cotas respectivas,
y la cota que corresponde & un punto de la normal,
cuya proyucmun es dada, hallar la proyeccion de
AIChO PUBLDL s vvoveicorovronsenes sovnbonss Sydues
Dada una superficie por las proy ecciones y las cotas
de sus curvas horizontales, hallar la proyeccion de
una curva de cota intermedia dada...............
Dadaq las proyecciones de dos puntos sitnados en una
erficie representada por curvas de nivel, hallar
Tong‘ltud épmclinacicm de la recta que une en el
espaclo los puntos cuyas proyecciones son dadas. .
Dadas dos curvas y un punto de una de ellas, deter-
minar una recta de pendiente dada, que vaya desde
un punto de una de las curvas a otro punto de la
O s b o0 Shivisia s sl e s Pmarrs s Bednee eoeirs
Dado un punto de una superhme, trazar desde él, en
la misma superficie, una linea de pendiente dada.

Intersecciones.— Perfiles

Hallar la interseccion de una superficie y un plano..
Hallar la interseccion de una recta con una superficie.
Hallar la interseccion de una curva y una superﬁcie
irregular. ... .o iileiiiiiiiiiii ciiiiiiniien
Hallar la interseccion de una supcrﬁme y un planﬂ
N OO Sy Giie vt v 6 BT ma o vu. 0 S e
ST TETE T RS SN RO Wk S i Y - A
Dado un perfil y su traza determinar las prnyecmo-
nes que sobre ella corresponden & los puntos de
cotaenteradel perfil......ccccvvv. vl vivinvraass.,
Dadas las proyecciones acotadas «de varios puntos,

43

id.

1d.

id.

id.
id.

46
id.

id.

47
id.

100
101

103

108

112

113

114

115

116

117
118

120
121

122
123
124

127
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gue ertenecen a una superficie, trazar las curvas

e nivel que la representan...... u S ol dnlle e e 49 129
Planos tangentes.
Problemas.—Trazar un plano tangente 4 una super-
ficie dada desde un puntodeella................. id. 130
Por una recta dada tirar un plano tangente 4 una
BUDETHBIC. o o 53 5% 5 MR rti s s g v drw s ¥ Sl .0 W78 o0 13]

Aplicacion de la Teoria de las curvas de nivel a la representa-

cion del terreno.

Formas principales que presentan las distintas partes

A s SR N e G T § ey (bl 51 132
L S R VP S PR IS SR 8 e B id. ~ 1338
RO IRONN IS o 5il Sl v s oo oo B e o il St e o 6 v id. 134
L e IO | AR S A8 & S ow BV e b e 52 135
UArgantas @ depresiones. .. - cosisslvesvebvevs sdsin id. 137
Lineas que deben acotarse para representar un ter-

PORED. o v o % 5okt S0 s s SN s 85 PR B SN SR T WS 53 138

ERRATAS MAS IMPORTANTES

Paginas.

21
23
27
40

[.ineas.

24
32
13
15
16
12

0

Dice.

B S

(m. 4)
Ay b
lado
a
(Fig. 113)
(125)

0 una

Debe decar,

(m, 4")
Ay
dado
(S o
(Fig. 103)
(126)

y una
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