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PROLOGOV

UN POCO DE HISTORIA.

El Algebra es /a ciencia de resolver las ecuaciones, ya sean
generales, ya numéricas. |

Unas y otras, por grados, llegan desde el primero hasta el
infinito.

- Los algebristas, en tantos siglos - de investigar, solo encon-
traron la solucion algebradica, por formulas, hasta el segundo gra-
-do de las ecuaciones generales y de las numéricas; y enlos ter-
cero y cuarto solo de las generales; llegando 4 demostrar que
las numéricas en estos dos grados, no ‘tenan solucion por jorni-
las; y también demostraban que en ningtin grado la solucién se
podia fundar en la relacion de las raices con los coeficientes.

Y, por fin, el noruego Abel, cansado sin duda de ver tanto
trabajo de investigacidn inutil, demostro, muy formalmente segin
dicen, gue era imposible la solucion algebraica por formulas, de
las ecuactones generales mds alla del cuarto grado. Y, como con-
secuencia, por lo tanto, la de las numéricas; pues donde no hay
férmulas, no hay otra solucidn posible, como no sea ¢/ tosco tan-
feo para las raices racionales en las ecuactones numericas.

Y asi estaba /a gran ciencia; nada entre dos platos. Una mi-
seria de ciencia, engalanada con girones ae vanidad y de sober-
bia. '

'Y hay del que se atrevia 4 sospechar siquiera que acaso
Abel no hubiese demostrado mas que una barbaridad! _

Con el dijolo Abel, dijolo Abel, se tapaba y se tapa la boca a:
todo el mundo. Y, los que tal argumento usaban, el nuevecientos
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noventa y nueve por mil, ni leyeron lo que dijo Abel, ni el que lo
ley6 entendié de ello una palabra.

- Por no se qué, y 4 la buena de Dios, me puse yo un dia, sin
ser algebrista, 4 pensar en eso de las ecuaciones, y en unos ca-
torce afios de constante elucubrar, resolvi todos los imposibles de
los algebristas. Por eso duele, al parecer; porque lo hizo uno que
no es de la familia.

En el segundo grado cuatro soluciones nuevas, y dos de ellas
por la velacion entre races y coeficientes.

‘n el tercero, veinte y siete soluciones nuevas, con los radi-
cales cubico y cuadrado, y con el cuadrado.solo: y dos también
de ellas, por la relacion de las raices con los coeficientes.

L.a solucion en el cuarto grado, por siete modos nuevos o
trascendentes; y por otros siete sistemndticos, y trascendentes al
~infinito. |

La solucién por-las {érmulas en los grados tercero y cuarto,
de las ecuacionés numéricas de los mismos gradbs.

I.a solucidn general del grado n, por los siete modos sisteind-
ticos ya dichos.

Y la solucidn.por ende de los sistemas de n incégnitas y n
ecuaciones del grado n.

- Todo'esto por férmulas y métodos deductivos. _

Y, por fin, la formula general, deductivay analitica, para de-
terminar aparte todas las raices racionales que pueda tener la
ecuacion numérica del grado n. _

Nada quedo por resolver; v la ciencia de resolver las ecuacio-
nes, quedo asi completa y acabada para siempre.

Hacia 1888 remiti los cuadernos impresos 4 la Academia y 4
lichegaray, y a otros muchos algebristas distinguidos.

En el Anuario de 1891, la Academia, ocupdndose del Méto-
do Nuevo para extraer las raices de los niimeros, que puse en el
primer cuaderno, y sin decir ella entonces nada acerca de las
ccuaciones, maltratome desaforadamente con motivo de wi fridn-
gulo de niwmeros que puse en dicho primer cuaderno, pdgina 2,
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llegando hasta calumniarme del modo descarado que lLngiD se
UEI‘d ! N

Y en el Anuvario de 1893, negé la’ Academia que fuese ver-
dad todo lo que yo le presenté, dfﬁmﬂ‘ma’p no con razonamien-

tos tedricos tan solo, s7724 con hechos tan reales como el guijarro
que se encuentra en medio de la calle.

No se quedo atras, por supuesto, el dijolo Abel, y'si bien se
atrevio ella a presentar contra la solucién del grado n, un argu- .
mento de cosecha propia al parecer, salidle tan desgraciado, que
por si solo bastaria para probar que alld dentro no se sabe atn

lo que es una ecuacion, ni mucho menos lo que es el resolverla
algebraicamente.

(Quien crea esto exagerado, que lo vea todo por si mismo, y
diga despues en publico, si para tanto tiene v'ﬂm lo que acerca
de ello le pareciere.

El indicado argumento, que luego se pondrd 4 la vista, se

avergonzaria de haberle hecho el maestro elemental de la aldea
mas remota.

Pedir, como yo pedi a su tiempo, que se rectificase todo, y
especialmente la calumnia en lo del tridangulo, fué solo, como
puede suponerse, perder el tiempo. La previsora Academia, en
1893, ya lo dijo bien claro al acabar su disparatado juicio acerca
de mi solucion algebrdica de todas las ecuaciones: esta Corpora-
cLon no se ocupard ya mas de tal asunio.

Hdcia principios de 1894, invité al Sr. Echegaray, para que,
siquiera fuese privadamente, tuviese a bien discutir mz solucton
algebrdica; pero a condicion de que cada uno de los dos, pudiera
en su dia, si le conviniese, publicar lo que se digera por unay
otra parte, f

Aceptd ¢] de seguida, y al empezarse el debate me dijo: sz
e el trabajo de usted no hubiese el vicio que yo veo, la cuestion es-
laria resuelia.

Para seiialar el vicio aludido, empled el Sr. Echegaray cuatro
argumentos, no a la vez, siné cada.uno despues L‘lf:_ discutido y
refutado €l anterior. Siendo de notar en esto que el primer argu-
mento presentado por él, fué el mismo tan desconcertado de la



ol

Academia, que cualquiera tendra por imposible, al enterarse de
lo que es, que Echegaray le haya patrocinado,

Y también es de advertir que el Sr. Echegaray, para dirigir
sus argumentos, lo hizo contra la isma solucion cuarta sistemni-
tica, que antes, entre las siete que son, habia elegido la Aca-
demia. ' L

Como se va a ver de seguida lo que son los cuatro, aqui bas-
tara decir, y @ la prucda me remzto, que los otros tres de Eche-
garay, no son de mejor juez que el primero, y que los cuatro
juntos, en contra de e solucton algebraica, no tienen mas valor
que la interfeccion de un nifo atropellado, para detener un tren
exprés & toda marcha.

El ultimo argumento, la solucion de las numiericas por fcﬁrm;{-
las, le presentd ya el Sr. Echegaray, como quien se agarra 4 cla-
vo ardiendo; y sin esperar d discutirle, ‘y antes de tener que de-
cir forzosamente si, 0 no, abandond la arena, sin querer decir una
palabra mads, aunque con insistencia s€ le suplicd.

:Donde esta pués el vicio, el soisma de que usted hablaba?
iAh! Demasiado comprendié usted que nole hay, que no esta en
ninguna parte, y solo por eso se cerrd a la banda, negdndose a
decir una palabra mas. |

<sa palabra mas era la decisiva, la sacramental, estoy confor-
e, y st usted no pudo, ni podrd decirla, espérese un poco, que
Dios no es viejo, y si no aqui, alld 6 mads alla, no faltard quien
la diga, con aprobacion y aplauso de cuantos algebristas tengan
siquiera un poco de sentido comun.

Hadcia fines del 94, publiqué un librito microscépico, con la
solucion algebrdica del grado n, puesta en el tercer grado, para
ver si habfa quien la impugnase publicamente, en otro libro de
iguales condiciones; d& cuyo efecto se remitié 4 la Academia, a

Ii.chegaray, y a muchos otros conspicuos en la ciencia.

Pero; quia; Kl error v 1a Iﬂ{fﬂtfi"ﬂ} donde , dominan 4 sus an-
chas, no tienen valor para dar la cara 4 la verdad; y lo mds que
hacen es herirla si pueden, por la espalda y 4 traccion. Ejemplo.

Para dar mas publicidad al diminuto libro, sup 1iqué a los de
«La Naturaleza» Revista publicada en Madrid, que tuviesen d
bien anunciar el libro, y el objeto de su publicacién .
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- Pero ellos; en vez de hacer lo que les pedia, ¢ de no hacer
‘nada, y sin contestar a mi carta, publicaron un articulo (18 de
Noviembre de 1894), sin firma de nadie, negando la solucion al-
gf&?*ciz'm; sin razonar ellos de ningtin modo, y sélo porque /o dijo
Abel, y lo dijo la Academia, y lo dijo Echegaray. No contentos
con esto, en un simil, inspirado visiblemente por el despecho,
me presentaron a sus lectores como loco rematadeo. Y atn mas.
Echandosela de compasivos, me propusieron como medio de
prueba una ecuacion general de sexto grado, para que la resolvie-
se, diciendome que si la resolvia, publicarian la solucion en la
Revista, aunque fuera en un numero extraordinario.

- Pero todo esto sin haberme remitido siquiera e/ wimero en
que e ponian como loco: Un amigo que se enterd de lo que ha-
bia, me remitid la Revista desde el pueblo donde estaba.

A los pocos dias de ver el articulo, remitiles a Ics de la Na-
turaleza» la mitad de la solucion hecha, ¢ sea /o ecuacion prepa-
rada, para que lo publicasen, mientras yo hacia lo demas; y muy
pocos dias después les dige que ya estaba todo hecho.

Pasaron as{ dias y dias, y yo espera que espera, sin recibir
contestacion, y sin que nada se digese ni se publicase en la Re-
vista. Escribi preguntando, y nada. Certifiquéles una carta, que
consta recibieron, y nada.

Meditacién por mi parte y consecuencia ineludible, que los

lectores de la Revista se diran con- aplastante légica: la solucion
no se publica; luego es que el autor, pobre loco, no supo lha-
cerla.

La trama, pues, tan bien urdida, es en st tan infame como la
calumnia de la Academiia con motivo de los tridngulos. Y no ha-
brd quien dude que 4 esto solo se tiraba: anonadar, aplastar al
desvalido autor sin reparar en medios.

En 1893, para que no quedase ni el menor pretexto, publi-
qué otro librito, «L.a Cuestion en si,» con la solucion puesta en
el cuarto grado y en la misma sistemdtica que habia discutido el
Sr. Echegaray; pero seguida entonces de sus 1anosos arguimnentos
¥ de mi vefutacion.

A este segundo libro se le dié, como al anterior, la callada
por respuesta. Y con razon sin duda; pues no habiendo mds ar-



gumentos que los inventados por el Sr.. Echegaray, de no mis
valor todos juntos que el primero solo, nada queda que decir con-
tra la Soluciéon Algebrdica, como nosea que, ¢s cierta en absoly-
to. ‘::_I"Ia-y quien lo dude? Pues alla va otra vez; y 4 ver donde aso-
ma el genio que pueda ver en ella ¢/ sofisma que no pudo ver ol
S;‘I‘f. E}:ﬂfgﬁ?’iw.

Y lo que ya dige lo voy a repetir. Puesto que no hay mds
argumentos en contra que los excogitados por Echegaray, y que
éstos carecen de todo valor en absoluto, no queda otro medio
que el de echar mano de la demostracion de Abel, perfecciona-
da por Wanzel, y ponerla en un librito como este mio, con sen-
~cillez y claridad, descartando el lenguaje simbdlico, que en los -
grados tercero y cuarto no se necesita; y 4 su luz maravillosa ha-
Cer Ver que i procedimiento sistemnalico es una falsedad.

Yo ya creia, en verdad, que el Sr. Echegaray habria toma-
do, como la Academia, el partido de no volver 4 ocuparse nunca
mas de la resolucién de las ecuaciones.

Pero me equivocaba. En Diciembre de 1896, por un periddi-
co de Buenos Aires vi que Echegaray, para dar una prueba mds
de la profundidad de su talento, segtn 4 los de-allende los ma- -
res anunciaba Juan Valera, se habia inscrito en el Ateneo para
hablar alli de /a resolucion de las ecuaciones de grados supe-
r101°€S,

Bueno, me dige yo al vérlo. El es muy duefio de irse 4 don-
de quiera, para hablar de lo que le venga en mientes; 4 solas, co-
mo hago yo muchas veces, 6 con oyentes que de seguro le oirdn
alli como quien oye llover. |

:De qué solucién ird €l 4 hablar, puesto que ne lo dice? De la
algebraica no puede ser, puesto que no hay mds que la mia. Y
de la no algebraica, menos aun, porque, hallada yzi la algebrai-
ca, como €l sabe, serfa eso como proclamar las excelencias de
viajar a pie donde ya se conoce el ferro-carril.

Y por otra parte, :a qué ecuaciones de grado superior se re-

b

fiere, sabiendo, como ¢l sabe, que mi solucidn aloebraica com-
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prende todos los grados, desde el tercero inclusive hasta el in-
finito? _

Si hay una cuestion de ciencia, en la que para ir entendién-
dola poco 4 poco se necesite calma, soledad, reflexién, medita-
~cién, es precisamente esa de las ecuaciones la que en mayor gra-.

do loexige todo.

Por esta razon, conferenciar sobre leEHDmID% en un Ateneo,
sea lo que fuere el publico que asista, es como leer ‘la Iliada en
oriego 4 los que ni siquiera saben el alfabeto de esa lengua.

.o dnico en esta ocasion razonable y l6zico para el sefior
Echegaray, al volver 4 ocuparse de las ecuaciones, ya que tal pro-
posito abrigara al dejar indiscutido su ultimo argumento, y sin
declararse noblemente vencido, 0 arrogantemente vencedor, no
habrd quien no convenga en que lo primero que tenia que hacer,
era reanudar la discusion que conmigo dejé pendiente, exponer-
la ante el publico como yo ya lo hice y lo vuelvo 4 hacer ahora,
reproducir sus argumentos, y aun otros nuevos si acaso los en-
contrd, adjuntando, si se necesita, el formidable de Abel, y decir
imparcial y categdricamente, puesto que no lo quiso decir dntes,
si estd 6 no estd conforme con que mi solucidon algebraica es ver-
dadera en absoluto, que es lo que yo abﬁtuve, sostengo y sosten-
dré mientras no se pruebe lo contrario, que por fortuna no se
probara. x

Todo lo que no sea esto, hdgalo él y todas las Academias del
mundo juntas, no serd mas que engaflar al puiblico y abusar de
su candidez tradicional.

Ni el publico de aqui, ni el de mas alla, con sus inconscientes
aplausos en todos los Ateneos del mundo, podrdn dar valor de
Ciencia 4 lo que por si mismo ninguno tenga,

J. A. Serret, en su colosal tratado de Algebra Superior (dos
tomos, 1341 pdginas en junto, 4.° francés, 5% ediccion, Pa-
tis, 1886), hacia el fin del segundo tomo, llevando ya demostrado
que la solucién de las ecuaciones numéricas en los grados tercero
y cuarto, no se podia conseguir por las formulas generales; y des-
Pués de ocuparse, con referencia a la solucion algebraica, de las
teorias inventadas por los sabios algebristas; Cauchy, Bezont,
Euler, Descartes, Sturm, Fourier, Newton, Lagrange, Galois,
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Abel, Steiner, Wanzel y otros muchos, acaba su obra reprodu-
- ciendo, y prestdndole su conformidad, /la celebre denmostracion .
Abel, perfeccionada por Wanzel, de que cs imposible resolver q)-
geordicamente, por formulas, las ecuactones gencrales mds alls
del cuarro grado. o , |

Lo cual, por el solo hecho de inténtarse} €s va una demostra-
cion acabada de que las teorias de tantos sabios: que cita, y las
muchas que omitira, fueron del todo inttiles para llegar 4 la solu-
cion algebrdica; pues en otro caso es evidente que no hubiera in-
tentado Abel tal demostracion. _ ,

Y como quiera que la solucion algebrdica, ¢ reduccion é for-
mula de la ecuacion general del grado n, es ya un hecho por sie-
te modos evidente, no hay duda que la demostracion de Abel,

perfeccionada y todo por Wanzel, no es mds que la demostracién
de una falsedad,

L]

En este pequefiolibro, por la oportunidad que pueda tener y
para que en pocas horas pueda estudiar cualquiera /a solucion al-
gebrdica general, desde el tercer grade hasta el enésimo, ponese
ante todo e/ tridngulo numérico mio & la par del de Pascal, con lo
que dijo la Academia, para que se vea la barrabasada que ella
hizo en este punto, como digno precedente del argumento méns-
truo contra la solucion algebrdica.

- Sigue d este curioso detalle, la solucion en el segundo grado,
Tundada en la relacion de las raices con lns coeficientes, lo cual era
el primer imposible para los algebristas. |

Esta después la solucién general algebrdica de tercer grado,
por método sistematico, con solo radicales de indice 2: lo cual, te-
niendolo a la vista la Academia, dijo gue o era cierto.

A continuacion se encuentra /o solucién general sistematica
en e/ cuarto grado, por el mismo procedimiento que discutio el
or. Echegaray, seguida de sus cuatro argumentos, y. de la refuta-
cion de cada uno.

Y por fin se pone la solucién algebrdica general en los gra-
dos quinto y sexto,'y en el enésimo, con la formula general corres-
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pondiente. N t:ﬂfﬂbién la solucion de los sistemas de n LHCOONIEQLS
y 1 ecuaciones del grado .

De la Sﬂlucidln ogeneral en los grados tercero y cuarto, con ra-
Jical ciibico y cuadrado, como las antiguas de Carddn y de Ferra-
ri, y de la solucién de las ecuaciones numéricas de tales orados,
~ por las formulas generales, gue fué otro gran inposible Jﬁ;zrf; los
algebrisias, tratarase en el siguiente libro, 4 la vez que de la so-
lucién de las numeéricas en todos los grados. _

[Lo cual, estando en Lucubraciones Algebraicas demostrado
con hechos evidentes, y habiendolo tenido ellos muchos afios a la
vista, no titubearon, sin embargo, en salir a dltima hora diciendo
1o lo venos. |

Por eso hay que 1asistir en ponérselo delante, 4 ellos y a todo
el mundo matematico, porque no se puede creer que aqui y en
todas partes est¢n hoy todos los algebristas tan ciegos de enten-
dimiento que no lo puedan ver. _

Y conste desde luego que la Solucion Algebraica, como he-
cho consumado que ya es, al ir de seguida, ¢ mas tarde, a todas
partes, no ira como dafiinamente nsinuaron los de I.a Naturale:
za, en busca de quien, al aceptar el hecho, pueda darle mas valor
en ciencia del que por si misma tiene, puesto que ya le tiene ab-
soluto; sind que ird solamente 4 darse 4 todos como verdad irre-
futable y 4 desalojar de los entendimientos sanos el secular error
que los tiene despoticamente secuestrados, y al servicio solo de
egoistas y vergonzosas conveniencias. Sas |

Y conste también, para lo que cada uno quiera suponer, que
en la interminable lista de investigadores notables que cita
J. A. Serret, no figura ni siquiera uno solo que sea espafiol.
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T OS DOS TRIANG—ULOS

para recreo de la Academia,
Y EJEMPLO DE CRITICOS CONSUMADOS

parados al modelo.

A mi triangulo preceden en el cuaderno donde le puse, estos
tres parrafitos numerados:

1.0 Cada linea horizontal de términos seran los coeficien-
tes del binomio (x--r) elevado &4 (n—1).

~2° Las lineas verticales constituyen los factores numéri-

cos de los coeficientes, cuando a4 la incognita de una ecuacion se
sustituye la suma o la diferencia de otras dos (x-+1) 6 (x—r).

3.° (Como consecuencia de las dos precedentes, para formar
los coeficientes de (x +r)", no hay necesidad de hacer multipli-
caeion alguna, puesto que resultan de la suma consecutiva de

las series como se ve en el siguiente cuadro (que es mi triangu-
lo en el cuaderno primero):

Sy

Triangulo de Pascal. - Triangulo mio.
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¢Habra alguno tan corto de vista y de entendimiento, que
¢on solo mirar 4 los dos triangulos no vea que son del todo di-
terentes en el modo de aparecer y en el modo de estar i(nte-
rtormente construidos?
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A pesar de no ser creible que haya uno solo de caletre tan
desmedrado, que no perciba esa diferencia, véase lo que la Aca-
demia dijo, & los tres anos cuando menos de tener mi triangulo
a la vlsta V Pl de Paaml p{)l" supumtﬂ en {*ualqmer hbm de su

rrrrr

«-M.lta de EStl]dl{} que por lo menos en apariencia, llega has-
»ta el punto de desconocer el espresado senor 1a construccion
»antigua y propiedades fundamentales del ingenioso (ridangulo
varitmético, 6 triangulo de Pascal, que ¢l construye por cuenta
»propia, y nos da como cosa nueva v nunca vista, sin acertar a
»ponernos por completo en el secreto intimo de la composicion
sde aquel triangulo. » ' ;

Asi lo dijo la Academia. Y no hahla duda para nadie que en
menos palabras no se pueden decir mas falsedades.

1.2 Que vo no conocia e.l'tri;ing.u_lo de Pascal, no puede de-
cirlo ella, puesto que yo no hice el de Pascal, sino otro diferen-
te; y quien no le conocia era ella, puesto que siendo el mio dife-
rente, creyo v afirmo que era el de Pascal.

2.2 Que yo hice el de este por cuenta mia propia; falso de
todo punto, porque el que yo hice es del todo diferente.

3. Que se lo presenté a ella como cosa nueva y nunca vis-
ta; falso y cien.veces falso, porque ni yo dige tal cosa, niesel de
Pascal el triangulo que vo puse en mi libro.

4.2 Y que no expliqué la razon de hacer el mio, es 4 todas
luces falso, porque en los tres parrafos que al triangulo prece-
den en mi libro, esta explicado eso con claridad insuperable; a
menos de que no esté ciego quien lo lea.

Téngase en cuenta que reclamada por mila conveniente rec-
tificacion de tantas falsedades y en especial del hecho que tan
falsamente me imputaron, de apropiarme una (nvencion aje-
na, obtuve por toda contestacion el silencio mas absoluto.

Y si en esto del triangulo, tan patente como esta, dijo tales
cosas la Academia, secomo sera lo que haya dicho en lo de la so-
lucion algebraica, donde las dificultades para investigar eran
tantas y tan grandes que hicieron a los mas sabios mirarlo todo
como inabordable y hasta demostrarlo como imposible?



s CAPITULO PRIMERO.

La solucion algebraica en el segundo grado.

Siendo tan conocido el método vulgar para resolver la ecua-
cion de segundo grado, como general y como numérica, nada
se necesita decir acerca del mismo, en atencion ante todo a la
‘brevedad que me he propuesto, y también ademas, porque tal
método, en si mismo, no explica nada referente 4 la solucion
del grado n. _.

Pudiérase, sin embargo, en este grado hacer ver ya, casi con
excesiva claridad, los argumentos primero, segundo y cuarto
que presento el Sr. Echegarav. Pero habiéndose de tratarlos en
su lugar propio, qgue es en la solucion al cuarto grado, y no
habiendo en el segundo forma adecnada para ocuparse del ar-
gumento tercero, se deja todo para tratar de ello en la misma
- Solucion cuarta sistemdtica, contra la cual se dirigieron ex-
presamente los cuatro argumentos.

kEn este grado, pues, tan solo se va a exponer & solucion
fundada‘en

La relacion entre raices y coeficientes,

demostrada imposible por los algebristas.

Esta solucion, ademas de ser un imposible demostrado, nos
ensenia que en el segundo grado se puede llegar directamente a
cada uno de los dos valores de la incognita, ya separados uno de
Otro, sin necesidad de pasar por ninguna férmula general inter-
media.
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Poniendo la ecuacion X*—bx-{-n= i 1
y expresando sus raices por py ¢, no hay quien no sepa que la
relacion de estas raices con los coeficientes b y n, es:
ptq=b | 2
pg==n S e 5
De esta Gltima sale 4pq=4n
Y siendo también 4pq=/p+q)*—(p—q)*
poniendo en lugar de (p{-q),éu igual b, v en lugar de 4 pq, su
1gual 4 n sera: : ; i
; 41‘::1)'5*;{}.)—4]')3
De donde se tiene (p —q)t=b?

Y también, tomando las raices (p_{]ﬁ—ﬂw b?—d4n 4

En la primera relacion de arriba se tiene el valor dé la su-
ma (p+ q); v en esta ultima igualdad, el valor de la diferencia
(p—q); luego sera evidentemente, por ejemplo:

: b ybdn ,,
p=135 .___; Ly .
e b e 1’; bi""&l—; ! : {3

q o 9 *é — 2

&

Es decir, los dos mismos valores que para x nos da el pro-
cedimiento vulgar, de todos tan conocido; pero con separacion
uno de otro, como va se dijo, sin necesidad de férmula general
intermedia.

Con esta solueion, y las de igual indole que hay en el tercer
orado, queda demostrada la falsedad de la doctrina sustentada
por los algebristas, con caracter de general, quienes decian que:
por las m relaciones entrelas m raices de una ecuaciony
los coefictentes de la misma, no h{“ﬁfﬁi’df‘ llegar d la deter-
minacion de las raices.

Y también se pone ya de manifiesto que, si en esto tan ele-
mental se equivocaban tanto los tenidos por maestros, con mu-
cho mayor razon se habran podido equivocar en lo que estd

L
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mas arriba, donde las dificultades para investigar, crecen de
orado & grado en proporciones increibles.

"~ De esta solucion que precede, que atn estd hecha por otro
modo en Lucubraciones, ni de las que hay en el tercer grado,
fundadas en la misma relacion, con ser tan claras, y estar tan
4 la vista, ni una palabra quiso la Academia decir, sin duda por
no verse obligada 4 proclamar el manifiesto error en que estu-
vieron y estaban todos los algebristas.

Véase en dos palabras lo que hacian para dar por demostra-
da la imposibilidad de la solucion que se acaba de hacer.

En el segundo grado por ejemplo: si en laigualdad 2, 6 en
la 3, se despeja p, 0 q, v se sustituye en la olra, resulta por ejem-
plo para q la ecuacion q*—bq i n=0, que es idéntica ala 1,y
de iguaies dificuitades para su resolucion.

Y como, procediendo de igual modo en el tercer grado y los
signientes, llegase en todosd una ecuacion igual que la propues-
ta, establecieron como regla general, que la solucion fundada en
la relacion entre raices y coeficientes era un tmposible.

Lo cual implica que, © desconocian las regias mas elemen-
tales de la logica, 0 silas conocian, no sabian hacer de ellas el
debido uso. |

De que por un camino dado no se pueda llegar & un fin, no
se sigue que no haya més caminos tanteables, ni menos el que
por alguno de estos no se pueda llegar al fin que se desea.

Ya se vera luego que el argumento de la Academia y prime-
ro de Kchegaray, contra la solucion del grado n, es idéntico al
precedente, v acusa ignal deficiencia en el modo de razonar.
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CAPITULO SEGUNDO.

ECUACIONES, MAS ALLA DEL SEGUNDO GRADO.

Nociones previas indispensables.

Si en la solucion de segundo grado, por estar cuanto en ella
se hace al alcance del sentido comin, no se necesita en rigor
que la atencion se fige enlas nociones clementales que de se-
guida se van 4 ver, no sucede asi ya en el tercer grado, y con
mayor razon en los siguientes, puesto que cuanto se hace en
éstos para llegar 4 establecer las formulas, deduciéndolas de la
ecuacion misma; y luego para saber lo que son las formulas de-
ducidas, y lo que es y significa como hecho realizado, la solu-
cton algebrdaica que se obtiene por medio de las formulas, es
de absoluta necesidad que la atencion se fige mucho en las leyes
fundamentales & que la solucion algebraica esta subordinada en
su valor intrinseco, v en su forma aparente, como el efecto 4 la

causa y el contenido 4 lo continente.

De estas nociones elementales, las mas precisas por ahora
son las siguientes.

Adviértase que las llamo elementales, porque 0 lo son todas
en absoluto, ¢ estan de tal modo ligadas con una que lo sea,
(ue no es posible encontrar un término medio (que sirva para
fundar una deducecion

[

=

Dase por convenido va que la ecuacion del grado 7 es el pro-
ducto de n factores primos de la forma Yi4 A;=0; siendo Y la
incognita, y pudiendo A representar, conto funcién de los coe-
licientes, una cantidad cualquiera, y de cualquier valor v forma.



- 19 —

I1.

Resolver algebraicamente la ecuacion general del grado n,
es reducirla por método y medios algebraicos, al producto de
los n factores primos que la constituyen, siendo por lo tanto ca-
da factor hallado, un divisor exacto y una raiz de la ecuacion.

[11.

Hallada que sea una raiz prima, factor y divisor, de la ecua-
cion del grado n,-y dividiendo por ella la ecuacion, en el cocien-
te exacto se tendra otro factor del grado (n —1), que igualado &
cero, sera la-ecuacion que contendra las (n—1) raices, 6 facto-
res, que faltan para completar las de la ecuacion del grado .

LV

Si a la ecuacion del grado (n—1) se le encuentra otra raiz
prima, en el cociente exacto de la division por ésta, se tendra
otra ecuacion del grado (n—2), en la cunal estaran las (n—2) rai-
ces que faltan para la del grado n.

Y continuando de igual modo, se ira determinando una por
una, las 72 raices de la ecuacion propuesta. :

V.

Segin lo expuesto, que es de verdad incuestionable, no hay
duda que toda la dificultad del problema esta en poder deter-
minar une raiz prima para la ecuacion del grado n; puesto
que, hallada la primera, ya no se tiene que resolver otra ecua-
cion del mismo grado, sino la del grado (n—-n-]) gque resulta en
el cociente.
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VI.

Kl distintivo especial de las raices algebrdicas, es que ca-
da una sea divisor eracto de la ecuacion, y que multiplica-
das todas entre si, el producto sea exactamente la ecuacion pro-
puesta.

A lo cual puede agregarse, aunque va casi esta a la vista,
que el valor que para la incognita contiene cada raiz, puesto en
lugar de ella en el polinomio, ha de reducirle a cero.

Cuando las 7 raices halladas nos den una de estas tres no-
tas distintivas, es evidente que daran también las otras dos.

VII.

kKl método algebrdico que nos dé un sistema de n raices,
cuyo producto sea caxactamente la ecuacion propuesta, es
legitimo, y en absoluto irreprochable dentro de la ciencia mate-
matica; y la solucion contenida en un tal sistema de raices, es
de 1igual modo irreprochable v absolutamente legitima.

VIIL.

La legitimidad de Ia solucion general, y del método seguido
para llegar & ella, no tienen, en absoluto, nada que ver con lo
que puedan ser en si mismos los diferentes valores que de las
Jformulas ¢ raices primasiresulten para la incognita; siempre
que el producto de todas sea la ecuacion propuesta.

’ X

Para poner en duda, y discutir si se quiere, la legitimidad
de un método seguido, v que nos dé un sistema de raices como
el indicado en el parrafo precedente, hay que remontarse & los
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dominios de la Ciencia de la cantidad en s1, como ciencia filo.
sofica, y discutir 4 la vez la ley del procedimiento l6gico, en su
aplicacion a la totalidad de la Ciencia. y en particular 4 la cien-
cia de la cantidad, como ciencia limitada dentro del saber
total.

Las raices aproximadas, unicas a que por sus arbitrarias

teorias pudieron llegar los algebristas, no son raices de la
ecuacion, puesto que ni son divisores exactos de ella, ni muli.
plicadas entre sila reproducen exactamente.
- Cualquier nmero, grande 6 pequeiio, y de cualquiera forma,
es raiz aproximada de una ecuacion cualquiera, y en tal modo,
que siempre se podran poner, en namero infinito, otras raices
menos aproximadas..

Y por lo tanto, donde se presenten las raices exactas de
un meétodo algebraico, las aproximadas deo los algebristas
no son mas que fantasias mas 6 menos caprichosas, que no tie-
nen valor alguno para la ciencia de las ecuaciones.

Al

La solucion general del grado 7, habiendo de ser aplicable
a cada grado en igual modo, tiene que ser, si la hay, necesaria-
mente ststemdtica; y nada se podra exigir de. ella (que sea pri-
vativo y peculiar de cada grado, sino unicamente la solucion
algebrdaica, 6 sea, reducir la ecuacidn del grado n d un
producto de n factores primos que, multiplicados entre si.
reproduzean exactamente la ecuacion propuesta.

X1

Al igual de lo que sucede en el segundo grado, con solo fijar
la atencion, tiene que verse claramente que en cada formula 6
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raiz del grado n, tendra una raiz propia cada ecuacion numeérica
del mismo grado, con solo poner directamente los coeficientes
numeéricos en lugar de los literales; v que, si con la ecuacion nu-
mérica se hacen las mismas operaciones que con la general de
‘su grado, se llegara necesariamente d formulas, 6 raices nu:
méricas, de ignal valor y forma que las generales correspon-
dientes a4 su grado; y que, por consecuencia, la certeza de la
solucton gmeraz no depende en modo alguno de que esté con-
tenidd en ella 6 no, la solucion numérica; ni la certeza de esta
depende tampoco de que haya 0 no la solucion general.

En una vy otra solucion, la cerleza que para nosotros tengan,
<o funda exclusivamente en la legitimidad del juicio por cuyo
medio se consigue llegar & ellas. -

X111

En la practica se vera claramente que hasta en el cuarto
grado hay soluciones propias de cada uno; y que en el cuarto
empieza, naluralmente, ya por su forma externa, ya por ley de
su eomposicion interna, la solucidn sistemdtica d (rascenden-
te al infintto.

XLV,

La clasificacion de las raices en racionales & (rracionales,
tiene que referirse solamente 4 las ecuaciones numericas, pues-
to que en las literales, por la generalidad absoluta que se les
atribuve, no cabe hacer ninguna distincion entre las raices.

i

XV.

Al multiplicar (x-1p) por (x4q), no se podra decir
x5 x=x? sino suponiendo que x==x y por lo tanto p==q. Pero
como siempre se pone XxxX==x? para no quitar a la expresion
la generalidad que se le atribuye, hay que tener en cuenta quc
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la ecuacton no es el producto de las racces, si su expresion
ha de ser geneml mas que pﬂr el convenio tacito de que xxx

=X. Otro tanto hay que decirlo
cuando se hdce PX4-qX==(p- q)’{ puesto que x no sera factor
coman sino cuando sea x==x.

Y como por otra parte, la ecuacion del producto,

~(P+q)x pg==0, resulta siempre cierta, ha Y que tener en

cuenta que tal certeza proviene de “que en x* no estan a la vez
las dos.x desiguales, sino el cuadrado de una de las dos, v en
(Pt q)x, la misma x que se puso en x2

Fsta sencilla observacion es aplicable # la ‘ecuacion del oTa-
do n. Y nos dice concretamente, que en la incognita de la ecua-
cion de cualquier grado, al despejarla, no se ha de ver en rigor
mas que una de las raices; y que las otras (n--1) hay que bus-
carlas en la ecuacion del cociente exacto, al dividir 1a ecuacion
dada, por la primera raiz que se hallo. Lo cual se vera que esla
del todo conforme con lo que se hace en el procedimiento sis-
temdtico para la solucion general del grado n.

XVI

Kl grado de una ecuacion es el que le resulta después de qui-
tarle los denominadores, cuando se encuentre en estos /a uu*uq
nita de la ecuacion.

Para lo cual va se sabe que basta multiplicar la ecuacion
por el minimo coman maltiplo de todos los denomina-
dores. |

XVIL

Sié la ineognita Y de la ecuacion propuesta, se le sustituye
la suma de otras dos (x| z), 0 la diferencia (x—z), 6 el producto
XZ, 0 el cociente —, no hav duda que el valor de Y sera respec-

- .,
tivamente |a suma, 6 la diferencia, 6 el producto, 0 el cociente,
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de los valores hallados para las incognitas que se pusieron en
su lugar.

XVIIIL

[

Aunque se supone ya sabido, no estara de mas el recordar
aqui lo que en el Algebra elemental se ensena tambien como
nocién indemostrable, a saber: que dada una ecuacion como
cierta, se puede anadir ¢ quitar & sus dos miembros una misma
cantidad, v se los puede multiplicar 6 dividir por una misma can-
tidad, sin que la certeza de la igualdad se altere.

XIX.

En la ecuacion del grado n, suponiendo que se la sabe resol-
ver, se puede eliminar un término cualquiera, sustituyendo a la
incognita la suma ¢ la diferencia de otras dos, ordenando para
una de estas, é igualando luego a cero el coeficiente del término
que se quiera eliminar. | |

Con cuya operacion, y las expresadas en los dos niameros
precedentes, basta, como luego se vera palmariamente, para re-
solver, con absoluta certidumbre, la ecuacion general del
grado n.

Con eslas nociones previas, tan sencillas y claras como son,
no costara va ningun trabajo, a quien las haya meditado bien y
sepa el Algebra clemental, el comprender de seguida todo lo que
se diga v haga referente & la solucion algebraica en cualquiera
de los grados, ineaplorados ain, desde el sequndo en ade-
lante. '

Y ahora vamos de seguida & ver como se establece, lo que
es en si v eomo es, la solueion de tercer grado con solo ra-
dicales de sequndo, que fud otro nudo de los que & la Acade’
mia, teniéndolos & la vista desatados, le parecieron indesata-
bles, diciendo de este que no lo estaba.
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CAPITULO TERCERO.

LA SOLUCION GENERAL SISTEMATICA EN EL TERCER GRADO

CON SOLO RADICALES DE SEGUNDO.

e e e —_——

Los algebristas tenian desde siglos, en el tercer grado, el
método y formula de Carddn, con radical cuadrado y cubi-
co, que resolvia la ecuacion general; pero despues de tratarla, y
discutirla de mil modos, convinieron todos los tratadistas en de-
clarar, que la tal formula, no sereia para la solucion de
las iuméricas. ‘

Y como en la solucion general de cuarto grado, que tambicn
se conocia, entraba como condicién precisa, el tener que resol-
ver previamente una ecuacion de tercer grado, dijeron ellos:
no se pudiendo resolver la del tercer grado, no hay duda, tam-
poco la general del cuarto sireve para la solucion de las
numericas.

Y, al menos que yo haya podido ver en ninguna parte, no se
les ocurrié buscar otra, i otras soluciones generales, por si las
hubiera, v acaso alguna sirviese para la solucion de las numeért-
cas segin ellos entendian esta solueion.

Yo me puse a buscar, y no solo encontre hasta diez y nueve
soluciones generales como la de Carddn, con radicales cua-
drado y ciibico, sind que despues encontré; [ralan do d fondo
una de las mias, y también la de Cardan que sercian unda |
otra para la solucion de las numéricas.

Pero, antes de llegar & eslo altimo, parado ante las mismas
dificultades que los algebristas, ocurrioseme indagar si seria po-
sible resolver la general dedercer grado, sin el radical cabico,
que era como el obstaculo insuperable para la solucion de las
numéricas por la formula de Cardan,
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Hecha la investigacion, encontraronse hastq stete mocdos e
resoleer la ecuacion generat, con solo el radieal cuadrado; y
despues de esto, se encontré también, que las numéricas tienen
solucion por las formulas de uno de estos métodos que se es
tudio. L
Y como la Academia nego: que la general de tercer grado
estuviese resuelta con solo el radical cuadrado, y que las nu-
méricas tuviesen solucion por tales formulas, hay que hacer
~ver que son verdades de Pero Grullo, esos dos hechos negados
por la Academia. El primero en este libro. y el segundo en el

otro que luego se publicars.

ARTICULO PRIMERO.

LA SOLUGION GENERAL CON SOLO EL RADICAL CUADRADO.
Exposicién del método,

I'éngase en cuenta que el método que se va a desarrollar, es
wna de las siete soluciones ststemdticas, que resuelven hasta
la ecuacion del grado 7.

Sea la ecuacion general Y4-bY2leYdn=—o. (1)

-

Sumando y restando enella sY separando ¥ en los tres
primeros términos, v s en los dos altimos, se tiene

: i‘ﬁﬁﬁnlﬁr:_{lg) -8 '}T_p-“.j.l_-).-:-_-c}. S A

| S
~Sobre esta versa todo el procedimiento algebraico para lle-
gar & la solucion de la propuesta (1). Lasuma y resta de s Y no
tiene mas objeto que el de dar 4 la ecuacion la forma que toma
en (2). La disponible s no influye para nada en la solucion gene-
ral, y puede por lo tanto tomar todos los valores, menos el ce-
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ro, y el de ¢, porque estos destruirian la forma (2), base del
procedimiento, el cual consiste en lo que sigue.

| : | o |
Haciendo en (2) Y==r i--"'{i"a sustituyendo v multiplicando
por ¢* resulta:
(z-}-rq) {ﬂ‘l—l—lﬁgq z-:bru q° S rs |-n :
ke e Mt vt 5 :
q el q( 7 q &0 (3)
8

~ En esta se iguala a la unidad el segundo término del tltimo
paréntesis, 0 sea

rs--n

——— =1 . (4
7 q | (4)

De esta igualdad supuesta, se puede tomar para ¢ el valor

g (5)

Ahora, dividiendo el segundo paréntesis de (3) por (z |-1), se
obtiene de cociente

2-1-2rq-]-bq—1 ' ()

v como residuo que debe ser cero para que la division sea exac-
ta, y que ya igualamos 4 cero,

¥
(r*-f-Dbr+e—s) ¢*—(2r+b) q |-1==0 o

Cuya igualdad realizamos & medio de la disponible ¢,y
nos da

2r--b d=y/ h? —4 L‘:—i__l—%

(8)

2(r?4-br |-c—s)



=
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Con este valor de ¢ se verifica en absolulo a igualdad (7),
haciéndose cero el residuo, y la division exacta. Sustitf;yase, S
se quiere, y se vera que es cierto. |
Poniendo el valor 8 de ¢, en la igualdad supuesta (4), v des-
pejando en ella, 7, se obtiene: ”'

bn-|92s? ~ Qes-tnq/ b*—do-f 4
TS ' e —— R E T {9“}
bs — 2n -1/ b —de-[ 4s

La igualdad (4), despues de poner en ella el valor (8) de ¢,
se verifica en absoluto con este valor de 7.

Y téngase muy en cuenta que este valor de 7, a la vez que
realiza la igualdad (4) realiza también la de los dos valores
de g, (5) v (8), como puede com probar cualquiera facilmente.

Con lo cual, en la ecuacion (3) se tiene que: el ultimo parén-
tesis es (z--1),y el segundo paréntesis es igual, al cociente
eracto (6), multiplicado por el dicisor (z}-1); quedando en
consecuencia la ecuacion transformada en esta otra

{Z211q) (z+2rq+-bq--1) (z41) | sq? (2+-1)==0 ()

l.‘.

Y separando (z4-1) es
( (2+rq) (z+2rq+bg—1) -s¢? ) (z--1)=0 (10)

En la cual tenemos la ecuacion propuesta (1) transformada
e un producto de dos factores, Yy uno de ellos, (z+1), pri-
mo.

De esta (10) salen las dos ecusciones que la verifican.

z+1=0 2
z?-}-3rqlz t8q> =0
+ bg| f2rg .
~ 1} Y-brq* (12)
| —Iq

De la (11) sale un valor para z, vy de la (12) salen los otros
dos
Formados estos valores, v teniendo en. cuenta que es

Z
Y=—ri. ¥ resultan los tres valores de ¥ en esta forma:
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li ¢ —242 1 ¢ ‘-
q 2q
—genac Al T e vy
2q "
37—1”_})3_ rq—1 [l-b_ﬁa_—-_l_'q)ﬂ':{l s q*
2q /

Y pasando los segundos & los primeros miembros, se tendran
las tres raices de la ecuacion propuesta.

2--27rq \
Yl oy |
2q
S ba g1l — b — ot 2
Y4 {-bq 4-rq-1 bq - rg¥*—4 s q 0 K,
2q |
v =lbbatre—y (=bq—rqi—ds g

La verdad de esta ultima consecuencia K1, queda en abso-
luto demostrada 4 priori, puesto que en ninguna de las operacio-
nes que se han hecho, para llegar 4 ella desde la ecuacion (2),
se ha faltado a ley alguna de las que constituyen la logica
cuantitativa. :

Pero, para que ni aun sea licito suponer la posibilidad de
CITor, vamos a demostrarlo también a posteriori.

ARTICULO 1I.

COMPROBACION DE LLAS FORMULAS.

Sabemos que las tres raices de la ecuacion de tercer grado,
Multiplicadas entre si_ para ser ciertas, han de dar exactamente
n el producto la ecuacion propuesta.
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Y también sabemos que al hacer la multiplicacion, la sumg
de los segundos términos de las raices ha de ser b: la suma de
los productos binarios ha de ser ¢,y el producto de los tres, ha
de ser 7. En efecto.

1.° Basta mirar en las formulas KA para ver desde luego
que la suma de los tres quebrados es .

2.0  Multiplicando el segundo quebrado por el tercero, el
producto es '

4sq?

e K,
4 q°

Multiplicando el primer quebrado por cada uno de los otros
dos, v sumando el resultado con /2 tendrase la suma de los tres
productos binarios, que, simplificando por el factor 4, es

—r*q*—br g? b g--d v g8 ¢ _ K

In_j

q

cuya cantidad debe ser igual & c.
Igualando 4 ¢, multiplicando por ¢2, pasando cg* al primer
miembro, cambiando signos, y ordenando para ¢, se tiene

(r*4br4c—s) ¢*—(2r+b) q4-1=0 K,

Cuya igualdad es cierta por ser la misma (9) que se hizo cer'o
con el valor (8) de ¢.

3. Multiplicando el segundo quebrado K, por el tercero,
va se ha visto que el producto es '

=5 K,

Y multiplicando este producto s, por el primer quebrado Ki,
el producto es

s—r 8 q

e E———

q

K

el cual tiene que ser igual-a n.
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in efecto; igualando, maltiplicando por ¢: pasando ng al
primer miembro, v s al segundo, cambiando signos, y divi diendo
pml" S, 1"05[]1“}, I I

iy

(F $+n) g

=1 5

b

Cuya igualdad es cierta por ser la misma ( 4), realizada 4 me-
dio del valor (9) de 7, después de poner en ella el valor (8) de g.

Con lo cual queda demostrada en absoluto la certeza de CS-
ta. soluccon algebrdica, puesto que lo esta evidentemente g
priori y & posteriori. El dlgebra, como ciencia de la cantidad en
general, esta satisfecha con este resultado, y nadie tiene derecho
para exigirle mas. Lo que puedan ser en si los valores de q y de
r, en nada afecta & la verdad absoluta representada en las f6r-
~mulas &, y en las raices K.

Ya se ha dicho que la disponible s, que entra en las férmu-
las, por el modo de venir 4 ellas, es exclusiva de este grado, v los
valores 710-cero, diferentes del ¢ que se le puedan dar, no afec-
tan de ningin modo & la solucion general que nos da el proce-
dimiento. Pero, cuando por éstas formulas se quiera resolver
las numéricas de tercer grado, los valores de s estin analiti-
camente subordinados a las condiciones de esa solucion, co-
mo a su tiempo se vera.

Por de pronto, en la esfera de (o general algebrdico en que
ahora estamos, se tiene que: el valor (8) de ¢ realiza en absolu-
to la igualdad (7); y el valor (9) de 1, realiza de igual nmiodo la
igualdad (4), después de poner en ella el valor (8) de ¢.

De las dos igualdades (4) v (7), realizadas en absoluto, sale
la solucion expresada en las igualdades /& v K.

Aunque con lo expuesto se pudiera dar aqui fin 4 esta solu-
C10n, en ei:tafﬂo tiene caracter de sistematica, conviene sin em-
bargo adelantar en lo posible la explicacion de ciertas dudas
que pueden ocurrirse. |

El valor (8) de ¢ es esencial en el procedimiento, porque lo
®s el radical que lleva: sin éste no hay procedimiento posible.

El valor de r, general como es, si se le pone en el (8) de ¢,
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comunica al numerador, y al denmniuador', valores CCI'o, Y va-
lores que no son cero; cuyos valores cero y no-cero, producen
siemapre en las formulas & el mismo resultado: los valores
propios de Y.

Kl tomar q tales valores, proviene de que, siendo ry ¢, con
el valor que se dé a la disponible s, integrantes para cada valor
de Y, en las formulas de esta, no hay duda que, cuando con un
valor de r quede integrado un valor de Y, 4 qle corresponde ser
cero: v viceversa tambien; si con un valor de ¢, se llegase a la
integracion de un valor de Y, a r le tocarda entonces, a su vez,
tomar un valor cero. |

Lo cual asi se vera que sucede exactamente cuando se lle-
gue a la solucién de las pnuméricas. Y si asi no sucediese, seria
entonces una prueba irrebatible de que el procecdimiento no
era cierto.

De este detalle habrii que hablar con la extension precisa
en el cuarto gracdo, por presentarse alli del mismo modo, y re-
lacionarse directamente con el tercer argumento que presento
el Sr. Echegaray, consistente, ¢n st g puede tener en su for-
mula un valor infintto.

Fn r queda el procedimiento acabado, y 10s valores der y d,
16 es en relacion de uno & otro solamente como han de conside-
rarse, sin6 por lo que ambos representan en las formulas K, ¥
en las raices Ki. |

Kl producto de las tres raices Ky, es exactamente la ecuacion
propuesta. Y por lo mismo, esle resultado evidente,”ahula de an-
temano toda objeccion que se dirija contra el procedimiento;
porque, si en el procedimiento entrase una sola condicion falsa,
no podria ser cierto el resultado.

El resultado es cierto en absoluto, luego el procedimiento lo
es también del mismo modo. | '

La solucion algebraica es eso, y eso es lo que se puede pe-
dir al Algebra, en cuanto sea ciencia puramente subjetiva, 0
ciencia de las formulas generales.

Cuanto se pueda decir en contra de este método general, di-
oalo quien lo diga, no podra tener en absoluto, ningun valor en
ciencia, mientras no se pruebe, y esto.no se probara, queé €1 el



8.
procedimiento se ha infringido alguna ley esencial 6 formal, del
juicio por cuyo medio se hace la deduccion de las raices K.
Habiendo de exponerse en otro libro la solucion de las nu-
- méricas por formulas, en los grados tercero y cuarto, este se li-
mita en su conlenido, d exponer la solucion de las ecuacio.
nes generales, hasta el grado enésimo, que eslo que dicen
que demostrd ser imposible, el noruego Abel.
Por de pronto hay que no perder de vista, que en cada Jor-
mula general, tienen una solucion determinada las numé-
ricas de cada grado, sin que esto se oponga en modo a]gunﬁ

a que cada ecuacion pueda tener otra, G otras soluciones dife-
rentes.

CAPITULO CUARTO.

La solucién general sistematica en el cuarto grado
con solo radicales de segundo.

La Academia primero, y después el Sr. Echegaray, para di-
rigir, aquélla un argumento, y éste el mismo de la Academia y
otros tres, contra mi solucion algebraica del grado n, eligieron
una y otro la solucion cuarta sistemdtica, de las siete que les
presenté, por ser esta, segun ellos, la menos complicada y de ex-
posicion mas breve. |

Por esta razon sera esa misma solucion cuarta la que aqui
se va a exponer; seguida de los argumentos con que se quiso
destruirla, y de la refutacion con que se hace ver la inanidad vy
ningtn valor de todos ellos. |

Pero téngase por sabido que en el cuarto grado, ademas
de las siete soluciones trascendentes, ¢ sistemdticas, encontré
también ofras siete no trascendentes; todas estas con radi-
cal cubico en la resolvente de tercer grado, como la que de
antiguo se conocia. Y que por las formulas generales de las mis-
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mas, como en el otro libro se vera, tienen soluecion también la as
ecuaciones numéricas de este grado.

Es por lo demas tan facil y corriente, segiin las reglas mas
elementales de la l6gica cuantitativa, cuanto se hace para llegar
desde la ecuacion & las formulas, lo mismo en esle grado que en
el enésimo, que & quicn encuentre dificullades para comprender
todo el desarrollo del método que sigue, le sera mejor dejar el li-
bro vy volverse atras a estudiar como se debe ¢l algebra elemen.
tal, y aun también los elementos siquiera de la Psicologia y de la
Liogica. .
Aqui no sirve de nada la palabreria insustancial con qun? los
algebristas se despachaban & su guslo, tratando las ecuaciones
no mas que superlicialmente, como si el fondo, en su relacion
intima con lo mas elemental del conocimienlo, no mereciese la
pena de ser tenido en cuenta para nada,

ARTICULO I,

Exposicién del método.

Sea la ecuacion:
Nt Pel Y 2 (1)

Separando ¥ en los tres primeros términos, « en los dos

: 14
nltimos, v expresando o bor n, serd
Y2 (Y bY +e)4d (Y -fn)==0 (2]

Cuando la ecuacion del grado m, 4 medio de transformacio-
nes, lermine por la derecha, en dos paréntesis analogos @ los
que tiene ésla, se dice que esta preparada, v entonces empiezan
las operaciones para resolverla.
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Haciendo ahora
g1

11.’?_—:.:1‘— T :f';
et 3)

sustituyendo v ordenando la resultante para z, se tiene

(Zrkrg i) £ 2% 2z - |
( @byl F @by q)
| +(2*+-br4-c) ¢

FE+tngt=0 (4

Obsérvese que, para resolver esta ecuacion de 2 tenemos

™y

las dos disponibles ¢ y r, a las que daremos valor del modo si-
gulente:

Igualaremos primero a cero toda la cantidad, libre de 2, que
hay en el segundo paréntisis general. 6 sea ’

(r*+4-br4-c) q®+-(2r-+b) q4-1=0 Lich (5_). : ,l

De donde sale

—9r—b41/ b—4c

2 (r%-Fbr-Fc) -

o (6)

Obsérvese que, siendo debajo del radical (2r-}b)*—4 (»2 torfe)
desaparecen los términos de », y solo queda (% —4e¢. |

Ahora, volviendo 4 la ecuacion (4), tomaremos cl coeficiente
del término 2 en ol segundo paréntesis, v le igualaremos a toda
la cantidad libre de z del altimo parénlesis, O sea

2rq--bq-2=rgqtnug-1 (()
() bien
(n=b=r) g== (8)

Sustituyendo en esta el valor (6) de ¢, v multiplicando por el
f]enmnitmdm‘j sera

e p—

(N—b—1) (—2r—b-}= 1 b 4:{3]:2 r? +2br-}-2¢ (D)
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Ejecutando en esta operaciones hasta despejar r, resulta

b?—bn—2c-t(n—b) 1/ b*—4e

—b-}-2nk1/ b*—4c

(10)

I'—

‘on este valor de 7, y el (6) de g, esta hecha la solucion.

En efecto. Con el valor (6) de ¢, no hay duda ¢ue se realiza
la igualdad 6 condicion (5); y con el valor (10) de 7, no hay duda
que se realiza también la igualdad 6 condicion (7), después de
poner en ella el valor de ¢, como esla en (9).

Con esas dos condiciones realizadas, volveremos a la ccua-
cion (4), y suprimiremos en ella desde luego la cantidad del se-
gundo paréntesis que se redujo a cero por la condicion realiza-
da (D); de seguida separaremos el factor comun = que queda en
los dos términos interiores & dicho paréntesis; y por fin, ponien-
do en vez de la cantidad (r'2-n) ¢+1, del tltimo paréntesis, la
que segtin la condicion (7) ¢s igual & ella, 0 sea, (2r40) ve, ¥
separando luego el factor comin que resulta (3} 271q | bg | 2),
queda la (4) en csta forma.

1z (z-}rq4-1)°+dg® (%} 2rq-bg+2)=0 (11)

En la cual esta evidentemente la propuesta (1), reducida a
un producto de dos factores, uno de ellos primo, de la forma
general (Y-|-A), y el otro de tercer grado; v cada uno de ellos,
igualado & cero, verifica la ccuacion, y es por lo tanto una raiz
del grado respectivo.

[istas raices, ¢ factores, son, la de tercer grado

7 (z | rq-+17FdgP= (12)
y la de primero
z 4+ 2rq -} bq+2=0 (18)
La (12) es una ecuacion de tercer grado, que hay que resol-

ver como tal, y nos dara tres valores para z; y la (13), nos da
desde luego para z el valor

s=—(20q-1-bq}2) (14)
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El producto de la raiz (13), multiplicada por el producto de
las tres que contiene la (12), reponiendo en cllas Y, sera eviden-
temente un sistema de cuatro raices primas, que reproducen,
y resuelven por lo tanto algebraicamente, la ecuacion general
propuesta en (1).

[l valor (10) de 7 esta determinado en funcion de los coefi-
cientes de Ia (1); y poniendo ¢l valor de  en el (6) de ¢, queda
este determinado también en funcion de los coeficientes. -

Y poniendo los valores de 7 v ¢, en el (13) de z, y teniendo
en cuenta que se hizo en (3)

Ye=r ﬂ"tl (15)

se obtiene precisamente uno de los valores de Y en su ecuacion.
Fsta formula de Y, simplificada por la sustitucion directa
del valor (14) de 2, queda en esta forma definitiva

Y= —1-b— — (16)
A
la cual es la primera formula de Y en la ecuacion propuesta (1).

Asi es en resultado vy modo la cuarta solucion siste-
mdtica.

- Lo que en ella se hace para llegar desde la ecuacion (1) has-
tala (11), en que esta la solucion, es indudablemente, como pro-
cedimiento logico, inatacable en absoluto.

Y se habra de tener presente, como ley general, que en la
formula (16)de ¥, lo mismo que en sus correlativas, al sustituir
en ella para la solucion de las numéricas, debe de hacerse la
sustitucion, de cada valor particular que tenga r, con cada uno
particular que tome antes ¢, sustituyendo en su formula los de
, también uno a4 uno.

Siendo 7 v ¢, integrantes con b para un valor de Y, cuando
este valor se integre con b v 7, ¢l quebrado en que esta g se anu-
lara; v cuando el valor de Y se integre 4 medio de O y el que-
brado de ¢, 1" & su vez se anulara también.

lin la practica de las numéricas verase esto resultar con evi-
dencia incontrastable,
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ARTICULO 1I.

Objecciones, y su refutacién.

Si el procedimiento en si es inabordable para Ia ¢ vitica, hay
que ver ahora las objecciones que se le hicieron.

PRIMERA OBJECCION.

La Academia tan solo presento una, que fué luego la prime-
ra que presento también Echegaray, v consiste en lo siguiente:

Dijeron ellos: «verdad es que despejando primero ¢ en (B),
»Y poniendo su valor (6) en la iguaidad (8), permanece 7, v con
»ella se realiza la condicion (7), quedando con esto la solucion
»hecha y perfectamente acabada: pero st se procede al reoés,
»es decir, si se despeja ¢ antes en la (8), vy se lleva su valor a la
»(D), desaparece de seguida /- y no queda disponible con que
»realizar la condicion (5); v por lo tan'o la solucion no re-
»sulta. »

- Qae digan ellos, si no es esto 1o que en sustancia dijeron una
y otro.

Pues bien. Si la solucion resulta, procediendo como hace el
autor, no dejara de ser esto cierto, porqgue no rresulle, proce-
diendo como ellos quieren hacer. Para sostener 1o contrario, se
necesita renegar hasta del sentido comin. Seria como decir: su-
mando 4 con 7, se produce 11; pero restando 4 de 7 no se pro-
duce 11; luego tampoco se produce 1 1, sumando 4 con 7.

Y también seria como decir: por tal camino subic usted a ese
monte que se tenia por inaccesible: pero por olros mil caminos
(ue nosotros hemos tanteado, no se pudo subir; luego no es cier-
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to que se pueda subir por el que usted ha tanteado, por mas que
le veamos a usted en lo mas alto del monte.

Tal es la hermosa légica que aprendieron y practican - por
turno la Academia y chegaray.

Que la primera lo hiciese nada tendria de sorprendente, des-
pués de lo que dijo con motivo de los (ridngulos, y porque en
rigor, segin los fisicos, del vacio no puede salir sind el vacio, es
decir, la nada. Pero que hasla un Echegaray, tan precavido co
me se le liene que suponer, hava venido & incidir en tan notable
vulgaridad, eso ya no tendra para nadie facil explicacion.

La segunda objeccion, 6 argumento, que presento el senor
ichegaray, s obra exclusivamenle suya.

SEGUNDA.

Y dijo ¢l br. Kchegarayv: para despejar 7 en (8), después de
poner en ésta el valor (6) de ¢, hay que quitar el denominador
que lleva g, euya operacion no puede hacerse en este caso, por-
que los denominadores de una ccuacion no pueden quitar-
se, cuando en ellos esta, como ahora sucede, (& (ncognita de
la ccuacion. Y no pudiéndose quitar el denominador de ¢,

no se puede despejar », ni realizar por lo tanto la condi-

cién (7).

b ¥

Que esto hava dicho el Zr. Kehegaray, v discutiendo en serio,

)

habran de tenerlo por inereible cuantos de ello lleguen 4 ente-
rarse,

Quitar un denominador no es mas que multiplicar por el mis-
mo toda la ecuacion. _

A los principianles ya se les dice, que para preparar una
ecuacion, lo primero que se ha de hacer, es, quitarie los {fﬁﬂ}-
m i'nr_’.‘:tfff}f"m_; '},_f esto sin que nunca se hava ocurrido & nadi{g dig-
tinguir el caso en que la ineognita se encuentre en los denomi-
hadores.

[in todas las obras de Algebra, se praclica esa operacion;

SN que por nadie s¢ haya puesto el menor reparo.
Y, por fin, si no se quitan los denominadores de la ecuacion
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cuando en ellos esté la incognita, no queda otra solucion apli.
cable que la del tanteo, el tanteo de nimero por nimero, que
no es de ciencia, sind de sentido comun, y solo dara resultado
cuando la ecuacion tenga raices racionales.

Pero dicese que al quitar el denominador en que esté la in-
cognita, se aumenta el grado de la ecuacion, y se llevan a
ella nuevos valores para la incognita, no se pudiendo saber
luego cuales eran los primitivos de la misma.

Lo cual no es cierto en ninguno de los extremos que abraza.
El grado de una ecuacion no se sabe cual es, hasta que no se
quiten los denominadores en que esté la incognita; y, por lo tan-
to, al quitarlos, ni se altera el grado, ni se introducen valores
nuevos.

TERCERA OBJECCGION.

Y en substancia dijo: «verdad es que, despejando g en (5), y
ssustituyendo en (8), permanece 7, y las dos igualdades se rea-
»lizan; y con esto la solucién queda hecha: pero esto es tan solo
»aparente, pues despejandose ¢ en funcion de r, y r en fancion
»de los coeficientes, al sustituir 7 en el valor (6) de ¢, que es un
»quebrado, el denominador de este, 2 (%.|-br" | ¢), se convierte
sen cero. Y por lo tanto el valor de ¢ es infinito, y este valor
»infinito de ¢, anula, esteriliza todo el procedimiento.»
~ Asilo dijo él, y con tal motivo se prolongo la discusion mas
de lo conveniente.

Y no hay duda que, siendo como es en si cierto, que el deno-
minador de g, al sustituir en el mismo el valor de r, puede to-
mar un valor cero, si no tomara también otros que no son
cero, y tan solo se considerase a ¢ en si propio, vy no en rela-
cion con todo lo demas que constituye el método, la nulidad de
este pareceria en tal caso ser completa.

Pero es el caso que el Sr. Echegaray, afanado por encontrar
a todo trance el arma mortifera que buscaba contra el autor de
la Ciencia nueova, no advirtio que la novedad absoluta de ésta
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le ofuscaba y le hacia ver fantasmas donde no hay mas que pura
y resplandeciente claridad. |

Vamos & ver esto con toda la brevedad que sea posible. Pero
al hacerlo hay que tener presente, como ya queda indicado,
que lo que se discute ahora no es precisamente el argumento de
que se trata, sin6 mas bien lo que es en si misma la solucion
algebrdica general de la ecuacion del grado n. Y como en
la cuestion haya diferentes puntos de vista, hay que considerar-
la en todos, y con el orden necesario para la mas completa cla-
ridad.

§ 1.0

El procedimiento en si mismo es, en todos sus momentos,
conforme en absoluto 4 las leyes de la logica cuantitativa. Se-
gin esas leyes, ¢ realiza la condicion (6) en absoluto, v 7 la (4 ;
y con esas dos condiciones realizadas, la solucion queda he-
cha, y es absolutamente cierta,

Y, por lo tanto, en la esfera de la generalidad absoluta en
que el Algebra se mueve, la soluciéon alcanzada por tal camino,
se nos impone como verdad irreprochable, sean (o que fueren
en st mismos los valores de ¢ y de , con que a esa solucion
se llega. Siendo como lo es, cierto el resultado, tienen que serlo
también, y esencialmente legitimos, los medios con que el resul-
tado se produce. Sea ¢ cero, finito, infinito, racional ¢ irracio-
nal, como que al disponer de ¢ solo atendemos a su generalidad
absoluta, nada nos importa lo demas. Lo que pueda ser ¢ en si
mismo, solo atane a la ciencia pura de la realidad cuantitativa.
La nada, lo infinito, lo absurdo, cuando la realidad los admite en
sus procedimientos, tienen identico valor que lo que a nosotros
nos parece determinado, finito, racional.

En nada puede afectar pues, ala verdad del procedimiento,
que es genérico en absoluto, el que sea 6 no infinito el valor de
. Lo finito es en todas las esferas. el resultado de la accion de
l0s infinitos.

(ton solo haber mirado de este modo la cuestion, y haberse
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hecho estas sencillas reflexiones, el Sr. Echegaray, a no hacer
piblica profesion de mala fé, no habria hecho un argumento, e
que sea 6 no sea cero el denominador de g. Pero, sigamos ades
lante.

8 2.°

Que el denominador de ¢, con el valor de », se reduce a
cero.

Distingo, Sr. Echegaray. Si solo se ad miten para 7 dos valo-
res, como V. arbitrariamente pretendia, no hay duda, el deno-
minador seria siempre cerro. Pero como r, segiin se presenta su
formula, nos ofrece cuatro valores diferentes, y no habra alge-
brista que pueda citar una ley logica, ni objeliva, que se infrinja
al aceptai* como legitimos los cuatro valores de 71, se tiene como
resultado, que si con dos de esos valores de 7, se hace cero el
denominador de ¢, no se hace cero con los otros dos. lusto 1o
puede comprobar cualquiera, con solo hacer la sustifucion de
los volores de 7 uno & uno, en el denominador de ¢.

Kl Sr. Echegaray, al pretender que de los cuairo valores que
ofrece la formula de r, solo se pueden ulilizar dos, no 1o fundo
en razon alguna, mas que en la de su capricho, olvidandose con
esto de que en ciencia no basta decir si, porque si, no, porque
no; puesto que, para no hacer el ridiculo. como los de «La Na.
turaleza» le hicieron, todo lo que se alirma ¢ se niega, hay gue
demostrarlo cientificamente. Y en matematicas sobre todo.

S e

Pero aun falta lo mejor en este punto.

El Sr. Echegaray parece que no ha visto, 6 al menos no di0
a entender que lo viera, que sustituyendo 7> en el numerador de
¢, v tomando los dos mismos valores que ¢l quiere solos para el
denominador, ¢l numeracdor se reduce también a cero; pero



£
no se reduce d cero con los otros dos valores que él quiere
despreciar.

De lo cual resulta que ¢, antes de hacerse infinito, se hace
cero. Y como al Sr. Echegaray, lo tinico que le repugna en ¢ es
el valor tnfinito, y no el cero. no hay duda que, si se hubiera
fijado bien, no habria hecho siquiera mencicn de este argumen-
to. ¢Afirma V. que ¢ no sirve porque es infinito? Pues ya ve us-
ted claramente que sirve, puesto que no puede ser infinito sin
ser antes cero. |

Y aunque arriba decimos, si el Sr. Echegaray se hubiera
Jfijado bien, casi no se puede menos de ereer que se fijo bien, y
o vio; pero como no le convenia para sus fines, lo callg, y solo
hizo uso de lo que le convenia. ¢Como 4 su afamado talento se
~habia de ocultar tan importante detalle?

s O
i,

R

kil valor (6) de ¢ realiza en absolulo ln condicion contenida
en la iguaidad (5), puesto que realiza de igual modo esta igual-
dad. |

kin efecto. Poniendo en (5) el valor (0) de ¢, v dividiendo el
numerador y el denominador del primer término, por (7%
br.i ¢), queda

(r4-bot1/ b 40)* (2r1b) @r-pbky bi—do)”

4 (r"‘ﬁ--{—-hr--fth 2 (r*-;-br--c)

Multiplicando por 4 (r2y-br..c), resulta
(2r-}-bdz llﬁ——-fj:{;)' -2 (2r+h) (2v4- by h*-——f.-tc) i
4 (rs—+br--c)=0 (L'¢)
Y ejecutando las operaciones indicadas se obtiene

et |- dbr-d=dy Vo b*A2b ) 4-b? —te—-8rf—4br tdr 14

_"‘?!']'-”-'—'-'2}13 I..'E"}IJ '}l;‘l "%"-"I-l‘:—i"-':"i:]_}.|1 j "5"{! :-ZU EISJ
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Donde se ve con toda evidencia que el valor de g, tomado
en absoluto, en funcion de 1, realiza del mismo modo la igual-
dad (b), puesto que el polinomio (18) tienc un valor cero, por
destruccion mutua entre Sus términos, v sin necesidad de susti-
tuir el balor de r, |

Con este efecto que produce ¢, tan solo en funcion de 7, si
se procediera de buena fe, y ¢on conocimiento de causa, debe-
ria bastar para que la verdad y legitimidad del procedimiento
quedasen desde luego como incuestionables.

§ 5.0

FFijemos ahora la atencion en la igualdad (D), v, ante todo,
en que esla igualdad se halla en absoluto realizada en la (15),
con el valor neto de ¢, tan solo en funcion de /-

La igualdad (b) se realiza povr necesidad con el valor de ¢,
segin se demuestra en el § anterior.

Pero en el § 3. queda visto que el numerador de g es cero
siempre con los dos valores de 7, (/1 (cos que le concede Kche-
garay. Pues bien. 5i tal se admite, los dos primeros térmiuos del
polinomio (), que tienen ¢ por factor, son cero p:{:.r necesidad
absoluta; y como consecuencia, irresistible, habra que admilir
que 1=0.

Y como esto es un absurdo inadmisible, es evidente que no
se puede admitir tampoco que el numerador de ¢ sea cer'o, €s
decir: los dos valores de 1 que hacen cero al numeradory al
denominador de ¢, son precisamente los inadmisibles, puesto
que conducen dun absurdo evidente.

g realiza en absoluto la igualdad (b}; con el valor cero para
su numerador, no la realiza: luego los dos valores de r—los de
Echegaray-—-que hacen c¢ero al numerador y al denominador &
la vez, son absurdos. Como es en efecto absurdo cuanto la Acd
demia v el Sr. Echegaray sostuvieron en esla cuestion lan clara.
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§ 6.0

Y no se diga que el primer término de la (5) podra ser cero,
porque lo sea su coeficiente que es (7% |bric), porque enton-
ces la suma de los olros dos términos no puede ser cero, a4 me-
nos de dar & ¢, y por lo tanto @ r, valores diferentes de los que
ya tienen en (b) v en (10), lo cual seria contra todo lo supuesto,
y supondria otro método diferente del que se ha seguido y esta-
mos discutiendo.

g realiza la igualdad () tan solo con el valor (6), y no con
ningin otro. Pero ese valor (6) no puede ser cero, como se aca-
ba de ver; y por la misma razén no puede ser infinito, cuando
se¢ considera & ¢ en su propia formula.

(Y pensar que cl or. Kchegaray estuvo durante meses, des-
pués de haberlo meditado anos, sosteniendo todo lo contrariol

Que 7 no tiene mas que dos valores: uno tomando el radical
con el primer signo arriba y abajo, yotro con el segundo res-
pectivamente. ‘

:Porqué no puede tomar los otros dos? Porque no puede to-
marlos. ¢Porqué no puede? Porqué no, porque no puede tomar-
los, porque es un disparate que los tome, una barbaridad, una
aberracion, una monstruosidad, un absurdo, un desatino. Solo
asi ha razonado en este punto el Sr. liehegaray. |

Ahora va vera, si es que antes no lo ha visto, que lo desati-
nado, lo absurdo, lo monstruoso, la aberracion, lo béarbaro, lo
disparatado, es precisamente lo que €l sostuvo durante meses,
después de haberlo meditado con calma durante anos.

Y, no hay duda, que siel Sr. Echegaray no encontré mas
argumentos que oponer & la verdad de la Solueion Algebraica,
considerada en si misma, es porque no los hay. Y, como los
Opuestos, ni siquiera el nombre merecen de tales, la Solucion
Algebraica quedara desde ahora, para todo el que no renuncie
& llamarse racional, reconocida como verdad incontrastable.
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§ T'(}

Para que otros no incurran en estas 0 otras nimiedades se-
mejantes, conviene anadir atn la siguiente comprobacion.

El valor de ¢ no es en si mismo donde se le ha de conside-
rar tan solo, ni atn en la manera como realiza en absoluto la
igualdad (6), y contribuye luego a producir el valor de 7.

Hay que verle ademas en la formula de Y, primera deduci-
da, para la ecuacion dada (1).

La formula, segiin esta en (19), v luego en (16), poniendo en
ésta el valor de ¢, sera

2r-4-2br--Le
2r-4-h 1 ' b?—4e

Y=—r—bt-

~ Enla cual se ve claramente que, no pudiendo ser el quebra-
do, ni un valor cero, ni un valor infinito, sopena de tener que
admitir el absurdo de que, 7==0, el valor de Y, que representa
esta formula; esta constituido por la integracion matua entre los
valores de 7, b, v ¢ invertido. |

Iiste valor de Y, en la esfera de lo general algebraico, es
cierto en absoluto, puesto que multiplicado por los otros tres,
contenidos en la ecuacion (12) de tercer grado, se reproduce
exactamente la ecuacion propuesta (1).

Lo cual es precisamente, lo que en fondo v forma constituye
la solucion algebraica de las ecuaciones generales.

Pero atun hay que tener presente, como en el tercer grado se
ha visto va, que siendo r° vy g, integrantes con b en este grado,
de un valor de Y; como variables que son, para que la formula
sea cierta, es preciso que cada una en su caso, pueda tomar el
valor cero, cuando la otra baste para integrar el valor de Y.

Precisamente por esto, es por lo que el denominador de ¢,
que puede ser cero en su formula propia, al entrar invertido en
la formula de Y, puede converlir en cero la fraccion. Y lo mis-
mo se ha de entender en cuanto al valor de .
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Y también se ha de advertir que, siendo simplificables los
valores de 7 y ¢, el simplificado de ¢ puede anular, 6 no anular
el simplificado de 7, segtin se tome el signo del radical; pero que-
dando en el primer caso, del valor de ¢, 1o necesario para inte-
grar el valor de Y.

Todo esto se vera practicamente al resolver numeéricas por
las formulas que preceden.

CUARTA OBJECCION.

Gonvencido el Sr. Echegaray de la inutilidad absoluta de las
tres objecciones que preceden, {uvo anun el valor, jque valor se
necesital de presentar otra, la altima, consistente en pedir, que
se le demostrase; que las ecuaciones numéricas tienen solu-
cion por las formulas generales y sistemdticas, que se aca-
ban de ver en el cuarto grado.

Sin hacerse cargo entonces. al parecer, como de seguro se lo
habra hecho después, de que:

1.2 La certeza de la solucion general, no depende en mane-
ra alguna, de lo que pueda ser en si la solucion de las numéri-
cas contenida en las formulas generales.

2.2 Quesea lo que fuere, es evidente que cada ecuacion
numerica tiene una solucion determinada y propia en las formu- _
las generales de su grado, con solo poner los coeficientes numé-
ricos en lugar de las letras respectivas; pero sin que esto impli-
que, el que Ia numérica no pueda tener otra 1 otras soluciones
diferentes.

5.2 Que los algebristas todos, inclusos Abel, Newton, Cau-
chy, Galoig, v todos los mas célebres, admitieron como ciertas,
como verdaderamente legitimas, las formulas generales de Car-
dan y de Ferrari, en los grados tercero y cuarto, & pesar de que’
minguno llego a resolver por ellas, las numéricas de los mismos
grados. |

Ademas de eslo que se le dijo, precipiladamente al ver su‘de-
~adido empeno en abandonar Ia polémica, se le puso a }3 vista
una ecaacion numérica, resuelta por el cuarto modo ststemd-
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tico; y sin embargo de todo, se evapord, v no dijo una pala-
bra mas.

Pero es bien claro. ¢Qué mas habia de decir después de lo
que dijo?

Ahora ya no puede quedar duda. Quien haya leido atenta
mente lo que precede, no habrd podido menos de formarse cla-
‘ra y precisa idea de lo que es en principio la solucion algebrai-
ca, v de la clase de oposicion que se le ha hecho. '

Echegaray dijo: si no hubiera sofisma, la cuestion estaria re-
suelta.

Y que no hay tal sofisma debe tenerse ya por evidente, pues-
to que el mismo Echegaray, con el teson de que es capaz, su vis-
ta de lince, y anos de meditacion, no pudo senalarle. La nulidad
completa de los argumentos que opuso no puede ser mas paten
te. Y cuando ¢l no opuso mas, es que no los hay. En vano sera
que nadie intente buscar otro.

Y por lo tanto, mi solucion algebrdica tendra que quedar
ahi como un hecho realizado para siempre, como verdad ineluc-
table. Las consecuencias necesarias de tal hecho, ya se iran po-
niendo por si mismas. La ignorancia y el error lucharan, como
siempre, sin reparar en medios; pero cederan, y soltaran la bre-
va, que es precisamente lo que duele,

CAPITULO QUINTO.

La solucién general sistemética mds alld del cuarto grado

A cualquiera que llegue 4 verla solucion que con el caracter
de sistematica, y como trascendente al infinito, se acaba de ex-
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plicar en los grados lercero y cuarto, no podra menos de ocu-
rrirsele preguntar: ;:como se puede, con tales meétodos, resolver
la ecuacion del grado n? Pues, de esta duda se sale muy facil-
mente, con solo ver como se resuelven /g o quinto y la de
sexto grado. | ,

Pero se habra de tener en cuenta, al estudiar la solucién mas
alla del cuarto grado, que las formulas generales, de forma siem.
pre irracional, por la ley misma del procedimiento, al aplicarlas
a la solucion de las numeéricas, no se debers buscar en ellas,
mds que las raices irracionales de cada ecuacion, que de
lal clase las tenga solamente, después de haber determinado las
raices racionales que contenga, por el método, y formulas sin-
(ético-analiticas, que se expondran en el siguiente libro ya in-
dicado.

Lo referente a la relacion que pueda haber entre las raices
numericas que resulten de las formulas generales de un
procedimiento, y las que resulten de otro procedimiento
cualquiera, es cuestion que en nada afecta 4 la verdad de las
formulas generales en si mismas. Y acerca de 1o cual, para que
nada falte, se dira lo necesario en el siguiente libro.

ARTICULO PRIMERO.

Solucion sistematica de quinto grado.

Sea la ecuacion: Yot:b Yol e Y 1 d ¥ 4 e Y Lo —0(A)

Haciendo Y,=(Y r ), se sustituye, y en la resultante para
Y,, daremos 4 r, el valor necesario para que se reduzca & cero
el coeficiente de Y * 6 sea el antepentltimo término; lo cual nos
dard a resolver la de tercer grado:

10846 b, ¥ 3¢ £4d=0 (h)

Resuelta esta ecuacion y eliminado asi el término de Y?, ex-
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presaremos respectivamente los demas coeficientes y tltimo tér-
mino, por las letras b , ¢, ¢, n;; v dividiendo & la vez por e Ia
ecuacion sera:
Y13 Y ® ¥ )_l_(Y i —()
; E+b111_|'6|  F e, o (AI)
Esta ecuacion, como se vé, tiene las cantidades de los pa-
réntesis, idénticas en la forma 4 los de la 2 en la de cuarto gra-
do, y tratada como aquélla, se le dara el divisor de primer gra-
do, y se obtendra la deducida f{inal de cuarto.
También se la puede tratar como la 2 de la de tercero, y da-
ra los mismos resultados.

ARTICULO II.

Solucion sistemdtica de sexto grado.

Sea la ecuacion:

6 5 1 4 < ¥ et 2 | SN
Yﬂ—i—bHYﬂ-y{,ﬁYE“}_dﬂYﬂ+(‘:3Y3+f3Yﬂi n.=0. (A)
Haciendo Y,=(Y,+r,), se sustituye, y se da a rz el valor ne-
cesario para reducir & cero el coeficiente de Y,°, 6 sea el ante-
pentllimo término; lo cual nos darda & resolver la siguiente de
cuarto grado:

15r'+10b, v +6 ¢, v, 43 d, r,-|- e=0. (h)

Resuelta ésta, y eliminado asi el expresado término, separa-
remos Y, en los cuatro primeros términos de la resultante para
Y ,; expresaremos los demas coeficientes y altimo término, res-
pectivamente por b, ¢,, d,, £,, n; y partiendo por f, sera:

Il_3 *

Y : '
.f—" (Y:‘_i_ b, Y +4e Y} dz) 25 (Y]_;.q ; ) =) (A)




- Haciendo en ésta Y,=(Y }r), se sustituye, y en la resultan-
te de Y, se dara a r, el valor necesario para reducir 4 cero toda
la ultima cantidad que aparece libre de Y, en el segundo parén-
tesis, lo cual nos dara a resolver la de tercer grado:

Plﬂ‘{_ b-.: 11]‘3__]_ C, L f dg:o (hl)

Eliminado asi dicho término en la resultante, se separa el
factor comun Y, que queda en el segundo paréntesis; y expre-
sando los demas coeficientes por b, ¢, n, se tendra:

Yl (Y t+rl)a 2
: f (Yld—l_blYl+01)+(Y1"I_H1)'=0' (AJ)

2

Esta ecuacion tiene, como se ve, los dos tltimos paréntesis
idénticos en la forma & los de la 2 en la de cuarto grado, y trata-
da como aquélla, se le dara el divisor de primer grado, obte-
niéndose la deducida final de quinto.

Al mismo resultado se llegara si se la trata como la 2 de la
solucion de tercer grado. '

ARTICULO IIL.

FORMULA GENERAL SINTETICA
para resolver algebraicamente la ecuacion del grado n
ya tenga raices y coeficientes racionales,
0 ya los tenga irracionales.

ES EL [MPOSIBLE SECULAR DE LA CIENCIA.

Sea la ecuacion
Yr::l ! b[‘IT,lLI Ibg Y:::E"f'-¢ . b{n-z}‘fil“{— b {11-1]Ym+b u=0 A

Separando como factor comtn en los dos ltimos {érminos
el coeficiente by, _,,, y en los precedentes Y2 ; haciendo de segui-
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da Y,,=Y,, ., +-Pn_,; sustituyendo; y expresando los coeficien-
tes en el paréntesis del medio por ;b,, b,,... b,—,; ¥y la suma de
bl'l

;"_

los términos sin Y del altimo parentesis, 0 sea, (P, Y
N1

por S, , tendremos:

#

LY‘“ b i P‘-“ I) (Yﬂl*2+ b Ym 1 ) ---Ib(n'B}Ym-r'{_ :bu 2)"‘[):1_1(-1?“1_1—'1“815 ==()

Obsérvese ahora que la ecuacion esta reducida & una suma
de dos cantidades, 6 sumandos; el segundo formado por un pa-
réntesis con su coeficiente que serd constante, y el primero, por
un producto de paréntesis, que siendo ahora dos, aumentara en
uno por cada transformacion sucesiva que se haga, siendo de tres
en esta primera, luego que se encuentre terminada. En las refe-
rencias que se hagan a4 los paréntesis de las transformadas suce-
sivas, se entenderd por altimo, ¢l del segundo sumando, y por
antercor, el ultimo del producto del primer sumando.

En la ecuacion que precede, el ultimo término del paréntesis
anterior al ultimo, 0 sea, .b,_,, igualandose & cero, representa
para la disponible P, ., , la ecuacion del grado (n —2).

Igualando, pues, a cero el polinomio .b,_,, (1éase subuno b
subene menos dos), sabremos ya resolver esta ecuacion, desde el
momento en que sepamos resolver la del grado n, para Y,,. Re-
suelta la ecuacion ,b,_,, y sustituyendo un valor de P,,_,, en el
paréntesis anterior al altimo, y separando en el mismo el factor
comin Y, _,, quedara la ecuacién en esta forma:

-(Ym-th}*P.m-I)z(Ym :) ( 1!]11"%_]_ b Yrtllli os Ib{l'l—--“-‘, Ym -1 I_lbl‘l'ﬂ)
lhn 1) (Ym—r-{nsr):(} A

1

En esta se hace Y, _,=Y,, ,4P._,; sustituyendo; y expre-
sando los coeficientes del paréntesis anterior al tltimo, pm b,

sy by, v la cantidad sin Y, del ultimo paréntesis, ¢ sea,
(Pn—.4-5)), por 5;, la ecuacion sera:

Y

(YIH'F’-'_I*P"PEWI_[}’“'I)E(Ym'ﬂ‘ {hP""'z) (Ylllllé i;h 11F zlr!:‘fF I_ i 11-‘5}Ym 2 ,I.-‘I-t} 1 :;,]
+b (n- 1) (Ym 3.} Sz)—_':" 0
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En ésta, el Gltimo término del paréntesis anterior al altimo,
2ba—j, representa la ecuacion del grado (n —3) para la disponible
Pn—s, € 1gualando a cero el polinomio, desaparece dicho térmi-
no. La expresada ecuacion, y las sucesivas para P,,_., Bl iy
asi continuando, las supondremos resueltas, por la misma razon
ya indicada en la primera sustitucion.

Reducido, pues, & cero, el altimo término del paréntesis an-
terior, sustituyendo el valor de P,,_,, en el mismo paréntesis; y
separando luego el factor comun Y,,_,, resultara la ecuacion en
esta forma: | | |

el Pl P M Y P N X L Y b Y LD

F

"I"b[n-I] (Y m-2+Sz)=0 -A--g

Continuando asilas sustituciones y operaciones por el mis-
mo orden, y haciendo m=n-—-4, es evidente que cuando se ha-
van hecho m sustituciones, el polinomio del paréntesis anterior
al ultimo, tomara esta formas:

(N b Voab) k
El parentesis ultimo sera B H (Y Sh)
El primero del productosera (Y{-P+4+P,+.....Pn_))
El segundo sera (X4 PPy Poy)

Y asi continuando hasta que el factor contiguo al indicado
en k sera | (Y).

Y por lo tanto, la ecuacion después de las m operaciones,
sera.

(Y"i_P"l“Prf‘ Pm I)Z(Y_{L'P+P:_I" Pm 9) """ (Y) (Yi_}ﬂmbIY—l_mbz)
Fhay (V4-S)=0 A

La cual es la que llamaremos preparada, por tener los
baréntesis, altimo y anterior, en la forma conveniente, como

la 2 en los grados tercero y cuarto, para hacer que el altimo se
convierta en divisor del anterior, y por lo tanto, en divisor de
primer grado de la ecuacién propuesta.



SEE

Dado, pues;-el divisor 4 la ecuacion, por cualquiera de ]os
dos modos, y hecha la division, se tendra ya conocida una rai.
dedas'n que aquella liene, y quedara para resolver la ecuacion
del grado (n—1) que contendra las otras (n—1) raices: |

La manera de dar 4 la ecuacion el divisor de primer grado,
comun al altimo paréntesis y al anterior, es lo que esta expuesto
y demostrado por sicte mocdos diferentes, en los cuadernos
tercero y cuarto de Lucubraciones Algebraicas, dos de los cuales
son los expuestos en este libro.

ARTICULO 1V.

SISTEMA DE 72 ECUACIONES CON 77 INCOGNITAS DEL CROSIIN0O GRADO
Su resolucion sistematica.

Para resolver un sistema de 7 ecuaciones con n incognitas
del enésimo grado, se resolvera primero una de sus ecuaciones,
con relacion & una de las incognitas que contenga, y sustituido
el valor de ésta en las demas, nos quedara para resolver un sis-
tema de (n - 1) ecuaciones con (n —1) incognitas y de cualquier
grado.

Procediendo con éste como con el anterior, se obtendré otro
de (n--2) ecuaciones con (n—2) incognitas y de cualquier
grado. |

Continuando asi con éste y los siguientes se llegard d una
sola ecuacion, con una incognita y de cualquier grado.

Resuelta ésta, y hallado el valor de 1a Incognita en funcion
de los coeficientes numdricos ¢ literales, se retrocede sustitu-
vendo hasta quedar resueltas todas las ecuaciones en funcién de
los coeficientes dados en el sistema propuesto.

Pero ahora debe -observarse que al resolver una ecuacion
del sistema (n—1), y despues la del siguiente, y asi hasta la al-
tima, puede suceder, y sucede de seguro, que la incognita que
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vamos a despejar se halla sometida 4 los radicales con que se
resolvio la ecuacion 6 ecuaciones anteriores, vy, en tal caso, lo
primero que hay que hacer, cs eliminar los radicales hasta que:
la incognita quede libre de ellos ¢ fuera de todos ellos.

Esta operacion, si no hay mas que radicales de segundo
grado, escde muy facil ejecucion; y, por esto, cuando se trate de
resolver un tal sistema de ecuaciones, sera preciso resolver des-
de el principio las de tercer grado, y las de cuarto, por el méto-
do que solo admite los radicales de segundo.

La dificultad, que & mi me parecic insuperable, de eliminar
de un polinomio los radicales de tercero y superiores grados, no
reducibles al segundo, siendo mdas de dos 6 tres, fué lo que prin-
cipalmente me obligé & buscar las soluciones de tercer grado sin
radical de grado impar.

Ahora que ya se sabe la solucion del grado n, y la de los
sistemas de ecuaciones, ninguna dificultad habra ya para coms-
prender también: |

1.2 Que las raices halladas por el procedimiento sistemati-
CO son exactas, puesto que son factores y divisores exactos de
la ecuacion. Y, que por lo tanto, las raices aproximacdas de
las teorfas de todos los algebristas, no siendo factores, ni diviso-
res exactos de la ecuacion, no son tampoco raices de la misma,
ni tienen por ende valor alguno ante la Ciencia.

2. Que hallada la primera formula para la ecuacion del

grado n, se tendra en ella la primera raiz; ylas (n—1) que
faltan, en la ecuacion del cociente exacto, que se obtiene al di-
vidir la ecuacion por la primera raiz hallada.
i Jo Que halladas las n raices primas de la ecuacion del
grado n, las raices, de segundo grado, de tercero, hasta del gra-
do (n—1), no seran mas que las combinaciones _binarias, terna-
rias, y, asi siguiendo, que se puedan formar con las 7n raices
brimas de la ecuacion.



4.° Que la cuestion de eliminar incognitas,de un sistema
dado de ecuaciones, queda desde ahora reducida, a4 la ya evi-
denle de resolver algebrdaicamente todas las ecuaciones del
sistema.

5.2 Que si.n es infinito, el sistema que representa, no es
imposible para nosotros en cuanto d saberle resolver, siné en
cuanto d poderlo ejecutar.
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