
■/¿C ^ ^

[ g |j3 ^ -

r COMPENDIO
r íjt > -M ,DE

ARITM ETICr Y
DISPUESTO

PARA LOS ALUMNOS DE 2.“ ENSEÑANZA
POK

D. CARLOS BOTELLO DEL CASTILLO,
BAOEILLEB EN LA FAOULTAL DB FILOSOFÍA .

CATBDBAt ICO d e  MATEMATICAS EN EL INSTITUTO PBOVINOIAL DE BADAJOZ. 
EZ-DIBECTO B DEL MISMO .

OOMBNDADOa DE LAS BEALES ÓBDBNBS ESFAÑOLAS DE CÁELOS I I I  ¿  ISABEL LA CATÓLICA 
S E  LA POBTUaUESA. DB OBIBTO , E T C .

MADRTD.IM PR E N T A  DE A L E JA N D R O  GÓM EZ F U E N T E N E B R O ,
BOBDADOBES . 10.1 8 7 8

n i

-«-»e J ÍS

o ' )  i ŷ "
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m TRODüCGíOTíA.L ESTUDIO
DE LAS MATEMÁTICAS.

I . M a t e m á t ic a s  (del griego [xaO-not?-, ciencia) es la ciencia que tra
ta de las cantidades.

Se usa en plural la palabra Matemáticas, porque la maiesis era 
entre los griegos la reunión de los conocimientos evidentes y ciertos, 
y cada uno de éstos ha llegado á constituir una ciencia distinta, aun
que formando todas un conjunto armónico , al cabo de muchos si
glos y merced á los esfuerzos y progresos de la inteligencia humana. 
Y era tan alta la estimación que de aquellos conocimientos tenía la 
culta Grecia , que les dió el nombre más noble posible , como si dijé
ramos, la ciencia]}or excelencia.C a n tid a d  de una cosa cualquiera es el resultado qne se obtie
ne al compararla con otra de la misma especie que se elige como %ni- 
dad de medida ó término de comparación. Así, cuando decimos, aqni 
hay diez metros de paño, la cosa es el paño; la cantidad, diez metros, 
y la unidad de medida, el metro. Es evidente que la unidad es tam
bién , como lo son dos meto'os , tres metros, etc. Y como
unas veces habrá más de diez metros , y otras ménos; esto es, como 
\q. cantidad de paño susceptible de y  de ménos, de aquí que 
todos hayamos dicho que cantidad es todo aquello qiíc es sus
ceptible de aumento y de disminución: definición viciosa que abraza 
la cantidad y la cosa , pues que una y otra son susceptibles de má^ y 
de ménos ; y es necesario que digamos de una vez, que la cosa y la 
cantidad de la cosa son dos entidades distintas. Por eso no pueden 
ponerse sobre el papel aceite ni carbón, por ejemplo , para hacer
los entrar en los cálculos : lo que se hace entrar en los cálculos son 
cantidades de aceite, de carbón , etc.

Hay más : la idea de la cantidad es ley fundamental del entendi
miento; así está reconocido desde Aristóteles. Nosotros no concebi
mos nada finito sin la idea de la cantidad, que podemos definir tam-
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bien la relación de una cosa con sus limites. Y oomo esta relación no 
es constante , por eso la cantidad es susceptible de aumento y de 
disminución.

Ni basta este carácter para que esas relaciones puedan caer bajo 
el dominio de las Matemáticas. Se necesita además que puedan refe
rirse á una unidad de medida. Así los fenómenos que caen bajo el 
dominio de las Matemáticas tienen por límites los limites del mundo 
físico. Así los fenómenos del mundo psicológico , como el placer y 
el dolor , por ejemplo , no pueden entrar en los cálculos ; pues si 
bien son susceptibles de más y de ménos , de aumento y de disminu
ción , no existe para ellos unidad de medida alguna.

En suma , definir la cantidad por la propiedad que tiene de ser 
susceptible de más y de ménos., y por la de poderse sujetar á medida, 
propiedades ambas que son comunes á la materia y á la cantidad de 
materia, no es aceptable. En su consecuencia excitamos á las per
sonas competentes para que estudien y propongan una defini don 
mejor ; así como nosotros exponemos modestamente la que está en 
las primeras lineas de este número.

y  considerando el tiempo y el espacio (estas condiciones primor
diales del mundo físico) como cantidades, y como formas dentro de 
las cuales han de verificarse y se nos aparecen todos los hechos del 
mundo físico , M. Wronshi nos ha legado la definición más bella, y 
más filosófica á la vez, que pueda darse áQ\2íS, Matemáticas, diciendo 
que son: l a  c ie n c ia  d e  l a s  l e y e s  d e l  tie m p o  y  d e l  e s p a c io .

3 . Las Matemáticas se dividen puras, y mixtas 6 aplicadas, 
según que se ocupen de la cantidad independiente de toda cualidad 
6 propiedad física, ó según traten de la cantidad con aplicación á 
esas mismas propiedades, tales como las presenta la naturaleza en 
los cuerpos y en la materia.

Nosotros sólo nos ocuparémos de las Matemáticas puras.
4 . Pero la cantidad considerada en el tiempo es la cantidad nu-

meralle, y considerada en el es la cantidad figurada: la pri
mera se llama también cantidad, discreta, y la segunda se llama can
tidad continua ó extensión.

Las Matemáticas puras se dividen, pues, en dos ramas funda
mentales: la ciencia general de los números , y la ciencia general de 
la Para designar la primera ha introducido M. Wronski
la palabra (del árabe ALGORETM, ; y para nom
brar la segunda se emplea la palabra Geometría (del griego , 77), 
tierra, y iwcpov, medida).

Ahora , los números, como todo lo que entra en el circulo de los 
conocimientos humanos, pueden ser considerados y en



/general, es decir, según sus hechos y según sus leijes; y la Algorit
mia se divide á su vez en otras dos ramas : la que trata de los hechos 
de los números y se llama Aritmética (del griego áptejAô *, nùmero,
V Téx,uv, arte), y la que trata de sus leyes y se llama A Igelra, de dis- 
cutible etimologia arábiga.

5. ÜNIDA.D en Matemáticas es cualquier cantidad elegible á arbi
trio ó dada por la naturaleza para que sirva de término de compara
ción respecto de las demás de su especie. Asi , en el ejemplo ante
rior (*5) pudimos tomar por unidad la vara , el pié, etc.; pero en los 
diferentes géneros de coleccionas, la unidad es dada por la naturale
za. Asi, en un olivar, la unidad es el olivo.

La expresión déla comparación ántes indicada se llama nùmero.
El NÚMERO es , pues, una cantidad, numèrica; pero no todas las 

cantidades son numerables, pues la extensión es sólo numerable cuan
do se la mide , que fuera de ese caso la extensión es siempre una 
cantidad geométrica b figurada.

O. Dos son las cuestiones que están jugando constantemente en 
los libros didácticos de Matemáticas : el Teorema y el Problema.

Teorema es una cuestión en la que se trata de demostrar las^ro- 
piedades de que gozan cantidades dadas y conocidas por medio de un 
razonamiento llamado demostración.P r o b l e m a  es una cuestión en la cual nos proponemos determinar 
el valor de una ó más cantidades desconocidas, en virtud del conoci
miento de otras y de las relaciones que ligan á las primeras con las 
segundas. Las relaciones y cantidades conocidas se llaman datos , y 
las cantidades desconocidas incógnitas.

En la demostración de los teoremas y resolución de problemas 
pueden seguirse dos métodos: el analitico y el sintético.

El MÉTODO AN ALÍTICO  proccde de lo compuesto á lo simple, eleván
dose por grados de lo particular á lo universal.

El MÉTODO SIN TÉTICO  pTocede de lo simple á lo compuesto, des
cendiendo por grados de lo universal á lo particular.

Ambos son cientificos, y léjos de ser incompatibles, por el con
trario, se completan mutuamente. Por eso Bacon los comparaba á 
una escalera de mano de dos ramas ó piernas, en cuyo vértice es
tuviesen los principios, producto del primero y punto de partida 
del segundo; porque donde acaba el análisis comienza la síntesis.

El método analitico se llama también de invención , porque e.s 
el que seguiría el primer hombre que tratase una cuestión cualquie
ra ántes que los demás; es el más filosófico , y hasta el más ele
gante .

El mètodo sintético es propiamente el método de enseñanza.



El Algebra es esencialmente analítica.
La Geometría es el más acabado modelo del método sintético.
Y las partes todas de las Matemáticas ofrecen un cuadro de ver

dades tan evidentes y tan sencillamente expuestas, que con razón se 
las llama ciencias exactas.

Además conviene conocerlas proposiciones reciprocas.
Es recíproca de otra ya explicada una segunda proposición en la que 
sirve de hipótesis la conclusión de la primera , y de conclusión la 
hipótesis de la primera : por oposición se llama directa á la prime
ra proposición. Las reciprocas se demuestran casi indirec
tamente, ó ad absurdum, suponiendo fa lsa  la conclusión, para que 
aparezca contradicción ó absurdo entre ella y la hipótesis ó algún 
principio que la ciencia tenga admitido:

Axiomas , que son unos principios tan sencillos y tan evidentes 
que se admiten sin demostración ; por ejemplo , dos cosas iguales á 
una tercera son iguales entre si:

Postulados, que se admiten generalmente sin demostración, aun
que no tienen el mismo grado de evidencia que los axiomas :

Corolarios, que son unas consecuencias tan inmediatas de algún 
principio que acaba de demostrarse, que no necesitan demostración 
especial:

Escolios , que son ciertas advertencias ú observaciones que sirven 
para ampliar, restringir ó generalizar un asunto cualquiera : y 

Lemas , que son unas proposiciones prévias ó auxiliares que se 
establecen como base de algún teorema fundamental con que suele 
dar principio la exposición de una teoría.
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A R IT M É T IC A .

INTRODUCCION.

7. Aritmética es la parte de la AlgoTÍtmia, y  también de las 
Matemáticas que trata de \<:>̂ hechos de los números, ó que 
se ocupa de los números de una manera elemental.

Número en Aritmética es toda colección de unidades de una mis
ma especie é ig-uales, por ejemplo, tres duros, tres quintos de duro.

Unidad es cada una de castas partes iguales que entran á compo
ner el número.

El número puede ser entero en absoluto, y  , como derivados de 
éste, quebrado y mixto. Es entero si la unidad que lo compone no 
se refiere á otra unidad superior, por la cual se la llama unidad en
tera 6 simplemente unidad, á diferencia de la que se llama unidad 
fraccionaria, que es aquella que se refiere á otra superior como uni
dad entera. El primero de los ejemplos precedentes es un Plumero 
entero I su unidad, el duro; el segundo es un quebrado, su unidad 
ñ*accionaria, el quinto de duro¡ teniendo ambos igual número de uni
dades. Quatro duros y medio, por ejemplo , compuesto de entero y 
quebrado, se llama número mixto, en el cual entran cinco unida
des, cuatro enteras y  una fraccionaria.

Los números se llaman abstractos si no se refieren á ninguna 
unidad determinada, como cuatro , cinco, etc.; y  concretos si se re
fieren á alguna, q,c>tíio cuatro hombres, cinco libros , etc. También 
puede llamarse unidad abstracta la que entra en el primer ejemplo, 
y  concretas las que entran en el segundo.

Los números concretos son homogéneos si se refieren á unidades 
de una misma especie, como cuatro libros y  cinco libros; y hetero
géneos , si se refieren á unidades de distinta especie, como cuatro 
libros y cinco plumas.

Los números abstractos s,oi\ todos homogéneos, puesto que sop



todos de una misma especie, á saber, de exclusión de todas las 
especies de números concretos.

También se dividen los números concretos en complejos é incom^ 
piejos.

Hay números que reciben otras varias denominaciones , segMin 
los casos , como (Ligito y compuesto, primo , conmensurahle é in~ 
coumcnsurahle y Jiguo'ados, de los cuales nos ocuparemos en ocasión 
oportuna, y los llamados abundantes, deficientes, amigos,perfectos., 
de oro y recíprocos, cuyas definiciones sedarán áconocer más ade
lante.

1>i. Se lia dicho también que Aritmética es la ciencia que enseña 
á expresar, componer y descomponer los números.

De la primera parte se ocupa la numeración.
De la segunda se ocupan la adición , multiplicación y elevación á 

potencias.
De la tercera, la sustracción, división y extracción de raíces.
Todos los autores de obras como ésta comienzan por la numera

ción do los números enteros abstractos , y explican también las seis 
operaciones fundamentales de la Aritmética que acabamos de men
cionar , en primer término sobre números enteros abstractos , con el 
auxilio de los cuales se forman y expresan todos los demás.

El número entero abstracto debe, pues , sor considerado como el 
símbolo característico de la Aritmética, y del cual se sirve para 
cumplir su objeto , á saber , para tratar de la cantidad numérica en 
particular, ó sea según sus hechos.

12
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CAPÍTULO PRIMERO.

iViimci'aoSon decim al ile lo s  m ím e ro s eiiío ro s ali.sli*aoio.« y  
la s  s e is  opei'acioiies fiiiid aiiien iales sa lire  la s  m ism os.

NUMERACION.
O. Numeración es la parte de la Aritmética que se ocupa de la 

formación y expresión de los números enteros.
La generación ó formación de los números enteros se obtiene por 

la adición sucesiva de la unidad con ella misma. Y este acto es tan 
inmediato al de su expresión que la generalidad de las personas los 
realizan sin darse cuenta de que son dos actos distintos : por eso su 
explicación es simultánea.

Ahora, la expresión de los números puede ser por medio de la 
palabra hablada y por medio de la palabra escrita, es decir, que la 
numeración puede ser hablada y escrita.N u m e r a ció n  h a b l a d a . Como no se puede señalar el límite de los 
números, porque dado uno, por grande que sea, se obtiene un 
nuevo número sin más que agregarle una unidad, sería imposible 
dar á cada uno un nombre distinto.

Así se justifica la necesidad de combinar un pequeño número de 
palabras para expresar todos los números enteros posibles : tal es el 
objeto de la numeración hablada.

Se considera como primer número la unidad, y  se expresa con la 
palabra uno; la reunión de uno y uno se expresa con la palabra dos; 
la de dos y uno con la palabra tres; la de tres y uno con la palabra 
cuatro ; la de cuatro y uno con la palabra cinco; la de cinco y  uno 
con la palabra seis ; la de seis y  uno con la palabra siete ; la de siete 
y uno con la palabra ocho ; la de ocho y uno con la palabra nueve, 
y  la de nueve y uno con la palabra diez.

Este número diez se considera como iina nueva especie de uni
dad llamada de segundo órden, ó decenas, para diferenciarla de las 
nueve primeras llamadas simplemente unidades ó de primer órden.

Y se cuentan y expresan los números por decenas como se con
taron y nombraron por unidades. Así se dice: dos decenas, tres de
cenas , etc., cuya nomenclatura ha sustituido el uso con ésta , veinte, 
treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochenta, y noventa.

Los números comprendidos entre dos decenas consecutivas se 
expresan uniendo á éstas una de las nueve primeras palabras. Asi 
diremos: treinta y cuatro, para expresar e.ste niímero comprendido
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entre tres y cuatro decenas. El uso , sin embarg'o, en vez de las pa
labras diez y uno , diez y dos-, diez y tres, diez y cuatro , y diez y 
cinco, ha introducido éstas: once, doce, trece, catorce, y quince.

Con estos elementos podemos ya contar y expresar hasta el nú
mero compuesto de niiene decenas y nueve unidades, ó sea el núme
ro noventa y  nueve.

Agregando á éste una unidad se forma el número que se
considera como una nueva especie de unidad , llamada de tercer ór- 
den ó centena.

Y se cuentan y expresan los números por centenas, como se 
contaron y nombraron por decenas y por unidades. Así dirémos : 
dos cientos, tres cientos, etc. En vez de cinco cientos el uso ha in
introducido la palabra quinientos.

Los números comprendidos entre dos centenas consecutivas se 
expresan uniendo á éstas las palabras con que hemos expresado los 
noventa y nueve primeros números. Asi se dice ; ochocientos diez 
y  ocho, ochocientos cuarenta, para expresar estos números compren
didos entre ocho y nueve centenas, por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el número com
puesto de nueve centenas , nueve decenas y nueve unidades , 6 sea el 
número nuevecientos noventa y nueve.

Agregando á éste una unidad se forma el número mil, que se 
considera como una nueva especie de unidad, llamada de cuarto 
orden 6 unidad de millar, 6 simplemente millar.

Y se cuentan y expresan los números por millares , como se 
contaron y se nombraron por centenas, decenas y unidades. Así se 
dice: dos m il , tres mil, etc.

Los números comprendidos entre dos unidades de millar se ex
presan uniendo á éstas las palabras con que hemos expresado los 
nueve cientos noventa y nueve primeros números. Así dirémos: tres 
mil quinientos ochenta y ocho , para expresar este número compren
dido entre tres y cuatro millares por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el número com
puesto de nueve unidades de millar, nueve centenas, nueve dece
nas y nueve unidades, ó sea el número nu&ve mil nueve cientos no- 
cenia y  nueve.

Agregando á éste una unidad se forma el número diez mil, 
que se considera como una nueva especie de unidad , llamada de 
quinto órden ó decena de millar.

Y se cuentan y expresan los números por decenas de millar, como 
se contaron y nombraron por millares, centenas , decenas y unida
des. Así dirémos : veinte m il , treinta m il, etc.



Los números comprendidos entre dos decenas de millar conse
cutivas se expresan uniendo á éstas las palabras con que hemos ex
presado los nueve mil nueve cientos noventa y nueve primeros nú
meros. Así se dice; setenta y tres mil quinientos para expresar este 
número comprendido entre siete y ocho decenas de m illar, por 
ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el nVimero com
puesto de nueve decenas de millar, nueve millares (ó sean nueve uni
dades de millar), nueve centenas, nueve decenas y nueve unidades , ó 
sea el número noventa y nueve mil nuevecientos noventa y  nueve.

Agregando á éste una unidad, se forma el número cien m il, que 
se considera como una nueva especie de unidad., llamada de sexto 
orden ó centena de millar.

Y se cuentan y expresan los números por centenas de millar, 
como se contaron y nombraron por decenas de millar, millares [h 
unidades de millar), centenas, decenas y unidades. Así se dice; dos
cientos mil, trescientos m il, etc.

Los números comprendidos entre dos centenas de millar conse
cutivas , se expresan uniendo á éstas las palabras con que hemos ex
presado los noventa y nueve mil nuevecientos noventa y nueve 
primeros números. Asídirémos: ochocientos treinta y dos mil cua
renta y  tres, para expresar este número comprendido entre ocho y 
nueve centenas de millar, por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el número com- 
-puesto de nueve centenas de millar, nueve decenas de millar, nxieve 
unidades de millar, nueve centenas, nueve decenas y  nueve unidades, 
ó sea el número nuevecientos noventa y nueve mil nuevecientos noven
ta y  nueve.

Se forma el iiiímero millón agregando al anterior una unidad, 
llamada de sétimo órden ó unidad de millón.

Siguiendo el método explicado se forman y se expresan fácil
mente los números compuestos de unidades de un orden superior á 
la unidad de observando que unidades de cierto órden
componen una unidad del inmediato superior , y que se cuenta por 
unidades de un órden cualquiera, como se ha contado por las del in
mediato inferior.

Después de las unidades de millón siguen las d.ecenas de oni- 
llon, centenas de millón, unidades de millar de millón, decenas 
de millar de millón, centenas de millar de millón , unidades de 
millón de millón ó sea billón, decenas de billón..... irillones, cuatri
llones, etc.

Trece son las palabras necesarias y su/iclenles para la combina-

15



cien acabados: ¡ r t : S ; : r e . . .  ,a e

ha „SOKITA. La mmeracion escrita enseña (i ex-
, r e s a r X  los n,'meros enteros posiUes por nerlio ele curta cenU-

mente , pafinnes • 1 .“ d ecir ¿  m'imero de unidades de cada órden,: s , - . .  -Y como de cada órden e ^  inmediatamente

“ ¿ r =  r ■;• * ; • ”  ^
u l;  , cte, troa, cuítro, cinco, seis, siete, ocho, nueve.

Y con ellas se expresan 6 escriben los nueve primeros números:
odio , por ejemplo , se escribe , 8 establecido entre los

Para resolver la segunda cuestión, ¿el cual, W « '
matemáticos M en  in-

1 1 " . » — I » "

Para , ^e escribe la cifra 3 ; y para que le-
ae ^ide;mdade y  ̂ i  ^ p„„e á su dere-
presente umdaües ^ demás,
cha la cifra 1 ; de este mod . ’ ^  carecen de unidades

Pero se presentan „‘l.esto de tres unida-
de uno 6 mis órdenes, ta ¿eririméro. Para escribir este in'i-
des de segundo órden y ningi f„a nueva cifra llamada cero , y
mero, y otros análogos, seM  la carencia de
,l„e se escribe 0, cuyas dos f“ ™ ““  “  „ Jestá n  á sil mnierda  
imidades del Ug<̂ f' número treinta se escribirá así: 30.
M colocación y suficientes con el

Diez son, pues, « expresar todos los números.

i : i t i ”  s : ; s " : . „ . i . . i »
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do absoluto , para distiiig-uirlo del mlor dependiente del lugar que 
ocupan, j  que se llama relativo.

Por ejemplo : la cifra 3 , cualquiera que sea el lugar que ocupe, 
vale tres unidades; pero si estèsola , serán tres unidades simples; 
si está en el segundo lugar, contando de derecha á izquierda, serán 
tres decenas , ó sean treinta unidades simples.

La lectura de un número escrito se hace, asi como la escritura, 
de izquierda á derecha , clasificando ántes las cifras’de derecha á iz
quierda de seis en seis, con un 1 en el primer lugar , un 2 en el se
gundo, etc., para indicar los millones, billones, etc., y dividiendo 
cada uno de estos periodos de seis cifras en dos de á tres, por la parte 
inferior con una coma , de esta manera : unidades, decenas, cente
nas, unidades de millar, decenas de millar , centenas de millar, mi
llón, decena de millón, etc. Sea por ejemplo: 3*207,048.

Este número se lee así ; tres millones doscientos siete mil cuaren
ta y ocho unidades.

Es menester advertir que , leyendo este número de esta manera, 
se reducen todas las unidades de órden superior á unidades de primer 
órden. Por lo demás , éste como todos los números pueden leerse y 
enunciarse de varios modos ; ya sin reducirse las diferentes unida
des de los respectivos órdenes á ninguno inferior , ya reduciéndolas 
á alguno ó algunos de los intermedios, sin llegar á las unidades de 
primer órden.

Recomendamos los anteriores ejercicios, y también que se apren
da á decir de memoria y con prontitud: 1 .® qué órden de unidades 
corresponde una cifra que ocupe cierto lugar contando de derecha à 
izquierda; y 2.“, dado el órden á que corresponde, qué lugar ocupará 
contando de derecha à izquierda. Solamente sabiendo esto bien, po" 
drá el alumno escribir y leer con prontitud , acierto y conocimiento 
de lo que hace, los números que se le propongan.

13. Este sistema de numeración no es el único, y se llama deci
mal, porque su base es diez , esto es, porque diez unidades de un ór
den componen una del inmediato superior, y diez es el número de ci
fras que en él se emplea. Además es el sistema que han seguido to
dos los pueblos espontáneamente, á excepción de los chinos y de una 
tribu oscura de Asia, y forma la lengua casi universal de la huma
nidad.

Esta conformidad no puede explicarse sino por la costumbre que 
en la infancia tenemos de contar por los dedos. Y de aquí que á los 
números menores que diez, se les llama dígitos {ó.d\.\o.Í\M digitus, 
dedo), y del diez en adelante, compuestos; y es de creer que si el hom
bre tuviese seis dedos en cada mano, seguiría el sistema duodecimal.2

17
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Estas cifras (̂ iie hemos dado á conocer, llamadas arábigas 

tomaron los árabes de la India, hacia el sig-lo X, y son casi iguales á 
las que hoy usamos, excepto el cero , cuyo signo era un punto (.). 
Los sábios árabes importaron en España estas cifras con su Aritmé
tica , que enseñaban en Córdoba, con razón llamada la Aténas de 
Occidente; pero no se generalizó su conocimiento por Europa hasta 
el siglo XIII.

13 . Los griegos dividían los números en períodos de á diez; 
pero como ignoraban el artificio de representarlos por signos ó ci
fra s , dando á éstas valores absolutos y relativos á la vez , se vie
ron obligados á emplear hasta treinta y seis signos, sacados casi to
dos de su alfabeto , para hacer su Aritmética lo más regular posible.

14. Los romanos representaban los números enteros por medio 
de siete letras de su abecedario, que con sus valores respectivos son :

I, V, X, L, C, D, M.
1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000.

Escribían, yendo de las de más valor á las de menor; advirtien
do que una letra antepuesta á otra de mayor valor , quita á ésta el 
valor de aquélla.

El valor de toda letra se hace mil veces mayor poniendo una lí
nea horizontal encima ó una íw por la parte superior ó inferior de 
la letra.

1878.....MDGGOLXXVm _  404.... ODTV
1000000......M

Antiguamente se escribía Tnil con dos CC encontradas y una I 
en medio, CIO.

15. Los hebreos dieron á cada una de las veintidós letras de su 
alefato valor numérico en este órden :

CARACTER
HEBREO.

NOUBRE
H E B R E O -

VALOR
NUMÉRICO.

n
*1

n

Áleph..........
Bheth..........
Ghimel........
Dhaleth. . .  .
Jí/ie.............
Wau............
Zain............
Uhhet..........
Tet..............
Yod.............
Chaph.........

123
4
5 
(i
78 
9

10
20

CARACTER
HEBREO.

NOMBRE 
H E B R E  0.

VALOR
NUMÉRICO.

•7
n3
D
V

p
n

r.

Lamed......... 30
Mem............ 40
Nun............  50
Samech. . . .  60
Ilhhhayin. . 70
Phi.............. 80
Tsaiie.......... 80
Qoph...........  100
Pesch..........  200
Sellin..........  800
Tau.............  -106
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con las nueve primeras representaban las unidades^ con las nueve 
seg-uudas representaban las decenas, y con las cuatro restantes las 
centenas.

De suerte que en estos tres pueblos se observa el mismo fondo v 
la misma aspiración á contar por diez , como que está basada en la 
estructura de una de las partes de nuestro cuerpo [la mano) que 
esto significa la letra yod con que los hebreos representan el nú
mero duz, i Quién realizó este ideal de los sabios clásicos de la anti
güedad ? Lo ignoramos. Pero nadie puede disputar al pueblo árabe 
la gloria de haberlo revelado al mundo. desde las escuelas de Córdo
ba, con la escala decimal de numeración que es hoy, como dejamos 
apuntado , la lengua casi universal de la humanidad.

Concluyamos esta teoría llamando la atención de los hombres 
pensadores acerca de dos circunstancias que se observan en la nume
ración de los hebreos : 1.“ Hay letras que con ligerísima modificación 
representan nnidadesy decenas, unidades y centenas, decenas j  cen
tenas-, 2.‘ nuestras cifras 2. 3, 4 y 7 tienen una semejanza admira
ble con las letras hheth, gfúmel, dhaleth jz a in ,  y áun el 1 parece 
parte de su primera letra álepli, con las cuales ellos representan los 
números respectivamente iguales.

¿ Será que alguna tribu fugitiva de la catástrofe de Jerusalen el 
año 70, cultivase la Aritmética en algún oscuro rincón de Asia 
hasta el punto de construir la escala decimal que habían de tomar
los árabes en sus correrías comerciales y militares de los siglos VIII 
y IX ?

No nos sorprendamos, pues, si por uno de esos raros accidentes 
que ocasiona algún descubrimiento en las letras orientales, vemos 
cambiar el nombre de numeración aráUga por el de hehráicz.

ADICION.■G. A dición, en general, es una operación que tiene por objeto 
reumr en uno solo el valor de dos ô más números homogéneos.Los números cuyos valores han de reunirse, se llaman suman
dos; el resultado , suma, y  la acción de reunirlos , sumar.

Para indicar la adición se escribe entre los sumandos el signo + . 
que se lee mas 6 aumentado de. Este signo se inventó por fjtifelius y 
otros alemanes en el siglo XVI.

iy . Cuando los sumandos son de una sola cifra. ó uno de varias 
y los demas de una, la adición puede hacerse de memoria , descom
poniéndolos todos , méiios el primero, en sus unidades , y agregan
do éstas á aquél una á una. Así, para sumar 11 con 3 y 2. se dice :

f )
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once j  una doce, y una trece , y una catorce, y una quince , y una 
diez y seis , disponiendo el cálculo en esta forma : ll- l-3 -h 2  =  16.

Este sig'iio =  se lee ig%al í¿, y se llama signo de igualdad, cuya 
invención se atribuye al inglés Recordé^ del mismo siglo XVI. Su uso 
es para expresar que dos cantidades son iguales , ya estén expresa
das como 7 =  7 , ya lo estén ba-jo distinta forma, como en el caso an
terior. La cantidad que está á la izquierda de este signo se llama 
pTÍmer mie'mhTO, y segundo la que está á la derecha.

a s . Cuando los sumandos son compuestos de varias cifras se 
observa la regla siguiente : Se colocan unos deóajo de oiros, de ma
nera que se correspondan las unidades de un mismo orden, esto es, 
unidades debajo de n^nidades, decenas debajo de decenas , etc.; se tira 
una linea por la parte inferior; se suman las unidades de primer ór- 
den, y esta suma parcial se coloca debajo y  en la misma columna, si 
no excede de 9 ; mas si excede de este nùmero , se reservan las decenas 
que compongan la suma de las unidades, para sumarlas con las dece
nas , escribiendo las restantes debajo de las unidades de primer órden: 
después se suman las decenas, y esta suma parcial se coloca debajo y 
en la misma columna, si no excede de 9; mas si excede de este nùme
ro , se reservan las centenas que compongan la suma de las decenas 
para sumarlas con las centenas, escribiendo las restantes debajo de 
las unidades de segundo órden, y asi sucesivamente.

E je m p l o : 70040 
5023 
1008_

76170

Dirémos ; 3 unidades y 8, son 11 , y 9 son 20 , que componen 
2 decenas y 0 unidades , que son las que pondrémos debajo délas 
unidades.

2 decenas procedentes de la suma de las unidades y 4 son 6 , y 2 
son ocho , y 0 son 8 , y 9 son 17, que componen una centena y siete 
decenas que son las que pondrémos debajo de las decenas.

1 centena, procedente de las sumas de las unidades de órdenes 
inferiores, y 0 es 1 , y 0 es 1 , y 0 es 1 , que pondrémos debajo de las 
centenas.

0 unidades de millar y 5 son 5 , y una G , que pondrémos debajo 
de los millares.

7 decenas de millar.
De esta suerte se han sumado las unidades, decenas, e tc ., res-



pectivamente entre sí; y como lo que seliacecon las partes queda he
cho con el todo , los números propuestos quedan sumados entre sí.

aO. Observaciones. 1.“ En la práctica se prescinde de estos de
talles, diciendo : 3 y 8, 11, y '9 , 20 ; y van dos: se poue el 0 y se si- 
^ue ; 2 y 4, 6; y 2 , 8; y 9 , 17 : se pone el 7 , y así se continúa.

2. “ Si se coloca una línea entre los sumandos y la suma, es por 
claridad.

3. * Si la suma de las unidades de cada órden no excediese de 9, 
sería indiferente empezar la operación por la derecha ó por la izquier
da, ó por cualquiera de las columnas intermedias. Pero si la suma 
de las unidades de cada número excediese de 9 y se empezase por la 
izquierda, habría que ir rectificándolas sumas parciales, después de 
escritas; lo cual sería embarazoso y de mal efecto : por eso dice la 
reg'la general que se empiece á sumar por la derecha, ó sea por las 
unidades inferiores.

4. “ La colocación que se da á los sumandos es por comodidad. Por 
lo demás, la operación se efectuará, cualquiera que sea la colocación, 
con tal que se sumen entre sí unidades de un mismo órden.

5. ® De la definición misma de la adición se deduce: que si los 
sumandos crecen ó decrecen , la suma crece ó decrece; que si un su
mando crece la misma cantidad que otro disminuye , la suma no se 
altera.

SUSTRACCION.

21

3 0 .  Sustracción, en general, es una operación que tiene por ol- 
jeto hallar la diferencia de dos números homogéneos.

Si los números propuestos son : el I.** una suma de dos números, 
y el 2.® uno de los sumandos; el número que se quiere determinar 
será el otro sumando , y bajo este aspecto la operación es inversa de 
la adición.

El número del que se resta otro , se llama minuendo; el que se 
resta , sustraendo] el resultado, exceso , residuo , diferencia ó resto; 
y la acción de hallar la diferencia, restar.

Para indicar la sustracción, se escribe entre los números el sig
no — , que se lee menos ó disminuido de-, su origen es el mismo que 
el de la adición (í©).

La sustracción entre dos números de una cifra, ó entre uno com
puesto de varias y otro de una, puede hacerse de memoria.

30. Pero si los dos términos de la sustracción son compuestos de 
varias cifras, la operación se hace del modo siguiente : Se coloca el 
sustraendo debajo del minuendo, de manera que se correspondan las
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unidades de un mismo órden; se halla la diferencia de las unidades 
de cada órden ̂ empezando por las inferiores ̂  y se escribe debajo de su 
órden respiectiDo.E jem plo  : 628

306
322'

Dirémos : 8 unidades ménos 6 , son 2 , que escribimos debajo de 
las unidades.

2 decenas ménos 0, son 2 , que ponemos deba,jo de las decenas.
6 centenas, ménos 3 , son 3, que escribimos debajo de las cen

tenas.
De este modo hemos restado de las unidades , decenas y cente

nas del minuendo, las unidades , decenas y centenas del sustraendo; 
y como lo que se hace con las partes queda hecho con el todo, los 
números propuestos quedan restados entre s í , el segundo del pri
mero. O tro e je m p l o ; 6024

^ 2 7
997

En este ejemplo , como de las 4 unidades del minuendo no se 
pueden restar las 7 del sustraendo, se descomponen mentalmente 
las 2 decenas en 1 + 1  , y dejando 1 en el lugar de las decenas , la 
otra se reduce á unidades, que son lO y se agrega á las unidades di
ciendo; 14 unidades menos 7 , son 7, que se escriben debajo.

Después, para hacer posible la sustracción de las decenas, se 
descomponen las 6 unidades de millar en 5 -f- 1 ; esta última reduci
da á centenas son 10, que descompuestas en 9 -f- l, y reduciendo 
ésta á decenas, son 10, y con una hacen 11 , y se dice: 11 decenas 
ménos 2, son 9 , que se ponen debajo.

Después , 9 centenas ménos 0, son 9, que se escriben debajo de 
las centenas.

y  por último, 5 unidades de millar , que quedaron después de la 
descomposición hecha para hacer la sustracción de las decenas , mé
nos 5 , son 0 , que no se pone á la izquierda.

De suerte que en este caso hemos transformado mentalmente el 
minuendo 6024 en o unidades de millar, 9 centenas, 11 decenas , y 
14 unidades.

En vez de considerar disminuida en una unidad la cifra de las 
decenas , se puede aumentar la del sustraendo y decir: 12 ménos 3, 
son 9. Despue? 10 centenas ménos 1 , son 9; y por último, 6 milla



res ménos 6 , son 0. Y en general , se puede aumentar una unidad 
á la cifra del sustraendo correspondiente á aquella cifra derminuen- 
do de quien se toma una unidad (para hacer posibles sustracciones 
anteriores), en vez de considerar disminuida á ésta en dicha unidad.® 3 . Observaciones. 1 .̂  Si las cifras del minuendo son mayores 
ó iguales que sus correspondientes del sustraendo es indiferente em
pezar la operación por las unidades inferiores ó por las superiores, 
porla derecha ó por la izquierda, ó por cualquiera de las columnas 
intermedias.

2. “ Es evidente que s i, quedando el sustraendo el mismo , el mi
nuendo crece ó decrece , el resto también crece ó decrece ; y que si, 
quedando el minuendo el mismo, el sustraendo crece ó decrece, el 
resto decrece ó crece ; por consiguiente, el resto no se altera , si á 
minuendo y sustraendo se añade ó quita una misma cantidad.

3. ® Si el minuendo y el sustraendo son iguales, el resto será 
cero.

4. ® Es evidente que el minuendo es igual á la suma del sustraou- 
do y resto.

5. ® El sustraendo es igual á la diferencia entre el minuendo y el 
resto.

MULTIPLICACION.

23

®4i. Multiplicación, en general, es una operación que tiene por 
ohjeio, dados dos números, hallar un tercero que sea respecto del pri
mero lo que el segundo es respecto de la unidad.

El primer número , ó sea el que se multiplica , se llama multi
plicando; aquél por el cual éste se multiplica , multiplicador; los dos 
juntos, factores del producto; el resultado, producto; y la acción de 
formar el producto, multiplicar.

Para indicar la multiplicación se escribe entre los factores el sig
no X , que se lee multiplicado píor, signo inventado por el inglés 
Ougthred á principios del siglo XVII: también se pone entre los fac
tores un punto.

5x4 , ó bien 5.4, se lee: 5 multiplicado por 4.

®5. Según la definición de la multiplicación, multiplicar 7 por 
3 , por ejemplo, es hallar un tercer número que sea respecto de 7 lo 
que 3 es respecto de la unidad; y como 3 respecto de la unidad es 
la unidad repetida 3 veces, de aquí que el tercer número que se bus*



en sea igual á 7 repetido 3 veces, ó lo que es lo mismo, á
7-t-7 +  7 =  21.

No cabe duda, en vista de este ejemplo , en cuanto á la posibili
dad de efectuar la multiplicación por medio de adiciones sucesivas. 
Pero es también cierto que este método , cuando los factores son 
muy complicados, es sumamente pesado. Y sin duda, haciendo alu
sión á la  brevedad del procedimiento que vamos á explicar , respec
to del que ligeramente hemos apuntado, se ha dicho que la nmlii- 
plicacion es una adición abreviada.

3 6 . Este procedimiento empieza desde la multiplicación de un 
luimero de una cifra por otro de una también , la cual se obtiene 
instantáneamente sabiendo de memoria los productos de los nueve 
primeros números entre sí : productos que se aprenden en la tabla 
llamada Pitagórica, por haberla dado á conocer Pithagoras (fuese ó 
nó el inventor), y cuya forma y explicación es como sigue :

24

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 4 6 8 10 12 14 16 18
3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 18 27 36 45 54 63 72 81

La primera línea superior horizontal se compone de los nueve 
primeros números.

La segunda se compone de los de la primera sumados consigo 
mismos : de suerte que en la segunda se hallan los nueve primeros 
números repetidos 2 veces, ó lo que es lo mismo, según la idea 
que hemos dado de la multiplicación (3i>) , los productos de los nue
ve primeros números por 2.

La tercera se compone de los de la segunda , sumados ordenada
mente con los de la primera: de suerte que en la tercera se hallan los 
nueve primeros números repetidos 3 veces, 6 leí que es lo mismo, se
gún la idea que hemos dado de la multiplicación (35 ) , los produc
tos de los 9 primeros números por 3.

La cuarta .se compone de los de la tercera sumados ordenadamen
te con los de la primera: de suerte que en la cuarta, se hallan los



nueve primeros números repetidos 4 veces, ó lo que es lo mismo, los 
productos de los nueve primeros números por 4.

Y  así sucesivamente las 5 líneas restantes contienen los productos 
de los nueve primeros números por 5, por 6 , por 7 , por 8 y por 9.

Por manera que, si se quiere hallan el producto de 5 por 3 , por 
ejemplo , se busca el 5 en la primera linea superior horizontal, y se 
baja por la vertical correspondiente hasta encontrarse enfrente del 3 
que está en la primera vertical de la izquierda : la casilla intersección 
nos dará el producto 15 pedido.

También pudo buscarse en la horizontal el 3 , y bajar por la ver
tical hasta encontrarse enfrente del 5 de la primera vertical de la iz
quierda: otra casilla nos dará, sin embarg-o , el mismo producto 15.

Como en la primera línea superior horizontal se consideran siem
pre los y en la primera vertical de la izquierda los
multiplicadores, cuando buscamos en la horizontal el 5, aprendimos 
el producto de 5 por 3 ; y cuando buscamos en la horizontal el 3» 
aprendimos el 'producto de 3 por 5 ; en ambos casos el producto 
fué 15 ; y esto nos indica ya la existencia de un principio interesan
te , á saber, que un producto no se altera cualqtiicra que sea el órden 
de los factores, ó en términos más precisos, que el órden de los facto
res no altera el producto', principio que demostrarémos para el caso 
de dos factores por el sig^uiente

a y .  Teorema.. Vamos á demostrar que 5 X 4 , por ejemplo, es 
igual á 4 X 5.

En efecto, descomponiendo el multiplicando 5 en sus unidades, 
y repitiendo esto tantas veces como unidades tiene el multiplicador, 
tendrémos:

5 =  l +  l-f-i- |-i +  l 
5=1 +  1 +  14-1 +  1 
5 =  1 +  1 +  1 +  1 +  1 
5 =  l +  i +  i + i  +  i.
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Y sumando ordenadamente estas igualdades , esto es, los prime
ros miembros entre s i , y los segundos entre sí, tendrémos : por una 
parte 5 repetido 4 veces , que, según la idea que hemos dado de la 
multiplicación (^ìi) , equivale á 5 X4 ; y por otra, 4 repetido 5 ve
ces, que, por la misma consideración, equivale á 4 X 5 ; y siendo 
iguales estos dos productos , queda demostrado el teorema, y a.sí 
de los demas ejemplos.
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Disposición del cálculo ;

5 =  1 -h  1 -h  1 -h 1 +  í 
5 == 1 -h  1 +  1 +  1 'h  15 =  -H -1 + 1 -Í- H -  j

5 x 4 = 4 4 - 4  +  4 +  4 +  4 =  4 x 5

Pasemos á considerar el caso eu que , teniendo el multipli
cando varias cifras, el multiplicador no tiene más que una.

Sea , por ejemplo , multiplicar 508 por 5. El producto puede ob
tenerse por medio de la adición en esta forma :

508
508
508
508
508

2540

Pero, según el procedimiento que en lo sucesivo hemos de se
guir, la operación se dispone de este modo:

508
5

2540’

y  diremos: 8 unidades por 5 , son 40 , que componen 4 decenas 
y¡0 unidades, siendo estas últimas las que se ponen debajo de las 
unidades del multiplicando.

0 decenas por 5 son 0, y 4, procedentes del producto anterior, son 
4 decenas que se escriben debajo de las decenas del multiplicando.

5 centonas por 5 son 25, que componen 2 unidades de millar y 5 
centenas, siendo estas últimas las que se ponen debajo de las cente
nas del multiplicando , y las 2 unidades de millar á su izquierda.

Y el producto 2540 de este modo obtenido, es el verdadero pro
ducto ; porque, seguirla idea que hemos dado de la multiplica
ción (5Í4), multiplicar 508 por 5 es hallar un tercer número que sea 
respecto de 508 lo que 5 es respecto de la unidad ; y como 5 se com
pone de la unidad repetida 5 veces , el tercer número que se busca 
habrá de componerse de 508 repetido 5 veces. Pero acabamos de re- 
j)etir 5 veces las unidades, decenas y centenas de 508, y como lo que 
se hace con las partes queda hecho con el todo , el todo, ó sea el nú
mero 508 propuesto, ha quedado repetido 5 veces, ó sea multiplica
do por 5.

Luego, regla; Para m%Uiplicar un íbúmero de rafias cifras por



otro de una sola, se coloca el segundo debajo de las unidades del pri
mero , y  se multi^lioanpoT él las unidades, decenas, centenas, etc. del 
muUiplicando; y si de alguno de estos productos parciales se obtienen 
unidades del inmediato superior, se reservan para añadirlas al pro
ducto siguiente.

El producto de uu número por 2 se llama duplo; y  si es por 3, 
triplo.

Escolio. Si se presenta el caso de que el multiplicando tenga 
una cifra y el multiplicador muchas, en virtud del teorema (’• i )  
iüvertirémos el órdeu de los factores , y estamos en el caso anterior, 
que es más cómodo.

Pasemos al caso más general de la multiplicación de los nú
meros enteros, que es aquél en que multiplicando y multiplicador 
constan de muchas cifras. Empecemos por el caso más sencillo.

Para multiplicar un número por 10, 100, 1000, y en general 
por la unidad seguida de ceros , se escriben d continuación del núme
ro propuesto tantos ceros como acompañen d la unidad. Sea, por ejem
plo , 78 multiplicado por 10; el producto será igual á 780 , porque el 
8 que se refería á unidades , ahora se refiere á decenas, y el 7 que se 
refería á decenas, ahora se refiere á centenas : luego, si las diversas 
partes de 78 se han hecho diez veces mayores , el número 78 se ha 
hecho diez veces mayor, ó queda multiplicado por 10. A igual consi- 
racion se prestan los demas casos análogos.

Disposición de la operación :

78 X  10 =  780 78 X 100 =  7800 754 X 1000 =  754000.

Consideremos aún otro caso ántes de entrar en el general:
Para multiplicar un número j)or otro compuesto de una cifra sig- 

nificalina seguida de uno ó más ceros , se multiplica el número pro
puesto por dicha cifra («»), y se escriben d continuación del producto 
¿autos ceros como acompañen d la cifra significativa.E jemplo : 532 X  400 =  212800.

Multiplicar 532 por 400, según la idea que hemos dado de la 
multiplicación, es hallar un tercer número que sea respecto de 532 
lo que 400 es respecto de la unidad ; pero 400 se compone de la uni
dad repetida 400 veces, luego el tercer número habrá de compo
nerse de 532 repetido 400 veces Ahora bien, para repetir 400 
veces el 532 podemos hacerlo según queda dicho pero estos
400 sumandos iguales á 532 pueden considerarse reunidos en 100 
grupos de á 4 sumandos cada uno. Cada grupo de á 4 equivale 
(SíJ) á multiplicar por 4 el número 532, ó sea á 2128, y el grupo de
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28loo  sumandos ig'uales á 2128, equivale (caso anterior) á 212800.
;í O. Explicados estos dos últimos casos, es muy fácil explicar 

el caso general. Sea, por ejemplo, multiplicar 5048 por 3028. Según 
la idea que hemos dado de la multiplicación, multiplicar 5048 por 
3028 es hallar un tercer número que sea respecto de 5048 lo que 
3028 es respecto de la unidad ; pero 3028 se compone de la uni
dad repetida 3028 veces, luego el número que se busca habrá de 
componerse de 5048 repetido 3028 veces, esto es, que para determi
nar el producto pedido hay que repetir 3028 veces el multiplican
do 5048, 6 lo que es lo mismo, 8 veces, más 20 veces, más 3000 
veces, ó lo que es lo mismo, hay que multiplicarle por 8 , y
después por 20 (**9), y después por 3000 (^ 9 ) , y sumar, por últi
mo, estos productos parciales.

Luego, regla : Para multiplicar u% nùmero de narias cifras por 
otro de varias cifras también, se toma por multiplicador aquél que 
tenga ménos (*58, Esc.), para mayor comodidad, ó cualquiera si son de 
igual nùmero de cifras : se coloca el multiplicador debajo del multi
plicando, procurando que se correspondan las unidades de un mismo 
órden : se multiplica el multiplicando por las unidades del multipli
cador ; después se multiplica por las decenas del multiplicador, colo
cando este producto debajo del anterior y un lugar más á la izquier
da ; después se multiplica por las centenas del multiplicador, colo
cando este producto debajo del anterior y un lugar mas á la izquier
da, y asi sucesivamente : por ùltimo, se reúnen estos productos par
ciales, y  la suma será el producto pedido.

Esta regla se funda en el postulado de qyLQ, para multiplicar 
un nùmero por otro, se puede descomponer el multiplicador en 
varios sumandos, multiplicar sucesivamente el multiplicando por 
cada uno de ellos, y la suma de los productos parciales sera el pro
ducto total.

Disposición de la Operación : 735046023
“ 22()5121470084410244427145923fl. Observaciones. 1.* El segundo producto parcial debe termi

nar en cero, puesto que el multiplicador es 20 (S5>); pero en la 
práctica no se pone ese cero, que nada implica en la suma que hay 
que hacer después, y por eso se pone la primera cifra 8 un lugar más 
á la izquierda.



El cuarto del^e terminar en 3 ceros, puesto que el multiplicador 
es 6000 (39) ; pero en la práctica se dispensan por la misma razón 
anterior, poniendo la primera cifra 4 dos lugares más á la izquierda 
que el anterior ; y en general, por cada cero que haya en el multi
plicador se corre á la izquierda la primera cifra del producto par
cial inmediato, un lugar más que el que corresponde correr por cada 
producto parcial.

2.* Si el multiplicador es igual á la unidad, el producto es igual 
al multiplicando. Por consiguiente, todo número puede considerarse 
como el producto de sí mismo por la unidad. Asi : 7 =  7 X 1.

Si el multiplicador es mayor que la unidad, como sucede en to
dos los casos que hemos considerado, el producto es mayor que el 
multiplicando.

Si el multiplicador es menor que la unidad, el producto es me
nor que el multiplicando.

Si el multiplicador ó el multiplicando, ó arabos, son ceros, el 
producto es cero.E scolio. Recordando la  descomposición que se hizo del mul
tiplicador en el caso general (30 ) , y convirtiendo el multiplicador 
en multiplicando (3?'), el producto de (4-1-2) X 3 será igual á 4 
X 3 -h 2 X 3; es decir, que el producto de una suma indicada por 
un número entero, se obtiene multiplicando cada sumando por dicho 
nùmero ; la suma de los productos parciales será el producto total.E jemplo  ; (4 -h  2 +  5 + 1) x 3 =  4 x 3 -l- 2 x  3 -[~5 x 3 H -1 x 3 =  12 +  6 +  15-h  3 =  36.

T , si están descompuestos multiplicando y  multiplicador en su
mandos, se obtiene elproducto, multiplicando todos los sumandos del 
multiplicando por cada uno de los sumandos del multiplicador ; \o. 
suma de los productos parciales será el producto total.

Ejemplo; [4+ 2 ) x (3+5) = 4 x 3 + 2 x 3 + 4 x 5 +  2 X 5 
=  1 2 + 6 + 2 0 + 1 0 = 4 8 .

Como el producto de (5 — 3) X 2 equivale al producto de 2 X 
(5 — 3) ; y éste se obtiene tomando el 2 por sumando cinco veces, y 
después tres veces, restando seguidamente el segundo resultado del 
primero ; el producto de una diferencia indicada por un nùmero en
tero , se obtiene multiplicando el minuendo y sustraendo por dicho 
nùmero, y  restando el segundo producto parcial del primero , el res
to será el producto pedido.E jemplo  ; (10--4}x3 =  10x3 —4 x 3  =  30 -1 2  =  18.
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ConoLARio. Siendo (4 +  2 -|- 5 +  1) x  3 =  4 .3  +  2 .3  +  5 . 3-f- í . 3, 
y (10 — 4 ) x 3  =  10.3 —4. 3 :

Recíprocamente 4 . 3 - | - 2 . 3 - } - 5 . 3H- i . 3  =  (4 +  2-t-5 +  l }x3 ,  
y 10. 3—4 . 3 = ( 1 0  —4).3

A esto se llama transformar en producto una suma ó una dife
rencia indicada, ó sacar fuera de un paréntesis el factor común á los 
términos de una suma ó diferencia indicada.

3.® El producto indicado 5 X 2 X 4  X 9 óig“iiifica que 5 se ha 
de multiplicar por 2, y el producto por 4, y el producto por 9 : 
de suerte que •

5 x 2 x  4 x 9  =  1 0 x 4 x 9  =  40 X 9  =  3G0.

3 3 . Varaos á demostrar una nueva propiedad, que es una am
pliación del teorema , á saber:

Teorema. Un producto de varios factores enteros no se altera 
cualquiera que sea el órden de éstos.

Sea el mismo producto indicado 5 X 2 X 4 X 9.
Demostremos primeramente que dos factores consecutivos, por 

ejemplo, 2 y ^ ̂ pueden mudar de lugar sinque elproducto seallere. 
En efecto :

5 X  2 =  5 -i- 5 :
y como dos cosas iguales no dejan de serlo, porque se multipli
quen por un mismo número, multiplicando los dos miembros de 
esta igualdad por 4, tendrémos

5 x 2 x 4  =  5 x 4 - h 5 x 4 ;  
y como 5 x 44 - 5 x 4 =  5 x 4 x 2

y dos cosas iguales á una tercera son iguales entre sí

5 x 2 x 4  =  5 x 4 x 2 :

multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 9, tendrémos 
finalmente ,

5 x 2 x 4 x 9 = 5 x 4 x 2 x 9 .
Y variando de lugar dos factores consecutivos las veces conve

nientes, cada factor podrá ocupar el lugar que se quiera, sin que el 
producto se altere, que es lo que demuestra el principio general.

Corolario. Para multiplicar un producto de varios factores en
teros por un número entero, basta multiplicar uno cualquiera de di
chos factores por el entero.

30



En efecto, si queremos multiplicar 2 X o X Q por 7 ; puesto que 
14x 5 x 6 =  2 x 7 x 5x Í) =  2x 5 x 6 x ~, la proposiuion es exacta.

Y el producto de varios números es igual al de todos los factores 
de ellos.O t r o . Para multiplicar dos ó más factores, uno ó más de los 
cuales terminen en ceros, se verifica el producto prescindiendo de 
los ceros y poniendo á continuación del producto tantos ceros como 
sigan al factor ó factores.

En efecto, puesto que

4 7 0 x 5 00x78000  =  4 7 x 1 0 x 5 x 1 0 0 x 7 8  X 1000 =

31

4 7 x 5 x 7 8 x 1 0 x 1 0 0 x 1 0 0 0  
la proposición os cierta.

=  4 7 x 5 x '
Disposición de dos ejemplos ;

47000 ■ 47000
2300 23

141 141
94 94

108100000 1081000T e o r e m a . F l m'mero de cifras de %n producto de dos fac
tores es igual á tantas, ó á tantas ménos una, como tienen los dos 
factores juntos.

En efecto, el producto 508 X 23 está comprendido entre

608 X  10
y............................................ 508 X  100

Pero 508 X 10 consta de 4 cifras; 508 X 100 consta de 5 cifras ; 
luego la proposición es cierta.E sc o lio  g e n e r a l . De todo lo expuesto se deduce que en la mul
tiplicación de dos factores sise anade ó quila á uno de ellos un nùmero 
entero cualquiera, el producto tendrá tantas unidades más, ó inénos, 
como exprese el producto de dicho número por el otro factor.

Fi se multiplica cada uno de los factores por un nùmero entero, 
el producto resulta multiplicado por el producto de dichos números.

8 i se multiplica u,no de los factores por un nùmero entero, el pro
ducto resulta multiplicado por el mismo número.

Productos iguales dedos factores con un factor igual, tienen 
también igual el otro factor. De dos productos desiguales que tienen 
un factor común, el producto mayor tendrá mayor el otro factor : 
de dos productos iguales con factores diferentes, el que tenga ina-



yor ó menor multiplicando (ó multiplicador), tendrá menor ó mayor 
multiplicador (ó multiplicando).

Por último, aunque la operación debe empezarse por la derecha, 
puede seguirse el órden que se quiera en la multiplicación del multi
plicando por cada una de las cifras del multiplicador, con tal que al 
sumar los productos parciales se coloquen unos debajo de otros, 
correspondiéndose unidades de órdenes iguales.A b r e v ia c io n e s  d e  l a  m u lt ip l ic a c ió n  de lo s  n ú m e r o s  e n te r o s .

Para multiplicar un número entero por 11 basta colocar dicho nú
mero encima ó debajo de sí mismo, un lugar más á la derecha ó iz
quierda , y la suma de los dos números así dispuestos será el producto
pedido.

32

324
324

324
324

Asi, 324 X  11 =3564 , ó bien 3564

Para multiplicar un número entero por otro compuesto de dos ci
fras, una de las cuales sea la unidad, siendo la otra una cifra sig
nificativa cualquiera, se multiplica por ésta el número propuesto, 
y se coloca encima ó debajo de él, el producto, corriéndolo un 
lugar á la derecha , si dicha cifra es de unidades simples, y un lu
gar á la izquierda, si fuere ó representare decenas.

528
2112

Así, 5 2 8 x 1 4 =  7392

528
2112

Pero 5 2 8 x 4 1  =  21648

DIVISION.

3 4 . División, en general, es ima operación que tiene por objeto, 
dados dos números, determinar un tercero que exprese las xeces que
el primero contiene al segundo.

Según la explicación que hemos dado de la multiplicación, el 
producto se compone de uno de los factores (puesto que cualquiera 
puede ser multiplicando, siendo el otro multiplicador), repetido tan



tos veces como unidades tenera el otro ; esto es, el producto contiene 
a uno de los factores tontas veces como unidades ten̂ >-a el otro factor; 
lueg-o también puede decirse que la división tiene por objeto, dado 

producía de dos faciore.? y uno de á¿os, hallar el otro factor, y 
bajo este aspecto la operación es inversa de la multiplicación, y por 
consiguiente el divisor, nmltiplicado por el cociente, da di divi
dendo.

El número que contiene al segundo se llama dividendo ; el se
gundo, ; el resultado, cociente (del latin q u o t ie s  ; cuantas 
veces); y la acción de hallar este resultado, dividir.

Y atendida la acepción de estos tres primeras palabras, á saber : 
dividendo (lo que se ha de dividir), divisor (el que divide) y cociente 
(cuantas veces), pudiera decirse también que el objeto de la división 
es dwidir un numero en tantas partes iguales como unidades tiene 
otro, y es en efecto una de las aplicaciones que tiene esta operación 
a los casos ordinarios de la vida.

Para expresar la división se ponen entre el dividendo v el divisor 
dos puntos ( : ) signo que se lee dividido ó partido por .•’'también se 
usa una raya, escribiendo encima el dividendo y debajo el divisor24  ̂ j •

: 8, ó bien ^ , se lee : 24 partido ó dividido por 8.

3 5 . Asi como hemos podido f'^r.) determinar un producto por 
medm de adiciones sucesivas, podrémos determinar un cociente por 
medio de sustracciones, y éste será igual al número de sustracciones 
que puedan hacerse.

Sea el mismo ejemplo 24 : 8 =  3.
3 es el cociente; porque, siendo 3 las sustracciones que pueden

verificarse, 3 son las veces que el divisor 8 está contenido en el di
videndo 24.

33

Disposición do la operación ;

A poco que se practique este procedimiento, se conocerá lo largo 
ypenosoquees, cuando el cociente tenga muchas unidades. Así, 
seguirémos otro más breve.

3 « . Si el dividendo tiene una cifra 6 dos y el divisor una, para



determinar el cociente basta saber de memoria la tabla de Pitlia- 
goras.

Así, 8 : 2 = 4 ;  4 2 :7  =  C; 8 1 :9 = 9 ;  3 8 :9 = 4  y quedan 2 de residuo.

3 7 . Se dice que la división es exacta cuando el dividendo con
tiene al divisor un número entero de veces, como en los ejemplos 
8 : 2 = 4 ,  4 2 :7  =  6 ,8 1 :9  =  9 ,y  este cociente se llama exacto.

Y se dice que la división es inexacta cuando el dividendo no con
tiene al divisor un número entero de veces. En este caso se llama 
cociente entero el mayor número entero de veces que el dividendo 
contiene al divisor; y este cociente es inexacto ó incompleto.

Según la idea que hemos dado de la división (3-1), en la división 
exacta, el divisor, multiplicado por el cociente, produce el dividen
do ; y en la inexacta, el divisor, multiplicado por el cociente, pro
ducen un número que se diferencia del dividendo en otro numero 
llamado resto ó residuo.

En el ejemplo 38 : 9, 4 es el cociente entero, y 2 el residuo ó 
resto.

Es evidente que, si al producto del divisor por el cociente se
añade el residuo, se obtiene el dividendo.

También es evidente que el resto ha de ser menor que el divisor; 
pues de lo contrario, el divisor estaría todavía contenido en el divi
dendo una ó más veces.

tiH. Vamos á dividir un número de más de dos cifras por otro 
de una.

POSTÜL.VDO : para dividir án nxmero por otro, se pxiede descom
poner el dividendo en varios sumandos, dividir sucesivamente cada 
uno de ellos por el divisor, y la sxima de los cocientes parciales será 
el cociente total. Sea, por ejemplo, 2289 : 7.

La Operación se dispone en esta forma :
22,8,9 I 7 

_21 
18'
44

49 
49

34

327

Como 7 X 100, ó sea 700, es menor que el dividendo 2289, y 7 X 
1000, ó sea 7000 , es mayor que 2289, el cociente será mayor que 100 
y menor que 1000 ; esto es, tiene 3 cifras; es decir, que el cociente 
consta de unidades, decenas y centenas.

Considerada esta operación como inversa de la multiplicación, 
el dividendo 2289 contiene los productos respectivos del divisor 7



por las unidades, decenas y centenas del cociente sumados en
tre si. Y como el divisor, multiplicado por las unidades del cocien
te, puede dar unidades, ó unidades y decenas, que se araalg-aman 
con las decenas del producto del divisor por las decenas del cociente, 
no se sabe en qué parte del dividendo se halla aquel producto, que! 
conocido que fuera, y partido por el divisor, nos diera las unidade¡ 
del cociente. *

P or una consideración análoga se prueba que no puede em pe
zarse determ inando la cifra de las decenas del cociente.

Pero el divisor 7, multiplicado por las centenas del cociente, lo 
ménos que da son centenas : lueg-o este producto se halla desde el 2 
en adelante, ó sea en el grupo de 22 centenas del dividendo, que, 
partido por el divisor , nos dará las centenas del cociente. Y con esto 
queda explicado porqué, empezando la adición, sustracción y mul
tiplicación por la derecha, ó sea por las unidades inferiores, la di
visión se empieza por la izquierda, ó sea por las superiores.

Y dirémos, 22 centenas divididas por 7, dan 3 centenas, ó sean 
las unidades superiores del cociente.

Pero en las centenas del dividendo puede haber unas que proce
dan del producto del divisor por las centenas del cociente, y otras 
que procedan del producto del divisor por las decenas y unidades 
del cociente ; conviene distinguir unas de otras, para que, cono
cidas las del segundo origen, las reduzcamos á decenas, y sumadas 
con las decenas del dividendo, podamos partirlas por el divisor para 
determinar las decenas del cociente.

Y dirémos : 3 centenas del cociente por 7 son 21 , que se ponen 
debajo de las 22 del dividendo, y restadas de éstas, obtenemos 1 que 
componen 10 decenas, que sumadas con las 8 decenas del dividen
do, son 18 (lo que en la práctica se llama bajar el 8).

Por las razones antedichas, aún no podemos determinar las 
unidades del cociente.

Pero como el producto del divisor por las decenas del cociente lo 
ménos que da sou decenas , este producto se halla desde el 8 en ade
lante, ó sea en el grupo de 18 decenas, que, partido por el divisor, 
nos dará las decenas del cociente, porque el cociente es siempre de 
la especie de lo que se divide.

Y dirémos, 18 entre 7, á 2 decenas para el cociente.
Y como en las decenas del dividendo puede haber unas que pro

cedan del producto del divisor por las decenas del cociente, y otras 
que procedan del producto del divisor por las unidades del cociente, 
conviene distinguir unas de otras, para que, conocidas las del se
gundo origen, las reduzcamos á unidades y , sumadas con las uní-
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dades del dividendo, jiodanios partirlas por el divisor para determi
nar las unidades del cociente.

Y dirémos : 2 decenas del cociente por 7 son 14, que se ponen de
bajo de las 18 del dividendo, y restadas de éstas, obtenemos 4, que 
componen 40 unidades , y sumadas con las 9 unidades del dividen
do, son 49 l̂o que en la práctica se llama bajar el 9).

Y dirémos finalmente : 49 entre 7, á 7 unidades para el cociente 
exactamente ; y, multiplicadas las 7 unidades por el divisor 7, dan 
por producto 49, que, restadas de las 49 unidades del dividendo, 
presentan por resto cero.

Los dividendos 22 centenas, 18 decenas y 49 unidades se llaman 
dividendos parciales para disting-uirlos del dividendo total ó princi
pal. Y los cocientes 3 centenas, 2 decenas y 7 unidades, se llaman 
cocientes piar dales, que juntos componen el cociente total.

E scolio 1.'* En la  práctica no se escriben los productos debajo 
de los dividendos parciales para hacer las sustracciones sucesivas. 
Se dice sim plem ente : 7 X 3 son 21, á 22 va 1 ; 7 X son 14, á 18 
van 4 ;  7 X 7 son 49, á 49 van 0.

Esto se explicará más adelante.E sc o lio  2.“ Cuando el divisor tiene una sola cifra, la operación 
puede efectuarse también de esta manera :

2289
327

Diciendo : la sétima parte de 2 unidades de millar es cero , que 
no se escribe á la izquierda de los números enteros, y quedan de 
resto 2, que valen 20 centenas, que, sumadas con las dos centenas,
son 22.

La sétima parte de 22 centenas es 3 , y queda 1 de resto, que vale 
10 decenas, y sumadas con las 8 decenas, son 18.

La sétima parte de 18 decenas es 2, y quedan 4 de resto, que 
valen 40 unidades, que sumadas con las 9 unidades, son 49.

Por último, la sétima parte de 49 unidades son 7, sin resto 
ninguno.

a í í .  Sea otro ejemplo :

5,2,5 ¡5

30

2 5 105 
ü

C o m o  3 X 100 =  500, número menor que el dividendo 525 y 
5X  1000= 5000 , mayor que 525, el cociente es mayor que 100 y 
menor que 1000 ; tiene centenas, decenas y unidades.



Dirémos : 5 centenas divididas por 5 dan 1 centena ó sean las 
unidades superiores del cociente.

5 X 1 = 5 , que restadas de las 5 del dividendo, dan curo por 
resto.

2 decenas divididas por 5 decenas dan cero.
5X 0 =  0, que restado de las 2 del dividendo, nos dan 2 por res

to, lo cual indica que en este caso y sus análogos el cociente no 
tiene unidades de este órdeu, y que hay que reducir-las 2 decenas 
á unidades, que son 20, y sumadas con las que tiene el dividendo, 
son 25, que partidas por 5 dan 5 unidades sin resto ; pues 5 x 5  
=  25, á 25 cero de resto.

De lo dicho se deduce la regla siguiente : Paro, dimdir un nú’- 
mero de mrias cifras por otro de una, se separa en el dividendo la 
primera de la izquierda por una coma, si es mayor que el divisor ó 
igual à éste; y si es menor, se separan dos ; esta ó estas dos cifras se 
dividen por el divisor ; el cociente se multiplica por él y se resta el 
producto del dividendo parcial : á la derecha del resto [que será me
nor que el divisor) se escribe la cifra siguiente del dividendo total, 
formando asi el segundo dividendo qyarcial, que se divide por el di
visor : el nuevo cociente parcial se multiplica por éste, y el producto 
se resta del segundo dividendo parcial; y asi se continúa hasta obte
ner un resto final cero, en cuyo caso la división es exacta, 6 hasta 
que se obtenga un resto final menon que el divisor, en cuyo caso ha- 
brémos obtenido el cociente entero de una división inexacta.

■iO. Para dividir un nùmero que termine en ceros por , 100,
1000 y en general por la unidad seguidla de ceros, se suprimen en el 
número propuesto tantos como acompañen d la unidad, y el nuevo nú
mero que se obtiene, hecha esta supresión, es el cociente exacto. Sea 
por ejemplo, 527000:100 : el cociente será 5270. En efecto, el 5 
que se refería á centenas de* millar, ahora se refiere á unidades de 
millar ; el 2 que se refería á decenas de millar, ahora se refiere á 
centenas ; y el 7 que se refería á unidades de millar, ahora se refiere 
ádecenas : luego, si las diversas partes del número 527000 se han 
hecho 100 veces menores, el número 527000 se ha hecho 100 veces 
menor ó queda dividido por 100.

Disposición de la operación :
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527000:100 =  5270 4800:10 =  480 72800> 100 =  728 5 0 :1 0 = 5 .

41. Para dividir un número entero cualquiera por 10, 100, 
1000, y en general por la unidad seguida de ceros, basta separar d la 
derecha por medio de una coma tantas cifras como ceros acompañen



¿ la unidad: lo que quede á la izquierda de la coma será el cociente 
entero; y  lo que se aparte á la derecha , el resto. Sea, por ejemplo, 
3928 á dividir por lO, que ea lo mismo que 3920 unidades 8 uni
dades divididas por 10. Pero 3920 : 10 da por cociente exacto 392; 
las 8 unidades son un número menor que el divisor: lueg*o 8 será el 
resto.

Sea otro ejemplo, 5749 : 100 =  5700 unidades +  49 unidades 
divididas por 100. Pero 5700 : 100 da por cociente exacto 57; las 49 
unidades son un número menor que el divisor: luego 49 será el 
resto.

4  5. Pasemos á considerar el caso en que teniendo dividendo y 
divisor varias cifras el cociente no tiene más que una.

Sea por ejemplo :
5585 I 693

38

41 8

Siendo el dividendo menor que 6930 , ó sea menor que 693 X 10, 
es evidente que el cociente no puede tener dos cifras , puesto que 10 
es el menor número posible de dos cifras : tendrá pues una sola ci
fra. La cuestión está reducida á determinar esta cifra. Esta determi
nación se hace por tauteo para el cual hay varias reglas. Nosotros 
seguirémos la que establece Mr. Bourdon , que es como sigue :

Se divide mentalmente el dividerlo parcial (en el ejemplo presente 
dividendo parcial y dividendo total son una misma cosa) por la cifra 
que se trata de ensayar , sin detenerse en tanto que las cifras obteni
das para los cocientes parciales de esta división mental sean iguales á 
las cifras correspondientes del divisor propuesto ; pero en el momen
to en que una de las cifras que se obtienen para cociente sea mayor o 
menor que su cifra correspondiente del divisor, se suspende esta ope
ración : si es mayor, la cifra que se ensaya es buena ; si es menor, la 
cifra que se ensaya es grande , y  disminuida en una unidad, se ensa
ya la nueva cifra como anteriormente.

Ensayemos la cifra 9 en el presente ejemplo, diciendo :
Novena parte de 55=6, cifra igual á la  primera del divisor.
Novena parte de 18=2, cifra menor que la segunda del divisor. 

El 9 es grande.
Con efecto, cualquiera que sea la cifra que falta por determinar 

del cociente de 5585 ; 9, este cociente es de la forma 620 y tantas, 
esto es, menor que 693. Pues si ha de ser un número menor que 693 
el que multiplicado por 9 dé un producto que pueda restarse del 
dividendo 5585, es evidente que 693 X 9 no puede restarse de 5585; 
y como el divisor 693 no puede disminuir, disminuiremos la cifra



que estamos ensayando para cociente, y  ensayarémos la cifra 8, 
diciendo : *

Octava parte de 55=6, cifra ig'ual á la primera del divisor.
Octava parte de 78=9 , cifra igual á la segunda del divisor.
Octava parte de 65=8, cifra mayor que la correspondiente del 

divisor. El 8 es buena cifra.
Con efecto , si 8 X 698 puede restarse de 5585 , con mayor razón 

8 X 693 podrá restarse, pues que 693 es menor que 698.
Puesta la cifra 8 en el cociente, se multiplica por el divisor, y el 

producto se resta del dividendo de esta manera:
8 X 3 = 2 4  ; á 25 va 1. Y hay que tener presente que, para que 

las cinco unidades del dividendo se conviertan en 25 , se han toma
do mentalmente 2 unidades del órden inmediatamente superior : 
por manera que al hacer la sustracción en el órden inmediato, se 
considera disminuida la cifra del minuendo 6 aumentada la del sus- 
traendo en dos unidades (®S) diciendo :

8 X 9=72, más 2 , son 74, á 78 van 4. Para que las 8 decenas 
se conviertan en 78, se han tomado mentalmente 7 unidades del ór
den inmediato superior : por manera que al hacer la sustracción en el 
órden inmediato , se considerará disminuida la cifra del minuendo ó 
aumentada la del sustraendo en 7 unidades (®‘í ) , diciendo :

8 X 6=48, más 7 son 55, á 55 va 0 , que no se pone á la iz
quierda de los enteros.

Esta division es inexacta : cociente entero 8, y resto 41.
43 . Entremos ya á explicar el caso más general de la division de 

los números enteros, que es aquél en el cual dividendo, divisor y 
cociente tienen varias cifras.

Sea por ejemplo :
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3320,0,7,6 
328 0 
28 8 7 
2 6 9 6 

78

374
8877

Haciendo una consideración análoga á la que hicimos anterior
mente (4«) , el cociente que buscamos tiene cuatro cifras, esto es, 
unidades de millar, centenas, decenas y unidades; y el producto 
del divisor 374 por las unidades de millar del cociente se halla en las 
3320 unidades de millar del dividendo : luego reciprocamente, divi
diendo 3320 por 374 (4S) obtenemos las unidades de millar del co
ciente , que según la regla de tanteo (43) son 8.



Se multiplica el cociente parcial 8 por el divisor, y el producto se 
resta del dividendo parcial 3320 (4«) para conocerlas unidades de 
millar del dividendo que proceden del producto del divisor por las 
centenas, decenas y unidades del cociente. En el presente caso-son 
328, que componen 3280 centenas; y como no hay centenas que 
ag'reg-arles, 3280 centenas son las que se dividen por 374 para ob
tener las centenas del cociente, que según la misma regla de tanteo 
son 8.

Se multiplica el cociente parcial 8 por el divisor, y el producto 
se resta del dividendo parcial 3280 para conocer las centenas que 
proceden del producto del divisor por las decenas y unidades del 
cociente. En el caso presente son 288 que componen 2880 decenas, 
más 7 que hay en el dividendo, son las 2887 decenas que hay que 
dividir por 374 para obtener las decenas del cociente que, según la 
misma regla de tanteo, son 7.

Se multiplica el cociente parcial 7 por el divisor, y el producto 
se rosta del dividendo parcial 2887, para conocer la.s decenas que 
proceden del producto del divisor por las unidades del cociente. En 
el ]u'esente caso son 269 que componen 2690 unidades, más 6 que 
hay en el dividendo, son las 2696 unidades que hay que dividir por 
374 para obtener las unidades del cociente, que, según la misma 
regla de tanteo son 7.

Pista division es también inexacta: cociente entero 8877; y 
resto 78.

Después de todo lo expuesto, puedo darse la siguiente r e g l a
GENERAL :

Pao'd dividir un nùmero de varias cifras por otro también de 
varías, se escribe el divisor à la derecha del dividendo, separados 
por una raya vertical, poniendo otra horizontal debajo del divisor.

&'e separan á la izquierda por tona coma en el dividendo tantas ci
fras como hay en el divisor, ó una más si el conjunto de las prime
ras es menor que el divisor ; la última cifra de la derecha de este di
videndo parcial indica el órden superior de unidades del cociente. Se 
divide este nùmero por el divisor ; el cociente se escribe debajo del 
mismo , se multiplica por éste, y  el producto se resta del primer di
videndo parcial.

A l lado del resto se escribe la cifra siguiente del dividendo, se di
vide este nùmero, asi formado, por el divisor ; este nuevo cociente se 
escribe á la derecha del primero ; se multiplica el divisor por este 
segundo cociente, y se resta el producto del segundo dividendo 
parcial.

A l lado de este resto se escribe la cifra siguiente del dividendo;
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se dimde este número. asi formado, por el dimsor : este omero cocieoi- 
te se escribe á la derecha del segnoido; se multiplica el divisor por 
este tercer cociente parcial, oj se resta el producto del tercer divi
dendo parcial.

Y  se continúa de lamisma manera.hasta escribir la cifra de las 
unidades del divideoido d la derecha del resto correspondiente, y  ob
tener , después de la determinación del último cociente parcial y  de 
la multiplicación y  sustracción consiguientes., un resto fioial igual d 
cero , 6 menor que el divisor.

44. O b s e r v a c io n e s . 1." Para conocer sí una cifra colocada en 
el cociente es buena, se observará la regla siguiente :

No es grande si el producto de dicha cifra por el divisor se pue
de restar del dividendo parcial correspondiente.

No es pequeña, si se obtiene un resto ménor que el divisor.
Fundados en que el producto del divisor.por el cociente es igual 

al dividendo, cstablecerémos estas otras :
2. “ Para dividir un producto indicado de dos ó más factores por 

un número que divida exactamente á uno de ellos, se divide éste 
por el divisor, y el cociente multiplicado por el otro ú otros facto
res , será el cociente total.

A sí, 24X7X5; 3 =  8X7 X 5; porque 8X7X5X divisor 3 =  
8. 3. 7. dividendo 24. 7. 5. Y por consiguiente un producto
indicado de varios factores queda dividido por uno de éstos con su
primir dicho factor. Así, 5 x 3 x 7  : 3—5 x 7  porque cociente 5X7X 
divisor 3 = 5 x 7 x 3 — dividendo 5x3X 7.

3. “ La suma ó diferencia indicadas de dos números se divide por 
un número entero , dividiendo sus términos por dicho número, y 
la suma ó diferencia de los cocientes parciales será el cociente total.

A si, (1 0 + 6 ):2  =  (10:2)4-(6í2) =  8. (1 0 -6 )  :2 = ( 1 0 i2 ) — [6i2) =  2.

4. ' El número de cifras del cociente es igual á la diferencia en- 
tre^las del dividendo y las del divisor, ó á esta diferencia más una.

5. " Sólo en casos tan raros como el presente, es indiferente 
empezar la división por la izquierda ó por la derecha, y áun así, es 
preciso dar á los cocientes parciales la colocación correspondiente.

3,6,0,9 ____
0 0 0 0 1203

6. Aumentando el dividendo ó disminuyendo el divisor, el co
ciente aumenta.

Disminuyendo el dividendo ó aumentando el divisor, el cociente 
disminuye.
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7.  ̂ El cociente no se altera dividiendo ó multiplicando el divi
dendo y divisor por un mismo número entero.

Sea el ejemplo 24 ; 6=4; de donde 24=6X4.
Y como cantidades iguales no dejan de serlo multiplicándo

las ó dividiéndolas por un mismo número entero, se verifican tam
bién las igualdades 72=18x4 , 12=3X4 ; la primera de las cuales 
se deduce del ejemplo propuesto, multiplicando el dividendo y divi
sor por 3, y la segunda dividiendo el dividendo y divisor por 2 ; las 
cuales demuestran la proposición.

Pero si el dividendo solo, ó el divisor solo, se multiplica por 
un número entero ó se divide por uno de sus divisores, el cociente 
quedará multiplicado ó dividido por el mismo número en el primer 
caso, y dividido ó multiplicado en el segundo.

También se deduce que multiplicando ó dividiendo el divi
dendo y divisor de una división inexacta, por un número entero, el 
cociente entero no se altera, pero el resto queda multiplicado ó divi
dido por dicho número.

8. “ De aquí que : si dividendo y divisor terminan en ceros, 
pueden suprimirse en ambos igual número de ceros, para sim
plificar la operación sin alterar el cociente.

9. “ Si el divisor es igual á la unidad , el cociente es igual al di
videndo.

De donde todo número entero puede considerarse como el cocien
te de sí mismo partido por la unidad.

Si el divisor es mayor que la unidad, el cociente es jnenor que 
el dividendo.

Si el divisor es menor que la unidad, el cociente es mayor que 
el dividendo.

Si el dividendo es mayor que el divisor, el cociente es mayor 
que la unidad.

Si el dividendo es menor que el divisor, el cociente es menor 
que la unidad.

Si dividendo y divisor son iguales, el cociente es igual á la 
unidad.

Si el dividendo es cero y el divisor un número cualquiera, el 
cociente es también cero.

10. “ Cocientes iguales condividendo ó divisor común, .tienen 
iguales divisor ó dividendo : de dos cocientes desiguales que tienen 
el dividendo común, el mayor corresponde al menor divisor : y de 
dos cocientes desiguales que tienen el divisor común , el mayor 
corresponde al mayor dividendo.
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ELEVACION Á POTENCIAS.
45. E l e v a c ió n  k p o t e n c ia s , en general, es u m  operación que tie

ne por objeto formar los productos sucesivos que pueden obtenerse, 
multiplicando por si mismo varias veces un nùmero daào.

Esos productos toman el nombre potencias ̂  y la acción de for
mar los productos se llama elevar àpotencias.

k-ú.., potencia segunda àjò un número (que también se llama cua
drado) es el producto que resulta de multiplicarle por sí mismo una 
vez, ó de tomarle por factor dos veces.

Tercera potencia de un numero (que también se llama cubo) es 
el producto que resulta de multiplicarle por sí mismo dos veces, ó de 
tomarle por factor tres veces.

Cuarta potencia de un número es el producto que resulta de mul
tiplicarle por sí mismo tres veces, ó de tomarle cuatro veces por 
factor.

Y en general, potenciada cierto grado de un número es el pro
ducto que se obtiene multiplicando dicbo número por si mismo tan
tas veces ménos una, como'unidades tenga el grado de la potencia, 
ó tomándole por factor tantas veces como unidades tenga dicho 
grado.

Yi\grado de una potencia de un número se indica por medio de 
otro número más pequeño, colocado á la derecha y un poco más ele
vado , llamado exponente.

Las potencias segunda, tercera, cuarta , quinta, etc., se indican 
por medio de los exponentes 2, 3 , 4, 5 , etc., en esta forma :

9 X  9 =  9*, 9 X  9 X  9 =  9% 9 X  9 X  9 X  9 =  9*, etc.

Es evidente que para saber formar las potencias de los números 
basta saber multiplicar. Sin embargo , recomendamos á los alumnos 
que conserven en la memoria los cuadrados y cubos de los diez pri
meros números que están en la tabla siguiente :1, 2 ,  3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10: son los diez primeroe números.1, 4 ,  9,16,  25, 36, 49, 64, 81, 100: son sus c u a d r a d o s  respectivos.I-, 8 , 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000; son sus cw6o4 respectivos.

4 ií. Como consecuencia de esto, y recordando lo expuesto en la 
multiplicación, podemos afirmar:1.® Que el cuadrado de cualquier nùmero compuesto de la unidad 
seguida de ceros^ es iguala la unidad seguida de’doble nùmero de 
ceros. A si, 10*=10. 10 =  100; 100*=100.100 =  10000-

1000* =  1000 . 1000 =  1000000.
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44
2.'’ Que el cuadrado de cualquier cifra sipiifcaéim  seguida de 

ceros , se compone del cuadrado de dicha cifra seguida de doble núme
ro de ceros.

Así, W- =  30.30 =  900 ; 400® =  400.400 =  160000 ;
7000“- =  7000 . 7000 =  49000000.

5.” Que el cubo de la unidad seguida de ceros, se compone de la 
unidad seguida de triplo número de ceros.

Así, 10̂ ‘ =  lü . 10 . 10= 1000; 100^= 100 . 100.100 =  1000000; 
1000^=1000.. 1000 . 1000 =  lOOOÜOOÜOO.

4.* Que el cubo de cualquier número compuesto de una cifra signi- 
ficatwa seguida de ceros, es igual al cubo de dicha cifra seguida de 
triplo número de ceros.

Así, 40’ =  40 40.40 =  G4000 ; 700̂  =  700 . 700.700 =  343000000 ; L 80Ü0-* =  8000.8000 . 8000 =  512000000000.
rí »O. Q;ue las potencias segunda, tercera, cuarta, etc. del número

lO (al cual hemos llamado base de nuestro sistema de numeración) 
son cabalmente las unidades de tercero, cuarto, quinto órden, etc., 
del mismo sistema.

Así, 10"= 100; 10^= 1000; 10"=10000; 10^= 100000, ele.

6.° Que un número entero sin exponente puede ser considerado (si
se quiere) como afectado del exponente 1 , que nada influye sobre la 
manera de ser de un número ni como factor ni como divisor, ni como 
exponente.

Asi, 3 =  3‘ ; 7=7».

Pero lio nos atrevemos á potencia deprimer grado, que para 
nosotros siempre ha sido una cosa que carece de sentido. Como lo es 
también el que se considere que un número pueda entrar una sola 
vez por factor. ¿Factor de qué, si no hay producto? ¿De qué produc
to proviene la W'á.xci'o.liz. primer a potencia ? Las potencias empiezan 
la segunda, como que dos es el mínimum de factores que han de en
trar á formar producto.

7.° Que una potencia cualquiera de la unidad es igual d la 
unidad.

Así, 1®= 1 ; P =  l; 1“>= 1.

8.° Que las potencias de todo número entero crecen y  decrecen, se
gún que el exponente de la potencia crece ó decrece.

Así, 7^> 7* ; y recíprocamente 7*< V.



Este signo >> ó <C , inventado por el inglés Harriot en el si- 
gloXVÍI, sirve para indicar que una cantidad es mayor que otra, co
locando la abertura del lado de la cantidad mayor. Asi, 30;>20, ó 
20<!30 , se lee 30 mayor que 20 , ó 20 menor que 30.

9 .“ Qíug las potencias de nn producto de varios factores se forman 
elevando cada factor à la misma potencia, y multiplicándolos después 
entre si.
En efecto: (2x 8 x 1 5 )* =  (2x 8x15} X  ( 2 x 8 x  15) =  2 x 8  X  I5x  

2 x 8 x 1 5  = 2 x 2 x 8 x 8 x  15x15 (»«).
y reuniendo los factores iguales por medio del esponente 2 , tendre
mos por ùltimo :

( 2 x 8 x 1 5 ) * =  2^X 8*xl5*.
Sea ( 3 x 4 x l 0 ) " = ( 3 x 4 x l 0 ) x { 3 x 4 x l 0 )  x ( 3 x 4 x l 0 )  =  

3 .4 .1 0 .3 .4 .1 0 .3 .4 .1 0  =  3 .3 .3 .4 .4 .4 .1 0 .1 0 .1 0  (»«).

y reuniendo los factores iguales por medio del exponente 3 . teiidré- 
inos por último :

(3 X 4 x l0  )= =  35 x4= X  10b

Acabamos de decir que \b&potencias Ho. los números se ob
tienen por medio de multiplicaciones. Esto no obstante , vamos á ex
plicar otro método de formar el cuadrado y el cubo de los números 
enteros mayores que 10, para deducir de abí más adelante la manera 
de extraer la raiz cuadrada y cúbica de los mismos.

Sea , en primer lugar, el cuadrado de la suma indicada de dos 
números enteros : éste se compone del cuadrado del primero, más el 
doble producto del primero por el segundo , mi(  ̂ el cuadrado del se
gundo.

Sea, por ejemplo, (5-i-'?)^-
Con efecto; (5+7)* es igual á ( 5 + 7 ) x (5 + 7 ) ,  esto es, ( 5 +  7) x 5  

más (5 +  7 )x 7  ; pero (5+7 ) x5e.s igual á 5 x 5  +  7 x 5 , esto es,
5*+ 7  X 5 ; y (5+7) X 7 es igual á 5X 7 + 7 x 7 , esto os, 5x7+ 7*;

y como de estos cuatro productos parciales, son iguales el segundo 
y tercero; podemos reunirlos bajo la forma de uno solo multiplicado 
por 2, y el producto total será 5̂  +  2 x 5 x 7 -t~ 7 * , conforme con el 
enunciado.

CoROLAiuo. Za diferencia de los cuadrados de dos números enteros 
consecutivos\es igual al duplo del menor mas 1.
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Así {7 + 1  )_̂ j= 7 * + 2 .7  +  . 2 x 7 + 1 . 1)» = 10* + 2 . 10+1 
1Ü*= 10«

Diferencia de los segundos micmhro.s............2 . 10 + 1 .
A si, la diferencia entre 9* y 8* es 17; esto es, 81 — G4 = 1 7  =  2 . 8 +  1.



4f)C orolario  2.'* Considerando allora que todo num ero entero ma
yor que 10 puede descomponerse en decenas y  un idades, dirémos 
que su cuadrado consta de tres partes , á saber: cuadrado de las de
cenas, más el duplo de las decenas por las unidades, mas el cuadrado 
de las unidades.

E j e m p l o ; 3472 =34® decenas-h2 .3-i decenas x 7 unid, -f-7* unid. =  
1156 centenasH- 476 decenas+49 unidades =  120409 unidades, ó sea, 

347®= (340+7)*=340-+2.340. 7+7®= 115600+4760+49 =120409 
ósea 347x347 =  120409.E sc o l io . Tengamos muy presente, que aunque el cuadrado de 

las decenas da centenas , y el doble producto de decenas por unida
des da decenas; como el cuadrado de unidades puede dar unidades 
solamente (cuadrados de 1 ,2  y 3), y puede dar unidades y decenas, 
(cuadrados de 4, 5, 6 , 7, 8 y 9), hay muchos números enteros (la 
generalidad de ellos) en los cuales existen decenas procedentes de 
la tercera parte del cuadrado, ó sea del cuadrado de las unidades, 
amalgamadas con el duplo de decenas por unidades; y existen tam
bién centenas procedentes de las demas partes del cuadrado amalga
madas con el cuadrado de las decenas.

41ft. Sea, en segundo lugar, el cubo de la suma indicada de dos 
números enteros: éste se compone del cubo del primero , más el triplo 
del cuadrado del primero multiplicado por el segundo, mas el triplo del 
primero multiplicado por el cuadrado del segundo, más el cubo del 
segundo.

Sea el mismo ejemplo (5+7)*.
Con efecto: {5+7 }* es igual á (5+7} x  (5 +  7 ) x  (5+ 7),

en cuya multiplicación indicada hay tres factores . y como el pro
ducto de los dos primeros es

5 * + 2 .5.7+7*,
( 5+7)* será igual á (5 * + 2 .5 .7 + 7 ’) X(5+7) , esto es, 

(5* + 2 .5 .7  +7*} X  5 +  (5’ - f  2 .5 .7 + 7 ’) X7.
Pero (5*+2.5 .7 + 7 ’) x 5 , es igual á 5*+ 2.5’. 7 + 7 ’ . 5 • y (5’+  2 .5  . 7 -f- 7*) X  7 es igual á 5’ . 7 +  2 . 5 . 7* +7^ ;
y como de estos seis productos parciales hay dos , el segundo en que 
dos factores entran dos veces, y el cuarto en que los mismos factores 
entran una, podemos reunirlos haciéndolos entrar tres veces ; y ha
ciendo la misma consideración respecto de los factores tercero y 
quinto, en el primero de los cuales entran una vez dos factores que 
entran dos veces en el segundo , el producto total será

5* +  3 .5* .7  +  3 .5 .7 ’ +  7*, 
conforme con el enunciado.



C o r o la rio . La diferencia de los cubos de dos números enteros con- 
secuttDos es igual al triplo del cuadrado del menor, mas el triplo del 
menor, mas 1.Asi

(7)’ =  7®. (resto 3.7^ -t- 3 .7  -i- 1
(10-f-l}5=l0='-f-3.JO^H-3. 10+1 

(10)s=10* ■Dif. de los segundos miemliros. . 3 . ]0»+~3
Asi ladif.entre 9̂* y 8̂  es 217, esto es, 729-512, esto os, 3 .8*+*3.8 +  l!C orolario  2 .“ Cousidemndo nuevam ente, que todo uúraero c u 
tero m ayor que 10 puede descomponerse en decenas y  un idades, di
rem os, que su cubo consta de cuatro partes, conviene á  saber ■ cubo 
de las decenas, más el triplo del cuadrado de las decenas nmltiplica- 
do por las unidades, más el triplo de las decenas por el cuadrado de 
las unidades, más el cubo de las unidades.

Ejemp.; 347^ =  34MGc. +  3.34*deG.7unÍd. +  3.34dec.7*unÍd .+  7̂  unid 
ósea, (347)==(340+7)==340^+3.34US7+3.340.7* +  7== '

39304000 +  2427600 +  49980 +  343 =  41781923, 
ó sea, •347x347x347=120409x347=41781923.E s c o l io . Tengamos también muy presente que, aunque el 

cubo de las decenas dam^7¿í^m ; y el triplo del cuadrado de las de
cenas por las unidades da centenas ; y el triplo de las decenas por el 
cuadrado délas unidades decenas; como el cubo de las unidades 
puede dar unidades solamente fcubos de 1 y 2), y puede dar unida
des y decenas (cubos de 3 y 4), y puede dar unidades, decenas y cen
tenas [cubos de 5, 6, 7, 8 y 9) hay muchos números enteros (la 
generalidad de ellos) en los cuales existen decenas, (y áun cente
nas). procedentes de la cuarta parte del cubo, ó sea del cubo de las 
unidades, amalgamadas con el triplo de las decenas por el cuadra
do de las unidades, (ó con el triplo del cuadrado de las decenas por 
las unidades); y existen también unidades de millar procedentes
de las demas partes del cubo amalgamadas con el cubo de las de
cenas.E sc o lio  2 .“ E l número de cifras del cuadrado de un número en
tero, es duplo del de éste, ó duplo minos una (;{3) ;

el del cubo es triplo, ó tHplo minos una, ó tHplo minos dos.EXTRACCION DE LAS RAICES DE LOS NÚMEROS ENTEROS.
4 0 . E x t r a c c ió n  d e  l a s  r a íc e s , en g e n e ra l, es una operación 

que tiene por objeto, dado un número, determinar otro que, multi
plicado por si mismo una ó más veces, produzca el número propuesto
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El seg'undo n ú m ero , se llam a m iz ; y  la acción de determ inarle ex
traer raíces.

A sí, raíz secunda ó cuadrada de u n  núm ero es otro que, m ulti
plicado por sí m ismo una v e z , ó tom ado dos veces por fac to r, ó ele
vado al cuadrado, produce el núm ero dado.

Raiz célica de uu núm ero es u n  segundo núm ero q u e , m ulti
plicado por sí m ismo dos veces, ó tomado tres veces por factor, ó 
elevado al culo, produce el núm ero dado.

Y en g en e ra l, raizA& cierto grado de un núm ero es un segundo 
núm ero q u e , m ultiplicado por sí mismo tan tas  veces m énos u n a  
como ten g a  el g ra d o , ó tomado por factor tan tas  veces como unida
des ten g a , ó elevado á u n a  potencia de igual g rad o , produce el nú 
mero dado.

L a extracción de raíces se indica con el signo v/ , llamado rcc- 
dical, y se lee raiz de: su  origen es el mismo que el de la adición. 
Pura indicar el grado de la raiz se coloca u n  núm ero entre las ra 
mas , llam ado iudice ; si la  raíz es la  segunda ó cuadrada no se usa 
indico.

Así decimos, \ / ^  raíz cuadrada do nuevo, V 8 raíz cúbica do ocho.
Es evidente que la  raíz cuadrada y  la  raíz cúbica de la unidad, 

es la  m ism a unidad.
L a extracción de raíces es una operación inversa de la eleoaaon 

á potencias. E x t r a c c i ó n  d e  l a  r a í z  c u a d r a d a .
r>0. Al e.xtraer la  raíz cuadrada de un núm ero puede suceder 

que h ay a , ó nó , un  segundo núm ero que, elevado al cuadrado, pro
duzca el propuesto :

Si le  h a y , se le llam a raíz cuadrada e.xacta, y  el núm ero dado se 
llam a cuadrado perfecto :

Si no le h ay , lo que se determ ina es la raiz cuadrada del m ayor 
cuadrado contenido en el núm ero propuesto, q u e , respecto de éste, 
se llam a raiz cuadrada entera.

L a tab la  del núm ero 4 5  nos dice que en  los cien prim eros n ú 
meros hay  diez que son cuadrados perfectos y  noventa que no lo son.

E n  la  extracción de la  ra íz cuadrada de los nVimeros enteros pue
den ocurrir dos casos g en e ra les , según  que el núm ero propuesto no 
pase de 100, ó que sea m ayor que 100 ; y este últim o es el que m e
rece que le tratem os con más detenim iento.

Porque para  resolver el prim ero basta saber la  tab la  de que aca
bam os de hacer mención :

E jemplos : \ /  81 =  9, \ /  8U = 8 ,  \J 50 = 7 .
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En el primero de estos ejemplos, como el número propuesto 81 
es un cuadrado perfecto , su raíz cuadrada 9 es exacta.

El número 80 del segundo ejemplo no es cuadrado perfecto, y no 
puede tener raíz exacta : pero está comprendido entre los cuadrados 
64 y 81 (de 8 y 9 respectivamente) ; por eso se pone por raU entera, 
el 8 , que es la raíz del mayor cuadrado contenido en 80, haciendo 
por ahora caso omiso del residuo 16 <; 2 • 8 +  1.

Haciendo las mismas consideraciones, se pone en el tercer ejem
plo la raU entera 7, que es la raíz del mayor cuadrado contenido en 
50, haciendo también caso omiso del residuo 1<C 2 • 7 -f- 1.

51. Consideremos el 2.® caso.
Propongámonos extraer la raíz cuadrada del número 17698897. 

cuya indicación se hace así, ^17698897 =  .
Este numero es >1000000 y<C100000000, que son los cuadra

dos respectivos de 1000 y de 10000 ; luego su raíz está comprendida 
entre 1000 y 10000; es decir, su raiz cuadrada consta de cuatro ci
fras , y no puede tener cinco.

Como la raíz pedida consta de cuatro cifras, no sólo se compone 
de decenas y unidades , sino que además las decenas constan de tres 
cifras, que á su vez se componen de decenas y unidades, constando 
estas últimas decenas de dos cifras, que á su vez se componen de 
decenas y unidades.

No podemos empezar determinando las unidades de la raíz, por 
no saber dónde está su cuadrado Esc.); y, como el cuadrado de 
decenas da centenas, podemos afirmar que el cuadrado de las de
cenas está desde las centenas en adelante , y por eso separamos las 
dos primeras cifras de la derecha con una coma. Pero acabamos de 
ver que las decenas de la raíz total, por constar de tres cifras, tie
nen á su vez decenas parciales de dos cifras y unidades parciales; 
unidades que no pueden determinarse directamente por la razón ante
riormente dicha: y como el cuadrado de esas decenas parciales da cen
tenas, buscarémos ese cuadrado en las centenas del número 176988 
desde el 9 en adelante, ó sea separando con una coma el período de 
dos cifras siguiente al que ántes separamos. Pero estas decenas 
parciales de las que acabamos de hablar constan de dos cifras, y se 
componen también á su vez de decenas y unidades parciales; uni
dades que no pueden determinarse directamente por la razón tantas 
veces dicha; y como el cuadrado de esas nuevas decenas parciales 
da siempre centenas , buscarémos ese cuadrado en las centenas del 
número 1769, desde el 7 en adelante, ó sea separando con una 
coma el período de dos cifras siguientes al liltimo que separamos. Y 
dirémos: el mayor cuadrado contenido eu 17 es 16 , su raíz es 4 , y

4

J i -
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ésta es la cifra de las decenas de las decenas de las decenas de la 
raííi total (ó centenas de las decenas), ó sean millares de la raiz to
tal, que escribimos á.la derecha del sig“no de igualdad.

Se forma el cuadrado de 4, y se resta de 17, y el resto se redu
ce á unidades que , juntas con 69, nos darán el número donde se 
encuentre el duplo de decenas por unidades más cuadrado de unida
des de la raiz de 1769, y diremos : cuadrado de 4 es 16, á 17 va 1 
centena, no procedente del cuadrado de las decenas, sino de las 
otras dos partes del cuadrado de la raíz del número 1769 ; esa cen
tona vale 100 unidades, que juntas ó sumadas con las 69 (pues esto 
significa bajar el siguiente período) que el mismo tiene , nos dan el 
número 169. No sabemos dónde está el cuadrado de las unidades; 
pero sabemos que el duplo de decenas por unidades está desde el 
6 en adelante (-47); separando , pues , el 9 con una coma, á la iz
quierda hay un producto de tres factores, á saber, dwplo X decenas 
X unidades que se transforma en un producto ( i ? )  de dos factores, 
á ñ‘á\>(iv, duplo de decenasXunidades, (realizando el producto de du
plo X  decenas en duplo de decenas) y dividiendo el 16 por 8 (ó sea 
dividiendo el producto de ((2 X decenas) X (unidades)) por el fac
tor (2 X decenas) estarémos seguros de obtener las unidades de la 
raíz del número 1769 , que es 2. Esta cifra, puesta en la raíz á la 
derecha del 4, nos da el número 42, que es la raíz del número 1769 
por una parte, y por otra , forma las decenas de la raíz del núme
ro* 176988.

Ya se ha restado del número 1769 el cuadrado de las 4 decenas; 
para restar de él todo el cuadrado de su raíz 42, sólo falta restar el 
duplo de decenas por unidades, más el cuadrado de unidades ; lo cual 
verificaremos, escribiendo el cociente obtenido 2 á continuación del 
divisor 8, formando el número 82, que , multiplicado por el cociente 
2, da cierto producto que se resta del dividendo 16 seguido de la ci
fra 9, formando el número 169 , y diciendo : 2 por 2, son 4 (cuadra
do de unidades) , que se escribe para restar debajo del 9, y 8 por 2, 
son 16 (duplo de decenas por unidades) , que se escribe á la izquier
da , dándonos el resto 5 ; si esta sustracción no hubiese sido posible, 
porque el sustraendo fuese mayor que el minuendo, esto nos proba
ría que la cifra que era buena para el cociente de la división , era 
sin embargo grande para la raíz, y se rebajaría en una ó más unida
des , hasta hacer posible la sustracción; en el presente ejemplo la 
cifra 2 es buena.

Ni la sustracción que acabamos de verificar ha sido una operación 
de lujo; por el contrario, ha sido una sustracción necesaria para po
ner en evidencia las 5 centenas que hay en el número 176988 , pro-
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cedentes del duplo de decenas por unidades, más el cuadrado de uni
dades de su raíz , cuyas decenas son el número 42 : esas 5 cen
tenas componen 500 unidades, agreg^adas á las cuales las 88 del 
número 176988 (que eso significa bajar el siguiente periodo 88), 
nos dan el número 588 en el cual se encuentra el duplo de decenas 
por unidades , más el cuadrado de unidades de su raíz, y cuyas uni
dades no podemos determinar directamente por la razón tantas veces 
dicha ; pero como sabemos que el duplo de decenas por unidades da 
decenas, esto es, sabemos que se encuentra desde el 8 (decenas) cu 
adelante: por eso separamos con una coma la cifra de las unidades, 
y consideramos á la izquierda de dicha coma el número que contie
ne el producto sabidb de tres factores , que transformamos en otro 
de dos , uno de los cuales sea el duplo de decenas, y las unidades 
el otro. Dividamos, pues, lo que está á la izquierda de la coma por 
el duplo de 42 , 6 sea duplo de decenas, y el cociente será el otro 
factor , ó bien las unidades de la raíz del número 176988.

Al intentarla división enunciada, tropezamos con el inconve
niente de que el dividendo 58 es menor que el divisor 84 : esto nos 
dice sencillamente que pongamos 0 en el cociente ; que la raíz que se 
busca no tiene unidades de segundo órden, razón por la cual pon- 
drómos también 0 en la raíz.

Por lo demás , el razonamiento y la operación siguen la misma 
marcha ; queremos decir que hay que considerar ahora el núme
ro 588 como la diferencia entre el cuadrado de las 420 decenas de la 
raíz total y las centenas del número propuesto (porque 480 X 0=0, 
á 588 van 588) : hay que reducirlas á unidades y sumarlas con las 
97 unidades del número propuesto (que esto significa bajar el últi
mo período), para obtener el número 58897, enei cual se encuen
tran el duplo de las decenas por las unidades , más el cuadrado de las 
unidades de la raíz total. Digamos por última vez que no se sabe 
dónde se encuentra el cuadrado de las unidades ; pero que el duplo 
de las decenas por las unidades da decenas , y estará desde el 9 en 
adelante ; para indicar lo cual separarémos con una coma la cifra 7 
de las unidades. Considerando , finalmente, al producto que está á 
la izquierda de la coma compuesto de los dos factores , duplo de de
cenas, y unidades; y considerando que conocidas las 420 decenas 
de la raíz total, podemos formar su duplo 840; es claro que , divi
diendo aquel producto por este fiictor, obtendrémos por cociente el 
otro factor, ó sea la cifra de las unidades de la raíz total. Pongamos 
también el cociente 7 en el divisor, haciendo el número 8407 que, 
multiplicado por el cociente 7 , da el producto 58849 , que , restado 
de 58897, nos da el resto 48.
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El número 17698897 no es cuadrado perfecto : hemos determi
nado su raíz cuadrada miera , 4207, que es la miz cuadrada del 
mayor cuadrado contenido en él (sea cual fuere), y el residuo 48.

Y que esta es la verdadera raíz entera se demuestra fácilmente. 
No es mayor de lo que debe ser ; puesto que se han hecho las sus
tracciones sucesivas : tampoco es menor de lo que debe ser, porque, 
siendo la diferencia de los cuadrados de dos números enteros conse
cutivos ( jy  , Cor.) ig-ual al duplo del menor más 1 , para que en la 
raíz cupiese siquiera una unidad más, era necesario que el residuo 
fuese igual ó mayor á 2 X 4207 +  1 ; pero el residuo 48 es eviden
temente <C% • 4207 -h 1 : luego la raíz obtenida es la verdadera raiz 
entera.

También podíamos haber conocido que, terminando el nVimero 
propuesto en la cifra 7, no podía ser cuadrado perfecto. Y ampliáu- 
do esta consideración , recordemos que los cuadrados de las unida
des {‘15 , Tabla) terminan en 1 , 4 , 5 , 6 , y 9 , luego no serán 
cuadrados perfectos los números que terminen en 2 , 3 , 7 ú 8.

Ni los que terminen en 5 , si no le precede inmediato el 2.
Ni los que terminen en número impar de ceros , como tres ceros, 

cinco ceros, etc.
La disposición de la operación es así :

\/l7 ,69 ,88 ,97 =  4207
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16
“ Í6 > ‘ 82

16 4 2
58,8 84

5889,7
0
8407

5884 9 7" ■
4 8(4207)s 48 =  17698897 ....... 48 <  2 x  4207 +  1.

I)e todo lo expuesto podemos concluir que : Para extraer la 
raiz cuadrada de un número mayor que 100 se divide en periodos de 
(i dos cifras empezando por la derecha , pudiendo tener una sola ci
fr a  el último periodo de la izquierda : el número de cifras de la raiz 
es igual al de períodos.

Se extrae la raiz del primer periodo de la izquierda.^ y se tendrá 
la cifra del órden superior de la raiz pedida. E l cuadrado de esta ci
fr a  se resta de dicho primer periodo y á la derecha del resto se baja 
el siguiente periodo^ del cual se separa con una coma la última cifra 
de la derecha , y dividiendo lo que queda d la izquierda por el duplo



de la, cifra, hallada, , el cociente será la segnnda cifra de la raíz pe
dida. Esta cifra  se escribe también á la derecha del di-oisor, y  multi
plicando el número de esa manera formado por el cociente, se resta el 
producto del dividendo seguido de la cifra separada. Á la derecha del 
resto se baja el siguiente periodo, del cual se separa, con una coma, 
la última cifra de la derecha , y  dividiendo lo que queda á la izquier- 
daj)or el duplo de taparte de raíz hallada, el cociente sera la terce
ra cifra de la raíz pedida. Y  asi se continúa hasta bajar el último 
periodo de la derecha , y obtener la cifra de las unidades de la raíz 
total.E sc o l io . Si algún dividendo parcial es menor que su correspon
diente divisor, se pone cero en la raiz ; y a la derecha del dividendo, 
seguido de la cifra separada con una coma, se baja el siguiente pe
riodo y  se continúa la regla establecida.

S i al intentar hacer alguna de las sustracciones prescritas, apa
reciese el sustraendo mayor que el minuendo, seria efecto de que la 
cifra del cociente es buena para la división , pero mala para, la raiz, 
y  se rebaja una ó más unidades á dicho cociente, hasta hacer posible 
la sustracción.

E l residuo, si le hay, debe ser menor que el duplo de la raiz ha
llada más 1 .

E scolio 2.'' P a ra  ex traer la  raíz cuadrada de un  producto de va
rios factores, se ex trae la  ra iz cuadrada de cada uuo de ellos y  so 
m ultiplican en tre sí estas raíces, puesto que (2 X 8X 15)®  es 2^* 8* • 
15* (4 « , O.") E xtracción de la  raíz cúbica.

53

.■»a. Al ex traer la  raíz cúbica de un  núm ero puede suceder que 
h ay a , ó n ó , uu segundo núm ero que elevado al cubo produzca el 
propue.sto.

Si le h a y , se le llam a raíz cúbica exacta ; y  el núm ero dado se 
llam a cubo perfecto.

Si no le  h ay , lo que se determ ina es la *raiz cúbica del mayor 
cubo contenido en el núm ero propuesto , que respecto de éste se lla
m a raiz cúbica entera.

La tabla del nùm ero 4 5  nos dice que en los m il prim eros núm e
ros hay diez que son cubos perfectos, y  nuevecientos noventa que 
no lo son.

Tam bién en la extracción de la  raíz ciibica de los núm eros ente
ros pueden ocurrir dos casos g en e ra les , según que el núm ero pro
puesto no pase de 1000, ó que sea m ayor que 1000 ; y  este segundo 
es el que m erece más atención de parte nuestra.



Porque para resolver el primero basta saber la tabla de que aca
bamos do hacer mención.
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E jemplos : \/ 512 =  8 , ^365 = 7.

En el primero de estos ejemplos, como el número propuesto 512 
es un cubo perfecto, su raíz cúbica es exacta.

E l núm ero 365 del seg’uiido ejemplo no es cubo perfecto, y no 
puedo ten er raíz exacta ; pero está comprendido entre 343 y  512 que 
son los cubos respectivos de 7 y  8 ; por eso ponemos por raíz entera 
el 7, que es la raíz del m ayor cubo contenido en 365, haciendo por 
ahora caso omiso del residuo 22<C 3 • 7* -4- 3 • 7 -p  !•

5 3 . Ocupémonos ya del segundo caso. Y sea propuesto para ex
traer su raíz cúbica el número 91632508641, cuya indicación se es
cribe a s í;

\/91632508641 =

Como este número está comprendido entre 1000000000 y 
1000000000000, quesonloscubos respectivos de 1000 y 10000, cla
ro es que su raíz está comprendida entre 1000 y 10000, esto es, os 
mayor que 1000 y menor que 10000, es decir, que su raíz consta de 
cuatro cifras y se compone por consecuencia de decenas y unidades; 
y recíprocamente el número propuesto contiene (4S, C o r . 2.°) el 
cubo de las decenas, más el triplo del cuadrado de las decenas mul- 
tiidicado por las unidades, más el triplo de las decenas multiplicado 
por el cuadrado de las unidades, más el cubo de las unidades de la 
raíz pedida.

Ahora bien ; si supiéramos dónde está el cubo de las unidades, 
extrayendo su raíz, obtendríamos la cifra de las unidades de la raíz 
que buscamos; y esto no puede verificarse, porque en general ( '!» ,Esc.) 
lio se sabe ni puede saberse en qué parte del número propuesto se 
encuentra el cubo de las unidades : y por eso la operación se hace 
de unidades de órdeii superior á unidades de órden inferior, esto es, 
de izquierda á derecha, como la división y como la extracción de la 
raíz cuadrada.

Pero si no se sabe dónde está el cubo de las unidades, se sabe 
que el cubo do las decenas da unidades de millar, es decir, sabemos 
que el cubo de las decenas se encuentra desde los 8 millares en ade
lante, y por eso separamos las tres primeras cifras de la derecha con 
una coma. Y como la raíz total consta de cuatro cifras, claro es que 
sus decenas constan de tres, esto es, las decenas de la raíz total se



componen á su vez de decenas y unidades : estas unidades ¡mrciales 
no pueden ser determinadas inmediatamente, porque no sabemos en 
qué ¡jarte del número 91632508 se encuentra el cubo de ellas ; pero 
si lio sabemos dónde se encuentra el cubo de estas unidades, sabe
mos que el cubo de las decenas, que siempre da unidades de millar, 
se encuentra desde los 2 millares en adelante, y por eso separamos 
con una coma otro periodo de tres cifras. Y como las decenas de la 
raiz total constan de tres cifras, sus decenas parciales constarán do 
dos cifras, esto es, sus decenas parciales se componen todavía de 
decenas y unidades : no sabemos determinar inmediatamente estas 
unidades, porque no sabemos en qué parte del número 91632 se en
cuentra el cubo de ellas ; pero como sabemos que el cubo de las de
cenas da unidades de millar, ya tenemos bastantes datos para afir
mar que el cubo de estas últimas decenas se encuentra desde 1 millar 
en adelante, y por eso separamos con una coma otro periodo de tres 
cifras. Así, para conocer las decenas de que acabamos de liablar, 
dirémos :

El mayor cubo contenido en 91 es 64, su raíz es 4 , y ésta es la 
cifra de las decenas de las decenas de las decenas de la raíz total, ó 
sean centenas de las decenas de la raíz total, ó sean unidades de mi
llar de la raíz total, que escribirémos á la derecha del signo de igual
dad. Si formamos ahora el cubo de 4 decenas, ó sea 64, y lo resta
mos del primer período de la izquierda, que es 91 millares, y redu
cimos el resto 27 á unidades, que hacen 27000, y á éste agregamos 
632 unidades (que esto significa bajar el período siguiente) del núme
ro 91632, obtenemos un número 27632 que contiene las otras tres 
partes del cubo de la raíz de dicho número 91632, ó sean el triplo 
del cuadrado de decenas por unidades, más el triplo de decenas por el 
cuadrado de unidades, más el cubo de unidades. Considerando que 
este triplo del cuadrado de decenas por unidades da siempre cente
nas, y que por tanto en el presente ejemplo estará desde las 6 cente
nas en adelante, si separamos con una coma el grupo de las dos úl
timas cifras de la derecha, á la izquierda de la coma quedará el tri¡)lo 
indicado, que, aunque producto de tres factores, nosotros podemos 
darle la forma de producto de dos factores, ó sean triplo del cuadra
do de decenas uno, y las unidades el otro ; y considerando que la ci
fra 4 son las decenas de la raíz del número 91632, podemos formaj* 
el triplo de su cuadrado, que es 48, y dividiendo por él el 276 que 
está á la  izquierda de la coma, obteudrémos por cociente las unida
des do la raíz de 91632, que es 5, y puesto á la derecha del 4, for
man el número 45, que es la raíz del número 91632 por una parte, 
y por otra las decenas de la raíz de 91632508.
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Si formamos » pues , el cubo de esas 45 decenas y lo restamos de 
las 91632 unidades de millar del número 91632508 , y reducimos el 
resto 507 á unidades, que hacen 507000, y agregamos á ellas las 
508 (que esto significa bajar el período siguiente), obtenemos un nú
mero 507508, enei cual están contenidas las otras tres partes del 
cubo de la raíz del número 91632508. Pero el triplo del cuadrado de 
las decenas por las unidades da centenas, y en el presente caso esta
rá por lo mismo desde las 5 centenas en adelante; luego, si separa
mos con una coma las dos últimas cifras de la derecha y dividimos lo 
que queda á la izquierda por el triplo del cuadrado de la parte de 
raíz hallada (que son las 45 decenas dichas), el cociente será la cifra 
de las unidades de la raíz del número 91632508.

Pero en el caso presente, el dividendo parcial 5075 es menor que 
el divisor 6075. Esto nos dice que la raíz no tiene unidades de este 
órden. pondrémos , pues, un cero en la raíz y seguiremos el razona
miento y la Operación.

Hemos determinado las decenas de la raíz que buscamos. Si for
mamos su cubo y lo restamos de los millares del número propuesto, 
y reducimos el resto á unidades simples, y les agregamos las 641 
unidades del número dado (que esto significa bajar el período si
guiente) , obtenemos un número 507508641 que contiene las otras 
tres partea del cubo de la raíz pedida. No podemos determinar direc
tamente la cifra de las unidades que nos falta; porque para ello era 
necesario sabor en qué parte del número dado estaba su cubo para 
extraer su raíz , y esto no se sabe. Pero el triplo del cuadrado de las 
decenas perlas unidades , que da centenas, estará desde las 6 cente
nas en adelante. Separemos las dos cifras de la derecha con una 
coma, y , dividiendo lo que queda á la izquierda por el triplo del 
cuadrado de las 450 decenas , obtendrémos por cociente las unidades 
simples de la raíz total, que es 8 ; y la raíz pedida es 4508.

El número 91632508641 no es un cubo perfecto: hemos determi
nado su raíz cúbica entera , 4508 , que es la raíz cúbica del mayor 
cubo contenido en él ; y el residuo de restar este cubo del número 
propuesto es igual á 20644129 que es *<3 X (4508)’ +  3 x 4 5 0 8 - h l ;  
luego la raíz (4ft) no es menor de lo que debe ser : tampoco es ma
yor , puesto que al determinar cada cifra de la raíz se ha verificado 
la sustracción consiguiente ; luego la raíz obtenida es la verdadera 
raíz pedida.

No se da regla para conocer cuando un número no es cubo perfec
to , por la cifra de su terminación á la derecha ; porque, según la 
tabla (415), el cubo de las unidades termina indistintamente en cada 
una de las nueve cifras primeras.
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Tenemos la costumbre de disponer la operación de esta manera; 

V91,632,508,641 = 4508+ 01  residuo 20644129.
64

276,32 48
911 25 5

5 075,08 5075
911 250 00 0

5 075 086,41 607500
8

91,611,864,512
20 644 129

( 4508)5+20644129= 91632508641.
20644129 <  3 X  ( 4508 )* +  3 x  4508 +  1.

De la explicación que antecede se deduce el precepto siguiente:
Para extraer la raiz cúbica de número mayor que 1000, se di

vide en periodos de aires cifras empezando por la derecha y pudiendo 
tener dos solas cifras ò una el último periodo de la izquierda : el nú
mero de cifras de la raíz es igual al de periodos.

Se extrae la raiz del primer periodo de la izquierda, y se tendrá 
la cifra del órden superior de la raiz pedida. E l cubo de esta cifra se 
resta de dicho primer periodo, y a la  derecha del resto se baja el si
guiente periodo, del cual se separan con una coma Icos dos últimas ci
fras de la derecha; y  dividiendo lo que queda á la izquierda por el 
triplo del cuadrado de la cifra hallada, el cociente sera la segunda ci
fr a  de la raiz pedida. Se forma el cubo del número compuesto por las 
dos cifras halladas para la raiz, y  ese cubo se resta de los dos prime
ros periodos de la izquierda del número dado. Á la derecha del resto 
se baja el siguiente periodo, del cual se separan con una coma las 
dos últimas cifras de la derecha; y  dividiendo lo que queda à la iz
quierda por el triplo del cuadrado de la parte de raiz hallada, el co
ciente será la tercera cifra de la raiz pedida. Y  asi se continua, has
ta bajar el último periodo de la derecha, y obtener la pifra de las 
unidades de la raiz total.

Escolio. S i algún dividendo parcial fuese menor que su corres
pondiente divisor, se pone cero en la raiz , y á la derecha del divi
dendo , seguido de las dos cifras separadas con una coma, se baja el 
siguiente periodo y se continúa la regla establecida.

S i al intentar alguna de las sustracciones prescritas apareciese el 
sustraendo mayor que el minuendo, seria efecto de que la cifra del 
cociente era buena ¡mra la división, pero mala para la raiz, y se re
baja %ma ó más unidades à dicho cociente, hasta hacer posible la sus
tracción.



58
El residuo, sí le hay , debe ser menor que el triplo del cuadrado 

de la raíz hallada, más el triplo de la misma , más 1.
Escolio 2.° Para extraer la raíz cúbica de un producto de varios 

factores, se extrae la raíz cúbica de cada uuo de ellos , y se multi
plican entre sí estas raíces , puesto que(3 X 4 x l 0 } ’ es 35. 4h lÔ  (<líi , 9.“)

Nos perm itirem os d irig ir un ruego á los señores profesores. llagan aprender de me
m oria á los alumnos las dos reglas dadas para extraer las raíces cuadrada y cúbica : pon
gan para empezar ejemplos fáciles, y después otros eu que vayan aumentando las diftcul- 
tades , hasta llegar á ¿stos , ú otros más fuertes, en que los principiantes comprendan y 
comprueben esas mismas reglas.

1
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CAPITULO IL

O c  la (Uviwibilidad de lo» m im erò« cu tero «  ali«tracto«.

5 4 . Se llama c i f r a á cada una de éstas 2, 4, 6 y 8 ; é impar 
á cada una de las restantes : l , 3 , 5 , 7 y 9 .  Y por analogia se llama 
número par el que termina en 0 ó cifra par, y número impar el que 
termina en cualquiera de las cifras, 1 , 3 , 5 ,  7 6 9.

Hemos llamado (aSi) duplo, triplo, al producto de un nùmero 
por 2, por 3. También llamarémos cuadruplo, quintuplo, e tc ., al 
producto de un número por 4 , 5 ,  etc. ; y en general, se llama múlti
plo de un número á su producto por un entero : 15 es múltiplo de 5 y 
de 3, porque 15 es igual á 5 X 3.

Un número’entero es divisible por otro, si hay un tercero que, 
multiplicado por el segundo, produzca el primero. Al primero se le 
llama también múltiplo del segundo, y el segundo recibe los nom
bres de divisor, factor, submúltiplo (aparte alicuota del primero.

Todo número es múltiplo y divisor de sí mismo.
Se llama junwo ó sencillamente número primo

ó factor simple, aquel número entero que sólo es divisible por sí 
mismo y por la unidad, que es divisor de todo número, como 
7, 11, 31.

Y factor compuesto es el que, además de ser divisible por sí mis
mo y por la unidad, lo es siquiera por otros dos números enteros, 
como 15, que es divisible por 1 , 3 , 5 ,  15.

Primos entre si son aquellos números que no tienen más divisor 
común que la unidad.

Es evidente que pueden darse multitud de casos de dos ó más 
factores compuestos que, no obstante, sean primos' entre s i , como 
12 y 25.

También es claro que si un número primo no es divisor de un 
factor compuesto, estos dos números son primos entre sí.

Dos VL\xm&co% primos absolutos ñOTí primos entre si.
Se llaman números primos entre si dos 4 dos aquéllos que, to

mados de dos en dos, del modo que se quiera, son primos entre sí: 
para lo cual basta que cada uno de dichos números sea primo con 
cada uno de los demás.

5 5 . un número es divisor de otros varios, será también divi
sor de su suma.



Si 5 es divisor de 10, 15 y 20, por ejemplo, también lo será 
de 10 H- 15 -h 20.
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En efecto ;

(10 =  2 x 5  
15 =  3 x 5  

(20 =  4X 5
Sumando ordenadamento estas L/, , r o r ,igualdades, tenemos.............. jl0 +  15 +  20 =2 .5 H- 3 . 5 - f - t . 5
y sacando fuera de un paréntesis ]

el factor 5, que es común á los f,n , fr . on ;o . o . />tres sumandos del segundo -i-la-f-20 — {2-f-3-J-4) X  5.
miembro, resulta....................?

Pero el segundo miembro ea un producto indicado de dos facto
res ; uno, lo que está dentro del paréntesis ; otro, el 5. Y como todo 
producto de dos factores es exactamente divisible por cada uno de 
ellos, el segundo miembro, y por consecuencia el primero será di
visible por el factor 5, ó lo que es lo mismo, 5 es divisor de la 
suma 10 - r  15 -f- 20.

5©. un número es dimsor de uno de los dos factores de un 
producto^ sera también dwisor del producto.

Si 8 es divisor de 24, también lo será de 24 X 2.

En efecto ; 24 x  2 =  24 24.

Pero 8 divide á cada uno de los suman dos del segundo miembro, 
por la hipótesis; luego dividirá á la suma, y también al primer 
miembro ; luego 8 es divisor del producto 24 X 2.

Corolario 1.” >Si un número es divisor de otro., es también divisor 
de los múltiplos de este otro; puesto que, siendo 8 divisor de 24, lo 
es de 24 X 2, lo será igualmente de 24 X 3, 24 X 4, etc.

Corolario 2." Si un número es divisor de otro ̂  es también divi
sor de las potencias de este otro; puesto que, siendo 8 divisor de 24, 
lo es del producto 24 X 2 , también lo será de los productos 24 X 24, 
ó bien 24®; 24 X 24 X 24, ó bien 24®, etc.

Escolio. Hemos demostrado que, por ser 8 divisor del factor 24, 
lo es también del producto 24 X 2, ó lo que es lo mismo, que el nú
mero 24 X 2 es divisible por 8, por serlo ántes el número 24 que es 
factor de 24 X 2, ó lo que es lo mismo : Si un número es divisible 
por otro, lo sera también por todos los divisores de este otro.

Ea evidente que , si dos ó más números tienen un divisor común, 
el producto de ellos tendrá él mismo divisor.

57. Si un número es divisor de otros dos, es tanéien divisor de 
su, diferencia.



Si 5 es divisor de 30 y 20, también lo será de 30 — 20.
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En efecto r

Restando ordenadamente estas dos igualda
des, la segunda de la primera, tenemos 

y  sacando fuera de un paréntesis el factor 5,' 
que es común al minuendo y sustraendo 
que hay en el segundo miembro, resulta

130 =  6 x 5  
(20= 4 x 5
I30 —20 =  6.5  — 4.5.

30 —20 =(6 ~ 4 )  X5.

Pero el segundo miembro es un producto indicado de dos facto
res : uuo, lo que está dentro del paréntesis ; otro, el 5. Luego el 
segundo miembro, y también el primero , será divisible por 5, ó lo 
que es lo mismo, 5 es divisor de la diferencia 30 — 20.

Corolario. Dos números consecutivos , como 4 y 5 , son primos 
entre sí ; porque si tuvieran uu divisor común, éste Labia de ser 
también divisor de la diferencia, que es la unidad, que no tiene divi
sor alguno.

5íí. Si wi nùmero es divisor de uno de dos sumandos y no lo es 
del otro, no será divisor de la suma; porque si lo fuera, también 
lo seria del segundo sumando, diferencia entre la suma y el primer 
sumando ; lo que es contra la hipótesis.

5í>. Si un nùmero es divisor del minuendo, y no lo es del sus- 
traeiido , no será divisor del resto. Si un nùmero es divisor del sus
traendo , y nolo es del minuendo, no sera divisor del resto.

1. ° Porque si fuera divisor del resto, lo seria también del sus
traendo, diferencia entre el minuendo y el resto ; lo que es contra 
la hipótesis.

2. ® Porque si fuera divisor del resto, lo sería también del mi
nuendo, suma del sustraendo y resto ; lo que es contraía hipótesis.

<»0. Si un nùmero es divisor de otros dos, es divisor del resto 
que resulta de dividir el mayor por el menor. S i un nùmero es divi
sor del resto y del menor de los números dados, tamlien lo sera del 
mayor.

Si tenemos para dividir 84 por 24, por ejemplo, se verifica :
1 El número 6, divisor común de 84 y 24, es también divisor 

del resto 12.
En efecto : según lo expuesto (37), 84 — 24x3 =  12.

Pero todo número que divide á 24, divide á 24 X 3 (50, Cor. l.°): 
y como todo número que divida á 84 y 24 X 3, divide á su diferencia 
(í»S), 6 que por la hipótesis es divisor de 84 y 24, lo será de 84 y 
24 X 3, y por consiguiente será divisor de la diferencia 84— 24 X 3, 
que es 12.

2.® El mismo divisor 6, ú otro cualquiera, con tal que lo sea del



menor 24 j  del reato 12, será también divisor del mayor 84.

En efecto: 24x3-1-12=84 (37).
Siendo , por la hipótesis , 6 divisor del menor 24, lo será io-nal 

mente de 24X3 (5©, Cor. 1 .«)
También, por la hipótesis, es divisor del resto 12.

i ^endo 6 divisor del sumando 24 x  3 y del sumando 12,
lO sera de la suma 84.

C a r a c t è r e s  d e  d iv is ib i l id a d  d e  u n  n ú m e ro  e n te r o  p o r  1 0 ,  1 0 0  y  en  g e n e r a l  p o r  l a  u n id a d  s e g u id a  d e  c e r o s .
e i .  Todo número entero es , ó no, dinsiile por 10 segnn me 

termine, 6 Tió , en mi cero.
Sea, por ejemplo, el número 580 : este número es divisible por 

10, porque termina en cero.
Con efecto ; 580 «y igual « 58 X 10, Pero este producto es dimsi- 

Ue por cadauno de sus factores 58 y lo , luego lo es por 10; luego 
el numero propuesto 580 tamiien es divisine por 10.

Sea ahora el número 584. Este número no es divisible por 10 
porque no termina en 0. r  ■>

En efecto ; puesto bajo la forma de

580 +  4 =584,
vemos que el primer sumando 580 es divisible por 10, y el segun
do 4 no lo es ; luego la suma (5S) ó sea el número 584, tampoco es 
divisible por 10. . ’ t

Todo número entero es, ó ,i6, divinile por 100, según que ter- 
mine, ó nó, endos ceros. ^

Sea, por ejemplo , el número 7500. Este número es divisible por 
lüü, por terminar en dos ceros.

Gon efecto-.Tomes igual i l ’ó x  100, Pero esteproducto de dos 
f l o r e s  es dnvisiMe por cada uno de ellos, y  parlo mismo por \m-, 
luego 7o00 también es divisible por 100

Sea, ahora, el número 7524. Este número no es divisible por 
100, porque no termina en dos ceros. ^

En efecto ; puesto bajo la forma de

7500 +  24 =  7524 ,
vemos que el primer sumando es divisible por 100, y  el seg-undo nó- 
hmgOola suma (5*) 6 sea el número 7500 , tampoco es^iv isiw é

Y asi se continúa explicando los casos en los cuales un número

62



entero cualquiera es, ó no, divisible por la unidad seguida de 
ceros.

Un número entero cnalqniera e s ó  no, dimsible por 2, se
gún que la cifra de sus unidades sea, ó nó 0 ó cifra par. Tarabieai 
se dice según que termine, ó nó, en 0 ó cifra par.

Sea, por ejemplo, el número 920, divisible por 2, porque termi
na en 0.

En efecto, este número es divisible por 10 (OI) ; luego también 
lo será (50 , Esc.) por 2, que es uno do los divisores de 10.

Sea, ahora, el númeto 928, que es divisible por 2 porque ter
mina en cifra par.

Con efecto ; puesto bajo la forma de

920 +  8 =  928,

sabemos que el primer sumando , 920 , es divisible por 2; el segun
do, 8 , lo es evidentemente ; luego la suma (55) ó sea el número 
propuesto 928, también es divisible por 2.

Sea, por tercer ejemplo, el número 927. Este número, no es di
visible por 2 , porque la cifra de sus unidades no es 0 ni cifra 
par ; dicho de otro modo , porque no termina en 0 ni en cifra par. 

Efectivamente: puesto bajo la forma de

920 +  7 =  927,

se ve que el primero de estos sumandos , 920, es divisible por 2 ; 
pero el segundo sumando, 7, evidentemente no ei divisible por 2; 
luego la suma (5íi) , ó sea el número 927, tampoco lo es.

Un número entero cualquiera es , ó nó, divisible por ^ , según 
que la cifra de sus unidades sea, ó no , 0 ó 6. De otro modo : según 
que termine, ó no , en 0 ó

Sea, por ejemplo, el número 340 , divisible por 5, porque ter
mina en 0.

En efecto: este número es divisible por 10 (6a) ; luego también 
lo será (56 , Esc.) por 5, que es uno de los divisores de 10.

Sea, ahora, el número 74o, que es divisible por 5, porque termi
na en 5.

Con efecto : puesto bajo la forma de 

740 +  5 =  745,

sabemos que el primer sumando 740 , es divi.sible por 5 : el segundo,
5 , lo es evidentemente ; luego la suma (55), ó sea el número pro
puesto 745 también es divisible por 5.
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Sea,, por tercer ejemplo, el número 749. Este número no es cii- 

visible por 5 , porque no termina en 0 ni en 5.
Efectivamente : puesto bajo la forma de 

740 -h 9 =  749 ,
v5mos que el primero de estos sumandos, 740, es divisible por 5; 
pero el segundo sumando, 9 , evidentemente no es divisible por 5; 
luego la suma (5íí), ó sea el número 749 , tampoco lo es.

©3. IM número entero cualquiera es ̂  óno, divisible por 4 ó por 
25, según que el conjunto de sus decenas y unidades sea, 6 no, divi
sible por 4 ó por 25.

Sea, por ejemplo, el número 800. Este número es divisible por 
4 y por 25, porque lo es el conjunto de sus decenas y unidades.

En efecto, 800 es divisible por 100 (©a); luego también lo será 
(5© , Esc.) por 4 y por 25, que son factores ó divisores de 100.

Sea, ahora, el número 836. Este número es sólo divisible por 
4 , porque el conjunto 36 de sus decenas y unidades es sólo divisi
ble por 4.

Con efecto : puesto bajo la forma de
800 -f-36 =  836 ,

sabemos que el primer sumando, 800, es divisible por 4 y por 25; 
pero el segundo , 36 , lo es por 4 y no lo es por 25 ; luego la suma 
ó sea el número propuesto 836, es divisible (5*^), por 4 , y no lo es 
(5í*l por 25.

Sea, por tercer ejemplo , el número 825 : este número es sólo 
divisible por 25, porque el conjunto 25 de sus decenas y unida
des sólo es divisible por 25.

En efecto : puesto bajo la forma de
800-1-25 =  825,

se ve que el primero de estos sumandos, 800, es divisible por 4 y 
por 25 ; pero el segundo, 25, lo es por 25 y no lo es por 4; luego 
la suma ó sea el número propuesto, 825, es divisible (55), por 25, 
y no lo es (5S) por 4.

Escolio. Tres son los múltiplos de 25 compuestos de dos cifras, 
á saber ; 25, 50 y 75.

Sea, por último ejemplo, el número 839 que no es divisible por 
4 ni por 25 , porque el conjunto de sus decenas y unidades no es di
visible por 4 ni por 25.

Efectivamente : puesto bajo la forma de
800-1-39 =839,



vemos que el primero de estos sumandos, 800, es divisible por 4 y 
por 25 ; pero el segundo , 39, no es divisible.'por 4 ni por 25 ; luego 
la suma (5# ), ó sea el número propuesto, 839, tampoco es divisible 
por 4 ni por 25.

Corolario. N o son cuadrados perfectos los números pares que 
no sean divisibles por 4.

Ni los impares que disminuidos de 1, no sean divisibles por 4.
Un número entero cualquiera es ■, ó nó  ̂ divisible por 8, ó 

por 125 , según que el conjunto de sus centenas , decenas y unidades 
sea , ó no, divisible por 8 ó por 125.

Sea, por ejemplo, el número 57000.
Este número es divisible por 8 y por 125, porque lo es el conjun

to de sus centenas, decenas y unidades.
En efecto: 57000 es divisible por 1000 (61). Y como 1000 es 

igual á 125x8 , dicbo se está que 57000 es divisible (5G, Esc.) 
por 8 y por 125.

Sea, abora, el número 57512. Este número es divisible sólo por 
8, porque el conjunto 512 de sus centenas, decenas y unidades es 
divisible por 8 , y no lo es por 125.

Con efecto : puesto bajo la forma de

57000 +  512 =  57512,

se ve fácilmente que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y 
por 125 ; pero el segundo sumando 512 es divisible por 8 y no lo es 
por 125, luego la suma, ó sea el número propuesto 57512, es divi
sible (55) por 8 , y no lo es (5íi) por 125.

Sea, por tercer ejemplo, el número 57250. Este número sólo es 
divisible por 125, porque el conjunto de sus centenas, decenas y 
unidades, 250, es divisible por 125, y no lo es por 8.

En efecto : puesto bajo la forma de

57000 +  250 =  57250,

observamos que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y por 
125; pero el segundo sumando 250, si bien es divisible por 125, no 
lo es por 8; luego la suma, ó sea el número 57250 es divisible (5Si) 
por 125, y no lo es (5íi) por 8.

Sea, por último ejemplo, el número 57044 que no es divisible 
por 8 ni por 125, porque el conjunto de sus centenas, decenas y 
unidades no es divisible por 8 ni por 125.

Efectivamente : puesto bajo la forma de
57000 +  44 =  57044,
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vemos que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y por 125; 
pero el segundo sumando, 44, ni es divisible por 8 ni por 125 ; luego 
la suma, ó sea el número propuesto 57044 (2»S), no es divisible por 
8 ni por 125.

Escolio. Para conocer si un número entero es divisible por 2 ó 
5 se atiende á la última cifra de la dereclia : para conocer si lo es 
por 4 ó 25, que son los cuadrados respectivos de 2 y 5, se atiende á 
las dos últimas cifras, y para saber si lo es por 8 ó 125, que son los 
cubos respectivos de 2 y 5, hay que atender á las tres últimas ci
fras de la derecha.C a r a c t è r e s  d e  d iv is ib i l id a d  d e  u a  n ú m e ro  e n te r o  p o r  3 , 9  y  1 1 .

<i5. Conviene advertir que todo número divisible por 9 lo es 
{56 , Esc.) por 3 ; aunque no todos los divisibles por 3 son divisi
bles por 9.

Asi, 18, 36... divisibles por 9 , lo son por 3. Pero 12 . 15... di
visibles por 3 , lio lo son por 9.

Esto advertido , vamos á demostrar, que un número entero es, ó 
nó, dinisiblepor 9 ó por 3, según que la suma de los valores absolutos 
de sus cifras sea, ó no, divisible por 9 ó por 3. Quiere decir, que si 
esa suma es divisible por 9, también lo es el número dado ; pero si 
la suma no lo es , tampoco lo es el número : y que si esa suma es di
visible por 3, también lo será el número dado ; pero si la suma no 
lo es, tampoco lo será el número dado. (Hablo á niños.)

Esta regla para conocer cuándo un número es divisible por 9 ó 
por 3 se funda en el principio siguiente :

6 6 .  Todo nùmero entero qmede descomponerse en un múltiplo de 
^ y de 3 , más la suma de los valores absolutos de sus cifras.

Y este principio se funda en los dos lemas que siguen :
1. “ La unidad seguida de un número cualquiera de ceros puede 

descomponerse en un múltiplo de^ y d e ^ , más la unidad.
2. ° Toda cifra significativa seguida de un número cualquiera de 

ceros puede descomponerse en un múltiplo de ^ y de Z, más la cifra, 
sea cual fuere.

Demostremos los dos lemas :
1.“ Sea, por primer ejemplo, la unidad seguida de un cero, ó 

bien el número 10.
y  en efecto, 10 es igual á 9 - r l , y por ser 9 múltiplo de si mis

mo y de 3, tenemos :
10 =  9 H-1 =  múltiplo de 9 y de 3-f-l.

Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de dos ceros, ó 
bien 100.
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Y eu efecto, 100 es igual á 99 +  1 ; y por ser 99 múltiplo de 9 y 
de 3,

100 =  99 -h \ =  múltiplo do 9 y de 3 +  1;

y así de los demás ejemplos que se quiera; luego es cierto el lema I."
2.® Sea , por primer ejemplo , la cifra 7 seguida de un cero, ó 

bien el número 70.
En efecto , 70 es igual á 10 X 7. Y poniendo por 10 su valor 

obtenido en el lema anterior, tendrémos:

70 = 1 0 x 7 =  (múltiplo do9 y de 3-h 1 )X 7 =  m.“ de 9 y de 3+ 7;

porque habiendo de repetir 7 veces cada uno de los dos sumandos 
que hay dentro del paréntesis, el múltiplo de 9 y de 3 repetido 7 
veces es un múltiplo de 9 y de 3; más uno repetido 7 veces, 
igual á 7.

Sirva de nuevo ejemplo la cifra 8 seguida de dos ceros, ó bien 
800.

En efecto, 800 =  100 X 8; y sustituyendo por 100 el valor 
suyo obtenido en el lema 1.“, tendrémos:

800= (múltiplo de 9 y de 3 +1) x 8  ;

verificando esta multiplicación indicada en el segundo miembro, y 
teniendo presente que múltiplo de 9 y de 3 repetido 8 veces, ó cual
quier número de veces, es siempre un múltiplo de 9 y de 3, tendré
mos finalmente:
800 =  100x 8 =  (múltiplo de9 y de 3+l)x8=m últiplo de 9 y de 3+8;

y así de los demas ejemplos que se quiera; luego es cierto el lema 2.® 
Pasemos á demostrar el principio.
Sea un número entero cualquiera, como 71018 : reduciendo sus 

unidades superiores é intermedias á unidades simples , se puede es
cribir así:

70000 +  1000 +  10 +  8.

67

Pero según el lema 2.**. . 
según el lema 1.®. . 
según el lema 1.®. . 

Y evidentemente...........

70000 =  múltiplo de 9 y de 3 +  7 
1000 =  múltiplo de 9 y de 3 + 1  

10 =  múltiplo de 9 y do 3 + 1 8 =  8
Sumando ordenadamente estas igualdades, y recordando que 

un múltiplo de 9 y de 3, repetido varias veces, no es más que Tin 
múltiplo de 9 y de 3, tendrémos :

71018 =  múltiplo de 9 y de 3 +  8+ 1  + 1+ 7 .



Y escribiendo estos sumandos dentro de un paréntesis, á la ma
nera de una suma indicada, tendrémos :

71018=múltiplo de 9 y de 3 -f- (8 4-1 4-1 4-7), 
y queda demostrado el principio conforme con el enunciado que de 
él dimos.

La consecuencia que de este principio se saca es inmediata; poi
que representando el número 71018, que ha servido de ejemplo, 
una suma indicada de dos sumandos, el primero de los cuales es evi
dentemente divisible por 9 y por 3, dependerá necesariamente el 
que la suma (5S ), ó bien el número propuesto 71018, sea divisible 
por 9 ó por 3, dependerá, repetimos, de que lo sea el segundo su
mando , que es cabalmente la sama de los valores al)sol%tos de las ci
fras que-le componen , conforme con la regla que áiites enunciamos. 
Luego U7i nùmero entero es, ó nó, divisible por 9, etc.

Un nùmero entero es, ó nó, divisible por 11, segnn que la di
ferencia entre la sima de las cifras de órden impar y las de órden 
par, contando de derecha á izquierda, sea, ó nó, 0, 11 ó mùltiplo de 11.

Esa regla se funda en el principio siguiente i
6 « .  Todo nùmero entero puede descomponerse en un mùltiplo de 

11, mas la diferencia que laya entre la suma de las cifras de lugar 
impar y las de lugar par , contando de derecha á izquierda.

Y este principio se funda en los cuatro lemas que á continuación 
se dicen :

1 /  La unidad, seguida de un nùmero impar de ceros, puede des
componerse en un mùltiplo de W ménos la unidad.

2. '’ La unidad, seguida de un nùmero par de ceros, pv^ede descom
ponerse en un mùltiplo d e W,  más la unidad.

3. " Toda cifra significativa, seguida de un nùmero imqmr de ce
ros, puede descomponerse en un mùltiplo deW , ménos la cifra, sea 
cual fuere.

4. “ Toda cifra significativa, seguida de un nùmero par de ceros, 
puede descomponerse en U7i mùltiplo de 11, miis la cifra , sea cual 
fuere.

Demostremos los cuatro lemas :
1.“ Sea, por primer ejemplo, la unidad seguida de un cero, 6 

bien el número 10.
Y en efecto: 10 es igual á 11 — 1; y por ser 11 múltiplo de sí 

mismo, se verifica que
10 =11 — 1 =  múltiplo de 11 —1.

Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de tres ceros , ó bien 
el número 1000.
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Y en efecto: 1000 es igual á 1001— 1; y como 1001 es igual á 
91X  11, 1001 es múltiplo de 11, y se verifica que

1000 =1001 — 1 =  múltiplo do 11 — 1.
Y así de los demas ejemplos que se .quiera. Luego es cierto el 

lema 1.°
2. ® Sea, por primer ejemplo , la unidad seguida de dos ceros, ó 

bien el número 100.
Y en efecto: 100 es igual á 99 +  1; pero 99 es múltiplo de 11, 

luego se verifica que
100 =  99 +  1 =múltiplo do 11 + 1 .

Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de cuatro ceros, 6 bien 
el número 10000.

Y en efecto, 10000 es igual á 9999 + 1 ;  pero 9999, como toda 
série de un número par de nueves, es un múltiplo de 11; luego se 
verifica que

10000 =  9999 +  l =  múltiplo de 11 +  1 ;

y así para los demás ejemplos. Luego el lema es cierto.
3. ® Sea, por primer ejemplo , la cifra 7 seguida de un cero, ó 

bien el número 70.
Y en efecto; 70 es igual á 10 X  7 ; y escribiendo en vez de 10 la 

expresión (múltiplo de 11 — 1) que le es equivalente, según el 
lema l.°, resulta que

70 =  10x7 =  {múltiplo de 11 — 1]X7 :

verificando esta multiplicación indicada, y recordando que un múlti
plo de 11 repetido cualquier número de veces, como 7 , es un múlti
plo de 11, y que el producto parcial de 1 X 7 ha de restarse del otro 
producto parcial, tendrémos :

70 =  10x7 =  [múltiplo de 11—1) x 7  =  múltipIo de 11—7.
Sirva de nuevo ejemplo la cifra 8 seguida de tres ceros , 6 bien el 

número 800Ó.
En efecto: 8000 esigual á 1000 X  8; y escribiendo en vez de 1000 

la expresión (múltiplo de 11 — 1) que la es equivalente, según el 
lema 1.®, resulta que

8000 =  1000x8= (múltiplo de 11 — 1} X 8;

y verificando esta multiplicación indicada, repitiendo las considera
ciones que hicimos en el ejemplo último , resulta que

8000 =  1000x8= (múltiplo de 11 — 1) x 8  =  múltiplo do 11—8,
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y asi de los demas ejemplos que se quiera. Luego es cierto el 
lema 3."

4.‘* Sea, por primer ejemplo, la cifra 3 seguida de dos ceros , 6 
bien el número 300.

En efecto : 300 es igual á 100 X 3 ; y escribiendo en vez de 100 
la expresión (mùltiplo de 1 1 +  1) que le es equivalente, según el 
lema 2.", resulta que

300 =  100 x 3  =  (múltiplo de ll-f-l) x 3  ;

y verificando la multiplicación indicada , repitiendo las consideracio
nes que hicimos en el lema último , pero sumando con el anterior el 
producto parcial 1 X 3 ,  resulta que

300= 100x3=  (múltqdo do 1 i -h 1)X 3 =  múltiplo de 11 +  3.

Sirva de último ejemplo, la cifra 4 seguida de cuatro ceros , ó 
bien el número 40000.

En efecto ; 40000 es igual á 10000 X 4 ; y escribiendo en vez de 
10000 la expresión (múltiplo de 11-hl) que le es equivalente, se
gún el lema 2.”, resulta que

40000= 10000 x 4  =  [múltiplo de 11+ i)x 4 ;

y verificando el producto indicado, repitiendo las consideraciones 
expuestas enei último ejemplo, resulta finalmente que

40000= 10000x4 =  (múltiplo do 11 +  1 ) X  4 =  múltiplo do 1) + 4  ,

y asi de los demas ejemplos que se quiera. Luego es cierto el lema 4." 
Pasemos á demostrar el principio.
Sea un número entero cualquiera como 711803 : reduciendo sus 

unidades superiores ó intermedias á unidades simples, se puede es
cribir así :

700000+10000 +  1000+800 +  3.
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Pero según el loma 3.”. . 
según el lema 2.“. . 
según ol lema 1.''. . 
según el lema 4.“. . 

Y evidentemente...........

700000 =  múltiplo de 11 —7. 
10000 =  múltiplo do 11 +  1. 
1000 =  múltiplo do 11 — 1. 
800 =  múltiplo de 11 +  8. 

3 =  + 3 .

Sumando ordenadamente estas igualdades y recordando que un 
múltiplo de 11 , repetido varias veces, es sólo un múltiplo de 11, 
tendrémos :

711803 =  múltiplo do 11 + 3  +  8+1 — 1 —7.

En el segundo miembro, después del múltiplo de 11, está indica-



do que se han de sumar las cifras 3 , 8 y 1 ; y que del resultado se 
ha de restar 1 , y del resto se ha de restar 7. Pues en vez de sumar 
y restar las cifras una á una , formemos dos grupos: 1°  de las que 
están afectadas del signo +  ; 2°  de las que están afectadas del sig
no — ; y restando el segundo del primero,, el resultado final no se 
altera , y por medio de este artificio se verifica el principio bajo la 
forma enunciada:

711803 =  múUiplo de 11 -h(^{3 +  8 h-  1) — {l-(-7}^

Consecuencia del principio. El paréntesis grande representa el 
resultado de la sustracción que ha ds verificarse entre las cantidades 
contenidas en los paréntesis pequeîïos. En el segundo miembro hay, 
pues, una suma indicada de dos sumandos , el primero de los cuales 
es divisible por 11. Luego el que la suma, 6 bien el número 711803, 
sea divisible por 11, depende del segundo sumando ; es decir , si el 
segundo sumando es cero ,1 1 6  múltiplo de 11 , el número es divisi
ble por 11 ; pero si el segundo sumando no se reduce á cero , ni á 
11, ni á múltiplo de 11, el número propuesto no es divisible por 11, 
conforme con la regla dicha anteriormente. Luego número es, ó 
nò, dimsihle por 11, etc.

Escolio. Nos dispensamos de explicar los caractères de divisibi
lidad de un número entero por otros primos, como 7 , 13 y 17 ; 
porque las reglas que habían de seguirse én la práctica son mucho 
más largas que la division ordinaria de un número por 7, 13, 17, etc.

Los alumnos distinguirán en algunos casos , y después de breve 
experiencia, la existencia de factores primos de que no hayamos ha
blado aquí. Por ejemplo , cualquiera sabe que 85 es divisible por 5, 
y también por 17.

Ejemplos: 742 no os divisible por 9 ni por 3, porque 2 4 -4 -}-7, 
ó sea 13, no es múltiplo de 9 ni de 3.

7542 es divisible por 9 y por 3, porque 2 4-44-5-1-7, ó sea 18, es 
múUiplo de 9 y de 3.

7842 es divisible por 3 y no lo es por 9, porque 2 4- 4 -h 8 4-7, ó sea 
21, es múltiplo de 3 y no lo es do 9.

41029 no e s  divisible por 11, porque (9-hO 4-4} — (2-+-1), ó sea 13 
—3, ó sea 10 , no es 0, ni 11, ni múltiplo do 11.

51029 os divisible por 11, porque (9-f-0 4- 5) — (2-4 1), ó sea 14—3, 
es igual á 11.

19789 es divisible por 11, porque (9 4-7 4-1} —(8-49), ósea 17—17, 
es igual à 0.

82709 es divisií)Ie por 11, porque (9 4-7 4-8) —(0 -42), ó sea 24—2, 
ó sea 22 , es múltiplo de 11.
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72D e l m á x im o  c o m ú n  d iv is o r .•yo. Se llamayíkxmo común urvison de dos ó mas números, el 
mayor de todos los números qne los dvoide exactamente.

Si se tratase de hallar el máximo común divisor de los números 
72 y 24 , por ejemplo , desde lueg"o podemos afirmar q̂ ue no puede 
ser mayor que los números propuestos. Ni tampoco igual al mayor 
de ellos , porque el mayor, si bien es divisor de sí mismo , no puede 
ser divisor de un número menor que él. Pero el menor , que desde 
luego es divisor de sí mismo, pudiera ser divisor del número mayor: 
y fá\o fuera , no habría un divisor común mayor que él; es decir , el 
número menor sería el máximo común divisor pedido. Dividamos, 
pues, 72 por 24. Y efectuada la division , vemos con efecto , que el 
cociente 3 es exacto , y 24 el máximo común divisor de 72 y 24 : hé 
ahí la razón de comenzar dividiendo el mayor por el menor en esta
operación. , .

Para abreviar, representarémos las tres palabras, máximo co
mún divisor, por m. c. d.).

y i .  Sea, por segundo ejemplo, hallar el m. c. d. de los núme
ros 21 y 14.

Empezarémos la Operación como anteriormente, dividiendo 21 
por 14 para ver si el menor 14 es el ra. c. d. podido.

Pero efectuada la division, se obtiene 1 por cociente entero y 7 
por resto. Y como á primera vista se conoce que 7 es el m. c. d. del 
menor 14 y del resto 7, si nosotros demostramos que el m. c. d. del 
menor y del resto es igual al m. c. d. del mayor y del menor: 1.", ha- 
brémos demostrado que 7 es el m. c. d. pedido ; y 2.“ , habremos 
aprendido el procedimiento que en lo sucesivo deberá seguirse en
esta importante Operación.

y  en efecto : el m. c. d. del menor y del resto, si bien es divisor 
del mayor (GO), no puede ser mayor que el m. c. d. del mayor y 
del menor, porque éste dejaría de ser máximo, si hubiese otro
mayor.

Por otra parte, el m. c. d. del mayor y del menor, si bien es di
visor del resto (GO), no puede ser mayor que el m. c. d. del menor 
y del resto, porque éste dejaría de serlo si hubiese otro mayor. Ahora 
bien, si ninguno de estos dos m. c, d. puede ser mayor ní menor 
que el otro, ámbos serán iguales.

Disposición de la operación :
21 ¡ 14 I 7 
7 1 2



No hay duda ; 7 es el m. c. d. de 14 y de 7, y como acaba de de
mostrarse que el m. c. d. de 14 y 7 es igual al m. c. d. de 21 y 14, 
dicho se está que 7 es el m. c. d. pedido.

9®. Sea, por tercer ejemplo, bailar el m. c. d. de los núme
ros 78 y 45.

Disposición de la operación :
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78
83

45 33 12 9 3

12
3

Discurriendo como en los ejemplos anteriores, se divide 78 por 
45 y después se divide 45 por el resto 33, y como esta division no es 
exacta se continúa dividiendo el primer resto por el segundo , y así 
sucesivamente hasta obtener el divisor 3, que da cero de resto y es el
m. c. d. pedido.

Efectivamente, 3 ^  el m. c. d. de 9 y 3 que por el teorema del 
número 71 es igual al m. c. d. de 12 y 9 ; y por ser m. c. d. de es
tos dos, es igual al de 33 y 12; y por ser m. c. d. de estos dos, es 
igual al de 45 y 33, é igual al de 78 y 45, que era el pedido.

De las consideraciones expuestas se deduce que :
Para hallar el máximo común divisor de dos númeo'os, se divide 

el mayor por el menor : si la division fuere exacta, el menor será el 
m. c. d. pedido.

8 i no ha sido exacta, se divide el menor por el resto : y si esta 
segunda division fuese exacta, el primer resto sera el m. c. d. 
pedido.

&i esta segunda division tampoco hubiese sido exacta, se divide 
el primer resto por el segundo, y asi sucesivamente hasta obtener un 
cociente exacto, en cuyo caso el ùltimo divisor será el m. c. d. qtíe se 
busca. tSi el último divisor es la unidad, los números propuestos 
son (»1) primos entre si.

9¡?. Ultimo ejemplo : Hallar el m. c. d. de los números 78 y 35.
Disposición de la operación :

78 [ 35 I 8 1 3 I 2 
8 2 4 2 1

I 1
Los números 78 y 35 son primos entre si (54), puesto que no 

tienen más divisor común que la unidad.
y  recíprocamente, si se aplica este procedimiento á dos mimeros 

primos entre sí, ha de obtenerse necesariamente un resto igual á 1. 
En efecto : los restos de las divisiones sucesivas van disminuyendo;
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y si se obtuviese un resto 0 (tiue es el término de la operación) sin 
haber obtenido un resto 1, aquel divisor distinto de 1, que hubiese 
dado el resto 0, sería el m. c. d. de los números propuestos, lo que 
es contra la hipótesis.

C o r o l a r io . Si en el curso de una operación se obtiene por resto 
un número primo, y no es él en la división inmediata el m. c. d., 
puesto que dicho primo no es divisible por ningún otro, podemos 
asegurar, sin pasar más adelante, que los números propuestos son 
primos entre sí.

C o r o l a r io  2." Todo divisor común de dos números, lo es tam
bién de su m. c. d . , puesto que lo es de los restos (tíO) ; la recipro
ca es cierta, porque siendo un número divisor de otro, lo es de sus 
múltiplos.

S-i. De aquí se deduce la regla para hallar el máximo común di
visor de más de dos números, de 60, 48 y 30, por ejemplo.

Se halla el m. c. d. de 60 y 48 , que es 12.
Después se halla el de 12 y 30, que es 6, y éste es el m. c. d.

pedido.
En efecto : el m. c. d. de 60, 48 y 30, por ser divisor de los dos 

primeros, lo será de 12 ; y por serlo de 12 y 30, lo será de 6, que es 
el m. c. d. de estos últimos ; pero no puede ser mayor que éste.

Por otra parte, el m. c. d. de 30 y 12 , por ser divisor de 12, lo es 
de 60 y 48 ; pero no puede ser mayor que el m. c. d, de estos dos. 
Luego si el m. c. d. de 60, 48 y 30 no puede ser mayor que el de 12 
y 30, y el de 12 y 30 no puede ser mayor que el de 60, 48 y 30, 
serán iguales.

Luego para hallar el mácomo comwi divisor de más de dos momc- 
7'os, se basca el de dos de ellos; después el del que se ha hallado y de 
oír o de los números propuestos, y así sucesivamente.

En la práctica conviene empezar por los más pequeños.
C o r o l a r io . El corolario último y su recíproco pueden ampliarse 

para el caso del'm. c. d. de más de dos números.
Si dos números se multiplican ó se dividen exactamente por 

otro , su m. c. d. quedará multiplicado ó dividido por este otro.
Si 11 eselm . c. d. de 121 y 88, IIX  Sseráelm . c. d. de 121X5

y 88X 5.
En efecto : aplicando el procedimiento del m. c. d. á los números 

propuestos, tenemos :
121 1 88 I 33 1 22 I 11 
33
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122 2
11

y 11 es el m. c. d. de 121 y 88.



Si ahora aplicamos el mismo procedimiento á 121»5 y 88*5, ó 
bien 605 y 440 , tenemos,

75
605 1 440 I 165 | 110 ) 55 
165 1 -2 1 2

lio 55 0'
y 55,6 bien 11 X 5 es el m. c. d.

Y habla de suceder así ; porque sabemos (4-1, 7.“) que, si el divi
dendo y divisor de una división inexacta se multiplican por un núme
ro entero cualquiera, el cociente entero no varia ; pero el resto queda 
multiplicado por dicho número.

En el presente caso quedó multiplicado por 5 el primer resto 33. 
Y como éste pasó á ser divisor, quedó después multiplicado por 5 el 
segundo resto 22. Y como éste pasó á ser divisor, quedó después mul
tiplicado por 5 el tercer resto 11, que en la división inmediata resultó 
como m. c. d.

Supongamos ahora que el punto de partida sean los números 605 
y 440, cuyo m. c. d. es 55. Como acabamos de ver que el quinto do 
603 y el de 440 tienen cabalmente por m. c. d. el quinto de 55, que
da demostrada la segunda parte de la proposición.

Escolio, los números propueséos Ucmíi %n factor común, se 
suprime, cuidando de multiplicar después por dicho factor el m. c. d. 
hallado.

Si cualpdera de los dos números propuestos tiene un factor riue 
sea primo con el otro número,-se suprime defnitivamente, \}01'C[wq 
dicho factor no forma parte del m. c. d. pedido.

Sean propuestos para hallar su m. c. d. los números 2150 y 3612, 
respecto de los cuales ha lugar á las tres abreviaciones.

Ambos tienen el factor 2 que, aunque se suprima, lo reservare
mos para multiplicar por él el m. c. d. que encontremos.

2150 tiene el factor 25 que, no entrando en 3612, no forma parte 
del m. c. d. : lo suprimirémos definitivamente ; así como el 3 . que 
entra en 3612 y no entra en 2150.

Disposición de la operación :

2150 =  2x25x43  3612 =  2 x 3  x 602 602 I 43 
172 0 X2 =  86 es el m. o. d.14

En los casos en que haya lugar á una, ó á dos, ó á las tres abre
viaciones, pueden hacerse éstas al principio de la operación , ó duran
te su desarrollo. En el presente caso pudo suprimirse el factor 2 de



602, ya que no pudimos aún hablar del factor compuesto 6 : el resul
tado era el mismo

301 ¡ 43 . . , .x 2  =  86 m. c. d.
0 1

y « . iSi dos números se disiden por su m. c. d . , los cocientes serán 
primos entre si.

Esto es evidente : sean los números 45 y 27, y 9 su m. c. d.
Al dividir 45 y 27 respectivamente por 9 , su m. c. d. lia sido di

vidido por 9 ( Í 5 ) ; luego los respectivos cocientes 5 y 3 tienen por 
ra. c. d. el 9i 9 =  1, esto es, son primos entre si.

La recíproca es también cierta.

H a l l a r  lo s  fa c t o r e s  s im p le s  y  c o m p u e sto s  d e  u n  n ú m e ro  e n te r o .
9'?'. Todo número, que es divisor de un producto de dos factores 

y primo con uno de éstos, es divisor del otro factor.
Sea el producto 110 de los factores 5 X 22, y 11 un divisor de 

dicho producto, primo con 5. Vamos á demostrar que 11 es divisor 
del otro factor 22.

En efecto ; por suponerse á 5 y 11 primos entre sí, su m. c. d. 
es 1 : ye l m. c. d. de los productos 5X22  y 11X22 será (95) 
1 X 22, ó bien 22.

Pero, por la hipótesis, 11 es divisor de 5 X 22 : también lo es 
(5« Gor. 1.“) de 11 X 22 ; luego será divisor (93 , Cor. 2.") de 22, 
que es el m. c. d. de estos productos.

CoiiOLARio. Un número primo , que es divisor de un producto, lo 
es por lo menos de uno de sus factores.

Si 2 es divisor del producto o X 13 X 4, será divisor de alguno de 
sus factores.

Pues según el teorema, si 2 es primo con 5, será divisor de 13 X 4; 
y siendo divisor de 13 X 4, si es primo con 13, será divisor de 4.

2. " aS’¿ un número es primo con cada uno de los factores de un pro
ducto, es primo con el producto; porque si siendo primo fuera divisor 
del producto, también lo seria de alguno de los factores (por el ante
rior cor.) ; lo que es contra la hipótesis : y no siendo primo, tendrá 
con el producto, y por consiguiente con alguno de sus factores, un 
divisor primo común ; lo que es también contra la hipótesis.

Y además : los divisores primos de un producto no pueden ser 
otros que los divisores primos de sus factores.

3. ® Si un número primo es divisor de una potencia de otro nú
mero, es también divisor de este número. Porque siendo 4’=
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4 X 4 X 4 ,  si 2 es divisor de 4*. y por lo mismo de 4 X 4 X 4 ,  segan 
el cor. 1°, será divisor de 4.

4.'* jS¿ dos mlnieros son ‘primos entre si, todas sus potencias lo 
serán iamUen. Pues el divisor primo común que tuviesen, sería 
también divisor de sus raíces, por el corolario anterior ; y entónces 
no serían primos entre sí los números propuestos, lo que es contra 
la hipótesis.
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r. o Si un nùmero es primo con una potencia de otro nùmero, es 
también primo con éste ; porque si no lo fuera, tampoco sería primo 
con la potencia, lo que es contra la hipótesis. Y recíprocamente, 
todo nùmero primo con otro, es primo con las potencias de este otro', 
porque, si no lo fuera, tampoco sería primo conia raíz, lo que es 
contra la hipótesis.

ÍS . Lo primero que se le ocurre á cualquiera cuando le dan un 
número para que halle sus factores, es examinar si el número dado 
es, ó nó, primo.

Esto se averigua ensayando si el número es divisible por los fac
tores primos 2, 3, 5, etc. (ú partir siempre del más pequeño). Si es 
divisible por alguno de ellos, el número dado no es primo. Pero si 
ensayando divisiones se llega á obtener un cociente entero menor 
que el divisor, sin haber obtenido ántes cociente exacto, puede ase
gurarse que el número propuesto primo, sin pasar más adelante.E jemplo  ; 127 : 3 =  42 +  1 do resto, 127 * 5 =  2 5 + 2  de resto, 127 :7  =  1 8 + 1  do rosto, 127 t 11 =  1 1 + 6  de resto, y  por último , 127 : 1 3=  9 +  10 de rosto , quo da el cociente entero 9 <  el divisor 13 ; puede ase gurarse que el número 127 es primo.

En efecto : el número 127 no ha sido divisible por ningún factor 
primo menor que 13 ; ni puede serlo por ninguno mayor, porque 
para ello había de serlo por el cociente respectivo que, habiendo de 
ser menor que 9 , está ya en vano ensayado ; ni puede serlo por lo.s 
compuestos formados de esos primos. Luego 127 es primo ; luego si 
un nùmero no es divisible por los factores primos 2 , 3 , 5 ,  etc., hasta 
obtener un cociente entero menor que el divisor, dicho nùmero será 
primo.

También se dice í
Un nùmero es primo si no es divisible por ningún otro cwgo cua

drado sea menor que el nùmero propuesto. Asi, para que 127 no fue
re primo, sería necesario que fuese divisible por 2, ó 3, ó 5, ó 7 ú 11, 
cuyos cuadrados respectivos son menores que 127 : y esto ya .se ha 
visto que no ha podido verificarse.

En otros términos : XJn nùmero es primo cuando se ha llevado la



pnieha hasta, la parte entera de s% raíz cuadrada sin obtener cociente 
exacto.

5 0 . Ensayemos el número 840, por segundo ejemplo, para ver 
si es primo ó nó. Pero 840 no es primo ; porq^ue, terminando en O, 
es divisible por 2 : luego

840 =  2 x 4 2 0 .

Siendo 840 divisible por 2 y por 420, lo será también por los di
visores de 420 ; y como 420 es divisible por 2 y por lo mismo igual 
á 2X210, tendrémos

840 =  2 x 2 x 2 1 0 ,

y además divisible nuevamente por 2, y por 210.
Siendo 840 divisible por 210, lo será por los divisores de 210 ; y 

como 210 es divisible por 2, y por lo mismo igual á 2X 105, ten
drémos

840 =  2 x 2 x 2 x 1 0 5 ,

y además divisible nuevamente por 2 y por 105.
Siendo 840 divisible por 105 lo será por los divisores de ̂ 105; y 

como 105 es divisible por 3, y por lo mismo igual á 3 X 35; ten
drémos

8 4 0 = 2 x 2 x 2 x 3 x 3 5 ,

y además divisible por 3 y por 35.
Siendo 840 divisible por 35 lo será por los divisores de 35; y 

como 35 es divisible por 5, y por lo mismo igual 5 X 7 ,  tendrémos 
por último

480 =  2 X 2 X 2 X 3 X 5 X 7 ,

y divisible por cada uno de estos factores.
Luego el número 840, si bien no es primo, se compone de un 

producto de números primos.
y  lo que se ha dicho de este número es aplicable á todos. Luego

el número qne no es primo es nn producto de números primos , ó 
sea de factores simples.

SO. Para hallar en la práctica los factores simples de un nume
ro , se traída una línea vertical á su derecha ; enfrente del número y 
al lado de la línea, se coloca el primer factor simple, prescindiendo 
de la unidad, que es divisor de todo número. Se escribe debajo del 
número dado el cociente de dividirle p^r el primer factor, y enfren
te del cociente se coloca el primer factor simple que tenga dicho co
ciente. Se escribe debajo de éste el cociente de dividirle por su pri-
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raer factor simple, y así se continúa hasta obtener la unidad por úl
timo cociente.

ri9

Ejemplos

24
12
6
3
1

2150 2 
1075 
215 
43 
1

5
5
43

5880
2940
1470
735
245
49
7
1

24 =  2 x 2 x 2 x 3  
24 =  2*x3

2150 =  2.5.5.43 
2150=2.5». 43

5880 =  2 . 2 . 2 . 3 . 5 . 7 . 7  
5880 =  2*. 3.5.7*.

FA número 24 es divisible por 2 porque termina en cifra p a r, co
locando el 2 enfrente, y se dice: mitad de 2 es 1; mitad de 4, 2.

Este número 12 es divisible por 2, colocando el 2 enfrente, y se 
dice : mitad de 1 es 0, que no se pone á la izquierda, y queda de 
resto una decena, que vale 10 unidades, y 2 son 12 ; mitad de 12 
son 6.

Este número 6 es aún divisible por 2 , y colocando el 2 enfrente 
dirémos : mitad de 6 es 3.

Este número 3 es divisible por 3, es decir, no es divisible más 
que por sí mismo, por ser número primo, como sucede en todos los 
ejemplos al llegar á esta última división, y colocando el 3 enfrente 
y debajo de los demas divisores primos, dirémos : tercera parte de 3 
es l , que se coloca debajo de los demas cocientes anteriores.

S I. Y ahora procede demostrar que la descomposición de un 
número entero en sus factores simples ó primos no puede hacerse 
más que de una manera, esto es, un número no admite mas que 
una descomposición en factores primos.

En efecto : acabamos de ver que

24 =  2 . 2 . 2 . 3.

Si introducimos un nuevo factor y distinto de estos, como 5, 
tendremos :

2 . 2 . 2 . 3 .  5 Ósea120>24.

Si introducimos un nuevo factor, pero igual ú uno de ellos, 
como 3, tendremos :

2 . 2 . 2 . 3 , 3  ó sea 72>24.



Si omitimos uno de los factores del número 24, como 3, ten
dremos :

2 . 2 . 2  ó sea 8 <  24.

S i, por último, cambiamos de factores, es decir, si omitimos uno 
de ellos, como 3, é introducimos uno nuevo, como 5, el producto 
indicado tomará esta forma 2 . 2 . 2 . 5  : la forma primitiva es 
2 . 2 . 2 . 3 ;  y reuniendo los tres primeros factores de cada uno en un 
sólo número, tendrémos : 8X5 para uno, y para el propuesto 8x3.

Pero hemos dicho en la multiplicación que productos iguales de 
dos factores ̂  con un factor igual., tienen también igual el otro fac
tor. Luego para que estos dos productos indicados realicen el mismo 
número 24, es necesario que sean iguales los segundos factores, á 
saber, el 5 y el 3 ; y el número 24 no admite más que una descom
posición en factores simples ó primos.

S i un número es divisible por dos ó mas primos entre si dos 
a dos, es también divisible por el producto de todos ellos.

Si 210, por ejemplo, es divisible por 2, 3 y 5, que son primos 
dos á dos, es también divisible por su producto 2 X 3 X 5 .

En efecto : por ser 210 divisible por 2, tenemos

210 =  2x105.

Por ser 210 divisible por 3, también 2 X 105 será divisible por 3; 
y como 2 y 3 son primos entre sí, el factor 105 será divisible por 3, 
y tendrémos

105=3x35 ;
Inego

210 =  2x105 =  2 x 3 x 3 5

y el número dado 210 será divisible por el producto 2X3.
Por último, siendo 210, ó bien 2X 3 X 35 divisible por 5 ; como 

2 y 3 son primos con 5 , el factor 35 será divisible por 5 : luego

35 =  5 x 7
y por consiguiente

210 =  2 x 1 0 5 = 2 x 3 x 3 5 = 2 x 3 x 5 x 7 ,

cuya última igualdad demuestra la proposición.
Esto sentado, propongámonos hallar iodos los divisores del nú

mero 210, cuyos divisores simples ó primos son 2, 3, 5 y 7.
Siendo primos 2 y 3, el producto 2X 3 será divisor de 210 ; y
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como estos números 2, 3 y 2 X 3 son primos con 5, el producto de 
cada uno por 5 será divisor del número dado, y tendrémos que

2, 3, 2 x 3 ,  5, 2 x 5 ,  3 x 5  y 2 x 3 x 5  

serán todos divisores de 210.
Pero estos divisores son primos con 7 , lueg-o el producto de cada 

uno de ellos por 7, será también divisor del número propuesto y 
por consiguiente los divisores todos de 210 son los siguientes :

2, 3, 2 x 3 ,  5, 2 x 5 ,  3 x 5 ,  2 x 3 x 5 ,  7, 2 x 7 ,  3 x 7 ,  2 x 3 x 7 ,  
5 X 7 ,  2 x 5 x 7 ,  3 X 5 X 7 ,  2 x 3 x 5 x 7 .

CoROLAMo. Hemos visto que el número 216 es divisible por 6, 
por serlo ántes por 2 y por 3 : 225 lo es por 15, por serlo ántes por 3 
y por o, etc. L u e g o pienn número entero sea divisible por un 
factor compuesto, es necesario fpue lo sea por los factores primos de

2. Los números que son iguales á la suma de sus factores eran 
llamados por los antiguos números perfectos. Tales como

 ̂ 6 l-j-2-1-3, 28=:l-f-24-4-j-7-f-14, y otros.

También llamaban números amigos á dos números tales que cada 
uno de ellos sea Igual á la suma de los factores del otro, como 220 
y 284, y otros dos pares más, únicos que se conocen.

Abundantes, á aquéllos que son menores que la suma de sus facto
res, como

12<lH-2-f-3-h4-f-6.

Defectivos ó deficientes á los que son mayores que la suma de sus 
tactores, como

1 0 > l4 - 2 - h 5 .

Darémos fin á este cuadro de números poco comunes con el nú
mero de oro t  áureo número, que es el que expresa el año del ciclo 
lunar que va corriendo ; llamado así en memoria de la costumbre 
que teman los atenienses de publicar el ano corriente del ciclo con 
grandes caractères de oro, que fijaban en los sitios públicos.
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S 3 .  T a b l a  d e  to d o s lo s  d iv is o r e s  s im p le s  y  c o m p u e sto s  d e l n ú m e ro  5 8 8 0  ,  s e g ú n  M . B o u r d o n .
82

1, 2, 4, 8 == 2^
3, G, 12, 24 == 2*x3.
5, 10, 20, 40 == 2=x5.

15, 30, 60, 120 == 2=X3x5.
7 , 14, 28, 56 == 2^X7.

21 , 42, 84, 168 == 2^X3X7,
35 , 70, 140, 280 == 2^X5X7.

105 , 210 , 420, 840 == 2^X 3x5x7 .
49, 98, 196, 392 == 2*̂ X7*.

147 , 294 , 588, 1176 == 25X3X7*.
245, 490, 980 , 1960 == 2^X5X7*.
735 , 1470, 2940 , 5880 == 2=*X3X5X7*

Con el cuadro de los factores primos de 5880 á la vista se forma 
esta tabla, escribiendo en línea liorizontal la unidad {divisor de todo 
número) seguida de las tres primeras potencias de 2 , que eviden
temente dividen al número propuesto.

Después se multiplican estos cuatro números por el factor 3, y 
con los productos que, según el principio (»‘3 ), son divisores de 
5888, se forma la 2." línea.

Después se multiplican todos los términos de cada una de estas 
dos por el factor 5, y con los productos que, según el mismo principio* 
son divisores de 5880, se forman respectivamente las líneas 3.“ y 4.®

Después se multiplican todos los términos de cada una de estas 
cuatro por el factor 7;y con los productos que son divisores de 5880, 
se forman respectivamente las lineas 5.’, 6.'\ 7.*' y 8.®

Y como el 7 entra dos veces por factor en la descomposición que 
so liizo del número dado en factores primos , también entrará como 
T  en la presente tabla ; y esto se consigue multiplicando por 7 las 
últimas cuatro líneas (en que ya entraba el 7), con cuyos productos 
respectivos , divisores todos de 5880, se forman las líneas 9.*, 10.",
11.-y 12.*

En la práctica es conveniente colocar en la primera línea horizon - 
tal las potencias del factor primo que entre más veces en el número 
propuesto : el órden de los demás es indiferente.

La tabla no puede ser más clara ni más cómoda, ofreciendo como 
ofrece todos los divisores al primer golpe de vista.

No puede tener otros divisores que los que contiene, porque el 
número 5880 no admite más descomposición en factores primos que 
una, la que se hizo.

Todos los términos que contiene son divisores de 5880 , porque 
sus factores primos 2, 3, .5 y 7 son los únicos que entran en ellos, y



entran segiin las diferentes potencias en que deben entrar: por eso el 
2 entra en 2.' y 3.“ potencia , el 7 entra eu2.‘, miéutras que el 3 y el 
5 no han podido entrar elevados á la 2.‘ potencia.

8-1. Para comprobar que está en la tabla el número de divisores 
que debe haber , se aiiade una unidad al esponente de cada factor 
primo, considerando con la unidad por exponente á aquel que no 
le teng-a, y el producto de esos números así formados será el núme
ro de divisores que ha de haber ó sea

(34-1)x (H -1)(1 + 1 )X  (2-hl) = 4 x 2 x 2 x 3 = 4 8 .

En efecto, entrando el primer primo 2 tres veces por factor, y em
pezando por la unidad, hay en la 1.* linea 3 +  1.

Multiplicando (3 +  1) por el número de las potencias sucesivas 
que forma el segundo primo 3, obtendremos un número de nuevas 
lineas de á (3-1-1) términos cada una , á las cuales hay que aiíadir 
los (3 + 1 )  de la primera. Pero el 3 entra una sola vez , y el produc
to de (3 +  1) x  1 es [3 +  1); añadiéndole (3 +  1) , teudréinos:

{3-f-l)-h(3-t-l) =  (3 -h l)X 2=  (3-h l)x{ l-h l).

(Estos divisores son potencias de 2 y de 3 una á una ó combina
das dos á dos.)

Multiplicando los (3 +  1) X (1 +  1), términos de estas primeras 
líneas, por el número de las potencias sucesivas que forma el tercer 
primo 5, obtendrémos un nuevo número de divisores, al cual se aña
dirán los (3 + 1 ) X (1 + 1 ) que ya hay. Pero el 5 entra una sola vez, 
y el producto de (3+1) x (  1 +  1) X 1 es igual á (3 +  1) x  (1 h-  1), 
y añadiéndole (3 +  1) x  (1 +  1) ,tendrémos :

(3-hl )X( l - i - l ) -h{3^- l )x( l  +  l) =  (3^- l )X[ l - í - l )X2 =  
(3- í - l )X( l -M)x( l -hl ) .

Multiplicando los (3 +  1) x  (1 -h 1) X (1-1- 1), términos de estas 
lineas, por el número de las potencias sucesivas, que forma el cuarto 
primo 7, obtendrémos un nuevo número de divisores, al cual se aña
dirán los (3 +  l)X  (1 +  1) X{1+1)  que hay ya. Pero 7 entrados 
veces por factor , y el producto de (3-h 1) X (1 +  1) X (1 +  1) X 2 
es igual á (3 +  1) X (1 +  1) X (1 +  1} repetido dos veces ; y aña
diendo ahora la misma expresión , tendrémos por resultado final 
(3-f 1) X (1 +  1) X (1 +  1) repetido tres veces, ó sea multiplicado 
por 3, ó sea multiplicado por (2 -h 1 ) ó sea

( 3 + l ) X ( l  +  l ) X ( l - l - l ) x ( 2  +  l).
Y así para los demas ejemplos.
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F o r m a c io u  d e  u n a  t a b l a  d e  n ú m e r o s  p r im o s .

Corno lia de seguirse algún método para formar una tabla 
de números primos , nosotros seguiremos el que está generalmente 
adoptado , conocido con el nombre de criba de Eratóstenes, j  que 
consiste :

En escribir desde la unidad hasta aquel número que se quiera 
que contenga la tabla.

Se borran después todos los que sean divisibles por 2 , ex
cepto el 2.

Se borran también todos los divisibles por 3 , excepto el 3.
Se borran asimismo todos los que terminen en 5 , excepto'el 5.
Sin más que esas supresiones puede aseg’urarse que los números 

no borrados hasta 7 X 7 , 6  sea 49 , son primos; ó mejor dicho, des
de 1 Ú47,  ambos inclusive, son primos los no borrados, porque 
los múltiplos de 7 por 2, 3 , 4 ,  5 y 6 han sido ya borrados como di
visibles por 2, 3, 2, 5 y 2.

Borrando después los múltiplos de 7 desde 49 en adelante, pode
mos asegurar que son primos los no borrados hasta el producto 
(le 1 1 X 1 1 , 6  sea el número 121 , porque los múltiplos de 11 por 2, 
3 , 4 , 5 , 6 , 7 . 8 , 9 y l 0 ,  han sido ya borrados como divisibles por 
2 , 3 ,  5 y 7, y asi se continua hasta donde se quiera.

Con esta breve explicación se habrá comprendido cuán fácil es 
formar una tabla de números primos.

Nosotros presentaremos, por via de ejemplo, los números pri
mos menores que 100 :1 2 3 5 7 11 13 17 1923 29 31 37 41 43 47 53 59G1 67 71 73 79 83 89 97

íííí. En vista de esto, y de que un número admite una sola des
composición en factores primos, puede hallarse el m. c. d. de dos ó 
más números, descomponiendo á todos ellos en sus factores primos y 
formando el producto de los comunes á todos, — y no más que de 
los comunes— , su producto será el m. c. d. de los números pro
puestos.

“ 72|2 48¡2 28i2 E jem plo  2.“ 70 2 90 2 75 3 3536 2 24¡2 14 2 35 5 45 3 25 í) /18 2 12 2 7 7 7 7 15 3 5 5 19 3 6 2 1 1 5 5 13 3 3 3 11 1 j



En el primero de estos ejemplos entra el niimero primo 2 tres 
veces por factor en el primer número, cuatro en el seg'iindo y dos 
veces en 28 ; y como el 3 entra dos veces en el primero, una en el 
seg-undo y ning-una en 28, y el 7 que entra en este último, no entra 
en ninguno de los dos primeros ; resulta que no liay más factores 
comunes que 2 X 2, ó sea 4, y éste será el m. c. d. de 72, 48 y 28.

En el segundo ejemplo el m. c. d. es 5.
En otros términos : el m. c. d. de varios números se compone del 

producto de los factores simples comunes á todos ellos, poniendo à 
cada factor simple comxm el menor exponente que lleve en las descom
posiciones verijicadas.

85

D e l m ín im o  m ú lt ip lo  co m ú n .
Llámase mínimo múltiplo común de varios números el menor 

número que sea divisible por todos ellos.
(Paraabreviar, representaremos las tres palabras, minimo múl

tiplo común y por m. m. c.)
Hay casos tan sencillos, que á primera vista se conoce que uno 

de los mismos números es el minimo múltiplo común de todos ellos: 
asi, 12 es el m. m. c. de 4, 6, 3 , 12 y 2.

Porque es evidente que el m. m. c. de varios números no es ma
yor que el producto de los mismos números, ni menor que el mayor 
de ellos.

Otras veces basta multiplicar por 2 , 3 ,  etc., uno de los números 
propuestos para obtener el m. m. c. de todos ellos.

Sean los números 2, 4, 6, 12 y 20 ; pues 20 X 3, ó bien 60 , es 
el m. m. c. de todos ellos.

SS. Propongámonos ahora hallar el m. m. c. de tres luimero.s 
cualesquiera, como 60,48 y 35.

Descompuestos en sus respectivos factores simples, tendremos 
las igualdades ;

60 =  2*. 3.5 48 =  2*.3 35=5.7.

Y como el mínimo múltiplo que buscamos ha de ser divisible por 
los tres números dados, también lo será por los factores 2* • 3 • 5 del 
primero, por los 2** 3 del segundo y por los 5-7 del tercero.

Pero todo número divisible por dos ó más primos entre sí, y pri
mos entre sí dos á dos, por consiguiente, lo mismo que sus potencias 
respectivas, es divisible por el producto de todos ellos: luego el 
m. m. c. que se busca será divisible por el producto 2‘*3.5*’/ , por 
ejemplo. Y como el múltiplo menor de un número es el mismo nú



mero, es claro que 2*.3*5*7 es el mínimo múltiplo común pedido.
Lueg'o, reg'la:
Para hallar el m. m. c. de dos ó más números, se descomponen 

éstos en sns factores simples, y se forma ôn producto en que entre 
cada factor simple afectado respectivamente del mayor exponente que 
tenga en uno, dos ó en todos los números dados.

Escolio 1.° El producto de los números del ejemplo en cues
tión, es

2®. 3 .5  . 3 . 5 . 7  ;

el m. m. c. de ellos es 2*. 3•5*7 : en éste faltan de los factores an
teriores 2®. 3 .5  ; esto es, el m. m. c. de los tres números es menor 
que el producto de ellos 2®. 3 .5 veces, 6 sea 60 veces.

El número 2‘ X 3 X 5 X 7 , ó  bien 1680 es múltiplo de 60,48 y 35; 
porque contiene los factores simples con un exponente, por lo mé- 
nos ig-ual al exponente con que entran en cada uno de aquéllos. Y 
es además el más pequeíio múltiplo posible ; porque, para ser múl
tiplo de cada uno do ellos, es necesario que contenga á cada factor 
simple con un exponento igual, por lo menos, al exponento con que 
entra en cada uno de los números dados, 60, 48 y 35.

Luego el número 1680 es ciertamente el m. m. c. de los núme
ros propuestos.

Escolio 2.° Si los números dados son primos, su m. m. c. será 
el producto de ellos.

Escolio 3.® El in. m. c. de varios números es único. Pero no 
es decible cuál sea el múltiplo mayor ; porque dado uno, por grande 
quesea,  se puede multiplicar por 2, 3, etc., y se obtiene otro ú 
otros mayores.
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CAPÍTULO m .

De lo s  C|iicbi*ailos o rd in a rio s a b stra c to s.

87

íiO. Idea DE LOS QUEBRADOS. Se llama 'anidad, fraccionaria à 
una unidad ta l , que á su expresión acompaña siempre la referencia á 
la unidad abstracta, ó duna unidad concreta cualquiera superior. 
Como un cuarto dearroba, un quinto de la unidad-, la 1.‘ se refiere 
á la unidad concreta arroba: la 2.® á la unidad abstracta. Cuando so 
refiera àia unidad abstracta , no se expresa ésta, y se dice simple
mente : un quinto, un sexto.

Si se divide , por consiguiente, la unidad en dos ó más partes 
iguales, cada una de estas partes es una unidad fraccionaria, que 
puede definirse también diciendo que es cada una de las partes 
iguales en que está dividida ó puede considerarse dividida la unidad 
entera.

Nùmero fraccionario ó fracción, ó simplemente quebrado, es 
una colección de dos ó más unidades fraccionarias iguales : como dos 
quintos, siete octavos.

Así como (lO) la unidad, ó sea la unidad entera , es considerada 
como el primer número entero , también la unidad fraccionaria se 
considera como quebrado.

Dos son , pues, los números que se necesitan para expresar un 
quebrado, á saber : uno que indique el número de partes en que la 
unidad está dividida, y se llama denominador ; y otro que exprese el 
número de estas partes que el quebrado contiene, y se llama nume
rador. A numerador y denominador se les llama términos del
quebrado.

OO. Nomenclatura. Si la unidad se divide en dos partes igua
les , cada una de éstas se llama un medio ; si en .tres , un tercio; si 
en cuatro, un cuarto; si en cinco, un quinto; si en seis, un sexto; 
si en siete, un séptimo ; si en ocho, un octavo ; si en nueve, un ?io~ 
veno; y si en diez , un décimo.

Si la unidad se divide en un número de partes mayor que diez, se 
enuncia la unidad fraccionaria, añadiendo la terminación avo al nú
mero que indica el número de partes en que se divide la unidad. Así, 
según que la unidad se divida en once, quince, veinte partes igua
les, la unidad fraccionaria se nombra un once avo, un quince avo, 
un veinte avo, etc.

Y como el quebrado no se distingue de la unidad fraccionaria



sino en que el quebrado consta de dos ó más unidades fraccionarias, 
la nomencktura de aquéllos sólo se disting’ue por el número que ex
prese la colección de unidades fraccionarias- que constituyen el que
brado. Así se dice; dos quintos, siete nooenos, treinta cuarenta, 
avos, etc.

OI. Esceitüka. Para escribir la unidad fraccionaria, se escribe 
la unidad sobre una raya horizontal, y debajo de ésta el denomi
nador.
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Así: 1_ J _  
'2 -■ 3 ’ "e"’

1 1_  1 
10 ’ ib ' 40 ■

Se lee, un medio , un tercio,.....  un quince avo, un cuaren
ta avo.

Los quebrados se escriben como la unidad fraccionaria, poniendo 
en vez de la unidad , el numerador.

7 39
g' * '4Q- • Y se leen, nombrando el numera-Por ejemplo: —

dor, como se nombran los enteros, y nombrando el denominador 
como en la unidad fraccionaria. Estos tres quebrados se expresan di
ciendo: dos quintos , siete novenos , treinta y nueve cuarenta avos. 

Si se quiere explicar lo que un quebrado representa, por ejem-

plo , . diremos: que según el denominador 40, la unidad está

dividida en 40 partes iguales, llamadas cuarenta avos; y según el 
numerador 39 , el quebrado contiene ó consta de 39 de estas cuaren
ta avas partes.

9 3 . Si el numerador de un quebrado es menor que el denomi
nador , el quebrado vale ménos que la unidad.

3
Por ejemplo: ~ ^ < 1 . Porque refiriéndose este quebrado á la

unidad fraccionaria cuarto de la unidad , y necesitándose cuatro 
cuartos para componerla, es evidente que el quebrado propuesto vale

ménos que la unidad.

Si el numerador de un quebrado es igual al denominador , el va
lor del quebrado es igual á la unidad, é iguales entre sí los quebra
dos de forma análoga.

7 4 5
Por ejemplo; —  = — =  —  =  !. Esta proposición es una conse

cuencia inmediata de la idea que hemos dado del quebrado y de sus 
dos términos.



Si ol uiiiuerador de un quebrado es mayor ({uo el denominador, 
el quebrado vale más que la unidad.

5 5 1Por ejemplo; ^ - > 1 ;  esto es, vale más que la unidad.

Un razonamiento análogo al empleado en- la penúltima proposición 
demuestra la presente.

Esto entendido, se llama quebrado propio á aquél cuyo numera
dor es menor que su denominador, é impropio á aquél cuyo nume
rador es igual ó mayor que su denominador.

3 5 51 7 8
Ejemplos: -̂ --, -qq- sou quebrados propios: V  " ’

ib ’ 35 son quebrados impropios.
Esta idea de propiedadk, impropiedad de los quebrados se refiere 

á su forma, y no á su valor, que puede ser el mismo aun bajo 
distinta forma.

La ])alsLbva.fracción expresa más particularmente la idea del que
brado propio.

Y la palabra quebrado 6 número fraccionario se usa indistinta
mente para nombrar el quebrado, sea propio ó impropio ; y aun la 
unidad fraccionaria.

Por nùmero mixto se entiende la reunión de un entero y un que-
li

brado, como 2-y-(y).
Se dice que un quebrado invertido, cuando su numerador

pasa á ser denominador, y el denominador pasa á ser numerador.
9 7Así —  es el quebrado invertido de-^-

« 3 . Un quebrado representa también el cociente de dos números 
enteros , de los cuales el dividendo está por numerador, y el divisor 
por denominador. Con efecto , si tratamos de dividir 2 por 3 , por 
ejemplo , el cociente no puede ser igual á la unidad : desde luego es 
una fracción. Ya que el cociente no puede ser igual á la unidad, en
sayemos á qué número de partes de la unidad será igual. Para esto 
dividamos cada unidad en dos medios ; es claro que el dividendo 2 
consta de 4 medios; y como 4 medios partido por 3, no dá tampoco 
cociente exacto, ensayaréinos otra división de la unidad en 3 partes 
iguales, por ejemplo, y diremos : cada unidad, dividida en tercios, 
vale 3 tercios; y el dividendo propuesto 2 , valdrá 6 tercios ; pero 6 
tercios, partido por el divisor propuesto 3, da cociente exacto é igual

á 2 tercios : luego el cociente de 2 : 3 =  n • Y como lo que se lia di-O
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ÜO
dio de este ejemplo es apiicable á otro cualquiera, la proposición es 
gfcneral y  cierta.

Luego , si al llegar al resto final de una división inexacta de nú
meros enteros, se quiere continuar la operación , el nuevo y último 
cociente parcial será un quebrado cuyo numerador sea dicho resto, 
y el denominador el divisor.

Luego , el cocienfe completo de una división inexacta (3?) es 
igual al cociente micro mas un quebrado que tenga por numerador 
el r^slo de la división, y por denominador el divisor.

S64. Para averiguar las unidades que vale un quebrado impropio, 
se, divide el numerador por el denominador. Si la división es exacta, 
el cociente expresará el número de unidades que el quebrado vale. 
Y sí la división es inexacta, el cociente entero expresará este nú
mero, tomando en este caso el quebrado la forma de número mixto.

Con efecto : dado el denominador de un quebrado, necesita éste 
por numerador un número igual para valer una unidad ; y
.si el numerador es dujdo del denominador, el quebrado vale dos 
unidades, y así sucesivamente: luego, tantas veces como el de
nominador de un quebrado esté contenido en el numerador, tantas 
unidades valdrá el quebrado.

A.'  2 , 3 1  , 2 6  IAsi.  2 ^ 32 j, 10 _ 30 , 2

La resolución de esta cuestión se conoce comunmente con la de
nominación de sacar los enteros de un quebrado impropio.

En un número mixto, á pesar de que no hay signo alguno inter
puesto entre el entero y el quebrado, se sobreentiende que hay una

I
adición indicada entre el entero y el quebrado. A sí: 7 es lo 

mismo que 7h—

9 5 . De lo expuesto, se deduce que un número entero cualquie
ra puede ponerse bajo la forma de quebrado, poniéndolo por nume

rador, y por denominador del quebrado la unidad. A.sí : 9 =  ^
-in 20 ^y 20 — j ; puesto que estos dos quebrados valen respectivamente 0

unidade.s y 20 unidades, difiriendo de éstas únicamente en la 
forma.

También se deduce que un entero cualquiera puede ponerse bajo 
Ja forma de quebrado con un denominador dado, poniendo por nu
merador el producto del entero por el denominador dado. As í : 7,

r



puesto bajo la forma de quebrado con el denominador 6, es igual á 
7x6  42 42 ,
— puesto que - g- vale 7 unidades ; y 5 bajo la forma de

quebrado con el denominador 8 es igual á , pues que

1)1

8 8
40-g- vale 5 unidades.

Considerado un quebrado (03) como el cociente indicado 
del numerador partido por el denominador, son aplicables al valor 
del quebrado las observaciones hechas (41) relativas á las alteracio
nes que un cociente sufriera por las que sufrieran el dividendo y 
divisor.

Estollo obstante, por exigirlo así la importancia del asunto, 
repetirémos algunas de ellas, aunque expuestas bajo distinta forma.

/S¿ el iimierador de im qxieh'ado aúmenía ó disminuye, que
dando el denominador el mismo ; el qv,chrado (esto es, s%b 'oalor) a%~ 
meMaé dismùmije. Efectivamente, siéndola unidad fraccionaria la 
misma (que esto significa quedar el denominador el mismo), según 
que el número de éstas aumente ó disminuya (que esto significa au
mentar ó disminuir el numerador), el valor del quebrado aumentará 
ó disminuirá.

Por consiguiente, de varios quebrados que tengan igual denomi
nador y distinto numerador, es mayor, (esto es, vale más) el que 
tenga mayor numerador.

 ̂ Y  si el numerador de un quebrado se multiplica 6 divide por un 
entero, quedando el denominador el mismo, el quebrado queda mul
tiplicado 6 dividido por dicho entero.

Efectivamente ; siendo la unidad fraccionaria la misma (que esto 
significa quedar el denominador el mismo), según que el número de 
éstas sea doble, triplo, etc., esto es, que el numerador se multipli
que por 2 , 3 ,  etc. , ó según que el nùmero de estas unidades frac
cionarias sea mitad, tercera parte, etc., esto es, que el numerador 
se parta por 2 , 3 ,  etc., el valor del quebrado quedará multiplicado 
ó dividido por 2, 3, etc.

2.“ S i el denominador de un quebrado aumenta ó disminuye, 
quedando el numerador el mismo, el quebrado disminuye ó aumenta.

Efectivamente, siendo uno mismo el número de unidades fraccio
narias (que esto significa quedar el numerador el mismo), según que 
el valor de éstas disminuya ó aumente, el valor del quebrado dismi
nuirá ó aumentará ; y como la unidad fraccionaria es tanto más pe
queña ó más grande, cuanto mayor ó menor sea el denominador, 
esto es, cuanto mayor ó menor sea el número de partes en que la



unidad entera se divida , seg'un que el denominador aumente ó dis
minuya, el quebrado disminuye ó aumenta.

Por consiguiente, de varios quebrados qxi/e tengan igual numera
dor y  distinto denominador, es mayor el que tenga menor denomi
nador.

Y  si el denominador de un quebrado se multiplica ó divide por un 
entero, quedando el numerador el mismo , el quebrado queda divi
dido 6 multiplicado por dicho entero.

Efectivamente , siendo uno mismo el número de unidades frac
cionarias (que esto significa quedar el numerador el mismo), según 
que el valor de esta sea 2 , 3 ,  etc., veces menor ó mayor, esto es, se
gún que el número de partes en que la unidad se divida , sea 2 , 3, 
etc., veces mayor ó menor , 61o que es lo mismo , según que el de
nominador se multiplique ó divida por 2 , 3 ,  etc. veces , el quebrado 
será 2 , 3 ,  etc. veces menor ó mayor.

d i '. E l valor de un quebrado no se altera porque se multipliquen 
ó dividan sx(,s dos términos por un mismo número entero.

Esta proposición contiene dos partes. La primera, esto es, que el 
quebrado no se altera, multiplicando sus dos términos pormi mis
mo entero, se explica fácilmente teniendo presente que el incremen
to que experimenta el quebrado multiplicando el numerador ( 9« ) ,  

se compensa con el decremento que experimenta el mismo quebrado 
multiplicando el denominador (96). La segunda, esto es , que el 
quebrado no se altera, dividiendo sus dos términos por un mismo 
entero , se explica también , considerando que el decremento que 
experimenta el quebrado dividiendo el numerador ( 9 « j , .se compen
sa con el incremento que experimenta el mismo quebrado dividiendo 
su denominador (96).

Pero la importancia de esta proposición es ta l , que merece una 
demostración especial.

Empecemos demostrando que un quebrado no se altera multipli
cando sus dos términos por uii mismo número entero.

Sea el quebrado —  ; multiplicando sus dos términos por 3,

por ejemplo, el quebrado tomará la forma , y loque hay

que demostrar os que — =--2p-. En efecto, según el denomi
nador del primero de estos dos.quebrados, la unidad está dividida en 
7 partes iguales llamadas séptimos ; según el denominador del se
gundo, la unidad está dividida en 21 partes iguales llamadas vein- 
tiunavos. Pero para deducir esta segunda división de la unid<%d, de la
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primera, es evidente que habrá habido que dividir cada séptima par
te en 3 partes ig-uales, y por consiguiente, 1 séptimo vale 3 veintiún 
avos; luego , si 1 séptimo vale 3 veintiún avos , es claro que 4 
spétimos valdrán 4 veces 3 veintiún avos, que son 12 veintiún

4 12avos, ó puesto bajo la forma fraccionaria, ~  valen

Y considerando ahora recíprocamente al primer quebrado ó sea
4 12— , como deducido del segundo , cuyos dos términos se hayan

dividido por tres , explicada ya la igualdad de estos dos quebrados 
12 4-gj- y , queda demostrada la segunda parte de la proposición , á

saber; que un quebrado no se altera, dividiendo sus dos términos 
por un mismo número entero.

En la primera parte de este principio está fundada la importante 
transformación que se hace experimentar á los quebrados, conocida 
con el nombre de reducción de los quebrados á un común denomi
nador.

Y en la segunda parte del mismo se funda otra transformación 
no menos importante, ]\qxí\q,({s. simplijicacion de los quebrados.

9ÍÍ. Para reducir dos quebrados á un común denominador semuU 
Uplican los dos términos de cada quebrado por el denominador del 
otro.
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Sean, por ejemplo, y Multiplicando los dos términos del

primero por el denominador 11 del 2.® no se altera su valor, y mul
tiplicando los dos términos del segundo por el denominador 3 del 
primero, tampoco se altera su valor, únicamente varía la for
ma de ambos quebrados. Y como el nuevo denominador del l.° 
es 3 X 11, y el nuevo denominador del segundo es 1 1 x 3 ,  y 
está demostrado (*-25) que 3 X 1 1  =  1 1 X3  queda también de-

, 2 x 1 1  5 x 3   ̂ 22 15mostrado que ^  ^, y  ̂  ̂ ^  , esto es, y conservan3 x 1 1   ̂ 1 1 x 3
, . , 2 5respectivamente el mismo valor que y -pi

33

aunque adquiriendo

un denominador igual ó común.
Para reducir tres ó mas quebrados d un común denominador, se 

multiplican los dos términos de cada quebrado por el producto de los 
denominadores de los demás.

Sean , por ejemplo, , -jr- — . Estos quebrados son



respectivamente iguales á
94

^ M I . 9 . 2 . 5 5 .3  . 9 . 2 .5

9 . 3 . 1 1 . 2 . 5 '  2 . 3 . 1 1 . 9 . 5 ’ T .T ;T ÍT T ~ T  ’ J  
e x a c t r '  denominador (3 ®, , j„ego el procedimiento es

.J”S írirí;irrc rr;:-;:r
i980_ 2310 1485 H88
2970 ’ 2970 ’ --2 W  ^ T ’ ' 297r-

dorí9 ?i ñor p1 mídrvi ' niultiplicarse cada numera.I J , poi el mismo numero entero por el cual qp i
— E  ser. el n r ^ n f ^ t  "

< le n o 2 :i? 3  dd7rimer^qnerraT%a'99^^^^^^^^^^
el producto de los dlmmina'dores . eicepto el deT r “ :ía  o T  
que multiplicado por este número 990 el numerador 2 del * ^
quebrado, teudrémos como anteriormente 19̂ 0 

 ̂ Y sucesivamente tendrémos por numeradores del 2.% 3 “ 4 “ v
•í. quebrado, los mismos números, 1350, 2310 1485 liRs m i  
obtuvimos ántes. i i 88 que

S ' “ “  270; 270X5 =  1350.2J70. 9 =  330: 3 3 0 x 7 —2^in 
2970 r 2 =  1485-: 1485x1 = Í 485:
2970 * 5 =  594; 594x2=1188.-

re p e tí l '™ “ '"'” " ' “ '’ P”  “^"“dar en operaciones

Jrados teng-an factores primos comunes, se forma prèviamente elTe

Z r : ¡ r  ™ denominadores como'ya hicimos (»»}, sino que se forma el m. m. c. (« j  y s s )  je  los



denominadores, y ese será el común denominador más poqueiio po
sible. Para formar los nuevos numeradores, se multiplica cada nu
merador primitivo por el cociente de dividir el m. m. c. por cada de
nominador respectivo, y los sucesivos productos serán los numera
dores. Es como si se multiplicasen por dicho cociente los dos térmi
nos de cada uno de los quebrados propuestos.

95

Ejemplo :
7 11 C

35'
196 385 288

1680 ’ 1680  ̂ 1680 ■

Se ha formado el m. m. c. de los tres denominadores GO, 48 y 35, 
que es 1680.

Dividido por el primer denominador 60, se obtiene por cociente
, j 19628, que, multiplicado por 7 y por 60, da el primer quebrado ,

, , 11 6y así con los otros dos quebrados • y g- .
En la práctica basta multiplicar el numerador 7 por el cociente 28, 

pues el denominador será el m. m. c.

Otro ejemplo :
o

12
6

I T
9_ 5_

'12  ̂ 12 ■

Aquí, es tan fácil el caso, que, conocido el 12 como m. m. c. á 
primera vista, se multiplican los numeradores 1 y 3 por los cocien
tes respectivos 6 y 3, dejando el tercer quebrado como está.

1 7  4 7Otro aun mas sencillo ; - ~ = ~ ,

Último ejemplo :

5
12

7 1 3 12-j-16-hl0-f-21 H -4-hl8
'8 " ’ T ' ’ T "  24

500. Los quebrados pueden reducirse también á un común nu
merador por un procedimiento análogo al que hemos empleado 
para reducirlos á un común denominador.

A sí, para reducir dos quebrados a un común numerador, se mul
tiplican los dos términos de cada quebrado por d  numerador del otro.

T-, . I 2 10  ̂ 1 .  2 x 1 0  1 0 x 2  .Por ejemplo: -g- y -jj- tomarán la forma \ j ^  q" ’ ^
20 20 
50 ’

Y  para reducir tres ó más quebrados á un común numerador, se 
multiplican los dos términos de cada quebrado por el producto de los 
numeradores de los demas.



, 1 
Por ejemplo:

2 x 1 x 4  4 x 1 x 2

2 4 1 X  2 x 4
— , ~Y tomarán la forma ^ ^ - 2x 4'

9G
7 x 1 x 2 ó sea. -TTr16 12

83 x 1  X 4  '
Escolio. Para conocer de dos ó más quebrados de distintos nu

meradores y distintos denominadores, cual es mayor, se reducen á 
un común denominador, y se aplica lo dicho (í>C , 1.'). ó se redu
cen á un común numerador, y se aplica lo dicho (?>tí , 2.")

7 2Sean los quebrados -g-y -^:reducidosáun común denominador 

se transforman en
77

w
1899 T., 1 . 77 18 77El q u e b r a d o y  com o-^ =

18
y ‘99‘""TT’ que

Reduciendo los mismos quebrados g- y 

rador se trasformai! en

11 á un común nume-

14
18 >

14
77 y como14 14y y f-  El quebrado 

14 7 14 2 - ,  7 2
1 F = 'T '  -W = -W  ’ T  >TT -

191. jSmph/ícar un queir ado, es transformarle en otro de 
igual valor, pero de forma más sencilla, esto es, cuyos términos 
.sean menores.

Para que un quebrado sea simplijicable, es necesario que sus 
dos términos tengan uno ó más factores comunes, uno al ménos.

Y se hace la simplificación dividiendo numerador y denominador 
por el divisor común (07).

iÍjBMPLOs : * ^ =  8 es el factor común í ^  =  X ’
factor común.

Si el caso es complicado, y no se conocen fácilmente los factores 
comunes délos dos términos del quebrado, se halla el m. c. d. de 
ellos, y se divide cada uno por él : los cocientes serán primos entre 
si (70) : el nuevo quebrado que no admite más simplificación se 

irreducible, y se dice que el quebrado propuesto ha sido redu
cido k su más simple expresión, y también á sus menores términos.

592 592 * 37 16 , , , , , ,
Ejemplo : -g^= =  999.37 =  I T  ’

y 592.
lO ^ . se añade un mismo nùmero entero á los dos términos de 

un quebrado propio, el nuevo quebrado es mayor que el primero.
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Sea, por ejemplo , -g-. Auadiendo á sus dos términos el entero 3, 

tendrémos: ■  ̂^   ̂ , ó sea -g- , j  reduciendo á un común denomi-

32 35nador los quebrados y > tomarán la forma y . Pero

35 32
40 > 1 0 - ’

Si se resta un mismo número entero de los dos términos de nn que- 
Irado propio, el nuevo quebrado es menoi^que el primero.

4
Sea el mismo quebrado -g-. Restando el entero 2 de sus dos

2
términos, tendrémos: -g-; y reduciendo á un común denominador

4 2  12 40los dos quebrados y > tomarán la forma -jg- y -jg- ; y como

10 12  ̂  ̂ 2 4; se deduce que -g-<  -g-.

Si se añade un mismo nùmero entero á los dos términos de un 
quebrado impropio^ el nuevo quebrado es menor que el primero.

7
Sea el quebrado Añadiendo el entero 3 á sus dos términos, 

10tendrémos , y reduciendo á un común denominador los quebra-

10 49 40 40 49 : luegodos y —  > tomarán la forma y ; pero <

40 7

Si se resta un mismo número entero de los dos términos de un 
quebrado impropio, el nuevo quebrado es mayor que el primero.

7
Sea el mismo quebrado Restando el entero 2 de sus dos

5
términos, tendrémos , y reduciendo á un común denominador

14 20 20 10
los quebrados —  y —  > tomarán la forma -g- y -g- ; pero - ^ >8 8 8

, 5 7luego

^C -X . /
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Si el quebrado impropio tiene su numerador igual a su denomina

dor, dicho quebrado no se altera añadiendo ó restando de sus dos 
términos un mismo número entero, puesto que los quebrados

^  y sou iguales (9®), é iguales á la unidad.

ADICION DE LOS QUEBRADOS.

103. La adición , sustracción , multiplicación y división de los 
quebrados tienen la misma acepción que bemos dado en los lugares 
respectivos á estas operacioj|es sobre números enteros. Y como nos 
reservamos el tratar de estas cuatro operaciones sobre números con
cretos, ya sean enteros ó quebrados , en el cap. V, en el presente 
sólo explicarémos la adición , sustracción , multiplicación y división 
de los quebrados abstractos.

fiO'l. Pero es evidente que un quebrado (el quebrado íwíWí?} no 
puede contener la reunión de todas las unidades fraccionarias que 
los quebrados sumandos contienen respectivamente, sino en tanto 
que estas unidades fraccionarias sean todas iguales entre si, como 
todas quintos novenos , etc. Y á esta igualdad en las unidades
dadas para sumar (y lo mismo para restar), esto es, á esta igualdad 
de la unidad fraccionaria á que cada quebrado se refiera, es á lo que 
llaman la generalidad de los autores homogeneidad de los quebrados.

Esto en cuanto á quebrados abstractos, pero si son concretos, 
su homogeneidad consiste no solamente en la igualdad de denomi
nadores, sino en que además se refieran á una misma unidad entera 
las unidades fraccionarias, esto es , todas á partes de duro , quin
tal, etc.

Luego para sumar dos ó más quebrados que tengan un mismo 
denominador , se suman los numeradores , el resultado se pone por 
numerador del íííw«, y por denominador el denominador
que tengan los quebrados sumandos.

E je m p l o  :
1 2-h5-f-l

9 9 9 9

105. Para sumar dos 6 más quebrados que no tengan igual de
nominador , se reducen prèviamente á un común denominador, y 
después se suman como en el caso anterior.

1 2Ejemplo. — +  — =O O
16 3 +  16

24 ' 24 24
19_
24

106 . Para sumar un entero con un quebrado se multiplica el en-
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tero por el deyiominador del quebrado , al producto se añade el nume
rador , el resultado se pone por numerador del quebrado suma , y por 
denominador el mismo que tenga el quebrado sumando.

Ejemplo : 28-h l 29 Porque, puesto 7 bajo la

forma de quebrado , la operación sería ~  +  _L =  ̂ _  _j_^

O puesto el entero 7 bajo la forma de quebrado con el denominador 4, 
7 x 4  . 1 28 1 29

y siempre sela operación sería  ̂ ^

obtiene el mismo resultado.
La Operación se practica de la misma manera, y se obtiene por 

consiguiente el mismo resultado, si en vez de decir sumar un ente
ro con un quebrado ̂  se enuncia diciendo: sumar un quebrado con un 
entero.

Porque 1 7 1 28 29
'4

0 bien 1 , 7 x 4 1 28 29
4 ' 4 " 4 '' 4 4

De suerte que siempre seguirémos la misma regla :

29

Conviene advertir que lo mismo da decir sumar un entero con un 
quebrado, que reducir un número mixto á quebrado, ó reducir un 
entero d la especie del quebrado que le acompaña. Son tres enunciados 
y una sola operación.

109'. Para sumar dos ó más números mixtos , se reducen á que
brados, y se suman como éstos. O bien , se suman los enteros con 
los enteros y los quebrados con los quebrados, y la suma de estas 
dos sumas parciales será la suma total.

Ejemplo ; 2 - ^  +  5-4- =  — -f- — =  —  2 ^ 3  2 ^ 3  6
326 «

47

O bien : suma de los enteros 2 +  5 =  7. Suma de los quebrados

 ̂ í 3 2 5 „ 5 47—- y  +  — =  - ^ ‘ Suma total 7 + -t:-=6 6
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La operación se dispone de este modo

4
4
4 '

Y , si la suma de los quebrados fuese un quebrado impropio , se sa
can los enteros para sumaiiios con éstos.

El segundo procedimiento es más breve que el primero.
Escolio. Comprendidos estos tres casos generales de la adi

ción de los quebrados, cualquiera otro particular que ocurra , como 
sumar un número entero con un número mixto, ó un quebrado con 
un mixto, se resuelve con mucha fticilidad. Así, pasarémos á la

SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS.

PdfCb TestdT un quelvado de otro quebrado cuando ambos 
tienen un mismo denominador , se resta el numerador del quebrado 
sustraendo del numerador del quebrado minuendo; la diferencia se 
pone por numerador del quebrado resto, y  por denominador el deno
minador común.

Ejemplo :

Silos quebrados no tienen un mismo denominador, se reducen 
prémamenteá un común denominador, y después se restan como en 
el caso anterior.

4 2 28 10
Ejemplo: Y ”  35 35 ~  '35

28 — 10 _
~  35

1 0 9 . Para restar un quebrado de un entero, se multiplica el en
tero por el denominador del quebrado ; de este producto se resta el nu
merador ; la diferencia se pone por numerador del quebrado resto , y 
por denominador el denominador del quebrado.

^  ^  3 9 x 5 - 3
Ejemplo: 9 ----f- =O

45 — 3 42
55 5

Porque , puesto el entero 9 bajo la forma de quebrado, la opera-



Clon sena -¡------
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4245 3 „  ^

“5------ ^  =  — 0 puesto el entero 9 bajóla
9___ ^
1 5

forma de quebrado con el denominador 5 , la operación sería 
9 X 5  3 45 3 42

5 5 ~  5 ~ 5 ~ ~ '

l i o .  Pai^a restar %7t número mwto de otro número mixto, se 
reducen amhos à ^uehrados, y se restan como en el primer caso.

Esemplo: 3 2 ^  =  _  A  =  ^  ^
5 4 5 4 20 20 20 20

O bien, y esto es más breve, se resta el quebrado del susiraendo 
del quebrado del minuendo , y el entero del susiraendo del entero del 
minuendo: la suma de ambos restos será el resto total.

E jemplos ; 2 3-^ - 31 4 . 32 31 — 9 455 9 36 4 ■■ 36 ■■■ 362 0 - 1 14-1 9 14 ± . . 32 325
“ 4

41 7 ' I i36
"  36 9

i “ 4
• 36 "* 36

En el último ejemplo el quebrado del minuendo es menor que 
el quebrado del sustraendo, y para hacer posible la sustracción, 
hemos tomado mentalmente una unidad de los enteros del minuendo 
y la hemos añadido al quebrado del mismo ; de suerte que , al hacer 
la sustracción de los enteros^hemos tenido que considerar dismi
nuido en una unidad el entero del minuendo , ó aumentado en la 
misma unidad el entero del sustraendo (®®). La misma considera
ción se hará en todos los casos análogos.

Pongamos otros ejemplos de casos particulares, los cuales se re
suelven fácilmente una vez comprendidos los tres casos generales 
que hemos explicado.

20-4 4 - = 1 9 4 - 4 4 =  154.

«  4 - 4 = 1 “ ! 1“ =1 0  ^15 15 ■
El primero de estps ejemplos lo hemos resuelto , tomando men

talmente una unidad del entero y poniéndola en forma de quebrado 
con el denominador igual al del quebrado sustraendo ; restando éste



del quebrado así formado, y uniendo el resto al entero disminuido 
en una unidad, hemos obtenido el resto total.

Este procedimiento es más breve que el explicado (1 0 9 ) , para 
restar un quebrado de un entero.

MULTIPLICACION DE LOS QUEBRADOS.

I I I .  Para multiplicar un quebrado por un número entero, se 
multiplica el 'íiumcTadoT poT el enteTO; se pone este producto por nu
merador del quebrado producto; y por denominador el mismo del que  ̂
Irado.

4 .  4 . 3  ^
5 ■
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Sea, por ejemplo, =

En efecto, según la idea general que tenemos de la multiplica
ción , se trata en el presente caso de hallar un tercer número que sea 

4
respecto de lo que 3 es respecto de la unidad. Y como 3 se com
pone de la unidad repetida 3 veces, el tercer número se compondrá

de ~  repetido tres veces, ó lo que es lo mismo, de -4- -f- -^ -h  —  =. 
^ 5 5 5

4 h- 4 - h 4 4 x 3 12

Y si el denominador del quebrado es exactamente divisible por el 
entero, la multiplicación puede hacerse , poniendo por numerador 
del quebrado producto el mismo numerador del quebrado, y  por deno
minador el cociente del denominador del quebrado por el entero (96
2.*).

Así, lo mismo da 10 ■X5 = 3 .5
10

15 3 X 5 - ’- ^  -  ^^  ' l o Y T - T -

Esta segunda regla presenta el quebrado producto ya simplifica
do; pero no es general como la primera, pues sólo es aplicable á ca
sos particulares como el presente.

113. Para multiplicar un entero por un quebrado, se multiplica 
el entero por el numerador, este producto se pone por numerador del 
quebrado-producto , y  por denominador el mismo del quebrado.

a  • 7 .  V. 3 4 • 3 12Sea, por ejemplo , 4 X —

En el presente caso, el producto será respecto de 4 lo que
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3 1es respecto de la unidad; y como es, respecto de la unidad , -g-
1

de la unidad repetido 3 veces, el producto se compondrá de -g- de 4

1 4 •repetido 3 veces. Pero de4 es -g- (9 3 ): luego esto repetido 3
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4 x 3  12 .4 4 4 4-h4-j-4
veces, esto es, ------ q-----

verdadero producto.
También pudo dividirse el denominador 8 por el entero 4 , po

niendo el cociente por denominador del quebrado-producto, y por nu-
3 3 3

merador el mismo del quebrado en esta forma: 4 X -g-=

Pero estos son casos particulares en que el denominador es exac
tamente divisible por el entero , miéntras que la regla establecida es 
general.

113. Para multiplicar un quebrado por otro, se multiplican nu
merador por numerador y denominador por denominador, el primer 
producto se pone por numerador del quebrado producto , y el segundo 
por denominador.

5 7 5 x 7  35
Sea , por ejemplo , - y X - ^ =  '"6 x'S" "" ~ W ‘

5 7En este caso , el producto ha de ser respecto de lo que - y  es

7
respecto de la unidad; y como es un octavo de la unidad repetido

7 veces , el producto se compondrá de d e -y  repetido 7 veces. 

1 5  5Pero (90) es igual á ; y esto repetido 7 veces es

igual á 5 .7
■678" : luego la regla es exacta.

E scolio. Esta regla es aplicable á los dos casos anteriores, con
siderando en éstos al entero como quebrado, con la unidad por deno
minador.

Otro. El producto de un quebrado por el mismo invertido, es 
igual á 1.

2 .3  6
Asi 3 X 2  3 ^ 2 1.



■ B4I. Para multiplicar un número mixto por otro número mixto, 
se reducen ambos á quebrados, y se multiplican como los que
brados.

Si uno de los factores es un número entero ó un quebrado, y el 
otro un número mixto, se reduce el mixto á quebrado y se efectúa 
la multiplicación como en los casos anteriores.
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Ejemplo 1.' 2.“

3. “

4. '’

2 Í - X 4  —2 ^  4 2 ^ 4  2 . 4 “ 8
2 „ 1 2 5 103- X 2-2—  2

„ 1 2 5 2 10
^ 2 ^ 3 “ 2 ^ 3 “ 6 ‘

4 x  ̂=  T X ^
7 .7  49

3 ^ 3 ’

Siendo uno de los factores número mixto, puede resolverse la 
Operación de este modo :

Sea el primer ejemplo.

2 4 -X 4 ^  =  2x 4 +  ̂ x 4 +  2x 4 -+ '4 -x 4 -= 8  +  4 - + | -1 - K j ,
+ i - = ‘* + - r = = — •E scolio. Un producto indicado de varios quebrados ó de quebra

dos y enteros, indica que el primer factor se ha de multiplicar por 
el segundo, y el producto por el tercero, etc.

EJEMPLOS.

2 1 8 4 2 .1 8 4
X T '= 3 .5 > " X > < y

_ X 5 x ^ X 7 x ^

2.1.8^ 4
3.5.

2 . 1 . 8 . 4
3 . 5 . 9 . 7 '

2 . 5 4  2 2.  5 . 4  „ 2
3 ^  5 ^  ~  3 . 5

2 . 5 . 4 . 7  2 2 . 5 . 4 . 7 . 2X-7T- =3. 5 3 . 5 . 9

Y como estos productos se verifican, ya multiplicando los nume
radores entre si, ya numeradores y enteros entre sí, poniendo este 
producto por numerador y por denominador el producto de los de
nominadores ; y el producto de los numeradores es el mismo 
y 3®) cualquiera que sea el órden de los factores, y lo mismo se
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verifica en el producto de los denominadores, se deduce de aqui que 

Un producto de varios factores quebrados ó de quebrados y ente
ros^ no varia cualquiera que sea el órden de estos factores.

DIVISION DE LOS QUEBRADOS.

iK5. Un quebrado se divideporun número entero., multiplican
do él denominador por el entero, poniendo este producto por deno
minador del quebrado cociente y por numerador el mismo del que
brado.

Así í7 =
La explicación de esta regla está en el número fM> , 2.“

2 2
Y además, el cociente es respecto del dividendo lo mis

mo que la unidad es respecto del divisor 7. Y fundados en el núme
ro 9G, 1.“, si el numerador del quebrado es exactamente divisible 
por el entero, se efectúa la división propuesta dividiendo el nume
rador del quebrado por el entero, poniendo este cociente por nume
rador del quebrado-cociente, y por denominador el mismo del 
quebrado.

, . 20 20*10 2

Pero este procedimiento es únicamente aplicable á casos particu
lares, en tanto que la regla establecida es general.

2
El cociente es el mismo que se obtendría por la regla gene

ral después de dividir sus dos términos por 10 (SOI).
20En efecto, * 10 

’  21
20

21 .10
20

'2l'Ó' — ■ luego el segundo

procedimiento es más breve que la regla general.
ÍIG . Un número entero se divide por un quebrado, multiplican

do el entero por el denominador del quebrado, poniendo esto por nu
merador del quebrado-cociente, y por denominador el numerador del 
quebrado.

40 7 ■A ' c 7 5 . 8As.: 5 , ^  =  . - - -

En efecto, el cociente ha de ser tal que, multiplicado por el di
visor, nos dé el dividendo : el quebrado divisor, multiplicado por el



mismo invertido, da por producto 1 (813, Esc.): lueg“o si ponemos 
como fiictor en el numerador del quebrado invertido el entero pro-

5 8puesto en esta forma — éste será el cociente que se busca, pues-
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5 .8 5 . 8 . 7
to que — “  “ cy—g— =  5 que es el dividendo propuesto. Y

40además el cociente —=~ es respecto del dividendo 5 lo mismo que la

unidad es respecto del divisor -g-.

El cociente de la unidad por un quebrado es igual al quebrado 
invertido.

i ‘ - r = T = x -

117. Un queh'ado se divide por otro quebrado^ multiplicando el 
namerador del dividendo por el denominador del divisor, y el nu
merador del divisor por el denominador del dividendo; el primer 
producto se pone por numerador del quebrado-cociente y  el segundo 
por denominador.

Así : 3 _ 4 _  3 .5  
8 * 5 ~ 4 . 8

15
32 '

En efecto, el cociente ba de ser tal que, multiplicado por el di
visor, dé el dividendo : el quebrado divisor, multiplicado por él mis
mo invertido, da por producto 1 (fll3 , Esc.) : luego el divisor in-

3 .5vertido, multiplicado por el dividendo, en esta forma -g-- , será el

3 .5  4 3 .5 .4  3
cociente que se busca; puesto que -g— —5

15es el dividendo propuesto. Y además el cociente es respecto del

dividendo -^ lo  que la unidad es respecto del divisoro o
Si los dos quebrados tienen igual denominador, la operación se

efectúa dividiendo el numerador del dividendo por el numerador del
divisor.

Porque 5 4 5 .7
7 * 7 * 4 . 7 4 *



Y si tienen igual numerador, la operación se efectúa, dividiendo 
el denominador del divisor por el denominador del dividendo.
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Porque 7 7 .8  _  8

T *  8"* 'vVo “ T

l i s .  Un número mixto se divide por otro número mixto, redi
ciendo ambos á quebrados^ y dividiéndolos como quebrados.

S i el dividendo ó divisor es un número entero ó un quebrado, 
siendo el divisor ó dividendo un número mixto, se reduce el mixto á 
quebrado y se efectúa la división como en los casos anteriores.

E je m pl o s  :

- I
4 =

2 Í - . 3 ^ —2 4 2 4 1 3 . 22 13 2 . 4 « 3 *3 * 4 ' 13. 3 39 ’ 4
22 7 X 7 3^ * ̂ 7 22 22 ’ ^7

_2_3
: 7  =

_134
J0_26A3 1 3 . 32 . 4 —8

22 t 7 22 22
7 .7 49

E s c o l io  im p o r t a n t e . Sabemos que en la adición y en la multi
plicación pueden invertirse el órden de los sumandos ó de los facto
res, sin que por ello sufran alteración las sumas 6 los productos. Por 
eso da el mismo resultado sumar un entero con un quebrado , que 
sumar dicbo quebrado con el mismo entero. Por eso da también el 
mismo resultado, multiplicar un quebrado por un entero, que 
multiplicar dicbo entero por el mismo quebrado.

Pero en la sustracción y en la división no sucede lo mismo, por 
la sencilla razón de que no pueden variarse las funciones respectivas 
de sus términos. El minuendo, dado como tal, no puede dejar de ser 
minuendo, y lo mismo sucede con el sustraendo; y lo mismo, con el 
dividendo y divisor respectivamente. Por eso no puede decirse con 
propiedad : reste V. esos números, ni divida V. esos números; sino 
que se dice : reste V. tal de cual número, y divida V. tal por cual 
número. Míéntras que todos decimos; sume V. 6 multiplique V. 
csos números.

Aún hay más : aunque el cociente de dividir un quebrado por un 
entero sea tan distinto del que se obtiene dividiendo el mismo ente
ro por dicho quebrado, como que es el mismo quebrado-cociente in
vertido, esto no tiene más consecuencias.

Pero en la sustracción, Qomo el quebrado se resta del ente
ro, multiplicando el entero por el denominador, restando de este pro
ducto el numerador, q^oniendo el resultado por numerador del que-
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hrado-resto y  por denominador el mismo que tiene el quebrado.

Y  un entero se resta de un quebrado, multiplicando el denomi
nador por el entero^ restando este producto del numerador ̂ poniendo 
el resultado por numerador del quehrado-o^esto, y  por denominador el

3 9mismo del quebrado, tenemos : = 9 x 5

45—3
seg’uu la regla primera ; y según la segunda : 

3 5 x 9  3 — 45 3 — 3 — 42

5 “  

—9 =

3 — 45
■“ 5 " ■ 5

Esto resultado, —42, obtenido para el numerador del quebrado- 
resto, es lo que Momo, número negativo, que procede, como 
se ha visto, de restar un número mayor de otro menor. Pero no 
es de este lugar el conocimiento de estos números; y en la su,s- 
tracción de quebrados prescindimos de este caso de restar un 
entero de un quebrado, reservándonos el tratarlo aquí con las con
sideraciones que preceden.

DE OTRAS FORMAS DE QUEBRADOS.

l . °  Q u e b r a d o s  d e  q u e b r a d o s .
fi ■». Se llama unidad fraccionaria de otra unidad fraccionaria, 

á una de las varias partes iguales en que se puede dividir una uni
dad fraccionaria, ó un conjunto de unidades fraccionarias.

Así, por ejemplo, si dividimos un tercio en dos partes iguales, 
cada una de estas partes es un medio de un tercio, y se expresa así: 
1 1

de 2 • Pero si dividimos dos quintos en tres partes iguales, 

cada una de estas partes será un tercio de dos quintos, y se expresa

- L  
Fasi de o

Y se llama quebrado de quebrado á una colección de dos ó más 
unidades fraccionarias de otra unidad fraccionaria, ó de un conjunto 
de unidades fraccionarias. Como, por ejemplo, tres quintos de un

tercio, seis sétimos de dos tercios, que se expresan a s í; d o ^

T



Pero 

2

6 2 1 de no tiene otra  interpretación que la  de tom ar -^-
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d e y  repetir esto seis veces, y  como esta m isma interpretación

hemos dado ( 113)  á la  m ultiplicación de uu  quebrado por otro que
brado, se sigue de aquí que

Para reducir á quebrado ordinario un quebrado de quebrado, se 
multiplican entre si los dos quebrados que expresan el quebrado de 
quebrado propuesto.

Ejemplos
, 2 12 1 4 2 , 3  6

9 “ 45^ 9 8 72'

Si es unidad fraccionaria de otra unidad fraccionaria , ó unidad 
fraccionaria de quebrado, se hace la  reducción del mismo modo.

„  1 , 1 1 1
Ejemplos : de -Tr =  - r^ ->5 9 4o o

- ^ d c

^ ^ 2  C 

_ 7 _
' “ To'

1 , 4  4
3 de -g

O - - O
Interrogado uno por la  hora que e r a , contesto : los —  de ios

de los -^2 horas del d ia , ó sea los de h o ra , ó bien las

j
7 -^ ; m ultiplicando el producto de los num eradores por el entero 24,

y  dividiendo el resultado por el producto de los denom inadores , su 
presión hecha del factor común 7.

Orservacion. Como quiera que el resultado de u n a  operación 
debe presentarse siem pre bajo la forma más sencilla posible, cuando 
en la  reducción de uu quebrado de quebrado á quebrado ordinario, ó 
en las otras cuatro operaciones anteriores, ó en otra  cualqu iera, se 
obtiene por resultado un  quebrado im propio, conviene, salvo alguna 
excepción que las circunstancias del momento aconsejen , hallar los 
enteros que dicho quebrado impropio contenga (941). Y si el resulta
do fuese un  quebrado que adm ita simplificaciones, debe sim plificar
se sin excepción a lguna.



n o
S.® Q u e b r a d o s  c u y o s  té r m in o s  no so n  n ú m e r o s  e n te r o s , s in o  u n  q u e b r a d o , ó q u e b r a d o s  c o m b in a d o s  e n t r e  s i .

Ocurre á veces que, por seguir indicando operaciones en 
un cálculo, sin verificar ninguna, se llega á un quebrado cuyos dos 
términos son enteros y quebrados (y á otras expresiones que no he
mos explicado todavía), ligados entre sí por distintos signos.

Conviene, pues, empezar dando á conocer estas expresiones, en 
las cuales no entren por ahora más que números enteros y números 
quebrados combinados por los cuatro signos de las cuatro operacio
nes explicadas, para reducirlas á la forma de un quebrado ordinario.

0 ■í9 ‘4“
3

10 10
6 .

120 ^
20
21

2 2 10 6 4 4 4
1  r 1 15 ~ I 5  1 l5  4 IO5X  2

7 X  2 — 7 X  2 7“ X  2
8:2 y

210
1.080 44100 2205  ̂ 471 2 ^^16 17280 864 884

210

3 . ‘' F r a c c io n e s c o n t in u a s .
Se llama fracción continua á una fracción que tiene por 

numerador la unidad y por denominador un entero más una fracción 
que tiene por numerador la unidad, y por denominador un entero 
más una fracción que tiene por numerador la unidad, y por denomi
nador uua fracción..... y así sucesivamente.

Ejemplo: 17 -{--T- 1

3 -h... También puede haber ántes de
1

la fracción un entero como 3 -{- -q-  1

Es evidente que, cuanto mayor es el número de partes en que se 
divide la unidad, más difícil nos es formarnos una idea clara del
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quebrado, como que se aleja más de aquellas ideas que nos son tan 
familiares en los usos comunes de la vida. Asi cualquiera comprende

el valor de ^ d e  arroba ; pero no se comprende tan fácilmente el vai olor de ^  de arroba.
Pues bien, las fracciones continuas deben su origen al deseo de 

presentar en términos más sencillos el valor aproximado de un que
brado, cuyos términos sean muy considerables, y no puedan sim
plificarse (tOl).

65Sea por ejemplo Dividiendo los dos términos por el nume-

rador, tendrémos =
i

« 19
^+"65

19 1 65 .
Si prescindimos del quebrado es claro que ^

19en vez de prescindir de se anade 1 al denominador2, también es
1 65 65  ̂ ^claro que luego está comprendido entre ^ y ~ ^ -  ^on-

tinuando dividiendo los dos términos d e p o r  19, y así sucesiva-_19
65

mente, se iría desarrollándola fracción continua, y se podrían obte-
05ner quebrados que se diferenciasen de qq^ ménos que lo que se dife

rencia el quebrado
■‘3S. Pero estas consideraciones, y las consecuencias que de aquí 

se desprenden, nos llevarían fuera del límite de un libro puramente 
elemental.

Nos basta explicar la existencia y forma de las fracciones conti
nuas, y concluirémos con las definiciones siguientes :

1 1 1A las fracciones -5-, -q-, etc., se llaman fracciones inte- 
grantes.

Los denominadores 2, 3, 2, se llaman cocientes incompletos.
\

Las expresiones 12-Hq-
1 1

1 1
3+-;~, 1 1

se llaman cocientes completos.
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Cada quebrado equivalente á cada una de las expresiones

 ̂ A
-2+ -7r- 1 etc., se llaman reducidas.

Cada reducida va siendo alternativamente mayor y menor que la 
fracción ordinaria generatriz, y cada reducida se aproximad ésta 
más que la precedente.

Las reducidas de la fracción continua equivalente á la razón de
3 22 333 ^

la circunferencia al diámetro, son •■j“ ’ 7 ’ io6 ’ 113’

La segunda es la dada por Arquímedes.
La cuarta, dada por Adrian Métius, es fácil de retener en la 

memoria por constar de esta forma 113355, la segunda mitad por 
numerador y la primera por denominador.

65
149

1+ -

E le v a c i o i i  á, p o te n c ia s  d e  lo s  q u e b r a d o s  o r d in a r io s .
1 3 3 . Se llama cuadrado ó segunda potencia de un quebrado el 

producto que se obtiene multiplicándole por sí mismo una vez. 
Cubo 6 tercera potencia de un quebrado es el producto que se obtiene 
multiplicándole por sí mismo dos veces.

Y , en general, potencia de cierto grado de un quebrado es el 
producto que se obtiene, multiplicándole por sí mismo tantas veces 
ménos una como indique el grado, ó tomándole por factor tantas 
veces como el grado de la potencia indique.

La elevación á potencias se reduce á mera multiplicación.
Así, para elevar al cuadrado el quebrado-^, por ejemplo, se

indica primeramente de este modo (-|-) , y después se venñca la

multiplicación =  4 "  ^ de 2, y 25

el cuadrado de 5, resulta que ; Para elevar un quebrado al cuadrado 
se elevan sus dos términos, conservando el primero de numerador y 
el segundo de denominador : y así se explica para los demas casos de 
otras potencias.
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EJEMPLOS.

/ 2 _2_ 2 _  2* _  
\ l2 " j  ~  12

4
144 9 / 9  “9"^ 9 ~  9 ^“ 729

_2_V _2_ 2 ___^  3 3 _ 3 ’_ 2 7
5 /  5 ^  5 ^  5 ~ 5 ’ “ l25 5 W /  343

Si se tratase de números mixtos, la cuestión se resuelve, convir
tiendo el mixto en quebrado y elevándole á la potencia que se quie

ra como tal quebrado. Asi, ^2-|~y =  = - | - x  ^

134. Las potencias de todo quebrado propio decrecen y crecen, 
según que el exponente de la potencia crece ó decrece.

Esto consiste en las condiciones de la multiplicación, en gene
ral , según una de las cuales el producto es menor que el multipli
cando , cuando el multiplicador es menor que la unidad. Por eso

) ó bien ~  por ser respectivamente iguales ^

después de reducidos á un común denominador por la aplicación 
del m. m. c.

Sean (-1) y 6 bien. ~  6 bien | ^ ,  : de don-

<; , Y asi de los demás.

Los quebrados impropios siguen la ley de los números enteros, 
porque, en las multiplicaciones respectivas, el multiplicador es 
mayor que la unidad.

Por eso, , ó bien ^  2̂ '

r
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E x t r a c c i ó n  d e  l a  r a í z  c u a d r a d a  y  d e  l a  r a í z  c ú b ic a  d e  lo s  q u e b r a d o so r d in a r io s .

1^5 . R.víz CUADR.S-DA. Nos ocuparémos únicamente de los que
brados irreducibles, bajo cuya formaban de presentarse siempre 
para hacerlos entrar en los cálculos, ora sean éstos difíciles, ora 
fáciles. Y si los quebrados son resultado de alg^un cálculo , deben ser 
reducidos inmediatamente á su más simple expresión por los medios 
conocidos.

Dicho esto para siempre, ocupémonos de la extracción de la raíz 
cuadrada de un quebrado cuyos dos términos sean cuadrados per
fectos.

Hemos visto (*«3) que para elevar un quebrado al cuadrado, se 
elevan numerador y denominador, y se divide el primer resultado 
por el segundo. Luego, recíprocamente, jbízí’íí extraer la, raíz caa- 
drada de un queltrado cuyos dos términos sean cuadrados perfectos, 
se extrae la raíz cuadrada del numerador y del denominador, y se 
dinide el primer resultado por el segundo.

2 4puesto que el cuadrado de

13 6 . S i los dos términos de un quebrado no son cuadrados per
fectos, el quebrado no tiene raíz cuadrada exacta.

Porque si la tuviese, ó sería un entero ó sería un quebrado. Si la 
raíz exacta fuese un número entero, el cuadrado de éste seria igual 
á un quebrado irreducible , lo que es un absurdo.

Si la raíz exacta fuese un quebrado, sería porque el numerador y 
denominador de éste fuesen respectivamente raíz exacta de los tér
minos del quebrado propuesto; es decir, que los términos del pro
puesto serian cuadrados perfectos, lo que es contra la hipótesis.

Si el numerador no es cuadrado perfecto, y lo es el denominador, 
se obtiene la raiz aproximada del quebrado , dividiendo la raiz ente
ra del numerador por la raiz exacta del denominador.

. , ,  /Í8 Vis _  \/l8
templo: y  =  —  -  ,Por e

49

Pero la raíz cuadrada de 18 es >  4 y <  5 ; luego la raíz pedida 

gg ^  A  y <  A ,  es decir, la raiz pedida se diferencia de cualqnie-



ra de estos dos quebrados , del primero por exceso j  del segundo por 
1

defecto , en ménos de — ; en otros términos aún, puede tomarse 

cualquiera de estos quebrados por la raíz verdadera, con ménos 
de —  de error.

Sin embargo, 18 está más cerca de 16 (cuadrado de 4) que de 25 
(cuadrado de 5).

Y, en general, la diferencia entre la raíz hallada de este modo 
y la raiz verdadera del qnelrado propuesto es menor que la uni
dad fraccionaria à que se refiere la raiz cuadrada del denomi
nador.

S i el denominador no es cuadrado perfecto, se multiplican am
bos términos por el denominador ̂ ó por un nùmero entero tal., que 
transforme al denominador en cuadrado perfecto, y entónces esta
mos en el caso anterior.
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E jemplos 2 _ \ /2 .5  \/l0  _ \/l0
4 “ con ménos de 4 5 5

de error.

V i -
\ / 3 , 2
V/8":2

\! 6 _ \J  6 
\ ! ~ ^  4

2 1—  =  —  con mé- 4 2

nos de de error.

137. Para extraer la raiz cuadrada de un número mixto se re
duce éste a quebrado, y  se extrae la raiz como en los casos prece
dentes.E scolio. E s bastante la raíz del entero.

*38. Supuesto lo dicbo en esta materia, y recordando que la 
raíz cuadrada del producto de dos factores es igual al producto de las 
raíces cuadradas de dichos factores; si multiplicamos un numero en
tero ó quebrado por el cuadrado del denominador de la unidad frac- 

1Clonaría , por ejemplo, y extraemos la raíz cuadrada del pro
ducto de dicbo número multiplicado por 7*, la raíz que obtengamos 
será igual á la raíz pedida multiplicada por 7.

Así \ /4 5 x  7*= \/45 x  \ l v  =  \ /4 5 x  7.



Es claro, que si dividimos v/45 X 7’ por 7, tendrémos la \/45 :
y  como V/45X 7“ está comprendida entre dos números enteros con
secutivos, esto es, que se diferencian en la unidad; el menor de es
tos números , dividido por 7 , nos dará la raíz cuadrada pedida.

Luego ,para extraer la raü caairada de %% %émero entero ó que
brado con menos error qne nna unidad fraccionaria dada ,̂ se multi
plica el número propuesto por el cuadrado del denominador de la 
unidad fraccionaria , se extrae la raíz cuadrada entera de este pro
ducto , y esta raíz se divide por dicho denominador.
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i®9. Raíz cúbica. —Puesto que
3® 27

343

Recíprocamente.
s 27

34l
_ \J  27

(/343

Lo que quiere decir que ; para extraer la raiz cubica de %n que
brado^ cuyos dos términos son cubos perfectos, se extrae la raiz cú
bica del numerador y del denominador, y se parte el primer resul
tado por el segundo.

13 0 . 8i los dos términos de un quebrado no son cubos perfectos.,
el quebrado no tiene raiz cúbica exacta.

Porque si la tuviere, esta raíz exacta sería un entero, ó sería un 
quebrado. Pero, en el primer caso, se daría el absurdo de que el 
cubo de un entero fuese igual á un quebrado irreducible ; y para que 
se diera el segundo caso, era necesario que numerador y denomina
dor del quebrado en cuestión fuesen cubos perfectos, lo que es con
tra la hipótesis.

Si el numerador no es cubo perfecto, y lo es el denominador, se 
obtiene la raiz aproximada del quebrado disidiendo la raiz entera 
del numerador por la raíz exacta del denominador.

I  I 70 >^70__V70
Por ejemplo; 9

Pero la raíz cúbica de 70 es > 4  y < 5  ; luego la raíz pedida es

^  A  y < — ; es decir, la raíz pedida se diferencia de cualquiera 
y 9



de estos dos quebrados (del primero por exceso y del segundo por

defecto) en ménos de ; en otros términos , puede tomarse cual-
1

quiera de estos quebrados por la raíz verdadera, con ménos de 

de error.
Sin embargo, 70 está más cerca de 64 (cubo de 4) que de 125 

(cubo de 5).
y , en general, la diferencia entre la raiz hallada de este modo 

y  la raU ‘verdadera del quebrado propuesto es menor que la unidad 
fraccionaria d que se refiere la raiz cubica del denominador.

Si el denominador no es cubo perfecto, se multiplican ambos tér
minos por el cuadrado del denominador, ó por un número tal, que 
transforme al denominador en cubo perfecto, y entónces estamos en 
el caso anterior.
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.  / / T  ‘/2T8T '/162-
V t = V 9 T 8 T = V w = v/w  9

con ménos de do error.

. /  65 _*  /65.2  / 130 ^  r
V l 0 8 “ \108 .2 '  \  216 V

\ / l 3 0 _ \ / l 3 0  5
216

con ménos de -r- de error, b

131. Para extraer la raiz cubica de un número mixto, se reduce 
éste à quebrado, y se extrae la raiz como en los casos precedentes. 

También puede ser bastante en la práctica la raíz del entero. 
13^ . Si multiplicamos un nùmero, entero ó quebrado, por el

cubo del denominador de la unidad fraccionaria — , por ejemplo, y
extraemos la raiz cúbica del producto de dicho número multiplicado 
por 7^, la raiz que obtengamos será igual á la raíz pedida multipli
cada por 7.

Por ejemplo : =  \ / ^ X  7.

Es claro que si dividimos \/45 x7* por 7 , tendrémos la \ í ^  :



y como ^45~x 7* eatá comprendida entre dos númercwí enteros con
secutivos , esto es, que se diferencian en la unidad; el menor de es
tos números dividido por 7 nos dará la raíz cúbica pedida.

Luego, para extraer la rau  cúbica de %n número entero ó quebra
do con menos error que una unidad fraccionaria dada, se multiplica 
el número propuesto por el cubo del denominador de la unidad frac
cionaria , se extrae la raíz cúbica entera de este producto , y esta raíz 
se divide por dicho denominador.
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l i o
CAPITULO IV.

D e  lo» q u eb rad o » ilccim a lcs a b stracto » .

S

1 3 3 . La unidad fraccionaria que hemos estudiado hasta aquí, 
era una de las varias partes en que podía considerarse dividida la 
unidad entera, sin que esta division de la unidad estuviese sujeta á 
le j alguna: así unas veces se consideró dividida la unidad en 10 
partes iguales , otras en 11, etc.

Pero si se considera como la primera division de la unidad en 10 
partes iguales, y después cada una de estas décimas partes en otras 
10, y cada una de éstas en otras 10, y así sucesivamente , siguien
do esta ley constante , tenemos una nueva especie de unidad fraccio
naria llamada v,nidadfraccionaria decimal.

Su expresión es la unidad por numerador, y la unidad seguida
X 1

de ceros por denominador en esta forma: ioO~ ’ 1000 ’ 10000 ’
1

1 etc.100000
Y estas distintas unidades se nombran ó leen de esta manera ¡ 

una décima, un-d centésima, una milésima, una diez~milésima, una 
cien milésima, etc.

De suerte que una vale 10 décimas', y como la décima
vale 10 centésimas, la nnidad vale 100 centésimas; y como la centé- 
sima vale 10 milésimas, la %inidad vale 1000 milésimas y 10000 diez- 
milésimas, etc. Y siguiendo este razonamiento dirémos que una 
décimaydXe. 10 centésimas, 100 milésimas, etc.: una centésima vale 
10  milésimas , 100 diezmilésimas , 1000 cienmilésimas, etc.; y así 
de las demás.

Siguiendo la idea que hemos dado del numero ( í ), dirémos que : 
¡aebrado decimal es ana colección de dos ó mas unidades fraccionarias 
decimales iguales, como seis décimas, 'oeintiuna milésimas, etc.

6 21
Y su expresión será , ^qqq"

Puesto que los quebrados decimales son un caso particular de los 
quebrados ordinarios, todos los principios, acepciones y definiciones 
que hemos dado en el capitulo precedenteson aplicables en éste.
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Así, 10

13
lü es uu quebradoes un quebrado decimal propio,

9
decimal impropio , 3 es un número mixto de entero y  quebra
do decimal, etc.

134 . De lo expuesto se deduce que la ley de formación de los 
quebrados decimales es la misma que la ley de formación de los nú
meros enteros en nuestro sistema decimal de numeración, puesto 
que las unidades fraccionarias decimales crecen y decrecen de diez 
en diez, esto es, una unidad fraccionaria decimal vale 10 del órden 
inmediato inferior ; así una cienmilésima vale 10 millonésimas, y 
recíprocamente 10 de un órden valen 1 del órden inmediato superior; 
y además el máximv,m de unidades fraccionarias de cada órden es 9; 
porque 10 componen una del órden inmediato superior; así, diez

componen una diez milésimas componen una cen
tésima; diez diezmilésimas componen una milésima; diez cienmi
lésimas componen una diezmilésima; diez millonésimas compo
nen una cienmilésima etc. Entendiendo por unidades fraccionarias 
decimales de primer órden las décimas; de segundo , las centési
mas; Xqvqqvo, \q& milésimas; de cuarto, las diezmilésimas; de 
quinto, las cienmilésimas', de sexto , las millonésimas , y así suce
sivamente.

Esta observación hirió indudablemente la imaginación del mate
mático inglés Guillermo Ougthred para escribir, el primero, los que
brados decimales sin denominador en el siglo XVII.

Con efecto , recordando el principio convencional adoptado para 
escribir en el sistema de numeración explicado ya (MI), los números 
enteros , á saber : que una cifra colocada á la izquierda de otra re
presenta unidades del órden inmediato superior , y que vale por lo 
mismo 10 veces más que la del anterior , adoptado este principio en 
toda su generalidad, es evidente que el valor relativo de varias ci
fras iguales escritas unas á continuación de otras , disminuye de diez 
en diez , contando de izquierda á derecha. Por manera que en la 
cantidad representada por 7777, contando de izquierda á derecha, la 
segunda cifra vale 10 veces ménos que la primera; la tercera vale 
10 veces ménos que la segunda, ó sea 100 veces ménos que la pri
mera; y la cuarta vale 10 veces ménos que la tercera, ó sea 100 veces 
ménos que la segunda, ó sea 1000 veces ménos que la primera. Lue
go : si suponemos que la primera exprese 7 unidades enteras, la se
gunda expresará 7 décimas, la tercera expresará 7 centésimas, y la 
cuarta 7 milésimas. Esta circunstancia se indica poniendo una coma 
á la derecha de la primera cifra, os decir , que en el caso ó cuestión 
presente se escribe a s í : 7,777, estando á la izquerda de la coma las
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unidades enteras, y á la  derecha las unidades fraccionarias decima
les. De esta suerte la escala completa de numeración es como si^ue:

1 1 1 1,  1 1 1 1
C‘!3I—P-95
P-

<0

« e o o a c¡ o !í-3 53P •

e pL c a CLa t9- ® B 55’i  O a K 2SCO
3 3P 2Í «3

Cuando no hay unidades enteras, se pone en el lu^ar de éstas 
un cero. Asi, 0,1 significa 1 décima; 0,01 significa 1 centésima; 
0,37 significa 37 centésimas, etc.

Esta manera de escribir los quebrados decimales facilita en extre
mo los cálculos , toda vez que las distintas operaciones que con ellos 
se ejecuten, se verifican con la misma facilidad que con los números 
enteros. Asi se ven continuamente aplicaciones de estos quebrados á 
las artes y oficios más comunes ; y sobre todo, la aplicación que se 
ha hecho al sistema de pesas y medidas que Francia tiene la gloria de 
ir introduciendo en todos los pueblos cultos, ha producido esa gran 
popularidad que han alcanzado los quebrados decimales escritos, 
abstracción hecha de los denominadores.

E s c o l io . Se comprende fácilmente, que no obstante las recono
cidas ventajas de los quebrados decimales, no puede prescindirse de 
los quebrados ordinarios , atendiendo , primero , á que los cálculos 
ofrecerán con más probabilidad quebrados ordinarios que decimales; 
pues bastaconsiderar que para hacer una división de la unidad en 10 
partes , puede hacerse ántes en 2 ,3  , hasta 9 , y para hacer otra en 
100, puede hacerse ántes en 11 , 12, hasta99: y 2.® que no todos 
los quebrados ordinarios , que los cálculos ofrezcan, pueden valuarse 
exactamente en quebrados decimales, según tendrémos lugar de ob
servar más adelante.

O t r o . Conviene también observar , aunque esta idea sea aquí 
prematura , que á cada sistema de numeración corresponde una cla
se de quebrados que tenga con él la misma analogia que respecto de 
nuestro sistema de numeración tienen los quebrados decimales.

Una vez explicada la posibilidad de escribir los quebrados deci
males como los números enteros, pongamos algunos ejemplos y 
pasemos en seguida á su lectura.

1^5. Propongámonos escribir el número unidades , cuatro 
décimas y ocho centésimas. Escribirémos desde luego la parte entera



3 con una coma á su derecha para separarla de la parte fraccionaria; 
seg’uidameiite pondrémos la cifra 4 en el lugar de las décimas , ó sea 
el primero , y á su continuación en el lugar de las centésimas, ó sea 
en el segundo, la cifra 8 , en esta forma: 3,48.

Así como los números enteros se enuncian generalmente expre
sados en las unidades inferiores , así también los quebrados decima
les se enuncian casi siempre expresados en las unidades del órden in
ferior que tengan. Por ejemplo: quinientas ocho milésimas. Aquí 
donde no se enuncian unidades enteras, se entiende que no las hay, 
que no hay más que fracción, y para escribir ésta después de poner 
el cero en el lugar de los enteros y la coma á su derecha, se hace 
la siguiente consideración : como 100 milésimas componen 1 déci
ma , 500 milésimas compondrán 5 décimas: luego este número 
consta de 0 enteros , 5 décimas, 0 centésimas y 8 milésimas , y se 
escribe así: 0,508.

También se acostumbra, cuando hay enteros , á enunciarlos re
ducidos á las unidades inferiores que tenga la fracción decimal, en 
vez de enunciar la parte entera primeramente, y la fraccionaria des
pués. Por ejemplo, cuarenta y dos décimas. Es claro que como 10 dé
cimas componen una unidad entera , 40 décimas compondrán 4 uni
dades , y este número consta de 4 unidades y 2 décimas, y se escri
birá así: 4,2.

Como la lectura de un quebrado decimal escrito bajo la forma or
dinaria, esto es, con denominadores, equivale al enunciado en len
guaje vulgar del mismo quebrado sin denominador, se sigue de aquí 
que, dado un quebrado decimal con denominador, sabrémoa trans
formarle en otro sin denominador.
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E jemplos : =  — ; 3 -Yq" 3 j . _1 04 •

1000
0,007.

El primer ejemplo equivale á enunciar el número siete décimas, 
que ya está explicado (134) cómo se escribe.

El segundo tiene el mismo significado é interpretación.
El tercero es un número mixto cuyo enunciado en el lenguaje co

mún será escribir el nùmero tres unidades y una décima
El cuarto es un quebrado impropio: hallando los enteros que 

contiene, se enuncia y escribe como el ejemplo anterior.
Y el quinto se escribe como el 1 y 2 ° ,  dando á la cifra 7 la co

locación correspondiente.
Por manera pa7'a escribir los quebrados decimales como 7iú-



mero entero, se escriben los enteros , si los Tiay, ó en sn lugar un O, 
poniendo la coma a su derecha , y á continuadon la cifra de las 
décimas, y después la de las centésimas, y después la de las milési
mas , etc. , ocupando con un O el órden ú órdenes de unidades de que 
carezca la fracción propuesta, para dar la colocación correspondiente 
d la cifra ó cifras que estén d su derecha, que son las dos funciones 
que tiene el Oen esta clase de números. O si se quiere, puede decir
se que :

Para transformar los quebrados decimales escritos bajo la forma 
ordinaria en quebrados equivalentes bajo la forma entera, se escri
ben los enteros, si el quebrado es impropio, ó si es un número mixto, 
ó un ^ en su lugar si es quebrado propio; á la derecha , la coma; y d 
continuación, el numerador como número entero, pero de modo que la 
cifra , si es única, ó la última, si son dos ó más, ocupe el lugar de
signado ordinariamente por el número de ceros que acompañen d la 
unidad en el denominador; escribiendo el número de ceros que, en al
gunos casos, como en el ejemplo anterior, sea necesario entre la coma 
y el numerador.

ISO. Los quebrados decimales escritos bajo forma entera se leen 
como los números enteros, esto es, se leen generalmente o'educiendo 
todas las unidades de órdenes superiores d las unidades del órden in
ferior que tengan.

Sea, por ejemplo, el número 0,728, compuesto de 7 décimas H- 
2 centésimas -{- 8 milésimas.

Como 1 décima vale 10 centésimas, 7 décimas valdrán 70 centé
simas; pero el número propuesto tiene además 2 centésimas: luego 
podemos decir que este número se compone de 72 centésimas 4* 8 
milésimas.

Y como una centésima vale 10 milésimas , 72 centésimas valdrán 
720 milésimas; pero el número propuesto tiene además 8 milésimas: 
luego podemos decir que este número se compone de setecientas 
veintiocho milésimas, que es como generalmente se lee.

y  decimos generalmente, porque puede leerse de’otras varias ma
neras , según dijimos de los números enteros (II) : asi puede leer
se : siete décimas y dos centésimas y ocho milésimas; ó setenta y  dos 
centésimas y ocho milésimas.

Si hay enteros en el número propuesto, esto es, si es uu número 
mixto, puede leerse la parte entera separadamente; ó puede leerse 
reduciendo también los enteros d las unidades inferiores que Infrac
ción tenga.

Asi, 7,08 lo mismo puede leerse diciendo siete enteros y ocho 
centésimas, que diciendo setecientas ocho centésimas.
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Cuando la fracción es considerable, puede leerse de tres en tres 
cifras, contando desde la coma, por de contado, de izquierda á de
recha, pudiendo tener el último g*rupo sólo dos ó una cifra.

Ejemplo : 0,0073430006200047 se leerá : cero enteros, siete mi
lésimas, trescientas cuarenta y tres millonésimas , seiscientas veinte 
billonésimas , cuatro milbillonésimas y siete diezmilbillonésimas.

Recomendamos, para leer y escribir bien los quebrados decima
les bajo forma entera, que se sepa de memoria, análogamente á lo 
dicho ( li) , que : dado un. órdende unidades fraccionarias, decir el 
lugar gue ocupa, contando desde la coma d la derecha ; y recíproca
mente que , dado un lugar cualqxmra, contando desde la coma á 
la derecha, decir el órden de unidades fraccionarias d gue corres-" 
ponde.

Y cuando esta clasificación no se recuerde, se lee la parte frac
cionaria como un nùmero entero, d contar desde la primera cifra  
significativa gue haya después de la coma, y  para dar nombre d las 
imidades de órden inferior, entiéndase gue éste, en cada caso, es 
igual al de la unidad fraccionaria gue tenga por denominador la 
unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte fracciona
ria de cada caso.

Este último ejemplo se leerá así : setenta y  tres billones cuatro
cientos treinta m il seis millones doscientas mil cuarenta y  siete diez
milbillonésimas ;
por(jue la última cifra 7 se refiere á la unidad fraccionaria

10,000*000,000*000 000 ’ ^ éstas hay tantas como hemos dicho en el

número setenta y tres billones, etc.
Esta última manera de explicar la lectura se funda en que
Para transformar un quebrado decimal de un nùmero limitado 

de cifras escrito bajo forma entera, en otro equivalente de forma or
dinaria, ó sea con denominador, se pone por numerador la parte 
fraccionaria considerada como nùmero entero, y por denominador 
la unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga dicha parte 
fraccionaria.

¡ji el nùmero propuesto tiene parte entera y  parte fraccionaria, 
esto es, si es nùmero mixto, puede tomar la forma de nùmero mixto 
ordinario, 6 la de gx^ebrado impropio si se pone por numerador del 
ordinario la parte entera y  la fraccionaria formando un solo 
nùmero.

Aunque esta proposición es la reciproca del número 1 3 5 , se ex
plica fácilmente
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porque ai n,l =  . l ; 0,01 =  j ^ ;  0,001=  etc.;
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7 78 209teudrémos 0,7 =  -^-; 0,78 =  ̂ ^̂ -̂; 0,209 =  -^-^^ ;

8 38 to 1
é igualmente 3,8= 3 Jq- =  ̂ ó ’ 1 0 0 ^ 1 ^  ’

y por último 0,003 =  j ^ ;  0,00008 =

I3 Í '. En estos dos últimos ejemplos es claro'que, al considerar 
como número entero la parte fraccionaria, los ceros que quedan á 
la izquierda no se ponen en el numerador, j  éste es solamente 3 en 
uno y 8 en otro.

Con este motivo, observarémos que los ceros á la derecha de las 
fracciones son tan nulos, como á la izquierda de los números ente
ros. La razón es bien sencilla : el cero no lleva valor absoluto nin
guno , y como puesto á la derecha de la parte fraccionaria no da tam
poco valor relativo á ninguna cifra de ésta, queda demostrado que 
el cero á la derecha de una fracción decimal no aumenta ni dis
minuye su valor.

Así: 0,1 =  0,10=0,100 =  0,1000, etc.

Igualdades que conocíamos desde que supimos que una décima 
vale 10 centésimas, ó sea 100 milésimas ó sea 1000 diezmilési- 
mas, etc.

Otra demostración : sea 0,37 ; escribiendo cuatro ceros ú la dere
cha teudrémos 0,370000; puestos estos dos quebrados en forma ordi-

. X c r.T. V vcomo estos dos últimosnana, se transformaran en y iqqqqoo ^

q u e b ra d o s  ( 9? )  son iguales, también lo serán los dos anteriores; 
luego queda demostrado que un quebrado decimal no varia de valor 
poniendo á la derecha de la parte fraccionaria cualquier número 
de ceros.

De aquí se deduce que todo número entero puede considerarse 
como la parte entera de un quebrado decimal cuya parte fracciona
ria es cero.

Así: 7 =  7,000 39 =  39,000.

Un quebrado decimal escrito bajo forma entera, puede ser consi
derado como un número mixto cuya parte entera sea por lo mé- 
uos cero.



También se deduce, que si se tienen varios quebrados decimales 
con umdadfraccionaria decimal inferior distinta, ó sea con distinto 
denominador, puede hacerse que todos ellos tengan igual dicha uni
dad inferior, ó sea igual denominador, poniendo el conveniente nú
mero de ceros á la derecha de los que tengan ménos cifras que otro.

Así los quebrados decimales 0,7 o,85 0 027
equivalen respectivamente á. . . 0,700 0,850 0,027, los cua
les tienen bajo esta última forma el denominador común 1000.

Por ultimo, SI el resultado de un cálculo ó de una operación 
cualquiera es un quebrado decimal que termina en ceros, pueden su
primirse éstos.

Pues siendo, 0,7:=0,700 : recíprocamente 0,700 =  0 7
Unicamente se conservará el cero en final de quebrado, cuando 

convenga ó sea necesario conservar la huella del órden de unidades 
a que se refiera el cero.

«3». Si en una fracción decimal se corre la coma uno, dos, ó 
mas lugares á la derecha, queda multiplicado el número por 10 lOO 
y en general por la unidad seguida de tantos ceros como lugares se 
corra la coma. En efecto, sea por ejemplo el número 0,429 ;
corriendo la coma dos lug’ares á la  derecha, tendrém os 42,9. Pero
4, que eran décimas, han pasado á ser decenas ; 2, que eran centé- 
smas, son ahora unidades; y 9, que eran milésimas , son ahora dé
cimas : luego si todas las partes se han hecho cien veces mayores 
el numero propuesto se habrá hecho cien veces mayor ó habrá que
dado multiplicado por 100 al tomar la forma 42,9.

Esta preposición se demuestra también por k  consideración de
los quebrados ordinarios equivalentes á los dos quebrados decimales 
en cuestión.
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Pues siendo 0,429= ~  y 4 2 , 9 = ^  
429

429como quiera que es

«en veces mayor que ( » 6, a,*), es evidente que 42,9 es cien 
veces mayor que 0,429.

■3». Si en un quebrado decimal se corre la coma uno, dos ó 
más lugares á la izquierda, queda dividido el número por 10 100 
y en general por la unidad seguida de tantos ceros como lugares se 
haya corrido la coma. En efecto, sea por ejemplo el número 428 7 
corriendo la cornados lugares á la izquierda, tendrémos 4 287. 
Pero el 4 que se refería á centenas, ahora se refiere á unidades • el 2 
que se refería á decenas, ahora se refiere á décimas ; el 8 que se re
fería á unidades, ahora se refiere á centésimas ; y por último el 7 
que se refería á décimas, ahora se refiere á milésimas : luego si to-



das las partes se han hecho cíen veces menores, el número propuesto 
se habrá hecho cien veces menor , ó habrá quedado dividido por 100, 
al tomar la forma 4,287.

Esta proposición se demuestra también por la consideración de 
los quebrados ordinarios equivalentes á los dos quebrados decimales 
en cuestión;

. , ,0«.. -Í287 , 4287 . 4287porque siendo 428,7= y 4,287 =  ^qqq-̂  como quiera que
4287es cien veces menor que 2.*), es evidente que 4,287 es

cien veces menor que 428,7.ADICION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.
140. La adición de los quebrados decimales se dispone y aerifica 

como la de los números enteros.

127

E je m pl o s  : 0,028 0,4 0,97 7,88 928
0,79 77 23,1 2,19 0,779
0,837 0,82 7,892 48,9 93,001
1,655 78,22 31,962 58,97 1021,78

En el primer ejemplo los sumandos son todos fracciones propia
mente dichas.

En el segundo, fracciones y enteros.
En el tercero, una fracción y mixtos.
En el cuarto, números mixtos.
En el quinto, entero, fracción y mixto.
Es evidente que las sumas están bien determinadas, puesto que 

cada una de ellas contiene las sumas parciales de las unidades de 
todos los órdenes de los sumandos respectivos ; agregando á los en
teros las unidades procedentes de la suma de las unidades fraccio
narias en virtud del precepto (Ift) de agregar á la  suma de cada co
lumna ú órden de unidades la unidad ó unidades del mismo órdeii 
que haya producido la suma del órden anterior ó anteriores.

Para que las unidades de órdenes iguales se correspondan, bas
ta que se correspondan las comas : la coma de la suma corresponderá 
siempre con las de los sumandos.

Algunos completan con ceros aquellos sumandos (*37) que 
tienen ménos cifras en la parte fraccionaria para hacer que tengan 
todos igual denominador : en la práctica es inútil esto.

En el último ejemplo , al comenzar á sumar por las unidades 
fraccionarias de órden inferior, encontramos 9 milésimas y 1 que



componen 10 milésimas, ó sea 1 centésima y 0 milésimas: hemos 
agfregado la centésima á la suma parcial de las centésimas, y hemos 
omitido el escribir el cero debajo de las milésimas.

SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.

l- l l . Ln siístraccion de los quebrados decimales se dispone y se 
veHJica como la de los números enteros.
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E je m p l o s  : 0,7008
0,6309
0,0699

4.37
3.37
1

0,42
0,12
0,3 ■

4,078
3,9
0,178

8
7,028

'0;972"

4 2
44528

"0,0472
Los ejemplos 1.“, 2.'’ y 3.“ no ofrecen nada notable.
Del 4. dirémos que no hay necesidad de reducir sus dos térmi

nos á un común denominador.
En cuanto al 5.** y al 6.® pueden reducirse, si se quiere , á un 

común denominador, minuendo y sustraendo de cada ejemplo, ó sea 
completar con ceros cada minuendo, el 1 con tres ceros y el 2.® con 
otros tres, aunque en la práctica no hay necesidad de ello, y poner
los bajo esta forma :

8,000
7,028_

'07972

4,2000
4,1528
0,0'm

Es evidente que los restos de estos seis ejemplos están bien deter
minados , puesto que cada uno de ellos contiene los restos parciales 
de las unidades de todos los órdenes de los dos términos de cada 
ejemplo.

MULTIPLICACION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.

t i « .  Para multiplicar m  quebrado decimal por 10 , 100, y en 
general por la unidad seguida de ceros , se corre la coma tantos luga
res a la derecha cuantos sean los ceros que acompañen à la uni
dad (*38).

Así, 0,78x10 =  7,8 3,104 x  1000= 3104 0,37x1000=370.
En el primer ejemplo el producto queda bajo la forma de quebra

do decimal, porque el número de lugares que hay que correr la 
coma, es menor que el de cifras existentes en la parte fraccionaria.

En el segundo el producto se convierte en entero , porque el nú
mero de lugares que hay que correr la coma , es igual al número de 
cifras existentes en la parte fraccionaria.
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Kn el tercero el producto se convierte también en entero , pero 

con más cifras que las que liay en la parte fraccionaria ; porque el 
número de lugares que hay que correr la coma es mayor que el de 
aquellas cifras, lo cual puede verificarse poniendo un cero á la dere
cha de las mismas (137).

Observa-Cion. Lo dicho (111) respecto al órden de los factores en 
la multiplicación de los quebrados ordinarios , es aplicable á la mul
tiplicación de los quebrados decimales, pues basta transformar éstos 
en quebrados ordinarios, y se verifica la proposición.

113. Para multiplicar unqmhrado decimal por número ente
ro, ó un entero por un quebrado decimal, se prescinde de la coma en el 
quebrado , se efectúa la multiplicación como si ambos factores fuesen 
números enteros , y en el producto se apartan d la derecha ,por medio 
de una coma , tantas cifras como haya en la parte fraccionaria del 
quebrado.

Sea por ejemplo: 2,04 x 7  =  14,28.

En efecto : al prescindir de la coma en el multiplicando , queda 
éste multiplicado por 100 : luego el producto 204 X 7 =  1428 es 100 
veces mayor que el verdadero. Ahora bien : un entero queda dividido 
por 100 , separando dos cifras á la derecha por medio de una coma : 
luego 14,28 será el verdadero producto de 2,04 X 7.

Otra demostración por la consideración de los quebrados ordi
narios equivalentes :

2042 . 0 4 X 7 = - 1 0 ^ X 7  = =  14 =  14,28.

Si la cuestión fuese 7 X 2,04, basta invertir el órden de los facto
res , y estamos en el caso anterior.

También puede disponerse la multiplicación de un quebrado de
cimal por un entero , ó al contrario , colocando el entero debajo del 
quebrado , multiplicando las unidades fraccionarias inferiores por 
el entero , después las del órden inmediato superior por el entero, y 
asi sucesi'oamente ; y  si al multiplicar las décimas por el entero , re
sultare del producto unidades enteras, se reservan para agregarlas al 
producto de las unidades enteras por denterò, colocando las décimas 
menores que 10 en el producto parcial correspondiente , separado del 
inmediato superior por la coma, en esta forma :

2,04
7

39,48
5

0 ,40003
9

l 4 , 2 8 " 3,60027"
9

. /

c  < ^



En el primer ejemplo no hay unidades procedentes del producto 
de las unidades fraccionarias por el entero.

En el segundo hay dos que se agregan al producto de las 9 unida
des por el entero.

En el tercero el multiplicando es fracción propiamente dicha , y 
en el producto no hay má,s enteros que las 3 unidades procedentes 
del producto de las décimas por el entero multiplicador.

Es evidente que estos tres productos están bien determinados 
puesto que cada uno de ellos contiene los productos parciales de las 
unidades de todos los órdenes de cada multiplicando por el multipli
cador respectivo.

1- Para miiUiplicar 'im quebrado decimal por otro quebrado de
cimal , se prescinde de la coma en el multiplicando y en el multiplica
dor, se efectúa la multiplicación como si ambos factores fueren nú
meros enteros y  se separan á la derecha , ó sea de derecha d izquierda, 
tantas cifras como haya en la parte fraccionaria de ambos factores 
juntos.

Sea por ejemplo: 30,4x0,72=21,888.

Disposición de la operación :
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301
72

608 
21 28 

' 21,888'

En efecto : al prescindir de la coma en el multiplicando , queda 
éste multiplicado por 10 ; al prescindir de la coma en el multiplica
dor, queda éste multiplicado por 100: luego el producto 304 X 72 =  
21888 es 10 X 100 veces mayor que el verdadero, y para obtener 
éste, separarémos por medio de una coma (139) tres cifras á la  dere
cha, número igual álas que hay en la parte fraccionaria de ambos 
factores juntos , con lo cual quedará dividido por 1000 el producto 
21888 , y nosotros habremos obtenido el verdadero 21,888.

Otra demostración por la consideración de los quebrados ordina
rios equivalentes :

304
10'

72 
" ÍOO

304.72
10.100

21888
1000 '30.4 X  0,72 =  7,7- X : r  7 :  =  t z - = 2 1 X  =

Otro e je m p l o : 0,012x0,03 =  0,00036.
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Disposición de la operación :

0,00036

12
3

En este ejemplo, el producto de 12 enteros por 3 enteros es igual 
á 36 enteros. Y como en la parte fraccionaria del multiplicando hay 
tres cifras , y en la del multiplicador dos , es claro que en el produc
to hay que separar con la coma ciuco á la derecha. Pero el producto 
36 no tiene más que dos cifras : para proveer, pues , á esta necesi
dad, recordaremos que á la izquierda de los enteros pueden ponerse 
cuantos ceros se quiera, sin que se altere el valor de los enteros; 
ppndrémos á la izquierda de 36 el conveniente número de ceros, en 
el presente caso cuatro, y separando con la coma á la derecha cinco 
cifras , tendrémos, según la regla explicada, el verdadero producto 
0,00036.

DIVISION DE EOS QUEBRADOS DECIMALES.

115. Para dividir un quebrado decimal^or 10, 100 , y en gene- 
ralpor la unidad seguida de ceros , se corre la coma tantos lugares à 
la izquierda cuantos sean los ceros que acompañen d la unidad (1351).
E j e m p l o s : 50,94 * 10 =5,094 31,43 * 100=0,3143 0,7 * 100 =  0,007.

En el primer ejemplo hay enteros en el cociente, porque el nú
mero de lugares que hay que correr la coma es menor que el núme - 
ro de cifras que tiene la parte entera del dividendo.

En el segundo no hay enteros en el cociente , porque ha habido 
que correr la coma tantos lugares como cifras tiene la parte entera 
del dividendo.

En el tercero no solamente no hay enteros en el cociente, sino 
que además , habiendo en la parte entera del dividendo ménos cifras 
que lugares ha de correrse la coma, ha habido que poner ceros á la 
izquierda de los enteros , para que se pueda correr la coma todos los 
lugares necesarios.

Si un número entero que no termine en ceros se divide por 10, 
100, y en general por la unidad seguida de ceros, el cociente com
pleto se obtiene separando ala derecha por una coma tantas cifras 
cuantos sean los ceros que acompañen á la unidad, haciendo de parte 
entera el cociente entero, y de parte fraccionaría el resto.

Asi, 93*10 =  9,3 8329 *1000 =  8,329 43 * 1000=0,043.



Estose funda en que el número entero puede considerarse como 
la parte entera de un quebrado decimal cuya parte fraccionaria es 
cero ( la í) .

14ÍC. Para dividir un quebrado decimal por un entero  ̂se prescin
de de la co ma en el dividendo, se divide éste por el divisor, como si am
bos fuesen números enteros , y se separan à la derecha del cociente por 
una coma tantas cifras cuantas tenga la parte fraccionaria del divi
dendo.
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Así, 3,75: 5=0,75 2,94: 3 =  0,1

En efecto : al prescindir de la coma en el dividendo, queda éste 
multiplicado por la unidad seg“uida de tantos ceros como cifras teng'a 
la parte fraccionaria, en los dos casos presentes por 100; luego el 
cociente es igual número de veces mayor que el verdadero , y para 
obtener éste, se separan de la derecha un número de cifras igual al 
que había en la parte fraccionaria del dividendo.

Otra demostración por la consideración de los quebrados ordina
rios equivalentes :

- 375 , 375:

9Q-4
2,94.3 =  - j ^ - . 3 =

Pasemos á dividir un quebrado decimal por otro quebrado 
decimal, empezando por el caso en que el dividendo tenga ménos 
cifras fraccionarias que el divisor.

Ejemplo : 3,7:2,48.... 370
1220
2280

48

248
1,49

Se escribe á la derecha del dividendo un cero, para que tengan 
dividendo y divisor igual número de cifras fraccionarias , y después 
se prescinde de la coma en ambos, lo cual equivale á multiplicar los 
dos términos de la división por un mismo número, por 100 en este 
ejemplo, y  se dividen como los números enteros.

Hecha la división, se obtiene 1 por cociente y 122 por resto.
Si se quiere obtener un cociente más aproximado al verdadero 

de esta división inexacta, se hace la consideración siguiente. Como 1 
vale diez décimas, reduzcamos las 122 unidades á décimas, multi
plicando el número 122 por 10, esto es, escribiendo un cero á su



derecha, y  el cociente de dividir 1220 por 248 serán décimas, porque 
el cociente es siempre de la especie de lo que se divide.

Si se quiere obtener mayor aproximación, se reducen las 228 
décimas de resto á centésimas, multiplicándolas por 10, esto es, es
cribiendo un cero á su derecha, y el cociente de dividir 2280 por 248 
serán centésimas ; y el cociente 1,49 se diferencia del verdadero en 
ménos de 0,01 ; puesto que no ha podido ponerse ni una centésima 
más en el cociente. A esto se llama también aproximar el cociente 
hasta centésimas. Claro es que, para obtener mayor aproximación, 
no había que hacer más que continuar el procedimiento iniciado.

Si dividendo y divisor tienen ig-ual número de cifras fracciona
rias , no hay que hacer preparación prèvia : se prescinde de la, coma, 
en ambos, lo cibai es lidio, porcine esto eqnimle á multiplicar por nn 
mismo nùmero los dos términos de la división^ y ésta se practica 
como en el caso anterior.

Pero si el divisor tiene ménos cifras fraccionarias que el dividen
do, entóneos, en vez de completar con ceros el divisor para que ten
gan ambos igual número de cifras fraccionarias, se prescinde de la 
coma en el divisor y  se corre à la derecha la del dividendo tantos lu
gares como cifras fraccionarias tenga el divisor : después se dividen 
por el divisor los enteros del dividendo, las décimas del dividendo, 
las centésimas del dividendo, y asi sucesivamente.
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Ejemplo : 2,708 x  1,2. 27,08 I 
30 

68 
80 
80 8

12
2,2566.

Los 3 enteros de resto, reducidos á décimas, son 30, que dan 2 
por cociente.

Las 6 décimas de resto, reducidas á centésimas, componen 60; 
más 8 que hay en el número propuesto, son 68 centésimas, que dan 
por cociente 5.

Si se quiere mayor aproximación en el cociente se reducen las 8 
centésimas de resto á milésimas, y así se continúa, haciendo la ob
servación siguiente : que repitiéndose el resto 8, la cifra 6 del co
ciente se repite también indefinidamente.

C o n s e c u e n c ia s  de l a  d iv is ió n  de lo s  q u e b r a d o s  d e c im a le s .
Este procedimiento se emjdea para reducir un quebrado
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ordinario à quebrado decimal, ó como algunos dicen, para valuar 
un quebrado ordinario en quebrado decimal.

E je m p l o  : =  0,75. 30200 I 4
0,75

Lo primero que se ocurre es hallar los enteros que el quebrado
propuesto tenga ó valga [porque los casos no han de venir tan fáci
les como el presente ejemplo), y para eso se divide el numerador 
por el denominador.

Las 3 unidades de resto componen 30 décimas, y 7 de cociente.
Las 2 décimas de resto componen 20 centésimas, y 5 de cocien

te, siendo exacto el total.
Y en general, se sacan los enteros, si los hay; y  si no los hay, se 

pone un cero por enteros.
Después se escribe un cero á la derecha del numerador, y el co

ciente de dividirle por el denominador serán las décimas del co
ciente.

Después se escribe un cero á la derecha del resto, y  el cociente de 
dividirle por el denominador serán las centésimas del cociente i y  asi 
se continua hasta que se obtenga un cociente exacto, ó hasta que se vea 
que repitiéndose el resto , se repetirán los cocientes, y en este caso se 
suspende la operación con un cociente que difiera del valor del que
brado propuesto en ménos de una unidad fraccionaria del orden del 
último cociente parcial escrito. .

NUEVOS EJEMPLOS.

- g - = 0,875 -‘^  =  0,52 70 j 8 130 1 25
60 ' 
40 0,875 “  ü,62
0

7 13
Estos quebrados ■ g- y han dado lugar á quebrados decima

les de un número limitado de cifras, y de valor exactamente 
igual al de cada uno de ellos. Expliquemos este hecho respecto del
primero

En el denominador 8 no entran más factores primos que el 2’. 
Ahora bien ; al multiplicar el numerador por 1000 (que es lo mismo 
que hacerlo por 10, y después por lO y después por 10), para veri-



ficar las divisiones sucesivas ; como en 10 no entran más factores 
que 2 y 5, claro es que el numerador se convirtió en múltiplo del 
denominador 8. Y como el 2 entra tres veces por factor en el 8, y la

f r a c c i ó n es irreducible, de aquí que á la tercera división fuese 
o

exacto el cociente.
La explicación es igual para los casos relativos al factor 5, y re

lativos al 2 y al 5 juntamente.
Luego, toio quebrado ordinario en cuyo denominador no entren 

más factores primos que%, ó bien 5 , d 2 y o, es equivalente á un 
quebrado decimal de un nùmero limitado de cifras. Y  si el quebrado 
ordinario es irreducible, el nùmero de cifras del quebrado decimal 
será igual al esponente mayor que tengan el 2 ó el h en el denomina
dor del quebrado ordinario.

Sirvan de nuevos ejemplos :
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^  =  0 ,666.O
A=0,533:L15

20 I 
20 ' 

20

3
0 ,666 .

80 1 
50 ' 
50 
50

15
0,5333.

como en el denominador del primer quebrado y  no entra el fac
tor 2 ni el 5, claro es que, multiplicando el numerador por 10, 
100, etc., nunca harémos al numerador múltiplo del denominador, 
ni obtendrémos por consecuencia cociente exacto en las divisiones 
que verifiquemos.

Por otra parte, habiendo de ser el resto menor que el divisor, el 
resto irá disminuyendo hasta que se hagan, á lo más, tantas divi - 
siones como unidades ménos una tenga el divisor, en cuyo momen
to se repetirá uno de los restos anteriores, y se repetirán el dividendo 
parcial y el cociente correspondiente.

Luego, si el denominador del quebrado ordinario contiene facto
res primos que no entren en el numerador, y sean distintos de 2 
y 5 , e/ quebrado decimal será de un numero ilimitado de cifras: 
se llama además fracción decimal periòdica, porque las cifras se repi
ten en grupos 6 periodos.

En el denominador 15 del segundo quebrado entra también
un factor primo 3 , distinto de 2 y 5 , que no entra en el numerador. 
Por eso se obtiene también un quebrado decimal de un número ili
mitado de cifras ; pero no se repiten las cifras á contar desde la pri
mera, como sucede en el ejemplo anterior ; porque en el denomina
dor 15 entra, además del ¿ctor 3, el factor 5, que es uno de los sub-



múltiplos de 10 y sus potencias, y como el 5 entra una sola vez en el 
denominador , una sola es la cifra que no se repite.

Luego, si el denominador del quebrado ordinario contiene además 
de los factores 2 J 5, algún otro que no entre en el numerador, el que-' 
brado decimal será de un número ilimitado de cifras; pero teniendo al
guna 6 algunas que no se repiten : ésta se llama fracción decimal periò
dica mixta, para diferenciarla de la anterior, que llamarémos fracción 
decimal periódica pura.

C o r o l a r io . El período de la fracción decimal periódica pura ten
drá tantas cifras, á lo más , como unidades ménos una tenga el de
nominador del quebrado ordinario del cual provenga.

Y la parte no periódica de la fracción decimal periódica mixta 
tendrá un número de cifras igual al mayor exponente de 2 ó 5 en el 
denominador del quebrado ordinario de donde provenga.

E s c o l io . Si el factor, distinto de 2 y 5 , que entra en el denomi
nador, entrase también en el numerador , la fracción sería simplifi- 
cable , y despojados sus dos términos del factor común, estábamos

7 13en igual caso que con los quebrados y obten
dríamos en su equivalencia un quebrado decimal de un número li
mitado de cifras.

150. Otra consecuencia de la división de los quebrados decimales 
es la de valuar el cociente de una división inexacta de dos números 
enteros , aproximándole basta donde se quiera. Así 84 : 9 =  9 y 3 
de resto. Pues bien, basta reducir las 3 unidades á milésimas, por 
ejemplo, multiplicándolas por 1000, y se obtendrá un cociente que 
difiera del verdadero en ménos de 0,001, de este modo;
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84
30,0,0
30

30
9,333...

E le v a c ió n  ¿  p o t e n c ia s  d e  lo s  q u e b r a d o s  d e c im a le s .
151. Damos por sabidas ciertas acepciones y definiciones ya ex

plicadas anteriormente.
Un quebrado decimal se eleva al cuadrado, multiplicá/ndole por si 

mismo, y separando d la derecha doble número de cifras del que tenga 
el quebrado.

Así, (0,08}* =  0,08x0,08= 0,0064:

duplo número de cifras fraccionarias que la raíz.
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■ Un qnebmdo decimal se eleva al cubo multiplicándole por si mismo 

dos veces, y  cuidando de separar d la derecha triplo número de cifras 
del que tenga el quebrado.

Así, (0,08)’ =  0,08x0,08x0,08= 0,000512:

triplo nùmero de cifras fraccionarias que la raíz.
Y esto, que está fundado en la idea que tenemos de las potencias 

y en la regla establecida para la multiplicación de los quebrados 
decimales, nos dice que los cuadrados de los quebrados decimales 
tienen siempre un número de cifras fraccionarias múltiplo de 2, y 
los cubos un número de cifras fraccionarias múltiplo de 3.

Siguiendo multiplicando, se formarán las potencias que se quie
ra , y el número de cifras fraccionarias de esas potencias será múl
tiplo del exponente que afecte al quebrado decimal propuesto.

El cuadrado de un quebrado decimal es menor que dicbo que
brado.

Así, (0,2)*, ó bien 0,04<0,2.

El cubo de un quebrado decimal es menor que su cuadrado.

Asi, (0,2)’ <(0,2)*, ó bien 0,008<0,04.

Y en general , las potencias de un quebrado decimal van dismi
nuyendo á medida que aumenta el exponente de la potencia: porque 
siendo los multiplicadores menores que la unidad , cada producto va 
siendo menor que el anterior, ó bien cada potencia va siendo menor 
que la de un grado ménos.

E x t r a c c ió n  d e  l a  r a i z  c u a d r a d a  y  d e  l a  r a i z  c ú b ic a  d e  lo s  q u e b r a d o sd e c im a le s .iñ® . Raíz CUADRADA. De la manera de formar el cuadrado de los quebrados decimales, se deduce que, para extraer la raíz cuadrada de un quebrado decimal de iin número par de cifras fraccionarias, se ewtrae la raiz cuadrada como si fuese un número entero, se
parando á la derecha del resultado para cifras fraccionarias la mi
tad de las que tuviere el número dado.

Asi, v/0,0144 =  ■
V/144" 12 =  0 ,12.
V̂IOOOO

En efecto, al prescindir de la coma en el número 0,0U 4, se

U



hace 10000 veces mayor; la raíz de 144 es, pues, tanto mayor 
cuanto sea la raíz cuadrada de 10000, 6 sea, 100 veces mayor que 
la verdadera : dividámoslos 12 enteros por 100, iy el resultado 0,12 
será la verdadera raíz.

Si el numero de cifras fraccionarias es impar, se escribe un cero 
á la derecha y estamos en el caso anterior.

Para extraer la raíz cuadrada de un número entero con 
ménos error que una unidad fracciouario-decimal dada, se multiplica 
el número propuesto por el cuadrado de 10, 100, etc.; se extrae 
después la raíz cuadrada de este producto, y esta raíz se divide por 
10 , 100 , etc. Y como esto es un caso particular del número la S , 
podemos decir también; que se escriban á la derecha del número 
dado duplo número de ceros del de cifras fraccionarias pedidas , se 
extiaig'a la raíz cuadrada entera de este nuevo número, y se separe 
á la derecha con una coma el número de cifras pedido.
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Asi, para obtener la v/2 en ménos de

ración de este modo : v/2,00,00—141,
1

100 se dispone la ope-

10,0
9 6

4,00 
2 81

T i  9

24
4
281

y dividiendo el número 141 por 100, resulta que 1,41 es la raíz pe
dida.

Si el número es un quebrado decimal, no se escribe inmediata
mente el duplo número de ceros, sino el número de ceros necesarios 
para que el número total de cifras fraccionarias sea duplo del que se 
pide para la raíz.

Así, en el caso de \/3,425 en ménos de se escribe

\/3,425005 , puesto que con tres ceros es suficiente para que el núme
ro teng-a duplo número de cifra.s fraccionarias del que deseamos para 
la raiz.

Pero \/3425ÓÓÓ =  1849; luego dividiendo 1849 por 1000, el nú
mero 1,849 será la raíz pedida.

Si se quisiera una nueva cifra para la raíz, se pondrían dos ceros 
ála derecha del resto, y se continuaría la operación.

Para obtener la raíz cuadrada de un quebrado ordinario aproxi—



mado por decimales , se reduce dicho quebrado á quebrado decimal 
y estamos en el caso anterior.

E scolio. Es indiferente escribirlos ceros de una vez , ó escribir
los dos á dos, durante el curso de la operación, cuando la aproxi
mación se refiera á números enteros, que ya hemos dicho (139'), 
que pueden considerarse como la parte entera de un mixto decimal 
cuya parte fraccionaria sea cero ó ceros, que es lo mismo. •

Si la aproximación se refiere á quebrados decimales de un ninne 
ro par de cifras fraccionarias, se extiende también á ellos esta ob - 
servacion ; y si son de nùmero impar, se escribe un cero ú la derecha 
del quebrado, y queda subsistente la observación.

151. Raíz cúbica. De la manera de formar el cubo de los que
brados decimales , se deduce que para extraer la raíz cúbica de un 
quebrado decimal, cuyo nùmero de cifras fraccionarias sea mùltiplo 
de 3, se extrae la raü  cúUca como si fuera un nùmero entero , se- 
parando á la derecha del resultado para cifras fraccionarias tantas 
como sea la tercera parte de las que tuviere el nùmero dado.

139

U

Así: ^0;0bl728 =
\/l728__

^1000000

12
100

=  0,12.

En efecto, al prescindir de la coma en el número 0,001728, se 
hace 1000000 de veces mayor; la raíz de 1728 es, pues, tanto ma
yor cuanto sea la raíz cúbica de 1000000, ó sea 100 veces mayor 
que la verdadera : dividiendo los 12 enteros por 100, el resultado 
0,12 será la verdadera raíz.

Si el número de cifras fraccionarias no es múltiplo de 3, se es
cribe á la derecha un cero ó dos para que lo sea, y estamos en el 
caso anterior.

155. Para extraer la raíz cúbica de un número entero con ménos 
error que una unidad fraccionaria decimal dada, se multiplica el nu
mero propuesto por el cubo de 10, 100, etc. ; se extrae después la 
raíz cúbica de este producto, y esta raíz se divide por 10, 100, etc. 
y  como este es un caso particular del núm. 1 3 ^ , podemos decir tam
bién : que se escriban á la derecha del número dado triplo número 
de ceros del dé cifras fraccionarias pedido, se extraiga la raíz cúbica 
entera de este nuevo número, y se separe á la derecha con una coma 
el mimero de cifras pedido.

A s i ,  para obtener la  m énos de , se dispone la  ope-

I A
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ración de este modo \/2.0ÚÓ7ÓÓÓ =  125.... 

1
■ i 0,00 1 3
- 1 728

2 72 0,00 
1 9 53 1 25

468“75

2
|432

y dividiendo el número 125 por 100, resulta que 1,25 es la raíz 
pedida.

Si el número es un quebrado decimal, se escriben á su derecha 
no más que los ceros necesarios para que el número total de cifras 
fraccionarias sea triplo del que se pide para la raíz.8 ._____ 1

Así, en el caso de v3,1415 en ménos de se escribe
'^3141500 ; puesto que con dos ceros es suficiente para que el núme
ro tenga triplo número de cifras fraccionarias del que deseamos para 
la raíz.

Pero ^  3141506= 14C ; luego dividiendo el número 146 por 100, 
el cociente 1,46 será la raíz pedida. Si se quisiere una nueva cifra 
para la raíz, se pondrían tres ceros á la derecha del resto y se conti
nuaría la operación.

Para obtener la raíz cúbica de un quebrado ordinario aproximada 
por decimales, se reduce dicho quebrado á quebrado decimal, y es
tamos en el caso anterior.E scolio. E s indiferente escribir los ceros de una vez, 6 escribirlos tres á tres, durante el curso de la operación, cuando la aproximación se refiere á números enteros.

Si la aproximación se refiere á quebrados decimales, cuyo núme
ro de cifras sea múltiplo de 3, también se extiende á ellos esta obser
vación. Y si el quebrado no tiene un número de cifras fraccionarias 
múltiplo de 3, se hace que lo tenga, escribiendo á su derecha un cero 
ó dos, y queda subsistente la observación.

Escolio general. Todos aquéllos números, ora sean enteros, ora 
sean quebrados ordinarios 6 decimales, de los cuales se intente ex
traer ja raíz cuadrada 6 cúbica, ó en general de un grado cualquie
ra , y no tengan raíz cuadrada exacta ó cúbica, ó del grado que indi
que el índice del radical, esos números se llaman irracionales ó in
conmensurables ; y se les llama así, porque no pudiendo expresarse 
su raíz por enteros ni por quebrados, no tienen relación exacta con la 
unidad ni con parte alícuota de la unidad.V I tT son números inconmensurables ó irracionales.



v/T^ ^ 2 7 “son llamados por oposición números conmensurables ó 
racionales.

De suerte que un mismo número puede ser inconmensurable 
para una raíz, y conmensurable para otra. Esto sucede con 16̂  que 
es conmensurable para la raíz cuadrada, é inconmensurable para la 
cúbica, y  27 es inconmensurable para la raíz Cuadrada y conmensu
rable para la cúbica.

También merece que llamemos la atención acerca de la siguiente 
particularidad : la adición, multiplicación y elevación á potencias, 
dan siempre lugar á resultados de la misma naturaleza y condición 
de los elementos que entran en ellas : miéntras que la sustracción 
da lugar á los números negativos, los cuales no debemos dar á cono
cer aún ; la división inexacta de los números enteros da lugar á los 
quebrados que ya conocemos, y la extracción de raíces da origen á 
los números inconmensurables que acabamos de dar á conocer.

Hemos dicho de los números abstractos cuanto aritméticamente 
puede decirse; esto es, cuanto puede decirse sin entrar en el campo 
del Algebra.

Vamos á dedicar el último capítulo de la Aritmética á los núme
ros concretos.
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CAPITULO V.

Ile  los números coiierctos.

150. Tabla d e  la s  u n i d a d e s  p r i n c i p a l e s  d e  p e s a s ,  m e d i d a s ,  e t c . ,  
ta n to  d e l  s i s t e m a  a n t i g u o  l la m a d o  d e  C a s t i l l a ,  c o m o  d e l  m ó tr ic o ^ d e c i -  
m a l , h o y  le g a l  e n  E s p a ñ a .

SISTEMA DE CASTIEEA. SISTEMA EEGAE.

; ■

La v ara  d e  B ú rgo s .

E'nidadc« de medida de lougitud.El m e t r o .

Medidas de superficie y agrarias.
La v a r a  c u a d r a d a ,  ó sea un cua

drado cuyo lado os una vara.
La fa n e g a  d e  m a r c o  r e a l ,  ó sea 

un cuadrado cuyo lado tiene 96 
varas.

El m e t r o  c u a d r a d o .

El á r e a .

Hedidas do volumen y capacidad.
h a  v a r a  c ú b i c a ,  ó sea un cubo El m e t r o  c ú bico . El l it r o .

cuya arista es una vara.
La m e d ip . fa n e g a  de Avila, (para j 

áridos). I
La c á n t a r a  do Toledo (para lí 

quidos).
Pesas.

El marco del Consejo do Castilla. El gramo

Dinero.

El real de vellón. La p e s e t a .

Tiempo.

El dia natural de veinticuatro horas, ó sea el tiempo que tarda la 
tierra en dar una vuelta completa sobro su eje.

Circunferencia.
El grado , ó la noventa-ava parte 

de un cuadrante de circunfe
rencia.

El g rado , ó la centésima parte de 
un cuadrante de circunferencia.



157. Tabla d e  p e s a s  y  m e d i d a s  s e g ú n  e l  s i s t e m a  a n t ig u o .

Unldudc*« do longitud.

La legua de 20 al grado, tiene.................  20000 piés.
También.........................................................  6666  Vj varas.
También.........................................................  3 millas.
También.........................................................  1666 V3 estadales.
El estadal....................................................... 4 varas.
La VARA..........................................................  3 pies.
El pió.............................................................. 12 pulgadas.
La pulgada....................................................  12 lincas.
La línea.........................................................  12 puntos.

t/'nldadei9 dcKuporlIclo y agrnriUM.

La legua cuadrada tiene...........................  2777778 estadales cuadrados.
El estadal cuadrado.....................................  16 varas cuadradas.
La v a r a  c u a d r a d a ...................................... 9 pies cuadrados.
El pié cuadrado..................... ......................  144 pulgadas cuadradas.
La pulgada cuadrada..................................144 lineas cuadradas.
La fanega de tierra  de marco real es un

cuadrado que tiene.................................  96 varas por lado.
También.........................................................  576 estadales cuadrados.
También.........................................................  12 celemines.
El celemín......................................................4 cuartillos.
La aranzada..................................................  400 estadales cuadrados.

t’nidndoN do voliimon en general y do capacidad para árf don y liquido«.

La v a r a  c ú b ic a  tiene....................................... 27 iúés cúbicos.
El pió cúbico.................................................. 1728 pulgadas cúbicas.
La pulgada cúbica......................................  1728 líneas cúbicas.

Para áridoN.

El cahiz tiene................................................  12 fanegas.
La fanega.......................................................  12 celemines.
También............................................................. 4 cuartillas.
El celemín ó almud...................................... 4 cuartillos.

Para liqiiidoN.

La cántara tiene............................................  8 azumbres.
El azum bre............................... .................... 4 cuartillos.
El cuartillo.....................................................  4 copas.

Para el aceito.

La arroba de 25 libras de peso, y la libra que se divide en 4 panillas.
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Vuldadcs pondcralON ó do pc*o.

La tonelada tiene......................................... 20 quintales.
f ......................................................  -'1 arrobas.

......................................................  25 libras.
La libra..........................................................  16 onzas ó 2 marcos.

..........................................................  16 adarmes.
......................................................  3 tomines.

..........................................................  « g ra n o s .

En rariuaci»,

........................................................... « o n z a s .
..........................................................  8 draomas.

......................................................  3 escrúpulos.
El escrúpulo................................................... 24

Para plata y oro.

..........................................   8  onzas.
..........................................................  8 ochavas.

....................................................... 6 tomines.
.........................................................  « g r a n o s

Para piedras proclosas

El quilate ; so divido según •/., V., V,e, • /.„  'L-

Dinero.

L a onza do oro vale.....................................  3 2 0  realea.
La media onza............................................... 10 0  „
Ochentin......................................................... 8 q ^
Doblilla...........................................................  40  ^
Escudito do oro............................................  20 »
El duro do plata............................................  20 »
El medio duro...............................................  1 0  »
L a peseta........................................................  4  „
La media peseta............................................  2  »
De cobre : los dos cuartos, el cuarto y el ochavo.

Y las im aginarias; el doblon 60 reales; el peso sencillo, 15; el duca- 
do, 1 1 , y el m araved í, que vale medio ochavo.-

Tiempo.
El Siglo consta de.........................................100 años.
El año de....................................................... 1 2  meses.
El mes de......................................................  28, 29, 30 ó 31 dias.
El dia tiene...................................................  24 horas.



La hora......................................................60 minutos.
El minuto. . . ......................................  60 segundos*

División «le la circunreroncla.

La circunferencia se divide en............... 4 cuadrantes.
El cuadrante en.....................................  90 grados.
El grado en...........................................  60 minutos.
El minuto en........................................  60 segundos.
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I5 íi. Tabla de pesas y medidas según el sistema métrico decimal.

NOMBRES SISTEMATICOS. RELACIONES CON EL METEO.

tlniilades de longNu«!.

El miriámetro...............................  10000 metros.
El kilómetro..................................  1000 »
El liectómctro...............................  160 »
El decámetro................................  10 »
'E l  m e t r o ............................................... 1-
El decimetro.................................  0,1 »
El centímetro................................  0,01 »
El milímetro.................................  0,001 »

rnidndcs de Hiipernclc y ngrnrlnii.

El miriámetro cuadrado................ 100000000 metros cuadrados.
El kilómetro cuadrado..................  lOüOOOO »
El hcctómctro cuadrado...............  10000 »
El decámetro cuadrado.................... 100 ®
E l  m e tr o  c u a d r a d o ...........................  !•
El decímetro cuadrado..................  0,01 de metro cuadrado.
El centímetro cuadrado................. 0,0001 de idem.
La hectárea consta de.......................  100 áreas.

.................................................  10 0  metros cuadrados.
La cenliárea ó 1 metro cuadrado. . 0,01 de área.



rnidadCM do voliimou on ̂ onerai y do capacidad para áridos y líquidos.

El m è t r o  c ù b i c o .................................  Unidad usual.
iiil decimetro cúbico.........................  0 ,0 0 1  de metro cúbico.
Ei centimetro cùbico........................  0,000001 do idem.
EI kilólìtro ó sean............................. 1000 litros ó 1 metro cúbico.
El hectolitro........................................  100 litros.
El decàlitro........................................... 10  litros.
El l i t r o ................................................. 1 ,
El decilitro..........................................  0,1 de litro.
El centilitro.........................................  0,01 de id.
El m ililitro.......................................... 0,001 de id.

L'nidadCN pondcralCR ú de peso.

La tonelada de peso.......................... 1000 kilogramos.
El quintal métrico............................  loo »
E lkilógram o.......................................  1000 gramos.
El hectógramo....................................  100 »
El decágramo......................................  10 »
El {/ramo..............................................  1 .
Ei decigramo....................................... 0,1 de gramo.
El centigramo...................................... 0,01 »
El miligram o......................................  0,001 »

IMncro.

La onza de oro vale..........................  80 pesetas.
El doblon-Isabel................................  25 »
El duro (de p la ta)............................  .5 »
La p e s e t a ............................................. 1

.................................................. 0,25 de peseta.
Además tenemos para facilitar los cambios monedas de oro de 20,40 

80 y ICO reales ; de cobre y bronce, demasiadas : y de p lata. de 2 8 v 
10  reales.
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Tiempo.

Continúa la antigua division.

Division do la clrCDiifcrcnela.

La circunferencia se divide e n . . . .  4 cuadrantes.
El cuadrante en...............................  100 grados.
El grado en........................................ 10 0  minutos.
El minuto en......................................  100 segundos
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i5ft. T abla  d e  e q u i v a l e n c i a s  d e  la s  m e d i d a s  m é t r i c a s  e n  f u n c i ó n

d e  la s  a n t ig u a s .

Líneas. Pulgs. Pies. Varas. Leguas.

1 m e tr o  =  516,8=43,07 =  3,5889 =  1,1963 =0,000179 : meds. longitud«.

Cuar-
Ochavas. tillos. Celemines. Fanegas. Cabícea.

1 l i t r o  =  3,46 =  0,865 =  0,2162 =  0,018018 =0,001501; de capac. pava áridos.

Cuar-
Copas. Cánts. tillos. Moyos.1 iitr0 =  7,9 =  1,98 =  0,062 =  0,003874 : para líquidos (excepto ol aceite).

Panillas. Libras. Arrobas.1 litro =  8 =  1,99 =  0,079598 : para el aceite.
Adarmes. Onzas. Libras. Arrobas. Quintales.1 kiI6gramo =  556,4 =  34,78 =  2,1735 =  0,0869 =  0,021735 : de peso.

Adarmes. Onzas.

1 gramo=0,5564 =  0,6348.

Pulgadas Pies Varas Estadales Fanegas
cuadradas, cuadrados, cuadradas, cuadrados, do tierra.1 Area =  185477,2= 1288,04 =  143,115 =  8,945=0,0155: superflcioyagrar.

Polgs. cúbicas. Piés cúbicos. Varas cúbicas.

1 m e tr o  c ú b ic o  =  79879,558 =  46,226596 =  1,712096146 : de solidez.

Duro. Rs. Mrs. Cts. rl.1 pesela =  0,2 =  4 =  136 =400. 1 grado =0,9.
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160. T abla  d e  e q u i v a l e n c i a s  d e  la s  m e d i d a s  a n t i g u a s  e n  f u n c i ó n

d e  la s  m é tr ic a s .

f̂ nugUiidinalos.
Metros.

1 línea = ...................... 0 ,0 0 2
1 p u lg a d a = ................  0,023
1 p i é = .........................  0,278635
1 vara. = ....................  0,835906

1 legua = .
Kilómetros.

5,572705

De cnpacidacl para árido.««.

1 o ch av a= .
1  cuartillo = .  
1  celemín = .  
1 f a n c g a = ..
1 cahíz = .  .

Litros.

0,289
0,156
4,625

55,501
666,012

De capacidad para líquido».

Litros.

1 c o p a = . . .
1 cuartillo = .  
1  azum bre = .  
1 cán ta ra= .

0,126
0,504
2,017

16,133

De capacidad para el acelfc.

Litros.

1 panilla= .  
1 libraos..
1 arroba = .

0,126
0,503

12,563

Dé pcNO.

1 adarme = .  
1 o n z a =  . .

1 libra , 
1 arroba = .  
1 quintal = .

Gramos.

I ,  7972 
28,7558

Kilogramos.

0,46
I I ,  502 
46,009

De KupcrQcle y agraria».

1 pié cuadrado = .  . 
1 vara cuadrada = .

1 estadal cuadrado. =  
i celemín de tierra.■= 
1 fanega de tierra. =

Cúbica».

1  pié cúbico = . .  . .
1 vara c ú ] ) ic a = .. ,

Moneda».

1 d u r o = . . . . 
1 real = .  . . . 
1 m a ra v e d ís .

Metros cua
drados.

0,077638
0,698738

Areas
cuadradas.

0,111789
5,36631

64,395724

Metros cú
bicos.

0,021633
0,584079

Pesetas.

5
0,25
0,007

1 grado =  1 , 1 1 1 ....
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H is t o r ia  y  e x p lic a c ió n .

101. Medidla es una cantidad tomada por término de compara
ción, y que sirve para apreciar el valor de otras cantidades de la 
misma especie y naturaleza. *

MedÁr, es determinar la relación que liay entre el objeto, cuyo 
valor se quiere conocer, y la unidad de medida.

Considerada bajo el aspecto de los usos civiles ó comerciales, la 
medida se divide en cuatro clases, conviene á saber : de
longitud, de superficie, de capacidad y de^eío.

En todos los pueblos han tenido siempre relación entre sí estas 
cuatro distintas clases de medidas. Pero el sistema más sencillo es 
el egipcio, cuya invención se atribuye á Mercurio, ministro del rey 
Osiris. La ¿¿weíí/era el codo real, longitud tomada en las
dimensiones del cuerpo humano : el cubo , que tenía por arista el 
medio codo, era la unidad de 'volumen : este cubo, lleno de agua, la 
unidad de peso; este peso de plata, la unidad monetaria; y el codo 
en cuadro, en fin, la unidad de superficie.

El sistema egipcio, conservado en toda su pureza por los hebreos 
después de su salida de Egipto, sufrió grandes modificaciones entre 
los griegos, romanos, árabes y persas. Renunciamos á la descrip
ción de cada uno de estos sistemas, que nos llevaría muy léjos. Baste 
decir que en medio de la anarquía que el feudalismo y la irrupción 
de diversos pueblos produjeran en tan imjmrtaute ramo de la admi
nistración , se conocen aún hoy mismo en toda Europa, y entre nos
otros por consiguiente, las huellas de aquel sistema egipcio que con 
los demas gérmenes de civilización han sido traídos y llevados por 
persas, griegos, romanos y árabes.

Pero estaba reservado á esa Francia generosa, grande hasta en 
sus extravíos, el matar tan vergonzosa anarquía con su mano de 
hierro revolucionaria.

Y con efecto, en 1790 la Asamblea Constituyente dió el primer 
paso, que las circunstancias políticas y consideraciones de otro ór- 
den dejaron sin efecto por lo pronto ; pero que llevó años adelante 
á Delambre y Méchain á medir el meridiano que pasa por París des
de Dunkerque á Barcelon i, miéutras que Brisson , Borda, Lagran- 
ge, Laplace, Prony y Berthollet levantaban el edificio del nuevo 
sistema, creando una unidad provisional, con el nombre de metros 
basada sobre las mediciones de Lacaille, y de valor de 443,44 líneas 
de la toesa de Paris.



En 1799 hizo el pueblo francés un llamamiento á las naciones 
amig'as, y en su consecuencia se formó una vasta comisión para rea
lizar definitivamente todas las partes del sistema métrico, subordi
nándolas al valor Ó.Ú. metro, que se fijó en 443,295936 *̂’̂°'̂ ®. Esta 
comisión se compuso de Borda, Brisson, Coulomb, Darcet, Delam- 
bre, Haüy, Lagrang'e, Laplace, Lefèvre Gineau, Méchain y Prony 
por Francia ; Reneos y Van Swinden por Holanda : Balbo y más 
tarde Vassalli-Eandi por Saboya : Bug:g*e por Dinamarca : Ciscar y 
Pedroyés por España : Fabbroni por Toscana : Franchini por la Re
pública Romana : Multedo por la República Liguriense, y en fin, 
Trallés por la Helvética.

El 22 de Junio del mismo año de 1799 presentó Trallés al Cuer
po Legislativo el resúmen de los trabajos de esta Comisión, así como 
los tipos. Sin embargo, el 2 de Noviembre de 1801 fué el dia en 
que el sistema métrico-decimal quedó declarado legal en B^ancia.

Este sistema, basado en una de las dimensiones de la tierra, con 
sus distintas partes ligadas por el sistema decimal (casi universal), 
y con una nomenclatura tomada de dos lenguas muertas, puesto de 
esta suerte al abrigo de toda cuestión internacional y política , ha
bía de irse adoptando por todas las naciones civilizadas.

También nuestra España lo ha aceptado por las leyes de Julio 
de 1849 y Junio de 1864 : y por eso vamos á dar aquí su expli
cación.

I©*®. Metro (del griego, Ms-cpov, medida) es la palabra escogi
da por la comisión de sabios mencionada, para nombrar con ella la 
unidad de longitud, y que da nombre al sistema, porque de ella se 
derivan las demas unidades principales. Imagínense nuestros lec
tores dividido un cuadrante del meridiano terrestre que pasa por 
París en diez millones de partes iguales, y ya saben que una de esas 
diezmillonésímas partes es la magnitud ó longitud del metro.

Litro (del griego Arepa, nombre de una medida de líquidos entre 
los griegos), es la palabra designada para las unidades de capaci
dad, de áridos y líquidos : su capacidad ó cabida es la de un cubo 
que tiene por arista un decimetro : el cubo tiene la figura de 
un dado.

Gramo (del griego que significa una medida de peso) para
las de peso.

El gramo es el peso de un volúmen de agua destilada igual á un 
cubo que tenga un centimetro por arista, en el vacío, y á la tempe
ratura de cuatro grados centígrados : el cubo tiene la figura de 
un dado.

Área (del latin Area, superficie destinada al cultivó) para las
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irji
de superficie. E1 Area, es un cuadrado que tiene diez metros 
por lado.

Y METRO CÚBICO para  las de volúinen. E l metro cúbico es un  cubo 
(la figura del dado) que tiene un  metro por arista.

Los múltiplos de estas diferentes unidades se expresan con el 
auxilio de las palabras griegas que significan

DECX , HECTO, KILO y MIRIA. |
d iez, ciento, m il, y  diez m il ; 

y  los submúltiplos con el auxilio de las palabras latinas que sign i
fican

UBCI, CENTI y  ^^LI ;
décima p arte , céntesim a y  milésim a; 

anteponiendo unas y  otras á las respectivas unidades, según  lo de
jam os escrito anteriorm ente.

Como estos m últiplos y  subm últiplos siguen la  ley de formación 
de nuestra  escala decimal com pleta de num eración ( I ; í 4 ) , de aquí 
que se escriban y  lean como nuestros enteros y  quebrados deci
males.

A si, 7 kilóm etros y  4 metros puede escribirse 70 hectómetro.s 
y  d m etro s , ó b ien  700 decámetros y  4 m etros, ó bien 7 0 0 4 m etros : 
y  reciprocamente 5573 metros es igual á 5 kilóm etros y  573 m e
tro s , etc.

E l gramo, por su pequenez, lia quedado por unidad para  las can
tidades que aun  boy se expresan por g ranos, adarm es y  onzas ; y 
se ba  tomado por unidad usual el Jdlógramo, poniendo á éste dos 
m últiplos, en  vez del miriágramo, que era el único que an tes te 
nia. Y aun esos dos nuevos m últiplos que ban reem plazado al m i
riágramo, á sab e r: el quintal métrico y la  tonelada de peso, se 
tom an por unidades cuando se tra ta  de pesos de m ucha conside
ración.

Aunque sólo se liaya puesto en la  Tabla correspondiente u n  solo 
m últiplo para  el Area , y  n inguno para  el metro cúbico, pueden for
marse todos aquellos que las circunstancias exijan ó aconsejen , así 
sea m iriám etro cuadrado y  m iriám etro cúbico respectivam ente ; lo 
mismo decimos respecto de los subm últiplos.

Puesto que el àrea es un cuadrado que tiene diez metros por lado, 
el área mide 1 0  X  1 0  , esto e s , 1 0 " ; ó bien la segunda potencia de 
su lado, ó sean 100 metros cuadrados. El hectómetro cuadrado tiene 
100 metros por lado , y  mide por consiguiente 1 0 0  X 100,  esto 
es, 1 0 0 " ; ó bien la  segunda potencia de su la d o , ó sean 1 0 0 0 0  metros 
cuadrados. Por eso se dice, y  se dice b ien , que la hectárea,c.omiu 
de 1 0 0  áreas, ó lo que es lo m ism o, que la hectárea es 10 0  veces



mayor que el àrea. Y como la misma explicación puede darse para 
otro caso cualquiera, podemos concluir que los múltiplos y sub
múltiplos de las unidades de superficie crecen y decrecen de 100 
en 100.

Cuando decimos para el àrea 10X10, ó 10% ya se entiende que 
no es el lado del cuadrado el que se multiplica, sino el número abs
tracto que expresa las veces que la unidad lineal metro p'sXk conte
nida en el lado del cuadrado.

Decir que el área ó la hectárea miden 100 6 10000 metros cua
drados, es lo mismo que decir que su superficie puede cubrirse 
exactamente con 100 ó con 10000 cuadrados de metro por lado.

Decir 100 metros cuadrados significa también que la superficie á 
que se refiere es equivalente á un cuadrado que tiene por lado 
V̂ lOO, 6 sea 10 metros : miéntras que 100 metros en cuadro repre
sentan un cuadrado que tiene 100 metros por lado. Ahora, cuando 
se habla de la unidad, lo mismo significa en cuadro que cuadrada, 
esto es, lo mismo es un metro cuadrado que un metro en cuadro, 
siempre es un cuadrado que tiene por lado un metro.

Sin ciertos conocimientos de Geometria, estas explicaciones son 
insuficientes. Por eso, respecto de las medidas cúbicas nos limita
mos á decir, que crecen y decrecen de 1000 en 1000 ; quiere decir, 
que una cualquiera es 1000 veces mayor que la inmediata inferior, y 
reciprocamente. Y esta analogia que se observa con lo dicho, acerca 
de la manera que tienen de crecer las medidas de superficie, se ob
serva en otros puntos también, como subordinado todo á una ley 
común.

OPERACIONES SOBRE LOS NÚMEROS CONCRETOS.
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1 0 3 . Preliminares. Délas diversas definiciones que de lo.s 
números complejos conocemos , ninguna nos ha satisfecho como la 
deM. Cirodde , diciendo: que números complejos son aquellos con
cretos que contienen diferentes especies de unidades dependientes 
unas de otras., según una ley cualquiera, pero distinta de la ley de
cimal; como 4 arrobas, 20 libras y 3 onzas.

Y por Oposición se llama i'ncomplejos á los concretos que sólo con
tienen una especie de unidad, como 7 arrobas 6 3 varas. También se 
llaman incomplejos, s i , conteniendo dos ó más unidades, éstas es
tán sujetas á la ley decimal ; como 3 metros, 8 decímetros , 9 centí
metros, ó sea 3,89 metros.

1G4. Para reducir un nùmero incomplejo á unidades de especie



inferior, se miíUiphca dicho incomplejo por el número de unidades 
inferiores que contiene ó 'oale la unidad dque aquél se refiere.E je m p l o  : Reducir á unidades inferiores el número 4 arrobas. 

Puesto que una arroba tiene 25 libras , claro es que 4 arrobas 
tendrán cuatro veces más; lueíro multiplicando 25 por 4 , el produc
to 100 serán las libras que equivalen á 4 aríobas.

Y multiplicando 100 por 16 , que son las onzas que tiene una li
bra, tendríamos las onzas que equivalen á 100 libras y á 4 arrobas; 
y asi sucesivamente.

3
Otro ejemplo : de peseta.

3 .
Como la peseta tiene 4 reales , decir de peseta es lo mismo

que decir de 4 reales , que se obtienen multiplicando el numera
dor 3 por 4 , y partiendo el producto por el denominador (41») en 
esta forma:

3
4

■ 12 I 4
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3.........  reales.

son los reales que valen ^  de peseta. Esto es lo que se llama tam
bién valuar un quebrado en unidades de especie inmediata inferior.

Si se tratase de un número métrico decimal, se multiplicaría por 
10 para reducirlo á unidades de la especie interior inmediata. Si las 
unidades del número son de superflcieó área , por 100 ; si de volu
men, por 1000. _ . 1 • i\*

Escolio. Si en vez de valuar el quebrado (ordinario ó decimal)
en unidades de especie inmediata inferior , se desea valuarlo en uni
dades inferiores , cualesquiera, sin pasar por valuaciones interme
dias, se multiplica el numerador por el número de aquellas unidades 
en que quiere hacerse la valuación, y sea necesario para componer una 
de las unidades d que se refiera el quebrado, y luego se divide el pro
ducto por (¡I denominador.

ele peseta en maravedises son 102 maravedises : lo que se
obtiene multiplicando el numerador 3 por 136 , que son los marave
dises que tiene una peseta , y dividiendo el producto 408 por el de
nominador 4. . 7 • •

M»r>. Para reducir un incomplejo à unidades de especie superior



se (Umile dicho incomplejo por el número de unidades de la especie á 
que se refiere, que se necesitan para componer una de la superior á la 
cual nos propongamos reducirlo.

Ejemplo: Rciucir á unidades de especie superior el núme
ro 1600 onzas.

Como 16 son las onzas que componen una libra, claro es que 
tantas veces como el número 16 esté contenido en el número 1600, 
tantas serán las libras que tienen ó valen 1600 onzas ; y el resto, si 
lo hay , serán onzas.

16.00 I 16 „
0 00 “ÌÒQ---- • Son , pues , 100 las libras equivalentes á 1600

onzas; y si dividimos 100 por 25 , obtendríamos las arrobas equiva
lentes á 100 libras , y asi sucesivamente.

Si se tratase de un número métrico decimal, se reduciría á uni
dades de la especie superior inmediata, dividiéndole por 10. Si las 
unidades del número son de superfìcie ó área, por 100 ; si de volú- 
inen, por 1000.

aí»í». Para reducir un comqüejo á incomplejo de la unidad princi
pal ó intermedia, se reduce elcomplejo todo á stes vanidades inferiores; 
esto se pone por numerador , y por dciiomiiiador el número de reces 
que la unidad inferior esté contenida en la principal ó intermedia.
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quintales.
•í

12‘)
14 arrollas. 

_25
70”

2S

•Í70 liliras.
16

2220
;17

10
5030 onzas.

Ejemplo : 3 quintales , 2 arrobas, 20 libras y 
10 onzas.

A la izquierda está el complejo propuesto, re
ducido al número de onzas que le es equivalente : 
multiplicando las unidades principales 3 quintales 
por 4, y aiiadiendo las dos arrobas que hay, los 
quintales y arrobas están expresados por 14 arro
bas; reducidas á libras y aumentadas con las 20 
que hay, hacen 370 libras, que, reducidas á on
zas y aumentadas de las 10 que hay, componen 
5030 onzas.

Ahora bien: la onza es de quintal, lue-

í,̂ o evidentemente 5930 onzas .son de quintal.

Vdeinás: la onza e.s de arroba; luego claramente 5930 on-

.5930 . ,za.s son - de arroba. ■í(jü

l
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1 • 5930

Además: la onza es de libra; lucg-o 5930 onzas serán - jg

de libra.
De suerte que el complejo propuesto puede ponerse bajo la forma 

de incomplejo de las siguientes maneras.
5930 . ,

3 quintales , 2 arrobas, 20 libras , 10 onzas. =  ^ggg - quintales. =

5930 , 5930■ arrobas. =  --.-r.— libra. =  5930 onzas.400 16
Si nos encontrásemos con la expresión 2 miriámetros, 4 kilóme

tros, 7 metros, un decímetro y 8 milímetros, la pondríamos inme
diatamente bajo la forma 24007,108 metros, que es su forma propia; 
como que es en lo que consiste una de las principales ventajas de 
este sistema. Por eso nunca llamaremos número complejo á aquella 
expresión , que, puesta bajo su forma propia, es un incomplejo , lo 
mismo que 7 pesetas, ó 3 quintales.

Y si se nos dan 24007,108 metros de terciopelo, por ejemplo, 
nunca nos entretendremos en aquella descomposición ; á ménos que 
lo hagamos para la mejor comprensión de los alumnos.

SO'S'. La reducción de incomplejo á complejo es muy sencilla, y 
para su explicación nos valdrémos de los mismos ejemplos del nú
mero último.

, . , . , . 5930  ̂ ,Vamos á reducir á complejo el incomplejo jggg de quintal.

Como 1600 onzas componen 1 quintal, tantas veces como el nú
mero 1600 esté contenido en 5930 , tantos quintales valdrá el incom
plejo propuesto. Veamos.

.5930
1130

4
4520
1320
25

660
264

33000 
1000 

16 _
160000

1600
3 q. 2 (i) 20 ib- lOonz.

, 1130 - (que se valúa en; y vale 3 q , - d e  (J.| @1600 

1320 que se valúa en li-y vale 20 @ de @ j

1000 de B). que se valúa en on
zas (804).y vale 20 fi>. ĝgg 

que dan justas 10 onzas de cociente.

Las divisiones que están ahí á la vista se prestan á muchas abre
viaciones , por terminar siempre dividendo y divisor en ceros. Pero 
eso que cu la práctica es posible , eu el libro no siempre lo es.
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5930

Vamos h reducir á complejo el incomplejo -^ qq-  de arroba.

Como 400 onzas componen 1 arroba , tantas veces como el nú
mero 400 esté contenido en 5930 , tantas arrobas valdrá el incom
plejo propuesto. Veamos.

5930 1 400 
1930 330
330 14 (g) ó sean 3 q.- 2

■ f65 
66

■'8250 
250 
16IST

25
4000 0

@ , que se valúan en ]b.

250 , „ (que se valúan 
y 20 Ib. de ft. j onzas.

que dan 10 ouz. justas de cociente.

y son 3 q. , 2 @ , 20 ib., lOonz.

De la misma manera puede reducirse á complejo el incomplejo
5930 , ...- ^„--delibra.Ib

El otro incomplejo 5930 onzas está en el caso general para redu
cirse á complejo.

ADICION.

BOf .̂ Para sumar los números concretos, ya sean incomplejos, 
ya complejos, es condición necesaria ([ue sean de %na misma especie.

Por lo demás, se colocan los sumandos unos debajo de oíros de 
manera que se correspondan unidades iguales; se suman como los 
abstractos, y la suma sera de la especie de los sumandos.

Ejemplo : 3 duros 4 pesetas 3 reales » 4

2 3 2 20 4

1 0 3

7 duros 4 pesetas 1 real
3

2 4 0̂
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SUSTRACCION.

lO íl. Para restar un número concreto de otro también concreto, 
bien sean incomplejos, l)ien com plejoses condición necesaria 
sean de una misma especie.

Por lo demás, se coloca el susiraendo debajo del minuendo de ma
nera que se correspondan unidades iguales; se reriñea la operación 
como si fueran números abstractos , g el resto será de la especie del 
minuendo y sustraendo.

Ejemplo: 3 quintales 2 arrobas 20 libras 10 onzas.
1 a  20 14

1 quintal 3 arrobas 24 libras 12 onzas.

E scolio. Observen los alum nos que en los ejemplos que vamos
escribiendo no hay  nunca un núm ero de unidades inferiores que 
com ponga 1 unidad superior inm ediata. A si, el núm ero de onzas 
no llega á 16, n i el de libras á 25 , n i el de m aravedises á 34 , ni el 
de arrobas á 4 ,  etc.

MULTIPLICACION.

I? 0 . En la multiplicación de los números concretos puede suce
der que los dos factores sean de la misma especie, y que no lo sean.

Si lo son , la  m ultiplicación se reduce á un  m ero ejercicio que 
da por resultado un producto de la  m ism a especie que los factores, 
ó u n  abstracto que exprese la  relación de los factores.

Pero si no lo son, el producto es de la especie del multiplicando : 
ya no se puede invertir el órdon de los factores. Mejor dicho, es in
diferente que tal factor se coloque encima ó debajo del otro : de lo 
que no puede prescindirse es de que , en cada ejemplo , el que haya 
de ser multiplicando, lo sea ; y que el otro, por consecuencia, sea 
multiplicador. Y se conoce cuál es el multiplicando en el enunciado 
de la cuestión ; porque de él se infiere que es multiplicando el 
concreto que sea de la especie de lo que se busca ó pide ; y el otro 
concreto será, por consecuencia, multiplicador.

El caso más general de la multiplicación de números concretos 
es el tan manoseado de, conocido el valor ó precio de una unidad 
hallar el de muchas.

Prescindiendo, pues, de los llamados casos particulares, pase
mos al general. Este se resuelve, reduciendo multiplicando y mulii-



pUcador á incomplejo de la unidad principal respectiva : estos dos 
incomplejos se multiplican como los quebrados comunes abstractos', y 
el producto será, es claro, un incomplejo de la unidad principal del 
multiplicando que se reduce, si se quiere, á complejo, por la regla 
ya establecida.E jemplo : Habiendo costado una arroba de cualquier cosa 3 pe- 

1
setas 2 rs. 30 ^  mrs., se desea saber cuánto costarán 4 arrobas 20 
libras y 14 onzas.

Como lo que se pide ó busca es precio, es dinero ; el complejo 
que se refiera á dinero, ese será el multiplicando.

1
Lueg“o 3 pesetas 2 rs. 30 mrs. es el multiplicando ; y por

consiguiente 4 arrobas 20 libras y 14 onzas, el multiplicador. 
Disposición de la operación ;

3 pesetas.
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4 , 4 arrobas.
ñ 25
2 100

14 r.s. 20
34 120 libras.
56 16
42 720

476 12
30 14

506 mrs. 1934 onzas.
4

2024
1

2025 ctos. do mrs.
2025x1934 =  3916350)................  78327

>m. c. d. 50
544x 400= 217600!................  4352

435278327
34807 
4343 

4
17372

4316... 1079 
34

1088
17po.sotas 3 ra . 33mr8. 782 J 34 23

1088* 34 ■” 32

4316
.3237
36686
4046
782



j  2 0 2 5  1934
3 pesetas. 2 ^3 . 3 0 ___mr3 .><^<Jar. 2 0 ^^^- 1 4 ° * ^ ^ ' =  .. pesetas, x ____ onz.

4 Tv't/i. 40 0
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4 •'"* “  544

3916350P°8ota 78327posotas 
--------  — . =  -- =  17  pesetas 3 rs .  33
217(300 4352 32

23 iiirs.

M u lt ip lic a c ió n  de c o m p le jo s  p o r  e l  m étod oa líc u o t a s . l la m a d o  de l a s  p a r te s
191. >íi 1 ai^roba ha costado..................... 3  poseías 2 i'3. 30

1 mrs.

~T
¿ cuánto c\DStarán................................................ 4 @ 2 0 iib. 4 4  onzas?

4 (g) costarán 4 voces el multiplicando, ó sea. 
1O Ib- costaran -rr- dcl multiplicando, ó sea ..
D

1 2 Peseta8 8 rs. 1 2 1 mra.
1

T0 2 33

15 Ib- costarán 3 veces el precio de 5 Ib-1 ó sea 0 6 99
3
4

T om ando-^  del precio de 5 ib- se tendrá el

de 1 t)-) 0 — 0 — 2 0  y tendremos el 

precio de
1

8 onzas tomando —  del do 1 libra,Af
Ó sea................................................................

4 onzas costarán la mitad de este último su

mando............................................................ 0 0

2 onzas, por último, la mitad del anterior. 0 0

0 10 _  
8

^ 1 5

17pe8otas3rs. 3 3
23 mrs.

1 , 3 . 1 , 1 , 17 8 -4 -2 4 -h 4 -h 2 -h l7  55 .
4 4 8 16 32 ■ — - - - —  — - 1

32
_ _  _  23“ ”

32 ■ 32
Hemos descompuesto el multiplicador en 4 arrobas-4-5  libras 

-1-15 libras-f-8 onzas +  4 onzas-h2 onzas; y hemos necesitado el 
auxiliar de 1 libra además.

Como para otro caso tendrá lugar otra descomposición, no puede 
darse una regla cierta : cada uno seguirá la marcha que le sugieran 
su experiencia y la mayor ó menor aptitud que Dios le haya dado 
para esto.

•Aunque este método parece más racional, ambos son buenos, y 
cada uno debe seguir aquel á que más se aficione : aunque lo mejor 
será aficionarse á los dos.



En este método figura el multiplicador como un número abs- 
tr£ic1/0

La reducción de los quebrados á un común denominador se Lace 
fácilmente por la aplicación del m. m. c ., puesto que se van toman
do los quebrados como partes alícuotas unos de otros.

l í  3. En Extremadura tienen desde tiempo inmemorial los gran
jeros de ganado de cerda cierta regla, para sus compras y ventas, 
que vamos á dar á conocer.

No toman en cuenta más que arrobas y libras, esto es, se des
precia el peso que no llega á una libra.

Si se trata de dos ó más cerdos, se suman las arrobas que pese 
cada uno. Por otra parte, se suman las libras; y esta suma se mul
tiplica por 4, poniendo el producto á la derecha de la suma de arro
bas, de modo que no ocupe más que dos lugares ; pues si hay cente
nas en ese producto, se agregan á las unidades de la suma de ano - 
bas; formando todo ello un número que se multiplica por el precio 
de la arroba, de cuyo producto se separan con una coma las dos úl
timas cifras de la derecha, que reducían los antiguos á maravedises 
(como que son céntimos de real), tomando la tercera parte : si se 
trata de un solo cerdo, el caso es más fácil.
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Ejemplo.

¿Cuánto importa un cerdo de 12 arrobas 2 fij. de peso á 40 rs. la arroba?

cuarterones 1208
40 reales. 

483,20

Otro: Ilapesado l cerdo 12 
otro 1 1  
otro 1 2

35

71b.)>n '20
8

á 40 rs. =¿cuán to  importan les tres?

35 ib- 
4

cuarterones 3640
40 reales.

reales 1456,00
En el primer ejemplo hay 20 céntimos de real, que los antiguos 

convertían en 6 mrs.
En el segundo ejemplo no hay céntimos.
Explicación: multiplicar el número de libras por 4, equivale á re

ducirlas á cuarterones. El escribir éstos á la derecha de las arrobas, 
formando un solo número , significa haber sumado cuarterones con 
arrobas , para lo cual era preciso que éstas terminasen en dos ceros.



M terminar en dos ceros el ni'imcro de arrobas entraña dos concep
tos : 1." que se han multiplicado por 100 implícitamente ; 2.“ que 
por medio de esta multiplicación implícita se lian reducido las arro
bas a cuarterones ; y tenía que suceder así para que pudieran sumar
se con los cuarterones procedentes de las libras, esto es, que fuesen 
homogéneos los dos sumandos.

En este estado la cuestión, se multiplica el precio de la arroba, 
nó por un número cualquiera de arrobas, sino por un número de 
cuarterones que es 100 veces mayor. Por eso sale el producto 100 ve
ces mayor de lo que debe ser , y para obtener el verdadero producto 
nuestros abuelos le dividían por 100, separando con una coma la 
dos últimas cifras de la derecha. Y para llevar el acierto hasta 
el fin de la operación, puesto que por aquellos tiempos no se ha
blaba siquiera de céntimos de real, reducían por aproximación el 
conjunto de aquellas dos últimas cifras de la derecha á maravedises, 
c ividiéndolo por 3 , como hemos visto hacer nosotros muchísimas ve
ces , siendo niños.

_ Excusado es decir que , de treinta años á esta parte , nuestros 
granjeros no reducen ya á maravedises aquellas dos últimas cifras 
de la derecha , separadas por la coma , y cuya significación desco
nocían.

Por lo demás , ¿ no es extraño que esta regla tan exacta como 
sencilla, y tan sencilla como científica, haya quedado como olvida
da en las solitarias dehesas de Extremadura?

No queremos dar punto á esta materia sin dejar consignado el 
vivísimo interés que en nosotros ha despertado siempre la considera
ción de que luieskos abuelos presintieran y practicaran en sus tran
sacciones comerciales el sistema decimal antes que Francia, y ántes 
que el inundo culto.
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DIVISION.
i7 ü . En la dimsion de los números concretos, puede suceder 

que dividendo y divisor sean de la misma especie y que no lo sean.
Si lo son, el cociente nos dará la relación entre los datos , y será 

de la especie que indique el enunciado.
Cuando dividendo y-divisor son de diferente especie, el co

ciente es siempre de la especie de lo que se divide, esto es, de la es
pecie del dividendo.

Y se conoce cuál es el dividendo en el enunciado de la cuestión; 
porque es dividendo el concreto que sea de la especie de lo que se 
busca ó pide , y el otro concreto será, por consecuencia, divisor.

11



El caso más {general eii la división de los níiniei'os concretos es 
el sabido de , conocido el valor ó incoio de machas unidades, determi
nar el de una.

Pasemos por alto los casos particulares, para ocuparnos 
del general. Este se resuelve, reduciendo dividendo y divisor d in
complejo de la unidad principal respectiva-, el primero de estos dos 
incomplejos se divide por el segundo, como si fuesen quehrados comu
nes abstractos, y el cociente será, es claro , un incomplejo de la uni
dad principal del dividendo que se reduce, si se quiere, d complejo, 
según la regla y  a establecida.E jemplo : Habiendo costado 4 arrobas , 20 libras y 14 onzas de

23cualquier cosa , 17 pesetas, 3 reales y 33 maravedises, se desea 
saber cuánto costará la arroba.

Como lo que se pide ó busca es precio , es dinero; el complejo 
que se refiera á dinero, ese será el dividendo.

23Luego, 17 pesetas , 3 reales , 33 maravedises, es el dividen
do ; y por consigaientc 4 arrobas, 20 libras, 14 onzas, será el 
divisor.
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Disposición de la operación :

17 pesetas. 31330800 : 16 1958175
4 25 8416768 í 10 526048

68
3

100
20 1352

71 rs. 120 t,. 1934
34 16 17408

284 72 13056
_213

2414'
33

" 2447 ' 
32

“ 489^
7341

T830T
23

78327

mrs. 78327x400 =  31330800.

526048

4352
8416708

131512

Itreinta y  cloa 
I avoB da mra.

1958175
380031 '--------- =---------

4 3 pese. 2 rs. 30
1520r2>r
468028 ........... 117007

34

incomp. de pe- 
set.i.l

32878 * 32878 
f3r512 : 3 2 8 ^

mrs.

408028
351021
3978238"

32878



163 
2317 pesetas, 3 r s . , 33-^—

7832'

mi'S. : 4 (a) 20 Jb. 14 onz. =

78327  ̂ 1934 31330800 1958175■ ^ p e se ta s  : on.. =  ^

1
3 pesetas 2 rs. 30 -y- mrs.

PIN DE LA ARITMETICA.



"''I,



ÁLGEBRA,



r
./v_ Í

:



Á L G E B R A .

INTRODUCCION.

I .  Álgebra, es la  parte de la  Algoritmia,, y tam bién de las Ma
temáticas (Arit. 4), que tra ta  de las leyes de los n ú m ero s, ó que se 
ocupa de los núm eros de una m anera y  completa.

Vamos á exponer en este libro lo concerniente á la segunda en
señanza.

3 . Los signos ó elementos de que se vale el Álgebra, para cum
plir su objeto (algunos de los cuales nos son ya conocidos) son diez, 
á sáber :

1. ° Las letras del abecedario introducidas en el siglo XVI por 
el matemático francés Viète, para representar por ellas los números ; 
su uso abrevia y generaliza las operaciones, los razonamientos y los 
resultados : este signo ba hecho cambiar la faz de la ciencia ; es el 
simbolo característico del Álgebra.

2. ” El signo de adición, que se escribe +  , y se lee más, ó an- 
mentado de. Con él se indica que han de sumarse las cantidades en
tre las cuales se escribe.

3. ” El signo de sustracción, que se escribe — , y se lee ménos, ó 
disminuido de. Con él se indica que han de restarse (la segunda de 
la primera) las cantidades entre las cuales se escribe.

Con estos dos últimos se forma otro signo, llamado de ambigüe
dad ó doble signo, que se escribe , y se lee más ó ménos.

4. “ El signo de multiplicación que se escribe X. y se lee multz- 
plicado por. También se indica la multiplicación escribiendo un 
punto entre los dos factores ; ó poniendo un factor, si es complica
do, dentro de un paréntesis, y al otro dentro de otro paréntesis, si 
fuese necesario.

Cuando los factores son literales, esto es, cuando .son letras, 
basta escribir unas á continuación de otras para que su multiplica
ción quede indicada.



Así, ale significa en Álgelra el producto a X l  Xc.
5. "* El signo de división, que consiste en dos puntos t, y se lee 

dividido 6 partido por. También se usa la raya de quebrado, po
niendo el dividendo por numerador y el divisor por denominador.

6. ® El coeficiente, que es un número colocado á la izquierda de 
otro, representado por una ó varias letras, é indica las veces que 
éste entra como sumando.

A sí, 3^5 es lo mismo que ah‘\-al-\~ ah \ 2c=c-\-c.
7. ® El exponente, que es un número pequeño colocado á la dere

cha de una letra, y un poco elevado , é indica las veces que ésta en
tra como factor.

A si, a  ̂ equivale k a X a X d -
El coeficiente y el exponente se diferencian en que aquél indica 

una adición y éste una multiplicación; y además, en que aquél 
puede afectar á varias letras miéntras que el exponente sólo afecta 
á la que está inmediatamente á su izquierda. Con el exponente se 
indican \o.s, potencias {Arit. 45).

8. ° El radical, que se escribe y  , y se lee raiz de. La cantidad 
de la cual haya de extraerse la raíz se coloca debajo, y el grado de 
la raíz se indica por medio de un número, que se llama indice, y se 
escribe entre las ramas del radical: para la indicación de la raíz cua
drada no se usa índice.

9.” El signo de igualdad que se escribe = ,  y se lee igual d ; lo 
que queda á la izquierda se llama miembro; y lo que está á
la derecha, segundo miembro.

10. El signo de desigualdad que se escribe >», ó < i, y se lee 
mayor que, ó menor que, poniendo la abertura del lado de la canti
dad mayor. Así, para expresar que 30 es mayor que 20, ó 20 me
nor que 30, se escribe 30>»20, ó bien 20<;;30.

3. Las distintas y variadas combinaciones á que se prestan estos 
diez signos, constituyen lo que se llama lenguaje algebráico. Y por 
analogía se llama cantidad algebraica ó cantidad literal á toda can
tidad representada por medio de los signos del Álgebra. También 
se la llama expresión algebraica de una cantidad dada.

4. Se llama monomio (del griego Movô  íííííz, yvojxy, parte), ó 
cantidad de un solo término, 6 sencillamente término, á toda expre
sión algebrética que no está unida á otra por el signo de adición ni 
el de sustracción : binomio (del griego pie. ^os veces, vo[x-j, parte), si 
consta de dos términos : trimonio si consta de tres ; y en general 
polinomio (del griego TioYúe. muchos, y vop.ó, parte] si consta de dos ó 
más términos : estos términos irán afectados unos del signo - t- , y 
otros del signo —.
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La expresión a~\-h es un binomio, porque a y  h van unidas por 
el signo -H ; pero a X  b y axb  son respectivamente un monomio, 
porque en una expresión van unidas la íí y la í  por el signo de mul
tiplicación, y en la otra por el de división. Pero a—íe s  también 
binomio , porque los términos a yb  van unidos por el signo —.

Si el primer término está afectado del signo -f-, no se pone este 
signo en principio de polinomio. Tampoco se pone el signo +  en un 
término aislado. Y deben procurar los alumnos empezar á escribir 
lo s  p o lin o m io s  por términos afectados de diclio signo, por razones 
que se dirán muy pronto.

Si un término está sin coeficiente, debe considerarse con la uni
dad por coeficiente. Y por analogía, una letra sin exponente, debe 
ser considerada como si tuviese la unidad por expo nente.

5. Valor numérico de una cantidad literal es el número que se 
obtendría si, dando valores á las letras que entran en e lla , se efec
tuasen l a s  operaciones indicadas. Es claro que este valor varía, en 
general, con los que seden á las letras. Pero no siempre ; por
que, si en la expresión w — n, variárnoslos valores de 'y de 
n de manera que ambos crezcan y decrezcan en la misma canti
dad, es evidente que la diferencia indicada m — n novaría, es 
constante.

Escolio. El valor numérico de un polinomio no varía, cualquie
ra que sea el órdeu de sus términos, con tal que éstos conserven sus 
respectivos signos ó — que indican que ban de sumarse ó res
tarse donde quiera que se coloquen dichos términos.

tt. Se llama dimensión de un término á cada uno de los factores 
literales que entran á componer dicho término ; y grado, al número 
de estos factores ó dimensiones.

Se llama homogéneo á todo polinomio que tiene sus tcrmino.s to
dos del mismo grado de dimensiones : a~\-h es homogéneo; asi 
como a'+ab+b'', y también +  Los dos térmi
nos del primero son de primer grado de dimensiones, de segundó
los del siguiente, y de tercero los del último.

y. Se llaman términos semejantes á los que están compuestos de 
las mismas letras afectadas respectivamente de los mismos exponen
tes, sean cualesquiera sus signos y coeficientes.

Ejemplo: laW  -\-'óa^h^. Pero observamos que en uno y en 
otro entra la misma cantidad y con la misma función de au
mento (puesto que ambos tienen el mismo signo -í-) , 7 voces en el 
primero y 5 veces en el segundo, total 12 veces ; pues es más sen
cillo que estén reunidos en un solo término con el coeficiente 12̂  
suma de 7 -f- 5, en esta forma I2a^b .̂
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Otro : — Ahora entra tam bién la misma can ti
dad y  con la  misma función de dism inución (puesto que ambos 
tienen el mismo s ig n o — }, 7 veces en  el prim ero y  5 veces en el se
gundo, total 1 2  veces ; pues tam bién es más propio que estén reu n i
dos en u n  solo térm ino con la  sum a de 7 5 por coeficiente, pero
poniendo á la sum a 1 2  el signo — , á fin de que conserve el carácter 
ó función de dism inución que antes tenían los térm inos propuestos 
en esta form a —

Ot r o : E n  este caso, si bien en tra  la misma
cantidad en ambos térm inos, en tra  en el prim ero con función 
de aum ento  y  en el segundo con función de dism inución : no puede 
en trar en  un solo térm ino con la m isma función : en tra rá  con la di
ferencia num érica que liay  entre éstas, que es 2  : y  ¿ c o n  qué fun
ción? C laro es, que con la  función del térm ino en que en tre más vo
ces, que es la del prim ero, en  que es de aum ento ; luego , la forma 
del resultado será 2â d̂ .Otro: — Las mismas consideraciones que hici
mos en el caso anterior nos conducirían á afirmar que no pudiendo 
entrar la cantidad en el resultado con suma de funciones , por
que estas son contrarias , entrará con la diferencia numérica de ellas 
que es 2 , y  con la función del término donde entre más veces, que 
es la del primero, donde ahora entra con la de disminución á üh~ 
ber, —

Otro : 7«^¿“ — 7íí î5*. E n  este caso es igual el núm ero de veces 
que en cada térm ino entra la cantidad , y  con funciones contra
rias : la  diferencia num érica, cíí'o ; el resultado será tam bién cero.

Hemos tratado insensiblemente una de las cuestiones más impor
tantes que hay en los principios del Álgebra , á saber: h  redacción 
de términos semejantes. Hagamos la síntesis de los cuatro primeros 
casos tomados dos á dos, ])ara concluir :

En la  reducción de térm inos semejantes puede suceder que éstos 
tengan signos iguales, ó que tengan  signos contrarios.

>Sí tienen signos iguales, se siman los coeficientes, y esta suma, 
con el signo coman, se pone por coeficiente de la parte literal que aqué- 
líos tengan.

Si tienen signos contrarios, se resta el coeficiente menor del ma
yor , y  la diferencia , con el signo del mayor, se pone por coerciente 
de layarte literal que aquéllos tuvieren.

Por Viltimo, si tienen signos contrarios, y  los coeficientes son 
iguales, el resultado cero; ó como se dice en Algebra, se des
truyen, desaparecen.
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CAUÍTÜLO I.

D e la s  r u a lr o  I .” opcrítoioiics , tlcl m áxim o com ú n  ilivisoi» 
elem en tal alg ‘ehi»áieo , y  ile lo s inielicm los U lerales.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS DE FORMA ENTERA.

ADICION.
Tengamos presente las definiciones y acepciones dadas en 

Aritmética.
H. El caso más sencillo que puede ocurrir en la adición de ex

presiones algebráicas de forma entera, es el de sumar dos mono
mios. Por ejemplo , sumar ò con a. S i a y  tuviesen valores particu
lares, ya sabríamos á qué atenernos. Pero como no los tienen , indi- 
carómos la operación propuesta bajo la forma siguiente : a-h5.

Y lio liabiendo lugar á simplificación , por reducción de términos 
semejantes , esa será la forma definitiva , esa será la sitma.

Sea por segundo ejemplo sumar el polinomio c — d con a—1>.
Estamos en el caso anterior en cuanto á ignorar los valores de 

estas letras , que nos permitieran verificar las diferencias indicadas, 
para sumar después los resultados.

Por eso nos limitamos á indicar la suma del término a del segun
do sumando con el primero , en esta forma : c — d-\- a.

Y como en el segundo sumando figura el término h , restándose 
del término a , restarémos l  de lo que acabamos de escribir. Así , la 
suma indicada será la verdadera , investo que tampoco en este caso 
hay simplificación posible \ c — d-\~ d —

Luego para sumar en Álgebra se escTibcn los siiMdTidos los unos 
á conlinuacion de los otros, conservando todos los términos sus sig
nos respectivos, y después se reducen términos semejantfes, si los hay.

La reducción de términos semejantes en el polinomio-suma pue
de hacerse reduciendo á un solo término todos los que estén afecta
dos del signo -4-, y á otro todos los afectados del signo y redu
ciendo después estos dos según dejamos dicho (9). Y también puede
hacerse, reduciendo los dos primeros que se encuentren, y después
el resultado con el tercero, y después el resultado con el cuarto , y 
así sucesivamente.
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í>. En virtud de la regla precedente , tendrémos

1.“
2.°
3. “
4. '’

•a)
-a
a)
a)

-hb)
( - b )
-hb)
~ b )

=  a-h b.
=  % — b.
^  — a “f- Ò. 
=  — a — b.

En todos y cada uno de los cuatro ejemplos que están delante 
hay una adición indicada, según el signo 4  que liga á los dos pa
réntesis. Pero en el 1.“ y 4.°, el resultado es realmente una suma, 
miéntras que en ei 2.“ y 3.", dando valores particulares á las letras 
ay  la adición algebráica se convierte en sustracción aritmética.

Hemos llamado la atención sobre estos ejemplos, á fin de que los 
alumnos perciban la generalidad del Álgebra desde los primeros pa
sos que dan eii esta ciencia, y comiencen, por otra parte , á dilatarse 
los horizontes de sus tiernas inteligencias.

Veamos haciendo a — 0 j d  =  ̂ :

1.“ ( - h 9:) -f- '( -h 7 ) =  9 H-7 == 16.
2,“ i - p ( ; _  7 ) =  9 — 7 =  2.
3.“ ( - 0 ) H-( - h 7 ) = 7  — 9 =  7 —
4.“ ( - 9 : IH- ' [ _  7 ) =  —9 - 7  =  —J

En el primero y cuarto ejemplo, en los cuales los sumandos son 
respectivamente ambos positivos ó negativos, los resultados son 
iguales en valor numérico (que es 16} , pero positivo en el primer 
ejemplo y negativo en el 4.’

Mas en el 2." y 3.”, en los que los sumandos, siendo numérica
mente iguales á los de los ejemplos 1 y 4.°, tienen sin embargo sig
nos contrarios entre s i , esto es , uno va con función de aumento y el 
otro con función de disminución , claro es que los 'Resultados serán 
iguales á su diferencia, y de la misma función que el mayor , de au
mento en el 2.° y de disminución en el tercero, ó positivo en el se
gundo y negativo en el 3.°, y numéricamente iguales (siendo 2}.

La adición algebráica continua como adición aritmética en los 
ejemplos l .“‘y 4." Pero en el 2.‘’y 3.” la adición algebráica ,se 
convierte en sustracción aritmética.

Y el lenguaje común viene en apoyo nuestro :
Porque dar á uno 9 pesetas , y darle también 7 pesetas, equivale 

á darle 16 pesetas.
Pero dar á uno 9 pesetas , y darle también la función ó encargo 

de que pague una deuda mia de 7 pesetas , es lo mismo que darle la 
diferencia 2 pesetas.



Pero si le doy 7 pesetas, y le comprometo á que pague una deu
da mia de 9 pesetas , claro es que le perjudico en 2 pesetas, es como 
si le diera —2.

Y más le perjudico aiin , si le doy la función ó encargo de que 
pague una deuda mia de 9 pesetas, y otra de 7 , que es como darle 
— 9 — 7 = —16 pesetas.E scolio. Dos palabras acerca de los términos que van afectados 
de los signos -4- ó —, que unos quieren llamar adictivos y susíracti- 
vos, y el uso quiere que sean positivos y negativos.

En todo número, como en toda cantidad literal, hay que disti n- 
guir los dos conceptos que entraña: 1.“ la cantidad; 2." la cualidad. 
Tal persona señala 1000000 de pesetas: esa es la cantidad, su valor 
numérico, abstracción hecha del signo. Pero ese millón, ¿es efectivo 
ó es pasivo^ es sayo ó es gitelo dehef^xi suma, deseamos saber la 
cualidad del millón de pesetas de ese caballero.

La cantidad es independiente de la cualidad en cuanto al valor 
numérico.

Lo que sucede es, que, según su cualidad, el número ó la can
tidad literal se presenta en las relaciones del cálculo con un carácter

aumento b ÒJÒ disminución, y á  esta duplicidad de funciones co
rresponden dos estados, éipositivo y el negativo.

El estado positivo ó negativo de los números se refiere esencial
mente á su cualidad. Miéntras que lo que se suma ó se resta es la 
cantidad.

En una palabra, el Qsie,á.opositivo ó negativo de un número no 
influye acerca de su valor, considerado este número aisladamente* 
asi, lo mismo vale numéricamente-}- 7 que — 7. Pero ese mismo 
estado positivo ó negativo tiene una influencia trascendental y deci
siva en los resultados de las operaciones, en las cuales entre el mis
mo número : así, 12 -h 7 =  19, miéntras que 12 — 7 =  5.

Nosotros consideramos, pues, las cantidades divididas arvpositi
vas y negativas, en relación con su cualidad ; y si llamamos positivas á las que tienen cierto modo de ser, llamarémos NEaATivAS à las 
que tienen cierto modo de ser contrario, empleando el signo -|- para 
expresar el carácter positivo de cualquier cantidad, y el signo — 
para expresar el carácter negativo.

Ahora, para nosotros, está fuera de duda que una cantidad ne
gativa es menor que cero : y que de dos cantidades negativas, vale 
más la que es numéricamente menor.
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En efecto : 4 , 4 , 4 , 4, 4 ,  4.
1 2 3 4 5 6

1 n —1 — 2



Pasando la vista por esas sustracciones on las que el minuendo 4 
es constante, y el sustraendo va aumentando en una unidad, claro 
es que el resto irá disminuyendo en una unidad : por eso 0>* — 1. 
— 1 >  —2, y 0 es el limite entre las cantidades positivas y ne
gativas.

O lo que es lo mismo, el que no tiene nada es más rico que el 
que debe un millón : y el que debe un millón es más rico que el que 
debe dos.

Todavía hemos de decir algo ; que en el curso de esta obra han 
de tratarse cuestiones en las que los resultados negativos, en vez de 
ser un absurdo, sean como indicador del absurdo que está en otra 
parte ; y otras en que los resultados negativos satisfagan la 
cuestión.

SUSTRACCION.
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20. Sea propuesto para restar (í—c) de a.
Si se tratase de números particulares, la cuestión se resolvería 

restando primeramente c de 5, y después el resultado de a. Pero 
como se trata de letras, nos atendréraos á meras indicaciones, em
pezando por restar d de a, cuyo resultado es « — d.

Pero ese no es el resto pedido, porque se ha restado de a toda 
la í , y no era l> lo que debíamos restar de a, sino d disminuido de c. 
Y como esa disminución no se ha hecho, ni podía hacerse tratándose 
de letras, al restar 6 se ha restado una cantidad con c unidades más 
de las que debía tener ; y como á mayor sustraendo menor resto, el 
resto a — í  tiene c unidades menos de las que debe tener; luego ha
brá que añadir por compensación esas c unidades para obtener el 
verdadero resto de la forma a — d -h c.

Ahora bien : í  tenía el signo -f  en el sustraendo, y ahora apa
rece con el signo — , y c que tenía en el sustraendo el signo — apa
rece en el resto con el signo Luego,

Vara vestal'en Al^elra se escribe el minuendo^ y á su continua^ 
Clon el sustraendo con los signos mudados ; y después se reducen tér
minos semejantes, si los hay.

I I .  En virtud de la regla precedente, tendrémos :

1. ° ( -f- a ) — ( H- b
2. ° ( 4 - a ) - ( - b
3. ° ( - a ) - ( - f - ó
4. “ ( - a ) - ( - b

=  a — b.
=  a -H 6.
=  — a — 6. 
=  — o, -f- 5.

En todos y cada uno de los cuatro ejemplos que están delante.
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hay una sustracjcicn indicada, sog'im el sií îio — que lig*!! á los dos 
paréntesis. Pero en el 1.“ y 4." el re.sultado es realmente una dife
rencia, miéntras que en el 2." y 3.", dando valores particulares á 
las letras a y Ò , \ b. sustracción algebraica se convierte en adición 
aritmética.

Nuevo motivo para llamar la atención délos escolares acerca de 
la generalidad del Algebra.

Veamos, haciendo a = 9  y ¿ =  7 :

1.“2.®3. “4 . *
+  9 
> 9  

9— 9
=  9 — 7 =  2.
=  9 -h 7  =  lG.
=  — 9 _ .7  =  _16.— 9 -t- 7 =  —  2.

La sustracción algebráica continúa como sustracción aritmética 
en los ejemplos 1." y 4.° Pero en el 2." y d.° la sustracción algebrai
ca se convierte en adición aritmética.

Y el lenguaje común viene en apoyo nuestro : porque quitarle á 
uno una cantidad negitiva equivale á quitarle de encima una deu
da, es lo mismo que darle esa misma cantidad.

Fscono. ( — 1) — (—2 ) — — l +  2 =  -í-l. Quiere decir, que 
si de una cantidad negativa se resta otra negativa numéricamente 
mayor, el resto espositivo.

Oruo. ( 2) ( — j.] — 2 1  =  — 1, Quiere decir, que .si
de una cantidad negativa se resta otra negativa numéricamente me
nor, el resto es negativo.

Otro. Puesto que para restar se mudan los signos del sustraen- 
do, debe huirse de empezar la escritura de un polinomio por un tér
mino negativo, para evitar qne en un momento de distracción so lo 
tome por sustraendo, y se incurra en error.

MULTIPLICACION.

1«. Si tenemos una expresión de la forma aaa¿>íc -\-a X  a X  a 
X  ̂ X à X  c, es sabido que, haciendo uso del coeficiente y de los 
exponentes, podemos presentarla bajo esta otra 2íí 5̂V.

Pues recíprocamente, si se nos propone que multipliquemos el 
monomio por el monomio , podemos indicar su multi
plicación, descomponiéndolos en sus factores literales de este modo:4a"b*c X  5aó- - - = 4 x a x a x a x ¿ x ó x c x 5 x a x b x b x b .

Y como un producto no varía cualquiera que sea el órden de sus



/
factores, podemos presentar el seg-iindo miembro así :

4 X 5 X i ? X í 2 X í ? X « X ¿ X ¿ i X ¿ X 5 x 5 X í .

Y verificando el producto de los coeficiente s , y reuniendo los 
factores literales por medio de expelientes, tendrémos , por último,

X =  2 0 a ’̂ ó^c.

Luego, para 'multiplicar un 'monomio por otro mono'mio, se 'mul
tiplican entre si los coeficientes como los números ordinarios, las le
tras comunes á ambos factores se escriben con un exponente igual á 
la suma de los gue twcieren en dichos factores, seguidas de las letras 
no conmnes según entraren en uno ó en otro factor.

La regla relativa á los coeficientes no ofrece duda.
Tampoco la ofrece la que se refiere á los exponentos,' como que 

es el medio para significar que una letra común entra por factor en 
el producto tantas veces como en el multiplicando y multiplicador 
juntos.

En cuanto á los signos, si los monomios viniesen siempre como 
los del ejemplo anterior, afectados ambos dol signo + ,  bariaraos la 
consideración siguiente : el coeficiente del producto ha de ser respec
to del coeficiente del multiplicando (en todo, incluso en signos), 
como sea el coeficiente del multiplicador respecto de la unidad. Al 
decir la unidad, se sobreentiende que es la unidad positiva. Pero 
en el ejemplo anterior, el coeficiente del multiplicador tiene signo 
guai al de la unidad, luego el producto tendrá el signo del multi- 
plicaudo, que es •+■ : luego + p o r  -j- da -p.

7ahV X  4aó =  28a*b̂ c.

Si continuando positivo el multiplicando , fuese negativo el mul
tiplicador , esto és , tuviese el multiplicador signo contrario al de la 
unidad , el producto tendría el signo — , que es el contrario al del 
multiplicando : luego , +  por — da —.

5ab X  — 2ab =  — 10a®b*.

Si el multiplicando fuese negativo, y el multiplicador fuese posi
tivo, esto es, si el multiplicador tuviese signo igual al de la unidad, 
el producto tendrá el signo igual al del multiplicando , que en este 
caso es — : luego, — por -f- da —.

— 3ab* X  8bc =  — 24ab'c.

Por último , si el multiplicando continua negativo, y el multi
plicador fuese negativo, esto es, designo contrario alde la unidad, el
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del producto será contrario al del multiplicando que es — , es decir, 
el signo del producto será H- : luego , — por — , da + .

— 4a X — 1 =  4a.
Después de todo , decir signos de los coeficientes y decir signos 

de los términos respectivos, es una misma cosa.
Además , puesto que +  por — , y — por +  , dan — ; y H- por 

-h, y — por —, dan -1- : podemos reducir estos cuatro casos á dos, 
diciendo que, en la multiplicación de monomios, signos iguales 
dan para el producto , y signos contrarios dan—. Esto en cuanto 
á signos.

Creemos , pues, haber dicho lo bastante para la multiplicación 
de monomios en lo que se refiere á signos, coeficientes, letras y ex- 
^orientes que son, por decirlo asi, los cuatro elementos que entran á 
componer un término ó monomio.

Pasemos á multiplicar un polinomio por un monomio.
13. Vamos á multiplicar el polinomio a—1) por el monomio c.
Según la idea que tenemos de la multiplicación , el producto se 

formará sumando íí — ¿ consigo mismo tantas veces como unidades 
tenga c; ó lo que es lo mismo, a se repetirá por sumando c veces, 
y — h otras c veces.

Luegoy[a —h) X c = ac—he.
Para multiplicar a —h por — c , esto es , cuando el monomio c es 

negativo , basta suponer á c positivo, y estamos en el caso anterior y 
tendríamos por producto, ac— he.

Y como mudando el signo á un factor (I®) queda mudado el sig
no del producto, — a c h e  sería el producto de (a—h) por — e, 
esto es ,

(a — b) X  — c =  — ac -h be.

Luego para multiplicar un polinomio por un monomio, se multi
plica cada término del polinomio por el monomio, según la regla 
dada para la multiplicación de monomios, y después se reducen tér
minos semejantes, si los hay.

Pasemos á multiplicar un polinomio por otro polinomio. 
t ‘ñ. Propongámonos multiplicar a—h por c —d.
Esto significa que hay que multiplicar a — h por c, después a—h 

por d y restar el segundo producto parcial del primero.
Pero [a— h) X ces igual á ac—hc\ y(«  —í) X es igual á 

ad — hd.
Luego el producto total será

(ac-* be) — (ad — bd) —ac — be — ad -f- bd.
12
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Lueg'o para. midUplicar un polinomio por otro polinomio, s& mul
tiplica lodo el multiplicando por cada término del multiplicador , se
gún la regla precedente ; y despues se suman los productos parciales, 
reduciendo términos semejantes , si los liay.

Escolio. Más coasideraciones acerca de los sig:nos de los produc
tos , para que podamos interpretar los singulares resultados que 
ofrece el Algebra.

Si además de ser positivas las cantidades a y  c , y  negativas b y 
d , suponemos ay>by d, se confirma que el producto de dos 
cantidades positivas positivo. En efecto , dando á los dos prime
ros términos del producto ac— he — ad-\- bd la forma de [a — h) X c, 
y á los dos últimos la de —b) y. d , el producto tendría ésta 
[a — b) c— ( a— b) d , que da un resultado positivo por haber su
puesto á cy> d.

Si suponemos ahora que y el sustraendo anterior
[a — h)d el minuendo [a — b)c, y el resto será positivo ( l l ,  es
colio 1.'*) : también se confirma que. el producto de dos cantidades 
negativas es positivo.

Pero si s u p o n e m o s y  c<Cd, el resto [a—b)c— [a —b) d es 
negativo , por haber supuesto c<C,d-. luego es negativo el producto 
de dos cantidades afectadas de signos contrarios.

Y si, por último , suponemos a<, b y cy> d, también es negativo 
el re.sto [a— b) c — [a —b) d, ( M I , esc. 2.“) : luego es negativo el 
producto de las cantidades afectadas de signos contrarios.
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Ejemplos : b
b

- aó
aó -f- b*
2ab

2a*b
a*b

ab*
•2ab*

3a*b-h 3ab*

a — b 
a — b
a* — ab 

— ab-f- b* 
a* — 2ab -f- b* 
a — b
a* — 2a*b -^ab*

— a’b-f-2ab‘— b’ 
a’ ̂ 3 a*bT “3ab* — b’

a -4- b 
a — b

aba
-  ab -  b* 
->b*

ab
ab b*

- 2ab -h b*
— a — b

— a' —2a*fa —ab*
— a*b — 2ab* — b*

— a»—3a*b—3ab*— b*
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ó bien 1.® (a -h 6}* = a* H- 2ab -h b*

2.“ (a -h b}* = a’ ■+■ 3a*b +  3ab* 4- b*
3.“ (a + b)X (a--  b) =  a* — b*
4.® (a — b)* = a* — 2ab -h b*
5.® (a — hY = a=— 3a*b -h 3ab‘ — b>
6.® (a di 6)* = a* di 2ab +  b*
7.“ (a dz b)̂  = a* di 3a*b -+■ 3ab* di }f
8.® (-- a -b )* = a* -f-2ab +  b*
9.® (-- a — b)’ = — a’ — 3a*b — 3ab*

Estos ejemplos son de lo más sencillo y más fácil que cabe. Y sin 
embargo, tienen cierta significación que deben conocer los alumnos, 
y aprender de memoria.

A sí, traducidos al lenguaje común nos dicen :
El 1.*, q'iíe el cuadrado de uu binomio (ó sea la suma com

puesta de dos partes) consta de tres partes: cuadrado del primer 
término, más duplo del primero -por el segundo , más cuadrado del 
segundo.

El 2.°, que el cubo de un binomio (ó sea la suma compuesta de 
consta de cuatro partes: cubo del primer término, más 

triplo del cuadrado del primero por el segundo, más triplo del prime- 
ro por el cuadrado del segundo, más cubo del segundo.

El 3.“, que la suma de dos cantidades multiplicada por su dife
rencia da por producto la diferencia de sus cuadrados.

El 4." y 5.° tienen la misma significación que el 1.° y 2.® respec
tivamente , con la variación de signos consiguiente á haberse varia
do el signo al segundo término del binomio.

El 6.° y 7.° representan la reunión del 1.® y 4 ° en una sola/dr- 
mula-^ov una parte, y la reunión del 2.“ y 5.'’ en otra sola fórmula.

El 8.“ y 9.° tienen la misma significación también que el 1.“ y
2.“ con la particularidad , en cuanto á signos , que el 8.® los tiene 
iguales á los del 1.', porque dos factores , ambos positivos , ó ambos 
negativos, dan -h ; miéntras que para formar el 9.® entra un nuevo 
factor negativo que cambia al producto anterior , de positivo que era 
en negativo.

Esc. 2.® Ya que hemos llamado fórmulas á esas expresiones al- 
gebráicas, diréraosque, en Álgebra, se llama fórmulas á aquellas 
expresiones que, conteniendo las soluciones de todas las cuestiones 
de la misma naturaleza , sólo se diferencian en los valores particula
res que quiera darse á sus elementos: también la expresión
del procedimiento que baya de seguirse para la resolución de una 
cuestión dada.

Esc. 3.® Además , aprenderán los alumnos en los ejemplos i.®,



4,“ y 8.^ que los cuadrados, ya sean de cantidades positivas, ya de 
neg-ativas, son cantidades esencialmente positivas, miéntras que los 
cubos llevan el signo de su raiz: ejemplos 2.®, 5.® y 9.®

Por eso y aparecen siempre positivos ; pero Cb̂ y V  son posi
tivos en el segundo ejemplo, porque sus raíces son y -h í  ; en 
el 5.® es positivo y negativo porque sus raíces son-t- a y  — h\ 
y en el 9 / son negativos a* y porque sus raíces son — a y —

OBSERVA.CIONES.
13». 1.“ Si multiplicando y multiplicador están ordenados res

pecto de una misma letra, el producto se obtiene ordenado respecto 
de la misma letra, como se ve en los ejemplos precedentes : enten
diendo por ordenar un polinomio el escribir sus términos de manera 
que vayan creciendo 6 decreciendo los exponentes de la letra que se 
elija, llamada por eso ordenatriz. Si la letra ordenatriz estácon ex
ponente igual en varios términos, se saca como factor común fuera 
de un paréntesis, ó en columna vertical (que es más cómodo), como 
pronto verémos, y esos términos se ordenan parcialmente respecto 
de una segunda letra.

2. * Si multiplicando y multiplicador son homogéneos, el pro
ducto será también homogéneo, y de un grado de dimensiones igual 
á la suma de los grados de los dos factores : así se verifica en los 
ejemplos anteriores.

3. “ Por muchos términos semejantes que haya para reducir en 
un producto, éste no se reduce nunca á cero : porque habrá, por lo 
ménos, dos términos que no admitan reducción con los demás, y 
son : 1.® el que proceda del producto de los dos términos en que cier
t a  le t r a  t e n g a  mayor exponento; y 2.®, el que proceda de los dos 
términos en que la misma letra lo tuviere menor ; porque el 1.® ten
drá esa letra con mayor exponente que los demás , y el 2.® con me
nor que los demás, y ni uno n i  otro admiten reducción.

4. " Si en un producto no hay términos semejantes, constará de 
tantos términos como sea el número de términos del multiplicando 
multiplicado por el del multiplicador ; esto es evidente.

DIVISION.
lO. Empecemos por el caso más sencillo. Propongámonos divi

dir un monomio por otro, por ejemplo, 24ri^í’c por
Para determinar el tercer monomio que multiplicado por Zab 

produzca 24ft^áV, hay que tener presente la manera deformar el 
producto de dos monomios, y de ahí deducir la manera de obtener 
el cociente.
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En cuanto á signos, el cociente que buscamos tendrá -|- ; porque 
este es el signo que, combinado por multiplicación con el +  del di
visor, puede dar el del dividendo ; luego para casos iguales..... +
por + ,  da +  al cociente.

En cuanto á coeficiente, este ha de ser tal que multiplicado por 3 
dé 24 : pues recíprocamente, el cociente dé dividir 24 por 3, será el 
coeficiente del cociente.

Las letras comunes al dividendo y divisor tendrán en el cociente 
un exponente tal que, sumado con el que tengan en el divisor, den 
el que tengan en el dividendo : luego el exponente que tengan en el 
cociente será igual á la diferencia de los exponentes que tengan en 
el dividendo y en el divisor.

En cuanto á las letras no comunes, claro es que han de entrar 
en el cociente con el mismo exponente que tengan en el divi
dendo.

24a*b*c
Asi, pues, 24(í*¿V : Sab, ó lo que es lo mismo —  =  8a’6c.

Si continuando positivo el dividendo, fuese negativo el divisor, 
el cociente tendrá el signo —, que es el que combinado por multi
plicación con el — del divisor puede dar el 4- del dividendo :

Luego para casos iguales.....  +  por — , da — al cociente.
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18ab*c
-^6b“ s=: — 3abc.

Si el dividendo es negativo y el divisor positivo, el cociente ten
drá el signo —, que es el que combinado por multiplicación con el 
-j- del divisor, puede dar el — del dividendo :

Luego para casos iguales.....  — por -j-, da — al cociente.

— 32ab*c , , j  — „ — 4b*c.8ab

Por último, si dividendo y divisor son ámbos negativos, el co
ciente tendrá el signo H-, que es el que combinado por multiplica
ción con el — del divisor puede dar el — del dividendo :

Luego para casos iguales.....— por —, da 4- al cociente.

— 45a*b*c
— 9abc =  5ab.

Luego, para dividir un monomio por otro monomio, se divide el



coerciente del dividendo por el del divisor, y el cociente será el coe
ficiente del monomio cociente : las letras comunes se escriben en el 
cociente con un esponente que sea la diferencia de los dos exponentes 
que tengan en el dividendo y  divisor ; las letras comunes y  con expo • 
nenies iguales se omiten en el cociente ; y las que solamente entren 
en el dividendo se escribirán en el cociente con el mismo exponente 
que tuvieren. Y respecto á sig-iios : signos igaales dan +  para el co
ciente , y signos contrarios dan —.Corolario. De lo expuesto se deduce, que la división de un mo
nomio por otro no es posible ; 1.®, si el coeficiente del dividendo no 
es exactamente divisible por el del divisor ; 2.°, si alguna letra co
mún tuviere mayor exponente en el divisor que en el dividendo ; y
S.**, si en el divisor entra alguna letra que no entre en el dividendo. 
Siempre que ocurran estas circunstancias, ó' dos, ó una, la división 
es imposible, y queda indicada bajo la forma de monomio fracciona
rio^ que se simplifica, si se puede.
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18â 6
I6ab
18abc

9a*
''~S

be
— 36a’m —2a*m
7abV 1

—21a*6*c*mn — 3acmn

factor común 2aó.

factor común 18a.

factor común 7a6*c*.

E scolio. En la division de un monomio por otro monomio, .sea exacta ó inexacta, el grado de dimensiones del cociente es igual al grado del dividendo ménos el del divisor.
Asi , es do tercer grado, y de mdnos de tercer grado.

Pasemos á la division de un polinomio por un monomio.
Para dividir un polinomio por un monomio, se divide cada 

término del polinomio por el monomio, siguiendo la regla dada para 
la division de monomios.

EJEMPLO :

12a*6* — 10a*6*c -f- 8a*b — 6a*bV2a*6 =  6ab — 56c -f- 4 —36*c.E scolio. Para que en este caso, poco frecuente, se obtenga co
ciente exacto, es necesario que cada término del polinomio dividen-



do sea exactamente divisible por el monomio divisor. Y si esto último 
no sucede, puede ponerse alguno de los cocientes parciales bajo la 
forma de monomio fraccionario, si se quiere : y si no se quiere, se 
deja indicada la division.

p 12a’b*-10a^b*c- l , ,  1Ejemplo: -------------— ------------  — Ga*5 — 5abc— ;2ab 2ab
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ó bien 12a®b® —10a»b*c— 1 
2ab

L
Otro. También puede ocurrir que no siendo exactamente divisi

bles todos los términos del polinomio por el monomio divisor, ten
gan sin embargo éste y cada uno de aquéllos algún factor común 
que permita poner la división indicada bajo forma más sencilla.

Ejemplo : 4abc — 10a*b*c — a 
2â b̂ : como a es común al primero

del dividendo y al divisor, al segundo y al divisor, y al tercero y al 
divisor, la división indicada puede quedar bajo la forma siguiente :

4bc — 10ab*c — 1
2a*b®

De otro modo : a es factor de todos los términos del dividendo, y 
por consiguiente de éste : también lo es del divisor ; luego dividien
do los dos términos de la división por a, la división indicada queda
rá bajo una forma más sencilla.

IS . Vamos á dividir un polinomio por otro polinomio : á dividir 
por ejemplo, H- -h 5* +  por 5" +  +  2aó.

Como todos los términos del dividendo no se han de dividir á la 
vez por todos los del divisor , la primera dificultad que se presenta 
para encontrar la expresión algebráica que , multiplicada por el divi
sor, produzca el dividendo, es saber qué término del dividendo se 
ha de dividir por cuál del divisor , puesto que un producto se compo
ne en general de los productos parciales amalgamados entre sí por la 
reducción de términos semejantes. Pero esta dificultad desaparece 
con sólo recordar (15,3.*) que hay en todo producto dos términos, 
por lo ménos, que no admiten reducción con los demás. Luego si di
vidimos el término del dividendo en que la letra a, por ejemplo, ten
ga mayor exponente por el término del divisor en que esa misma le
tra esté con mayor exponente , estarémos seguros de obtener un tér-
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mino del cociente. Y esto es lo que significa ordenar prèviamente 
los polinomios para empezar la división.

a" 4- 3a*ó -j- 3aó> 5® I a* +  2ab +  b'
—a’ — 2a*b — ab’ a u. h------------

a*b” +  2ab* +"b^ "
— a*b — 2ab* — b®

Determinado el primer término del cociente , se multiplica por a 
el divisor, y el producto se resta del dividendo total (que contiene 
todos los productos del divisor por cada término del cociente, suma
dos entre sí), á fin de descartar de éste lo que contenga procedente 
del divisor multiplicado por el primer término del cociente. Hechas 
la multiplicación, sustracción y reducción como ahí se ven, se hacen 
sobre el resto -f- ahora dividendo parcial, las consi
deraciones anteriores, y dirémos : partido por da -h í  para
el cociente.

Obtenido el segundo término +  ò del cociente , se multiplica por 
el divisor, y restando del dividendo el producto parcial, nos encon
tramos con un resto cero: prueba de que la division es exacta.

Luego, para dividir impolinomio por otro polinomio se ordenan 
dividendo y divisor respecto de %na misma letra : se divide el primer 
término del dividendo por el primero del divisor, y el cociente que s^ 
obtenga sera el primer término del cociente total. Se multiplica el di
visor por el primer término del cociente, y  el producto se resta del di
videndo: se divide el primer término del resto por el primero del divi
sor , y se tendrá el segundo término del cociente. Se multiplica el di
visor por el segundo término del cociente, y el producto se resta del 
resto anterior: se divide el primer término del segundo resto por el 

primero del divisor , y se tendrá el tercer término del cociente que se 
busca Y  asi se continúa hasta obtener un resto cero (como en el ejem
plo anterior), ó hasta que alguna division parcial sea imposible,

OBSERVACIONES.

1».  1.‘ Si se ordenan los polinomios éntes de empezar la ope
ración , es por comodidad y claridad. Por lo demás , puede verificar
se cada división parcial sin que estén ordenados, con tal que. se di
vida el término del dividendo en que cierta letra tenga mayor expo
nente por el término del divisor en que esté la misma letra con ma
yor exponente.



2. * Si ordenamos siempre de mayor á menor, es porque la expe
riencia nos ha demostrado que de esa manera lo entienden mejor los 
principiantes, y hay méuos peligro á equivocaciones; como que en 
la observación anterior hemos hecho caso omiso de los términos en 
que la letra tuviere menor exponente, y puede hacerse, sin embar
go , con ellos la división.

3. ‘ Tiene un carácter de generalidad tal el Álgebra , que, des
pués de una división parcial, pueden ordenarse los polinomios res
pecto de otra letra cualquiera. Y si no se hace, es por no perder tiem
po en operaciones de lujo : basta con apuntarlo aquí.

4. '‘ Si la operación comienza y sigue hasta el fin con los polino
mios ordenados respecto de cierta letra, el cociente, es claro, saldrá 
ordenado respecto de la misma letra.

5. ‘ Como motivo de curiosidad, y nada más, pueden los alum
nos, después de ordenados los polinomios, dividir el último déla 
derecha del dividendo por el último de la derecha del divisor, por
que esto equivaldría á considerarlos ordenados de menor á mayor.

6. * Las sustracciones necesarias que hemos verificado en el ejem
plo precedente, pueden hacerse sin necesidad de escribir el sustraen- 
do , análogamente á lo que hicimos en Aritmética (3íí y 4«).

7. ® Si en una división exacta loa polinomios son ambos respecti
vamente homogéneos, el cociente será también homogéneo y de un 
grado igual al del dividendo ménos el del divisor.

8. ® Por lo demás, la división no es posible desde que el primer 
término de cualquier dividendo parcial no es divisible por el pri
mer término del divisor.

®0. Puede suceder que uno de los dos polinomios, 6 ambos, ten
gan muchos términos con la letra ordenatriz elevada á la misma po
tencia.

Sea por ejemplo dividir 10a* Wa^b — 15aV -i- ‘óab  ̂— \^abc 
— hb'C 15íc' por Sti’ H- ‘óab — hbc.

En los términos 2.“ y 3.“ entra la a con el mismo expouente, y 
pueden disponerse de esta manera :

1S5

{llá— 15c)«*, 6 de esta UbW  
— 15c

:«5, i.')

Según la primera forma se corre el riesgo indicado {II, Esc. 3 . .  
Por eso se prefiere la segunda , y .se llama coeficiente de «* á lo que 
está multiplicando á «*: lo mismo sucede respecto de los término.s 
4." y 5.* con a.
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La Operación se dispone asi :

10a" +  lló  
— 15c 
- 6 6

a*-h 3b* 
— 19bc 
4-lObc

a — 5b*c -í- 15bc*

'■ resto. 4- 56 a*H-3b‘ a — 5b*c H- 15bc’
— 15c — 9bc . -f- 5bc* — 156c*
— 5b — 3b*
+  15c +  9bc

I 5<g* +  3aò — 5bc, 
2a —f— 6 — 3c.

2.'* resto.

Ydirémos; 10«̂  partido por da 2« al cociente.
Se multiplica el divisor por "Ha , diciendo:

por son 10íí% para restar, son — que no hay ne
cesidad de escribir, puesto que se destruye con -j- 10<̂  ̂ del dividen
do; y se continua: Zah por 2a, son 'óa^b, que para restar se escri
be con sig*no — debajo del término que tiene íí“; y se continúa :

— tybc por 2«, son — lOabc, que para restar se escribe con sig
no -(- debajo del término que tieue a.

Después de hecha la reducción de términos semejantes , dividiré- 
mos el primer término del resto por el primero del divisor diciendo : 

^a^b — 15ít*c partido por da para el cociente, b — Zc.
5«* por {b — Zc), son ha^b — 15ííV, que se escriben con signos 

contrarios para restar, debajo del término que tiene
Zab por [b— 3c), son Zab̂  — 9«5c, que se escriben con signos 

contrarios para restar, debajo del término que tiene a.
Por último, — obc por [b — 3c), son — 5¿“c -t- lobc^, que se 

escriben con signos contrarios para restar , debajo de los términos 
que por no tener la letra a, se llaman independientes de a.

Conviene advertir que en este ejemplo tan sencillo, el primer tér
mino del jirimer resto ha sido un binomio : en otro ejemplo será un 
polinomio, y polinomio será el segundo cociente parcial. Por consi
guiente, esa división parcial y la multiplicación subsiguiente, son 
operaciones que deben hacerse por separado, aunque trayendo los 
resultados después á la operación principal.

21. Cuando el dividendo contiene alguna letra que no entra en 
el divisor, respecto de la cual éste se llama independiente, en este 
caso, en vez de ordenarlos polinomios respecto de alguna letra co
mún, se ordena el dividendo respecto de la letra indicada, bajo la 
forma de paréntesis ; y para ^ue sea exactamente divisible el primer 
polinomio por el segnndo, es necesario qnecada uno de los llamados 
coeficientes de las diferentes potencias de esa letra en el dividendo, 
sea exacHmente divisible por el divisor. Y estas diferentes potencias



de esa letra, tendrán en el cociente por coeficientes los respectivos 
cocientes de los coeficientes del dividendo por el divisor.

S®. Hay un caso tan notable en la división algebráica, que por 
lo mucho que juega en los cálculos se ha hecho de él una especie de 
teorema,; y  es de gran interés el darlo á conocer, asi como el medio 
de demostración que hemos de emplear.

Hemos visto (I4 , ejemplos) que (a, b) X {a — b) dió por pro
ducto • y recíprocamente, a* — dividido por a — b dará
por cociente a~^b.

Si además se divide por a ~ b ,  se obtiene por cociente
exacto ab

Si todavía se divide — b'"\)ova — b, se obtiene por cociente 
exacto a^b +  ab"̂  -j- ¿b

— 5* partido por a — b, daría por cociente exacto íí* +  (í’í 
+  aP +  b'", y  así sucesivamente hasta concluir, por analo

gía, que el cociente será exacto cualesquiera que sean los exponen
tes iguales de a y  b.

Vamos á demostrarlo de modo que la certidumbre sea más vigo
rosa que la adquirida por la analogía.

Para ello dividamos í?“ — por a — b.
Disposición de la operación :

187

primer resto.. . 
ó bien................

am — 5m
—  a " ' H- a “ “ ‘ b
am->{) — {jm
5 (am->— b®-‘)

a — b
a  m—«

Ahora bien ; si se admite que a ^ ~ '  — b ^~   ̂ sea exactamente 
divisible por a—b, también lo será a'^ — b^ que es el caso propues
to. Lo que nos dice, que si la diferencia de las potencias semejantes 
y d e  un grado cualquiera, de dos cantidades es exacta- 
mente.divisible por la diferencia de estas mismas cantidades, la di
ferencia de las potencias de im grado mas también lo sera. Pero
g i    3̂   3̂

da un cociente exacto é igual á « ¿ : luego------ r- dará una — o a — o
cociente exacto igual ka^ -\-ab-\~ y así sucesivamente hasta que, 

_ 1)01
en general,------- j— dé un cociente exacto de la forma

el Ü

La exactitud del teorema se confirma multiplicando este cociente



por « -  b; pues se ve que el primer término, por ejemplo, multipli
cado por — ¿ se destruye con el segundo multiplicado por a , y así 
de los demás, excepto oF̂  y h'  ̂que no admiten reducción con otros.

M á x im o  co m ú n  d iv is o r  e le m e n ta l  a lg e b r á ic o .
2 3 . Vamos á explicar sucintamente, siguiendo á M. Bourdon, 

el máximo comnn dixisor algebraico^ que podemos llamar 
porque está basado exclusivamente sobre los principios demostrados 
en Aritmética acerca de este asunto ; quede para otro libro y lugar 
su teoría completa.

Se llama máximo comim divisor de dos polinomios, el polinomio 
mayor respecto de exponentos y coeficiente?, que divide exactamen
te á los dos polinomios propuestos.

Sea, por ejemplo, hallar el m. c. d. de los polinomios

15a* H- Wa*b ~h 4a*6® -f- 6â 6* — 3ab* 
y 12a*ÍJ* -h 38a’b* ~h 16a6* —106®.

Pero observando que el primer polinomio tiene un factor a que 
no entra en el segundo, y que éste tiene un factor 2b̂  que no entra 
en el primero, uno y otro pueden suprimirse porque no forman par
te del m. c. d. pedido, y plantearémos la operación con los polino
mios despojados de dichos factores, en la forma siguiente :

15a* H- lOa^b H- 4a*6® -f- 6a6* — 36* | 6a® -f- 19a*6 -h 8ab’ — 56*.

Ahora se nos ofrece la dificultad de que, ordenados los poli
nomios respecto de la letra a, el coeficiente del primer término del 
dividendo no es exactamente divisible por el coeficiente del primer 
término del divisor; dificultad que se salva multiplicando todos los 
términos del dividendo por el coeficiente 6 del primer término del 
divisor, lo cual es lícito por no ser el 6 factor de todos los términos 
de éste. Y como el primer término del dividendo tiene la letra íz con 
un exponente mayor en una unidad que el de la misma letra en el 
primer término del divisor, habrá además de la división iniciada, 
otra relativa á exponentes iguales para la misma letra a : hé ahí la 
razón por qué en vez de multiplicar todos los términos del dividendo 
por 6, se multiplican en este caso y análogos por 6*, y si la diferen
cia de los exponentes de « fuese 2 , por el cubo de 6, y así sucesiva
mente. Adoptando esta regla en principio, se la sujeta, no obstante, 
á modificaciones que ni se deben ni se pueden olvidar.
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Kn el presente ejemplo, tienen los coeficientes 15 y 6 el factor 
común 3 : luego bastará multiplicar por 2 (en vez de 6) los términos 
del dividendo para liacer posible la division ; y esto, lo repetimos, 
por no ser 2 factor de todos los términos del polinomio divisor. Más 
aún, atentos á la última consideración expuesta, en vez de multi
plicar por 2, multiplicarémos por su cuadrado 4 los términos del di
videndo , y presentaremos la operación :
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60a* H- 40a*b-[- 16a®b* 
—60a* —190a’b — 80a*b*'

24ab’— 12b*|_6^ 
50ab®

19a*b +  8ab‘ — 5b‘
10a, — 25b

— 150a’b — 64a®b*-f- 74ab®—12b* .primer resto parcial.
H- 150a^b -h  475a^b"-f-200ab^—125b*

prim er resto p ra l.. 411a*b*-i-274ab*—137b* 
ó bien... 137b*(3a*-í-2ab—b*)

Al llegar la operación á este punto, observemos que en el segun
do resto está la letra a con menor exponente que en el divisor : por 
eso pasa á ser divisor, y por eso se le llama res¿o principal.

Pero no pasa á ser divisor tal y como aparece, sino despojado del 
factor 1375* común á sus tres términos, que por otra parte no es fac
tor del divisor que pasa á ser dividendo ; pues si lo fuera también de 
éste, se sacaría de ambos polinomios. para reservarlo como parte del 
m. c. d. que se busca.

Continuación de la operación ;

6a*-hl9a*b-h8ab* — 5b* 
— 6a*— 4a*b-t-2ab*

15a*b-hl0ab* — 5b* 
— 10ab*H-5b*

[ 3a» -f- 2ab — b* 
2a -+- 5b

Luego, .3«* 2ah — 5* es el m. c. d. pedido.

Con efecto: 15a* -1-  10a*b -h  4a*b* -f- 6a*b* — 3ab* i 3a* -4-  2 a b  b*
-  -  10a*b -h  5a*b*_______________ 5a* 4 - 3ab*--------- -

9a*b*H-6a*b* — 3ab*
— 9a*b* — 6a*b* -f- 3ab*

0
y además 12a*b* H- 38a*b* 16ab* — 10b* f 3a* H- 2ab

— 1 2 a*b*— -u - ,  . . .  ...
b»

8a  b* -J- 4ab*
* 30a*b* -H 20ab* — lUb* 

_ 3 0 a ’b* — 2 0a b * - i- 1 0 b‘ 
0

4ab»-j-10b*



Y los cocientes y -}- son primos entre sí:
luego por segunda vez afirmaremos que 3«* -j- 2ab — es el máxi
mo común divisor de los dos polinomios propuestos.

OBSERVACIONES.

1.® Como para hacer posible la primera y segunda división 
parcial, se multiplicaron los términos del dividendo por el cuadrado 
de 2, se pone una coma entre los dos cocientes parciales para signi
ficar de esa manera que no están ligados por las relaciones de los co
cientes parciales de la división algebráica propiamente dicha.

2. ® La supresión del factor monomio de un polinomio, que no lo 
es del otro, es íiecesaria ; pues de no hacerla , resultaría el máximo 
coman divisor aumentado en dicho factor, habiendo de introducirlo 
en un dividendo de una de las divisiones subsiguientes para hacer 
ésta ó éstas posibles.

3. ® Hay multitud de casos que se ofrecen y resuelven con ménos 
dificultades que el ejemplo elegido, y áun sin ninguna; pero hace
mos caso omiso de ellos, en obsequio de la brevedad.

‘̂ 5 . Luego , regla ; para hallar el máximo coman divisor de dos 
polinomios i se ordenan respecto de ana misma letra y  se saprime en 
cada ano de ellos el factor coman á todos sas términos î ae no lo sea 
de los del otro polinomio. S i los dos polinomios propuestos tienen algan 
factor coman., se saprime en ambos, y se reserva para multiplicarle 
por el m. c. d. que se obtenga, y  el producto sera el m. c. d. verdade
ro. Se divide el polinomio en que la letra ordenatriz tenga mayor ex
ponente por el otro polinomio ̂  haciendo las preparaciones convenien
tes., si fuere necesario , para que el primer término del dividendo sea 
exactamente divisible por el primero del divisor’, esta división se con
tinua hasta obtener un resto en que la letra ordenatriz tenga menor 
exponente que en el divisor. En esta situación, y después de hechas 
las supresiones de factores comunes de que hemos hallado mas arriba, 
si los hubiere, se toma el divisor por dividendo, y  ese resto por divi
sor, y se continua la operación hasta obtener un resto cero, y  en este 
caso el último divisor es el máximo común divisor, ó hasta obtener 
un resto independiente de la letra ordenatriz, en cuyo caso los poli
nomios propuestos son primos entre si, á ménos que tengan algún 
factor común independiente de dicha letra y que no se vió al empezar 
la operación.
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E x p r e s io n e s  a lg e b r á -ic a s  d e fo r m a  fr a c c io n a r ia .

Los quebrados literales tienen la misma acepción que los 
numéricos : unas veces representan el cociente.indicado del nume
rador partido por el denominador (lO, Cor.); otras pueden ser consi
derados como una colección de unidades fraccionarias iguales.

Asi, por ejemplo , el quebrado literal puede ser considerado

como el cociente indicado de íí partido por i.
Y puede ser considerado como indicación de que la unidad lia 

sido dividida en un número b de partes iguales, de las que el quebra
do contiene ó vale un número a : en este caso la unidad fraccionaria 

1
será , y el quebrado es una colección de un número a de uuida-

des fraccionarias , iguales entre s í , é iguales á

No participamos de la opinión de los que creen que en la ense- 
Hanza del Álgebra puede hacerse caso omiso de las operaciones re
lativas á los quebrados literales. Al contrario , la experiencia nos ha 
ensenado cuán útiles son á los alumnos los cálculos sobre expresio
nes de esta forma, que, de.spuesde todo, les sirven de confirmación, 
de medio de generalización y hasta de repaso de lo que ántes apren
dieron.

Pero ántes de ocuparnos de las operaciones sobre los quebrados 
literales, dírémosalgo acerca de las dos transformaciones prévias 
que hay que conocer :

‘í T. L* Para que los quebrados literales admi
tan simplificación, es necesario que ambos términos tengan algún 
factor común, ya sea numérico , ya sea literal, ya sea numérico y 
literal á la vez. Y suprimido que sea , esto es, dividiendo los dos 
términos por el factor común que hubiere , queda hecha la simplifi
cación.

Aunque ya hemos hablado de esto flO , Cor.) con motivo de la 
imposibilidad que suele ocurrir de dividir algún monomio por otro,

presentaremos el nuevo ejemplo, 8a=‘b*
512a*b’c

Es tan sencillo este ejemplo, que á primera vista se conoce que 
el factor común á los dos términos del quebrado es , esto es, ê  
numerador mismo. Y diremos, partido por , da 1 que
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se pone por numerador: 512f?‘'á“t; partido por , da 64̂ ac : y  teii- 

8a’6* 1drémos por último

Sea por segundo ejemplo,

512a*6*c 64ac

n“ — 3n2 4- 3n — 1
6n® — 10n*-h 5n— 1‘

Si se quiere simplificar este quebrado , que ya no es tan sencillo 
como el anterior , se determina el m. c. d. de sus dos términos, se
gún hemos dicho (35). Y averiguado que es igual k {n, — 1) , se di
viden por é l, numerador y denominador, y los cocientes respectivos 
serán los términos del quebrado simplificado. A sí, tendrémos :

n* — 3n* -I- 3n — 1 n* — 2n -f-1

Otro :

6n* ~  lOn’ -I- 5n —. 1 

a’ — 6’ ía 4-

6n* — 4n 4- 1 

b) (a — b] a — b
a* 4- 2ab 4- b* (a 4- b) (a 4- b)

2.‘ Reducción aun común denominador. La regla general 
consiste en multiplicar los dos términos de cada quebrado por el pro
ducto de los denominadores de los demás.

Así: a m X any bmy bnx
b ’ n ' y “ bny ’ bny ’ bny ' ^

m n am'— bm an 4- bn
a 4~ b ’ a -  b a* -  b* ’ a* — b*

Pero si los denominadores tienen factores comunes, se hace uso 
del m. m. c . ; con lo que se obtiene economía de tiempo y de traba
jo, y se presentan los quebrados bajo la forma más simple posible.

El m. m. c. puede ser un monomio, ó un polinomio ; pero siem
pre compuesto del m. m. c. de los coeficientes de las expresiones á 
que se refiera, seguido de las diferentes letras que entren en ellas, 
cada una con el mayor exponente que tenga.

Así, 3ab* m 1
..... m. m. c. =4ab*c’ 8a*b ’ 3a’b*

24a'^Re partido por cada denominador da 6a, 3¿V, Y muí-

I
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tiplicados los dos términos de cada quebrado por el cociente respec
tivo, tendrémos:

3ab*xüa m x3b*c l x 86*c 18a*b* 3b*cm 86 ĉ
4ab“c x (ia  ’ 8a*6x3í)*c’ 3a*f)* x  86'̂ c 24a*6“c ’ 24a*b“c' 24â 'b*c‘

ADICION.

E je m p l o s . 1.“ a c d
b “̂  b

k'k 0 a m anZ. ——j-----
b. n bn

3 / ma H-------n
a

= T  +

a -4“ c -(- d : .

bm _  an H- b?n 
bn bn

m
n

an m an -f- m
n n

En este último ejemplo puede darse el enunciado, diciendo ; Sfu- 
mar un entero con un quebrado, ó bien reducir un entero à la espe
cie de quebrado que le acompaña, ó bien reducir un número mixto à
quebrado. De suerte que tres enunciados distintos, y  un solo 
concepto.

4.‘ m— H- a =  - - 4-  - 1  — J1_L. an _  w H- an 
^ n ~ ^ i n  n  '

m

Este resultado es igual al anterior, porque en la adición elórden 
(te los sumandos no altera la suma.

Escolio. Un número mixto representa en Aritmética (sin nece- 
.sidad de interpolar el signo H- entre el entero y el quebrado) la adi
ción indicada del entero con el quebrado. A.sí, lo mismo es escribir

3 —r  que escribir 3 -f-  ̂ 4
Pero en Álsebea no puede prescindiree de poner el signo +  en

tre el entero j  el quebrado ; pues, como los términos son literales 
SI no se pusiera el signo -I- , se entenderla (-i, 4.”) que estaban muÚ

tiplicados, y no liabria tal número mixto, A.si, m f -  „o representa

un número mixto, sino el producto de m por ; el número mixto 
aes asi : 4. 13



30. E je m p l o s .

SUSTRACCION.
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. o ^ ___£ a — c
■ b b b " ‘

2 o ^  m _  an bm
b n bn bn

an — bm 
bn

3.“ m a m an m an — m
n 1 n n n n

4." m m a m an m — an
n n T ~ n n —

n

Conviene fijar bien la atención del estudiante en estos dos últimos 
ejemplos, que ofrecen resultados tan distintos, á diferencia délo 
que vimos en la adicioíi en casos análof^os ; porque allí puede inver
tirse el órden de los siívidTidos, y en la sus¿TñCCÍon no pueden cam
biar de funciones mùmendo y sustraendo.

MULTIPLÍCAOION.

31. E je m p l o s . 1.“ a m am
b n bn

Ci 0 a am
~ 1 7 ‘

ii Ik a am3. n? X - b ~ T '

También se obtienen resultados iguales en estos dos últimos 
ejemplos, porque %n producto no varia cualquiera que sea el órden 
de sus factores.

DIVISION.

3 3 .  E je m p l o s . 1." ii
~-r- t

m  an
b n  ~ ~ b7n '

2.® a • am  =  — .

O 0

6 bm 

a bm3. m  X
h a '
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Conviene fijar bien la atención dcl estudiante en estos dos últi
mos ejemplos que ofrecen resultados tan distintos, á diferencia de 
lo que vimos en la miltiplicacion en casos análogos ; porque allí 
puede invertirse el órden de los factores, y en la división no pueden 
cambiar de funciones dividendo y divisor.

Escolio. Es bueno no olvidar, que si en un cálculo entran dos 
quebrados sumándose uno con otro, ó restándose uno de otro , como

-h — , ó bien —  n ’ tanto que no se verifique la operación,
dichos quebrados determinan un Hnomio: miéntras que, si fuesen 
ligados por el signo X, ó bien por dichos quebrados no determi
narían después ni ántes de la operación más que un monomio. Lo 
mismo se entenderá para tres ó más quebrados.

Otro. Sise tienen tres ó más quebrados de igual denominador 
y signos contrarios, pueden reunirse en un solo quebrado, poniendo 
por numerador la rennion algelraica de los numeradores, con los 
signos que tengan; se hace después la reducción de términos seme
jantes, si los hay, y por denominador .se pone el denominador 
común.

19.")

Ejemplo : 3a‘ó’___ 5a*b*_8a"b*
m ra m m m m m

3aV)»H-l —26 —1 -h5a*6‘ —8a^b*-f-36 b

2 b 
m

1
m

5a*b*
m

m m

S i los quebrados no tienen igual denominador, se reducen d él, y 
estamos en el caso precedente.
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(CAPITULO IL

PotciioSa« y  ■ »aíce.s de la« e xp re sio n c«  a lgeb ra ica « .

POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.

a s .  Se^un la reg-la dada (13) para la multiplicación de los mo
nomios , tendrémos; — x  —

—2aWc X  ~%(C-¥c X  —2aWc..............=
Zaĥ  X  3íí¿2 X  3(Z¿' X  X  3«̂  ̂_  243a'¿‘ “.

Pero según la idea que de las potencias tenemos, el primero de 
estos productos es el cuadradlo del monomio —3íí¿*c* , el segundo es 
el cul)o de —2cL̂ h'̂ c y  el tercero es la qninta potencia de 3/z¿* : luego 
un monomio se eleoa á una potencia cualquieva, elevando el coefi
ciente á la misma potencia y multiplicando los exponentes de las le
tras por el de la potencia.

De la misma regla para multiplicar se deduce que ;
Si el monomio es positivo , positivas serán también todas sus po

tencias.
Si el monomio es negativo , serán positivas sus potencias de gra

do par, y negativas las de grado impar.
De otro modo : las i)otencias de grado par , tanto de una cantidad 

positiva como de una negativa, son siempre positivas, y las de 
grado impar llevan el signo de su raiz.

Las potencias de un monomio son otro monomio.
Corolario. Un monomio fraccionario se eleva á una potencia, 

elevando sus dos términos.

Asi / 3aJ^y _  3a6^ 
\4aN)*c/ "■ 4a®5’.

3ab*
4a®5’c ^  4a*b̂ c ^  4a*b*c

3ab* _  (3ab*}
(4a®b®c)̂

27a’b“

Puesto que y (7a*d̂ c)'̂  =  7"a2xn¿3xn¿.n . y
supuesto también que el coeficiente de la raíz de un monomio lia de 
ser tal que , elevado á la potencia de igual grado que el de la raiz 
que se intente extraer, produzca el coeficiente del monomio dado, 
y que los exponentes de las letras han de ser tales que, multiplicados 
por el indice del radical, restablézcanlos que respectivamente tuvie
ren en el monomio dado; en esta atención



PdTCL extraer una raíz cualquiera de un 'monomio, se extrae la raíz de igual grado del eoeficieute , y se dividen los exponentes de las letras por el índice del radical.
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Así \ j =  áz ksh'\ \''8a®b* =  2a*í); \/— 64a'’b='=  —4ab.En cuanto á signos , y atendiendo á lo establecido para la formación de potencias, dirémos : S i el indice del radical es de grado 
par , la raíz tendrá el doble signo z t:\ sie l indice es de grado impar, la raíz tendrá e l mismo que la potencia.Cuando se proponga ú ocurra extraer una raíz de grado p a r , de una cantidad negativa , la operación es imposible.

3 5 . Y  las raíces de grado par de cantidades negativas es lo que se l l a m a  EXPRiísiONiís imaüinarias : no porque tengan nada común con la facultad psicológica llamada imaginación, sino porque no formando parte de la cantidad finita, su existencia es ideal, por más que entren en los cálculos, como verémos más adelante, para el mejor conocimiento de esta cantidad j llamándose en Álgebra , por oposición , CANTIDADES REALES las que ni son ni se componen de ex-  PRESIONB.S IMAGINARIAS.C orolario. Para extraer una raíz cualquiera de un monomio 
fraccionario, se extrae la raíz de sus dos términos.

Asi Vi27a’ í)®C4a*b®c’ _  V' 27a=b'' _  3a6‘

E scolio. La raíz no será exacta : 1.“ si el coeficiente del monomio no es potencia perfecta de un grado igual al que tenga el indice de la raíz ; 2.“ si uno ó más de los exponentes de las letras no fueren exactamente divisibles por el índice del radical.Siempre ‘que se verifiquen estas dos circunstancias , 6 una sola, la operación quedará indicada , salvas las transformaciones que, si es posible, se hace sufrir á esas expresiones llamadas radicales, según tendrémos ocasión de exponer más adelante.\/Í2a*; \Zr6ó^; \/15í? c , por ejemplo, son llamados radicales de- 
segundo grado. En el primero no es cuadrado perfecto el coeficiente; en el segundo no es divisible por el índice 2 el exponente de la letra, y en el tercero concurren ambas circunstancias.E scolio 2.° Las raíces todas de un monomio son otro monomio 
racional, irracional ó imaginario.
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C u a d r a d o  y  r u lz  c u a d r a d a  d e  lo s  p o lin o m io s .

3 6 . Darémos principio á este asunto procurando descubrir la 
ley deformación del cuadrado de los polinomios.

Pero conocemos ya la ley de formación del cuadrado +  %ab 
del binomio a +b (ftl, primer ejemplo).

Veamos si se verifica respecto de un trinomio cualquiera aA-b-^-c.
Representemos la suma a-\-b por s , y el trinomio propuesto se 

habrá transformado en el binomio í  -f-c , de suerte que podrémos 
escribir [a-^b ^  c f  =  (s c f  =  s* ~i- 2sc +

Y como s ~ { a b y - = a ^ +  2 a b b \  y2 sc~ 2 c{a -í-b ) =  
2ac -h 2bc , sustituyendo convenientemente, tenemos

{a b +  cy =  a'^-i- 2ab -V 2ac +  2hc +

Lo que nos dice que: el cuadrado de un trimonio se compone de 
la suma de los cuadrados de los tres términos, y de los dobles produc
tos de estos términos multiplicados dos á dos. Lueg“o la ley se verifi
ca para un trimonio.

Para asegurarnos ahora de que se verifica para todo polimonio, 
supongamos que ha tenido lugar para un polinomio de un número 
cualquiera de términos , y veamos si se verifica para el mismo poli
nomio aumentado en un término.

Sea el polinomio general a b c -h d +  e f  +  z u 
en el cual suponemos que se verifica la ley , y veamos si, añadién
dole el término t, se verifica también en el nuevo

a -h b - i-c - i-d -k -e  - h / + ...........-í- -f w +

Si representamos por s la suma de todos los términos del polino
mio primitivo, el nuevo polinomio tomará la forma de í  -j- t, 
ó bien [s y poniendo por s lo que s está re
presentando , { s - ^ ty = { a  +  b -h c +  . . . - h z  +  uY~h2t{a-\-b-\~c  
• i -... Z u) .

Interpretemos lo que hay en el segundo miembro de esta igual
dad, que es donde está el cuadrado del nuevo polinomio cuya indica
ción constituye el primer miembro. Pues bien, en el segundo miem
bro hay tres partes : la primera contiene (por la hipótesis) los cuadra
dos de los términos delptrimer polinomio y los dobles productos de es
tos términos multiplicados dos á dos : la segunda contiene los dobles 
productos de los términos del primer polinomio 2)ov el nuevo término 
l: la tercera parte, por último, es el cuadrado de este término t  Lue-
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go la ley se verifica también para el nuevo polinomio. Pero ántes se 
había verificado para un trinomio : lueg'o también se verificará para 
un polinomio de cuatro términos,-y por consiguiente para uno de 
cinco y para uno de seis, etc. Luego la ley es general.

Esta ley puede enunciarse asi: el cuadrado de un polinomio se 
compone del cuadrado del primer término y más el doMe producto del 
primero por el segundo, más el cuadrado del segundo , más los dobles 
productos de cada uno de los dos primeros ymr el tercero , más el 
cuadrado del tercero y más los dobles productos de cada uno de los 
tres primeros por el cuarto, más el cuadrado del cuarto, y asi su
cesivamente.E jemplo : f5a*í» — 4abc 66c“ — 3a*c)® — 25a*ó* — 4Ua®b*c -h  16 +  6üa*b*c® — 48ab®ĉ  -f- 36b*c* — 30a'*óc -h  24a^bc* — 3Ga*bc® -h 9a l. 25a*b° — 40a®b®c +  76a*b*c® — 48ab“ĉ  -h  36b®c* — 30a*bc H- 24a*bc'

36a*bc® H- 9aV
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16a*b*c 
c‘ =

Apoyados en la ley de formación del cuadrado de un poli
nomio, veamos de deducir el modo de extraer la raiz cuadrada de un 
polinomio cualquiera. Sea por ejemplo

V/25a*b*—40a=‘b*c-h76a*b*c*—48ab"c=‘+36b*c*—30a*bc-i-24a’bc*—36a*bc*-{- 9a*c*:=5a»b
— 25;Pb"+40a=b*c — 16a*bV. 10a*b

l.M resto.

2.® resto.

3.f‘ resto

60a-b*c*—48ab*c’+36b*c*- 30a*bo4-24a*bc*—36a*bc=' -l-9a^c* 
— 6Üa“b“c*-h48abV—36b̂ c*

—30a'*bc-+-24â bc‘̂—36a*bc’ -f-9a'*c® 
-h30a*bc—24a’bc*-(-36a*bc® —9a*c*0

Explicación. Considerando al polinomio propuesto para que ex
traigamos su raíz cuadrada , y á cualquiera otro que esté en su caso, 
como el cuadrado de la raíz pedida, claro es que contiene (3 0 ), los 
cuadrados de los términos de ésta y los dobles productos de los mis
mos multiplicados dos á dos. Pero el término de la raíz en que una 
letra cualquiera tenga mayor exponente que en los demás , estará 
elevado al cuadrado en el polinomio propuesto, y con un exponente 
mayor también que en los demás de éste, por no haber admitido re
ducción con ninguno {■•», Obs. 3.®). Luego si el polinomio propues
to es cuadrado perfecto , el término en que una letra cualquiera (la a 
por ejemplo) tenga mayor exponente , será á su vez cuadrado per
fecto, y extrayendo su raiz cuadrada (3 1 ) , estarémos seguros de 
obtener el primer término de la raíz pedida: en la práctica se evitan

—4abc 2." 
lOiPb6bc* . . 3.“ .̂ ;
lOâ b í 
—3a*c. 4.“



vacilaciones y complicaciones coiisig-iiieiites, ordenando el polinomio 
propuesto respecto de las potencias descendentes de una letra cual
quiera, y la raíz cuadrada del primer término será el primer término 
de la raíz pedida.

Una vez ordenado el polinomio respecto de la letra a , y extraída 
la raíz del primer término , que nos ha dado el primer término

de la raíz pedida, para obtener el segundo de ésta basta consi
derar que el doble producto del primero o/î b por el segundo de la 
raíz, da también para a un exponente mayor que el que tiene en las 
demas partes del cuadrado de la raíz que se busca. Luego el segundo 
término — W b 'c  debe ser divisible por el duplo del primero halla
do ])ara la raíz, si el polinomio propuesto es cuadrado perfecto. Y 
hecha la división, se obtiene por cociente exacto ~^abc que es el 
segundo término de la raíz pedida.

Obtenidos los dos primeros términos de la raíz, se resta del poli
nomio propuesto el cuadrado del binomio que forman dichos térmi
nos; porque el cuadrado del segando término de la raíz lleva con 
frecuencia la letra ordenatriz con un exponente igual al que tiene 
ésta en el doble producto del primero por el tercero ; y hasta después 
de hecha la sustracción, no podemos asegurar que el primer término 
del resto sea el duplo del primero por el tercero.

El primer resto contiene las partes del cuadrado de la raíz que se 
busca ménos las tres que se han restado ; y su primer término será 
ya el duplo del primero por el tercero. Luego, dividiendo el primer 
termino del primer resto por el duplo del primero de la raíz, el co
ciente será el tercer término de la raíz que se busca.

Obtenidos los tres primeros términos de la raíz, se restan del pri
mer resto el duplo del primero por el tercero, más el duplo del se
gundo por el tercero, más el cuadrado del tercero (sustracción nece
saria según hemos dicho), y después de hecha la sustracción, pode
mos asegurar que el primer término del segundo resto sea el duplo 
del primero por el cuarto.

El segundo resto contiene las partes del cuadrado de la raíz que 
se busca, menos las seis que van restadas entre las dos sustracciones 
verificadas ; y su primer término será ya el duplo del primero por el 
cuarto. Luego, dividiendo el primer término del segundo resto por 
el duplo del primero de la raíz, el cociente — '¿a'c será el cuarto tér
mino de la raiz pedida.

Obtenidos los cuatro primeros términos de la raíz, se restan del 
segundo resto el duplo del primero por el cuarto, más el duplo del 
segundo por el cuarto, más el duplo del tercero por el cuarto, más el 
cuadrado del cuarto. Y siendo este resto igual á cero, queda averi-
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g-uado que el polinomio dado es cuadrado perfecto, que su raíz es la 
reunión alg-ebráica de los cuatro términos determinados, y que el 
procedimiento seguido es bueno.

Y habiendo de observarse el mismo procedimiento con las mis
mas consideraciones en otro caso igual, lo siutetizarémos para todos 
los casos bajo la forma de precepto, de la siguiente manera :

Para extraer la raíz cuadrada de un 2)olinomo, se ordena éste 
con relación d una letra. Se extrae la raíz cuadrada del primer tér
mino, y se tendrá el primer término de la raiz. Se divide el segundo 
término del polinomio por el duplo del primero de la raiz, y se tendrá 
él segundo término de ésta : el binomio que forman los dos términos 
primeros de la raiz se eleva al cuadrado, y éste se resta del po
linomio.

Se divide el primer término del resto por el duplo del primero de 
la raíz, y se tendrá el tercer, término de ésta: se forman el duplo 
d.elprimero por el tercero, el duplo del segundo por el tercero y el 
cuadrado del tercero de la raiz, y estas tres partes se restan del p r i
mer resto .

Se divide el primer término del segundo resto por el duplo del 
primero de la raiz, y  se tendrá el cuarto término de ésta: se forman 
el duplo del primero por el cuarto, duplo del segundo por el cuarto, 
duplo del tercero por el cuarto y el cuadrado del cuarto de la ra iz, y 
estas cuatro partes se restan del segundo resto.

Se divide el primer término del tercer resto por el duplo del p r i
mero de la raiz, y se tendrá el quinto término de ésta : y  asi se conti
núa hasta que un resto sea cero, ó hasta que alguna división parcial 
no dé cociente exacto.

OBSERVACIONES.
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3ÍÍ. 1.* Si se hubiese ordenado el polinomio respecto de otra le
tra, delac, por ejemplo, la raíz sería la misma, aunque ordenada 
respecto de la misma letra c.

2. “ El polinomio que sea cuadrado perfecto, tendrá (después 
de ordenado) su primero y último término respectivamente cuadra
dos perfectos, y el segundo término así como el primero de cada res
to serán divisibles por el duplo del primer término de la raíz. Pero 
si falta una siquiera de estas circunstancias, el polinomio no será 
cuadrado perfecto.

3. ’ Ningún binomio puede ser cxiadrado perfecto, puesto que el 
cuadrado de un monomio es otro monomio, y el cuadrado de un bi
nomio es ya un trinomio.



4. * Así como \/a^ — :±za, también es raíz del polinomio anterior 
el conjunto de los mismos cuatro términos que hemos determinado 
con los signos cambiados. Esto nos dice que, la raíz cuadrada de un 
polinomio tiene dos ‘calores: en el ejemplo anterior, — ^alc 
H- — da'̂ c j  — 5íí®á +  áaóc — -h Za‘̂c.

5. ‘ En la práctica no hay necesidad de escribir el divisor (duplo 
del primer término de la raíz) tantas veces como divisiones parciales 
hayan de verificarse : basta escribirlo una vez y colocar á la derecha 
del primer cociente los demás que se obtengan : y áuii se escriben 
en la raíz inmediatamente, sin que antes ni después se escriban en 
el cociente ; y también se puede hacer de memoria las sustracciones 
y reducciones sucesivas, si no se quiere escribir los respectivos sus- 
traendos.

6.  ̂ Hay expresiones que, no siendo cuadrados perfectos, admi
ten sin embargo cierta simplificación, como 4abc;+26*c.
Pero habiendo de tratar más adelante de los radicales del grado ge
neral n , de los cuales son un caso particular los radicales de segundo 
grado, nos reservamos para entónces el tratar de todos ellos junta
mente , á fin de no repetir los conceptos.

Escolio. Así como hemos deducido el precepto para la extrac
ción de la raíz cuadrada de los polinomios, de la ley de formación 
de su cuadrado ; así también podríamos deducir de la ley de forma
ción del cubo ó de otra potencia cualquiera, la regla ó precepto 
para extraer la raíz cúbica 6 de otro grado cualquiera de los poli
nomios.

Pero creemos más oportuno el dirigirnos desde luego á la expli
cación de la regla general para extraer de los polinomios las raíces 
de un grado cualquiera, deducida de la ley de formación de sus po
tencias, que á su vez lo ha sido de la ley ó fórmula para obtener las 
potencias de un binomio, sin pasar por las potencias inferiores; 
ley ó fórmula debida á la prodigiosa inventiva de Newton, pero que, 
como otros muchos descubrimientos suyos, quedó sin demostración; 
sin duda, porque los 85 anos que vivió el descubridor de la ley uni
versal de la atracción fué brevísimo período para demostrar tanto 
principio y tantas ciencias como de su inteligencia brotaron.

Ilustres sucesores suyos han dado uiia demostración de esa ley, 
fundada en la teoria de las permutaciones y combinaciones, demos
tración que á continuación presentamos.
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PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.

Si tenemos un número cualquiera de letras ó cosas y for
mamos los diversos grupos ó colecciones que sea posible, tomándo
las de dos en dos, de tres en tres, etc., y nos fijamos en las coleccio
nes posibles tomando las letras, por ejemplo, de modo que en cada 
colección entren siempre tres, ó sea de tres en tres, observaremos 
que en estas colecciones de á tres letí*as liay dos clases distintas.

Constituyen la primera aquellas colecciones de á tres letras que 
se diferencian en alg*una letra ó en el órden de su colocación.

Constituyen la segunda las que se diferencian por lo ménos en 
una letra.

Las primeras se llaman permiUaciones, y combhiaciones las se
gundas. Y unas y otras se llaman juntamente Hnao'ias, ternarias^ 
cmternarias, etc., si están compuestas de dos, tres, cuatro, etc., 
letras.

permutaciones binarias (i.Qlo.úl&iíQ.'á a, b íiow. . . .  ab, ha;
y combinaciones binarias, una sola...............................  ah.
hmpermutaciones binarias de las letras a> b, c son ab, ba, ac, ca,bc, cb; 
y  sn'á combinaciones binarias............................  ah, ac, be.

F ó r m u la s  d e  l a s  p e r m u ta c io n e s  b i n a r i a s ,  t e r n a r i a s ,  e t c . ,  dev a r i a s  le t r a s .
ÍO . Las permutaciones binarias de las diez primeras letras de 

nuestro abecedario, por ejemplo, se forman escribiendo al lado de 
cada letra las nueve re.stantes, una á una. Asi, tendrémos

ab, etc, ad, ae, af, aej, ah, ai, aj 
ba, be, bd, be, bf, bg, hh, bi, bj 
ca, cb, cd, ce, ef cg, ch, ci, cj 
da, db, de, de, df, d^, dh, di, dj 
ea, eb,ec, ed, ef, eg, eh, ei, ej 
fu, fb, fe, fd, fe, fg, fh, fi, fj 
ga, gb, ge, gd, ge, gf, gh, gi, gj 
ha, hb, he, hd, he, hf, hg, hi, hj 
ja, jb, je, jd, je, jf, jg, jh, ji

Si á partir do cada letra se obtienen 9 ])ermutaciones, cuando el 
número de letras sea n se obtendrán ín — 1) permutaciones por cada 
letra con que se empiece : y repitiendo esto tantas veces como letras 
haya, .se tendrá el número total de permutaciones. Luego, siendo n



el número de letras, la fórmula del número de permutaciones bina
rias que con ellas pueden formarse, será..... % [n — 1 ).

41. Las permutacio7ies ternarias bq forman escribiendo al lado 
de cada permutación binaria de las mismas 10 letras (con las que He
mos iniciado esta serie de consideraciones) las ocHo restantes una 
á una.

Por manera que á partir de la primera permutación binaria, ten- 
drémos las siguientes ternarias abe, abd, abe, abf, abg, abh, abi, abj, 
á partir de la segunda, bac................................................ haj.
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^ í  p e  , j id , j i e , j i f , j i g , jili. 
bi á partir de cada permutación binaria se obtienen 8 ternarias, 

cuando el número de letras sea íí , se obtendrán {% — 2) ternarias por 
cada binaria con que se empiece; y repitiendo esto tantas veces como 
permutaciones binarias Haya para n letras , que es n[n— 1), la fór
mula del número de permutaciones ternarias que se pueden formar 
con n letras será.......................... n [n ^  1) [n___2).

Las permutaciones cuaternarias se forman de las ternarias, 
á la manera que las ternarias se forman de las binarias; es decir, que 
asi como para formar las permutaciones ternarias de un número cual
quiera de letras , se escriben, al lado de cada permutación binaria 
de las mismas letras, todas las demás una á una, asi también para 
formar las permutaciones cuaternarias de un número cualquiera de 
letras, se escriben al lado de cada permutación ternaria de las mis
mas letras , todas las demás una á una j y por consiguiente, insis
tiendo sobre el ejemplo de las 10 letras , si á partir de la primera ter
naria abe, colocamos á su derecha las siete restantes una á una, ob
tenemos las 7 cuaternarias abed , abce , abe/, abeg , abe/t, abei , abcj\ 
y esto se repite tantas veces cuantas sean las permutaciones ternarias 
de las mismas 10 letras.

Cuando el número de letras sea %, se escriben también al lado de 
la primera permutación ternaria las (?i—3} letras restantes, for
mando de este modo [n — 3) permutaciones cuaternarias, Y repitien
do esto tantas veces cuantas sea el número de permutaciones terna
rias de letras, que QB n{n— 1} (w — 2), se obtiene la fórmula del 
número de permutaciones cuaternarias que se pueden formar con n 
letras, ig u a la ................................ n { n ^  1) {n — 2) (n— li).

4 a . En general, las permutaciones gue con un número n de le
tras pueden formarse , entrando un número m de ellas en cada per
mutación, se obtienen escribiendo al laclo de cada una de las permu
taciones compuestas de {w, — 1) letras, las que no entran en é.stas, 
una á una.



Y la fórmula clel número de dichas permutaciones , compuestas 
de m letras, se deduce de la manera de formarse las tres fórmulas 
precedentes ; y por consiguiente, será igual á un producto de m fac
tores , el primero de los cuales sea % , siendo el último la diferencia 
entre n y (w— 1), ó bien

n(n  —l)(n —2) [n —3){n—4)....................... (n—m +1).

Si en cada permutación entran todas las n, letras , esto es, si 
m =  7i, la fórmula anterior se cambia en esta

n (n—1) (n —2} (n—3 } .......................... 3 x 2 x 1 .
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F ó r m u la s  d e  l a s  c o m b in a c io n e s  b i n a r i a s ,  t e r n a r i a s ,  e t c .le t r a s . d e  v a r i a s
Zas combinaciones hina^'ias que de un número cualquiera de 

letras pueden formarse , se obtienen escribiendo al lado de la prime
ra letra cada unade las demás ; al lado de la segunda letra cada una 
de las demás, excepto la primera ; al lado de la tercera cada una de 
las demás, excepto las dos primeras; al lado de la cuarta cada una 
de las demás, excepto las tres primeras. Y asi se continúa, de ma
nera que al escribir la penúltima no hay más que la última para es
cribir á su lado , y alU termina la operación.

Siguiendo el mismo ejemplo de las 10 letras, tendrémos;

ab, ac, acZ, ae, af, ag , ah, ai, aj.
be, bd, be, bf, bg, bh, b i , bj.

cd, ce, cf, cg, ch, c i , cj. 
de, df, dg, dh, d i, dj,

ef, eg, eh, ei, ej.
fg, fh , f i , fj,

gh, gi, gj. 
hi, hj, 

ij.

Donde se ve que á la combinación binaria ah corresponden dos 
permutaciones binarias ah y  ha-, á la combinación ac corresponden 
las dos permutaciones binarias aeyea] y asi de todas las demá.s.

Luego si el número de permutaciones binarias de 10 letras es du
plo del de combinaciones binarias de las mismas letras, reciproca
mente , el número de combinaciones binarias será la mitad del de 
permutaciones binarias de las mismas letras.



por consiguiente, siendo IJ la fórmula de las perm u
taciones binarias de n letras, la de las combinaciones binarias será

20{)
n { n ~ i i

" Y  ‘ ó bien. n [n— 1)
fT'2

4r». Las combinaciones ternarias que de un número cualquiera 
de letras pueden formarse, se obtienen escribiéndolas primeramen- 
te en línea liorizoutal ó vertical, y colocando despiiee al lado de 
cada letra las combinaciones binarias de las letras siguientes una á
una. Al llegar á la antepenúltima se colocan á su derecha las dos 
letras siguientes , y allí acaba la operación.

Las 10 letras primeras dan lugar á 120 combinaciones ternarias 
distribuidas del modo siguiente : 36 empezando por a, 28 empezan
do por á, 21 por c, 15 por d. 10 por í?, 6 p o r / ,  3 por y , y 1 por 
seguida de ij.

36 abe, aód, abe , a,bf, abg, abb, ubi, abj , acd , aee, ncf, neg , ach, 
ac¿, acj , ade , adf, adg , adh, adì, adj , aef, aeg , aeh , aei, aej, 
afg, afh-, afi, afj, agh, agi, agj, ahi, ahj , ay.

28 bcd,bce, bcfj)cg,bch, bei, bej, bde, bdf, bdg , bdh, bdi, bdj 
bef, beg , beh , bei, bej , bfg , bfh , bfi, bfj,bgh, bgi, bgj , bh¿ 
bhj, bij. . . . ,

21 ede, edf, edg , cdh, edi, cdj, cef, ceg , ceh, cei, cej, cfg , cfh 
Gfi, efí , cgh , egi, cgj , c/ii, chj , ci;. ’

15 def doo , deh, dei, dej , dfg, dfh , d/5, dfj , dgh , , dgj .
d/y , dy.

10 e/p , efh, efi , e í/, egh , epi , ogj , chi , e/ij , eij.
6 f g h j g i j g j  , f hi Jhj  ,fij.
3 í?/« 1 ghj , gij.
1 bij.

120

Pero á la combinación ternaria ai>c corresponden las seis permu
taciones ternarias abe, ach, bac, boa, cab , cha-, á k  combinación 
«id corresponden las seis permutaciones ternarias ahd, adh , bad, 
hda , dah , dba; y así de todas las demás.

Luego si el número de permutaciones ternarias de 10 letras es 
séxtuplo del de combinaciones ternarias , reciprocamente, el núme
ro de combinaciones ternarias será la sexta parte del de permutacio
nes ternarias de las mismas letras.

Y por consiguiente , siendo n(n — \) (a—2) la fórmula de las
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permutaciones ternarias de n letras, la de las oom1)inacioiies terna-

, n { n  — 1} (n — 2)rías será.......................... - ---------- '-i-------1 . 2 . 3

4 6 . En general, las combinaciones que con nn número n de le
tras pueden formarse, y tomando m en cada una; se obtienen colo
cándolas prèviamente en linea horizontal ó vertical , y escribiendo 
después al lado de cada letra las combinaciones en que sa toman 
[m — 1) de las letras siguientes una á uua.

La fórmula tendrá por numerador el número de permutaciones 
de n letras tomadas de m en m, y por denominador el número de 
permutaciones que entra en cada combinación, ó sea

n (n — 1) ín —2) (n — 3) (n ~  4)............. (n — m -h 1)
I . 2 . 3 . 4 . 5 m

Si en cada combinación entran todas las íí letras, esto es, ai 
m--=ny la fórmula anterior se reduce á 1.

•42'. El número de combinaciones de n letras tomadas de m en m 
es igual al de tomarlas de n—m en n —m.

En efecto: uno y otro número de combinaciones son

n(n—1) (n—2) {n—3).,.(n—m + l) ^ n [n—1) (n—2) (n—3}...(m-l-l)
1 . 2 . 3 . 4 m 1 . 2 . 3 . 4 (n — m)

y como al reducirlos á un común denominador por la regla general, 
quedan reducidos también al mismo numerador, serán iguales.

Por eso, siendo 2 --h 3 =  5 , el número de combinaciones bina
rias de 5 cosas es igual al número de combinaciones ternarias de las 
mismas .5 cosas.

Y en efecto : 5 .4  5 . 4 . 3  , .  , .  .
"l—^ ” 1 —2—'3 ’ combinaciones para

ámbos órdenes.
El Sr. Fernández y Cardili demuestra esto mismo, dando á su 

explicación ese tinte de sencillez y claridad tan abundante en sus 
obras, y que nos arrastra insensiblemente á copiarla á conti
nuación :

«Si de m números diferentes colocados en una urna se extraen n, 
éstos formarán una combinación, y los m — n que quedan en ella
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formarán otra diatmta ; y como esto se repetiría tantas veces cuan
tas se ejecutase una extracción de n números distintos, en uno ó 
más de los anteriores, resulta que para cada combinación del órdeu 
n de »  números se concibe otra del órdeu , 6 que el « W o
*  comhmciones de m elementos, tomados de n en u , es igual al de m 
Hementos tomados de m —n en m— n.»

F ó r m u la  d e l b in o m io .
‘I» .  Empecemos multiplicando varios binomios, cuyo primer 

érmmo ar es común, teniendo los seg-undos términos diferentes á fin 
de evitar términos semejantes que reducir :

Primer producto.

X ~h a 
x-i- b

a
+  b

X  -f- a b

'2:
X  —}— c

3.‘
a x^-\- ab x +  H b c  

+  6, +  ac I 
-P el - h  b e l

x-{~ d
X

-f  c 
H— d

3c®-{- ab 
-h ac 
i- be 
-f- ad 

bd 
-f- cd

*4- abe 
4- abd 
4- acd 
4- bed

X  4- a b e d

X  f

a'.v*-Ta’b

-h d
+  f

4- ac 
4- be 
4- ad

bd 
■ cd 

af 
bf
cf
df

x^4- abe 
+  abd
4- acd 
4- bed
4- abf 
4- acf 
4- bef

adf
bdf
edf

X' abcd\x 
abef ; 
abdf 
acdf

abedf.

4- bedf

guie^n'te'“  que preceden se observa la ley si-

1.“ SI número de términos de cada producto es uno más oue el 
numero de factores binomios. ^

p r i m e r  t é r m i n o  d e  c a d a  p r o d u c t o  e s  
I g u a l  a l  n u m e r o  de f a c t o r e s  b i n o m i o s  m u l t i p l i c a d o s ,  y e n  l o s  d e m a s



términos va disminuyendo sucesivamente en una unidad, hasta 
desaparecer en el último.

3. " E l coeficiente del primer término es en todos los productos la 
unidad : el coeficiente del seg-undo es igual á la suma de los térmi
nos no comunes de los factores binomios : el del tercero es la suma 
de las combinaciones binarias délos mismos términos no comunes: 
el del cuarto es la suma de las combinaciones ternarias de los mis
mos : el del quinto, la délas cuaternarias; y así sucesivamente.

4. ® El úKimo término es igual al producto de los segundos tér
minos (ó sea los no comunes) de todos los factores binomios.

Para asegurarnos de que esta ley de formación es general, su
pongamos que se ha verificado ya para un número cualquiera n de 
factores, y veamos si se verifica introduciendo un nuevo factor.

Representando por A, B, C. D, etc. los coeficientes de los térmi
nos segundo, tercero, cuarto, quinto, etc., del producto supuesto, 
verificado para n factores, y por U el último término, dicho produc
to será de la forma siguiente : { x a )  {<b V) .,. hasta n factores

- 1 - - h ..... 4- U,
donde Na;" ~ representa un término que tiene m términos delante, 
y Ma;"-(” -i) el que le precede inmediatamente.

Y multiplicando este producto por el nuevo factor binomio x  -1-K, 
tendrémos
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4- A:t° ^4- — (m—1) — m _j_
X 4 -  K

A . 'x ° 4 -  B 
4 - K ¡  4 - A K

-  I4-  O 
4- BK

^n-2_^ ..... ':yn-nn-l .......................
4 - M K .  4 - Ü Í C

En cuanto á los exponentes de x , evidentemente la ley es la 
misma.

Respecto de los coeficientes: el del primer término es la unidad.
El del segundo término es A 4-  Kj esto es, la suma de los tér

minos no comunes, ó sea la suma de los segundos términos de los 
(u 4- \) factores binomios.

El del tercero es B 4-  AK. Pero B representa por la hipótesis la 
suma de las combinaciones binarias de los segundos términos de los 
n primeros factores : AK representa la suma de los productos de 
cada uno de los segundos términos de los n 2irimeros binomios por 
el nuevo segundo término K ; luego B 4- AK significa la suma de 
las combinaciones binarias de los segundos términos de los {n 4- 1) 
factores binomios.

Y , en general, puesto que N representa la suma de las corabi-
14



naciones de los segundos términos de los n primeros binomios, to
mados de m en 7n, y que MK representa la suma de los productos de 
estos segundos términos, tomados de [m — 1) en [m — 1) > y multi
plicados por el nuevo segundo término K , se sigue que N -(- MK ó 
sea el coeficiente que en el polinomio del grado {n 4- 1) tiene m tér
minos delante, es igual á la suma de las combinaciones de los segun
dos términos de los [n -f- 1) factores binomios, tomados de m  en m.

El illtimo término UK es el producto de los [n 4- 1) segundos 
términos.

Luego, la ley de formación, supuesta verdadera para el produc
to de un número n de factores binomios, lo es también para un nú
mero (w 4-1) de factores.

Luego la Uy es general.
4 » . Si en la fórmula del producto {a? a) {x -i- d] {x 4- c).....

hasta n factores, se suponen iguales también los segundos términos 
é iguales á a, tendrémos
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a) (.v4-a)(x4-a]... bastan veces =  .x^-h a*4- a! a®4- ai a®etc.! etc.
xn-2_f_ n'

-h a" 4 - a’ etc. ¡ ...a»

Pero el primer miembro de esta igualdad es la potencia del grado 
n del binomio x -i- a, 6 bien {x -h a)

Examinemos el segundo miembro. En éste las potencias dea? si
guen la ley general.

En cuanto ú los coeficientes : el del primer término es la 
unidad.

El del segundo es a repetido tantas veces cuantos sean los facto
res , ó bien na.

El del tercero es a  ̂ repetido tantas veces como sea el número 
de combinaciones binarias que se pueden formar con n letras, ó bien

a .n{n  — 1)

El del cuarto es â  repetido tantas veces como sea el número de 
combinaciones ternarias que se pueden formar con n letras, ó bien
n (n — 1) [n — 2)1 . 2 . 3 •a®; y así sucesivamente.

Y, en general, si representamos por el término que tie
ne un número m de términos delante, el coeficiente N que, en la 
hipótesis de que los segundos términos de los binomios eran dife-



rentes, era igual á la suma de las combinaciones de los mismos, to
mados de m en ahora que los segundos términos son iguales á 
a, N es igual á multiplicada por el número de combinaciones de
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% letras, tomadas de w en m, 6 bien n (n—1) (n —  2. . .  (n ■m •1)

1 . 2 . 3 m a">.

El último término es a, tomado por factor n veces, ó bien . 
Luego la fórmula de la potencia del grado n del binomio « -4- 

6 sea, fórmula descuMerla por Newion, en virtud de la cual se 
halla una potencia cualquiera de un binomio sin conocer las poten
cias inferiores, es la siguiente :

, , , nín—1) , „ ,, n(n —1) ín — 2) - „ ,
lx-ha)n j 2 —̂ \ 2 ~3-----

n[n — 1) (?2 —2) ... (?i —m-hl )
1 . 2 . 3  ... m

1.'

OBSERVACIONES.

Se llama término general á

n[n — 1} (n — 2) ..... (n —m-Hl)
1 . 2 . 3 m

¿jin — tn̂

porque haciendo m =  2, 3, etc., se obtienen los demás.
2. * El número total de términos es +  1.
3. * El exponente de x  en un término cualquiera señala el núme

ro de términos que le siguen, y el de ¿í el de los que le preceden , y 
juntos componen n en cada término : aumentando el de x  y di.smi- 
nuyeudo el de a, en una unidad, de un término al siguiente.

4. * Los coeficientes de los términos equidistantes de los extre
mos son iguales.

5. * La fórmula deducida para el binomio a? -f- a: es aplicalde al 
l)inomio X — , sustituyendo — a por +  íz ; y los signos -j- y —■ re
sultarán alternativamente.

6. “ Si en la fórmula hacemos a?— 1 y « =  1, resulta que la 
suma de los coeficientes es igual á 2° .

7. “ El coeficiente de cada término se obtiene multiplicando el 
que tiene x  en el inmediato anterior por su exponente y dividiendo 
el producto por el número de términos que preceden.

(x-l-a)
(3c =  .X® -í-5.x*ca-l- lOx’a* +  -h a®."= x ‘‘-f-8xVH-28x«a’ +5Gx\a=-t-70x*a*-h5Gx^a'’4-28x*a®-H8-va^+aL
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Hagamos últimamente aplicación de la fórmula para hallar di

rectamente una potencia cualquiera de un binomio cualquiera.
Por ejemplo : liallar la 4.“ potencia de 4fl:íV4-3a*5. Según la 

fórmula tendrémos
i O

(4a(>“c3+3a®6)*= (4abV)‘ -{-4(4abV)’ x  3a*b +  ̂  (4ab*c’ )* { 3a*b )*1 . 2
4 . 3 . 2
1 . 2 . 3 (4abV) (3a*b)* H- (3a*ó)*, ó soa

(4ab®c3-{-3a*b)*=256a*b*c‘*-h768a®í)V -|-864a®b«c°+432a’bV-i-81a®b^

A p l ic a c ió n  de l a  fó r m u la  d e  N e w to n  a  l a  e le v a c ió n  á  p o te n c ia s  d e  lo s  p o lin o m io s .
5 0 . Un polinomio se eleva d una potencia cualquiera., conside

rándole como un binomio, cuya primera parte sea dos ó más térmi
nos del polinomio propuesto, y los demás sean la segunda : aplicán
dole después la fórmula, y bailando los valores de cada término , la 
suma algebráica de estos valores será la potencia pedida.

Por ejemplo, hallar la sexta potencia del polinomio a-\-h  
— c - \ - d— f .

Considerando como primera parte {a b — c), y  {d—/ )  la se
gunda, por la ley de Newton, tendrémos

{a-hb—c+d-/')«==((a-í-b~-cH-{rf-/’})'> =  (aH-b —cl^-hGla +  b —c)“x  
(d-f)-i-ì^a-hb-c)*X{d-f)^-h2Q{a-hb-c)^X[d~^f]^-hì^a-hb~c)^

X(c?-/*)*-h6(a-+-b-t-c)X(rf-/’)“+ (rf- /‘)°.

Ahora se verifican las operaciones indicadas. Ninguna dificultad 
hay respecto de las potencias del binomio d — f .  Ni tampoco la hay 
respecto de las del trinomio a-\- b — c ; porque éste se considera á 
su vez como un binomio, cuya primera parte sea « -p 5, y — c la 
segunda.

E x t r a c c i ó n  d e  r a ic e s  d e  lo s  p o lin o m io s .
51. Si á la simple vista se conoce que en el polinomio propues

to está desarrollada la fórmula de las potencias de un binomio , y 
se nos ofrece extraer la raiz de un grado igual al de la potencia que 
se vea en el polinomio propuesto , en este caso la raíz pedida se 
compone de la suma algebráica de las raíces de los términos extre
mos , afectados arabos del doble signo =±:, si la raíz es de grado par, 
y afectados respectivamente del signo que tuvieren si de grado 
impar.

i
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ejemplos;

+  Cx“a  H - 15x*a“ 4 - 20x*a® H -15x*a* +  6 xa'* +  a^ =  ±  a: ± a .
Va’4- 7a"ò4 -21a'‘i?* 4 -35a*ò' H- 35a^ò' -h 21a*ò* -h 7ai)“+  i>̂ =  a +  b.

V25()a*5«c‘*4-768a®b’c®4-864a«bV4-432a’b*c'4-81a«b*=±4ai)*c'di3ab®.

Pero estos son casos particulares.
5®. Tratemos ahora el caso g-eueral.
Para ello , representemos por P  un polinomio cualquiera ordena

do según las potencias descendentes de una letra cualquiera tam
bién, de a? por ejemplo, y llamemos í’ 4- etc., la raíz pedida, que 
supondrémos asimismo ordenada con relación á la misma letra a?.

Considerando á esta supuesta raiz como un binomio cuya prime
ra parte sea r , y representando la .segunda por la letra í , tendrémos :

p=„+f,)n  =  ,.n ..-.fe. + 3¿3

Pero el primer término tiene la letra con un exponente ma
yor que el que dicha letra tiene en los demas términos (-18 y 4»], 
y no admite reducción con los demás (35, 3.‘ Obs.). Luego si el po
linomio propuesto P  es potencia perfecta del grado n , su primer tér
mino es igual á . Y recíprocamente, extrayendo la raiz del grado 
íi del primer término de P , estarémos seguros'de obtener el primer 
término de la raíz.

De iguales consideraciones se desprende también que , si es po
tencia perfecta, su segundo término es igual ai segundo nr^~^d de 
la fórmula. Luego si dividimos el segundo término de P  por n veces 
la potencia — 1 del primer término de la raíz, obtendrémos el .se
gundo término de ésta.

Formando la potencia del grado ñ del binomio compuesto por lo.s 
dos primeros términos de la raíz , y restándola del polinomio pro
puesto, el resto indicará cómo hemos de hallar el término siguiente 
de la raíz.

En efecto : representando los términos de la raíz  ̂-f- etc. por c , 
tenemos -|- 5) +  =  (í* +  4_ (í- _|_......

Restando del segundo miembro de esta igualdad , ó lo que es lo 
mismo, del polinomio cuya raíz buscamos , pero presentado según



214
la fórmula de Newtou , restando, repetimos , {r . el resto será 

oi{r -f- c - h .....

Luego si dividimos el primer término de este resto por n veces la 
potencia n — 1 de la parte de raiz hallada, el cociente será el térmi
no siguiente de la raíz pedida.

Y teniendo en cuenta que para dividir un polinomio por otro se 
divide el primer término del dividendo por el primer término del di
visor , conciuirémos con la siguiente regla :

Para extraer la raiz del grado n de polinomio, se ordena 
primeramente respecto de una letra cualqimra. Se extrae la raiz del 
mismo grado de su primer término , y  se tendrá el primero de la raiz. 
Los demas términos se determinan restando del polinomio propuesto 
la potencia del grado n de la raiz hallada , y dividiendo el qjf'imer 
término del resto por n veces la potencia M— \del  primero de la raiz.

c a lc u lo  d e  la s  c a n t id a d e s  r a d ic a le s .
r»a. Hemos visto {35 , Esc.) y (9H, 6.") que hay expresiones,

como \/Í2a^ , \/a^ +  ó®, \/2a*c-f-4a6c-h26V álas cuales añadiré-
moshoy i /a -h  b, por ejemplo, llamándose expresiones radicales 
de segundo grado las g)rimeras , y del grado n la últmia , todas ellas 
cantidades radicales , y también cantidades irracionales.

r*4. Siendo evidente que ( ^ ~ ^ ' f ~ a .  Si tenemos

v/abcrf... por unapartc, y ^ T  X  X  X  ^  (Cd'. por otra, y 

elevamos á la potencia del grado n las dos expresiones, res ulta

{.\j3.hcd..y’ y ( v / T x  ^'b~X  V ^T x  .....)"=

( v ^ ) " x ( ^ ) “ x ( ^ T ) x ( v ^ ) " ......

Pero [\/abcd...T  =  abcd, y ( X  ( V^T)" X  ( v/T ) "  x  

( \/d  ) .....=  abcrf.

Luego si las potencias del grado n de estas expresiones son igua
les , también son iguales estas expresiones : quiere decir, que la raiz 
delgradonde unproductodevarins/aciores es igual al producto de 
las raices del mismo grado de dichos factores.



i»5. Puesto que desde la multiplicación sabemos que 

(a“ )íi =  X  a™ X  a'» x  a‘“.....=  a™“,
E

inn__ i / m
también se verifica que \¡ a — V \ / a . Y e n  efecto :

U____
Supongamos \ ¡ \ f  a =  $: elevando los dos miembros á la po-
. ]n__

tencia n, tenemos \ /  a ; y  elevando los dos miembros á la po
tencia m , resulta íz =  ¿mn. y extrayendo la raíz mn de estos dos

mn
miembros, tendrémos \ / a '  =  5. Pero dos cosas iguales á una ter-
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mu‘“u__
cera son iguales entre sí : luego \ / a  por ser ambas

respectivamente iguales á í en la primera y cuarta igualdad. 
CoKOLAmo. Y como y ambos dan por resultado

n m
se deduce que V v ^ ^ =  \ / ^ ~

A-SÍ, V̂ b4 =  \/v^64 =  \ / \ /6 4 := 2 .

5 « . También se verifica que En efecto; puesto
m

A— . ra   i / n —  __que Va“ =  a ; se sigue que V a =  V \/a“ =  \/a “ .

a ? . Fundados en el principio (541); si la parte subradical puede 
descomponerse en un producto de varios factores, y alguno de ellos 
tiene raíz exacta del grado que indique su índice, se tj'ans/ornifi 
una cantidad radical extrayendo dicha raiz y  escribiendo el resul
tado por coeficiente del radical.

Ejemplos : \/2a*c+4a6e-|-2b*c =  \/(a'* +  2aí>+ 6") x  2c =  

\/(a*-f-2a6-hb*)x \ / ^ =  (a+6) x  \ / ^

\/l25a* = \/l2 5 x a *  =  Vl25 x \/a * . =  5 x \ /ñ ’,



Y reciprocamente, el coeficiente de la cantidad radical puede ser 
^'ntroduc^do como factor debajo del signo radical, con tal que pase 
elevado a la potencia de grado igual al del indice.

E jem plos ; 5 ^ ^ = ^ Í 2 5 ‘x ^ F = { / l 2 5 > e : a *
2ac* \/3a6= \/64a«c*®x \ / M =  V 6 4 a ^ x E b =  ̂ lT2^^67‘*.

Una cantidad irracional se llama racional respecto de su coefi
ciente.

Un polinomio es racional respecto de una letra, cuando sus tér
minos son racionales relativamente á ella.

Fundados en el principio (55), se simplifica una cantidad radi
cal dividiendo el indice por U710 de sus divisores, y  extrayendo de 
la cantidad subradical la raiz del grado que indique dicho divisor.
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E jemplos
 ̂ 2n____  ,1

: ^16 íf=  V  V/Ì6? =  {/4a« ; V /íeV  =  V / e í ’

Y fundados en el principio (5«), tiene lu^ar la importante trans- 
tormacion de reducir dos ó más radicales de diferentes indices á 
o ros de un mismo indice; y esto se verifica multiplicando el indice 
de cada radical por el producto de los demás indices, y  elevando la 
cantidad subradical á la potencia del grado que indique dicho pro

m a mn
Asi, v a  , \ / 6 = \ / a n , v'^’"'; V âfi, y/aíT- =r

Las expresiones radicales de un mismo índice se llaman homo
géneas.

Si los índices tienen factores comunes, la operación se abrevia 
por la aplicación del m. m. c. de ellos, según se hizo en la reduc
ción de loa quebrados á un común denominador.

A sí,\/a , \Tb , \ / c  , \ / ' h  f  = V a ,'\ f f r .

o S . Se llaman cantidades radicales semejantes las que tienen el 
mismo indice y la misma cantidad subradical, pero distintos coefi

cientes , como 7 \7 a ,126 y 'T .



Haj radicales que á primera vista no parecen semejantes, y ve
mos que lo son, sin embar^^o, después de sufrir alg-uua dé las trans
formaciones precedentes.

E je m p l o s  ; 3 \/4a'‘b, c =  6a v / T " ,  4bc \ / ~ V .

86\/4a*, ^2a =

5SÍ. Ádicion, de las cantidades radicales. Las cantidades radica
les, mouomias ó polinomias, se suman escribiendo los sumandos 
los unos á continuación de los otros con los mismos signos que 
tengan. ^

A sí,lasum adeV ^, y es \ / T + .

Pero si se trata de radicales semejantes, se reducen á uno solo 
sumando alg-ebráicamente sus coeficientes y multiplicando el resul
tado por la parte irracional común.n ___ n ___ n ___ n

Así. a \!h  + 2 a \ / 6  —4\ /6  =  (3a —4 )\/T .CoROLAiuo. Se llaman cantidades radicales conjugadas aquellas que tienen la forma a - ^ \ / T  y a — ^ l T ,  diferenciándose únicamente en el signo que antecede al radical. Pues bien. la suma de dos cantidades radicales conjugadas es una cantidad racional.
En efecto :

( a +  \!h  )-h  ( a -  \Jb ) =  2a.

«O. Sustracción. Las cantidades radicales , raonomias ó poli
nomias, se restan unas de otras escribiendo el minuendo, y  d su con
tinuación el sustraendo con signos contrarios , reduciendo los seme
jantes.
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Así, (7a \/T + aV /T ) -  (7 a V lT -  i a V T  +  V T )  =

n __ n . ^
7aV b + a \ / T —7a\/'b~-\-da\/T-Vir^/ia\/~r—\ / T .Corolario. La diferencia de dos cantidades radicales conjugadas 

es una cantidad irracional.



-En efecto :
218

(a + \/ b ) — (a. ~ V  b )= 2 \/ b .

“ “ coeficiente con la unidad por coefi-

“ “‘‘‘ladee radicales monomias de ín- 
Coeüripnfp ‘P lean multiplicando entre siprimemmente los
Z f d u Z l í  " V  "“ '* * * ^  suhradicaks; poniendo el primer

Así, la+blVía -T fiF x  (a -  6) \ /a '+ b  =  (a=_ b‘¡V (a+"b)’.

desm!es°L™‘̂ 'u '" r  ‘■'"1““'=“ á él, yclesp̂ ues se multiplican como acabamos de expresar.
su radicales son polinomios, se les aplica para

multiplicación las reg-las establecidas para las cantidades racio
nales (SJ).

Corolario. El producto de dos cantidades radicales conjugadas 
de segundo grado, es una cantidad racional.

En efecto :

(a +  \/ Ò ) X  (a —  b =  a- —  6.

Dmision. Las cantidades radicales monomias , de indice 
común, se dividen una por otra dividiendo respectivamente el coefi
ciente y  la cantidad subradical del dividendo por el coeficiente y 
cantidad suhradical del divisor : poniendo el primer cociente por
coeímentc y  el segundo debajo de un radical de un grado igual al 
índice común.

Así, (a* — b̂ ) \/(a -j-  b)“ : (aH-b) V{a-\-b)^ =  (a —b) \/ a -j— b.

Si los radicales no tienen un índice común, se reducen á él y 
después se les aplica la regla anterior. ’

Si las cantidades radicales son polinomios se observa con ellos 
el procedimiento prescrito para los polinomios racionales (líi).

Corolario El cociente de una cantidad radical conjugada por 
otra es una cantidad irracional.
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En efecto : -a -f- V Ò  (a +  y/ b ) (aH-V̂  b ) __ a* -f- 2aV b -hh

a — \/ó  (a — V b ) (a-t-\/ í> ) a* — b
a* -t- Ò 2a
â  — h ^ a ^ — b X Vb .

<i3. Elevación àpotencias. Las cantidades radicales monomias 
se elevan anua potencia cualquiera elevando el coeficiente y la par
te subradical, quedando el indice el mismo.

En efecto :

(aV b  )“ =  a\/ b X a V  b X a V  b  xaV^ b  X .- .—a“ V̂ 6«.

Si el índice del radical es divisible por el exponente de la poten
cia, se eleva el coeficiente y se divide el indice por el exponente, que
dando la cantidad subradical la misma.

Si la cantidad radical es polinomia, se eleva al cuadrado siguien
do la regla

041. Extracción de raíces. Para extraer la raíz de un grado 
cualquiera de una cantidad radical monomia, se extrae la misma 
raiz del coeficiente y de la parte subradical, dejando el Índice el 
mismo.

En caso de que sea impracticable la regla anterior, se multipli
can los dos índices entre sí, elevando el coeficiente á la potencia 
que indique ei índice del radical, dejando la parte subradical la 
misma.

Si la cantidad radical es polinomia, se extrae la raíz cuadrada 
por el medio explicado para las cantidades racionales.

E x p o n e n te  O , e x p o n e n te s  n e g a t iv o s , y  e x p o n e n te s  fr a c c io n a r io s  p o s it iv o s  ó n e g a t iv o s .
0 5 . El origen del exponente O es el caso de la división de un 

monomio por otro monomio en que liay una letra común con expo
nentes iguales en el dividendo y divisor.

En efecto : al dividir 2Sd^Pc por labe, por ejemplo, hemos acep
tado como buen cociente á puesto que, multiplicado por el di
visor labe, produce el dividendo 2^a^b^c.

Pero la letra c no aparece en dicho cociente. Y como hay ocasio
nes en que conviene conservar la huella, por decirlo así, de las le
tras que de ese modo desaparecen, .se cumple hasta para las letras



f « ) .  ^ c o .
Volviendo á hacer la división, tendrémos
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28a='ó̂ c 

7a 6 c■--=4a’- ‘6 * -V -‘=4a*6‘
donde aparece ya la c con el exponente 0.

ctivamante • ~  — a , seg-un la reg-la de la división para expo
nentes iguales de letra común.

Pero am 1. porque 1 es el cociente de toda cantidad partida por 
■SI misma. ^

Y como dos cosas iguales á una tercera son iguales entre sí, «»

y 1, que son respectivamente iguales á serán iguales entre si
esto es, (fz=. 1, ’

« « . Generalicemos las ideas, y supongamos que se trata de di
vidir ^  por «V, d b i e n , ^  , cuyo cociente e s « . - . ,  «egun la regla 
sabida.

Aquí pueden ocLirrir tres casos, según que M ae-i monn,. ■ wmayor que m. » « u que n sea menor , igual ó

, c o m o to rc o n iiS o rl^ ^ ^ ^ ^  ^

p r e t i o t  rj^o rm o l L T r“ *̂  ^

^ ^ 0. á  en el divisor mayor exponento q ^ ^ “

(« 7 ' ' r e l t v n “ "  I'" d“ ‘' ’»“ amos dado de los exponentes («, 7. ) , el exponente negativo carece de sentido.
Estudiemos, no obstante, el partido que el Ánonnax saca

â i
a» =  ani-n =  a^n-íni + d) am-m-d .
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Pero a''̂  a™ a’n a '^ x l  1

a» ~  ~  a^xa*! a™XaJ'“  'â ~*

Y como dos cosas iguales á iiua tercera son iguales entre sí,
1 a*“que son respectivamente iguales A - ~ ,  son iguales en-

tre sí , esto es, a-<̂  = a^
Lo que nos dice que: ioda cantidad con expolíente negatim es igual 

al cociente de la unidad por la misma cantidad con el mismo exponen- 
te., pero positÍDo.

05'. De lo expuesto se deducen las consecuencias siguientes:
1. * Toda cantidad con exponente positivo es igual al cociente de la 

unidad por la misma cantidad con el mismo exponente, pero negativo.
En efecto : si multiplicamos los dos miembros de la igualdad 

1
a-^í =  por el denominador a^ , tendrémos a~^ X =  1 ; y di

vidiendo los dos miembros de ésta por , resulta por último

a-d
2. ' Todo monomio fraccionario puede'transformarse en otro de

\
forma entera con exponente negativo; puesto que — — a-*’ ,

3. ” Y recíj^rocamente, iodo monomio con exponente negativopue~ 
de transformarse en otro de forma fraccionaria con exponente posi-

1
tivo ; puesto que a~^ =  -p -.

4. “ Todo factor del numerador de un quebrado sepuede trasladar 
al denominador, y  al contrario, mudando el signo á su expouente.^ a‘ b* a*6* j a*b* , ,Porque-^-j- = —r - x - r =  - r - X r f - '  =   ̂ & d  &  d  c}

1
y porque-^=-^3^^ .Xb* =  - 3 ^ X b - W  ’

a*b*y por consiguiente también se verifica: -yr- =  a^b^c~^d-^, y lac c¿
recíproca.

5.* Hay que ampliar la idea de semejantes (5). Ahora



son también, por ojeinplo, térmiiioa semejantes ~~ —
3.

M .  Las cantidades algebraicas con exponentes negativos
Sesnman: escribiendo las unas á continuación de las otras con 

los s jn o s  que tengan , y reduciendo después términos semejantes:
Se restan: escribiendo el minuendo, y á su continuación el sus-

U-aendo con signos contrarios , reduciendo después términos seme
jantes ;

Se multiplican: escribiendo las letras diferentes las unas al lado 
de las otras en el producto , y en cuanto a las letras iguales , basta 
escribir una sola con un exponente igual á la suma algebráicade los 
cxponeates de los factores . ora sean ambos negativos, ora sea uno 
positivo y otro negativo , siguiendo la regla general respecto de sig
nos y coeficientes;

Se dimden: iudieando el cociente , si las letras son desiguales 
escribiendo en el numerador las del dividendo , y en el denomina
dor las del divisor. Pero si las letras son iguales , se verifica el co
ciente , escribiendo una sola con lui exponente igual á la diferencia 
algebráica del exponente del dividendo ménos el del divisor, ya sean 
ambos negativos , ya sea uno positivo y otro negativo;

Se elevan a potencias ; multiplicando el exponento de la cantidad 
por el de la potencia, siguiendo la regla de los signos (i«} , pue« 
también aquí puede suceder que el exponente de la cantidad y el de 
la potencia sean ambos negativos, ó bien uno positivo y otro nega
tivo ; ®

Sufren la extracción desús raices: dividiendo el exponente de la 
cantidad por el índice de la raíz.

 ̂Escolio. Esta extracción de raíces ni se intenta siquiera, si el ín
dice de la raíz no es divisor del exponente de la cantidad.

E scolio 2.'* Los exponentes negativos considerados hasta aquí 
son números enteros.

«í>. Al dar la regla para extraer raíces de un grado cualquiera 
de los monomios, hemos dicho, entre otras cosas, que se dividen los 
exponentes de las letras por el indice del radical (3-1).

Miéntras no hemos considerado otros casos que aquellos en los 
cuales el índice del radical era divisor de los exponentes de las letras, 
no hemos tampoco conocido otros exponentes que números enteros 
y positivos. Pero, si queremos que esa regla se cumpla, aunque el 
índice no sea divisor del exponente de la letra , como en el caso de

Va®= a , por ejemplo , nos encontramos con una nueva forma de
Si exponenU fraccionario. Que además de fraccionario
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podría ser iiog*ativo, si la cantidad siibradical tuviese expoueiite iie -

g’ativo , como en el siguiente ejemplo
_____ :d= j¡L

Y en general '^a=ttn _  n

Donde : si es divisor de m la raíz será exacta;
Si n = m  la raíz será « =í= i ;
Si por último n no es divisor de m , se obtiene el expouenteI m

fraccionario, positivo ó negativo , de la forma a ".
Ya conocemos su presencia y su origen. Y el Álgebra saca par

tido do él para simplificar el cálculo de las cantidades irracionales, 
presentándolas con exponentes fraccionarios , positivos ó nega
tivos.

De suerte que, ¿oda cantidad con capónente fraccionario, positivo 
ó negativo, expresa la rain, del grado, qne indica s% denominador, 
de la misma cantidad elevada á la potencia que diga el numerador.
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Así a =  V a ; a ® b c   ̂ = V  a  X  h X

Corolario, Todo monomio irracional puede presentarse como ra-
I

cional, y al contrario, sirviéndonos del mismo ejemplo \ /~ a =  a~*m m
Las expresiones a  ̂ , a~‘̂ , a'^ y  a " son respectivamente equi-

n
valentes á estas otras 1, y , y pueden tomarse

unas por otras , según las circunstancias aconsejen.
TO. Las convenciones establecidas en Álgebra para las seis ope

raciones fundamentales, son generales é independientes de la forma 
de los datos.

Por consiguiente, las cantidades algebraicas con exponentes frac
cionarios , positivos ó negativos , se suman escribiendo unas á con
tinuación de otras con los signos que tuvieren :

Se restan unas de otras escribiendo el minuendo , y á su conti
nuación el sustraendo con signos contrarios;

Se multiplican las letras comunes ó iguales , sumando algebrái- 
camente los exponentes que tengan, y las desiguales se escril)eu 
unas á continuación de otras con sus respectivos exponentes;



2 2 4

d̂ mdeJí una por otra , poniendo á las letras io-nales en el co 
de la ' ' ' '  diferencia alg-ebráica del expolíente

.1. £ £ z : , T : : , T : t . z Z " '
Y sufren, la eoítracciooi de raíces, dividiendo el exponente de la 

cantidad por el índice de la raíz.
que por ]a Indole misma de la eleva

ción á potencias fueron y debieron ser en un principio enteros y po
sitivos los hemos considerado después enterosy neg-ativos y^últí-
i Z r T l  ! r T T '  y negativos sin alterar en nida las
e las del cálculo Y es tal el carácter de generalización del Álof-

Z  " ? >-e8-las son aplicables á los exponentes inconm.emv,ra- 
«ey, porque lo son á las fracciones que los representan y que se apro

extensión, álos exponeos imagi-

D e  l a s  e x p r e s io n e s  im a g i n a r ia s .
7 i .  Ya hemos manifestado el concepto que tenemos de las expre- 

üiones imaginarias ^
Las expresiones imaginarias pueden ser de 2.^ 4.“, 6.", etc. era

do : nosotros, sm embarg*o, sólo nos ociiparémos en las de 2 á 
cuya forma pueden reducirse las demás.

Y forma es unas vecesja de un producto indicado de una
parte real por la imag-inaria \ / - l ,  y otras la de la raíz ctiadrada de 
una cantidad neg'ativa.

La transformación de una en otra es tan fácil, como verémos, 
lecordando lo sentado en el número 5 4  y siguientes.

En efecto :

a x  1 ==V a* X  \ /  — 1 = \ í  ~h a®x—1= \ / ^ .

16a*= \/l6a*X —1 =  \ / l ^ x  V— 1 = 4 a x \ / ^ .

Estos ejemplos, aunque sencillos, son, no obstante, suficientes 
para avisarnos que el cálculo de las expresiones imaginarias está 
comprendido, sabiendo el que dejamos explicado relativo á las can
tidades radicales, que llamarémos por oposición reales, combinadas 
con \¡— 1 , ó sea con la raíz cuadrada imagrinaria de la unidad.

7 ^ .  Adición. Las expresiones imaginarias, sean monomias ó 
polinomias, se suman Q%Q.v\h\Qi\Ho\QQ%umQ.\\áoB los unos á conti-



niiacion de los otros, con los sig'iios que teng-an, haciendo después 
la reducción de términos semejantes, si los hay.

La suma de una cantidad real y una expresión imaginaria, es 
siempre imaginaria; porque si tuviésemos a h-  =  6, y rcstá- 
sémos a de los dos miembros de la igualdad, tendríamos \/— 1=1)—a; 
es decir, que la diferencia de dos cantidades reales es igual á una 
expresión imaginaria, lo que es un absurdo.

Y puesto que (a +  V"— {a —\/—b) — 2a, dirémos :

La suma de dos expresiones imaginarias conjvgadas es una can
tidad real.

53. Su.sTRACCiON. Las expresiones imaginarias.. sean onono- 
mias ó polinomias, se restan unas de otras escribiendo el minuen
do , y á su continuación el sustraendo con signos contrarios, hacien
do después la reducción de términos semejantes, si los hay.

La diferencia de una cantidad real y una expresión imaginaria
es siempre imaginaria; porque si tuviésemos V̂— 1 — a =  b y  restá
semos algebráicamente — de los dos miembros ríe la igualdad, que 
es lo mismo que agregarles •'f- a, tendríamos V—1 =  a H- b ; oa de
cir, que la suma de dos cantidades reales es igual á una expresión 
imaginaria, lo que es un absurdo.

Y puesto que {a-\~V ~b)~{a .~~V ^) =  2 \/L Jj, dirémos :

La diferencia de dos expresiones imaginarias conjugadas es una 
expresión imaginaria.

5-B. Multiplicación. Las expresiones imaginarias monomias 
se multiplican, multiplicando el producto de sus factores reales por 
la unidad negativa.

\ /—a x \ /—b = \ /a  XV/— 1 x \/ b x V ~ \ = { \ /  a x V  h )x(v^—~í)* 

— V a b x  — 1 =  —Vaí).

Advirtiendo que sólo hemos considerado los signos superiores, ó 
positivos, del doble signo =ir que tienen los radicales reales. Bn 
cuanto á las expresiones imaginarias, su producto había de ser úni
co é igual H — 1, porque se trataba del cuadrado de V̂—I.

Volviendo sobre nuestro asunto, si las expiresiones imaginarias 
que se han de multiplicar, son polinomias, so siguen las reglas es
tablecidas para las cantidades reales.

22Ó

15

¿ 2 ; V



Y puesto que (a +  V/:Z6)x(a -  \ /- fc )  =  ,,, dirémos :

El producto de dos expresiones imaginarias conjugadlas es una 
cantidad real.

Ti». Division. Una ea>pfesio% imaginaria mononiia se divide por 
o ra, dividiendo el factor real de la primera por el de la segunda.

V— a ̂  \ /  a x \ / —1 _  \Z"^
\/—6 \/ h x \ / ^  \/"5” '

/Vi 0̂5 ífíjííoj- son expresiones imaginarias poUnomias, se siguen 
las leglas establecidas para las cantidades reales.

Ypuesto q „ P ^ ^ ~ ^ - ( g : + ^ - f e ) x U + V '^ )_a»+2aV '- b -b  
a - \ / - 6  ( a - \ / _ í , ) x ( a + V '- b )

a* — Ò , 2a __
a -̂f-ó

dirémos :

El cociente de una imaginaria conjugada por otra es imac-i- 
nano. “

9 « . Elevación á potencias. Una expresión imaginaria mono- 
mía se eleva á una potencia cualquiera elevando la parte real v 
m u l t a n d o  el resultado por la potencia del mismo grado 
de V—1.

(\/—a)°=(v/ a x \ / ^ ) “ = ( \ / i r ) ” x { V / ^ ) ” .

Las potencias sucesivas de V /^i , poniendo el exponente 1 por 
analogía á la primera expresión, son las siguientes :

( V '^ ) ‘ = ................................................... V/-T

( v / : ^ ) “= ( v / _ i 7 x  \ / - \  = - i x - / - í = = _ y ' _ i '  
( \ / - l ) ‘ =  ( \ / _ l ) > x ( v / - l ) ’= _ l  
(v/— !)“=:( vZ— l / x  \ f — \ =  +  l 
( \ /— 1Y =( \/— 1 )*X ( \ ^ \  )*= + 1 
( v / - i y = ( v / ^ r x ( \ / : r T ) ^ = - f - i .  .
{ V — l ) '= (  V'— l)*x( ^-=1)*=:+ I x  
( \ / ~ l ) = ( v / — l ) x  \ / ^

) = - i x —  1 = - h l
= + i x v / - i = \ / ~ l .

* = + i x —  1 = —  1.
' = - f - l X - v ^ .
* = - h l X - f - I  — d - 1 .
= + l  X v ^ =



Y así sucesivamente irían repitiéndose' las cuatro expresiones 
primeras \ / ^ ^ ,  — 1, —\ /^ T y  +  1.

Sí la expresión imaginaria es polinomia , se eleva al cuadrado 
siguiendo las reglas dadas para las cantidades reales.

jy .  E xtracción de raíces. La raiz de cualquier grado de una 
expresión imaginaria monomia se extrae^ extrayendo la de su 
parte real y multiplicando el resultado por la r^íz del mismo grado 
de \/— 1.

n n ___________  n _ n ____

V V X  = V  \/ a xV  1-

S i , por liltimo, la expresión imaginaria es polinomia, se extrae 
su raíz cuadrada siguiendo las reglas dadas para las cantidades 
reales.E scolio 1.° Las imaginarias simples, como aV—1 y — 1, 
dan siempre resultados imaginarios en la adición, sustracción y ex
tracción de raíces ; reales en la multiplicación y división, y reales ó 
imaginarios en la elevación á potencias. __

Las imaginarias unidas á una cantidad real, como a ^ h  \j— 1 
g C'\' d \ /— 1, dan resultados de la misma forma, en general, en 
la adición, sustracción, multiplicación y división.
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E scolio 2.® Puesto que
M

(1 =  a y ^ \ ,  también será a

\/- a X V i

El valor real y positivo de V a es lo que se llama valor ahsolulo 
del radical; y se llama valores algebraicos á las expresiones que 
se obtienen multiplicando el valor ahsolxUo por las distintas raíces 
reales ó imaginarias de la unidad.E scolio 3.° Entendiendo por módulo de una expresión imagi
naria , el valor absoluto de la raíz cuadrada de su producto por la 
imaginaria conjugada, es evidente que, si el módulo es Q, la ex
presión imaginaria también lo será, y reciprocamente.

S i un producto de factores imaginarios es 0, uno por lo mé- 
nos de dichos factores será 0.

Sea la última linea de esta teoría un recuerdo de gratitud al se
ñor Rey y Heredia, que derramó sobre ella la luz inextinguible de 
su talento.
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CAPÍTULO HI.

Vai*Sas ciic.siioiie« iiccc^aW as a l coiiociinSciito  

<lel ÁL4ÍEBHA.

REDUCCION DE QUEBRADOS DECIMALES A ORDINARIOS.

y s . En este capítulo vamos á ocuparnos en ciertas cuestiones 
que de propósito no hemos tratado en Aritmiítica , porque tene
mos la opinion de que aquellas que, por ser más elevadas y tener 
cierto carácter de generalidad , exigen la notación algebráica , de
ben ser tratadas aquí, como si dijéramos, en la Aritmética superior.

Allí nos ocupamos en la reducción de los quebrados ordinarios á 
decimales.

Aquí vamos á encabezar este capítulo, tratando de la reducción 
de quebrados decimales á ordinarios.

Y como los quebrados decimales pueden ser de un número limi
tado de cifras , ó de un número ilimitado de cifras, por eso esta cues
tión consta de despartes:

1.* Hallar el quebrado ordinario eg^uivalente anng^uehrado 
decimal de un nùmero limitado de cifras.

Esta cuestión es tan sencilla que basta su enunciado para com
prenderla.

En efecto , ¿de qué se trata? De escribir con denominador un 
quebrado dado sin denominador. Y este denominador , ¿ qué va á in
dicar? La unidad fraccionaria á que se refiera el nuevo quebrado. Y 
¿cómo expresa eso el quebrado dado sin denominador? Por el núme
ro de lugares que ocupa á la  derecha de la coma , expresa si son dé
cimas , centésimas, milésimas, etc.

1
Pero la décima, centésima , milésima, etc., se expresa por

1 i 
■ 100 1000 ’

Luego, el numerador del quebrado ordinario equivalente á otro 
decimal, de un nùmero limitado de cifras, sera igual á éste, sin 
coma, y como si fuere un entero , y  el denominador se compondrá de 
la unidad seguida de tantos ceros como cifras fraccionarias tuviere 
el decimal. Y según que éste tenga, ó no, enteros, el ordinario 
equivalente será impropio ó propio.
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r~

34 82007 . „Asi: 3 .4 = 4 ;8 2 ,0 0 7  =  --,Q„fp;0,3 W  =  -1000-

Esta primera parte ha sido ya tratada en A ritmetica (S30), 
pero nosotros queríamos presentarla unida á la 2.": y como ésta no 
debe ser tratada en Aritmética, por, eso repetimos la primera en 
este lugar. ,

$ 0 .  2 .“ IMlar el quebrado ordiiiario egmvalente a m  gueora-
do decimal de un número ilimitado de cifras.

Esta 2 /  parte se descompone en dos casos , según que la fracción 
decimal de un número ilimitado de cifras sea periódica pura , ó pe
riódica mixta.

« 1 . Caso l.° Sea la fracción decimal periódica pura general
a,ah ah ah........  , . . i , j-

Si representamos por x  el quebrado ordinario equivalente a dicha
fracción, tendrémos

X =  0,ab ab ab.

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad por la unidad 
seguida de tantos ceros como cifras tenga el período (que ahora será 
por 100), resulta

100x= ab,abab abab.......

Restando miembro á miembro estas igualdades, la primera de la 
segunda , y considerando que un número ilimitado de periodos se 
destruye con un número ilimitado de períodos iguales y de signos 
contrarios, nos dará

09 X =  ab.

Y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 99 , tendré
mos, por último

X  —
ab
I d '

Lo que nos dice en lenguaje vulgar, que el quebrado ordinario 
equÍDalente á una fracción decimal periódica pura se compone de el 
periodo por numerador, y por denominador tantos nueces como cifras 
tenga elperiodo.

6 2
Asi: 0,666.....=  -g- =~^-



Si la fracción decimal tuviere enteros, se escriben delante del 
quebrado ordinario, después de simplificado éste, y formando un 
número mixto.

Asi ; 4,6666.......=  4

Síí. Ccíío 2.° 'étz.Xz. fracción decimal'periódica miaría genera} 
0, a be he be be.......

Si representamos por x el quebrado ordinario equivalente á dicha 
fracción, tendrémos
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x =  0 , a ÒC ÒC be be.

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad por la unidad 
seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte no periódica (que 
ahora será por 10), resulta

10x= a, be bebe.
}joY  poniendo -gg- en vez de la parte periódica he he he.......según

acabamos de explicar anteriormente, la igualdad tomará la forma 
nueva de

lOx =  a-f- bc
W '

Ahora bien, para reducir á quebrado el número mixto que hay 
en el segundo miembro, se multiplicará el entero a por 99 y al pro - 
ducto se agregará el numerador he. Y también podríamos multiplicar 
el entero «por 100 , con tal que del producto restemos una a. Pero 
el producto de a por 100 termina en dos ceros , y al sumar el nume
rador con este producto , las cifras he ocuparían el lugar de los ceros, 
y restando de esto el entero a , el resultado será el numerador.

O bien, (a X  99) 4- be =  [a X  100 — a} 4- be =  (aOO — a) -|- be =

Vabe/ — a =  abe — a.

De suerte que, reducido á quebrado el número mixto del segun
do miembro, la igualdad puede tomar la forma de

10x = abe — a 
99
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Y dividiendo , finalmente, loa dos miembros de k  igualdad por 

10, el primero se convierte en a; , y el segundo queda dividido sin 
más que multiplicar por 10 el denominador (Arit. 0 6 , 2.*).

Luego, X  =
ábe—a

Lo que nos dice en lenguaje vulgar que el quebrado ordina/rio 
equivalente d una fracción decimal periódica mixta tiene por nume
rador la parte no periòdica seguida del periodo , formando un solo 
número , ménos la parte no periòdica , ypor  denominador el número 
formado por tantos nueves como cifras tenga el periodo seguidos de 
tantos ceros como cifras tenga la parte no periòdica.

Así; 0,4282828.......,
428 — 4 __ 424____212_

990 99Ò “  495

Si la fracción decimal tuviere enteros se escriben delante del 
quebrado ordinario , después de simplificado éste, y formando un 
número mixto.

TEORÍA DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE NUMERACION.

^ 3 . A las palabras con que damos principio á este capítulo aña- 
dirémos éstas.

Las materias contenidas en este capítulo no han podido tratarse 
ántes de saber los alumnos el capítulo I. Y, por otra parte , desea
mos que éstos lleguen á la teoría de las ecuaciones con la mayor 
suma de ideas posible : este es, pues, su lugar.

fié . Presentarémos descompuesta en tres partes la teoría en que 
vamos á ocuparnos. En la primera explicarémos cómo puede escri
birse un número entero en un sistema cualquiera de numeración. 
En la segunda enseñarémos la manera de traducir, ó pasar al siste
ma decimal un número entero que esté escrito en diferente sistema 
del nuestro. Y en la tercera pondrémos ejemplos de las primeras 
operaciones verificadas sobre números escritos en un sistema de nu
meración cualquiera, pero distinto del decimal, para lo cual basta 
tener presente la ley que existe entre las unidades de los diferentes 
órdenes, áfin de convertir unidades de un órden cualquiera en uni
dades de órden inmediato superior ó inferior.

Se llama base (del griego fundamento , apoyo) de un sis e 
ma de numeración, al número de unidades de un órden cua quiera



que se necesita para componer una unidad del órden inmediato su
perior. Y este número de unidades es siempre igual al de cifras que 
en cada sistema se emplea.

Es común á todos los sistemas de numeración el principio con
vencional en virtud del cual una cifra colocada ála izquierda de otra 
representa unidades del órden inmediato superior.

'El cero es necesario kXoú.0 , es decir, es indispensable
una cifra , désela el nombre y forma que se quiera, que llene estas 
dos funciones ; indicar la carencia de unidades del lugar que ocupa, 
y dar á las cifras de su izquierda la colocación correspondiente.
El sistema más sencillo es el binario, cuyas cifras son 1 y 0.
Sigue el ternario.................................................con 1, 2 y 0.

— cuaternario.............................................con 1 , 2, 3 y 0.
~  quinario..................................................con 1 ,2 , 3 , 4 y 0.
Y así sucesivamente. Pero si el sistema exige más cifras que el 

nuestro se le dan las letras que necesite. Así, por ejemplo, enei sis
tema duodecimal el número diez se representa por la letra v el 
once por i.

Hr*. Esto sentado , ocupémonos ya en ifLprimeraparte, ó lo que 
es lo mismo , dado un número escrito en el sistema decimal, tradu
cirle , por decirlo a s í, á otro sistema cualquiera.

Sea , por ejemplo , el número .528, y vamos á escribirle en el 
sistema quinario, cuya base es cinco.

En el sistema quinario se necesitan cinco unidades de primer 
órden para componer una de segundo : luego tantas veces como el 
número 5 esté contenido en el número propuesto , tantas unidades 
de segundo órden contendrá en el sistema quinario, y el resto serán 
unidades de primero.

Cinco unidades de 2.“ órden componen una de 3." : luego tantas 
veces como el número 5 esté contenido en el número de unidades de
2.” órden, tantas unidades de 3.“ contendrá el número ¡propuesto, v 
el resto serán unidades de 2.” ; y asi sucesivamente.

Disposición de la operación :
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528 í 5105Dolcr6rdon........  3  5Do 2 .".... 0 21
 ̂" ' 1 De 4,* i  

Resultado :

528 en el sistema decimal=4l03 en el sistema quinario.
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OBSERVACIONES.

1. * Este número 4103 escrito en el sistema quinario no se sabe 
leer más que de este modo: 3 unidades de primer órdeii, 0 de segun
do, 1 de tercero y 4 de cuarto. Y lo mismo sucede con cualquier nú
mero escrito en un sistema distinto del decimal.

2. ® Como el cociente de la tercera división es 4, número menor 
que la base 5 , claro es que no podía haber unidades de quinto órdeii, 
esto es , que el órden superior en este ejemplo es el

y  en general, como en un sistema de numeración cuya base es 
d, 1) unidades de primer órden componen una de segundo , y I uni
dades de segundo componen una de tercero, y así sucesivamente, es 
claro, que si se quiere reducir á un sistema cualquiera un número 
dado en el decimal, s& divide éste por la base del otro sistema, escri
ta en el decimal; el resto serán las unidades de primer órden en el 
nuevo sistema. Se divide el cociente por la misma base; el resto se
rán las unidades de segundo órden \ el segundo cociente se divide 
por la base; el resto serán las unidades de tercer órden; y asi se 
continúa hasta obtener un cociente menor que la base , y que será la 
cifra de unidades del órden superior en el nuevo sistema.

ÍÍG. Aparte del procedimiento anterior, cuya exactitud nada 
deja que desear , vamos á explicar la posibilidad de escribir núme
ros en un sistema cualquiera , por ejemplo , en el quinario ; no obs
tante que las consideraciones que hagamos son aplicables á todos 
los demas sistemas.

Eas cifras en el sistema quinario son 0 , 1 ,2 , 3 , 4.
Los cuatro primeros números se escriben, pues, en el sistema 

quinario lo mismo que en el decimal.
Agregando una unidad á cuatro, se forma el número cinco, ó sea 

una unidad de segundo órden que , según el principio convencional 
establecido, se escribirá así : 10.

Colocando sucesivamente cada una de las cinco cifras del sistema 
quinario , en el primero y segundo lugar se formarán todos los nú
meros que haya hasta llegar al compuesto de 4 unidades de primer 
órden y 4 de segundo , que se escribe 44 , y se lee como acabamos 
de decir.

Agregando á éste una unidad , tendríamos un número compues
to de 5 unidades de primer órden y 4 de segundo ; pero como 5 
unidades de primer órden componen 1 de segundo, estaría mejor di
cho 0 de primer órden y 5 de segundo; y como 5 de segundo com
ponen 1 de tercero , como debiera decirse sería: 1 unidad de tercer 
órden , 0 de segundo, y 0 de primero, que se escribe a s í: 100.
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Más aú n : como el número 44 vale 24 unidades de primer órdeu, 
el número 25 es el que en el sistema quinario se escribe asi: 100.

De suerte que la base 5 se escribe como la nuestra, 10, y el 
cuadrado de la base 5 , como el cuadrado de la nuestra, 100.

Colocando sucesivamente cada una de las cinco cifras del siste
ma quinario en el primero, segundo y tercer lugar , se formarán 
todos los números que haya hasta llegar al compuesto de 4 unidades 
de primer órdeu , 4 de segundo y 4 de tercero, que se escribe así: 
444 , y se lee como acabamos de decir.

También podemos decir que este número vale veinticuatro uni
dades de segundo órden y cuatro de primero , ó sean ciento veinti
cuatro unidades de primer órden.

Agregando áeste una unidad se obtiene un número compuesto 
de ciento veinticinco unidades, que es el cubo de cinco. Y repitiendo 
el razonamiento anterior, aparecería el nuevo número compuesto de 
1 unidad de cuarto órden , 0 de tercero, 0 de segundo y 0 de prime
ro , que se escribe así: 1000.

También el cubo de la base 5 del sistema quinario se escribe 
como el cubo de la base 10 de nuestro sistema decimal, 1000.

Repitiendo estas consideraciones cuantas veces se quiera, y en 
cuantos sistemas se quiera, quedan probadas dos conclusiones :

1. * Que pueden escribirse números en el sistema que se quiera, 
distinto del decimal, á partir del binario : lo que no se sabe es leer
los más que del modo indicado.

2. “ Que en todos los sistemas, sin excepción, las bases y sus po
tencias semejantes se escriben de la misma manera que 10 y las res
pectivas potencias de 10 : lo que varía de un sistema á otro son los 
valores relativos.

S í .  Vamos á tratar de la segunda parle, ó sea de reducir 
al sistema decimal un número entero escrito en un sistema cual-
quiera.

Sea, en general, el número.....  onmiedea escrito en el sistema
cuya base es ò ; representando por a, c, d, e, i ,  etc., las unidades 
de 1.", 2.“, 3.“, 4.", 5.”, etc., órden.

Pero en virtud del principio convencional, y fundamental á la 
vez de todo sistema de numeración, la cifra c expresa unidades h 
veces mayores que si estuviese sola ; luego su valor relativo es igual 
á c multiplicado por h, que puede indicarse (*5, 4.®) así ; ch. Porla 
misma consideración la cifra d expresa unidades h veces mayores 
que c ; luego su valor relativo es igual á d multiplicado por h , mul
tiplicado otra vez porá, ó bien, X á X ó sea (fí®. Repitiendo la 
misma consideración cuantas veces sea necesario, se explica de la

f



misma manera que iV', mV', íí-5®, oÍP..... son las expresiones de
los valores relativos de las cifras e, i , m, n , o.....

Luego el número N escrito en el sistema de numeración cuya
base es í , y que tiene por cifras c, d, e, i, fi, o.....  se presta
á la transformación siguiente :

N =  a -f- cb 4- rfó* +  eb’ -t- ¿b* ■+■ mb® -!- nb® -h ob ’ - h ....
Luego dando ála base ¿y  álas cifrassi, c, d, e, i, n, o.....

valores particulares, y efectuando en el sistema decimal las opera
ciones indicadas en la expresión anterior, se tendrá el número co
rrespondiente á esos valores particulares expresado en el sistema 
decimal.

Sea, por vía de comprobación, reducir al sistema decimal el nú
mero 4103 dado en el sistema quinario.

Disposición de la operación :
3 x 1 ............................  3 x 1  =  3
0 x 5 .......................... 0 x 5 =  0
1X 5*......................... 1 X  25 =  25
4x5® ......................... 4 X  125= 500

528 en el decimal,
según ya sabíamos.

Luego, regla : Para reducir aVdecimal un número escrito en un 
sistema cualquiera se multiplica la cifra de las unidades de primer 
órden por 1,

La de 2.” por la base del sistema en que se da escrito,
La de 3.® por el cuadrado de dicha base,
La de 4.‘ por el cubo de la misma ; y así se continúa, y hacien

do todas estas operaciones en el sistema decimal, la suma de dichos 
productos dará el número que se desea en el sistema decimal.

CoKOLAiiio. Para reducir un número de un sistema á otro, dis
tintos ambos del decimal, se pasa primeramente al decimal, y des
pués se pasa del decimal al que se quiera.

íiíi. Tercera parte :  Operaciones.
, .  ̂ ( 10451.* Varaos á sumar los números supuestos en el sistcmaj 2403

euya base es 6 , y sus cifras 0, 1, 2, 3,4,  5......................... | 3̂52
12244

Teniendo muy presente la ley que existe entre las unidades de 
diferentes órdenes, en cada sistema, dirémos : 5 y 3, 8 , y 2, 10 
unidades de primer órden, que componen 1 de segando y 4 de 
primero.

1 de segundo, procedente de la suma de las de primero y 4, 5;
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y 0 , 5 ; y 5, 10 unidades de segundo órden, que componen 1 de ter
cero y 4 de segundo.

1 de tercero procedente de la suma de los órdenes inferiores 
y 0 , l ; y 4 , 5 ; y 3 , 8  unidades de tercer órdcn. que componen 1 
de cuarto y 2 de tercero.

1 de cuarto procedente de la suma de los órdenes inferiores y 1, 2; 
y 2, 4 ; y 4, 8 unidades de cuarto órdeu, que componen 1 de quinto 
y 2 de cuarto.

La suma es, pues, un número que consta de 1 unidad de quinto 
órden, más 2 de cuarto, más 2 de tercero, más 4 de segundo, más 4 
de primero.
2.“ Vamos á restar un njimoro de otro, supuestos en el sistc-( 1232 

ma cuya base es 4, y sus cifras 0, 1, 2, 3 ...........................| 133
1033

Como la primera cifra de la derecha del minuendo es menor que 
su correspondiente del sustraendo, se hace sufrir al minuendo la 
transformación oportuna para que aparezca compuesto de este 
modo :

1 unidad de cuarto órden, más 1 de tercero, más 6 de segundo, 
más 6 de primero, y dirémos :

De 3 á 6, van 3 : de 3 á 6, van 3 : de 1 á 1, va 0 : de nada 
á 1, va 1.

El resto es , pues, un número que consta de 1 unidad de cuarto 
órden, más 0 de tercero, más 3 de segundo, más 3 de primero.
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3.* Multipliquemos estos dos números supuestos en el sis-( 
lema duodecimal, cuya base es 12.y sus cifras 0, 1, 2, 3,| 
•i, 5, 6, 7 , 8 , 9 ,  a, b : a representa á lU , y b la cifra 11.)

9ab

5945
6734
679145

Dirémos : ¿ multiplicado por 7, son 77 ; que hacen 5 unidades 
de primer órden, y 6 de segundo :

a por 7, son 70, y 6,76 ; que componen 4 unidades de segun
do órden, y 6 de tercero :

9 por 7, son 63, y 6, 69 ; que componen 9 unidades de tercer 
órden, y 5 de cuarto.

Ahora : h por 8, son 88 ; que hacen 4 unidades de primer órdeu 
(que se ponen debajo de las unidades de tercer órden, porque hay 
un cero en el multiplicador entre el 7 y el 8), y 7 de segundo.

a, por 8, son 80, y 7 , 87; que hacen 3 unidades de segundo ór
den, y 7 de tercero.

9 por 8, son 72, y 7, 79 ; que hacen 7 unidades de tercer órden, 
y 6 de cuarto.



Ahora se súmanlos dos productos parciales, diciendo: 5 ; 4; 
9 y 4, 13 ; es decir, 1 de tercero, y 1 de cuarto : 1 de cuarto órdeii 
procedente de las sumas de órdenes inferiores y 5 , 6 ; y  3, 9 ; 7 ; G.
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4 / Dividamos un número por otro, supuestos en el 
sistema duodecimal, cuya baso os 12, y sus cifras 
0, 1, 2, 3, 4, 5, G, 7, 8, 9, a, í): representando a 
la cifra 10, y ó la 11...............................................

G791.4.5.
59 4 5 

0

9a/)
807

Se separan por un punto las cuatro primeras de la izquierda, se 
dividen por el divisor, y multiplicando éste por el cociente 8, se res
ta el producto del dividendo parcial, diciendo : h por 8, 88, que son 
7 de segundo y 4 de primero.

Si se escribiese 4 debajo del 1 para restar, habría que añadir 
mentalmente 12 {pues que 12 es la òase) al 1, con lo que queda con - 
vertido en 13, y diremos : de 4 á 13 , van 9.

íjporS, 80, y 7 del producto anterior, son 87, ó bien 7 de terce
ro y 3 de segundo.

Escribiendo el 3 debajo del 9 para restar, dirémos : do 3 á 8, 
van 5.

9 por 8, 72, y 7 del producto anterior, son 79, que componen G 
de cuarto y 7 de tercero.

Escribiendo estas dos cifras 6 y 7 debajo del 6 y 7 del dividendo 
parcial, diriamos, de 7 á 7 va 0 ; y de 6 á G, va 0, que no se ponen 
á la izquierda.

El principiante puede formar el producto del divisor por 8, es
cribirlo debajo del dividendo parcial, y efectuar la sustracción, como 
se ha hecho dos ejemplos antes.

A la derecha del resto se escribe la cifra siguiente 4 del dividen
do. Y como ese dividendo parcial es menor que el divisor se pone 0, 
en el cociente.

Se baja la última cifra del dividendo, se escribe el cociente par
cial 7, y el producto del divisor por 7 se resta del dividendo parcial, 
diciendo :

Ò multiplicado por 7, son 77. ó bien, G unidades de segundo ór- 
deii y 5 de primero.

Escrito este 5, para restar, debajo de las unidades de primer ór- 
den del dividendo parcial, diremos, de 5 á 5 , va 0.

a por 7, son 70, y G del producto anterior, 76, ó bien, 6 de ter
cero y 4 de segundo.

Escrito el 4 debajo del 4, dirémos, de 4 á 4 va 0.
9 por 7, son 63, y 6 del producto anterior, G9, ó bien, 5 de 

cuarto y 9 de tercero.



r  dü-émos, finalmente, de 9 A 9, va 0 ; y  de 5 á 5, ya 0 , que no
se escnben, porque hay bastante con uno para significar la Lacti- 
tud de la operación, que por lo demás habia de ser así : puesto que 
tratándose de dividir el producto anterior por uno de su" faetorTs 
claro es que el cociente había de ser el otro factor 

Escolio. Hemos e.xplicado cómo se pueden escribir números, y

distinto?d“fnuesTro ■ '
tratado“ '"”/ ' * '  Be difundid por Europa, los hombres ilustrados no 

 ̂ celebrarlas ventajas que el sistema arábig-o.
ó indio ó Uhraico, tenia sobre el griego y el romano

q u e d r i m l l “ “"” ” ' “
El ilustre Leibnitz pensó sèriamente en el sistema Unmio , que 

no teniendo más cifras que 0 y 1, le permitía escribir todos los nú-

k  u uL aT “ '" “^ y relativos de

Pero lo prolijo y penoso del sistema, que, para e.vpresar un nú
mero pequeño, como mil por ejemplo, necesita diez lugares, mién-
m e r o 'n l '’'^ '“ " Bèlo se necesitan cuatro, puesto que el nú
mero 1000 se escribe en el sistema binario de este modo 1111101000
re r s íX ° X V n r‘' '  -bandonar su propósito á principio^

Alguno se ha ocupado en el duodecimal, que por cierto no ofrece
otra ventaja que la de tener su Use 12 más divisores que la tase 10 
del nuestro.  ̂ <*-oo xw

Y si aquel hombre extraordinario, uno de los que más han hon
rado la inteligencia humana , vió la esterilidad de su invención de la 
Aritmética Im ana, séanps permitido aventurar nuestra opinión 
a^rca de la vida que tendrá el sistema decimal de num erlion; 
vida, en nuestro sentir, tan larga como la de la humanidad.

23S
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D ife r e n c ia s  ,  e q u id ife r e n c ia s  , r a z o n e s  y  p r o p o r c io n e s .
Pheliminares. L os objetos, las cosas que existen en el 

mundo físico, considerados aisladamente y eu sí mismos , son abso
lutos: lio hay duda. Pero el hombre no puede tener idea del cuanto  ̂
de la cantidad de esos objetos ó cosas, sino comparándolos con otro 
de la misma especie llamado unidad, que se elige arbitrariamente ó 
es dado por la naturaleza, recibiendo el nombre de número la expre
sión de esa comparación (Arit. 5).

Pero si , haciendo caso omiso de la unidad, se comparan entre 
sí dos cantidades de una misma especie , lo cual equivale á compa
rar los dos números que las expresan , el resultado de esta compara
ción es lo que se llama en Matemáticas la razón de dos números.

Y ahora podemos decir que número es también la expresión de 
la razón de una cantidad cualquiera con su unidad.

Dos son, en general, las maneras que hay de comparar una can
tidad con itra : ora se pretenda saber cuánto la una excede á la otra; 
ora se desee saber cuántas veces la una contiene á la otra.

A sí, los números 32 y 8 se prestan á estas dos comparaciones .

3 2 - 8 = 2 4 ;  =  4.o
El resultado de la comparación por sustracción es 24; y el resul

tado de la comparación por división es 4.
Estas dos razones se distinguían antiguamente con los nombres 

de razón aritmética y razón geométrica. Hoy se llaman razón por 
sustracción, ó simplemente diferencia; y razón por cociente , ó sim
plemente razón, porque casi siempre se comparan dos cantidades 
en Matemáticas por saber cuántas veces contiene la una á la otra.

Si los números que se comparan son igiiales , el resultado de la 
comparación es necesariamente cero ó la unidad, según que la com
paración sea por sustracción ó por división.

Si los números que se comparan son desiguales, el resultado es 
un tercer número , que expresa el exceso del uno sobre el otro , ó el 
número de veces que el uno contiene al otro , según que la compa
ración sea por sustracción ó por división.
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DIFERENCIAS.

ftO. Razón por diferencia, ó simplemente diferencia de dos nú
meros es el residuo indicado de dichos números , el primero de los 
cuales se llama antecedente,'^ consecuente.

La diferencia de los números 15 y 12, por ejemplo, se escribe 
así: 15 — 12, y se lee 15 es á 12.

Es evidente que , la diferencia de dos números no se altera ana
diendo ó quitando un mismo número al antecedente y consecuente.

Una diferencia es in'oersa de otra, cuando el consecuente y ante
cedente de la primera, son antecedente y consecuente de la seg’unda.

Se llama diferencia compuesta la diferencia que resulta de sumar 
ordenadamente dos ó más diferencias; llamándose componente cada 
una de éstas, que puede ser sustituida por otra igual, sin que la 
compuesta sufra alteración.

La suma de dos diferencias iguales es dupla de cada una de ellas.
Si tenemos 7 — 5 y 10 — 8 ,17 — 13 es, en efecto, dupla de cada 

una de las dos primeras.
La suma de dos diferencias inversas es cero.
Si tenemos 7— 5 y 5 — 7, 12 — 12 es, en efecto, igual á cero.

EQUIDIFERENCIA.

ÎM. eguidiferencía (palabra introducida por M. La
croix), á la igualdad de dos diferencias.

Una equidiferencia entre los números 12, 9 , •/ y 4, por ejemplo, 
se escribe así : 12 — 9 : : 7 — 4, y se lee así : 12 es á 9 como 7 
es á 4.

El primero y tercero se llaman antecedentes, el segundo y cuar
to consecuentes, el primero y cuarto extremos, y el segundo y tercero 
medios.

Silos medios de una equidiferencia son iguales, la equidiferen
cia se llama continua , y el medio que se repite se llama medio dife
rencia éntrelos otros dos términos.

Así, 12—9 9 — 6 , es una equidiferencia continua, y 9 es
medio diferencial entre 12 y 6.

9 2 . En toda equidiferencia la suma de los extremos es igual à la 
de los medios; é igual al duplo del medio diferencial, si la equidi
ferencia es continua.

En efecto : sea la equidiferencia general a—h :: c—d, 6 bien, 
a — Ô =  c—d.



Aiiadiendo á loa dos miembros de esta ig’iialdad la expresión 
¿ -f- ¿  , toma la forma a— b h +  d =  c — ¿  +  í  +  y re
duciendo toma esta final a -^d  =  c 4- í.

Si la equidiferencia es continua , por ejemplo , a —h\ \b  — c , ó 
bien, a — b =  b — c; se verificará , repitiendo el razonamiento an
terior, que (i~\- c =  h -\-b, ó sea, a -h c =  2b.

Recíprocamente. S i tenemos cuatro números tales que la suma de 
dos de ellos sea igual d la suma de los otros dos, esos cuatro números 
forman una equidiferencia^ siendo los dos primeros extremos ó me
dios, y los dos segundos medios ó extremos.

Sea , por ejemplo, la igualdad a-\- d — c b.
Restando.de los dos miembros de esta igualdad la expresión b-\-d, 

tomará la forma de «H-d— h — d— 0-^ b — b —- di g  reduciendo, 
toma esta otra a — ¿ = c  — d , t  bien , a — b v. c — d.

CoROLAUio. Uno de los extremos es igual á la suma de los medios 
ménos el otro extremo.

En efecto : si tenemos 12 — 9 :: 7 — x, representando por x  un 
extremo desconocido , y aplicamos á esta equidiferencia la anterior 
propiedad , resulta

12 +  x--=9 +  7.

Y restando 12 de los dos miembros de esta igualdad, tendrémos : 

12-i-x — 12 =  9 +  7 —12, ó bien ,x  =  9 +  7 — 12 =  4.
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CoROLA-iiio 2.® Uno de los medios es ig u a l á la  sum a de los ex
trem os m énos el otro medio.

E n  efecto : si tenem os 12 — 9 :: a? —  4, y  aplicamos á esta equi
diferencia la propiedad an terior , resu lta  9 +  íz; =  12 +  4.

y  restando 9 de los dos miembros de esta igualdad , tendrém os :

9 +  x — 9 =  12 +  4 — 9 ,0  bien, x =  1 2 +  4 —9 = 7 ,

Corolario 3.*̂  Blmedio diferencial, en u n a  equidiferencia con
tin u a , es igual á la  sem i-sum a (m itad de la  s u m a ) , de los extrem os.

En efecto : si tenem os 12 — a? : : a? — 6 , y  aplicamos á esta equi
diferencia la propiedad ántes dicha , tendrém os; a? +  2 ; = 1 2  +  6 ,  ó 
bien , 2x— 12 +  6.

Y dividiéndolos dos miembros de esta igualdad por 2 , coeficien

te de a?, resulta x ■■ 12 +  6 ,  - .  ̂ /lo IÓ bien , x = . (12 +  6).
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CoROLAKro 4." Pueden hacerse sufrir á los térm inos de una equi

diferencia las transform aciones que se q u ie ra , con tal que subsista 
respecto de ellos el principio de que la suma de ecoiremos sea igual á 
la suma de medios.

RAZONES.

» 3 . Razón por cociente, ó simplemente razou de dos números, 
es el cociente indicado del primero, llamado antecedente, por el se- 
g'undo, llamado consecuente.

La razón de los números 12 y 3, por ejemplo, se escribe así 12 : 3, 
y se lee 12 es á 3.

Es evidente que la razón de dos números no se altera multipli
cando ó dividiendo el antecedente y el consecuente por mi mismo 
número.

Una razón es inversa ó reciproca de otra, cuando el consecuente 
y antecedente de la primera son antecedente y consecuente de la 
segunda.

Y se llaman también números recíprocos aquéllos cuyo producto 
3 4es la unidad, como

Se llama razón compuesta la razón que resulta de multiplicar or
denadamente dos ó más razones ; llamándose componente cada una 
de éstas, que puede ser sustituida por otra igual, sin que la com
puesta sufra alteración.

El producto de dos razones iguales es el cuadrado de cada una 
de ellas.

Si tenemos 12 : 3 y 8 : 2, 96 : 6, ó sea 16, es en efecto el cua
drado de 4.

El producto de dos razones inversas ó recíprocas es igual á la 
unidad.

Si tenemos 12 : 3 y 3 : 12, 36 : 36 es , en efecto , igual á la 
unidad.

PROPORCIONES.

0 1 . Se llama proporción á la igualdad de dos razones.
ViVi'e. proporción entre los números 12, 3, 8 y 2, por ejemplo, se 

escribe así, 12 : 3 8 : 2 y se lee así, 12 es á 3 como 8 es á 2.
El primero y tercero se llaman antecedentes ̂  el segundo y cuar

to consecuentes, el primero y cuarto extremos, y el segundo y ter
cero medios.

Si los medios de una proporción son iguales, la proporción se

f:
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llama contimia, j  el medio que se repito se llama nedio proporcio
nal entre los otros dos términos.

Asi, 12 ; 6 :: 6 : 3 es una proporción continua, y 6 es medio pro
porcional entre 12 y 3.

También se escribe -  12 : 6 : 3, y se llama signo de proporción 
continua á este V7,

Y cada uno de los extremos se llama tercero proporcional respec
to del medio proporcional y el otro extremo. Y en una proporción 
continua, cada término se llama cuarto proporcional de los
otros tres.

0 5 . En toda proporción se verifican las propiedades siguientes:
1.'" E l producto de los extremos es igual al de los medios; é 

dX cuadrado del medio proporcional, si la proporción es con
tinua.

En efecto: sea la proporción general a-.h-.:c:d,  que puesta 
bajo la forma de igualdad de cocientes indicados, nos da .

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la expresión 
¿ X tendrémos
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a x b x d c_x6^Xrf
~ d ~ ~ '

y efectuando las divisiones indicadas, resulta

a x d  =  c x b .

Si la proporción es continua, por ejemplo, a - . l v . h i d ,  y se 
pone bajo la forma de igualdad de cocientes indicados, tendrémos 
^ _ h  . .
t, Repitiendo el razonamiento anterior, se verifica que

a X  d ~ l >  X  6 bien a X  d=^i ^.
Recíprocamente. Ei tenemos cuatro números tales que el produc

to de dos de ellos sea igual al producto de los otros dos, esos cuatro 
números forman proporción, siendo los dos primeros extremos ó me
dios , y los dos segundos medios ó extremos.

Sea, por ejemplo, la igualdad a X d ~ c  X h .
Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por la expresión

X  d,  tomará la forma de a x < ¿  c x b
, y suprimiendo el factorb x d  b x d

d común á los dos términos del primer quebrado, y el 5 que lo es á
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los dos del secundo, tomará esta otra =  q»ie, aeg'iin la or

dinaria de las proporciones, será íí : 5 :: c :
Corolario. Un extremo desconocido es igual al producto de lo

medios dividido por el extremo conocido.
En efecto : si ténemos 12 : 3 8 : y aplicamos á esta propor

ción la anterior propiedad, resulta

Í 2 x x  =  3 x 8 ,

Y dividimos los dos miembros de esta igualdad por 12, coeficiente

, , 3 x 8 _de X, tendremos x —

Corolario 2.“ Un medio desconocido es igual al producto de los
extremos partido por el medio conocidb.

En efecto : si tenemos 12 : 3 :: a:: 2, y aplicamos á esta propor
ción la propiedad anterior, tendrémos .

3 x x  =  1 2 x 2 ,

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 3, coeficiente 
1 2 x 2 _

de a?, resulta g • —

Corolario 3.*’ El medio proporcional, en una proporción conti
nua es igual á la raíz cuadrada del producto de los extremos.

En efecto : si tenemos 12 : ^ ® i 3, y aplicamos á esta propor
ción la propiedad ántes dicha, tendrémos : o; X a? — 12 X 3,

ó bien .-c* =  12x 3.

Y extrayendo la raíz cuadrada de los dos miembros de esta igual
dad, resulta x= = \/l2x  3 =  6.

Corolario 4.“ Un extremo desconocido (ó sea un tercero propor- 
cional), en una proporción continua, es igual al cuadrado del medio
proporcional partido por el extremo conocido.

Porque si tenemos 1 2 : 6;: 6 :^ , ya sabemos que se verifica
o

12 X ® donde x
2 ■ Se pueden mudar de lugar los medios ó los extremos, y esto 

se llama alienar ■. ponerlos medios por extremos y mce-versa, y se 
llama invertir; y poner la segunda razón por primera y ésta por se-



gunda, 6 sea permutar. Transformaciones lícitas, porque después 
de ellas subsiste la igualdad entre el producto de los extremos y el 
délos medios, esto es, liay proporción.

Así, de la proporción tz: 5 c : se deducen :

a : c : : b : d  ] d: b: : c : a  1 b:a. ::d:c \ c:d::a,:b.

Si la proporción es sobre números particulares , pueden hacerse 
de la misma manera una, ó dos, ó las tres transformaciones an
teriores :
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12: 3 ;:: 8 : 2 . .  . . . . . 4 8 : 2 : :12;  3............... 4
2

T12; 8 , 3 : 2 . .  . . 3. . . 2 8 ; 12 :: 2:  3...............

3 ; 12 ;:: 2 : 8 ............
1 2 : 8 ; : 3 : 12................ 1

~ r

3 : 2 :: 12 : 8..........
3

■ ■ * 2 2 : 3 : : 8 : 12................ 2
3

3. * l/mproporción no deja de serlo, aunque se multipliquen ó 
se dividan por un mismo número todos sus términos ó los antece
dentes , los consecuentes, los dos primeros ó los dos últimos; pues
to que , después de cualquiera de estas transformaciones , subsiste la 
igualdad de ambas razones.

4. “ S i dos ó más proporciones se multiplican ó se dividen ordena
damente, los productos 6 cocientes serán proporcionales.

Sean las proporciones a ■ l> c : d y m \ n s , que pondré-
¿t c rtx r 

raos bajo la forma de - y  y

Y multiplicando ordenadamente estas dos igualdades, tendrémos

^  6 bien am : bn w cr : ds, con lo cual queda de-
b X  n d x s

mostrada la primera parte de la proposición.
Si ahora dividimos ordenadamente esta última por la primera,

, am hn cr ds 
por ejemplo, nos d a ----- : -y—

cr as , , .---- : —3—, ó bien m : n r : s,c d
y queda demostrada la segunda parte.

5.‘ Si cuatro números S071 proporcionales, también lo serán sus 
potencias y raíces de un mismo grado.

Sea la proporción general a : b c ■. d , 6 bien bajo la forma de
ct ^igualdad de cocientes



Elevando los dos miembros de esta igualdad á la potencia w, 
tendrémos ;
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Y  extrayendo la raíz del grado n de los dos miembros de la mis-

a n
ma igualdad , resulta

y . ^ . , ó tien V  a] ' V  b •• V lT  ■ \/ d •
^  b V  d

6. ® jSí los antecedenUs de ima proporción son it/nales, también lo 
serán los consecuentes , y al contrario.

Porque cocientes iguales , con dividendo ó divisor común , tienen 
iguales diviserò dividendo.

7. ‘ Si dos proporciones tienen una razón común, con las otras 
dos razones se puede formar proporción.

Sean las proporciones a \ I> y. c \ d y  a h m •. n , que pueden

ponerse bajo la forma ~  ^

Y como dos cosas iguales á una tercera son iguales entre si,
c m . T , a . ,

y —  , que son iguales á son iguales entre sí, y nos dan

—r =  — , ó bien c : d :: m : n. d n
Corolario. Si dos proporciones tienen respectivamente iguales 

los antecedentes ó los consecuentes, los otros cuatro términos serán 
proporcionales , esto es, con los otros cuatro términos se podrá for
mar proporción. Así, a \ h w c \ d y  a m c : n resulta alternan
do, ¿ : ¿y  íí : c luego l  : d \ : m : n , 6 bien h \m  y. d
y de íí : í  c : d y  m ■. h y. n \ d, resulta alternando, a \ c y. h ¿ 
y m \ n y. h d \ luego a c ::m \ n, 6 bien a : m y c \ n.

8. “ La suma 6 diferencia de los antecedentes es á la suma ó dife - 
renda de los consecuentes , como un antecedente es á su consecuente.

Sea la proporción general a ■. b y. c : d , en la cual se verifica 
a X  d = h  X c.

Añadiendo á los dos miembros de esta igualdad el producto



a X b , tendrémos a X d~{- a X b — b x  c a X b , ò bien 
a X  [d b) =  b X [c-\-a) -, y  seguii la recìproca de la primera 
propiedad c -^  a \ d b a -.b. ■

Si en vez de añadir, se restase de los mismos miembros el mis
mo producto a, X  b, tendríamos a X d ~  a x b  — b X c ~ ~ a X b ,  
ó bien a{d— b) — b(c—a) ; de donde c — a : d — b :: a : b.

Añadiendo á dichos dos miembros c X d , en vez áe a X b , re
sulta ahora a X d ~i- c x  d = b  X  c + c  X d , de donde d[a -[-£:)=: 
c[b -h d) ; luego a c  \ b d\\  c \ d.

Y si en vez de añadir, restamos de los mismos miembros el mismo 
producto c X d,  resulta ahora a x d  — c X d ~ b x c  — c X  d , ó 
bien d{a — c) — c ~ d )  , de donde a—c \b — d :\ c : d.

Keuniendo las dos primeras proporciones en una sola, resulta

c ziz a d ^  b w a •. b.

Y liaciendo lo mismo con la tercera y  cuarta, tendrémos :

a ‘áz. c \ b ^  d w C-. d.

COKOLAKIO. L(í suma de los antecedentes es à la suma de los con- 
secnentes, como la diferencia de los primeros es d la diferencia de 
los segundos.

Porque de las proporciones

a -¡r c : b ~\-dw a \b  y  a — c \b  — dv. a \h %e deduce que 

a +  c : b-\- d : : a — c: b ~ d .

Corolario 2.® La suma de los antecedentes es d su diferencia 
como la suma de los consecuentes es á la diferencia de éstos.

Basta alternar los medios en la última proporción para obtener

a-\- c \ a — c \\b d ■. b --  d.

Escolio. Aplicando el teorema anterior y  sus corolarios á la 
proporción a \ c b \ d, deducirán para la primitiva a : b \ : c : d 
las nuevas propiedades que siguen :

La suma o la diferencia de los dos primeros términos es d la 
suma ó la diferencia de los otros dos, como el primer término es al 
tercero , ó como el segundo es al cuarto.

La suma de los dos primeros es d la de los otros dos , como la di
ferencia de aquéllos es d la diferencia de éstos.
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La, suma de los dos primevos es à su diferencia , como la suma de 
los otros dos , es a la  diferencia de éstos.E scolio 2.“ Es claro que una proporción que se refiera á núme
ros irracionales ó inconmensurables, se verificará para los quebrados 
decimales que difieran de aquéllos en ménos de una cantidad dada, 
por pequeña que sea.E scolio 3.® La razón, de dos quebrados puede ser sustituida por 
la de dos números enteros.

y es á u

pío , el cociente del primero partido por el secundo, ó bien  ̂ ,
/ X  o

3 5
dicbo se está que la razón de es á puede ser sustituida por 
33

, ó como si dijéramos, por la razón de 33 es á 35.
3 5De aquí se deduce la proporción :: 33 : 35.
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En efecto : siendo la razón del quebrado es á , por ejem-

S e r ie  de r a z o n e s  ig u a le s .
9 0 . Se llama serie de razones iguales á la igualdad de tres ó más 

razones.
La serie se escribe, poniendo las razones iguales unas á conti

nuación de otras , unidas por el signo ::
Por ejemplo , 2 : 3 4 ; 6 :: 8 : 12 :: 14 : 21 10 : 15.

97 . En toda serie de razones iguales , la suma ó la diferencia de 
todos los antecedentes es à la suma ó la diferencia de los consecuentes, 
como un antecedente es ásu consecuente.

Sea la serie de razones iguales a \ h c : d m : n :: r : s :: x •. z.
En efecto : considerando sólo las dos primeras razones a -.b-.-.c: d, 

en virtud de lo expuesto (8.*̂  propiedad), se verifica paradlas que 
aáz c : b zh d c : d.

Pero según la hipótesis, c \ d w m \ n  \ luego, por tener estas dos 
proporciones una razón común, surge ésta \ a ±  c \ b ±  d v. m n, 
para la cual también se verifica que a ± c z t .m ‘.bázd'észn m : n.

Pero, según la hipótesis, mx n-.-. r : s\ luego, tendrémos esta 
nueva proporción : a dsz c zhm b áz d "ài n :: r \ s, para la cual 
también se verifica que a ±  c ztz m ±  r  \ b^z d à z n  ±  s r ■. s.

Pero , según la hipótesis, r \ s w x z \ luego , tendrémos esta 
nueva proporción : a ±  cz^ m ±  r : b ±  d ±  n ziz s w x \ z, para 
la cual se verifica, finalmente, que

a á z c d o m z h r z i z x .  b ±  d ^  n zh s'áz z :: x : z.



CoROLA-Rio. La suma de los antecedentes es á la de los consecuen
tes como la diferencia de aquéllos es d la diferencia de éstos.C orolario 2.® La suma de los antecedentes es á su diferencia, 
como la suma de los coTisecuentes es d su diferencia.

8 2C orolario 3.° Si tenemos dos quebrados ig-uales y > P r̂ode forma distinta, y se suman los numeradores , y después los denotominadores, el nuevo ([uehrado es igual d cada uno de ellos.
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En efecto : de la igualdad _8_
12

=  resulta 8 : 12 :: 2 : 3 ; de
O

, , . 10 8 2
donde 8 2 i 12 4- 3 :: 8 : 12 :: 2 t 3 , ó bien — |2 g •

Lo mismo sucede restando un numerador de otro, y después los 
denominadores.

REGLA DE TRES Y SUS ANÁLOGAS.

9H. Preliminares. Cuando hemos hablado (03) de las 
nos referiamos á números abstractos.

Ahora que vamos á ocuparnos de las razones relativas á números 
concretos, dirémos ; que para comparar dos números concretos es 
necesario que éstos sean homogéneos. Y por consiguiente, para que 
pueda establecerse proporción entre cuatro números concretos, es 
necesario que éstos sean homogéneos, ó por lo ménos, que lo sean 
dos á dos.

Esto último es lo que acontece en las cuestiones de que vamos á 
tratar. Y en los enunciados de ellas se observa además, que hay 
dos números homogéneos con un carácter ta l, que ha hecho que se 
les principales: y que cada uno de los otros dos homogéneos 
está tan explícitamente ligado con cada uno de los primeros , que 
por eso se les llama uno á uno correspondientes de aquéllos.

Un ejemplo acabará de aclarar esto :
5 fanegas de trigo han costado 50 pesetas, ¿cuanto costa

ran 10 fanegas?
Aquí los números homogéneos principales son 5 fanegas y 10 

fanegas ; siendo 50 pesetas el correspondiente de 5 fanegas, y el 
correspondiente de 10 fanegas lo es el precio que se pide.

Y como es evidente que doble, triplo, etc., número de fanegas 
costarían doble, triplo, etc., número de pesetas, el sentido común 
dice que la proporción relativa á este ejemplo se plantearía diciendo:



o faiieg-as es á su homog-eneo, como el número corresTíondiente al 
primero es al correspondiente al seg-undo.

Se dice que estos números, y  todos aquéllos que den lugar á una 
proporcmn como la que acabamos ae enunciar, son Aírectmmnie 
proporcionales, 6 siin'plenientQpí’oporcionales.

Y como es evidente que más ó ménos faueg’as cuestan más ó mé- 
nos pesetas, también se dice que las fanegas j  las pesetas, ó sea su 
precio, están en razón directa.

Propongamos otro ejemplo, para mayor claridad :
8 hombres han invertido 14 dias en construir una pared 

¿cuantos dias invertirán 16 hombres?
Aqui los números principales son 8 hombres y 16 hombres, y 

sus correspondientes respectivos 15 dias y el número de dias que 
se pide.

Y como es evidente que doble, triplo, etc., número de hombres 
invertirán (suponiendo todas las demas circunstancias iguales) la 
mitad, tercera parte, etc., del número de dias que invirtieron los 
primeros, la proporcionalidad existe, pero en sentido contrario al 
que tuvo en el primer ejemplo, y esto se expresa diciendo ; 8 hom
bres es á su homogéneo, como el correspondiente (no del primero, 
según el ejemplo anterior) del segundo, es al correspondiente del 
primero.

Se dice que estos números, y todos aquéllos que den lugar á una 
proporción como la que acabamos de enunciar , son inversa ó reci
procamente proporcionales.

Y como es evidente que más ó ménos hombres, suponiendo 
iguales las demas circunstancias, invierten en una obra cualquiera 
ménos ó más dias, también se dice que los hombres y los dias están 
en razón inversa.

f>9. En general, cuatro números bou proporcionales, ó están 
en razón directa, cuando, después de existir proporción entre ellos 
vemos que , partiendo de uno de los principales , crece ó decrece su 
homogéneo, y el correspondiente de éste crece ó decrece también 
respecto del correspondiente del primero.

Pero s i , dada la proporción entre cuatro números, vemos que, 
partiendo de uno de los principales, crece ó decrece su homogéneo, 
y el correspondiente de éste decrece ó crece respecto del correspon
diente del primero, entóneos los números son inversamente p>ropor- 
cionales ó están en razón inversa.

Por vía de ejemplos, vamos á demostrar que el valor de los que
brados está en razón directa de sus numeradores y en razón inversa 
de sus denominadores.
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SI' òSean los quebrados generales ^  y proporción

251
evidente  ̂ ^  ̂ puesto que los términos de la segundaa b

m  ’ m
razón son los mismos de la primera multiplicados por un mismo 
número, por m.

Pero la proporción está planteada de manera que el primer que
brado es al segundo como el numerador del primero es al numera
dor del segundo.

Luego, según lo dicbo anteriormente, los quebrados y sus nu
meradores están en razón directa-

Si los quebrados tuviesen distinto denominador, se reducirían á 
un común denominador, y después se baria el razonamiento ante
rior : y con esto queda demostrada la primera parte de la propo
sición. ct <XSean los nuevos quebrados y ”  proporción evi-

a a 1 1dente ‘ puesto que los términos de la segunda

razón son los mismos de la primera divididos por un mismo núme
ro, por a.

Multiplicando los dos términos de la segunda razón por el pro
ducto í  X c , tendrémos

a a b x c b x c , , .  a—  ; —  :: — ~  : ------ , ó bienb e b e  b :: c:  b.

Pero la proporción está planteada de manera que el primer que
brado es al segundo como el denominador del segundo es al deno
minador del primero.

Luego, según lo dicho hace un momento, los quebrados y sus 
denominadores están en razón inversa-

Si los quebrados tienen distinto numerador, se reducen á un co
mún numerador, y después se hace el razonamiento anterior ; y con 
esto queda demostrada la segunda parte de la proposición.

R e g l a  de t r e s .
lOO. Regla de tres es una cuestión en la cual se trata de deter

minar una cantidad desconocida, en función de tres conocidas ̂  por 
medio de una proporción.



I.* Habiendo costado 10 Jdlógrantos de azúcar 20 'pesetas, 
¿cuánto costarán ó Kilógramos?

10 kilogramos...............................  20 pesetas.
5 kilogramos................................  a: »

Puesto que 5 kilógramos costarán, la mitad que 10, estos nú
meros están en razón directa con sus precios. Y para que x  ocupe 
el cuarto lugar, que es lo más cómodo, se empieza la proporción 
por el término no correspondiente de x  : las razones van de mayor 
á menor ; pero si se tratase de averiguar el precio de un número de 
kilógramos mayor que Í0, irian de menor á mayor.
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i 0 : 5 : : 2 0 : x  =  - ^ . ? ^  =  10.
10

2." 10 hombres han in'oertido 20 dias en levantar una pared 
¿cuántos dÁas invertirán 5 ho'tnbres?

10 hombres..........................................  20 dias.
5 hombres..........................................  -v »

Puesto que 5 hombres invertirán dol)le número de días que 10 
hombres, estos números de hombres están en razón inversa con 
los números de dias. Y para que x  ocupe el cuarto lugar, que es lo 
más cómodo, y hasta lo más elegante, so empezará la proporción por 
el término correspondiente de ¿r, y las razones van en este caso de 
menor á mayor ; pero si se tratase de averiguar los dias que inverti
rían doce hombres, por ejemplo, entóneos las razones irian de ma
yor á menor.

■ 5 : II) :: 20 : * =  == 40.

l O l .  Estas cuestiones se resuelven por otro método llamado de 
reducción á la unidad.

En efecto : Si 10 kilógramos costaron 20 pesetas, un kilogramo 20costará J q —  ̂ pesetas, y 5 kilógramos costaran 2 X 5, d sean 

10 pesetas.
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R e g l a  d e  t r e s  c o m p u e s ta .

aO^. Las cuestiones que liemos tratado (lOrt),  dependían de 
una sola circunstancia, y se resolvían por consiguiente por medio 
de una sola proporción.

Pero liay otras muclias dependientes de dos ó más circunstancias,
d a n d o  lugar cada una de éstas á una proporción diferente. E ^ ipo
de estas cuestiones se llama regla de tres co-mpííesta; y para distin
guirla llamarémos o'egla de tres simple á la cuestión general tratada
ántes (lOO).

Un ejemplo de regla de tres compuesta nos dará á conocer mejor 
esta cuestión :

Si 10 hombres e% 12 dias, trabajando 8 horas por día, han hecho 
100 metros de pared; 6 hombres en 10 dias, trabajando 12 hoias, 
¿cuántos metros harán?

Análisis del problema. La determinación del iiíimero de metros 
que se nos pide depende de tres circunstancias, que son : una^rela
tiva áhombres, otra á dias y la tercera á las horas de trabajo por 
dia. Cada una de estas circunstancias da lugar á una proporción 
distinta. Y  c o m o  no pueden plantearse á la vez lastres proporcio
nes , hay que recurrir á algún artificio que permita ir planteando 
una á una las proporciones y llevar de este modo la cuestión al te
rreno de la regla de tres simple, que ya sabemos resolver.

Y esto se consigne, suponiendo dos circunstancias iguales por 
medio de nuevos enunciados , que serán de esta manera :

Si 10 hombres en 12 dias , á 8 horas , han hecho 100 metros de 
pared; 6 hombres en 12 dias. á 8 horas, ¿cuántos metros harán?

La cuestión queda limitada á hombres y metros : están (en 
igualdad de circunstancias) en razón directa : y la proporción sera 
10 ; 6 :: 100 : y.

Por manera que y representa los metros de pared que harán los 
6 hombres eii 12 dias, trabajando 8 horas por día. Y como lo que 
han de trabajar son 10 dias, darémos un nuevo enunciado, di-

hombres eii 12 dias, á 8 horas por dia, han hecho y metros 
de pared : 6 hombres en 10 dias, á 8 horas por dia, ¿cuántos metros
harán?

La cuestión queda, pues, limitada á dias y metros : están en ra
zón directa : y la proporción será 12 : 10 :: y :

De suerte que  ̂representa el número de metros que harán los 6 
hombres en 10 dias, trabajando 8 horas por día. Y como lo que han
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de W .ajar al dia son 12 horas. Í a ln o s  un nuevo enunciado di- 

Si 6 hombres en 10 dias , trabajando 8 horas al dia han hecho ^

en razón directa' :̂ y la’propora'm ''

r e s n d T a t i r t i o : . '’'  7 por consiguiente
Para hallar ahora el valor numérico de » , pueden seg-uirse dos

rstituido proporción el valor de y , que
sustrtu do por y  en la segunda nos da el de z, que sustituido po! z
en la tercera nos da finalmente el de » : 6 se multiplican ordenada 
mente las tres proporciones, y , hechas las reducciones convenien- 
tes obtenemos mmediatamente el valor de . .  Nosotros seguTémos 
ambos por vía de comprobación. ^

10 : 6; ; 100 :y  =_ 100x6 
10 = 60

12 : 10 :: 60 : z =_ 10x60 
12 = 50

8: 12 ::: 50 : X  =_ 12x50 
8 = 75

10 ;: 6 ;: 100 :■ V12 ; 10 ;;■ y  • z8 : 12 ;; z : a:
10X 12X 8: 6X 10X 12.• : 1 0 0 x p x z ;y x z x :c ;

suprimiendo los factores z é y  comunes al antecedente y consecuente 
de la segunda razón, tendrémos : ^^usecuente

1 0 . 1 2 . 8 :  ( i .  1 0 . 1 2 ; ;  1 0 0 ;  a: 

3 . 100

6 . 1 0 . 12.100
10.12.8

3 X  25 =  75

7u son, pues, los metros de pared que harán los 6 hombres en 10 
días, trabajando 12 horas por dia.

R e g l a  d e  c o m p a ñ ía .
*  compMia, es una cuestión en la cual se trata de 

detem.nar lay « « « « «  b pérdida que corresponde á cada uno de va
nos individuos que han puesto su capital en un fondo común, en



proporción con estos capitales y en proporción también con el tiem
po que hayan estado puestos en el fondo.

Pueden ocurrir tres casos : 1.” que el tiempo sea el mismo y di
ferentes los capitales ; 2.“ que los capitales sean ig-uales y el tiempo 
diferente : y 3.® que sean diferentes los tiempos y los capitales.

De la definición misma que hemos dado de la regla, de compalíia, 
se deduce que :

ganancias 6 pérd idas  son proporcionales á los capitales res
pectivos ; y las de un mismo capital son proporcionales al tiempo 
que permanece en el fondo.

Lueg"o, las ganancias ó pérdidas de dos ó más capitales distintos 
qiie^están en el fondo común tiempos desig:uales, son proporciona
les á los productos de los capitales por los tiempos. 

lO J . P rimer CASO. Tiempos ignales y  capitales desígnales.
Ejemplo : Tres amig*os se reunieron para un neg’ocio cualquiera, 

poniendo uno 10000 pesetas, otro llevó 15000, y 12000 el tercero.
A los 19 meses de tener estos capitales en sociedad , se disolvió 

ésta, por causas que no nos interesan, y en la liquidación que hi
cieron apareció unag-anancia ó pérdida de 5000pesetas, ¿cnanto co~ 
rrespondió d cada socio?

Es evidente que 10000 : á su g-anancia ó pérdida 15000 : á su 
ganancia ó pérdida :: 12000 : á su ganancia ó pérdida. Y recordando
que suma de antecedentes es á suma de consecuentes como un an
tecedente es á su consecuente, podemos establecer la fórmula si
guiente :
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37000 ; 5000 ::
10000 : íc =  1351,351 
15000 : y =  2027,027 
12000 : z =^021,622

5000

Representando por cc, y , z, la ganancia ópérdida respectiva del 
primero, segundo y tercer asociado, cuya suma os, en efecto, igual 
á 5000 pesetas.

Al último le correspondían 1621,621 pesetas ; pero se le dió una

milésima más, porque había de resto de milésima que es más de 
media milésima.

■ 0 5 . Segundo caso. Capitales iguales y  tiemgjos desiguales.
Ejemplo : Un caballero particular acometió una empresa cual

quiera con un capital cualquiera ; á los dos anos se le asoció un 
amigo con un capital igual al suyo ; un ano más tarde se les unió 
un tercer amigo con un capital igual al de aquéllos, y dos anos des-



pue3 de esto se hizo liquidación^ de la que resultó una ganancia ó 
pérdida de 200 pesetas, ¿cuAnío correspondió A cada, uno?

Del enunciado se desprende que el primer socio tuvo invertido el 
capital 5 años, 3 el segundo, y 2 el tercero.

Es evidente que

5 años : g. ó p. del 1.“ :: 3 años : g. 6 p. del 2.*’ :: 2 años : g. ó p. del 3.“

Y recordando que suma de antecedentes es á suma de conse
cuentes como un antecedente es á su consecuente, establecerémos 
la fórmula siguiente :

í 5 : X =  100 
10 ; 200 3 : y =  60

\ 2 : z =  40
20Ó

Representando poraj, 3̂ , s la ganancia ó pérdida respectiva del 
primero, seguudo y tercer asociado, cuya suma es, en efecto , igual 
á 200 pesetas.flOO. Turcer c\so. Capitales y tiempos desiguales.

Los capitales de tres socios eran 150, 200 y 500 pesetas ; el pri
mero puesto en el fondo por 5 años, por 4 el segundo y por 2 el ter
cero : ganaron ó perdieron 1000 pesetas, ¿cuánto correspondía á 
cada uno?

Pero

150 pesetas por 5 años, son lo mismo que 150x5 pesetas en un año ; 750
- por un año; 800
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200
500

por 4 
en 2

son como...........  200x4
son lo mismo que 500x2 en un ano; 1000

y estamos en el caso primero.
Escolio 1.“ El tercer caso es lo que se llama por algunos regla 

de compañía compuesta.
Escolio 2.” Esta cuestión, conocida con el nombre de regla de 

compañía, puede ser considerada bajo otro aspecto : hajo el dê  d isi
dir un número en partes proporcionales a otros números dados.

En efecto : en el primer caso hemos dividido el número 5000 en 
partes proporcionales á los números 10000, 15000 y 12000.

En el segundo hemos dividido el número 200 en partes propor
cionales á los números 5 ,3  y 2.

Y en el tercero se trataba de dividir el número 1000 en partes 
proporcionales á los números 750, 800 y 1000.
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Vamos á confirmarlo, dividiendo 30000 eu partes proporcionales 

á los números 1 ,2 , 3 y 9.

J5 : 36000
a: =* 2.400 
y ^  4.800 
2 =  7.200 
u =  21.600

36.000

Sin necesidad de más proporción que para determinar el valor 
de a?, el de y pudo obtenerse multiplicando por 2 el de a;, el de 2 su
mando los dos primeros, y el de multiplicando por 3 el de z. Y 
esto se presta á servir de enunciado de un nuevo problema ;

Distribuir 36000 pesetas entre cuatro personas, de modo que la 
seg*unda lleve doble que la primera, la tercera tanto como la pri
mera y la segunda juntas, y la cuarta lleve el triplo de la tercera.

R e g l a  de ín te r e s .
107. Se acostumbra á llamar á una cantidad cualquiera

de dinero que se presta con el objeto de que produzca una ganancia 
ó rédito convenido entre el dueño del capital y el que lo recibe á prés
tamo.

Se llama interes la ganancia que produce un capital prestado.
Para mayor uniformidad en la manera de determinar el ínteres, 

se conviene generalmente en el que producen 100 unidades en un 
año , y es lo  ̂que, considerado como número abstracto, llamamos 
tanto por ciento.

El Ínteres de un capital se considera simple ó compuesto, según 
que no se agrega, ó se agrega al capital.

En el primer caso se pagan los intereses al fin de cada unidad de 
tiempo ,• que generalmente es un año ; quedando el capital siempre 
el mismo: aunque sabemos que hay quienes pagan anticipado, y 
hasta por meses y semanas.

En el segundo caso, el capital va aumentando anualmente con 
los intereses del año anterior , hasta que , en una sola vez, y según 
lo estipulado, paga la víctima capital é intereses de intereses.

I n t e r e s  s im p le .
Dos casos pueden ocurrir en esta cuestión , según que el capital 

esté impuesto por un ano, ó por más ó menos de un año.
IOS. Primer caso. Que el c.vpital esté impuesto pok un año. 
Ejemplo : ¿ Qué producen en,un alio 10000 pesetas al 5por 100 ?

•d



A doble triplo , etc. capital , corresponden dobles, triplos , etc. 
intereses ó réditos.

Luego , los intereses ó réditos son proporcionales á los capitales; 
luego la siguiente proporción es evidente:

Capital menor es A capital mayor como interes menor es á ínte
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res mayor, ó sea 100 : 10000 5 : a? =  •10000 x 5  
~100 —

o bien 100 ; capital:: iantopor 100 ; Ínteres que se pide.
En esta cuestión entran cuatro cantidades, é saber: 100, capi

tal , tanto por ciento é intereses. La primera de ellas, 100 , es cons
tante , y las otras tres variables: y habrá sobre este tema tres cues
tiones, según que se trate de determinar cada una de aquéllas en 
función de las demás. Ya hemos resuelto la primera : ahora darémos 
los enunciados y resolución de las otras dos, que son tan fáciles como 
se verá.

2. “ ¿ Qué capital es el que en un ano al 5 por 100 produce ó ha 
producido 500 pesetas ?

5 ; 500 :: 100 : x =  =  10000..5

3. “ ¿Al cuánto por 100 se impondrán ó habrán sido impuestas 
10000 pesetas para producir 500 pesetas de intereses ó réditos f

10000 : 100 :: 500 : x =  ^  ^  5
10000

109 . Segundo caso. Qük kl capital estk i.mpuesto mas ó menos
DE UN AÑO.

Eje.mplo : ¿ Qué producen 10000 pesetas en G meses, al 5 por 100 
al ano ?

El mes comercial tiene 30 dias y el año comercial 360 : por con
siguiente, 6 meses son 180 dias.

Pero según el caso anterior, los intereses y los capitales son pro
porcionales; ó bien capital menor es á capital mayor, como ínteres 
menor es á interes mayor : ó lo que es lo mismo, 100 : 10000 :: 5 : y 
representando por y el interes anual.

Por otra parte, á doble, triplo, etc. tiempo corresponden dobles, 
triplos, etc. intereses ó réditos. Luego los intereses ó réditos son tam
bién proporcionales á los tiempos: luego es evidente la proporción 
siguiente: 1 año es al tiempo en qu-» el capital está impuesto como
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el ínteres anual es al ínteres pedido. Y tomando por unidad de tiem
po el dia, y  reduciendo ó e.'ípresaudo por dias un ano y el tiempo du
rante el cual el capital está impuesto , tendrémos

360 :180 y : :>c.

Y multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y su
primiendo el factor y  común al antecedente y consecuente de la se 
gunda razón , resulta

36000 : 10000 X  ISO :: 5 ; x =  i X 180 X  5 9QQ0afionn 5ÍR

Y en general 36000 : al capital multiplicado por el tiempo ;; el 
tanto por 100: lin teres  pedido.

O bien 36000 ; c X ¿ tanto por 100 : ínteres que se pide.
En esta cuestión entran cinco cantidades, á saber: 100 , capital, 

tiempo, tanto por ciento y rédito ó interes. La primera de ellas, 100, 
es constante , y las otras cuatro variables , y surgen de aquí cuatro 
cuestiones según que se trata de determinar cada una de aquéllas en 
función de las demás: queda resuelta la primera: pasemos á dar los 
enunciados y resolución de las otras tres, que no presentan dificul
tad alguna.

2.“ ¿ Qué capital es el que en 6 meses produce pesetas al 5 por loo  al año 9

5 : 250 :: 36000 : 180x x ; x  = 250 X  36000 
5 x 1 8 0

9000000
900

90000
g - -  =  10000.

3.“ ¿Al cuánto por 100 al año habrá de imponerse , ó habrá sido 
impuesto, nn capital de pesetas para que produzca, ó haya 
producido, en 6 meses pesetas 9

10000X 180: 36000:: 250 : x = 36000 X  250 
10000x180

9000000 90 ^
“1800000

4.* ¿ Qué tiempo estarán impuestas 10000 pesetas para que, al 5 
por loo  al año , produzcan 250pesetas 9

250 X  360005 : 250 :: 36000 : 10000 X  X ; X =
900

5 X  10000' 

180.

9000000
50000



260
Escolto. Esa misma cuestión ha podido resolverse tomando por 

unidad de tiem])o el mes.
En efecto : 1 0 0  : 1 0 0 0 0  :: 5 : y , representando por y  el interes 

anual.

Pero 12 : 6 :: y : a?.

Lueg-o, 1200 : 10000 X G :: 5 : =

3000
12 250.

10000X  6 x 5  
1200

300Q0Q
1200

Y las cuestiones 2 . ', 3.* y 4.* pueden resolverse asimismo to
mando el mes por unidad de tiempo.

E scolio 2.** También puede tratarse la cuestión tomando por 
unidad de tiempo el año.

E j e m p l o  : ¿ Qué producen 1 0 0 0 0  pesetas en 4  años al 5  por 1 0 0  
al año ?

En efecto: 1 0 0  : 1 0 0 0 0  :: o : y , representando por y  el interes 
anual.

Pero 1 : 4 y : a?.

Luego, 100 ; 10000 x  4 :: 5 ; 2: =  - ^   ̂^  ^
100

50000
10 X  4 =  500 X  4 =  2000.

Esto quiere decir que cuando el capital está impuesto un número 
cabal de aiíos , como 4 años . 6 años ; en vez de tomar el ' año por 
unidad de tiempo y resolver la cuestión como acaba de hacerse , es 
más sencillo hallar el interes anual (iO$í), y multiplicarle por el 
número de años.

Esto en cuanto á la determinación del ínteres ó rédito. Pero si se 
trata de determinar el capital, el tanto por ciento ó el tieynpo , cono
cidas respectivamente las otras tres cantidades, entónces puede to
marse por unidad de tiempo el año, según se ha dicho en el presen
te Escolio y y seguir el mismo procedimiento que se siguió , tomando 
por unidad de tiempo el dia.
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In t e r e s  c o m p u e sto .

aso. Si el Ínteres ó rédito que produce un capital en una unidad 
de tiempo dada, se agrega al mismo capital para producir nuevo in
teres en la misma unidad de tiempo siguiente, entónces se llama 
Ínteres compuesto.

¿ Cuánto producen 10000 pesetas en 3 años d ínteres compuesto .al 
100 ?

100 : 10000 :: 5 : » =  — ;¡
lOüOO X 5

100
500 pesetas: es lo que da

de interes al fin del primer ano.
El capital que juega durante el segundo año será lOoOO pesetas.

10500 x  5 __ 5250^ _
Euego, 100 : 10500 :: o : y — jqq iqq r

setas: es lo que da de interes al fin del segundo año.
El capital impuesto durante el tercer año será 11025 pesetas.

11025 x 5  55125 __ .
Luego 100 : 11025 :: 5 : « — | qq IqÍ) ' ’

es lo que da de interes al fin del tercer año.
El capital se ha convertido , pues , al fin del tercer año en

11576,25 pesetas.
Este método, aunque suficiente, es muy embarazoso en ejemplos

complicados. , i .
111.  Busquemos la fórmula del capital C en que se habra con

vertido el primitivo c prestado á interes compuesto por T años al 
lOOr por 100, ó sea al r por 1 , puesto que 100 : lOOr 1 . í .

El Ínteres del capital c al fin del primer año, se obtiene por la
proporción lOO : lOOí* C : x = c r .

Al fin del primer año se habrá convertido el capital c en
c +  cr — c (1 -a- r ) .

El interes al fin del segundo año

100 : lOOí- :: c{\ +  r) : y cv (1 r).

Al fin del segundo año el capital es
c{ i ^ r ) - >rCr{ \ - r r ) ^cA-c r - { - c r  \ - cr̂ -̂ ^c-h-2crcr '*.=

c(l ^-2?-H-í’*)--=^c(l -\-rY
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El interes al fin del tercer año

loo : 1 0 0 ;* c{l : z =cr{ i  +?•)*

Al fin del tercer ano el capital es
( l4 - í’}“= c ( l-h r )  {1-p r )“= c ( i + ?*)* 

El interes al fin del cuarto año

100 : lOO;- c{\ -j- rY  : u =  cr{l +  ry

Al fin del cuarto año el capital es
c(l+?’)H'C?-(l-hr}* =  {c+crY{l-hry =  c[H-r) (1 +  ?-)̂  ^  c{l +?•)* 
y continuando de esta manera al fin de í anos, el capital total será 
ie:ualá_ c ( H - r ) t .

Apliquemos esta fórmula al ejemplo anterior , cuyos datos serán: 
c =  10000 pesetas, lOOr =  5 , ó bien r  =  0,05, y ¿ =  3 años.
Tendrémos , pues , C 

ó bien C
ó lo que es lo mismo C 
y por último C

10000 X (1 0,05)^
10000 X fl,05)" 
10000 X 1,157625. 
11576,25 pesetas.

R e g l a  d e d e s c u e n to .
1 1 Se llama en el comercio descuento de una letra de cambio 

la diferencia que hay entre el valor nominal de la letra, cuyo pag-o 
vence á cierto plazo, y su valor real y efectivo ántes de la fecha del 
plazo.

¿Qué descuento tiene una letra de pesetas que nence dentro 
de un año, estando en la plaza el descuento al 5 por 100?

Como 100 pesetas producen al comerciante 5 al cabo de un año, 
reciprocamente, anticipando un año el pago de las 105 pesetas, no 
valen éstas mis que 100, y el descuento se hallará diciendo :

105 : 5 :: 10000 .■ =  «6,2 peseta,.

10000 — 476,2 ; ó bien 9523,8 será el valor efectivo de la letra, 
que también puede obtenerse directamente por medio de la propor
ción siguiente :

105 : 100 t: 10000 : ^



E scolio. No falta quien por ig’norancia , ó mala fe , hag-a el des
cuento a s í:

100 : 5 :: 10000 : í5 =  500 ;.y dan por valor efectivo 9500 pesetas 
en vez de 9523,8.

Y de esta manera cobran 23,8 pesetas de más, esto es, cobran el 
verdadero descuento más el rédito del descuento.

Después de todo , comprendemos bien que el más necesitado ce
derá; y el descuento se liará á gusto del ménos necesitado, salvo 
aquellos casos en que se dé con hombres honrados.
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FONDOS PUBLICOS.

t l 3 .  Se \\QmQ.-a. fondos públicos toda clase de capitales prestados 
al Gobierno de una Nación, y cuyos intereses paga éste por semes
tres, en tanto que amortiza el capital recibido.

Hay multitud de conceptos y títulos de la Deuda pública, cu
yos valores suben y bajan según el estado más ó ménos próspero 
del país.

Estos títulos son negociables ó iransferibles, y se venden y com
pran en una casa de contratación inspeccionada por el Gobierno, 
que se llama la bolsa.

Escogerémos el papel llamado Deuda consolidada dcl Z por 100 
al año para presentar algunos ejemplos de los negocios que caben 
en este asunto.

Por esta deuda paga el Gobierno un rédito de 3 por 100 al año. 
Y como el valor de este papel sufre varias vicisitudes, supongamos 
que está al 50 por 100 : lo cual quiere decir que con 50 pesetas efec
tivas se compran 100 pesetas en papel ó nominales, y que las 3 pese
tas que paga de intereses el Gobierno por cada 100 pesetas nomina
les son como si se pagasen por cada 50 efectivas.

Esto supuesto*, ¿qué cantidad de Deuda consolidada del 3por 100 
podra comprarse con 250000 pesetas, estando dicho papel d 50 
por 100?

Si con 50 pesetas efectivas se compran 100 nominales, la propor
ción será :

50 ; 100 :: 250000 : .x =
100 X  250000 

50 — 500000 pesetas nominales.

¿A cuanto por 100 impuso su capital una persona en el negocio 
anterior?



Si 50 producen 3 en un año. la proporción será 50 : 100 3 • x—
1 0 0 x 3  ,
— — =  D por 100.

é Qué renta anual se ha po'oporcionado el comprador con el mismo 
negocio anterior?

Si 50 producen 3 en un ano, la proporción será como sigue : 

ín ocnnnn q 250000x3 75000050.250000 .. 3 .X — gQ— ------^^=15000 pesetas de renta anual.

¿ Que cantidad efectiva ha de emplearse en consolidados del Zpor 
100 para proporcionarse ima venia anual de 15000 pesetas, estando 
dicho papel al !ó0 por 100?

3 pesetas de renta se consiguen con 50 pesetas : luego

Q.icnnn.. KA 15000x50 7500003 . 15000 .. 50 . X-------- ^—.— =  — —  =s 2o0000 pesetas.

¿Qué cantidad nominal de consolidados del 3 por 100 ha de com
prarse, para p>roporcionarse una renta efectiva de 15000 pesetas 
anuales, estando dicho papel al 50 por 100 ?

100 pesetas nominales dan 3 de renta efectiva : luego

3 : 15000 ;; 100 ; x —  ̂ =  500000pesetas nominales.
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R e g l a  c o n ju n t a .
Esta regla y la siguiente, aunque no guarden con la reg^a de 

tres la íntima relación que guardan las otras que anteceden, van se
guidamente detras de éstas, porque así lo juzgaij ménos irregular 
que en otro sitio todos los autores.

SS4. El objeto de esta regla es determinar la relación gue hay 
entre monedas de dos naciones, por medio de la relación conocida 
que éstas tienen respectivamente con las de otras naciones.

Ejemplo. Sabiendo que
48 francos valen , ó bien. . 
15 shills de Inglaterra. . . 
50 florines de Alemania. .
14 ducados de Hamburgo. 

¿Cuantos rublos valen

=  52 chelines de Inglaterra ; 
=  6 florines de Alemania : 
=  7 ducados de Hamburgo ; 
— 40 rublos de Rusia ;

2500 francos ?
Representando por x  el número de rublos pedido, y multiplican -



do ordenadamente estas igualdades, tendréraos 48 . 15 . 50 . 14 X 
=  52 . 6 .7 .4 0 .2 5 0 0 0 .

Y dividiendo los dos miembros de la igualdad por lo que multi
plica á X. resulta

2 5 0 0 x 4 0 x 7 x 6 x 5 2  2 5 x 1  x 1  x 1 x 5 2  25 x  52 1300
14 X 5 0 X 1 5 X  48 '^ ”  1 x 1  X  3 x 1  “ “ 3“ “ “ ^ “" '

433,33 rublos.

Al plantearse la operación, ha de escribirse el segundo miembro 
de cada igualdad de la misma especie que sea el primer miembro de 
la igualdad siguiente.

I^a liltima igualdad del ejemplo expuesto equivaldria á decir :

X  rublos =  2500 francos.

Una vez escrito el quebrado igual á. a?, no hay más que ir supri
miendo los factores comunes al numerador y denominador, para lle
gar al resultado final.

R e g l a  de a l ig a c ió n .
El objeto de esta regla es enseñar á resolver las dos cuestiones 

siguientes :
115. ♦!.* Hallar el precio (Le la mezcla (6 sea Aprecio medio) de 

rafias especies, sabido el número de las unidades que se mezclan y 
sus precios respectivos.

Y esto se averigua, dividiendo el valor total de las unidades mez
cladas por el número de estas unidades.

Ejemplo. A un labrador le han reunido los mozos, en uno, tres 
montones de trigo que tenía ya limpio en la era, de la cantidad y 
precios siguientes ;

Uno de 500 fanegas de.......................40 reales fanega.
Otro de 600 id. de............................  38 id.
YolrodelOOO id. de............................  37 id.

¿A cómo debe vender la fanega de trigo mezclado^t
El prim er monton valía.............  5 0 0 x 4 0 ............=20000 reales.
El segundo.................................... 600 X  38............=  22800 »
El tercero......................................  1000 X  37............=  37Q00 »

2100 79800

Pues dividiendo el valor total (79800 rs.) por el número de
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fanegas (2100) mezcladas, sabrá el precio medio, 6 bien 

798 : 21 =  38 reales.

tío . No siempre ban de ser mezclas y precios el a.sunto de esta 
cuestión.

Ejemplo : Una persona cuenta al ¡)asar por el puente del Gua
diana en esta ciudad 600 pasos, y al volver de paseo cuenta 590. 
Vuelve atrás para rectificar contando 604, y al venirse definitiva
mente cuenta 596. Causado de tanta divergencia, suma los pasos de 
los cuatro paseos 600 +  500 -f- 604 596 ; y el cociente de la suma

2390, partida por 4, número de paseos que dió, ó sea 597 pasos,
será la longitud media del puente en pasos.

En la medición de alturas por la caída de un cuerpo pesado, 
liaciendo uso de un reloj que marque segundos, así como en la me
dición de alturas por medio del barómetro, se hace aplicación tam
bién de esta regla.

IB7. 2.^ Hallar el número de unidades de dos especies que han 
de mezclarse, para que la mezcla tenga un precio dado , sabido el 
precio respectivo de aquéllas.

Y esto se averigua, tomando de cada especie un número de unida
des igual a la diferencia entre el precio medio dado y el de la otra es
pecie.

Ejemplo : Para vender la arroba de vino mezclado á *20 reales, 
¿qué número de arrobas de á 14 ha de mezclarse , y qué número de 
á 25 reales arroba?

Es evidente que cada arroba de á 14 deja 6 de ganancia, y cada 
una de á 25 , vendida á 20 , da 5 reales de pérdida. Luego para que 
la ganancia y la pérdida sean iguales , basta mezclar 5 arrobas de á 
14 (que dejan 30 reales de ganancia) , con 6 de á 25 (que dan 30 
reales de pérdida), y el problema queda resuelto según la regla pre
cedente.

Pero lio es esta la única solución. Porque si los números 5 y 6 
se multiplican por 2 , habría 60 reales de ganancia y 60 reales de 
pérdida, esto es, habría otra solución.

Si se multiplican por 3 , habría 90 reales de ganancia y 90 reales 
de pérdida: otra solución , y así sucesivamente.

Luego el problema es indeterminado ; quiere decir , que admite 
un número infinito de soluciones.

Escolio. Si en general, representamos por a? el número de arro
bas de á 14, y por  ̂ el de á 25, que liayan de mezclarse ; siendo eví-
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dente que a; arrobas dejan 6 X  ^  reales de g^anaiicía , y que z arro
bas dan á: X  5 reales de pérdida , igualando estos dos productos, re
sulta 6Xa? =  5X  2̂ ; de donde 5 : 6 :: a; :

Lo que nos dice en lenguaje vulgar: los números se han de 
mezclar de ambas especies están en razón inversa de las diferencias 
de sus precios al precio medio.

Escolio 2.“ Para que estos problemas fuesen determinados, seria 
necesario plantearlos de nuevo, suponiendo, por ejemplo , que era 
conocida una de las cantidades que entrase en la mezcla, quedando 
una sola cantidad desconocida , para la cual habría un solo valor; 
que en eso consiste el ser determinado el problema , y se resolvería 
según la regla de tres.

Escolio 3.* S i son tres ó más las especies, se halla el número de 
unidades (que han de mezclarse) de dos cualesquiera de ellas, entre 
cuyos precios esté comprendido el precio medio : después el de otras 
dos, y así sucesivamente.

PROGRESIONES POR DIFERENCIA.

11^. Progresión por diferencia es una serie de números tales 
que restando de cada uno el anterior, se obtiene una misma diferen
cia , llamada diferencia de la progresión.

Si la es mayor que cero , los términos van creciendo
y la progresión se llama ; si la diferencia es menor que
cero , los términos van disminuyendo, y la progresión se llama de
creciente; y si la diferencia es igual á cero , se repite el primer tér
mino , y no hay progresión.

Sean , por ejemplo las dos progresiones
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•f 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 11 . 13 . 15 . 17 (Diferencia 2).
-r 100.96 . 92 . 88 . 84 . 80 . 76 . 72 (Diferencia— 4).

La primera es creciente , porque su diferencia 2 es mayor que 0.
La segunda es decreciente, porque su diferencia — 4 es menor 

que 0.
Las progresiones por diferencia se escriben como se ven y se 

leen , la primera, por ejemplo, 1 es aritméticamente á 3 , como 3 es 
á 5, como 5 es á 7 , como 7 es á 9, como 9 es á 11, etc.

También se lee abreviadamente , diciendo: 1 es á 3, es á 5, es 
á 7 , es á 9, etc.

Una progresión por diferencia no deja de serlo, porque se añada 
ó quite un mismo número 4 todos sus términos.
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Una progresión decreciente se convierte en creciente, y viceversa 
invirtiendo el órdeu de sus términos. ’

1. propiedad. Según la idea que hemos dado de las pro
gresiones crecientes por diferencia, un término cualquiera es igual 
al que le precede más la diferencia. Luego:

El segundo término es igual al primero más la diferencia.
El tercero es igual al segundo más la diferencia, ó bien igual ai 

primero más dos veces la diferencia.
El cuarto es igual al tercero más la diferencia, ó bien igual al 

primero más tres veces la diferencia.
F en general, m  término cualpUera es igual al primero más 

tantas reces la diferencia como sea el número de términos que le pre~

Sea, para fijar las ideas en los escolares , la progresión general 

-ra . 5 . c ,e  . f .....r . s , x . z . u;

que suponemos creciente, j  representemos por la diferencia.
Es evidente, después de lo expuesto, que

b =  a +  d ,
c — bH-rf =  aH- ri +  ri =  a-f-2rf, 
e =  c-f-(¿ =  a -h2d-f-rf =  a +  3rf, 
/^ = c H -rf= = a -h 3 d - |-d  =  a 4 -4 d ,

Luego si tenemos ima progresión de un número n de términos 
siendo «el primero, y «  el último , delante de éste habrá (u -  1) 
términos, y el último, en fniiciou del primero , será igual á éste 
mas (» —  1) veces la diferencia, ó bien , u  =  a  +  i n ~ l ) d ,  fór
mula que, en lenguaje vulgar, reproduce el enunciado anterior

bi la progresión es decreciente , teiidrémos, por el contrario ,
6 =  a — d ,
c — b — d =  a — d — d =  a — 2rf,
e =  c--cZ =  a — 2d — d =  a —
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V por consiguiente u ~ - a ~ { n — l)d.

de!i'térmira,‘' "̂ evidente que en la misma proporción creciente 

2 =  U — d  ,
x =  Z ~ ~ d = u —  — d =  u  — 2rf,
s =  .V — ri =  U — 2d  — rf =  U — 3£Í,
r =  s — ri =  u — 3d — ri =  tt _  4ri.



Luego , término cualquiera es igical al último menos tantas re
ces la diferencia como sea el número de términos que le sigan.

Y el primero, en función del último, será igual á éste ménos 
— 1) veces la diferencia , ó bien a = u  — [n — \)d.
Si la progresión es decreciente , tendremos , por el contrario ,

z — u- \ - d ,
x = 2 - h r í  =  u - i -  d  +  rf =  u - 4 - 2 d ,  
s =  x +  d =  u +  2d H-d =  w +  3d,

269

y por consiguiente a =  u -\-(n — l)d.
3.“ Si de los dos miembros de la primera fórmula u=-a-\-[n— \)d 

restamos teudrémos m — « ^  (ít — 1} :̂ y dividiendo los dos
IX ¿i

miembros de ésta por {n — 1) , resulta =z= d , ó lo que es lo

u — amismo d =  •n — i ’

Y si la progresión es decreciente, d =  u — 'l '

dan el valor de la diferencia d, conocidos el primer término, el últi
mo , y el número de términos de la progresión.

Corolario. Y esto nos sirve para interpolar varios términos en
tre dos números dados.

Por ejemplo : vamos á interpolar tres términos entre los núme
ros 2 y 10 , de modo que los cinco formen progresión.

Lo que se necesita es conocer la diferencia, porque conocida que 
sea , no hay más que añadirla al número 2 , y después al que se ob
tenga, y asi sucesivamente , y queda resuelta la cuestión.

10 —  2
Pero =  10 , a =  2 , — 1 — 4; luego d =  4 — ' =  ^ » J

tendrémos:
2 .4  . 6 . 8 . 10.

Y si la interpolación hubiese sido entre los números 10 y 2, ten
dríamos una progresión decreciente ; y la segunda fórmula

d ^
u 10

71 — 1
=  2 , nos darla restando 2 sucesivamente 

-MO.  8 .  6 .  4 .  2.



Se conoce el carácter que ha de tener la progresión por el órdeu 
en que nos den los dos números. Así , al interpolar entre 2 j  50, 
será creciente la progresión , porque los números dados van de me
nor á mayor: miéntras que al interpolar entre 50 y 20 será decre
ciente , porque los números dados van de mayor á menor.

Llamando m al número de términos á interpolar, el denomina
dor de las dos fórmulas últimas puede cambiarse en w -f- 1, esto es, 
que lo mismo es decir, el número de términos que habrá ménos mw, 
como decir el número de términos á interpolar más uno, y las fór-

, , , u — a , a — umuías serán d = ---- ., y d = -------,.w-h 1 m-h 1
Si, por último, en vez de hacer uso de la seg*unda, hubiésemos 

liecho uso de la primera fórmula para interpolar tres términos entre 
los números 10 y 2, su valor neg’ativo nos habría dicho que la nue
va progresión de cinco términos se obtenía por sustracciones suce
sivas.
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d:=

En efecto 

2 —  10

d

3 +  1 +  4

u — a siendo u =  2, y a =  10, nos dará

y  como añad ir algebráicam ente — 2 , equivale á restar aritm éti
cam ente 2 (!>), la  nueva progresión -f 10. 10— 2 .8  — 2 .6  — 2 .4  — 2, 
es , y  no podía m énos de ser igual á  la obtenida más arriba.

CoROLA-Rio 2.® S i entre cada dos términos consecutivos (sin ex
cepción) de una proporción por diferencia, sea creciente ó decrecien
te , se interpola igual nùmero de términos, los primitivos y los nue
vos términos forman progresión.

E n  efecto : sea la  progresión general  ̂a . b  ̂c , e h ..... ; y
sea m el núm ero de térm inos que se quiere in terpolar en tre a y  h, 
entre b y c, entre c y  e..... ; las diferencias de las respectivas pro-

la, b —a c  — b e  — c ^
gresiones parciales serán m + 1 ’ m + T ..... según

idea que hemos dado de las progresiones por diferencia, los nume
radores de estos quebrados son iguales ; también lo son los denomi
nadores : luego la diferencia es la misma para todas las progresiones 
parciales : y como el último término de cada una es al mismo tiempo 
el primero de la siguiente, podemos afirmar que todas las progre
siones parciales, y por consiguiente todos los términos primitivos 
y nuevos, forman una sola y única progresión.

4.* Dada la progresión t « . b • c • e • f  • g , h>m*n» o . u,  ere-



cíente ó decreciente, cuatro términos consecutivos cualesquiera, 
c o m o , 7¿, m, n,  forman una equidiferencia, puesto que la misma 
diferencia hay entre j  h,  que entre m j  n \ por la misma razón 
forman equidiferencia dos términos consecutivos con otros dos con
secutivos, aunque estos dos no estén á continuación dedos dos pri
meros, como íí, 5, o, w ; y por la misma razón la forman también 
cuatro términos que estén dispuestos de manera que haya entre el 
primero y segundo la misma distancia que entre el tercero y cuarto, 
como a, c , ^ ,  6 bien a, e, w, w, ó bien a , f ,  k,  u.

Tres términos consecutivos cualesquiera, como c, e, forman 
una equidiferencia continua, puesto que entre el primero y segundo 
hay la misma diferencia que entre el segando y tercero ; y por la 
misma razón la forman también tres términos que estén dispuestos 
de manera que haya entre el primero y segundo la misma distancia 
que entre el segundo y tercero, como a, c , / ,  ó bien a, e, /t, 6 bien 

ó bien a , g , %.
Corolario De esta propiedad se deduce que ^ -j- =  ¿ +  o —. 

c n  =. e m  =  f  -p- 7¿ =  2y; es decir, que en toda progresión por 
diferencia creciente ó decreciente, la sima dü primer término y úl
timo es siempre igv^al á la de los medios equidistantes de los extre
mos ; é igual también al duplo del término medio, si el número de 
términos de la progresión es impar.

Corolario 2.“ antecedente, coiisecuente y medio
diferencial, excepción hecha del primero, que es sólo antecedente, 
y del último, que no es más que consecuente.

5." La suma de todos los términos es igual á la suma de los extre
mos multiplicada por la mitad del número de términos.

En efecto : si representamos por S la suma de los términos de la
progresión general -i-a. b . e - e . f - ............... r .s  . x  . z . u ,
tendrémos. . S =  a +  ^ -h 4 - e + / +  .....  .^ r-^s-^x -¡-z~ ^u ,
ó bien. . . . S =  4-í*4- ......

Samando ordenadamente estas igualdades, resulta

23 (a 4-  (í) 4-í) 4- [c4-^l 4- [e4-s]'4- [f-hr) 4- ....
4- (r 4- /) 4- (s 4- e) 4- {x 4- c) 4- (2 4- h) 4- (u- 4- a).

Y como los sumandos, que estos paréntesis representan, son 
iguales, según el primer Cor. de la cuarta propiedad, tendrémos
2S={a-hu)-\-{a-\-u)-i-{a-hu) 4- ..... -h(a~hu)-^(a-i-u) 4-  (a-hu},
esto es, tantos sumandos ( a u) como sea el número de términos 
de la progresión.

Luego si representamos por el número de términos de la pro
gresión , tendrémos 2S =  (a 4- u] X n.
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Y (íívidieiido por 2 loa dos términos de esta ig-iialdad, teudrémoa 

finalmente S =  —^  ^  , ó bien S — (a-hu)  X ~ .

Corolario. Sustituyendo en esta fórmula, en ve¡ del primero y 
ultimo termino, los correspondientes de las progresiones que siguen 
representando por n el número total de términos de cada una, por 
la forma general de los números pares, y por 2ií — 1 la de los impa
res, tendrémos

La suma de los números naturales 1 ,2 ,3 ,  4, 5, tí..... n, es
nin H-1) „ ’ ’
' ■ ) ó bien {I -hn) X

La suma de los números pares 2, 4, 6, 8, 10, 12 2n es 
n{n-^ l ) .  ' ’

La suma de los números impares 1, 3, 5, 7, 9, 11... 2?i—l,es

EJEMPLO :

r.a sumade los 100 primeros números naturales es ^  5050.

PHOGRE8TONES POK COCIENTE.

I« 0 . Progresión por cociente es una serie de números tales que, 
dividiendo cada uno por el anterior, se obtiene un mismo cociente,’ 
llamado razón dé la progresión. *

Si la razón es mayor que la unidad, los términos van creciendo 
y la progresión se llama creciente ; si la razón es menor que la uni
dad, los términos van disminuyendo y la progresión se llama decre
ciente ; y si la razón es igual á la unidad, se repite el primer térmi
no y no hay progresión.

Sean, por ejemplo, las dos progresiones
-3:6:12:24:48:96:192:384............................  2).

1

272

- 8 8 0 :  440:220 : 110:55 : 27-^- ; Í 3 ^ -  : 6 -^ (Razón -g')*
La primera es creciente , porque su razón 2 es mayor que 1.

La segunda es decreciente, porque su razón ~  es menor que 1.
Las progresiones por cociente se escriben como se ve y se leen, 

la primera por ejemplo,
3 es geométricamente á 6, como 6 es á 12, como 12 es á24, etc.
También se lee abreviadamente diciendo : 3 es á tí , es á 12, 

es á 24, etc. ’
Una progresión por cociente no deja de serlo porque se multipli

quen ó se dividan todos sus términos por un mismo número.
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Una progresión decreciente se convierte en crecimte, y viceversa, 

invirfciendo el órden de sus términos.
fl« B - Primera propiedad. Según la idea que hemos dado de las 

progresiones crecientes por cociente, un término cualquiera es igual 
al que le precede multiplicado por la razón. Luego ;

K1 segando término es igual al primero multiplicado por la 
razón. ^

El tercero es igual al segando multiplicado por la razón. ó bien 
al primero multiplicado por el cuadrado de la razón.

El cuarto es igual al tercero multiplicado por la razón, ó bien al 
primero multiplicado por el cubo de la razón.

en general, im término  ̂cualgniera es igual al primero multi
plicado por la razón elevada á la potencia del grado que indique el 
numero de términos que le preceden.

Sea, para fijar las ideas en los alumnos, la progresión general 
rv a: b : c: e: f : .................... p : q : x :z : u ,

que suponemos creciente, y representemos por r la razón.
Es evidente, después de lo expuesto, que

b =  a. X r ,
c =  6 x r  =  a x r x r  =  a x r* , 
e =  c x r  == a x  r*x  r  =  a X  ?’*, 
f  =  e x r  =  a x  r^X r =  a x r \

Luego si tenemos una progresión de un número n de términos, 
siendo a el primero y u el último, delante de éste habrá [n— 1) tér
minos; y el último, en función del primero, será igual á éste multi
plicado por la razón elevada ú la potencia del grado [n — 1), ó bien 
w =  X r " “ ’, fórmula que en lenguaje vulgar reproduce el enun
ciado anterior.

Si la progresión es decreciente, teiidrémos, por el contrario,

6 =  A .T
a— : r  r

a

=  - t r  =
r*
a

y por consiguiente u= a
■y»D — 1'

18

i



;¿74
2. También es evidente qne en la m ism a pro^u’esion creciente 

de n térm inos

2 =
u
r
z u'£ ss —  — _____r- r
X uq = —  —
r r*

p = q u
—r r-

: r =

t r —
r-
íí
r'
u
'Z*

Lueg*o, un término cualquiera es igual al último dividido por la 
razón elevada d la potencia del grado que indique el nùmero de térmi
nos que le siguen.

Y el primero, en función del ùltimo . será ig'ual á éste dividido 

pop la razón elevada á la potencia del grado [n—1), ó bien a =

Si la progresión es decreciente, tendremos , por el contrario :

2 =  u X  r
x =  z x r  =  n , Xr  x r  =  u x r *  
q =  x x r  =  u x r * x r  =  u x r ^
¡ )= q x r  ~ u x r ^  x r  =  u x  r*

y por consiguiente a — u x  r'̂ ~̂ .
3.“ Sí dividimos por a los dos miembros de la primera fórmula

u — a x  tendrémos —  =  r"—*: y extrayendo de los dosn—1
miembros de esta igmaldad la raíz 1), resulta ^  r : 6 lon—1
que es lo mismo, r = - ^ — _

n — i

Y si la progresión es decreciente, r — ^  .‘1  ; fórmulas que nos

dan el valor de la razón conocido el prim er térm ino , el últim o, y  
el núm ero de térm inos de la  progresión.

CoKOLARio. Y esto nos sirve para  in terpolar varios térm inos en
tre  dos núm eros dados.

Por ejemplo: vamos á interpolar tres términos entre los núme
ros 2 y 32, de modo que los cinco formen progresión.



liO que se necesita es conocerla razón, porque conocida que sea, 
no hay más que multiplicarla por el número 2 , y después por el que 
se obtenga , y así sucesivameate, y queda resuelta la cuestión.

Pero ?¿ =  32 , rt =  2, «, — 1 = 4 ,  luego í*~  ^ / _ ^ = \ / l 6  =  2. 

y tendremos:
H 2 ; 4 : H : 16 : 32.

Y si la interpolación hubiese sido entre los números 32 y 2, ten
dríamos una progresión decreciente : y la segunda fórmula

4 _  ^

r  =  \ / ig“̂ 2, nos daría, dividiendo sucesivamente por 2,
32 ; 16 : 8 : 4 : ,2.

Se conoce el carácter que ha de tener la progresión por el órdeu 
en que nos dan los dos números. Así al interpolar entre 2 y 32 sera 
creciente la progresión , porque los números dados van de meuor á 
mayor: miéntras que, al interpolar entre 32 y 2 , será decreciente, 
porque los números dados van de mayor á menor.

Llamando m al número de términos a interpolar , el índice del 
radical de las dos fórmulas últimas puede cambiarse en «i -h 1, esto 
es, que lo mismo es decir el número de términos que habrá ménos 
uno, como decir el número de términos á interpolar más uno, y las

m+l _

fórmulas serán r ~  ^ — \ / ^  *

S i , por último, en vez de hacer uso de la segunda, hubiésemos 
hecbo uso de la primera fórmula para interpolar tres términos entre 
los números 32 y 2, su valor fraccionario nos habría dicho, que la 
nueva progresión de cinco términos también se obtenía por divisio

nes sucesivas, puesto que lo mismo da multiplicar por que dividir

por 2.
En efecto:

ni4-l 4 ___  4 __

CoKOLARio 2.® Sii entre cada, dos términos consecutivos (sin excep
ción) de una progresión por cociente . sea creciente ó decreciente, se
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inèerpoïmi ig m l nùmm'o de términof!, los pHmHivos y  los nuevos 
términos forman progresión.

En efecto: sea la progresión g-eneral ~  a: h \ It i  : j  ■. I : ..... ¡
J  sea m el número de términos que se quiere interpolar entre a yb ,  
entre h j  h,  entre h h i , ..... ; las razones de las respectivas progre-

rn+l m-f-l
siones parciales serán V V /  ^ V /   ̂ n

V  a ’ V i r ’V i T ’ .....
idea que hemos dado de las prog-resiones por cociente, las cantidades 

siibradicales , , etc., son iguales; también lo es el gra-íi ' b ' h
do de la raíz; luego la razón es la misma para todas las progresio
nes parciales: y como el término de cada una es al mismo
tiempo e l d e  la siguiente, podemos afirmar que todas las 
procesiones parciales , y por consiguiente todos los términos , pri
mitivos y nuevos , forman una sola y única progresión.

4.* Dada la progresión ~  a ■. b ■. h : i : j  : I ■. o :p  ■. q : z : u , cre
ciente ó decreciente, cuatro términos consecutivos cualesquiera,

como l, o , p  , q forman una proporción, puesto que—  es igual á
P

; por la misma consideración forman proporción dos términos
consecutivos con otros dos consecutivos, aunque estos dos no estén 
á continuación de los dos primeros, como a , h', z , u ] j  por la mis
ma consideración la forman también cuatro términos que esten dis
puestos de manera que haya entre el primero y segundo la misma 
distancia que entre el tercero y cuarto, como a , li,, q , u , 6 bien 

¿»P I w , ó bien a ,J  , o , u.
Tres términos consecutivos cualesquiera, como ¿ , h , i forman

una proporción continua , puesto que ~  es igual á ; y por la
misma consideración la forman también tres términos que estén dis
puestos de manera que haya entre el primero y segundo la misma 
distancia que entre el segundo y tercero , como a , h , j  , ó bien 
ít , íJ, ó bien « , /  , q, ó bien a , l , u.C orolario 1.“ De esta propiedad se deduce que a X u  ~ b  X  ̂=  
A X q =  i X p  = J  X o =  P ; es decir, que en toda progresión por 
cociente, creciente ó decreciente , el prodmto del primer término por 
el último es siempre igual al de los medios equidistantes de los extre
mos, é igual también al cuadrado del término medio ̂ si el número de 
términos de la progresión es impar.Corolario 2.° Cada término ea antecedente, consecuente y  medio
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proporcional, excepción heclia del primero que es sólo antecedente, 
y del último que no es más que consecuente.

5.* E l ’producto de todos los términos de U7ia progresión por co
ciente es igual á la raíz cuadrada del producto de los extremos elevado 
á la potencia del grado q̂ ue indique el número de términos de la pro
gresión.

En efecto : si representamos por P el producto de los términos de 
la progresión general ^  a b ■. c \ x z : u, tendrémos

P =  abe.....  xzUy
ó bien P =  .....  cííZ.

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta

P* =  í í íc ..... x z u X u z x .......cha;

é invirtiendo convenientemente el órden de los factores, tendrémos ;

P * =  a u X b z X  e x .....xe X zl> Xua.

Pero según el corolario 1.“ de la propiedad anterior 

au-=-hz — c/x..... ;

luego P* =  íiíí X au X a u ..... au X a u x a u ,

esto es , tantos productos [au) como sea el número de términos de 
la progresión.

Luego si representamos por n el número de términos de la pro
gresión , tendrémos :

P2 =  (íím)u .

y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de esta igualdad, 
tendrémos finalmente

P =  [au)° .

6.’ La suma de todos los términos de una progresión por cociente, 
es igual à la diferencia eiitre el primer término y el producto del úl
timo poi' la razón , dividida por la diferencia entre la unidad y la 
razón.

En efecto : si representamos por S la suma de los términos de la 
progresión general ^  a b c ..... \ x \ z : u , tendrémos

S =  +  c + ..... +  x - ^ z - \ - u .  .

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razón r.

277



y teniendo presente que el producto de cada término por ;• es i-ual 
al término siguiente , tendrémos :

S?* =  5 -f- C -|-.....

Restando ordenadamente de esta igualdad la primera , siempre 
que la progre,sion sea creciente , resulta
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ó bien 

de donde

~ ~ Q ~ u r  — a , 
S(r — 1] =  ur — a\ 

ur — aS = r — 1

Pero si la razón es menor que la unidad , esto es , sí la progre
sión es decreciente , se resta ordenadamente la segunda igualdad de 
la primera , y se obtiene

S —S?-=rff_ííí-  ̂ ó bíeu B [\~ r)~ a ~ -u r  , de donde S ^  —
1 —

ur
r

N ú m e r o s  f ig u r a d o s .
a‘í ? .  Se llaman nimeros figurados aquéllos que, por adiciones 

sucesivas, forman diferentes series de diferentes órdenes, pero deri
vadas unas de otras por una ley constante.

Por ejemplo : la serie de los números naturales 1, 2, 3 , 4 ,  .=i. fi, 
7 , 8 ,  etc., fórmala primera clase de números figurados de pri
mer órden.

Si á partir del primer término se suman sucesivamente los tér
minos de la anterior, se obtienen los números 1 , 3 , 6 .  10, 15, 21, 
28, 36, etc., que son números figurados de segundo orden, llama
dos también números triangulares, y en general poligonales.

Si ¿partir del primer término se suman sucesivamente los térmi
nos de la anterior, se obtienen los números 1, 4,  iO, 20, 35, 56, etc., 
que son números figurados de tercer órden, llamados también númc- 
ros piramidales.

Si á partir del primer término se suman sucesivamente los tér
minos de la anterior, se obtienen los números 1. 5, 15, 35, 70, etc., 
que son números figurados de cuarto órden.

Y así sucesivamente se obtienen de quinto, sewto, sétimo, etc.,
órden.

13 3 . Si recordamos qtie

(a -f- 6)' =  a 4- b
(a + 6)* =  a* -f- 2ab -h 6’



(a H- b)* =  a’ +  3a*tí H- 3aí)* +  6̂
(a -1-  b) *  =  a* -H 4a’í) H- 6a*6* -h 4a6’ -h b*
(a +  b)» =  â  +  5a"b +  lOa’b* 4- 10a*b* -h 5ab* 4- b*
(a 4 - b)® =  a® 4- tía*b 4- 15a*b* +  20â b® 4- 15a®b* 4- 6ab’
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poniendo al primer binomio el exponeute 1 por analogía, observa- 
rémos que los coeficientes de los segundos términos en las potencias 
sucesivas, son íiúmeros figurados de primer órdeu; los de los terce
ros términos son números figurados de segundo órden; los de los 
cuartos términos son números figurados de tercer órden; los de los 
quintos términos son números figurados de cuarto órden, y asi su
cesivamente.

D eaqu i,la  importancia de los números figurados que, desde 
Arquiraedes á Descartes, todos los sabios lian estudiado con deteni
miento. Importancia que lian perdido, desde que Newton descubrió 
la fórmula de las potencias del binomio, que ba inmortalizado su 
nombre.

N iim e r o  de b a la s  q u e  t ie n e n  l a s  p i la s  q u e  se fo r m a n  e n  lo s  p a r q u e sd e  a r t i l l e r í a .
Las pilas de balas en los parques de artillería se disponen 

de modo que sus capas horizontales sean triángulos equiláteros, 6 
cuadrados ó rectángulos (véase la Geometría).

Primer caso. Pila triangular. Las capas horizontales de esta 
pila son triángulos equiláteros, cuyos lados van disminuyendo en 
una bala hasta la capa superior , que consta de una sola. Es eviden
te que cada bala está sostenida por tres de la capa inferior, y que el 
niimero de capas es igual al de las balas del lado de la base.

El número de balas, siendo n el número de capas, será igual á 
la suma de los números triangulares siguientes :

1
1 + 3  +  64-.... + ^ { n *  +  n).

Sboundo caso. Pila cuadrangular. Las capas horizontales de 
esta pila son cuadrados, cuyos lados van disminuyendo en una bala 
hasta la capa superior, que consta de una sola. Es evidente que cada 
bala está sostenida por cuatro de la capa inferior, y que el número 
de capas es igual al de las balas del lado de la base.

El número de balas, siendo ne\ número de capas, será igual á 
la suma de los números cuadrados siguientes :

1 + 4  4-9 +  16 +



Tercer CASO. P ila  reotan(/%lar. Las capas horizontales de esta 
pila son rectáng-ulos, cuyos lados van disminuyendo en una bala 
desde la base hasta la capa superior, que consta de una linea de ba
las. Es evidente que cada bala está sostenida por cuatro de la capa
interior y que el número de capas es i^ual al de las balas del lado 
menor de la base.

Según esto, si la capa superior de una pila rectangular tiene 
m +  \ balas, la segunda tendrá 2{m +  2), la tercera 4-  3).
y la base (siendo 7i el número de capas) tendrá -f- m).

Y el numero total de balas será

m(l -h2-f-3 -f-.....+  n) 4- P - f  2*-j-3*-l-...... -f-

expresando ,i las balas del lado menor de la base y n + m las del 
mayor.

LOGARITMOS.

a«5. Está demasiado próxima la teoría de las progresiones para 
que sm esfuerzo recordemos las fórmulas

w — a-f-ín — l ) d .....
ms-i

d =  ............... r  =  v / üm-h 1 V a
^ (a +  u)?i .____tí —  2 ......................  p

Fórmulas que nos dicen elocuentemente las repetidas relaciones 
que hay entre los elementos, propiedades y operaciones existentes 
en las progresiones por diferencia y en las progresiones por cocien
te. Esas relaciones fueron las que indudablemente excitáronla aten
ción deUscocss Néper á principios del siglo XVII, hasta el punto 
de que inventase los loffaritmos, que permiten abreviar los cálculos 
de una manera ingeniosa y sorprendente ; interesante teoría que 
perfeccionada por su íntimo amigo Briggs, por Keppler. Euler y
otros, hará que siempre se pronuncien con gratitud nombres tan 
gloriosos.

i^O . Se llaman lo^aritínos los términos de una progresión por 
diferencia, que, empezando por cero, se corresponden con los de 
otra por cociente que empieza por la unidad.

Dos progresiones que empiecen de esta manera, una por dife
rencia y otra por cociente, constituyen lo que se llama un sistema de 
logarximos.
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Si se dau dos progresiones cualesquiera, una por diferencia y 
otra por cociente, que no tengan esa forma, se consigue que la ten
gan, restando de todos los términos de la primera su primer término 
y dividiendo todos los términos de la segunda también por su pri
mer término.

Logaritmo de un número dado es el término de la progresión por 
diferencia, correspondiente al número dado de la progresión por co
ciente, en un sistema de logaritmos dados.

Y como se pueden formar cuantos sistemas de logaritmos se quie
ra, con tal que las progresiones empiecen por 0 y por 1 respectiva
mente, de aquí que un mismo número puede tener diferentes loga
ritmos , y recíprocamente un mismo logaritmo puede corresponder á 
diferentes números, en sistemas diferentes.

Llámase base de un sistema de logaritmos el número que tiene 
por logaritmo la unidad.

La base puede ser entera, fraccionaria ó inconmensurable, y va
riable de un sistemad otro como los logaritmos de los números. Lo 
que es constante en todos los sistemas, es el logaritmo de la unidad, 
que en todos ellos es 0.

Las Progrresiones.J .....
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constituyen un sistema de logaritmos.

Y las progresiones!^  ̂  ̂ 3^, .....

constituyen otro sistema diferente.

Í^S". En todo sistema de logaritmos se verifican las propiedades 
siguientes :

1.“ E l logaritmo de un producto es igual á la suma de los logarit
mos de sus factores.

En efecto: en las progresiones generales

■r 0. a . b . c , e . f . (? . /? . etc.,
^  1 ; B : O : E: P : G; H; etc,,

se verifica según la 4.* propiedad de las mismas , que

0 — a ‘.\ b — cy
de donde e := a-\- b y C =  A x B .

Pero , según la idea que acabamos de dar de los logaritmos, ten- 
dréinos que a , ¿ y í: son lo.s logaritmos respectivos de A , B y C 
luego á la primera igualdad podemos darle esta forma



log, C =  log. A-f-log. B; y comoC =  A x  B. tendrémos, por 
último, logaritmo (A X B) =  log. A +  log. B.

Si faeseu tres ó más los factores, teudrémos :
log. (FXGXH) =Iog. (FxGH) =Iog. F +  Iog. {GH) =  

log. P-hlog. G-Mog. II.
CoROLAitio. PdTd hoIldT el pToducto de dos ó más nÙMeros, se 

hallau los logaritmos respectivos de estos números , se suman des
pués , y el número correspondiente á esta suma será el producto 
pedido.

2. ' m  logaritmo de mi cociente es igual à la diferencia del loga- 
riUm del dividendo ménos el logaritmo del divisor.

En efecto : por ser el dividendo igual al producto del divisor por 
el cociente, tendréraossegún el principio anterior:

log. dividendo =  log. divisor +  log. cociente; 
de donde log. dividendo — log. divisor ^  log, cociente, 
ó bien log. cociente =  log. dividendo — log. divisor.

Corolario. Para hallar el cociente de un nùmero por otro, se 
resta del logaritmo del dividendo el logaritmo del divisor , y el nú
mero correspondiente á esta diferencia será el cociente.

3. ' E l logaritmo de una potencia es igual al logaritmo del nùme
ro que se ha de elevar multiplicado por el exponente de la potencia.

En efecto : sea la potencia A“ , ó bien A . A . A........ hasta n
tactores , que puesta bajo la forma de igualdad será

A" =  A X A X A X A X A......
y tomando los logaritmos de los dos miembros de esta igualdad, 
resulta

log. A“ = lo g . A-t-log. A 4-log. A % veces log. A.
ó bien log. A« =  n log. A.

Corolario. Para hallar una potencia cualquiera de un nùmero 
dado, se halla el logaritmo de este número, se multiplica dicho lo
garitmo por el exponente de la potencia, y el número correspondien
te á este producto será la potencia pedida.

4.'̂  E l logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la potencia 
dividido por el indice de la raíz.

11
En efecto : siendo evidente la igualdad A =  , re.sulta, to

mando los logaritmos de sus dos miembros
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de donde

log. A l= í¿ log. V"a 'j
log-, i”x=



Corolario. Para extraer lo, raiz ih un número dado cualquiera, 
se divide su logaritmo por el indice de la raiz , y el m'imero corres
pondiente á este cociente será la raíz pedida.

C o n s tr u c c ió n  d e  l a s  t a b l a s  d e  lo g a r it m o s .
I3S . Después de conocer las cuatro propiedades precedentes y 

sus consecuencias, se comprende la gran utilidad que ofrecerá una 
colección de números enteros, que empezando porla unidad conclu
ya en el número mayor posible, acompañada de sus correspondien
tes logaritmos (en un mismo sistema), y dispuestos de manera que 
dado un número , en el momento se lialle su logaritmo y viceversa. 
Esa colección, mayor ó menor, es lo que se llama Tabla de loga
ritmos.

El sistema generalmente adoptado es el que tiene por base la 
misma que tiene nuestro sistema de numeración. Las progresio
nes son :

•¿83

.4- 1 : iU: lUÜ t  lUÜO 
T ü . 1 . 3 . 3

lUOOU : 100000 : 
4 . 5 .

lOOÜüOÜ: lüOOOOOO. 
6 . 7. .

Si ahora interpolamos entre los términos 1 y 10 de la primera 
progresión un número tan crecido de medios proporcionales que si 
los números 2, 3 ,4  , 5 , 6, 7 , 8 y 9, no forman parte de él, siquie
ra difieran de algunos medios proporcionales en ménos de cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea, de modo que, puedan tomarse 
unos por otros sin error sensible : si después interpolamos entre los 
términos 0 y 1 de la segunda un número de medios diferenciales 
igual al de medios proporcionales interpolado.s anteriormente, es cla
ro que los términos de esta progresión parcial por diferencia serán 
los logaritmos respectivos de los términos de la nueva progresión 
])or cociente obtenida más arriba.

Repitiendo estas consideraciones y estos procedimientos respecto 
de los términos lu y 100 de la primera progresión, y 1 y 2 de la se
gunda : y después respecto de 100 y 1000 de la primera, y 2 y 3 de 
la segunda; y continuando de esta suerte hasta donde se quiera, 
pero interpolando siempre entre cada dos términos consecutivos el 
mismo número de términos que se interpoló entre 1 y 10.

Haciendo caso omiso de los medios proporcionales y medios dife
renciales que no nos sirven á nuestro propósito, y tomando en cuen
ta únicamente los nVimeros enteros consecutivos (que si no constitu
yen progresión por cociente , forman parte de ella), desde la unidad 
hasta donde .se quiera, de una parte ; y de otra, tomando su.s loga-



ritmos respectivos [que si uo coiistituyeu progresión por diferencia, 
forman parte de ella) , habrémos formado, mejor dicho, habrémos 
explicado la posibilidad de formar una tabla de logaritmos, sean 
cuales fueren las dijicwltades materiales que la realización de las 
operaciones presente en la práctica.
_ Mí». Dos observaciones . de casi todos sabidas, presentarémos 
a fin de aminorar esas dificultades.

1. Qiío teniendo los logaritmos de los números primos, no hay 
necesidad de determinar directamente los délos números no p r i
mos-, puesto que , según la primera,propiedad, log. 21 , por ejemplo
es Igual á log. (7 X  3) =  log. 7 +  log. 3 : y asi de los d¿más.

2. Qm se puede calcular el logaritmo de un número primo con un 
error tan pequeño como se quiera, sin tener que extraer raíces del

m-hl
grado {m ^  IJ que dice la fórmula ?■ =  , siendo bastante con
extraerlas de segundo grado.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del número 5.
Para ello interpolemos un medio proporcional entre 1 y 10 , v un 

medio diferencial entre 0 y 1, de modo que tengamos :I . X :: a: ; 10 y 0 —  z ;; z — 1 , de donde 
i; =  \ / l ’.T d = \ / i l )=  3,16227... y z =

6 lo que es lo mismo 0,5 = lo g . 3,16227.....

Perones mayor que 3,16227.....  y menor que 10; tenemo.s,
pues, que interpolar un nuevo medio proporcional entre 3,16227.......
y 10, y un nuevo medio diferencial entre 0,5 y 1. de modo que ten
gamos .......  ; a; X : 10 y 0,5 — z :: z — 1, de donde
x=^V3,16227...x l0 =  \/31,6227r7r=5,623... y z =  
ó lo que es lo mismo, 0,75 =  log. 5,623.....

Pero 5 es mayor que 3,162..... y menor que 5,623.......; tenemos,
pue.'a, que interpolar otro nuevo medio proporcional entre 3,162.....
y5,623..... y otro nuevo medio diferencial entre 0,5y 0,75.

Continuando estas interpolaciones llegaríamos á obtener dos me
dios proporcionales, uno en pos de otro , que se diferenciasen uno 
de otro en menos de cualquier cantidad dada por pequeiía que fuese, 
y entre los cuale.s estaría comprendido el número 5. Podríamos^ 
por consiguiente, tomar uno de ellos por el número dado 5 , y el
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medio diferencial ccrrespondieute al medio proporcional que se tome 
será el log’aritmo pedido. Y aiiálog’amente se calcularán los log“arit- 
mosde los números primos 2, 3 , 7, 11, 13 , 17, etc.

Adveutenoia. Los alumnos que se dediquen al estudio especial 
délas Matemáticas, aprenderán, en las partes más elevadas de la 
ciencia, los métodos que hay mucho más expeditos para calcular 
los logaritmos.

D is p o s ic ió n  y  u so  d e  la s  t a b l a s  de lo g a r it m o s .
■®0. Se llaman logaritmos de Briggs (del nombre del autor de 

las primeras tablas de este sistema), y también logaritmos vulgares 
por estar generalmente adoptados —aunque hoy se nombran siu ese 
calificativo— los que están formados en el sistema de las progresio
nes que repetimos á continuación.

.H 1 : 10 ; 100 ; 1000 • 10000 : lOOOUO ; lÜOOOOO. 
-f 0 . 1 . 2 . 3 . -i . 5 . G.

De la simple inspección de estas dos progresiones se deduce que; 
el logaritmo de la unidad es 0. 
el logaritmo de 10 es 1, 
el logaritmo de 100 es 2, 
el logaritmo de 1000 es 3, 
el logaritmo de 10000 es 4,

y , en general, los logaritmos de la unidad seguida de ceros, ó me
jor dicho, los logaritmos de las diferentes potencias de la base- 10, 
son números enteros, y positivos, compuestos de tantas unidades 
como unidades tenga el exponente de las diferentes potencias de 10.

También se deduce que :
Los logaritmos de los números comprendidos entre 1 y 10 son 

mayores que 0 y menores que 1. esto es, una fracción, que, como 
las demás que en adelante mencionemos , vienen valuadas por Brigg.s 
y sus sucesores, en decimales :

Los logaritmos de los números comprendidos entre 10 y 100 son 
mayores que 1 y menores que 2, esto es, 1 mas una fracción :

Lo.s logaritmos de los números comprendidos entre 100 y lOOU 
son mayores que 2 y menores que 3, e.sto es, 2 más una fracción :

Los logaritmos de los números comprendidos entre 1000 y 10000 
son mayores que 3 y menores que 4, esto es, 3 más una fracción : y 
así sucesivamente.

Se llama característica de un logaritmo á su parte entera, y 
mantisa á la parte fraccionaria. Es claro que los logaritmos de los



núm eros corapreudidos entre 1 y  10 sólo tienen m a U i m ,  y  los de 
10, 100, 1000, e tc ., sólo tienen c a r a c te r í s t i c a :  y ,  en faenera!, la 
característica de un núm ero entero cualquiera consta de tan tas  u n i
dades como cifras m énos una teng-a dicho núm ero ; y  recíprocam en
te ,  un  núm ero que se busque, tendrá tan ta s  cifras como unidades 
m ás una teng-a la característica del logaritm o correspondiente dado.

CoEoiAEio 1.“ Y puesto que según la primera propiedad, loga
ritmo 300, por ejemplo, es igual á log. (3 X 100)=log. 3-j-log. 100, 
dirémos que :

D a d o  e l lo g a r i tm o  d e  n ú m e r o ,  se  o b tie n e  e l  d e  o tr o ,  10. 100, 
1000, etc., v e ce s  m a y o r  ó m e n o r ,  auadieudo ó quitando á la caraca 
terística del logaritmo dado tantas unidades como ceros sigan á la 
unidad, quedando la manti.sa de todos ellos la misma. Y recíproca
mente : d a d o  e l  n ú m e r o  c o r r e s p o n d ie n te  á  n n  lo g a r i tm o  q u e  s e  desco
n o ce  ó i g n o r a , se  o h t ie m  e l  n ú m e ro  c o r r e s p o n d ie n te  à  o tro  lo g a r i tm o

q n e  te n g a  i g u a l  m a n t i s a ,  p e r o  q u e  te n g a  % n a , d o s , t r e s ,  e t c . ,  u n id a 
d e s  m á s  ó m e n o s  en  la  c a r a c te r í s t i c a ,  multiplicando ó dividiendo el 
número dado por la unidad seguida de tantos ceros, como unidade.s 
más ó unidades ménos. tenga la característica del segundo loga
ritmo.

CoROLA.iiro 2 .” Del anterior corolario se deduce que : u n a  frac
ción decimal tiene en su logaritm o una m antisa igual á la del loga
ritm o de dicha fracción, considerada como un  núm ero en tero , esto 
es, abstracción hecha de la coma ; la  diferencia está  en la caracte
rística y  en el s ig n o , según  verem os más adelante.

B3I. Porque es bueno advertir que los números fraccionarios 
tienen también sus respectivos logaritmos.

En efecto : si consideramos prolongadas á la izquierda las ])ro- 
gresiones fundamentales del sistema, teiidréraos

28 G

1_  ̂ L
lOOOÓ * lÜÜÜ 
—  4 .  —  3

\_  ̂ 1
lOU * í(í 
—2 I

1 : 10,

0 .  1 ,

donde — 4 , — 3 , — 2, y — 1, son los logaritmos respectivos de 
l i l i

lOOOd’ 1000’ 100 ^ TO ■ además, que los quebrados

propiamente dichos, tienen n ú m e r o s  n e g a t iv o s  por logaritmos.
Y que esta continuación á la izquierda es lícita, no admite duda: 

porque la restricción ó condición impuesta de que las progresiones 
fundamentales empiecen por 1 y por 0 respectivamente para formar 
sistema de logaritmos, queda satisfecha presentando el término 1



de la progresión por cociente de modo qiie se corresponda con el 
termino 0 de la progresión por diferencia.

Escolio. Como los logaritmos de los números, que no son po
tencias de 10, son números inconmensurables, que se reemplazan 
por otros que, si bien se diferencian de ellos en ménos de cualquier 
cantidad por pequeña que sea, rigorosamente hablando, no son 
iguales con aquéllos ; por eso los resultados serán tan aproximados 
cuanto se quiera, pero no exactos. Que no olviden esto nuestros 
alumnos ; así como tampoco que la operación en que más justifica
do está el uso de los logaritmos es la extracción de raíces.

La resolución del problema general dado un nùmero ente
ro , hallar su logaritmo, y la reciproca y los casos particulares, todo 
lo deben aprenderlos estudiantes de la viva voz del Profesor, te
niendo á la vista las tablas de Vázquez Queipo, por muchos títulos 
recomendables, y seguidas de un en que dicho señor ex
plica en seis páginas no cabales, la tabla y el método de Roberto 
Flower, matemático inglés del siglo XVIII, que proporciona casi 
mecánicamente los logaritmos de los números con una mantisa de 
hasta 20 cifras, y, en su caso, los número.s con la misma extensión 
de 20 cifras. Neper, Briggs y Flower han hecho que los logaritmos 
sean una gloria peculiar de la Gran Bretaña. Y al exhumar nuestro 
compatriota el libro de Flower (puede decirse que ya desconocido en 
el mundo científico), ha dado un alto ejemplo de moralidad, dicién- 
donos el nombro de su verdadero autor. Circunstancias todas, que. 
unidas á la larga y honrosa carrera del Sr. Vázquez Queipo, han 
valido á éste, de parte del Instituto du F rancia., la envidiable dis
tinción que pocos españoles alcanzan.

133. Sabiendo hallar el logaritmo de un número entero, y 
viceversa, digamos dos palabras acerca de los logaritmos de lo.s 
números fraccionarios en los distintos casos que ocurren.

1." Si el quebrado es imjjropio y ordinario, puesto que el que
brado representa el cociente del numerador por el denominador, es 
evidente que su logaritmo será igual al logaritmo del numerador 
ménos el logaritmo del denominador.
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12Asi, log. =  log. 12 — log. í>olog. 2 =  log. =  log. r>log. — log. 1 =  0. log. 2
2.® Si el quebrado es impropio (ó mayor que la unidad), pero



h

decimal, se considera como entero, restando después de la caracte
rística de su lograritmo tantas unidades como cifras fraccionarias tu
viere el quebrado dado.

En efecto :
125

log. 12,5 =  log. = log . 125 — log. 10 =  2,096910 — 1 ^= 1,096910.
125

log. 1,25 =  log. =  log. 125 — 2 =  2,090910 — 2 =  0,096910,

Advertencia. Se llama complemento de un número lo que le falta 
para componer ó valer la potencia de 10 inmediata superior.

Así, el complemento de 85 es 15 ; el de 12,5 es 87,5 y el de 
1038 es 8962.

El complemento á 0 de un logaritmo es otro logaritmo de igual 
valor absoluto, pero de signo contrario : como sucede con los loga
ritmos de dos números recíprocos que sólo se diferencian en el sig
no — que lleva el logaritmo del número menor que la unidad ; sa
biendo ya que números recíprocos son aquéllos cuyo producto es
igual á la unidad, como a y

El complemento à lü de un logaritmo es otro logaritmo, que su 
mado con el primero, produce 10.

El complemento á 20 de un logaritmo es otro logaritmo, que su
mado con el primero, produce 20.

Y, en geneial, complemento de nn numero ó logaritmo es otro 
número ó logaritmo, que sumado con el primero produce 0, ó una 
cantidad determinada cualquiera.

El complemento del logaritmo de un número cualquiera a se es
cribe así ; log. Ojo log. í?, Cjj log. etc., según se refiera 
á 0, 10, 20, etc. ; pero si se escribe simplemente Comp. log. a, se 
sobreentiende el complemento « 10 ; y se lee complemento del logarit
mo de z., 6 complemento logarítmico de a.

Tercer caso. Esto supuesto, varao.s á Hilar el logaritmo de 
una fracción propiamente dicha, ó sea de un quebrado nronio v or
dinario.

Digo que el logaritmo de tal quebrado es igual á la diferencia de
los logaritmos de sus dos términos, afectada del signo_; es decir
será un logaritmo negativo

En efecto : Sea la fracción general en que suponemos a<J), 

y que por ser igual á 1 : ~  da lugar á la igualdad siguiente :

28R

 ̂ ' a *
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Tomando los logaritmos de los dos miembros de esta igualdad, 

tendrémos
a blog. —  =  log. 1 — log. —  ; y como log. 1 = 0 , resulta o a
loar. — log. —  =  — (log. b — log. a), a

Así, log. —  =  log. 4 — log. 5 =  — 0,096910

log. =  log. 1 log. 12 =  —1,079181.

Pero siendo comunes á los logaritmos negativos las propiedades 
generales (I® 7), y ofreciendo inconvenientes su presencia en los 
cálculos, se ha convenido en añadir 10 unidades á la característica 
de los logaritmos negativos, para que, efectuada la sustracción con
siguiente, el resultado aparezca sin el signo — ; teniendo buen cui
dado de corregir el logaritmo final, al terminar la operación. Y el 
logaritmo negativo, asi transformado , es lo que se llama comple
mento logaritmico del número en cuestión, que se expresa poniendo 
un punto algo elevado entre la característica y la mantisa.

2 2
Asi, puesto que log. es — 0,176091 ; el comp. log.

será 9-823909.
Cuarto caso. Que l a p r o p i a m e n t e  dicha seo. decimal.
Siendo log. 0,5 =  log. 5 — 1 =  — 0,301030, tendrémos también

Comp. log. 0,5 =  9-698970; y Comp. log. 0,05 =  8-698970 ;

de donde el complemento de una fracción propia decimal tiene por 
característica 9, ó tantas unidades ménos que 9 cuantos ceros haya 
entre la coma y las cifras significativas ; y por mantisa la correspon
diente á dichas cifras, consideradas como formando un número 
entero.

Si recíprocamente se da un logaritmo negativo para hallar su nú
mero correspondiente, éste será igual á la  unidad fraccionaria cuyo 
denominador sea el mismo número correspondiente al logaritmo dado, 
pero sin el signo —.

S i el logaritmo dado tiene la forma de complemento, se hallará 
la fracción decimal correspondiente, escribiendo 0 enteros, y des
pués de la coma tantos ceros cuantas unidades falten á la caracte
rística para 9, seguidos del número que por las tablas corresponda á 
la mantisa.

E scolio. Por medio del uso de los complementos, se convierte la 
íUrStraccion en adición. 19(T



De suerte que combinándose por adición y sustracción varios lo- 
g-aritmos, se abrevia la operación, añadiendo á los log^aritmos su
mandos los complementos de los logaritmos sustraendos, rebajando
de la suma tantas decenas cuantos complementos se hayan intro
ducido.

Demos fin á esta materia, rogando á nuestros ilustrados compa
ñeros que nos perdonen si insistimos en recomendarles que, después 
de explicada la teoría de los logaritmos, dediquen al ménos una se
mana al manejo de las tablas, teniendo cada alumno las suyas en la 
mano, y ensenando de viva voz el profesor á resolver los diferentes 
problemas y casos que ocurrir puedan.
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CAPITULO IV.

I>e la« eoiiaoloiic.« d e |>idiner ^rado.

I3<1. P relbonakes. E n  lo3 tres prim eros capítulos hemos dado 
á conocer el càlcuh algebraico elemental, ó sean las diversas tran s
formaciones que pueden recibir las expresiones literales de la canti
dad , ta l y  como deben ensenarse á  los niños de 12 á 14 anos , que 
cursan esta asignatura en los institu tos de segunda enseñanza.

Con el mismo criterio vamos á explicar, en  este y  en el siguien
te  cap ítu lo , la comparación algebraica elemental por igualdad,, 6 sea 
la resolución y  discusión de las ecuaciones y  problem as de l .°  y  2.*' 
grado ; tratando de pasada aquello q u e , m énos in teresante á los 
alum nos, contribuye sin em bargo , á  ilustrar esta parte analítica del 
ALGEBRA, la  más esencial y  fecunda.

13,». Se llam a identidad relación que existe entre dos exp re
siones de formas iguales de u n a  m ism a cantidad, como

7 = 7  a - h b = a - f b  5â b®c — 4 =  5a®6®c — 4.
Igualdad es la  relación que existe en tre dos expresiones de for

m as desiguales de u n a  m ism a cantidad, como 
8 + 2 = 1 0  a“— b®= (a+ b ) (a — b) \ / l  —2 a + a * =  1 — a.

Y la igualdadiCí'í^^ el nom bre de ecuación cuando contiene una 
6 más incógnitas (Arit. © ), cuyos ralores se desea conocer, como

2 .x -4  +  ^  +  ̂ g - =  30. X +  y =  8.

La ecuador], es , pues, un caso particular de la igualdad.
La ecuación queda satisfecha únicamente por ciertos valores de 

las incógnitas , miéntras que la igualdad se verifica cualesquiera que 
sean los valores de los elementos que entren á formarla.

La identidad es siempre evidente.
Se llama ecuación numérica toda ecuación en la que las cantida

des conocidas son números particulares, estando representadas la 
incógnita ó incógnitas por letras, generalmente por las últimas del 
abecedario ; y literal toda ecuación en que tanto las cantidades des
conocidas como las conocidas , ó alguna de éstas al ménos , están re
presentadas por letras, acostumbrándose á representar las conocidas 
por las primeras del abecedario.

Orado de una ecuación con una incógnita es el mayor exponen
te de ésta, con tal que no esté por denominador ni afectada del sig - 
no radical. Si el exponente es negativo ó fraccionario , la incógnita



á la cual afecte es considerada en denominador 6 debajo de un sig
no radical. El grado de una ecuación con dos ó más incógnitas se 
aprecia como en el caso anterior, siempre que en cada término en
tre una sola incógnita ; pero si entran más de una en algún término, 
entónces el grado de la ecuación es la suma de los exponentes de las 
incógnitas en el término en que esta suma sea mayor , no estando 
aquéllas por denominador ni debajo de radical.

También se llaman las ecuaciones completas, respecto de una in
cógnita, si contiene á ésta elevada á todas las potencias sucesivas, 
desde 0 basta la mayor en que entre: incompleta., si falta alguna po
tencia: gura, si los exponentes son iguales , y mixta, en caso con
trario .

Solución de una ecuación con una incógnita es el valor ó valo
res que , sustituidos en vez de la incógnita , convierten la ecuación 
en identidad: estos valores se llaman también ralees de la ecuación: 
y hallar sus soluciones es resolver una ecuación.

Se da el nombre de equivalentes á dos ecuaciones que tienen so
luciones iguales; incompatibles b contradictorias, si pueden pre
sentarse de manera que, siendo idénticos los primeros miembros ó 
los segundos, no lo sean los segundos ó los primeros; de imposible ó 
absurda á la que no puede transformarse en identidad por ningún 
valor que se dé á la incógnita ó incógnitas que contenga , y el nom
bre de indeterminada á toda la que admita una infinidad de solu
ciones.

es una ecuación numérica de primer grado con una 
sola incógnita, 

literal de segundo grado, 
indeterminada.

7a? q- 2 =  7a? imposible ó absurda.
* ^ ^ |incompatibles ó contradictorias.
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3a? — 4 = 8

3a?^+ 4a? =  C 
5a? +  2 y =  3

R e s o lu c ió n  de u n a  e c u a c ió n  de p r im e r  g r a d o  c o n  u n a  in c ó g n ita .
I»G . Vzx?^resoUer una ecuación de primer grado cou una in

cógnita , hay que hacerla sufrir cuatro transformaciones, á saber: 
1.“ quitar quebrados si los hay ; 2.' pasar todos los términos que 
contengan la incógnita á un solo miembro, generalmente al prime
ro, y las cantidades conocidas al segundo; 3.* formar de cada 
miembro un solo término , al méuos indicado; y 4.* dividir los dos 
miembros de la ecuación por el coeficiente de la incógnita , 6 canti
dad que la multiplique , sea numérica ó literal.



Ejemplo ; — 12-~ =  4
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2x _  1 _  7
3 '6 T2“‘

1.* Si reducimos todos los términos de la ecuacioE á un común 
denominador, que en el caso presente es 12 por el m. ra. c. , to
mará la forma de

24.\*
12

153
12 12

2
12

1_
12

Si suprimimos ahora el denominador común , lo cual es lícito 
porque equivale á multiplicar cada quehj’ado , ó sea cada término, 
por su denominador, y por consiguiente equivale á multiplicarlos 
dos miembros de la igualdad, ó sea de la ecuación, por una misma 
cantidad, por el denominador común , en el presente caso por 12, la 
ecuación tomará la forma siguiente :2'ix — 153 — 8a: — 2 — 7.

Luego para quitar quebrados en una ecuación , se reducen todos 
sus términos à un común denominador , considerando é los términos 
de forma entera como quebrados con la unidad por denominador ̂  y 
después se suprime el denominador común.

Excusado es decir que en la práctica se hace la reducción y su
presión , sin pasar por el materialismo de escribir el denominador 
común.

2. ‘ También es evidentemente lícito el añadir ó quitar una mis
ma cantidad á cantidades iguales.

Si añadimos , pues, 153 á los dos miembros de la ecuación, y 
restamos de los mismos 8a:, tendrémos24x —  1 5 3 +  153 —  8x =  8x —  2 — 7 -h  153 — 8x.

Y considerando que —153 y +  153 se destruyen en el primer 
miembro, y que 8a: y — 8a: se destruyen en el segundo, podemos 
presentar la ecuación bajo la siguiente forma:24x — 8x =  153 — 2 — 7.

Pero 153 que tenía el signo — en el primer miembro, apareca, 
con el signo +  en el segundo, y 8a: que tenía el signo +  en el se
gundo, aparece con el signo — en el primero.

para pasar los términos de un miembro à otro , se verifica 
mudándoles el signo.

3. * La reducción de términos semejantes en cada miembro no 
ofrece dificultad, y nos dará 16x =  144.

4. ’ I)e donde , dividiendo los dos miembros de la ecuación por 
el coeficiente de a:, 16, lo cual es también licito , resulta finalmente

IM 16X =  •• 9.



Comprobación. Sustituyendo en la ecuación propuesta en vez de 
X su valor 9, tendrémos
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ó sea 18

ó bien la identidad.

. 3 4 —
1 7

' 4 “ 6 12
51 6 1 7
4  ̂ 6 12 ^

21 21
4 4 ■

Lueg“o la ecuación lia sido bien resuelta , y 9 es el verdadero va
lor de X .

Sea, por segundo ejemplo, la ecuación 
2x -h 7 =  4x — 9.

No tiene lugar la primera transformación.
Pasando al primer miembro los términos con a?, y al segundo los 

conocidos, tendrémos
2x — 4x =  “ 9 — 7 ;

y reduciendo — =  >— 16 ;
de donde, descomponiendo el término — 2x en — 2 X x ,  resulta

—16 *PC =  - =  8.

139'. Sirva de nuevo ejemplo
2 x h - 5  =  3.v — 10.

Haciendo la transposición de términos, tendrémos 
2 x  — dx =  — 10  —  5 ; 

de donde, reduciendo — x =  —15.
Hemos puesto de propósito este ejemplo para llamar la atención 

sobre él, y advertir á los alumnos que ésta no es la solución negativa 
que hemos de conocer muy pronto.

Porque haciendo la descomposición del ejemplo anterior, ten
dríamos

1 5 , ■ ■ ■_  1 X  X = de donde x =  15.* -------------- ----------------  ■■ —1
Porque pasando — x s l  segundo miembro, y las cantidades cono

cidas al primero, sucedería que
-+-15 =  -f-x, ó bien .v =  15.

Porque multiplicando los dos miembros de la ecuación por una 
misma cantidad, por — 1, tenemos

— x X — 1 =  — 1 5 x — lí  óbien x =  15.
Por cualquiera de estas tres consideraciones resulta que la 

ecuación — x =  — 15 da. ^a.Td.x valor positivoy como si fuese a?=15.
Y la tercera consideración nos enseña además que pueden cam

biarse los signos á lodos los términos de la ecuación cuando conven-



g*a, porque esto equivale á multiplicar sus dos miembros por tina 
misma cantidad, por — 1.

I3 S . Si nos dan la ecuación
4 13 . - 2  =  - ^ - + - ;

al quitar quebrados, siendo 6x el común denominador, resulta

5x 5x ~  5x 5x  ̂
ó bien 15x* — lOx =  20 -H x.
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Esto nos advierte que cuando la incógnita esté por denominador, 
no puede aventurarse cuál sea el grado de la ecuación ; pues bien se 
ve en el ejemplo presente, que pareciendo á la simple vista una 
ecuación de primer grado, resulta con su verdadero carácter después 
de quitados los quebrados, esto es, que es de segundo grado.

Entiéndase también la para los casos en que la in 
cógnita esté afectada del signo radical.

Esqolio. Hay, sin embargo, casos particulares en que estando 
la incógnita por denominador ó debajo de un radical, se transforma 
la ecuación en otra de primer grado, por ejemplo :

X 1 = 7X y 4 =  %\!x .
Quitando quebrados en la primera y elevando al cuadrado los 

dos miembros de la segunda, resulta
20 4- 1 =  7x y 16 — 4x.

Pero éstos, lo repetimos, son casos particulares que, léjos de 
destruir, confirman la advertencia anterior.

P r o b le m a s  q u e  p u e d e n  r e s o lv e r s e  p o r  m e d io  d e  u n a  e c u a c ió n  d e  p r im e r  g r a d o  c o n  u n a  in c ó g n ita .
■ 3 9 . I.® Hallar un número cuya mitad y tercera parte augmen

tadas de 10, den la suma 30.
XSi representamos por x  el número pedido, su mitad será -g-, y

Xsu tercera parte
Y con estos datos podemos indicar la suma á que se refiere el 

enunciado., escribiendo ;

| _  +  ^  +  10 =  30.

Quitando quebrados, tenemos
3^ _j_ 2 x 4 -6 0 =  180,



j  naciendo la  transposición de té rm in o s, resulta3x  +  2x  =  180 — 60,
5x =  120 ;
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y reduciendo 

de donde

Comprobación :

120
X  — — =  24. 

5

y tenemos 
ó bien la identidad

Siendo a? =  24, 
su m ita d .... 12, 
te rceraparte  8;

12 8 +  10 =  30,
30 =  30.

D irém os, con motivo del problem a an te rio r, que la resolución 
de un problem a consta de dos partes : 1.‘ P lan tear el problem a ó 
poner el problema en ecuación : 2 .“ Besolver la ecuación.

E sta  seg-unda parte está  su jeta á reglas fijas y  term inan tes, que 
dejam os explicadas (SSG).

Lo difícil es la  prim era parte ; y  es difícil, porque los hom bres 
no dan reglas para poner un problem a en ecuación, como no las dan 
para hacer versos b u en o s, ni p ara  hacer obras m aestras de arte; 
pues el p lan tear un problem a difícil exige el quid divinum del Ál
gebra.!

P or eso , nosotros aconsejamos al estud ian te  que procure com
prender bien el enunciado, pues en  él está im plícita la  forma de la 
ecuación , que después de todo no ha  de ser m ás que la fiel tra d u c 
ción algebráica del enunciado ; entendiendo datos no sólo las 
cantidades conocidas, sino tal condición expliciia que se im pone en 
el enunciado, y  cuál implicita que se deduce de é l, además de las re
laciones que ligan  á  las cantidades conocidas con las desconocidas.

E l problem a anterior fué sum am ente fácil de p la n te a r , porque 
todo ello estaba reducido, según el enunciado, á indicar u n a  adi-

X  Xdon cuyos sumandos eran y  10,representando x el núm ero

pedido, y  cuya suma fuese 30.
Pero las dificultades irán  creciendo en otros ; los alum nos irán  

acostum brándoseá vencerlas, todo progresivam ente, y  aquéllos que 
se aficionen á esta  clase de estudios serán la  honra de sus m aestros 
y  el orgullo  de sus familias.

2.® Hallar dos números, cuya suma sea HA , y su diferencia 16.
Puesto que hay  una diferencia, los núm eros son desiguales.
Si representam os el núm ero m ayor por x , el m enor será¡r — 16.
Y con arreglo al enunciado, la  ecuación tendrá esta forma

ó sea
X +  {x — 16) =  2'i, 
X +  X —  16 =  24 ;



y hecha la transposición

ó bien 

de donde

x - h  X  4-16^
■ 2x =  40 ;

40x =  — = 20,
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y  el menor x — 16 =  20 — 16 =  4.
Y con efecto : 20 +  4 =  24 y 20 — 4 =  16;

y queda satisfecho el enunciado.
Si, obedeciendo á la segunda indicación del enunciado, hubié

semos planteado el problema de esta manera
X— (x— 16) =  16, 

tendríamos x — x +  16 =  16,
6 bien la identidad 16 =  16, de la cual no sale la resolución del 
problema.

Otro modo : Si representamos por x  el número menor, el mayor 
será a; -h 16, y tendrémos la ecuación

(x 4 -16) -h X =  24, 
ósea x 4-16 4 - x =  24,
ó bien 2x =  8 ;
de donde X -  2  _

y el mayor será 16 =  4 4- 16 =  20, resultados iguales á los ob
tenidos anteriormente.

Otro modo : resolviendo el problema con toda generalidad, esto 
es , representándolas cantidades conocidas también por letras. Mas, 
exigiendo esto un nuevo enunciado, dirémos:

Hallar dos números cuya suma sea s, y su diferencia d.
Si representamos el número mayor por x ,  el menor será a?—d, 

y la ecuación tendrá esta forma:
X 4- (x — d) =  s, 

ó sea X 4- X — d =  s ,
y hecha la transposición y reducción, tendrémos

2x =  s4 -d ; 
s-j-dde donde

y el menor será x — d = d
2 ’ 

— d = s 4- d — 2d s — dT2 ■ . 2 
Estos valores son fórmulas que nos dicen: que dadas la suma y 

diferencia de dos números, el mayor es igual á la mitad de la suma 
más la mitad de la diferencia, ó como es costumbre decirlo , el ma
yor es igual á la semisuma mas la semidiferencia, y el menor á la 
semisuma menos la semidiferencia.
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2 2

sH -d s — d sH-d—s +  d =  d,
S -f- d s — d 2s

2“
de conformidad con el enunciado.

Si obedeciendo á la segunda indicación del enunciado , hubiése
mos planteado el problema de esta manera

X— {x — d) =  d , 
tendríamos a: — :ic -4-  d =  d ,
ó bien la identidad d =  d,
que no sirve á nuestro propósito.

Oíro modo : Si últimamente representamos por x  el número me
nor, el mayor será x  teudrémos la ecuación(.v H- d) -(- X =  s ,
ó sea X -h d +  ;»: =  s,
ó bien 2x =  s — d ;s — dde donde

y el mayor será
^ 2 '

5 — d ^ _  s — d -h 2d s H- d
2 ' 2 2 

resultados iguales ú los últimos que hemos obtenido.
3.” Un,pescador hizo C01I su hijo el convenio siguiente : cada vez 

que éste sacase peces le daría el padre 5 céntimos; y cada vez que no 
sacase, daría él al padre 3 ;  í¿ los 18 lances ajustaron cuentas , y el 
padre dehia alhijo^^ céntimos. ¿ Cuántas veces sacó peces , y cuán
tas no?

Si representamos por x el número de lances en que sacó peces, 
el número de lances en que no sacó será 18 — x.

Pero el padre había de dar 5 céntimos por cada lance favorable 
al hijo , y por x lances le daría 5a?.

Por otra parte , el hijo había de dar 3 céntimos por cada lance 
adverso , y por 18 — x  daría al padre 3(18 — x).

La diferencia entre estas cantidades sería lo que el padre debía al 
hijo , y la ecuación será

5x — 3(18—x) =  26,
ó sea 5x — 54 +  3x =  26,
ó bien 8x =  80 ;

80de donde x ,= —5— =  10.8
Siendo 10 el número de lances favorables, el de adversos será

18 — 10 =  8.
Y con efecto ÍO x  5 — 8 X  3 =  50 — 24 =  26.
Este problema puede resolverse también con toda generalidad.



representando por a lo que el hijo debe recibir por cada lance favo
rable , por h lo que el bijo dé al padre por cada lance adverso, por n 
el número total de lances, y por c la diferencia á favor del bijo.

Con estos datos tenemos la ecuación siguiente: 
ax — b (n — a:) =  c , 

ósea ax — bn-i-bx =  c,
ó bien {a-hb)x — bn~hc\

bn +  c 
a -h b '
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de donde

El número de lances adversos será :
bn -f- c an bn — bn — cn —

an — c 
a H- b

Y en efecto :
bn +  c , an — c . . .  abna x  - -r-----b x -  ó bien— 7-aH -b a -h b  a +  b

ac abn— bo
a b

dan la diferencia siguiente :

abn -f- ac — abn -t- be ac -h be
a b

(a +  b)c _
— 1 — --a -h b

El uso de las letras para la resolución de problemas ofrece venta
jas prácticas y científicas. Ya las hemos indicado en el problema 
anterior.

bn -h c an — c , .
Añadirémos abora que las fórmulas ^  - y obteni

das en la hipótesis de que el padre deba al hijo , sirven para la de 
que el bijo deba al padre, sin más que cambiar el signo de -h í en

,  ̂ , bn — c an -h c— c , y las fórmulas serán----- y ■ ,—•’ a 4- b a -j- o
Y aun sirven para la hipótesis de que saliesen en paz padre 6 

hijo , sin más que hacer á c igual á cero. Porque las fórmulas se-

para el número de lances favorables y  ̂ ■ para elrían a -h b  ̂ “ a +  b
de adversos , y multiplicadas la primera por a que recibía el hijo por 
cada uno , y la segunda por 5 que también recibia el padre por cada

uno , darán la identidad ^ ¿ ' '> os decir, que para que
dar en paz serían iguales las cantidades que mùtuamente debiesen 
el padre al hijo y el hijo al padre.

4.® Una liebre perseguida por un galgo lleva à éste 60 salios de 
ventaja. Pues bien; teniendo en cuenta que la liebre da 9 saltos mién-



tras el galgo da6 , g q-ae tres saltos del galgo valen 7 de la liebre, 
é cuántos saltos dará el galgo para alcanzar á la liebre?

Es evidente que el camino ó distancia que ha de recorrer el galgo 
hasta alcanzar á la liebre, se compone de los 60 saltos que ésta 
lleva de ventaja y de la distancia que recorra, mientras es persegui
da. Veamos si podemos representar estas dos distancias , ó sea estas 
dos cantidades desconocidas , por medio de una sola letra o;, según 
hemos hecho ya en los problemas 2.® y 3.®

Representemos por a¡ el número de saltos que dé el galgo. Para 
averiguar el que dará la liebre durante su persecución, esto es. 
miéntras el galgo da (s saltos, harémos esta consideración: si la 
fuerza muscular de estos animalitos está en la razón de 9 es á 6 , ó 
bien de 3 es á 2; es decir , si miéntras la liebre da 3 saltos , el galgo 
da 2, se determina sencillamente el número de saltos que dará la 
liebre , miéntras dé el galgo a? , por medio de la proporción

o . q

3xAveriguado que la liebre da saltos durante su persecución,
g

parece que la ecuación seria x =  GO -i- —  x.

Pero haciendo esto cometeríamos el error de sumar cantidades 
que se refieren á unidades distintas, como si dijéramos heterogé
neas , puesto que, según el enunciado , 3 saltos de galgo valen 7 de 
liebre , esto es, son desiguales los saltos de aquél y de ésta. Habrá, 
pues , que referirlas á una misma unidad; es decir, hay que expre
sar los saltos de galgo en saltos de liebre, ó al contrario.

Tomemos el primer partido y planteemos la proporción
7x 
3

3 00

o - 'A3 ; / a: : — .

Que nos dice que bisaltos de galgo valen  ̂ 3; de liebre; y la 
ecuación será

ó bien
ó 8-..'a

de donde

| x  =  «o +  - i * .

U.v — 360 4- 9a:,
5a: =  360;

360- 5 - = 7 2 .

Así, pues, el galgo, da 72 saltos para alcanzar la liebre , y



ésta da durante este tiempo , esto es, durante su persecucioii
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72 X  -g- =  108.

72 X  7Y en efecto ; los 72 saltos del galgo valen — ^— ó sean 168
saltos de liebre, quedan 168 =  00 +  108 
ó bien la identidad 168 =  168.

5.” Un padre ĝ ue tenia tres hijos dispuso en su testamento que al 
mayor de ellos se le diese una cantidad a más la n parte del resto : 
al segundo una cantidad 2a mas la n parle del resto que resultase 
después de separar del capital taparte del primero y  2a •• al tercero., 3a 
más la 11 parte del resto que resultase después de separar del capital 
taparte del primer hijo, más la del segundo, más 3a. A l llegar 
aqui no habia quedado nada por repartir. ¿ Qué capital tenia el 
padre?

llepresentemos por x el capital del padre. Y si nosotros consegui
mos expresar algebráicaniente las tres partes por medio de una sola 
letra a?, según venimos haciendo desde el segundo problema, res
tando del capital x la suma de las tres partes é igualando este resto 
á 0, habrémos puesto el problema en ecuación.

La parte del primer hijo es fácil de formular ; puesto que, según 
el enunciado, debe ser

X — a , , an +  .V — aa -j---------- 6 b ie n ------------------
n n [l-’j

La parte del segundo se deduce también del enunciado, y será

_ , an +  3C — a _2a +  IX ---------- ------------ 2a n

donde están indicadas una adición, dos sustracciones y una división, 
que verificadas dan

2an* -f nx —an — a: +  a — 2an _  ;

y, hecha la reducción, tendremos
2an* +  na: — 3an — x: +  a 

n*
[2.‘ j

La parte del tercero se deduce igualmente del enunciado, y será 

3a
an +  a: — a

X ......... ......-  - -----------n
2an* +  nx — 3an — x +  a - ,— —-----“  3a ) 1 ,TV

donde están indicadas una adición, tres sustracciones y una división 
que verificadas nos dan
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3an* -4- n'x — an* — nx +  an — 2an* — nx San +  x — a .— 3an*;

n"
y , hecha la redacción en el numerador, tendremos 

3an’ -f- n*.x— Can* — 2nx H- 4an -f ^ — a
n̂ [3.’J

La ecuación es como sig'ue :

anHX------- X a 2an* -{- nx — 3an — x +  a

3an*
n rr

n*jc — 6a?i* — 2nx -+- 4an +  x — a
n" =  0.

Quitando quebrados y verificando las tres sustracciones indicadas, 
tendrémos

n*x — an^ — n*x-H an* — 2an* — ñ*xH- 3an*-hnx — an—3an® — n’x 
H- Can* -i- 2nx — 4an — x +  a =  0.

Hecha la reducción, y pasando las cantidades conocidas al se- 
g'undo miembro, resulta

n*x — 3n*x ~h Snx — x =  Can’ — lOan* +  San — a, 
ó bien (n’ —3n* -f- 3n — l)x =  a(6n’ —lOn* -h5n— 4) ;

a(Cn’ — lOn* -f- 5n — 1)de donde X = n’ — 3n* +  3n — 1

Pero hemos podido obtener el valor de x  más pronto y bajo for
ma más sencilla, habiendo tomado en cuenta una condición impli
cita que no supimos apreciar. Porque decir que la parte del tercer 
hijo es Za más la % parte del resto, y decir á continuación que no 
quedó nada por repartir, es lo mismo que decir que la parte del 
tercer hijo es 3«, y que el resto último es ilusorio, es nulo.

Ig*ualando, pues, á 0 ese resto, tendrémos la ecuación
n*x — Can* — 2nx -j- 4an

=  0,
ó bien 
ó sea
ó ya
de donde

n*x — Can* — 2nx -t- 4an +  x — a =  0, 
n*x — 2nx -H x =  Can* — 4an -h a ,
(íi* — 2 n +  l)x =  a(6n* — 4n ■+■ 1); 

a(Cn* — 4n-|- 1)
X = n* 2n-h 1

Y este valor de x  sólo se diferencia del anterior en la forma. Por
que los dos términos del primer quebrado tienen el factor común 
n — 1, en que no habíamos reparado ; y, despojados de é l , resul

>



tan idénticos á los dos términos del segundo quebrado, ó sea del 
valor de x  últimamente determinado.

Todavía se puede resolver este problema siguiendo un camino 
que, aunque parece ménos directo que los dos anteriores, es mejor 
que el primero y má.s completo que el segundo, pues se obtienen^al 
mismo tiempo que el capital del padre, los valores de las tres par
tes ; sirviendo además de muestra de los variados recursos del Ál
gebra..

M. Bourdon indica este camino fundado en la observación áutes 
dicha, según la cual, después de separar las dos primeras partes y 
3æ, no queda resto ninguno.

Representando por f , r ' y v" los tres restos de que hemos heclio 
mérito anteriormente, (que se leen r, rprim a  y r segunda) las ex
presiones algebráicas de las tres partea serán

:U j 3

r’2a-h —  n 3a -I----- .n
Pero, según el enunciado, es evidente que / '  =  0.
Luego Za..... es la tercera parte.

t ’Además, lo que resta después de dar al segundo hijo ‘Ha +  
t '  iíl t ' — v 'puede expresarse por r '— — , ó bien - ,  ó

Y como este resto es cabalmente la parte del tercer hijo, ten- 
drémos

(n l)r _  ¿ donde r' —
n n —1‘

Luego 2a -f 3an - 3a----- -*n =  2an-------
n  — 1 n — 1

2an — 2a -h 3a

bien ..... 63 la segunda parte.

Además, lo que resta después de dar al primer hijo
, r  , . .  nr — r  . (n — 1)7’puede expresarse por?*— o bien —- — , o — - — .

Y como este resto constituye precisamente lo destinado para el 
primero y el segundo hijo, tendrémos

3an — 3a -+- 2an -i- a 5a72 — 2a(n — l)r - , 2an-hí------ J~ =  3a H------n n — 1

esto es (n —l)r
n

n  — 1 
5an —2a
~ ñ ^ r

n — 1



y quitando quebrados, tenemos
(n — 1)* X  T’ =  San* — 2an;

San* — 2an

San* — 2an San — 2a: n =  an
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de donde

Luego
(n -1 )*

an* —2an-haH-5an —2a an*-j-3an —a
n* — 2n n- i
... es la primera parte.n* —2n-hl n* —2n-i-l '

Ultimamente, el capital del padre será

, 2an -j- a an* n- San — aSan-------- -i---------5—  ------—•n — 1 n* — 2n -f-1 ’
expresión que, reducida á un común denominador, y después de 
verificadas las dos adiciones indicadas, se transforma en

San* — 6an +  3a -+- 2an* — 2an +  an —a +  an* -f- 3an—a 
—1 _  2 ^ ^

y Lecha la reducción en el numerador, nos da
San* — 4an -t- a 

?i* — 2n -h i
resultado igual al obtenido anteriormente.

R e s o lu c ió n  d e  u n a  e c u a c ió n  d e  p r im e r  g r a d o  co n  d o s 6  m á s  I n c ó g n ita s .
140. Ocurre á veces, que á la terminación de un cálculo cual

quiera, ó al planteamiento de un problema, ó por cualquier circuns
tancia, se nos ofrezca á nuestra consideración una ecuación de pri
mer grado con dos ó más incógnitas, á las cuales hemos llamado in^ 
determinadas ^orq}ie admiten en general una infinidad de
soluciones.

Tal es, por ejemplo, la ecuación
X -1- y — 32.

Si despejamos a?, tendréinos
X — 32 — y ;

y suponiendo ahora que y  sea respectivamente igual á 1, 2, 3, 4, 
5 ,6 , etc., obtendrémos evidentemente para a? los respectivos valo
res 31, 30,29, 28, 27, 26, etc. .

Los números 1 y 31 forman una solución, 2 y 30 otra, 3 y 29 
otra, y así cuantas se quieran.

Si en la misma ecuación despejamos y , tendrémos y =  32 — a;; 
y si suponemos ahora valores arbitrarios y diferentes para a?, es evi
dente que á cada valor variable de a? corresponde uno nuevo para y.
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Poi manera, que á cada valor variable de y  corresponde uno 

para x, y -k cada valor variable de x  corresponde otro para y.
Por eso decimos que estas ecuaciones admiten infinidad de solu

ciones, ó que las incóg’uitas que en ellas entran admiten infinidad 
de valores.

Si la ecuación tiene tres incóg^nitas, como 
x --2y  -H2 =  10

despejando x , tendréraos
x =  j0-}-2y ~ 2

y dando valores k z h y , teudrémos los que corresponden á x.
Y como lo mismo sucederá respecto de y , dando valores arbitra

rios k x  y z , y \ o  mismo respecto de z , dándolos á » é y ; y lo mismo 
para otra ecuación con cuatro ó más incóg’nitas ;

De aquí que ls,s Gcuacioîtss indeto'MhiS'ddS de dos ó más iiicóyn.i~ 
tas admiten infinidad de solnciones.

R e s o lu c ió n  de d o s ó m á s  e c u a c io n e s  de p r im e r  g r a d o  con ig u a l  n ú m e rod e in c ó g n it a s .
comprende que no siempre han devenir las cuestio

nes en Algebra de suerte que puedan plantearse bajo la forma de 
una ecuación de primer grado con una incógnita.

Esto supuesto , se llama sistema de ecuaciones el conjunto de dos 
ó más ecuaciones que han de verificarse por unos mismos valores de 
las incógnitas , ya entren todas ó nó en cada ecuación , pero siendo
siempre en número igual al de éstas, si el sistema ha de ser deter
minado.

Porque un sistema de ecuaciones puede ser determinado, inde- 
termin^Q ó imposible, según que el número de soluciones sea limi
tado , ilimitado ó que no se verifique por unos mismos valores de las 
incógnitas.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes el uno del otro , si 
toda solución del primero lo es también del segundo , y al contrario. 
Es evidente que un sistema de ecuaciones puede sustituirse por otro 
equivalente.

Resolver yixi sistema de ecuaciones es hallar todas sus solnciones.
Y como un sistemado ecuaciones determinado no resolver

se, resolviendo las ecuaciones una á una , y aisladamente cada una; 
porque la consideración de cada ecuación aislada convertiría á esta 
en ecuación indeterminada con infinidad de soluciones ( l 'io )  , ha 
sido necesario cierto artificio, que consiste en reemplazar el sistema 
dado, con otro que tenga una incógnita ménos y una ecuación mé- 
nos, por medio de operaciones que no alteren los valores de las in-

20
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cóg:iiitas, y después reemplazar este nuevo sistema por otro que ten
ga una incógnita méuos y una ecuaciun menos , continuando asi 
esta especie de movimiento descendente, ó de descomposición, hasta 
llegar á una sola ecuación con una sola incógnita, llamada ecuación 
f in a l , que ya sabemos resolver {2í5G],

El valor que se obtenga en la ecuacmi final para la incógnita 
que en ella entre, se sustituye por dicha incógnita en una ecuación 
anterior á la final, donde entre con otra no más, cuyo valor es inme
diatamente determinado. Estos dos valores so llevan á otra ecuación 
donde entren tres incógnitas , dos de las cuales sean las dos cuyos 
valores se conozcan, y se sustituyen por ellas para obtener el valor 
de la tercera incógnita. Y así se continúa esta especie de movimiento 
ascendente, ó de composición , hasta determinar los valores de todas 
las incógnitas que satisfagan las ecuaciones todas del sistema pro
puesto.

La acción de hacer desaparecer las incógnitas una á una, sin al
terar los valores de las demás, se llama eliminar.

Tres son únicamente los métodos que debemos dar á conocer en 
este lugar: uno llamado método de eliminación por adición ó .?«í -  
tfacción, otro por sustitución , y por igualación el tercero.

Tratándose de un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, 
consiste el l.° en preparar las dos ecuaciones, de modo que la in
cógnita que se trata de eliminar tenga en ambas igual coeficiente, y 
sumarlas ó restarlas después miembro á miembro, según que dicha 
incógnita tenga en ellas signos contrarios ó .signos iguales; sirvien
do de minuendo, si han de restar.se , la ecuación en que la cantidad 
conocida sea mayor.

Consiste el2.° en despejarla incógnita que se quiera eliminar en 
la ecuación en que tenga menor coeficiente, y sustituir este indica
do valor por la misma incógnita en la otra ecuación : si hay una in
cógnita con la unidad por coeficiente, esa se preferirá para la elimi
nación, por evitar quebrados.

Consiste el 3.® en despejar en ambas ecuaciones la incógnita que 
se haya de eliminar , é igualar después estos valores indicados.

B'I’-í. Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones
2x -f- 3y =  8i
Ax -  y =  2j

y propongámonos eliminar una cualquiera de las incógnitas, 3; por 
ejemplo , por adición 6 sustracción.

Para que x  tenga en ambas ecuaciones igual coeficiente , se mul
tiplican los dos miembros de cada una por el coeficiente dea? en la 
otra ; es decir, se multiplican los dos miembros de la primera por 4,

306



y  Io3 de la segunda por 2. Pero como en el presente ejemplo los coe
ficientes de a? tienen el factor común 2, basta multiplicar los dos 
miembros de la primera por 2, y  copiar la segunda, para que a; tenga 
en las dos ecuaciones igual coeficiente : igual ó análoga abreviación 
se hará siempre que se pueda.

Hedíala multiplicación que dejamos indicada, tendrémos
4- Cy ~  16)

Ax — y =  2)
Y como á cantidades iguales se puede añadir ó quitar otras tam

bién iguales, sin inconvenieute; restando de la primera la segunda 
ordenadamente, resulta

7y =  14 ;
14de donde y ==----=  2• 7

Sustituyendo en la primera de las dos ecuaciones propuestas por 
y su valor obtenido ahora, tendremos

2.V + 3x2 =  8,
2^c=2;

307

ó bien 
de donde ^ = 2 = 1 .

Luego, tenemos X \  jy _  2¡ ■'̂ alores que transforman las
dos ecuaciones propuestas en identidades como puede verse,

2.® Ejemplo : sean las tres ecuaciones
2x 4- 3y — u =  11 I 
Ax — 2y 4- 3u =  11 
6:5c 4- 4y — 9u =  17.)

Si queremos comenzar también eliminando x , se compara una 
cualquiera de las tres ecuaciones, la primera por ejemplo, con cada 
una de las otras dos; es decir, se elimina x  entre la primera y la se
gunda , y después se elimina entre la primera y la tercera.

Hecha la preparación, ya explicada, para la primera y segunda 
ecuación, tendrémos

4::c 4- 6y — 2u ~  22
Ax — 2y 4- 3u =  11.

Y hecha la preparación oportuna para la primera y tercera, re
sulta 6.V 4-  9y — 3u =  33

6x4-4y — 9u =  17.
Restando en el immevpar de ecuaciones la segunda de la prime

ra , y restando también en el segundo par la segunda de la primera 
ecuación , siempre ordenadamente, tendrémos

8y — 5?̂  =  11 I 
5y 4- 6u =  16.1



Para eliminar ahora w , y á fin de que tenga en estas dos ecua
ciones igual coeficiente , se multiplican los dos miembros de la pri
mera por 6, coeficiente de % en la segunda , y los dos miembros de 
la segunda se multiplican por 5, coeficiente de % en la primera, y 
resulta 48y — 30u =  66

25y -f- 30u — 80,
y sumando estas ecuaciones, miembro á miembro, tendrémos la 
ecuación final

73y =  146;
146
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de donde y = 73 =  2

de donde x = =  3.

Este valor obtenido para y se sustituye por esta letra en una de 
las dos ecuaciones en que solamente entran u é y ,  en la primera por 
ejemplo, y resulta

8 x 2  — 5u =  11 ,
ósea 16 — ll  =  5u,
ó bien 5ii =  5 ;

5
de donde u =  — = 1 .5

Este valor obtenido para w y el que obtuvimos para y  se sustitu
yen respectivamente por estas incógnitas en una de las tres ecua
ciones propuestas, en la primera por ejemplo, y tendrémos

2 x + 3 x 2  —1 =11 
ó bien 2x =  6 ;2

X =  3]
Luego , tenemos y =  2[ valores que transforman las

n
tres ecuaciones propuestas en identidades como puede verse.

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas, obraríamos de la misma manera ; es decir, elegiríamos 
una ecuación para compararla con cadauna de las demás, prefirien
do aquélla en que la letra designada para la eliminación esté con un 
coeficiente que tenga el mayor número posible de factores comunes 
con los coeficientes de la misma letra en las demás ecuaciones, y eli
minando la letra que se quiera designada entre la ecuación elegida y 
cada una de las otras tres, estamos en el caso anterior.

Y así también procederíamos con cinco, seis, etc., ecuaciones. 
Vengamos ahora á eliminar la y, por ejemplo, por sustitución 

entre las dos ecuaciones que ya conocemos
2a: 3y =  8 1
kx — y =  2.)



Despejando y  en la segunda ecuación, donde tiene la unidad por 
coeficiente, ae obtiene y =  4x — 2.

Y sustituyendo por y-su valor en la primera ecuación, ten- 
drémos 2x -í- 3 [4x — 2) =  8,
ó bien 2x ■+■ 12x — G =  8,
ó ya 2x-f-12x =  8 +  6,
ósea 14x =  14;
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de donde ^ = 1 4
Una vez determinado el valor de x, se sustituye por dicha letra 

en la primera de las ecuaciones propuestas , y tendrémos
2 X 1 +- 3y =  8 ,

ó bien 3y =  6 ;
6

de donde 
Es decir X =  1 ,

y =  2.
Propongámonos resolver el sistema de las tres ecuaciones cono

cidas , haciendo uso para la eliminación del método por sustitución-
2x -h 3y — u — 11)
4x — 2y H- 3u =  11>
Gx +  4y — 9u =  17)

La incógnita más fácil de despejar es u en la primera ecuación, 
que nos da

u =  2x +  3y — 11.
Sustituyendo este indicado valor de u por esta letra en la segun

da y tercera ecuación, tendrémos
4x -  2y +  3 [2x +  3y — 11} =  11 
Gx H- 4y — 9 (2x -h 3y — 11) t= 17 , 

ó bien 4x — 2y -h Gx H- 9y — 33 =  11
-h 4y — 18x — 27y +  99 =  17 

y haciendo la transposición y reducción , resulta
10x+  7 y =  441

— 12x — 23y =  — 82)
En este sistema de dos ecuaciones , que ha reemplazado al pro

puesto de tres, la incógnita más fácil de despejar es x  en la primera, 
que nos da

_  -W—.-V - -■
Sustituyendo este indicado valor de x  por esta letra en la segun

da , tendrémos
- 1 2 x ( —y / ' ' )  - 2 3 y  =  - 8 2 .
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Esta es la ecuación final en que no hay más incógnita que y. 
Para resolverla se empieza verificando el producto del quebrado 

por — 12
-  528 +  84y

10 • — 2dij =  — 82,

X  =

y quitando quebrados,
—528 .H- 84y — 230y =  — 820 . 

y haciendo la transposición y reducción,
— 146y .--—292:

_ 9Q9
de donde y =  - = 2 .

Obtenido este valor para y  se sustituye por esta letra en la expre
sión del valor de ú?, y tendrémos

44 — 7 x 2  44 — 14 30
10 “  10 “  10

Y obtenidos los valores d e  a: é  y ,  se sustituyen respectivamente 
por estas letras en la expresión del valor d e  u ,  y  tendrémos

u =  2 x 3 h- 3 x 2 — 1 1 = 6 4 - 6 — 11 =  12— 11==1.
¡X =  3

Es decir ly =  2
\ u  =  1.

De suerte que , habiendo resuelto primeramente el mismo sistema 
de dos ecuaciones ; pero eliminando una vez por adición ó sicséraccion 
y otra rez por sustitución^ hemos obtenido ambas vecesa;— l ,y  =  2.

Y habiendo resuelto después el mismo sistema de tres ecuaciones, 
pero eliminando una vez por adición ó sustracción, y otra vez por 
suslittúcion , hemos obtenido ambas veces x =■ 3, y  2, u =  1.

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas, obraríamos de la misma manera ; es decir , despejaría
mos la incógnita que tuviese menor coeficiente, y sustituyendo por 
ella este valor indicado en las otras tres ecuaciones , nos encontrába
mos en el caso anterior.

Y así también procederíamos con cinco, seis , etc., ecuaciones.
Veamos s i , eliminando por igualación en el mismo sistema de

las dos mismas ecuaciones, obtenemos para las incógnitas x  k  y  los 
mismos valores que obtuvimos eliminando por los otros dos 
métodos.

En efecto : sean 4- 3y =  8|4a: — y = 2 .
Despejando y  en ambas ecuaciones , tendrémos

8 — 2a:

y =  4x: — 2.
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[gaalando estos valores , resulta

8 —
3 4.í: 2,

y quitando quebrados

ó bien 
ó sea
de donde X  — =  1 .

2x =  i2x — 6 ,
6 =  I2x -h 2 x ,14 =  14x ;14 14

Y sustituyendo por a? su valor en la primera ecuación, nos da
2 X  IH- 3y =  8,

ó bien 3y =  6 ;
<) o

de donde
Es decir , que a? =  1 é y =  2 como en los dos ejercicios anterio

res , en los cuales se eliminó una vez por adición 6 sustracción , y 
otra vez por susUiiicion.

Veamos , por ùltimo, si eliminando por igualación en el mismo 
sistema de las tres mismas ecuaciones, obtenemos para las incógni
tas íz? , y, W; los mismos valores que obtuvimos eliminando por los 
otros dos métodos.

En efecto : sean
í2x 3y — u — 11 
¡4íc — 2y -1- 3u =  11 
(6.x ■+■ 4y — 9u =  17.

Si queremos comenzar también eliminando x , se compara una 
cualquiera de las tres ecuaciones , la primera por ejemplo, con cada 
una de las otras dos ; es decir, se despeja a; en todas tres, y el valor 
indicado que se obtiene en la primera se iguala con cada uno de los 
otros dos, de esta manera :

1) — 3y -f- ux = 2
11 -h 2y — 3u 

4— -  
17 — 4y 9zt

11 - 3 y ■u 172
11 — 3y u

__ '^y-
■ 6" 

l l  +  2y‘4 '
9u

3u|

Quitando quebrados, tomarán la forma de
33 9y +  3u =  17 — 4y -h 9u) 
22 __ 6y -h 2u =  11 -h 2y — 3wt
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y  haciendo la transposición y  reducción, tendrémos

I— 5y — 6u =  —16,
(— 8y -f- 5u =  >— 11.

Para eliminar ahora , se despeja en ambas ecuaciones, y se
obtiene u

u-

__16 — 5y 
6

8 y _ l l

é igualando estos valores indicados, resulta la ecuación final 
^6 — 5y _  8y — 11 

6 “  5 ’
que sin quebrados, tomará la forma de

80 — 25y ^  48y -  66, 
ó bien — 73y =  — 146;
de donde y == — — 9

 ̂ —73 “
Sustituyendo por y  su valor en la primera expresión anterior del 

valor de w, tendrémos

1 6 - 5 x 2  16u = ----- .6 6 10 6 
_  6

Y sustituyendo por u é y , sus valores en la primera expresión 
anterior del valor de x , tendrémos

x = 11 — 3 x 24-1  _ 1 1 — 6 +  l _  6
2 ~  2

Es decir, que a: =  3, y ^  2, u =  1, 
como en los dos ejercicios anteriores, en los cuales se eliminó una 
vez por adicioii ó sit,straccion, y  otra vez por sustitución.

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas, para eliminar por igualación, obraríamos de la misma 
manera ; es decir, se despeja en todas cuatro la incógnita que se 
quiera eliminar, é igualando aquel valor indicado que tenga la más 
conveniente forma con cada uno de los otros tres obtenidos en las 
otras tres ecuaciones, estarémos en el caso anterior.

Y así también procederíamos con cinco, seis, etc., ecuaciones.
Escolio. Sucede alguna vez que no entran todas las incógnitas 

en todas las ecuaciones, y esto en vez de ser un inconveniente , al 
contrario, facilita la resolución del sistema propuesto.

EJEMPLO : 2x — 3y -f- '2z =  13 
ku — 2x =  30 
4y +  2z =  14 
5y H- 3u =  32.



Efectivamente: z entra sólo en la primera y tercera ecuación, 
y restada la primera de la tercera ordenadamente, nos da por eli
minada la 2;.

Por otra parte , % entra sólo en la seg-unda y cuarta; y puede eli
minarse fácilmente por adición ó sustracción también.

El sistema de dos ecuaciones que reemplaza al propuesto, será
ly  — — I I

20?̂  4-Cx =  38.)
Multiplicando ahora los dos miembros de la primera por 3 , y su

mando ordenadamente estas dos ecuaciones , tendrémos
41y =  41;

41t!e donde y =  , ó b ien ............................. y — \

sustituyendo este valor en la ecuación 7y — 2a; =  1 , se
obtiene................................................................................. a; =  3

sustituyendo por x  su valor en la segunda de las propues
tas , resulta.............................................................................. u =  ^
y la sustitución del valor de y  en la tercera, da................   ̂=  5,
valores que verifican las ecuaciones propuestas, como puede verse.

Y cuenta, que el número de ecuaciones ha de ser igual al de in
cógnitas: porque si el número de ecuaciones fuese menor que el de 
incógnitas, ó letras que las representen, habría infinidad de solucio
nes. Si hubiese, por ejemplo , cuatro ecuaciones y cinco incógnitas, 
habría , después de la primera eliminación, tres ecuaciones y cuatro 
incógnitas; después de la segunda, dos ecuaciones y tres incógni
tas; y después de la tercera , la ecuación final con dos incógnitas, 
que indeterminada (i^lO), y haría indeterminada la cuestión.

Escolio. Después de eliminar una incógnita por cualquiera de 
los tres métodos explicado.s, no hay inconveniente en hacerla eli
minación siguiente por otro método , ni en que alternen los tres.

Y finalmente; si se nos pide nuestra opinión acerca de cada uno 
délos métodos expuestos , diremos que:

ÜQ iyualacion ñQ wse. poco, porque casi siempre ofrece que
brados.

El de adición 6 sustracción es bueno en los casos sencillos en que 
con ligera preparación, ó sin ella, basta sumar ó restar dos ecuacio- 
nas ordenadamente para que desaparezca una incógnita.

El más cómodo y más usado es el de sustitución, sobre todo , si 
hay incógnitas con la unidad por coeficiente. Hay iná.s : como á par
tir de la ecuación final y del valor de la incógnita que en ella éntre, 
la determinación de los valores de las demás incógnitas se hace por 
sustituciones sucesivas; si en la eliminación se ha empleado el mé-
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ioó.0 Aq sHsíitucioti, las expreáioneü délos valores indicados de las 
incóg'nitas estarán ya formadas , y como esperando aquellas 
ciones sítcesivas; miéntras que, si en la eliminación se empleó otro 
método, habrá que perder tiempo y trabajo en forma,r esas expresio
nes ele valores indicados , que de otro modo ya podían estar forma
das como hemos dicho.
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P r o h le m a s  q u e  p u e d e n  r e s o lv e r s e  p o r  m e d io  d e  d o s e c u a c io n e s  d e  p r im e r  g r a d o  c o n  d o s in c ó g n ita s .
S a*í. Dos correos salen al mismo tiempo, uno de Badajoz y otro 

deMérida, camino recto de Madrid: los separa una distancia de 10 
lególas: el que sale de Badajoz anda legua y  media por hora, y  el que 
sale de Mérida legua y cuarto por hora. Supuestas iguales las demas 
circunstancias, ¿cuál es el punto de encuentro? Es decir , á qué dis
tancia de Badajoz y de Mérida será alcanzado el que sale de Mérida 
por el que sale de Badajoz ?

Representemos por x la distancia que hay desde Badajoz al pun
to de encuentro , y por y  la que hay desde Mérida al mismo punto, 

ha primera ecuación será x  — y =  10.
Para formar la seg’unda, ba.sta considerar que los correos parten 

al mismo tiempo, y evidentemente se encuentran al mismo tiempo, 
esto es, que los tiempos empleados por lós correos en recorrer sus 
distancias respectivas son ig'uales. Y como los tiempos se represen
tan en Física por las distancias partidas por las velocidades , sien

do unitbrrac el movimiento, igualando las expresiones . é .-y.-
'9  ̂ > i

tendremos la segunda ecuación.
También tenemos la primera : luego el problema quedará plan

teado bajo la forma de
X — y =  lUl 
X ^  y .

1 v ; í
Para quitar quebrados en la segunda ecuación hay que hacerla 

pasar por ciertos trámites, quedando la primera como e.stá.
Así. tendremos x — y =  10

^  ^  y 
\  \  ’

ó sea X — y z= 10
2x _  4y 
'3  5 '

ó bien X — y =  101
lOx— Í2y =  O.j
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Elimiuemoá ja  la y , despejándola eu la primera ecuación, v 

sustituyendo en la segunda su valor indicado, de manera que siendo

tengamos 
ó sea 
ó ya
de donde

V =  .X- — 10,lOx — Í2(.v — 10) = 0 ,
10.V — 12X-4-120 =  0,

— 2x =  — 120,
—  120x =  _ - 2 - = 6 0 .

Ks decir

Y sustituyendo este valor de s; en la expresión del valor indicado 
de y , tendrémos

y =  60 — 10 =  50.
(X =  60
iy =  50.

Lo que nos dice que el correo que salió de Badajoz alcanzó al 
otro á 60 leguas de Badajoz y 50 de Mérida.

Y con efecto: 60 — 50 =  10
00 50 . 60 50

lo mismo que> ‘4 1 ‘4 es lo mismo que
V, % ’

120 200
~  ~ 5 — ^ '*0= 40.

Escolio. Muchos problemas que se resuelven por medio de una 
ecuación con una incógnita, se resuelven también por medio de dos 
ecuaciones con dos incógnitas, y al contrario.

Tomemos por ejemplo el mismo problema .segundo en que nos 
propusimos /tallar dos mmeros, cuya suma fuese 24 y su dife
rencia 16.

Ahora diremos :
Representando el número mayor por. . . .

y el número menor por. . . .
las ecuaciones del problema serán.............
Sumando ordenadamente , tendrémos.. . .

X

a? +  y =  24 
. r— y =  16 

= 4 0 ;
de donde. 40a ? = ^  =  2(i.
Despejando y  en la primera y sustituyendo

por X su valor, se obtiene....................... y= 24—a?=24 20=4.
valores iguales á los obtenidos anteriormente.

Hallar dos números cuya suma sea s y su diferencia d.
Ahora dirémos ;

Representemos el número mayor por..........................  x
y el nVimero menor por.......................... y.



íaj -t“ y =  íel proHema queda planteado de este modo................_____ y  =  d
Sumando ordenadamente tendrémos..........................  =  s -\~d

s d
de donde.........................................................................  ® =  2

Despeiando y  en la primera y sustituyendo por x  su
sH-d  2 s - s - d  s - d  

valor, se obtiene. . . . y — s ------2 ~ ----- 2 ~  2 '
Valores que también conocíamos ya. Y podrían ponerse otros 

muchos ejemplos.
Escolio 2.° También se da el caso de que una ecuación sea tra

ducción algebrálca de más de %% emendado.
E jemplo. Uii pTopiet(íTÍo hizo C07iwij0Tna,leT0 el tfcito siguiente: 

elpropietdTio duria, 5 t s . ul joTnuleTO cudu din gue éste iTdhujuse, y 
le retendría 3 rs. para su manutención por cada dia que no trabaja
se. A los 18 dias ajustaron cuentas, y debía el propietario al jorna
lero 26 rs. ¿Cuántos dias trabajó y cuántos nó?

Esta cuestión, como la del pescador, puede resolverse por medio 
dedos ecuaciones con dos incógnitas. Sigamos, no obstante, la 
marcha adoptada en la del pescador.

Si representamos por x  el número de dias de trabajo, el de ocio
sidad será 18 — x.
Y la ecuación será.........................................  5'*' — ^ ¿r) =  26
ó bien............................................................. 8a; =  80

^0 _-.nde donde........................................................  ^ — 8 ~
y el número de dias de ociosidad................  18 — ¡e =  18 — 10 = 8
resultados iguales á los anteriores.

14 J .  Resolvamos con toda generalidad el problema anterior de
ios correos.

R' A B R
---------------------- —  - I--------------------------- ' I ------------

Dos correos, separados por la distancia a que hay éntrelos pun
tos A y  B, salen al mismo tiempo de k. y deV* en la misma dirección 
de R , andando m leguas por hora el que sale de h. y n leguas el que 
sale de B. Supuestas iguales las demos circunstancias, ¿cuál será el 
punto de encuentro^

Representando por . r e y  las distancias respectivas de A y B al 
punto de encuentro, que podemos representar por R, tendrémos por 
primera ecuación la siguiente que se refiere á las distanciasX — y =  a.

Y puesto que representamos las dos cantidades desconocidas por
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(los sig-nos ó letras distintas, necesitamos otra ecuación que se refe
rirá á los tiempos. Y como los tiempos invertidos por los dos correos 
en recorrer sus distancias respectivas sean iguales, pues por la hipó
tesis parten al mismo tiempo, y evidentemente se encuentran al 
mismo tiempo, y los tiempos se representan en Física por las 
distancias partidas por las velocidades, si el movimiento es uni
forme, como en el presente problema, representarémos estos

X  Vtiempos por —  é respectivamente ; igualando estas dos expre
siones, tendrémos planteado el problema bajo la forma siguiente :

X — y =  a\

m n )
Quitando quebrados en la segunda ecuación, y hecha en la mis

ma la transposición de términos, resulta
X — y =  a 

nx — my — 0.
Para eliminar y por sustitución, por ejemplo, la despejarémos 

en la primera ecuación, y obtenemos
y =  X — a.

Sustituido por ^ su valor en la segunda ecuación, resulta 
nx — ?n(A: — a) =  0.

Verificada la multiplicación indicada, y pasando las cantidades 
conocidas al segundo miembro, tenemos

nx — mx =  — am.
Multiplicando los dos miembros de la ecuación por — 1, para 

cambiar los signos de todos sus términos, se transforma en
mx — nx =  am,

y sacando fuera de un paréntesis en el primer miembro el factor x  
común á los dos términos, tomará esta última forma

(m — n]x =  am;
de donde
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amx = -  ■■■ m — n
amy =  X — a =  • ̂ m n

am — am -h a/i 
m —n

an
m — nDiscusión de este problem a.

Ii5. Cuando se ha o'esuelto un problema con toda generalidad^ 
esto es, representando por letras tanto las cantidades desconocidas 
{que siempre se representan así) como las conocidas^ y se hacen sobre 
los datos todas las hipótesis posibles; la determinación de los dis~



hn tos resultados á que las diferentes hipótesis dan lu g a r , su  in ter- 
^ X h llm a  constituye lo que se llama ¿ seu s io n  de un

Tomemos del Álgebra  de M. Bourdon la discusión del problema
de los correos , que ofrece los casos más digmos de ser conocidos y
pongamos prèviamente el cuadro de la resolución j  discusión del
mismo problema, para la mejor inteligencia de nuestros jóvenes amigos. - • j es»
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IT

n x— y =  . 
m

ÍL  =  X
.V m n
y

A— ( -

y  —  X — a
y ~  ^\nx—m(x—a) == fl 

n:r — my =-. ofíx—rnx-i-o.m.—(i 
[fm — n|A: =  &m;

__ _  R

Vulore«. Ui(>útOHis.

de donde.................  ...

é u =  a' —a =  —
ín—n rn — n ^y — X’ =  aj y = . a H- .r

am
m—n 

an
m—n

n x -
mx— -m y = 0 'n x — m ( a + x )

am—mx
=  0(ijdc donde. . am ¡. am n—m

é y an  — am  +  am an 1
n — m n  — m n~ m

X — y  = n ¡ A íx am

y =  0\/ U — oo . . . \ "o
X —

ly = an 1 
~1)\.V — y =  Oj \X 0T

X — y -  o) {y
00.V — y = í* • • íx 0

n x~ •my—0| (y 0

I " m > n

m < n

d:

o.‘

7U = ri 

im=n

a =  o 

,a =  U

Suponiendo que el problema acaba de ser resuelto, según hemos 
explicado ántes, y teniéndolo á la vista en la pizarra, según índica 
el cuadro , examinemos las diferentes hipótesis que solire los datos 
pueden hacerse.

Supongamos también que no hay escrito más que la resolución 
y la primera hipótesis : se supone que lo demás se va escribiendo á 
medida que vamos haciendo la discusión siguiente :



'¿19 /
1.’ Hipótesis. Si como los valores de x k y  están rej>re-

«eutados por dos quebrados que tienen por denominador común la 
sustracción indicada, m — n \ si se supone al minuendo mayor que 
el sustraendo, que esto si^nirica m'olii y el resaltado de la sustrac
ción es positivo, el denominador común positivo, los quebrados po
sitivos, y los valores de .r é y positivos. Estos valores positivos nos 
dicen que en esta liipótesis el problema se resuelve en el sentido pro
pio de su emendado. Con efecto : si el correo que parte de A anda 
con más velocidad que el que parte do li, es evidente que á cada 
instante va g-anaudo alg'o de la ventaja a con que el segundo salió do 
B : estaventajaíí irá, pues, disminuyendo hasta que llegue el mo
mento en que desaparezca, y los correos se encuentren en un punto 
de la linca que recorren, conforme con la pregunta del enunciado.

2.^ Si m <C 11, el resultado de la sustracción indicada en el denomi
nador común de los quebrados es negativo , los quebrados negativos, 
y  los valores de x  é y negativos , y pueden ponerse bajo la forma de

------------y Justos valores negativos nos dicen que en
esta hipótesis el problema no puede resolverse en el sentido propio 
de su enunciado Con efecto : si el correo que parte de A .con la des
ventaja a anda con menos velocidad que el que parte de B , e.s evi
dente que á cada instante va aumentando la distancia a que los se
paraba , y que no puede liabcr encuentro en el camino que recorren 
en dirección de R.

Y. esta imposibilidad de encuentro en la dirección de R, recono
ce por causa un vicio en el enunciado; pero entiéndase bien , el vicio 
del enunciado es ó existe dentro de la presente hipótesis, y consiste 
en preguntar por el punto de encuentro en dirección de R , cuando 
no puede haber encuentro, por andar menos el correo que sale con 
la desventaja a.

Pero el Áluebr\ ,  haciendo alarde de la fecundidad de sus recur
sos, se hace cargo de ese vicio, lo, modifica para esta hipótesis en 
que nos encontramos, plantea el problema con arreglo á la modifi
cación , y esos mismos valores negativos aparecen positivos, resol
viendo la cuestión.

La modificación consiste en preguntar dónd.e se habrán enc-ontra- 
do y en v.ez de preguntar dónde se encontrarán.

Y para hacer esta modificación, basta admitir que los correo.s 
vengan andando de atrás, y que pasan al mismo tiempo por A y B.
A ninguna ley se falta con suponer que vengan andando Je atrás: 
no hay más medio para expresar donde empieza el movimiento , que 
la segunda ecuación ; que lo mismo sirve para expresar la simulta-



neídad de partida de A y B que la simultaneidad de jyaío por A y B. 
y quedan satisfechos el enunciado primitivo y el modificado.

La primera ecuación será y  — 3!= a, representando x ^ y  ahora, 
como ántes , las distancias respectivas de A y B al punto de encuen
tro R' de la modificación.

(?/—-x =  a
....................... =
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Y las ecuaciones serán X

m
6 bien

am ancomo se ve en el cuadro dan los valores positivos -
n

(que ántes fueron negativos), resolviendo la cuestión respecto del 
punto de encuentro R'.

3.“ Si =  n , los valores áe a> é y  tomarán la forma de
an 0

y —Q- j y tampoco hay punto de encuentro.
Que en esta hipótesis no hay punto de encuentro , es evidente; 

porque si los correos andan con velocidades iguales , que esto signi
fica m — n, claro es que la distancia a que los separaba es constante, 
es siempre la misma, no hay encuentro.

Y esto mismo nos lo dicen las ecuaciones; pues, puesto el pro
blema en ecuación con arreglo á esta hipótesis , la primera es 
x ~ y  —-a, y la segunda, después de quitar quebrados y hacer la 
transposición x  — y = . 0 ; ecuaciones incompatibles y contradic
torias.

Pero los algebristas, por explicar todo, dicen que en esta hipó
tesis los correos se encuentran en el infinito.

Lo que está fuera de duda es que á medida que la cantidad m—n

disminuye , los valores de los quebrados------ ̂ m — n '' m  — n
tan, y el punto de encuentro dista más de A y de B. Y por consi
guiente , cuando m s e a  menor que cualquiera cantidad dada, 

am an
y ^ — serán mayores que cualquier canti-

an auraeii-

las distancias m n m  — n
dad dada, ò infinita, y que las soluciones ¡r = -q- éy  — -q-  son
valores infinitos , simbolo de imposibilidad que no ha de confundir
se con infinidad ÜQ valores.

-Y como el valor de un quebrado aumenta á medida que el deno
minador disminuye, quedando el numerador el mismo; sí considera
mos el 0 como el límite por decremento de todo valor absoluto de la 
cantidad, el quebrado que tenga 0 por denominador , será el límite
por incremento, ó indnito, ó bien “  =  oo ,



Y se lee, A partido por m n  ig-iial al infinito.

problema solución en números finitos y determinados , pero las iu- 
cóg-mtas tienen valores inñnitos. ^

4.' Si además de m =  » , « es ig-nal á cero , los valores tomarán 

la forma de y — , Así como el símbolo anterior ~  es de imposi-

u iid a i, el presente símbolo - i  lo es de exooso do posibilidad. Y con 

efecto : si los correos parten de un mismo punto, que esto significa
lo7c!.:re P'><̂ sto que m =  « , es claro que
los coireos irán siempre j untos , y que habrá tantos puntos de en-
cuentro como puntos físicos haya en el camino que recorrau ; es de- 

, el problema admite una de soluciones.
h u l  ecuaciones, porque puesto el pro-
s Z T  ^ hipótesis, la primera ecuación

y la seg-unda, después de quitar quebrados y hacer la 
transposición.....................

i  en realidad, lo que hay es una ecuación repetida con dos iu-
de soluciones para la

Si , por último, además de « ^  0 se supone á >  ó <  7¿

g-no de deque no hay solución. En efecto: sí los
correos parten de un mismo punto y con velocidades desig-uales, que 
esto sig-nifica la presente hipótesis, es evidente que el de mayor ve
locidad deja atrás al otro en el momento de la salida , v no vuelven 
a encontrarse más.

Y puesto el problema en ecuación, tendríamos 2: — y =  o.
— my =  0.

Que son incompatibles y contradictorias; porque si 2: — y da uu 
resto cero , no puede obtenerse el mismo resto cero , multiplicando 
el minuendo y el su.straendo por cantidades desiguales como son 
m j  n dentro de esta hipótesis; y las ecuaciones incompatibles, cla
ro es, son también sig-no de imposibilidad.

De suerte, que la discusión anterior lia sido desarrollada , repi
tiendo los cuatro conceptos que sig-uen, y eu el órden que siguen: 
hipótesis; valores de a; é y en cada hipótesis; interpretación de los 
valores; explicación. Pasemos á generalizar esta discusión.

14 6 . En la discusión del problema de los correos hemos obteui-
21
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/ì:

(lo cinco clases de valores : positivos, negativos, de la forma  de 

la forma y en fin 0.

Los valores positivos resuelven generalmente los problemas en el 
sentido desìi enunciado. Y digo generalmente, porque hay cuestio
nes en las que no todos los valores positivos satisfacen el enuncia
do : un ejemplo nos hará comprenderlo : basta que la índole del pro
blema exija números enteros , y que los obtenidos sean fraccionarios.

Los v a l o r e s r e s u e l v e n  , pues , las ecuaciones; y son so
luciones para los problemas , si sus demás caractères ó condiciones 
son iguales á lo que el enunciado exija. Y esto se' concibe : una 
ecuación puede ser á la vez traducción algebráica de muchos proble
mas, de los cuales unos admiten todos los números por soluciones, y 
otros sólo admiten números de cierta clase.

I IT . En cuanto á los valores ya sabemos á qué ate
nernos. Indican un vicio en el enunciado. Si se pudiese prescindir de 
su signo, satisfarían la cuestión. Por eso se modifica el enunciado, y 
los valores negativos aparecen positivos como soluciones directas de \ 
problema. Y en algún caso raro en que no sea posible modificar el 
enunciado de un problema, se modifican las ecuaciones , y los valo
res negativos serán soluciones para las ecuaciones modificadas , que 
pueden ser consideradiis como traducción algebráica de otros pro
blemas.

8Jíi. , La forma general de una ecuación de primer grado con 
una incógnita es ax =  h.

Representando a la suma algebráica de todas las cantidades que 
multiplican á a?, y í  la suma algebráica de todas las cantidades co

nocidas , se deduce ¿/;.= — .a
Discutamos esta ecuación.
1.“ hipótesis', que ni a ni b sean iguales à cero. Como el valor de 

X es el cociente de h por a , y este cociente es único , la ecuación 
ax =  1) llama determinada, por más que su raíz pueda ser entera, 
fraccionaria, incoumensurable , positiva, negativa ó imaginaria, sê  
gun los signos y la forma de las cantidades U y h.

2.  ̂ S i a es iguala cero y h nó, valor de x  resulta ó sea

el símbolo de una cantidad infinitamente grande (M 5 , hipót. 3.*).
La ecuación puede ponerse bajo la forma de 0 x  x ~  ò • deA

a;donde =  ü.



Y como á medida que x  aumenta, el valor de se aproxima á 0,
por eso los algebristas dicen que oo satisface la ecuación , que por lo 
mé os es imposible en valores finitos.

3. “ SÍQ,y b soíi igmles á 0 , el valor de x  resulta ™ , é igual á
una cantidad cualquiera, puesto que cualquier cantidad multiplica
da por cero da siemprecero por producto : y por lo mismo es indeter- 
minada, la ecuación 0X¿c =  0, que resulta satisfecha por cuantos

valores se den á la  incógnita, y es el simbolo de la indetermi
nación.

Sin embargo , á veces sirve de indicio de la existencia de algún 
factor común á los términos del quebrado que se reduce á esa forma, 
y que no se suprimió á tiempo.

Si tenemos , por ejemplo, x  =

y  suprimimos el factor {a — b) común á sus dos términos, tendré-
3- “H b , . , 2amos X — - y haciendo a =  b, resultai; =
R  O U

Qt __
Pero si teniendo la misma expresión x — - ,

se supone a = b , ántes de hacer la supresión del factor común {a—b), 

tendríamos evidentemente x ==

4. * ¡Si b es ignal á 0 y a nó, el valor de x  resulta —  =  0; y

la ecuación =  0 es imposible en valores finitos , y la satisface el 
valor cero; advirtiendo que un quebrado literal puede reducirse á 
cero , suponiendo cero el numerador, ó »  el denominador.

En efecto; a : =  a X  b ; de donde suponiendo b =  0 , re-

1 asulta —  ̂=  0.co
llí> . La forma general de un sistema de dos ecuaciones de pri

mer grado con dos incógnitas, ea ax ~r bg =  c Ì
a'x H- b'y =  c',\

en las cuales a y a '  representan la suma algebráica de las cantidades 
que multiplican respectivamente á ¿c en la primera y segunda ecua
ción, by  b' las que multiplican á y, y  cy  c' las cantidades conocidas.

El uso de los acentos tiene por objeto evitar términos semejan
tes que reducir, para conocer en su consecuencia la ley de forma-
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cion de los valores de las iucógaitas en éste y en los sistemas suce
sivos.

Hechas en este sistema las preparaciones convenientes, se

324

deduce ch' — bc'̂ , 
ah' — ba'l

y =
ac — ca
ab' — ba'

Discutamos este sistema.
1. * hipótesis: S i el denominador común ab' — ba' no es cero , las

incógnitas tendrán un valor único , puesto que se deduce siempre 
déla resolución de una ecuación de primer grado con una incógni
ta. Y por lo tanto , una sola solución admitirá el sistema propuesto, 
y será determinado. *

Si añadimos la condición de ser c y í' iguales á cero , las incógni
tas serán también cero, y las ecuaciones imposibles ó absurdas.

2.  ̂ S i el denominador común aód — ba' es cero, no siéndolo nin~ 
guno de los numeradores, los valores de las incógnitas tendrán la

forma y serán x =  <x¡ é y  =  oc ;y  por consiguiente las ecuacio
nes dadas serán incompatibles en valores , puesto que equi
valen á estas otras ab'x 4- bb'y =  cV

a'bx -t- b'by =  db
ecuaciones evidentemente contradictorias , miéntras no se verifique 

cb' =  c ’b, ó sea cb' — =  0.
Y semejante sistema, que no puede verificarse por ningún gru

po de valores simultáneos de las incógnitas, es imposible ó absurdo.
3. " S i el denominador común ab' — ba' es cero, y  cero también el

numerador de una de las incógnitas, el numerador de la otra incóg

nita será también cero, y tendremos x =  , y — ~  ; verificándo
se que una de las dos ecuaciones es consecuencia de la otra, puesto 
que equivalen á ab'x bb'y — cb'

a'bx +  b'by =  c'b
que son una misma en el supuesto de que ab' =  ba' y cb' =  c'b.

En esta hipótesis el sistema propuesto es indeterminado.
4.“ Suponiendo í?=0, b — 0, tendrémos a?r=rco , yz=.— ao

0 0resultará x =y si además c=0,

Suponiendo íí= 0, « '=  0, las incógnitas serán a;=co 

<^=0, h' — 0, tendrémosSI x =

o
ü

2' =  i r
c



Escolio. La discusión de la ecuación a x  =■ h  (*4») nos conduce
à las conclusiones siguientes : . , *

Sila ecuación e s , su raiz 7¿?í¿cíí puede ser entera, 
fraccionaria, inconmensurable, positiva., negativa ó imaginaria.

Si imposible 6 absurda , será cero, ó =o .
Si indeterminada, tiene cuantas raíces se quieran.
Y sea cualquiera la raíz, siempre verifica la ecuación.
La discusión del precedente sistema de dos ecuaciones nos con

duce á estas otras :  ̂ ,
Si el sistema es determinado, admite una sola solución.
Si imposible ó absnrdo, no admite ninguna en números finitos. 
Si indeterminado, tienen cuantas soluciones se quieran.
Y aunque se puede continuar la discusión para un sistema de 

tres ó más ecuaciones, consideramos que lo expuesto es suficiente 
para el objeto de este libro.
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CAPITULO V.

0 c  la» cciiacio iic»  de »íijfimdo girado.

850. P reliminares Se llama emmeion de setjtmdo grado , toda 
ecuación que tiene una incógnita elevada á la segunda potencia, es
tando las demás (si las tuviere) en la misma ó inferior potencia.

Las ecuaciones de segundo grado con una sola incógnita se divi
den en ploras y mixtas, ó bien en incompletas y completas. ^

paras 6 incompletas las que sólo tienen términos con x y 
términos conocidos ; y mixtas ó completas las que tienen términos 
con términos con x y términos conocidos, representando por x
la incógnita que en ellas entre. _ , , •

Y reuniendo algebráicamente, y después de quitar quebrados si 
los bay, en un solo término todos aquéllos en que entre a;% y en otro 
todos los términos conocidos, las ecuaciones paras reciben también 
el nombre de ecuaciones de segundo grado de dos términos; siendo
su forma general ax^ =  h.

158 Resolución. La primera transformación que bay que hacer 
sufrirá una e c u a c i ó n de segundo grado para su resolución, 
consiste en prepararla de manera que el término en que entra x  
aparezca con la unidad por coeficiente ; y esto se consigue dividien
do los dos miembros de la ecuación por el coeficiente de ó canti 
dad que multiplique á a;“, que en el presente caso es

Dividiendo, pues, por« ambos miembros de la ecuación, esta 
, b

tomará la forma áe x
Y extrayendo la raíz cuadrada de los dos miembros de esta ecua

ción, tendrémos x =

153. Discusión. Si —  es una cantidad positiva, la extracción
. b

de su raíz cuadrada es posiMe ; y  se obtiene exactamente si —  es
un cuadrado perfecto, y por aproximación si no lo es ; es decir, que

siendo —  cantidad positiva, los valores de ^ , ó bien las raíces de la
ecuación, son conmensurables ó inconmensuralies, según que la 
cantidad subradical sea ó no cuadrado perfecto ; pero son posibles,



reales por consecuencia, numéricamente ig%íales, j  síganos con
trarios, esto es, uno positivo y otro neg-ativo ( íí li .

gi —  negativo los valores de x son imaginarios. 
a

Además, suponiendo á =  0, los valores de ,r serán =i= 0
si í? =  0............................... serán =i= co0
si íf =  0 y ¿ == 0............................  ^  0

Resumiendo : toda ecuación pura de segundo grado tiene dos 
raíces iguales, una positiva y otra negativa: raíces que pueden ser 
enteras. fraccionarias, inconmensurables ó imaginarias.

853. Problema. Preguntado un particular por su edad, contes
tó ; el triplo del cuadrado del nùmero de años gue tengo , compone 
10800. ¿Qué edad tenia?

Si representamos por x  el número de anos, el triplo de su cua
drado será : y por ecuación tendrémos

=  10800,
ó bien >
de donde x ±  v/3600 =  ±00 :
ó bien x =  H-6ü, x =  60.

De estos dos valores, el primero responde á la  ecuación y al pro
blema ; miéntras que el negativo sólo responde á la ecuación.

1 5 1 . Ecuaciones completas de segundo grado. La forma general 
de las ecuaciones completas ó mixtas de segundo grado, llamadas 
también de tres términos, después de quitados quebrados, es la de

a.v* -{-bx =  c.
Donde ax' representa la suma algebráica de todos los términos 

en que hay x \  hx la de todos los términos en que hay ¡r, y c la de 
todas las cantidades conocidas.

855. Resolución. La primera transformación que hade hacerse 
experimentar á una ecuación completa de segundo grado para su re
solución, consiste en disponerla de modo que tenga la unidad por 
coeficiente ; y esto se consigue, dividiendo los dos miembros de la 
ecuación por el coeficiente de x^ ó cantidad que multiplique á x  , 
que en el presente caso es a.

Dividiendo, pues, por a los dos miembros de la ecuación , teii- 
, í) . _  c

drémos a a ‘
Y llamando p al cociente de í por a , y al de c por a, la ecua

ción tomará la siguiente forma ;
.Y* -hpx =  q.
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Si el primer miembro de esta ecuacioa fuese un cuadrado per
fecto, extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, se deduciría 
X del término ■, la ecuación que es de segundo grado pasarla á ser 
de primero, y la resolveríamos como liemos aprendido en el capítulo 
anterior.

Pero esto no puede realizarse, porque el primer miembro no es 
ni puede ser cuadrado perfecto, por ser un binomio, y un binomio 
no es cuadrado de ninguna expresión algebraica (»», 3.’ Obs.).

Sin embargo, aunque no puede obtenerse directamente la trans
formación de la ecuación propuesta en ecuación de primer grado, 
puede obtenerse indirectamente y de un modo muy sencillo, consi
derando que, si bien el primer miembro no es cuadrado perfecto por 
ser un binomio, se compone, no obstante, de las dos primeras par

tes del cuadrado del binomio , puesto que -h - |--y

=  X*H-p .x- f - . Podemos, pues, considerar al primer miembro de

la ecuación como cuadrado del binomio - f - conio cual se
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le añade implícitamente la tercera parte del cuadrado, ó sea con
tal que se añada explícitamente esta misma cantidad al segundo 
miembro ; tomando la ecuación por consecuencia, la nueva forma de

= I '  +  '2-
Ahora que el primer miembro es ya cuadrado perfecto, podemos 

extraer la raíz cuadrada de ambos miembros , y obtendréinos

* + - f  =  ± S y ^  +  a ;
ecuación de primer grado que nos da el valor de x, sin más que

Ppasar -  al segundo miembro. Y tenemos

X = W f -hq .

Lo que nos dice en lenguaje vulgar, que el valor de x  en una 
ecuación completa de segundo grado , llevada á la forma de 
X* px ~  q y se compone : de ¿a mitad del coeficiente del segundo 
término tomado con signo contrario^ más ó ménos la raíz cuadrada 
de la suma del cuadrado de dicha mitad y el tercer término con el 
signo que éste tuviere en el segundo miembro.

* ^O. Discusión. La ecuación completa de segundo grado,



puesta bajo la forma de x‘ ^ p x  =t= ^ — 0, tiene el carácter más ge
neral posible en cuanto á signos.

Descomponiendo el doble signo del tercer término, se derivan 
las dos siguientes : a;* - t-^ =  0 y =*=px — q =  0.

Y haciendo igual descomposición del doble signo del segundo tér
mino en cada una de éstas, surgen Y + í '  =  0
de la primera, y x^-^px  — <7 =  0 y — px  — ^ =  0 de la se
gunda ; obteniéndose de la primera de estas cuatro los siguientes

valore. spara. ' f:— q y — — Q-
Pero creemos más conveniente á la enseñanza presentar en un 

cuadro estas ecuaciones y los respectivos valores de x , haciendo se
guidamente la discusión. El lector juzgará.

1." ^̂  >(7

:í 29

;’x*±2)x-f q = 0

3c*dzpa:±q=0^
V < a

\x*±:ppc—q=0/

ix®-hpx-f-q=0, ---- q

} f~í~— r* ^
l x ’— 2 3 X -h q = 0 , x =

x*-í-px—q =^0,
(.-c*>-p.-v;-g=0, x =  | - ± y / ^ - 4 - q

En la interpretación de los valores de x  correspondientes á la 
primera de las cuatro ecuaciones en que vamos á ocuparnos, caben

las tres hipótesis que más arriba están indicadas, según que -\-
seamayor, igual ó menor que q.

Í3*Pues bien, si los valores de x  son conmensurahles ó in~

cnnmensiírahles, pero reales, de signos iguales entre s i, y contrarios 
al del segundo término.

En efecto: si en la sustracción indicada debajo del radical, el
P*minuendo es mayor que el siistraendo, que esto significa- el

resultado de la sustracción es positivo, la extracción de su raíz cua
drada posible, exactamente ó por aproximación, según que la can
tidad subradical sea ó no cuadrado perfecto ; pero basta que la ex
tracción de la raíz sea posible para que los valores sean reales. Y,

por lo que á signos se refiere, considerando que ^ numérica-



T) P*mente igual á y que por consiguiente la rai;: cuadrada de
disminuida en una cantidad 2¡ poi* pequeña que sea, nos dará un re- 

sultado menor que ; como en la doble combinación por sustrac
ción y por adición que, segiin está indicado, ha de verificarse entre 
lo que está fuera y lo que está dentro del radical, ha de prevalecer el 
signo de la cantidad mayor, y la cantidad mayor es la que está fuera 
del radical, según acabamos de explicar, afectada de un signo único 
y contrario al del segundo término de la ecuación, dicho se está que 
los dos valores de x  tendrán también un signo único, esto es, ten
drán en esta hipótesis signos iguales entre si y contrarios al del se
gundo término, 

n*Si ^  =  ̂ , el resultado de la sustracción indicada debajo del ra
dical será 0 ; desde el doble signo en adelante todo se reduce á 0 , y 
no queda para x  más valor que la mitad, del coeficiente. del segando 
término tomado con signo contrario. •

Si el resultado de la sustracción indicada será negativo,
la extracción de su raíz cuadrada imposible, y los 'calores de xiína- 
gínarios.

Los valores de x correspondientes á la segunda ecuación , tienen 
la misma interpretación que hemos dado á los de la primera. Los 
alumnos deberán, no obstante, repetirla, por via de ejercicio.

Los valores de x  correspondientes á la tercera ecuación son con- 
■mens'wrahles ó inconmensurables, pero siempre reales y de signos con
trarios entre si.

En efecto : la cantidad subradical es positiva; y es positiva, 
porque se compone de un cuadrado que, como todos los cuadrados, 
es cantidad esencialmente positiva, y de que lo es' por la hipóte
sis. Siendo positiva la cantidad subradical, la extracción de su «raiz 
cuadrada es posible, exactamente ó por aproximación, pero .siempre 
posible, y siempre reales por consiguiente los valores de x. Respecto

de signos, considerando que ^ n u m é r i c a m e n t e  igual á ^
p*

y que por consiguiente la raiz cuadrada d e a u m e n t a d a  en una 

cantidad y, por pequeña que sea, nos dará un resultado mayor que 

■ ~  ; como en la doble combinación por sustracción y por adición que, 
según está indicado, lia de verificarse éntrelo que está fuera y lo
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que está, dentro del radical, ha de prevalecer el signo de la cantidad 
mayor, y la cantidad mayor es ahora la que está debajo del radical, 
según acabamos de explicar, afectada del doble signo =±:, es evi
dente que los dos valores de x  estarán afectados, uno del signo 4- y 
otro del signo —, esto es, tienen signos contrarios entre sí.

Los valores de a; correspondientes á la cuarta ecuación tienen la 
misma interpretación que hemos dado á los de la tercera. Los alum
nos deberán, no obstante, repetirla por via de ejercicio.

Y en los exámenes ú otros actos de lucimiento no harán girar la 
discusión más que sobre las dos ecuaciones p x -\-q  =  0 y 

— (^==0, siguiendo después con los casos particulares 
que á continuación se expresan :

151. 1.® Si haciéndonos nuevamente cargo de la ecuación ge
neral -^p x  "■ q, suponemos en ella  ̂=  0 , la ecuación tomará la 
forma de a;® H- =  0, ó bien a?{a? 4- — 0, que se verifica si x =  0,
ó también si a? 4- jt) =  0; resultando de esta última , x^= — p.

De suerte que en la hipótesis de que q sea cero, se obtienen para 
X los dos valores siguientes: 0 y —p.

2. ® SuponiendojO =  0 , la ecuación tomará la forma de =  q,
de donde a: =  ±  es decir, que en este caso x  tiene dos valores 
iguales y de signos contrarios; y reales ó imaginarios , según que 
q sea positivo ó negativo (S5S?).

3. ® Suponiendo := 0 y $• =  0, la ecuación tomará la forma de 
0, y los valores de¿c serán iguales á 0.

Si volviendo sobre la ecuación ax"̂  -\~hx — c  ̂ hacemos

33Z

X

4.®

X  —
1 1. a , b

— , resulta ~ r  ‘ =  c ,y ’ y* y
ó bien cy* — by — a =  ü.

Suponiendo ahora « =  0 , esta última ecuación tomará la forma
b

(Je c!/̂  — ¿y =  0, que da los dos valores siguiente.s: y =  0, y — — .

Y sustituyendo estos valores en la expresión x  —

c
resulta

X  =
1 c
0 ’ ^ ~  b ■

Suponiendo íí= 0 y ¿ = 0  en la misma ecuación cy’—íy —«=0,  
ésta tomará la forma de cŷ  — 0 , que da valores iguales á cero para

y j y valores infriúlos por consiguiente para x , ó sean x  —q .

IT ’
Suponiendo, finalmente, =  á = 0 y c = 0 ,  la ecuación

cy»_¿y — íí =  0 tomará la forma de 0 =  0, lo mismo que la ecua^

X =



T

/

valore.pdrd//, que dan m a infinidad de valoreá para 3:.

en!áeTon propiedades sobre la
los ^0,  T '  r  “ “ .quebrados , con

bus téimmos en el primer miembro, bajo la forma de
= 0 ,

de donde a: -------ÍL _j_

3 3 2

V I a X = V
m il*  I "  «’‘presiones pasamos al primer miembro los tér-
mmob todos que hay en el seg-uudo , teudrémos

x-h- P
V t

— q= 0 ,

2 V T  +  9 =  0 y  x + ^

ifoltiplioando ordenadamente estas dos ig-ualdades, y conside- 
1 ando que el primer miembro de la primera es la diferencia de las

cantidades « +  ^  y  y ^ iV  +  q, y que el primero de la segunda

Igualdad es la suma de las mismas cantidades, tendrémos por pro
ducto (14 , tercer ejemplo) : ^

_ ( J L + q ) _ o ,  óbien
ó sea a:“ -+- px — q =  0.

... ' f  *  ií'M ecuación de se-
r/undo grado, puesta bajo la forma x» +  px _  „ =  o es el m o-
d o ! ln u f° ' ' f i* " ' ' ' '  ^ por parte común . y  cada m o de los
' \  f  r, * 0̂  por parte no común.

r. üourdon cree posible que por esta propiedad se baya dado 
el nombre de ra^ces á los valores de la incógnita; puesto que, cono- 
eidos estos valores, se puede construir la ecuación.

«5!>. Otrademo-Hracion. Si dividimos el primer miembro de 
la eoiiacioii x > + p : c - q = q  por « , tendrémos

.v’ +  px +  4 l _ £ !  4 4

x*-f.2ia; —q 
— X* -f- ax x — a,

1. ®̂’ resto..... (_f_a-f-p|a:— q
(—a —p +  ap2. '  ------------- i

^ H- (a 4-p)

........  a» +  p a - q
Como este segundo resto , en que nos liemos detenido, es inde

pendiente de la .etra ® ; si « es rali de la ecuación x ' +  p x_a =  0
y por consecuencia -  ̂  =  o, el resto independiente de x e¡

^  ** T  ^ *  la ecuación pro-puesta sera camsible por x — a.



Reciprocamente. Si la división de px — q por x _a es
exacta , es porque el resto pa — q independíente de x- es ig-iial 
á cero; j  a será, raiz de la ecuación.

CoHOLARio l.° Como en el caso en que a es raíz de la ecuación. 
x ~ a  divide exactamente á x'^-\-px — q, y da por cociente 
tE {a-\-p)\ recíprocamente , x +  [a +  p) dividirá exactamente á

^ . p x — q , dando por cociente x — a luego—íz — ;í) es la otra 
raíz de la ecuación propuesta ; y la igualdad que existe entre el divi
dendo y el producto del divisor por el cociente, confirma ana vez 
más la propiedad precedente.

CoHOLA-uro 2.® Sumando las dos raíces de la ecuación, tenemos 
a •+• (— a — p) — a — a — p =  — p.

Y multiplicando las mismas raíces , nos dan
a X  (— a  — p) =  — a® — pa,

que es el valor de — y en la ecuación -\-pa — y =  0 , despejan
do — y , en la cual se obtiene — q —  — —p a =  -j- a X {— a —

Lo que nos dice que: en una ecuación de segundo grado , puesta 
bajo la forma x“ -}- px q =  0 , el coerciente p del segundo 
término, tomado con signo contrario , es igual á la suma algebráica 
de las raíces: y el ultimo término — q igual al producto de estas 
mismas raíces.

Y esto se confirma sumando y multiplicando los valores deduci
dos de la misma ecuación para x.

Porque, siendo estos valores
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_P_2 \ / f - «  '  - í  V i
sumándolos, tenemos por una parte 

p . /p* P . /p®

y multiplicándolos, tenemos por otra

+  q = _^  2 2 2p

q = — q.

860. Aplicaciones de la discusión á algunos ejemplos. La ecua
ción 3a?’ — 6á? -h 2 =  O tiene las ralees reales, inconmensurables, 
y ambas positivas; por estar comprendida en la hipótesis 1." relativa 
á la  primera ecuación discutida enei nùmero 656.

La ecuación — 12a? 18 =  O está comprendida en la segun
da hipótesis de la misma discusión.

La ecuación 3a?* -t- 6a? -{- 20 — O tiene sus raíces imagi .larias.
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La ecuación 2x^ — 3a? — 34 =  0 tiene sus raíces reales, conmen
surables y (le signos contrarios.

I C l . Hay casos en que u m  ecuación q u e  tiene la incógnita de
bajo de un Tadical, se resuelve transformándola en otra equivalente 
de segundo grado, cuyas raíces verifican la ecuación propuesta.

Sirva de ejemplo la ecuación v'soc —1 =  1
Elevando sus dos miembros al cuadrado, tendrémos

5.V — 1 == 1 +  2:t H- ,
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ó bien 

de donde

o sea

— 3x H- 2 =  0 ,

. = A ± i / r ;
2 V  4
3 1 1

1

3y x ~ - ~ ̂ 2
la ecuación propuesta, como

2
satisfaciendo ambos valores, 2 y 
puede verse.

Hay otros casos en que la ecuación propuesta sólo queda satis
fecha por uno de los dos valores de w, deducidos de la segunda 
ecuación.

Y otros, por fin, en que la ecuación propuesta no es satisfecha 
por ninguna de las dos raíces de la ecuación transformada.

IG « . PToUew.a délas hices, tomado del Algebraá.e'hi-c. Bourdon.
A C' C B C'

—I
Sabiendo por la Física que las intensidades de una misma luz, á 

distancias desiguales, están en razón inversa de los cuadrados de 
estas distancias / hallar en la linea recta que une dos luces A y B 
de intensidades desiguales, el punto igualmente iluminado por 
las dos.

Solución. Representemos por d la distancia AB. por a la inten
sidad de la luz A , por h la intensidad de B [ambas á la misma uni
dad de distancia). Sea C el punto pedido, llamemos a? á la distan

cia AC, la di.stancia BC será d — x , y tendrémos — por expresión

de la intensidad de A á la distancia íc, y por expresión de
la de B á la distancia — a?, é igualando estas dos expresiones 
quedará planteado el problema de este modo

a _ b
X* {d — x)*'

Y apartándonos del método ordinario, á fin deque los valores 
de 3? aparezcan bajo una forma más sencilla, tendrémos



ó sea
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[íi — y)“ h 

Y* “  a "
d — Y » /  Ò

ó bien d V  a — Y\'^a =-±LxV b

de donde dV ~ T
V  a ± V  b

Y descompoiiieiido estos dos valores, resulta

d \ f  !i 1 I . d \ /  b
V a  -i-V b

d V k
\ / T —\/“íT’

,'cle donde.
d --.Y:

d—Y =s-

a -H V b
— d V T

V a  — V b

163. Discusión. Cinco hipótesis pueden ocurrir en la discusión 
de este problema.

1." a~;>b. El primer valor de 2? es positivo : y como además es 
un quebrado propio, será menor que d ; es decir, este valor da como 
punto ig-ualmente iluminado un punto C situado entre A y B. Y 
puesto que «>>5, el numerador del primer valor de anserà mayor

c dque la mitad del denominador, y el quebrado y esto
es, el punto C está más cerca de B que de A ; y asi debe suceder, 
suponiendo que la intensidad de A es mayor que la de B. El valor

de d — cc correspondiente al primer valor de ¡r es positivo, y
como puede verse.

El segundo valor de x  es también positivo ; pero mayor que d, 
por ser un quebrado impropio mayor que la unidad. Este valor nos 
da un segundo punto C' á la derecha de B. Esto se concibe ; puesto 
que las luces se esparcen ó derraman en todos sentidos, puede ha
ber otro punto igualmente iluminado en la dirección AB prolonga
da, y más próximo de B, cuya intensidad es menor.

Estos valores de x están ligados por la misma ecuación ; porque, 
si representamos por x la distancia AC', BC' será x - ^ d , y \ a  ecua

ción será ecuación igual á la anterior por ser iguales
los cuadrados de 2? — d y  Ò.Q d — x. El segundo valor de í?— ares 
negativo, y así debe ser.

Luego en esta hipótesis las-luces brillan con igual intensidad en 
los puntos C y C', ambos más cerca de B que de A : aunque el pri-



mei* valor de x  es el que responde direetamente al enunciado dsl 
problema.

2. “ aC,b. El primer valor de x es siempre positivo, y , como se 

ve, < -g - .  El correspondiente valor de — íí! es también positivo,
d  ̂  ̂ .

pero >  Y"-Asi, pues, el primer punto igualmente iluminado C" 
estará más cerca de A que de B.

El segundo valor dea? es esencialmente negativo. Para interpre
tarle se pone — x  en vez de x  en la ecuación, y la expresión d x 
indica que el punto está á la izquierda de A, en C'", por ejemplo. 
V asi debe ser, puesto que siendo en esta hipótesis la intensidad 
de B mayor que la de A, el segundo punto igualmente iluminado 
estará más cerca de A que de B. El correspondiente valor el ~  x  
es positivo ; y esto consiste en que, siendo x  negativo, la snsirac- 
ciún algebraica, d — a? se convierte en adición aritmética.

Luego en esta hipótesis las luces brillan con igual intensidad en 
los puntos Q>'' y Q"‘, ambos más cerca de A que de B ; por más que 
ahora, como ántes, el primer valor de x  e.s el que responde directa
mente al enunciado.

3. ® a =  b. Los primeros valores de x y á ^ d — x  se reducen 

ambos á Lo que nos dice que el punto medio de AB es el pri
mer punto igualmente iluminado ; de conformidad con el enunciado, 
con la hipótesis y con el sentido común.

íi
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Los segundos valores se reducen á 0 que es la forma del
infinito. Es decir que el segundo punto igualmente iluminado está 
á igual distancia de A y de B , pero á una distancia inmensamente 
grande de ellos, ó como si dijéramos, el segundo punto se pierde 
en la inmensidad del espacio, ó en el infinito., como cada cual quie
ra decirlo.

4.“ a ~  b d = -^ . El primer sistema de valores de í?; y de — x

se reduce á 0; y el segundo sistema á . Este último es aquí el
conocido símbolo de indeterminación; porque si nos trasladamos á la 
ecuación del problema , veremos que dentro de e.sta hipótesis puede 
ser satisfecha por un número cualquiera sustituido pora?. Y en efec
to : si las dos luces tienen la misma intensidad y están colocadas en 
un mismo punto , deberán iluminar igualmente cualquier punto de 
la linea AB.

Y la solución ü que da el primer sistema es una de tantas, de



p u ir " u " e " ï :L L “̂’« r s ; »  r z J i  z \ r  r

se dldĈl =V;t!r;. “  '-p^tes¡.,

CONCLUSION.

s s ; r r  “ r r r “ '  * » “
Se llama designaliad la relación que existe entre ,1e. „ 

nés de cantidades desiguales como “"P*'“ ” '

7 >  3 -h 2, {a 4- i>)’ <  [a +  6)*.

una^  contiene

i u c d S r  <!<= >0« valores de sus

.  o t ! : : : S n : c : : : ; a : ; o - - - -  " - - o

mo sentido que las componentes

4 » , » . é r  “" “ "  ■* ’ ”  ‘“ “ * '”  "“  ■ > '■ » - '••
Por eso, ántes de restar dos desíg-ualdades ordenadamente l.av

V o ~  ■ "  ̂ sentí Vue Z
3.* Se puede multiplicar los dos miemlros de una desioualdad

'  '■ ■ « « "

22

/  /  - 7 ^
í l t  V A¿r /  y¿r.
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Fundados en esto, se puede quitar quebrados en una desíg’ual- 
dad. Y se puede pasar un factor positivo de un miembro á divisor 
del otro miembro.

También pueden dimdirse los dos miembros de una desigualdad 
por un mismo número positivo , quedando la desig*ualdad en el mis
mo sentido.

Pero , si se multiplican ó dividen los dos miembros de una desi
gualdad por un mismo número negativo , la desigualdad resultará en 
sentido contrario.

Así, al mudar los signos á todos los términos de una desigual
dad, ésta resulta en sentido contrario; porque esta transformación 
equivale á multiplicar los dos miembros por — 1.

4. * Se pueden elevar al cuadrado los dos miembros de una des
igualdad entre números positivos, y ésta subsiste en el mismo 
sentido.

Pero si la desigualdad existe entre números de signos cuales
quiera, debe examinarse el resultado ántes de hacer la transfor
mación.

Pues si bien de — 2 <  5 se deduce (— 2)* <  5*, 6 bien 4 <  25; 
de — 2 c ;  — 1 , por ejemplo, se deduce (—2)* >• {— 1)*, ó bien 
4 >► 1, en sentido contrario al que tiene la desigualdad propuesta.

5. '* Se puede extraer la raiz cuadrada de los dos miembros de una 
desigualdad entre números positivos , y ésta subsiste en el mismo 
sentido.

Inecuaciones y problemas de primer grado con una incóg
nita. Toda inecuación de primer grado con una incógnita, previas 
las transformaciones explicadas (130) para las ecuaciones, puede 
llevarse á la forma ax z±=.b^ ^ ó «íPrfcícCO, 
ó bien (i ax b ,

de donde x tí x

Luego , todo valor de la incógnita , mayor ó menor que cierto li
mite ̂  verificará respectivamente las inecuaciones propuestas. Y ese 
limite es cabalmente el valor de x  , que transforma la inecuación en 
igualdad é identidad.

Sea la inecuación 3a;-----45 — %x.

Quitando quebrados, tendrémos 6a;— a; 1> 90 — \x .  
haciendo la transposición 6a' — a; -f- 4a; 90,
y reduciendo 9a; 90;

90
de donde x  ^  =  10-
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Lo que nos dice que cualquier número mayor que 10 verifica 
la inecuación propuesta : el límite superior queda indeterminado.

La sustitución del límite inferior 10 en la inecuación nos da la 
ig-naldad 30 — 5 =  45 — 20 , ó bien la identidad 25 =  25.Problema. Descomponer el número 30 en otros dos enteros qne se 
diferencien en más de 4 unidades y en menos de 10.

Si representamos el número mayor por x, el otro será 30 — ar; y 
tendrémos las dos inecuaciones ’

339

que nos dan 
ó bien
de donde x

a: — (30 — x) >  4 
X  — 30 4- ,x >  4 
2x >  34

34 
2' =  17

y a: — (30 — X} <  10, y X— 30-hx <  10,y 2x <  40 ;40y X -íT _  =  20.
Pero no hay más números enteros que 18 y 19 , mayores que 17 

y menores que 20 : luego no bay más que dos soluciones, una 18 y 
12, y otra 19 y 11.

I«7. Inecuaciones de segundo grado con una incógnita. Toda ine
cuación de segundo grado con una incógnita puede llevarse á la 
forma ax^ +  +  c >- 0 ó ax^ +  ¿ c -f- c<^ 0.

Dividiendo ambos miembros por a, coeficiente áe x \  y llanmn- 
do^í y ̂  los cocientes respectivos de ¿ y de c por ít, tendrémos 

X* + p x  H- q >  0 ó X* -f px -f q <  0 ; 
siendo el trinomio x  ̂-\-px-\-q  positivo en el primer caso, y nega
tivo en el segundo.

Si representamos por x' y íe" las raíces de la ecuación 
X® -i- px -h q =  0 ,

en la cual esprimer miembro el trinomio precedente, tendrémos (I5S) 
x= 4 -px +  q == (x — x') (x — x").

Según esto, el trinomio -^p x  q será positivo si los factores 
x — x ' j x  — x" tienen signos iguales ; para lo cual basta que x  sea 
más grande que la mayor de las dos raíces ó menor que la más pe
queña.

Si las raíces de la ecuación ¡c® 4- par -i- y =  o son iguales á x', 
tendrémos x*4- p x 4- q =  (x —x')*.

Pero el segundo miembro es un cuadrado, y no puede ser nega
tivo ¡luego la desigualdad x’ 4 -px 4 - q <  0 es imposible, y por 
lo mismo la x* H-ĵ x 4 - q >  0 será satisfecha por cuantos valore.s 
diferentes de x' se quiera.

Si, por último, la ecuación
X* 4- px 4- q =  0

tiene sus raíces imaginarias, tendrémos 
P*̂---- q <0,  ó sea p* _  4q <  0, ó Inen q _  >  u.
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Pero x '  - h j y x - h q  ~  x^  - h  }-)x ^ q  —  ^  =  ^x ~ ( - Í ) .
y estos dos últimos sumandos son positivos : luego

X- d- 2>x +  q > 0
es satisfecha por cualquier valor de la incógnita, y 

X® 4- px -+- q < 0  es imposible.
Nociones acerca de los máximos y mínimos. Hay problemas 

en los cuales se desea determinar el mayor ó menor valor que pueda 
recibir la incógnita.

Por ejemplo; Díoidir el número 2a en dos partes tales yue su pro- 
d%icto sea el mayor posilUy esto es, <?/máximo.

Si representamos por x una de estas partes, la otra será 2a — x, 
y la ecuación tendrá la forma de x[2a—x ) = y , ó bien 2ax—x^— y\ 
representando por y  el mayor producto pedido.

De donde x =  a ±  V a* — y.
Pero estos valores de x no pueden ser reales, sino en tanto que 

y , esto es, en tanto que el producto pedido sea menor ó igual á a^. 
Luego el máximo que puede obtenerse es el cuadrado de la mitad del 
número dado.

Escolio. En la ecuación establecida se llama á x  una variable, y 
á la expresión x[2a — x) se la llama función de la variable. Esta 
función, representada por y , es á su vez otra variable \ porque su 
valor depende del que se dé á la primera.

Hé ahíla razón de llamar los algebristas variable independiente 
á la primera.

Sea por segundo ejemplo : Dicidir el número 2a en dos partes 
tales que la suma de las ralees - cuadradas de estas dos partes sea el
MÁXIMO.

Si representamos pora:* una de estas partes, la otra será 2a—x ,̂ 
y la expresión de la suma de sus raíces cuadradas nos dará la 
ecuacio n x - \- \ l2a.'—x® =  y ;
representando por y  la mayor suma pedida.

Pasando x  al segundo miembro, la ecuación será
\/2a, — X® =  y — x,

y elevando ambos miembros al cuadrado
2a — X* =  y* — 2yx 4- x*, 

ó bien 2x* — 2y.x =  2a — y*
« y*X* — ux =s a —4 - ;ó sea

de donde y
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r-

4a — y*ó lo que es Io mismo x =  ih y / - — 

que también puede ponerse bajo la forma de

x =  ^ ± \ J ^ X ( i í i - y ‘]

que da finalmente ."v: =  ~  ih —  x  V4a —

Pero estos valores de x  no pueden ser reales sino en tanto que y* 
sea menor ó igual á 4<?.

Luego si suponemos — 4«, de donde y = 2  \ / V  ; x  será igual 
á 2a — x  ̂=  a. Es áecii', el número de&e ser dividido
en dos partes iguales ; j  el máximo de la suma de las raíces cuadra
das de estas dos partes es igual á 2 \' ta .

De aquí deducimos la regla siguiente : Para hallar un máximo ó 
un MÍNIMO se formula la expresión algebraica que representa el má
ximo Ò MÍNIMO y se le iguala con una letra cualquiera y. Suponiendo 
que la ecuación obtenida es de segundo grado, y que ha sido resuelta; 
se iguala a ^  la cantidad subradical ̂ deduciendo de esta última ecua
ción el valor de y , que sera el máximo ó mínimo pedido. Y  sustituyen
do el valor de y en la expresión primera, se obtendrá el valor que 
responda al enunciado.

Los que quieran más conocimientos en esta materia, pueden ver 
la obra lata de M. Lacroix y la Geometría de Simpson.

Nociones acerca de las probabilidades. Se llama probabi
lidad de un liecho la razón que existe entre el número de casos fa
vorables y el número de casos posibles, siendo unos y otros igual
mente posibles.

Si se tratase de expresar, por ejemplo, la probabilidad de sacar 
una bola blanca de una urna que contiene ocho bolas, de las cuales 
seis son blancas y dos negras ; como de odio lieclios igualmente po

sibles , hay seis favorables, la razón expresa la probabilidad

2 1 1 ,—  =  la de sacar 8 4 una negra.de sacar una bola blanca ; siendo

Y como el quebrado es mayor que , por eso hay más motivo

para creer que salga bola blanca, que para dudarlo.
Las probabilidades precedentes en las cuales se suponen igual

mente posibles, tanto los c a so s  favorables como los contrarios, se 
llaman simples. A diferencia de aquéllas que dependen del concurso



de Ya.TÌ03 heclioEJ, y se llaman compuestas ; correspondiendo á cada 
uno de estos liechos una probabilidad simple.

E l cálculo de las prohabilidades descansa sobre las tres proposi
ciones siguientes :  ̂ ^

1. La probabilidad simple de un hecho se expresa por un quebra
do cuyo numerador es el número de casos famrables á la producción 
del hecho, y el denominador esci número de todos los casos,, tanto 
favorables como contrarios. *’

2. La probabilidad compuesta del concurso de muchos hechos es 
igual al producto de las probabilidades simples correspondientes á 
estos hechos.

3. La suma de la probabilidad favorable y  de la contraria de 
un mismo hecho, es siempre igual à la unidad.
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y
Así, en el ejemplo anterior

T  =  '-
Esta unidad representa la certeza ; así como la fracción propia

mente dicha representa la probabilidad.
Problema. Jugando al tresillo ¿qué probabilidad se tiene de re

cibir en una mano espada y  basto?
La probabilidad simple de recibir la espada de las 40 carta,-? de la 

baraja , entre las 9 cjue se reciben cada mano , es : ]a de 
recibir después el basto de las 39 cartas restantes, entre las 8 que 
faltan. es ; luego la probabilidad compuesta será

9 8_ _
To' ^  39" “

72
1560

3
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E l calculo de las probabilidades nació , por decirlo as í , entre las 
manos de Pascal y de Fermat, con ocasión de algunas cuestiones 
sobre juegos de azar. Desarrollado después por Santiago y Daniel 
Bernouüli, porMontmort, Moivre, Gondorcet, d’Alembert, Lagran- 
ge , Lacroix, Laplace , Poissou y otros , ha llegado á ser un instru
mento de civilización, por su aplicación á las cuestiones morales, 
políticas y comerciales.

Recomendamos su estudio en las obras de los sabios citados. 
líO . Otramanera de estudiar los logaritQnos. Considerando que 

las potencias con exponentes enteros , positivos ó negativos, de la 
unidad, son la misma unidad;

Que las potencias de un número mayor que la unidad son mayo
res ó menores que la unidad, según que los exponentes de las po
tencias sean positivos ó negativos ;

Que la expresión , suponiendo b > 1, aumentará desde 1 á oo ,



si X  aumenta desde O al co ; y disminuirá desde 1 á 0, si a; disminuye 
desde 0 á — co ; y si ¿ es positiva, pero <  1, sucede lo contrario ;

Que la raíz cuadrada , cúbica , y en general de cualquier grado 
real y positivo, de una cantidad mayor que 1 , es mayor que 1 ; me
nor que la cantidad; y disminuye si crece el índice, teniendo 1 por 
límite ;

Que si en la ecuación h  ̂— y, b conserva siempre un mismo va
lor positivo, mayor 6 menor que 1, es evidente que á cada valor po
sitivo ó negativo de x  corresponde otro positivo para y , y vice versa :

Se llama logaritmo de un nùmero á el exponente de la potencia 
á que se elevaotro número positivo, y diferente de la unidad, llama
do base, para que la potencia sea igual al número dado.

Los logaritmos de todos los números y que se refieren á una mi.s- 
ma base, constituyen un sistema de logaritmos.

Para formar una tabla de logaritmos, se resuelve la ecuación 
para todos los valores enteros de y , desde 1 basta el número 

que se quiera.
No teniendo la base más limitación que la de ser positiva y dife

rente de la unidad, puede haber infinitos sistemas de logaritmos, y 
un mismo número puede tener muchos logaritmos. Y siempre se ve
rifica que el logaritmo de la unidad es 0, y el de la base es 1, porque
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si b >  1 ■si b <  1
b" =  1 , luego log. 1 =r 0 / 1 . , , . .= 1 ,  luego log. 1 = 0

/ 1 1b* =  b, luego log. b =  1 luego log.

Siendo x  positiva ó negativa y ¿ >  ó <  1, la ecuación b̂  =  — y es 
imposible : luego los números negativos no tienen logaritmos.

La base ha de ser diferente de la unidad ; porque de suponer í = l ,  
b  ̂sería siempre igual á 1, cualquiera que fuese el valor de x.

S i la base es mayor yac la unidad, sucede
1. ” Los logaritmos de los números mayores que 1 son positivos; 

á mayor número mayor logaritmo; y el logaritmo del oo es el oo.
En efecto: de b^ =  k ,  se deduce log. A =  ; de ínH-D= A-l-íZ,

se deduce log. {k-{- a) — m +  n -, y por último , de í  — oo , se 
obtiene logaritmo oo =  cc.

2. " Los logaritmos de los números menores que 1 son negativos;
cuanto menor es el número, tanto mayor es el valor absoluto del
logaritmo; el logaritmo de cero es — co .

1 , , , 1 ,=  — m \ deEn efecto : de ~  , se deduce log.
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^-m-n = , se deduce log. — — ^  y de ¿-<»=

A “t“ 0- ’ ° A
1

—  =  0 , se deduce log. 0 =  — co .

a t í .  Propiedades generales de los logaritmos. Sí representamos 
por h la base de un. sistema cualquiera de logaritmos ; por y , y ' , y", 
varios números enteros, fraccionarios, ó inconmensurables; y por x, 
od ai" , sus correspondientes logaritmos en el mismo sistema, ten
dremos h  ̂=  y , b^' =  y ',  b^" =  y”
de donde multiplicando ordenadamente, resulta

x b ^ ' x b ^ ” =  yy'y”, ó bien =  yy'y"
y por consiguiente log. yy'y” =  x -h x H- x 
ósea log. yy'y" =  log. y -t-log. y '-1-log. y". Luego:

1.‘ propiedad. El logaritmo de %nproducto es igual á la suma de
los logaritmos de sus factores.

Si dividimos ordenadamente las dos primeras ecuaciones anterio
res , la primera por la segunda, tendrémos

=  ó bien =  de donde log. —
b^' y'  ̂ y

yó sea log. =  log. y — log. y'.y
y

Luego :

X  — X ' ,

2. * Fd logaritmo de im cociente es igual al logaritmo del dividen
do ménos el logaritmo del divisor.

Si elevamos á la potencia del grado % ambos miembros de la 
primera ecuación ántes dicha , tendróraos , de donde lo
garitmo y ^ ^ n x ,  ó bien log. =  ?dog. y. Luego:^

3. ® El logaritmo de %m potencia de un número es igual al loga
ritmo de esto número multiplicado por el exponento do la potencia.

Si extraemos de los dos miembros de la misma ecuación la raíz 
del grado n , tendremos

n “ ° /-  log. y
í) ' i r = \ / y ,  de donde log. \/y =  — , ó bien log. V y = - ——■

Luego :
4. " El logaritmo de la raíz de un número es igual al logaritmo 

de este número dividido por el índice de la raíz.
5. “ La razón de los logaritmos de dos números es la misma en to

dos los sistemas.
6 Dado nn sistema de logaritmos de la base a, puede calcular 

se otro cuya base sea h' , multiplicaudo los logaritmos del primeropor el n ú m ero  co n stan te  j lla m a d o  m ó d u lo .



7. * La diferencia de los logaritmos de dos números consecutivos 
es tanto menor cuanto mayores seau diclios números.

8. * Los logaritmos que hemos dado á conocer anteriormente
son los mismos que acabamos de definir. como exponentes 

de un número constante, positivo y diferente de la unidad.
Basta, para comprenderlo, considerar dos progresiones que cons

tituyan un sistema de logaritmos, y transformar la progresión por
cociente en otra cuya hase sea igual á la raiz del grado que indique 
Ib. diferencia de la progresión por diferencia , de la razón de la pri
mera progresión por cociente.

Mí íB. Ecnacion exponencial. >Si dados dos de tres números a , b, c, 
cualesquiera, nos proponemos determinar el tercero por medio de una 
de las seis operaciones fundamentales conocidas , la operación más 
sencilla y la primera que se nos ocurre es la adición.

Si nos proponemos, por ejemplo, hallar í  por la adición de los 
números a j h ,  esta relación se expresará por la igualdad

345 *

ü ~h b — c ,

que nos da al mismo tiempo
a =  c — b , b =  c — a.

Donde vemos que si en vez de buscar c, se hubiese buscado el 
valor de « 6 de í ,  la misma igualdad nos habría dado la cantidad
desconocida por medio de una sustracción.

Asi, pues, la adición y la sustracción están ligadas por la misma
igualdad <¡M-  ̂ , ,

Conviene advertir que si en la igualdad a =  c — b, se supone 
c <  i  el valor de a pasa á ser un nimoro negalim : números que, 
como’ya sabemos, deben su origen á los casos en que se resta un 
número mayor de otro menor.

Es claro que la adición de muchos números iguales conduce á la
multiplicación. i _  u- r

Si ahora nos proponemos, por ejemplo, hallar c por la multipli-
caciou de los números a por h, esta relación se expresará por la
igualdad a y . h  c,

c  t _
que nos da al mismo tiempo ® =  y  y  ̂ a *

Donde vemos que si en vez de buscare eu la igualdad anterior, 
se hubiese buscado el valor de ó de í , la división de e por ¿ , ó de 
evova,  nos habría dado el valor del número desconocido.

AÚ,v^eB,Umuliiplicacion y la dwision están ligadas por la
misma igualdad =  , . , • • •

Conviene advertir que si c <  ¿ , ó si e no es exactamente divisi-



ble por ò, la expresión es una fraccionó un mimerò fracciona
rio : números que, como ya sabemos, tienen su origen en las divi
siones inexactas.

Es claro que la multiplicación de muchos números iguales con
duce á la  formación de potencias.

Si, últimamente, nos proponemos, por ejemplo, hallare  fo r 
mando el producto de b números iguales d a , esta relación se expre
sará por la igualdad =  «?,b___
que nos da al mismo tiempo a =  \! c .

Lo que nos dice que, dados tí y ¿i, se obtiene c por medio de la 
formación de una potencia ; y que, dados ¿ y  c, se obtiene a por 
medio de la extracción de una raíz.

Pero si se conociesen a y  c ¿cómo hallariamos b?
Antes de contestar á esta pregunta, resumamos lo dicho.
La igualdad a -\- l> ^c  reúne las dos operaciones conocidas con 

los nombres de adición y sustracción : la segunda de las cuales pue
de dar lugar á los números llamados negativos.

La igualdad a Y. h =  c reúne la multiplicación y la división ; 
naciendo de esta última la fracción y el número fraccionario.

Observemos, además, que en cada una de estas dos igualdades 
a - h t i = c  y a X b  =  c,

el número y el número ò se obtienen por medio de la misma ope
ración , efectuada en una 6 en otra igualdad sobre las dos cantidades 
conocidas : lo cual se expresa diciendo que a y ò entran de una ma
nera semejante 6 simétrica en estas igualdades.

A.sí también, la igualdad a'’ =  c reúne la formación de potencias 
y  la extracción de raíces : teniendo de ésta origen los números in
conmensuradles. Pero hay entre esta igualdad y las dos anteriore.s 
una diferencia que debemos señalar, y consiste en que basta la ex
tracción de una raiz para obtener a ; miéntras que para hallar Ò se 
necesita una Operación particular y nueva que será, en cierto modo, 
según Euler, una séptima operación.

85:?. Pues bien, las ecuaciones que tienen laincógnita por ex
ponente son llamadas ecuaciones exponenciales, y muchas de ellas 
se resuelven por medio de los logaritmos.
Ejemplo : a* — í).

Tomando los logaritmos de ambos miembros, tendrémos 
log. a’' =: log. b, 

ó bien X log. a =  log. b;
log. 6 
loff. a'
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de donde



174. Los alumnos que deseen conocer con más extensión algu
na materia tratada ligeramente, ó quieran estudiar alguna otra de 
que no nos Layamos ocupado, pueden conseguir su objeto en la ex
celente obra del Sr. Va.llin y Büstillo , de quien nos declaramos 
deudores de mucLos conceptos escritos en este libro ; como son los 
relativos á la extracción de raíces de los quebrados, casi todo el ca
pitulo I I  del Álgebra., las pilas de balas y otros.

¡ Coincidencia singular ! ¡ Que las últimas lineas de este modesto 
trabajo sirvan como de acción de gracias al amigo querido á quien 
saludamos, más bien que como á compañero, como á maestro 
insigne !
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