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MTRODUCGIOTi

AL ESTUDIO

DE LAS MATEMATICAS.

I. Matematicas (del griego pedrd?, ciencia) es la ciencia que tra-
ta de las cantidades.

Se usa en plural la palabra Matematicas, porque la maiesis era
entre los griegos la reunidn de los conocimientos evidentes y ciertos,
y cada uno de éstos ha llegado & constituir una ciencia distinta, aun-
que formando todas un conjunto arménico , al cabo de muchos si-
glosy merced & los esfuerzos y progresos de la inteligencia humana.
Y era tan alta la estimacion que de aquellos conocimientos tenia la
culta Grecia , que les dié el nombre mas noble posible , como si dijé-
ramos, la ciencia]}or excelencia.

Cantidad de una cosa cualquiera es el resultado gne se obtie-
ne al compararla con otra de la misma especie que se elige como %ni-
dad de medida ¢ término de comparacion. Asi, cuando decimos, agni
hay diez metros depafo, la cosaes el pafio; la cantidad, diez metros,
y la unidad de medida, el metro. Es evidente que la unidad es tam-
bién , como lo son dos meto'os, tres metros, etc. Y como
unas veces habrd mas de diez metros , y otras ménos; esto es, como
\g cantidad depafio  susceptible de y de ménos, de aqui que
todos hayamos dicho que cantidad es todo aquello giic es sus-
ceptible de aumento y de disminucién: definicion viciosa que abraza
la cantidad y lacosa , pues que una y otra son susceptibles de mé"y
de ménos ; y es necesario que digamos de una vez, que la cosay la
cantidad de la cosa son dos entidades distintas. Por eso no pueden
ponerse sobre el papel aceite ni carbon, por ejemplo, para hacer-
los entrar en los célculos : lo que se hace entrar en los calculos son
cantidades de aceite, de carbén , etc.

Hay maés : la idea de la cantidad es ley fundamental del entendi-
miento; asi estd reconocido desde Aristoteles. Nosotros no concebi-
mos nada finito sin la idea de la cantidad, que podemos definir tam-
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bien la relacion de una cosa consus limites. Y oomo esta relacion no
es constante , por eso la cantidad es susceptible de aumento y de
disminucion.

Ni basta este caracter para que esas relaciones puedan caer bajo
el dominio de las Matematicas. Se necesita ademas que puedan refe-
rirse & una unidad de medida. Asi los fenémenos que caen bajo el
dominio de las Matematicas tienen por limites los limites del mundo
fisico. Asi los fenbmenos del mundo psicolégico , como el placer y
el dolor , por ejemplo , no pueden entrar en los calculos ; pues si
bien son susceptibles de més y de ménos , de aumento y de disminu-
cién, no existe para ellos unidad de medida alguna.

En suma , definir la cantidad por la propiedad que tiene de ser
susceptible de més y de ménos., y por la de poderse sujetar & medida,
propiedades ambas que son comunes & la materia y & la cantidad de
materia, no es aceptable. En su consecuencia excitamos & las per-
sonas competentes para que estudien y propongan una defini don
mejor ; asi como nosotros exponemos modestamente la que esta en
las primeras lineas de este nimero.

y considerando el tiempo y el espacio (estas condiciones primor-
diales del mundo fisico) como cantidades, y comoformas dentro de
las cuales han de verificarse y se nos aparecen todos los hechos del
mundo fisico , M. Wronshi nos ha legado la definicién mas bella, y
maés filosofica & la vez, que pueda darse 4Q\4S Mateméticas, diciendo
queé SON: 1a ciencia de las leyes del tiempo y del espacio.

3. Las Mateméticas se dividen  puras, y mixtas 6 aplicadas,
segun que se ocupen de la cantidad independiente de toda cualidad
6 propiedad fisica, 0 segun traten de la cantidad con aplicacion &
esas mismas propiedades, tales como las presenta la naturaleza en
los cuerpos y en la materia.

Nosotros sélo nos ocuparémos de las Matematicas puras.

4. Pero la cantidad considerada en el tiempo es la cantidad nu-
meralle, y consideradaen el es la cantidad figurada: la pri-
mera se llamatambién cantidad, discreta, y la segunda se llama can-
tidad continua 6 extension.

Las Matematicas puras se dividen, pues, en dos ramas funda-
mentales: la ciencia general de los nimeros , y la ciencia general de
la Para designar la primera ha introducido M. Wronski
la palabra (del &rabe ALGORETM ; Y para nom-
brar la segunda se emplea la palabra Geometria (del griego, 77),
tierra, y iwgpov, medida).

Ahora , los nimeros, como todo lo que entra en el circulo de los
conocimientos humanos, pueden ser considerados y en



/general, es decir, segln sus hechos y segun sus leijes; y la Algorit-
mia se divide & su vez en otras dos ramas : la que trata de los hechos
de los nimeros y se llama Aritmética (del griego §§A0™ numero,
VTexw, arte), y la que trata de sus leyesy se llama A lgelra, de dis-
cutible etimologia arabiga.

5. UNIDAD en Matematicas es cualquier cantidad elegible & arbi-
trio 6 dada por la naturaleza para que sirva de término de compara-
cion respecto de las demas de su especie. Asi, en el ejemplo ante-
rior (5) pudimos tomar por unidad la vara , el pié, etc.; pero en los
diferentes géneros de coleccionas, la unidad es dada por la naturale-
za. Asi, en un olivar, la unidad es el olivo.

La expresién déla comparacion antes indicada se llama numero.

El NUMERO €5, pues, una cantidad, numérica; pero no todas las
cantidades son numerables, pues la extension es s6lo numerable cuan-
do se la mide , que fuera de ese caso la extension es siempre una
cantidad geométrica bfigurada.

O. Dos son las cuestiones que estan jugando constantemente en
los libros didacticos de Matematicas : el Teorema y el Problema.

Teorema €S una cuestion en la que se trata de demostrar las”ro-
piedades de que gozan cantidades dadas y conocidas por medio de un
razonamiento llamado demostracion.

Problema €SUNA cuestion en la cual nos proponemos determinar
el valor de una 6 méas cantidades desconocidas, en virtud del conoci-
miento de otras y de las relaciones que ligan a las primeras con las
segundas. Las relaciones y cantidades conocidas se llaman datos , y
las cantidades desconocidas incognitas.

En la demostracion de los teoremas y resolucion de problemas
pueden seguirse dos métodos: el analitico y el sintético.

El mETopo AnALiTIcO proccde de lo compuesto a lo simple, elevan-
dose por grados de lo particular & lo universal.

El mETopo siNTETIco pTocede de lo simple & lo compuesto, des-
cendiendo por grados de lo universal & lo particular.

Ambos son cientificos, y Iéjos de ser incompatibles, por el con-
trario, se completan mutuamente. Por eso Bacon los comparaba &
una escalera de mano de dos ramas & piernas, en cuyo Vvértice es-
tuviesen los principios, producto del primero y punto de partida
del segundo; porgue donde acaba el analisis comienza la sintesis.

El método analitico se Ilama también de invencion , porque es
el que seguiria el primer hombre que tratase una cuestion cualquie-
ra antes que los demas; es el més filosofico, y hasta el méas ele-
gante.

El método sintético es propiamente el método de ensefianza.



El Algebra es esencialmente analitica.

La Geometria es el mas acabado modelo del método sintético.

Y las partes todas de las Matematicas ofrecen un cuadro de ver-
dades tan evidentes y tan sencillamente expuestas, que conrazon se
las llama ciencias exactas.

Ademas conviene conocerlas proposiciones reciprocas.
Es reciproca de otra ya explicada una segunda proposicién en la que
sirve de hipoétesis la conclusion de la primera, y de conclusion la
hipotesis de la primera : por oposicion se llama directa & la prime-
ra proposicion. Las reciprocas se demuestran casi indirec-
tamente, 6 ad absurdum, suponiendo falsa la conclusion, para que
aparezca contradiccion 6 absurdo entre ellay la hipétesis 6 algun
principio que la ciencia tenga admitido:

Axiomas, que son unos principios tan sencillos y tan evidentes
que se admiten sin demostracion ; por ejemplo , dos cosas iguales &
una tercerason iguales entre si:

P ostulados, que se admiten generalmente sin demostracion, aun-
que no tienen el mismo grado de evidencia que los axiomas :

Corolarios, que son unas consecuencias tan inmediatas de algun
principio que acaba de demostrarse, que no necesitan demostracién
especial:

Escolios, que son ciertas advertencias U observaciones que sirven
para ampliar, restringir 6 generalizar un asunto cualquiera : y

Lemas , que son unas proposiciones prévias ¢ auxiliares que se
establecen como base de algln teorema fundamental con que suele
dar principio la exposicion de una teoria.



ARITMETICA.






ARITMETICA.

INTRODUCCION.

7. Aritmética es la parte de la AlgoTitmia, y también de las
Matematicas que trata de \<*hechos de los numeros, 6 que
se ocupa de los nimeros de una manera elemental.

Ndmero en Aritmética es toda coleccion de unidades de una mis-
ma especie é ig-uales, por ejemplo, tres duros, tres quintos de duro.

Unidad es cada una de castas partes iguales que entran & compo-
ner el nimero.

El nimero puede ser entero en absoluto, y , como derivados de
éste, quebradoy mixto. Es entero si la unidad que lo compone no
se refiere & otra unidad superior, por la cual se la llama unidad en-
tera 6 simplemente unidad, & diferencia de la que se llama unidad
fraccionaria, que es aquella que se refiere & otra superior como uni-
dad entera. El primero de los ejemplos precedentes es un Plumero
enterol su unidad, el duro; el segundo es un quebrado, su unidad
fi*accionaria, el quinto de duroj teniendo ambos igual namero de uni-
dades. Quatro duros y medio, por ejemplo, compuesto de entero y
guebrado, se llama nimero mixto, en el cual entran cinco unida-
des, cuatro enteras y una fraccionaria.

Los numeros se llaman abstractos si no se refieren & ninguna
unidad determinada, como cuatro , cinco, etc.; y concretos si se re-
fieren & alguna, getiio cuatro hombres, cinco libros, etc. También
puede Ilamarse unidad abstracta la que entra en el primer ejemplo,
y concretas las que entran en el segundo.

Los nimeros concretos son homogéneos si se refieren & unidades
de una misma especie, como cuatro librosy cinco libros; y hetero-
géneos , si se refieren & unidades de distinta especie, como cuatro
libros y cinco plumas.

Los numeros abstractos s,0)\ todos homogéneos, puesto que sop
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todos de una misma especie, & saber, de exclusion de todas las
especies de nimeros concretos.

También se dividen los numeros concretos en complejos é incom®
piejos.

Hay numeros que reciben otras varias denominaciones , segMin
los casos , como (Ligito y compuesto, primo , conmensurahle é in~
coumcnsurahle y Jiguo'ados, de los cuales nos ocuparemos en ocasion
oportuna, y los Ilamados abundantes, deficientes, amigos,perfectos.,
de oro y reciprocos, cuyas definiciones sedaran aconocer mas ade-
lante.

4 Se lia dicho también que Aritmética es la ciencia que ensefia
& expresar, componer y descomponer los numeros.

De la primera parte se ocupa la numeracion.

De la segunda se ocupan la adicion , multiplicacion y elevacion a
potencias.

De la tercera, la sustraccion, division y extraccion de raices.

Todos los autores de obras como ésta comienzan por la numera-
cion do los nimeros enteros abstractos , y explican también las seis
operaciones fundamentales de la Aritmética que acabamos de men-
cionar , en primer término sobre nlimeros enteros abstractos , con el
auxilio de los cuales se forman y expresan todos los demas.

El ndmero entero abstracto debe, pues , sor considerado como el
simbolo caracteristico de la Aritmética, y del cual se sirve para
cumplir su objeto, & saber , para tratar de la cantidad numérica en
particular, ¢ sea segun sus hechos.
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CAPITULO PRIMERO.

iViimci'‘aoSon decimal ile los mimeros eiifioros ali.sli*aocio.« y
las seis opei'acioiies fiiiidaiiieniales salire las mismos.

NUMERACION.

O. Numeracion es la parte de la Aritmética que se ocupa de la
formacion y expresion de los nimeros enteros.

La generacién 6formacion de los nimeros enteros se obtiene por
la adicion sucesiva de la unidad con ella misma. Y este acto es tan
inmediato al de su expresion que la generalidad de las personas los
realizan sin darse cuenta de que son dos actos distintos : por eso su
explicacion es simultanea.

Ahora, la expresion de los nimeros puede ser por medio de la
palabra hablada y por medio de la palabra escrita, es decir, que la
numeracién puede ser hablada y escrita.

Numeracién hablada. Como no se puede sefialar el limite de los
nameros, porque dado uno, por grande que sea, se obtiene un
nuevo nimero sin Mas que agregarle una unidad, seria imposible
dar & cada uno un nombre distinto.

Asi se justifica la necesidad de combinar un pequefio nimero de
palabras para expresar todos los nimeros enteros posibles : tal es el
objeto de la numeracién hablada.

Se considera como primer nimero la unidad, y se expresa con la
palabra uno; la reunién de unoy uno se expresa con la palabra dos;
la de dos y uno con la palabra tres; la de tres y uno con la palabra
cuatro ; la de cuatro y uno con la palabra cinco; la de cincoy uno
con la palabra seis ; la de seis y uno con la palabra siete ; la de siete
y uno con la palabra ocho; la de ocho y uno con la palabra nueve,
y la de nueve y uno con la palabra diez.

Este numero diez se considera como iina nueva especie de uni-
dad llamada de segundo 6rden, 6 decenas, para diferenciarla de las
nueve primeras llamadas simplemente unidades ¢ deprimer orden.

Y se cuentan y expresan los numeros por decenas como se con-
taron y nombraron por unidades. Asi se dice: dos decenas, tres de-
cenas, etc., cuya nomenclatura ha sustituido el uso con ésta , veinte,
treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochenta, y noventa.

Los nameros comprendidos entre dos decenas consecutivas se
expresan uniendo & éstas una de las nueve primeras palabras. Asi
diremos: treintay cuatro, para expresar este niimero comprendido
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entre tres y cuatro decenas. El uso, sin embarg'o, en vez de las pa-
labras diezy uno, diez y dos-, diez y tres, diezy cuatro ,y diezy
cinco, ha introducido éstas: once, doce, trece, catorce, y quince.

Con estos elementos podemos ya contar y expresar hasta el na-
mero compuesto de niiene decenasy nueve unidades, ¢ sea el nume-
ro noventa y nueve.

Agregando a éste una unidad se forma el nimero que se
considera como una nueva especie de unidad , llamada de tercer Or-
den 6 centena.

Y se cuentan y expresan los niumeros por centenas, como se
contaron y nombraron por decenasy por unidades. Asi dirémos :
dos cientos, tres cientos, etc. En vez de cinco cientos el uso ha in-
introducido la palabra guinientos.

Los nimeros comprendidos entre dos centenas consecutivas se
expresan uniendo & éstas las palabras con que hemos expresado los
noventa y nueve primeros numeros. Asi se dice ; ochocientos diez
y ocho, ochocientos cuarenta, para expresar estos nimeros compren-
didos entre ocho y nueve centenas, por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el nimero com-
puesto de nueve centenas , nueve decenas y nueve unidades , 6 sea el
nlmero nuevecientos noventa y nueve.

Agregando & éste una unidad se forma el ndmero mil, que se
considera como una nueva especie de unidad, Ilamada de cuarto
orden 6 unidad de millar, 6 simplemente millar.

Y se cuentan y expresan los nimeros por millares , como se
contaron y se hombraron por centenas, decenas y unidades. Asi se
dice: dos mil, tres mil, etc.

Los nameros comprendidos entre dos unidades de millar se ex-
presan uniendo & éstas las palabras con que hemos expresado los
nueve cientos noventay nueve primeros nimeros. Asi dirémos: tres
mil quinientos ochenta y ocho, para expresar este numero compren-
dido entre tres y cuatro millares por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el nimero com-
puesto de nueve unidades de millar, nueve centenas, nueve dece-
nas y nueve unidades, 6 sea el nimero nu&ve mil nueve cientos no-
ceniay nueve.

Agregando a éste una unidad se forma el nUmero diez mil,
que se considera como una nueva especie de unidad , llamada de
quinto 6rden 6 decena de millar.

Y se cuentan y expresan los nimeros por decenas de millar, como
se contaron y nombraron por millares, centenas , decenasy unida-
des. Asi dirémos : veinte mil, treinta mil, etc.
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Los nimeros comprendidos entre dos decenas de millar conse-
cutivas se expresan uniendo a éstas las palabras con que hemos ex-
presado los nueve mil nueve cientos noventa y nueve primeros ni-
meros. Asi se dice; setentay tres mil quinientos para expresar este
namero comprendido entre siete y ocho decenas de millar, por
ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el nVimero com-
puesto de nueve decenas de millar, nueve millares (6 sean nueve uni-
dades de millar), nueve centenas, nueve decenas y nueve unidades , 6
sea el nimero noventa y nueve mil nuevecientos noventay nueve.

Agregando & éste una unidad, se forma el nimero cien mil, que
se considera como una nueva especie de unidad., llamada de sexto
orden 6 centena de millar.

Y se cuentan y expresan los nimeros por centenas de millar,
como se contaron y nombraron por decenas de millar, millares [h
unidades de millar), centenas, decenas y unidades. Asi se dice; dos-
cientos mil, trescientos mil, etc.

Los nimeros comprendidos entre dos centenas de millar conse-
cutivas, se expresan uniendo & éstas las palabras con que hemos ex-
presado los noventay nueve mil nuevecientos noventa y nueve
primeros nimeros. Asidirémos: ochocientos treinta y dos mil cua-
rentay tres, para expresar este niumero comprendido entre ocho y
nueve centenas de millar, por ejemplo.

Con estos elementos podemos ya expresar hasta el numero com-
-puesto de nueve centenas de millar, nueve decenas de millar, nxieve
unidades de millar, nueve centenas, nueve decenasy nueve unidades,
0 sea el nimero nuevecientos noventa y nueve mil nuevecientos noven-
tay nueve.

Se forma el iiiimero mill6n agregando al anterior una unidad,
llamada de sétimo orden 6 unidad de millon.

Siguiendo el método explicado se forman y se expresan facil-
mente los nUmeros compuestos de unidades de un orden superior &
la unidad de observando que unidades de cierto 6rden
componen una unidad del inmediato superior, y que se cuenta por
unidades de un érden cualquiera, como se ha contado por las del in-
mediato inferior.

Después de las unidades de millén siguen las d.ecenas de oni-
llon, centenas de millon, unidades de millar de millén, decenas
de millar de millon, centenas de millar de millon , unidades de
millon de millén 6 sea billon, decenas de billdn.....irillones, cuatri-
llones, etc.

Trece son las palabras necesarias y suficlenles para la combina-



cien acabados

i r t : S : : r e . . . ,ae
ha SOKITA  La mmeracion escrita ensefia (i ex-
,resarX losn,'meros enterosposiUes por nerlio ele curta cenU-

mente , pafinnes ¢ 1.“ decir ; m'imero de unidades de cada Grden,
, s = -
Y como de cada 6rden e N inmediatamente
e r =
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ul; ,cte, troa, cuitro, cinco, seis, siete, ocho, nueve.

Y con ellas se expresan 6 escriben los nueve primeros numeros:
odio , por ejemplo , se escribe , 8

establecido entre los

Para resolver la segunda cuestion, ¢elcual, W «'
matematicos Men in-

1 1 n » I » 1]

Para ) , "e escribe la cifra 3 ;y para que le-
ae Mide;mdade y i A P,.»€ & su dere-
presente umdates A demas,
chalacifral;deestemod . ’'* carecen de unidades

Pero se presentan ,»l.esto de tres unida-
de uno 6 mis ordenes, ta ceririméro. Para escribir este in'i-
des de segundo (grden y ningi f,,a nueva cifra llamada cero ,
mero, y otros anélogos, seM la carencia de
1,6 se escribe 0, cuyas dos f* ™« “  Jestan & sil mnierda
imidades del Ug<¥f

nUmero treinta se escribira asi: 30.
M colocacion

y suficientes con el

Diez son, pues, «  expresar todos los nimeros.
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do absoluto , para distiiig-uirlo del mlor dependiente del lugar que
ocupan, j que se llama relativo.

Por ejemplo : la cifra 3, cualquiera que sea el lugar que ocupe,
vale tres unidades; pero si estésola, seran tres unidades simples;
si estd en el segundo lugar, contando de derecha & izquierda, seran
tres decenas , 0 sean treinta unidades simples.

La lectura de un numero escrito se hace, asi como la escritura,
de izquierda & derecha , clasificando antes las cifras’de derecha & iz-
quierda de seis en seis, con un 1 en el primer lugar , un 2 en el se-
gundo, etc., para indicar los millones, billones, etc., y dividiendo
cada uno de estos periodos de seis cifras en dos de & tres, por la parte
inferior con una coma, de esta manera: unidades, decenas, cente-
nas, unidades de millar, decenas de millar , centenas de millar, mi-
116n, decena de millén, etc. Sea por ejemplo: 3*207,048.

Este nimero se lee asi ; tres millones doscientos siete mil cuaren-
ta y ocho unidades.

Es menester advertir que , leyendo este nimero de esta manera,
se reducen todas las unidades de 6rden superior & unidades de primer
orden. Por lo demés , éste como todos los niUmeros pueden leerse y
enunciarse de varios modos ; ya sin reducirse las diferentes unida-
des de los respectivos 6rdenes & ninguno inferior , ya reduciéndolas
d alguno 6 algunos de los intermedios, sin llegar & las unidades de
primer orden.

Recomendamos los anteriores ejercicios, y también que se apren-
da & decir de memoria y con prontitud: 1® qué 6rden de unidades
corresponde una cifra que ocupe cierto lugar contando de derecha a
izquierda; y 2. dado el 6rden &que corresponde, qué lugar ocupara
contando de derecha a izquierda. Solamente sabiendo esto bien, po"
drd el alumno escribir y leer con prontitud , acierto y conocimiento
de lo que hace, los nimeros que se le propongan.

13. Este sistema de numeracion no es el unico, y se llama deci-
mal, porque su base es diez , esto es, porque diez unidades de un 6r-
den componen una del inmediato superior, y diez es el nimero de ci-
fras que en él se emplea. Ademas es el sistema gque han seguido to-
dos los pueblos espontdneamente, a excepcion de los chinos y de una
tribu oscura de Asia, y forma la lengua casi universal de la huma-
nidad.

Esta conformidad no puede explicarse sino por la costumbre que
en la infancia tenemos de contar por los dedos. Y de aqui que & los
nameros menores que diez, se les llama digitos {6.0\\o.\M digitus,
dedo), y del diezen adelante, compuestos; y esde creer que si el hom-

bre tuviese seis dedos en cada mano, seguiria el sistema duodecimal.
2
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Estas cifras (Niie hemos dado & conocer, llamadas arabigas
tomaron los &rabes de la India, hacia el sig-lo X, y son casi iguales &
las que hoy usamos, excepto el cero, cuyo signo era un punto ().
Los sébios arabes importaron en Espafia estas cifras con su Aritmé-
tica , que ensefiaban en Cordoba, con razén llamada la Aténas de
Occidente; pero no se generaliz6 su conocimiento por Europa hasta
el siglo XIII.

13. Los griegos dividian los nimeros en periodos de a diez;
pero como ignoraban el artificio de representarlos por signos 6 ci-
fras, dando & éstas valores absolutos y relativos a la vez , se vie-
ron obligados a emplear hasta treinta y seis signos, sacados casi to-
dos de su alfabeto , para hacer su Aritmética lo mas regular posible.

14. Los romanos representaban los nimeros enteros por medio
de siete letras de su abecedario, que con sus valores respectivos son :

I, Vv, X, L C D M
1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000.

Escribian, yendo de las de més valor & las de menor; advirtien-
do que una letra antepuesta & otra de mayor valor , quita & ésta el
valor de aquélla.

El valor de toda letra se hace mil veces mayor poniendo una li-
nea horizontal encima 6 una iwpor la parte superior 6 inferior de
la letra.

1878.....MDGGOLXXVm _  404... DIV

1000000......M

Antiguamente se escribia Tnil con dos CC encontradas y una |
en medio, CIO.

15. Los hebreos dieron a cada una de las veintidos letras de su
alefato valor numérico en este érden :

ence” HioRes- NUMERIRO. Chbeneo”  HEBRED. NUMERIGO.
Aleph.......... 1 o7  Lamed......... 0
Bheth.......... 2 n Mem............ 40
Ghimel........ 3 3 Nun............ 50
Dhaleth. .. . 4 D Samech._... 60
n Jdilie.......... 5 v  llhhhayin. . 70
1 Wau............ ( Phi.....c....... 80
Zain............ 7 Tsaiie.......... 80
n Uhhet.......... 8 p Qoph........... 100
1] S 9 Pesch.......... 200
Yod............. 10 Sellin.......... 800
Chaph......... 20 r. Tau....... -106
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con las nueve primeras representaban las unidades” con las nueve
seg-uudas representaban las decenas, y con las cuatro restantes las
centenas.

De suerte que en estos tres pueblos se observa el mismo fondo v
la misma aspiracion & contar por diez , como que estd basada en la
estructura de una de las partes de nuestro cuerpo [la mano) que
esto significa la letra yod con que los hebreos representan el nu-
mero duz, i Quién realizé este ideal de los sabios clasicos de la anti-
guedad ? Lo ignoramos. Pero nadie puede disputar al pueblo &rabe
la gloria de haberlo revelado al mundo. desde las escuelas de Cérdo-
ba, con la escala decimal de numeracion que es hoy, como dejamos
apuntado , lalengua casi universal de la humanidad.

Concluyamos esta teoria llamando la atencién de los hombres
pensadores acerca de dos circunstancias que se observan en la nume-
racion de los hebreos : 1.“Hay letras que con ligerisima modificacion
representan nnidadesy decenas, unidades y centenas, decenasj cen-
tenas-, 2.° nuestras cifras 2. 3, 4y 7 tienen una semejanza admira-
ble con las letras hheth, gfamel, dhaleth jzain, y aun el 1 parece
parte de su primera letra &lepli, con las cuales ellos representan los
nameros respectivamente iguales.

¢, Serd que alguna tribu fugitiva de la catastrofe de Jerusalen el
afio 70, cultivase la Aritmética en algin oscuro rincén de Asia
hasta el punto de construir la escala decimal que habian de tomar
Iosl)zérgbes en sus correrias comerciales y militares de los siglos V1|
y IX 7

No nos sorprendamos, pues, si por uno de esos raros accidentes
gue ocasiona algun descubrimiento en las letras orientales, vemos
cambiar el nombre de numeracion ardUga por el de hehraicz.

ADICION.

mG.  Adicién, en general, esuna operacion que tiene por objeto
reumr en uno solo el valor de dos 6 mas nimeros homogéneos.

Los numeros cuyos valores han de reunirse, se llaman suman-
dos; el resultado , suma, y la accion de reunirlos , sumar.

Para indicar la adicion se escribe entre los sumandos el signo +.
gue se lee mas 6 aumentado de. Este signo se inventd por fjtifelius y
otros alemanes en el siglo XVI.

iy. Cuando los sumandos son de una sola cifra. 6 uno de varias
y los demas de una, la adicién puede hacerse de memoria, descom-
poniéndolos todos , méiios el primero, en sus unidades , y agregan-
do éstas & aquél una & una. Asi, para sumar 11 con 3y 2. se dice:

f )
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once j una doce, y unatrece ,y una catorce,y una quince,y una
diez'y seis , disponiendo el célculo en esta forma: 11-1-3-h2 = 16.
Este sigliio= se lee ig¥al i, y se llama signo de igualdad, cuya
invencion se atribuye al inglés Recordé” del mismo siglo XVI. Su uso
es para expresar que dos cantidades son iguales , ya estén expresa-
das como 7= 7, ya lo estén ba-jo distinta forma, como en el caso an-
terior. La cantidad que estd & la izquierda de este signo se llama
pTimer miemhTO, y segundo la que esta & la derecha.
as. Cuando los sumandos son compuestos de varias cifras se
observa la regla siguiente : Se colocan unos debajo de oiros, de ma-
nera que se correspondan las unidades de un mismo orden, esto es,
unidades debajo de n"nidades, decenas debajo de decenas, etc.; setira
una lineapor laparte inferior; se suman las unidades de primer Or-
den, y estasumaparcial se coloca debajoy enla misma columna, si
no excede de 9; mas si excede de este numero , se reservan las decenas
que compongan la suma de las unidades, para sumarlas con las dece-
nas, escribiendo las restantes debajo de las unidades deprimer drden:
después se suman las decenas, y esta sumaparcial se coloca debajo y
en la misma columna, si no excede de 9; mas si excede de este nume-
ro, se reservan las centenas que compongan la suma de las decenas
para sumarlas con las centenas, escribiendo las restantes debajo de
las unidades de segundo 6rden, y asi sucesivamente.

Ejemplo: 70040
5023
1008

76170

Dirémos ; 3unidadesy 8, son 11,y 9 son 20, que componen
2 decenas y O unidades , que son las que pondrémos debajo délas
unidades.

2 decenas procedentes de la suma de las unidadesy 4son 6,y 2
son ocho, y 0 son 8,y 9son 17, que componen una centena y siete
decenas que son las que pondrémos debajo de las decenas.

1 centena, procedente de las sumas de las unidades de 6rdenes
inferiores, y Oes 1,y Oes 1,y Oes 1, que pondrémos debajo de las
centenas.

0 unidades de millar y 5son 5,y una G, que pondrémos debajo
de los millares.

7 decenas de millar.

De esta suerte se han sumado las unidades, decenas, etc., res-
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pectivamente entre si; y como lo que seliacecon las partes queda he-
cho con el todo , los nimeros propuestos quedan sumados entre si.
a0. Observaciones. 1.“ En la practica se prescinde de estos de-
talles, diciendo : 3y 8, 11, y'9, 20;y van dos: se poue el Oy se si-
Nue;2y4,6;y2,8;y9,17 :seponeel 7,y asi se continla.

2. “ Sise coloca una linea entre los sumandos y la suma, es por
claridad.

3. * Silasuma de las unidades de cada 6rden no excediese de 9,
seria indiferente empezar la operacion por la derecha 6 por la izquier-
da, 0 por cualquiera de las columnas intermedias. Pero si la suma
de las unidades de cada nimero excediese de 9 y se empezase por la
izquierda, habria que ir rectificAndolas sumas parciales, después de
escritas; lo cual seria embarazoso y de mal efecto : por eso dice la
reg'la general que se empiece 4 sumar por la derecha, 6 sea por las
unidades inferiores.

4. * Lacolocacién que se da & los sumandos es por comodidad. Por
lo demaés, la operacion se efectuard, cualquiera que sea la colocacion,
con tal que se sumen entre si unidades de un mismo 6rden.

5.  ® De la definicion misma de la adicion se deduce: que si los
sumandos crecen @ decrecen , lasuma crece ¢ decrece; que siun su-
mando crece la misma cantidad que otro disminuye , la suma no se
altera.

SUSTRACCION.

30. Sustraccioén, en general, €suna operacion que tienepor ol-
jeto hallar la diferencia de dos nimeros homogéneos.

Si los nimeros propuestos son :el I**una suma de dos nimeros,
y el 2®uno de los sumandos; el nimero que se quiere determinar
seré el otro sumando , y bajo este aspecto la operacion es inversa de
la adicion.

El niamero del que se resta otro , se llama minuendo; el que se
resta , sustraendo] el resultado, exceso , residuo , diferencia 0 resto;
y la accion de hallar la diferencia, restar.

Para indicar la sustraccion, se escribe entre los nimeros el sig-
no —, que se lee menos 6 disminuido de-, su origen es el mismo que
el de la adicion (i©).

La sustraccion entre dos nimeros de una cifra, 6 entre uno com-
puesto de varias y otro de una, puede hacerse de memoria.

30. Pero si los dos términos de la sustraccion son compuestos de
varias cifras, la operacion se hace del modo siguiente : Se coloca el
sustraendo debajo del minuendo, de manera que se correspondan las
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unidades de un mismo érden; se halla la diferencia de las unidades
de cada érden”empezandopor las inferioresy se escribe debajo de su
orden respiectiDo.

Ejemplo : 628
306

322

Dirémos : 8 unidades ménos 6, son 2, que escribimos debajo de
las unidades.

2 decenas ménos 0, son 2, que ponemos deba,jo de las decenas.

6 centenas, ménos 3, son 3, que escribimos debajo de las cen-
tenas.

De este modo hemos restado de las unidades, decenas y cente-
nas del minuendo, las unidades , decenas y centenas del sustraendo;
y como lo que se hace con las partes queda hecho con el todo, los

nameros propuestos quedan restados entre si, el segundo del pri-
mero.

Otro ejemplo; 6024
N2

997

En este ejemplo , como de las 4 unidades del minuendo no se
pueden restar las 7 del sustraendo, se descomponen mentalmente
las 2decenasen 1+ 1 ,y dejando 1 en el lugar de las decenas, la
otra se reduce & unidades, que son IOy se agrega a las unidades di-
ciendo; 14 unidades menos 7, son 7, que se escriben debajo.

Después, para hacer posible la sustraccion de las decenas, se
descomponen las 6 unidades de millar en 5-f- 1 ; esta Gltima reduci-
da & centenas son 10, que descompuestas en 9-f-1, y reduciendo
ésta a decenas, son 10, y con una hacen 11 ,y se dice: 11 decenas
ménos 2, son 9, que se ponen debajo.

Después , 9 centenas menos 0, son 9, que se escriben debajo de
las centenas.

y por altimo, 5 unidades de millar , que quedaron después de la
descomposicion hecha para hacer la sustraccién de las decenas , mé-
nos 5, son 0, que no se pone & la izquierda.

De suerte que en este caso hemos transformado mentalmente el
minuendo 6024 en o unidades de millar, 9 centenas, 11 decenas ,y
14 unidades.

En vez de considerar disminuida en una unidad la cifra de las
decenas , se puede aumentar la del sustraendo y decir: 12 ménos 3,
son 9. Despue? 10 centenas ménos 1, son 9; y por ultimo, 6 milla-
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res ménos 6, son 0. Y en general , se puede aumentar una unidad
a la cifra del sustraendo correspondiente & aquella cifra derminuen-
do de quien se toma una unidad (para hacer posibles sustracciones
anteriores), en vez de considerar disminuida & ésta en dicha unidad.

®3. Observaciones. 1. Si las cifras del minuendo son mayores
G iguales que sus correspondientes del sustraendo es indiferente em-
pezar la operacion por las unidades inferiores & por las superiores,
porla derecha ¢ por laizquierda, 6 por cualquiera de las columnas
intermedias.

2. * Es evidente que si, quedando el sustraendo el mismo , el mi-
nuendo crece 6 decrece , el resto también crece 6 decrece; y que Si,
guedando el minuendo el mismo, el sustraendo crece ¢ decrece, el
resto decrece 6 crece ; por consiguiente, el resto no se altera , si &
minuendo y sustraendo seafiade 0 quita una misma cantidad.

3. ® Siel minuendo y el sustraendo son iguales, el resto sera
Cero.

4. ® Esevidente que el minuendo esigual & la suma del sustraou-
doy resto.

5. ® Elsustraendo es igual & la diferencia entre el minuendo y el
resto.

MULTIPLICACION.

®4i. Multiplicaciéon, en general, s una operacion que tiene por
ohjeio, dados dos numeros, hallar un tercero que sea respecto delpri-
mero lo que el segundo es respecto de la unidad.

El primer nimero , 6 sea el que se multiplica, se llama multi-
plicando; aquél por el cual éste se multiplica , multiplicador; los dos
juntos,factores delproducto; el resultado, producto; y la accion de
formar el producto, multiplicar.

Para indicar la multiplicacion se escribe entre los factores el sig-
no X , que se lee multiplicado pior, signo inventado por el inglés
Ougthred a principios del siglo XV II: también se pone entre los fac-
tores un punto.

5x4 , 0 bien 5.4, se lee: 5 multiplicado por 4.

®5. Segun la definicion de la multiplicacion, multiplicar 7 por
3, por ejemplo, es hallar un tercer nUmero que sea respecto de 7 lo
gue 3 es respecto de la unidad; y como 3 respecto de la unidad es
la unidad repetida 3 veces, de aqui que el tercer nimero que se bus*
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en sea igual & 7 repetido 3 veces, 6 lo que es lo mismo, &
7-t-7+ 7= 21
No cabe duda, en vista de este ejemplo, en cuanto & la posibili-
dad de efectuar la multiplicacién por medio de adiciones sucesivas.
Pero es también cierto que este método, cuando los factores son
muy complicados, es sumamente pesado. Y sin duda, haciendo alu-
sion ala brevedad del procedimiento que vamos a explicar , respec-
to del que ligeramente hemos apuntado, se ha dicho que la nmlii-
plicacion es una adicion abreviada.

36. Este procedimiento empieza desde la multiplicacion de un
luimero de una cifra por otro de una también, la cual se obtiene
instantdneamente sabiendo de memoria los productos de los nueve
primeros numeros entre si : productos que se aprenden en la tabla
Ilamada Pitagdrica, por haberla dado & conocer Pithagoras (fuese 6
no el inventor), y cuya forma y explicacion es como sigue :

34567 89
6 8 10 12 14 16 18
9 12 15 18 21 24 27
12 16 20 24 28 32 36
15 20 25 30 35 40 45
18 24 30 36 42 48 54
21 28 35 42 49 56 63
24 32 40 48 56 64 72
27 36 45 54 63 72 81
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La primera linea superior horizontal se compone de los nueve
primeros nameros.

La segunda se compone de los de la primera sumados consigo
mismos : de suerte que en la segunda se hallan los nueve primeros
nameros repetidos 2 veces, 6 1o que es lo mismo, segun la idea
que hemos dado de la multiplicacién (3i>) , los productos de los nue-
ve primeros numeros por 2.

La tercera se compone de los de la segunda , sumados ordenada-
mente con los de la primera: de suerte que en la tercera se hallan los
nueve primeros nameros repetidos 3 veces, 6 leique es lo mismo, se-
gun la idea que hemos dado de la multiplicacion (35), los produc-
tos de los 9 primeros nimeros por 3.

La cuarta .se compone de los de la tercera sumados ordenadamen-
te con los de la primera: de suerte que en la cuarta, se hallan los
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nueve primeros nimeros repetidos4 veces, 6 lo que eslo mismo, los
productos de los nueve primeros numeros por 4.

Y asisucesivamente las 5 lineas restantes contienen los productos
de los nueve primeros nimeros por 5, por 6, por 7, por 8y por 9.

Por manera que, sise quiere hallan el producto de 5 por 3, por
ejemplo , se busca el 5en la primera linea superior horizontal, y se
baja por la vertical correspondiente hasta encontrarse enfrente del 3
gue esta en la primera vertical de la izquierda : la casilla interseccién
nos dara el producto 15 pedido.

También pudo buscarse en la horizontal el 3, y bajar por la ver-
tical hasta encontrarse enfrente del 5 de la primera vertical de la iz-
quierda: otra casilla nos daré, sin embarg-o , el mismo producto 15.

Como en la primera linea superior horizontal se consideran siem-
pre los y en la primera vertical de la izquierda los
multiplicadores, cuando buscamos en la horizontal el 5, aprendimos
el producto de 5 por 3; y cuando buscamos en la horizontal el 3»
aprendimos el 'producto de 3 por 5; en ambos casos el producto
fué 15;y esto nos indica ya la existencia de un principio interesan-
te, a saber, que unproducto no se altera cualgtiicra que sea el érden
de losfactores, 6 en términos mas precisos, que el 6rden de los facto-
res no altera elproducto’, principio que demostrarémos para el caso
de dos factores por el sig*uiente

ay. Teorema. Vamos ademostrarque 5 X 4, por ejemplo, es
igual & 4 X 5.

En efecto, descomponiendo el multiplicando 5 en sus unidades,
y repitiendo esto tantas veces como unidades tiene el multiplicador,
tendrémos:

—_
++ + +
I

1010101
TRINTH!
+++

Y sumando ordenadamente estas igualdades , esto es, los prime-
ros miembros entre si, y los segundos entre si, tendrémos : por una
parte 5 repetido 4 veces, que, segun la idea que hemos dado de la
multiplicacion (M) , equivale & 5X4 ;y por otra, 4 repetido 5 ve-
ces, que, por la misma consideracion, equivale 44 X 5 ; y siendo
iguales estos dos productos , queda demostrado el teorema, y asi
de los demas ejemplos.
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Disposicion del célculo ;

1-h1+ i

h 1
1I |1-|-j
5x4=44-4 + 4+ 4+ 4= 4Xx5

Pasemos & considerar el caso eu que , teniendo el multipli-
cando varias cifras, el multiplicador no tiene mas que una.
Sea , por ejemplo , multiplicar 508 por 5. El producto puede ob-
tenerse por medio de la adicion en esta forma:

5 88888

2

Pero, segun el procedimiento que en lo sucesivo hemos de se-
guir, la operacion se dispone de este modo:

508
5
2540
y diremos: 8unidades por 5, son 40 , que componen 4 decenas
yiO unidades, siendo estas ultimas las que se ponen debajo de las
unidades del multiplicando.

0 decenas por 5son 0, y 4, procedentes del producto anterior, son
4 decenas que se escriben debajo de las decenas del multiplicando.

5 centonas por 5 son 25, que componen 2 unidades de millary 5
centenas, siendo estas Gltimas las que se ponen debajo de las cente-
nas del multiplicando , y las 2 unidades de millar & su izquierda.

Y el producto 2540 de este modo obtenido, es el verdadero pro-
ducto ; porque, seguirla idea que hemos dado de la multiplica-
cion (514), multiplicar 508 por 5 es hallar un tercer nimero que sea
respecto de 508 lo que 5 es respecto de la unidad ; y como 5 se com-
pone de la unidad repetida 5 veces, el tercer nUmero que se busca
habra de componerse de 508 repetido 5 veces. Pero acabamos de re-
jetir 5 veces las unidades, decenas y centenas de 508, y como lo que
se hace con las partes queda hecho con el todo , el todo, 6sea el na-
mero 508 propuesto, ha quedado repetido 5 veces, 6 sea multiplica-

do por 5.
Luego, regla; Para m%Uiplicar un ibimero de rafias cifras por
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otro de una sola, se coloca el segundo debajo de las unidades del pri-
mero , y se multi*lioanpoT él las unidades, decenas, centenas, etc. del
muUiplicando; y si de alguno de estos productos parciales se obtienen
unidades del inmediato superior, se reservan para afiadirlas al pro-
ducto siguiente.

El producto de uu nimero por 2 se llama duplo;y si es por 3,
triplo.

Escolio. Si se presenta el caso de que el multiplicando tenga
una cifray el multiplicador muchas, en virtud del teorema (i)
ilvertirémos el 6rdeu de los factores , y estamos en el caso anterior,
gue es mas cémodo.

Pasemos al caso més general de la multiplicacién de los nd-
meros enteros, que es aquél en que multiplicando y multiplicador
constan de muchas cifras. Empecemos por el caso méas sencillo.

Para multiplicar un nimero por 10, 100, 1000, y en general
por la unidad seguida de ceros , se escriben d continuacion del nime-
ro propuesto tantos ceros como acomparien d la unidad. Sea, por ejem-
plo, 78 multiplicado por 10; el producto sera igual & 780 , porque el
8 que se referia & unidades , ahora se refiere a decenas, y el 7 que se
referia & decenas, ahora se refiere & centenas : luego, si las diversas
partes de 78 se han hecho diez veces mayores , el namero 78 se ha
hecho diez veces mayor, 6 queda multiplicado por 10. A igual consi-
racion se prestan los demas casos analogos.

Disposicion de la operacion :

78X 10= 780 78 X 100= 7800 754 X 1000 = 754000.

Consideremos aun otro caso antes de entrar en el general:

Para multiplicar un ndmero j)or otro compuesto de una cifra sig-
nificalina seguida de uno 6 méas ceros, se multiplica el namero pro-
puesto por dicha cifra («»), y seescriben d continuacion delproducto
¢autos ceros como acomparien d la cifra significativa.

Ejemplo : 532 X 400 = 212800.

Multiplicar 532 por 400, segln la idea que hemos dado de la
multiplicacion, es hallar un tercer nimero que sea respecto de 532
lo que 400 es respecto de la unidad ; pero 400 se compone de la uni-
dad repetida 400 veces, luego el tercer nimero habrd de compo-
nerse de 532 repetido 400 veces Ahora bien, para repetir 400
veces el 532 podemos hacerlo segun queda dicho pero estos
400 sumandos iguales & 532 pueden considerarse reunidos en 100
grupos de & 4 sumandos cada uno. Cada grupo de & 4 equivale
(SiJ) & multiplicar por 4 el namero 532, 6 sea & 2128, y el grupo de
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loo sumandos ig'uales a 2128, equivale (caso anterior) & 212800.

;1O. Explicados estos dos ultimos casos, es muy facil explicar
el caso general. Sea, por ejemplo, multiplicar 5048 por 3028. Segun
la idea que hemos dado de la multiplicacién, multiplicar 5048 por
3028 es hallar un tercer nimero que sea respecto de 5048 lo que
3028 es respecto de la unidad ; pero 3028 se compone de la uni-
dad repetida 3028 veces, luego el niumero que se busca habra de
componerse de 5048 repetido 3028 veces, esto es, que para determi-
nar el producto pedido hay que repetir 3028 veces el multiplican-
do 5048, 6 lo que es lo mismo, 8 veces, mas 20 veces, mas 3000
veces, 6 lo que es lo mismo, hay que multiplicarle por 8 Y
después por 20 (**9), y después por 3000 (*9), y sumar, por ulti-
mo, estos productos parciales.

Luego, regla : Para multiplicar u% numero de narias cifras por
otro de varias cifras también, se toma por multiplicador aquél que
tenga ménos (*58, Esc.), para mayor comodidad, 6 cualquierasi son de
igual numero de cifras : se coloca el multiplicador debajo del multi-
plicando, procurando que se correspondan las unidades de un mismo
orden : se multiplica el multiplicando por las unidades del multipli-
cador ; después se multiplica por las decenas del multiplicador, colo-
cando este producto debajo del anterior y un lugar mas a la izquier-
da ; después se multiplicapor las centenas del multiplicador, colo-
cando este producto debajo del anterior y un lugar mas a la izquier-
da, y asi sucesivamente :por ultimo, se retinen estos productos par-
ciales, y la suma ser& el producto pedido.

Esta regla se funda en el postulado de qiQ para multiplicar
un numero por otro, se puede descomponer el multiplicador en
varios sumandos, multiplicar sucesivamente el multiplicando por
cada uno de ellos, y lasuma de los productos parciales sera el pro-
ducto total.

Disposicion de la Operacion :

73504
6023

“ 220512
147008
441024

442714592

3fl. Observaciones. 1.* El segundo producto parcial debe termi-
nar en cero, puesto que el multiplicador es 20 (S5>); pero en la
practica no se pone ese cero, que nada implica en la suma que hay
gue hacer después, y por eso se pone la primera cifra 8 un lugar mas
a la izquierda.
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El cuarto del"e terminar en 3 ceros, puesto que el multiplicador
es 6000 (39) ; pero en la préctica se dispensan por la misma razén
anterior, poniendo la primera cifra 4 dos lugares mas & la izquierda
gue el anterior ; y en general, por cada cero que haya en el multi-
plicador se corre & la izquierda la primera cifra del producto par-
cial inmediato, un lugar mas que el que corresponde correr por cada
producto parcial.

2* Si el multiplicador es igual a la unidad, el producto es igual
al multiplicando. Por consiguiente, todo niumero puede considerarse
como el producto de si mismo por la unidad. Asi: 7= 7 X 1.

Si el multiplicador es mayor que la unidad, como sucede en to-
dos los casos que hemos considerado, el producto es mayor que el
multiplicando.

Si el multiplicador es menor que la unidad, el producto es me-
nor que el multiplicando.

Si el multiplicador 6 el multiplicando, 6 arabos, son ceros, el
producto es cero.

Escolio. Recordando la descomposicion que se hizo del mul-
tiplicador en el caso general (30), y convirtiendo el multiplicador
en multiplicando (3?'), el producto de (4-1-2) X 3 serd igual & 4
X 3-h 2 X 3; es decir, que elproducto de una suma indicada por
un namero entero, se obtiene multiplicando cada sumando por dicho
numero ; la suma de los productos parciales serd el producto total.

Ejemplo; 4-h 2+ 5+ 1)x 3= 4x 3-1-2x 3-[-5x 3H-1x 3=
12+ 6+ 15-h 3= 36.

T, si estan descompuestos multiplicando y multiplicador en su-
mandos, se obtiene elproducto, multiplicando todos los sumandos del
multiplicando por cada uno de los sumandos del multiplicador ; \o
suma de los productos parciales serd el producto total.

Ejemplo; [4+2)x (3+5)=4x 3+2x 3+4x 5+ 2X 5
=12+6+20+10=48.

Como el producto de (5— 3) X 2 equivale al producto de 2 X
(5—3);y éste se obtiene tomando el 2 por sumando cinco veces, y
después tres veces, restando seguidamente el segundo resultado del
primero ; elproducto de una diferencia indicadapor un numero en-
tero, se obtiene multiplicando el minuendo y sustraendo por dicho
numero, y restando el segundo producto parcial del primero , el res-
to sera el producto pedido.

Ejemplo ; (10--4}x3 = 10x3—4x3 = 30-12 = 18,
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ConoLARio. Siendo (4+ 2--5+ 1)x 3=4.3+ 2.3+ 5.3f1i.3
y (10—4)x3 = 10.3—4.3:
Reciprocamente 4.3-]-2.3-}-5.3H-i.3 = (4+ 2-t-5+ 1}x3,
y 10.3—4.3=(10 —4).3
A esto se llama transformar en producto una suma ¢ una dife-
rencia indicada, 0 sacarfuera de un paréntesis elfactor comin & los
términos de una suma 0 diferencia indicada.
3® EI producto indicado 5 X2 X 4 X 9 digfiifica que 5 se ha
de multiplicar por 2, y el producto por 4, y el producto por 9 :
de suerte que .

5X2x 4x9 = 10x4x9 =40X9 = 3&.

33. Varaos & demostrar una nueva propiedad, que es una am-

pliacién del teorema , & saber:
Teorema. Un producto de varios factores enteros no se altera

cualquiera que sea el orden de éstos.

Sea el mismo producto indicado 5 X 2 X 4 X 9.

Demostremos primeramente que dos factores consecutivos, por
ejemplo, 2 y »*pueden mudar de lugar sinque elproducto seallere.

En efecto :
5X 2= 5-i-5;

y como dos cosas iguales no dejan de serlo, porque se multipli-
guen por un mismo numero, multiplicando los dos miembros de
esta igualdad por 4, tendrémos

5x2x4 =5x4-h5x4;
y COmo 5X 44-5x 4=5x4x2

y dos cosas iguales & una tercera son iguales entre si
5x2x4 = 5x4x2:

multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 9, tendrémos
finalmente

5x2xXx4x9=5x4x2x9.

Y variando de lugar dos factores consecutivos las veces conve-
nientes, cada factor podra ocupar el lugar que se quiera, sin que el
producto se altere, que es lo que demuestra el principio general.

Corolario. Para multiplicar un producto de varios factores en-
teros por un nimero entero, basta multiplicar uno cualquiera de di-
chos factores por el entero.
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En efecto, si queremos multiplicar 2 X o X Qpor 7 ; puesto que

14x 5% 6= 2x 7x 5x )= 2x 5x 6x ~ laproposiuion es exacta.

Y el producto de varios nimeros es igual al de todos los factores
de ellos.

Otro. Para multiplicar dos 6 mas factores, uno 6 mas de los
cuales terminen en ceros, se verifica el producto prescindiendo de
los ceros y poniendo & continuacion del producto tantos ceros como
sigan al factor 6 factores.

En efecto, puesto que

470x500x78000=47x10x5x100x78 X 1000 =
47x5x78x10x100x1000 = 47x5x"
la proposicion os cierta.

Disposicion de dos ejemplos ;

47000 = 47000
2300 23
141 141
94 94
108100000 1081000

Teorema. FI m'mero de cifras de %n producto de dos fac-
tores es igual & tantas, ¢ & tantas ménos una, como tienen los dos
factoresjuntos.

En efecto, el producto 508 X 23 esta comprendido entre

608 X 10
O 508 X 100

Pero 508 X 10 consta de 4 cifras; 508 X 100 consta de 5 cifras ;
luego la proposicion es cierta.

Escolio general. De todo lo expuesto se deduce que en la mul-
tiplicacién de dos factores sise anade 6 quila & uno de ellos un numero
entero cualquiera, el producto tendra tantas unidades mas, 6 inénos,
como exprese el producto de dicho nimero por el otro factor.

Fi se multiplica cadauno de los factores por un numero entero,
el producto resulta multiplicado por el producto de dichos nimeros.

81 se multiplica uno de los factores por un numero entero, el pro-
ducto resulta multiplicado por el mismo namero.

Productos iguales dedos factores con un factor igual, tienen
también igual el otro factor. De dos productos desiguales que tienen
un factor comun, el producto mayor tendrd mayor el otro factor :
de dos productos iguales con factores diferentes, el que tenga ina-
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yor 6 menor multiplicando (6 multiplicador), tendra menor 6 mayor
multiplicador (6 multiplicando).

Por ultimo, aunque la operacion debe empezarse por la derecha,
puede seguirse el drden que se quiera en la multiplicacion del multi-
plicando por cada una de las cifras del multiplicador, con tal que al
sumar los productos parciales se coloquen unos debajo de otros,
correspondiéndose unidades de 6rdenes iguales.

Abreviaciones de la multiplicacién de losnimeros enteros.

Para multiplicar un nimero entero por 11 basta colocar dicho n(-
mero encima ¢ debajo de si mismo, un lugar mas & la derecha 6 iz-
quierda, y lasuma de los dos nimeros asi dispuestos sera el producto
pedido.

324 324
324 324

Asi, 324 X 11=3564 , 6 bien 3564

Para multiplicar un nimero entero por otro compuesto de dos ci-
fras, una de las cuales sea la unidad, siendo la otra una cifra sig-
nificativa cualquiera, se multiplica por ésta el nimero propuesto,
y se coloca encima 6 debajo de él, el producto, corriéndolo un
lugar & la derecha, sidicha cifra es de unidades simples, y un lu-
gar & la izquierda, si fuere 6 representare decenas.

528
2112

Asi, 528x14= 7392
528

2112

Pero 528x41 = 21648

DIVISION.

34, Division, en general, es ima operacion que tienepor objeto,
dados dos nimeros, determinar un tercero que exprese las xeces que
elprimero contiene al segundo.

Segln la explicacion que hemos dado de la multiplicacion, el
producto se compone de uno de los factores (puesto que cualquiera
puede ser multiplicando, siendo el otro multiplicador), repetido tan-
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tos veces como unidades tenera el otro ; esto es, el producto contiene
a uno de los factores tontas veces como unidades ter™>a el otro factor;
lueg-o también puede decirse que la divisién tiene por objeto, dado

producia de dosfaciore.? y uno de &¢0s, hallar el otro factor, vy
bajo este aspecto la operacién es inversa de la multiplicacion, y por
consiguiente el divisor, nmltiplicado por el cociente, da di divi-
dendo.

El nimero que contiene al segundo se llama dividendo ; el se-
gundo, ; el resultado, cociente (del latin quoties ; cuantas
veces); y la accion de hallar este resultado, dividir.

Y atendida la acepcidn de estos tres primeras palabras, & saber :
dividendo (lo que se ha de dividir), divisor (el que divide) y cociente
(cuantas veces), pudiera decirse también que el objeto de la division
es dwidir un numero en tantas partes iguales como unidades tiene
otro, y esen efecto una de las aplicaciones que tiene esta operacién
a los casos ordinarios de la vida.

Para expresar la division se ponen entre el dividendo v el divisor
dos puntos (:) signo que se lee dividido 6 partidopor <también se
usa una raya, escribiegﬂo encima el dividendo y debai'o el divisor |

: 8, 6bien ~ |, se lee: 24 partido 6 dividido por 8.

35. Asi como hemos podido f#r.) determinar un producto por
medm de adiciones sucesivas, podrémos determinar un cociente por
medio de sustracciones, y éste serd igual al namero de sustracciones
gue puedan hacerse.

Sea el mismo ejemplo 24 : 8= 3.

3 es el cociente; porque, siendo 3 las sustracciones que pueden
verificarse, 3 son las veces que el divisor 8 esta contenido en el di-
videndo 24.

Disposicién do la operacion ;

A poco que se practique este procedimiento, se conocera lo largo
ypenosoquees, cuando el cociente tenga muchas unidades. Asi,
seguirémos otro mas breve.

3«. Si el dividendo tiene unacifra6 dosy el divisor una, para
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determinar el cociente basta saber de memoria la tabla de Pitlia-
goras.

Asi, 8:2=4; 42:7=C; 81:9=9; 38:9=4 y quedan 2 de residuo.

37. Se dice que la divisidn es exacta cuando el dividendo con-
tiene al divisor un nimero entero de veces, como en los ejemplos
8:2=4, 42:7 = 6,81:9 = 9,y este cociente se llama exacto.

Y se dice que la division es inexacta cuando el dividendo no con-
tiene al divisor un nimero entero de veces. En este caso se llama
cociente entero el mayor nimero entero de veces que el dividendo
contiene al divisor; y este cociente es inexacto ¢ incompleto.

Segun la idea que hemos dado de la division (3-1), en la division
exacta, el divisor, multiplicado por el cociente, produce el dividen-
do; y en la inexacta, el divisor, multiplicado por el cociente, pro-
ducen un numero que se diferencia del dividendo en otro numero
llamado resto 6 residuo.

En el ejemplo 38:9, 4es el cociente entero, y 2 el residuo 6
resto.

Es evidente que, si al producto del divisor por el cociente se
afiade el residuo, se obtiene el dividendo.

También es evidente que el resto ha de ser menor que el divisor;
pues de lo contrario, el divisor estaria todavia contenido en el divi-
dendo una 6 mas veces.

tiH.  Vamos & dividir un nimero de mas de dos cifras por otro
de una.

POSTULMVDO :  para dividir &n nxmero por otro, se pxiede descom-
poner el dividendo en varios sumandos, dividir sucesivamente cada
uno de ellospor el divisor, y la sxima de los cocientes parciales sera
el cociente total. Sea, por ejemplo, 2289 : 7.

La Operacién se dispone en esta forma :

2289 17
21 327
18'
44
49
49

Como 7 X 100, 6 sea 700, es menor que el dividendo 2289,y 7 X
1000, 6 sea 7000 , es mayor que 2289, el cociente serd mayor que 100
y menor que 1000 ; esto es, tiene 3 cifras; es decir, que el cociente
consta de unidades, decenas y centenas.

Considerada esta operacion como inversa de la multiplicacion,
el dividendo 2289 contiene los productos respectivos del divisor 7



35

por las unidades, decenasy centenas del cociente sumados en-
tre si. Y como el divisor, multiplicado por las unidades del cocien-
te, puede dar unidades, 6 unidades y decenas, que se araalg-aman
con las decenas del producto del divisor por las decenas del cociente,
no se sabe en qué parte del dividendo se halla aquel producto, que!
conocido que fuera, y partido por el divisor, nos diera las unidade;
del cociente. *

Por una consideracion analoga se prueba que no puede empe-
zarse determinando la cifra de las decenas del cociente.

Pero el divisor 7, multiplicado por las centenas del cociente, lo
ménos que da son centenas : lueg-o este producto se halla desde el 2
en adelante, 0 sea en el grupo de 22 centenas del dividendo, que,
partido por el divisor , nos daré las centenas del cociente. Y con esto
queda explicado porqué, empezando la adicion, sustraccion y mul-
tiplicacion por la derecha, 0 sea por las unidades inferiores, la di-
vision se empieza por la izquierda, 6 sea por las superiores.

Y dirémos, 22 centenas divididas por 7, dan 3 centenas, 0 sean
las unidades superiores del cociente.

Pero en las centenas del dividendo puede haber unas que proce-
dan del producto del divisor por las centenas del cociente, y otras
que procedan del producto del divisor por las decenas y unidades
del cociente ; conviene distinguir unas de otras, para que, cono-
cidas las del segundo origen, las reduzcamos & decenas, y sumadas
con las decenas del dividendo, podamos partirlas por el divisor para
determinar las decenas del cociente.

Y dirémos : 3 centenas del cociente por 7 son 21, que se ponen
debajo de las 22 del dividendo, y restadas de éstas, obtenemos 1 que
componen 10 decenas, que sumadas con las 8 decenas del dividen-
do, son 18 (lo que en la préctica se llama bajar el 8).

Por las razones antedichas, aln no podemos determinar las
unidades del cociente.

Pero como el producto del divisor por las decenas del cociente lo
meénos que da sou decenas , este producto se halla desde el 8 en ade-
lante, 6 sea en el grupo de 18 decenas, que, partido por el divisor,
nos dard las decenas del cociente, porque el cociente es siempre de
la especie de lo que se divide.

Y dirémos, 18 entre 7, & 2 decenas para el cociente.

Y como en las decenas del dividendo puede haber unas que pro-
cedan del producto del divisor por las decenas del cociente, y otras
que procedan del producto del divisor por las unidades del cociente,
conviene distinguir unas de otras, para que, conocidas las del se-
gundo origen, las reduzcamos & unidades y , sumadas con las uni-
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dades del dividendo, jiodanios partirlas por el divisor para determi-
nar las unidades del cociente.

Y dirémos : 2 decenas del cociente por 7 son 14, que se ponen de-
bajo de las 18 del dividendo, y restadas de éstas, obtenemos 4, que
componen 40 unidades , y sumadas con las 9 unidades del dividen-
do, son 49 Mo que en la practica se llama bajar el 9).

Y dirémos finalmente : 49 entre 7, & 7 unidades para el cociente
exactamente ; y, multiplicadas las 7 unidades por el divisor 7, dan
por producto 49, que, restadas de las 49 unidades del dividendo,
presentan por resto cero.

Los dividendos 22 centenas, 18 decenas y 49 unidades se [laman
dividendos parciales para disting-uirlos del dividendo total éprinci-
pal. Y los cocientes 3 centenas, 2 decenas y 7 unidades, se llaman
cocientes piardales, gue juntos componen el cociente total.

Escolio 1* En la practica no se escriben los productos debajo
de los dividendos parciales para hacer las sustracciones sucesivas.
Se dice simplemente : 7 X 3son 21, 422va 1l;7 X son 14,4 18
van 4; 7 X 7 son 49, 4 49 van 0.

Esto se explicara mas adelante.

Escolio 2.“ Cuando el divisor tiene una sola cifra, la operacion
puede efectuarse también de esta manera :

2289
327

Diciendo : la sétima parte de 2 unidades de millar es cero, que
no se escribe a la izquierda de los numeros enteros, y quedan de
resto 2, que valen 20 centenas, que, sumadas con las dos centenas,
son 22.

La sétima parte de 22 centenas es 3, y queda 1 de resto, que vale
10 decenas, y sumadas con las 8 decenas, son 18.

La sétima parte de 18 decenas es 2, y quedan 4 de resto, que
valen 40 unidades, que sumadas con las 9 unidades, son 49.

Por Gltimo, la sétima parte de 49 unidades son 7, sin resto

ninguno.
aii. Seaotro ejemplo :
525 i5
25 105
u

Como 3 X 100= 500, nimero menor que el dividendo 525 y
5X 1000=5000, mayor que 525, el cociente es mayor que 100y
menor que 1000 ; tiene centenas, decenas y unidades.
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Dirémos : 5 centenas divididas por 5 dan 1 centena O sean las
unidades superiores del cociente.

5X 1=5, que restadas de las 5 del dividendo, dan curo por
resto.

2 decenas divididas por 5 decenas dan cero.

5X0= 0, que restado de las 2 del dividendo, nos dan 2 por res-
to, lo cual indica que en este casoy sus analogos el cociente no
tiene unidades de este érdeu, y que hay que reducir-las 2 decenas
& unidades, que son 20, y sumadas con las que tiene el dividendo,
son 25, que partidas por 5 dan 5 unidades sin resto ; pues 5x5
= 25, 4 25 cero de resto.

De lo dicho se deduce la regla siguiente : Paro, dimdir un na*
mero de mrias cifraspor otro de una, se separa en el dividendo la
primera de la izquierda por una coma, si es mayor que el divisor 6
igual a éste; y si es menor, se separan dos ; esta O estas dos cifras se
dividenpor el divisor ; el cociente se multiplica por ély se resta el
producto del dividendo parcial : & la derecha del resto [que sera me-
nor que el divisor) se escribe la cifra siguiente del dividendo total,
formando asi el segundo dividendo gyarcial, que se divide por el di-
visor : el nuevo cociente parcial se multiplica por éste, y elproducto
se resta del segundo dividendo parcial; y asi se continla hasta obte-
ner un resto final cero, en cuyo caso la division es exacta, 6 hasta
que se obtenga un restofinal menon que el divisor, en cuyo caso ha-
brémos obtenido el cociente entero de una division inexacta.

miO. Para dividir un numero que termine en ceros por , 100,
1000 y engeneral por la unidad seguidla de ceros, se suprimen en el
nlmero propuesto tantos como acompafien d launidad, y el nuevo nd-
mero que se obtiene, hecha esta supresion, es el cociente exacto. Sea
por ejemplo, 527000:100 : el cociente sera 5270. En efecto, el 5
que se referia & centenas de* millar, ahora se refiere & unidades de
millar ; el 2 que se referia & decenas de millar, ahora se refiere &
centenas ; y el 7 que se referia a unidades de millar, ahora se refiere
adecenas : luego, si las diversas partes del nimero 527000 se han
hecho 100 veces menores, el nimero 527000 se ha hecho 100 veces
menor 6 queda dividido por 100.

Disposicion de la operacion :

527000:100= 5270  4800:10= 480 72800>100= 728 50:10=5.
41. Para dividir un numero entero cualquiera por 10, 100,

1000, y engeneralpor la unidad seguida de ceros, basta separar d la
derecha por medio de una coma tantas cifras como ceros acompafien
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¢ la unidad: lo que quede & la izquierda de la coma sera el cociente
entero; y loque se aparte a la derecha , el resto. Sea, por ejemplo,
3928 a dividir por 10, que ea lo mismo que 3920 unidades 8 uni-
dades divididas por 10. Pero 3920 : 10 da por cociente exacto 392;
las 8 unidades son un nimero menor que el divisor: lueg*o 8 sera el
resto.

Sea otro ejemplo, 5749 : 100 = 5700 unidades + 49 unidades
divididas por 100. Pero 5700 : 100 da por cociente exacto 57; las 49
unidades son un numero menor que el divisor: luego 49 sera el
resto.

4 5. Pasemos a considerar el caso en que teniendo dividendo y
divisor varias cifras el cociente no tiene mas que una.

Sea por ejemplo :

5585 1 693
4 8

Siendo el dividendo menor que 6930, 6 sea menor que 693 X 10,
es evidente que el cociente no puede tener dos cifras , puesto que 10
es el menor nimero posible de dos cifras : tendrd pues una sola ci-
fra. La cuestion esta reducida & determinar esta cifra. Esta determi-
nacion se hace por tauteo para el cual hay varias reglas. Nosotros
seguirémos la que establece Mr. Bourdon , que es como sigue :

Se divide mentalmente el dividerloparcial (en el ejemplo presente
dividendo parcial y dividendo total son una misma cosa) por lacifra
que se trata de ensayar , sin detenerse en tanto que las cifras obteni-
daspara los cocientesparciales de esta division mental sean iguales &
las cifras correspondientes del divisor propuesto ; pero en el momen-
to en que una de las cifras que se obtienenpara cociente sea mayor 0
menor que su cifra correspondiente del divisor, se suspende esta ope-
racion : si es mayor, lacifra que se ensaya es buena; si es menor, la
cifra que se ensaya esgrande , y disminuida enuna unidad, se ensa-
ya la nueva cifra como anteriormente.

Ensayemos la cifra 9 en el presente ejemplo, diciendo :

Novena parte de 55=6, cifra igual ala primera del divisor.

Novena parte de 18=2, cifra menor que la segunda del divisor.
El 9 es grande.

Con efecto, cualquiera que sea la cifra que falta por determinar
del cociente de 5585 ; 9, este cociente es de la forma 620 y tantas,
esto es, menor que 693. Pues si ha de ser un niUmero menor que 693
el que multiplicado por 9 dé un producto que pueda restarse del
dividendo 5585, es evidente que 693 X 9 no puede restarse de 5585;
y como el divisor 693 no puede disminuir, disminuiremos la cifra
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gue estamos ensayando para cociente, y ensayarémos la cifra 8,
diciendo : *

Octava parte de 55=6, cifra ig'ual & la primera del divisor.

Octava parte de 78=9 , cifra igual & la segunda del divisor.

Octava parte de 65=8, cifra mayor que la correspondiente del
divisor. El 8 es buena cifra.

Con efecto , si 8 X 698 puede restarse de 5585, con mayor razon
8 X 693 podra restarse, pues que 693 es menor que 698.

Puesta la cifra 8 en el cociente, se multiplica por el divisor, y el
producto se resta del dividendo de esta manera:

8 X 3=24 ;425va 1. Y hay que tener presente que, para que
las cinco unidades del dividendo se conviertan en 25, se han toma-
do mentalmente 2 unidades del 6rden inmediatamente superior :
por manera que al hacer la sustraccion en el orden inmediato, se
considera disminuida la cifra del minuendo 6 aumentada la del sus-
traendo en dos unidades (®S) diciendo :

8 X 9=72, mas 2, son 74, & 78 van 4. Para que las 8 decenas
se conviertan en 78, se han tomado mentalmente 7 unidades del 6r-
den inmediato superior : por manera que al hacer la sustraccion en el
orden inmediato , se considerara disminuida la cifra del minuendo 6
aumentada la del sustraendo en 7 unidades (®f) , diciendo :

8 X 6=48, mas 7 son 55, 455 va 0, que no se pone & la iz-
quierda de los enteros.

Esta division es inexacta : cociente entero 8, y resto 41.

43. Entremos yaa explicar el caso mas general de la division de
los nimeros enteros, que es aquél en el cual dividendo, divisor y
cociente tienen varias cifras.

Sea por ejemplo :

320076 374
%87 877

2696
78

Haciendo una consideracion analoga & la que hicimos anterior-
mente (4«) , el cociente que buscamos tiene cuatro cifras, esto es,
unidades de millar, centenas, decenas y unidades; y el producto
del divisor 374 por las unidades de millar del cociente se halla en las
3320 unidades de millar del dividendo : luego reciprocamente, divi-
diendo 3320 por 374 (4S) obtenemos las unidades de millar del co-
ciente, que segln la regla de tanteo (43) son 8.
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Se multiplica el cociente parcial 8 por el divisor, y el producto se
resta del dividendo parcial 3320 (4«) para conocerlas unidades de
millar del dividendo que proceden del producto del divisor por las
centenas, decenas y unidades del cociente. En el presente caso-son
328, que componen 3280 centenas; y como no hay centenas que
ag'reg-arles, 3280 centenas son las que se dividen por 374 para ob-
tener las centenas del cociente, que segun la misma regla detanteo
son 8.

Se multiplica el cociente parcial 8 por el divisor, y el producto
se resta del dividendo parcial 3280 para conocer las centenas que
proceden del producto del divisor por las decenas y unidades del
cociente. En el caso presente son 288 que componen 2880 decenas,
méas 7 que hay en el dividendo, son las 2887 decenas que hay que
dividir por 374 para obtener las decenas del cociente que, segln la
misma regla de tanteo, son 7.

Se multiplica el cociente parcial 7 por el divisor, y el producto
se rosta del dividendo parcial 2887, para conocer las decenas que
proceden del producto del divisor por las unidades del cociente. En
el Ju'esente caso son 269 que componen 2690 unidades, mas 6 que
hay en el dividendo, son las 2696 unidades que hay que dividir por
374 para obtener las unidades del cociente, que, segin la misma
regla de tanteo son 7.

Pista division es también inexacta: cociente entero 8877; y
resto 78.

Después de todo lo expuesto, puedo darse la siguiente regla
GENERAL :

Pao'd dividir un nimero de varias cifras por otro también de
varias, se escribe el divisor a la derecha del dividendo, separados
por una raya vertical, poniendo otra horizontal debajo del divisor.

&eseparan & la izquierda por tona coma en el dividendo tantas ci-
fras como hay en el divisor, 6 una més si el conjunto de las prime-
ras es menor que el divisor ; la Gltima cifra de la derecha de este di-
videndo parcial indica el 6rden superior de unidades del cociente. Se
divide este numero por el divisor ; el cociente se escribe debajo del
mismo , se multiplica por éste, y elproducto se resta del primer di-
videndo parcial.

Al lado del resto se escribe lacifra siguiente del dividendo, se di-
vide este numero, asi formado, por el divisor ; este nuevo cociente se
escribe & la derecha del primero ; se multiplica el divisor por este
segundo cociente, y se resta el producto del segundo dividendo
parcial.

Al lado de este resto se escribe la cifra siguiente del dividendo;
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se dimde este nimero. asiformado, por el dimsor : este omero cocieoi-
te se escribe & la derecha del segnoido; se multiplica el divisor por
este tercer cociente parcial, g se resta elproducto del tercer divi-
dendo parcial.

Y se continda de lamisma manera.hasta escribir la cifra de las
unidades del divideoido d la derecha del resto correspondiente, y ob-
tener , después de la determinacién del Gltimo cociente parcial y de
la multiplicacion y sustraccion consiguientes., un restofioial igual d
cero, 6 menor que el divisor.

44. Observaciones. 1." Para conocer si una cifra colocadaen
el cociente es buena, se observar la regla siguiente :

No es grande si el producto de dicha cifra por el divisor se pue-
de restar del dividendo parcial correspondiente.

No es pequefia, si se obtiene un resto ménor que el divisor.

Fundados en que el producto del divisor.por el cociente es igual
al dividendo, cstablecerémos estas otras :

2. *“ Paradividir un producto indicado de dos 6 méas factores por
un nimero que divida exactamente & uno de ellos, se divide éste
por el divisor, y el cociente multiplicado por el otro 0 otros facto-
res, sera el cociente total.

Asi, 24X7X5; 3= 8X7 X 5; porque 8X7X5X divisor 3=
8.3 7 dividendo 24. 7. 5. Y por consiguiente un producto
indicado de varios factores queda dividido por uno de éstos con su-
primir dicho factor. Asi, 5x3x7 :3—5x7 porque cociente 5X7X
divisor 3=5x7 x 3 — dividendo 5x3X7.

3. “ Lasuma 6 diferencia indicadas de dos nimeros se divide por
un nimero entero , dividiendo sus términos por dicho namero, y
la suma 6 diferencia de los cocientes parciales sera el cociente total.

Asi, (10+6):2 = (10:2)4-(612)= 8. (10-6) :2=(10i2)—[6i2) = 2.

4. ' El nimero de cifras del cociente es igual & la diferencia en-
treMas del dividendo y las del divisor, 6 & esta diferencia mas una.
5. " Soblo en casos tan raros como el presente, es indiferente

empezar la divisién por la izquierda 6 por la derecha, y &un asi, es
preciso dar & los cocientes parciales la colocacion correspondiente.
3609 _
0000 1203

6. Aumentando el dividendo 6 disminuyendo el divisor, el co-
ciente aumenta.

~ Disminuyendo el dividendo 6 aumentando el divisor, el cociente
disminuye.
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7. " El cociente no se altera dividiendo 6 multiplicando el divi-
dendo y divisor por un mismo nimero entero.

Seael ejemplo 24 ; 6=4; de donde 24=6X4.

Y como cantidades iguales no dejan de serlo multiplicando-
las ¢ dividiéndolas por un mismo ndmero entero, se verifican tam-
bién las igualdades 72=18x4 , 12=3X4 ;la primera de las cuales
se deduce del ejemplo propuesto, multiplicando el dividendo y divi-
sor por 3, y la segunda dividiendo el dividendoy divisor por 2 ; las
cuales demuestran la proposicion.

Pero si el dividendo solo, 0 el divisor solo, se multiplica por
un numero entero ¢ se divide por uno de sus divisores, el cociente
quedara multiplicado 6 dividido por el mismo namero en el primer
caso, y dividido 6 multiplicado en el segundo.

También se deduce que multiplicando 6 dividiendo el divi-
dendo y divisor de una division inexacta, por un numero entero, el
cociente entero no se altera, pero el resto queda multiplicado 6 divi-
dido por dicho namero.

8. “ De aqui que : si dividendo y divisor terminan en ceros,
pueden suprimirse en ambos igual nimero de ceros, para sim-
plificar la operacion sin alterar el cociente.

9. “ Sieldivisor esigual & la unidad , el cociente es igual al di-
videndo.

De donde todo nimero entero puede considerarse como el cocien-
te de si mismo partido por la unidad.

Si el divisor es mayor que la unidad, el cociente esjnenor que
el dividendo.

Si el divisor es menor que la unidad, el cociente es mayor que
el dividendo.

Si el dividendo es mayor que el divisor, el cociente es mayor
que la unidad.

Si el dividendo es menor que el divisor, el cociente es menor
que la unidad.

Si dividendo y divisor son iguales, el cociente es igual & la
unidad.

Si el dividendo es cero y el divisor un numero cualquiera, el
cociente es también cero.

10. “ Cocientes iguales condividendo 6 divisor comun, .tienen
iguales divisor 6 dividendo : de dos cocientes desiguales que tienen
el dividendo comun, el mayor corresponde al menor divisor: y de
dos cocientes desiguales que tienen el divisor comun , el mayor
corresponde al mayor dividendo.
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ELEVACION A POTENCIAS.

45. Elevacion Kpotencias, en general, €S um operacion que tie-
ne por objeto formar los productos sucesivos que pueden obtenerse,
multiplicando por si mismo varias veces un numero daao.

Esos productos toman el nombre  potencias”y la accion de for-
mar los productos se llama elevar apotencias.

k-U.., potencia segunda 0 un numero (que también se Ilama cua-
drado) es el producto que resulta de multiplicarle por si mismo una
vez, 6 de tomarle por factor dos veces.

Tercerapotencia de un numero (que también se llama cubo) es
el producto que resulta de multiplicarle por si mismo dos veces, ¢ de
tomarle por factor tres veces.

Cuartapotencia de un namero es el producto que resulta de mul-
tiplicarle por si mismo tres veces, 6 de tomarle cuatro veces por
factor.

Y en general, potenciada cierto grado de un namero es el pro-
ducto que se obtiene multiplicando dicbo ndmero por si mismo tan-
tas veces menos una, como'unidades tenga el grado de la potencia,
6 tomandole por factor tantas veces como unidades tenga dicho
grado.

Yi\grado de una potencia de un nimero se indica por medio de
otro nimero mas pequefio, colocado a la derecha y un poco mas ele-
vado , llamado exponente.

Las potencias segunda, tercera, cuarta , quinta, etc., se indican
por medio de los exponentes 2, 3, 4, 5, etc., en esta forma :

9 X 9= 95 9X 9X 9= % 9X 9X 9X 9= 9 etc.

Es evidente que para saber formar las potencias de los nimeros
basta saber multiplicar. Sin embargo , recomendamos a los alumnos
gue conserven en la memoria los cuadradosy cubos de los diez pri-
meros nimeros que estan en la tablasiguiente :

1,2, 3, 4, 5 6, 7, 8, 9, 10: snlos dezprimerceninercs

1,4, 9,16, 25 36,49 64, 81, 100: SNScuadrados reSpectives
I-, 8, 27, 64, 125, 216,343,512, 729, 1000; sonsus oA respectives

4ii. Como consecuencia de esto, y recordando lo expuesto en la
multiplicacién, podemos afirmar:

1® Que el cuadrado de cualquier numero compuesto de la unidad
seguida de ceros™ es iguala la unidad seguida de’doble numero de

ceros.
Asi, 10*=10. 10= 100; 100*=100.100 = 10000-
1000* = 1000 . 1000 = 1000000.
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2.” Que el cuadrado de cualquier cifra sipiifcaéim seguida de
ceros , se compone del cuadrado de dichacifra seguida de doble nime-
ro de ceros.

Asi, W-= 30.30=900; 400®= 400.400= 160000 ;
7000%= 7000 . 7000 = 49000000.

5.” Que el cubo de la unidad seguida de ceros, se compone de la
unidad seguida de triplo nimero de ceros.

Asi, 10¥= I, 10.10= 1000; 100= 100 . 100.100 = 1000000,
1000"=1000.. 1000 . 1000= la0C(OO0

4.*  Que el cubo de cualquier nimero compuesto de una cifra signi-
ficatwa seguida de ceros, es igual al cubo de dicha cifra seguida de
triplo nimero de ceros.

Asi, 40= 40 40.40= G400 ; 700"= 700. 700.700 = 343000000
L8J0*= 8000.8000 . 8000 = 512000000000.

> Quelaspotencias segunda, tercera, cuarta, etc. del nimero
IO (al cual hemos llamado base de nuestro sistema de numeracion)
son cabalmente las unidades de tercero, cuarto, quinto 6rden, etc.,
del mismo sistema.

Asi, 10"= 100; 10”= 1000; 10"=10000; 10”= 100000, ele.

6.° Que un numero entero sin exponentepuede ser considerado (si
se quiere) como afectado del exponente 1, que nada influye sobre la
manera de ser de un numero ni como factor ni como divisor, ni como
exponente.
Asi, 3=3°; 7=7».

Pero lio nos atrevemos & potencia deprimer grado, que para
nosotros siempre ha sido una cosa que carece de sentido. Como lo es
también el que se considere que un ndmero pueda entrar una sola
vez por factor. ¢Factor de qué, si no hay producto? ¢De qué produc-
to proviene la Wad'alizprimerapotencia ?Las potencias empiezan
la segunda, como que dos es el minimum de factores que han de en-
trar & formar producto.

7.° Que una potencia cualquiera de la unidad es igual d la
unidad.
Asi, 1®=1;P=1|; 1I'>=1

8.° Que laspotencias de todo nimero entero crecen y decrecen, se-
gun que el exponente de lapotencia crece ¢ decrece.

Asi, 7°> 7*; y reciprocamente 7*< V.
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Este signo >> 0 <C, inventado por el inglés Harriot en el si-
gloX VI, sirve para indicar que una cantidad es mayor que otra, co-
locando la abertura del lado de la cantidad mayor. Asi, 30;>20, 0
20<!130 , se lee 30 mayor que 20 , 6 20 menor que 30.

9.“ Qug laspotencias de nnproducto de variosfactores seforman
elevando cadafactor a la mismapotencia, y multiplicandolos después
entre si.

En efecto: (2x8x15)*= (2x 8x15} X (2x8x 15) = 2x8 X I5x
2x8x15 =2x2x8x8x 15x15 (»«).

y reuniendo los factores iguales por medio del esponente 2, tendre-

mos por ultimo :
(2x8x15)*= 2~AX8*xI5*.
Sea (3x4x10)"=(3x4x10)x{3x4xI10) x(3x4x10) =
3.4.10.3.4.10.3.4.10=3.3.3.4.4.4.10.10.10 (»«).

y reuniendo los factores iguales por medio del exponente 3. teiidré-
inos por ultimo :
(B3X4xI0 F= Hx4=X 10b

Acabamos de decir que \b&potencias Hh los nimeros se ob-
tienen por medio de multiplicaciones. Esto no obstante , vamos a ex-
plicar otro método de formar el cuadrado y el cubo de los nUmeros
enteros mayores que 10, para deducir de abi mas adelante la manera
de extraer la raiz cuadrada y cubica de los mismos.

Sea , en primer lugar, el cuadrado de la suma indicada de dos
nameros enteros : éste se compone del cuadrado del primero, mas el
doble producto delprimero por el segundo , mi(* el cuadrado del se-
gundo.

Sea, por ejemplo, (5-i-'?)-

Con efecto; (5+7)* es igual a4 (5+7)x(5+7), estoes, (5+ 7)x5
mas (5+ 7)x7 ; pero (5+7 )x5e.s igual 45x5 + 7x5, estoes,
5%+7 X5 ;y (5+7) X7 esigual A5X 7+ 7Xx7, esto 0s, 5X7+7%*;

y como de estos cuatro productos parciales, son iguales el segundo
y tercero; podemos reunirlos bajo la forma de uno solo multiplicado
por 2, y el producto total serd 5"+ 2x5x7-t~7*, conforme con el
enunciado.

CoROLAIu0. Za diferencia de los cuadrados de dos nimeros enteros
consecutivos\es igual al duplo del menor mas 1.

Asi {T+1 ) N=T*+2.7 + 2XT+1, D»=10"+2.10+1
HARRS 10= 1
Diferencia de los segundos micmhro.s............ 2.10+1.

Asi, la diferencia entre 9*y 8% es 17; estoes, 81 —A=17= 2.8+ 1.
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Corolario 2" Considerando allora que todo numero entero ma-
yor que 10 puede descomponerse en decenas y unidades, dirémos
que su cuadrado consta de tres partes , 4 saber: cuadrado de las de-
cenas, més el duplo de las decenaspor las unidades, mas el cuadrado
de las unidades.

Ejemplo; 3472=34® decenas-h2 .3-i decenas x 7unid, -f-7* unid. =

11é6 centenasH- 476 decenas+49 unidades= 120409 unidades, 0 sea,

347®= (340+7)*=340-+2.340. 7+7®= 115600+4760+49 =120409
0sea 347x347 = 120409.

Escolio. Tengamos muy presente, que aunque el cuadrado de
las decenas da centenas, y el doble producto de decenas por unida-
des da decenas; como el cuadrado de unidades puede dar unidades
solamente (cuadradosde 1,2 y 3), y puede dar unidadesy decenas,
(cuadrados de 4, 5, 6, 7, 8y 9), hay muchos nimeros enteros (la
generalidad de ellos) en los cuales existen decenas procedentes de
la tercera parte del cuadrado, 6 sea del cuadrado de las unidades,
amalgamadas con el duplo de decenas por unidades; Yy existen tam-
bién centenas procedentes de las demas partes del cuadrado amalga-
madas con el cuadrado de las decenas.

41ft.  Sea, en segundo lugar, el cubo de la suma indicada de dos
nameros enteros: éste se compone del cubo del primero , més el triplo
del cuadrado delprimero multiplicadopor el segundo, mas el triplo del
primero multiplicadopor el cuadrado del segundo, mas el cubo del
segundo.

Sea el mismo ejemplo  (5+7)*.
Con efecto: {5+7 ¥esigual & (5+7} x 6+ 7)x (5+7),

en cuya multiplicacion indicada hay tres factores . y como el pro-
ducto de los dos primeros es

5*+2.5.7+7%,
(5+7)* seral ala 5*+2 5.7+7 ) X 5+7) esto es,
}X 5+ (5°-f2.5. )X?
Pero (5*+2 5 7+7 x 5, eS| uala5*+25 7+7' .5
y G+ 2.5 .7-F-7X Tesigual 45" . 7+ 2.5. 7*+77 ;

y como de estos seis productos parciales hay dos , el segundo en que
dos factores entran dos veces, y el cuarto en que los mismos factores
entran una, podemos reunirlos haciéndolos entrar tres veces ; y ha-
ciendo la misma consideracion respecto de los factores tercero y
quinto, en el primero de los cuales entran una vez dos factores que
entran dos veces en el segundo , el producto total sera

5+ 35*7+ 3.5.7'+ 7%
conforme con el enunciado.
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Corolario. La diferencia de los cubos de dos niimeros enteros con-
secuttDos es igual al triplo del cuadrado del menor, mas el triplo del
menor, mas 1.

Asi
=™ (resto 3.7M-t- 3.7 -i- 1
(10-f- I&S 10="--3.J0"H-3. 10+1
|
Dif. de los segundos miemliros. . 3. J0»+3

Asi ladif.entre 9y 8*es 217, esto es, 729-512, esto 0s, 3.8*+*3.8+ !

Corolario 2.“ Cousidemndo nuevamente, que todo ulraero cu-
tero mayor que 10 puede descomponerse en decenas y unidades, di-
remos, que su cubo consta de cuatro partes, conviene a4 saber mcubo
de las decenas, mas el triplo del cuadrado de las decenas nmltiplica-
dopor las unidades, més el triplo de las decenas por el cuadrado de
las unidades, més el cubo de las unidades.

Ejemp.; 347°= 3AMGC. + 3.34*deG. 7unid. + 3.34dec.7*unid.+ 7 unid.
osea, (347)==(340+7)==340"+3.34US7+3.340.7* + 7==
39304000 + 2427600 + 49980+ 343= 41781923,

0 sea, *347x347x347=120409x347=41781923.

Escolio. Tengamos también muy presente que, aunque el
cubo de las decenas dam”7;i"m; y el triplo del cuadrado de las de-
cenas por las unidades da centenas ; y el triplo de las decenas por el
cuadrado délas unidades  decenas; como el cubo de las unidades
puede dar unidades solamente fcubos de 1y 2), y puede dar unida-
desy decenas (cubos de 3y 4), y puede dar unidades, decenas y cen-
tenas [cubos de 5, 6, 7, 8y 9) hay muchos nimeros enteros (la
generalidad de ellos) en los cuales existen decenas, (y aun cente-
nas). procedentes de la cuarta parte del cubo, 6 sea del cubo de las
unidades, amalgamadas con el triplo de las decenas por el cuadra-
do de las unidades, (6 con el triplo del cuadrado de las decenas por
las unidades); y existen también unidades de millar procedentes
de las demas partes del cubo amalgamadas con el cubo de las de-
cenas.

Escolio 2.* EIl nimero de cifras del cuadrado deun ndmero en-
tero, es duplo del de éste, 6 duplo minos una (;{3) ;

el del cubo es triplo, 6 tHplo minos una, 6 tHplo minos dos.
EXTRACCION DE LAS RAICES DE LOS NUMEROS ENTEROS.

40. Extraccién de las raices, en general, €S una operacién

que tiene por objeto, dado un namero, determinar otro que, multi-
plicadopor si mismo una ¢ mas veces, produzca el nimero propuesto
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El seg'undo nimero, se llama miz ; y la accion de determinarle ex-
traer raices.

Asi, raiz secunda 6 cuadrada de un ndmero es otro que, multi-
plicado por si mismo una vez, 6 tomado dos veces por factor, 0 ele-
vado al cuadrado, produce el namero dado.

Raiz célica de uu ntimero es un segundo numero que, multi-
plicado por si mismo dos veces, ¢ tomado tres veces por factor, 6
elevado al culo, produce el ndmero dado.

Y en general, raizA& cierto grado de un nimero es un segundo
nimero que, multiplicado por si mismo tantas veces ménos una
como tenga el grado, 6 tomado por factor tantas veces como unida-
des tenga, 6 elevado auna potencia de igual grado, produce el ni-
mero dado.

La extraccion de raices se indica con el signo v/ , llamado rcc-
dical, y se lee raiz de: su origen es el mismo que el de la adicion.
Pura indicar el grado de la raiz se coloca un namero entre las ra-
mas, llamado iudice ; si la raiz esla segunda 6 cuadrada no se usa
indico.

Asi decimos, \ /™ raiz cuadrada do nuevo, V 8 raiz clbica do ocho.
Es evidente que la raiz cuadrada y laraiz clbica de la unidad,
es la misma unidad.
La extraccion de raices es una operacion inversa de la eleoaaon
apotencias.
Extraccion de la raiz cuadrada.

r>0. Al extraer la raiz cuadrada de un nimero puede suceder
que haya, 6 n6, un segundo nimero que, elevado al cuadrado, pro-
duzca el propuesto :

Si le hay, se le llama raiz cuadrada e.xacta, y el nimero dado se
llama cuadrado perfecto :

Sino le hay, lo que se determina es la raiz cuadrada del mayor
cuadrado contenido en el nimero propuesto, que, respecto de éste,
se llama raiz cuadrada entera.

La tabla del nimero 45 nos dice que en los cien primeros nd-
meros hay diez que son cuadrados perfectos y noventa que no lo son.

En la extraccion de la raiz cuadrada de los nVimeros enteros pue-
den ocurrir dos casos generales, segin que el nUmero propuesto no
pase de 100, 6 que sea mayor que 100 ; y este Gltimo es el que me-
rece que le tratemos con mas detenimiento.

Porque para resolver el primero basta saber la tabla de que aca-
bamos de hacer mencidn :

Ejemplos: \/ 81 = 9, \/ 8U =8, \J50 =7.
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En el primero de estos ejemplos, como el nimero propuesto 81
es un cuadrado perfecto, su raiz cuadrada 9 es exacta.

El nimero 80 del segundo ejemplo no es cuadrado perfecto, y no
puede tener raiz exacta : pero esta comprendido entre los cuadrados
64 y 81 (de 8y 9 respectivamente) ; por eso se pone por raU entera,
el 8, que es la raiz del mayor cuadrado contenido en 80, haciendo
por ahora caso omiso del residuo 16<;2 8 + 1

Haciendo las mismas consideraciones, se pone en el tercer ejem-
plo la raU entera 7, que es la raiz del mayor cuadrado contenido en
50, haciendo también caso omiso del residuo 1<C2 «7 -f- 1.

51. Consideremos el 2® caso.

Propongadmonos extraer la raiz cuadrada del nimero 17698897.
cuya indicacion se hace asi, ~17698897 =

Este numero es >1000000 y<C100000000, que son los cuadra-
dos respectivos de 1000 y de 10000 ; luego su raiz esta comprendida
entre 1000 y 10000; es decir, su raiz cuadrada consta de cuatro ci-
fras , y no puede tener cinco.

Como la raiz pedida consta de cuatro cifras, no sélo se compone
de decenas y unidades , sino que ademas las decenas constan de tres
cifras, que & su vez se componen de decenas y unidades, constando
estas Ultimas decenas de dos cifras, que & su vez se componen de
decenas y unidades.

No podemos empezar determinando las unidades de la raiz, por
no saber dénde esta su cuadrado Esc.); y, como el cuadrado de
decenas da centenas, podemos afirmar que el cuadrado de las de-
cenas esta desde las centenas en adelante , y por eso separamos las
dos primeras cifras de la derecha con una coma. Pero acabamos de
ver que las decenas de la raiz total, por constar de tres cifras, tie-
nen a su vez decenas parciales de dos cifras y unidades parciales;
unidades que no pueden determinarse directamente por la razén ante-
riormente dicha: y como el cuadrado de esas decenas parciales da cen-
tenas, buscarémos ese cuadrado en las centenas del nUmero 176988
desde el 9 en adelante, 6 sea separando con una coma el periodo de
dos cifras siguiente al que antes separamos. Pero estas decenas
parciales de las que acabamos de hablar constan de dos cifras, y se
componen también & su vez de decenas y unidades parciales; uni-
dades que no pueden determinarse directamente por la razén tantas
veces dicha; y como el cuadrado de esas nuevas decenas parciales
da siempre centenas , buscarémos ese cuadrado en las centenas del
namero 1769, desde el 7 en adelante, 6 sea separando con una
coma el periodo de dos cifras siguientes al liltimo que separamos. Y
dirémos: el mayor cuadrado contenido eu 17es 16, iu raizes 4,y

Ji-
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ésta es la cifra de las decenas de las decenas de las decenas de la
raiii total (6 centenas de las decenas), 6 sean millares de la raiz to-
tal, que escribimos &.la derecha del sigho de igualdad.

Se forma el cuadrado de 4, y se resta de 17, y el resto se redu-
ce & unidades que , juntas con 69, nos dardn el nimero donde se
encuentre el duplo de decenas por unidades mas cuadrado de unida-
des de la raiz de 1769, y diremos : cuadrado de 4es 16, 4 17 va 1
centena, no procedente del cuadrado de las decenas, sino de las
otras dos partes del cuadrado de la raiz del nimero 1769 ; esa cen-
tona vale 100 unidades, quejuntas 6 sumadas con las 69 (pues esto
significa bajar el siguiente periodo) que el mismo tiene , nos dan el
numero 169. No sabemos donde estd el cuadrado de las unidades;
pero sabemos que el duplo de decenas por unidades esta desde el
6 en adelante (-47); separando , pues , el 9con una coma, & la iz-
quierda hay un producto de tres factores, a saber, dwplo X decenas
X unidades que se transforma en un producto (i?) de dos factores,
& M>(iv, duplo de decenasXunidades, (realizando el producto de du-
plo X decenas en duplo de decenas) y dividiendo el 16 por 8 (6 sea
dividiendo el producto de ((2 X decenas) X (unidades)) por el fac-
tor (2 X decenas) estarémos seguros de obtener las unidades de la
raiz del nimero 1769, que es 2. Esta cifra, puesta en la raiz & la
derecha del 4, nos da el nimero 42, que es la raiz del namero 1769
por una parte, y por otra , forma las decenas de la raiz del nadme-
ro* 176988.

Ya se ha restado del numero 1769 el cuadrado de las 4 decenas;
para restar de €l todo el cuadrado de su raiz 42, sélo falta restar el
duplo de decenas por unidades, mas el cuadrado de unidades ; lo cual
verificaremos, escribiendo el cociente obtenido 2 & continuacion del
divisor 8, formando el nimero 82, que , multiplicado por el cociente
2, da cierto producto que se resta del dividendo 16 seguido de la ci-
fra 9, formando el nimero 169 , y diciendo : 2 por 2, son 4 (cuadra-
do de unidades) , que se escribe para restar debajo del 9, y 8 por 2,
son 16 (duplo de decenas por unidades) , que se escribe & laizquier-
da, dandonos el resto 5; si esta sustraccion no hubiese sido posible,
porgue el sustraendo fuese mayor que el minuendo, esto nos proba-
ria que la cifra que era buena para el cociente de la division , era
sin embargo grande para laraiz,y se rebajaria en una é mas unida-
des, hasta hacer posible la sustraccion; en el presente ejemplo la
cifra 2 es buena.

Ni lasustraccion que acabamos de verificar ha sido una operacion
de lujo; por el contrario, ha sido una sustraccién necesaria para po-
ner en evidencia las 5 centenas que hay en el nimero 176988 , pro-
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cedentes del duplo de decenas por unidades, méas el cuadrado de uni-
dades de su raiz , cuyas decenas son el nimero 42 : esas 5 cen-
tenas componen 500 unidades, agreg™adas & las cuales las 88 del
nimero 176988 (que eso significa bajar el siguiente periodo 88),
nos dan el nimero 588 en el cual se encuentra el duplo de decenas
por unidades , méas el cuadrado de unidades de su raiz, y cuyas uni-
dades no podemos determinar directamente por larazén tantas veces
dicha ; pero como sabemos que el duplo de decenas por unidades da
decenas, esto es, sabemos que se encuentra desde el 8 (decenas) cu
adelante: por eso separamos con una coma la cifra de las unidades,
y consideramos & la izquierda de dicha coma el nimero que contie-
ne el producto sabidb de tres factores , que transformamos en otro
de dos , uno de los cuales sea el duplo de decenas, y las unidades
el otro. Dividamos, pues, lo que esta a la izquierda de la coma por
el duplo de 42, 6 sea duplo de decenas, y el cociente serd el otro
factor , ¢ bien las unidades de la raiz del nUmero 176988.

Al intentarla division enunciada, tropezamos con el inconve-
niente de que el dividendo 58 es menor que el divisor 84: esto nos
dice sencillamente que pongamos 0 en el cociente ; que la raiz que se
busca no tiene unidades de segundo 6rden, razon por la cual pon-
dromos también 0 en la raiz.

Por lo demés , el razonamiento y la operacion siguen la misma
marcha ; queremos decir que hay que considerar ahora el nime-
ro 588 como la diferencia entre el cuadrado de las 420 decenas de la
raiz total y las centenas del nimero propuesto (porque 480 X 0=0,
4 588 van 588) : hay que reducirlas & unidades y sumarlas con las
97 unidades del nimero propuesto (que esto significa bajar el Glti-
mo periodo), para obtener el nimero 58897, enei cual se encuen-
tran el duplo de las decenas por las unidades , mas el cuadrado de las
unidades de la raiz total. Digamos por Gltima vez que no se sabe
donde se encuentra el cuadrado de las unidades ; pero que el duplo
de las decenas por las unidades da decenas,y estard desde el 9 en
adelante ; para indicar lo cual separarémos con una coma la cifra 7
de las unidades. Considerando , finalmente, al producto que estd &
laizquierda de la coma compuesto de los dos factores , duplo de de-
cenas, y unidades; y considerando que conocidas las 420 decenas
de la raiz total, podemos formar su duplo 840; es claro que , divi-
diendo aquel producto por este fiictor, obtendrémos por cociente el
otro factor, 0 sea la cifra de las unidades de la raiz total. Pongamos
también el cociente 7 en el divisor, haciendo el nimero 8407 que,
multiplicado por el cociente 7, da el producto 58849 , que , restado
de 58897, nos da el resto 48.
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El nimero 17698897 no es cuadrado perfecto : hemos determi-
nado su raiz cuadrada miera, 4207, que es la miz cuadrada del
mayor cuadrado contenido en €l (sea cual fuere), y el residuo 48.

Y que esta es la verdadera raiz entera se demuestra facilmente.
No es mayor de lo que debe ser ; puesto que se han hecho las sus-
tracciones sucesivas : tampoco es menor de lo que debe ser, porque,
siendo la diferencia de los cuadrados de dos nimeros enteros conse-
cutivos (jy , Cor.) ig-ual al duplo del menor mé&s 1, para que en la
raiz cupiese siquiera una unidad mas, era necesario que el residuo
fuese igual 6 mayor & 2 X 4207 + 1; pero el residuo 48 es eviden-
temente <Cbe+ 4207 -h 1: luego la raiz obtenida es la verdadera raiz
entera.

También podiamos haber conocido que, terminando el nVimero
propuesto en la cifra 7, no podia ser cuadrado perfecto. Y amplidu-
do esta consideracion , recordemos que los cuadrados de las unida-
des {15, Tabla) terminanen 1, 4,5, 6,y 9, luego no seran
cuadrados perfectos los numeros que terminenen 2, 3,7 0 8.

Ni los que terminen en 5, si no le precede inmediato el 2.

Ni los que terminen en numero impar de ceros , como tres ceros,
cinco ceros, etc.

La disposicion de la operacién es asi :

\/17,69,88,97 = 4207

16
7] |’6 > I3 82
16 4 2
58,8 84
0
5889,7 8407
58849 v g
48

(2075 48= 17698897 ..... 48< 2x 4207+ 1.

De todo lo expuesto podemos concluir que : Para extraer la
raiz cuadrada de un nimero mayor que 100 se divide enperiodos de
(i dos cifras empezando por la derecha , pudiendo tener una sola ci-
fra el ltimo periodo de la izquierda : el numero de cifras de la raiz
es igual al de periodos.

Se extrae la raiz del primer periodo de la izquierda." y se tendra
la cifra del érden superior de laraiz pedida. El cuadrado de esta ci-
fra seresta de dicho primer periodo y & la derecha del resto se baja
el siguiente periodo” del cual se separa con una coma ladltima cifra
de la derecha , y dividiendo lo que queda d la izquierda por el duplo
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de la cifra, hallada, , el cociente serd la segnnda cifra de la raiz pe-
dida. Esta cifra se escribe también & la derecha del di-oisor, y multi-
plicando el nimero de esa maneraformadopor el cociente, se resta el
producto del dividendo seguido de la cifra separada. A la derecha del
resto se baja el siguiente periodo, del cual se separa, con una coma,
la Gltima cifra de la derecha , y dividiendo lo que queda a la izquier-
daj)or el duplo de taparte deraiz hallada, el cociente sera la terce-
racifra de laraizpedida. Y asi se continGa hasta bajar el dltimo
periodo de la derecha, y obtener lacifra de las unidades de la raiz
total.

Escolio. Si algin dividendo parcial es menor que su correspon-
diente divisor, sepone cero en la raiz ; y ala derecha del dividendo,
seguido de la cifra separada con una coma, se baja el siguiente pe-
riodo y se continla la regla establecida.

Si al intentar hacer alguna de las sustracciones prescritas, apa-
reciese el sustraendo mayor que el minuendo, seria efecto de que la
cifra del cociente es buenapara la division , pero mala para, la raiz,
y se rebaja una 6 mas unidades & dicho cociente, hasta hacer posible
la sustraccion.

El residuo, si le hay, debe ser menor que el duplo de laraiz ha-
llada mas 1.

Escolio 2." Para extraer la raiz cuadrada de un producto de va-
rios factores, se extrae la raiz cuadrada de cada uuo de ellos y so
multiplican entre si estas raices, puesto que (2X8X15)® es 2* 8~ «
15 (4«, Q"

Extraccion de la raiz cubica.

ma. Al extraer la raiz cibica de un nimero puede suceder que
haya, 6 n6, uu segundo nimero que elevado al cubo produzca el
propue.sto.

Si le hay, se le llama raiz cubica exacta; y el nUmero dado se
llama cubo perfecto.

Sino le hay, lo que se determina es la *raiz cubica del mayor
cubo contenido en el nimero propuesto, que respecto de éste se lla-
ma raiz clbica entera.

La tabla del nUmero 45 nos dice que en los mil primeros nime-
ros hay diez que son cubos perfectos, y nuevecientos noventa que
no lo son.

También en la extraccidn de la raiz ciibica de los nimeros ente-
ros pueden ocurrir dos casos generales, segin que el nimero pro-
puesto no pase de 1000, 6 que sea mayor que 1000 ; y este segundo
es el que merece méas atencién de parte nuestra.
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Porque para resolver el primero basta saber la tabla de que aca-
bamos do hacer mencién.

Ejemplos : \/ 512 = 8, ~N365 = 7.

En el primero de estos ejemplos, como el nimero propuesto 512
es un cubo perfecto, su raiz cubica es exacta.

El nimero 365 del seg’uiido ejemplo no es cubo perfecto, y no
puedo tener raiz exacta ; pero estd comprendido entre 343 y 512 que
son los cubos respectivos de 7 y 8 ; por eso ponemos por raiz entera
el 7, que es la raiz del mayor cubo contenido en 365, haciendo por
ahora caso omiso del residuo 22<C 3 e 7*-4-3 7 -p lo

53. Ocupémonos ya del segundo caso. Y sea propuesto para ex-
traer su raiz cubica el nimero 91632508641, cuya indicacion se es-
cribe asi;

/91632508641 =

Como este numero estd comprendido entre 1000000000 y
1000000000000, quesonloscubos respectivos de 1000 y 10000, cla-
ro es que su raiz estd comprendida entre 1000 y 10000, esto es, 0s
mayor que 1000 y menor que 10000, es decir, que su raiz consta de
cuatro cifras y se compone por consecuencia de decenas y unidades;
y reciprocamente el ndimero propuesto contiene (4S, Cor. 2.°) el
cubo de las decenas, mas el triplo del cuadrado de las decenas mul-
tiildicado por las unidades, mas el triplo de las decenas multiplicado
por el cuadrado de las unidades, mas el cubo de las unidades de la
raiz pedida.

Ahora bien ; si supiéramos dénde estd el cubo de las unidades,
extrayendo su raiz, obtendriamos la cifra de las unidades de la raiz
gue buscamos; y esto no puede verificarse, porqueen general ('!» ,Esc.)
lio se sabe ni puede saberse en qué parte del nimero propuesto se
encuentra el cubo de las unidades :y por eso la operacion se hace
de unidades de 6rdeii superior a unidades de 6rden inferior, esto es,
de izquierda & derecha, como la division y como la extraccion de la
raiz cuadrada.

Pero si no se sabe donde esta el cubo de las unidades, se sabe
que el cubo do las decenas da unidades de millar, es decir, sabemos
que el cubo de las decenas se encuentra desde los 8 millares en ade-
lante, y por eso separamos las tres primeras cifras de la derecha con
una coma. Y como la raiz total consta de cuatro cifras, claro es que
sus decenas constan de tres, esto es, las decenas de la raiz total se
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componen & su vez de decenas y unidades : estas unidades jmrciales
no pueden ser determinadas inmediatamente, porque no sabemos en
qué jjarte del nimero 91632508 se encuentra el cubo de ellas ; pero
si lio sabemos donde se encuentra el cubo de estas unidades, sabe-
mos que el cubo de las decenas, que siempre da unidades de millar,
se encuentra desde los 2 millares en adelante, y por eso separamos
con una coma otro periodo de tres cifras. Y como las decenas de la
raiz total constan de tres cifras, sus decenas parciales constaran do
dos cifras, esto es, sus decenas parciales se componen todavia de
decenas y unidades : no sabemos determinar inmediatamente estas
unidades, porgque no sabemos en qué parte del nimero 91632 se en-
cuentra el cubo de ellas ; pero como sabemos que el cubo de las de-
cenas da unidades de millar, ya tenemos bastantes datos para afir-
mar que el cubo de estas Gltimas decenas se encuentra desde 1 millar
en adelante, y por eso separamos con una coma otro periodo de tres
cifras. Asi, para conocer las decenas de que acabamos de liablar,
dirémos :

El mayor cubo contenido en 91 es 64, suraiz es4, y éstaes la
cifra de las decenas de las decenas de las decenas de la raiz total, 6
sean centenas de las decenas de la raiz total, 6 sean unidades de mi-
llar de la raiz total, que escribirémos & la derecha del signo de igual-
dad. Si formamos ahora el cubo de 4 decenas, 6 sea 64, y lo resta-
mos del primer periodo de la izquierda, que es 91 millares, y redu-
cimos el resto 27 & unidades, que hacen 27000, y & éste agregamos
632 unidades (que esto significa bajar el periodo siguiente) del nime-
ro 91632, obtenemos un ndmero 27632 que contiene las otras tres
partes del cubo de la raiz de dicho nimero 91632, 6 sean el triplo
del cuadrado de decenas por unidades, mas el triplo de decenas por el
cuadrado de unidades, méas el cubo de unidades. Considerando que
este triplo del cuadrado de decenas por unidades da siempre cente-
nas, y que por tanto en el presente ejemplo estara desde las 6 cente-
nas en adelante, si separamos con una coma el grupo de las dos l-
timas cifras de la derecha, & la izquierda de la coma quedara el trij)lo
indicado, que, aunque producto de tres factores, nosotros podemos
darle la forma de producto de dos factores, 6 sean triplo del cuadra-
do de decenas uno, y las unidades el otro ; y considerando que la ci-
fra 4 son las decenas de la raiz del namero 91632, podemos formaj*
el triplo de su cuadrado, que es 48, y dividiendo por él el 276 que
estd ala izquierda de la coma, obteudrémos por cociente las unida-
des do la raiz de 91632, que es 5, y puesto & la derecha del 4, for-
man el numero 45, que es la raiz del nimero 91632 por una parte,
y por otra las decenas de la raiz de 91632508.
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Si formamos »pues , el cubo de esas 45 decenas y lo restamos de
las 91632 unidades de millar del nimero 91632508 , y reducimos el
resto 507 a unidades, que hacen 507000, y agregamos & ellas las
508 (que esto significa bajar el periodo siguiente), obtenemos un nu-
mero 507508, enei cual estdn contenidas las otras tres partes del
cubo de la raiz del nimero 91632508. Pero el triplo del cuadrado de
las decenas por las unidades da centenas, y en el presente caso esta-
ra por lo mismo desde las 5 centenas en adelante; luego, si separa-
mos con una coma las dos ultimas cifras de la derechay dividimos lo
gue queda & la izquierda por el triplo del cuadrado de la parte de
raiz hallada (que son las 45 decenas dichas), el cociente sera la cifra
de las unidades de la raiz del nimero 91632508.

Pero en el caso presente, el dividendo parcial 5075 es menor que
el divisor 6075. Esto nos dice que la raiz no tiene unidades de este
orden. pondrémos , pues, un cero en la raiz y seguiremos el razona-
miento y la Operacion.

Hemos determinado las decenas de la raiz que buscamos. Si for-
mamos su cubo y lo restamos de los millares del nimero propuesto,
y reducimos el resto & unidades simples, y les agregamos las 641
unidades del namero dado (que esto significa bajar el periodo si-
guiente) , obtenemos un nimero 507508641 que contiene las otras
tres partea del cubo de la raiz pedida. No podemos determinar direc-
tamente la cifra de las unidades que nos falta; porque para ello era
necesario sabor en qué parte del nimero dado estaba su cubo para
extraer su raiz , y esto no se sabe. Pero el triplo del cuadrado de las
decenas perlas unidades , que da centenas, estara desde las 6 cente-
nas en adelante. Separemos las dos cifras de la derecha con una
coma, y , dividiendo lo que queda & la izquierda por el triplo del
cuadrado de las 450 decenas , obtendrémos por cociente las unidades
simples de la raiz total, que es 8 ; y la raiz pedida es 4508.

El nimero 91632508641 no es un cubo perfecto: hemos determi-
nado su raiz cubica entera , 4508 , que es la raiz cubica del mayor
cubo contenido en él ; y el residuo de restar este cubo del nimero
propuesto es igual 4 20644129 que es *<3 X (4508)’+ 3 x4508-hl;
luego la raiz (4ft) no es menor de lo que debe ser : tampoco es ma-
yor , puesto que al determinar cada cifra de la raiz se ha verificado
la sustraccién consiguiente ; luego la raiz obtenida es la verdadera
raiz pedida.

No se da regla para conocer cuando un nimero no es cubo perfec-
to, por la cifra de su terminacién & la derecha ; porque, segin la
tabla (415), el cubo de las unidades termina indistintamente en cada
una de las nueve cifras primeras.
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Tenemos la costumbre de disponer la operacion de esta manera;

V91,632,508,641 =4508+01 residuo 20644129.

64
276,32 48
911 25 5

5 075,08 5075
911 250 00 0

5 075 086,41 207500
91,611,864,512

20 644 129

(4508)5+20644129= 91632508641.
20644129 < 3X (4508)*+ 3x 4508+ 1

De la explicacion que antecede se deduce el precepto siguiente:

Para extraer la raiz ctbicade  nimero mayor gue 1000, se di-
vide enperiodos de aires cifras empezandopor la derechaypudiendo
tener dos solas cifras 0 una el tltimo periodo de la izquierda : el nu-
mero de cifras de la raiz esigual al deperiodos.

Se extrae la raiz delprimer periodo de la izquierda, y se tendra
la cifra del érden superior de laraizpedida. EI cubo de esta cifra se
resta de dicho primer periodo, y ala derecha del resto se baja el si-
guiente periodo, del cual se separan con una coma los dos ultimas ci-
fras de la derecha; y dividiendo lo que queda & la izquierda por el
triplo del cuadrado de la cifra hallada, el cociente sera la segunda ci-
fra de laraiz pedida. Seforma el cubo del nimero compuesto por las
dos cifras halladas para la raiz, y ese cubo se resta de los dos prime-
rosperiodos de la izquierda del nimero dado. A la derecha del resto
se baja el siguienteperiodo, del cual se separan con una coma las
dos tltimas cifras de la derecha; y dividiendo lo que queda a la iz-
quierdapor el triplo del cuadrado de laparte de raiz hallada, el co-
ciente serd la tercera cifra de la raiz pedida. Y asi se continua, has-
ta bajar el Gltimoperiodo de la derecha, y obtener la pifra de las
unidades de la raiz total.

Escolio. Si algun dividendo parcial fuese menor que su corres-
pondiente divisor, sepone cero en la raiz, y a la derecha del divi-
dendo , seguido de las dos cifras separadas con una coma, se baja el
siguiente periodo y se continta la regla establecida.

Si al intentar alguna de las sustraccionesprescritas apareciese el
sustraendo mayor que el minuendo, seria efecto de que la cifra del
cociente era buenajmra la division, pero malapara la raiz, y se re-
baja %ma 6 més unidades a dicho cociente, hasta hacerposible la sus-
traccion.
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El residuo, si le hay , debe ser menor que el triplo del cuadrado
de la raiz hallada, mas el triplo de la misma , més 1.
Escolio 2.° Para extraer la raiz cibica de un producto de varios
factores, se extrae la raiz cubica de cada uuo de ellos, y se multi-
plican entre si estas raices , puesto que

@BX4x10}" es 35 4h IO~ (<lii, 9.%)

Nos permitiremos dirigir un ruego & los sefiores profesores. llagan aprender de me-
moria & los alumnos las dos reglas dadas para extraer las raices cuadrada y cubica : pon-
gan para empezar ejemplos faciles, y después otros eu que vayan aumentando las diftcul-
tades , hasta llegar & ;stos, G otros méas fuertes, en que los principiantes comprendan y
comprueben esas mismas reglas.



59

CAPITULO IL

Oc la (Uviwibilidad de lo» mimero« cutero« ali«tracto«.

54. Sellamacifraéacadauna deéstas2, 4, 6y 8 ;€ impar
4 cada una de las restantes : 1,3,5,7y9. Y por analogia se llama
namero par el que termina en 00 cifra par, y nimero impar el que
termina en cualquiera de las cifras, 1,3,5, 76 9.

Hemos Ilamado (aSi) duplo, triplo, al producto de un numero
por 2, por 3. También Illamarémos cuadruplo, quintuplo, etc., al
producto de un nimero por 4,5, etc.; y en general, se llama multi-
plo de un nimero & su producto por un entero : 15 es multiplo de 5y
de 3, porque 15 esigual 45 X 3.

Un namero’entero es divisible por otro, si hay un tercero que,
multiplicado por el segundo, produzca el primero. Al primero se le
Ilama también mdaltiplo del segundo, y el segundo recibe los nom-
bres de divisor, factor, submultiplo (aparte alicuota del primero.

Todo numero es maltiplo y divisor de si mismo.

Se llama junwo 6 sencillamente nimero primo
6 factor simple, aquel nimero entero que so6lo es divisible por si
mismo y por la unidad, que es divisor de todo ndmero, como
7, 11, 31.

Y factor compuesto es el que, ademas de ser divisible por si mis-
mo y por la unidad, lo es siquiera por otros dos ndmeros enteros,
como 15, que es divisible por 1,3,5, 15.

Primos entre si son aquellos nimeros que no tienen mas divisor
comun que la unidad.

Es evidente que pueden darse multitud de casos de dos 6 mas
factores compuestos que, no obstante, sean primos'entre si, como
12y 25.

También es claro que si un ndmeroprimo no es divisor de un
factor compuesto, estos dos nimeros son primos entre si.

Dos \xm&agorimos absolutos Ol primos entre si.

Se llaman numeros primos entre si dos 4 dos aquéllos que, to-
mados de dos en dos, del modo que se quiera, son primos entre si:
para lo cual basta que cada uno de dichos nimeros sea primo con
cada uno de los demas.

55. un ndimero es divisor de otros varios, sera también divi-
sor de su suma.



60

Si 5 es divisor de 10, 15 y 20, por ejemplo, también lo sera
de 10 H- 15 -h 20.

(10= 2x5
En efecto; 15= 3x5
(20= 4X5
SUDANHD, Rgaadamento estas bl sy 20=2.511-3%F-t5

y sacando fuera de un paréntesis ]

HelAClomrs eSdSPms‘é’&Lﬂn'(?S P 2 Paf X 5

miembro, resulta....................

Pero el segundo miembro eaun producto indicado de dos facto-
res ; uno, lo que esta dentro del paréntesis ; otro, el 5. Y como todo
producto de dos factores es exactamente divisible por cada uno de
ellos, el segundo miembro, y por consecuencia el primero sera di-
visible por el factor 5, 6 lo que es lo mismo, 5 es divisor de la
suma 10 -r 15 -f- 20.

50. un ndmero es dimsor de uno de los dos factores de un
producto” sera también dwisor delproducto.

Si 8 es divisor de 24, también lo sera de 24 X 2.

Enefecto ; 24x 2= 24 24

Pero 8 divide a cada uno de los suman dos del segundo miembro,
por la hipotesis; luego dividird & la suma, y también al primer
miembro ; luego 8 es divisor del producto 24 X 2.

Corolario 1.” =8 un nimero es divisor de otro., es también divisor
de los multiplos de este otro; puesto que, siendo 8 divisor de 24, lo
es de 24 X 2, lo sera igualmente de 24 X 3, 24 X 4, etc.

Corolario 2." Si un namero es divisor de otro” es también divi-
sor de las potencias de este otro; puesto que, siendo 8 divisor de 24,
lo es del producto 24 X 2, también lo sera de los productos 24 X 24,
0 bien 24®) 24 X 24 X 24, 6 bien 24®, etc.

Escolio. Hemos demostrado que, por ser 8 divisor del factor 24,
lo es también del producto 24 X 2, é lo que es lo mismo, que el nd-
mero 24 X 2 es divisible por 8, por serlo antes el nimero 24 que es
factor de 24 X 2, 61lo que es lo mismo : Si un ndmero es divisible
por otro, lo sera también por todos los divisores de este otro.

Ea evidente que , si dos 6 mas nimeros tienen un divisor comdn,
elproducto de ellos tendra él mismo divisor.

57. Si un numero es divisor de otros dos, es tanéien divisor de
su, diferencia.
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Si 5 es divisor de 30y 20, también lo sera de 30— 20.

En efecto r (1:2{())2 f))((g

Restando ordenadamente estas dos igualda- —
des, la segunda de la primera, tenemos I0—20= 6.5 —4.5.

y sacando fuera de un paréntesis el factor 5,
que es comUn al minuendo y sustraendo 30—20=(6 ~4) X5.
que hay en el seqgundo miembro, resulta

Pero el segundo miembro es un producto indicado de dos facto-
res : uuo, lo que esta dentro del paréntesis ; otro, el 5. Luego el
segundo miembro, y también el primero , sera divisible por 5, ¢ lo
gue es lo mismo, 5 es divisor de la diferencia 30— 20.

Corolario. Dos nimeros consecutivos, como 4y 5, son primos
entre si ; porque si tuvieran uu divisor comun, éste Labia de ser
también divisor de la diferencia, que esla unidad, que no tiene divi-
sor alguno.

5ii. Si wi numero es divisor de uno de dos sumandosy no lo es
del otro, no serd divisor de la suma; porque si lo fuera, también
lo seria del segundo sumando, diferencia entre la sumay el primer
sumando ; lo que es contra la hipétesis.

5i>.  Siun numero es divisor del minuendo,y no lo es del sus-
traeiido , no sera divisor del resto. Si un numero es divisor del sus-
traendo, y nolo es del minuendo, no sera divisor del resto.

1. ° Porque si fuera divisor del resto, lo seria también del sus-
traendo, diferencia entre el minuendo y el resto ; lo que es contra
la hipotesis.

2.  ® Porque si fuera divisor del resto, lo seria también del mi-
nuendo, suma del sustraendo y resto ; lo que es contraia hipdtesis.

<»0. Si un numero es divisor de otros dos, es divisor del resto
que resulta de dividir el mayor por el menor. Si un numero es divi-
sor del restoy del menor de los nimeros dados, tamlien lo sera del
mayor.

Si tenemos para dividir 84 por 24, por ejemplo, se verifica :

1 Elndmero 6, divisor comln de 84 y 24, es también divisor
del resto 12.

En efecto : segun lo expuesto (37), 84—24x3 = 12,

Pero todo nimero que divide & 24, divide 4 24 X 3 (50, Cor. 1.°):
y como todo nimero que divida 4 84y 24 X 3, divide & su diferencia
(i»S), 6 que por la hipédtesis es divisor de 84y 24, lo sera de 84y
24 X 3, y por consiguiente sera divisor de la diferencia 84—24 X3,
que es 12

2® El mismo divisor 6, U otro cualquiera, con tal que lo sea del
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del reato 12, sera también divisor del mayor 84.

En efecto: 24x3-1-12=84 37).

Siendo, por la hipotesis , 6 divisor del menor 24, lo sera io-nal
mente de 24X3 (5O, Cor. 1.4

También, por la hipotesis, es divisor del resto 12.
i ~endo 6 divisor del sumando 24 x 3 y del sumando 12,
IO sera de la suma 84.

menor 24 j

Caractéeres de divisibilidad de un niumero entero por 10, 100 y en

general por la unidad seguida de ceros.

ei. Todondmero enteroes, 6 no, dinsiile por 10 segnn me
termine, 6 Ti6, en mi cero.
Sea, por ejemplo, el nimero 580 : este numero es divisible por
10, porque termina en cero.
Con efecto ; 580 «yigual « 58 X 10, Pero este producto es dimsi-
Ue por cadauno de sus factores 58 y lo, luego lo espor 10; luego
el numero propuesto 580 tamiien es divisinepor 10.
Sea ahora el numero 584. Este nimero no es divisible por 10
porque no termina en 0.
En efecto ; puesto bajo la forma de

580+ 4=584,

vemos que el primer sumando 580 es divisible por 10, y el segun-
do4 noloes; Iuego la suma (58) 6 sea el nimero 584, tam?oco es
divisible por 10.

Todo nimero entero es, 0 ,i6, divinile por 100, segin que ter-
mine, 6 nd, endos ceros.

Sea, por ejemplo , el nimero 7500. Este nimero es divisible por
lud, por terminar en dos ceros.

Gon efecto-.Tomes igual i | 6 x 100, Pero esteproducto de dos
flores es dnvisiMe por cada uno de ellos, y parlo mismopor \m-,
luego 7000 también es divisible por 100

Sea, ahora, el numero 7524. Este nimero no es divisible por
100, porque no termina en dos ceros.

En efecto; puesto bajo la forma de

7500+ 24= 7524,

vemos que el primer sumando es divisible por 100, y el seg-undo n6-
hmgOola suma (5*) 6 sea el nimero 7500 , tampoco es”ivisiwé

Y asi se continla explicando los casos en los cuales un ndmero
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entero cualquiera es, ¢ no, divisible por la unidad seguida de
Ceros.

Un nimero entero cnalgniera e s6 no, dimsible por 2, se-
gun que la cifra de sus unidades sea, 6n6 0 6 cifrapar. Tarabieai
se dice segln que termine, 6 nd, en 0 6 cifra par.

Sea, por ejemplo, el numero 920, divisible por 2, porque termi-
naen 0.

En efecto, este nimero es divisible por 10 (Ol) ; luego también
loserd (50 , Esc.) por 2, que es uno do los divisores de 10.

Sea, ahora, el nimeto 928, que es divisible por 2 porque ter-
mina en cifra par.

Con efecto; puesto bajo la forma de

920+ 8= 928,

sabemos que el primer sumando , 920, es divisible por 2; el segun-
do, 8, lo es evidentemente ; luego la suma (55) 6 sea el nimero
propuesto 928, también es divisible por 2.

Sea, por tercer ejemplo, el nimero 927. Este nimero, no es di-
visible por 2, porque la cifra de sus unidades no es 0 ni cifra
par ; dicho de otro modo , porque no termina en 0 ni en cifra par.

Efectivamente: puesto bajo la forma de

920+ 7= 927,

se ve que el primero de estos sumandos, 920, es divisible por 2;
pero el segundo sumando, 7, evidentemente no ei divisible por 2;
luego la suma (5ii) , 6 sea el nimero 927, tampoco lo es.

Un ndmero entero cualquiera es, 6 no, divisible por ”, segln
que la cifra de sus unidades sea, 6 no, 0 6 6. De otro modo : segln
que termine, 6no,en06

Sea, por ejemplo, el namero 340 , divisible por 5, porque ter-
mina en 0.

En efecto: este numero es divisible por 10 (6a) ; luego también
loserd (56 , Esc.) por 5, que es uno de los divisores de 10.

Sea, ahora, el nimero 740, que es divisible por 5, porque termi-
na en 5.

Con efecto : puesto bajo la forma de

740+ 5= 745,

sabemos que el primer sumando 740, es divi.sible por 5 : el segundo,
5 , lo es evidentemente ; luego la suma (55), 6 sea el nUmero pro-
puesto 745 también es divisible por 5.
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Sea,, por tercer ejemplo, el nimero 749. Este nUmero no es cii-
visible por 5, porque no termina en 0 ni en 5.
Efectivamente : puesto bajo la forma de

740-h 9= 749,

v5mos que el primero de estos sumandos, 740, es divisible por 5;
pero el segundo sumando, 9, evidentemente no es divisible por 5;
luego la suma (5ii), 6 sea el numero 749 , tampoco lo es.
©3. IM ndmero entero cualquiera es” dno, divisiblepor 4 6 por

25, seglin que el conjunto de sus decenas y unidades sea, 6 no, divi-
siblepor 4 6por 25.

Sea, por ejemplo, el nimero 800. Este numero es divisible por
4 y por 25, porque lo es el conjunto de sus decenasy unidades.

En efecto, 800 es divisible por 100 (©a); luego también lo sera
(5© , Esc.) por 4y por 25, gque son factores 6 divisores de 100.

Sea, ahora, el nUmero 836. Este nimero es solo divisible por
4, porque el conjunto 36 de sus decenas y unidades es sdlo divisi-
ble por 4.

Con efecto : puesto bajo la forma de

800 -f-36 = 836,

sabemos que el primer sumando, 800, es divisible por 4 y por 25;
pero el sequndo, 36, lo es por 4y no lo es por 25; luego la suma
0 sea el numero propuesto 836, es divisible (5*"), por 4, y nolo es
(5i*I por 25.

Sea, por tercer ejemplo, el nimero 825 : este nimero es s6lo
divisible por 25, porque el conjunto 25 de sus decenas y unida-
des sélo es divisible por 25.

En efecto : puesto bajo la forma de

800-1-25= 825,

se ve que el primero de estos sumandos, 800, es divisible por 4y
por 25 ; pero el segundo, 25, lo es por 25y no lo es por 4; luego
la suma 0 sea el numero propuesto, 825, es divisible (55), por 25,
y no lo es (5S) por 4.

Escolio. Tres son los multiplos de 25 compuestos de dos cifras,
& saber ; 25, 50y 75.

Sea, por Ultimo ejemplo, el namero 839 que no es divisible por
4 ni por 25, porque el conjunto de sus decenas y unidades no es di-
visible por 4 ni por 25.

Efectivamente : puesto bajo la forma de

800-1-39 =839,
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vemos que el primero de estos sumandos, 800, es divisible por 4 y
por 25 ; pero el segundo, 39, no es divisible.'por 4 ni por 25 ; luego
la suma (5#), 6 sea el nimero propuesto, 839, tampoco es divisible
por 4 ni por 25.

Corolario. No son cuadrados perfectos los nimeros pares que
no sean divisibles por 4.

Ni los impares que disminuidos de 1, no sean divisibles por 4.
Un ndmero entero cualquiera es m6 nd “divisiblepor 8, 6

por 125 , segun que el conjunto de sus centenas , decenas y unidades
sea , 0 no, divisible por 8 6por 125.

Sea, por ejemplo, el nimero 57000.

Este numero es divisible por 8 y por 125, porque lo es el conjun-
to de sus centenas, decenas y unidades.

En efecto: 57000 es divisible por 1000 (61). Y como 1000 es
igual 4 125x8, dicbo se estd que 57000 es divisible (5G, Esc.)
por 8y por 125.

Sea, abora, el nUmero 57512. Este numero es divisible s6lo por
8, porque el conjunto 512 de sus centenas, decenas y unidades es
divisible por 8 , y no lo es por 125.

Con efecto : puesto bajo la forma de

57000+ 512= 57512,

se ve facilmente que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y
por 125 ; pero el segundo sumando 512 es divisible por 8y no lo es
por 125, luego la suma, 6 sea el nimero propuesto 57512, es divi-
sible (55) por 8,y no lo es (5ii) por 125.

Sea, por tercer ejemplo, el nimero 57250. Este nimero solo es
divisible por 125, porque el conjunto de sus centenas, decenas y
unidades, 250, es divisible por 125, y no lo es por 8.

En efecto : puesto bajo la forma de

57000 + 250 = 57250,

observamos que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y por
125; pero el segundo sumando 250, si bien es divisible por 125, no
lo es por 8; luego la suma, ¢ sea el numero 57250 es divisible (5Si)
por 125, y no lo es (5ii) por 8.

Sea, por ultimo ejemplo, el ntmero 57044 que no es divisible
por 8 ni por 125, porque el conjunto de sus centenas, decenas y
unidades no es divisible por 8 ni por 125.

Efectivamente : puesto bajo la forma de

57000+ 44= 57044,
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vemos que el primer sumando, 57000, es divisible por 8 y por 125;
pero el segundo sumando, 44, ni es divisible por 8 ni por 125; luego
la suma, 0 sea el nimero propuesto 57044 (2»S), no es divisible por
8 ni por 125.

Escolio. Para conocer si un nimero entero es divisible por 2 6
5 se atiende & la Gltima cifra de la dereclia: para conocer si lo es
por 4 6 25, que son los cuadrados respectivos de 2 'y 5, se atiende &
las dos ultimas cifras, y para saber si lo es por 8 6 125, que son los
cubos respectivos de 2 y 5, hay que atender & las tres ultimas ci-
fras de la derecha.

Caractéres de divisibilidad de ua nimero entero por 3,9 y 11.

<i5. Conviene advertir que todo nimero divisible por 9 lo es
{56 , Esc.) por 3; aunque no todos los divisibles por 3 son divisi-
bles por 9.

Asi, 18, 36... divisibles por 9, lo son por 3. Pero 12 . 15... di-
visibles por 3, lio lo son por 9.

Esto advertido , vamos 4 demostrar, que un namero entero es, 0
no, dinisiblepor 9 6por 3, segln que la suma de los valores absolutos
de sus cifras sea, 6 no, divisible por 9 é por 3. Quiere decir, que si
esa suma es divisible por 9, también lo es el numero dado ; pero si
la suma no lo es, tampoco lo es el nimero : y que si esa suma es di-
visible por 3, también lo serd el numero dado ; pero si la suma no
lo es, tampoco lo sera el numero dado. (Hablo & nifios.)

Esta regla para conocer cuando un namero es divisible por 96
por 3 se funda en el principio siguiente :

66. Todo numero entero gmede descomponerse en un multiplo de
Ny de 3, més la suma de los valores absolutos de sus cifras.

Y este principio se funda en los dos lemas que siguen :

1. “ La unidadseguida de un nimero cualquiera de ceros puede
descomponerse en un maltiplo de” y de”, més la unidad.

2. ° Todacifra significativa seguida de un nimero cualquiera de
cerospuede descomponerse en un multiplo de * y de Z, mas la cifra,
sea cual fuere.

Demostremos los dos lemas :

1. Sea, por primer ejemplo, la unidad seguida de un cero, 0
bien el numero 10.

y en efecto, 10esigual & 9 -rl, y por ser 9 multiplo de si mis-
mo y de 3, tenemos:

10= 9H-1= multiplo de 9y de 3-f-I.

Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de dos ceros, 6

bien 100.
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’ 3)(eu efecto, 100 esigual 4 99+ 1;y por ser 99 multiplo de 9y
e o,

100= 99-h\ = multiplo do9y de3+ 1,

y aside los demés ejemplos que se quiera; luego es cierto el lema I."
2® Sea, por primer ejemplo, la cifra 7 seguida de un cero, 6
bien el nimero 70.
En efecto, 70 es igual & 10 X 7. Y poniendo por 10 su valor
obtenido en el lema anterior, tendrémos:

70=10x7= (multiplo do9y de 3-h 1) X7= m.“de 9y de 3+7;

porque habiendo de repetir 7 veces cada uno de los dos sumandos
que hay dentro del paréntesis, el multiplo de 9y de 3 repetido 7
veces es un multiplo de 9y de 3; mas uno repetido 7 veces,
igual & 7.

Sirva de nuevo ejemplo la cifra 8 seguida de dos ceros, ¢ bien
800.

En efecto, 800= 100 X 8; vy sustituyendo por 100 el valor
suyo obtenido en el lema 1.“ tendrémos:

800= (multiplo de 9y de3+1) x8 ;

verificando esta multiplicacion indicada en el segundo miembro, y
teniendo presente que multiplo de 9y de 3 repetido 8 veces, ¢ cual-
quier nimero de veces, es siempre un maltiplo de 9y de 3, tendré-
mos finalmente:

800= 100x 8= (maltiplo de9y de 3+1)x8=multiplo de 9y de 3+8;

y aside los demas ejemplos que se quiera; luego es cierto el lema 2®

Pasemos & demostrar el principio.

Sea un numero entero cualquiera, como 71018 : reduciendo sus
unidades superiores é intermedias a unidades simples , se puede es-
cribir asi:

70000+ 1000+ 10+ 8.

Pero segun el lema 2 . 70000= mdltiplo de 9 y de 3+ 7
segln el lema 1® . 1000 = mudltiplode 9y de 3+1
segun el lema 1® . 10= multiplo de 9y do3+ 1

Y evidentemente........... 8- 8

Sumando ordenadamente estas igualdades, y recordando que
un maltiplo de 9y de 3, repetido varias veces, no es mas que Tin
maultiplo de 9y de 3, tendrémos :

71018= multiplo de 9y de3+ 8+1 + 1+7.
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Y escribiendo estos sumandos dentro de un paréntesis, a4 la ma-

nera de una suma indicada, tendrémos :

71018=multiplo de 9y de 3-f- 84-1 4-1 4-7),
y queda demostrado el principio conforme con el enunciado que de
él dimos.

La consecuencia que de este principio se saca es inmediata; poi-
que representando el numero 71018, que ha servido de ejemplo,
una suma indicada de dos sumandos, el primero de los cuales es evi-
dentemente divisible por 9 y por 3, dependerd necesariamente el
que la suma (5S), 6 bien el numero propuesto 71018, sea divisible
por 9 6 por 3, dependerd, repetimos, de que lo sea el segundo su-
mando, que es cabalmente la sama de los valores al)sol%tos de las ci-
fras que-le componen , conforme con la regla que aiites enunciamos.
Luego Ui numero entero es, 6 nd, divisible por 9, etc.

Un numero entero es, 6 ng, divisible por 11, segnn que la di-
ferencia entre lasima de las cifras de dérden impary las de érden
par, contandode derecha & izquierda, sea, 6n6, 0, 11 dmultiplo de 11.

Esa regla se funda en el principio siguiente i

6 «. Todo numero entero puede descomponerse en un multiplo de
11, mas la diferencia que laya entre la suma de las cifras de lugar
impar y las de lugar par , contando de derecha & izquierda.

Y este principio se funda en los cuatro lemas que & continuacion
se dicen :

1/ La unidad, seguida de un numero impar de ceros, puede des-
componerse en un multiplo de W ménos la unidad.

2. " Launidad, seguida de un numeropar de ceros,pvede descom-
ponerse en un multiplo deW, mas la unidad.
3. " Toda cifra significativa, seguida de un numero imgmr de ce-

ros, puede descomponerse en un multiplo deW , ménos la cifra, sea

cualfuere. o _
4.* Toda cifra significativa, seguida de un numero par de ceros,
puede descomponerse en U7i multiplo de 11, miis la cifra , sea cual

fuere.
Demostremos los cuatro lemas :
1. Sea, porprimer ejemplo, la unidad seguida de un cero, 6

bien el nimero 10.
Y en efecto: 10 esigual & 11 —1; y por ser 11 mdaltiplo de si

mismo, se verifica que
10=11 —1= maltiplo de 11 —1
Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de tres ceros, 6 bien
el nimero 1000.
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Y en efecto: 1000 es igual a 1001—1; y como 1001 es igual &
91x 11, 1001 es multiplo de 11,y se verifica que

1000 =1001 — 1= maltiplo do 11—1.

Y asi de los demas ejemplos que se .quiera. Luego es cierto el

lema 1°
2. ® Sea, porprimer ejemplo , la unidad seguida de dos ceros, 6

bien el nimero 100.
Y en efecto: 100 es igual & 99+ 1; pero 99 es multiplo de 11,

luego se verifica que
100= 99+ 1=mdltiplo do 1 +1.

Sirva de nuevo ejemplo la unidad seguida de cuatro ceros, 6 bien

el nidmero 10000.
Y en efecto, 10000 es igual & 9999 + 1; pero 9999, como toda

série de un numero par de nueves, es un maltiplo de 11; luego se
verifica que .
q 10000= 9999+ | = mdltiplo de 11+ 1;

y asi para los demas ejemplos. Luego el lema es cierto.
3. ® Sea, por primer ejemplo , la cifra 7 seguida de un cero, 6

bien el nUmero 70.
Y en efecto; 70 esigual & 10 x 7 ; y escribiendo en vez de 10 la

expresion (multiplo de 11—1) que le es equivalente, segun el
lema I.°, resulta que

70= 10x7 = {maltiplo de 11—1]X7 :

verificando esta multiplicacion indicada, y recordando que un multi-
plo de 11 repetido cualquier nimero de veces, como 7, es un multi-
plo de 11, y que el producto parcial de 1X 7 ha de restarse del otro
producto parcial, tendrémos :

70= 10x7 = [maltiplo de 11—1) x 7 = multiplo de 11—7.

Sirva de nuevo ejemplo la cifra 8 seguida de tres ceros , 6 bien el

numero 8000.
En efecto: 8000 esigual & 1000 x 8; y escribiendo en vez de 1000

la expresion (multiplo de 11—1) que la es equivalente, segun el
lema 1® resulta que
8000= 1000x8= (mdltiplo de 11 —1} X 8;

y verificando esta multiplicacion indicada, repitiendo las considera-
ciones que hicimos en el ejemplo ultimo , resulta que
8000= 1000x8= (multiplo de 11—1) x 8 = multiplo do 11—S8,
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y asi de los demas ejemplos que se quiera. Luego es cierto el

lema 3."
4.% Sea, por primer ejemplo, la cifra 3 seguida de dos ceros, 6
bien el nimero 300.
En efecto : 300 es igual & 100 X 3 ; y escribiendo en vez de 100
la expresion (multiplo de 11+ 1) que le es equivalente, segin el
lema 2.", resulta que

300= 100x 3 = (multiplo de 11-f-1) x 3 ;

y verificando la multiplicacién indicada , repitiendo las consideracio-
nes que hicimos en el lema ultimo , pero sumando con el anterior el
producto parcial 1 X 3, resulta que

300=100x3= (maltqdo do 1i-h 1)X 3= multiplo de 11+ 3.

Sirva de dltimo ejemplo, la cifra 4 seguida de cuatro ceros, 0
bien el nimero 40000.

En efecto ; 40000 es igual & 10000 X 4 ;y escribiendo en vez de
10000 la expresion (multiplo de 11-hl) que le es equivalente, se-
gun el lema 2.7, resulta que

40000=10000x 4 = [multiplo de 11+ i)x4;

y verificando el producto indicado, repitiendo las consideraciones
expuestas enei ultimo ejemplo, resulta finalmente que

40000= 10000x4 = (multiplo do 11+ 1)X 4= multiplo do 1) +4 ,

y asi de los demas ejemplos que se quiera. Luego es cierto el lema 4."

Pasemos & demostrar el principio.

Sea un numero entero cualquiera como 711803 : reduciendo sus
unidades superiores 0 intermedias & unidades simples, se puede es-
cribir asi :

700000+10000+ 1000+800+ 3.

Pero segin el loma 3.”. . 700000 = multiplo de 11 —7.
segun el lema 2. . 10000 = multiplo do 11 + 1
segin ol lema 1.". . 1000 = multiplo do 11 —1
segun el lema 4.« . 800= multiplo de 11 + 8.

Y evidentemente........... 3= +3.

Sumando ordenadamente estas igualdades y recordando que un
multiplo de 11 , repetido varias veces, es solo un madltiplo de 11,
tendrémos :

711803 = multiplodo11+3 + 8+1 —1—7.
En el segundo miembro, después del multiplo de 11, esta indica-
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do que se han de sumar las cifras 3, 8y 1; y que del resultado se
ha de restar 1, y del resto se ha de restar 7. Pues en vez de sumar
y restar las cifras una & una , formemos dos grupos: 1° de las que
estan afectadas del signo + ; 2° de las que estan afectadas del sig-
no —; y restando el segundo del primero,, el resultado final no se
altera , y por medio de este artificio se verifica el principio bajo la
forma enunciada:

711803 = maUiplo de 11-h(™3+ 8h 1) — {I-(-7}*

Consecuencia del principio. El paréntesis grande representa el
resultado de la sustraccion que ha ds verificarse entre las cantidades
contenidas en los paréntesis pequeiios. En el segundo miembro hay,
pues, una suma indicada de dos sumandos , el primero de los cuales
es divisible por 11. Luego el que la suma, 6 bien el nUmero 711803,
sea divisible por 11, depende del segundo sumando ; es decir, si el
segundo sumando es cero ,116 multiplo de 11 , el namero es divisi-
ble por 11 ; pero si el segundo sumando no se reduce a cero, ni &
11, ni & maltiplo de 11, el namero propuesto no es divisible por 11,
conforme con la regla dicha anteriormente. Luego  ndmero es, 0
no, dimsihle por 11, etc.

Escolio. Nos dispensamos de explicar los caractéres de divisibi-
lidad de un numero entero por otros primos, como 7, 13y 17;
porque las reglas que habian de seguirse én la practica son mucho
mas largas que la division ordinaria de un numero por 7, 13, 17, etc.

Los alumnos distinguiran en algunos casos ,y después de breve
experiencia, la existencia de factores primos de que no hayamos ha-
blado aqui. Por ejemplo , cualquiera sabe que 85 es divisible por 5,
y también por 17.

Ejemplos: 742 no os divisible por 9 ni por 3, porque 24-4-}-7,

Osea 13, no es maltiplo de 9 ni de 3.

7542 es divisible por 9y por 3, porque 24-44-5-1-7, 6 sea 18, es
muUiplo de 9y de 3.

7842 es divisible por 3y no loes por 9, porque 24-4-h84-7, dsea
21, es multiplo de 3y no loes do 9.

41029 no es divisible por 11, porque (9-hO 4-4} —(2-+-1), 0 sea 13
—3, 6sea 10, no es 0, ni 11, ni maltiplo do 1L

51029 os divisible por 11, porque (9-f-04- 5)— (2-4 1), 6 sea 14—3,
es igual & 11.

19789 es divisible por 11, porque (94-7 4-1} —(8-49), 6sea 17—17,
es igual a 0.

82709 es divisii)le por 11, porque (94-7 4-8) —(0-42), 6 sea 24—2,
0 sea 22, es maltiplo de 11
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Del maximo comun divisor.

eyo. Se llamayikxmo comuan urvison de dos 6 mas nimeros, el
mayor de todos los nimeros gne los dvoide exactamente.

Si se tratase de hallar el maximo comdn divisor de los nimeros
72y 24, por ejemplo , desde lueg'o podemos afirmar g'te no puede
ser mayor que los numeros propuestos. Ni tampoco igual al mayor
de ellos , porque el mayor, si bien es divisor de si mismo , no puede
ser divisor de un nimero menor que €l. Pero el menor , que desde
luego es divisor de si mismo, pudiera ser divisor del nimero mayor:
y f&\o fuera , no habria un divisor comun mayor que él; es decir , el
namero menor seria el méximo comdn divisor pedido. Dividamos,
pues, 72 por 24. Y efectuada la division , vemos con efecto , que el
cociente 3 esexacto, y 24 el maximo comun divisor de 72y 24 : hé
ahi la razon de comenzar dividiendo el mayor por el menor en esta
operacion. ..

Para abreviar, representarémos las tres palabras, maximo co-
mun divisor, por m. c. d.).

yi. Sea, por segundo ejemplo, hallar el m. c. d. de los nime-
ros 21y 14. . . o

Empezarémos la Operacion como anteriormente, dividiendo 21
por 14 para ver si el menor 14 es el ra. c¢. d. podido.

Pero efectuada la division, se obtiene 1 por cociente enteroy 7
por resto. Y como a primera vista se conoce que 7 es el m. c. d. del
menor 14y del resto 7, si nosotros demostramos que el m. c. d. del
menor y del resto es igual al m. c. d. del mayor y del menor: 1", ha-
brémos demostrado que 7 es el m. c. d. pedido ;y 2.“, habremos
aprendido el procedimiento que en lo sucesivo deberd seguirse en
esta importante Operacion.

y en efecto : el m. c. d. del menor y del resto, si bien es divisor
del mayor (GO), no puede ser mayor que el m. ¢. d. del mayory
del menor, porque éste dejaria de ser maximo, si hubiese otro
mayor.

Por otra parte, el m. c. d. del mayor y del menor, si bien es di-
visor del resto (GO), no puede ser mayor que el m. c. d. del menor
y del resto, porque éste dejaria de serlo si hubiese otro mayor. Ahora
bien, si ninguno de estos dos m. c, d. puede ser mayor ni menor
que el otro, dmbos serén iguales.

Disposicién de la operacion :

21 (1417
7 1 2
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No hay duda ; 7es el m. c. d. de 14 y de 7, y como acaba de de-
mostrarse que el m. c. d. de 14y 7 es igualal m. c. d. de 21 y 14,
dicho se esta que 7 es el m. c. d. pedido.

9®. Sea, por tercer ejemplo, bailar el m. c. d. de los nume-
ros 78 y 45.
Disposicion de la operacion :

78 45 3 12 9

& 3
12

w

Discurriendo como en los ejemplos anteriores, se divide 78 por
45 y después se divide 45 por el resto 33, y como esta division no es
exacta se continta dividiendo el primer resto por el segundo , y asi
sucesivamente hasta obtener el divisor 3, que da cero de resto y es el
m. c. d. pedido.

Efectivamente, 3~ el m. c. d. de 9 y 3 que por el teorema del
nimero 71 esigual al m. c. d. de 12y 9; y por ser m. c. d. de es-
tos dos, esigual al de 33y 12; y por ser m. ¢. d. de estos dos, es
igual al de 45y 33, é igual al de 78 y 45, que era el pedido.

De las consideraciones expuestas se deduce que :

Para hallar el maximo comun divisor de dos nUimeo'os, se divide
el mayor por el menor : si la divisionfuere exacta, el menor sera el
m. c. d. pedido.

81 no ha sido exacta, se divide el menor por el resto:y si esta
segunda division fuese exacta, el primer resto sera el m. c. d.
pedido.

&i esta segunda division tampoco hubiese sido exacta, se divide
elprimer resto por el segundo, y asi sucesivamente hasta obtener un
cociente exacto, en cuyo caso el ultimo divisor serael m. c. d. gtie se
busca. tSi el Gltimo divisor es la unidad, los nimeros propuestos
son (»1) primos entre si.

9i?. Ultimo ejemplo : Hallar el m. c. d. de los nimeros 78y 35.

Disposicion de la operacién :

7B[3% 1813121
8 2 4 2 1

Los numeros 78 y 35 son primos entre si (54), puesto que no
tienen mas divisor comdn que la unidad.

y reciprocamente, si se aplica este procedimiento & dos mimeros
primos entre si, ha de obtenerse necesariamente un resto igual & 1
En efecto : los restos de las divisiones sucesivas van disminuyendo;
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y si se obtuviese un resto O (tiue es el término de la operacion) sin
haber obtenido un resto 1, aquel divisor distinto de 1, que hubiese
dado el resto 0, seria el m. c. d. de los nimeros propuestos, lo que
es contra la hipétesis.

Corolario. Sien el curso de una operacién se obtiene por resto
un namero primo, y no es €l en la divisién inmediata el m. c¢. d.,
puesto que dicho primo no es divisible por ningin otro, podemos
asegurar, sin pasar mas adelante, que los nUmeros propuestos son
primos entre si.

Corotario 2." Todo divisor comin de dos nameros, lo es tam-
bién de sum. c. d., puesto que lo es de los restos (tiO) ; la recipro-
ca es cierta, porque siendo un ndmero divisor de otro, lo es de sus
multiplos.

S-i.  De aqui se deduce la regla para hallar el méximo comun di-
visor de mas de dos numeros, de 60, 48 y 30, por ejemplo.

Se halla el m. c. d. de 60 y 48, que es 12.

Despueés se hallael de 12 y 30, que es 6, y éste es el m. c. d.
pedido.

En efecto : el m. c. d. de 60, 48 y 30, por ser divisor de los dos
primeros, lo serd de 12 ; y por serlo de 12y 30, lo sera de 6, que es
el m. c. d. de estos Gltimos ; pero no puede ser mayor que éste.

Por otra parte,el m. c. d. de 30y 12, por ser divisor de 12, lo es
de 60 y 48 ; pero no puede ser mayor que el m. c¢. d, de estos dos.
Luego si el m. c. d. de 60, 48 y 30 no puede ser mayor que el de 12
y 30,y el de 12y 30 no puede ser mayor que el de 60, 48y 30,
seran iguales.

Luego para hallar el macomo comwi divisor de més de dos momc-
70s, se basca el de dos de ellos; después el del que se hahallado y de
oirode los nimeros propuestos, y asi sucesivamente.

En la préactica conviene empezar por los més pequefios.

Corotlario. El corolario Ultimo y su reciproco pueden ampliarse
para el caso del'm. c. d. de méas de dos nimeros.

Si dos numeros se multiplican ¢ se dividen exactamente por
otro, sum. c. d. quedara multiplicado 6 dividido por este otro.

Si 11 eselm. c. d. de 121y 88, 11X Sseraelm. c. d. de 121X5
y 88X5.

En efecto : aplicando el procedimiento del m. c. d. & los nimeros
propuestos, tenemos :

121 188 1 33 12 |1 1
B 1 2
2 u

y 11eselm. c. d de 121y 88.
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Si ahora aplicamos el mismo procedimiento & 121»5 y 88*5, 6
bien 605 y 440, tenemos,

606140 1 165 | 110 ) 5%

66 1 2 1 2
lio % o

y 55,6 bien 11 X 5es el m. c. d.

Y habla de suceder asi ; porque sabemos (4-1, 7.*) que, si el divi-
dendo y divisor de una divisién inexacta se multiplican por un nime-
ro entero cualquiera, el cociente entero no varia ; pero el resto queda
multiplicado por dicho nimero.

En el presente caso quedé multiplicado por 5 el primer resto 33.
Y como éste paso & ser divisor, quedd después multiplicado por 5 el
segundo resto 22. Y como éste paso & ser divisor, quedd después mul-
tiplicado por 5 el tercer resto 11, que en la division inmediata resultd
como m. c. d.

Supongamos ahora que el punto de partida sean los nimeros 605
y 440, cuyo m. ¢. d. es 55. Como acabamos de ver que el quinto do
603 y el de 440 tienen cabalmente por m. c. d. el quinto de 55, que-
da demostrada la segunda parte de la proposicion.

Escolio, los nimeros propueséos Ucmii %n factor comun, se
suprime, cuidando de multiplicar después por dicho factor el m. c. d.
hallado.

Si cualpdera de los dos numeros propuestos tiene un factor riue
seaprimo con el otro numero,-se suprime defnitivamente, \Jor'ug
dicho factor no forma parte del m. c. d. pedido.

Sean propuestos para hallar su m. c. d. los numeros 2150 y 3612,
respecto de los cuales ha lugar & las tres abreviaciones.

Ambos tienen el factor 2 que, aungue se suprima, lo reservare-
mos para multiplicar por €l el m. c. d. que encontremos.

2150 tiene el factor 25 que, no entrando en 3612, no forma parte
del m. c. d. : lo suprimirémos definitivamente ; asi como el 3. que
entra en 3612 y no entra en 2150.

Disposicion de la operacion :

2502 2x25x43 ?% I 43 X2 = 86eselm. o. d
3612= 2X3 x 602 5 14

En los casos en que haya lugar & una, 6 & dos, 6 & las tres abre-
viaciones, pueden hacerse éstas al principio de la operacion , 6 duran-
te su desarrollo. En el presente caso pudo suprimirse el factor 2 de
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602, ya que no pudimos aun hablar del factor compuesto 6 : el resul-
tado era el mismo

301 43 ..,.x2=86m.c. d.
01

y«. iSi dos nimeros se disiden por sum. c. d., los cocientes seran
primos entre si.

Esto es evidente : sean los nUmeros 45y 27, y 9su m. c. d.

Al dividir 45 y 27 respectivamente por 9, sum. c. d. lia sido di-
vidido por 9 (15); luego los respectivos cocientes 5y 3 tienen por
ra. c. d. el 9i 9= 1, esto es, son primos entre si.

La reciproca es también cierta.

Hallar los factores simplesy compuestos de un nimero entero.

9'?".  Todo namero, que es divisor de un producto de dosfactores
y primo con uno de éstos, es divisor del otrofactor.

Sea el producto 110 de los factores 5 X 22, y 11 un divisor de
dicho producto, primo con 5. Vamos & demostrar que 11 es divisor
del otro factor 22.

En efecto ; por suponerse & 5y 11 primos entre si, su m. c. d.
es 1:yel m. c. d. de los productos 5X22 y 11X22 sera (95)
1X 22, 6 bien 22.

Pero, por la hipotesis, 11 es divisor de 5 X 22 : también lo es
(5« Gor. 1.) de 11 X 22 ; luego sera divisor (93 , Cor. 2.") de 22,
que es el m. c. d. de estos productos.

CoiiOLARio.  Un nimero primo, que esdivisor de un producto, lo
espor lo menos de uno de susfactores.

Si 2 es divisor del producto o0 X 13 X 4, sera divisor de alguno de
sus factores.

Pues segun el teorema, si 2 es primo con 5, sera divisor de 13 X 4;
y siendo divisor de 13 X 4, si es primo con 13, sera divisor de 4.

2. " &,un ndmero esprimo con cada uno de los factores de un pro-
ducto, esprimo con elproducto; porque si siendo primo fuera divisor
del producto, también lo seria de alguno de los factores (por el ante-
rior cor.) ; lo que es contra la hipdtesis : y no siendo primo, tendra
con el producto, y por consiguiente con alguno de sus factores, un
divisor primo comun ; lo que es también contra la hipotesis.

Y ademés : los divisores primos de un producto no pueden ser
otros que los divisores primos de susfactores.

3. ® Si un namero primo es divisor de una potencia de otro nu-
mero, es también divisor de este ndmero. Porque siendo 4’=
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4 X4 X4, si2esdivisor de 4*. y porlo mismo de 4 X 4 X 4, segan
el cor. 1°, sera divisor de 4.

4* 5 dos minieros son primos entre si, todas sus potencias lo
seran iamUen. Pues el divisor primo comin que tuviesen, seria
también divisor de sus raices, por el corolario anterior ; y entdnces
no serian primos entre si los nimeros propuestos, lo que es contra
la hipotesis.

I. 0 Si un numero esprimo con una potencia de otro numero, es
también primo con éste ; porque si no lo fuera, tampoco seria primo
con la potencia, lo que es contra la hipotesis. Y reciprocamente,
todo numeroprimo con otro, esprimo con las potencias de este otro',
porque, si no lo fuera, tampoco seria primo conia raiz, lo que es
contra la hipotesis.

IS. Lo primero que se le ocurre & cualquiera cuando le dan un
namero para que halle sus factores, es examinar si el nimero dado
es, 6 né, primo.

Esto se averigua ensayando si el nimero es divisible por los fac-
tores primos 2, 3, 5, etc. (U partir siempre del mas pequefio). Si es
divisible por alguno de ellos, el nimero dado no es primo. Pero si
ensayando divisiones se llega & obtener un cociente entero menor
que el divisor, sin haber obtenido 4ntes cociente exacto, puede ase-
gurarse que el nUmero propuesto  primo, sin pasar mas adelante.

Ejemplo; 127:3= 42+ 1 do resto, 127 *5= 25+2 de resto, 127 :7
= 18+1 dorosto, 127t 11 = 11+6 de resto, y por ultimo, 127 : 13=
9+ 10 de rosto , quo da el cociente entero 9 < el divisor 13 ; puede ase
gurarse que el nUmero 127 es primo.

En efecto : el nimero 127 no ha sido divisible por ningun factor
primo menor que 13 ; ni puede serlo por ninguno mayor, porque
para ello habia de serlo por el cociente respectivo que, habiendo de
ser menor que 9, estd ya en vano ensayado ; ni puede serlo por los
compuestos formados de esos primos. Luego 127 es primo ; luego si
un numero no es divisible por losfactores primos 2,3,5, etc., hasta
obtener un cociente entero menor que el divisor, dicho numero sera
primo.

También se dice i

Un numero es primo si no es divisible por ningln otro cwgo cua-
drado sea menor que el numero propuesto. Asi, para que 127 no fue-
re primo, seria necesario que fuese divisible por 2, 63, 65, 6 70 11,
cuyos cuadrados respectivos son menores que 127 : y esto ya s ha
visto que no ha podido verificarse.

En otros términos : XIn numero es primo cuando se ha llevado la
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pnieha hasta, la parte entera de s%raiz cuadrada sin obtener cociente
exacto.

50. Ensayemos el nimero 840, por segundo ejemplo, para ver
si es primo 6 nd. Pero 840 no es primo ; porg*ue, terminando en Q
es divisible por 2 : luego

840= 2x420.

Siendo 840 divisible por 2 y por 420, lo sera también por los di-
visores de 420 ; y como 420 es divisible por 2 y por lo mismo igual
4 2X210, tendrémos

840= 2x2x210,

y ademas divisible nuevamente por 2, y por 210.

Siendo 840 divisible por 210, lo sera por los divisores de 210 ; y
como 210 es divisible por 2, y por lo mismo igual & 2X 105, ten-
drémos

840= 2x2x2x105,

y ademas divisible nuevamente por 2 y por 105.

Siendo 840 divisible por 105 lo serd por los divisores de”~105; y
como 105 es divisible por 3, y por lo mismo igual &4 3 X 35; ten-
drémos

840=2x2x2x3x35,

y ademaés divisible por 3y por 35.

Siendo 840 divisible por 35 lo sera por los divisores de 35; vy
como 35 es divisible por 5, y por lo mismo igual 5X7, tendrémos
por ultimo

480= 2X2X2X3X5X7,

y divisible por cada uno de estos factores.

Luego el nimero 840, si bien no es primo, se compone de un
producto de nimeros primos.

y lo que se ha dicho de este niumero es aplicable & todos. Luego
el nUmero gne no es primo es nn producto de ndmeros primos , 0
sea de factores simples.

SO. Para hallar en la practica los factores simples de un nume-
ro, se traida una linea vertical 4 su derecha ; enfrente del numero y
al lado de lalinea, se coloca el primer factor simple, prescindiendo
de la unidad, que es divisor de todo nimero. Se escribe debajo del
namero dado el cociente de dividirle p”r el primer factor, y enfren-
te del cociente se coloca el primer factor simple que tenga dicho co-
ciente. Se escribe debajo de éste el cociente de dividirle por su pri-



ri9
raer factor simple, y asi se continta hasta obtener la unidad por ul-
timo cociente.

Ejemplos
24 2150 2 5880
12 1075 5 2940
6 2155 1470
3 43 43 735
1 1 245
49
5
1
24=2x2x%x2x3 2150= 2.5.5.43 5880=2.2.2.3.5.7.7
24 = 2*x3 2150=2.5». 43 5880= 2* 3.5.7*.

FAnumero 24 es divisible por 2 porque termina en cifra par, co-
locando el 2 enfrente, y se dice: mitad de 2 es 1; mitad de 4, 2.

Este nimero 12 es divisible por 2, colocando el 2 enfrente, y se
dice : mitad de 1es 0, que no se pone & la izquierda, y queda de
resto una decena, que vale 10 unidades, y 2 son 12 ; mitad de 12
son 6.

Este nimero 6 es aln divisible por 2, y colocando el 2 enfrente
dirémos : mitad de 6 es 3.

Este nimero 3 es divisible por 3, es decir, no es divisible mas
que por si mismo, por ser nimero primo, como sucede en todos los
ejemplos al llegar & esta Gltima division, y colocando el 3 enfrente
y debajo de los demas divisores primos, dirémos : tercera parte de 3
es |, que se coloca debajo de los demas cocientes anteriores.

S1. Y ahora procede demostrar que la descomposicion de un
namero entero en sus factores simples ¢ primos no puede hacerse
mas que de una manera, esto es, un ndmero no admite mas que
una descomposicion enfactores primos.

En efecto : acabamos de ver que

24=2.2.2.3

Si introducimos un nuevo factor y distinto de estos, como 5,
tendremos :

2.2.2.3. 5 Oseal20>24.

Si introducimos un nuevo factor, pero igual U uno de ellos,
como 3, tendremos :

2.2.2.3,3 6sea72>24.
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Si omitimos uno de los factores del nimero 24, como 3, ten-
dremos :

2.2.2 6 sea8< 24

Si, por ultimo, cambiamos de factores, es decir, si omitimos uno
de ellos, como 3, € introducimos uno nuevo, como 5, el producto
indicado tomard esta forma 2.2.2.5 : la forma primitiva es
2.2.2.3; yreuniendo los tres primeros factores de cada uno en un
s6lo numero, tendrémos : 8X5 para uno, y para el propuesto 8x3.

Pero hemos dicho en la multiplicacion que productos iguales de
dosfactores ~con unfactor igual., tienen también igual el otro fac-
tor. Luego para que estos dos productos indicados realicen el mismo
namero 24, es necesario que sean iguales los segundos factores, &
saber, el 5y el 3;y el nimero 24 no admite mas que una descom-
posicion en factores simples 6 primos.

Si un namero es divisible por dos 6 mas primos entre si dos
a dos, es también divisible por elproducto de todos ellos.

Si 210, por ejemplo, es divisible por 2, 3y 5, que son primos
dos a dos, es también divisible por su producto 2 X3 X5.

En efecto : por ser 210 divisible por 2, tenemos

210= 2x105.

Por ser 210 divisible por 3, también 2 X 105 sera divisible por 3;
y como 2 y 3 son primos entre si, el factor 105 sera divisible por 3,
y tendrémos

105=3x35;
Inego
210= 2x105 = 2x3x35

y el nimero dado 210 sera divisible por el producto 2 X3.
Por ultimo, siendo 210, 6 bien 2X 3 X 35 divisible por 5; como
2y 3son primos con 5, el factor 35 sera divisible por 5 : luego

3H=5x7
y por consiguiente

210=2x105=2x3x35=2x3%x5x7,

cuya Ultima igualdad demuestra la proposicion.

Esto sentado, propongdmonos hallar iodos los divisores del nu-
mero 210, cuyos divisores simples 6 primosson 2, 3, 5y 7.

Siendo primos 2y 3, el producto 2X 3 sera divisor de 210 ; y
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como estos nimeros 2, 3y 2 X 3 son primos con 5, el producto de
cada uno por 5serd divisor del numero dado, y tendrémos que

2, 3,2x3, 5, 2x5, 3x5y2x3x5

serén todos divisores de 210.

Pero estos divisores son primos con 7, lueg-o el producto de cada
uno de ellos por 7, serd también divisor del nUmero propuesto y
por consiguiente los divisores todos de 210 son los siguientes :

2, 3, 2x3, 5, 2x5, 3x5, 2x3x5, 7, 2x7, 3x7, 2X3xX7,
5X7, 2x5x7, 3X5X7, 2x3x5x7.

CoROLAMb.  Hemos visto que el nimero 216 es divisible por 6,
por serlo antes por 2 y por 3 : 225 lo es por 15, por serlo antes por 3
y por o, etc. L u e g o pienn nimero entero sea divisible por un
factor compuesto, es necesario fpue lo seapor los factores primos de

2. Los numeros que son iguales & la suma de sus factores eran
Ilamados por los antiguos nimeros perfectos. Tales como

A 6 I-j-2-1-3, 28=:I-f-24-4-j-7-f-14, y otros.

También Ilamaban nimeros amigos & dos nimeros tales que cada
uno de ellos sea Igual & la suma de los factores del otro, como 220
y 284, y otros dos pares mas, Unicos que se conocen.

Abundantes, & aquéllos que son menores que la suma de sus facto-
res, como

12<|H-2-f-3-h4-f-6.

Defectivos 6 deficientes & los que son mayores que la suma de sus
tactores, como

10>14-2-h5.

Darémos fin & este cuadro de nimeros poco comunes con el nd-
merodeorot aureo numero, que es el que expresa el afio del ciclo
lunar que va corriendo ; llamado asi en memoria de la costumbre
gue teman los atenienses de publicar el ano corriente del ciclo con
grandes caracteres de oro, que fijaban en los sitios publicos.
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S3. Tabla de todos los divisores simplesy compuestos del numero
5880, segun M. Bourdon.

1, 2, 4, 8=
3§ 1 2=

5 10, 20,  40=2=xb.
15, 30, 60 120=2=X3x5.
7. 14 28 BG=2°X7

21, 42, 84, 168 =2"X3X7,
35, 70, 140, 280=2~X5X7.
105, 210, 420, 840=2~X3x5X7.
49, 98, 196, 392 =2*X7*,
147, 294, 588, 1176 =25X3X7*.
245, 490, 980, 1960 =2~X5XT7*.
735, 1470, 2940, 5880 =2=*X3X5XT7*

Con el cuadro de los factores primos de 5880 & la vista se forma
esta tabla, escribiendo en linea liorizontal la unidad {divisor de todo
namero) seguida de las tres primeras potencias de2, que eviden-
temente dividen al nimero propuesto.

Después se multiplican estos cuatro ndmeros por el factor 3, y
con los productos que, segun el principio (»3), son divisores de
5888, se forma la 2." linea.

Después se multiplican todos los términos de cada una de estas
dos por el factor 5, y con los productos que, segin el mismo principio*
son divisores de 5880, se forman respectivamente las lineas 3.“y 4®

Después se multiplican todos los términos de cada una de estas
cuatro por el factor 7;y con los productos que son divisores de 5880,
se forman respectivamente las lineas 5., 6.\ 7.*y 8®

Y como el 7 entra dos veces por factor en la descomposicion que
so liizo del niamero dado en factores primos , también entrara como
T en la presente tabla ; y esto se consigue multiplicando por 7 las
Gltimas cuatro lineas (en que ya entraba el 7), con cuyos productos
respectivos , divisores todos de 5880, se forman las lineas 9.*, 10.",
11.-y 12.*

En la préctica es conveniente colocar en la primera linea horizon -
tal las potencias del factor primo que entre mas veces en el nimero
propuesto : el érden de los demés es indiferente.

La tabla no puede ser mas clara ni mas comoda, ofreciendo como
ofrece todos los divisores al primer golpe de vista.

No puede tener otros divisores que los que contiene, porque el
nimero 5880 no admite mas descomposicion en factores primos que
una, la que se hizo.

Todos los términos que contiene son divisores de 5880 , porque
sus factores primos 2, 3, 5y 7son los Unicos que entran en ellos, y
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entran segiin las diferentes potencias en que deben entrar: por eso el
2entraen 2.'y 3.“potencia, el 7 entra eu2., miéutras que el 3y el
5no han podido entrar elevados & la 2.* potencia.

8-1. Para comprobar que esta en la tabla el ndmero de divisores
que debe haber , se aiiade una unidad al esponente de cada factor
primo, considerando con la unidad por exponente & aquel que no
le teng-a, y el producto de esos nimeros asi formados sera el niume-
ro de divisores que ha de haber 6 sea

(34-1)x (H-D)A +1)X (2-hl) =4x2x2x3=48.

En efecto, entrando el primer primo 2 tres veces por factor, y em-
pezando por la unidad, hay en la 1L* linea 3+ 1

Multiplicando (3 + 1) por el nimero de las potencias sucesivas
que forma el segundo primo 3, obtendremos un nimero de nuevas
lineas de & (3-1-1) términos cada una , & las cuales hay que aiiadir
los (3+1) de laprimera. Pero el 3entra una sola vez , y el produc-
tode 3+ 1) x les[3+ 1); afladiéndole (3+ 1), teudréinos:

{3-F-)-h(3-t-1) = (3-h1)X2= (3-hD)x{I-hl).

(Estos divisores son potencias de 2 y de 3 una a una ¢ combina-
das dos & dos.)

Multiplicando los (3+ 1) X (L+ 1), términos de estas primeras
lineas, por el nimero de las potencias sucesivas que forma el tercer
primo 5, obtendrémos un nuevo numero de divisores, al cual se afia-
dirdn los (3+1)X (1 +1) queya hay. Pero el 5entra una sola vez,
y el producto de (3+1) x( 1+ 1) X lesiguala (3+ 1) x (1 r 1),
y afiadiéndole 3+ 1) x (1+ 1),tendrémos :

(3-hD)X(1-i-1)-h{32-1)x(I + )= (3r-1)X[1-{-1)X2 =
(3-i-1)X(I-M)x(1-hl).

Multiplicando los (3+ 1) x (1-h 1) X (1-1- 1), términos de estas
lineas, por el nimero de las potencias sucesivas, que forma el cuarto
primo 7, obtendrémos un nuevo numero de divisores, al cual se afia-
dirdn los 3+ )X (1+ 1)X{1+1) que hay ya. Pero 7 entrados
veces por factor ,y el producto de (3-h )X (1+ 1) X (1+ 1) X 2
esiguala(3+ 1) X 1+ 1) X (1+ Z1}repetido dos veces ;y afia-
diendo ahora la misma expresién , tendrémos por resultado final
(3-F1) X 1+ 1) X (L+ 1) repetido tres veces, 6 sea multiplicado
por 3, 6 sea multiplicado por (2-h 1) 0 sea

(3+)X (1 + DX(I-1-1)x(2 + ).

Y asi para los demas ejemplos.
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Formaciou de una tabla de nimeros primos.

Corno lia de seguirse algun método para formar una tabla
de nimeros primos , nosotros seguiremos el que estd generalmente
adoptado , conocido con el nombre de criba de Eratdstenes, j que
consiste :

En escribir desde la unidad hasta aquel nimero que se quiera
gue contenga la tabla.

Se borran después todos los que sean divisibles por 2, ex-
cepto el 2.

Se borran también todos los divisibles por 3 , excepto el 3.

Se borran asimismo todos los que terminen en 5, excepto'el 5.

Sin mas que esas supresiones puede aseg’urarse que los numeros
no borrados hasta 7 X 7,6 sea 49 , son primos; 6 mejor dicho, des-
de 1 U47, ambos inclusive, son primos los no borrados, porque
los multiplos de 7 por 2, 3,4, 5y 6 han sido ya borrados como di-
visibles por 2, 3, 2, 5y 2.

Borrando después los multiplos de 7 desde 49 en adelante, pode-
mos asegurar que son primos los no borrados hasta el producto
(le11X11,6 seael numero 121 , porque los maltiplos de 11 por 2,
3,4,5,6,7.8,9y10, han sido ya borrados como divisibles por
2,3, 5y 7,y asi se continua hasta donde se quiera.

Con esta breve explicacion se habra comprendido cuan facil es
formar una tabla de nameros primos.

Nosotros presentaremos, por via de ejemplo, los numeros pri-
mos menores que 100 :

1 2 3 5 7 1 13 17 19
23 29 31 37 4 43 47 53 59
GL 67 7 73 79 8 8 97

iiii. En vista de esto, y de que un nimero admite una sola des-
composicion en factores primos, puede hallarse el m. c. d. de dos 6
mas numeros, descomponiendo & todos ellos en sus factores primos y
formando el producto de los comunes & todos, —y no mas que de
los comunes—, su producto serd el m. c. d. de los numeros pro-
puestos.

“72|2 48;2 28i2 Ejemplo 2702 902 753 35
362 242 142 355 453 2540 /
82 122 77 77 153 55 1

93 62 1 1 55 1
33 33 1
1 1 i
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En el primero de estos ejemplos entra el niimero primo 2 tres
veces por factor en el primer nimero, cuatro en el seg'iindo y dos
veces en 28 ; y como el 3 entra dos veces en el primero, una en el
seg-undo y ning-una en 28, y el 7 que entra en este Gltimo, no entra
en ninguno de los dos primeros ; resulta que no liay mas factores
comunes que 2 X2, 6 sea 4, y éste serd el m. c. d. de 72, 48y 28.

En el segundo ejemplo el m. c. d. es 5.

En otros términos : el m. c. d. de varios nimeros se compone del
producto de los factores simples comunes a todos ellos, poniendo a
cada factor simple comxm el menor exponente que lleve en las descom-
posiciones verijicadas.

Del minimo multiplo comun.

LIdmase minimo multiplo comun de varios nimeros el menor
namero que sea divisible por todos ellos.

(Paraabreviar, representaremos las tres palabras, minimo mul-
tiplo cominypor m. m. c.)

Hay casos tan sencillos, que & primera vista se conoce que uno
de los mismos numeros es el minimo maltiplo coman de todos ellos:
asi, 12eselm. m.c. de 4, 6, 3,12y 2.

Porque es evidente que el m. m. ¢. de varios nimeros no es ma-
yor que el producto de los mismos nimeros, ni menor que el mayor
de ellos.

Otras veces basta multiplicar por 2,3, etc., uno de los nimeros
propuestos para obtener el m. m. c. de todos ellos.

Sean los nimeros 2, 4, 6, 12y 20 ; pues 20 X3, ¢ bien 60 , es
el m. m. c. de todos ellos.

SS. Propongamonos ahora hallar el m. m. c. de tres luimero.s
cualesquiera, como 60,48 y 35.

Descompuestos en sus respectivos factores simples, tendremos

las igualdades ;

60= 2*.3.5 48= 2*.3 35=5.7.

Y como el minimo multiplo que buscamos ha de ser divisible por
los tres nimeros dados, también lo sera por los factores 2% 3 5 del
primero, por los 2** 3 del segundo y por los 5-7 del tercero.

Pero todo nimero divisible por dos ¢ mas primos entre si, y pri-
mos entre si dos a dos, por consiguiente, 1o mismo que sus potencias
respectivas, es divisible por el producto de todos ellos: luego el
m. m. c. que se busca sera divisible por el producto 2°*3.5*7, por
ejemplo. Y como el multiplo menor de un nimero es el mismo nd-
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mero, es claro que 2*.3*5*7 es el minimo maultiplo comin pedido.

Lueg'o, reg'la:

Para hallar el m. m. c. de dos é mas nimeros, se descomponen
éstos en sns factores simples, y se forma “onproducto en que entre
cadafactor simple afectado respectivamente del mayor exponente que
tenga en uno, dos 6en todos los nimeros dados.

Escolio 1.° El producto de los nimeros del ejemplo en cues-
tion, es
®35. 3.5.7;

el m. m. c. de ellos es 2*. 3¢5*7 : en éste faltan de los factores an-
teriores 2®. 3.5 ; esto es, el m. m. c. de los tres nimeros es menor
que el producto de ellos 2® 3.5 veces, 6 sea 60 veces.

El nimero 2°X3X5X 7,6 bien 1680 es multiplo de 60,48 y 35;
porgue contiene los factores simples con un exponente, por lo mé-
nos ig-ual al exponente con que entran en cada uno de aquéllos. Y
es ademas el méas pequeiio maltiplo posible ; porque, para ser mul-
tiplo de cada uno do ellos, es necesario que contenga & cada factor
simple con un exponento igual, por lo menos, al exponento con que
entra en cada uno de los nimeros dados, 60, 48 y 35.

Luego el nimero 1680 es ciertamente el m. m. c. de los nime-
ros propuestos.

Escolio 2.° Si los nimeros dados son primos, su m. m. c. sera
el producto de ellos.

Escolio 3® El in. m. c. de varios niUmeros es unico. Pero no
es decible cudl sea el multiplo mayor ; porque dado uno, por grande
quesea, se puede multiplicar por 2, 3, etc., y se obtiene otro U
otros mayores.
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CAPITULO m.

De los Cliicbi*ailos ordinarios abstractos.

ii0. ldea DELOSQUEBRADOS Se llama ‘'anidad, fraccionaria a
una unidad tal, que asu expresion acompafia siempre la referencia a
la unidad abstracta, 6 duna unidad concreta cualquiera superior.
Como un cuarto dearroba, un quinto de la unidad-, la 1.* se refiere
& la unidad concreta arroba: la 2®4 la unidad abstracta. Cuando so
refiera aia unidad abstracta , no se expresa ésta, y se dice simple-
mente : un quinto, un sexto.

Si se divide , por consiguiente, la unidad en dos 6 mas partes
iguales, cada una de estas partes es una unidad fraccionaria, que
puede definirse también diciendo que escada una de las partes
iguales en que esta dividida 6puede considerarse dividida la unidad
entera.

Numero fraccionario 6 fraccidén, 6 simplemente quebrado, es
una coleccién de dos 6 mas unidades fraccionarias iguales : como dos
quintos, siete octavos.

Asi como (I0) la unidad, ¢ seala unidad entera , es considerada
como el primer ndmero entero , también la unidad fraccionaria se
considera como quebrado.

Dos son, pues, los nimeros que Se necesitan para expresar un
quebrado, & saber : uno que indique el namero de partes en que la
unidad esta dividida, y se llama denominador ; y otro que exprese el
numero de estas partes que el quebrado contiene, y se llama nume-

rador. A numerador y denominador se les llama términos del
quebrado.
00. Nomenclatura. Sila unidad se divide en dos partes igua-

les , cada una de éstas se llama un medio ; si en .tres, un tercio; si
en cuatro, un cuarto; si en cinco, un quinto; si en seis, un sexto;
si en siete, un séptimo; si en ocho, un octavo ; si en nueve, un %o~
veno; y si en diez , un décimo.

Si la unidad se divide en un nimero de partes mayor que diez, se
enuncia la unidad fraccionaria, afiadiendo la terminacién avo al nu-
mero que indica el nimero de partes en que se divide la unidad. Asi,
segln que la unidad se divida en once, quince, veinte partes igua-
les, la unidad fraccionaria se nombra un once avo, un quince avo,
un veinte avo, etc.

Y como el quebrado no se distingue de la unidad fraccionaria
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sino en que el quebrado consta de dos 6 més unidades fraccionarias,

la nomencktura de aquéllos sélo se disting'ue por el nimero que ex-
prese la coleccién de unidades fraccionarias- que constituyen el que-
brado. Asi se dice; dos quintos, siete nooenos, treinta cuarenta,
avos, etc.

Ol. Esceituka. Para escribir la unidad fraccionaria, se escribe

la (ljmidad sobre una raya horizontal, y debajo de ésta el denomi-
nador.

Asi: - - 11 1
2a3 e 10° ib' 40m
Se lee, un medio, un tercio,..... un quince avo, un cuaren-
ta avo.

Los quebrados se escriben como la unidad fraccionaria, poniendo
en vez de la unidad , el numerador.

. ) 7 39
Por ejemplo: —  g'xaQ. Y se leen, nombrando el numera-

dor, como se nombran los enteros, y nombrando el denominador
como en la unidad fraccionaria. Estos tres quebrados se expresan di-
ciendo: dos quintos , siete novenos , treinta y nueve cuarenta avos.

Si se quiere explicar lo que un quebrado representa, por ejem-

plo , . diremos: que segun el denominador 40, la unidad esta

dividida en 40 partes iguales, llamadas cuarenta avos; y segun el
numerador 39 , el quebrado contiene ¢ consta de 39 de estas cuaren-
ta avas partes.

93. Si el numerador de un quebrado es menor que el denomi-
nador , el quebrado vale ménos que la unidad.

3
Por ejemplo: ~~<1. Porque refiriéndose este quebrado & la

unidad fraccionaria cuarto de la unidad , y necesitandose cuatro
cuartos para componerla, es evidente que el quebrado propuesto vale

ménos que la unidad.

Si el numerador de un quebrado es igual al denominador , el va-
lor del quebrado es igual & la unidad, é iguales entre si los quebra-
dos de forma anéloga.

7 4 5

Por ejemplo; — = — = — = 1. Esta proposicién es una conse-
cuencia inmediata de la idea que hemos dado del quebrado y de sus
dos términos.
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Si ol uiiiuerador de un quebrado es mayor ({uo el denominador,
el quebrado vale méas que la unidad.

Por ejemplo; ’\5—>1; esto es, ° vale ! méas que la unidad.

Un razonamiento analogo al empleado en- la pendltima proposicion
demuestra la presente.

Esto entendido, se Ilama quebrado propio & aquél cuyo numera-
dor es menor que su denominador, é impropio a aquél cuyo nume-
rador es igual 6 mayor que su denominador.

Ejemplos: § > g%r sou quebrados propios: ! V" 8

ib * 35 son quebrados impropios.

Esta idea de propiedadk, impropiedad de los quebrados se refiere
4 su forma, y no & su valor, que puede ser el mismo aun bajo
distinta forma.

La J)alsLbva.fraccion expresa mas particularmente la idea del que-
brado propio.

Y la palabra quebrado 6 nimerofraccionario se usa indistinta-
mente para nombrar el quebrado, sea propio ¢ impropio ; y aun la
unidad fraccionaria.

Por nimero mixto se entiende la reunion de un entero y un que-

li
brado, como 2-y-(y).

Se dice que un quebrado invertido, cuando su numerador
pasa & ser denominador, y el denominador pasa & ser numerador.

Asi S es el quebrado invertido de-z-

«3. Un quebrado representa también el cociente de dos nimeros
enteros , de los cuales el dividendo estd por numerador, y el divisor
por denominador. Con efecto , si tratamos de dividir 2 por 3, por
ejemplo , el cociente no puede serigual & la unidad : desde luego es
una fraccién. Yaque el cociente no puede ser igual & la unidad, en-
sayemos a qué namero de partes de la unidad sera igual. Para esto
dividamos cada unidad en dos medios ; es claro que el dividendo 2
consta de 4 medios; y como 4 medios partido por 3, no da tampoco
cociente exacto, ensayaréinos otra divisioén de la unidad en 3 partes
iguales, por ejemplo, y diremos : cada unidad, dividida en tercios,
vale 3 tercios; y el dividendo propuesto 2, valdra 6 tercios ; pero 6
tercios, partido por el divisor propuesto 3, da cociente exacto é igual

a4 2 tercios : luego el cociente de 2 : 3= B Y como lo que se lia di-
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dio de este ejemplo es apiicable & otro cualquiera, la proposicién es
gfcneral y cierta.

Luego , si al llegar al resto final de una division inexacta de nu-
meros enteros, se quiere continuar la operacion , el nuevo y Gltimo
cociente parcial serd un quebrado cuyo numerador sea dicho resto,
y el denominador el divisor.

Luego , el cocienfe completo de una division inexacta (3?) es
igual al cociente micro mas un quebrado que tenga por numerador
el rislo de la divisién, y por denominador el divisor.

S64. Para averiguar las unidades que vale un quebrado impropio,
se, divide el numerador por el denominador. Si la division es exacta,
el cociente expresard el nimero de unidades que el quebrado vale.
Y si la division es inexacta, el cociente entero expresara este nu-
mero, tomando en este caso el quebrado la forma de nUmero mixto.

Con efecto : dado el denominador de un quebrado, necesita éste
por numerador un namero igual para valer una unidad Y
si el numerador es dujdo del denominador, el quebrado vale dos
unidades, y asi sucesivamente: luego, tantas veces como el de-
nominador de un quebrado esté contenido en el numerador, tantas
unidades valdra el quebrado.

Asi. & 81 .26 A 32 j 10 _ 30 ,2

La resolucion de esta cuestion se conoce comunmente con la de-
nominacion de sacar los enteros de un quebrado impropio.
En un ndmero mixto, & pesar de que no hay signo alguno inter-

puesto entre el entero y el quebrado, se sobreentiende que hay una
|

adicion indicada entre el entero y el quebrado. Asi: 7 es lo

mismo que 7h—

95. De lo expuesto, se deduce que un nimero entero cualquie-
ra puede ponerse bajo la forma de quebrado, poniéndolo por nume-

rador, y por denominador del quebrado la unidad. Asi:9= *
N

y 28— 210 ; puesto que estos dos quebrados valen respectivamente 0

unidade.s y 20 unidades, difiriendo de éstas Unicamente en la
forma.

También se deduce que un entero cualquiera puede ponerse bajo
Jaforma de quebrado con un denominador dado, poniendo por nu-
merador el producto del entero por el denominador dado. Asi:?7,
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puesto bajo la forma de quebrado con el denominador 6, es igual &

7X6 42
X puesto que - g- vale 7 unidades ; y 5 bajo la forma de

quebrado con el denominador 8 es igual & 8 g + Pues que

Zgljo vale 5 unidades.

Considerado un quebrado (03) como el cociente indicado
del numerador partido por el denominador, son aplicables al valor
del quebrado las observaciones hechas (41) relativas & las alteracio-
nes que un cociente sufriera por las que sufrieran el dividendo y
divisor.

Estollo obstante, por exigirlo asi la importancia del asunto,
repetirémos algunas de ellas, aunque expuestas bajo distinta forma.

IS¢, el iimierador de im gxieh'ado aimenia 6 disminuye, que-
dando el denominador el mismo ; el gv,chrado (esto es, $b'ocalor) &%~
meMaé dismumije. Efectivamente, siéndola unidad fraccionaria la
misma (que esto significa quedar el denominador el mismo), segln
que el numero de éstas aumente 6 disminuya (que esto significa au-
mentar 6 disminuir el numerador), el valor del quebrado aumentara
6 disminuira.

Por consiguiente, devarios quebrados que tengan igual denomi-
nador y distinto numerador, es mayor, (esto es, vale mas) el que
tenga mayor numerador.

A Y si el numerador de un quebrado se multiplica 6 divide por un
entero, quedando el denominador el mismo, el quebrado queda mul-
tiplicado 6 dividido por dicho entero.

Efectivamente ; siendo la unidad fraccionaria la misma (que esto
significa quedar el denominador el mismo), segin que el nimero de
éstas sea doble, triplo, etc., esto es, que el numerador se multipli-
que por 2,3, etc., 6 segln que el numero de estas unidades frac-
cionarias sea mitad, tercera parte, etc., esto es, que el numerador
se parta por 2,3, etc., el valor del quebrado quedard multiplicado
0 dividido por 2, 3, etc.

2. Si el denominador de un quebrado aumenta & disminuye,
guedando el numerador el mismo, el quebrado disminuye 6 aumenta.

Efectivamente, siendo uno mismo el nUmero de unidades fraccio-
narias (que esto significa quedar el numerador el mismo), segin que
el valor de éstas disminuya 6 aumente, el valor del quebrado dismi-
nuird 6 aumentard ; y como la unidad fraccionaria es tanto mas pe-
guefia 6 mas grande, cuanto mayor 6 menor sea el denominador,
esto es, cuanto mayor 6 menor sea el nimero de partes en que la
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unidad entera se divida , seg'un que el denominador aumente 0 dis-
minuya, el quebrado disminuye 6 aumenta.

Por consiguiente, de varios quebrados gxife tengan igual numera-
dor y distinto denominador, es mayor el que tenga menor denomi-
nador.

Y si el denominador de un quebrado se multiplica ¢ divide porun
entero, quedando el numerador el mismo, el quebrado queda divi-
dido 6 multiplicado por dicho entero.

Efectivamente , siendo uno mismo el nimero de unidades frac-
cionarias (que esto significa quedar el numerador el mismo), segun
que el valor de esta sea 2,3, etc., veces menor 6 mayor, esto es, se-
gan que el namero de partes en que la unidad se divida, sea 2, 3,
etc., veces mayor 6 menor , 610 que es lo mismo , segin que el de-
nominador se multiplique 6 divida por 2,3, etc. veces , el quebrado
serd 2,3, etc. veces menor 6 mayor.

di'. El valor deun quebrado no se altera porque se multipliquen
6dividan sx(s dos términos por un mismo numero entero.

Esta proposicién contiene dos partes. La primera, esto es, que el
guebrado no se altera, multiplicando sus dos términos pormi mis-
mo entero, se explica facilmente teniendo presente que el incremen-
to que experimenta el quebrado multiplicando el numerador (9.,
se compensa con el decremento que experimenta el mismo quebrado
multiplicando el denominador (96). La segunda, esto es, que el
quebrado no se altera, dividiendo sus dos términos por un mismo
entero , se explica también , considerando que el decremento que
experimenta el quebrado dividiendo el numerador (9«j, .se compen-
sa con el incremento que experimenta el mismo quebrado dividiendo
su denominador (96).

Pero la importancia de esta proposicion es tal, que merece una
demostracion especial.

Empecemos demostrando que un quebrado no se altera multipli-
cando sus dos términos por uii mismo nimero entero.

Sea el quebrado — ; multiplicando sus dos términos por 3,
por ejemplo, el quebrado tomard la forma , ¥ logue hay
que demostrar os que — =--2p-. En efecto, segun el denomi-

nador del primero de estos dos.quebrados, la unidad est& dividida en
7 partes iguales llamadas séptimos ; segln el denominador del se-
gundo, la unidad esté dividida en 21 partes iguales llamadas vein-
tiunavos. Pero para deducir esta segunda division de la unid<d, de la
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primera, es evidente que habra habido que dividir cada séptima par-
te en 3 partes ig-uales, y por consiguiente, 1 septimo vale 3 veintiln
avos; luego , si 1 séptimo vale 3 veintiln avos , es claro que 4
spétimos valdran 4 veces 3 veintiln avos, que son 12 veintidn

. . . .4
avos, 0 puesto bajo laforma fraccionaria, ~  valen
Y considerando ahora reciprocamente al primer quebrado ¢ sea

4 , como deducido del segundo L , cuyos dos términos se hayan
dividido por tres , explicadaya la igualdad de estos dos quebrados
12 4 L .
-g-y , queda demostrada la segunda parte de la proposicién , &

saber; que un quebrado no se altera, dividiendo sus dos términos
por un mismo nimero entero.

En la primera parte de este principio esta fundada la importante
transformacién que se hace experimentar & los quebrados, conocida
con el nombre de reduccion de los quebrados & un comun denomi-
nador.

Y en la segunda parte del mismo se funda otra transformacién
no menos importante, J\gd\g{s simplijicacion de los quebrados.

9ii. Para reducir dos quebrados & un comin denominador semuU
Uplican los dos términos de cada quebrado por el denominador del
otro.

Sean, por ejemplo, y Multiplicando los dos términos del

primero por el denominador 11 del 2® no se altera su valor, y mul-
tiplicando los dos términos del segundo por el denominador 3 del
primero, tampoco se altera su valor, Unicamente varia la for-
ma de ambos quebrados. Y como el nuevo denominador del I.°
es 3 X 11, y el nuevo denominador del segundoes 11x3, y
estd demostrado (*25) que 3X11 = 11X3 queda también de-

2X1E 0 %3

n 22
mostrado que 5777, X 73 s estoes, g y conservan

respectivamente el mismo valor que 2 y -Si aunque adquiriendo

un denominador igual é comun.
Para reducir tres 6 mas quebrados d un comdn denominador, se
multiplican los dos términos de cada quebrado por el producto de los

denominadores de los demas.

Sean , por ejemplo, , -jr- — . Estos quebrados son
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respectivamente iguales 4 “"M1.9.2.5 53.9.25

2.3.11.9.5" T.T:TITT~T N

9.3.11.2.5"
denominador (3®, , j,.ego el procedimiento es

exactr'

JSiriri: |rrcrr,. T

1980_ 2310
2970 * 2970 ’ --2W A T ’ '297r-

dori9?i Aor 8} mdrvi niuIti&Iicarfe cada numera.
J, pol eI mISmo numero entero por ual op i
— E ser. el nranfrt”

<leno?2:i?3 dd7rimer/\qnerra-l—%augg/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

el producto de los dimmina'dores . eicepto el deT r faoT
que multiplicado por este nimero 990 el numerador 2 del * *

guebrado, teudrémos como anteriormente 190
Y sucesivamente tendrémos por numeradores del 2.% 3 “ 4 “v
quebrado, los mismos nimeros, 1350, 2310 1485 I|Rs m i
83 que

obtuwmos antes.

0. 9= S SERRIZ AR
2970r 2= 1485 1485x1 = | 485:
2970* 5= 594; 594x2=1188.-

repetillTM TR AN I NTRE] Pn 17, udar en operaciones

Jrados teng-an factores primos comunes, se forma previamente elTe

ya hicimos f»»%, ‘sind que se forma el m. m. 4ENPRYRALYES;EORY
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denominadores, y ese sera el comdn denominador mas poqueiio po-
sible. Para formar los nuevos numeradores, se multiplica cada nu-
merador primitivo por el cociente de dividir el m. m. c. por cada de-
nominador respectivo, y los sucesivos productos seran los numera-
dores. Es como si se multiplicasen por dicho cociente los dos térmi-
nos de cada uno de los quebrados propuestos.

7 11 C 19 385 288
Ejemplo : 35 1680 ° 1680 N 1680 m

Se ha formado el m. m. c. de los tres denominadores GO, 48y 35,

que es 1680.
Dividido por el primer denominador 60, se obtiene por cociente

28, que, multiplicado por 7 y por 60, da el primer quebraéio 196 :

y asi con los otros dos quebrados A y 96- .

En la practica basta multiplicar el numerador 7 por el cociente 28,
pues el denominador sera el m. m. c.

) 0 6 9 &5

Otro ejemplo : 12 IT "2° 0m
Aqui, es tan facil el caso, que, conocido el 12 como m. m. c. &
primera vista, se multiplican los numeradores 1y 3 por los cocien-

tes respectivos 6 y 3, dejando el tercer quebrado como esté.

) 17 4 7
Otro aun mas sencillo ; -~=~,

Ultimo ejemplo :

5 7 1 3 12-j-16-hl0-f-21 H-4-hlI8
2 8"T"T " 24

500. Los quebrados pueden reducirse también 4 un comdn nu-
merador por un procedimiento analogo al que hemos empleado
para reducirlos @ un comin denominador.

Asi,para reducir dos quebrados a un comdn numerador, se mul-
tiplican los dos términos de cada quebradopor d numerador del otro.

. | 2 10 ’,‘ 2x10 0x2
Eor ejemplo: G-y -JJ- tomaran }aforma \11 2 q'’ A
20 20
m 7
Y para reducir tres 6 mas quebrados a un comdn numerador, se

multiplican los dos términos de cada quebrado por el producto de los
numeradores de los demas.
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. 1 2 4 , 1X 2x4
Por ejemplo: —, ~Y tomaran la forma " " -2x 4
2x1x4 4x1x2 ) 8
3x1 X4 ' 7Tx1x2 0 sea. -IF

Escolio. Para conocer de dos 6 més quebrados de distintos nu-
meradores y distintos denominadores, cual es mayor, se reducen a
un comun denominador, y se aplica lo dicho (i>C, 1."). 6 se redu-
cen a un comdn numerador, y se aplica lo dicho (?>ti , 2.")

Sean los quebrados -g-y -’Z:reducidoséun comun denominador

77 18 1 .. 77 18
se transforman en W % Elq uebradoy como?7‘=
18
y ‘%lllllTT’ que

Reduciendo los mismos quebrados g-y , a un comin nume-

. 14 11} 14 14
rador se trasformai! en y yt- El quebrado 19 > 7, Y COMO
14 7 14 2 - 7 2

1F='T" -W=-W"~’ T >TT-

191. jSmph/icar un queirado, es transformarle en otro de
igual valor, pero de forma més sencilla, esto es, cuyos términos
.sean menores.

Para que un quebrado sea simplijicable, es necesario que sus
dos términos tengan uno 6 mas factores comunes, uno al ménos.

Y se hace la simplificacion dividiendo numerador y denominador
por el divisor comun (07).

ilj[BMPLOs : * " = 8 es el factor comin i~ = X’

factor comun.

Si el caso es complicado, y no se conocen facilmente los factores
comunes délos dos términos del quebrado, se halla el m. c. d. de
ellos, y se divide cada uno por él : los cocientes seran primos entre
si (70) : el nuevo quebrado que no admite méas simplificacion se

irreducible, y se dice que el quebrado propuesto ha sido redu-
cido k su mas simple expresion, y también a sus menores términos.
592 592 *37 16

Ejemplo : -g”"== 999.37 = IT ~
y 592.

[OXAN se afiade un mismo numero entero & los dos términos de
un quebradopropio, el nuevo quebrado es mayor que elprimero.
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Sea, por ejemplo , -g-. Auadiendo a sus dos términos el entero 3,
tendrémos: \** A | dsea -g-, j reduciendo 4 un comdn denomi-

nador los quebrados vy >tomaran la forma % y 35. Pero

£ 32
40 >10-’

Si se resta un mismo ndmero entero de los dos términos de nn que-
Iradopropio, el nuevo quebrado es menoi*que el primero.

. 4
Sea el mismo quebrado -g-. Restando el entero 2 de sus dos
7 - 7 2 - 7 7 -
términos, tendrémos: -g-; y reduciendo & un comun denominador

los dos quebrados 4 y2 >tomarén la forma ng2 y j‘g ; 'y como

10 12 NN 2 4
; se deduce que -g-< -g-.

Si se afiade un mismo numero entero a los dos términos de un
quebrado impropio” el nuevo quebrado es menor que el primero.

[ . _—
Sea el quebrado Afadiendo el entero 3 & sus dos términos,
. 10 . . . .
tendrémos , Y reduciendo & un comudn denominador los quebra-

10 , 49 40 0 49
dos y — >tomaran la forma y ; pero < - luego
40 7
Si se resta un mismo numero entero de los dos términos de un
quebrado impropio, el nuevo quebrado es mayor que elprimero.

7
Sea el mismo quebrado Restando el entero 2 de sus dos

5
términos, tendrémos , ¥ reduciendo & un comudn denominador
, 4 20 20 10
los quebrados — y — >tomaréan la forma -g- y -g-; pero 8> g

5 7
luego

NC-X. !
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Si el quebrado impropio tiene su numerador igual a su denomina-
dor, dicho quebrado no se altera afiadiendo ¢ restando de sus dos
términos un mismo numero entero, puesto que los quebrados

Ny sou iguales (9®), é iguales & la unidad.

ADICION DE LOS QUEBRADOS.

103. La adicion, sustraccién , multiplicacion y division de los
guebrados tienen la misma acepcion que bemos dado en los lugares
respectivos & estas operaciojles sobre numeros enteros. Y €omo nos
reservamos el tratar de estas cuatro operaciones sobre nimeros con-
cretos, ya sean enteros 6 quebrados , en el cap. V, en el presente
s6lo explicarémos la adicion , sustraccion , multiplicacion y division
de los quebrados abstractos.

fiO'l. Pero es evidente que un quebrado (el quebrado iwiVi#} no
puede contener la reunién de todas las unidades fraccionarias que
los quebrados sumandos contienen respectivamente, sino en tanto
gue estas unidades fraccionarias sean todas iguales entre si, como
todas quintos novenos , etc. Y & esta igualdad en las unidades
dadas para sumar (y lo mismo para restar), esto es, a esta igualdad
de la unidad fraccionaria & que cada quebrado se refiera, es & lo que
llaman la generalidad de los autores homogeneidad de los quebrados.

Esto en cuanto & quebrados abstractos, pero si son concretos,
su homogeneidad consiste no solamente en la igualdad de denomi-
nadores, sino en que ademas se refieran & una misma unidad entera
las unidades fraccionarias, esto es, todas & partes de duro, quin-
tal, etc.

Luego para sumar dos 6 méas quebrados que tengan un mismo
denominador , se suman los numeradores , el resultado se pone por
numerador del iifiw«, y por denominador el denominador
gue tengan los quebrados sumandos.

e . 1 2-h5-f-1
jemplo : 9 9 9 9
105. Para sumar dos 6 mas quebrados que no tengan igual de-

nominador , se reducen previamente & un comun denominador, y
después se suman como en el caso anterior.

Eiemolo, L4 2 o 6 3+16 19
Jempio- 3T 0T 4 4 24 24

106. Parasumar un enteroconun quebrado se multiplica el en-
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tero por el deyiominador del quebrado , al producto se afiade el nume-

rador , el resultado sepone por numerador del quebrado suma , y por
denominador el mismo que tenga el quebrado sumando.

28-hl 29

Ejemplo : Porque, puesto 7 bajo la

forma de quebrado , la operacion seria~ + L=~ ~

O puesto el entero 7 bajo la forma de quebrado con el denominador 4,

o Tx4 .1 28 1 X
la operacion seria y siempre se

obtiene el mismo resultado.

La Operacion se practica de la misma manera, y se obtiene por
consiguiente el mismo resultado, si en vez de decir sumar un ente-
ro con un quebrado” se enuncia diciendo: sumar un quebrado con un
entero.

1 7 1 28 X
‘4

1, 7x4 1 28 29
4 ' 4 1] 4 ' 4 4

Porque

0 bien

De suerte que siempre seguirémos la misma regla :

2

Conviene advertir que lo mismo da decir sumar un entero con un
quebrado, que reducir un nimero mixto a quebrado, 6 reducir un
entero d la especie del quebrado que le acompafia. Son tres enunciados
y una sola operacion.

109'. Para sumar dos 6 mas numeros mixtos , se reducen a que-
brados, y se suman como éstos. O bien , se suman los enteros con
los enteros y los quebrados con los quebrados, y la suma de estas
dos sumas parciales sera la suma total.

«
32 47
Ejemplo ; 2-’2‘ tn %—4-: _27\f-3_ =5 S

O bien : suma de los enteros 2+ 5= 7. Suma de los quebrados

47

" i

—-9 + —§= R Suma total 7+ -g-:
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La operacion se dispone de este modo

A
A

4 [

Y, si la suma de los quebrados fuese un quebrado impropio , se sa-
can los enteros para sumaiiios con éstos.
El segundo procedimiento es méas breve que el primero.
Escolio. Comprendidos estos tres casos generales de la adi-
cion de los quebrados, cualquiera otro particular que ocurra , como
sumar un nimero entero con un nimero mixto, é un quebrado con
un mixto, se resuelve con mucha fticilidad. Asi, pasarémos & la

SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS.

PdfCb TestdT un quelvado de otro quebrado cuando ambos
tienen un mismo denominador , se resta el numerador del quebrado
sustraendo del numerador del quebrado minuendo; la diferencia se
ponepor numerador del quebrado resto, y por denominador el deno-
minador coman.

Ejenplo :

Silos quebrados no tienen un mismo denominador, se reducen
prémamentea un comun denominador, y después se restan como en
el caso anterior.

4 2 28 10 28— 10 _
Ejemplo: Y” 35 35 ~ '35 .35

1009. Para restar un guebrado de un entero, se multiplica el en-
teropor el denominador del quebrado ; de este producto se resta el nu-
merador ; la diferencia sepone por numerador del quebrado resto , y
por denominador el denominador del quebrado.

9x5-3 4H5—3 42

n . 3
Ejemplo: 9 5 5 5 5

Porque , puesto el entero 9 bajo la forma de quebrado, la opera-



9_ " & 3 N
Clon sena -j==y  “5A = * 0 puesto el entero 9 bajéla

forma de quebrado con el denominador 5, la operacion seria
9X5 3 45 3 42
5 5~ 5 ~5~~"

lio. Pai*a restar %t nimero mwto de otro ndmero mixto, se
reducen amhos a “uehrados, y se restan como en elprimer caso.

Esemplo. 3 2N = _ A =N A
5 4 5 4 20 20 20 20

0] bien, y esto es mas breve, se resta el quebrado del susiraendo
del quebrado del minuendo , y el entero del susiraendo del entero del
minuendo: la suma de ambos restos serd el resto total.

. . 32 9 45
Ejemplos : 23-A- 31—
jemplos 5 3l4g. 36 4 wm36 wm3s
9 2 2
20-1 14-1
5 2 " 36 M5 g6 = a5
170
“ g 36 i« 4

En el ultimo ejemplo el quebrado del minuendo es menor que
el quebrado del sustraendo, y para hacer posible la sustraccion,
hemos tomado mentalmente una unidad de los enteros del minuendo
y la hemos afadido al quebrado del mismo ; de suerte que , al hacer
la sustraccion de los enteros“hemos tenido que considerar dismi-
nuido en una unidad el entero del minuendo, 6 aumentado en la
misma unidad el entero del sustraendo (®®). La misma considera-
cion se hara en todos los casos anédlogos.

Pongamos otros ejemplos de casos particulares, los cuales se re-
suelven facilmente una vez comprendidos los tres casos generales
que hemos explicado.

20-44-=194-44= 154,

« 4 -4 =1 "1 %:10]%l

El primero de estps ejemplos lo hemos resuelto , tomando men-
talmente una unidad del entero y poniéndola en forma de quebrado
con el denominador igual al del quebrado sustraendo ; restando éste
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del quebrado asi formado, y uniendo el resto al entero disminuido
en una unidad, hemos obtenido el resto total.

Este procedimiento es méas breve que el explicado (109), para
restar un quebrado de un entero.

MULTIPLICACION DE LOS QUEBRADOS.

. Para multiplicar un quebrado por un ndmero entero, se
multiplica el 'fiumcTadoTpoT el enteTO; sepone esteproducto por nu-
merador del quebradoproducto; y por denominador el mismo del que®
Irado.

AN
Sea, por ejemplo, 4 .- 43

5 m

En efecto, segun la idea general que tenemos de la multiplica-
cion, setrata en el presente caso de hallar un tercer nimero gue sea

4 .
respecto de lo que 3 es respecto de la unidad. Y como 3 se com-
pone de la unidad repetida 3 veces, el tercer nimero se compondra

A —

de ~_ repetido tresveces, 0 lo que es lo mismo, de % A--p-h ==

4h-4-n4 4x 3 12

Y si el denominador del quebrado es exactamente divisible por el
entero, la multiplicacion puede hacerse , poniendo por numerador
del quebradoproducto el mismo numerador del quebrado, y por deno-
minador el cociente del denominador del quebradopor el entero (96
2.%).

3.5 15 3

. . <5 =
Asi, lomismo da 10" 10

N N
AN ToY T-T-
Esta segunda regla presenta el quebrado producto ya simplifica-
do; pero no es general como la primera, pues s6lo es aplicable & ca-
sos particulares como el presente.
113. Para multiplicar un enteropor un quebrado, se multiplica
el enteropor el numerador, esteproducto sepone por numerador del
quebrado-producto , y por denominador el mismo del quebrado.

&ca, porefemplo, 4% 3 43 12

En el presente caso, el producto serd respecto de 4 lo que
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es respecto de la unidad; y como 3 es, respecto de la unidad , g:]L
1
de la unidad repetido 3 veces, el producto se compondré de -g- de 4

repetido 3 veces. Pero 1 ded es é' .(93): luego esto repetido 3

4 4 4  4-h4-j-4 4x3 12
veces, estoes, = - o
verdadero producto.
También pudo dividirse el denominador 8 por el entero 4, po-
niendo el cociente por denominador del quebrado-producto, y por nu-

3 3 3
merador el mismo del quebrado en esta forma: 4 X-g-=

Pero estos son casos particulares en que el denominador es exac-
tamente divisible por el entero , miéntras que la regla establecida es
general.

113. Para multiplicar un quebrado por otro, se multiplican nu-
meradorpor numerador y denominador por denominador, el primer
producto seponepor numerador del quebrado producto , y el segundo
por denominador.

. 5 7 £3)
Sea, por ejemplo, -y X -A= "6x'S""" ~W *
En este caso , el producto ha de ser respecto de ° lo que Z/ €s

7
respecto de la unidad; y como  es un octavo de la unidad repetido

7 veces , el producto se compondra de  de-y repetido 7 wveces.

Pero 1S (90) esigual & > ; 'y esto repetido 7 veces es
. ., 5.7 |
igual & =678" - luego la regla es exacta.

Escolio. Estareglaes aplicable & los dos casos anteriores, con-
siderando en éstos al entero como quebrado, con la unidad por deno-
minador.

Otro. El producto de un quebrado por el mismo invertido, es
igual & 1

2.3 6
Asi 3 X 2 372 L
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mB4. Para multiplicar un nimero mixto por otro nimero mixto,
se reducen ambos & quebrados, y se multiplican como los que-
brados.
Si uno de los factores es un nimero entero 6 un quebrado, y el
otro un nimero mixto, se reduce el mixto & quebrado y se efectla
la multiplicacién como en los casos anteriores.

Ejerplo 1. 2LX4 7 oy 2.4% g
2. Ix22 % 5 D

w,y 12 5 2 10
na2nrn3"m2n~n3% 6°
4 " 7.7 49
4 xA=TXA 3 A3

3.

Siendo uno de los factores nimero mixto, puede resolverse la
Operacién de este modo :
Sea el primer ejemplo.

24-X AN = 2x 4+ N x 4+ 2x b-+'4-x 4-=8 + 4 -+ |-

1-Kj,
+ j-= "J+-|‘::_ .
Escolio. Un producto indicado de varios quebrados 6 de quebra-
dos y enteros, indica que el primer factor se ha de multiplicar por
el segundo, y el producto por el tercero, etc.

EJEMPLOS.
2 1 8 4 21 8 4 218" 4 2.1.8.4
XT'=3.5>"X><y 35 3.5.9.7"
2.54 2 2.54 ., 2
X BEXAXTXA o, - T3s
2.5.4.7 2.5.4.7.2
35 7T 3.9

Y como estos productos se verifican, ya multiplicando los nume-
radores entre si, ya numeradores y enteros entre si, poniendo este
producto por numerador y por denominador el producto de los de-
nominadores ; y el producto de los numeradores es el mismo
y 3®) cualquiera que sea el orden de los factores, y lo mismo se
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verifica en el producto de los denominadores, se deduce de aqui que

Unproducto de varios factores quebrados 6 de quebrados y ente-
ros” no varia cualquiera que sea el érden de estosfactores.

DIVISION DE LOS QUEBRADOCS.

iK5. Un quebrado se divideporun namero entero., multiplican-
do él denominador por el entero, poniendo este producto por deno-
minador del quebrado cociente y por numerador el mismo del que-
brado.

Asi i7=
La explicacion de esta regla estd en el nimero fM>, 2.

. 2 - 2 .
Y ademas, el cociente es respecto del dividendo lo mis-

mo que la unidad es respecto del divisor 7. Y fundados en el nime-
ro 9G, 1.“,si el numerador del quebrado es exactamente divisible
por el entero, se efectda la division propuesta dividiendo el nume-
rador del quebrado por el entero, poniendo este cociente por nume-
rador del quebrado-cociente, y por denominador el mismo del
guebrado.

, . 20 20*10 2

Pero este procedimiento es Unicamente aplicable a casos particu-
lares, en tanto que la regla establecida es general.

. 2 . .
El cociente es el mismo que se obtendria por la regla gene-
ral después de dividir sus dos términos por 10 (SOI).

20 20 20
En efecto, ,, *10 5 19 oy —  mluego el segundo

procedimiento es mas breve que la regla general.

I1G. Unnamero entero se divide por un guebrado, multiplican-
do el enteropor el denominador del quebrado, poniendo estopor nu-
merador del quebrado-cociente, y por denominador el numerador del
quebrado.

g 1=588 4
7 m

En efecto, el cociente ha de ser tal que, multiplicado por el di-
visor, nos dé el dividendo : el quebrado divisor, multiplicado por el
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mismo invertido, da por producto 1 (813, Esc.): lueg® si ponemos
como fiictor en el numerador del quebrado invertido el entero pro-

58 | . .
puesto en esta forma — éste sera el cociente que se busca, pues-

to que =8 “ 5q8—g7— = 5que es el dividendo propuesto. Y

. . 40 - i
ademas el cociente —= es respecto del dividendo 5 lo mismo que la

unidad es respecto del divisor -g-.

El cociente de la unidad por un quebrado es igual al quebrado
invertido.

i‘-r=T =x -

117. Un queh'ado se divide por otro quebrado® multiplicando el
namerador del dividendo por el denominador del divisor, y el nu-
merador del divisor por el denominador del dividendo; el primer
producto se pone por numerador del quebrado-cociente y el segundo
por denominador.

. 3 _4 _35 15

Asl: 8 *5-4.8 R

En efecto, el cociente ba de ser tal que, multiplicado por el di-
visor, dé el dividendo : el quebrado divisor, multiplicado por él mis-
mo invertido, da por producto 1 (flI3, Esc.) : luego el divisor in-

. - . 3.5 .
vertido, multiplicado por el dividendo, en esta forma -g—-~ , seré el

. 3.5 4 3.5.4 3
cociente que se busca; puesto que -g— -5

es el dividendo propuesto. Y ademas el cociente es respecto del

dividendo -(’)\Io que la unidad es respecto del divisor o

Si los dos quebrados tienen igual denominador, la operacion se
efectla dividiendo el numerador del dividendo por el numerador del
divisor.

5 4 5.7

Porque 7 %7 %47 4%
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Y sitienen igual numerador, la operacidn se efectlia, dividiendo
el denominador del divisor por el denominador del dividendo.

7 7.8 _ 8

Porque T* 8% Wo “ T

lis. Un namero mixto se divide por otro niUmero mixto, redi-
ciendo ambos & quebrados” y dividiéndolos como quebrados.

Si el dividendo 6 divisor es un nimero entero ¢ un quebrado,
siendo el divisor 6 dividendo un nimero mixto, se reduce el mixto &
quebrado y se efectlia la division como en los casos anteriores.

) 10
- . - A — .
Ejemplos : 2 IZ -34 2 4 13.2 26
_ 2 18 24 ., 2 B 133 _
3*4' 183 3%’'"4 3 4 3 24 8
2 7X7 22 2 2
3N *7 = t7

Escolio importante. Sabemos que en la adicion y en la multi-
plicacion pueden invertirse el 6rden de los sumandos 6 de los facto-
res, sin que por ello sufran alteracion las sumas 6 los productos. Por
eso da el mismo resultado sumar un entero con un quebrado , que
sumar dicbo quebrado con el mismo entero. Por eso da también el
mismo resultado, multiplicar un quebrado por un entero, que
multiplicar dicbo entero por el mismo quebrado.

Pero en la sustraccion y en la division no sucede lo mismo, por
la sencilla razon de que no pueden variarse las funciones respectivas
de sus términos. EI minuendo, dado como tal, no puede dejar de ser
minuendo, y lo mismo sucede con el sustraendo; y lo mismo, con el
dividendo y divisor respectivamente. Por eso no puede decirse con
propiedad : reste V. esos nimeros, ni divida V. esos nimeros; sino
que se dice : reste V. tal de cual nimero, y divida V. tal por cual
namero. Miéntras que todos decimos; sume V. 6 multiplique V.
€S0S nUmeros.

AUn hay mas : aunque el cociente de dividir un quebrado por un
entero sea tan distinto del que se obtiene dividiendo el mismo ente-
ro por dicho quebrado, como que es el mismo quebrado-cociente in-
vertido, esto no tiene mas consecuencias.

Pero en la sustraccion, Qomo el quebrado se resta del ente-
ro, multiplicando el entero por el denominador, restando de este pro-
ducto el numerador, goniendo el resultado por numerador del que-
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hrado-resto y por denominador el mismo que tiene el quebrado.

Y un entero se resta de un quebrado, multiplicando el denomi-
nador por el entero™ restando esteproducto del numerador ” poniendo
el resultado por numerador del quehrado-o”esto, y por denominador el

mismo del quebrado, tenemos : 3 = 9 9xX3 5 «
45—3 . ,
seguu la reglaprimera;y segun la segunda : —0=
3  5x9 3—45 3—3—42
w5 m5

Esto resultado, —42, obtenido para el numerador del quebrado-
resto, es lo que Momo, nimero negativo, que procede, como
se ha visto, de restar un nimero mayor de otro menor. Pero no
es de este lugar el conocimiento de estos ndmeros; y en la su,s-
traccion de quebrados prescindimos de este caso de restar un
entero de un quebrado, reservandonos el tratarlo aqui con las con-
sideraciones que preceden.

DE OTRAS FORMAS DE QUEBRADOS.

I.°> Quebrados de quebrados.

fim». Sellamaunidadfraccionaria de otra unidadfraccionaria,

& una de las varias partes iguales en que se puede dividir una uni-
dad fraccionaria, 6 un conjunto de unidades fraccionarias.

Asi, por ejemplo, si dividimos un tercio en dos partes iguales,

cada una de estas partes es un medio de un tercio, y se expresa asi:

1 Lo . .
de %-Pero si dividimos dos quintos en tres partes iguales,

cada una de estas partes sera un tercio de dos quintos, y se expresa

0 L
aerde0

Y se llama quebrado de quebrado & una coleccion de dos 6 més
unidades fraccionarias de otra unidad fraccionaria, é de un conjunto
de unidades fraccionarias. Como, por ejemplo, tres quintos de un

tercio, seis sétimos de dos tercios, que se expresan asi; don

T
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2 . . . 1
Pero de no tiene otra interpretacion que la de tomar -~

2 . . . . L,
d e”y repetir esto seis veces, y como esta misma interpretacion

hemos dado (113) & la multiplicacion de uu quebrado por otro que-
brado, se sigue de aqui que

Para reducir & quebrado ordinario un quebrado de quebrado, se
multiplican entre si los dos quebrados que expresan el quebrado de
quebrado propuesto.

. , 2 12 1 4 2 .3 6

Ejemplos 9 « 458 9 8 77"
Si es unidad fraccionaria de otra unidad fraccionaria, 6 unidad

fraccionaria de quebrado, se hace la reduccién del mismo modo.

1 1 1 1 1,4 4
Ejemplos : 5 de A fs o AAD C 3 de g
7
A - -
dc .= To'
O-- 0
Interrogado uno por la hora que era, contesto : los — de ios
de los "2 horas del dia, 6 sea los de hora, ¢ bien las

J -
7-"; multiplicando el producto de los humeradores por el entero 24,

y dividiendo el resultado por el producto de los denominadores , su-
presion hecha del factor comun 7.

Orservacion. Como quiera que el resultado de una operacion
debe presentarse siempre bajo la forma mas sencilla posible, cuando
en la reduccion de uu quebrado de quebrado & quebrado ordinario, 6
en las otras cuatro operaciones anteriores, 0 en otra cualquiera, se
obtiene porresultado un quebrado impropio, conviene, salvo alguna
excepcidén que las circunstancias del momento aconsejen, hallar los
enteros que dicho quebrado impropio contenga (941). Y si el resulta-
do fuese un quebrado que admita simplificaciones, debe simplificar-
se sin excepcion alguna.



no

S® Quebrados cuyos términos no son nimeros enteros, sino un quebrado,
6 quebrados combinados entre si.

Ocurre & veces que, por seguir indicando operaciones en
un célculo, sin verificar ninguna, se llega & un quebrado cuyos dos
términos son enteros y quebrados (y & otras expresiones que no he-
mos explicado todavia), ligados entre si por distintos signos.

Conviene, pues, empezar dando & conocer estas expresiones, en
las cuales no entren por ahora mas que nimeros enteros y numeros
guebrados combinados por los cuatro signos de las cuatro operacio-
nes explicadas, para reducirlas ala forma de un quebrado ordinario.

10 10
0o | 6
mi9 g e 20
3 2 120 »
2 2 10 6 4 4 4
1 r 1 15~15 1 15 4 106X 2
7 X2 7 X2 7 X 2
8:2 y
210
1.080 44100 2206 "~ 471 oM
16 17280 864 884
210

3." Fracciones continuas.

Se llama fraccidn continua & una fraccion que tiene por
numerador la unidad y por denominador un entero mas una fraccion
que tiene por numerador la unidad, y por denominador un entero
mas una fraccion que tiene por numerador la unidad, y por denomi-
nador uua fraccion..... y asi sucesivamente.

Ejemplo: 7 _{_1_|._ 1

3 -h... También puede haber antes de

- 1
la fraccion un entero como 3{-o 1

~ Esevidente que, cuanto mayor es el nimero de partes en que se
divide la unidad, mas dificil noses formarnos una idea clara del



quebrado, como que se aleja mas de aquellas ideas que nos son tan
familiares en los usos comunes de la vida. Asi cualquiera comprende

el valor de ~d e arroba ; pero no se comprende tan facilmente el va-

io
lor de " de arroba.

Pues bien, las fracciones continuas deben su origen al deseo de
presentar en términos mas sencillos el valor aproximado de un que-
brado, cuyos términos sean muy considerables, y no puedan sim-
plificarse (tOl).

Sea por ejemplo 6 Dividiendo los dos términos por el nume-
, B i
rador, tendrémos =« 19
N+"65
. - 19 1 65
Si prescindimos del quebrado es claro que n

en vez de prescindir de B se anade 1 al denominador2, también es

N

1 65 65 . . N
claro que luego estd comprendido entre Ay ~ - ~on-

tinuando dividiendo los dos términos d ERoT 19, y asi sucesiva-
mente, seiria desarrollandola fraccién continua, y se podrian obte-

ner quebrados que se diferenciasen de q%s’\ ménos que lo que se dife-

rencia el quebrado

m3S. Pero estas consideraciones, y las consecuencias que de aqui
se desprenden, nos llevarian fuera del limite de un libro puramente
elemental.
Nos basta explicar la existencia y forma de las fracciones conti-
nuas, y concluirémos con las definiciones siguientes :

. 1 1.1 . .
A las fracciones -5, -c, etc., se llaman fracciones inte-

grantes.
Los denominadores 2, 3, 2, se llaman cocientes incompletos.
. \ 1
1 1
Las expresiones 2_qu_ 1 34im, 1 4

se llaman cocientes completos.
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Cada quebrado equivalente & cada una de las expresiones

A A
2+-7- 1 etc., se llaman reducidas.

Cada reducida va siendo alternativamente mayor y menor que la
fraccion ordinaria generatriz, y cada reducida se aproximad eésta
més que la precedente.

Las reducidas de la fraccion continua equivalente & la razén de

. . 3,2 33~
la circunferencia al diametro, son -mj*“’ 7 ’i06’ 113’

La segunda es la dada por Arquimedes.

La cuarta, dada por Adrian Métius, es facil de retener en la
memoria por constar de esta forma 113355, la segunda mitad por
numerador y la primera por denominador.

65
149

1+-

Elevacioii & potencias de los quebrados ordinarios.

133. Se llama cuadrado 6 segundapotencia de un quebrado el
producto que se obtiene multiplicAndole por si mismo una vez.
Cubo 6 tercera potencia de un quebrado es el producto que se obtiene
multiplicandole por si mismo dos veces.

Y, en general, potencia de cierto grado de un quebrado es el
producto que se obtiene, multiplicandole por si mismo tantas veces
ménos una como indique el grado, 6 tomandole por factor tantas
veces como el grado de la potencia indique.

La elevacién & potencias se reduce & mera multiplicacion.

Asi, para elevar al cuadrado el quebrado-~, por ejemplo, se

indica primeramente de este modo (-|-) , y después se venfica la

multiplicacion =4" A de 2, y 25
el cuadrado de 5, resulta que ; Para elevar un quebrado al cuadrado
se elevan sus dos términos, conservando el primero de numerador y
el segundo de denominador :y asi se explica para los demas casos de
otras potencias.
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EJEMPLOS
[2 2. 2_2_ 4
2" ~ 12 144 9 /9  “9"A 9~ 9A% 729
2V 2 2 A 3 3.3’ 27
5/ 57 5A 5~5'% [255W / 3

Si se tratase de nimeros mixtos, la cuestion se resuelve, convir-
tiendo el mixto en quebrado y elevandole & la potencia que se quie-

ra como tal quebrado. Asi, "2-|~y = =-|-x "

134. Las potencias de todo quebrado propio decrecen y crecen,
segln que el exponente de la potencia crece 6 decrece.

Esto consiste en las condiciones de la multiplicacion, en gene-

ral , segun una de las cuales el producto es menor que el multipli-

cando , cuando el multiplicador es menor que la unidad. Por eso

) 6 bien ~ por ser respectivamente iguales »

después de reducidos & un comun denominador por la aplicacion
delm. m. c.

Sean (-1) y 6 bien. ~ 6 bien ™, : de don-

<; , Y asi de los demas.

Los quebrados impropios siguen la ley de los ndmeros enteros,
porque, en las multiplicaciones respectivas, el multiplicador es
mayor que la unidad.

Por eso, , 0 bien » ’2‘



114

Extraccién de la raiz cuadrada y de la raiz cubica de los quebrados
ordinarios.

175, Rviz QJARSDA  Nos ocuparémos Unicamente de los que-
brados irreducibles, bajo cuya formaban de presentarse siempre
para hacerlos entrar en los célculos, ora sean estos dificiles, ora
faciles. Y si los quebrados son resultado de alg*un célculo , deben ser
reducidos inmediatamente & su mas simple expresion por los medios
conocidos.

Dicho esto para siempre, ocupémonos de la extraccion de la raiz
cuadrada de un quebrado cuyos dos términos sean cuadrados per-
fectos.

Hemos visto (*«3) que para elevar un quebrado al cuadrado, se
elevan numerador y denominador, y se divide el primer resultado
por el segundo. Luego, reciprocamente, juiziii extraer la raiz caa-
drada de un queltrado cuyos dos términos sean cuadrados perfectos,
se extrae laraiz cuadrada del numerador y del denominador, y se
dinide el primer resultado por el segundo.

puesto que el cuadrado de

136. Si losdos términos de un quebrado no son cuadrados per-
fectos, el quebrado no tiene raiz cuadrada exacta.

Porque si la tuviese, 6 seria un entero 6 seria un quebrado. Si la
raiz exacta fuese un nimero entero, el cuadrado de éste seria igual
& un quebrado irreducible , lo que es un absurdo.

Si la raiz exacta fuese un quebrado, seria porque el numerador y
denominador de éste fuesen respectivamente raiz exacta de los tér-
minos del quebrado propuesto; es decir, que los términos del pro-
puesto serian cuadrados perfectos, lo que es contra la hipdtesis.

Si el numerador no es cuadrado perfecto, y lo es el denominador,
se obtiene la raiz aproximada del quebrado , dividiendo la raiz ente-
ra del numeradorpor la raiz exacta del denominador.

gemolo: 3 /18 Vis _ VI
Por plo: 'y 9 ,
Pero la raiz cuadrada de 18 es> 4y < 5; luego la raiz pedida

o™ A y < A, esdecir, la raiz pedida se diferencia de cualgnie-
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ra de estos dos quebrados , del primero por exceso j del segundo por

1 . .
defecto , en ménos de —; en otros términos aun, puede tomarse

cualquiera de estos quebrados por la raiz verdadera, con ménos
de — de error.

Sin embargo, 18 esta mas cerca de 16 (cuadrado de 4) que de 25
(cuadrado de 5).

Y, en general, la diferencia entre la raiz hallada de este modo
y laraiz verdadera del gnelrado propuesto es menor que la uni-
dad fraccionaria a que se refiere la raiz cuadrada del denomi-
nador.

Si el denominador no es cuadrado perfecto, se multiplican am-
bos términos por el denominador” épor un numero entero tal., que
transforme al denominador en cuadrado perfecto, y entdnces esta-
mos en el caso anterior.

) 2 _\/2.5 V0o _ Vo )
Ejemplos - - 45“ con mMénos de45

de error.

/3,2 16 _\J6 2 _1
| - wvg2 -~ 4 3

nos de de error.

137. Paraextraer la raiz cuadrada de un nimero mixto se re-
duce éste a quebrado, y se extrae la raiz como en los casos prece-
dentes.

Escolio. Es bastante la raiz del entero.

*38. Supuesto lo dicbo en esta materia, y recordando que la
raiz cuadrada del producto de dos factores es igual al producto de las
raices cuadradas de dichos factores; si multiplicamos un numero en-
tero 6 quebrado por el cuadrado del denominador de la unidad frac-

1 . .
Clonaria , por ejemplo, y extraemos la raiz cuadrada del pro-

ducto de dicbo numero multiplicado por 7*, la raiz que obtengamos
sera igual & la raiz pedida multiplicada por 7.

Asi \/45x 7*= \/45x \lv = \/45x 7.
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Es claro, que si dividimos v/45 X 7’ por 7, tendrémos la \/45:

y como V/45X 7* estd comprendida entre dos nimeros enteros con-
secutivos, esto es, que se diferencian en la unidad; el menor de es-
tos nimeros , dividido por 7, nos dard la raiz cuadrada pedida.
Luego ,para extraer la ral caairada de %86%€mero entero 6 que-
brado conmenos error gne nna unidadfraccionaria dada” se multi-
plicael numero propuesto por el cuadrado del denominador de la
unidad fraccionaria , se extrae la raiz cuadrada entera de este pro-

ducto, y esta raiz se divide por dicho denominador.

»® 27

i®9. Raiz cubica.—Puesto que 33
S o1 Ao
Reciprocamente. 34| (/343

Lo que quiere decir que ;para extraer la raiz cubica de %mn que-
brado” cuyos dos términos son cubosperfectos, se extrae la raiz cu-
bica del numerador y del denominador, y se parte el primer resul-
tadopor el segundo.

130. 8i los dos términos de un gquebrado no son cubos perfectos.,
el quebrado no tiene raiz cubica exacta.

Porque si la tuviere, esta raiz exacta seria un entero, 6 seriaun
quebrado. Pero, en el primer caso, se daria el absurdo de que el
cubo de un entero fuese igual & un quebrado irreducible ; y para que
se diera el segundo caso, era necesario que numerador y denomina-
dor del gquebrado en cuestién fuesen cubos perfectos, 1o que es con-
tra la hipotesis.

Si el numerador no es cubo perfecto, y lo es el denominador, se
obtiene la raiz aproximada del quebrado disidiendo la raiz entera
del numerador por la raiz exacta del denominador.

) I 170 >770_V70
Por ejemplo; 9

Pero la raiz cubicade 70es>4 y <5 ; luego la raiz pedida es

Ayc< > ; es decir, la raiz pedida se diferencia de cualquiera
y
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de estos dos quebrados (del primero por exceso y del segundo por

defecto) en ménos de ; en otros términos, puede tomarse cual-

1
quiera de estos quebrados por la raiz verdadera, con ménos de

de error.

Sin embargo, 70 estd més cerca de 64 (cubo de 4) que de 125
(cubo de 5).

y , en general, la diferencia entre la raiz hallada de este modo
y la raU Verdadera del quebrado propuesto es menor que la unidad
fraccionaria d que se refiere la raiz cubica del denominador.

Si el denominador no es cubo perfecto, se multiplican ambos tér-
minos por el cuadrado del denominador, 6por un numero tal, que
transforme al denominador en cubo perfecto, y entdnces estamos en
el caso anterior.

[T 2
V t =VO9T8T=Vw = vw 9

con ménos de doerror.

/6 _* /652 /130~ MI30_VI30 5
V108« \108.2' \ 216 Vv 216

con ménos de tr) de error,

131. Para extraer laraiz cubica de un nimero mixto, se reduce
éste aquebrado, y se extrae la raiz como en los casosprecedentes.

También puede ser bastante en la practica la raiz del entero.

13,  Simultiplicamos un numero, entero 6 quebrado, por el

cubo del denominador de la unidad fraccionaria— , por ejemplo, y

extraemos laraiz cubica del producto de dicho namero multiplicado
por 77, la raiz que obtengamos sera igual & la raiz pedida multipli-
cada por 7.

Por ejemplo : = \/"X 7.

Es claro que si dividimos \/45 x7* por 7 ,tendrémos la \i" :
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y como *45~x 7* eatd comprendida entre dos ndmercwi enteros con-
secutivos , esto es, que se diferencian en la unidad; el menor de es-
tos nimeros dividido por 7 nos dara la raiz clbica pedida.

Luego, para extraer larau clbica de %n nimero entero ¢ quebra-
do con menos error que una unidad fraccionaria dada, se multiplica
el nimero propuesto por el cubo del denominador de la unidad frac-
cionaria, se extrae la raiz cubica entera de este producto , y esta raiz
se divide por dicho denominador.



lio
CAPITULO 1IV.

De lo» quebrado» ilccimalcs abstracto».

133. La unidad fraccionaria que hemos estudiado hasta aqui,
era una de las varias partes en que podia considerarse dividida la
unidad entera, sin que esta division de la unidad estuviese sujeta &
lej alguna: asi unas veces se considerd dividida la unidad en 10
partes iguales , otras en 11, etc.

Pero si se considera como la primera division de la unidad en 10
partes iguales, y después cada una de estas décimas partes en otras
10, y cada una de éstas en otras 10, y asi sucesivamente , siguien-
do esta ley constante , tenemos una nueva especie de unidad fraccio-
naria llamada v,nidadfraccionaria decimal.

Su expresion es la unidad por numerador, y la unidad seguida

X 1 1
de ceros por denominador en esta forma: ioO-" 1000 ’ 10000 ’

1
100000

Y estas distintas unidades se nombran 0 leen de esta manera j
una décima, un-d centésima, una milésima, una diez~milésima, una
cien milésima, etc.

De suerte que una vale 10 décimas’, y como la décima
vale 10 centésimas, la nnidad vale 100 centésimas; y como la centé-
sima vale 10 milésimas, la %inidad vale 1000 milésimas y 10000 diez-
milésimas, etc. Y siguiendo este razonamiento dirémos que una
décimaydXe. 10 centésimas, 100 milésimas, etc.: una centésima vale
10 milésimas , 100 diezmilésimas, 1000 cienmilésimas, etc.; y asi
de las demas.

Siguiendo la idea que hemos dado del numero (i), dirémos que :
jaebrado decimal es ana coleccion de dos 6 mas unidadesfraccionarias
decimales iguales, como seis décimas, 'oeintiuna milésimas, etc.

.. . 6 21
Y su expresion sera o

etc.

Puesto que los quebrados decimales son un caso particular de los
guebrados ordinarios, todos los principios, acepciones y definiciones
que hemos dado en el capitulo precedenteson aplicables en éste.
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pp ESun quebrado decimal propio, |1S es uu quebrado
9

decimal impropio , 3 es un namero mixto de entero y quebra-
do decimal, etc.

134. Delo expuesto se deduce que la ley de formacion de los
quebrados decimales es la misma que la ley de formacion de los nu-
meros enteros en nuestro sistema decimal de numeracion, puesto
que las unidades fraccionarias decimales crecen y decrecen de diez
en diez, esto es, una unidad fraccionaria decimal vale 10 del 6rden
inmediato inferior ; asi una cienmilésima vale 10 millonésimas, y
reciprocamente 10 de un 6rden valen 1del 6rden inmediato superior;
y ademas el maximv,m de unidades fraccionarias de cada 6rden es 9;
porque 10 componen una del 6rden inmediato superior; asi, diez

componen una diez milésimas componen una cen-
tésima; diez diezmilésimas componen una milésima; diez cienmi-
Iésimas componen una diezmilésima; diez millonésimas compo-
nen una cienmilésima etc. Entendiendo por unidades fraccionarias
decimales de primer orden las décimas; de segundo, las centési-
mas; Xaqvaavo, \g&milésimas; de cuarto, las diezmilésimas; de
quinto, las cienmilésimas’, de sexto, las millonésimas , y asi suce-
sivamente.

Esta observacion hirio indudablemente la imaginacion del mate-
maético inglés Guillermo Ougthred para escribir, el primero, los que-
brados decimales sin denominador en el siglo XVII.

Con efecto , recordando el principio convencional adoptado para
escribir en el sistema de numeracion explicado ya (M), los nimeros
enteros , & saber : que una cifra colocada & la izquierda de otra re-
presenta unidades del 6rden inmediato superior, y que vale por lo
mismo 10 veces méas que la del anterior , adoptado este principio en
toda su generalidad, es evidente que el valor relativo de varias ci-
fras iguales escritas unas & continuacion de otras , disminuye de diez
en diez , contando de izquierda & derecha. Por manera que en la
cantidad representada por 7777, contando de izquierda & derecha, la
segunda cifra vale 10 veces ménos que la primera; la tercera vale
10 veces menos que la segunda, 6 sea 100 veces ménos que la pri-
mera; y la cuarta vale 10 veces ménos que la tercera, ¢ sea 100 veces
ménos que la segunda, 6 sea 1000 veces ménos que la primera. Lue-
go : si suponemos que la primera exprese 7 unidades enteras, la se-
gunda expresara 7 décimas, la tercera expresara 7 centésimas, y la
cuarta 7 milésimas. Esta circunstancia se indica poniendo una coma
a la derecha de la primera cifra, os decir , que en el caso 6 cuestion
presente se escribe asi: 7,777, estando & la izquerda de la coma las

Asi,
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unidades enteras, y ala derecha las unidades fraccionarias decima-
les. De esta suerte la escala completa de numeracién es como si*ue:

1
«

%

1 1

f

owCD =
w R
w gAae =

(ﬁ)g:pl—\

(€.
R

& SO B

Cuando no hay unidades enteras, se pone en el lu™ar de éstas
un cero. Asi, 0,1 significa 1 décima; 0,01 significa 1 centésima;
0,37 significa 37 centésimas, etc.

Esta manera de escribir los quebrados decimales facilita en extre-
mo los célculos , toda vez que las distintas operaciones que con ellos
se ejecuten, se verifican con la misma facilidad que con los nimeros
enteros. Asi se ven continuamente aplicaciones de estos quebrados &
las artes y oficios mas comunes ; y sobre todo, la aplicacion que se
ha hecho al sistema de pesasy medidas que Francia tiene la gloria de
ir introduciendo en todos los pueblos cultos, ha producido esa gran
popularidad que han alcanzado los quebrados decimales escritos,
abstraccion hecha de los denominadores.

Escotio. Se comprende facilmente, que no obstante las recono-
cidas ventajas de los quebrados decimales, no puede prescindirse de
los quebrados ordinarios , atendiendo , primero , & que los célculos
ofreceran con mas probabilidad quebrados ordinarios que decimales;
pues bastaconsiderar que para hacer una division de la unidad en 10
partes , puede hacerse antes en 2,3 , hasta 9, y para hacer otra en
100, puede hacerse antes en 11, 12, hasta99: y 2® que no todos
los quebrados ordinarios , que los calculos ofrezcan, pueden valuarse
exactamente en quebrados decimales, segin tendrémos lugar de ob-
servar més adelante.

otro. Conviene también observar , aunque esta idea sea aqui
prematura , que & cada sistema de numeracion corresponde una cla-
se de quebrados que tenga con él la misma analogia que respecto de
nuestro sistema de numeracion tienen los quebrados decimales.

Una vez explicada la posibilidad de escribir los quebrados deci-
males como los numeros enteros, pongamos algunos ejemplosy
pasemos en seguida & su lectura.

175, Propongamonos escribir el nimero unidades , cuatro
décimas y ocho centésimas. Escribirémos desde luego la parte entera
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3 con una coma & su derecha para separarla de la parte fraccionaria;
seguidameiite pondrémos la cifra4 en el lugar de las décimas , ¢ sea
el primero , y a su continuacién en el lugar de las centésimas, 6 sea
en el segundo, la cifra 8, en esta forma: 3,48.

Asi como los nimeros enteros se enuncian generalmente expre-
sados en las unidades inferiores , asi también los quebrados decima-
les se enuncian casi siempre expresados en las unidades del 6rden in-
ferior que tengan. Por ejemplo: quinientas ocho milésimas. Aqui
donde no se enuncian unidades enteras, se entiende que no las hay,
que no hay mas que fraccion, y para escribir ésta después de poner
el ceroen el lugar de los enterosy la coma & su derecha, se hace
la siguiente consideracién : como 100 milésimas componen 1 déci-
ma, 500 milésimas compondran 5 décimas: luego este numero
consta de 0 enteros , 5 décimas, 0 centésimas y 8 milésimas , y se
escribe asi: 0,508.

También se acostumbra, cuando hay enteros , & enunciarlos re-
ducidos & las unidades inferiores que tenga la fraccion decimal, en
vez de enunciar la parte entera primeramente, y la fraccionaria des-
pués. Por ejemplo, cuarentay dos décimas. Es claro que como 10 dé-
cimas componen una unidad entera , 40 décimas compondran 4 uni-
dades, y este nimero consta de 4 unidadesy 2 décimas, y se escri-
bira asi: 4,2.

Como la lectura de un quebrado decimal escrito bajo la forma or-
dinaria, esto es, con denominadores, equivale al enunciado en len-
guaje vulgar del mismo quebrado sin denominador, se sigue de aqui
que, dado un quebrado decimal con denominador, sabrémoa trans-
formarle en otro sin denominador.

Ejemplos : = — 3.yg 31 _lo04.

0,007.
1000

El primer ejemplo equivale & enunciar el nimero siete décimas,
gue ya esté explicado (134) como se escribe.

El segundo tiene el mismo significado é interpretacion.

El tercero es un nimero mixto cuyo enunciado en el lenguaje co-
mun serd escribir el numero tres unidades y una décima

El cuarto es un quebrado impropio: hallando los enteros que
contiene, se enuncia y escribe como el ejemplo anterior.

Y el quinto se escribe comoel 1 y 2°, dando & la cifra 7 la co-
locacion correspondiente.

Por manera pa7‘a escribir los quebrados decimales como 7iU-
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mero entero, se escriben los enteros , si los Tiay, 6 en sn lugar un Q
poniendo la coma a su derecha, y & continuadon la cifra de las
décimas, y después la de las centésimas, y después la de las milési-
mas , etc., ocupando con un Oel 6rden U dérdenes de unidades de que
carezca lafraccion propuesta, para dar la colocacion correspondiente
dlacifra 6cifras que estén d su derecha, que son las dos funciones
que tiene el Oen esta clase de numeros. O si se quiere, puede decir-
se que :

Para transformar los quebrados decimales escritos bajo laforma
ordinaria en quebrados equivalentes bajo la forma entera, se escri-
ben los enteros, si el quebrado es impropio, 6 si es un nimero mixto,
6un " ensu lugar si es quebrado propio; & la derecha , la coma; y d
continuacién, el numerador como nimero entero, pero de modo que la
cifra, si estnica, 0la Gltima, si son dos ¢ més, ocupe el lugar de-
sighado ordinariamente por el nimero de ceros que acompafien d la
unidad en el denominador; escribiendo el nimero de ceros que, en al-
gunos casos, como en el ejemplo anterior, sea necesario entre la coma
y el numerador.

ISO. Los quebrados decimales escritos bajo forma entera se leen
como los nimeros enteros, esto es, se leen generalmente o'educiendo
todas las unidades de 6rdenes superiores d las unidades del 6rden in-
ferior que tengan.

Sea, por ejemplo, el namero 0,728, compuesto de 7 décimas H
2 centésimas {- 8 milésimas.

Como 1 décima vale 10 centésimas, 7 décimas valdrén 70 centé-
simas; pero el nimero propuesto tiene ademas 2 centésimas: luego
podemos decir que este nimero se compone de 72 centésimas 4* 8
milésimas.

Y como una centésima vale 10 milésimas , 72 centésimas valdran
720 milésimas; pero el nimero propuesto tiene ademas 8 milésimas:
luego podemos decir que este nimero se compone de setecientas
veintiocho milésimas, que es como generalmente se lee.

y decimos generalmente, porque puede leerse de’otras varias ma-
neras , segun dijimos de los nimeros enteros (I1) : asi puede leer-
se : siete décimas y dos centésimas y ocho milésimas; 6 setentay dos
centésimas y ocho milésimas.

Si hay enteros en el nUmero propuesto, esto es, si €s uu nimero
mixto, puede leerse la parte entera separadamente; 6 puede leerse
reduciendo también los enteros d las unidades inferiores que Infrac-
cién tenga.

Asi, 7,08 lo mismo puede leerse diciendo siete enterosy ocho
centésimas, que diciendo setecientas ocho centésimas.
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Cuando la fraccion es considerable, puede leerse de tres en tres
cifras, contando desde la coma, por de contado, de izquierda & de-
recha, pudiendo tener el Gltimo g*rupo s6lo dos 6 una cifra.

Ejemplo : 0,0073430006200047 se leera : cero enteros, siete mi-
Iésimas, trescientas cuarenta y tres millonésimas , seiscientas veinte
billonésimas , cuatro milbillonésimas y siete diezmilbillonésimas.

Recomendamos, para leer y escribir bien los quebrados decima-
les bajo forma entera, que se sepa de memoria, analogamente & lo
dicho (li), que : dado un. 6rdende unidadesfraccionarias, decir el
lugar gue ocupa, contando desde la comad la derecha ; y reciproca-
mente que, dado un lugar cualgxmra, contando desde la coma a
la derecha, decir el 6rden de unidades fraccionarias d gue corres-"
ponde.

Y cuando esta clasificacion no se recuerde, se lee la parte frac-
cionaria como un numero entero, d contar desde la primera cifra
significativa gue haya después de la coma, y para dar nombre d las
imidades de 6rden inferior, entiéndase gue éste, en cada caso, es
igual al de la unidad fraccionaria gue tenga por denominador la
unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte fracciona-
ria de cada caso.

Este ultimo ejemplo se leerd asi : setentay tres billones cuatro-
cientos treinta mil seis millones doscientas mil cuarenta y siete diez-
milbillonésimas ;
por(jue la altima cifra 7 se refiere & la unidad fraccionaria

10,000*%000,000*000 000 ~  éstas hay tantas como hemos dicho en el

nimero setenta y tres billones, etc.

Esta Gltima manera de explicar la lectura se funda en que

Para transformar un quebrado decimal de un numero limitado
de cifras escrito bajoforma entera, en otro equivalente de forma or-
dinaria, ésea con denominador, se pone por numerador la parte
fraccionaria considerada como numero entero, y por denominador
la unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga dicha parte
fraccionaria.

iji el nUmero propuesto tiene parte entera y parte fraccionaria,
esto es, si es numero mixto, puede tomar laforma de numero mixto
ordinario, 6 la de gxebrado impropio si se pone por numerador del
ordinario la parte entera y la fraccionaria formando un solo
numero.

Aunque esta proposicion es la reciproca del nimero 135, se ex-
plica facilmente



125

porque ai nl=.1;001=j"; 0001= etc.;

teudrémos 0,7= -Z-; 0,78= /\Z&x; 0,209= AR

o 8 3B to 1
é igualmente 3,8= 3 Jg= "6’ i100~1n
y por ultimo 0,003= j~ ; 0,00008 =
131'. En estos dos ultimos ejemplos es claro'que, al considerar

como numero entero la parte fraccionaria, los ceros que quedan &
la izquierda no se ponen en el numerador, j éste es solamente 3 en
uno y 8 en otro.

Con este motivo, observarémos que los ceros & la derecha de las
fracciones son tan nulos, como & la izquierda de los nimeros ente-
ros. La razon es bien sencilla : el cero no lleva valor absoluto nin-
guno, y como puesto a la derecha de la parte fraccionaria no da tam-
poco valor relativo 4 ninguna cifra de ésta, queda demostrado que
el cero & la derecha de una fraccion decimal no aumenta ni dis-
minuye su valor.

Asi: 0,1= 0,10=0,100= 0,1000, etc.

Igualdades que conociamos desde que supimos que una décima

vale 10 centésimas, 6 sea 100 milésimas 0 sea 1000 diezmilési-

mas, etc.
Otra demostracion : sea 0,37 ; escribiendo cuatro ceros G la dere-

cha teudrémos 0,370000; puestos estos dos quebrados en forma ordi-

nana, se %ansformaran E?'—l yiqcpnoo xcomo estos dos Ultimos

quebrados (92) son iguales, también lo seran los dos anteriores;
luego queda demostrado que un quebrado decimal no varia de valor
poniendo & la derecha de la parte fraccionaria cualquier ndmero
de ceros.

De aqui se deduce que todo nimero entero puede considerarse
como laparte entera de un quebrado decimal cuya parte fracciona-

ria es cero.
Asi: 7= 7,000 39= 39,000.

Un quebrado decimal escrito bajo forma entera, puede ser consi-
derado como un nimero mixto cuya parte entera sea por lo mé-

uos cero.
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También se deduce, que si se tienen varios quebrados decimales
con umdadfraccionaria decimal inferior distinta, 6 sea con distinto
denominador, puede hacerse que todos ellos tengan igual dicha uni-
dad inferior, 6 sea igual denominador, poniendo el conveniente nd-
mero de ceros & la derecha de los que tengan ménos cifras que otro.

Asi los quebrados decimales 0,7 0,85 0027
equivalen respectivamente &. .. 0,700 0,850 0,027, los cua-
les tienen bajo esta ultima forma el denominador comdn 1000.

Por ultimo, Sl el resultado de un calculo 6 de una operacion
cualquiera es un quebrado decimal que termina en ceros, pueden su-
primirse éstos.

Pues siendo, 0,7:=0,700 : reciprocamente 0,700= 07

Unicamente se conservara el cero en final de quebrado, cuando
convenga 0 sea necesario conservar la huella del 6rden de unidades
a que se refiera el cero.

«3». Sien unafraccién decimal se corre la coma uno, dos, 6
mas lugares a la derecha, queda multiplicado el nimeropor 10 100
y en generalpor la unidad seguida de tantos ceros como lugares se
corra la coma. En efecto, sea por ejemplo el numero 0,429 ;
corriendo la coma dos lugares a la derecha, tendrémos 42,9. Pero
4, que eran décimas, han pasado & ser decenas ; 2, que eran centé-
smas, son ahora unidades; y 9, que eran milésimas , son ahora de-
cimas : luego si todas las partes se han hecho cien veces mayores
el numero propuesto se habra hecho cien veces mayor 6 habra que-
dado multiplicado por 100 al tomar la forma 42,9.

Esta preposicion se demuestra también por k consideracién de
los quebrados ordinarios equivalentes & los dos quebrados decimales
en cuestion.

Pues siendo 0,429=~  y42,9=" 40 quiera que 429

429
«en veces mayor que (» 6, a,%), es evidente que 42,9 es cien

veces mayor que 0,429.

m3». Sienun quebrado decimal se corre la coma uno, dos 6
mas lugares & la izquierda, queda dividido el nimero por 10 100
y en general por la unidad seguida de tantos ceros como lugares se
haya corrido la coma. En efecto, sea por ejemplo el nimero 428 7
corriendo la cornados lugares & la izquierda, tendrémos 4 287.
Pero el 4 que se referia a centenas, ahora se refiere & unidades el 2
que se referia & decenas, ahora se refiere & décimas ; el 8 que sere-
feria & unidades, ahora se refiere & centésimas ; y por dltimo el 7
que se referia & décimas, ahora se refiere & milésimas : luego si to-
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das las partes se han hecho cien veces menores, el nimero propuesto
se habra hecho cien veces menor , 6 habra quedado dividido por 100,
al tomar la forma 4,287.

Esta proposicion se demuestra también por la consideracion de
los quebrados ordinarios equivalentes & los dos quebrados decimales
en cuestion;

287 287

porque siendo 4%’,‘7: i y 4,287 = 4‘%%Z:r’\como quiera que 4

s cien veces menor que 4281 2.%), es evidente que 4,287 es
cien veces menor que 428,7.

ADICION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.

140. La adicion de los quebrados decimales se dispone y aerifica
como la de los nimeros enteros.

Ejemplos : 0,028 0,4 0,97 7,88 928
0,79 7 231 2,19 0,779
0,837 0,82 7,892 489 93,001

1,655 78,22 31,962 5897  1021,78

En el primer ejemplo los sumandos son todos fracciones propia-
mente dichas.

En el segundo, fracciones y enteros.

En el tercero, una fraccion y mixtos.

En el cuarto, nUmeros mixtos.

En el quinto, entero, fraccién y mixto.

Es evidente que las sumas estan bien determinadas, puesto que
cada una de ellas contiene las sumas parciales de las unidades de
todos los 6rdenes de los sumandos respectivos ; agregando & los en-
teros las unidades procedentes de la suma de las unidades fraccio-
narias en virtud del precepto (Ift) de agregar ala suma de cada co-
lumna G orden de unidades la unidad 0 unidades del mismo Ordeii
gue haya producido la suma del 6rden anterior ¢ anteriores.

Para que las unidades de drdenes iguales se correspondan, bas-
ta que se correspondan las comas : la coma de la suma correspondera
siempre con las de los sumandos.

Algunos completan con ceros aquellos sumandos (*37) que
tienen ménos cifras en la parte fraccionaria para hacer que tengan
todos igual denominador : en la practica es indtil esto.

En el ultimo ejemplo, al comenzar & sumar por las unidades
fraccionarias de orden inferior, encontramos 9 milésimas y 1 que
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componen 10 milésimas, 6 sea 1 centésimay 0 milésimas: hemos
agfregado la centésima & la suma parcial de las centésimas, y hemos
omitido el escribir el cero debajo de las milésimas.

SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.

I-11. Ln siistraccion de los quebrados decimales se dispone y se
veHJica como la de los nimeros enteros.

Ejemptos :  0,7008  4.37 042 4078 8 42
0,6309 337 012 39 7,028 44528

0,0699 1 03 m 0178 '0;972" "0,0472

Los ejemplos 1.% 2.”y 3.“no ofrecen nada notable.

Del 4. dirémos que no hay necesidad de reducir sus dos térmi-
nos & un comun denominador.

En cuanto al 5%y al 6® pueden reducirse, si se quiere, & un
comun denominador, minuendo Yy sustraendo de cada ejemplo, 6 sea
completar con ceros cada minuendo, el 1 con tres cerosy el 2®con
otros tres, aunque en la practica no hay necesidad de ello, y poner-
los bajo esta forma:

8,000 4.2000
7028 41528
07972 0.0'm

Es evidente que los restos de estos seis ejemplos estan bien deter-
minados , puesto que cada uno de ellos contiene los restos parciales
de las unidades de todos los oOrdenes de los dos términos de cada
ejemplo.

MULTIPLICACION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES.

ti«. Paramultiplicar m quebrado decimal por 10, 100, y en
general por la unidad seguida de ceros , se corre la coma tantos luga-
resala derecha cuantos sean los ceros que acompafien a la uni-
dad (*38).

Asi, 0,78x10= 7,8 3104x 1000= 3104 0,37x1000=370.

En el primer ejemplo el producto queda bajo la forma de quebra-
do decimal, porque el numero de lugares que hay que correr la
coma, es menor que el de cifras existentes en la parte fraccionaria.

En el segundo el producto se convierte en entero, porque el ni-
mero de lugares que hay que correr la coma, esigual al nimero de
cifras existentes en la parte fraccionaria.
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Kn el tercero el producto se convierte también en entero, pero
con maés cifras que las que liay en la parte fraccionaria ; porque el
namero de lugares que hay que correr la coma es mayor que el de
aquellas cifras, lo cual puede verificarse poniendo un cero a la dere-
cha de las mismas (137).

ObservaGon. Lodicho (111) respecto al 6rden de los factores en
la multiplicacién de los quebrados ordinarios , es aplicable & lamul-
tiplicacion de los quebrados decimales, pues basta transformar éstos
en quebrados ordinarios, y se verifica la proposicion.

113. Para multiplicar ungmhrado decimalpor ~ nudmero ente-
ro, 6 unenteropor un quebrado decimal, se prescinde de la comaen el
quebrado , se efectlia la multiplicacion como si ambos factores fuesen
nameros enteros , y en el producto se apartan d la derecha ,por medio

de una coma, tantas cifras como haya en la parte fraccionaria del
quebrado.

Sea por ejemplo: 2,04x 7 = 14,28,

En efecto : al prescindir de la coma en el multiplicando , queda
éste multiplicado por 100 : luego el producto 204 X 7= 1428 es 100
veces mayor que el verdadero. Ahora bien : un entero queda dividido
por 100 , separando dos cifras & la derecha por medio de una coma :
luego 14,28 serd el verdadero producto de 2,04 X 7.

Otra demostracion por la consideracion de los quebrados ordi-
narios equivalentes :

2.04X7:-E AXT = =14 = 14,28.

Si la cuestion fuese 7 X 2,04, basta invertir el 6rden de los facto-
res, y estamos en el caso anterior.

También puede disponerse la multiplicacién de un quebrado de-
cimal por un entero , 6 al contrario , colocando el entero debajo del
quebrado , multiplicando las unidades fraccionarias inferiores por
el entero , después las del 6rden inmediato superior por el entero, y
asi sucesi‘oamente ; y si al multiplicar las décimas por el entero , re-
sultare del producto unidades enteras, se reservan para agregarlas al
producto de las unidades enteraspor dentero, colocando las décimas
menores que 10 en el producto parcial correspondiente , separado del
inmediato superiorpor lacoma, enestaforma :

2,04 39,48 0,40003
7 5 9
14,28" 3,60027"
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En el primer ejemplo no hay unidades procedentes del producto
de las unidades fraccionarias por el entero.

En el segundo hay dos que se agregan al producto de las 9 unida-
des por el entero.

En el tercero el multiplicando es fraccion propiamente dicha,y
en el producto no hay mas enteros que las 3 unidades procedentes
del producto de las décimas por el entero multiplicador.

Es evidente que estos tres productos estan bien determinados
puesto que cada uno de ellos contiene los productos parciales de las
unidades de todos los 6rdenes de cada multiplicando por el multipli-

cador respectivo.
1-  Para miiUiplicar 'imquebrado decimalpor otro quebrado de-

cimal , se prescinde de la comaen el multiplicando y enel multiplica-
dor, se efectlia la multiplicacion como si ambos factores fueren nu-
meros enterosy se separan a la derecha , 6 sea de derecha d izquierda,
tantas cifras como haya en la parte fraccionaria de ambos factores

juntos.

Sea por ejemplo: 30,4x0,72=21,888.
Disposicion de la operacion :

301
72

608
2128

'21,888

En efecto : al prescindir de la coma en el multiplicando , queda
éste multiplicado por 10 ; al prescindir de la coma en el multiplica-
dor, queda éste multiplicado por 100: luego el producto 304 X 72=
21888 es 10 X 100 veces mayor que el verdadero, y para obtener
éste, separarémos por medio de una coma (139) tres cifras ala dere-
cha, nimero igual alas que hay en la parte fraccionaria de ambos
factores juntos , con lo cual quedara dividido por 1000 el producto
21888 , y nosotros habremos obtenido el verdadero 21,888.

Otra demostracion por la consideracion de los quebrados ordina-

rios equivalentes :

34 72 304,72 21888
04X 072= g X jm 16100 = Gopo = 21X =

Otro ejempio: 0,012x0,03 = 0,00036.
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Disposicion de la operacion :
12

3
0,00036

En este ejemplo, el producto de 12 enteros por 3 enteros es igual
& 36 enteros. Y como en la parte fraccionaria del multiplicando hay
tres cifras , y en la del multiplicador dos , es claro que en el produc-
to hay que separar con la coma ciuco & la derecha. Pero el producto
36 no tiene mas que dos cifras : para proveer, pues, & esta necesi-
dad, recordaremos que a la izquierda de los enteros pueden ponerse
cuantos ceros se quiera, sin que se altere el valor de los enteros;
ppndrémos & la izquierda de 36 el conveniente nimero de ceros, en
el presente caso cuatro, y separando con la comaa la derecha cinco
cifras , tendrémos, segun la regla explicada, el verdadero producto
0,00036.

DIVISION DE EOS QUEBRADOS DECIMALES.

115. Para dividir un quebrado decimal®or 10, 100 , y en gene-
ralpor launidad seguida de ceros , se corre la coma tantos lugares a
la izquierda cuantos sean los ceros que acompafien d la unidad (1351).

Ejemplos: 50,94 *10=5,094 31,43*100=0,3143 0,7 *100= 0,007.

En el primer ejemplo hay enteros en el cociente, porque el nu-
mero de lugares que hay que correr la coma es menor que el nime -
ro de cifras que tiene la parte entera del dividendo.

En el segundo no hay enteros en el cociente , porque ha habido
que correr la coma tantos lugares como cifras tiene la parte entera
del dividendo.

En el tercero no solamente no hay enteros en el cociente, sino
que ademds , habiendo en la parte entera del dividendo ménos cifras
que lugares ha de correrse la coma, ha habido que poner ceros a la
izquierda de los enteros , para que se pueda correr la coma todos los
lugares necesarios.

Si un nimero entero que no termine en ceros se divide por 10,
100, y en general por la unidad seguida de ceros, el cociente com-
pleto se obtiene separando ala derecha por una coma tantas cifras
cuantos sean los ceros que acomparien ala unidad, haciendo de parte
entera el cociente entero, y de parte fraccionaria el resto.

Asi, 93*10= 9,3 8329 *1000= 8,329 43 *1000=0,043.
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Estose funda en que el nimero entero puede considerarse como
la parte entera de un quebrado decimal cuya parte fraccionaria es
cero (laf).

14ic.  Paradividir un quebrado decimalpor un entero® seprescin-
de de la coma en el dividendo, se divide éstepor el divisor, como si am-
bosfuesen nimeros enteros , y se separan a la derecha del cociente por

una coma tantas cifras cuantas tenga lapartefraccionaria del divi-
dendo.

Asi, 3,75:5=0,75 2,94:3= 01

En efecto : al prescindir de la coma en el dividendo, queda éste
multiplicado por la unidad seg'tiida de tantos ceros como cifras teng'a
la parte fraccionaria, en los dos casos presentes por 100; luego el
cociente es igual numero de veces mayor que el verdadero, y para
obtener éste, se separan de la derecha un numero de cifras igual al
que habia en la parte fraccionaria del dividendo.

_ Otra demostracion por la consideracién de los quebrados ordina-
rios equivalentes :

- 35, 375:

2,94.3 = -@4 3=

Jh-.3=

Pasemos & dividir un quebrado decimal por otro quebrado
decimal, empezando por el caso en que el dividendo tenga ménos
cifras fraccionarias que el divisor.

Ejerplo : 3,7:2,48.... 370 248

1220 1,49
2280
48

Se escribe & la derecha del dividendo un cero, para que tengan
dividendo y divisor igual nimero de cifras fraccionarias , y después
se prescinde de la coma en ambos, lo cual equivale a multiplicar los
dos términos de la division por un mismo numero, por 100 en este
ejemplo, y se dividen como los nimeros enteros.

Hecha la division, se obtiene 1 por cociente y 122 por resto.

Si se quiere obtener un cociente méas aproximado al verdadero
de esta division inexacta, se hace la consideracion siguiente. Como 1
vale diez décimas, reduzcamos las 122 unidades & décimas, multi-
plicando el nimero 122 por 10, esto es, escribiendo un cero & su
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derecha, y el cociente de dividir 1220 por 248 seran décimas, porque
el cociente es siempre de la especie de lo que se divide.

Si se quiere obtener mayor aproximacion, se reducen las 228
décimas de resto & centésimas, multiplicAndolas por 10, esto es, es-
cribiendo un cero & su derecha, y el cociente de dividir 2280 por 248
seran centésimas ; y el cociente 1,49 se diferencia del verdadero en
ménos de 0,01 ; puesto que no ha podido ponerse ni una centésima
mas en el cociente. A esto se llama también aproximar el cociente
hasta centésimas. Claro es que, para obtener mayor aproximacion,
no habia que hacer mas que continuar el procedimiento iniciado.

Si dividendo vy divisor tienen ig-ual nimero de cifras fracciona-
rias, no hay que hacer preparacion prévia : se prescinde de la, come,
en ambos, lo cibai es lidio, porcine esto eqnimle & multiplicar por nn
mismo numero los dos términos de la division® y ésta se practica
como en el caso anterior.

Pero si el divisor tiene ménos cifras fraccionarias que el dividen-
do, entdneos, en vez de completar con ceros el divisor para que ten-
gan ambos igual nimero de cifras fraccionarias, se prescinde de la
coma en el divisor y se corre & laderecha la del dividendo tantos lu-
gares como cifras fraccionarias tenga el divisor : después se dividen
por el divisor los enteros del dividendo, las décimas del dividendo,
las centésimas del dividendo, y asi sucesivamente.

Ejemrplo: 2,708 1,2 2708 112
30 2,2566.
68
80
80
8

Los 3 enteros de resto, reducidos & décimas, son 30, que dan 2
por cociente.

Las 6 décimas de resto, reducidas & centésimas, componen 60;
mas 8 que hay en el nimero propuesto, son 68 centésimas, que dan
por cociente 5.

Si se quiere mayor aproximacion en el cociente se reducen las 8
centésimas de resto a milésimas, y asi se continla, haciendo la ob-
servacion siguiente : que repitiéndose el resto 8, la cifra 6 del co-
ciente se repite también indefinidamente.

Consecuencias de la divisiéon de los quebrados decimales.

Este procedimiento se emjdea para reducir un quebrado
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ordinario a quebrado decimal, 6 como algunos dicen, para valuar
un quebrado ordinario en quebrado decimal.

Ejemplo : = 0,75 0 | 4

0

Lo primero que se ocurre es hallar los enteros que el quebrado
propuesto tenga 6 valga [porque los casos no han de venir tan faci-
les como el presente ejemplo), y para eso se divide el numerador
por el denominador.

Las 3 unidades de resto componen 30 décimas, y 7 de cociente.

Las 2 décimas de resto componen 20 centésimas, y 5 de cocien-
te, siendo exacto el total.

Y en general, se sacan los enteros, si los hay; y sino los hay, se
pone un ceropor enteros.

Después se escribe un cero & la derecha del numerador, y el co-
ciente de dividirle por el denominador serdn las décimas del co-
ciente.

Después se escribe un cero & la derecha del resto, y el cociente de
dividirle por el denominador seran las centésimas del cociente i y asi
se continua hasta que se obtenga un cociente exacto, 6 hasta que sevea
que repitiéndose el resto , se repetiran los cocientes, y en este caso se
suspende la operacion con un cociente que difiera del valor del que-
bradopropuesto en ménos de una unidad fraccionaria del orden del
altimo cocienteparcial escrito.

NUEVOS EJEMPLOS.

130 125

i 8
.g-=0875 A= 7
’ 002 820’ 0875 “ 62

0

7 13
Estos quebrados my y han dado lugar & quebrados decima-

les de un ndmero limitado de cifras, y de valor exactamente
igual al de cada uno de ellos. Expliquemos este hecho respecto del

primero

En el denominador 8 no entran mas factores primos que el 2’.
Ahora bien ; al multiplicar el numerador por 1000 (que es lo mismo

que hacerlo por 10, y después por 10y después por 10), para veri-
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ficar las divisiones sucesivas ; como en 10 no entran maés factores
que 2y 5, claro es que el numerador se convirti6 en maultiplo del
denominador 8. Y como el 2 entra tres veces por factoren el 8, y la

fraccionesirreducible, de aqui que & la tercera division fuese
o

exacto el cociente.

La explicacion es igual para los casos relativos al factor 5, y re-
lativos al 2 y al 5 juntamente.

Luego, toio quebrado ordinario en cuyo denominador no entren
mas factores primos que%, 6 bien5, d2 y o, es equivalente & un
quebrado decimal de un numero limitado de cifras. Y si el quebrado
ordinario es irreducible, el numero de cifras del quebrado decimal
serd igual al esponente mayor que tengan el 2 6 el h en el denomina-
dor del quebrado ordinario.

Sirvan de nuevos ejemplos :

_ . 20 13 80 115
"o 0.666 %0,533-|— 20 ' 0 666. 5050 0,5333.

20
0

como en el denominador del primer quebradoy no entra el fac-

tor 2ni el 5, claro es que, multiplicando el numerador por 10,
100, etc., nunca harémos al numerador mdltiplo del denominador,
ni obtendrémos por consecuencia cociente exacto en las divisiones
que verifiquemos.

Por otra parte, habiendo de ser el resto menor que el divisor, el
resto ird disminuyendo hasta que se hagan, 4 lo maés, tantas divi -
siones como unidades ménos una tenga el divisor, en cuyo momen-
to se repetird uno de los restos anteriores, y se repetirén el dividendo
parcial y el cociente correspondiente.

Luego, si el denominador del quebrado ordinario contienefacto-
res primos que no entren en el numerador, y sean distintos de 2
y5, e/ quebrado decimal serd de un numero ilimitado de cifras:
se llama ademasfraccion decimal periodica, porque las cifras se repi-
ten engrupos 6 periodos.

En el denominador 15 del segundo quebrado entra también

un factor primo 3, distinto de 2y 5, que no entra en el numerador.
Por eso se obtiene también un quebrado decimal de un numero ili-
mitado de cifras ; pero no se repiten las cifras a contar desde la pri-
mera, como sucede en el ejemplo anterior ; porque en el denomina-
dor 15 entra, ademas del ¢ ctor 3, el factor 5, que es uno de los sub-
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multiplos de 10 y sus potencias, y como el 5 entra una sola vez en el
denominador , unasola es la cifra que no se repite.

Luego, si el denominador del quebrado ordinario contiene ademés
de losfactores 2 J 5, algin otro que no entre en el numerador, el que-'
brado decimal serd de un ndmero ilimitado de cifras; pero teniendo al-
guna 6algunas que no se repiten: ésta se llamafraccion decimal perio-
dica mixta, para diferenciarla de la anterior, que llamarémos fraccién
decimalperiodica pura.

Corotario. EIl periodo de la fraccién decimal periddica pura ten-
dra tantas cifras, a lo mas , como unidades ménos una tenga el de-
nominador del quebrado ordinario del cual provenga.

Y la parte no periodica de la fraccion decimal periédica mixta
tendra un namero de cifras igual al mayor exponente de 2 6 5enel
denominador del quebrado ordinario de donde provenga.

Escotnio. Si el factor, distinto de2y 5, que entra en el denomi-
nador, entrase también en el numerador , la fraccion seria simplifi-

cable ,y despojados sus dos términos del factor comun, estdbamos

. 7 13
en igual caso que con los quebrados vy obten-
driamos en su equivalencia un quebrado decimal de un nimero li-
mitado de cifras.

150. Otra consecuencia de la division de los quebrados decimales
esla de valuar el cociente de una division inexacta de dos nimeros
enteros , aproximandole basta donde se quiera. Asi 84:9=9y 3
de resto. Pues bien, basta reducir las 3 unidades & milésimas, por
ejemplo, multiplicAndolas por 1000, y se obtendrd un cociente que
difiera del verdadero en ménos de 0,001, de este modo;

8%0 0,0
30" 9,333...
30

Elevacién ; potencias de los quebrados decimales.

151. Damos por sabidas ciertas acepciones y definiciones ya ex-
plicadas anteriormente.
Un quebrado decimal se eleva al cuadrado, multiplicd/ndole por si
mismo, y separando d la derecha doble nimero de cifras del que tenga
el quebrado.

Asi, (008y= 0,08x0,08= 0,0064:

duplo nimero de cifras fraccionarias que la raiz.



137

m Un gnebmdo decimal se eleva al cubo multiplicandolepor si mismo

dos veces, y cuidando de separar d la derechatriplo nimero de cifras
del que tenga el quebrado.

Asi, (0,08)’= 0,08x0,08x0,08= 0,000512:

triplo numero de cifras fraccionarias que la raiz.

Y esto, que esta fundado en la idea que tenemos de las potencias
y en la regla establecida para la multiplicacién de los quebrados
decimales, nos dice que los cuadrados de los quebrados decimales
tienen siempre un namero de cifras fraccionarias multiplo de 2, y
los cubos un nimero de cifras fraccionarias multiplo de 3.

Siguiendo multiplicando, se formaran las potencias que se quie-
ra, y el nimerode cifras fraccionarias de esas potencias sera mul-
tiplo del exponente que afecte al quebrado decimal propuesto.

El cuadrado de un quebrado decimal es menor que dicbo que-
brado.

Asi, (0,2*, 6 bien 0,04<0,2.

El cubo de un quebrado decimal es menor que su cuadrado.
Asi, (0,2 <(0,2)*, 6 bien 0,008<0,04.

Y en general , las potencias de un quebrado decimal van dismi-
nuyendo & medida que aumenta el exponente de la potencia: porque
siendo los multiplicadores menores que la unidad , cada producto va
siendo menor que el anterior, 0 bien cada potencia va siendo menor
que la de un grado ménos.

Extraccién de la raiz cuadraday de la raiz cubica de los quebrados
decimales.

in®. Raiz CUADRADA De la manerade formar el cuadrado de
los quebrados decimales, se deduce que, para extraer la raiz cua-
drada de un quebrado decimal de iin nimero par de cifras fracciona-
rias, se ewtrae laraiz cuadrada como sifuese un nimero entero, se-
parando & la derecha del resultado para cifras fraccionarias la mi-
tad de las que tuviere el nimero dado.

) /144" 12 _ g4,
Asi, v/0,0144 = MCIID T e

En efecto, al prescindir de la comaen el numero 0,0U4, se
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hace 10000 veces mayor; la raiz de 144 es, pues, tanto mayor
cuanto sea la raiz cuadrada de 10000, 6 sea, 100 veces mayor que
la verdadera : dividdmoslos 12 enteros por 100, iy el resultado 0,12
sera la verdadera raiz.

Si el numero de cifras fraccionarias es impar, se escribe un cero
a la derecha y estamos en el caso anterior.

Para extraer la raiz cuadrada de un numero entero con
ménos error que una unidad fracciouario-decimal dada, se multiplica
el nimero propuesto por el cuadrado de 10, 100, etc.; se extrae
después la raiz cuadrada de este producto, y esta raiz se divide por
10, 100, etc. Y como esto es un caso particular del ndmero las$S,
podemos decir también; que se escriban & la derecha del nimero
dado duplo nimero de ceros del de cifras fraccionarias pedidas , se
extiaig'a la raiz cuadrada entera de este nuevo numero, y se separe
& la derecha con una coma el nimero de cifras pedido.

Asi, para obtener la W2 en ménos de 100 Se dispone la ope-

racion de este modo : v/2,00,00—141,
1

100 24
96 4
400 81
28l
Ti9

y dividiendo el nimero 141 por 100, resulta que 1,41 es la raiz pe-
dida.

Si el nimero es un quebrado decimal, no se escribe inmediata-
mente el duplo nimero de ceros, sino el numero de ceros necesarios
para que el namero total de cifras fraccionarias sea duplo del que se
pide para la raiz.

Asi, en el caso de V3,425 en ménos de se escribe

\/3,425005 , puesto que con tres ceros es suficiente para que el name-
ro teng-a duplo nimero de cifra.s fraccionarias del que deseamos para
la raiz.

Pero V3425000 = 1849; luego dividiendo 1849 por 1000, el nu-
mero 1,849 sera la raiz pedida.

Si se quisiera una nueva cifrapara la raiz, se pondrian dos ceros
ala derecha del resto, y se continuaria la operacién.

Para obtener la raiz cuadrada de un quebrado ordinario aproxi—
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mado por decimales , se reduce dicho quebrado & quebrado decimal
y estamos en el caso anterior.

Escolio. Es indiferente escribirlos ceros de una vez , ¢ escribir-
los dos & dos, durante el curso de la operacion, cuando la aproxi-
macion se refiera & nimeros enteros, que ya hemos dicho (139",
que pueden considerarse como la parte entera de un mixto decimal
cuya parte fraccionaria sea cero 6 ceros, que es lo mismo.

Si la aproximacion se refiere & quebrados decimales de un ninne
ro par de cifras fraccionarias, se extiende también a ellos esta ob -
servacion ; y si son de numero impar, se escribe un cero ( la derecha
del guebrado, y queda subsistente la observacién.

151. Raiz cubica. De la manera de formar el cubo de los que-
brados decimales , se deduce que para extraer la raiz cubica de un
guebrado decimal, cuyo numero de cifras fraccionarias sea multiplo
de 3, se extrae larat ciUca comosifuera un numero entero, se-
parando a la derecha del resultado para cifrasfraccionarias tantas
como sea la terceraparte de las que tuviere el numero dado.

VI728 12

Asi: ~0;0bl728 = 100

= 0,12
~1000000

En efecto, al prescindir de la coma en el nimero 0,001728, se
hace 1000000 de veces mayor; la raiz de 1728 es, pues, tanto ma-
yor cuanto sea la raiz cubica de 1000000, 6 sea 100 veces mayor
que la verdadera: dividiendo los 12 enteros por 100, el resultado
0,12 seréa la verdadera raiz.

Si el nimero de cifras fraccionarias no es multiplo de 3, se es-
cribe & la derecha un cero 6 dos para que lo sea, y estamos en el
caso anterior.

155. Paraextraer la raiz clbica de un nimero entero con ménos
error que una unidad fraccionaria decimal dada, se multiplica el nu-
mero propuesto por el cubo de 10, 100, etc. ; se extrae después la
raiz clbica de este producto, y esta raiz se divide por 10, 100, etc.
y como este es un caso particular del nim. 13”, podemos decir tam-
bién : que se escriban & la derecha del nimero dado triplo ndmero
de ceros del dé cifras fraccionarias pedido, se extraiga la raiz clbica
entera de este nuevo nimero, y se separe & la derecha con una coma
el mimero de cifras pedido.

Asi, para obtener la ménos de , se dispone la ope-
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racién de este modo V2.0U67000= 125....

1
mi 0,00 13
- 1728
272000 [432
1953125

468“ 75

y dividiendo el nimero 125 por 100, resulta que 1,25 es la raiz
pedida.

Si el nimero es un quebrado decimal, se escriben & su derecha
no mas que los ceros necesarios para que el nimero total de cifras
fraccionarias sea triplo del que se pide para la raiz.

8 . 1 .
Asi, en el caso de v3I415 en ménos de se escribe

'"3141500 ; puesto que con dos ceros es suficiente para que el nume-
ro tenga triplo nimero de cifras fraccionarias del que deseamos para
la raiz.

Pero ~ 3141506=14C ; luego dividiendo el nimero 146 por 100,
el cociente 1,46 serd la raiz pedida. Si se quisiere una nueva cifra
para la raiz, se pondrian tres ceros & la derecha del resto y se conti-
nuaria la operacion.

Para obtener la raiz ctbica de un quebrado ordinario aproximada
por decimales, se reduce dicho quebrado & quebrado decimal, y es-
tamos en el caso anterior.

Escolio. Es indiferente escribir los ceros de una vez, 6 escri-
birlos tres & tres, durante el curso de la operacién, cuando la
aproximacién se refiere a nimeros enteros.

Si la aproximacion se refiere & quebrados decimales, cuyo nime-
ro de cifras sea multiplo de 3, también se extiende & ellos esta obser-
vacion. Y si el quebrado no tiene un namero de cifras fraccionarias
multiplo de 3, se hace que lo tenga, escribiendo & su derecha un cero
6 dos, y queda subsistente la observacion.

Escolio general. Todos aquéllos nUmeros, ora sean enteros, ora
sean quebrados ordinarios 6 decimales, de los cuales se intente ex-
traer ja raiz cuadrada 6 clbica, 6 en general de un grado cualquie-
ra, y notengan raiz cuadrada exacta ¢ clbica, 6 del grado que indi-
que el indice del radical, esos nimeros se llaman irracionales 6 in-
conmensurables ; Yy se les llama asi, porque no pudiendo expresarse
su raiz por enteros ni por quebrados, no tienen relacién exacta con la
unidad ni con parte alicuota de la unidad.

VItT son ndmeros inconmensurables 6 irracionales.
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v/T"N ~27“son llamados por oposicion nimeros conmensurables 6
racionales.

De suerte que un mismo nUmero puede ser inconmensurable
para unaraiz, y conmensurable para otra. Esto sucede con 16" que
es conmensurable para la raiz cuadrada, é inconmensurable para la
clbica, y 27 es inconmensurable para la raiz Cuadrada y conmensu-
rable para la clbica.

También merece que Ilamemos la atencién acerca de la siguiente
particularidad : la adicion, multiplicacion y elevacion a potencias,
dan siempre lugar & resultados de la misma naturaleza y condicion
de los elementos que entran en ellas : miéntras que la sustraccion
dalugar & los nimeros negativos, los cuales no debemos dar & cono-
cer aun ; la division inexacta de los nimeros enteros da lugar a los
quebrados que ya conocemos, Y la extraccion de raices da origen &
los nimeros inconmensurables que acabamos de dar a conocer.

Hemos dicho de los nimeros abstractos cuanto aritméticamente
puede decirse; esto es, cuanto puede decirse sin entrar en el campo
del Algebra.

VVamos & dedicar el ultimo capitulo de la Aritmética & los nume-
ros concretos.
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CAPITULO V.

Ile los niumeros coiierctos.

150. Tablade las unidades principales de pesas, medidas, etc.,
tanto del sistema antiguo llamado de Castilla, como del métricordeci-
mal, hoy legal en Espafia.

SISTEMA DE CASTIEEA. SISTEMA EEGAE.

E'nidadc« de medida de lougitud.
Lavara de Burgos. El metro.
Medidas de superficie y agrarias.

Lavara cuadrada, 6 Sea un cua-

drado cuyo lado os una vara. Elmetro cuadrado.
La fanega de marco real, 0 sea

un cuadrado cuyo lado tiene 96

varas. El area.
Hedidas do volumen y capacidad.
ha vara cibica, 0 sea un cubo
cuya arista es una vara. El metro cabico.
La medip. fanega de Avila, (para j
aridos).
) . El litro.
La cantara do Toledo (para i
quidos).
Pesas.
El marco del Consejo do Castilla. El gramo
Dinero.
El real de velldn. La peseta.
Tiempo.

El dia natural de veinticuatro horas, ¢ sea el tiempo que tarda la
tierra en dar unavuelta completa sobro su eje.

Circunferencia.

El grado, 6 la noventa-ava parte  E| grado, 6 la centésima parte de
de un cuadrante de circunfe- un cuadrante de circunferencia.

rencia.
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157. Tablade pesasy medidas segln el sistema antiguo.

Unldudc*« do longitud.
La legua de 20 al grado, tiene................ 20000 piés.
TamMDBIBN ..o 6666 Vj varas.
También ..o 3 millas.
TambBi€N .o 1666 V3 estadales.
El estadal.......cccooveoiiniiieccce 4 varas.
La VARA ..ot 3 pies.
1 I o o TR 12 pulgadas.
La pulgada....ccoviinivenencese e 12 lincas.
La 1N e 12 puntos.
t/nidacki9dcKuporliclo y agmrium
La legua cuadrada tiene...........cou. 2777778 estadales cuadrados.
El estadal cuadrado......cccccoeivvirnrienenennnnn, 16 varas cuadradas.
Lavara cuadrada ..., 9 pies cuadrados.
El pié cuadrado.....ccoceevvvevces e e 144 pulgadas cuadradas.
Lapulgada cuadrada.......c.cocoeerveririeininnnnns 144 lineas cuadradas.
La fanega de tierra de marco real es un
cuadrado que tiene....ccoevvvvieveevrieennenns 96 varas por lado.
TamDBIN ..o 576 estadales cuadrados.
TambBIN ..o 12 celemines.
El celemin.....ccoiiiiiicieeccec e 4 cuartillos.
La aranzada.....cococeeeeeveeeneneseiseseereseee s 400 estadales cuadrados.

t’nidndoN do voliimon en general y docapacidad para arfdony liquido.

Lavara cibica tIENE.cccvviivvee v 27 iUés cubicos.
El Pi6 cUBICO..ccoviciicccc e 1728 pulgadas cUbicas.
La pulgada clUbica......ccceevierviirnieninennnne, 1728 lineas cubicas.
Para aridoN.

El cahiz tiene....cccveiviiiiiieece 12 fanegas.
La fanega. ..o 12 celemines.
TamMbIi€N ..o, 4 cuartillas.
El celemin 6 almud.......ccooeeiviiiiiincinnen, 4 cuartillos.

Para ligiiidoN.
La cantara tienNe.....cccevvveeieeevce e 8 azumbres.
El aZUmMbBre. .ot e 4 cuartillos.
Elcuartillo...ieiecccc e, 4 copas.

Para el aceito.

La arroba de 25 libras de peso, y lalibra que se divide en 4 panillas.
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Vuldadcs pondcralON 6 do pc*o.
La tonelada tiene.....ccococvvviivireinieinsieniiienas 20 quintales.
e ——— ‘1 arrobas.
...................................................... 25 libras.
La libra... 16 onzas 6 2 marcos.

16 adarmes.
3 tomines.
«granos.

En rariuaci»,

«onzas.
8 draomas.

3 escripulos.
24

Para platay oro.

8 onzas.

8 ochavas.
6 tomines.
«granos

Para piedras proclosas

El quilate ; so divido segun </., V., Ve, /., 'L-

Dinero.

La onza dooro vale.....cccccooeeeeiiiiecennne. 320 realea.
La media onza 100
Ochentin......ccooioiieiececceceeeeeee 8q "
Doblilla......ccoieeeiceeeee e 40
Escudito do Or0....cccececivececece e 20 »

El duro do plata......ccevevvieniiinenncnien 20 »

El medio duro....cceeeeeeeeieceeececeeeeee 10 »
LA PeSeta. e 4
La media peseta.....ccccverererniienienrieresennnnns 2 »

De cobre: los dos cuartos, el cuarto y el ochavo.

Y las imaginarias; el doblon 60 reales; el peso sencillo, 15; el duca-
do, 11, y el maravedi, que vale medio ochavo.-

Tiempo.
El Siglo consta de....cccevviinenncnecnen, 100 afios.
El afl0 de.iiiciceeeeeee e, 12 meses.
El MBS .ot 28, 29, 30 6 31 dias.

El A tiENe e, 24 horas.



LanOra. ..o 60 minutos.
e ————————— 60 segundos™

Division«le la circunreroncla.

La circunferencia se divide en............... 4 cuadrantes.
El cuadrante en..........ccocveveicincnenn, 90 grados.

El grado en.....ccoovvveiiiiieeece e 60 minutos.

El minUto en....ccoveveeveecee e, 60 segundos.

I5ii. Tablade pesasy medidas segun el sistema métrico decimal.

NOMBRES SISTEMATICOS. RELACIONES CON EL METEO.
tiniilades de longNu!.

El miridmetro.......cccccvevveeeviveeenns 10000 metros.

El KIlOMEetro.......cocccevvvvvieicieceie 1000 »

El liectdmctro........ccccoevvveenveinenene, 160 »

El decAmetro..........ccoveveeeiveenen, 10 »

I IR T IO 1-

El decimetro.......ccoeeevivvecvvieine, 01 »

El centimetro........coccvvvvevveecenenne, 0,01 »

El milimetro......ccoceeeevivievcieee, 0,001 »

rnidndcs de Hiipernclc y ngmrinii.

El miriametro cuadrado................ 100000000 metros cuadrados.

El kilébmetro cuadrado.................. 100000 »

El hcctdmcetro cuadrado............... 10000 »

El decametro cuadrado.......cc.c.o...... 100 ®

Elmetro cuadrado..coveveivnvenrnnnnennans le

El decimetro cuadrado.................. 0,01 de metro cuadrado.

El centimetro cuadrado................. 0,0001 de idem.

La hectareaconsta de.....c.oceevvevrrnenne 100 areas.
................................................. 100 metros cuadrados.

La cenliarea 6 1 metro cuadrado. . 0,01 de area.
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midadCMdo voliimou on “onerai y do capacidad para aridos yliquidos.

El metro cibico.iiiiiieeinenn, Unidad usual.
iiil decimetro cUbiCO.....ccceovvvrvcrennen. 0,001 de metro cubico.
Ei centimetro cubico.....cccceveeveennnens 0,000001 do idem.
El kilélitro ¢ sean.......ccceevveevenennns 1000 litros 6 1 metro cubico.
El hectolitro....cccovcvveievcieceeien 100 litros.
El decalitro.....ccooovvvcviicccieeccces 10 litros.
El 1Htro e 1,
El deCilitro....cocooeieiiieeieeeeeeee e, 0,1 de litro.
El centilitro....ccoceeveeeeeeee e 0,01 de id.
El Mililitro. .o 0,001 de id.

L'nidadCON pondcral CR U de peso.
La tonelada de peso.......ccccevvvnne. 1000 kilogramos.
El quintal métrico......ccccocooeeennene. loo »
EIKIlOgramo.....ccccecevvieiiieiveieenn, 1000 gramos.
El hectdgramo.......cccoevvecviesicennn, 100 »
El decagramo.....ccccoveeceivvreieiesienenn, 10 »
El{/ramo....ccccccvieiiieiiiiiciee e 1.
Ei decigramo......ccccovviviinenccnennnn, 0,1 de gramo.
Elcentigramo......ccoccevvineinennennnn, 0,01 »
EImiligramo....ccovciiinniinicnnns 0,001 »

IMncro.

La onza de oro vale.......ccccovvvvnenee 80 pesetas.
El doblon-lsabel.....cccccccovinninenne 25 »
El duro (de plata).....cccooeevvecvrrennn. 5 »
LA PeSeta.iiiiiieeiireeeesieeeeeinieeens 1

.................................................. 0,25 de peseta.
Ademas tenemos para facilitar los cambios monedas de oro de 20,40
80 y IQ reales ; de cobre y bronce, demasiadas :y de plata. de 2 8 v
10 reales.

Tiempo.
Continda laantigua division.

Division do la clrCDiifcrcnela.

La circunferencia se divide en.... 4 cuadrantes.
El cuadrante en......niiniennns 100 grados.
El grado N, 100 minutos.

El minuto en..vccvcenciece, 100 segundos
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i5ft. Tabla de equivalencias de las medidas métricas en funcién

de las antiguas.

Lineas. Pulgs. Pies. Varas. Leguas.

1 metro = 516,8243,072 3,5889= 1,1963 =0,000179 : meds. longitud«.

Cuar-
Ochavas. tillos.  Celemines.  Fanegas. Cabicea.

1 titro = 3,46= 0,865 = 0,2162 = 0,018018 20,001501; de capac. pava aridos.

Cuar-
Copas.  Cants. tillos. Moyos.
1iitrO= 7,9= 1,98 = 0,062= 0003874 : para liquidos (excepto d aceite).
Panillas. Libras. Arrobas.

1 litro= 8= 199= 0079598 : parad axite

Adarmes.  Onzas. Libras. Arrobas. Quintales.

1 kilégramo= 5564= 34,78= 21735= 00869 = 0021735 : cep=n

Adarmes. Onzas.

1 gramo=0,5564 = 0,6348.

Pulgadas Pies Varas Estadales  Fanegas
cuadradas, cuadrados, cuadradas, cuadrados, do tierra.

1 Area= 185477,2=1288,04 = 143,115= 8,945=0,0155: superficioyagrar.
Polgs. ctbicas. Piés cubicos. Varas clbicas.

1 metro cubico = 79879,558: 46,226596 = 1,712096146 . de solidez.

Duro. Rs. Mrs. Cts. rl.

1 pesela= 0,2= 4= 136=400. 1 grado=0,9.
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Tabla de equivalencias de las medidas antiguas en funcién

de las métricas.

160.
A ugUiidinalos.
Metros.
1 linea= .o, 0,002
1 pulgada=............ 0,023
R O - 0,278635
1vara. = e 0,835906
Kilémetros.
1 legua =. 5,572705

N N

= s e

De cnpacidacl para &rido.«.

Litros.
ochava=. 0,289
cuartillo =. 0,156
celemin=. 4,625
fancga=.. 55,501
cahiz =. 666,012
De capacidad para liquido».
Litros.
copa=.. . 0,126
cuartillo =. 0,504
azumbre =. 2,017
cantara=. 16,133
De capacidad para el acelfc.
Litros.
panilla=. 0,126
libraos.. 0,503
arroba=. 12,563

1 grado =

Dé pcNO.
Gramos.
1 adarme =. I, 7972
1 onza= 28,7558
Kilogramos.
1 libra , 0,46
1 arroba=. I,
1 quintal =. 46,009
De KupcrQcle y agraria».
Metros cua-
drados.
1 pié cuadrado =. 0,077638
1 vara cuadrada =. 0,698738
Areas
cuadradas.
1 estadal cuadrado. = 0,111789
i celemin de tierra.m=  5,36631
1 fanega de tierra. =  64,395724
Cubica».
Metros cu-
bicos.

1 pié clbico=.. . . 0,021633
1 vara cu])ica=.. , 0,584079
Moneda».

Pesetas.
1 duro=.. .. 5
1 real=. ... 0,25
1 maravedis. 0,007
1,111....

502
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Historia y explicacion.

101. Medidla es una cantidad tomada por término de compara-
cién, y que sirve para apreciar el valor de otras cantidades de la
misma especie y naturaleza. *

MedAr, es determinar la relacion que liay entre el objeto, cuyo
valor se quiere conocer, y la unidad de medida.

Considerada bajo el aspecto de los usos civiles 6 comerciales, la
medida se divide en cuatro clases, conviene & saber : de
longitud, de superficie, de capacidad y de”eio.

En todos los pueblos han tenido siempre relacion entre si estas
cuatro distintas clases de medidas. Pero el sistema mas sencillo es
el egipcio, cuya invencion se atribuye & Mercurio, ministro del rey
Osiris. La ceweiifera el codo real, longitud tomada en las
dimensiones del cuerpo humano : el cubo, que tenia por arista el
medio codo, era la unidad de 'volumen : este cubo, lleno de agua, la
unidad de peso; este peso de plata, la unidad monetaria; y el codo
en cuadro, en fin, la unidad de superficie.

El sistema egipcio, conservado en toda su pureza por los hebreos
después de su salida de Egipto, sufrié grandes modificaciones entre
los griegos, romanos, arabes y persas. Renunciamos a la descrip-
cion de cada uno de estos sistemas, que nos llevaria muy Iéjos. Baste
decir que en medio de la anarquia que el feudalismo y la irrupcion
de diversos pueblos produjeran en tan imjmrtaute ramo de la admi-
nistracién, se conocen aln hoy mismo en toda Europa, y entre nos-
otros por consiguiente, las huellas de aquel sistema egipcio gque con
los demas gérmenes de civilizacion han sido traidos y llevados por
persas, griegos, romanos y arabes.

Pero estaba reservado a esa Francia generosa, grande hasta en
sus extravios, el matar tan vergonzosa anarquia con su mano de
hierro revolucionaria.

Y con efecto, en 1790 la Asamblea Constituyente di6 el primer
paso, que las circunstancias politicas y consideraciones de otro o6r-
den dejaron sin efecto por lo pronto ; pero que llevo afios adelante
& Delambre y Méchain 4 medir el meridiano que pasa por Paris des-
de Dunkerque & Barcelon i, miéutras que Brisson, Borda, Lagran-
ge, Laplace, Prony y Berthollet levantaban el edificio del nuevo
sistema, creando una unidad provisional, con el nombre de metros
basada sobre las mediciones de Lacaille, y de valor de 443,44 lineas
de la toesa de Paris.
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En 1799 hizo el pueblo francés un llamamiento & las naciones
amig'as, y en su consecuencia se form¢ una vasta comision para rea-
lizar definitivamente todas las partes del sistema métrico, subordi-
nandolas al valor QU metro, que se fijo en 443,295936 **® Esta
comision se compuso de Borda, Brisson, Coulomb, Darcet, Delam-
bre, Haly, Lagrang'e, Laplace, Lefevre Gineau, Méchain y Prony
por Francia ; Reneos y Van Swinden por Holanda : Balbo y mas
tarde Vassalli-Eandi por Saboya : Bug.g*e por Dinamarca : Ciscar y
Pedroyés por Espafia : Fabbroni por Toscana : Franchini por la Re-
publica Romana : Multedo por la Republica Liguriense, y en fin,
Trallés por la Helvética.

El 22 de Junio del mismo afio de 1799 presentd Trallés al Cuer-
po Legislativo elresumen de los trabajos de esta Comision, asi como
los tipos. Sin embargo, el 2 de Noviembre de 1801 fué el dia en
que el sistema métrico-decimal quedd declarado legal en B*ancia.

Este sistema, basado en una de las dimensiones de la tierra, con
sus distintas partes ligadas por el sistema decimal (casi universal),
y con una nomenclatura tomada de dos lenguas muertas, puesto de
esta suerte al abrigo de toda cuestion internacional y politica , ha-
bia de irse adoptando por todas las naciones civilizadas.

También nuestra Espafia lo ha aceptado por las leyes de Julio
de 1849 y Junio de 1864 : y por eso vamos & dar aqui su expli-
cacion.

IO®. Metro (del griego, M-qov, medida) es la palabra escogi-
da por la comision de sabios mencionada, para nombrar con ella la
unidad de longitud, y que da nombre al sistema, porque de ella se
derivan las demas unidades principales. Imaginense nuestros lec-
tores dividido un cuadrante del meridiano terrestre que pasa por
Paris en diez millones de partes iguales, y ya saben que una de esas
diezmillonésimas partes es la magnitud 6 longitud del metro.

Litro (del griego Arepa, nombre de una medida de liquidos entre
los griegos), es la palabra designada para las unidades de capaci-
dad, de aridos y liquidos : su capacidad 0 cabida es la de un cubo
que tiene por arista un decimetro : el cubo tiene la figura de
un dado.

Gramo (del griego que significa una medida de peso) para
las de peso.

El gramo es el peso de un volimen de agua destilada igual & un
cubo que tenga un centimetro por arista, en el vacio, y & la tempe-
ratura de cuatro grados centigrados : el cubo tiene la figura de
un dado.

Area (del latin Area, superficie destinada al cultivd) para las
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de superficie. E1 Area, es un cuadrado que tiene diez metros
por lado.

Y METRO CUBICO para las de voldinen. EI metro clbico es un cubo
(la figura del dado) que tiene un metro por arista.

Los multiplos de estas diferentes unidades se expresan con el
auxilio de las palabras griegas que significan

DECX, HECTO, KILO vy MRIA |

diez, ciento, mil, y  diez mil ;
y los submultiplos con el auxilio de las palabras latinas que signi-
fican

UBCI, CENTI y ML ;
décima parte, céntesima y milésima;

anteponiendo unas y otras & las respectivas unidades, seglin lo de-
jamos escrito anteriormente.

Como estos multiplos y submultiplos siguen la ley de formacién
de nuestra escala decimal completa de numeracién (1;i4), de aqui
que se escriban y lean como nuestros enteros y quebrados deci-
males.

Asi, 7 kilometros y 4 metros puede escribirse 70 hectometro.s
y dmetros, 6 bien 700 decametros y 4 metros, 6 bien 7004metros :
y reciprocamente 5573 metros es igual a 5 kilémetros y 573 me-
tros, etc.

El gramo, por su pequenez, lia quedado por unidad para las can-
tidades que aun boy se expresan por granos, adarmesy onzas;y
se ba tomado por unidad usual el Jdlégramo, poniendo & éste dos
multiplos, en vez del miridgramo, que era el Unico que antes te-
nia. Y aun esos dos nuevos multiplos que ban reemplazado al mi-
rihgramo, & saber: el quintal métrico y la tonelada de peso, se
toman por unidades cuando se trata de pesos de mucha conside-
racion.

Aunque sdlo se liaya puesto en la Tabla correspondiente un solo
multiplo para el Area, y ninguno para el metro cubico, pueden for-
marse todos aquellos que las circunstancias exijan 6 aconsejen , asi
sea miridmetro cuadrado y miridmetro culbico respectivamente ; lo
mismo decimos respecto de los submultiplos.

Puesto que el areaes un cuadrado que tiene diez metros por lado,
el &rea mide 10 X 10 , esto es, 10" ; 0 bien la segunda potencia de
su lado, 6 sean 100 metros cuadrados. El hectdmetro cuadrado tiene
100 metros por lado, y mide por consiguiente 100 X 100, esto
es, 100" ; 6bien la segunda potencia de su lado, 6 sean 10000 metros
cuadrados. Por eso se dice, y se dice bien, que la hectarea,c.omiu
de 100 areas, 6 lo que es lo mismo, que la hectdrea es 100 veces
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mayor que el area. Y como la misma explicacién puede darse para
otro caso cualquiera, podemos concluir que los multiplos y sub-
multiplos de las unidades de superficie crecen y decrecen de 100
en 100.

Cuando decimos para el area 10X10, 6 10% ya se entiende que
no es el lado del cuadrado el que se multiplica, sino el nimero abs-
tracto que expresa las veces que la unidad lineal metro p'sXk conte-
nida en el lado del cuadrado.

Decir que el area 6 la hectarea miden 100 6 10000 metros cua-
drados, es lo mismo que decir que su superficie puede cubrirse
exactamente con 100 6 con 10000 cuadrados de metro por lado.

Decir 100 metros cuadrados significa también que la superficie &
que se refiere es equivalente & un cuadrado que tiene por lado
WNQO, 6 sea 10 metros : miéntras que 100 metros en cuadro repre-
sentan un cuadrado que tiene 100 metros por lado. Ahora, cuando
se habla de la unidad, lo mismo significa en cuadro que cuadrada,
esto es, lo mismo es un metro cuadrado que un metro en cuadro,
siempre es un cuadrado que tiene por lado un metro.

Sin ciertos conocimientos de Geometria, estas explicaciones son
insuficientes. Por eso, respecto de las medidas cubicas nos limita-
mos & decir, que crecen y decrecen de 1000 en 1000 ; quiere decir,
gue una cualquiera es 1000 veces mayor que la inmediata inferior, y
reciprocamente. Y esta analogia que se observa con lo dicho, acerca
de la manera que tienen de crecer las medidas de superficie, se ob-
serva en otros puntos también, como subordinado todo & una ley
comun.

OPERACIONES SOBRE LOS NUMEROS CONCRETOS.

103. Preliminares. Délas diversas definiciones que de los
nameros complejos conocemos , ninguna nos ha satisfecho como la
deM. Cirodde , diciendo: que nimeros complejos son aquellos con-
cretos que contienen diferentes especies de unidades dependientes
unas de otras., segiin una ley cualquiera, pero distinta de la ley de-
cimal; como 4 arrobas, 20 libras y 3 onzas.

Y por Oposicién se llama i'ncomplejos & los concretos que sélo con-
tienen una especie de unidad, como 7 arrobas 6 3 varas. También se
llaman incomplejos, si, conteniendo dos 6 mas unidades, éstas es-
tan sujetas a la ley decimal ; como 3 metros, 8 decimetros , 9 centi-
metros, 0 sea 3,89 metros.

1G4. Para reducir un numero incomplejo & unidades de especie
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inferior, se miiUiphca dicho incomplejo por el ndmero de unidades
inferiores que contiene 6 'oale launidad dque aquél se refiere.
Ejemplo : Reducir 4 unidades inferiores el nUmero 4 arrobas.
Puesto que una arroba tiene 25 libras , claro es que 4 arrobas
tendran cuatro veces mas; lueiro multiplicando 25 por 4, el produc-
to 100 serén las libras que equivalen & 4 ariobas.
Y multiplicando 100 por 16, que son las onzas que tiene una li-
bra, tendriamos las onzas que equivalen @ 100 libras y & 4 arrobas;
y asi sucesivamente.

3
Otro ejemplo : de peseta.

. . 3. .
Como la peseta tiene 4 reales, decir de peseta es lo mismo

que decir  de 4 reales, que se obtienen multiplicando el numera-

dor 3por 4, y partiendo el producto por el denominador (41») en
esta forma:

S reales.

son los reales que valen * de peseta. Esto es lo que se llama tam-

bién valuar un quebrado en unidades de especie inmediata inferior.
Si se tratase de un nimero métrico decimal, se multiplicaria por
10 para reducirlo & unidades de la especie interior inmediata. Si las
unidades del nimero son de superflcie6 area , por 100 ; si de volu-
men, por 1000. 1« i\*
Escolio. Si en vez de valuar el quebrado (ord"narlo 0 decimal)
en unidades de especie inmediata inferior , se desea valuarlo en uni-
dades inferiores , cualesquiera, sin pasar por valuaciones interme-
dias, se multiplica el numerador por el nimero de aquellas unidades
en que quiere hacerse lavaluacién, y seanecesario para componer una
de las unidades d que se refiera el quebrado, y luego se divide el pro-
ducto por (jl denominador.

ele peseta en maravedises son 102 maravedises : lo que se

obtiene multiplicando el numerador 3 por 136 , que son los marave-
dises que tiene una peseta , y dividiendo el producto 408 por el de-

nominador 4. .
Mbr>, Para reducir un incomplejo a unidades de espeC|e superior
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se (Umile dicho incomplejo por el nimero de unidades de la especie &
que se refiere, que se necesitanpara componer una de la superior 4la
cual nospropongamos reducirlo.

Ejemplo: Rciucir & unidades de especie superior el nime-
ro 1600 onzas.

Como 16 son las onzas que componen una libra, claro es que
tantas veces como el nimero 16 esté contenido en el nimero 1600,
tantas seran las libras que tienen ¢ valen 1600 onzas ; y el resto, si
lo hay , seran onzas.

16.00 I 1
888 “ I&}--—- Son , pues , 100 las libras equivalentes & 1600

onzas; y si dividimos 100 por 25, obtendriamos las arrobas equiva-
lentes & 100 libras , y asi sucesivamente.

Si se tratase de un nimero métrico decimal, se reduciria & uni-
dades de la especie superior inmediata, dividiéndole por 10. Si las
unidades del nimero son de superficie ¢ area, por 100 ; si de volU-
inen, por 1000.

ai»i». Para reducir un comqiejo & incomplejo de la unidad princi-
pal 6intermedia, se reduce elcomplejo todo & stes vanidades inferiores;
esto se pone por numerador ,y por dciiomiiiador el nimero de reces
que la unidad inferior esté contenida en la principal ¢ intermedia.

Ejemplo: 3 quintales, 2 arrobas, 20 librasy
_quintales. 10 onzas.

1 A la izquierda esta el complejo propuesto, re-
1% ducido al namero de onzas que le es equivalente :
14 arrollas multiplicando las unidades principales 3 quintales
% por 4, y aiiadiendo las dos arrobas que hay, los
o quintales y arrobas estan expresados por 14 arro-
IS bas; reducidas & libras y aumentadas con las 20
S que hay, hacen 370 libras, que, reducidas & on-
'1'g0 liliras. zas y aumentadas de las 10 que hay, componen
2920 5030 onzas.
’1710 Ahora bien: la onzaes de quintal, lue-
5030 onzas. , . .
i’oevidentemente 5930 onzas.son de quintal.
Vdeinés: la onza es de arroba; luego claramente 5930 on-

Za.s son 5930 de arroba
mi(jl '
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1 ) . . 5930
Ademas: la onza es de libra; lucg-o 5930 onzas seran - ?g

de libra.
De suerte gque el complejo propuesto puede ponerse bajo la forma
de incomplejo de las siguientes maneras.

. . 5930 o
3 quintales , 2 arrobas, 20 libras , 10 onzas. = Qggg - quintales. =

5%8 arrobas. = --S.?Igo—libra. = 5930 onzas.

Si nos encontrasemos con la expresion 2 miridmetros, 4 kiléme-
tros, 7 metros, un decimetro y 8 milimetros, la pondriamos inme-
diatamente bajo la forma 24007,108 metros, que es su forma propia;
como que es en lo que consiste una de las principales ventajas de
este sistema. Por eso nunca llamaremos nimero complejo a aquella
expresion , que, puesta bajo su forma propia, es un incomplejo , lo
mismo que 7 pesetas, 0 3 quintales.

Y si se nos dan 24007,108 metros de terciopelo, por ejemplo,
nunca nos entretendremos en aguella descomposicion ; & ménos que
lo hagamos para la mejor comprension de los alumnos.

SOS. La reduccién de incomplejo & complejo es muy sencilla, y
para su explicacion nos valdrémos de los mismos ejemplos del na-
mero dltimo.

. . . . 5988 N
Vamos & reducir & complejo el incomplejo jggg de quintal.

Como 1600 onzas componen 1 quintal, tantas veces como el nd-
mero 1600 esté contenido en 5930 , tantos quintales valdra el incom-

plejo propuesto. Veamos.

5930 1600

q@ se valla en
1132 3q. 2 (i) 20

. 1138 -
ib- [Oonz. ;y vale 3¢ e © (J.F

1320 .que se valtaen li-
‘{?,%8 y vale 20 @ de @jq
25
660
264 o0 y
33000 gue se valla enon-
1000 y vale 20 fi> ;‘ggg de B 5 (804).
16
16000 que dan justas 10 onzas de cociente.

Las divisiones que estan ahi & la vista se prestan & muchas abre-
viaciones , por terminar siempre dividendo y divisor en ceros. Pero
eso que cu la préctica es posible , eu el libro no siempre lo es.
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. . . 5930
Vamos h reducir & complejo el incomplejo -* o de arroba.

Como 400 onzas componen 1 arroba , tantas veces como el nu-
mero 400 esté contenido en 5930, tantas arrobas valdra el incom-
plejo propuesto. Veamos.

B
330 14(@ 6sean 3 g-2 330 @ , que se valuan en Jo.

w65
66

w320 250 (que se valtan
2%0 y 201b.  deft. ] onzas.
1

IST
25

4000 que dan 10 ouz. justas de cociente.
0

yson3qg.,2@, 20ib., I0onz.

De la misma manera puede reducirse & complejo el incomplejo
S0 geribra,
18
El otro incomplejo 5930 onzas esta en el caso general para redu-
cirse & complejo.
ADICION.

BOf*.  Para sumar los nimeros concretos, ya sean incomplejos,
ya complejos, es condicién necesaria ([ue sean de %na misma especie.

Porlo demaés, se colocan los sumandos unos debajo de oiros de
manera que se correspondan unidades iguales; se suman como los
abstractos, y la suma sera de la especie de los sumandos.

Ejemplo : 3 duros 4 pesetas 3 reales 4
2 3 2 204
1 0 3

7 duros 4 pesetas 1 real 24%
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SUSTRACCION.

I0il. Pararestar un nimero concreto de otro también concreto,
bien sean incomplejos, l)ien complejoses condicion necesaria
sean de una misma especie.

Por lo demas, se coloca el susiraendo debajo del minuendo de ma-
nera que se correspondan unidades iguales; se rerifiea la operacion
como sifueran nimeros abstractos , g el resto serd de la especie del
minuendo y sustraendo.

Ejemplo:3 quintales 2 arrobas20 libras 10 onzas.
1 a 20 14

1 quintal 3 arrobas24 libras 12 onzas.

Escolio. Observen los alumnosque en los ejemplos que vamos
escribiendo no hay nunca un numero de unidades inferiores que
componga 1 unidad superior inmediata. Asi, el nidmero de onzas
no llega & 16, ni el de libras & 25, ni el de maravedises & 34, ni el
de arrobas & 4, etc.

MULTIPLICACION.

170. En la multiplicacion de los numeros concretos puede suce-
der que los dos factores sean de la misma especie, y que no lo sean.

Si lo son, la multiplicacidn se reduce & un mero ejercicio que
da por resultado un producto de la misma especie que los factores,
6 un abstracto que exprese la relacién de los factores.

Pero si no lo son, el producto es de la especie del multiplicando :
ya no se puede invertir el 6rdon de los factores. Mejor dicho, es in-
diferente que tal factor se coloque encima 6 debajo del otro : de lo
gue no puede prescindirse es de que , en cada ejemplo, el que haya
de ser multiplicando, lo sea ; y que el otro, por consecuencia, sea
multiplicador. Y se conoce cual es el multiplicando en el enunciado
de la cuestion ; porque de él se infiere que es multiplicando el
concreto que sea de la especie de lo que se busca ¢ pide ; y el otro
concreto sera, por consecuencia, multiplicador.

El caso mas general de la multiplicacion de numeros concretos
es el tan manoseado de, conocido el valor ¢ precio de una unidad
hallar el de muchas.

Prescindiendo, pues, de los llamados casos particulares, pase-
mos al general. Este se resuelve, reduciendo multiplicando y mulii-
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pUcador aincomplejo de la unidad principal respectiva : estos dos
incomplejos se multiplican como los quebrados comunes abstractos', y
elproducto serd, es claro, un incomplejo de la unidad principal del
multiplicando que se reduce, si se quiere, & complejo, por la regla
ya establecida.

Ejemplo : Habiendo costado una arroba de cualquier cosa 3 pe-

1
setas 2 rs. 30 » mrs., se desea saber cuanto costaran 4 arrobas 20

libras y 14 onzas.
Como lo que se pide & busca es precio, es dinero ; el complejo
que se refiera & dinero, ese sera el multiplicando.

1
Lueg'6d 3 pesetas 2rs. 30 mrs. es el multiplicando ; y por

consiguiente 4 arrobas 20 libras y 14 onzas, el multiplicador.
Disposicion de la operacion ;

3 pesetas.
4 , 4 arrobas.
i 25
2 100
14 rs. 20
A 120 libras.
56 16
42 1520
4;8 14
506 mrs. 1934 onzas.
4
2024
1
2025 ctos. do mrs.
2025x1934 = 3916350)................ 78327
>nc. d 50
544x 400= 217600................. 4352

78327 4352 1088

34807 782334 23
4342 17po.sotas 3ra. 33mr8. 1088* U W
17372
4316... 1079
A
4316
337
36686
4046

782
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3 pesetas. 273. 30 ) mr3.><A<Jar. 20V 14°*AN'= 2025.. pesetas, X fi onz.
% S >
3916350P°8ota 78327 pasotas 23 iiirs.
———————— — . = -- = 17 pesetas 3rs. 33
217(300 4352
Multiplicacion de complejos por el método Illamado de las partes
alicuotas.
. . i _ 1 mrs.
191. A1 ai*roba ha costado..................... 3posefas 2i'3. 30 ~T
{CUANTO C\DSHArAN........vvecvevseeeeiseiseseesie e, 4 @ 20iib. 44 onzas?
4 (g) costaran 4vocesel multiplicando, ¢ sea. 12Pesetag8rs. 121 mra
1 . ; 1
Olb- costaran -rr- dcl multiplicando, 6 sea.. 0 2 33 T
D
. . 3 3
15 Ib- costardn 3veces el preciode 51b-16sea 0 6 99 4

Tomando-~ del precio de 5 ib- se tendré el

de1t)-) 0—0—20 y tendremos el

precio de
1
8 onzas tomandoA— del do 1 libra,
(@ Y= TR 0 10
-8
4 onzas costaran la mitad de este Gltimo su-
MANAO...eiiviiiriecie ettt re e beens 0 0
2 onzas, por Gltimo, la mitad del anterior. 0 0
AN )
17pe8otas3rs. 33 23 mrs.
32
1,3 .1, 1,617 8-4-24-h4-h2-hl7 55 . 23“”
4 4 8 6 32 = 322-m —— -1 3

Hemos descompuesto el multiplicador en 4 arrobas45 libras
-1-15 libras-f-8 onzas + 4 onzas-h2 onzas; y hemos necesitado el
auxiliar de 1 libra ademas.

Como para otro caso tendra lugar otra descomposicion, no puede
darse una regla cierta : cada uno seguird la marcha que le sugieran
su experienciay la mayor 6 menor aptitud que Dios le haya dado
para esto.

*Aungue este método parece mas racional, ambos son buenos, y

cada uno debe seguir aquel & que més se aficione : aunque lo mejor
serd aficionarse a los dos.
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En este método figura el multiplicador como un nimero abs-
trficl/0

La reduccion de los quebrados & un comdn denominador se Lace
facilmente por la aplicacion del m. m. c., puesto que se van toman-
do los quebrados como partes alicuotas unos de otros.

1i 3. En Extremadura tienen desde tiempo inmemorial los gran-
jeros de ganado de cerda cierta regla, para sus compras y ventas,
que vamos & dar & conocer.

No toman en cuenta mé&s que arrobas y libras, esto es, se des-
precia el peso que no llega & una libra.

Si setrata de dos 6 mas cerdos, se suman las arrobas que pese
cada uno. Por otra parte, se suman las libras; y esta suma se mul-
tiplica por 4, poniendo el producto a la derecha de la suma de arro-
bas, de modo que no ocupe mas que dos lugares ; pues si hay cente-
nas en ese producto, se agregan & las unidades de la suma de ano -
bas; formando todo ello un nimero que se multiplica por el precio
de la arroba, de cuyo producto se separan con una coma las dos Ul-
timas cifras de la derecha, que reducian los antiguos & maravedises
(como que son céntimos de real), tomando la tercera parte : si se
trata de un solo cerdo, el caso es mas facil.

Ejemplo.

¢Cuanto importa un cerdo de 12 arrobas 2 fij. de peso & 40 rs. la arroba?

cuarterones 1208

40 reales.
483,20
Otro: llapesadol cc;etrr%o %12 Z%LI'b')é 40rs. =¢cuanto importan les tres?
otro 12 8
35 35 ib-
2

cuarterones 3640
40 reales.

reales 1456,00

En el primer ejemplo hay 20 céntimos de real, que los antiguos
convertian en 6 mrs.

En el segundo ejemplo no hay céntimos.

Explicacion: multiplicar el nimero de libras por 4, equivale are-
ducirlas & cuarterones. El escribir éstos & la derecha de las arrobas,
formando un solo nimero , significa haber sumado cuarterones con
arrobas , para lo cual era preciso que éstas terminasen en dos ceros.
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M terminar en dos ceros el ni'imcro de arrobas entrafia dos concep-
tos : 1" que se han multiplicado por 100 implicitamente ; 2.“ que
por medio de esta multiplicacidn implicita se lian reducido las arro-
bas a cuarterones ; y tenia que suceder asi para que pudieran sumar-
se con los cuarterones procedentes de las libras, esto es, que fuesen
homogéneos los dos sumandos.

En este estado la cuestién, se multiplica el precio de la arroba,
né por un numero cualquiera de arrobas, sino por un nimero de
cuarterones que es 100 veces mayor. Por esosale el producto 100 ve-
ces mayor de lo que debe ser, y para obtener el verdadero producto
nuestros abuelos le dividian por 100, separando con una coma la
dos ultimas cifras de la derecha. Y para llevar el acierto hasta
el fin de la operacion, puesto que por aquellos tiempos no se ha-
blaba siquiera de céntimos de real, reducian por aproximacion el
conjunto de aquellas dos Gltimas cifras de la derecha a maravedises,
cividiéndolo por 3, como hemos visto hacer nosotros muchisimas ve-
ces , siendo nifos.

__Excusado es decir que , de treinta afios & esta parte , nuestros
granjeros no reducen ya & maravedises aquellas dos Ultimas cifras
de la derecha , separadas por la coma, y cuya significacion desco-
nocian.

Por lo demés , ¢ no es extrafio que esta regla tan exacta como
sencilla, y tan sencilla como cientifica, haya quedado como olvida-
da en las solitarias dehesas de Extremadura?

No queremos dar punto a esta materia sin dejar consignado el
vivisimo interés que en nosotros ha despertado siempre la considera-
cién de que luieskos abuelos presintieran y practicaran en sus tran-
sacciones comerciales el sistema decimal antes que Francia, y antes
que el inundo culto.

DIVISION.

i70. En la dimsion de los ndmeros concretos, puede suceder
gue dividendo y divisor sean de la misma especie y que no lo sean.

Si lo son, el cociente nos dara la relacion entre los datos , y sera
de la especie que indique el enunciado.

Cuando dividendo y-divisor son de diferente especie, el co-
ciente es siempre de la especie de lo que se divide, esto es, de la es-
pecie del dividendo.

Y se conoce cudl es el dividendo en el enunciado de la cuestion;
porque es dividendo el concreto que sea de la especie de lo que se

busca 06 pide , y el otro concreto sera, por consecuencia, divisor.
1
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El caso méas {general eii la division de los niiniei'os concretos es
el sabido de , conocido el valor 6incoio de machas unidades, determi-
nar el de una.

Pasemos por alto los casos particulares, para ocuparnos
del general. Este se resuelve, reduciendo dividendo y divisor d in-
complejo de la unidad principal respectiva-, el primero de estos dos
incomplejos se dividepor el segundo, como sifuesen quehrados comu-
nes abstractos, y el cociente serd, es claro , un incomplejo de la uni-
dad principal del dividendo que se reduce, si se quiere, d complejo,
segln la reglaya establecida.

Ejemplo : Habiendo costado 4 arrobas, 20 libras y 14 onzas de

. 23 .
cualquier cosa , 17 pesetas, 3 realesy 33 maravedises, se desea

saber cuénto costara la arroba.
Como lo que se pide 6 busca es precio, es dinero; el complejo
que se refiera & dinero, ese sera el dividendo.

Luego, 17 pesetas, 3reales , 33 23 maravedises, es el dividen-
do ; y por consigaientc 4 arrobas, 20 libras, 14 onzas, serd el
divisor.

Disposicion de la operacion :

17 pesetas. 31330800 : 16 1958175 incomp. de pe-
4 25 8416768 i 10 526048 et
68 100
3 20 1352
7 15, 120t 1934
A 16 17408
84 7 13056
3 8416708
24401 MIS.  78327x400 = 31330800,
7%451319" 195817? ‘ 526048 131512
38(“3 _________ e ——— *
T830T 4 3pese. 2rs. 30 fg’zgzg ) 2228;?\
3 1520r2>r roie s
78327 |ueinta y doa 468028 ........... 1170(3)’471
408028
351021
3978238"

32878
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17 pesetas, 3rs., 33-’23— mi'S. :4 @ 20 b. 14 onz. =
N
78327. esetas : 1934 on.. = 31330800 1958175 N

1
3 pesetas 2 rs. 30-y- mrs.

PIN DE LA ARITMETICA.
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ALGEBRA.

INTRODUCCION.

I.  Algebra, es la parte de la Algoritmia,, y también de las Ma-
teméticas (Arit. 4), que trata de las leyes de los nimeros, 6 que se
ocupa de los ntmeros de una manera y corrpleta

Vamos a exponer en este libro lo concerniente & la segunda en-
sefianza. i

3. Los signos 6 elementos de que se vale el Algebra, para cum-
plir su objeto (algunos de los cuales nos son ya conocidos) son diez,

a séber :

1. ° Las letras del abecedario introducidas en el siglo XVI por
el matematico francés Viete, para representar por ellas los nimeros ;
su uso abrevia y generaliza las operaciones, los razonamientos y los
resultados : este signo ba hecho cambiar la faz de la ciencia ; es el
simbolo caracteristico del Algebra.

2. " El signo de adicion, que se escribe + , y se lee mas, 6 an-
mentado de. Con él se indica que han de sumarse las cantidades en-
tre las cuales se escribe. . )

3. 7 Elsigno de sustraccion, que se escribe —, y se lee menacs, 6
disminuido de. Con él se indica que han de restarse (la segunda de
la primera) las cantidades entre las cuales se escribe.

Con estos dos Ultimos se forma otro signo, llamado de ambigue-
dad 6 doble signo, que se escribe  , y se lee mas 6 mencs.

4. “ El signo de multiplicacion que se escribe X. y se lee multz-
plicado por. También se indica la multiplicacién escribiendo un
punto entre los dos factores ; 6 poniendo un factor, si es complica-
do, dentro de un paréntesis, y al otro dentro de otro paréntesis, si
fuese necesario.

Cuando los factores son literales, esto es, cuando .son letras,
basta escribir unas & continuacion de otras para que su multiplica-
cion quede indicada.
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Asi, ale significa en Algelra el producto a X | Xc.

5. "™ El signo de division, que consiste en dos puntost, y se lee
dividido 6 partido por. También se usa la raya de quebrado, po-
niendo el dividendo por numerador y el divisor por denominador.

6. ® ElI coeficiente, que es un nimero colocado & la izquierda de
otro, representado por una ¢ varias letras, € indica las veces que
éste entra como sumando.

Asi, 3"5 es lo mismo que ahA-al-\~ah\ 2c=c-\-c.

7. ® EI exponente, que es un nimero pequefio colocado & la dere-
cha de una letra, y un poco elevado, ¢ indica las veces que ésta en-
tra como factor.

Asi, a* equivale k aXaXd-

El coeficiente y el exponente se diferencian en que aquél indica
una adicion y éste una multiplicacion; y ademas, en que aquél
puede afectar & varias letras miéntras que el exponente sélo afecta
ala que estd inmediatamente & su izquierda. Con el exponente se
indican \os, potencias {Arit. 45).

8. ° Elradical, que se escribe y , vy se lee raiz de. La cantidad
de la cual haya de extraerse la raiz se coloca debajo, y el grado de
la raiz se indica por medio de un nimero, que se llama indice, y se
escribe entre las ramas del radical: para la indicacion de la raiz cua-
drada no se usa indice.

9.” El signo de igualdad que se escribe =, y se lee igual d;lo
gue gueda & la izquierda se llama miembro; y lo que esta a
la derecha, segundo miembro.

10. El signo de desigualdad que se escribe >», 6 <i, y se lee
mayor que, 6 menor que, poniendo la abertura del lado de la canti-
dad mayor. Asi, para expresar que 30 esmayor que 20, 6 20 me-
nor que 30, se escribe 30>»20, 6 bien 20<;;30.

3. Las distintas y variadas combinaciones & que se prestan estos
diez signos, constituyen lo que se llama lenguaje algebréico. Y por
analogia se llama cantidad algebraica 6 cantidad literal a toda can-
tidad representada por medio de los signos del Algebra. También
se la llama expresion algebraica de una cantidad dada.

4. Sellama monomio (del griego Mo\ iiiiiz, yvojxy, parte), 0
cantidad de un solo término, 6 sencillamente término, & toda expre-
sion algebrética que no estd unida & otra por el signo de adicion ni
el de sustraccion : binomio (del griego pie. “0s veces, vo[x-j, parte), si
consta de dos términos : trimonio si consta de tres ; y en general
polinomio (del griego Tiovie. muchos, y vop.s, parte] si consta de dos 6
mas términos : estos términos iran afectados unos del signo-t-, y
otros del signo —.
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La expresion a~\-h es un binomio, porque ay hvan unidas por
el signo -H ; pero aX by axb son respectivamente un monomio,
porque en una expresion van unidas la ii y la i por el signo de mul-
tiplicacion, y en la otra por el de division. Pero a—ies también
binomio , porgue los términos ayb van unidos por el signo —.

Si el primer término esta afectado del signo -f-, no se pone este
signo en principio de polinomio. Tampoco se pone el signo + en un
término aislado. Y deben procurar los alumnos empezar a escribir
los polinomios por términos afectados de diclio signo, por razones
gue se diran muy pronto.

Si un término esta sin coeficiente, debe considerarse con la uni-
dad por coeficiente. Y por analogia, una letra sin exponente, debe
ser considerada como si tuviese la unidad por expo nente.

5 Valor numérico de una cantidad literal es el nimero que se
obtendria si, dando valores & las letras que entran en ella, se efec-
tuasen las operaciones indicadas. Es claro que este valor varia, en
general, con los que seden a las letras. Pero no siempre ; por-
que, si en la expresion w—n, varidrnoslos valores de 'y de
n de manera que ambos crezcan y decrezcan en la misma canti-
dad, es evidente que la diferencia indicada m—n novaria, es
constante.

Escolio. El valor numérico de un polinomio no varia, cualquie-
ra que sea el érdeu de sus términos, con tal que éstos conserven sus
respectivos signos 0 — que indican que ban de sumarse 6 res-
tarse donde quiera que se cologquen dichos términos.

tt. Se llama dimension de un término & cada uno de los factores
literales que entran & componer dicho término ; y grado, al nimero
de estos factores 0 dimensiones.

Se llama homogéneo & todo polinomio que tiene sus tcrmino.s to-
dos del mismo grado de dimensiones : a~\-h es homogéneo; asi
como a'+ab+b", y también + Los dos térmi-
nos del primero son de primer grado de dimensiones, de segundé-
los del siguiente, y de tercero los del altimo.

y. Se llaman términos semejantes a los que estan compuestos de
las mismas letras afectadas respectivamente de los mismos exponen-
tes, sean cualesquiera sus signos y coeficientes.

Ejemplo: laW -\-'6a™h". Pero observamos que en uno y en
otro entra la misma cantidad y con la misma funcién de au-
mento (puesto que ambos tienen el mismo signo -i-), 7 voces en el
primero y 5 veces en el segundo, total 12 veces ; pues es mas sen-
cillo que estén reunidos en un solo término con el coeficiente 12°
sumade 7-f-5, en esta forma 12a"b".
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Otro : — Ahora entra también la misma canti-
dad y con la misma funcién de disminucién (puesto que ambos
tienen el mismo signo—3}, 7 veces en el primero y 5 veces en el se-
gundo, total 12 veces ; pues tamhbién es mas propio que estén reuni-
dos en un solo término con la suma de 7 5 por coeficiente, pero
poniendo & lasuma 12 el signo —, a fin de que conserve el caracter
6 funcion de disminucién que antes tenian los términos propuestos
en esta forma —

Otro: En este caso, si bien entra la misma
cantidad en ambos términos, entra en el primero con funcidn
de aumento y en el segundo con funcion de disminucién : no puede
entrar en un solo término con la misma funcién : entraréd con la di-
ferencia numérica que liay entre éstas, que es 2 :y scon qué fun-
cion? Claro es, que con la funcién del término en que entre mas vo-
ces, que es la del primero, en que es de aumento ; luego, la forma
del resultado sera 2a’d\

Otro: — Las mismas consideraciones que hici-
mos en el caso anterior nos conducirian & afirmar que no pudiendo
entrar la cantidad en el resultado con suma de funciones , por-

gue estas son contrarias , entrard con la diferencia numérica de ellas
que es 2, y con la funcion del término donde entre méas veces, que
es la del primero, donde ahora entra con la de disminucién & uh~
ber,—

Otro: 7« “—TiiN5*, En este caso es igual el nGmero de veces
que en cada término entra la cantidad , 'y con funciones contra-
rias : la diferencia numérica, cii'o; el resultado serd también cero.

Hemos tratado insensiblemente una de las cuestiones mas impor-
tantes que hay en los principios del Algebra, & saber: h redaccion
de términos semejantes. Hagamos la sintesis de los cuatro primeros
casos tomados dos a dos, ])ara concluir :

En la reduccion de términos semejantes puede suceder que éstos
tengan signos iguales, 0 que tengan signos contrarios.

>§ tienen signos iguales, sesiman los coeficientes, y esta suma,
con el signo coman, sepone por coeficiente de laparte literal que aqué-
lios tengan.

Si tienen signos contrarios, se resta el coeficiente menor del ma-
yor ,y la diferencia , con el signo del mayor, se pone por coerciente
de layarte literal que aquéllos tuvieren.

Por Viltimo, si tienen signos contrarios, y los coeficientes son
iguales, el resultado cero; 6 como se dice en Algebra, Se des-
truyen, desaparecen.



—
~
—

CAUITULO 1.

De las rualro |I.” opcritoioiics, tlcl maximo comun ilivisoi»
elemental alg‘ehi»aieo,y ile los inielicmlos Ulerales.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS DE FORMA ENTERA.
ADICION.

Tengamos presente las definiciones y acepciones dadas en
Aritmética.

H. El caso més sencillo que puede ocurrir en la adicion de ex-
presiones algebraicas de forma entera, es el de sumar dos mono-
mios. Por ejemplo, sumar ocon a. Siay tuviesen valores particu-
lares, ya sabriamos & qué atenernos. Pero como no los tienen , indi-
cardmos la operacion propuesta bajo la forma siguiente : a-h5.

Y lio liabiendo lugar & simplificacidn , por reduccion de términos
semejantes , esa sera la forma definitiva , esa seré la sitma.

Sea por segundo ejemplo sumar el polinomio c—d con a—%

Estamos en el caso anterior en cuanto a ignorar los valores de
estas letras , que nos permitieran verificar las diferencias indicadas,
para sumar después los resultados.

Por eso nos limitamos & indicar la suma del término a del segun-
do sumando con el primero , en esta forma : c—d-\- a.

Y como en el segundo sumando figura el término h, restandose
del término a, restarémos | de lo que acabamos de escribir. Asi , la
suma indicada sera la verdadera , investo que tampoco en este caso
hay simplificacion posible \ ¢ —d-\~ d—

Luego para sumar en Algebra se escTiben los siiMdTidos los unos
& conlinuacion de los otros, conservando todos los términos sus sig-
nos respectivos, y después se reducen términos semejantfes, si los hay.

La reduccion de términos semejantes en el polinomio-suma pue-
de hacerse reduciendo & un solo término todos los que estén afecta-
dos del signo -4-, y & otro todos los afectados del signo y redu-
ciendo después estos dos segun dejamos dicho (9). Y también puede
hacerse, reduciendo los dos primeros que se encuentren, y después
el resultado con el tercero, y después el resultado con el cuarto ,y
asi sucesivamente.
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i>  En virtud de la regla precedente , tendrémos

1. *a) -hb) = a-h b
2° -a (-b) =%—nh.
3. ‘4) -hb) » —af-Q
4. ‘a) ~b) = —a —bh.

En todos y cada uno de los cuatro ejemplos que estan delante
hay una adicion indicada, segun el signo 4 que liga & los dos pa-
réntesis. Pero en el 1.“y 4.° el resultado es realmente una suma,
miéntras que en ei 2.“y 3.", dando valores particulares & las letras
ay la adicion algebréica se convierte en sustraccion aritmética.

Hemos Ilamado la atencion sobre estos ejemplos, & fin de que los
alumnos perciban la generalidad del Algebra desde los primeros pa-
s0s que dan eii esta ciencia, y comiencen, por otra parte , & dilatarse
los horizontes de sus tiernas inteligencias.

Veamos haciendo a—0jd = *:

1“ (-h9)-f-(-h7)= 9H-7=16
2, i-pG_ 7)=9—7=2

3 (-0) H-(-h7)=7 —9=7—
4% (-9:m-'[L 7)= —9-7 =

En el primero y cuarto ejemplo, en los cuales los sumandos son
respectivamente ambos positivos 6 negativos, los resultados son
iguales en valor numérico (que es 16}, pero positivo en el primer
ejemploy negativo en el 4.’

Mas enel 2." y 3.7, en los que los sumandos, siendo numeérica-
mente iguales & los de los ejemplos 1 y 4.°, tienen sin embargo sig-
nos contrarios entre si, esto es, uno va con funcién de aumento y el
otro con funcién de disminucién , claro es que los 'Resultados seran
iguales & su diferencia, y de la misma funcion que el mayor , de au-
mento en el 2.° y de disminucion en el tercero, 6 positivo en el se-
gundo y negativo en el 3.°, y numéricamente iguales (siendo 2}.

La adicion algebraica continua como adicion aritmética en los
ejemplos I.“‘y 4." Pero en el 2.y 3.” la adicion algebréica
convierte en sustraccion aritmética.

Y el lenguaje comln viene en apoyo nuestro :

Porque dar & uno 9 pesetas , y darle también 7 pesetas, equivale
a darle 16 pesetas.

Pero dar & uno 9 pesetas , y darle también la funcion 6 encargo
de que pague una deuda mia de 7 pesetas , es lo mismo que darle la
diferencia 2 pesetas.
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Pero si le doy 7 pesetas, y le comprometo & que pague una deu-
da mia de 9 pesetas , claro es que le perjudico en 2 pesetas, es como
si le diera —2.

Y maés le perjudico aiin, si le doy la funcién 6 encargo de que
pague una deuda mia de 9 pesetas, y otra de 7, que es como darle
—9—7= —16 pesetas.

Escolio. Dos palabras acerca de los términos que van afectados
de los signos 4 6 —, que unos quieren llamar adictivos y susiracti-
vos, Y el uso quiere que sean positivos y negativos.

En todo nimero, como en toda cantidad literal, hay que distin-
guir los dos conceptos que entrafia: 1.“ la cantidad; 2." la cualidad.
Tal persona sefiala 1000000 de pesetas: esa es la cantidad, su valor
numeérico, abstraccidon hecha del signo. Pero ese milldn, ¢es efectivo
0 espasivo” es sayo 0 es gitelo dehef~xi suma, deseamos saber la
cualidad del mill6n de pesetas de ese caballero.

La cantidad es independiente de la cualidad en cuanto al valor
numeérico.

Lo que sucede es, que, segin su cualidad, el nimero ¢ la can-
tidad literal se presenta en las relaciones del célculo con un caracter

aumento b A0 disminucién, ya esta duplicidad de funciones co-
rresponden dos estados, éipositivo y el negativo.

El estado positivo 6 negativo de los numeros se refiere esencial-
mente & su cualidad. Miéntras que lo que se suma 0 se resta es la
cantidad.

En una palabra, el Qsie,a.opositivo 6 negativo de un numero no
influye acerca de su valor, considerado este nimero aisladamente*
asi, lo mismo vale numéricamente-}- 7 que — 7. Pero ese mismo
estado positivo 6 negativo tiene una influencia trascendental y deci-
siva en los resultados de las operaciones, en las cuales entre el mis-
mo namero : asi, 12-h 7= 19, miéntras que 12 —7= 5.

Nosotros consideramos, pues, las cantidades divididas arvpositi-
vas y negativas, en relacion con su cualidad ; y si llamamos positi-
vas & las que tienen cierto modo de ser, Ilamarémos NEaATIVAS a las
que tienen cierto modo de ser contrario, empleando el signo -|- para
expresar el caracter positivo de cualquier cantidad, y el signo —
para expresar el caracter negativo.

Ahora, para nosotros, esta fuera de duda que una cantidad ne-
gativa es menor que cero :y que de dos cantidades negativas, vale
mas la que es numéricamente menor.

En efecto : 4, 4, 4, 4, 4, 4
1 2 3 4 5 6

1 n —1 —2
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Pasando la vista por esas sustracciones on las que el minuendo 4
es constante, y el sustraendo va aumentando en una unidad, claro
es que el resto ira disminuyendo en una unidad : por eso 0>* —1.
—1>—2, y Oesel limite entre las cantidades positivas y ne-
gativas.

O lo que es lo mismo, el que no tiene nada es mas rico que el
que debe un millon : y el que debe un millén es mas rico que el que
debe dos.

Todavia hemos de decir algo ; que en el curso de esta obra han
de tratarse cuestiones en las que los resultados negativos, en vez de
ser un absurdo, sean como indicador del absurdo que esta en otra
parte ; y otras en que los resultados negativos satisfagan la
cuestion.

SUSTRACCION.

20. Seapropuesto pararestar (i—c) de a.

Si se tratase de nimeros particulares, la cuestion se resolveria
restando primeramente ¢ de 5, y después el resultado de a. Pero
como se trata de letras, nos atendréraos & meras indicaciones, em-
pezando por restar d de a, cuyo resultado es « — d.

Pero ese no es el resto pedido, porque se ha restado de atoda
la i, ynoera Ho que debiamos restar de a, sino d disminuido de c.
Y como esa disminucién no se ha hecho, ni podia hacerse tratdndose
de letras, al restar 6 se ha restado una cantidad con c unidades mas
de las que debiatener ; y como & mayor sustraendo menor resto, el
resto a—i tiene c unidades menos de las que debe tener; luego ha-
bra que afiadir por compensacion esas ¢ unidades para obtener el
verdadero resto de la formaa—d-h c.

Ahora bien : i tenia el signo -f en el sustraendo, y ahora apa-
rece con el signo —, y c que tenia en el sustraendo el signo — apa-
rece en el resto con el signo Luego,

Vara vestal'en Al*elra se escribe el minuendo”® y asu continua®
Clon el sustraendo con los signos mudados ; y después se reducen tér-
minos semejantes, si los hay.

I1.  En virtud de laregla precedente, tendrémos :

1. ° (fa)—(Hb=a—h
2.° (4-a)-(-b = a-He.

3.°(-a)-(-f-6 = —a—&.
4. “ (-a)-(-b —q - 5.

En todos y cada uno de los cuatro ejemplos que estdn delante.
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hay una sustracjcicn indicada, sog'im el sii®iio — que ligM! & los dos
paréntesis. Pero en el 1.“y 4." el re.sultado es realmente una dife-
rencia, miéntras que en el 2."y 3.", dando valores particulares &
las letras a'y O,\h sustraccion algebraica se convierte en adicion
aritmética.

Nuevo motivo para llamar la atencion délos escolares acerca de
la generalidad del Aigebra.
Veamos, haciendo a=9 y ¢= 7:

1« + 9 = 9—7= 2
2, >9 = 9-h7 = IG.
3. 9 = —9 .7= _16.
4. =9 —9-t-7= — 2

La sustraccion algebraica contindia como sustraccion aritmética
en los ejemplos 1."y 4.° Pero en el 2." y d.° la sustraccién algebrai-
ca se convierte en adicion aritmética.

Y el lenguaje comdn viene en apoyo nuestro : porque quitarle &
uno una cantidad negitiva equivale & quitarle de encima una deu-
da, eslo mismo que darle esa misma cantidad.

Fscono. (—1)—(—2)—— 1+ 2= -i-l. Quiere decir, que
si de una cantidad negativa se resta otra negativa numéricamente
mayor, el resto espositivo.

Oruo. ( 2) (—j] —2 1 = —1, Quiere decir, que 3
de una cantidad negativa se resta otra negativa numéricamente me-
nor, el resto es negativo.

Otro. Puesto que para restar se mudan los signos del sustraen-
do, debe huirse de empezar la escritura de un polinomio por un tér-
mino negativo, para evitar gne en un momento de distraccion so lo
tome por sustraendo, y se incurra en error.

MULTIPLICACION.

1«. Sitenemos una expresion de la forma aag;>ic-\-a X aX a
X N X aX c, essabido que, haciendo uso del coeficiente y de los
exponentes, podemos presentarla bajo esta otra 2ii"5V.

Pues reciprocamente, si se nos propone que multipliqguemos el
monomio por el monomio , podemos indicar su multi-
plicacion, descomponiéndolos en sus factores literales de este modo:

4a"b*c X 5a6---=4 xaxaxaxixoxcx5xaxbxbxb.

Y como un producto no varia cualquiera que sea el 6rden de sus
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factores, podemos presentar el seg-iindo miembro asi :

AXE5XiI?XT2XT?2X«XiXeiXiX5x5XT.

Y verificando el producto de los coeficientes, y reuniendo los

factores literales por medio de expelientes, tendrémos , por ultimo,
X = 20am6"c.

Luego, para 'multiplicar un 'monomio por otro mono'mio, se ‘mul-
tiplican entre si los coeficientes como los nimeros ordinarios, las le-
tras comunes & ambosfactores se escriben con un exponente igual &
la suma de los gue twcieren en dichosfactores, seguidas de las letras
no conmnes segun entraren en uno Gen otrofactor.

La regla relativa & los coeficientes no ofrece duda.

Tampoco la ofrece la que se refiere & los exponentos,' como que
es el medio para significar que una letra comun entra por factor en
el producto tantas veces como en el multiplicando y multiplicador
juntos.

En cuanto & los signos, si los monomios viniesen siempre como
los del ejemplo anterior, afectados ambos dol signo +, bariaraos la
consideracion siguiente : el coeficiente del producto ha de ser respec-
to del coeficiente del multiplicando (en todo, incluso en signos),
como sea el coeficiente del multiplicador respecto de la unidad. Al
decir la unidad, se sobreentiende que es la unidad positiva. Pero
en el ejemplo anterior, el coeficiente del multiplicador tiene signo
guai al de la unidad, luego el producto tendra el signo del multi-
plicaudo, que es «m: luego +por -j- da -p.

7ahV X 4ad = 28a*bc.

Si continuando positivo el multiplicando , fuese negativo el mul-
tiplicador , esto és , tuviese el multiplicador signo contrario al de la
unidad , el producto tendria el signo—, que es el contrario al del
multiplicando : luego , + por —da—.

Bab X —2ab = — 10a®Rb*

Si el multiplicando fuese negativo, y el multiplicador fuese posi-
tivo, esto es, si el multiplicador tuviese signo igual al de la unidad,
el producto tendréa el signo igual al del multiplicando , que en este
caso es — : luego, — por -f- da —.

—3ab* X 8bc= —24ab'c.

Por ultimo , si el multiplicando continua negativo, y el multi-
plicador fuese negativo, esto es, designo contrario alde la unidad, el
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del producto sera contrario al del multiplicando que es —, es decir,
el signo del producto sera H-: luego , —por — , da +.
—4a X —1= 4a.

Después de todo , decir signos de los coeficientes y decir signos
de los términos respectivos, s una misma cosa.

Ademas , puesto que + por —,y —por + , dan —; y H- por
-h, y — por —, dan -1- : podemos reducir estos cuatro casos & dos,
diciendo que, en la multiplicacion de monomios, signos iguales
dan para el producto , y signos contrarios dan—. Esto en cuanto
a signos.

Creemos , pues, haber dicho lo bastante para la multiplicacién
de monomios en lo que se refiere & signos, coeficientes, letras y ex-
Aorientes que son, por decirlo asi, los cuatro elementos que entran &
componer un término 6 monomio.

Pasemos & multiplicar un polinomio por un monomio.

13. Vamos & multiplicar el polinomio a—2Jpor el monomio c.

Segun laidea que tenemos de la multiplicaciéon , el producto se
formaré sumando ii —¢ consigo mismo tantas veces como unidades
tenga c; 6 lo que es lo mismo, a se repetird por sumando c veces,
y — h otras ¢ veces.

Luegoy[a —h) X ¢ =ac—he.

Para multiplicar a—h por —c, esto es , cuando el monomio c es
negativo , basta suponer & c positivo, y estamos en el caso anterior y
tendriamos por producto, ac— he.

Y como mudando el signo a un factor (I®) queda mudado el sig-
no del producto, —ac he seria el producto de (a—h) por—e,
esto es ,

(@—h) X —c= —ac-h be.

Luego para multiplicar unpolinomio por un monomio, se multi-
plica cada término del polinomio por el monomio, segun la regla
dadapara la multiplicacion de monomios, y después se reducen tér-
minos semejantes, si los hay.

Pasemos a multiplicar un polinomio por otro polinomio.

t i. Propongdmonos multiplicar a—h por ¢ —d.

Esto significa que hay que multiplicar a—hpor ¢, después a—h
por d y restar el segundo producto parcial del primero.

Pero [a—h) X ces igual & ac—hc\ y(« —i) X es igual &
ad —hd.

Luego el producto total serd

(ac-* be) —(ad —bd) —ac —be —ad -f- bd.
12
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Lueg'opara. midUplicar un polinomio por otro polinomio, s& mul-
tiplica lodo el multiplicando por cada término del multiplicador , se-
gun la regla precedente ; y despues se suman los productos parciales,
reduciendo términos semejantes , si los liay.

Escolio. Mas coasideraciones acerca de los sig:nos de los produc-
tos, para que podamos interpretar los singulares resultados que
ofrece el Algebra.

Si ademas de ser positivas las cantidades ay c, y negativas by
d, suponemos ay=>by d, se confirma que el producto de dos
cantidades positivas  positivo. En efecto , dando a los dos prime-
ros términos del producto ac— he— ad-\- bd la forma de [a—h) Xc,
y alos dos dltimos la de —b) y. d, el producto tendria ésta
[a—b)c— (a—Db)d , que da un resultado positivo por haber su-
puesto a cy>d.

Si suponemos ahora que y el sustraendo anterior
[a—h)d el minuendo [a—b)c, y el resto serd positivo (l1, es-
colio 1%) : también se confirma que. el producto de dos cantidades
negativas es positivo.

Perosisuponemosy c<Cd, el resto [a—b)c—[a—b)d es
negativo , por haber supuesto c<C,d-. luego es negativo el producto
de dos cantidades afectadas de signos contrarios.

Y si, por ultimo , suponemos a<, by cy>d, también es negativo
el resto [a—b) c—[a—b)d, (MI, esc. 2.”): luego es negativo el
producto de las cantidades afectadas de signos contrarios.

Ejemplos ; b a—>b
jemplos b o
-a6 a*—ab
ao -f- b* —ab-f- b*
2ab a*—2ab -f- b*
a—b
2a*%b  ab* a*— 2a*b -~ab*
a*h  «2ab* —a’b-f-2ab*—b’
3a*b-h 3ab* a’"3a*bT“3ab*—Db’
a4b ab
a—>b ab br
a ab -2ab -h b*
- ab- b —a—>b
->p* —a' —2fa—ab*
—a*h —2ab* —b*

—a»—3a*b—3ab*—b*
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0 bien 1® (a-h 6f= & H-2ab -h b
2 (@-h bf*= a’ mm3a*h + 3ab* 4- b*
3“@+ b)X (@- b= a*—0b*
A® (a—h*= a*—2ab-h b*
5® (a—hY = &—3a*b -h 3ab* —b>
6® (adi 6= adi 2ab + b+
7.“ (adz b= a*di 3a*b -m3ab* di }
8® (.-a-b)* = g -f2b+ b*
9® (--a—h) = —a’—3ah—3b*

Estos ejemplos son de lo mas sencilloy mas facil que cabe. Y sin
embargo, tienen cierta significacién que deben conocer los alumnos,
y aprender de memoria.

Asi, traducidos al lenguaje comun nos dicen :

El 1.*, diie el cuadrado de uu binomio (6 sea la suma com-
puesta de dos partes) consta de tres partes: cuadrado del primer
término, méas duplo delprimero -por el segundo , mas cuadrado del
segundo.

El 2.°, que el cubo de un binomio (6 sea la suma compuesta de

consta de cuatropartes: cubo delprimer término, mas
triplo del cuadrado delprimero por el segundo, mas triplo delprime-
ro por el cuadrado del segundo, més cubo del segundo.

El 3.% que la suma de dos cantidades multiplicadapor su dife-
rencia dapor producto la diferencia de sus cuadrados.

El4." y 5.° tienen la misma significacion que el 1.° y 2®respec-
tivamente , con la variacion de signos consiguiente & haberse varia-
do el signo al segundo término del binomio.

El 6.°y 7.° representan la reunion del 1®y 4 ° en una sola/dr-
mula-"ov una parte, y la reunién del 2.“y 5.” en otra solaférmula.

El 8.y 9.° tienen la misma significacion también que el 1.y
2. con la particularidad , en cuanto & signos, que el 8® los tiene
iguales a los del 1.', porque dos factores , ambos positivos , 6 ambos
negativos, dan -h ; miéntras que para formar el 9® entra un nuevo
factor negativo que cambia al producto anterior , de positivo que era
en negativo.

Esc. 2® Ya que hemos llamado formulas a esas expresiones al-
gebréicas, diréraosque, en Algebra, se llamaférmulas &aquellas
expresiones que, conteniendo las soluciones de todas las cuestiones
de la misma naturaleza , solo se diferencian en los valoresparticula-
res que quiera darse & sus elementos: también la expresion
del procedimiento que baya de seguirse para la resolucién de una
cuestion dada.

Esc. 3® Ademas , aprenderan los alumnos en los ejemplos i.®,
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4,“ y 8." que los cuadrados, ya sean de cantidades positivas, ya de
neg-ativas, son cantidades esencialmente positivas, miéntras que los
cubos llevan el signo de su raiz: ejemplos 2® 5®y 9®

Por eso y aparecen siempre positivos ; pero @y V son posi-
tivos en el segundo ejemplo, porque sus raices son y-hi;en
el 5®es positivo  y negativo porque sus raices son-t- ay — h\
y en el 9/ son negativos a*y  porque sus raices son—ay —

CBERVAAONES

13» 1. Si multiplicando y multiplicador estan ordenados res-
pecto de una misma letra, el producto se obtiene ordenado respecto
de la misma letra, como se ve en los ejemplos precedentes : enten-
diendo por ordenar un polinomio el escribir sus términos de manera
gue vayan creciendo 6 decreciendo los exponentes de la letra que se
elija, llamada por eso ordenatriz. Si laletra ordenatriz estacon ex-
ponente igual en varios términos, se saca como factor comdn fuera
de un paréntesis, 6 en columna vertical (que es mas comodo), como
pronto verémos, y esos términos se ordenan parcialmente respecto
de una segunda letra.

2. * Si multiplicando y multiplicador son homogéneos, el pro-
ducto serd también homogéneo, y de un grado de dimensiones igual
& la suma de los grados de los dos factores : asi se verifica en los
ejemplos anteriores.

3. Por muchos términos semejantes que haya para reducir en
un producto, éste no se reduce nunca & cero : porque habrd, por lo
ménos, dos términos que no admitan reduccién con los demas, y
son : 1®el que proceda del producto de los dos términos en que cier-
ta letra tenga Mayor exponento; y 2® el que proceda de los dos
términos en que la misma letra lo tuviere menor ; porque el 1®ten-
dré esa letra con mayor exponente que los demas , y el 2®con me-
nor que los demas, y ni uno ni otro admiten reduccion.

4. " Sien un producto no hay términos semejantes, constara de
tantos términos como sea el nimero de términos del multiplicando
multiplicado por el del multiplicador ; esto es evidente.

DIVISION.

10. Empecemos por el caso méas sencillo. Propongamonos divi-
dir un monomio por otro, por ejemplo, 24riNi’c por

Para determinar el tercer monomio que multiplicado por Zab
produzca 24ft"aV, hay que tener presente la manera deformar el
producto de dos monomios, y de ahi deducir la manera de obtener

el cociente.
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En cuanto asignos, el cociente que buscamos tendré -|- ; porque
este es el signo que, combinado por multiplicacion con el + del di-
visor, puede darel del dividendo ; luego para casos iguales..... +
por +, da + al cociente.

En cuanto & coeficiente, este hade ser tal que multiplicado por 3
dé 24 : pues reciprocamente, el cociente dé dividir 24 por 3, serd el
coeficiente del cociente.

Las letras comunes al dividendo y divisor tendrén en el cociente
un exponente tal que, sumado con el que tengan en el divisor, den
el que tengan en el dividendo : luego el exponente que tengan en el
cociente sera igual & la diferencia de los exponentes que tengan en
el dividendo y en el divisor.

En cuanto & las letras no comunes, claro es que han de entrar
en el cociente con el mismo exponente que tengan en el divi-
dendo.

; . ) . 24a**c
Asi, pues, 24(i*.V : Sab, 6 lo que es lo mismo — = 8a’6c.

Si continuando positivo el dividendo, fuese negativo el divisor,
el cociente tendrd el signo —, que es el que combinado por multi-
plicacion con el — del divisor puede dar el 4- del dividendo :

Luego para casos iguales..... + por —, da—al cociente.

K
1§abec s —3abc.

Si el dividendo es negativo y el divisor positivo, el cociente ten-
dré el signo —, que es el que combinado por multiplicacion con el
-j- del divisor, puede dar el — del dividendo :

Luego para casos iguales..... — por -j-, da — al cociente.
—32ab*c i
—y —k

Por ultimo, si dividendo y divisor son &mbos negativos, el co-
ciente tendra el signo H-, que es el que combinado por multiplica-
cion con el — del divisor puede dar el — del dividendo :

Luego para casos iguales.....— por —, da 4- al cociente.
—45a*c _
oahe P

Luego, para dividir un monomio por otro monomio, se divide el
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coerciente del dividendo por el del divisor, y el cociente sera el coe-
ficiente del monomio cociente : las letras comunes se escriben en el
cociente con un esponente que sea la diferencia de los dos exponentes
que tengan en el dividendo y divisor ; las letras comunesy con expoe
nenies iguales se omiten en el cociente; y las que solamente entren
en el dividendo se escribiran en el cociente con el mismo exponente
que tuvieren. Y respecto & sig-iios : signos igaales dan + para el co-
ciente , y signos contrarios dan —.

Corolario. De lo expuesto se deduce, que la division de un mo-
nomio por otro no es posible ; 1® si el coeficiente del dividendo no
es exactamente divisible por el del divisor ; 2.°, si alguna letra co-
mun tuviere mayor exponente en el divisor que en el dividendo ; y
S** si en el divisor entra alguna letra que no entre en el dividendo.
Siempre que ocurran estas circunstancias, d dos, 6 una, la division
es imposible, y queda indicada bajo la forma de monomiofracciona-
rio” que se simplifica, si se puede.

1826 %a* ¢ o
16ab g actor comun 2a0.
18ahc be .
—36am  —2a*m factor comin 18a.
7abV 1 )
—2a%6* e — 3acmn factor comln 7a6*c*.

Escolio. En la division de un monomio por otro monomio, .sea
exacta 0 inexacta, el grado de dimensiones del cociente es igual al
grado del dividendo ménos el del divisor.

Asi , es do tercer grado, y de mdnos de tercer grado.

Pasemos & la division de un polinomio por un monomio.
Para dividir un polinomio por un monomio, se divide cada
término del polinomio por el monomio, siguiendo la regla dada para
la division de monomios.

EJEMPLO :

12a*6*— 10a*6*c -f- 8a*b —6a*bV

296 = 6ab —56¢ -f- 4 —36*C.
Escolio. Para que en este caso, poco frecuente, se obtenga co-

ciente exacto, es necesario que cada término del polinomio dividen-
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do sea exactamente divisible por el monomio divisor. Y si esto ultimo
no sucede, puede ponerse alguno de los cocientes parciales bajo la
forma de monomio fraccionario, si se quiere :y Si no se quiere, se
deja indicada la division.

12a’b*-10a”b*c- | 1
Ejemplo: ah —Ga*5—b54bc— 23b ;
0 bien 125R®—10a»b*c— 1
2ab

Otro. También puede ocurrir que no siendo exactamente divisi-
bles todos los términos del polinomio por el monomio divisor, ten-
gan sin embargo éste y cada uno de aquéllos algun factor comin
que permita poner la division indicada bajo forma mas sencilla.

) _ 4abc —10a*b*c —a , .
Ejemplo : 22 :como a es comun al primero
del dividendo y al divisor, al segundo y al divisor, y al tercero y al
divisor, la division indicada puede quedar bajo la forma siguiente :

4bc —10ab*c —1

De otro modo : a es factor de todos los términos del dividendo, y
por consiguiente de éste : también lo es del divisor ; luego dividien-
do los dos términos de la division por a, la division indicada queda-
ra bajo una forma mas sencilla.

IS. Vamos & dividir un polinomio por otro polinomio : & dividir
por ejemplo, H- -h5+ por 5'+ + 2a0.

Como todos los términos del dividendo no se han de dividir & la
vez por todos los del divisor , la primera dificultad que se presenta
para encontrar la expresion algebraica que , multiplicada por el divi-
sor, produzca el dividendo, es saber qué término del dividendo se
ha de dividir por cudl del divisor , puesto que un producto se compo-
ne en general de los productos parciales amalgamados entre si por la
reduccion de términos semejantes. Pero esta dificultad desaparece
con sélo recordar (15,3.*) que hay en todo producto dos términos,
por lo ménos, que no admiten reduccion con los demas. Luego si di-
vidimos el término del dividendo en que la letra a, por ejemplo, ten-
ga mayor exponente por el término del divisor en que esa misma le-
tra esté con mayor exponente , estarémos seguros de obtener un tér-
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mino del cociente. Y esto es lo que significa ordenar previamente
los polinomios para empezar la division.

a'4-3*0-j-30> 8® la*+ 2ab+ b

—a’ —2a*h —ab’ au. h---mmmm-
ay’+ 2ab*+"pbN "
—a*h —2ab* — I®

Determinado el primer término del cociente , se multiplica por a
el divisor, y el producto se resta del dividendo total (que contiene
todos los productos del divisor por cada término del cociente, suma-
dos entre si), a fin de descartar de éste lo que contenga procedente
del divisor multiplicado por el primer término del cociente. Hechas
la multiplicacidn, sustraccion y reduccion como ahi se ven, se hacen

sobre el resto -f- ahora dividendo parcial, las consi-
deraciones anteriores, y dirémos : partido por da -h i para
el cociente.

Obtenido el segundo término + 0 del cociente , se multiplica por
el divisor, y restando del dividendo el producto parcial, nos encon-
tramos con un resto cero: prueba de que la division es exacta.

Luego, para dividir impolinomio por otro polinomio se ordenan
dividendo y divisor respecto de %na misma letra : se divide el primer
término del dividendopor elprimero del divisor, y el cociente que s®
obtenga sera el primer término del cociente total. Se multiplica el di-
visor por elprimer término del cociente, y elproducto se resta del di-
videndo: se divide elprimer término del restopor elprimero del divi-
sor ,y se tendra el segundo término del cociente. Se multiplica el di-
visorpor el segundo término del cociente, y el producto se resta del
resto anterior: se divide elprimer término del segundo resto por el
primero del divisor ,y setendra el tercer término del cociente que se
busca Y asi se continlia hasta obtener un resto cero (como en el ejem-
plo anterior), 6 hasta que alguna division parcial sea imposible,

OBSERVACIONES.

1». 1.° Siseordenan los polinomios éntes de empezar la ope-
racién , es por comodidad y claridad. Por lo demas , puede verificar-
se cada division parcial sin que estén ordenados, con tal que. se di-
vida el término del dividendo en que cierta letra tenga mayor expo-
nente por el término del divisor en que esté la misma letra con ma-
yor exponente.
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2. * Siordenamos siempre de mayor & menor, es porque la expe-
riencia nos ha demostrado que de esa manera lo entienden mejor los
principiantes, y hay méuos peligro & equivocaciones; como que en
la observacion anterior hemos hecho caso omiso de los términos en
que la letra tuviere menor exponente, y puede hacerse, sin embar-
go , con ellos la division.

3. “ Tiene un caracter de generalidad tal el Algebra, que, des-
pués de una divisién parcial, pueden ordenarse los polinomios res-
pecto de otra letra cualquiera. Y si no se hace, es por no perder tiem-
po en operaciones de lujo : basta con apuntarlo aqui.

4. “ Silaoperacion comienzay sigue hasta el fin con los polino-
mios ordenados respecto de cierta letra, el cociente, es claro, saldra
ordenado respecto de la misma letra.

5. “ Como motivo de curiosidad, y nada mas, pueden los alum-
nos, después de ordenados los polinomios, dividir el dltimo déla
derecha del dividendo por el ultimo de la derecha del divisor, por-
que esto equivaldria & considerarlos ordenados de menor & mayor.

6. * Las sustracciones necesarias que hemos verificado en el ejem-
plo precedente, pueden hacerse sin necesidad de escribir el sustraen-
do, andlogamente & lo que hicimos en Aritmética (3ii y 4«).

7.  ® Sien una division exacta loa polinomios son ambos respecti-
vamente homogeéneos, el cociente serd también homogéneo y de un
grado igual al del dividendo ménos el del divisor.

8. ® Por lo demaés, la division no es posible desde que el primer
término de cualquier dividendo parcial no es divisible por el pri-
mer término del divisor.

®0. Puede suceder que uno de los dos polinomios, 6 ambos, ten-
gan muchos términos con la letra ordenatriz elevada & la misma po-
tencia.

Sea por ejemplo dividir 10a* Wa™ — 15aV -i- 6ab — \"abc
— hb'C  15ic' por Sti’ H- 6ab — hbe.

En los términos 2.“y 3.“entra la a con el mismo expouente, y
pueden disponerse de esta manera:

{lla—15¢c)«*, 6 de esta Ubw «5, 1.")
15¢c

Segun la primera forma se corre el riesgo indicado {11, Esc. 3 ..
Por eso se prefiere la segunda , y s llama coeficiente de «* & lo que
estd multiplicando & «*: lo mismo sucede respecto de los término.s
4"y 5*con a.
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La Operacion se dispone asi :

108"+ 116 a*-h 3b* a —8o*c-i- 180c* | 5qrF+ 3ad — 5hr,

—15¢ —19c
66  4-l0bc 2a-+6—3

westo. 4- 56 a*H-3b° a —5b*c H- 15bc’
—15¢ —9bc. f-Bocx — 156c*
—5 —*
+ 15¢ + 9nc
2*resto.

Ydirémos; 10« partido por da 2« al cociente.
Se multiplica el divisor por "H, diciendo:
por son 10ii% para restar, son— gue no hay ne-
cesidad de escribir, puesto que se destruye con -j- 10" del dividen-
do; y se continua: Zah por 2a, son '6a'b, que para restar se escri-
be con sig*no — debajo del término que tiene ii*; y se continua :

— tybc por 2«, son — IOabc, que para restar se escribe con sig-
no -(- debajo del término que tieue a.

Después de hecha la reduccion de términos semejantes , dividiré-
mos el primer término del resto por el primero del divisor diciendo:
"a'b — 15it*c partido por da para el cociente, b—Zc.

5«* por fb— Zc), son ha™b — 15iiV, que se escriben con signos
contrarios para restar, debajo del término que tiene

Zab por [b— 3c), son Zab™ — 9«5¢, que se escriben con signos
contrarios para restar, debajo del término que tiene a.

Por ultimo, — obc por [b—3c), son — 5¢‘c -t- lobc”, que se
escriben con signos contrarios para restar , debajo de los términos
gue por no tener laletra a, se llaman independientes de a.

Conviene advertir que en este ejemplo tan sencillo, el primer tér-
mino del jirimer resto ha sido un binomio : en otro ejemplo sera un
polinomio, y polinomio seré el segundo cociente parcial. Por consi-
guiente, esa divisién parcial y la multiplicacién subsiguiente, son
operaciones que deben hacerse por separado, aunque trayendo los
resultados después & la operacion principal.

21. Cuando el dividendo contiene alguna letra que no entra en
el divisor, respecto de la cual éste se llama independiente, en este
caso, en vez de ordenarlos polinomios respecto de alguna letra co-
mun, se ordena el dividendo respecto de la letra indicada, bajo la
forma de paréntesis ; y para “ue sea exactamente divisible el primer
polinomio por el segnndo, es necesario gnecada uno de los Ilamados
coeficientes de las diferentes potencias de esa letra en el dividendo,
sea exacHmente divisible por el divisor. Y estas diferentes potencias
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de esa letra, tendran en el cociente por coeficientes los respectivos
cocientes de los coeficientes del dividendo por el divisor.

S®. Hay un caso tan notable en la division algebraica, que por
lo mucho que juega en los calculos se ha hecho de él una especie de
teorema,; y es de gran interés el darlo & conocer, asi como el medio
de demostracion que hemos de emplear.

Hemos visto (14, ejemplos) que @ b) X {a—b) di6 por pro-

ducto *y reciprocamente, a*— dividido por a — b dara
por cociente a~"b.

Si ademas se divide pora~b, se obtiene por cociente
exacto ab

Si todavia se divide —b"\)ova—b, se obtiene por cociente

exacto ab+ a™-j-¢b
—5* partido por a —b, daria por cociente exacto ii*+ (i’i
+ aP + b" y asi sucesivamente hasta concluir, por analo-
gia, que el cociente serd exacto cualesquiera que sean los exponen-
tes iguales de ay b.
Vamos 4 demostrarlo de modo que la certidumbre sea mas vigo-
rosa que la adquirida por la analogia.
Para ello dividamos ?“—  por a—bh.
Disposicion de la operacion :

am —5m a—b
— a"'H-a“"“"'b a M=
primer resto.. . am>)—{m
6 bieN. .. 5 (am>—Db®-")
Ahora bien ; si se admite que a®~"' —b”~ " sea exactamente

divisible por a—b, también lo serd a'”* — b” que es el caso propues-
to. Lo que nos dice, que si la diferencia de laspotencias semejantes
y d e ungrado cualquiera, de dos cantidades es exacta-
mente.divisible por la diferencia de estas mismas cantidades, la di-
ferencia de las potencias de im grado mas tambiénA3Io §\%ra. Pero
g1

a
cociente exacto igual ka” -\-ab-\~ 'y asi sucesivamente hasta que,

__o daun cociente exacto éigual a« ¢ : luegoy-—--r- dara un

en general,--e-l----b— dé un cociente exacto de la forma

La exactitud del teorema se confirma multiplicando este cociente
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por « - b; pues se ve que el primer término, por ejemplo, multipli-
cado por —, se destruye con el segundo multiplicado por a, y asi
de los demas, excepto d®y h"* que no admiten reduccion con otros.

Méaximo comun divisor elemental algebraico.

23. Vamos & explicar sucintamente, siguiendo & M. Bourdon,
el maximo comnn dixisor algebraico® que podemos llamar
porgue esta basado exclusivamente sobre los principios demostrados
en Aritmética acerca de este asunto ; quede para otro libro y lugar
su teoria completa.

Se llama maximo comim divisor de dos polinomios, el polinomio
mayor respecto de exponentos y coeficiente?, que divide exactamen-
te alos dos polinomios propuestos.

Sea, por ejemplo, hallar el m. c. d. de los polinomios

158* H- Wa*b ~h 4e6®-f- 626> — 3ab*
y 12a4J* -h 38a’b* ~h 16a6* — 106®

Pero observando que el primer polinomio tiene un factor a que
no entra en el segundo, y que éste tiene un factor 2b" que no entra
en el primero, uno y otro pueden suprimirse porque no forman par-
te del m. c. d. pedido, y plantearémos la operacién con los polino-
mios despojados de dichos factores, en la forma siguiente :

158* H 10" H- 4a6®-f- 6a6* —36* | 6a®-f- 19a*6 -h 8ab’ —56*

Ahora se nos ofrece la dificultad de que, ordenados los poli-
nomios respecto de la letra a, el coeficiente del primer término del
dividendo no es exactamente divisible por el coeficiente del primer
término del divisor; dificultad que se salva multiplicando todos los
términos del dividendo por el coeficiente 6 del primer término del
divisor, lo cual es licito por no ser el 6 factor de todos los terminos
de éste. Y como el primer término del dividendo tiene la letra izcon
un exponente mayor en una unidad que el de la misma letra en el
primer término del divisor, habrd ademéas de la division iniciada,
otra relativa & exponentes iguales para la misma letra a : hé ahi la
razén por qué en vez de multiplicar todos los términos del dividendo
por 6, se multiplican en este caso y analogos por 6% y si la diferen-
cia de los exponentes de « fuese 2, por el cubo de 6, y asi sucesiva-
mente. Adoptando esta regla en principio, se la sujeta, no obstante,
& modificaciones que ni se deben ni se pueden olvidar.
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Kn el presente ejemplo, tienen los coeficientes 15y 6 el factor
comuin 3 : luego bastard multiplicar por 2 (en vez de 6) los términos
del dividendo para liacer posible la division ; y esto, lo repetimos,
por no ser 2 factor de todos los términos del polinomio divisor. Mas
aun, atentos & la Gltima consideracion expuesta, en vez de multi-
plicar por 2, multiplicarémos por su cuadrado 4 los términos del di-
videndo, y presentaremos la operacion :

60a* H- 40a*b-[- 24ab’— 12b*|_6"  19a*b + 8ab‘—5b"
—60a*—190a’b— 80a*h™  50ab® 10a, — 25b
— 150a’b — 64a®b*-f- 74ab®—12b* .primer resto parcial.
H- 150a"b -h 475a"b"-f-200ab”—125b*
primer resto pral.. 411a*b*-i-274ab*—137b*
0 bien... 137b*(3a*-i-2ab—b"*)

Al llegar la operacion a este punto, observemos que en el segun-
do resto esta la letra a con menor exponente que en el divisor : por
eso pasa a ser divisor, y por eso se le llama res¢oprincipal.

Pero no pasa & ser divisor tal y como aparece, sino despojado del
factor 1375* comuln & sus tres términos, que por otra parte no es fac-
tor del divisor que pasa & ser dividendo ; pues si lo fueratambién de
éste, se sacaria de ambos polinomios. para reservarlo como parte del
m. c. d. que se busca.

Continuacién de la operacion ;

6a*-hl9a*b-h8ab* — 50* [ 3a» -f- 2ab — b*

—6a*— 4a*b-t-2ab* 2a -+5b
15a*b-hl0ab* — 5b*
—10ab*H-5b*

Luego, 3* 2ah—5es el m. c. d. pedido.

Con efecto:  15a* -+ 10a*b -h 4a*b* -f- 6a*b* — 3ab* i 3a* 4- 2ab b*
- - 10a*b -h 5a*b* 5a* 4 - 3ab*---------.
9a*b*H-6a*b* — 3ab*
— 9a*b* — 6a*b* -f- 3ab*
0
y ademas 12a’;b’; H- 38a*b*  16ab* — 10b* f 3a* H-2ab  I»
— 12a*b*— ga b* =l 4ab* 'Zlab)-);j_lob*
* 30a*b* -H 20ab* — 1Ub*
_30a’b*—20ab*-i-10b*
0



190

Y los cocientes y -+ son primos entre si:
luego por segunda vez afirmaremos que 3«* -j- 2ab —  es el maxi-
mo comun divisor de los dos polinomios propuestos.

OBSERVACIONES.

1® Como para hacer posible la primeray segunda division
parcial, se multiplicaron los términos del dividendo por el cuadrado
de 2, se pone una coma entre los dos cocientes parciales para signi-
ficar de esa manera que no estan ligados por las relaciones de los co-
cientes parciales de la division algebraica propiamente dicha.

2. ® Lasupresion del factor monomio de un polinomio, que no lo
es del otro, esiiecesaria ; pues de no hacerla, resultaria el maximo
coman divisor aumentado en dicho factor, habiendo de introducirlo
en un dividendo de una de las divisiones subsiguientes para hacer
ésta 0 éstas posibles.

3. ® Hay multitud de casos que se ofreceny resuelven con ménos
dificultades que el ejemplo elegido, y &un sin ninguna; pero hace-
mos caso omiso de ellos, en obsequio de la brevedad.

5. Luego, regla;parahallar el mdximo coman divisor de dos
polinomiosi se ordenan respecto de ana misma letra y se saprime en
cada ano de ellos el factor coman a todos sas términos i"ae no lo sea
de los del otro polinomio. Si los dospolinomiospropuestos tienen algan
factor coman., se saprime enambos, y se reservapara multiplicarle
por el m. c. d. que se obtenga, y el producto sera elm. c. d. verdade-
ro. Se divide el polinomio en que la letra ordenatriz tenga mayor ex-
ponente por el otro polinomio ~haciendo las preparaciones convenien-
tes., sifuere necesario , paraque elprimer término del dividendo sea
exactamente divisible por elprimero del divisor; esta division se con-
tinua hasta obtener un resto en que la letra ordenatriz tenga menor
exponente que en el divisor. En esta situacion, y después de hechas
las supresiones defactores comunes de que hemos hallado mas arriba,
si los hubiere, se toma el divisor por dividendo, y ese resto por divi-
sor, y se continua la operacion hasta obtener un resto cero, y en este
caso el ultimo divisor es el maximo comun divisor, 6 hasta obtener
un resto independiente de la letra ordenatriz, en cuyo caso lospoli-
nomios propuestos son primos entre si, & ménos que tengan algun
factor comun independiente de dicha letray que no se vié al empezar
la operacion.
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Expresiones algebra-icas de forma fraccionaria.

Los quebrados literales tienen la misma acepcion que los
numéricos : unas veces representan el cociente.indicado del nume-
rador partido por el denominador (10, Cor.); otras pueden ser consi-
derados como una coleccion de unidades fraccionarias iguales.

Asi, por ejemplo , el quebrado literal puede ser considerado

como el cociente indicado de ii partido por i.

Y puede ser considerado como indicacion de que la unidad lia
sido dividida en un nimero bde partes iguales, de las que el quebra-
do contiene 6 vale un nimero a : en este caso la unidad fraccionaria

1 . .
serd ,y el quebrado es una coleccién de un nimero a de uuida-

des fraccionarias , iguales entre si, é iguales &

No participamos de la opinion de los que creen que en la ense-
Hanza del Algebra puede hacerse caso omiso de las operaciones re-
lativas a los quebrados literales. Al contrario , la experiencia nos ha
ensenado cuén Utiles son & los alumnos los calculos sobre expresio-
nes de esta forma, que, de.spuesde todo, les sirven de confirmacidn,
de medio de generalizacidn y hasta de repaso de lo que antes apren-
dieron.

Pero antes de ocuparnos de las operaciones sobre los quebrados
literales, dirémosalgo acerca de las dos transformaciones prévias
que hay que conocer :

iT. L* Para que los quebrados literales admi-
tan simplificacion, es necesario que ambos términos tengan algun
factor comun, ya sea numérico , ya sea literal, ya sea numérico y
literal & la vez. Y suprimido que sea, esto es, dividiendo los dos
términos por el factor comin que hubiere , queda hecha la simplifi-
cacion.

Aunque ya hemos hablado de esto flO , Cor.) con motivo de la
imposibilidad que suele ocurrir de dividir algin monomio por otro,

&=~

presentaremos el nuevo ejemplo, o~

Es tan sencillo este ejemplo, que & primera vista se conoce que
el factor comun a los dos términos del quebrado es , esto es, er
numerador mismo. Y diremos, partido por , da 1 que
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se pone por numerador: 512f?*a‘t partido por , da 64ec : y teii-
, e 8a’6* 1
drémos por altimo E1956%C 6dac

. n“—3n24-3n—1
Sea por segundo ejemplo, §1®— 10n*-N 51— 1°
Si se quiere simplificar este quebrado , que ya no es tan sencillo
como el anterior , se determina el m. c. d. de sus dos términos, se-
gun hemos dicho (35). Y averiguado que es igual k {n—1) , se di-
viden por é1, numerador y denominador, y los cocientes respectivos
seran los términos del quebrado simplificado. Asi, tendrémos :

n*—3n*-l-3n—1 m—2n -f-1
6n* ~ 10n’-I-5n —1 6 —4n 4- 1

Oto: a—0 a4 b (a—Hn a—b
a~ 4- 2ab 4- b* (@4-b) (@a4-b

2.° Reduccién aun comin denominador. La regla general
consiste en multiplicar los dos términos de cada quebrado por el pro-
ducto de los denominadores de los demés.

Asi- a m ' X“ any  bmy bnx
b’ n' y*" bny * bny * bny '~
m n am'—bm  an 4- bn
a4~b’ a-b a- b 7 a—b

Pero si los denominadores tienen factores comunes, se hace uso
del m. m. c.; con lo que se obtiene economia de tiempo y de traba-
jo, y se presentan los quebrados bajo la forma mas simple posible.

El m. m. c. puede serun monomio, 6 un polinomio ; pero siem-
pre compuesto del m. m. c. de los coeficientes de las expresiones &
que se refiera, seguido de las diferentes letras que entren en ellas,
cada una con el mayor exponente gque tenga.

33* m 1

AS'; 4ab*c’ 8a*b ’ 3a’b* m. m. C. =

24a'"Re partido por cada denominador da 6a, 3.V, Y mui-
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tiplicados los dos términos de cada quebrado por el cociente respec-
tivo, tendrémos:

3ab*xua m x3b*c | x 86% 18*b*  3b*cm 86'c
4dab‘tx (ia * 8a*6x3i)*c’ Jy*x 86"t 24a*6'c’ 24a*b't’ 24aMb*c'

ADICION.

, « a c d .a4c-(-d
Ejemplos. 1. br b . ( .

ko & ;. m an  bm_ anHbn
b." n bn bn bn

3/ gn-M._.a m an m an-fm

En este Gltimo ejemplo puede darse el enunciado, diciendo ; Sfu-
mar un entero con un quebrado, 6 bien reducir un entero a la espe-
cie de quebrado que le acompafia, 6 bien reducir un nimero mixto a

quebrado. De suerte que tres enunciados distintos, y un solo
concepto.

4 Mya=--4-1—ALan_ wHan
A n~" i n n

Este resultado es igual al anterior, porque en la adicion elérden
(te los sumandos no altera la suma.

Escolio. Un nimero mixto representa en Aritmética (sin nece-
.sidad de interpolar el signo H- entre el entero y el quebrado) la adi-
cion indicada del entero con el quebrado. Asi, lo mismo es escribir

3— que escribir 3-f- 4

Pero en Alsebea no puede prescindiree de poner el signo + en-
tre el entero j el quebrado ; pues, como los términos son literales
S no se pusiera el signo -, se entenderla (-i, 4.”) que estaban muU

tiplicados, y no liabria tal namero mixto, Asi, m f- ,,0 representa

un ndmero mixto, sino el producto de m por ; el numero mixto
esasi: 4. 2

13
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SUSTRACCION.
30. jemplos. - 0 A—£ a—c¢
Eiempt m b b bt
2 o N m _an bm an—bm
b n bn bn bn
3 m a m an m an—m
n 1 n n n n
4n m m a m an m —an
n n T~ n n n

Conviene fijar bien la atencion del estudiante en estos dos ultimos
ejemplos, que ofrecen resultados tan distintos, a diferencia délo
gue vimos en la adicioii en casos andlof*os ; porque alli puede inver-

tirse el 6rden de los siividTidos, y en la sus¢ TACClon no pueden cam-
biar de funciones mumendo y sustraendo.

MULTIPLICAOION.
31 jem os. .“ a m am
Ej pl 1 b n bn
G0 a am
~17"
4 a am
8% mex-p T

También se obtienen resultados iguales en estos dos Gltimos

ejemplos, porque %n producto no varia cualquiera que sea el 6rden
de sus factores.

DIVISION.
33. Ejemplos. " ~-::;’- t I': ) s;r;
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Conviene fijar bien la atencion dcl estudiante en estos dos Ulti-
mos ejemplos que ofrecen resultados tan distintos, & diferencia de
lo que vimos en la miltiplicacion en casos analogos ; porque alli
puede invertirse el érden de los factores, y en la divisién no pueden
cambiar de funciones dividendo y divisor.

Escolio. Esbueno no olvidar, que si en un calculo entran dos
quebrados sumandose uno con otro, 6 restandose uno de otro, como

-h—, dbien — n ’ tanto que no se verifique la operacién,

dichos quebrados determinan un Hnomio: miéntras que, si fuesen
ligados por el signo X, 6 bien por  dichos quebrados no determi-
narian después ni antes de la operacion mas que un monomio. Lo
mismo se entenderd para tres 6 mas quebrados.

Otro. Sise tienen tres 6 mas quebrados de igual denominador
y signos contrarios, pueden reunirse en un solo quebrado, poniendo
por numerador la rennion algelraica de los numeradores, con los
signos que tengan; se hace después la reduccion de términos seme-
jantes, si los hay, y por denominador s pone el denominador
comun.

. 3l 2b 1 Saty* 8a"b*
Ejemplo : ra m m m m m
3aV)»H-1 —26 —1 -h5a*6* —8a b*-f-36 b
m m

Si los quebrados no tienen igual denominador, se reducen d él, y
estamos en el caso precedente.
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(CAPITULO IL

PotciioSa« y 1 »aice.s de lax expresionc« algebraicax.

POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.

as. Se”un lareg-la dada (13) para la multiplicacion de los mo-
nomios , tendrémos; — X —

—2aWc X ~%(C-¥c X —2aWec............. =
Zam X 3iig2 X 3(Z' X X 3™ 243a'i'“

Pero segln la idea que de las potencias tenemos, el primero de
estos productos es el cuadradlo del monomio —3iig*c*, el segundo es
el cul)o de —2dYicy el tercero es la gninta potencia de 3z* : luego
un monomio se eleoa & una potencia cualquieva, elevando el coefi-
ciente & la misma potencia y multiplicando los exponentes de las le-
tras por el de la potencia.

De la misma regla para multiplicar se deduce que ;

Si el monomio es positivo , positivas seran también todas sus po-
tencias.

Si el monomio es negativo , serdn positivas sus potencias de gra-
do par,y negativas las de grado impar.

De otro modo : las i)otencias de grado par , tanto de una cantidad
positiva como de una negativa, son siempre positivas, y las de
grado impar llevan el signo de su raiz.

Las potencias de un monomio son otro monomio.

Corolario. Un monomio fraccionario se eleva a una potencia,
elevando sus dos términos.

Asi / 3aJty_ 3a6" 3ab* 3ab* _ (30*} 27a’b"
VaN)*c/ "m4a@6'c da*b’'c ™ da*bc  (LRbR)

Puesto que y (7afdo)”™ = T'axngdxnin .y
supuesto también que el coeficiente de la raiz de un monomio lia de
ser tal que , elevado & la potencia de igual grado que el de la raiz
que se intente extraer, produzca el coeficiente del monomio dado,
y que los exponentes de las letras han de ser tales que, multiplicados
por el indice del radical, restablézcanlos que respectivamente tuvie-
ren en el monomio dado; en esta atencion
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PATCL extraer una raiz cualquiera de un ‘monomio, se extrae la
raiz de igual grado del eoeficieute , y se dividen los exponentes de
las letras por el indice del radical.

Asi \ j = azksh'\ \"&Rb* = 2a*); V—64a'b== —4ab.

En cuanto & signos , y atendiendo & lo establecido para la for-
macién de potencias, dirémos : Si el indice del radical es de grado
par, la raiz tendré el doble signo zt:\siel indice es degrado impar,
la raiz tendréd el mismo que la potencia.

Cuando se proponga U ocurra extraer una raiz de grado par, de
una cantidad negativa , la operacion es imposible.

35. Y las raices de grado par de cantidades negativas es lo que
sellama EXPRIisiONiis imauinarias : no porque tengan nada comin
con la facultad psicoldgica llamada imaginacion, sino porque no
formando parte de la cantidad finita, su existencia esideal, por méas
gue entren en los calculos, como verémos mas adelante, para el me-
jor conocimiento de esta cantidad j llamandose en Algebra , por
oposicion , CANTIDADES REALES las que ni son ni se componen de ex-
PRESIONBS IMAGINARIAS.

Corolario. Para extraer una raiz cualquiera de un monomio
fraccionario, se extrae la raiz de sus dos términos.

L2720® V' 27a=b" _ 3a6*

Asi V baaber

Escolio. La raiz no serd exacta : 1.“ si el coeficiente del mono-
mio no es potencia perfecta de un grado igual al que tenga el indice
de la raiz ; 2.“ si uno ¢ mas de los exponentes de las letras no fueren
exactamente divisibles por el indice del radical.

Siempre ‘que se verifiquen estas dos circunstancias, 6 una sola,
la operacion quedard indicada , salvaslas transformaciones que, si es
posible, se hace sufrir & esas expresiones llamadas radicales, seguin
tendrémos ocasion de exponer mas adelante.

Vi2a*; \Zr66”; V15 c, por ejemplo, son llamados radicales c&
segundo grado. En el primero no es cuadrado perfecto el coeficiente;
en el segundo no es divisible por el indice 2 el exponente de la letra,
y en el tercero concurren ambas circunstancias.

Escolio 2.° Las raices todas de un monomio son otro monomio
racional, irracional 6 imaginario.
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Cuadrado y rulz cuadrada de los polinomios.

36. Darémos principio 4 este asunto procurando descubrir la
ley deformacién del cuadrado de los polinomios.
Pero conocemos ya la ley de formacion del cuadrado  + %&b
del binomio a +b (ftl, primer ejemplo).
Veamos si se verifica respecto de un trinomio cualquiera aA-b-"-c.
Representemos la suma a-\-b por s, y el trinomio propuesto se
habra transformado en el binomio i -f-c, de suerte que podrémos
escribir [a-"b » ¢f = (s cf = s*~i- 2sc +
Y como s~{aby-=a”+ 2abb\ y2sc~2c{a-i-b) =
2ac -h 2bc , sustituyendo convenientemente, tenemos

{a b+ cy= a™i-2ab -V 2ac + 2hc+

Lo que nos dice que: el cuadrado de un trimonio se compone de
la suma de los cuadrados de los tres términos, y de los doblesproduc-
tos de estos términos multiplicados dos a dos. Lueg®6 la ley se verifi-
ca para un trimonio.

Para asegurarnos ahora de que se verifica para todo polimonio,
supongamos que ha tenido lugar para un polinomio de un ndmero
cualquiera de términos , y veamos si se verifica para el mismo poli-
nomio aumentado en un término.

Sea el polinomio generala b c-hd+ e f +z U
en el cual suponemos que se verifica la ley ,y veamos si, afadién-
dole el término t, se verifica también en el nuevo

a-hb-i-c-i-d-k-e -h /+ ........ -i- -fw+

Si representamos por s la suma de todos los términos del polino-
mio primitivo, el nuevo polinomio tomara la forma de i -j- t,

0 bien [s y poniendo por s lo que s esta re-
presentando ,{s-*"ty={a + b-hc+ ...-hz + uY~h2t{a-\-b-\~c
i-... Z u) .

Interpretemos lo que hay en el segundo miembro de esta igual-
dad, que es donde esta el cuadrado del nuevo polinomio cuya indica-
cion constituye el primer miembro. Pues bien, en el segundo miem-
bro hay tres partes : la primera contiene (por la hipétesis) los cuadra-
dos de los términos delptrimer polinomio y los dobles productos de es-
tos términos multiplicados dos a dos : la segunda contiene los dobles
productos de los términos del primer polinomio 2)ov el nuevo término
I: la tercera parte, por Gltimo, es el cuadrado de este término t Lue-
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go la ley se verifica también para el nuevo polinomio. Pero antes se
habia verificado para un trinomio : lueg'o también se verificara para
un polinomio de cuatro términos,-y por consiguiente para uno de
cinco y para uno de seis, etc. Luego la ley esgeneral.

Esta ley puede enunciarse asi: el cuadrado de un polinomio se
compone del cuadrado delprimer términoymas el doMeproducto del
primero por elsegundo, mas el cuadrado del segundo , méas los dobles
productos de cada uno de los dos primeros ymr el tercero , mas el
cuadrado del terceroymas los dobles productos de cada uno de los
tres primeros por el cuarto, mas el cuadrado del cuarto, y asi su-
cesivamente.

Ejemplo : f5ati» — 4abc  66c“— 3ac)®— 25a*6* — 4Ua®b*c -h 16a*b*C
+ 6Blia*h*c® — 48ab®c -f- 36b*c* — 30a™*dc -h 24a™hc* — 3Ga*ho®-h 9a €°=
25a*b° — 40a®b®c+ 76a*b*c® — 48ab“c™-h 36b®c* — 30a*bc H- 24a*bc’

Bahe®H-9aV

Apoyados en la ley de formacion del cuadrado de un poli-
nomio, veamos de deducir el modo de extraer la raiz cuadrada de un
polinomio cualquiera. Sea por ejemplo

V1253 *—A0e=T*c-h76a*h*c*—48ab"c=" +36b*c*—30a*bc-i-24a’ e —36a*hc*-{- 9a*c*:=5a»b

—25;Pb"+40a=b*c — 16a*bV. 10a*b
I.M resto. 60a-b*c*—48ab*c’+36b* c*- 30a*hod-24a*hc*—36a*hc=-1-9a°c* —4abc 2"
—6Ua'h*c*-h48abV— * 10iPb
2®resto. —30a*hc-+24a"hch—36a*be’ FE*d® eher . . 3.4~
-h30a*bc—24a’ be*-(-36a*boc®—9%*c* |0 i
3.f* resto 0 —3a*c. 4.“

Explicacion. Considerando al polinomio propuesto para que ex-
traigamos su raiz cuadrada , y 4 cualquiera otro que esté en su caso,
como el cuadrado de la raiz pedida, claro es que contiene (30), los
cuadrados de los términos de éstay los dobles productos de los mis-
mos multiplicados dos & dos. Pero el término de la raiz en que una
letra cualquiera tenga mayor exponente que en los demds , estara
elevado al cuadrado en el polinomio propuesto, y con un exponente
mayor también gue en los demas de éste, por no haber admitido re-
duccidn con ninguno {me», Obs. 3®). Luego si el polinomio propues-
to es cuadrado perfecto , el término en que una letra cualquiera (la a
por ejemplo) tenga mayor exponente , serd & su vez cuadrado per-
fecto, y extrayendo su raiz cuadrada (31), estarémos seguros de
obtener el primer término de la raiz pedida: en la préctica se evitan
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propuesto respecto de las potencias descendentes de una letra cual-
quiera, y la raiz cuadrada del primer término seré el primer término
de la raiz pedida.

Una vez ordenado el polinomio respecto de la letra a, y extraida
la raiz del primer término , que nos ha dado el primer término

de la raiz pedida, para obtener el segundo de ésta basta consi-
derar que el doble producto del primero ofi"h por el segundo de la
raiz, da también para a un exponente mayor que el que tiene en las
demas partes del cuadrado de la raiz que se busca. Luego el segundo
término —W b 'c debe ser divisible por el duplo del primero halla-
do J)ara la raiz, si el polinomio propuesto es cuadrado perfecto. Y
hecha la divisidn, se obtiene por cociente exacto ~*abc que es el
segundo término de la raiz pedida.

Obtenidos los dos primeros términos de la raiz, se resta del poli-
nomio propuesto el cuadrado del binomio que forman dichos térmi-
nos; porque el cuadrado del segando término de la raiz lleva con
frecuencia la letra ordenatriz con un exponente igual al que tiene
ésta en el doble producto del primero por el tercero ;y hasta después
de hecha la sustraccion, no podemos asegurar que el primer término
del resto sea el duplo del primero por el tercero.

El primer resto contiene las partes del cuadrado de la raiz que se
busca ménos las tres que se han restado ; y su primer término seré
ya el duplo del primero por el tercero. Luego, dividiendo el primer
termino del primer resto por el duplo del primero de la raiz, el co-
ciente sera el tercer término de la raiz que se busca.

Obtenidos los tres primeros términos de la raiz, se restan del pri-
mer resto el duplo del primero por el tercero, méas el duplo del se-
gundo por el tercero, més el cuadrado del tercero (sustraccion nece-
saria segun hemos dicho), y después de hecha la sustraccion, pode-
mos asegurar que el primer término del segundo resto sea el duplo
del primero por el cuarto.

El segundo resto contiene las partes del cuadrado de la raiz que
se busca, menos las seis que van restadas entre las dos sustracciones
verificadas ; y su primer término serdya el duplo del primero por el
cuarto. Luego, dividiendo el primer término del segundo resto por
el duplo del primero de la raiz, el cociente — '¢ca'c serd el cuarto tér-
mino de la raiz pedida.

Obtenidos los cuatro primeros términos de la raiz, se restan del
segundo resto el duplo del primero por el cuarto, més el duplo del
segundo por el cuarto, mas el duplo del tercero por el cuarto, més el
cuadrado del cuarto. Y siendo este resto igual a cero, queda averi-
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g-uado que el polinomio dado es cuadrado perfecto, que su raiz es la
reunion alg-ebraica de los cuatro términos determinados, y que el
procedimiento seguido es bueno.

Y habiendo de observarse el mismo procedimiento con las mis-
mas consideraciones en otro caso igual, lo siutetizarémos para todos
los casos bajo la forma de precepto, de la siguiente manera :

Para extraer la raiz cuadrada de un 2)olinomo, se ordena éste
con relacion d una letra. Se extrae la raiz cuadrada delprimer tér-
mino, y se tendrd el primer término de la raiz. Se divide el segundo
término delpolinomio por el duplo delprimero de laraiz, y se tendra
él segundo término de ésta : el binomio queforman los dos términos
primeros de la raiz se eleva al cuadrado, y éste se resta del po-
linomio.

Se divide el primer término del resto por el duplo del primero de
laraiz, y se tendra el tercer, término de ésta: se forman el duplo
d.elprimero por el tercero, el duplo del segundo por el tercero y el
cuadrado del tercero de la raiz, y estas tres partes se restan delpri-
mer resto.

Se divide el primer término del segundo resto por el duplo del
primero de laraiz, y se tendra el cuarto término de ésta: se forman
el duplo del primero por el cuarto, duplo del segundo por el cuarto,
duplo del terceropor el cuartoy el cuadrado del cuarto de laraiz,y
estas cuatro partes se restan del segundo resto.

Se divide elprimer término del tercer resto por el duplo delpri-
mero de la raiz, y setendrael quinto término de ésta : y asi se conti-
nla hasta que un resto sea cero, 6 hasta que alguna division parcial
no dé cociente exacto.

OBSERVACIONES.

3il.  1* Si se hubiese ordenado el polinomio respecto de otra le-
tra, delac, por ejemplo, la raiz seria la misma, aunque ordenada
respecto de la misma letra c.

2. “ EIl polinomio que sea cuadrado perfecto, tendra (después
de ordenado) su primeroy Gltimo término respectivamente cuadra-
dos perfectos, y el segundo término asi como el primero de cada res-
to serdn divisibles por el duplo del primer término de la raiz. Pero
si falta una siquiera de estas circunstancias, el polinomio no sera
cuadrado perfecto.

3. 7 Ningun binomio puede ser cxiadrado perfecto, puesto que el
cuadrado de un monomio es otro monomio, y el cuadrado de un bi-
nomio es ya un trinomio.
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4. * Asi como \Va* — :+za, también es raiz del polinomio anterior
el conjunto de los mismos cuatro términos que hemos determinado
con los signos cambiados. Esto nos dice que, la raiz cuadrada de un

polinomio tiene dos talores: en el ejemplo anterior, —Malc
H- —da’cj —5i® + aaoc — -h za'c.
5. “ Enla préactica no hay necesidad de escribir el divisor (duplo

del primer término de la raiz) tantas veces como divisiones parciales
hayan de verificarse : basta escribirlo una vez y colocar & la derecha
del primer cociente los demas que se obtengan :y auii se escriben
en la raiz inmediatamente, sin que antes ni después se escriban en
el cociente ; y también se puede hacer de memoria las sustracciones
y reducciones sucesivas, si no se quiere escribir los respectivos sus-
traendos.
6.  Hay expresiones que, no siendo cuadrados perfectos, admi-

ten sin embargo cierta simplificacion, como 4abc;+26*c.
Pero habiendo de tratar mas adelante de los radicales del grado ge-
neral n, de los cuales son un caso particular los radicales de segundo
grado, nos reservamos para entonces el tratar de todos ellos junta-
mente , & fin de no repetir los conceptos.

Escolio. Asi como hemos deducido el precepto para la extrac-
cién de la raiz cuadrada de los polinomios, de la ley de formacién
de su cuadrado ; asi también podriamos deducir de la ley de forma-
cién del cubo 6 de otra potencia cualquiera, la regla 6 precepto
para extraer la raiz cubica 6 de otro grado cualquiera de los poli-
nomios.

Pero creemos mas oportuno el dirigirnos desde luego a la expli-
cacion de la regla general para extraer de los polinomios las raices
de un grado cualquiera, deducida de la ley de formacién de sus po-
tencias, que & su vez lo ha sido de la ley 6 férmula para obtener las
potencias de un binomio, sin pasar por las potencias inferiores;
ley 6 formula debida a la prodigiosa inventiva de Newton, pero que,
como otros muchos descubrimientos suyos, qued6 sin demostracion;
sin duda, porque los 85 anos que vivié el descubridor de la ley uni-
versal de la atraccion fué brevisimo periodo para demostrar tanto
principio y tantas ciencias como de su inteligencia brotaron.

llustres sucesores suyos han dado uiia demostracion de esa ley,
fundada en la teoria de las permutaciones y combinaciones, demos-
tracion que 4 continuacion presentamos.
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PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.

Si tenemos un namero cualquiera de letras 6 cosas y for-
mamos los diversos grupos 0 colecciones que sea posible, tomando-
las de dos en dos, de tres en tres, etc., y nos fijamos en las coleccio-
nes posibles tomando las letras, por ejemplo, de modo que en cada
coleccién entren siempre tres, ¢ sea de tres en tres, observaremos
que en estas colecciones de atres leti*as liay dos clases distintas.

Constituyen la primera aquellas colecciones de & tres letras que
se diferencian en alg*una letra ¢ en el érden de su colocacion.

Constituyen la segunda las que se diferencian por lo ménos en
una letra.

Las primeras se llaman permiUaciones, y combhiaciones las se-
gundas. Y unasy otras se llaman juntamente Hnao'ias, ternarias®

cmternarias, etc., si estdn compuestas de dos, tres, cuatro, etc.,
letras.

permutaciones binarias (i.QoUl&iQ'4da, biiow. ... ab, ha;
y combinaciones binarias, una sola.......c..ccceceevviivrnnnene, ah.
hmpermutaciones binarias de las letras ab, ¢ son ab, ba, ac, ca,bc, cb;
y sn'dcombinaciones binarias.............cccccevvenene. ah, ac, be

Formulas de las permutaciones binarias, ternarias, etc., de
varias letras.

[O. Las permutaciones binarias de las diez primeras letras de
nuestro abecedario, por ejemplo, se forman escribiendo al lado de
cada letra las nueve re.stantes, una & una. Asi, tendrémos

ab, etc, ad, ae, af, agj, ah, ai, aj
ba, be, bd, be, bf, bg, hh, bi, bj
ca, cb, cd, ce, ef cg, ch, ci, cj
da, db, de, de, df, d*, dh, di, dj
ea, eb,ec, ed, ef, eg, eh, ei, g
fu, fb, fe, fd, fe, fg, fh, fi, fj
ga, gb, ge, gd, ge, df, gh, gi, gj
ha, hb, he, hd, he, hf, hg, hi, hj
ja, jb, je, jd, je, jf, jg, jh, ji

Si & partir do cada letra se obtienen 9 ])ermutaciones, cuando el
namero de letras sea n se obtendran in — 1) permutaciones por cada
letra con que se empiece : y repitiendo esto tantas veces como letras
haya, . tendra el nimero total de permutaciones. Luego, siendo n
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el nimero de letras, la formula del nGmero de permutaciones bina-
rias que con ellas pueden formarse, sera..... %[n—1).

41. Laspermutacio7ies ternarias bg forman escribiendo al lado
de cada permutacion binaria de las mismas 10 letras (con las que He-
mos iniciado esta serie de consideraciones) las ocHo restantes una
a una.

Por manera que a partir de la primera permutacién binaria, ten-
drémos las siguientes ternarias abe, abd, abe, abf, abg, abh, abi, abj,
a partir de la segunda, DAC.......ciiiriiee e haj.

A i pe,jid, jie,jif,jig,jili.
bi & partir de cada permutacién binaria se obtienen 8 ternarias,
cuando el nimero de letras sea ii, se obtendran {&%—2) ternarias por
cada binaria con que se empiece; y repitiendo esto tantas veces como
permutaciones binarias Haya para n letras , que es n[n—1), la for-
mula del nimero de permutaciones ternarias que se pueden formar
con n letras Sera.........c.cevvevvenenn. nin® 1 [n__2).
Las permutaciones cuaternarias se forman de las ternarias,
& la manera que las ternarias se forman de las binarias; es decir, que
asi como para formar las permutaciones ternarias de un nimero cual-
quiera de letras , se escriben, al lado de cada permutacién binaria
de las mismas letras, todas las demés una & una, asi también para
formar las permutaciones cuaternarias de un niamero cualquiera de
letras, seescriben al lado de cada permutacion ternaria de las mis-
mas letras , todas las demés una d una j y por consiguiente, insis-
tiendo sobre el ejemplo de las 10 letras , si & partir de la primera ter-
naria abe, colocamos & su derecha las siete restantes una & una, ob-
tenemos las 7 cuaternarias abed , abce , abe/, abeg , abe/t, abei , abcj\
y esto se repite tantas veces cuantas sean las permutaciones ternarias
de las mismas 10 letras.

Cuando el nimero de letras sea % se escriben también al lado de
la primera permutacién ternaria las (?i—3} letras restantes, for-
mando de este modo [n—3) permutaciones cuaternarias, Y repitien-
do esto tantas veces cuantas sea el nimero de permutaciones terna-
rias de letras, que @n{n— 1} (w—2), se obtiene la formula del
nimero de permutaciones cuaternarias que se pueden formar con n
letras, iguala.....cccceovivincncnnn. n{n™ 1) {n—2) (n—1i).

4a. En general, las permutaciones gue con un numero n de le-
tras puedenformarse , entrando un nimero m de ellas en cada per-
mutacion, se obtienen escribiendo al laclo de cada una de las permu-
taciones compuestas de {w—1) letras, las que no entran en é.stas,
una a una.
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Y la férmula clel namero de dichas permutaciones , compuestas
de m letras, se deduce de la manera de formarse las tres formulas
precedentes ; y por consiguiente, serd igual & un producto de m fac-
tores , el primero de los cuales sea %, siendo el dltimo la diferencia
entre ny (w—1), 6bien

n(n—I)(n—2 [N—3){N—4)..ccccccrvrerrrn. (h—m+1).

Si en cada permutacion entran todas las n letras , esto es, si
m= 7, la férmula anterior se cambia en esta

NN—2) N—Z(N—3}. e 3x2x1.

Féormulas de las combinaciones binarias, ternarias, etc. de varias
letras.

Zas combinaciones hina™'ias que de un nimero cualquiera de
letras pueden formarse , se obtienen escribiendo al lado de la prime-
ra letra cada unade las demas ; al lado de la segunda letra cada una
de las demas, excepto la primera ; al lado de la tercera cada una de
las demas, excepto las dos primeras; al lado de la cuarta cada una
de las demés, excepto las tres primeras. Y asi se continla, de ma-
nera que al escribir la penultima no hay méas que la dltima para es-
cribir & su lado , y alU termina la operacion.

Siguiendo el mismo ejemplo de las 10 letras, tendrémos;

ab, ac, aZae, af, ag, ah, ai, aj.
be, bd,be, bf, bg, bh, bi, bj.
cd, ce, cf, cg, ch, ci, cj.

de, df, dg, dh, di, dj,

ef, eg, eh, ei, €.

fg, th, fi, fj,
gh, gi, gj.
hi, hj,

ij.

Donde se ve que & la combinacion binaria ah corresponden dos
permutaciones binarias ahy ha, a4 la combinacion ac corresponden
las dos permutaciones binarias aeyea] y asi de todas las dema.s.

Luego si el nimero de permutaciones binarias de 10 letras es du-
plo del de combinaciones binarias de las mismas letras, reciproca-
mente , el nimero de combinaciones binarias serd la mitad del de
permutaciones binarias de las mismas letras.
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por consiguiente, siendo IJ la formula de las permu-
taciones binarias de n letras, la de las combinaciones binarias sera

n{n~ii

ny e 0 bien. n [n—J

fT'2

4r».  Las combinaciones ternarias que de un numero cualquiera
de letras pueden formarse, se obtienen escribiéndolas primeramen-
te en linea liorizoutal 6 vertical, y colocando despiiee al lado de
cada letra las combinaciones binarias de las letras siguientes una &
una. Al llegar & la antependltima se colocan & su derecha las dos
letras siguientes , y alli acaba la operacion.

Las 10 letras primeras dan lugar & 120 combinaciones ternarias
distribuidas del modo siguiente : 36 empezando por a, 28 empezan-
do por &, 21 por ¢, 15 por d. 10 por ?, 6 por/, 3 pory, y 1por
seguida de ij.

36 abe, aod, abe, a,bf, abg, abb, ubi, abj, acd , aee, ncf, neg, ach,
ace, acj , ade , adf, adg , adh, adi, adj , aef, aeg , aeh , aei, aej,
afg, afth-, afi, afj, agh, agi, agj, ahi, ahj , ay.

28 bcd,bce, befj)cg,beh, bei, bej, bde, bdf, bdg , bdh, bdi, bdj
B%fj tﬁﬁ , beh , bei, bej , bfg , bfh, bfi, bfj,bgh, bgi, bgj , bh¢

21 ede, edf, edg, cdh, edi, cdj, cef, ceg, ceh, cei, cej, cfg, cfh
Gfi, efi , cgh , eqi, cgj , c/il, chj, ci;.
15 def doo, deh, dei, dej , dfg,dfh, d/5, dfj , dgh, , dgj.
dly , dy.
10 e/p , efh, efi, ei/,egh, epi ,o0qj , chi, efij , eij.
6 fghjgijgj ,fhi Jhj fij.
3 2« 1ghj, dij.
1 bij.
120

Pero & la combinacién ternaria a>c corresponden las seis permu-
taciones ternarias abe, ach, bac, boa, cab, cha, & k combinacién
«id corresponden las seis permutaciones ternarias ahd, adh, bad,
hda, dah, dba; y asi de todas las demaés.

Luego si el nimero de permutaciones ternarias de 10 letras es
séxtuplo del de combinaciones ternarias , reciprocamente, el nime-
ro de combinaciones ternarias sera la sexta parte del de permutacio-
nes ternarias de las mismas letras.

Y por consiguiente , siendo n(n—\) (a—2) la férmula de las
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permutaciones ternarias de n letras, la de las ooml)inacioiies terna-

(78S SEIA.mmmmoeeeereenn. cnfn 1=

46. En general, las combinaciones que con nn namero n de le-
traspuedenformarse, y tomando m en cada una; se obtienen colo-
candolas préviamente en linea horizontal 6 vertical , y escribiendo
después al lado de cada letra las combinaciones en que sa toman
[m— 1) de las letras siguientes una & uua.

La formula tendrd por numerador el nimero de permutaciones
de n letras tomadas de m en m, y por denominador el nimero de
permutaciones que entra en cada combinacidn, 6 sea

nih—21)in—2 (n—3) (n~ 4)............ (n—m-h1
1.2.3.4.5 m

Si en cada combinacién entran todas las ii letras, esto es, ai
m--=ny la férmula anterior se reduce a 1.
42, El nimero de combinaciones de n letras tomadas de m en m
es igual al de tomarlas de n—m en n—m.
En efecto: uno y otro nimero de combinaciones son

n(n—17) (n—2) {n—3) An—m+l) * n[n—1) (—2) (—3}...(m-I-I)
3.4 m 1.2.3.4 (n—m)

y como al reducirlos & un comin denominador por la regla general,
quedan reducidos también al mismo numerador, seran iguales.

Por eso, siendo 2-h 3= 5, el nimero de combinaciones bina-
rias de 5 cosas es igual al nUmero de combinaciones ternarias de las
mismas 5cosas.

5.4 5.4.3 . o
Yenefecto: v _a » 15 " combinaciones para

ambos drdenes.
El Sr. Ferndndez y Cardili demuestra esto mismo, dando & su
explicacién ese tinte de sencillez y claridad tan abundante en sus

obras, y que nos arrastra insensiblemente & copiarla & conti-

nuacion :
«Si de m nimeros diferentes colocados en una urna se extraen n,
éstos formaran una combinacion, y los m— n que quedan en ella
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formaran otra diatmta ; y como esto se repetiria tantas veces cuan-

tas se ejecutase una extraccion de n ndmeros distintos, en uno 0
mas de los anteriores, resulta que para cada combinacion del o6rdeu

n de » ndmeros se concibe otra del 6rdeu ,6queel «W o
* comhmciones de m elementos, tomados de n en u, esigual al de m
Hementos tomados de m—n en m—n.»

Féormula del binomio.

1». Empecemos multiplicando varios binomios, cuyo primer
érmmo a es comun, teniendo los seg-undos términos diferentes a fin
de evitar términos semejantes que reducir :

tha
X-i- b
Primer producto. ax f ab
+ Db
X €
2 axM\- ab X + Hbc
+ 6 + acl
Pel el
‘ x-{~d
3 X 3®{'ab *4- abe x 4- abed

-hac 4-
-fc i-be ?1- %Ecdj
H-d - %g 4- bed

fcd
X f
a.v*-Tab xM4- ahe X'
4-ac Sy e ggg]g\;x abedf.

4-be 4-acd abdf

-hd  4-ad  4- ped acdf
+ f bd 4-abf 4- bedf
xd  4-acf
af  4- pef
bf adf
cf bdf
df edf
guien'te que preceden se observa la ley si-
ie™n'te” d b la | i

1.“ Sl ndmero de terminos de cada producto es uno mas oue el
numero de factores binomios. A

primer término de cada producto es
lgual al numero de factores binomios multiplicados, yen los demas
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términos va disminuyendo sucesivamente en una unidad, hasta
desaparecer en el altimo.

3. " ElI coeficiente del primer término es en todos los productos la
unidad : el coeficiente del seg-undo esigual & la suma de los térmi-
nos no comunes de los factores binomios : el del tercero es la suma
de las combinaciones binarias délos mismos términos no comunes:
el del cuarto es la suma de las combinaciones ternarias de los mis-
mos : el del quinto, la délas cuaternarias; y asi sucesivamente.

4. ® EI 0Kimo término es igual al producto de los segundos tér-
minos (6 sea los no comunes) de todos los factores binomios.

Para asegurarnos de que esta ley de formacion es general, su-
pongamos que se ha verificado ya para un nimero cualquiera n de
factores, y veamos si se verifica introduciendo un nuevo factor.

Representando por A, B, C. D, etc. los coeficientes de los térmi-
nos segundo, tercero, cuarto, quinto, etc., del producto supuesto,
verificado para n factores, y por U el tltimo término, dicho produc-
to serd dela formasiguiente: {xa) & V) .,. hasta n factores

- 1 - -h....4- U,
donde Na;"~ representa un término que tiene m términos delante,
y Ma;"-("-i) el que le precede inmediatamente.

Y multiplicando este producto por el nuevo factor binomio x -1-K,

tendrémos

4- At° M- —m-D —mj
X 4- K
A.'x°4- B - 14-0 ~n-2_7tyn-nn-l
4-Kj 4-AK 4- BK 4-MK. 4-UicC

_En cuanto & los exponentes de x, evidentemente la ley esla
misma.

Respecto de los coeficientes: el del primer término es la unidad.

El del segundo término es A 4- Kj esto es, la suma de los tér-
minos no comunes, 6 sea la suma de los segundos términos de los
(u 4- \)factores binomios.

El del tercero es B 4- AK. Pero B representa por la hipotesis la
suma de las combinaciones binarias de los segundos términos de los
n primeros factores : AK representa la suma de los productos de
cada uno de los segundos términos de los n 4rimeros binomios por
el nuevo segundo término K ; luego B 4- AK significa la suma de
las combinaciones binarias de los segundos términos de los {n 4- 1)
factores binomios.

Y, en general, puesto que N representa la suma de las corabi-
14
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naciones de los segundos términos de los n primeros binomios, to-
mados de men 7n, y que MK representa la suma de los productos de
estos segundos términos, tomados de [m— 1) en [m — 1) >y multi-
plicados por el nuevo segundo término K, se sigue que N -(- MK 6
sea el coeficiente que en el polinomio del grado {n 4- 1) tiene m tér-
minos delante, esigual a la suma de las combinaciones de los segun-
dos términos de los [n -f- 1) factores binomios, tomados de m en m.

El illtimo término UK es el producto de los [n 4- 1) segundos
términos.

Luego, la ley de formacion, supuesta verdadera para el produc-
to de un niimero n de factores binomios, lo es también para un nud-
mero (w4-1) de factores.

Luego la Uy esgeneral.

4». Sien la formula del producto €  a) {x-i-d] {x 4- ¢).....
hasta n factores, se suponen iguales también los segundos términos
é iguales a a, tendrémos

a) (.v4-a)(x4-a]... bastanveces = x~-h axn-2_f_n
4- al a» -h a"
4- ai a» 4-a
etc.! etc. etc. |

Pero el primer miembro de esta igualdad es la potencia del grado
n del binomio x -i- a, 6 bien {x -h a)

Examinemos el segundo miembro. En éste las potencias dea? si-
guen la ley general.

En cuanto U los coeficientes : el del primer término es la
unidad.

El del segundo es a repetido tantas veces cuantos sean los facto-
res, 6 bien na.

El del tercero es a" repetido tantas veces como sea el nimero
de combinaciones binarias que se pueden formar con n letras, 6 bien

n{n — 1)a .

El del cuarto es & repetido tantas veces como sea el nimero de
combinaciones ternarias que se pueden formar con n letras, ¢ bien

n(n—1 [h—2, . .
123 a®); y asi sucesivamente.

Y, en general, si representamos por el término que tie-
ne un numero m de términos delante, el coeficiente N que, en la
hipétesis de que los segundos términos de los binomios eran dife-

Laa»
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rentes, era igual & la suma de las combinaciones de los mismos, to-
mados de m en ahora que los segundos términos son iguales &
a, Nesigual & multiplicada por el nimero de combinaciones de

. —1) (n— 2... mm
%letras, tomadas de w en m, 6 bien n(n 1 )2(n3 (nm

Las,
El Gltimo término es a, tomado por factor n veces, 6 bien
Luego la férmula de la potencia del grado n del binomio « -4-

6sea, férmula descuMerlapor Newion, en virtud de la cual se

halla una potencia cualquiera de un binomio sin conocer las poten-
cias inferiores, es la siguiente :

, ., nin—=1 , ., , n(n—1)in—2 -, |,
Ix-ha)n j 2) L\ 3~3----)
n[n—1) 2—2) ... (Ai—m-hl)
1.2.3 .. m
OBSERVACIONES.

1' Se llama término general &

nin—1 (h—2) ... (h—m-H1) jin g
1.2.3 m

porque haciendo m= 2, 3, etc., se obtienen los demas.

2. * EIl numero total de términos es + 1

3. * El exponente de x en un término cualquiera sefiala el name-
ro de términos que le siguen, y el de ¢ el de los que le preceden , y
juntos componen n en cada término : aumentando el de x y di.smi-
nuyeudo el de a, en una unidad, de un término al siguiente.

4. * Los coeficientes de los términos equidistantes de los extre-
mos son iguales.

5. * Lafdrmula deducida para el binomio #-f- & es aplicalde al
linomio X — , sustituyendo —apor + iz;y los signos -j-y —we-
sultaran alternativamente.

6. “ Sien laféormula hacemosa>—1 y «= 1, resulta que la
suma de los coeficientes es igual 4 2° .

7. “ El coeficiente de cada término se obtiene multiplicando el
gue tiene x en el inmediato anterior por su exponente Yy dividiendo
el producto por el nimero de términos que preceden.

& = X®-i-5.x*ca-l- IOX’a* + -h a®
(x-l-a) "=X “f-8xVH-28x«a’ +5Gx\a=-t-70x*a*-h5Gx"a"4-28x*a®-H8-va"+alL
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Hagamos ultimamente aplicacion de la formula para hallar di-
rectamente unapotencia cualquiera de un binomio cualquiera.

Por ejemplo : liallar la 4. potencia de 4fl:iV4-3a*5. Segun la
férmula tendrémos i 0

(Aa(>£3+3a@6)*= (4abV)* -{-4(4abV)’ x b+ A (dabc ) {3D)

ig; (4abV) (3a*h)* H- (3a*6)*, 6 soa

(4ab®c3-{-3a*h)*=256a*b*c**-h768a®i)V -|-864a®b«c®+432a’bV-i-81a®b”

Aplicacién de la formula de Newton a la elevacién & potencias
de los polinomios.

50. Un polinomio se eleva d una potencia cualquiera., conside-
rdndole como un binomio, cuya primera parte sea dos 6 mas térmi-
nos del polinomio propuesto, y los demas sean la segunda : aplican-
dole después la férmula, y bailando los valores de cadatérmino, la
suma algebraica de estos valores sera la potencia pedida.

Por ejemplo, hallar la sexta potencia del polinomio a-\-h
—c-\-d—f.

Considerando como primera parte {a b—¢c), y {d—/) la se-
gunda, por la ley de Newton, tendrémos

{a-hb—c+d-/")«==((a-i-b~-cH-{rf-/"J>= (aH-b—cl*-hGla+ b—c)“x
(d-f)-i-ira-hb-c)*X{d-f)*-h2Q{a-hb-c)*"X[d~"f]*-hi*a-hb~c)"
X(c?-1*)*-h6(a-+-b-t-c) X (rf-/)+ (rf-/9".

Ahora se verifican las operaciones indicadas. Ninguna dificultad
hay respecto de las potencias del binomio d —f. Ni tampoco la hay
respecto de las del trinomio a-\- b— ¢ ; porque éste se considera a
Su vez como un binomio, cuya primera parte sea«-p5,y —cla
segunda.

Extraccién de raices de los polinomios.

51. Si & la simple vista se conoce que en el polinomio propues-
to esta desarrollada la formula de las potencias de un binomio , y
se nos ofrece extraer la raiz de un grado igual al de la potencia que
se vea en el polinomio propuesto, en este caso la raiz pedida se
compone de la suma algebrdica de las raices de los términos extre-
mos , afectados arabos del doble signo =%, si la raiz es de grado par,

y afectados respectivamente del signo que tuvieren si de grado
impar.
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ejemplos;
+ Cx“a H-15x*a"4-20x*a®H-15x*a* + 6xa*+ a”=+* az*a.
Va’4- 7a"04 - 2144 - 35a*0' H- 350" -h 21a*0* -h 7ai)“+ M= a+ b.
V25()a*5«c*4-768a®b’c®4-864a«bV4-432a’h*c'4-8lacb*=+4ai)*c'di3ab®.

Pero estos son casos particulares.

5®. Tratemos ahora el caso g-eueral.

Para ello, representemos por P un polinomio cualquiera ordena-
do segun las potencias descendentes de una letra cualquiera tam-
bién, de @por ejemplo, y llamemos i’ 4- etc., la raiz pedida, que
supondrémos asimismo ordenada con relacién & la misma letra &

Considerando 4 esta supuesta raiz como un binomio cuya prime-
ra parte sear, y representando la .segunda por la letra i, tendrémos :

p=,+f)n=.n .-fe. + 33

Pero el primer término  tiene la letra con un exponente ma-
yor que el que dicha letra tiene en los demas términos (-18 y 4»],
y no admite reduccidn con los demés (35, 3. Obs.). Luego si el po-
linomio propuesto P es potencia perfecta del grado n , su primer tér-
mino esigual & .Y reciprocamente, extrayendo la raiz del grado
ii del primer término de P, estarémos seguros'de obtener el primer
término de la raiz.

De iguales consideraciones se desprende también que , si  es po-
tencia perfecta, su segundo término es igual ai segundo nr*~"d de
la formula. Luego si dividimos el segundo término de P por n veces
lapotencia —1 del primer término de la raiz, obtendrémos el .se-
gundo término de ésta.

Formando la potencia del grado fi del binomio compuesto por los
dos primeros términos de la raiz , y restandola del polinomio pro-
puesto, el resto indicara como hemos de hallar el término siguiente

de la raiz.
En efecto : representando los términos de la raiz ~-f- etc. porc,

tenemos -|- 5) + = (+ 4 (i I

Restando del segundo miembro de esta igualdad , 6 lo que es lo
mismo, del polinomio cuya raiz buscamos , pero presentado segun
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la férmula de Newtou , restando, repetimos , {r . el resto sera

oi{r -f- c-h...

Luego si dividimos el primer término de este resto por n veces la
potencia n — 1 de la parte de raiz hallada, el cociente sera el térmi-
no siguiente de la raiz pedida.

Y teniendo en cuenta que para dividir un polinomio por otro se
divide el primer término del dividendo por el primer término del di-
visor , conciuirémos con la siguiente regla :

Para extraer la raiz del grado n de polinomio, se ordena
primeramente respecto de una letra cualgimra. Se extrae la raiz del
mismo grado de suprimer término ,y se tendré elprimero de la raiz.
Los demas términos se determinan restando del polinomio propuesto
la potencia delgrado n de la raiz hallada, y dividiendo el gjfimer
término del resto por n veces lapotencia M— \del primero de la raiz.

calculo de las cantidades radicales.

r»a. Hemos visto {35, Esc.) y (9H, 6.") que hay expresiones,
como Vi2a® , Var+ 6B) \/2a*c-f-4a6c-h26V alas cuales afiadiré-

moshoy i/a-h b, por ejemplo, llamandose expresiones radicales
de segundo grado las g)rimeras , y delgrado n la Gltmia , todas ellas
cantidades radicales , y también cantidades irracionales.

r*4. Siendo evidente que (*~"'f~a. Sitenemos
v/aberf... por unapartc, y * T X X X M (Cd'. por otra, y
elevamos & la potencia del grado n las dos expresiones, res ulta
{\j3.hcd..y’y (V/ITXx Mb~X VATX .. )'=
(VA" X (M)“X(M"T)x(v™)"...
Pero [VVabcd...T = abcd, y ( X (VAT)" X (VT)" x
(Vd ) ....= aberf,

Luego si las potencias del grado n de estas expresiones son igua-
les, también son iguales estas expresiones : quiere decir, que la raiz
delgradonde unproductodevarins/aciores es igual al producto de
las raices del mismogrado de dichosfactores.
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i»5.  Puesto que desde la multiplicacion sabemos que

@Ji= XaMXa»x a“...= a™,

inn_ i /m
también se verifica que \j a —V\/a.Yen efecto:
U

Supongamos \j\f a = $: elevando los dos miembros & la po-

: In_
tencian, tenemos\/ a ; y elevando los dos miembros & la po-

tencia m, resulta iz= ¢mn. y extrayendo la raiz mn de estos dos

m
miembros, tendrémos \/a' = 5. Pero dos cosas iguales & una ter-

cera son iguales entre si: luego f{\;ua_ por ser ambas
respectivamente iguales & i en la primera y cuarta igualdad.
CoKOLA™. Y como y ambos dan por resultado
n m

se deduce que VvANA= \ [N ~

ASI, V4 = \IvA64 = \/\/64:=2,
5«. También se verifica que En efecto; puesto

m

que@z? = a:sesigue que ¥ a = Uz = va~.
a?. Fundados en el principio (541); si la parte subradical puede
descomponerse en un producto de varios factores, y alguno de ellos
tiene raiz exacta del grado que indique su indice, se tj'ans/ornifi

una cantidad radical extrayendo dicha raiz y escribiendo el resul-
tadopor coeficiente del radical.

Ejemplos : \/2a*c+4a6e-|-2b*c = V(@*+ 2ai>+ 6)x 2c=
\/(a*-f-2a6-hb*)x \/~ = (a+6) x \/~

VI25a* =\/125xa* = VI25 x\/a*. = 5x\/fi’,
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Y reciprocamente, el coeficiente de la cantidad radical puede ser

~ntroduc*do comofactor debajo del signo radical, con tal que pase
elevado a lapotencia degrado igual al del indice.

Ejemplos; 5A"=7~[25%~F={/125>¢:a*

2ac*\/3a6= V6da«c*®Xx\/M = V 64a”xE b= NT2M67*

~ Una cantidad irracional se llama racional respecto de su coefi-
ciente.
Un polinomio es racional respecto de una letra, cuando sus tér-
minos son racionales relativamente & ella.
Fundados en el principio (55), se simplifica una cantidad radi-
cal dividiendo el indicepor Ufi0 de sus divisores, y extrayendo de
la cantidad subradical la raiz del grado que indique dicho divisor.

N 2n___ L
Ejemplos ; A167f= V V/162 = {/dac; V lieV = V /ei’

Y fundados en el principio (5«), tiene lu*ar la importante trans-
tormacion de reducir dos 6 mas radicales de diferentes indices &
o ros de un mismo indice; y esto se verifica multiplicando el indice
de cada radical por el producto de los demas indices, y elevando la
cantidad subradical & lapotencia del grado que indique dicho pro-

ma m
Asi, va , \/6=\/an, v'*™;, Vdfi, ylaiT- =r

~ Las expresiones radicales de un mismo indice se Ilaman homo-
géneas.
Si los indices tienen factores comunes, la operacion se abrevia
por la aplicacién del m. m. c. de ellos, segin se hizo en la reduc-
cion de loa quebrados & un comun denominador.

AsiMa , \Tb , \/c ,\/'h f =Va,n\ ffr.

0S. Se llaman cantidades radicales semejantes las que tienen el
mismo indice y la misma cantidad subradical, pero distintos coefi-

cientes, como 7\7a ,126y'T .
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Haj radicales que & primera vista no parecen semejantes, y ve-

mos que lo son, sin embar™o, después de sufrir alg-uua dé las trans-
formaciones precedentes.

Ejemplos; 3\/4a”b, C = 6aV/T", Ahcr/~v .

86\V/4a*, "2a =

5Si.  Adicion, de las cantidades radicales. Las cantidades radica-
les, mouomias 6 polinomias, se suman escribiendo los sumandos
los unos & continuacion de los otros con los mismos signos que
tengan. A

Asi,lasumadeV”?, y es \ / T +

Pero si se trata de radicales semejantes, se reducen & uno solo

sumando alg-ebraicamente sus coeficientes y multiplicando el resul-
tado por la parte irracional coman.

n__ n___ n__ n
Asi. a\lh +2a\/6 —4\/6 = (3a—4)\/T.

CoROLAiuo.  Se llaman cantidades radicales conjugadas aquellas
que tienen la forma a -*"\/T ya —"IT, diferencidndose Unica-
mente en el signo que antecede al radical. Pues bien. la suma de
dos cantidades radicales conjugadas es una cantidad racional.

En efecto :

(a+ \'h )-h (a- \Jb )= 2a

«O. Sustraccion. Las cantidades radicales , raonomias 6 poli-
nomias, se restan unas de otras escribiendo el minuendo, y d su con-
tinuacion el sustraendo con signos contrarios , reduciendo los seme-
jantes.

Asi, (7a\/IT+aV/T)- (7aVIT-iaVT + VT) =

n n N

7aVF+ a\/T—7a\/'b~-\-da\/T-Vir*/ia\/~r—\/T.

Corolario. La diferencia de dos cantidades radicales conjugadas
es una cantidad irracional.
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-En efecto :
@+\/b)—@~Vv b)=2\/b.
“ * coeficiente con la unidad por coefi-
“ ***“ladee radicales monomias de in-
Coeurripnfp ‘P lean multiplicando entre siprimemmente los
Zfduzli "V " e xx A syhradicaks; poniendo elprimer

Asi, la+blVia-TfiFx (a- 6\/a'+tb = (a=_b*jV (a+"b)".

1 TMA 'Y [ eeese A A
BRMER e multipfican como acabamos de expresar. W1 - @ €l Y

su radicales son polinomios, se les aplica para
multspllcauon las reg-las establecidas para las cantidades racio-
nales (
Corolario. El producto de dos cantidades radicales conjugadas
de segundo grado, es una cantidad racional.

En efecto :
@+ VO)X @- b=a- 6

Dmision. Las cantidades radicales monomias , de indice
comun, se dividen una por otra dividiendo respectivamente el coefi-
ciente y la cantidad subradical del dividendo por el coeficiente y
cantidad suhradical del divisor : poniendo el primer cociente por
coeimentc y el segundo debajo de un radical de un grado igual al
indice comun.

Asi, @ —b) Vi(a-j- b)*: (aH-b) V{a\b)" = (a—b)\/g jp

Si los radicales no tienen un indice comun, se reducen & eI y
después se les aplica la regla anterior.

Si las cantidades radicales son polinomios se observa con ellos
el procedimiento prescrito para los polinomios racionales (lii).

Corolario El cociente de una cantidad radical conjugada por
otra es una cantidad irracional.
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En efecto - TV O (a+y/b)@+Vvb) _a-f2aVb-hh

a—\/6 (@—Vb)(@tV ) a*—>b
&t+0 2a
—hAhgh— bx Vb .

<i3. Elevacion apotencias. Las cantidades radicales monomias
se elevan anua potencia cualquiera elevando el coeficiente y lapar-
te subradical, quedando el indice el mismo.

En efecto :

aV b )=aVb XaVb xav b xaV b X.-.—a"“ V6«
(

Si el indice del radical es divisible por el exponente de la poten-
cia, se eleva el coeficiente y se divide el indice por el exponente, que-
dando la cantidad subradical la misma.

Si la cantidad radical es polinomia, se eleva al cuadrado siguien-
do laregla

041. Extraccion de raices. Para extraer la raiz de un grado
cualquiera de una cantidad radical monomia, se extrae la misma
raiz del coeficiente y de la parte subradical, dejando el indice el
mismo.

En caso de que sea impracticable la regla anterior, se multipli-
can los dos indices entre si, elevando el coeficiente & la potencia
que indique ei indice del radical, dejando la parte subradical la
misma.

Si la cantidad radical es polinomia, se extrae la raiz cuadrada
por el medio explicado para las cantidades racionales.

Exponente O, exponentes negativos, y exponentes fraccionarios
positivos 6 negativos.

05. El origen del exponente O es el caso de la division de un
monomio por otro monomio en que liay una letra comin con expo-
nentes iguales en el dividendo y divisor.

En efecto : al dividir 2Sd"Pc por labe, por ejemplo, hemos acep-
tado como buen cociente & puesto que, multiplicado por el di-
visor labe, produce el dividendo 2"a"b"c.

Pero la letra ¢ no aparece en dicho cociente. Y como hay ocasio-
nes en que conviene conservar la huella, por decirlo asi, de las le-
tras que de ese modo desaparecen, .s cumple hasta para las letras
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f«). ™ co.

Volviendo & hacer la division, tendrémos

2820/
7a08--=4a’- ‘6*-V -*=4a*6"

donde aparece ya la ¢ con el exponente 0.

ctivamante e~ —a , seg-un la reg-la de la division para expo-

nentes iguales de letra comdn.

Pero am 1 porque 1es el cociente de toda cantidad partida por
N

i misma.
Y como dos cosas iguales &4 una tercera son iguales entre si,

y 1, que son respectivamente iguales & seran iguales entre si

esto es, (fz=.1,
Generalicemos las ideas, y supongamos que se trata de di-

K.
por «V, dbien,” | cuyo cociente es«.-., «egun la regla

vidir A
sabida.
mam%@ﬁqen ocLirrir tres casos,segup gue M3ed Mendr Muale

,comotorconiiSor|rnann A
pretiotrj*ormolL T r* *» A
AN 04 en el divisor mayor exponento q A
« ; ‘reltvn« ™ { [0 amgs da(%lo de los exponentes
«, 71.), el exponen e negativo carece e sentido.
Anonnax saca

Estudiemos, no obstante, el partido que el

an
a» = ani-n=ayini+d am-m-d
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Pero an a™ ah a' xl 1
a» ~ ~ a™xa*! a™XalJ*“ ‘'av-*

Y como dos cosas iguales & iiua tercera son iguales entre si,

que son respectivamente iguales A -~, son iguales en-

tre si , esto es, a<*= "
Lo que nos dice que: ioda cantidad con expoliente negatim es igual
al cociente de la unidad por la misma cantidad con el mismo exponen-
te., pero positiDo.
05'. De lo expuesto se deducen las consecuencias siguientes:
1. * Toda cantidad con exponentepositivo es igual al cociente de la
unidadpor la misma cantidad con el mismo exponente, pero negativo.
En efecto : si multiplicamos los dos miembros de la igualdad

1
a-N = por el denominador a*, tendrémos a~* X = 1,y di-

vidiendo los dos miembros de ésta por , resulta por ultimo

a-d

2. ' Todo monomio fraccionario puede'transformarse en otro de

\
forma entera con exponente negativo; puesto que — —a-*",

3. ” Y recij*rocamente, iodo monomio con exponente negativopue~
de transformarse en otro deforma fraccionaria con exponenteposi-

. 1
tivo ; puesto que a~" = -p-.

4, “ Todofactor del numerador de un quebrado sepuede trasladar
al denominador, y al contrario, mudando el signo & su expouente.

N ¢ Ay 1 *k
Porﬂue-g‘-bi = a—6r-xf-jr= aC;br_x rf-"=

1
y porque-~A=-73~MN Xb* = -3/2X b-W
y por consiguiente también se verifica: 9% = abc~Nd-h, y la

reciproca.
5* Hay que ampliar la idea de semejantes (5). Ahora
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son tagnbién, por ojeinplo, térmiiioa semejantes

M . Las cantidades algebraicas con exponentes negativos

Sesnman: escribiendo las unas & continuacion de las otras con
los sjnos que tengan , y reduciendo después términos semejantes:

Se restan: escribiendo el minuendo, y & su continuacion el sus-
U-aendo con signos contrarios , reduciendo después términos seme-
jantes ;

Se multiplican: escribiendo las letras diferentes las unas al lado
de las otras en el producto , y en cuanto a las letras iguales, basta
escribir una sola con un exponente igual a la suma algebréicade los
cxponeates de los factores . ora sean ambos negativos, ora sea uno
positivo y otro negativo , siguiendo la regla general respecto de sig-
nos y coeficientes;

Se dimden: iudieando el cociente , si las letras son desiguales
escribiendo en el numerador las del dividendo , y en el denomina-
dor las del divisor. Pero si las letras son iguales , se verifica el co-
ciente , escribiendo una sola con lui exponente igual & la diferencia
algebréica del exponente del dividendo ménos el del divisor, ya sean
ambos negativos , ya sea uno positivo y otro negativo;

Se elevan apotencias ; multiplicando el exponento de la cantidad
por el de la potencia, siguiendo la regla de los signos (i«} , pue«
también aqui puede suceder que el exponente de la cantidad y el de
la potencia sean ambos negativos, ¢ bien uno positivo y otro ne%a-
tivo ;

Sufren la extraccion desus raices: dividiendo el exponente de la
cantidad por el indice de la raiz.

"Escolio. Esta extraccion de raices ni se intenta siquiera, si el in-
dice de la raiz no es divisor del exponente de la cantidad.

Escolio 2.* Los exponentes negativos considerados hasta aqui
son numeros enteros.

«i>. Al darla regla para extraer raices de un grado cualquiera
de los monomios, hemos dicho, entre otras cosas, que se dividen los
exponentes de las letraspor el indice del radical (3-1).

Miéntras no hemos considerado otros casos que aquellos en los
cuales el indice del radical eradivisor de los exponentes de las letras,
no hemos tampoco conocido otros exponentes que ndmeros enteros
y positivos. Pero, si queremos que esa regla se cumpla, aunque el
indice no sea divisor del exponente de la letra, como en el caso de

Va®=a , porejemplo, nos encontramos con una nueva forma de
Si exponenU fraccionario. Que ademas de fraccionario
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podria ser iiog*ativo, si la cantidad siibradical tuviese expoueiite iie -

gativo , como en el siguiente ejemplo
(HjiL

Y en general '“a=ttnm_ n

Donde : si  es divisor de m la raiz sera exacta;

Sin=m la raiz serd «==i;

Si por dltimo n no es divisor de m, se obtiene el expouente

I m
fraccionario, positivo 0 negativo , de la formaa .

Ya conocemos su presencia y su origen. Y el Algebra saca par-
tido do él para simplificar el calculo de las cantidades irracionales,
presentandolas con exponentes fraccionarios , positivos 6 nega-
tivos.

De suerte que, ¢odacantidad con capénentefraccionario, positivo
0 negativo, expresa la rain, del grado, gne indica s% denominador,
de la misma cantidad elevada & la potencia que diga el numerador.

Asi a =Va;a® ¢ ~r=v ax h X

Corolario, Todo monomio irracional puede presentarse como ra-

I
cional, y al contrario, sirviéndonos del mismo ejemplo \/~a= a~*

m

m
Las expresiones a* , a~", @™ y a " son respectivamente equi-
n

valentes & estas otras 1, y , Y pueden tomarse

unas por otras , segun las circunstancias aconsejen.

TO. Las convenciones establecidas en Algebra para las seis ope-
raciones fundamentales, son generales € independientes de la forma
de los datos.

Por consiguiente, las cantidades algebraicas con exponentesfrac-
cionarios , positivos 6 negativos , se suman escribiendo unas & con-
tinuacion de otras con los signos que tuvieren :

Se restan unas de otras escribiendo el minuendo, y 4 su conti-
nuacion el sustraendo con signos contrarios;

Se multiplican las letras comunes 06 iguales , sumando algebrai-
camente los exponentes que tengan, y las desiguales se escril)eu
unas a continuacion de otras con sus respectivos exponentes;
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dmdeli una por otra , poniendo & las letras io-nales en el co

de la "' diferencia alg-ebraica del expoliente

£ £ z:,T ::,T :t.zz "'
Y sufren, la eoitracciooi de raices, dividiendo el exponente de la
cantidad por el indice de la raiz.
que por Ja Indole misma de la eleva-
cién a potencias fuerony debieron ser en un principio enteros y po-
sitivos los hemos considerado después enterosy neg-ativos y”ulti-

iZrT 1 1r T T y negativos sin alterar en nida las
e las del calculo Y es tal el cardcter de generalizacion del Alof-

4 " ? >eBlas son aplicables & los exponentes inconmenw,ra-
«ey, porque lo son & las fracciones que los representany que se apro
extension, alos exponeos imagi-

De las expresiones imaginarias.

__Ti.  Yahemos manifestado el concepto que tenemos de las expre-
Uiones imaginarias

Las expresiones imaginarias pueden ser de 2. 4.“, 6.", etc. era-
do : nosotros, sm embarg*o, s6lo nos ociiparémos en las de 2 a
cuya forma pueden reducirse las demas.

Y forma es unas vecesja de un producto indicado de una
parte real por la imag-inaria \/-1, y otras la de la raiz ctiadrada de
una cantidad neg'ativa.

La transformacion de una en otra es tan facil, como verémos,
lecordando lo sentado en el nimero 54 y siguientes.

En efecto :

ax 1=V a* X \/— 1= \i~ha®x—1=\ [ A

16a*= \/I6a*X—1=\/I~*x V—1=4ax\/".

Estos ejemplos, aunque sencillos, son, no obstante, suficientes
para avisarnos que el célculo de las expresiones imaginarias esta
comprendido, sabiendo el que dejamos explicado relativo & las can-
tidades radicales, que llamarémos por oposicién reales, combinadas
con \j—1, 0 sea con la raiz cuadrada imagrinaria de la unidad.

7~. Adicion. Las expresiones imaginarias, sean monomias 0

polinomias, se suman QQVNQ\HQQRWMQWa0B los unos & conti-
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niiacion de los otros, con los sig'iios que teng-an, haciendo después
la reduccion de términos semejantes, si los hay.

La suma de una cantidad real y una expresion imaginaria, es
siempre imaginaria; porque si tuviésemos a h- = 6, y rcsta-
sémos a de los dos miembros de la igualdad, tendriamos \/— 1=1)—;
es decir, que la diferencia de dos cantidades reales es igual & una
expresion imaginaria, lo que es un absurdo.

Y puesto que (a+ V— {a—\/—b) — 23, dirémos :

La suma de dos expresiones imaginarias conjvgadas es una can-
tidad real.

53. SUsTRACCION Las expresiones imaginarias. sean onono-
mias Opolinomias, se restan unas de otras escribiendo el minuen-
do , y & su continuacion el sustraendo con signos contrarios, hacien-
do después la reduccion de términos semejantes, si los hay.

La diferencia de una cantidad real y una expresion imaginaria

es siempre imaginaria; porque si tuviésemos VA —1—a= by resta-
semos algebraicamente — de los dos miembros rie la igualdad, que

es lo mismo que agregarles <f-a, tendriamos V—1= aHb; oa de-

cir, que la suma de dos cantidades reales es igual & una expresion
imaginaria, lo que es un absurdo.

Y puesto que {a-\~V~b)~{a.~~V") = 2\/LJj, dirémos :

La diferencia de dos expresiones imaginarias conjugadas es una
expresion imaginaria.
5B. Multiplicacion. Las expresiones imaginarias monomias
se multiplican, multiplicando el producto de sus factores reales por
la unidad negativa.

\/—ax\/—b=\/a XVI—1x\/ b xV ~\={\/ a xV h)x(vr—i)*
—Vabx —1= —Vai).

Advirtiendo que s6lo hemos considerado los signos superiores, 6
positivos, del doble signo =ir que tienen los radicales reales. Bn
cuanto & las expresiones imaginarias, su producto habia de ser uni-
co éigual H— 1, porque se trataba del cuadrado de V.

Volviendo sobre nuestro asunto, si las expiresiones imaginarias
que se han de multiplicar, son polinomias, so siguen las reglas es-

tablecidas para las cantidades reales.
15



Y puesto que (a+ V/:Z6)x(a- \/-fc) = . dirémos :

El producto de dos expresiones imaginarias conjugadlas es una
cantidad real.
Ti». Division. Una ea>pfesio% imaginaria mononiia se divide por
o ra, dividiendo el factor real de la primera por el de la segunda.

V—a”™ \/ a x\/—1_ \z"
\[—6 \/ h x\/" V"5

M X ffijiig- son expresiones imaginarias poUnomias, se siguen
las leglas establecidas para las cantidades reales.

Ypuestoq ,PA"~"-(g:+M-fe)xU +V 'M) _an+2aV'-b-b
a-\/-6 (a-\/_i,)x(a+V'-b) -0

a—O0, 2a .
dirémos :

El cociente de una imaginaria conjugada por otra es imac-i-
nano.

9«. Elevacién a potencias. Una expresion imaginaria mono-
mia se eleva & una potencia cualquiera elevando la parte real v
multando el resultado por la potencia del mismo grado

de V—1
(V—a)°=(v/ia x \I™)“=(\ir)"x{VIr)".

Las potencias sucesivas de V/*i, poniendo el exponente 1 por
analogia & la primera expresidn, son las siguientes :

(V") 2 s VI-T
(vIi:N)“=(v/_i7x \/-\ =-ix-/[-i==_y"'_i'
(V1) = (VD> x(vi-Dy=_ i = hi
(VI— D=i(vZ—11x \f—\ =+ |y vi-i= \/~1.
(V—2Y =(\V/—1)*X(\ "M\ )EF=+ F — 1= 1
(vi-iy=(vIrrx (M T)N==feigx - .
V=)= (V=D*X(A-=1)EzmiX . g

(\=1)=(v/I—I)Xx \I™ =41 X yna-=
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Y asi sucesivamente irian repitiéndose' las cuatro expresiones
primeras \/"*, —1, /" Ty + 1

Si la expresion imaginaria es polinomia , se eleva al cuadrado
siguiendo las reglas dadas para las cantidades reales.

JY. Extraccién de raices. La raiz de cualquier grado de una
expresion imaginaria monomia se extrae™ extrayendo la de su
parte real y multiplicando el resultado por la r*iz del mismo grado
de \/—1

A V1 Vi

Si,por liltimo, la expresion imaginaria es polinomia, se extrae
su raiz cuadrada siguiendo las reglas dadas para las cantidades
reales.

Escolio 1.° Las imaginarias simples, como avV—1 vy —1,
dan siempre resultados imaginarios en la adicion, sustraccion y ex-
traccion de raices ; reales en la multiplicacion y divisién, y reales 6
imaginarios en la elevacion & potencias. -

Las imaginarias unidas & una cantidad real, como a*h \j—1
g C'\"d\/—1, dan resultados de la misma forma, en general, en
la adicion, sustraccion, multiplicacién y division.
M
Escolio 2® Puesto que (= ay”\, también sera a

V-a X Vi

El valor real y positivo de V a es lo que se llama valor ahsolulo
del radical; y se llama valores algebraicos & las expresiones que
se obtienen multiplicando el valor ahsolxUo por las distintas raices
reales 6 imaginarias de la unidad.

Escolio 3.° Entendiendo por modulo de una expresion imagi-
naria , el valor absoluto de la raiz cuadrada de su producto por la
imaginaria conjugada, es evidente que, si el médulo es Q, la ex-
presidon imaginaria también lo sera, y reciprocamente.

Si un producto de factores imaginarios es 0, uno por lo mé-
nos de dichos factores sera 0.

Sea la dltima linea de esta teoria un recuerdo de gratitud al se-
fior Rey y Heredia, que derramo sobre ella la luz inextinguible de
su talento.
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CAPITULO HIL.

Vai*Sas ciic.siioiie« iicccaWas al coiiociinSciito
<lel ALATIEBHA.

REDUCCION DE QUEBRADOS DECIMALES A ORDINARIOS.

ys. En este capitulo vamos & ocuparnos en ciertas cuestiones
gue de propdsito no hemos tratado en Aritmiitica, porque tene-
mos la opinion de que aquellas que, por ser méas elevadas y tener
cierto caracter de generalidad , exigen la notacion algebraica , de-
ben ser tratadas aqui, como si dijéramos, en la Aritmética superior.

Alli nos ocupamos en la reduccion de los quebrados ordinarios &
decimales.

Aqui vamos & encabezar este capitulo, tratando de la reduccion
de quebrados decimales & ordinarios.

Y como los quebrados decimales pueden ser de un namero limi-
tado de cifras, 6 de un nimero ilimitado de cifras, por eso esta cues-
tion consta de despartes:

1* Hallar el quebrado ordinario eg’uivalente anng*uehrado
decimal de un numero limitado de cifras.

Esta cuestién es tan sencilla que basta su enunciado para com-
prenderla.

En efecto , ¢de qué se trata? De escribir con denominador un
guebrado dado sin denominador. Y este denominador , ¢ qué va & in-
dicar? La unidad fraccionaria & que se refiera el nuevo quebrado. Y
¢como expresa eso el quebrado dado sin denominador? Por el nime-
ro de lugares que ocupa ala derecha de la coma, expresa si son dé-
cimas , centésimas, milésimas, etc.

Pero la décima, centésima , milésima, etc., se expresa por
1 i
.100 1000 -

Luego, el numerador del quebrado ordinario equivalente & otro
decimal, de un numero limitado de cifras, sera igual & éste, sin
coma, y como si fuere un entero , y el denominador se compondra de
la unidad seguida de tantos ceros como cifras fraccionarias tuviere
el decimal. Y segln que éste tenga, 0 no, enteros, el ordinario
equivalente sera impropio 6 propio.
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asii 3.4=4%2,007 = F%p03 |, - 1000

Esta primera parte ha sido ya tratada en Aritmetica (S30),
pero nosotros queriamos presentarla unida & la 2.": y como ésta no
debe ser tratada en Aritmética, por, eso repetimos la primera en
este lugar. e .

$0. gz." IMIlar el quebrado ordiiiario egmvalente am gueora-
do decimal de un ndmero ilimitado de cifras.

Esta 2/ parte se descompone en dos casos , segun que la fraccién
decimal de un namero ilimitado de cifras sea periddica pura , 6 pe-
riodica mixta. » ) o

«1. Casol.° Seala fraccion decimal periddica pura general

a,ahahah........ . — . -
Si representamos por x el quebrado ordinario equivalente a dicha

fraccion, tendrémos

X'= 0,ab ab ab.

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad por la unidad
seguida de tantos ceros como cifras tenga el periodo (que ahora sera

por 100), resulta
100x= ab,abab abab

Restando miembro @ miembro estas igualdades, la primera de la
segunda , y considerando que un numero ilimitado de periodos se
destruye con un numero ilimitado de periodos iguales y de signos
contrarios, nos dara

09 X= ab.

Y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 99, tendré-
mos, por ultimo

ab
X_ Idl

Lo que nos dice en lenguaje vulgar, que el quebrado ordinario
equiDalente & una fraccién decimal periddica pura se compone de el
periodo por numerador, y por denominador tantos nueces como cifras
tenga elperiodo.

Asi: 0,666.....= -g- =~
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Si la fraccién decimal tuviere enteros, se escriben delante del
quebrado ordinario, después de simplificado éste, y formando un
ndmero mixto.

Asi ; 4,6666....... =4

Sii. Cciio 2.° ‘étz.Xz.fraccién decimal'periédica miaria genera}
0, a be he be be.......
Si representamos por x el quebrado ordinario equivalente a dicha
fraccion, tendrémos

x=0,a QCChe be.

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad por la unidad
seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte no periddica (que
ahora sera por 10), resulta

10x=a, be bebe.

Y poniendo 58 en vez de la parte periddica he he he.......segin

acabamos de explicar anteriormente, la igualdad tomara la forma
nueva de

bc
IOx = a-f- "E

Ahora bien, para reducir a quebrado el nimero mixto que hay
en el segundo miembro, se multiplicara el entero a por 99 y al pro -
ducto se agregara el numerador he. Y también podriamos multiplicar
el entero «por 100, contal que del producto restemos una a. Pero
el producto de a por 100 termina en dos ceros , y al sumar el nume-
rador con este producto , las cifras he ocuparian el lugar de los ceros,
y restando de esto el entero a, el resultado seré el numerador.

Obien, @X 9 4- be= [aX 100 —a} 4-be= @0O—a) |- be=

Vabe/—a= abe—a.

De suerte que, reducido & quebrado el nimero mixto del segun-
do miembro, la igualdad puede tomar la forma de

abe —a

10x = 9
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Y dividiendo , finalmente, loa dos miembros de k igualdad por
10, el primero se convierte en g , y el segundo queda dividido sin
més que multiplicar por 10 el denominador (Arit. 0 6 , 2.*).

adbe—a
Luego, X =

Lo que nos dice en lenguaje vulgar que el quebrado ordina/rio
equivalente d una fraccién decimal periddica mixta tiene por nume-
rador laparte noperiodica seguida del periodo , formando un solo
nimero , ménos laparte noperiodica ,ypor denominador el nimero
formado por tantos nueves como cifras tenga el periodo seguidos de
tantos ceros como cifras tenga la parte noperiddica.

) 48—4 M4 2
Asi;  04282828...., gy @O © 495

Si la fraccion decimal tuviere enteros se escriben delante del
quebrado ordinario , después de simplificado éste, y formando un
ndmero mixto.

TEORIA DE LOS DIFERENTES SISTEMIAS DE NUVERACION

3. A las palabras con que damos principio & este capitulo afia-
dirémos éstas.

Las materias contenidas en este capitulo no han podido tratarse
antes de saber los alumnos el capitulo 1. Y, por otra parte , desea-
mos que éstos lleguen & la teoria de las ecuaciones con la mayor
suma de ideas posible : este es, pues, su lugar.

fié. Presentarémos descompuesta en tres partes la teoria en que
vamos & ocuparnos. En laprimera explicarémos cémo puede escri-
birse un ndmero entero en un sistema cualquiera de numeracion.
En la segunda ensefiarémos la manera de traducir, 0 pasar al siste-
ma decimal un nimero entero que esté escrito en diferente sistema
del nuestro. Y en la tercera pondrémos ejemplos de las primeras
operaciones verificadas sobre nimeros escritos en un sistema de nu-
meracion cualquiera, pero distinto del decimal, para lo cual basta
tener presente la ley que existe entre las unidades de los diferentes
ordenes, afin de convertir unidades de un 6rden cualquiera en uni-
dades de 6rden inmediato superior 0 inferior.

Se llama base (del griego fundamento , apoyo) de un sis e
ma de numeracién, al nimero de unidades de un 6rden cua quiera
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gue se necesita para componer una unidad del 6rden inmediato su-
perior. Y este nimero de unidades es siempre igual al de cifras que
en cada sistema se emplea.

Es comln atodos los sistemas de numeracion el principio con-
vencional en virtud del cual una cifra colocada ala izquierda de otra
representa unidades del 6rden inmediato superior.

'El cero es necesario kXouo , es decir, es indispensable
una cifra , désela el nombre y forma que se quiera, que llene estas
dos funciones ; indicar la carencia de unidades del lugar que ocupa,
y dar & las cifras de su izquierda la colocacion correspondiente.

El sistema mas sencillo es el binario, cuyas cifras son 1y O.

Sigue el ternario........ccccooevveieieicineee conl, 2y Q.
—  CUALErNAriO.....cccveieeece e conl,?2, 3y0.
~  QUINAITO.ciece e con1,2,3,4y0.

Y asi sucesivamente. Pero si el sistema exige mas cifras que el
nuestro se le dan las letras que necesite. Asi, por ejemplo, enei sis-
tema duodecimal el nUmero diez se representa por la letra v el
once por i.

Hr*,  Esto sentado , ocupémonos ya en ifLprimeraparte, 6 lo que
es lo mismo , dado un ndmero escrito en el sistema decimal, tradu-
cirle , por decirlo asi, & otro sistema cualquiera.

Sea , por ejemplo , el nimero .528, y vamos & escribirle en el
sistema quinario, cuya base es cinco.

En el sistema quinario se necesitan cinco unidades de primer
orden para componer una de segundo : luego tantas veces como el
namero 5 esté contenido en el nimero propuesto , tantas unidades
de segundo érden contendra en el sistema quinario, y el resto serén
unidades de primero.

Cinco unidades de 2.“ érden componen una de 3." : luego tantas
veces como el nimero 5esté contenido en el nimero de unidades de
2.” 0rden, tantas unidades de 3.* contendra el nimero jpropuesto, v
el resto seran unidades de 2.”; y asi sucesivamente.

Disposicion de la operacion :

528 i 5
| q 105
Dolcrerdon........ D032 ) ; 27
o A" De 4%
Resultado :

528 en el sistema decimal=4103 en el sistema quinario.
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OBSERVACIONES.

1. * Este nimero 4103 escrito en el sistema quinario no se sabe
leer més que de este modo: 3 unidades de primer 6rdeii, 0 de segun-
do, 1 detercero y 4 de cuarto. Y lo mismo sucede con cualquier nu-
mero escrito en un sistema distinto del decimal.

2.  ® Como el cociente de la tercera division es 4, ndmero menor
que la base 5, claro es que no podia haber unidades de quinto 6rdeii,
esto es, que el érden superior en este ejemplo es el

y en general, como en un sistema de numeracion cuya base es
d, Junidades de primer érden componen una de segundo , y | uni-
dades de segundo componen una de tercero, y asi sucesivamente, es
claro, que si se quiere reducir & un sistema cualquiera un nimero
dado en el decimal, s&divide éstepor la base del otro sistema, escri-
taen el decimal; el resto serdn las unidades de primer 6rden en el
nuevo sistema. Se divide el cociente por la misma base; el resto se-
ran las unidades de segundo 6rden\ el segundo cociente se divide
por la base; el resto seran las unidades de tercer Orden; y asi se
continlia hasta obtener un cociente menor que la base , y que serd la
cifra de unidades del érden superior en el nuevo sistema.

IiG. Aparte del procedimiento anterior, cuya exactitud nada
deja que desear , vamos a explicar la posibilidad de escribir nime-
ros en un sistema cualquiera , por ejemplo , en el quinario ; no obs-
tante que las consideraciones que hagamos son aplicables & todos
los demas sistemas.

Eas cifras en el sistema quinarioson 0, 1,2, 3, 4.

Los cuatro primeros ndmeros se escriben, pues, en el sistema
quinario lo mismo que en el decimal.

Agregando una unidad & cuatro, se forma el nimero cinco, 6 sea
una unidad de segundo 6rden que , segln el principio convencional
establecido, se escribira asi : 10.

Colocando sucesivamente cada una de las cinco cifras del sistema
quinario , en el primero y segundo lugar se formaran todos los nu-
meros que haya hasta llegar al compuesto de 4 unidades de primer
orden y 4 de segundo , que se escribe 44 , y se lee como acabamos
de decir.

Agregando a éste una unidad , tendriamos un nimero compues-
to de 5 unidades de primer érden y 4 de segundo ; pero como 5
unidades de primer 6rden componen 1 de segundo, estaria mejor di-
cho 0 de primer 6rden y 5 de segundo; y como 5 de segundo com-
ponen 1 de tercero , como debiera decirse seria: 1 unidad de tercer
orden , 0 de segundo, y 0 de primero, que se escribe asi: 100.
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Mas aun: como el nimero 44 vale 24 unidades de primer érdeu,
el nimero 25 es el que en el sistema quinario se escribe asi: 100.

De suerte que la base 5 se escribe como la nuestra, 10, y el
cuadrado de la base 5, como el cuadrado de la nuestra, 100.

Colocando sucesivamente cada una de las cinco cifras del siste-
ma quinario en el primero, segundo y tercer lugar, se formaran
todos los nimeros que haya hasta llegar al compuesto de 4 unidades
de primer oOrdeu , 4 de segundo y 4 de tercero, que se escribe asi:
444 |y se lee como acabamos de decir.

También podemos decir que este nimero vale veinticuatro uni-
dades de segundo 6rdeny cuatro de primero , 6 sean ciento veinti-
cuatro unidades de primer érden.

Agregando deste una unidad se obtiene un nimero compuesto
de ciento veinticinco unidades, que es el cubo de cinco. Y repitiendo
el razonamiento anterior, apareceria el nuevo nimero compuesto de
lunidad de cuarto 6rden, O detercero, O de segundo y O de prime-
ro, que se escribe asi: 1000.

También el cubo de la base 5 del sistema quinario se escribe
como el cubo de la base 10 de nuestro sistema decimal, 1000.

Repitiendo estas consideraciones cuantas veces se quiera, y en
cuantos sistemas se quiera, quedan probadas dos conclusiones :

1. * Que pueden escribirse nimeros en el sistema que se quiera,
distinto del decimal, & partir del binario : lo que no se sabe es leer-
los més que del modo indicado.

2. “ Que en todos los sistemas, sin excepcion, las bases y sus po-
tencias semejantes se escriben de la misma manera que 10 y las res-
pectivas potencias de 10 : lo que varia de un sistema & otro son los
valores relativos.

Si. Vamos a tratar de la segunda parle, 6 sea de reducir
al sistema decimal un ndmero entero escrito en un sistema cual-
quiera.

Sea, en general, el numero..... onmiedea escrito en el sistema
cuya base es 0 ; representando por a, c, d, e, i, etc., las unidades
de 1., 2., 3.%,4.", 5.7, etc., oOrden.

Pero en virtud del principio convencional, y fundamental & la
vez de todo sistema de numeracion, la cifra ¢ expresa unidades h
veces mayores que si estuviese sola ; luego su valor relativo es igual
& ¢ multiplicado por h, que puede indicarse (*5, 4® asi ; ch. Porla
misma consideracion la cifra d expresa unidades h veces mayores
que c ; luego su valor relativo es igual & d multiplicado por h, mul-
tiplicado otra vez pora, 6 bien, X & X 0 sea (fi® Repitiendo la
misma consideracion cuantas veces sea necesario, se explica de la
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misma manera que iV', mV', ii8® dP.....son las expresiones de
los valores relativos de las cifras e, i, m, n, o.....

Luego el nimero N escrito en el sistema de numeracion cuya

base es i , y que tiene por cifras ¢, d, e, i, fi, o..... se presta
a la transformacion siguiente :

N= a-f-cb 4- fé*+ eb’-t- ;o* mab®-I-rb®-hob’-h ....

Luego dando ala base ;y alas cifrassi, c, d, e, i, n, o
valores particulares, y efectuando en el sistema decimal las opera-
ciones indicadas en la expresion anterior, se tendra el nimero co-
rrespondiente & esos valores particulares expresado en el sistema
decimal.

Sea, por via de comprobacidn, reducir al sistema decimal el na-
mero 4103 dado en el sistema quinario.

Disposicion de la operacién :

XL 3x1 = 3
OX5 oo, 0x5= 0
IX5* e, Ix 5= 25
AXS5® ..occovevviiineeeiis 4X 125= 500

528 en el decimal,
segun ya sabiamos.

Luego, regla : Para reducir avVdecimal un nimero escrito en un
sistema cualquiera se multiplica la cifra de las unidades de primer
orden por 1,

La de 2.” por la base del sistema en que se da escrito,

La de 3®por el cuadrado de dichabase,

La de 4. por el cubo de la misma ; y asi se continla, y hacien-
do todas estas operaciones en el sistema decimal, la suma de dichos
productos dara el nimero que se desea en el sistema decimal.

CoKOLAiiio. Para reducir un numero de un sistema & otro, dis-
tintos ambos del decimal, se pasa primeramente al decimal, y des-
pués se pasa del decimal al que se quiera.

fifi. Terceraparte: Operaciones.

N
1* Varaos & sumar los nimeros supuestos en el sistcma %%
euya base es 6,y sus cifras 0, 1, 2, 3,4, 5 B2

12244

Teniendo muy presente la ley que existe entre las unidades de
diferentes oOrdenes, en cada sistema, dirémos:5y 3, 8,y 2, 10
unidades de primer 6rden, que componen 1 de segando y 4 de
primero.

1 de segundo, procedente de la suma de las de primero y 4, 5;
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y 0, 5;y 5, 10unidades de segundo érden, que componen 1de ter-
cero y 4 de segundo.

1 de tercero procedente de la suma de los Ordenes inferiores
yO0,l;y4,5;y3,8 unidades de tercer 6rdcn. que componen 1
de cuarto y 2 de tercero.

1 de cuarto procedente de la suma de los érdenes inferioresy 1, 2;
y 2, 4 ;y 4, 8unidades de cuarto 6rdeu, que componen 1de quinto
y 2 de cuarto.

La suma es, pues, un numero que constade 1 unidad de quinto
orden, mas 2 de cuarto, mas 2 de tercero, mas 4 de segundo, mas 4
de primero.

2. Vamos & restar un njimoro de otro, suguestos en el sistc-( 1232
ma cuya base es 4, y sus cifras 0, 1, 2, 3..ccceiiveivevneinnnn | 133

1033

Como la primera cifra de la derecha del minuendo es menor que
su correspondiente del sustraendo, se hace sufrir al minuendo la
transformacién oportuna para que aparezca compuesto de este
modo :

1 unidad de cuarto 6rden, méas 1 de tercero, mas 6 de segundo,
méas 6 de primero, y dirémos :

De3 4 6, van 3:de 346, van3:de 1 41, va0:de nada
al val

El resto es, pues, un nimero que consta de 1 unidad de cuarto
6rden, mas 0 de tercero, mas 3 de segundo, méas 3 de primero.

3* Multipliqguemos estos dos nimeros supuestos en el sis- 9ab

lema duodecimal, cuya base es 12.y sus cifras 0, 1, 2, 3
“, 5, 6, 7,8,9, a, b:arepresentaa U,y b la cifra 11) 67??4945
679145

Dirémos : ¢ multiplicado por 7, son 77 ; que hacen 5 unidades
de primer 6rden, y 6 de segundo :

apor7,son 70,y 6,76 ; que componen 4 unidades de segun-
do 6rden, y 6 de tercero :

9 por 7, son 63, y 6, 69 ; que componen 9 unidades de tercer
orden, y 5 de cuarto.

Ahora : hpor 8, son 88 ; que hacen 4 unidades de primer dérdeu
(que se ponen debajo de las unidades de tercer 6rden, porque hay

i Mi: un cero en el multiplicador entre el 7y el 8), y 7 de segundo.

a por 8, son80, y7, 87; que hacen 3 unidades de segundo 6r-
den, y 7 de tercero.

9 por8,son72,y7,79;que hacen 7 unidades de tercer érden,
y 6 de cuarto.
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Ahora se sumanlos dos productos parciales, diciendo: 5; 4;
9y 4, 13; es decir, 1de tercero, y 1de cuarto : 1 de cuarto érdeii
procedente de las sumas de 6rdenes inferioresy5,6;y 3, 9;7;G.

4/ Dividamos un namero por otro, supuestos en el  G791.4.5.
sistema duodecimal, cuy:f baso 0s 12,py sus cifras 5945 2'?)/7)
0,12 34,5 G789, a, i): representando a 0
lacifra 10, y 0la 1l ..o,

Se separan por un punto las cuatro primeras de la izquierda, se
dividen por el divisor, y multiplicando éste por el cociente 8, se res-
ta el producto del dividendo parcial, diciendo : h por 8, 88, que son
7 de segundo y 4 de primero.

Si se escribiese 4 debajo del 1 para restar, habria que afadir
mentalmente 12 {pues que 12 es la dase) al 1, con lo que queda con -
vertido en 13, y diremos : de4 4 13, van 9.

ijporS, 80,y 7 del producto anterior, son 87, 6 bien 7 de terce-
ro y 3 de segundo.

Escribiendo el 3 debajo del 9 para restar, dirémos : do 3 & 8,
van 5.

9 por 8, 72,y 7 del producto anterior, son 79, que componen G
de cuarto y 7 de tercero.

Escribiendo estas dos cifras 6y 7 debajo del 6y 7 del dividendo
parcial, diriamos, de7a7va0;yde 6 & G, va 0, que no se ponen
a la izquierda.

El principiante puede formar el producto del divisor por 8, es-
cribirlo debajo del dividendo parcial, y efectuar la sustraccion, como
se ha hecho dos ejemplos antes.

A la derecha del resto se escribe la cifra siguiente 4 del dividen-
do. Y como ese dividendo parcial es menor que el divisor se pone 0,
en el cociente.

Se baja la ultima cifra del dividendo, se escribe el cociente par-
cial 7, y el producto del divisor por 7 se resta del dividendo parcial,
diciendo :

Omultiplicado por 7, son 77. 6bien, Gunidades de segundo Or-
deii y 5 de primero.

Escrito este 5, para restar, debajo de las unidades de primer 6r-
den del dividendo parcial, diremos, de 5a 5, va 0.

a por 7, son 70, y Gdel producto anterior, 76, 0 bien, 6 de ter-
cero y 4 de segundo.

Escrito el 4 debajo del 4, dirémos, de 4 & 4 va 0.

9 por 7, son 63, y 6 del producto anterior, G9, 6 bien, 5de
cuarto y 9 de tercero.
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r du-émos, finalmente, de 9 A9, va0;y de5a5, yaO, que no

se escnben, porque hay bastante con uno para significar la Lacti-

tud de la operacion, que por lo deméas habia de ser asi : puesto que

tratdndose de dividir el producto anterior por uno de su" faetorTs
claro es que el cociente habia de ser el otro factor

Escolio. Hemos e.xplicado cémo se pueden escribir nimeros, y

distinto?d“fnuesTro [

tratado* ""7'* ' Be difundid por Europa, los hombres ilustrados no
A celebrarlas ventajas que el sistema arabig-o.
6 indio 6 Uhraico, tenia sobre el griego'y el romano

quedrimll“ LT2LE A b R B 11
El ilustre Leibnitz penso sériamente en el sistema Unmio, que
no teniendo mas cifras que 0y 1, le permitia escribir todos los nu-

k uuLaT®“"“n y relativos de

Pero lo prolijo y penoso del sistema, que, para e.vpresar un na-
mero pequefio, como mil por ejemplo, necesita diez lugares, mién-

mero'n|'”A Bélo se necesitan cuatro, puesto que el nu-
mero 1000 se escribe en el sistema binario de este modo 1111101000
rersix°xXvnr' -bandonar su propdsito & principio”®

Alguno se ha ocupado en el duodecimal, que por cierto no ofrece
8tra venta&a que la de tener su Use 12 mas divisores que la tzge 10
el nuestro. D XV
Y si aguel hombre extraordinario, uno de los que mas han hon-
rado la inteligencia humana , vio la esterilidad de su invencion de la
Aritmética Imana, séanps permitido aventurar nuestra opinion
a’“rca de la vida que tendrd el sistema decimal de numerlion;
vida, en nuestro sentir, tan larga como la de la humanidad.

1000 i 2
0 500 12
0 250
0 1951 2
n62 2
U pj
1 1512

"1 Li

AN

= W
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Diferencias , equidiferencias , razones y proporciones.

Pheliminares. Los objetos, las cosas que existen en el
mundo fisico, considerados aisladamente y eu si mismos , son abso-
lutos: lio hay duda. Pero el hombre no puede tener idea del cuanto®
de la cantidad de esos objetos 6 cosas, sino comparandolos con otro
de la misma especie llamado unidad, que se elige arbitrariamente 6
es dado por la naturaleza, recibiendo el nombre de nimero la expre-
sion de esa comparacion (Arit. 5).

Pero si , haciendo caso omiso de la unidad, se comparan entre
si dos cantidades de una misma especie , lo cual equivale & compa-
rar los dos nimeros que las expresan , el resultado de esta compara-
cion es lo que se llama en Matematicas la razén de dos nimeros.

Y ahora podemos decir que ndmero es también la expresion de
la razon de una cantidad cualquiera con su unidad.

Dos son, en general, las maneras que hay de comparar una can-
tidad con itra: ora se pretenda saber cuanto la una excede a la otra;
ora se desee saber cuadntas veces la una contiene a la otra.

Asi, los nUmeros 32y 8 se prestan & estas dos comparaciones .

32-8=24; = 4
0

El resultado de la comparacion por sustraccion es 24; y el resul-
tado de la comparacion por division es 4.

Estas dos razones se distinguian antiguamente con los nombres
de razon aritmética y razon geométrica. Hoy se Illaman razon por
sustraccion, 6 simplemente diferencia; y razonpor cociente , 6 sim-
plemente razdn, porque casi siempre se comparan dos cantidades
en Matematicas por saber cuantas veces contiene la una a la otra.

Si los nimeros que se comparan son igiiales , el resultado de la
comparacion es necesariamente cero 0 la unidad, segiin que la com-
paracion sea por sustraccion o6 por division.

Si los nimeros que se comparan son desiguales, el resultado es
un tercer nimero , que expresa el exceso del uno sobre el otro , 6 el
namero de veces que el uno contiene al otro , segin que la compa-
racion sea por sustraccion ¢ por division.
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DIFERENCIAS.

ftO. Razon por diferencia, 6 simplemente diferencia de dos nd-

meros es el residuo indicado de dichos nimeros , el primero de los
cuales se llama antecedente,"* consecuente.

La diferencia de los numeros 15 y 12, por ejemplo, se escribe
asi: 15—12, y se lee 15es & 12.

Es evidente que , la diferencia de dos nimeros no se altera ana-
diendo 6 quitando un mismo ndmero al antecedente y consecuente.

Una diferencia es in'oersa de otra, cuando el consecuente y ante-
cedente de la primera, son antecedente y consecuente de la segunda.

Se llama diferencia compuesta la diferencia que resulta de sumar
ordenadamente dos 6 més diferencias; llamandose componente cada
una de éstas, que puede ser sustituida por otra igual, sin que la
compuesta sufra alteracion.

La suma de dos diferencias iguales es dupla de cada una de ellas.

Si tenemos 7—5y 10—8,17 — 13 es, en efecto, dupla de cada
una de las dos primeras.

La suma de dos diferencias inversas es cero.

Si tenemos 7—5y 5—7, 12—12 es, en efecto, igual & cero.

EQUIDIFERENCIA

™. eguidiferencia (palabra introducida por M. La-
croix), a la igualdad de dos diferencias.

Una equidiferencia entre los numeros 12, 9, 4y 4, por ejemplo,
seescribeasi:12—9::7—4, yselee asi: 12 es &4 9 como 7
es a4.

El primero y tercero se llaman antecedentes, el segundo y cuar-
to consecuentes, el primero y cuarto extremos, y el segundo y tercero
medios.

Silos medios de una equidiferencia son iguales, la equidiferen-
ciase llama continua , y el medio que se repite se llama medio dife-
rencia éntrelos otros dos términos.

Asi, 12—9 9 —6, es una equidiferencia continua, y 9 es
medio diferencial entre 12 y 6.

92. En toda equidiferencia la suma de los extremos es igual a la
de los medios; é igual al duplo del medio diferencial, si la equidi-
ferencia es continua.

En efecto : sea la equidiferencia general a—h :: c—d, 6 bien,
a—O0= c—d.
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Aiiadiendo & loa dos miembros de esta igiiialdad la expresion
;-f-¢ ,tomalaforma a—b h+d=c—¢i+ i+ y re-
duciendo toma esta final a -*d = ¢ 4-1i.

Si la equidiferencia es continua , por ejemplo, a—h\\b—c, 6
bien, a—b= b—c; se verificard , repitiendo el razonamiento an-
terior, que (i~®\-c= h-\-b, 6 sea, a-hc= 2b.

Reciprocamente. Si tenemos cuatro nimeros tales que la suma de
dos de ellos sea igual d la suma de los otros dos, esos cuatro nimeros
forman una equidiferencia® siendo los dosprimeros extremos 6 me-
dios, y los dos segundos medios 6 extremos.

Sea, por ejemplo, la igualdad a-\-d——c¢ b

Restando.de los dos miembros de esta igualdad la expresién b-\-d,
tomaréa la forma de «H-d—h—d— 0-* b—b—dig reduciendo,
toma esta otraa—¢=¢c —d , t bien,a—bv.c—d.

CoROLAUI0.  Uno de los extremos es igual 4 la suma de los medios
ménos el otro extremo.

En efecto : si tenemos 12 —9 1 7 — x, representando por x un

extremo desconocido , y aplicamos & esta equidiferencia la anterior
propiedad , resulta

12+ x--=9+ 7.
Y restando 12 de los dos miembros de esta igualdad, tendrémos :
12-i-x —12= 9+ 7—12, 6bien ,x = 9+ 7—12= 4

CoROLA-iiio 2® Uno de los medios es igual & la suma de los ex-
tremos ménos el otro medio.
En efecto : sitenemos 12 —9 :: & — 4, y aplicamos & esta equi-
diferencia la propiedad anterior, resulta 9+ 2= 12+ 4.
y restando 9de los dos miembros de esta igualdad , tendrémos :

9+ x—9= 12+ 4—9,0 bien, x= 12+ 4—9=7,

Corolario 3* Blmedio diferencial, en una equidiferencia con-
tinua, esigual & la semi-suma (mitad de la suma), de los extremos.
En efecto: si tenemos 12 — & :: @ — 6 , y aplicamos & esta equi-
diferencia la propiedad antes dicha , tendrémos; &#+ 2;=12 + 6, 0

bien , 2X— 12 + 6.
Y dividiéndolos dos miembros de esta igualdad por 2, coeficien-

12+ 6

= . _ N |
te de a?, resulta X1 Obien , X=. (/19+ 6).
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CoROLAKro 4." Pueden hacerse sufrir & los términos de una equi-
diferencia las transformaciones que se quiera, con tal que subsista
respecto de ellos el principio de que lasuma de ecoiremos sea igual a
la suma de medios.

RAZONES

»3. Razdn por cociente, 6 simplemente razou de dos nimeros,
es el cociente indicado del primero, llamado antecedente, por el se-
g'undo, llamado consecuente.

La razon de los nimeros 12y 3, por ejemplo, se escribe asi 12 : 3,
y se lee 12 es a 3.

Es evidente que la razén de dos nimeros no se altera multipli-
cando 6 dividiendo el antecedente y el consecuente por mi mismo
namero.

Una razén es inversa 0 reciproca de otra, cuando el consecuente
y antecedente de la primera son antecedente y consecuente de la
segunda.

Y se llaman también nimeros reciprocos aquéllos cuyo producto

. 4
es la unidad, como

Se llama raz6n compuesta la razdn que resulta de multiplicar or-
denadamente dos 6 mas razones ; llaméandose componente cada una
de éstas, que puede ser sustituida por otra igual, sin que la com-
puesta sufra alteracion.

El producto de dos razones iguales es el cuadrado de cada una
de ellas.

Sitenemos 12:3y 8:2, 96 : 6, 6 sea 16, es en efecto el cua-
drado de 4.

El producto de dos razones inversas 6 reciprocas es igual ala
unidad.

Si tenemos 12:3y 3: 12, 36: 36 es, en efecto, igual & la
unidad.

PROPCRCOIONES

01. Se llama proporcion a la igualdad de dos razones.

M\Me proporcién entre los nimeros 12, 3, 8y 2, por ejemplo, se
escribe asi, 12:3 8:2 y selee asi, 12es &3 como 8 es & 2.

El primero y tercero se llaman antecedentes” el segundo y cuar-
to consecuentes, el primero y cuarto extremos, y el segundo Yy ter-
cero medios.

Si los medios de una proporcion son iguales, la proporcion se
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llama contimia, j el medio que se repito se llama nedio proporcio-
nal entre los otros dos términos.

Asi, 12,6 6:3 es una proporcion continua, y 6 es medio pro-
porcional entre 12y 3.

También se escribe - 12:6 :3, y se llamasigno de proporcion
continua a este V7,

Y cada uno de los extremos se llama tercero proporcional respec-
to del medio proporcional y el otro extremo. Y en una proporcion

continua, cada término se llama cuarto proporcional de los
otros tres.

05. En toda proporcién se verifican las propiedades siguientes:
1™ EI producto de los extremos es igual al de los medios; é

i dX cuadrado del medioproporcional, si la proporcién es con-
inua.

En efecto: sea la proporcion general a-.h-.:c:d, que puesta
bajo la forma de igualdad de cocientes indicados, nos da

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la expresion
¢ X tendrémos

axbxd c_X6"Xrf
~d~~"

y efectuando las divisiones indicadas, resulta

axd = cxb.

Si la proporcién es continua, por ejemplo, a-.lv.hid, y se
pone bajo la forma de igualdad de cocientes indicados, tendrémos
N

t Repitiendo el razonamiento anterior, se verifica que

aXxXd~I>X 6 bien a X d="in.

Reciprocamente. Ei tenemos cuatro nimeros tales que el produc-
to de dos de ellos sea igual al producto de los otros dos, esos cuatro
namerosforman proporcion, siendo los dos primeros extremos 6 me-
dios, y los dos segundos medios 6 extremos.

Sea, por ejemplo, laigualdad a X d ~ ¢ Xh.

Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por la expresion

ax<g cxb

X d, tomara la formade " ' .y suprimiendo el factor

d comun & los dos téerminos del primer quebrado, y el 5 que lo es &



244

los dos del secundo, tomara esta otra =

grie, aeg'iin la or-
dinaria de las proporciones, serd ii :5:: c:
Corolario. Unextremo desconocido es igual al producto de lo

medios dividido por el extremo conocido. )
En efecto : siténemos 12:3 8: 'y aplicamos & esta propor-

cion la anterior propiedad, resulta
i2xx = 3x8,

Y dividimos los dos miembros de esta igualdad por 12, coeficiente

3x 8
de X, tendrémos x — X °-
Corolario 2. Un medio desconocido es igual al producto de los
extremos partido por el medio conocidb. )
En efecto : si tenemos 12 :3: a:: 2, y aplicamos & esta propor-
cién la propiedad anterior, tendrémos .

3xx = 12x2,

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 3, coeficiente

12x2
de &, resulta ge—

Corolario 3* EI medio proporcional, en una proporcion conti-
nua es igual & la raiz cuadrada del producto de los extremos.
En efecto : sitenemos 12 :~ ®i 3, y aplicamos & esta propor-
cion la propiedad antes dicha, tendrémos : g X &#— 12 X 3,

6 bien <= 12x 3

Y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de esta igual-
dad, resulta x==\/12x 3= 6.

Corolario 4.“ Un extremo desconocido (6 sea un tercero propor-
cional), en una proporcion continua, es igual al cuadrado del medio
proporcional partido por el extremo conocido.

Porque si tenemos 12:6;: 6:”, ya sabemos que se verifica

12X ® donde x

2

se llama alienar mponerlos medios por extremos y mce-versa, y se
llamainvertir; y poner la segunda razén por primera y ésta por se-

m Se pueden mudar de lugar los medios 6 los extremos, y esto



245
gunda, 6 sea permutar. Transformaciones licitas, porque después
de ellas subsiste la igualdad entre el producto de los extremos y el
délos medios, esto es, liay proporcion.

Asi, dela proporcion tz:5 c¢: se deducen :

a:c::b:d ] d:b::c:a 1 b:a.::d:c \ c:d::a,:b.

Si la proporcidn es sobre nimeros particulares , pueden hacerse
de la misma manera una, 6 dos, 6 las tres transformaciones an-
teriores :

12: 3 8:2.. ..... 4 8:2::12; 3. 421
12: 8, 3:2.. ..... % 8;12: 2: 3 T
3;12; 2:8.n. 1 2:8;: 3: 12 ~1r

. . 2
3: 212 8. am* 2 2:3:: 8: 12 3

3. * I/mproporcién no deja de serlo, aunque se multipliquen 6
se dividan por un mismo nimero todos sus términos 0 los antece-
dentes , los consecuentes, los dos primeros 0 los dos ultimos; pues-
to que , después de cualquiera de estas transformaciones , subsiste la
igualdad de ambas razones.

4. “ Sidos 6 més proporciones se multiplican 6 se dividen ordena-
damente, los productos 6 cocientes seran proporcionales.

Sean las proporciones amb> c:dy m\n S, que pondré-

) d c < r
raos bajo la forma de -y y

Y multiplicando ordenadamente estas dos igualdades, tendrémos

N 6 bien am : bn wcr : ds, con lo cual queda de-
bX n dxs

mostrada la primera parte de la proposicion.

Si ahora dividimos ordenadamente esta ultima por la primera,

. ., am hn cr. b ) )

por ejemplo, nos da--—- L-y— __&_._%s_, o'bien m :n 1 :s,
y queda demostrada la segunda parte.

5. Si cuatro nimeros 71 proporcionales, también lo serdn sus
potencias y raices de un mismo grado.

Sea la proporcion generala : b ¢ md, 6 bien bajo la forma de

. . d N
igualdad de cocientes
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Elevando los dos miembros de esta igualdad & la potencia w,
tendrémos ;

Y extrayendo la raiz del grado n de los dos miembros de la mis-

a n
ma igualdad , resulta

y.A . GtienVad Vb «VITm/de
AbhoTVd

6. ® jSilos antecedenUs de imaproporcion son it/nales, también lo
seran los consecuentes , y al contrario.
Porque cocientes iguales , con dividendo 6 divisor comun , tienen
iguales divisero dividendo.
7. “ Si dos proporciones tienen una razén comun, con las otras
dos razones se puede formar proporcion.
Sean las proporciones a\Py.c\dya h men, que pueden

ponerse bajo la forma  ~ A

Y como dos cosas iguales & una tercera son iguales entre si,

c m . T, a . .
y — , que son iguales a son iguales entre si, y nos dan

=5 ,O0bienc:d xm:n.

Corolario. Si dos proporciones tienen respectivamente iguales
los antecedentes ¢ los consecuentes, los otros cuatro términos seran
proporcionales , esto es, con los otros cuatro términos se podra for-
mar proporcion. Asi, a\hwc\dya m c:nresulta alternan-

do, Lieyiiic luego |l :d\:m:n,6bienh\m yd
ydeii:i c:dy mmhyn\d, resulta alternando, a\cy. h ¢
ym\inyh d\luegpa c:im\n,6biena:myc\n.

8. “ Lasuma 6 diferencia de los antecedentes es a la suma 6 dife -

renda de los consecuentes , como un antecedente es & su consecuente.
Sea la proporcion general amby.c : d, en la cual se verifica
aX d=h X c.
Afadiendo & los dos miembros de esta igualdad el producto
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a X b, tendrémos a X d~~a X b—bx ¢ aX b, 0 bien
aX [d b= bX [c-\-a) 5y seguii la reciproca de la primera
propiedad c-*a\d b a-b =

Si en vez de afadir, se restase de los mismos miembros el mis-
mo producto g X b, tendriamosa Xd~ a xb —bXc~~aXhb,
6 bien a{d— b) — b(c—a) ; de dondec—a :d —b : a :hb

Afadiendo & dichos dos miembros ¢ X d ,envez d&e a X b, re-
sulta ahoraa X d~-c x d=b X c+c X d, de donde d[a-[-£:)=:
clb-hd);luegoa ¢ \b d\\c\d

Y si en vez de afadir, restamos de los mismos miembros el mismo
producto ¢ X d, resultaahoraaxd —cXd~bxc —cX d, 6
bien {la—c¢)—c ~d) , de donde a—c \b —d \c:d.

Keuniendo las dos primeras proporciones en una sola, resulta

cziza d” bwaseh

Y liaciendo lo mismo con la tercera y cuarta, tendrémos :

adzc\b” dwoaG.d.

QOKOLAKIO.  L(i suma de los antecedentes es a la suma de los con-
secnentes, como la diferencia de losprimeros es d la diferencia de
los segundos.

Porque de las proporciones

a-jrc:b~\-dw a\b y a— c\b — dv. a \h % deduce que
a+ c:b-\-d::a—c: b~d.

Corolario 2® La suma de los antecedentes es d su diferencia
como la suma de los consecuentes es & la diferencia de éstos.
Basta alternar los medios en la Gltima proporcion para obtener

a-\-c\a—c\b dmb--d

Escolio. Aplicando el teorema anterior y sus corolarios & la
proporcién a\c b\d, deducirdn para la primitiva a :b\:c:d
las nuevas propiedades que siguen :

La suma o la diferencia de los dos primeros términos es d la
suma 0 la diferencia de los otros dos, como el primer término es al
tercero , 6 como el segundo es al cuarto.

La suma de los dosprimeros es d la de los otros dos , como la di-
ferencia de aquéllos es d la diferencia de éstos.
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La, suma de los dos primevos es a su diferencia , como la suma de
los otros dos , es ala diferencia de éstos.

Escolio 2.“ Es claro que una proporcion que se refiera & nume-
ros irracionales 6 inconmensurables, se verificard para los quebrados
decimales que difieran de aquéllos en ménos de una cantidad dada,
por pequefia que sea.

Escolio 3® La razdn, de dos quebradospuede ser sustituida por
la de dos nimeros enteros.

En efecto : siendo la razon del quebrado y es & u , por ejem-

pio , el cociente del primero partido por el secundo, 0 bien ’\/ X o

. ) ) 3 , 5 -
dicbo se esta que la razon de es & puede ser sustituida por
, 6 como si dijéramos, por la razén de 33 es & 35.

De aqui se deduce la proporcion 3 9 ;0 33 : 35.

Serie de razones iguales.

90. Se llama serie de razones iguales & la igualdad de tres 6 mas
razones.

La serie se escribe, poniendo las razones iguales unas & conti-
nuacion de otras , unidas por el signo ::

Porejemplo,2:3 4 ;6 ::8:12: 14:21 10: 15.

97. En toda serie de razones iguales , lasuma 0 la diferencia de
todos los antecedentes es a la suma 6 la diferencia de los consecuentes,
como un antecedente es asu consecuente.

Seala serie de razones igualesa\h c¢c:d m:n:ir:siXxez

En efecto : considerando s6lo las dos primeras razones a -b-.-.c: d,
en virtud de lo expuesto (8**propiedad), se verifica paradlas que
adzc:bzhd c:d.

Pero segun la hipotesis, c\ dwm\n \ luego, por tener estas dos
proporciones una razén comun, surge éstalax c\bx dvm n,
para la cual también se verifica que axczt.mbazd'észn m:n.

Pero, segun la hipotesis, mx n--. r : s\ luego, tendrémos esta
nueva proporcion: adzczhm bézd"a@n :r\s, para la cual
también se verificaque a+ cztzm + r \b*zdazn £ s r ms.

Pero , segln la hipdtesis, r \'s wx z\ luego , tendrémos esta
nueva proporcion: a+ cz"m+ r:b+ d+ nzzs wx \z para
la cual se verifica, finalmente, que

adzcdomzhrzizx. b+ d” nzhs'dzz :x :z



249

CoROLA-Rio. La suma de los antecedentes es a la de los consecuen-
tes como la diferencia de aquéllos es d la diferencia de éstos.

Corolario 2® La suma de los antecedentes es a su diferencia,
como la suma de los coTisecuentes es d su diferencia.

. . 8 2
Corolario 3.° Sitenemos dos quebrados ig-uales y >P"ro
de forma distinta, y se suman los numeradores , y después los deno-

. to .
minadores, el nuevo ([uehrado esigual d cada uno de ellos.

En efecto: de la igualdad —182— =0 resulta 8:12::2:3; de

. Yy 10 8 2
donde8 2i124-3:8:12:21t3,0bien — |2 ge

Lo mismo sucede restando un numerador de otro, y después los
denominadores.

REGLA DE TRES Y SUS ANALOGAS.

9H. Preliminares. Cuando hemos hablado (03) de las
nos referiamos & nimeros abstractos.

Ahora que vamos 4 ocuparnos de las razones relativas 4 nimeros
concretos, dirémos ; que para comparar dos nimeros concretos es
necesario que éstos sean homogéneos. Y por consiguiente, para que
pueda establecerse proporcién entre cuatro nimeros concretos, es
necesario que éstos sean homogéneos, 6 por lo ménos, que lo sean
dos & dos.

Esto dltimo es lo que acontece en las cuestiones de que vamos &
tratar. Y en los enunciados de ellas se observa ademas, que hay
dos nimeros homogéneos con un caracter tal, que ha hecho que se
les principales: y que cadauno de los otros dos homogéneos
estd tan explicitamente ligado con cada uno de los primeros, que
por eso se les llama uno & uno correspondientes de aquéllos.

Un ejemplo acabara de aclarar esto :

5 fanegas de trigo han costado 50 pesetas, ¢cuanto
ran 10 fanegas?

Aqui los nimeros homogéneos principales son 5 fanegas y 10
fanegas ; siendo 50 pesetas el correspondiente de 5 fanegas, y el
correspondiente de 10 fanegas lo es el precio que se pide.

Y como es evidente que doble, triplo, etc., nUmero de fanegas
costarian doble, triplo, etc., nimero de pesetas, el sentido comun
dice que la proporcion relativa & este ejemplo se plantearia diciendo:

costa-
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o faiieg-as es & su homog-eneo, como el nimero corresTiondiente al
primero es al correspondiente al seg-undo.

Se dice que estos nimeros, y todos aquéllos que den lugar & una
proporcmn como la que acabamos ae enunciar, son Airectmmnie
proporcionales, 6 siin'plenientQpi‘oporcionales.

Y como es evidente que mas 6 ménos fauegias cuestan mas 6 me-
nos pesetas, también se dice que las fanegas j las pesetas, 0 sea su
precio, estan en razon directa.

Propongamos otro ejemplo, para mayor claridad :

8 hombres han invertido 14 dias en construir una pared
¢cuantos dias invertiran 16 hombres?

Aqui los numeros principales son 8 hombres y 16 hombres, y
sus correspondientes respectivos 15 dias y el ndmero de dias que
se pide.

Y como es evidente que doble, triplo, etc., nimero de hombres
invertirdn (suponiendo todas las demas circunstancias iguales) la
mitad, tercera parte, etc., del nimero de dias que invirtieron los
primeros, la proporcionalidad existe, pero en sentido contrario al
que tuvo en el primer ejemplo, y esto se expresa diciendo ; 8 hom-
bres es & su homogéneo, como el correspondiente (no del primero,
segun el ejemplo anterior) del segundo, es al correspondiente del
primero.

Se dice que estos numeros, y todos aquéllos que den lugar a una
proporcion como la que acabamos de enunciar , son inversa 0 reci-
procamente proporcionales.

Y como es evidente que mas 6 ménos hombres, suponiendo
iguales las demas circunstancias, invierten en una obra cualquiera
menos 6 mas dias, también se dice que los hombres y los dias estan
en razon inversa.

f>9. En general, cuatro nimeros bou proporcionales, 0 estan
en razon directa, cuando, después de existir proporcion entre ellos
vemos que , partiendo de uno de los principales , crece 6 decrece su
homogéneo, y el correspondiente de éste crece 6 decrece también
respecto del correspondiente del primero.

Pero si, dada la proporcion entre cuatro ndmeros, vemos que,
partiendo de uno de los principales, crece ¢ decrece su homogeéneo,
y el correspondiente de éste decrece 6 crece respecto del correspon-
diente del primero, entoneos los nimeros son inversamente p>ropor-
cionales 0 estan en razon inversa.

Por via de ejemplos, vamos & demostrar que el valor de los que-
brados esta en razén directa de sus numeradores y en razon inversa
de sus denominadores.
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o

R -
Sean los quebrados generales Ay proporcion

. a b L
evidente N {‘m A Apuesto que los términos de la segunda

razon son los mismos de la primera multiplicados por un mismo
ndmero, por m.

Pero la proporcion esta planteada de manera que el primer que-
brado es al segundo como el numerador del primero es al numera-
dor del segundo.

Luego, segun lo dicbo anteriormente, los quebrados y sus nu-
meradores estan en razon directa-

Si los quebrados tuviesen distinto denominador, se reducirian &
un comuan denominador, y después se baria el razonamiento ante-
rior : y con esto queda demostrada la primera parte de la propo-
sicion.

ct S5% ., .
Sean los nuevos quebrados ~ y proporcion evi-

a .a 1 1

dente puesto que los términos de la segunda

razén son los mismos de la primera divididos por un mismo ndme-
ro, por a.

Multiplicando los dos términos de la segunda razon por el pro-
ducto i X c, tendrémos

Pero la proporcién esté planteada de manera que el primer que-
brado es al segundo como el denominador del segundo es al deno-
minador del primero.

Luego, segun lo dicho hace un momento, los quebradosy sus
denominadores estan en razon inversa-

Si los quebrados tienen distinto numerador, se reducen & un co-
mun numerador, y después se hace el razonamiento anterior ; y con
esto queda demostrada la segunda parte de la proposicion.

Regla de tres.

I00. Regla de tres es una cuestion en la cual se trata de deter-
minar una cantidad desconocida, en funcién de tres conocidas” por
medio de una proporcion.
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I.* Habiendo costado 10 Jdlégrantos de azlcar 20 ‘pesetas,
¢cuanto costaran 6 Kilégramos?

10 Kilogramos.........cccevvvvvveivennnnn 20 pesetas.
5 kilogramos.........cccceeeveeeieeneenenne. a »

Puesto que 5 kilégramos costardn, la mitad que 10, estos nu-
meros estan en razon directa con sus precios. Y para que X ocupe
el cuarto lugar, que es lo mas cémodo, se empieza la proporcion
por el término no correspondiente de x : las razones van de mayor
& menor ; pero si se tratase de averiguar el precio de un nimero de
kildgramos mayor que 10, irian de menor & mayor.

i0:5::20:x = -~ 2~ = 10.
i X 16

2" 10 hombres han in‘oertido 20 dias en levantar una pared
¢cuantos dAas invertiran 5 ho'tnbres?

10 hOMBIES...ovveeeeeieeee e 20 dias.
5 homMBIES......occveeeeeeeeeeee e NVo»

Puesto que 5 hombres invertirdn dol)le nimero de dias que 10
hombres, estos nUmeros de hombres estdn en razdn inversa con
los numeros de dias. Y para que x ocupe el cuarto lugar, que es lo
méas comodo, y hastalo mas elegante, so empezara la proporcion por
el término correspondiente de ¢r, y las razones van en este caso de
menor & mayor ; pero si se tratase de averiguar los dias que inverti-
rian doce hombres, por ejemplo, entdneos las razones irian de ma-
yor & menor.

m 5:1):20:*= =40.

101. Estas cuestiones se resuelven por otro método llamado de
reduccion & la unidad.
En efecto : Si 10 kilégramos costaron 20 pesetas, un kilogramo

. 20 .
costara f g —” pesetas, y 5 kilogramos costaran 2 X 5, d sean
10 pesetas.
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Regla de tres compuesta.

aO~.  Las cuestiones que liemos tratado (10rt), dependian de
una sola circunstancia, y se resolvian por consiguiente por medio
de una sola proporcion.

Pero liay otras muclias dependientes de dos é mas circunstancias,
dando lUgar cadauna de éstas & una proporcion diferente. E”~ipo
de estas cuestiones se llama regla de tres co-mpiiesta; y para distin-
guirla llamarémos o'egla de tres simple & la cuestion general tratada
antes (100). ]

Un ejemplo de regla de tres compuesta nos daré & conocer mejor
esta cuestion :

Si 10 hombres €46 12 dias, trabajando 8 horaspor dia, han hecho
100 metros de pared; 6 hombres en 10 dias, trabajando 12 hoias,
¢cuantos metros haran?

Analisis delproblema. La determinacion del iifimero de metros
gue se nos pide depende de tres circunstancias, que son : una’rela-
tiva ahombres, otra a dias y la tercera & las horas de trabajo por
dia. Cada una de estas circunstancias da lugar a una proporcion
distinta. v com o N0 pueden plantearse 4 la vez lastres proporcio-
nes, hay que recurrir & algun artificio que permita ir planteando
una & una las proporciones y llevar de este modo la cuestion al te-
rreno de la regla de tres simple, que ya sabemos resolver.

Y esto se consigne, suponiendo dos circunstancias iguales por
medio de nuevos enunciados , que seran de esta manera :

Si 10 hombres en 12 dias , & 8 horas , han hecho 100 metros de
pared; 6 hombres en 12 dias. a 8 horas, ¢cuantos metros haran?

La cuestion queda limitada & hombres y metros : estan (en
igualdad de circunstancias) en razon directa : y la proporcién sera
10; 6:: 100 : .

Por manera que y representa los metros de pared que haran los
6 hombres eii 12 dias, trabajando 8 horas por dia. Y como lo que
han de trabajar son 10 dias, darémos un nuevo enunciado, di-

hombres eii 12 dias, 4 8 horas por dia, han hechoy metros
de pared : 6 hombres en 10 dias, & 8 horas por dia, ¢cuantos metros
haran? y L oo .
La cuestion queda, pues, limitada & diasy metros : estan en ra-
z6n directa : y la proporcionserd 12 : 10 :: y :
De suerte que " representa el nimero de metros que haran los 6
hombres en 10 dias, trabajando 8 horas por dia. Y como lo que han



de W .ajar al dia son 12 horas. falnos un nuevo enunciado di-

Si 6 hombres en 10 dias , trabajando 8 horas al dia han hecho »

en razon directa”: y la’propora'm

resndTatirtio:."” 7 por consiguiente

Para hallar ahora el valor numérico de », pueden seg-uirse dos

rstituido proporcion el valor de y , que
sustrtu do por y en la segunda nos da el de z, que sustituido po! z
en la tercera nos da finalmente el de » : 6 se multiplican ordenada

mente las tres proporciones, y, hechas las reducciones convenien-

tes obtenemos mmediatamente el valor de .. Nosotros seguTémos
ambos por via de comprobacion.

G 100x6
10-61,100:y:— 10 = 60

12:10:: 60:2:—101(260: 50
8: 121 50: x = 12X50

g - P
10; 6;:100;
12,10 ;m '%/
81125 % T4

10X12X8:6X10X12.»:100xpXxz;yxXzXx:cC;

suprimiendo los factores z é y comunes al antecedente y consecuente
de la segunda razon, tendrémos : Ausecuente

10.12.8: (i. 10.12;; 100; a: Gigj_lzzéoo
3.100 T
3IX25=175

_ Tuson, pues, los metros de pared que haran los 6 hombres en 10
dias, trabajando 12 horas por dia.

Regla de compaifiia.
* compMia, es una cuestion en la cual se trata de

detem.nar lay ««««« bpérdida que corresponde & cadauno de va-
nos individuos que han puesto su capital en un fondo comun, en
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proporcion con estos capitales y en proporcion también con el tiem-
po que hayan estado puestos en el fondo.

Pueden ocurrir tres casos : 1.” que el tiempo sea el mismo y di-
ferentes los capitales ; 2. que los capitales sean ig-uales y el tiempo
diferente : y 3®que sean diferentes los tiempos y los capitales.

De la definicion misma que hemos dado de la regla, de compaliia,
se deduce que :

ganancias 6 pérdidas son proporcionales & los capitales res-
pectivos ; y las de un mismo capital son proporcionales al tiempo
que permanece en el fondo.

Lueg"o, las ganancias O pérdidas de dos 6 mas capitales distintos
giieestan en el fondo comin tiempos desig:uales, son proporciona-
les & los productos de los capitales por los tiempos.

I0J. Primer CASQ Tiempos ignales y capitales designales.

Ejemplo : Tres amig*os se reunieron para un neg’ocio cualquiera,
poniendo uno 10000 pesetas, otro llevd 15000, y 12000 el tercero.

A los 19 meses de tener estos capitales en sociedad , se disolvid
ésta, por causas que no nos interesan, y en la liquidacion que hi-
cieron aparecié unag-anancia 0 pérdida de 5000pesetas, ¢cnanto o~
rrespondio d cada socio?

Es evidente que 10000 : & su g-anancia 0 pérdida 15000 : & su
ganancia 0 pérdida :: 12000 : & su ganancia 6 pérdida. Y recordando
que suma de antecedentes es a suma de consecuentes como un an-
tec_(adq[nte es a su consecuente, podemos establecer la formula si-
guiente :

10000 : ic= 1351,351
37000 ; 5000 15000 :y = 2027,027
12000 : 7 ="021,622

5000

Representando por cc, y , z, la ganancia 6pérdida respectiva del
primero, segundo y tercer asociado, cuya suma os, en efecto, igual
4 5000 pesetas.

Al ultimo le correspondian 1621,621 pesetas ; pero se le dié una

milésima mas, porque habia deresto  de milésima que es mas de

media milésima.
m05. Segundo caso. Capitales iguales y tiemgjos desiguales.
Ejemplo : Un caballero particular acometié una empresa cual-
quiera con un capital cualquiera ; & los dos anos se le asocié un
amigo con un capital igual al suyo ; un ano mas tarde se les unid
un tercer amigo con un capital igual al de aquéllos, y dos anos des-
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pue3 de esto se hizo liquidacion™ de la que resultdé una ganancia 6
pérdida de 200 pesetas, ¢cuAnio correspondid A cada, uno?

Del enunciado se desprende que el primer socio tuvo invertido el
capital 5 afios, 3 el segundo, y 2 el tercero.

Es evidente que

5afios : g. 0 p. del 1.“:: 3afios:g. 6p. del 2* :: 2afios : g. 6 p. del 3.

Y recordando que suma de antecedentes es & suma de conse-
cuentes como un antecedente es & su consecuente, establecerémos
la formula siguiente :

NwWO

10 ; 200

N X
I
8 538

Representando poraj, 3\, s la ganancia 6 pérdida respectiva del
primero, seguudo y tercer asociado, cuya suma es, en efecto , igual
4 200 pesetas.

flOO. Turcer c\so. Capitalesy tiempos desiguales.

Los capitales de tres socios eran 150, 200 y 500 pesetas ; el pri-
mero puesto en el fondo por 5 afios, por 4 el segundo y por 2 el ter-
cero : ganaron ¢ perdieron 1000 pesetas, ¢cuanto correspondia &
cada uno?

Pero

150 pesetas por 5 afios, son lo mismo que 150x5 pesetas en un afio ; 750
200 por 4 son COMO........... 200x4 - porunafio; 800
500 en 2 son lo mismo que 500x2 en un ano; 1000

y estamos en el caso primero.

Escolio 1.“ El tercer caso es lo que se llama por algunos regla
de compaiiia compuesta. _

Escolio 2.” Esta cuestion, conocida con el nombre de regla de
compariia, puede ser considerada bajo otro aspecto : hajo el & disi-
dir un ndmero en partesproporcionales a otros nimeros dados.

En efecto : en el primer caso hemos dividido el nimero 5000 en
partes proporcionales & los nameros 10000, 15000 y 12000.

En el segundo hemos dividido el nimero 200 en partes propor-
cionales & los nimeros 5,3 y 2.

Y en el tercero se trataba de dividir el nimero 1000 en partes
proporcionales a los nimeros 750, 800 y 1000.
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Vamos & confirmarlo, dividiendo 30000 eu partes proporcionales
& losnameros 1,2, 3y 9.

8
J5 : 36000 y2: 7200
u = 21.600

36.000

Sin necesidad de més proporcion que para determinar el valor
de &, el de y pudo obtenerse multiplicando por 2 el de a;, el de 2su-
mando los dos primeros, y el de  multiplicando por 3 el dez. Y
esto se presta a servir de enunciado de un nuevo problema ;

Distribuir 36000 pesetas entre cuatro personas, de modo que la
seg*unda lleve doble que la primera, la tercera tanto como la pri-
mera y la segunda juntas, y la cuarta lleve el triplo de la tercera.

Regla de interes.

107. Se acostumbra & llamar & una cantidad cualquiera
de dinero que se presta con el objeto de que produzca una ganancia
6 rédito convenido entre el duefio del capital y el que lo recibe & prés-
tamo.

Se llama interes la ganancia que produce un capital prestado.

Para mayor uniformidad en la manera de determinar el interes,
se conviene generalmente en el que producen 100 unidades en un
afio , y es lo™ que, considerado como nimero abstracto, Ilamamos
tanto por ciento.

El interes de un capital se considera simple 6 compuesto, segin
que no se agrega, 0se agrega al capital.

En el primer caso se pagan los intereses al fin de cada unidad de
tiempo £ que generalmente es un afio ; quedando el capital siempre
el mismo: aunque sabemos que hay quienes pagan anticipado, y
hasta por meses y semanas.

En el segundo caso, el capital va aumentando anualmente con
los intereses del afio anterior , hasta que , en una sola vez, y segun
lo estipulado, paga la victima capital é intereses de intereses.

Interes simple.

Dos casos pueden ocurrir en esta cuestion , segn que el capital
esté impuesto por un ano, 6 por mas 6 menos de un afio.
I0S. Primer caso. Que el cwpital esté impuesto pok un afio.
Ejemplo : ¢ Quéproducen en,un alio 10000 pesetas al 5por 100 ?
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A doble triplo , etc. capital , corresponden dobles, triplos , etc.
intereses 0 reditos.

Luego , los intereses 6 réditos son proporcionales & los capitales;
luego la siguiente proporcion es evidente:

Capital menor es Acapital mayor como interes menor es a inte-

10000 x 5

res mayor, 0 sea 100 : 10000 5: &= .~1OO .

o bien 100 ; capital:: iantopor 100 ; interes que se pide.

En esta cuestion entran cuatro cantidades, € saber: 100, capi-
tal , tanto por ciento € intereses. La primera de ellas, 100, es cons-
tante ,y las otras tres variables: y habré sobre este tema tres cues-
tiones, segin que se trate de determinar cada una de aquéllas en
funcién de las deméas. Ya hemos resuelto la primera : ahora darémos
los enunciados y resolucién de las otras dos, que son tan faciles como
se veré.

2. “ ¢ Qué capital es el que en un ano al 5por 100 produce ¢ ha

producido 500 pesetas ?

5:;500: 100: x = 5 = 10000.

3. “ ¢Al cudntopor 100 se impondran 6 habran sido impuestas
10000 pesetas para producir 500 pesetas de intereses 0 réditos f

10000 : 100 :: 500 : x = N
10000

109.  Segundo caso. Quik ki capital estk impuesto mas 6 menos
DEUN ANQ

Ejenplo: ¢ Quéproducen 10000 pesetas en Gmeses, al 5por 100
al ano ?

El mes comercial tiene 30 dias y el afio comercial 360 : por con-
siguiente, 6 meses son 180 dias.

Pero segin el caso anterior, los intereses y los capitales son pro-
porcionales; 6 bien capital menor es & capital mayor, como interes
menor es & interes mayor : 6 lo que es lo mismo, 100 : 10000 :: 5:y
representando pory el interes anual.

Por otra parte, & doble, triplo, etc. tiempo corresponden dobles,
triplos, etc. intereses 6 réditos. Luego los intereses 6 réditos son tam-
bién proporcionales & los tiempos: luego es evidente la proporcion
siguiente: 1 afio es al tiempo en qu» el capital estd impuesto como
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el interes anual es al interes pedido. Y tomando por unidad de tiem-
po el dia, y reduciendo 6e.'ipresaudo por dias un anoy el tiempo du-
rante el cual el capital esta impuesto , tendrémos

360 :180 y:x

Y multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y Ssu-
primiendo el factor y comun al antecedente y consecuente de la se
gunda razén , resulta

36000 : 10000 X ISO:5;x= i X 180X 5 9%0
afionn

Y en general 36000 : al capital multiplicado por el tiempo ;; el
tanto por 100: linteres pedido.

O bien 36000 ; ¢ X ¢ tanto por 100 : interes que se pide.

En esta cuestion entran cinco cantidades, & saber: 100, capital,
tiempo, tanto por ciento y rédito ¢ interes. La primera de ellas, 100,
es constante ,y las otras cuatro variables ,y surgen de aqui cuatro
cuestiones seguin que se trata de determinar cada una de aquéllas en
funcion de las demas: queda resuelta la primera: pasemos & dar los
enunciados y resolucion de las otras tres, que no presentan dificul-
tad alguna.

2." ¢ Quécapital es el que en 6 meses produce pesetas al 5por
loo al afio 9

5250 - 36000 : 180x x : x = 220 X 36000 9000000
5x180 900

90999 _ 10000,

3.“ ¢ Al cuanto por 100 al afio habra de imponerse , 6 habra sido
impuesto, nn capital de pesetaspara que produzca, ¢ haya
producido, en 6 meses pesetas 9

36000 X 250 9000000 € ~»

10000X180: 36000:: 250 : x = 10000x1.80 1800000

4* ¢ Qué tiempo estaran impuestas 10000 pesetas para que, al 5
por loo al afio , produzcan 250pesetas 9

250 X 36000 9000000
5 X 10000’ 50000

180.

5:250 :: 36000 : 10000 X X ; X =
900
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Escolto. Esa misma cuestion ha podido resolverse tomando por
unidad de tiem])o el mes.

En efecto : 100 : 10000 : 5:Yy, representando pory el interes
anual.

Pero 12:6:y:@

Lueg-o, 1200 : 10000 X G::5: = 10002?;006)( 5 311;%8(2
3000
19 250.

Y las cuestiones 2.', 3.*y 4.* pueden resolverse asimismo to-
mando el mes por unidad de tiempo.

Escolio 2** También puede tratarse la cuestion tomando por
unidad de tiempo el afio.

Ejempio : ¢ Quéproducen 10000 pesetas en 4 afios al 5 por 100
al afio ?

En efecto: 100 : 10000 1 0 :y, representando por y el interes
anual.

Pero 1:4 y:&

N AN N

Luego, 100 ; 10000x 4 :5;2= -
100

50000
10 X 4= 300X 4= 2000.

Esto quiere decir que cuando el capital estd impuesto un nimero
cabal de aiios , como 4 afios . 6 afios ; en vez de tomar el 'afio por
unidad de tiempo y resolver la cuestion como acaba de hacerse , es
mas sencillo hallar el interes anual (i0$i), y multiplicarle por el
namero de afos.

Esto en cuanto & la determinacion del interes 0 rédito. Pero si se
trata de determinar el capital, el tantopor ciento 6 el tieynpo , cono-
cidas respectivamente las otras tres cantidades, entonces puede to-
marse por unidad de tiempo el afio, segin se ha dicho en el presen-
te Escolio yy seguir el mismo procedimiento que se siguid , tomando
por unidad de tiempo el dia.
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Interes compuesto.

aso. Si el interes 6 rédito que produce un capital en una unidad
de tiempo dada, se agrega al mismo capital para producir nuevo in-
teres en la misma unidad de tiempo siguiente, enténces se llama

interes compuesto.
¢, Cuantoproducen 10000 pesetas en 3 afios d interes compuesto .al
100 ?

Q)00 X 5 .
100: 10000 = 5 :» =  —jgo 500 pesetas: es lo que da

de interes al fin del primer ano.
El capital que juega durante el segundo afio serd 10000 pesetas.

10500x 5  5250"
Euego, 100 : 10500 :: 0 :y — jaq iqq r

setas: eslo que da de interes al fin del segundo afio.
El capital impuesto durante el tercer afio sera 11025 pesetas.

11025 5 55125
Luego 100 : 11025 : 5 :«— | g o) o

es lo que da de interes al fin del tercer afio.

El capital se ha convertido, pues, al fin del tercer afio en
11576,25 pesetas.

Este método, aunque suficiente, es muy embarazoso en ejemplos

complicados. ) [

111. Busquemos la formula del capital C en que se habra con-
vertido el primitivo ¢ prestado & interes compuesto por T afios al
IOOr por 100, 6 seaal r por 1, puesto que 100 : I0Or 1.1.

El Interes del capital ¢ al fin del primer afio, se obtiene por la

proporcion 100 : ICO* C:x=cr.
Al fin del primer afio se habra convertido el capital cen

c+ cr—c(l-an.
El interes al fin del segundo afio

100:100-c\+ nNn:y cow@ ).

Al fin del segundo afio el capital es
c{i*r)->rCr{\-rr)~cA-cr-{-cr \-cr™~"c-h-2crcr'*.=

c(l A-22-H-*)--=rc(l -\-rY
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El interes al fin del tercer afio

loo:100;*c{l sz=cr{i +2)*

Al fin del tercer ano el capital es
_ _ (14-T¥=c(l-hr) {I-pr)“= c (i+ 2
El interes al fin del cuarto afio

100 :100- c{\-j-rY :u=cr{l + ry

Al fin del cuarto afio el capital es
c(1+?)H'C?-(I-hr}* = {c+crY{l-hry = c[H-r) 1+ 2" c{l +?¢)*
y continuando de esta manera al fin de i anos, el capital total sera
ie:uald_ c(H-r)t.

Apliguemos esta formula al ejemplo anterior , cuyos datos seran:

c= 10000 pesetas, I00r= 5, 6bienr = 0,05, y ¢= 3 afios.

Tendrémos , pues, C 10000 X (1 0,05

0 bien C 10000 X f1,05)"
6 lo que es lo mismo C 10000 X 1,157625.
y por ultimo C 11576,25 pesetas.

Regla de descuento.

11 Se llama en el comercio descuento de una letra de cambio
la diferencia que hay entre el valor nominal de la letra, cuyo pag-o
vence 4 cierto plazo, y su valor real y efectivo antes de la fecha del
plazo.

¢ Qué descuento tiene una letra de pesetas que nence dentro
de un afio, estando en la plaza el descuento al 5por 100?

Como 100 pesetas producen al comerciante 5 al cabo de un afio,
reciprocamente, anticipando un afio el pago de las 105 pesetas, no
valen éstas mis que 100, y el descuento se hallara diciendo :

105: 5 :: 10000 m = «6,2 peseta,.

10000 — 476,2 ; 6 bien 9523,8 serd el valor efectivo de la letra,
gue también puede obtenerse directamente por medio de la propor-
cion siguiente :

105 : 100 t; 10000 : ~
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Escolio. No falta quien por ighorancia, 6 mala fe , hag-a el des-
cuento asi:
100 : 5 :: 10000 : 5= 500 ;.y dan por valor efectivo 9500 pesetas
en vez de 9523,8.
Y de esta manera cobran 23,8 pesetas de mas, esto es, cobran el
verdadero descuento mas el rédito del descuento.
Después de todo , comprendemos bien que el mas necesitado ce-
derd; y el descuento se liard & gusto del ménos necesitado, salvo
aquellos casos en que se dé con hombres honrados.

FONDGS  PUBLICOS.

tI3. Se \QrmQ-afondos publicos toda clase de capitales prestados
al Gobierno de una Nacion, y cuyos intereses paga éste por semes-
tres, en tanto que amortiza el capital recibido.

Hay multitud de conceptos y titulos de la Deuda publica, cu-
yos valores suben y bajan segun el estado mas 6 ménos prospero
del pais.

Estos titulos son negociables 6 iransferibles, y se venden y com-
pran en una casa de contratacion inspeccionada por el Gobierno,
gue se llama 1a bolsa.

Escogerémos el papel Ilamado Deuda consolidada dcl Zpor 100
al afio para presentar algunos ejemplos de los negocios que caben
en este asunto.

Por esta deuda paga el Gobierno un rédito de 3 por 100 al afio.
Y como el valor de este papel sufre varias vicisitudes, supongamos
que esta al 50 por 100 : lo cual quiere decir que con 50 pesetas efec-
tivas se compran 100 pesetas en papel 6 nominales, y que las 3 pese-
tas que paga de intereses el Gobierno por cada 100 pesetas nomina-
les son como si se pagasen por cada 50 efectivas.

Esto supuesto*, ¢qué cantidad de Deuda consolidada del 3por 100
podra comprarse con 250000 pesetas, estando dicho papel d 50
por 100?

Si con 50 pesetas efectivas se compran 100 nominales, la propor-
cion sera :

50 ; 100 :: 250000 : x= 100 X50250000 — 500000 pesetas nominales.

¢A cuantopor 100 impuso su capital una persona en el negocio
anterior?
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Si 50 producen 3 en un afio. laproporcion sera 50 : 100 3 ex—

100x3
— — = Dpor 100.

e Qué renta anual se ha po'oporcionado el comprador con el mismo
negocio anterior?

Si 50 producen 3en un ano, la proporcion serd como sigue :
b %5008 .. 9 x —250%0—)(3 ---ZWQISOOO pesetas de renta anual.

¢, Que cantidad efectiva ha de emplearse en consolidados del Zpor
100 para proporcionarse ima venia anual de 15000 pesetas, estando
dichopapel al '@por 100?

3 pesetas de renta se consiguen con 50 pesetas : luego

Q16905 . B x--12000x50 - 750000 g 550000 pesetas.

¢ Qué cantidad nominal de consolidados del 3 por 100 ha de com-
prarse, para p>roporcionarse una renta efectiva de 15000 pesetas
anuales, estando dicho papel al 50 por 100 ?

100 pesetas nominales dan 3 de renta efectiva : luego

3:15000;; 100 ; x — ~ = 500000pesetas hominales.

Regla conjunta.

Esta reglay la siguiente, aunque no guarden con la regha de
tres la intima relacién que guardan las otras que anteceden, van se-
guidamente detras de éstas, porque asi lo juzgaij ménos irregular
gue en otro sitio todos los autores.

SS4. EIl objeto de esta regla es determinar la relacion gue hay
entre monedas de dos naciones, por medio de la relacion conocida
gue éstas tienen respectivamente con las de otras naciones.

Ejemplo. Sabiendo que

48 francos valen , 0 bien. .
15 shills de Inglaterra. . . 6 florines de Alemania :
50 florines de Alemania. . 7 ducados de Hamburgo ;
14 ducados de Hamburgo. — 40 rublos de Rusia ;
¢ Cuantos rublos valen 2500 francos ?
Representando por x el nimero de rublos pedido, y multiplican -

52 chelines de Inglaterra ;
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do ordenadamente estas igualdades, tendréraos 48 . 15. 50 . 14 X
= 52.6.7.40.25000.

Y dividiendo los dos miembros de la igualdad por lo que multi-
plica & X. resulta

2500x40x7x6x52 25x1 x1 x1x52 25x 52 1300
14 X50X 15X 48'"” 1x1 X 3x1 S A

433,33 rublos.

Al plantearse la operacidn, ha de escribirse el segundo miembro
de cada igualdad de la misma especie que sea el primer miembro de
la igualdad siguiente.

I"a liltima igualdad del ejemplo expuesto equivaldria & decir :

x rublos = 2500 francos.

Una vez escrito el quebrado igual & a?, no hay mas que ir supri-
miendo los factores comunes al numerador y denominador, para lle-
gar al resultado final.

Regla de aligacion.

El objeto de esta regla es ensefiar & resolver las dos cuestiones
siguientes :

115. &L* Hallar el precio (e la mezcla (6 sea Aprecio medio) de
rafias especies, sabido el nimero de las unidades que se mezclan'y
Sus precios respectivos.

Y esto se averigua, dividiendo el valor total de las unidades mez-
cladas por el nimero de estas unidades.

Ejemplo. A un labrador le han reunido los mozos, en uno, tres
montones de trigo que tenia ya limpio en la era, de la cantidad y
precios siguientes ;

Uno de 500 fanegas de..........ccooenn.ee. 40 reales fanega.
Otro de 600 id. de..nnirinnene. 38 id.
YolrodelOOO id.  de.cccvcivicerieeen, 37 id.
¢A cdmo debe vender lafanega de trigo mezclado™
El primer monton valia............. 500x40....... =20000 reales.
El segundo.....ccoeevvevcincenicee, 600 X 38............ = 22800 »
El tercero....cooeveececcececene. 1000 X 37............ = 37Q00 »
2100 79800

Pues dividiendo el valor total (79800 rs.) por el nimero de
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fanegas (2100) mezcladas, sabrd el precio medio, 6 bien

798 : 21 = 38reales.

tI'Q. No siempre ban de ser mezclas y precios el a.sunto de esta
cuestion.

Ejemplo : Una persona cuenta al j)asar por el puente del Gua-
diana en esta ciudad 600 pasos, y al volver de paseo cuenta 590.
Vuelve atras para rectificar contando 604, y al venirse definitiva-
mente cuenta 596. Causado de tanta divergencia, suma los pasos de
los cuatro paseos 600 + 500 -f- 604 596 ; y el cociente de la suma

2390, partida por 4, nimero de paseos que di0, 6 sea 597 pasos,

serd la longitud media del puente en pasos.

En la medicion de alturas por la caida de un cuerpo pesado,
liaciendo uso de un reloj que marque segundos, asi como en la me-
dicion de alturas por medio del barémetro, se hace aplicacion tam-
bién de esta regla.

IB7. 27 Hallar elnimero de unidades de dos especies que han
de mezclarse, para que la mezcla tenga un precio dado, sabido el
precio respectivo de aquéllas.

Y esto se averigua, tomando de cada especie un nimero de unida-
desigual a ladiferencia entre el precio medio dadoy el de la otra es-
pecie.

Ejemplo : Para vender la arroba de vino mezclado & *2 reales,
¢qué namero de arrobas de & 14 ha de mezclarse , y qué namero de
a 25 reales arroba?

Es evidente que cada arroba de & 14 deja 6 de ganancia, y cada
unade & 25, vendida & 20, da 5 reales de pérdida. Luego para que
la ganancia y la pérdida sean iguales , basta mezclar 5 arrobas de &
14 (que dejan 30 reales de ganancia) , con 6 de & 25 (que dan 30
reales de pérdida), y el problema queda resuelto segln la regla pre-
cedente.

Pero lio es esta la Unica solucion. Porque si los nimeros 5y 6
se multiplican por 2, habria 60 reales de ganancia y 60 reales de
pérdida, esto es, habria otra solucién.

Si se multiplican por 3, habria 90 reales de ganancia y 90 reales
de pérdida: otra solucion , y asi sucesivamente.

Luego el problema es indeterminado ; quiere decir, que admite
un namero infinito de soluciones.

Escolio. Si en general, representamos por @el nimero de arro-
bas de & 14, y por ™ el de & 25, que liayan de mezclarse ; siendo evi-
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dente que & arrobas dejan 6 X ” reales de gtanaiicia, y que z arro-
bas dan & x 5reales de pérdida , igualando estos dos productos, re-
sulta6Xa?= 5X 2% dedonde 5:6 :: a :

Lo que nos dice en lenguaje vulgar: los nimeros se han de
mezclar de ambas especies estan en razon inversa de las diferencias
de sus precios al precio medio.

Escolio 2.“ Para que estos problemas fuesen determinados, seria
necesario plantearlos de nuevo, suponiendo, por ejemplo, que era
conocida una de las cantidades que entrase en la mezcla, quedando
una sola cantidad desconocida , para la cual habria un solo valor;
gue en eso consiste el ser determinado el problema , y se resolveria
segun la regla de tres.

Escolio 3* Si son tres d mas las especies, se halla el nimero de
unidades (que han de mezclarse) de dos cualesquiera de ellas, entre
cuyos precios esté comprendido el precio medio : después el de otras
dos, y asi sucesivamente.

PROGRESIONES POR DIFERENCIA.

11~ Progresionpor diferencia es una serie de nimeros tales
que restando de cada uno el anterior, se obtiene una misma diferen-
cia, llamada diferencia de la progresion.

Sila es mayor que cero , los términos van creciendo
y la progresion se llama ; si la diferencia es menor que
cero , los términos van disminuyendo, y la progresion se llama de-
creciente; y si la diferencia es igual & cero , se repite el primer tér-
mino , y no hay progresion.

Sean , por ejemplo las dos progresiones

f1.3.5.7.9.11.13.15.17  (Diferencia 2).
+100.96 .92.83.84.80.76.72 (Diferencia—4).

La primera es creciente , porque su diferencia 2 es mayor que O.

Lasegunda es decreciente, porque su diferencia — 4 es menor
que Q.

Las progresiones por diferencia se escriben como se ven y se
leen , la primera, por ejemplo, 1esaritméticamente a 3, como 3 es
a5,como5esa7,como7esd9, como9es a 11, etc.

También se lee abreviadamente , diciendo: 1es & 3, es &5, es
4a7,es a9, etc

Una progresion por diferencia no deja de serlo, porque se afiada
0 quite un mismo ndmero 4 todos sus términos.
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Unaprogresion decreciente se convierte en creciente, y wceversa
invirtiendo el 6rdeu de sus términos.

1 propiedad. Segun la idea que hemos dado de las prc

gresiones crecientes por diferencia, un término cualquiera es igual
al que le precede mas la diferencia. Luego:

El segundo término es igual al primero mas la diferencia.

El tercero esigual al segundo mas la diferencia, ¢ bien igual ai
primero mas dos veces la diferencia.

El cuarto es igual al tercero més la diferencia, ¢ bien igual al
primero més tres veces la diferencia.

F en general, m término cualpUera es igual al primero més
tantas reces la diferencia comosea el nimero de términos que le pre~

Sea, para fijar las ideas en los escolares , la progresion general

gue suponemos creciente, j representemos por la diferencia.
Es evidente, después de lo expuesto, que

b= a+ d,

¢ —bH-rf = aH- ri+ ri= a-f-2rf,
e = ¢-f-(¢ = a-h2d-f-rf = a+ 3rf
Pz e =a-h3d-|-d = a4-4d,

Luego si tenemos ima progresion de un nimero n de términos
siendo «el primero, y« el Gltimo, delante de éste habrd (u- 1)
términos, y el Gltimo, en fniiciou del primero, serd igual & éste
mas (» — 1) veces la diferencia, 6 bien . - o+ in-1)a. for-
mula que, en lenguaje vulgar, reproduce el enunciado anterior

bi la progresion es decreciente , teiidrémos, por el contrario ,

6 = a—d,
c—b—d=a— d—d= a—2r,
e=c-cZ=a—2d—d=a—

Vpor consiguienteu ~-a~{n— l)d.
deli'térmira,"" evidente que en la misma proporcién creciente

2= U—d,

X = Z~~d = u — —d = u—2rf,
s= V—ri= U—2d —rf= U— 3f],
r=s—ri= u—3d—ri=tt_ Ari.
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Luego, término cualquiera es igical al tltimo menos tantas re-
ces la diferencia como sea el nimero de términos que le sigan.
Y el primero, en funcion del dltimo, sera igual & éste ménos
— 1) veces la diferencia, ¢ biena=u — [n— \)d.
Si la progresion es decreciente , tendremos , por el contrario ,

z—u-\-d,
x = 2-hri = u-i- d+ rf= u-4-2d,
s=x+d=u+ 2d H-d = w+ 3d,

y por consiguiente a= u -\-(n —I)d.
3.“ Si de los dos miembros de la primera formula u=-a-\-[n—\)d
restamos teudrémos m—«”™ (it —1}% y dividiendo los dos

miembros de ésta por {n— 1), resulta J ==d, 6 lo que es lo
. u—a
mismod = < _ i .

Y si la progresion es decreciente, d= u—1"

dan el valor de la diferencia d, conocidos el primer término, el Glti-
mo , y el nimero de términos de la progresion.

Corolario. Y esto nos sirve para interpolar varios términos en-
tre dos numeros dados.

Por ejemplo : vamos 4 interpolar tres términos entre los nime-
ros 2y 10, de modo que los cinco formen progresion.

Lo que se necesita es conocer la diferencia, porque conocida que
sea, no hay mas que afiadirla al nimero 2, y después al que se ob-
tenga, y asi sucesivamente , y queda resuelta la cuestion.

10- 2
Pero = 10, a= 2, —1—4; luego d= 4—'= N»]
tendrémos:
2.4 .6.8. 10

Y si la interpolacion hubiese sido entre los nimeros 10y 2, ten-
driamos una progresion decreciente ; y la segunda férmula

d A~ u 10 = 2, nos darla restando 2 sucesivamente

n—1
-MO. 8. 6. 4. 2
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Se conoce el caracter que ha de tener la progresion por el érdeu
en que nos den los dos nimeros. Asi , al interpolar entre 2 j 50,
sera creciente la progresién , porque los nameros dados van de me-
nor & mayor: miéntras que al interpolar entre 50 y 20 ser& decre-
ciente , porque los nimeros dados van de mayor & menor.

Llamando m al nimero de términos a interpolar, el denomina-
dor de las dos formulas Gltimas puede cambiarse enw -f- 1, esto es,
que lo mismo es decir, el nimero de términos que habrd ménos mw,
como decir el nimero de términos & interpolar mas uno, y las fér-

u—a._ .,

mulas seran d = W ,1y d= ]
Si, por ultimo, en vez de hacer uso de la seg*unda, hubiésemos
liecho uso de la primera formula para interpolar tres términos entre
los nimeros 10y 2, su valor neg’ativo nos habria dicho que la nue-
va progresion de cinco términos se obtenia por sustracciones suce-

sivas.
En efecto d u—a siendo u= 2, y a= 10, nos dard

_2_10
d:= 3+1 + 4
y como afiadir algebraicamente — 2, equivale a restar aritméti-
camente 2 (!>), la nueva progresion -f 10. 10—2.8 —2.6 —2.4 — 2,
es, y no podia ménos de ser igual & la obtenida mas arriba.
CoROLA-Rio 2® Si entre cada dos términos consecutivos (sin ex-
cepcion) de unaproporcion por diferencia, sea creciente 6 decrecien-
te, se interpola igual numero de términos, los primitivos y los nue-
vos términosforman progresion.
En efecto : sea la progresion general*a.b”c,e h ... Y
seam el nimero de términos que se quiere interpolar entre ay h,
entre by c, entre Ccy e.....; las diferencias de las respectivas pro-

) . , b—ac —be —c n ,
gresiones parciales seran m+1"m+T... segin la
idea que hemos dado de las progresiones por diferencia, los nume-
radores de estos quebrados son iguales ; también lo son los denomi-
nadores : luego la diferencia es la misma para todas las progresiones
parciales : y como el tltimo término de cada una es al mismo tiempo
el primero de la siguiente, podemos afirmar que todas las progre-
siones parciales, y por consiguiente todos los términos primitivos
y nuevos, forman una sola y Unica progresion.

4* Dada la progresion t«. beceeef g h>m*n» 0.u, ere-
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ciente 6 decreciente, cuatro términos consecutivos cualesquiera,
como, 7%, m, n, forman una equidiferencia, puesto que la misma
diferencia hay entre  j h, que entre mj n\porla misma razén
forman equidiferencia dos términos consecutivos con otros dos con-
secutivos, aunque estos dos no estén & continuacion dedos dos pri-
meros, como ii, 5, o, w; y por la misma razén la forman también
cuatro términos que estén dispuestos de manera que haya entre el
primero y segundo la misma distancia que entre el tercero y cuarto,
como a, ¢,”, 6 bien a, e, w, w, 0 bien a,f, k, u.

Tres términos consecutivos cualesquiera, como ¢, e, forman
una equidiferencia continua, puesto que entre el primero y segundo
hay la misma diferencia que entre el segando vy tercero ; y por la
misma razon la forman también tres términos que estén dispuestos
de manera que haya entre el primero y segundo la misma distancia
que entre el segundo y tercero, como a, ¢,/, dbien a, e, /t, 6 bien

O bien a,g, %

Corolario De esta propiedad se deduce que "-j- = ¢+ 0—
cn =.em =fp7%= 2y; es decir, que en toda progresion por
diferencia creciente 6 decreciente, la sima du primer términoy al-
timo es siempre igv'al & la de los medios equidistantes de los extre-
mos ; € igual también al duplo del término medio, si el nimero de
términos de laprogresion esimpar.

Corolario 2. antecedente, coiisecuente y medio
diferencial, excepcién hecha del primero, que es s6lo antecedente,
y del Gltimo, que no es m&s que consecuente.

5" La suma de todos los términos es igual & la suma de los extre-
mos multiplicadapor la mitad del nimero de términos.

En efecto : si representamos por S la suma de los términos de la

progresion general -i-a.b.e-e.f- ............. r.s.x.z.u,
tendrémos. . S= a+ "-h 4-e+ [+ ... Ar-Ns-Ax-j-z~"u,
Obien. ... S= 4-i*4 ...

Samando ordenadamente estas igualdades, resulta

23 (a 4- ()4-i) 4- [c4-M 4- [ed-s]'4- [f-hr) 4- ...
4- (r4-1) 4- 54-¢) 4- {x4-¢c) 4- (24- h) 4- (H4- a).

Y como los sumandos, que estos paréntesis representan, son
iguales, segun el primer Cor. de la cuarta propiedad, tendrémos
2S={a-hu)-\-{a-\-u)-i-{a-hu) 4- .....-h(a~hu)-"*(a-i-u) 4- (a-hu},
esto es, tantos sumandos ( @ u) como sea el numero de términos
de la progresion.

Luego si representamos por el nimero de términos de la pro-
gresién, tendrémos 2S= (a4-u] X n.
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Y (iividieiido por 2 loa dos términos de esta ig-iialdad, teudrémoa

finalmente S= — A~ 6bien S— (a-hu) X ~

Corolario. Sustituyendo en esta férmula, en vej del primero y
ultimo termino, los correspondientes de las progresiones que siguen
representando por n el nimero total de términos de cada una, por
la forma general de los nimeros pares, y por 2ii — 1la de los impa-
res, tendrémos

La suma de los nimeros naturales 1,2,3, 4, 5, ti....n, es
ninH-1) " ’ ’
' m) 0 bien {l -hn) X
La suma de los numeros pares 2, 4, 6, 8, 10, 12 2n es
n{n-"1). ' ’
La suma de los nimeros impares 1, 3, 5, 7, 9, 11... 2%i—l.es

EJEMPLO :

r.a sumade los 100 primeros nimeros naturales es N B5050.

PHOGRESTONES POK COCIENTE.

l«0. Progresion por cociente es una serie de numeros tales que,
dividiendo cada uno por el anterior, se obtiene un mismo cociente,’
Ilamado razon dé la progresion. *

Si la razén es mayor que la unidad, los términos van creciendo
y la progresién se llama creciente ; si la razén es menor que la uni-
dad, los términos van disminuyendo y la progresion se llama decre-
ciente ; y si la razon es igual & la unidad, se repite el primer térmi-
no y no hay progresion.

Sean, por ejemplo, las dos progresiones

-3:6:12:24:48:96:192:384....cceiiiie 2).
-880: 440:220 : 110:55 : 27-"- 113"~ 1 6-"  (Razén _é-)*
La primera es creciente , porque su razon 2 es mayor que 1.

La segunda es decreciente, porque su razébn ~ es menor que 1

Las progresiones por cociente se escriben como se ve y se leen,
la primera por ejemplo,

3 es geométricamente & 6, como 6esa 12, como 12 es 424, etc.

‘También se lee abreviadamente diciendo: 3 esati, es a 12,
es a 24, etc. ’

Una progresion por cociente no deja de serlo porque se multipli-
quen 0 se dividan todos sus términos por un mismo numero.
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Una progresion decreciente se convierte en crecimte, y viceversa,
invirfciendo el 6rden de sus términos.
fl« B- Primerapropiedad. Segln la idea que hemos dado de las
progresiones crecientes por cociente, un término cualquiera es igual
al que le precede multiplicado por la razén. Luego ;
Kl segando término es igual al primero multiplicado por la
razon.
El tercero es igual al segando multiplicado por la razén. 6 bien
al primero multiplicado por el cuadrado de la razon.
El cuarto es igual al tercero multiplicado por la razén, 6 bien al
primero multiplicado por el cubo de la razén.
en general, im término® cualgniera es igual al primero multi-
plicado por la razén elevada a la potencia del grado que indique el
numero de términos que le preceden.
Sea, para fijar las ideas en los alumnos, la progresion general

rva: b:cie: fio. .p:ig:ix:z:u,

que suponemos creciente, y representemos por r la razon.
Es evidente, después de lo expuesto, que

b=aXr,

C= 6Xr=axrxr =axr¥*,
E=CXrIr =ax r*xr=aXxX 7
f=exr=ax MmXr=axr\

Luego si tenemos una progresion de un nimero n de términos,
siendo a el primero y u el Gltimo, delante de éste habra [n— 1) tér-
minos; y el dltimo, en funcion del primero, sera igual & éste multi-
plicado por la razén elevada U la potencia del grado [n— 1), 6 bien
w= X r"*“’ formula que en lenguaje vulgar reproduce el enun-
ciado anterior.

Si la progresion es decreciente, teiidrémos, por el contrario,

6= ﬁ,

a . a

T o

= tr= 2

.. a
or consiguiente = '
yp g u 904_
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2. También es evidente gne en la misma pro™u’esion creciente
de N términos

u
2= ¢
'£ss £ u .
- r ,r,_
X u ]
q= 7 r*”_ r
_qQ u u
P=y r- 'z

Lueg*o, un término cualquiera es igual al ultimo dividido por la
razon elevada d la potencia del grado que indique el numero de térmi-
nos que le siguen.

Y el primero, en funcién del ultimo . sera ig'ual & éste dividido

pop la razén elevada a la potencia del grado [n—1), 6 bien a=

Si la progresion es decreciente, tendremos , por el contrario :

2=uXr

X=ZXr =n,Xr xr uxr*
q= XXr UXr*xr = uxr”n
)= gXr ~uxr™ xXr = ux r*

y por consiguiente a—u X "\
3.“ Si dividimos por alos dos miembros de la primera férmula

u—ax tendrémos — = r"—* y extrayendo de los dos
n—1
miembros de esta igmaldad la raiz 1), resulta Nr:6lo
n—1

que es lo mismo, r = - —

n—i

Y si la progresion es decreciente, r — ~ .1 ; formulas que nos

dan el valor de larazén conocido el primer término, el Gltimo, y
el nGmero de términos de la progresidn.

CoKOLARIo. Y esto nos sirve para interpolar varios términos en-
tre dos niGmeros dados.

Por ejemplo: vamos & interpolar tres términos entre los nime-
ros 2y 32, de modo que los cinco formen progresion.



liO que se necesita es conocerla razon, porque conocida que sea,
no hay méas que multiplicarla por el nimero 2 , y después por el que
se obtenga, y asi sucesivameate, y queda resuelta la cuestion.

Pero 2= 32,n= 2, «—1=4, luego i*~~/_~=\/16 = 2
y tendremos:
H2:4:H:16: 32

Y si la interpolacion hubiese sido entre los nimeros 32 y 2, ten-
driamos una progresién decreciente : y la segunda férmula

4 A

—:
1

\/ig"™ 2, nos daria, dividiendo sucesivamente por 2,
32;16:8:4:2
Se conoce el caracter que ha de tener la progresion por el érdeu
en que nos dan los dos nimeros. Asi al interpolar entre 2 y 32 sera
creciente la progresion , porque los numeros dados van de meuor &
mayor: miéntras que, al interpolar entre 32y 2, sera decreciente,
porgue los nimeros dados van de mayor a menor.

Llamando m al nimero de términos a interpolar , el indice del
radical de las dos férmulas Gltimas puede cambiarse en «i -h 1, esto
es, que lo mismo es decir el nimero de términos que habra ménos
uno, como decir el nimero de términos & interpolar mas uno, y las

m-+|

formulas seran r ~ N\ [N *

Si, por ultimo, en vez de hacer uso de la segunda, hubiésemos
hecbo uso de la primera formula para interpolar tres términos entre
los nimeros 32y 2, su valor fraccionario nos habria dicho, que la
nueva progresion de cinco términos también se obtenia por divisio-

nes sucesivas, puesto que lo mismo da multiplicar por  que dividir

por 2.
En efecto;

ni4-l 4 4

CoKOLARIo 2® Sii entre cada, dos términos consecutivos (sin excep-
cion) de una progresion por cociente . sea creciente 0 decreciente, se
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ineerpoimi igm | numm'o de términof!, los pHmHivos y los nuevos
términos forman progresion.

En efecto: sea la progresion g-eneral ~ a: h\It i:j ml: ... i

J sea m el nimero de términos que se quiere interpolar entre ayb,

entrehj h, entrehhi, ... ; las razones de las respectivas progre-
-+l m

siones parciales seran V JVin VN
Va’vir’viT
idea que hemos dado de las prog-resiones por cociente, las cantidades

siibradicales  y |+ |, , etc., son iguales; también lo es el gra-

do de la raiz; luego la razén es la misma para todas las progresio-
nes parciales: y como el término de cada una es al mismo
tiempoe | d e la siguiente, podemos afirmar que todas las
procesiones parciales , y por consiguiente todos los términos , pri-
mitivos y nuevos , forman una sola y Unica progresion.

4* Dadala progresion ~ ambmh :i :j :Imo:p mqg:z :u, cre-
ciente 0 decreciente, cuatro términos consecutivos cualesquiera,

como I, o,p , g forman una proporcion, puesto que— es igual a

; por la misma consideracion forman proporcion dos términos

consecutivos con otros dos consecutivos, aunque estos dos no estén
& continuacion de los dos primeros, como a, h', z, u ]j por la mis-
ma consideracion la forman también cuatro términos que esten dis-
puestos de manera que haya entre el primero y segundo la misma
distancia que entre el tercero y cuarto, como a, li,, g, u, 6 bien
(P lw, 0biena,J, o, u.
Tres términos consecutivos cualesquiera, como ¢ , h , i forman

una proporcién continua , puesto que ~ es iguald ;y por la

misma consideracion la forman también tres términos que estén dis-
puestos de manera que haya entre el primero y segundo la misma
distancia que entre el segundo y tercero, comoa, h,j , 6 bien
it, {J,6bien«,/ ,q, 6biena, I, u.

Corolario 1. De esta propiedad se deduce que a Xu ~b X ~=
AXg=1iXp=J Xo= P ;esdecir, que en toda progresion por
cociente, creciente ¢ decreciente , el prodmto delprimer término por
el altimo es siempre igualal de los medios equidistantes de los extre-
mos, é igual también al cuadrado del término medio”si el nimero de

términos de la progresion es impar.

Corolario 2.° Cadatérmino ea antecedente, consecuentey medio
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proporcional, excepcién heclia del primero que es sélo antecedente,
y del Gltimo que no es Mas que consecuente.

5* E Iproducto de todos los términos de Uria progresion por co-
ciente esigual &laraiz cuadrada delproducto de los extremos elevado
a lapotencia del grado 'teindique el nimero de términos de la pro-
gresion.

En efecto : si representamos por P el producto de los términos de
la progresion general ® a b mc\ X 2z :u, tendrémos

P = abe... xzUy
0 bien P=

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta
P*= fiic....xzuXuzX....... cha;
é invirtiendo convenientemente el 6rden de los factores, tendrémos ;
P*=auXbzX ex....xe X 2> Xua.
Pero segun el corolario 1.“ de la propiedad anterior
au-=-hz — c/x.....;

luego P*= jiii X au Xau....au X auxau,

esto es, tantos productos [au) como sea el nimero de términos de
la progresion.
Luego si representamos por n el namero de términos de la pro-
gresién , tendrémos :
P2=(iim)u.

y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de esta igualdad,
tendrémos finalmente

P= Jau)°.

6.” La suma de todos los términos de una progresionpor cociente,
esigual a la diferencia eiitre elprimer término y elproducto del ul-
timopoi' la razon , dividida por la diferencia entre la unidad y la
razon.

En efecto : si representamos por S la suma de los términos de la

progresion general » a b ¢ .. \x\z:u, tendrémos
S= + C+ ... + x-"z-\-u.

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razon r.
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y teniendo presente que el producto de cada término por ;es i-ual
al término siguiente , tendrémos :

S*= 5 C-|-.....

Restando ordenadamente de esta igualdad la primera , siempre
que la progre,sion sea creciente , resulta

P ~~Q~ur_a1

0 bien S(r—1] = ur —a

de donde g=- ur—a
r—1

Pero si la razén es menor que la unidad , esto es, si la progre-
sion es decreciente , se resta ordenadamente la segunda igualdad de
la primera , y se obtiene

S—S?-=rff_fii- "6 bieu B[\~r)~a~-ur , de donde S* = ur
—r

Ndmeros figurados.

ai?. Se llaman nimerosfigurados aquéllos que, por adiciones
sucesivas, forman diferentes series de diferentes 6rdenes, pero deri-
vadas unas de otras por una ley constante.

Por ejemplo : la serie de los numeros naturales 1, 2, 3,4, A.fi,
7,8, etc., fébrmala primera clase de  numeros figurados de pri-
mer oOrden.

Si & partir del primer término se suman sucesivamente los tér-
minos de la anterior, se obtienen los nUmeros 1,3,6. 10, 15, 21,
28, 36, etc., que son numeros figurados de segundo orden, llama-
dos también nimeros triangulares, y en general poligonales.

Si ¢ partir del primer término se suman sucesivamente los térmi-
nos de la anterior, se obtienen los niumeros 1,4, iO, 20, 35, 56, etc.,
gue son numerosfigurados de tercer érden, llamados también ndmc-
ros piramidales.

Si & partir del primer término se suman sucesivamente los tér-
minos de la anterior, se obtienen los numeros 1 5, 15, 35, 70, etc.,
gue son numerosfigurados de cuarto érden.

Y asi sucesivamente se obtienen de quinto, sewto, sétimo, etc.,
orden.
133. Sirecordamos qgtie

@f6)=12a4b
@+ 6*= a-f-2ab-h €
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(@H b*= a’+ 3a*iH- 3a)*+ 6"

(@-- bo*= a*-H4a’i)H 6a*6* -h 4a6’ -h b*

(@+ bp= a*+ 5a"b+ I0a’b*4- 10a*b* -h 5ab* 4- b*

(@t - D& a®4- tia*h4- 15a*b* + 200H® 4- 15R0*4- 6ab’  Ix

poniendo al primer binomio el exponeute 1 por analogia, observa-
rémos que los coeficientes de los segundos términos en las potencias
sucesivas, son fiimeros figurados de primer 6érdeu; los de los terce-
ros términos son numeros figurados de segundo 6rden; los de los
cuartos términos son nimerosfigurados de tercer érden; los de los
quintos términos son numeros figurados de cuarto 6rden, y asi su-
cesivamente.

Deaqui,la importancia de los numeros figurados que, desde
Arquiraedes & Descartes, todos los sabios lian estudiado con deteni-
miento. Importancia que lian perdido, desde que Newton descubrié
la formula de las potencias del binomio, que ba inmortalizado su

nombre.

Niimero de balas que tienen las pilas que se forman en los parques
de artilleria.

Las pilas de balas en los parques de artilleria se disponen
de modo que sus capas horizontales sean tridngulos equilateros, 6
cuadrados 6 rectangulos (véase la Geometria).

Primer caso. Pila triangular. Las capas horizontales de esta
pila son tridngulos equilateros, cuyos lados van disminuyendo en
una bala hasta la capa superior , que consta de una sola. Es eviden-
te que cada bala esté sostenida por tres de la capa inferior, y que el
niimero de capas es igual al de las balas del lado de la base.

El nimero de balas, siendo n el nimero de capas, serd igual &
la suma de los numeros triangulares siguientes :

1
1+3 + 64-....+"{n* + n).

Sboundo caso. Pila cuadrangular. Las capas horizontales de
esta pila son cuadrados, cuyos lados van disminuyendo en una bala
hasta la capa superior, que consta de una sola. Es evidente que cada
bala esta sostenida por cuatro de la capa inferior, y que el niamero
de capas es igual al de las balas del lado de la base.

El nimero de balas, siendo ne\ niamero de capas, serd igual a
la suma de los nimeros cuadrados siguientes :

1+4 4-9+ 16+
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Tercer CASO. Pila reotan(/%lar. Las capas horizontales de esta
pila son rectang-ulos, cuyos lados van disminuyendo en una bala
desde la base hasta la capa superior, que consta de una linea de ba-
las. Es evidente que cada bala esté sostenida por cuatro de la capa
interior y que el nimero de capas es i“ual al de las balas del lado
menor de la base.

Segun esto, si la capa superior de una pila rectangular tiene
m+ \ balas, la segunda tendra 2{m + 2), la tercera 4- 3).
y la base (siendo 7 el nimero de capas) tendra -f- m).

Y el numero total de balas sera

m(l -h2-F-3 -F-....+ 1) 4= P -f 2%-j-3%-I-...... F-

expresando ,i las balas del lado menor de la base y n + m las del
mayor.

LOGARITMOS.

a«5. Esta demasiado proxima la teoria de las progresiones para
gue sm esfuerzo recordemos las férmulas

w—a-f-in —1)d .....

d_m-hl ............... r:vV/%1
o @ruwi I —

Férmulas que nos dicen elocuentemente las repetidas relaciones
que hay entre los elementos, propiedades y operaciones existentes
en las progresiones por diferencia y en las progresiones por cocien-
te. Esas relaciones fueron las que indudablemente excitaronla aten-
cion deUscocss Néper & principios del siglo XVII, hasta el punto
de que inventase los loffaritmos, que permiten abreviar los célculos
de una manera ingeniosa y sorprendente ; interesante teoria que
perfeccionada por su intimo amigo Briggs, por Keppler. Euler y
otros, hard que siempre se pronuncien con gratitud nombres tan
gloriosos.

i*O. Se llaman loMaritinos los términos de una progresién por
diferencia, que, empezando por cero, se corresponden con los de
otra por cociente que empieza por la unidad.

Dos progresiones que empiecen de esta manera, una por dife-
renciay otra por cociente, constituyen lo que se llama un sistema de
logarximos.
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Si se dau dos progresiones cualesquiera, una por diferencia y
otra por cociente, que no tengan esa forma, se consigue que la ten-
gan, restando de todos los términos de la primera su primer término
y dividiendo todos los términos de la segunda también por su pri-
mer término.

Logaritmo de un nimero dado es el término de la progresion por
diferencia, correspondiente al nimero dado de la progresién por co-
ciente, en un sistema de logaritmos dados.

Y como se pueden formar cuantos sistemas de logaritmos se quie-
ra, contal que las progresiones empiecen por O y por 1 respectiva-
mente, de aqui que un mismo ndmero puede tener diferentes loga-
ritmos, y reciprocamente un mismo logaritmo puede corresponder &
diferentes niimeros, en sistemas diferentes.

Llamase base de un sistema de logaritmos el ndmero que tiene
por logaritmo la unidad.

La base puede ser entera, fraccionaria 6 inconmensurable, y va-
riable de un sistemad otro como los logaritmos de los nimeros. Lo
que es constante en todos los sistemas, es el logaritmo de la unidad,
que en todos ellos es 0.

Las Progrresionesd .
constituyen un sistema de logaritmos.

Y las progresiones!® AN *»,

constituyen otro sistema diferente.

i*S".  En todo sistema de logaritmos se verifican las propiedades
siguientes :

1.“ EI logaritmo de unproducto es igual & la suma de los logarit-
mos de susfactores.

En efecto: en las progresiones generales

wOa.b.c,e.f.Q?. . etc,
AN B:O:E: P:G; H; etc,
se verifica segun la 4.* propiedad de las mismas , que
0O—a\b—cy
de donde e:=a-\-b y C= AxB.

Pero , segun la idea que acabamos de dar de los logaritmos, ten-
dréinos que a, ¢y i: son los logaritmos respectivos de A, By C
luego & la primera igualdad podemos darle esta forma



282
log, C= log. A-f-log. B; y comoC= Ax B. tendrémos, por
altimo, logaritmo (A X B)= log. A+ log. B.

Si faeseu tres 6 mas los factores, teudrémos :
log. (FXGXH) =log. (FXGH) =log. F+ log. {GH)=
log. P-hlog. G-Mog. Il

CoROLAitio. PdTd holldT el pToducto de dos 6 mas nUMeros, se
hallau los logaritmos respectivos de estos nimeros , se suman des-
pués, y el namero correspondiente a4 esta suma sera el producto
pedido.

2. " m logaritmo de mi cociente esigual & la diferencia del loga-
rium del dividendo menos el logaritmo del divisor.

En efecto : por ser el dividendo igual al producto del divisor por
el cociente, tendréraossegun el principio anterior:
log. dividendo = log. divisor + log. cociente;
de donde log. dividendo — log. divisor ™ log, cociente,
6 bien  log. cociente = log. dividendo — log. divisor.

Corolario. Para hallar el cociente de un numero por otro, se
resta del logaritmo del dividendo el logaritmo del divisor, y el nu-
mero correspondiente & esta diferencia sera el cociente.

3. " Ellogaritmo de unapotencia es igual al logaritmo del nume-
ro que se ha de elevar multiplicado por el exponente de lapotencia.

En efecto : sea la potencia A“,0hbien A. A. A...... hasta n
tactores , que puesta bajo la forma de igualdad serd

A= AXAXAXAXA...

y tomando los logaritmos de los dos miembros de esta igualdad,
resulta

log. A“ =log. A-t-log. A4-log. A %veces log. A.
6 bien log. A« = nlog. A

Corolario. Para hallar una potencia cualquiera de un numero
dado, se halla el logaritmo de este nimero, se multiplica dicho lo-
garitmo por el exponente de la potencia, y el nimero correspondien-
te & este producto sera la potencia pedida.

4~ EI logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la potencia

divididopor el indice de la raiz.
1

En efecto : siendo evidente la igualdad A = , re.sulta, to-
mando los logaritmos de sus dos miembros

log. A E i log. V"a'j
de donde log, X:
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Corolario. Paraextraer lo raiz ih un nimero dado cualquiera,
se divide su logaritmo por el indice de la raiz , y el m'imero corres-
pondiente & este cociente sera la raiz pedida.

Construccion de las tablas de logaritmos.

13S. Después de conocer las cuatro propiedades precedentes y
sus consecuencias, se comprende la gran utilidad que ofrecera una
coleccion de nimeros enteros, que empezando porla unidad conclu-
ya en el nimero mayor posible, acompafiada de sus correspondien-
tes logaritmos (en un mismo sistema), y dispuestos de manera que
dado un namero , en el momento se lialle su logaritmo y viceversa.
Esa coleccién, mayor 6 menor, es lo que se llama Tabla de loga-
ritmos.

El sistema generalmente adoptado es el que tiene por base la

misma gque tiene nuestro sistema de numeracién. Las progresio-
nes son :

41 iU IUJt IUD  Juoou: 100000 : 1OOCNOCH KI000000D
Tu. 1. 3 . 3 4 . 5 6 . 7.

Si ahora interpolamos entre los términos 1y 10 de la primera
progresion un namero tan crecido de medios proporcionales que si
los nameros 2, 3,4 ,5, 6, 7,8y 9, no forman parte de él, siquie-
ra difieran de algunos medios proporcionales en ménos de cualquier
cantidad dada por pequefia que sea, de modo que, puedan tomarse
unos por otros sin error sensible : si después interpolamos entre los
términos Oy 1 de la segunda un nimero de medios diferenciales
igual al de medios proporcionales interpolado.s anteriormente, es cla-
ro que los términos de esta progresion parcial por diferencia seran
los logaritmos respectivos de los términos de la nueva progresion
]or cociente obtenida mas arriba.

Repitiendo estas consideraciones y estos procedimientos respecto
de los términos lu y 100 de la primera progresién, y 1y 2 de la se-
gunda : y después respecto de 100 y 1000 de la primera, y 2y 3de
la segunda; y continuando de esta suerte hasta donde se quiera,
pero interpolando siempre entre cada dos términos consecutivos el
mismo ndmero de términos que se interpol6 entre 1y 10.

Haciendo caso omiso de los medios proporcionales y medios dife-
renciales que no nos sirven & nuestro proposito, y tomando en cuen-
ta Unicamente los nVimeros enteros consecutivos (que si no constitu-
yen progresion por cociente , forman parte de ella), desde la unidad
hasta donde .sequiera, de una parte ;y de otra, tomando sus loga-
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ritmos respectivos [que si uo coiistituyeu progresion por diferencia,
forman parte de ella) , habrémos formado, mejor dicho, habrémos
explicado la posibilidad de formar una tabla de logaritmos, sean
cuales fueren las dijicwltades materiales que la realizacion de las
operaciones presente en la practica.

_ Mi». Dos observaciones . de casi todos sabidas, presentarémos
a fin de aminorar esas dificultades.

1. Qiio teniendo los logaritmos de los nmeros primos, no hay
necesidad de determinar directamente los délos nimeros nopri-
mos-, puesto que , segun la primera,propiedad, log. 21, por ejemplo
es Igual a log. (7 X 3)= log. 7+ log. 3:y asi de los d;mas.

Qm sepuede calcular el logaritmo de un nimeroprimo con un
error tan pequefio como se quiera, sin tener que extraer raices del
mhl

grado {m” 1J que dice la formula == , siendo bastante con

extraerlas de segundo grado.

Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del nimero 5.

Para ello interpolemos un medio proporcional entre 1y 10, v un
medio diferencial entre 0y 1, de modo que tengamos :

I . X:ta;10 y 0—z; z—1, dedonde
i = \/I”Td=\/il)= 3,16227... y z=
6 lo que es lo mismo 0,5=1og. 3,16227.....

Perones mayor que 3,16227..... y menor que 10; tenemo.s,
pues, que interpolar un nuevo medio proporcional entre 3,16227.......
y 10, y un nuevo medio diferencial entre 0,5y 1. de modo que ten-
gamos

....... ;e X:10yY 05—z :Z—1, de donde
x="V3,16227...x 10 = V/31,6227r7r=5,623... yz=
6 lo que es lo mismo, 0,75 = log. 5,623.....

Pero 5 es mayor que 3,162.....y menor que 5,623....... : tenemos,
pue.a, que interpolar otro nuevo medio proporcional entre 3,162.....
y5,623..... y otro nuevo medio diferencial entre 0,5y 0,75.

Continuando estas interpolaciones llegariamos a obtener dos me-
dios proporcionales, uno en pos de otro , que se diferenciasen uno
de otro en menos de cualquier cantidad dada por pequeiia que fuese,
y entre los cuale.s estaria comprendido el ndmero 5. Podriamos”
por consiguiente, tomar uno de ellos por el nimero dado 5, vy el
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medio diferencial ccrrespondieute al medio proporcional que se tome
serd el logiaritmo pedido. Y aiidlog'amente se calcularan los log‘arit-
mosde los numeros primos 2, 3, 7, 11, 13, 17, etc.

Adveutenoia. Los alumnos que se dediquen al estudio especial
délas Matematicas, aprenderdn, en las partes mas elevadas de la
ciencia, los métodos que hay mucho mas expeditos para calcular
los logaritmos.

Disposicién y uso de las tablas de logaritmos.

m®0. Se llaman logaritmos de Briggs (del nombre del autor de
las primeras tablas de este sistema), y también logaritmos vulgares
por estar generalmente adoptados —aunque hoy se nombran siu ese
calificativo— los que estan formados en el sistema de las progresio-
nes que repetimos a continuacion.

H1:10; 100 ; 1000 10000 : IGO0 ; IUOCOOD
f0. 1. 2. 3. 4. 5. G

De la simple inspeccidn de estas dos progresiones se deduce que;
el logaritmo de la unidad es 0.
el logaritmo de 10  es 1,
el logaritmo de 100 es 2,
el logaritmo de 1000 es 3,
el logaritmo de 10000 es 4,
y, en general, los logaritmos de la unidad seguida de ceros, 6 me-
jor dicho, los logaritmos de las diferentes potencias de la bese- 10,
son numeros enteros, y positivos, compuestos de tantas unidades
como unidades tenga el exponente de las diferentes potencias de 10.

También se deduce que :

Los logaritmos de los nimeros comprendidos entre 1y 10 son
mayores que 0y menores que 1. esto es, una fraccion, que, como
las demas que en adelante mencionemos, vienen valuadas por Brigg.s
y sus sucesores, en decimales :

Los logaritmos de los numeros comprendidos entre 10y 100 son
mayores que 1y menores que 2, esto es, 1 mas una fraccion :

Los logaritmos de los nimeros comprendidos entre 100 y IOQU
son mayores que 2y menores que 3, esto es, 2 mas una fraccion :

Los logaritmos de los nimeros comprendidos entre 1000 y 10000
son mayores que 3y menores que 4, esto es, 3 mas una fraccion :y
asi sucesivamente.

Se llama caracteristica de un logaritmo & su parte entera, y
mantisa & la parte fraccionaria. Es claro que los logaritmos de los
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nimeros corapreudidos entre 1y 10sdlo tienen mauUim, y los de
10, 100, 1000, etc., sélo tienen caracteristica: y, en faeneral!, la
caracteristica de un nimero entero cualquiera consta de tantas uni-
dades como cifras ménos unateng-a dicho nidmero ; y reciprocamen-
te, un nimero que se busque, tendra tantas cifras como unidades
mas una teng-a la caracteristica del logaritmo correspondiente dado.

CoEoiAEio 1. Y puesto que segun la primera propiedad, loga-
ritmo 300, por ejemplo, esigual & log. (3 X 100)=log. 3-j-log. 100,
dirémos que :

Dado el logaritmo de nimero, se obtiene el de otro, 10. 100,
1000, etc., veces mayor 6 menor, auadieudo 6 quitando & la caraca
teristica del logaritmo dado tantas unidades como ceros sigan & la
unidad, quedando la manti.sa de todos ellos la misma. Y reciproca-
mente : dado el nimero correspondiente & nn logaritmo que se desco-
noce 6 ignora, se ohtiem elnimero correspondiente a otro logaritmo
gne tenga igual mantisa, pero que tenga %na, dos, tres, etc., unida-
des mas 6 menos en la caracteristica, multiplicando ¢ dividiendo el
nimero dado por la unidad seguida de tantos ceros, como unidade.s
mas 6 unidades menos. tenga la caracteristica del segundo loga-
ritmo.

CoROLA.iro 2.” Del anterior corolario se deduce que :una frac-
cion decimal tiene en su logaritmo una mantisa igual & la del loga-
ritmo de dicha fraccion, considerada como un nimero entero, esto
es, abstraccion hecha de la coma ; la diferencia estd en la caracte-
ristica y en el signo, segin veremos mas adelante.

B3l. Porque es bueno advertir que los nimeros fraccionarios
tienen también sus respectivos logaritmos.

En efecto : si consideramos prolongadas & la izquierda las ])ro-
gresiones fundamentales del sistema, teiidréraos

1 ~ L 1
0000 * WU 1ou * i 1010
—4 . =3 =2 I o. 1

donde —4,—3,—2, y — 1, son los logaritmos respectivos de

I i I i
I000d” 1000” 100 "TO m ademas, que los quebrados

propiamente dichos, tienen nimeros negativos por logaritmos.

Y que esta continuacion & la izquierda es licita, no admite duda:
porgue la restriccion 6 condicién impuesta de que las progresiones
fundamentales empiecen por 1y por 0 respectivamente para formar
sistema de logaritmos, queda satisfecha presentando el término 1
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de la progresion por cociente de modo giie se corresponda con el
termino 0 de la progresion por diferencia.

Escolio. Como los logaritmos de los numeros, que no son po-
tencias de 10, son nimeros inconmensurables, que se reemplazan
por otros que, si bien se diferencian de ellos en ménos de cualquier
cantidad por pequefia que sea, rigorosamente hablando, no son
iguales con aquéllos ; por eso los resultados seran tan aproximados
cuanto se quiera, pero no exactos. Que no olviden esto nuestros
alumnos ; asi como tampoco que la operacion en que mas justifica-
do esté el uso de los logaritmos es la extraccién de raices.

La resolucion del problema general dado un numero ente-
ro, hallar su logaritmo, y la reciproca y los casos particulares, todo
lo deben aprenderlos estudiantes de la viva voz del Profesor, te-
niendo & la vista las tablas de VVazquez Queipo, por muchos titulos
recomendables, y seguidas de un en que dicho sefior ex-
plica en seis paginas no cabales, la tabla y el método de Roberto
Flower, matematico inglés del siglo XVIII, que proporciona casi
mecanicamente los logaritmos de los nimeros con una mantisa de
hasta 20 cifras, y, en su caso, 1os nimero.s con la misma extension
de 20 cifras. Neper, Briggs y Flower han hecho que los logaritmos
sean una gloria peculiar de la Gran Bretafia. Y al exhumar nuestro
compatriota el libro de Flower (puede decirse que ya desconocido en
el mundo cientifico), ha dado un alto ejemplo de moralidad, dicién-
donos el nombro de su verdadero autor. Circunstancias todas, que.
unidas a la larga y honrosa carrera del Sr. Vazquez Queipo, han
valido & éste, de parte del Instituto du Francia., la envidiable dis-
tincion que pocos esparioles alcanzan.

133. Sabiendo hallar el logaritmo de un ndmero entero, y
viceversa, digamos dos palabras acerca de los logaritmos de los
nameros fraccionarios en los distintos casos que ocurren.

1" Si el quebrado es imjjropio y ordinario, puesto que el que-
brado representa el cociente del numerador por el denominador, es
evidente que su logaritmo sera igual al logaritmo del numerador
ménos el logaritmo del denominador.

Asi, log. {)2 = log. 12— log. &
log.2 = log. = log. > log 2
log. —log. 1= 0.

2® Si el quebrado es impropio (6 mayor que la unidad), pero
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decimal, se considera como entero, restando después de la caracte-
ristica de su lograritmo tantas unidades como cifras fraccionarias tu-
viere el quebrado dado.

En efecto :

125
log. 12,5 = log. =log. 125 —log. 10 = 2,096910 — 1/=1,096910.
12
log. 1,25 = log. > = log. 125 —2 = 2,090910 — 2 = 0,096910,

Advertencia. Se llama complemento de un nimero lo que le falta
para componer ¢ valer la potencia de 10 inmediata superior.

Asi, el complemento de 85 es 15; el de 12,5 es 87,5 y el de
1038 es 8962.

El complemento & 0 de un logaritmo es otro logaritmo de igual
valor absoluto, pero de signo contrario : como sucede con los loga-
ritmos de dos nimeros reciprocos que solo se diferencian en el sig-
no — que lleva el logaritmo del nUmero menor que la unidad ; sa-
biendo ya que nimeros reciprocos son aquéllos cuyo producto es

igual & la unidad, como ay

El complemento a U de un logaritmo es otro logaritmo, que su
mado con el primero, produce 10.

El complemento & 20 de un logaritmo es otro logaritmo, que su-
mado con el primero, produce 20.

Y, en geneial, complemento de nn numero 6 logaritmo es otro
namero 6 logaritmo, que sumado con el primero produce 0, 6 una
cantidad determinada cualquiera.

El complemento del logaritmo de un nimero cualquiera a se es-
cribe asi ;  log. Ojo log. i?, Cjj log. etc., segun se refiera
a4 0, 10, 20, etc. ; pero si se escribe simplemente Comp. log. a, se
sobreentiende el complemento « 10 ; y se lee complemento del logarit-
mo de z., 6 complemento logaritmico de a.

Tercer caso. ESto supuesto, varao.s & Hilar el logaritmo de
una fraccién propiamente dicha, 6 sea de un quebrado nronio v or-
dinario.

Digo que el logaritmo de tal quebrado es igual & la diferencia de
los logaritmos de sus dos términos, afectada del signo__; es decir
sera un logaritmo negativo

En efecto : Sea la fraccion general en que suponemos a<J),
y que por ser igual & 1:~ da lugar & la igualdad siguiente :

/\'a*
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Tomando los logaritmos de los dos miembros de esta igualdad,
tendrémos

log. % = log. 1 —og. Z—; y como log. 1=0, resulta

loar. — log. == —(log. b—log. a),
Asi, log. — = log. 4 —log. 5= —0,096910
logg =log.1 log. 12= —1,079181.

Pero siendo comunes & los logaritmos negativos las propiedades
generales (I®7), y ofreciendo inconvenientes su presencia en los
célculos, se ha convenido en afiadir 10 unidades & la caracteristica
de los logaritmos negativos, para que, efectuada la sustraccion con-
siguiente, el resultado aparezca sin el signo — ; teniendo buen cui-
dado de corregir el logaritmo final, al terminar la operacion. Y el
logaritmo negativo, asi transformado, es lo que se Ilama comple-
mento logaritmico del nimero en cuestion, que se expresa poniendo
un punto algo elevado entre la caracteristica y la mantisa.

. 2
Asi, puesto que log. es—0,176091 ; el comp. log.

sera 9-823909.
Cuarto caso. Quelapropiamente dicha seo. decimal.
Siendo log. 0,5 = log. 5— 1= —0,301030, tendrémos también

Comp. log. 0,5= 9-698970; y Comp. log. 0,05 = 8-698970 ;

de donde el complemento de una fraccion propia decimal tiene por
caracteristica 9, 0 tantas unidades ménos que 9 cuantos ceros haya
entre la coma y las cifras significativas ; y por mantisa la correspon-
diente & dichas cifras, consideradas como formando un numero
entero.

Si reciprocamente se da un logaritmo negativo para hallar su nu-
mero correspondiente, éste serd igual ala unidad fraccionaria cuyo
denominador sea el mismo numero correspondiente al logaritmo dado,
pero sin el signo —.

Si el logaritmo dado tiene la forma de complemento, se hallara
la fraccidn decimal correspondiente, escribiendo O enteros, y des-
pués de la coma tantos ceros cuantas unidades falten a la caracte-
ristica para 9, seguidos del nimero que por las tablas corresponda &
la mantisa.

Escolio. Por medio del uso de los complementos, se convierte la
iUrStraccion en adicion.

2

19
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De suerte que combinandose por adicién y sustraccién varios lo-
g-aritmos, se abrevia la operacidn, afiadiendo a los logMaritmos su-
mandos los complementos de los logaritmos sustraendos, rebajando
de la suma tantas decenas cuantos complementos se hayan intro-
ducido.

Demos fin & esta materia, rogando & nuestros ilustrados compa-
fieros que nos perdonen si insistimos en recomendarles que, después
de explicada la teoria de los logaritmos, dediquen al ménos una se-
mana al manejo de las tablas, teniendo cada alumno las suyas en la
mano, y ensenando de viva voz el profesor & resolver los diferentes
problemas y casos que ocurrir puedan.
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CAPITULO IV.

I>e la« eoiiaoloiic.« de |>idiner ~rado.

13<1. Prelbonakes. En lo3 tres primeros capitulos hemos dado
a conocer el calcuh algebraico elemental, 6 sean las diversas trans-
formaciones que pueden recibir las expresiones literales de la canti-
dad, tal y como deben ensenarse a los nifios de 12 a 14 anos, que
cursan esta asignatura en los institutos de segunda ensefianza.
Con el mismo criterio vamos & explicar, en este y en el siguien-
te capitulo, la comparacion algebraica elementalpor igualdad,, 6 sea
la resolucién y discusion de las ecuaciones y problemas de I.°y 2*
grado ; tratando de pasada aquello que, ménos interesante 4 los
alumnos, contribuye sin embargo , & ilustrar esta parte analitica del
ALGEBRA, la més esencial y fecunda.
13,». Se llama identidad relacién que existe entre dos expre-
siones de formas iguales de una misma cantidad, como
7=7 a-hb=a-fb 5M®c —4 = SHRBRL —4.
Igualdad es la relacion que existe entre dos expresiones de for-
mas desiguales de una misma cantidad, como
8+2=10 a“—b®= (a+b) (a—b) \/ —2a+a*= 1—a.
Y la igualdadiCi'i* el nombre de ecuacién cuando contiene una
6 mas incognitas (Arit. ©), cuyos ralores se desea conocer, como

2.X-4 + N + ~g-= 30 X+ y= 8

La ecuador], es , pues, un caso particular de la igualdad.

La ecuacion queda satisfecha Gnicamente por ciertos valores de
las incOgnitas , miéntras que la igualdad se verifica cualesquiera que
sean los valores de los elementos que entren & formarla.

La identidad es siempre evidente.

Se llama ecuacion numérica toda ecuacién en la que las cantida-
des conocidas son numeros particulares, estando representadas la
incognita 6 incdgnitas por letras, generalmente por las Gltimas del
abecedario ; y literal toda ecuacion en que tanto las cantidades des-
conocidas como las conocidas , 6 alguna de éstas al ménos , estan re-
presentadas por letras, acostumbrandose & representar las conocidas
por las primeras del abecedario.

Orado de una ecuacion con una incagnita es el mayor exponen-
te de ésta, contal que no esté por denominador ni afectada del sig -
no radical. Si el exponente es negativo 0 fraccionario, la incognita
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a la cual afecte es considerada en denominador 6 debajo de un sig-
no radical. El grado de una ecuacién con dos 6 mas incdgnitas se
aprecia como en el caso anterior, siempre que en cada término en-
tre una solaincognita ; pero si entran mas de una en algin término,
entonces el grado de la ecuacién es la suma de los exponentes de las
incégnitas en el término en que esta suma sea mayor , no estando
aquéllas por denominador ni debajo de radical.

También se llaman las ecuaciones completas, respecto de una in-
cognita, si contiene 4 ésta elevada & todas las potencias sucesivas,
desde 0 basta la mayor en que entre: incompleta., si falta alguna po-
tencia: gura, si los exponentes son iguales , y mixta, en caso con-
trario.

Solucién de una ecuacion con una incognita es el valor 6 valo-
res que , sustituidos en vez de la incdgnita , convierten la ecuacion
en identidad: estos valores se llaman también ralees de la ecuacion:
y hallar sus soluciones es resolver una ecuacion.

Se da el nombre de equivalentes & dos ecuaciones que tienen so-
luciones iguales;  incompatibles b contradictorias, si pueden pre-
sentarse de manera que, siendo idénticos los primeros miembros 6
los segundos, no lo sean los segundos 6 los primeros; de imposible 6
absurda & la que no puede transformarse en identidad por ningin
valor que se dé a la incdgnita 6 incognitas que contenga ,y el nom-
bre de indeterminada & toda la que admita una infinidad de solu-

ciones.
: es una ecuacion numérica de primer grado con una
w—4=8 sola incognita,
3?7+ 4?= C literal de segundo grado,
5? + 2y= 3 indeterminada.
7 - 2 = T imposible ¢ absurda.

* N N lincompatibles 6 contradictorias.

Resolucién de unaecuaciéon de primer grado con una incégnita.

I»G. Vzx?"resoUer una ecuacién de primer grado cou una in-
cognita , hay que hacerla sufrir cuatro transformaciones, & saber:
1.“ quitar quebrados si los hay ; 2.' pasar todos los términos que
contengan la incognita & un solo miembro, generalmente al prime-
ro, y las cantidades conocidas al segundo; 3* formar de cada
miembro un solo término , al méuos indicado; y 4.* dividir los dos
miembros de la ecuacién por el coeficiente de la incognita , 6 canti-
dad que la multiplique , sea numérica 6 literal.
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. ) __ X _ 1_ 7
Ejenplo; 1247 3 7% " 1o
1* Si reducimos todos los términos de la ecuacioE & un comun
denominador, que en el caso presente es 12 por el m. ra. c. , to-
mara la forma de
2\* 153 2 1
12 12 12 12 12

Si suprimimos ahora el denominador comudn , lo cual es licito
porgue equivale & multiplicar cada quehjado, 6 sea cada término,
por su denominador, y por consiguiente equivale & multiplicarlos
dos miembros de la igualdad, 6 sea de la ecuacién, por una misma
cantidad, por el denominador comun , en el presente caso por 12, la
ecuacion tomara la forma siguiente :

2'ix — 153 — 8a —2— 7.

Luego para quitar quebrados en una ecuacion , se reducen todos
sus términos a un comdn denominador , considerando é los términos
deforma entera como quebrados con la unidad por denominador” y
después se suprime el denominador comin.

Excusado es decir que en la préctica se hace la reduccion y su-
presion , sin pasar por el materialismo de escribir el denominador
comun.

2. “ También es evidentemente licito el afiadir 6 quitar una mis-
ma cantidad & cantidades iguales.

Si afladimos , pues, 153 & los dos miembros de la ecuacion, y
restamos de los mismos 8a:, tendrémos

24x — 153+ 153— 8x = 8x — 2— 7-h 153 —8x.

Y considerando que —153 y + 153 se destruyen en el primer
miembro, y que 8 y — 8 se destruyen en el segundo, podemos
presentar la ecuacion bajo la siguiente forma:

24x — 8x = 153 —2 — 7.

Pero 153 que tenia el signo — en el primer miembro, apareca,
con el signo + en el segundo, y 8 que tenia el signo + en el se-
gundo, aparece con el signo — en el primero.

para pasar los términos de un miembro a otro , se verifica
mudandoles el signo.
3. * Lareduccion de términos semejantes en cada miembro no
ofrece dificultad, y nos dara

16x = 144.
4. ’ De donde, dividiendo los dos miembros de la ecuacién por
el coeficiente de a:, 16, lo cual es también licito , resulta finalmente
x= <M g

16
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Comprobacion.  Sustituyendo en la ecuacién propuesta en vez de
X'su valor 9, tendrémos

.3 1 7
214 — 612
. 5 7
6 1
0 sea 18 4 o 5 19 A
6 bien la identidad. a 2
4 4 m

Lueg‘d la ecuacion lia sido bien resuelta , y 9 es el verdadero va-
lor de x.
Sea, por segundo ejemplo, la ecuacion
2x-h 7= 4x—09.
No tiene lugar la primera transformacion.
Pasando al primer miembro los términos con a?, y al segundo los
conocidos, tendrémos
2X —4x = * 9—7;
y reduciendo — >16;
de donde, descomponiendo el término — 2x en — 2 X X, resulta

13 -_16k= 8.

139'. Sirva de nuevo ejemplo
2xh-5 = 3v— 10.
Haciendo la transposicion de términos, tendrémos
2x —dX= —10— 5;
de donde, reduciendo —x = —15.

Hemos puesto de propdsito este ejemplo para llamar la atencion
sobre él, y advertir & los alumnos que ésta no es la solucion negativa
gue hemos de conocer muy pronto.

Porque haciendo la descomposicién del ejemplo anterior, ten-
driamos

1X X= 15, Ge gonde X = 15
- m 1

Porque pasando —xs| segundo miembro, y las cantidades cono-
cidas al primero, sucederia que
-+-15= -f-x, 6bien v= 15
Porque multiplicando los dos miembros de la ecuaciéon por una
misma cantidad, por — 1, tenemos

*

—XxX —1= —15x—1i O&bien x= 15
Por cualquiera de estas tres consideraciones resulta que la
ecuacion —x = — 15 da. “a.Td.x valor positivoy como si fuese a?=15.

Y la tercera consideracion nos ensefia ademas que pueden cam-
biarse los signos & lodos los términos de la ecuacion cuando conven-
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g*a, porque esto equivale & multiplicar sus dos miembros por tina
misma cantidad, por —1.
I3S. Sinos dan la ecuacion
1

3.-2 = nog=;

al quitar quebrados, siendo 6x el comin denominador, resulta

5X 5x ~ 5x 5¢0
0 bien 15 —Ox = 20 -H x.

Esto nos advierte que cuando la incdgnita esté por denominador,
no puede aventurarse cuél sea el grado de la ecuacion ; pues bien se
ve en el ejemplo presente, que pareciendo & la simple vista una
ecuacién de primer grado, resulta con su verdadero caracter después
de quitados los quebrados, esto es, que es de segundo grado.

Entiéndase también la para los casos en que lain-
cognita esté afectada del signo radical.

Esqolio. Hay, sin embargo, casos particulares en que estando
la incognita por denominador ¢ debajo de un radical, se transforma
la ecuacién en otra de primer grado, por ejemplo :

X %(: 7 y 4= %\Ix.
Quitando quebrados en la primera y elevando al cuadrado los
dos miembros de la segunda, resulta
20 4-1=7x y 16—4x
Pero éstos, lo repetimos, son casos particulares que, léjos de
destruir, confirman la advertencia anterior.

Problemas que pueden resolverse por medio de una ecuacién de primer
grado con una incégnita.

m39. |® Hallar un nimero cuya mitady terceraparte augmen-
tadas de 10, den la suma 30.
. , . . , X
Si representamos por x el nimero pedido, su mitad serd -g-,y

Su tercera parte

Y con estos datos podemos indicar la suma & que se refiere el
enunciado., escribiendo ;

| + 7™ + 10= 30

Quitando quebrados, tenemos
3" j 2x4-60= 180,
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J naciendo la transposicion de términos, resulta
3x + 2x = 180 —60,

y reduciendo bx= 120;
de donde X —1—50 = 24,
Comprobacion : Siendo &= 24,

su mitad.... 12,

terceraparte 8;
y tenemos 12 8 + 10= 30,
6 bien la identidad 30 = 30.

Dirémos, con motivo del problema anterior, que la resolucion
de un problema consta de dos partes : 1. Plantear el problema ¢
poner el problema en ecuacion : 2.« Besolver la ecuacion.

Esta seg-unda parte estd sujeta a reglas fijasy terminantes, que
dejamos explicadas (SSG).

Lo dificil es la primera parte ; y es dificil, porque los hombres
no dan reglas para poner un problema en ecuacién, como no las dan
para hacer versos buenos, ni para hacer obras maestras de arte;
pues el plantear un problema dificil exige el quid divinum del A1-
gebra.!

Por eso, nosotros aconsejamos al estudiante que procure COMk
prender bien el enunciado, pues en €l estd implicita la forma de la
ecuacion, que después de todo no ha de ser mas que la fiel traduc-
cidn algebraica del enunciado ; entendiendo datos no solo las
cantidades conocidas, sino tal condicion expliciia que se impone en
el enunciado, y cual implicita que se deduce de él, ademas de las re-
laciones que ligan & las cantidades conocidas con las desconocidas.

El problema anterior fué sumamente facil de plantear, porque
todo ello estaba reducido, segin el enunciado, & indicar una adi-

X X
don cuyos sumandos eran y 10,representando X el nimero

pedido, y cuya Suma fuese 30.

Pero las dificultades irdn creciendo en otros ; los alumnos iran
acostumbrandosed vencerlas, todo progresivamente, y aquéllos que
se aficionen a esta clase de estudios serdn la honra de sus maestros
y el orgullo de sus familias.

2® Hallar dos ndmeros, cuya suma sea HA, y su diferencia 16.

Puesto que hay una diferencia, los nimeros son desiguales.

Si representamos el nimero mayor por X, el menor serdjr — 16.

Y con arreglo al enunciado, la ecuacién tendra esta forma

X+ {x—16) = 2,
0 sea X+ x— 16= 24;



y hecha la transposicion

x-h X 4-16"
0 bien m2x = 40;
de donde X = L0 _ 20,
y el menor X—16= 20—16= 4

Yconefecto: 20+ 4=24y 20—4= 16;
y queda satisfecho el enunciado.
Si, obedeciendo & la segunda indicacion del enunciado, hubié-
semos planteado el problema de esta manera
X— (x—16) = 186,

tendriamos X—X+ 16 = 16,
6 bien laidentidad 16 = 16, de la cual no sale la resolucion del
problema.

Otro modo : Si representamos por x el nimero menor, el mayor
serd g -h 16, y tendrémos la ecuacion
(x4-16) -h X= 24,

Osea x4-16 4-x= 24,
0 bien 2X= 8;
de donde X - 2

y el mayor sera 16= 44-16= 20, resultados iguales & los ob-
tenidos anteriormente.

Otro modo : resolviendo el problema con toda generalidad, esto
es, representandolas cantidades conocidas también por letras. Mas,
exigiendo esto un nuevo enunciado, dirémos:

Hallar dos nimeros cuya suma sea s, y su diferencia d.

Si representamos el nimero mayor por x, el menor sera &—d,
y la ecuacion tendré esta forma:

x4- (x—d) = s,
0 sea x4-x —d=s,
y hecha la transposicién y reduccién, tendrémos
2X = s4-d;
de donde S-Jz-d ,
) _ d _ S4-d—2d s—d
y el menor sera x—d = 5 Td = 5 T

Estos valores son férmulas que nos dicen: que dadas la suma vy
diferencia de dos nimeros, el mayor es igual & la mitad de la suma
mas la mitad de la diferencia, 6 como es costumbre decirlo, el ma-
yor es igual & la semisuma mas la semidiferencia, y el menor & la
semisuma menos la semidiferencia.
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Sf-d s—d 2 sH-d s—d sH-d—s+ d _
o 2 2 =d
de conformidad con el enunciado.
Si obedeciendo & la segunda indicacion del enunciado , hubiése-
mos planteado el problema de esta manera

X—{x—d)=d,
tendriamos a—ic4d=d,
0 bien la identidad d=d,

gue no sirve & nuestro propésito.
Oiro modo : Si Gltimamente representamos por x el nimero me-

nor, el mayor sera x teudrémos la ecuacion
(VH-d) -(-X= s,
0 sea X-hd+ »= s,
0 bien xX=s—d;
de donde A S;d ,
. 5—d N s—d-h2d sHd
y el mayor sera 9 , 5 2

resultados iguales U los Ultimos que hemos obtenido.

3.” Un,pescador hizo @il su hijo el convenio siguiente : cada vez
que éste sacase peces le daria elpadre 5 céntimos; y cada vez que no
sacase, daria él alpadre 3; i, los 18 lances ajustaron cuentas, y el
padre dehia alhijo™" céntimos. ¢ Cuéntas veces sacopeces , y cuan-
tas no?

Si representamos por x el nimero de lances en que sacd peces,
el nimero de lances en que no saco serd 18 — x.

Pero el padre habia de dar 5 céntimos por cada lance favorable
al hijo, y por x lances le daria 5.

Por otra parte , el hijo habia de dar 3 céntimos por cada lance
adverso ,y por 18 —x daria al padre 3(18 — x).

La diferencia entre estas cantidades seria lo que el padre debia al
hijo , y la ecuacidn sera

5x —3(18—x) = 26,

0 sea 5x —54 + 3x = 26,
0 bien 8& = 80;
de donde X, jo—- 10.

Siendo 10 el numero de lances favorables, el de adversos sera
18 —10= 8.

Yconefecto Ox 5—8X 3= 50 —24= 26.
Este problema puede resolverse también con toda generalidad.
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representando por alo que el hijo debe recibir por cada lance favo-
rable , por hlo que el bijo dé al padre por cada lance adverso, por n
el nimero total de lances, y por ¢ la diferencia a favor del bijo.
Con estos datos tenemos la ecuacién siguiente:
ax—b (h—a)= c,

Osea ax — bn-i-bx = ¢,

0 bien {a-hb)x —bn~hc\
bn+ ¢

de donde a-hb'

El nimero de lances adversos sera :

n_bn-f—c an bn—bn—c an —¢c

aHb
Y en efecto:
bn+ ¢ b an—c ... abn _ac abn—bo
aX aHBTTT X~ a-hp © |en—a+% a b

dan la diferencia siguiente :

abn-f-ac—abn-t-be  ac-hbe (a +h—tgc_:
a b a-

El uso de las letras para la resolucion de problemas ofrece venta-
jas practicas y cientificas. Ya las hemos indicado en el problema
anterior.

L i bn-hc an —c \

Afiadirémos abora que las formulas * -y obteni-
das en la hipdtesis de que el padre deba al hijo, sirven para la de
que el bijo deba al padre, sin més que cambiar el signo de -h i en

~ . bn—c an-hc
— ¢,y lasformulas seran----y ,m a--0"

Y aun sirven para la hipétesis de que saliesen en paz padre 6

hijo , sin mas que hacer & c¢ igual a cero. Porque las formulas se-

1 ara el nimero de lances favorables N mpara el
rian o pp R Y 24+ p"P

de adversos , y multiplicadas la primera por a que recibia el hijo por
cada uno , y lasegunda por 5 que también recibia el padre por cada

uno , daran la identidad ¢, '=0s decir, que para que-

dar en paz serian iguales las cantidades que mutuamente debiesen
el padre al hijoy el hijo al padre.

4® Una liebreperseguidapor un galgo lleva a éste 60 salios de
ventaja. Pues bien; teniendo en cuenta que la liebre da 9 saltos mién-
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tras el galgo da6 , g gae tres saltos del galgo valen 7 de la liebre,
é cuantos saltos dara elgalgopara alcanzar & la liebre?

Es evidente que el camino 6 distancia que ha de recorrer el galgo
hasta alcanzar & la liebre, se compone de los 60 saltos que ésta
lleva de ventaja y de la distancia que recorra, mientras es persegui-
da. Veamos si podemos representar estas dos distancias , 6 sea estas
dos cantidades desconocidas , por medio de una sola letra o;, segln
hemos hecho ya en los problemas 2®y 3®

Representemos por g el nimero de saltos que dé el galgo. Para
averiguar el que daréd la liebre durante su persecucion, esto es.
miéntras el galgo da (s saltos, harémos esta consideracion: si la
fuerza muscular de estos animalitos esta en la razén de 9esa 6, 0
bien de 3es & 2; es decir, si miéntras la liebre da 3 saltos , el galgo
da 2, se determina sencillamente el nimero de saltos que dara la
liebre , miéntras dé el galgo & , por medio de la proporcion

0.9

. . 3x iy
Averiguado que la liebre da saltos durante su persecucion,

., . . 9
parece que la ecuacion seria x = GD-i- — X.

Pero haciendo esto cometeriamos el error de sumar cantidades
que se refieren @ unidades distintas, como si dijéramos heterogeé-
neas , puesto que, segun el enunciado , 3 saltos de galgo valen 7 de
liebre , esto es, son desiguales los saltos de aquél y de ésta. Habrd,
pues , que referirlas & una misma unidad; es decir, hay que expre-
sar los saltos de galgo en saltos de liebre, 6 al contrario.

Tomemos el primer partido y planteemos la proporcion

9;7 a:—zg(.

Que nos dice que bisaltos de galgo valen ~ 3 de liebre; y la
ecuacion sera

|X = «w+ -i*.
0 bien U.v —360 4- 94,
08.a 52 = 360,
de donde _3@0_:72_

Asi, pues, el galgo, da 72 saltos para alcanzar la liebre , y
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ésta da durante este tiempo , esto es, durante su persecucioii

72X -g- = 108,

Y en efecto ; los 72 saltos del galgo valen 2RI 6 sean 168

saltos de liebre, quedan 168 = 00+ 108
0 bien la identidad 168 = 168.

5.” Unpadre g'te tenia tres hijos dispuso en su testamento que al
mayor de ellos se le diese una cantidad a mas la n parte del resto :
al segundo una cantidad 2a mas la n parle del resto que resultase
después de separar del capital taparte del primero y 2a =al tercero., 3a
mas la 1l parte del resto que resultase después de separar del capital
taparte delprimer hijo, més la del segundo, més 3a. Al llegar
aqui no habia quedado nada por repartir. ¢ Qué capital tenia el
padre?

llepresentemos por x el capital del padre. Y si nosotros consegui-
mos expresar algebraicaniente las tres partes por medio de una sola
letra &, segun venimos haciendo desde el segundo problema, res-
tando del capital x la suma de las tres partes é igualando este resto
a 0, habrémos puesto el problema en ecuacion.

La parte del primer hijo es facil de formular ; puesto que, segun
el enunciado, debe ser

. X— . +
a -j----m- r-1---6 Bien-----mm--- PR [1-7

La parte del segundo se deduce también del enunciado, y serad

sa+ IX—2N*T—a o0 g

donde estan indicadas una adicién, dos sustracciones y una divisiéon,
que verificadas dan

2an* -f NnXx —an—a+ a—2an.

y, hecha la reduccidn, tendremos
2an* + pa: —3an —x + a ‘s
n* [2' J
La parte del tercero se deduce igualmente del enunciado, y sera

an+ a—a 2an*+ nx —3an—X+ a, .-
X e - e g L] 11 ,
3a N iy 3)

donde estan indicadas una adicion, tres sustracciones y una divisién
que verificadas nos dan
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3an* 4-n'Xx —an* —nx + an —2an*—nx San+ X —a — 3an™;
r]ll

y, hechala redaccién en el numerador, tendremos

3an’ -f- M x—Can* —2nx H-4an -f * —a ,
m [3.]

La ecuacién es como sig'ue :

anH x a 2an*{-nx—3an —x+ a
n rre
an* e —6a* —2nx +4an + X —a _

" O
n

Quitando quebrados y verificando las tres sustracciones indicadas,
tendrémos

n*X —an™ —n*x-H an* —2an* —fi*xH- 3an*-hnx —an—3an® —n’x
H- Can* -i- 2nx —4an —x+ a= 0.

Hecha la reduccidn, y pasando las cantidades conocidas al se-
g'undo miembro, resulta

n*X —3n*x~h Snx —x = Can’—I0an* + San —a,
0 bien (0" —3n* -f- 3n—I)x = a(6n’ —IOn*-h5n—4) ;
_alCn”—IOn* -f- 5n — 1)
de donde X= N’ 37+ 3n—1

Pero hemos podido obtener el valor de x mas pronto y bajo for-
ma maés sencilla, habiendo tomado en cuenta una condicion impli-
cita que no supimos apreciar. Porque decir que la parte del tercer
hijo es Za mas la %parte del resto, y decir & continuacién que no
guedd nada por repartir, es lo mismo que decir que la parte del
tercer hijo es 3«, y que el resto Gltimo es ilusorio, es nulo.

Ig*ualando, pues, & 0 ese resto, tendrémos la ecuacion

n*x — Can* —2nx -j- 4an

=0,
0 bien n*x —Can*—2nx -t-4an + x —a = 0,
0 sea n*x —2nx -Hx = Can* —4an -ha,
Oya ([(*—2n+ I)x = a(6n* —4n mml),
a(C*—A4n-|- 1)
de dond -
e donde X * oneh 1

Y este valor de x sélo se diferencia del anterior en la forma. Por-
que los dos términos del primer quebrado tienen el factor comun
n — 1, en que no habiamos reparado ; y, despojados de él, resul-
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tan idénticos a los dos términos del segundo quebrado, 6 sea del
valor de x ultimamente determinado.

Todavia se puede resolver este problema siguiendo un camino
que, aunque parece ménos directo que los dos anteriores, es mejor
que el primero y mas completo que el segundo, pues se obtienen”al
mismo tiempo que el capital del padre, los valores de las tres par-
tes ; sirviendo ademas de muestra de los variados recursos del Ai-
gebra..

M. Bourdon indica este camino fundado en la observacion autes
dicha, segun la cual, después de separar las dos primeras partes y
3z, NO queda resto ninguno.

Representando por f, r' y v" los tres restos de que hemos heclio
mérito anteriormente, (que se leen r, rprima y r segunda) las ex-
presiones algebraicas de las tres partea seran

r1
2a-h o 3a 'I'"r'f'
Pero, segun el enunciado, es evidente que /' = 0.
Luego Za.....es la tercera parte.

Ademas, lo que resta después de dar al segundo hijo Ha +

iflt' — v'

puede expresarse por r'—-—, 6 bien ; 0

Y como este resto es cabalmente la parte del tercer hijo, ten-
drémos

(- Dr_ ¢ donde r' —
n L
Luego Za 'f --3-§p-*n = -Zan____'_?’ja_ 2an b Za-h 38_
bien ... 63 la segunda parte.

Ademas, lo que resta después de dar al primer hijo

puede expresarse por?— " & bien ri—_—r, 0 (1_—37.
Y como este resto constituye precisamente lo destinado para el
primero y el segundo hijo, tendrémos

(N—Nhr _ 5 44 2an-hi  3an—3a-+~2an--a  S2—2a
n n—1 n—1 n—1
(n—Dr  5an—2a

esto es <
n ~fAnr
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y quitando quebrados, tenemos

(n—D*X T= San*—2an;

de donde San* — 2an
San* —2an San —2a
Luego ‘n= an.
y (n-1)* = an ™ —2nn-i
an*—2an-haH-5an—2a an*-j-3an —a la ori
n*—2n-hl 7 —2n-i-] + - €slaprimera parte.

Ultimamente, el capital del padre sera
_-_. * - —
san: 2an-j-a  an’n- San a.’
n—1 n*—2n-f-1
expresion que, reducida & un comun denominador, y después de
verificadas las dos adiciones indicadas, se transforma en
San* —6an + 3a+2an:l—2an+ an—a+ an*-f-3an—a

2/\

y Lecha la reduccion en el numerador, nos da
San* —4an -t-a
A*—2n-hi
resultado igual al obtenido anteriormente.

Resoluciéon de una ecuacion de primer grado con dos 6 mas Incognitas.

140. Ocurre & veces, que & la terminacion de un célculo cual-
quiera, 6al planteamiento de un problema, 6 por cualquier circuns-
tancia, se nos ofrezca & nuestra consideracion una ecuacion de pri-
mer grado con dos 6 m&s incognitas, a las cuales hemos Ilamado in®
determinadas Morg}lie admiten en general una infinidad de
soluciones.

Tal es, por ejemplo, la ecuacién
X-ly —32
Si despejamos &?, tendréinos
X—32 —y;
y suponiendo ahora que y sea respectivamente igual &4 1, 2, 3, 4,
5,6, etc., obtendrémos evidentemente para & los respectivos valo-
res 31, 30,29, 28, 27, 26, etc.
Los nimeros 1y 31 forman una solucion, 2 y 30 otra, 3y 29
otra, y asi cuantas se quieran.

Si en la misma ecuacién despejamos y, tendrémos y = 32 —a;;
y si suponemos ahora valores arbitrarios y diferentes para a?, es evi-
dente que & cada valor variable de @corresponde uno nuevo paray.
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Poi manera, que & cada valor variable de y corresponde uno
para X, y kcada valor variable de x corresponde otro paray.

Por eso decimos que estas ecuaciones admiten infinidad de solu-
ciones, 0 que las incég’uitas que en ellas entran admiten infinidad
de valores.

Si la ecuacion tiene tres incog™nitas, como

x--2y -H2 = 10
despejando x , tendréraos
X= jO-}-2y ~2
y dando valores k z hy , teudrémos los que corresponden & x.

Y como lo mismo sucedera respecto de y, dando valores arbitra-
rioskx y z,y\o mismo respecto de z, dandolos & » éy ; y lo mismo
para otra ecuacion con cuatro 6 mas incoghitas ;

De aqui que Is,s Geuacioitss indeto'MhiS'ddS de dos 6 mas iiicoyn.i~
tas admiten infinidad de solnciones.

Resolucion de dos 6 mas ecuaciones de primer grado con igual nimero
deincégnitas.

comprende que no siempre han devenir las cuestio-
nes en Algebra de suerte que puedan plantearse bajo la forma de
una ecuacién de primer grado con una incognita.

Esto supuesto , se llama sistema de ecuaciones el conjunto de dos
0 mas ecuaciones que han de verificarse por unos mismos valores de
las incognitas , ya entren todas 6 n6 en cada ecuacion , pero siendo
siempre en nimero igual al de éstas, si el sistema ha de ser deter-
minado.

Porque un sistema de ecuaciones puede ser determinado, inde-
termin®Q & imposible, segin que el nimero de soluciones sea limi-
tado, ilimitado 6 que no se verifique por unos mismos valores de las
incégnitas.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes el uno del otro, si
toda solucion del primero lo es también del segundo , y al contrario.
Es evidente que un sistema de ecuaciones puede sustituirse por otro
equivalente.

Resolver yixi sistema de ecuaciones es hallar todas sus solnciones.

Y como un sistemado ecuaciones determinado no resolver-
se, resolviendo las ecuaciones una a una ,y aisladamente cada una;
porque la consideracion de cada ecuacion aislada convertiria & esta
en ecuacion indeterminada con infinidad de soluciones (l'io) , ha
sido necesario cierto artificio, que consiste en reemplazar el sistema
dado, con otro que tenga una incognita ménosy una ecuacion me-

nos, por medio de operaciones que no alteren los valores de las in-
20
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cdg:iiitas, y después reemplazar este nuevo sistema por otro que ten-
ga una incognita méuos y una ecuaciun menos , continuando asi
esta especie de movimiento descendente, ¢ de descomposicion, hasta
llegar & una sola ecuacién con una sola incognita, llamada ecuacion
final, que ya sabemos resolver {2i5G],

El valor que se obtenga en la ecuacmi final para la incégnita
que en ella entre, se sustituye por dicha incognita en una ecuacion
anterior & la final, donde entre con otra no mas, cuyo valor es inme-
diatamente determinado. Estos dos valores so llevan & otra ecuacion
donde entren tres incognitas , dos de las cuales sean las dos cuyos
valores se conozcan, y se sustituyen por ellas para obtener el valor
de la tercera incognita. Y asi se continla esta especie de movimiento
ascendente, 6 de composicion , hasta determinar los valores de todas
las incognitas que satisfagan las ecuaciones todas del sistema pro-
puesto.

La accion de hacer desaparecer las incégnitas una 4 una, sin al-
terar los valores de las demas, se llama eliminar.

Tres son Unicamente los métodos que debemos dar & conocer en
este lugar: uno llamado método de eliminacién por adicién 6 . -
tfaccion, otro por sustitucion , y por igualacion el tercero.

Tratandose de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
consiste el 1.° en preparar las dos ecuaciones, de modo que la in-
cognita que se trata de eliminar tenga en ambas igual coeficiente, y
sumarlas 0 restarlas después miembro & miembro, segin que dicha
incognita tenga en ellas signos contrarios 6 .signos iguales; sirvien-
do de minuendo, si han de restar.se , la ecuacién en que la cantidad
conocida sea mayor.

Consiste el2.° en despejarla incognita que se quiera eliminar en
la ecuacion en que tenga menor coeficiente, y sustituir este indica-
do valor por la misma incdgnita en la otra ecuacién : si hay una in-
cognita con la unidad por coeficiente, esa se preferird para la elimi-
nacion, por evitar quebrados.

Consiste el 3®en despejar en ambas ecuaciones la incognita que
se haya de eliminar , é igualar después estos valores indicados.

B'I*i. Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones
2x -f-3y = 8i
AX - 33¥ =2
y propongamonos eliminar una cualquiera de las incdgnitas, 3 por
ejemplo , por adicion 6 sustraccion.

Para que x tenga en ambas ecuaciones igual coeficiente , se mul-
tiplican los dos miembros de cada una por el coeficiente dea? en la
otra ; es decir, se multiplican los dos miembros de la primera por 4,
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y 103 de la segunda por 2. Pero como en el presente ejemplo los coe-
ficientes de @ tienen el factor comin 2, basta multiplicar los dos
miembros de la primera por 2, y copiar la segunda, para que & tenga
en las dos ecuaciones igual coeficiente : igual 6 analoga abreviacion
se hard siempre que se pueda.
Hediala multiplicacion que dejamos indicada, tendrémos
4-Cy~ 16
a9 Y
Y como & cantidades iguales se puede afiadir 6 quitar otras tam-
bién iguales, sin inconvenieute; restando de la primera la segunda
ordenadamente, resulta
Ty = 14;
__ 14 _

de dond ===
e donde 7

Sustituyendo en la primera de las dos ecuaciones propuestas por
y su valor obtenido ahora, tendremos

_ 2V+ 3x2 = 8§,
0 bien 27c=2,
de donde N=2=1.
Luego, tenemos J _ ol wrlores que transforman  las

dos ecuaciones propuestas en identidades como puede verse,

2® Ejemplo : sean las tres ecuaciones
2x4-3y— u= 11
Ax—2y4-3u= 1
@x4- 4y —9u = 17)

Si queremos comenzar también eliminando x, se compara una
cualquiera de las tres ecuaciones, la primera por ejemplo, con cada
una de las otras dos; es decir, se elimina x entre la primeray la se-
gunda , y después se elimina entre la primeray la tercera.

Hecha la preparacion, ya explicada, para la primera y segunda
ecuacion, tendrémos

4c4- 6y —2u ~ 2
AX—2y 4- 3u= 1L

Y hecha la preparacion oportuna para la primera y tercera, re-

sulta 6V4- 9y —3u= 3
6x4-4y —9u = 17.

Restando en el immevpar de ecuaciones la segunda de la prime-
ra, y restando también en el segundo par la segunda de la primera
ecuacion , siempre ordenadamente, tendrémos

%y—S’?‘z n
y 4- 6u = 16.1
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Para eliminar ahora w, y & fin de que tenga en estas dos ecua-
ciones igual coeficiente , se multiplican los dos miembros de la pri-
mera por 6, coeficiente de %en la segunda, y los dos miembros de
la segunda se multiplican por 5, coeficiente de %en la primera, y
resulta 48y — 30u = 66

25y -f- 30u —80,
y sumando estas ecuaciones, miembro & miembro, tendrémos la
ecuacionfinal
73y = 146;
de donde y = 1;436 =2

Este valor obtenido paray se sustituye por esta letra en una de

las dos ecuaciones en gue solamente entran u é y, en la primera por

ejemplo, y resulta

8x2 —5u= 11,
0sea 16 —I1 = 5u,
0 bien 5ii§ 5;
de donde = —=

Este valor obtenido para wy el gue obtuvimos para y se sustitu-
yen respectivamente por estas incdgnitas en una de las tres ecua-
ciones propuestas, en la primera por ejemplo, y tendrémos

2x+3x2 —1=11

0 bien 2X = 6;
de donde X=, = 3
X=
Luego , tenemos y = 2] valores que transforman las
n

tres ecuaciones propuestas en identidades como puede verse.

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas, obrariamos de la misma manera ; es decir, elegiriamos
una ecuacion para compararla con cadauna de las demaés, prefirien-
do aquélla en que la letra designada para la eliminacion esté con un
coeficiente que tenga el mayor numero posible de factores comunes
con los coeficientes de la misma letra en las demas ecuaciones, y eli-
minando la letra que se quiera designada entre la ecuacion elegiday
cada una de las otras tres, estamos en el caso anterior.

Y asi también procederiamos con cinco, seis, etc., ecuaciones.

Vengamos ahora & eliminar la'y, por ejemplo, por sustitucion
entre las dos ecuaciones que ya conocemos

220 3y=281
kx — y = 2)
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Despejando y en la segunda ecuacidn, donde tiene la unidad por

coeficiente, ae obtiene y= 4x—2
Y sustituyendo por y-su valor en la primera ecuacién, ten-
drémos 2X -i-3[4x—2) = 8,
0 bien 2x mm12x — G= 8§,
Oya 2x-f-12x = 8+ 6,
osea 14x = 14;
de donde A=14

Una vez determinado el valor de x, se sustituye por dicha letra
en la primera de las ecuaciones propuestas , y tendrémos

2X 1+ 3y= 8,
0 bien y=6;
6
de donde
Es decir X=1,
y= 2.

Propongadmonos resolver el sistema de las tres ecuaciones cono-
cidas , haciendo uso para la eliminacion del método por sustitucion-
2x-h 3y — u— 1)

4 —2y H3u = 1>
Gx+ 4y —9u= 17
La incdgnita mas fécil de despejar es u en la primera ecuacion,
que nos da
u= 2x+ 3y —11.
Sustituyendo este indicado valor de u por esta letra en la segun-
da y tercera ecuacién, tendrémos
4x - 2y + 3 [+ y—1}= 1
G(H 4y —9 (x-h 3y — 1) t= 17,
0 bien 4x —2y-h &xH- 9y —33= 11
-hdy —18x —27y + 9= 17
y haciendo la transposicion y reduccion , resulta
10x+ 7y= 41
—12x—23y = —&)
En este sistema de dos ecuaciones , que ha reemplazado al pro-
puesto de tres, la incognita mas facil de despejar es x enla primera,
gue nos da

v W— o

Sustituyendo este indicado valor de x por esta letra en la segun-
da, tendrémos
-12x(—y/") -23y = -82.
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Esta es la ecuacion final en que no hay mas incognita que y.
Para resolverla se empieza verificando el producto del gquebrado
por — 12
- 528 Io 8y, 2dij = — 82,
y quitando quebrados,
—528 H 84y — 230y = —820.
y haciendo la transposicién y reduccion,
—146y .--—292:

de donde y = __9Qg:2.

Obtenido este valor paray se sustituye por esta letra en la expre-
sion del valor de (7, y tendrémos
(= ¥B—Tx2 M—14 D
10 “ 10 “ 10
Y obtenidos los valores de a: ¢ y, Se sustituyen respectivamente
por estas letras en la expresion del valor de u, y tendrémos
u= 2x 3rr3x 2—11=64-6— 1= 12— 11==1.

Es decir ly
\u =

De suerte que , habiendo resuelto primeramente el mismo sistema
de dos ecuaciones ; pero eliminando una vez por adicion 0 sicséraccion
y otra rez por sustitucion™ hemos obtenido ambas vecesa,— 1,y = 2.

Y habiendo resuelto después el mismo sistema de tres ecuaciones,
pero eliminando una vez por adicion 0 sustraccion, y otra vez por
suslittdcion , hemos obtenido ambas vecesx =m3,y 2, u= 1

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas, obrariamos de la misma manera ; es decir, despejaria-
mos la incdgnita que tuviese menor coeficiente, y sustituyendo por
ellaeste valor indicado en las otras tres ecuaciones , nos encontraba-
mos en el caso anterior.

Y asi también procederiamos con cinco, seis, etc., ecuaciones.

Veamos si, eliminando por igualacion en el mismo sistema de
las dos mismas ecuaciones, obtenemos para las incognitas x k y los
mismos valores que obtuvimos eliminando por los otros dos
métodos.

En efecto : sean 4a 4_- 3¥ = 2§

Inn
RIS

Despejando y en ambas ecuaciones , tendrémos
8 — 24

y = 4 — 2.
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[gaalando estos valores , resulta
8—

3 4. 2,
y quitando quebrados

2X = i2x—6,
0 bien 6= 12x -h2x,
Osea 4= 14x;

14
de donde X — @y L
Y sustituyendo por & su valor en la primera ecuacion, nos da
2X IH-3y = 8,

0 bien y=6;
de donde 9 0

Es decir, que #= 1éy = 2 como en los dos ejercicios anterio-
res , en los cuales se elimind una vez por adicién 6 sustraccion, y
otra vez por susUiiicion.

Veamos , por ultimo, si eliminando por igualacién en el mismo
sistema de las tres mismas ecuaciones, obtenemos para las incogni-
tas 2, y, W los mismos valores que obtuvimos eliminando por los
otros dos métodos.

i2x 3y —u—1
En efecto : sean jdic—2y-1-3u= 1
(6x mmdy —Ou = 17.

Si queremos comenzar también eliminando x, se compara una
cualquiera de las tres ecuaciones , la primera por ejemplo, con cada
unade las otras dos ; es decir, se despeja & en todas tres, y el valor
indicado que se obtiene en la primera se iguala con cada uno de los
otros dos, de esta manera :

o 1)—?éy—f—u
n-h2y—3
4— -

17—4y ot

n-3y mu 17 "y 9u
2 m6"

n—3y u I+2y 3u

(4!

Quitando quebrados, tomaran la forma de

33 9y+ 3u= 17—4y-h )
2 6y-h2u= 11 -h2y —3nt
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y haciendo la transposicion y reduccion, tendrémos
I—5y —6u= —16,
8y -f- 5u= >-11.
Para eliminar ahora , se despeja en ambas ecuaciones, Yy se
16 —"5y
6
8y Il

obtiene u

u-

é igualando estos valores indicados, resulta la ecuacién final
M—Dby 8y —1
6 (13 5 b
que sin quebrados, tomara la forma de
80 — 25y 48y - 66,
0 bien — 73y = —146;
de donde = __—9
A —73
Sustituyendo pory su valor en la primera expresion anterior del
valor de w, tendrémos

_16-5x2 16 10 6
3 6 - ©

Y sustituyendo por u é y, sus valores en la primera expresién

anterior del valor de x, tendrémos
w= 11—3x 24-1 _11—6+1_ 6
2 ~ 2

Es decir, que a= 3, yN 2 u=1,
como en los dos ejercicios anteriores, en los cuales se elimind una
vez por adicioii ¢ sit,straccion, y otra vez por sustitucion.

Si se nos propusiera un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas, para eliminar por igualacién, obrariamos de la misma
manera ; es decir, se despeja en todas cuatro la incognita que se
quiera eliminar, é igualando aquel valor indicado que tenga la més
conveniente forma con cada uno de los otros tres obtenidos en las
otras tres ecuaciones, estarémos en el caso anterior.

Y asi también procederiamos con cinco, seis, etc., ecuaciones.

Escolio. Sucede alguna vez que no entran todas las incégnitas
en todas las ecuaciones, y esto en vez de ser un inconveniente , al
contrario, facilita la resolucion del sistema propuesto.

EJEMPLO : 2x —3y -f-'2Z= 13
ku—2x= 30
dy+ 22= 14

5y H 3u= 32
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Efectivamente: z entra sélo en la primera y tercera ecuacion,
y restada la primera de latercera ordenadamente, nos da por eli-
minada la 2.
Por otra parte , %entra solo en la seg-unda y cuarta; y puede eli-
minarse facilmente por adicién 6sustraccion también.
El sistema de dos ecuaciones que reemplaza al propuesto, sera
ZIJX‘_ — 1
N4-Cx = 38)
Multiplicando ahora los dos miembros de la primera por 3,y su-
mando ordenadamente estas dos ecuaciones , tendrémos

41y = 41,
_ 4 s
tle donde y = , Obien ..., y—\
sustituyendo este valor en la ecuacion 7y — 2a,= 1, se
(0] 01 [=] 0 [T TP a= 3
sustituyendo por x su valor en la segunda de las propues-
taS , FESUIA...cviiieciec e u=~
y la sustitucion del valor de y en la tercera, da................ A= b,

valores que verifican las ecuaciones propuestas, como puede verse.

Y cuenta, que el numero de ecuaciones ha de ser igual al de in-
cognitas: porque si el nimero de ecuaciones fuese menor que el de
incognitas, 0 letras que las representen, habria infinidad de solucio-
nes. Si hubiese, por ejemplo , cuatro ecuaciones y cinco incagnitas,
habria , después de la primera eliminacion, tres ecuaciones y cuatro
incognitas; después de la segunda, dos ecuaciones y tres incogni-
tas; y después de la tercera, la ecuacion final con dos incognitas,
gue indeterminada (i*lO), y haria indeterminada la cuestion.

Escolio. Después de eliminar una incognita por cualquiera de
los tres métodos explicado.s, no hay inconveniente en hacerla eli-
minacion siguiente por otro método , ni en que alternen los tres.

Y finalmente; si se nos pide nuestra opinién acerca de cada uno
délos métodos expuestos , diremos que:

(Qiyualacion fQwse. poco, porque casi siempre ofrece que-
brados.

El de adicidn 6 sustraccién es bueno en los casos sencillos en que
con ligera preparacion, 0 sin ella, basta sumar 0 restar dos ecuacio-
nas ordenadamente para que desaparezca una incognita.

El mas comodo y més usado es el de sustitucién, sobre todo , si
hay incognitas con la unidad por coeficiente. Hay ind.s : como & par-
tir de la ecuacién final y del valor de la incégnita que en ella éntre,
la determinacion de los valores de las demas incdgnitas se hace por
sustituciones sucesivas; si en la eliminacion se ha empleado el mé-
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i00.0 Aq sHsiitucioti, las expredioneli délos valores indicados de las
incdg'nitas estaran ya formadas , y como esperando aquellas

ciones sitcesivas; miéntras que, si en la eliminacion se empled otro
método, habr& que perder tiempo y trabajo enforma,r esas expresio-
nes elevalores indicados , que de otro modo ya podian estar forma-
das como hemos dicho.

Prohlemas que pueden resolverse por medio de dos ecuaciones de primer
grado con dos incégnitas.

Sa*i. Dos correos salen al mismo tiempo, uno de Badajoz y otro
deMérida, camino rectode Madrid: los separa una distancia de 10
legdlas: el que sale de Badajoz anda legua y media por hora, y el que
sale de Mérida leguay cuarto por hora. Supuestas iguales las demas
circunstancias, ¢cual es el punto de encuentro? Es decir, & qué dis-
tancia de Badajoz y de Mérida sera alcanzado el que sale de Mérida
por el que sale de Badajoz ?

Representemos por x la distancia que hay desde Badajoz al pun-
to de encuentro , y pory la que hay desde Mérida al mismo punto,

ha primera ecuacion sera x —y = 10.

Para formar la seg’unda, ba.sta considerar que los correos parten
al mismo tiempo, y evidentemente se encuentran al mismo tiempo,
esto es, que los tiempos empleados por 16s correos en recorrer sus
distancias respectivas son ig'uales. Y como los tiempos se represen-
tan en Fisica por las distanciaspartidas por las velocidades , sien-

do unitbrrac el movimiento, igualando las expresiones . é /.\-y.;f

9
tendremos la segunda ecuacion.
También tenemos la primera : luego el problema quedara plan-

teado bajo la forma de
X—y= 1U
XNy
1v; i
Para quitar quebrados en la segunda ecuacion hay que hacerla
pasar por ciertos trdmites, quedando la primera como e.sta.

Asi. tendremos x—y= 10
ANAY
y
) \ \
0sea X—yz=10
2x Ay
l3 5 L}
0 bien X—?/ = 101
IOx— 12y = Qj
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Elimiuemod ja lay, despejandola eu la primera ecuacion, v
sustituyendo en la segunda su valor indicado, de manera que siendo

V= X—10,
tengamos lOx — i2(v—10) = 0,
0 Sea 10V—12X-4-120 = 0,
oya —2x= —120,
de donde X = —_%22_ =60.

Y sustituyendo este valor de s; en la expresion del valor indicado
de y , tendrémos
y = 60 — 10 = 50.
(X= 60
iy = 50.
Lo que nos dice que el correo que sali6 de Badajoz alcanz6 al
otro & 60 leguas de Badajoz y 50 de Mérida.

Ks decir

Y con efecto: 60—50 = 10

00 0 65 1o mismo que 60 >0 I i

sa4 14 V, % ° 0 mismo que
120 200

~ ~5 — A 0= 40,

Escolio. Muchos problemas que se resuelven por medio de una
ecuacion con una incognita, se resuelven también por medio de dos
ecuaciones con dos incognitas, y al contrario.

Tomemos por ejemplo el mismo problema .segundo en que nos
propusimos /tallar dos mmeros, cuya suma fuese 24 y su dife-
rencia 16.

Ahora diremos :

Representando el nimero mayor por. . . . X
y el nUmero menor por. . . .

las ecuaciones del problema seran............. d;:)):z ig
Sumando ordenadamente , tendrémos.. . . =40:
de donde. a? =R = 2.
Despejando y en la primera y sustituyendo

por X su valor, se obtiene............ccccoc.... y=24—a?=24 20=4.

valores iguales & los obtenidos anteriormente.
Hallar dos nimeros cuya suma sea s y su diferencia d.
Ahora dirémos ;
Representemos el Nnmero mayor por.......ccccceevceennns X
y el NVIimero menor Por.........cceeeeeeveenene y.
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el proHema queda planteado de este modo................ L yyz: dI

Sumando ordenadamente tendrémos........ccccvvvveeeerns =5 -\~g
S

[0 [0 (o] 1o [T TR ®=

Despeiando y en laprimera y sustituyendo por x su
) sH-d 2s-s-d s-d

valor, se obtiene. . . . y—§--—-- 2 ~ - 2 ~ 2

Valores que también conociamos ya. Y podrian ponerse otros
muchos ejemplos.

Escolio 2.° También se da el caso de que una ecuacion sea tra-
duccion algebralca de mas de %8%emendado.

Ejemplo. UiipTopiet(iTlo hizo CO7iwij0Tna,leTO el tfcito siguiente:
elpropietdTio duria, 5 ts. uljoTnuleTO cudu din gue éste iTdhujuse, y
le retendria 3 rs. para su manutencién por cada dia que no trabaja-
se. A los 18 dias ajustaron cuentas, y debia el propietario al jorna-
lero 26 rs. ¢Cuéntos diastrabajo y cuantos né?

Esta cuestion, como la del pescador, puede resolverse por medio
dedos ecuaciones con dos incognitas. Sigamos, no obstante, la
marcha adoptada en la del pescador.

Si representamos por x el nimero de dias de trabajo, el de ocio-
sidad serd 18 —x.

Y la ecuacion SEra........cccceevvveevevesieeveesresnens B* —n n= 26
Lol 011 TR 8= 80

de dONde.......cveveeeereeeee e, AP n

y el nimero de dias de ociosidad................ 18—pe= 18—10=8

resultados iguales & los anteriores.
14J. Resolvamos con toda generalidad el problema anterior de
i0S correos.
R A8 i
Dos correos, separados por la distancia a que hay éntrelos pun-
tos Ay B, salen al mismo tiempo de k. y deV* en la misma direccion
de R, andando m leguas por hora el que sale de h. y n leguas el que
sale de B. Supuestas iguales las demos circunstancias, ¢cual sera el
punto de encuentro®
Representando por.rey las distancias respectivas de Ay B al
punto de encuentro, que podemos representar por R, tendrémos por
primera ecuacion la siguiente que se refiere & las distancias
X—y = a.
Y puesto que representamos las dos cantidades desconocidas por
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(los sig-nos 0 letras distintas, necesitamos otra ecuacion que se refe-
rira & los tiempos. Y como los tiempos invertidos por los dos correos
en recorrer sus distancias respectivas sean iguales, pues por la hip6-
tesis parten al mismo tiempo, y evidentemente se encuentran al
mismo tiempo, y los tiempos se representan en Fisica por las
distancias partidas por las velocidades, si el movimiento es uni-
forme, como en el presente problema, representarémos estos

. X , Vv . .
tiempos por — é respectivamente ; igualando estas dos expre-

siones, tendrémos planteado el problema bajo la forma siguiente :
X—y = a\

m n)

Quitando quebrados en la segunda ecuacion, y hecha en la mis-
ma la transposicion de términos, resulta
X—y=a
nx —my —Q.
Para eliminar y por sustitucion, por ejemplo, la despejarémos
en la primera ecuacion, y obtenemos
y= X—a
Sustituido por ” su valor en la segunda ecuacion, resulta
nx —MA —a) = 0.
Verificada la multiplicacién indicada, y pasando las cantidades
conocidas al segundo miembro, tenemos
nx —mx = —am.
Multiplicando los dos miembros de la ecuacion por — 1, para
cambiar los signos de todos sus términos, se transforma en
mx —nx = am,
y sacando fuera de un paréntesis en el primer miembro el factor x
comun a los dos términos, tomaré esta Ultima forma
(Mm—n]x = am;
de donde <= .am
m—n
am am—am -h a/i an
Y = X—a= o
m n m —n m—n

Discusion de este problema.

1i5. Cuando se ha o'esuelto un problema con toda generalidad®
esto es, representando por letras tanto las cantidades desconocidas
{que siempre se representan asi) como las conocidas™ y se hacen sobre
los datos todas las hipotesis posibles; la determinacion de los dis~
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hntos resultados & que las diferentes hip6tesis dan lugar, su inter-
AXhllm a constituye lo que se llama ¢seusion de un

Tomemos del Algebra de M. Bourdon la discusién del problema
de los correos , que ofrece los casos mas digmos de ser conocidos vy
pongamos previamente el cuadro de la resolucion j discusion del
mismo_problema, para la mejor inteligencia de nuestros jovenes
amigos.” - e f &>

I _A. R

XV = Vulore«.  U(GUtCHSs.
y=". y — X — a
y ~ M\nx—m(x—a) =fl

35

iL=X i )
v .m N nir—my = ofix—mx-i-o.m—
y [fm—nA = &m;
de donde................. ... am
m—m
é u=d—a= — an 1" m>n
in—n m-—n " m—n
y —X=1a y=.aH-r
MX—m (a+x) = 0 .
nXx--m y:O'nx—am(_mZ( (ijdc donde. am i
n—
CY am an—am+ am ang M0
n—m n—m n~m
e A _ o K%
X—y= 0\ U _an1di =i
/ V= o
V—y = q \X TO im:n
X—y- o 0 —
y ) Iy . a=o
V—y=
! ix 0 a= U
* o @ 3
nX~.my_0|| 0 O.

v

Suponiendo que el problema acaba de ser resuelto, segin hemos
explicado &ntes, y teniéndolo & la vista en la pizarra, segin indica
el cuadro, examinemos las diferentes hipdtesis que solire los datos
pueden hacerse.

Supongamos también que no hay escrito mas que la resolucion
y la primera hipotesis : se supone que lo demés se va escribiendo &
medida que vamos haciendo la discusion siguiente :
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1. Hipétesis. Si como los valores de x ky estan rej>re-
«eutados por dos quebrados que tienen por denominador comun la
sustraccion indicada, m —n\ si se supone al minuendo mayor que
el sustraendo, que esto si*nirica m'oliiy el resaltado de la sustrac-
cién es positivo, el denominador comin positivo, los quebrados po-
sitivos, y los valores de .r é y positivos. Estos valores positivos nos
dicen que en esta liipotesis el problema se resuelve en el sentido pro-
pio de su emendado. Con efecto : si el correo que parte de A anda
con mas velocidad que el que parte do li, es evidente que & cada
instante va g-anaudo alg'o de la ventaja a con que el segundo sali6 do
B : estaventajaii ird, pues, disminuyendo hasta que llegue el mo-
mento en que desaparezca, y los correos se encuentren en un punto
de la linca que recorren, conforme con la pregunta del enunciado.

27 Sim<C1y, el resultado de la sustraccion indicada en el denomi-
nador comun de los quebrados es negativo , los quebrados negativos,
y los valores de x é y negativos , y pueden ponerse bajo la forma de

------------ y Justos valores negativos nos dicen que en

esta hipotesis el problema no puede resolverse en el sentido propio
de su enunciado Con efecto: si el correo que parte de A .con la des-
ventaja aanda con menos velocidad que el que parte de B, es evi-
dente que & cada instante va aumentando la distancia a que los se-
paraba , y que no puede liabcr encuentro en el camino que recorren
en direccién de R.

Y esta imposibilidad de encuentro en la direccion de R, recono-
ce por causa un vicio en el enunciado; pero entiéndase bien , el vicio
del enunciado es 0 existe dentro de la presente hipétesis, y consiste
en preguntar por el punto de encuentro en direccion de R, cuando
no puede haber encuentro, por andar menos el correo que sale con
la desventaja a.

Pero el Aluebr\, haciendo alarde de la fecundidad de sus recur-
sos, se hace cargo de ese vicio, lo, modifica para esta hipotesis en
gue nos encontramos, plantea el problema con arreglo & la modifi-
cacion , y esos mismos valores negativos aparecen positivos, resol-
viendo la cuestion.

La modificacion consiste en preguntar dond.e se habrén enc-ontra-
doyen v.ez de preguntar donde se encontraran.

Y para hacer esta modificacion, basta admitir que los correo.s
vengan andando de atras, y que pasan al mismo tiempo por Ay B.
A ninguna ley se falta con suponer que vengan andando Je atras:
no hay mas medio para expresar donde empieza el movimiento , que
la segunda ecuacion ; que lo mismo sirve para expresar la simulta-
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neidad departida de Ay B que la simultaneidad de jyaio por Ay B.
y quedan satisfechos el enunciado primitivo y el modificado.

La primera ecuacion serd y — 3!=a, representando x *y ahora,
como antes , las distancias respectivas de A 'y B al punto de encuen-

tro R' de la modificacion.
_ - (—x=a
Y las ecuaciones seran  x 6 bien B

como se ve en el cuadro dan los valores positivos : am an

(que antes fueron negativos), resolviendo la cuestién respecto del
punto de encuentro R'.

3.“ Si = n,losvalores 4 a¢é y tomaran la forma de 0

an
y — jy tampoco hay punto de encuentro.

Que en esta hip6tesis no hay punto de encuentro, es evidente;
porque si los correos andan con velocidades iguales , que esto signi-
fica m — n, claro es que la distancia a que los separaba es constante,
es siempre la misma, no hay encuentro.

Y esto mismo nos lo dicen las ecuaciones; pues, puesto el pro-
blema en ecuacion con arreglo a esta hip6tesis, la primera es
X~y —a, Yy la segunda, después de quitar quebrados y hacer la
transposicion x —y =. 0; ecuaciones incompatibles y contradic-
torias.

Pero los algebristas, por explicar todo, dicen que en esta hip6-
tesis los correos se encuentran en el infinito.

Lo que esta fuera de duda es que & medida que la cantidad m—n
disminuye , los valores de los quebradosrh---_--n " main auraeii-
tan, y el punto de encuentro dista mas de Ay de B. Y por consi-
guiente , cuando m s e a menor que cualquiera cantidad dada,

las distancias seran mayores que cualquier canti-

am o an
m nYm=n
dad dada, 0 infinita, y que las soluciones jr= -g €y —-g son

valores infinitos , simbolo de imposibilidad que no ha de confundir-
se con infinidad UQvalores.

-Y como el valor de un quebrado aumenta @ medida que el deno-
minador disminuye, guedando el numerador el mismo; si considera-
mos el 0 como el limite por decremento de todo valor absoluto de la
cantidad, el quebrado que tenga 0 por denominador , sera el limite

por incremento, 6 indnito, 6 bien “ = @,
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Y se lee, Apartido por mn ig-iial al infinito.

problema solucion en numeros finitos y determinados , pero las iu-
cog-mtas tienen valores infinitos.
4." Siademés dem= », «esig-nal & cero, los valores tomaran

la formade y —, Asi como el simbolo anterior ~ es de imposi-

uiidai, el presente simbolo - i lo es de exooso do posibilidad. Y con

efecto : si los correos parten de un mismo punto, que esto significa

lo7cl.; P>sto que m = es claro que
los coweos irdn siempre juntos , y que habra tantos puntos de en-

cuentro como puntos fisicos haya en el camino que recorrau ; es de-

, el problema admite una de soluciones.
hul ecuaciones, porque puesto el pro-
SZT A hipétesis, la primera ecuacion

y la seg-unda, después de quitar quebrados y hacer la
transposicion....................
i en realidad, lo que hay es una ecuacion repetida con dos iu-
de soluciones para la

Si, por ultimo, ademéas de «™ 0 se supone & > 6< %

g-no de _deque no hay solucion. En efecto: si los
correos parten de un mismo punto y con velocidades desig-uales, que
esto sig-nifica la presente hipotesis, es evidente que el de mayor ve-
locidad deja atras al otro en el momento de la salida , v no vuelven
a encontrarse mas.

Y puesto el problema en ecuacidn, tendriamos 2—y= o0
—my= 0.

Que son incompatibles y contradictorias; porque si 2 —y da uu
resto cero, no puede obtenerse el mismo resto cero, multiplicando
el minuendo y el su.straendo por cantidades desiguales como son
m j n dentro de esta hipotesis; y las ecuaciones incompatibles, cla-
ro es, son también sig-no de imposibilidad.

De suerte, que la discusion anterior lia sido desarrollada , repi-
tiendo los cuatro conceptos que sig-uen, y eu el drden que siguen:
hipotesis; valores de a é y en cada hipotesis; interpretacién de los
valores; explicacion. Pasemos & generalizar esta discusion.

146. En la discusién del problema de los correos hemos obteui-
21

LiT
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(locinco clases de valores :positivos, negativos, de la forma de

la forma y en fin 0.

Los valores positivos resuelven generalmente los problemas en el
sentido desii enunciado. Y digo generalmente, porque hay cuestio-
nes en las que no todos los valores positivos satisfacen el enuncia-
do : un ejemplo nos hard comprenderlo : basta que la indole del pro-
blema exija nimeros enteros , y que los obtenidos sean fraccionarios.

Losvaloresresuelven ,pues,lasecuaciones; y son so-
luciones para los problemas, si sus demas caractéres 6 condiciones
son iguales & lo que el enunciado exija. Y esto se' concibe : una
ecuacion puede ser & la vez traduccion algebraica de muchos proble-
mas, de los cuales unos admiten todos los nimeros por soluciones, y
otros s6lo admiten nimeros de cierta clase.

IIT. En cuanto & los valores ya sabemos & qué ate-
nernos. Indican un vicio en el enunciado. Si se pudiese prescindir de
su signo, satisfarian la cuestion. Por eso se modifica el enunciado, y
los valores negativos aparecen positivos como soluciones directas de \
problema. Y en algun caso raro en que no sea posible modificar el
enunciado de un problema, se modifican las ecuaciones , y los valo-
res negativos serdn soluciones para las ecuaciones modificadas , que
pueden ser consideradiis como traduccion algebréica de otros pro-
blemas.

8Jii. ,La formageneral de una ecuacion de primer grado con
una incégnita es ax = h.

Representando a la suma algebraica de todas las cantidades que
multiplican & a?, y i la suma algebréica de todas las cantidades co-

nocidas , se deduce (/;.= e

Discutamos esta ecuacion.

1.“ hipdtesis', que ni a ni b sean iguales a cero. Como el valor de
X es el cociente de h por a, y este cociente es unico, la ecuacion
ax = ) llamadeterminada, por mas que su raiz pueda ser entera,
fraccionaria, incoumensurable , positiva, negativa ¢ imaginaria, s&®
gun los signos y la forma de las cantidades Uy h.

2" Siaesiguala ceroy h né, wvalorde x resulta 0 sea

el simbolo de una cantidad infinitamente grande (M 5, hip6t. 3.%).
La ecuacion puede ponerse bajo la forma de 0 x x ~ 0« de

donde A = 1
a
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Y como & medida que x aumenta, el valor de  seaproxima &0,

por eso los algebristas dicen que o satisface la ecuacion , que por lo
mé os es imposible en valores finitos.

3. “ SiQ,y b soiiigmles & 0, el valor de x resulta ™ , é igual &

una cantidad cualquiera, puesto que cualquier cantidad multiplica-
da por cero da siemprecero por producto :y por lo mismo es indeter-
minada, la ecuacién 0X;c = 0, que resulta satisfecha por cuantos

valores se den &la incdgnita, y es el simbolo de la indetermi-
nacion.
Sin embargo , a veces sirve de indicio de la existencia de algun

factor comun & los términos del quebrado que se reduce & esa forma,
y que no se suprimié & tiempo.

Si tenemos , por ejemplo, x =

y suprimimos el factor {a—b) comin & sus dos términos, tendré-

mos X — . S y 'haciendo a= b, resultai; =

R . ., Qt _
Pero si teniendo la misma expresion X — - )

a
U

se supone a= b, antes de hacer la supresion del factor comun {a—b),

tendriamos evidentemente x =

4. * Sbesignala0y a no, el valor de x resulta — = O;

la ecuaciébn = 0Oes imposible en valores finitos , y la satisface el
valor cero; advirtiendo que un quebrado literal puede reducirse &
cero , suponiendo cero el numerador, 6 » el denominador.

En efecto; a : = ax b; de donde suponiendo b= o, re-

suil’[a A 0.
co

Ili>. La forma general de un sistema de dos ecuaciones de pri-
mer grado con dos incdgnitas, ea ax ~r bg = ¢ I
a'x H- by = ¢'\

en las cuales aya' representan la suma algebraica de las cantidades

que multiplican respectivamente & cen la primera y segunda ecua-

cion, by b' las que multiplican a4y, y cy c'las cantidades conocidas.

El uso de los acentos tiene por objeto evitar términos semejan-

tes que reducir, para conocer en su consecuencia la ley de forma-
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cion de los valores de las iucdgaitas en éste y en los sistemas suce-
Sivos.
Hechas en este sistema las preparaciones convenientes, se

ch' — bc”,
deduce ah' —ba'l
ac —ca
Y = ab'—ba'
Discutamos este sistema.
1. *hipotesis: Si el denominador comin ab' —ba' no es cero, las

incognitas tendran un valor Unico , puesto que se deduce siempre
déla resolucién de una ecuacion de primer grado con una incégni-
ta. Y por lo tanto , una sola solucion admitira el sistema propuesto,
y serd determinado. *

Si afiadimos la condicion de ser cy i' iguales & cero , las incogni-
tas seran también cero, y las ecuaciones imposibles 6 absurdas.

2. ™ Si el denominador comun add —ba' es cero, no siéndolo nin~

guno de los numeradores, los valores de las incognitas tendran la

forma y serdnx = < €y = oc;y por consiguiente las ecuacio-
nes dadas serdn incompatibles en valores , puesto que equi-
valen & estas otras ab'x 4- bb'y = cV
a'bx -t- b'by = db
ecuaciones evidentemente contradictorias , miéntras no se verifique
cb'=ch, 6seachh — = 0.

Y semejante sistema, que no puede verificarse por ninglin gru-
po de valores simultaneos de las incognitas, es imposible 6 absurdo.

3. " Si el denominador comdn ab' — ba' es cero, y cero también el
numerador de una de las incognitas, el numerador de la otra incdg-

nita serd también cero, y tendremos x = , Y — ~ ; verificando-
se que una de las dos ecuaciones es consecuencia de la otra, puesto
que equivalen & ab'’x  bby— b

a'bx + b'by = ¢b

gue son una misma en el supuesto de que ab' = ba' y cb' = c'b.
En esta hip6tesis el sistema propuesto es indeterminado.

4." Suponiendo i?=0, b — 0, tendrémos =, yz=.—a
. . _ ) _ 0 0

y si ademas c=0, resultara X=
0]
Suponiendo ii= 0, «'= 0, las incdgnitas seran a;=co > = ilrJ

. <"=0, h'— 0, tendrémos X= ¢
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Escolio. Ladiscusion de la ecuacion:x =mn (*4») nos conduce

a las conclusiones siguientes : : , *

Sila ecuacion e S , SU raiz ¢Aicii puede ser entera,
fraccionaria, inconmensurable, positiva., negativa ¢ imaginaria.

Si imposible 6 absurda , seré cero, 6 0.

Si indeterminada, tiene cuantas raices se quieran.

Y sea cualquiera la raiz, siempre verifica la ecuacion.

La discusion del precedente sistema de dos ecuaciones nos con-
duce & estas otras: N ,

Si el sistema es determinado, admite una sola solucion.

Si imposible 6 absnrdo, no admite ninguna en nimeros finitos.

Si indeterminado, tienen cuantas soluciones se quieran.

Y aunque se puede continuar la discusién para un sistema de
tres 6 mas ecuaciones, consideramos que lo expuesto es suficiente
para el objeto de este libro.
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CAPITULO V.

Oc la» cciiacioiic» de »iijfimdo girado.

850. Preliminares Se llama emmeion de setjtmdo grado, toda
ecuacion que tiene una incognita elevada & la segunda potencia, es-
tando las demas (si las tuviere) en la misma 0 inferior potencia.

Las ecuaciones de segundo grado con una sola incognita se divi-
den enploras y mixtas, 6 bien en incompletas y completas. A

paras 6 incompletas las que solo tienen términos con x y

términos conocidos ; y mixtas 6 completas las que tienen términos
con

términos con x y términos conocidos, representando por X
la incégnita que en ellas entre. .

Y reuniendo algebraicamente, y después de quitar quebrados Si
los bay, en un solo término todos aquéllos en que entre a;%Yy en otro
todos los términos conocidos, las ecuaciones paras reciben también
el nombre de ecuaciones de segundo grado de dos términos; siendo
su forma general ax*= h,

158  Resolucion. La primera transformacion que bay que hacer
sufrira una ecu acid n de segundo grado para su resolucion,
consiste en prepararla de manera que el término en que entra X
aparezca con la unidad por coeficiente ; y esto se consigue dividien-
do los dos miembros de la ecuacion por el coeficiente de 6 canti
dad que multiplique & &, que en el presente caso es

Dividiendo, pues, por« ambos miembros de la ecuacion, esta
tomara la forma ae x’ b

Y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de esta ecua-
cion, tendrémos x =

153. Discusion. Si — es una cantidad positiva, la extraccion

. b
de su raiz cuadrada esposiMe ; y se obtiene exactamente si — es

un cuadrado perfecto, y por aproximacion si no lo es ; es decir, que
siendo — cantidad positiva, los valores de ”, 6 bien las raices de la

ecuacion, son conmensurables 0 inconmensuralies, segun que la
cantidad subradical sea 6 no cuadrado perfecto ; pero son posibles,
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reales por consecuencia, numéricamente ig%oiales, j siganos con-
trarios, esto es, uno positivo y otro neg-ativo (iili.

gi — negativo los valores de x son imaginarios.
a
Ademaés, suponiendo 4 = 0, los valores de ,rserdn == 0

si 2= O seran IS=
0
Si ff= 0Y (=0 N0

Resumiendo : toda ecuacion pura de segundo grado tiene dos
raices iguales, unapositiva y otra negativa: raices que pueden ser
enteras. fraccionarias, inconmensurables 6 imaginarias.

853. Problema. Preguntado un particular por su edad, contes-
to ; el triplo del cuadrado del numero de afios gue tengo , compone
10800. {Qué edad tenia?

Si representamos por x el nimero de anos, el triplo de su cua-

drado sera ;'Y por ecuacién tendrémos
= 10800,
0 bien >
de donde X+ v/3600= 00 :
0 bien x= H-6u, « - 60.

De estos dos valores, el primero responde ala ecuacion y al pro-
blema ; miéntras que el negativo s6lo responde & la ecuacion.
151. Ecuaciones completas de segundo grado. La forma general
de las ecuaciones completas 6 mixtas de segundo grado, llamadas
también de tres términos, después de quitados quebrados, es la de

av--{-bx = ¢

Donde ax' representa la suma algebréica de todos los términos
en que hay x\ hx la de todos los términos en que hay jr, y cla de
todas las cantidades conocidas.

855. Resolucion. La primera transformacion que hade hacerse
experimentar & una ecuacion completa de segundo grado para su re-
solucidn, consiste en disponerla de modo que tenga la unidad por
coeficiente ; y esto se consigue, dividiendo los dos miembros de la
ecuacion por el coeficiente de x* 6 cantidad que multiplique & x ,
que en el presente caso es a.

Dividiendo, pues, por a los dos miembros de la ecuacion, teii-

, ) ._ ¢
drémos a a

Y llamando p al cociente de i pora,y al de c pora, laecua-
cion tomara la siguiente forma ;

Y<-hpx = q.
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Si el primer miembro de esta ecuacioa fuese un cuadrado per-
fecto, extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, se deduciria
X del término  mla ecuacion que es de segundo grado pasarla & ser
de primero, y la resolveriamos como liemos aprendido en el capitulo
anterior.

Pero esto no puede realizarse, porque el primer miembro no es
ni puede ser cuadrado perfecto, por ser un binomio, y un binomio
no es cuadrado de ninguna expresién algebraica (»», 3.” Obs.).

Sin embargo, aunque no puede obtenerse directamente la trans-
formacion de la ecuacion propuesta en ecuacién de primer grado,
puede obtenerse indirectamente y de un modo muy sencillo, consi-
derando que, si bien el primer miembro no es cuadrado perfecto por
ser un binomio, se compone, no obstante, de las dos primeras par-

tes del cuadrado del binomio , puesto que  -h-|--y
= X*H-p.x-f-. Podemos, pues, considerar al primer miembro de
la ecuacion como cuadrado del binomio - f - conio cual se

le afade implicitamente la tercera parte del cuadrado, 6 sea con

tal que se afiada explicitamente esta misma cantidad al segundo
miembro ; tomando la ecuacién por consecuencia, la nueva forma de

= 1"+ 2
Ahora que el primer miembro es ya cuadrado perfecto, podemos
extraer la raiz cuadrada de ambos miembros , y obtendréinos

*+-f=xSy”" + a;
ecuacion de primer grado que nos da el valor de x, sin méas que
pasar - al segundo miembro. Y tenemos

W

Lo que nos dice en lenguaje vulgar, que el valor de x en una
ecuacién completa de segundo grado , llevada & la forma de
X*  px~ qyse compone : de ;amitad del coeficiente del segundo
término tomado con signo contrario® mas 6 ménos la raiz cuadrada
de la suma del cuadrado de dicha mitady el tercer término con el
signo que éste tuviere en el segundo miembro.

*N0. Discusion. La ecuacion completa de segundo grado,
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puesta bajo la forma de x“* p x =="— 0, tiene el caracter mas ge-

neral posible en cuanto & signos.
Descomponiendo el doble signo del tercer término, se derivan

las dos siguientes : a* -t-"= 0 vy =Zpx—q= 0.

Y haciendo igual descomposicion del doble signo del segundo tér-
mino en cada una de éstas, surgen Y +i'=0
de la primera, y x*-"px —<g= 0 y —px—"= 0de la se-

gunda ; obteniéndose de la primera de estas cuatro los siguientes

valore.spara.'f:— qy — —Q

Pero creemos mé&s conveniente & la ensefianza presentar en un
cuadro estas ecuaciones y los respectivos valores de x , haciendo se-
guidamente la discusion. EIl lector juzgara.

. 1™ >(7
iX®-hpx-f-q=0, -—-q
x*£2)x-fq=0 } ffe % A
Ix’—23X-hgq=0, x=
V<a
3c*dzpa:+g=0"
X*-i-px—q =70,
\x*+:ppc—q=0/

(-c*>-p.-v;-g=0, x= |-xy/"-4-q

En la interpretaciéon de los valores de x correspondientes & la
primera de las cuatro ecuaciones en que vamos & ocuparnos, caben

las tres hipdtesis que méas arriba estdn indicadas, segin que -\-
seamayor, igual 6 menor que .
Pues bien, si los valores de x son conmensurahles 6 in~

cnnmensiirahles, pero reales, de signos iguales entre si, y contrarios
al del segundo término.
En efecto: si en la sustraccién indicada debajo del radical, el

p*

minuendo es mayor que el siistraendo, que esto significa- el

resultado de la sustraccion es positivo, la extraccién de su raiz cua-
drada posible, exactamente ¢ por aproximacion, segin que la can-
tidad subradical sea 6 no cuadrado perfecto ; pero basta que la ex-
traccion de la raiz sea posible para que los valores sean reales. Y,

por lo que & signos se refiere, considerando que * numérica-
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L

disminuida en una cantidad 2j poi* pequefia que sea, nos dara un re-

mente igual a y que por consiguiente la rai;: cuadrada de P

sultado menor que ; como en la doble combinaciéon por sustrac-

cién y por adicién que, segiin esta indicado, ha de verificarse entre
lo que esté& fuera y lo que esta dentro del radical, ha de prevalecer el
signo de la cantidad mayor, y la cantidad mayor es la que esta fuera
del radical, segin acabamos de explicar, afectada de un signo Unico
y contrario al del segundo término de la ecuacién, dicho se esta que
los dos valores de x tendran también un signo Unico, esto es, ten-
dran en esta hipétesis signos iguales entre si y contrarios al del se-
gundo término,

Si . A, el resultado de la sustraccion indicada debajo del ra-

dical serd 0 ; desde el doble signo en adelante todo se reduce 40,y
no queda para x mas valor que la mitad, del coeficiente.del segando
término tomado con signo contrario. .

Si el resultado de la sustraccion indicada serd negativo,

la extraccién de su raiz cuadrada imposible, y los 'calores de xiina-
ginarios.

Los valores de x correspondientes & la segunda ecuacion , tienen
la misma interpretacion que hemos dado a los de la primera. Los
alumnos deberan, no obstante, repetirla, por via de ejercicio.

Los valores de x correspondientes & la tercera ecuaciéon son con-
mmens'wrahles 6 inconmensurables, pero siempre reales y de signos con-
trarios entre si.

En efecto : la cantidad subradical es positiva; y es positiva,
porgue se compone de un cuadrado que, como todos los cuadrados,
es cantidad esencialmente positiva, y de que lo es'por la hipote-
sis. Siendo positiva la cantidad subradical, la extraccién de su «raiz
cuadrada es posible, exactamente 6 por aproximacion, pero .siempre
posible, y siempre reales por consiguiente los valores de x. Respecto

de signos, considerando que *num éricam ente igual a*
o3

Y que por consiguiente la raiz cuadrada d e g umentada en una
cantidad y, por pequefia que sea, nos dara un resultado mayor que
= ; como en la doble combinacion por sustraccion y por adicion que,
segln esta indicado, lia de verificarse éntrelo que estd fueray lo
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que esta, dentro del radical, ha de prevalecer el signo de la cantidad
mayor, y la cantidad mayor es ahora la que esta debajo del radical,
segln acabamos de explicar, afectada del doble signo =+:, es evi-
dente que los dos valores de x estaran afectados, uno del signo 4-y
otro del signo —, esto es, tienen signos contrarios entre si.

Los valores de g correspondientes & la cuarta ecuacion tienen la
misma interpretacion que hemos dado & los de la tercera. Los alum-
nos deberan, no obstante, repetirla por via de ejercicio.

Y en los exdmenes U otros actos de lucimiento no haran girar la
discusion méas que sobre las dos ecuaciones px-\-q =0y

— (*==0, siguiendo después con los casos particulares
que a continuacion se expresan :

151. 1® Si haciéndonos nuevamente cargo de la ecuacion ge-
neral -“px "mq, suponemos en ella~= 0, la ecuacion tomara la
forma de g®H- = 0, O bien &@4- —O0, que se verifica six= 0,
6 también si #4-jt) = 0; resultando de esta Gltima , x*= —p.

De suerte que en la hipétesis de que q sea cero, se obtienen para
X los dos valores siguientes: 0y —p.

2. ® SuponiendojO = 0, la ecuacion tomard la formade = q,
de donde a= % es decir, que en este caso x tiene dos valores
iguales y de signos contrarios; y reales 0 imaginarios , segun que
q sea positivo 6 negativo (S5S?).

3. ® Suponiendo := 0y $= 0, la ecuacion tomard la forma de
X 0, y los valores de;c serdn iguales & 0.

4® Si volviendo sobre la ecuacién aX™-\~hx — c” hacemos

1 ?. a b - .
_ —,resulta~y ' ¢ = ¢, Obien cy*—by—a=10
Y vy
Suponiendo ahora « = 0, esta Ultima ecuacion tomara la forma

b
(e c/*—¢y= 0, que da los dos valores siguiente.s:y= 0, y ——.

Y sustituyendo estos valores en la expresion x — resulta
1 c
X = " A
0’'"~ bm

Suponiendo ii= 0y ¢ =0 en la misma ecuacion cy’—iy —«=0,
ésta tomara la forma de cy® —O0, que da valores iguales & cero para

y j y valores infritllos por consiguiente parax, 6 sean X - .

|
X= 1.
Suponiendo, finalmente, = a=0yc=0, la ecuacion
cy» ¢y —ii= 0tomara la forma de 0 = 0, lo mismo que la ecua®



332

pdrd//, que dan ma infinidad de valorea para 3. valore.

propiedades sobre la

enléeTon
“* .quebrados, con

los 0, T r
bus téimmos en el primer miembro, bajo la forma de
=0 ,
de donde & -—----- iL _j_V I _
a X=

mil* " «*presiones pasamos al primer miembro los tér-
mmob todos que hay en el seg-uudo , teudrémos

P
x—h-2 VI  +9=0 y x .+ «

ifoltiplioando ordenadamente estas dos ig-ualdades, y conside-
lando que el primer miembro de la primera es la diferencia de las

cantidades « + ~ 'y y~iV + g, y que el primero de la segunda

Igualdad es la suma de las mismas cantidades, tendrémos por pro-
ucto (14 , tercer ejemplo) :

_(JL+qg)_o, Obien y+ px+ 4l _£! —q=0,

0 sea a“—+px—q= 0.
ot f . * ii'M ecuacion de se-
r/lundo grado,puesta bajo laforma x»+ px_ ,,= 0 es el mo-
do!lnuferfi*x""" A porparte comin .y cadamo de los
"\Nfor, *O0 por parte no coman.

r. Uourdon cree posible que por esta propiedad se baya dado
el nombre de races & los valores de la incognita; puesto que, cono-
eidos estos valores, se puede construir la ecuacion.

«5!>,  Otrademo-Hracion. Si dividimos el primer miembro de
la eoiiacioii x>+ p:c-q=q por «, tendrémos

x*-f.2ia;—q X—a

—Xf-ax
1®resto..... (_f a-f-plaa— g ~H- (a4-p)
2! (a—p___ i Tap
. a»+ pa-q

Como este segundo resto , en que nos liemos detenido, es inde-
pendiente de la .etra ®; si «es rali de la ecuaciénx' + px_a= 0
y por consecuencia - N = 0, el resto independiente de x ej

N N * e _
puesta sera camsibl-g por X —a. la ecuacion pro
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Reciprocamente. Si la division de pX — (g por X __a es
exacta , es porque el resto pa— ¢ independiente de x es ig-iial
a cero; j a sera, raiz de la ecuacion.

CoHOLARIo I.° Como en el caso en que a es raiz de la ecuacion.
X ~a divide exactamente & x"-\-px —q, y da por cociente
tt  {a-\-p)\ reciprocamente , x + [a + p) dividira exactamente &

N . pX— g, dando por cociente x — a luego—iz— ) es la otra
raiz de la ecuacion propuesta ;y la igualdad que existe entre el divi-
dendoy el producto del divisor por el cociente, confirma ana vez
mas la propiedad precedente.

CoHOLAU0 2® Sumando las dos raices de la ecuacion, tenemos

aste(—a—p)—a—a—p=—p.
Y multiplicando las mismas raices , nos dan
axX (—a—p)= —a®—pa,
que es el valor de —y en la ecuacion  -\-pa—y= 0, despejan-
do —vy, enlacual se obtiene —q— — —pa= -jra X f~a—

Lo que nos dice que: en una ecuacion de segundo grado, puesta
bajo laforma  x“-}px q= 0, el coerciente p del segundo
término, tomado con signo contrario , es igual & la suma algebréaica
de lasraices:y elultimo término—q  igual al producto de estas
mismas raices.

Y esto se confirma sumando y multiplicando los valores deduci-
dos de la misma ecuacion para x.

Porque, siendo estos valores

P
2 \/f-« ' -0 V i
sumandolos, tenemos por una parte
p . /p* P . /® _ q= 2p

y multiplicandolos, tenemos por otra

qa=—aq

860. Aplicaciones de la discusion & algunos ejemplos. La ecua-
cion 3?” — &7 -h 2 = Otiene las ralees reales, inconmensurables,
y ambas positivas; por estar comprendida en la hipétesis 1." relativa
ala primera ecuacion discutida enei numero 656.

La ecuacion  —122? 18 = Oesta comprendida en la segun-
da hipoétesis de la misma discusion.
La ecuacion 3?*-t- &? {- 20 — Otiene sus raices imagi .larias.
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La ecuacion 2x* — 3?— 34 = 0 tiene sus raices reales, conmen-
surables y (le signos contrarios.

ICI. Hay casos en que um ecuacion que tiene la incégnita de-
bajo de un Tadical, se resuelve transformandola en otra equivalente
de segundo grado, cuyas raices verifican la ecuacion propuesta.

Sirva de ejemplo la ecuacion vsoc—1= 1
Elevando sus dos miembros al cuadrado, tendrémos
5V—1=1+ 2itH- ,

6 bien —3xH-2= 0,
de donde = A il
2 V 4
3 1 3 1
0 sea -9
X X735

satisfaciendo ambos valores, 2 y 1 |3 ecuacion propuesta, como
puede verse.

Hay otros casos en que la ecuacion propuesta sélo queda satis-
fecha por uno de los dos valores de w, deducidos de la segunda
ecuacion.

Y otros, por fin, en que la ecuacion propuesta no es satisfecha
por ninguna de las dos raices de la ecuacion transformada.

IG«. PToUew.a délas hices, tomado del Algebraa.e'hi-c. Bourdon.
A C C B (o
—

Sabiendo por la Fisica que las intensidades de una misma luz, &
distancias desiguales, estdn en razon inversa de los cuadrados de
estas distancias/ hallar en la linea recta que une dos luces Ay B
de intensidades desiguales, el punto igualmente iluminado por
las dos.

Solucién. Representemos por d la distancia AB. por a la inten-
sidad de la luz A, por hla intensidad de B [ambas & la misma uni-
dad de distancia). Sea C el punto pedido, llamemos &4 la distan-

cia AC, ladi.stancia BC serd d —x, y tendrémos — por expresion

de la intensidad de A 4 la distancia ic, y por expresion de

la de Ba la distancia —a? € igualando estas dos expresiones
quedaré planteado el problema de este modo
a __ b
X {d—x)*
Y apartandonos del método ordinario, & fin deque los valores
de Paparezcan bajo una forma méas sencilla, tendrémos
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[i—y)* h
w (13 a n
0 sea d—Y » [ O
0 bien dv a —Y\'""a =-xLxV b
de donde dv-T
VazV b
Y descompoiiieiido estos dos valores, resulta
i
Vd\f'.:/b 1 Id—.Y d\/HbVb
a 'I' 1 a =
4V K ,cle donde. CdvT
i d—Y=s-
\/T —\/"T’ Va —V b

163. Discusion. Cinco hipotesis pueden ocurrir en la discusion
de este problema.

1" a~>b. El primer valor de 2es positivo : y como ademas es
un quebrado propio, sera menor que d ; es decir, este valor da como
punto ig-ualmente iluminado un punto C situado entre Ay B. Y

puesto que «>>5, el numerador del primer valor de ansera mayor
d

que la mitad del denominador, y el quebrado ¢ y esto
es, el punto C estd mas cerca de B que de A ; y asi debe suceder,
suponiendo que la intensidad de A es mayor que la de B. El valor

de d — a@correspondiente al primer valor de jr es positivo, y

como puede verse.

El segundo valor de x es también positivo ; pero mayor que d,
por ser un quebrado impropio mayor que la unidad. Este valor nos
da un segundo punto C'4 la derecha de B. Esto se concibe ; puesto
que las luces se esparcen 6 derraman en todos sentidos, puede ha-
ber otro punto igualmente iluminado en la direccion AB prolonga-
da, y mas proximo de B, cuya intensidad es menor.

Estos valores de x estan ligados por la misma ecuacion ; porque,
si representamos por x la distancia AC', BC' serd x-"d,y\a ecua-

cion serd ecuacion igual & la anterior por ser iguales

los cuadrados de 2—d y OQd —x. EIl segundo valor de i?— ares
negativo, y asi debe ser.

Luego en esta hipotesis las-luces brillan con igual intensidad en
los puntos Cy C', ambos més cerca de B que de A : aunque el pri-
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mei* valor de x es el que responde direetamente al enunciado dsl
problema.
2. “ aC,b. Elprimer valor de x es siempre positivo, y , como se

ve, <-g-. El correspondiente valor de —iil es también positivo,
d » N
pero > Y"-Asi, pues, el primer punto igualmente iluminado C"

estard mas cerca de A que de B.

El segundo valor dea? es esencialmente negativo. Para interpre-
tarle se pone —x en vez de x en la ecuacion, y la expresion d  x
indica que el punto esta & la izquierda de A, en C™, por ejemplo.
V asi debe ser, puesto que siendo en esta hipotesis la intensidad
de B mayor que la de A, el segundo punto igualmente iluminado
estard mas cerca de A que de B. El correspondiente valor  el~ x
es positivo ; y esto consiste en que, siendo x negativo, la snsirac-
ciln algebraica, d — & se convierte en adicion aritmética.

Luego en esta hipotesis las luces brillan con igual intensidad en
los puntos @ y Q'“, ambos méas cerca de A que de B ; por mas que
ahora, como antes, el primer valor de x es el que responde directa-
mente al enunciado.

3. ® a= b Los primeros valores de xya”d—x se reducen

ambos & Lo que nos dice que el punto medio de AB es el pri-

mer punto igualmente iluminado ; de conformidad con el enunciado,
con la hipotesis y con el sentido comun.

Los segundos valores se reducen a que es la forma del

0
infinito. Es decir que el segundo punto igualmente iluminado esta
& igual distancia de Ay de B, pero 4 una distancia inmensamente
grande de ellos, 6 como si dijéramos, el segundo punto se pierde
en la inmensidad del espacio, 6 en el infinito., como cada cual quie-
ra decirlo.

4" a~ b d=-~. El primer sistema de valores de 2y de —x

7

se reduce & 0; y el segundo sistema & . Este Gltimo es aqui el

conocido simbolo de indeterminacion; porque si nos trasladamos a la
ecuacion del problema , veremos que dentro de e.sta hip6tesis puede
ser satisfecha por un namero cualquiera sustituido pora?. Y en efec-
to : si las dos luces tienen la misma intensidad y estan colocadas en
un mismo punto , deberdn iluminar igualmente cualquier punto de
la linea AB.

Y la solucién U que da el primer sistema es una de tantas, de
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puir"u"e"tLL"™ rs;» rzJiz\rr

se CHZ}:\/;ﬂr; “ -p/tesi.,

CONCLUSION.
ss;rr “rr r “'>* »
Se llama designaliad la relacion que existe entre ,le. ,,
nés de cantidades desiguales como Hrpse 2t

7 >3-h2 {ad- iy < [a+ O~

una” contiene
iucdSr <>k valores de sus
P . o a . n
ot!l:::Sn:c::ivai0---- -- 0
mo sentido que las componentes
(111 Kk n 'C 17N (X113 *x M "ee . > I. )) _I..

4 » ,» . ér
Por eso, antes de restar dos desig-ualdades ordenadamente l.av

Vo-~1 A sentiVieZ

3.* Se puede multiplicar los dos miemlros de una desioualdad

" 'm B K «
22

/ / -7 N
itV A¢r !/ yer.
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Fundados en esto, se puede quitar quebrados en una desig’ual-

dad. Y se puede pasar un factor positivo de un miembro a divisor
del otro miembro.

También pueden dimdirse los dos miembros de una desigualdad

por un mismo namero positivo , quedando la desig*ualdad en el mis-

mo sentido.

Pero , si se multiplican 6 dividen los dos miembros de una desi-
gualdad por un mismo nimero negativo , la desigualdad resultara en
sentido contrario.

Asi, al mudar los signos & todos los términos de una desigual-
dad, ésta resulta en sentido contrario; porque esta transformacién
equivale & multiplicar los dos miembrospor — 1.

4. * Se pueden elevar al cuadrado los dos miembros de una des-
igualdad entre numeros positivos, y ésta subsiste en el mismo
sentido.

Pero si la desigualdad existe entre nimeros de signos cuales-
quiera, debe examinarse el resultado &ntes de hacer la transfor-
macion.

Pues si bien de — 2 < 5se deduce (—2* < 5% 6 bien 4 < 25;
de —2c; —1, por ejemplo, se deduce (—2)* > {— 1)*, 4 bien
4 >» 1, en sentido contrario al que tiene la desigualdad propuesta.

5. * Se puede extraer la raiz cuadrada de los dos miembros de una
desigualdad entre nimeros positivos , y ésta subsiste en el mismo
sentido.

Inecuaciones y problemas de primer grado con una incog-
nita. Toda inecuacién de primer grado con una incognita, previas
las transformaciones explicadas (130) para las ecuaciones, puede
llevarse 4 la forma ax zx=.b" " 6 «iPrfcicCO,

0 bien (i ax b,

de donde X ti x

Luego , todo valor de la incégnita , mayor 6 menor que cierto li-
mite " verificara respectivamente las inecuaciones propuestas. Y ese
limite es cabalmente el valor de x , que transforma la inecuacién en
igualdad é identidad.

Sea la inecuacion 3a;--—--- 45 — Ux.
Quitando quebrados, tendrémos 6a,— & 1> 90 — \x.
haciendo la transposicion 6a — a -f- 4a; 90,
y reduciendo % 90;

R0

de donde X N = 10
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Lo que nos dice que cualquier nimero mayor que 10 verifica
la inecuacion propuesta : el limite superior queda indeterminado.
La sustitucion del limite inferior 10 en la inecuacion nos da la
ig-naldad 30 — 5= 45 — 20, 6 bien la identidad 25 = 25.
Problema. Descomponer el nimero 30 en otros dos enteros gne se
diferencien en mas de 4 unidades y en menos de 10.
Si representamos el nimero mayor por x, el otro sera 30 — any
tendrémos las dos inecuaciones
a—@@—x>4 y a__@B0—X< 10,
quenosdan x — 304- x> 4 y  X— 30-hx < 10,

0 bien x> A y 2x< 40;
4
de donde X o =17 y X -.'T_40 = 20

Pero no hay méas nimeros enteros que 18 y 19, mayores que 17
y menores que 20 : luego no bay més que dos soluciones, una 18y
12, y otra 19y 11

1«7. Inecuaciones de segundo grado con una incognita. Toda ine-
cuacion de segundo grado con una incdgnita puede llevarse a la
forma ax™ + + ¢c>-0 0 axr+ ,c-f-c<M 0.

Dividiendo ambos miembros por a, coeficiente &e x \ y llanmn-
do”i y ” los cocientes respectivos de ¢ y de ¢ por it, tendrémos

X+px Hq>0 06 X-fpx-fg<O;
siendo el trinomio x" -\-px-\-q positivo en el primer caso, y nega-
tivo en el segundo.

Si representamos por x'y ie" las raices de la ecuacién

X®i-px-hq=0,
en la cual esprimer miembro el trinomio precedente, tendrémos (15S)
x=4-px+ q=X—X) X —x").

Segun esto, el trinomio  -“px  q seré& positivo si los factores
X — X'jx —x" tienen signos iguales ; para lo cual basta que x sea
mas grande que la mayor de las dos raices 6 menor que la mas pe-
quefia.

Si las raices de la ecuacién @®4- par -i-y = o0 son iguales & x',
tendrémos X*4-px4- = (X—X)*

Pero el segundo miembro es un cuadrado, y no puede ser nega-
tivo jluego la desigualdad x’4-px 4-q < 0 es imposible, y por
lo mismo la x*H-j*x4-q > 0 serd satisfecha por cuantos valore.s
diferentes de x' se quiera.

Si, por Gltimo, la ecuacion

Xd-px4-q= 0
tiene sus raices imaginarias, tendrémos

IID\*____q <0, Osea p*_49< 0, Olnen q_ > u
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Pero x'-hjyx-hg ~ x*-h})x ~ g —*~ = ~x -~ (-1)
y estos dos Ultimos sumandos son positivos : luego
X-d-2x%+ q>0

es satisfecha por cualquier valor de la incognita, y
X®4- px +q <0 es imposible.

Nociones acerca de los maximos y minimos. Hay problemas
en los cuales se desea determinar el mayor 6 menor valor que pueda
recibir la incognita.

Por ejemplo; Dioidir el nimero 2a en dospartes tales yue su pro-
d¥ido sea el mayor posilUy esto es, <?maximo.

Si representamos por x una de estas partes, la otra serd 2a —x,
y laecuacion tendré la forma de x[2a—x) =y, 6 bien 2ax—x"—y\
representando por y el mayor producto pedido.

De donde X=azx Va*—y.

Pero estos valores de x no pueden ser reales, sino en tanto que
y, esto es, en tanto que el producto pedido sea menor 6 igual & a”.
Luego el maximo que puede obtenerse es el cuadrado de la mitad del

ndmero dado.
Escolio. En la ecuacion establecida se llama & x una variable, y

a la expresion x[2a —x) se la llama funcion de la variable. Esta
funcion, representada pory, es & su vez otra variable \ porque su
valor depende del que se dé & la primera.

Hé ahila razon de llamar los algebristas variable independiente
a la primera.

Sea por segundo ejemplo : Dicidir el ndmero 2a en dos partes
tales que la suma de las ralees-cuadradas de estas dos partes sea el
MAXIMO

Si representamos pora:* una de estas partes, la otra serd 2a—x",
y la expresion de la suma de sus raices cuadradas nos dard la
ecuacion X-\-\l2'—®=y ;
representando por y la mayor suma pedida.

Pasando x al segundo miembro, la ecuacién sera

V2a, —XB= y —X,

y elevando ambos miembros al cuadrado
2a—X= y*—2yx 4- x*,
6 bien 2 —2yx= 2a—Yy*

6 sea X ux=sa—X<:

de donde y
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6 lo que es lo mismo x = ih y/-@_yj’c

que también puede ponerse bajo la forma de
Xx="N£\JAX (ifi-y ]

que da finalmente = ~ ih — x Vda—

Pero estos valores de x no pueden ser reales sino en tanto que y*
sea menor 0 igual & &2

Luego si suponemos —4«, de dondey =2 \/V ;x serd igual
a 2a — xM = a. Es aecii’, el nimero de&eser dividido
en dospartes iguales ;j el maximo de la suma de las raices cuadra-
das de estas dos partes es igual & 2\' fa .

De aqui deducimos la regla siguiente : Para hallar un maximo 6
un MNIMDseformula la expresion algebraica que representa el ma-
ximo OMNMDYy se le iguala con una letra cualquiera'y. Suponiendo
que la ecuacion obtenida es de segundo grado, y que hasido resuelta;
se iguala a” la cantidad subradical ~ deduciendo de esta ultima ecua-
cion el valor dey, que sera el maximo 6 minimopedido. Y sustituyen-
do el valor de y enla expresion primera, se obtendra el valor que
responda al enunciado.

Los que quieran mas conocimientos en esta materia, pueden ver
la obra lata de M. Lacroix y la Geometria de Simpson.

Nociones acerca de las probabilidades. Se llama probabi-
lidad de un liecho la razén que existe entre el nimero de casos fa-
vorables y el nimero de casos posibles, siendo unos y otros igual-
mente posibles.

Si se tratase de expresar, por ejemplo, la probabilidad de sacar
unabola blanca de una urna que contiene ocho bolas, de las cuales
seis son blancas y dos negras ; como de odio lieclios igualmente po-

sibles , hay seis favorables, la razon expresa la probabilidad

. 2 _ 1
de sacar una bola blanca ; siendo g = 4 ]ra te sacar una negra.

Y como el quebrado es mayor que , por eso hay mas motivo

para creer que salga bola blanca, que para dudarlo.

Las probabilidades precedentes en las cuales se suponen igual-
mente posibles, tanto los casos favorables como los contrarios, se
[laman simples. A diferencia de aquéllas que dependen del concurso
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de YaTi03 heclioEJ, y se llaman compuestas ; correspondiendo & cada
uno de estos liechos una probabilidad simple.

~ El célculo de lasprohabilidades descansa sobre las tres proposi-
ciones siguientes : A

1. Laprobabilidad simple de un hecho se expresapor un quebra-
do cuyo numerador es el nimero de casosfamrables & la produccion
del hecho, y el denominador esci numero de todos los casos,, tanto
favorables como contrarios. *

2. La probabilidad compuesta del concurso de muchos hechos es
igual al producto de las probabilidades simples correspondientes &
estos hechos.

3. Lasuma de la probabilidad favorable y de la contraria de
un mismo hecho, es siempre igual a la unidad.

. . . y

Asi, en el ejemplo anterior T =

Esta unidad representa la certeza ; asi como la fraccién propia-
mente dicha representa laprobabilidad.

Problema. Jugando al tresillo ¢qué probabilidad se tiene de re-
cibir en una mano espada y basto?

La probabilidad simple de recibir la espada de las 40 carta-? de la

baraja , entre las 9 cjue se reciben cada mano, es > Ja de
recibir despueés el basto de las 39 cartas restantes, entre las 8 que
faltan. es ; luego la probabilidad compuesta seréa

9 8 1 3
To'~ 39+« 1560 65

E | calculo de las probabilidades naci6 , por decirlo asi, entre las
manos de Pascal y de Fermat, con ocasion de algunas cuestiones
sobre juegos de azar. Desarrollado después por Santiago y Daniel
Bernouili, porMontmort, Moivre, Gondorcet, d’Alembert, Lagran-
ge , Lacroix, Laplace , Poissou y otros , ha llegado a ser un instru-
mento de civilizacidn, por su aplicacion a las cuestiones morales,
politicas y comerciales.

Recomendamos su estudio en las obras de los sabios citados.

1i0. Otramanera de estudiar los logaritQnos. Considerando que
las potencias con exponentes enteros , positivos 6 negativos, de la
unidad, son la misma unidad;

Que las potencias de un namero mayor que la unidad son mayo-
res 6 menores que la unidad, segin que los exponentes de las po-
tencias sean positivos 0 negativos ;

Que la expresion , suponiendo b > 1, aumentara desde 14 oo,
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si x aumenta desde Oal  ;y disminuira desde 14 0, si & disminuye
desde 04— o0 ;y si ¢ es positiva, pero < 1, sucede lo contrario ;

Que la raiz cuadrada , cubica ,y en general de cualquier grado
real y positivo, de una cantidad mayor que 1, es mayor que 1; me-
nor que la cantidad; y disminuye si crece el indice, teniendo 1 por
limite ;

Que si en la ecuacion —y, b conserva siempre un mismo va-
lor positivo, mayor 6 menor que 1, esevidente que & cada valor po-
sitivo 6 negativo de x corresponde otro positivo para y , y vice versa :

Se llama logaritmo de un numero & el exponente de la potencia
a que se elevaotro nimero positivo, y diferente de la unidad, llama-
do base, para que la potencia sea igual al nimero dado.

Los logaritmos de todos los nimeros y que se refieren & una mi.s-
ma base, constituyen un sistema de logaritmos.

Para formar una tabla de logaritmos, se resuelve la ecuacion

para todos los valores enteros de y , desde 1 basta el nimero
gue se quiera.

No teniendo la base mas limitacién que la de ser positiva y dife-
rente de la unidad, puede haber infinitos sistemas de logaritmos, y
un mismo namero puede tener muchos logaritmos. Y siempre se ve-
rifica que el logaritmo de la unidad es 0, y el de la base es 1, porque

sib>1 mb<l1

b'= 1,luegolog. 1=r0 /1 =1, luegolog. 1=0

/1 1

b*= b, luego log. b= 1 luego log.

Siendo x positiva 6 negativay ¢> 6 < 1, la ecuacion b= —y es
imposible : luego los nUmeros negativos no tienen logaritmos.
La base ha de ser diferente de la unidad ; porque de suponer i=1,
b seria siempre igual & 1, cualquiera que fuese el valor de x.
Si la base es mayor yac la unidad, sucede
1. 7 Los logaritmos de los nUmeros mayores que 1 son positivos;
4 mayor nimero mayor logaritmo; y el logaritmo del @ es el o
En efecto: de b = k, sededuce log. A= ; deinH-D= Al-iZ
se deduce log. {k-{- @ — m+ n 5y porultimo, dei — o, se
obtiene logaritmo o= cc.
2. " Loslogaritmos de los numeros menores que 1son negativos;
cuanto menor es el nUmero, tanto mayor es el valor absoluto del
logaritmo; el logaritmo de cero es — .

En efecto : de A , se deduce log. o —m\ de
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A_m-n = — A de ;-<»=
m-n A“l“(}'se deduce Iog.A y {=<»

— = 0, sededuce log. 0= — .

ati. Propiedades generales de los logaritmos. Si representamos
por hla base de un. sistema cualquiera de logaritmos ; pory ,y", y",
varios numeros enteros, fraccionarios, 6 inconmensurables; y por X,
od a", sus correspondientes logaritmos en el mismo sistema, ten-

dremos =y, bNM=y', bN=y”
de donde multiplicando ordenadamente, resulta
xb™'xbn™”=yy'y”, 0bien = yy'y"

y por consiguiente log. yy'y”= x -h x HX
osea log. yy'y" = log.y -t-log. y'-1-log. y". Luego:
1.*propiedad. EI logaritmo de %nproducto es igual & la suma de
los logaritmos de sus factores.
Si dividimos ordenadamente las dos primeras ecuaciones anterio-
res , la primera por la segunda, tendrémos

= 0 bien = de donde log. —x — X,
br oyt A y y

6sea log. ¥ = log.y —log.y'. Luego:
y

2. * HKd logaritmo de im cociente es igual al logaritmo del dividen-
do ménos el logaritmo del divisor.

Si elevamos & la potencia del grado % ambos miembros de la
primera ecuacion antes dicha , tendréraos , de donde lo-
garitmo y*~nx, 0O bienlog. = ?dog.y. Luego:*

3. ® El logaritmo de %m potencia de un nimero es igual al loga-
ritmo de esto nimero multiplicado por el exponento do la potencia.

Si extraemos de los dos miembros de la misma ecuacion la raiz
del grado n , tendremos

n °/- log. y
)'ir=\/y, dedonde log. \ly = — , 0Obien

log. Vy=- |

Luego :
4. " El logaritmo de la raiz de un namero es igual al logaritmo
de este nimero dividido por el indice de la raiz.

5. “ La razdn delos logaritmos de dos nimeros es la misma en to-
dos los sistemas.

6 Dado nn sistema de logaritmos de la base a, puede calcular
se otro cuya base sea h', multiplicaudo los logaritmos del primero

por el numero constante j lamado modulo.
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7. * Ladiferencia de los logaritmos de dos nUmeros consecutivos
es tanto menor cuanto mayores seau diclios numeros.

8. * Los logaritmos que hemos dado a conocer anteriormente

son los mismos que acabamos de definir. como exponentes
de un nimero constante, positivoy diferente de la unidad.

Basta, para comprenderlo, considerar dos progresiones gque cons-
tituyan un sistema de logaritmos, y transformar la progresién por
cociente en otra cuya hase sea igual ala raiz del grado que indigue
Indiferencia de la progresion por diferencia , de la razon de la pri-
mera progresion por cociente.

MiiB  Ecnacion exponencial. >8 dados dos de tres nimeros a, b, c,
cualesquiera, nos proponemos determinar el tercero por medio de una
de las seis operaciones fundamentales conocidas, la operacion mas
sencilla 'y la primera que se nos ocurre es la adicion.

Si nos proponemos, por ejemplo, hallar i por la adicion de los
nameros ajh, esta relacién se expresara por la igualdad

U~hb—c,
que nos da al mismo tiempo
a=c—b, b= c—a.

Donde vemos que si en vez de buscar ¢, se hubiese buscado el
valor de « 6 de i, la misma igualdad nos habria dado la cantidad
desconocida por medio de una sustraccion.

Asi, pues, la adicion y la sustraccion estan ligadas por la misma
igualdad <iM A

Conviene advertir que si en la igualdad a= c— b, se supone
c< i el valor dea pasa &ser un nimoro negalim : nimeros que,
comoya sabemos, deben su origen & los casos en que se resta un
namero mayor de otro menor. ) _ )

Es claro que la adicion de muchos numeros iguales conduce a la
multiplicacion.

Si ahora nos proponemos, por ejemplo, hallar c por Ia ‘multlpll-
caciou de los nimeros a por h, esta relacion se expresard por la
igualdad ay.h c,

c t
gue nos da al mismotiempo®= y y "~ a*

Donde vemos que si en vez de buscare eu la igualdad anterior,
se hubiese buscado el valor de 6 dei, la division de e por ¢, 6 de
evova, nos habria dado el valor del nimero desconocido.

AU v”eB,Umuliiplicacion y la dwision estan ligadas por la
misma igualdad = XX

Conviene advertir que si c< ¢, 6 si e no es exactamente divisi-
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ble por 0, la expresion es unafraccion6 un mimero fracciona-

rio : nimeros que, como ya sabemos, tienen su origen en las divi-
siones inexactas.

Es claro que la multiplicacion de muchos numeros iguales con-
duce 4laformacién depotencias.

Si, ultimamente, nos proponemos, por ejemplo, hallare for-
mando el producto de b nimeros iguales da, esta relacién se expre-

sara por laigualdad gy @,

que nos da al mismo tiempo a= \l'c .

Lo que nos dice que, dados ti y ¢i, se obtiene ¢ por medio de la
formacién de una potencia ; y que, dados ¢y c, se obtiene a por
medio de la extraccion de una raiz.

Pero si se conociesen ay c¢ ¢como hallariamos b?

Antes de contestar 4 esta pregunta, resumamos lo dicho.

La igualdad a-\-1>"c relne las dos operaciones conocidas con
los nombres de adicién y sustraccion : la segunda de las cuales pue-
de dar lugar & los nimeros llamados negativos.

La igualdad a Y. h= creltne la multiplicaciony la division ;
naciendo de esta Ultima lafraccion y el ndmero fraccionario.

Observemos, ademaés, que en cada una de estas dos igualdades

a-hti=c y aXb =g,
el nimero y el nimero 0 se obtienen por medio de la misma ope-
racion , efectuada en una 6 en otra igualdad sobre las dos cantidades
conocidas : lo cual se expresa diciendo que a y 0 entran de una ma-
nera semejante 6 simeétrica en estas igualdades.

Asi también, la igualdad a’= crelne laformacion de potencias
y la extraccion de raices : teniendo de ésta origen los numeros in-
conmensuradles. Pero hay entre esta igualdad y las dos anteriore.s
una diferencia que debemos sefialar, y consiste en que basta la ex-
traccion de una raiz para obtener a; miéntras que para hallar Ose
necesita una Operacion particular y nueva que serd, en cierto modo,
segln Euler, una séptima operacion.

85:?. Pues bien, las ecuaciones que tienen laincognita por ex-
ponente son llamadas ecuaciones exponenciales, y muchas de ellas
se resuelven por medio de los logaritmos.

Ejenplo : a*—i).
Tomando los logaritmos de ambos miembros, tendrémos
log. a” =: log. b,
0 bien Xlog. a = log. b;
log. 6

de donde off. a
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174. Los alumnos que deseen conocer con mas extensién algu-
na materia tratada ligeramente, 6 quieran estudiar alguna otra de
gue no nos Layamos ocupado, pueden conseguir su objeto enla ex-
celente obra del Sr. Vallin y Bustillo, de quien nos declaramos
deudores de mucLos conceptos escritos en este libro ; como son los
relativos & la extraccion de raices de los quebrados, casi todo el ca-

pitulo Il del Algebra., las pilas de balas y otros.
iCoincidencia singular! jQue las tltimas lineas de este modesto

trabajo sirvan como de accion de gracias al amigo querido & quien
saludamos, mas bien que como & compafiero, como & maestro

insigne !

PIN DAL JLGEBRA

Badajoz 30 de Junio de 1878.
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