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PROLOGO DE ESTA EDICION.

La tercera edición de mi Geometría y Trigonomelr'iay 
no difiere en el fondo, ni en la forma, de las dos anterio
res ediciones. Pequeños defectos de redacción y algunas 
erratas van, sin embargo, corregidas en esta nueva tira
da: debidas, en su mayor parte, al cuidado y celo de al
gunos compañeros y amigos que se tomaron el trabajo de 
revisar mi libro con gran esmero.

 ̂Los resultados obtenidos en la enseñanza, con la adop
ción de esta obra, que acreditan numerosas y repetidas 
cartas de muchos Sres. Catedráticos, así como el juicio 
favorable de la prensa profesional, y de los Cuerpos fa
cultativos; prueban que la idea que me impulsó en 1870 
á dar á la estampa, por primera vez, esta obra (idea que 
manifesté en el prólogo de aquella edición, que á conti
nuación reproduzco) ha sido estimada por gran parte del 
Profesorado oficial y libre, por responder á una verdade
ra necesidad de los estudios matemáticos.

Si la juventud, á quien he dedicado estos trabajos, si
gue alcanzando el fin que me propuse al redactarlos, que
darán satisfechos los deseos del que ha consagrado toda 
su vida á la enseñanza, fuente de todos los bienes mora
les y materiales, y barómetro que mide el estado de cul
tura y de adelanto de las naciones.

Cádiz.—1S78.
Fícente %iibio y  Díaz.

P r ó l o g o  d e  l a  p r i m e r a  e d ic i ó n .—No hay ciencia de más 
rigoroso método en su exposición, de un enlace más lógico en
tre sus partes, mejor construida, en fin, que la Geometría. Ba
sada en un corto número de axiomas y no admitiendo, en ge
neral, más que las verdades intuitivas de estos principios, ó las 

«de aquellas proposiciones que derivadas de ellos por el más



rigoroso raciocinio se demuestran; todo en esta ciencia es 
exacto, eminentemente racional y debe estar al alcance de to
das las personas.

Y, no obstante, el estudio de la Geometría es de los que 
más dificultades presenta y más pronto aburre á los alumnos, 
siendo frecuente el ver jóvenes de inteligencia privilegiada, 
que desde las primeras lecciones abandonan los libros desani
mados, creyéndose ineptos para alcanzar el conocimiento de 
una ciencia, que como hemos dicho, es de tan fíicil compren
sión y rigoroso método.

¿De qué depende esta contradicción tan manifiesta? ¿Cómo 
se explica el que los conocimientos geométricos que se ad
quieren por principios axiomáticos, sean refractarios á la ma
yor parte de los jóvenes?

Todos los que han estudiado la Geometría pueden contes
tar satisfactoriamente.

No está la dificultad en los principios de la ciencia, sino en 
los medios exteriores de trasmitirla: no son difíciles de com
prender los teoremas geométricos, sino la forma en que nece
sariamente hay que presentarlos: no hay confusión en la Geo
metría, la hay para el principiante en las figuras que auxilian 
las demostraciones.

La complicación de las líneas, el gran número de letras que- 
en algunas figuras se necesita para indicar los puntos (letras 
que hay que intercalar en el razonamiento), la dificultad de 
encontrar estos puntos en las láminas; dividen la atención del 
alumno y le confunden de tal manera, que cree complicadas y 
confusas las demostraciones geométricas, que casi siempre se 
reducen á razonamientos de una extrema sencillez, yen todos 
los ca.sos de completa exactitud.

No hay, por consiguiente, ciencia alguna, en la que tenga 
mayor importancia la claridad en la exposición, h¡ obras que 
requieran más esmero en la parte tipográfica, si ha de salvarse, 
en lo posible, el escollo que todos encuentran en su estudio.

Tal ha sido, principalmente, la idea que me ha impulsado á 
¡nibliear esta ohrita que, fácilmente se comprenderá, vé la luz 
pública después de vencer grandes obstáculos, para que en su 
parte tipográfica no desmerezca de las que de igual índole se 
publican en el extranjero.

Si con ella he conseguido hacer algo más fácil el estudio 
importante de esta ciencia, y si merece la aprobación de mis 
ilustrados compañeros los Sres. Catedráticos de esta asignatu
ra, á cuyo benévolo juicio la someto, me daré por muy satisfe
cho del prolijo trabajo empleado en redactarla, delinear las fi
guras, corregir estas y la impresión.—V i c e n t e  RcBio Y D íaz- 
— Cádiz: Atjosto de 1870.



ADYERTENCIA A LOS ALUMNOS.

La correlación y el <5rden Idglco que entre sí tienen las proposi
ciones geométricas, liacen imposible el conochnieato de la verdad 
que una encierra, si antes no se tiene el de las que le sirven de 
fundamento.

El principiante, debe, pues, estudiar cada lección hasta el per
fecto conocimiento de ella y no f  asar á la siguiente sin haberlo 
conseguido, para lo que necesita llegar á tal grado de comprensión, 
que sin el auxilio del texto pueda repetir las demostraciones de los 
teoremas <5 problemas que la lección abrace y cuyos enunciados lie* 
va el Programa que aparte del texto se publica, variando la posi* 
clon y las letras de las figuras que á ella se refieran.

Los problemas, teoremas y párrafos de la tieometría llevan una 
numeración correlativa desde el principio hasta el fin: de este mo
do se ftcilitn la evacuación de las continuas citas del texto. En
cargamos muy especialmente á los alumnos que no dejen de veri
ficar dichas citas, á menos que uo recuerden perfectamente las pro
posiciones á que se reñeran y estén convencidos de sn verdad, 
de otro modo se hace incomprensible la proposición gue se está de
mostrando.

Así, por ejemplo, en el teorema X IV  se hace la referencia 
[Teor. VI"], para que se recuerde que dos tedas perpendiculares á 
otra y  que están en un mismo plano son paralelas, en cuya propie
dad se funda la consecuencia que inmediatamente se deduce, y que 
no se comprendería á no acordarse del teorema VI.

Be igual modo en el teorema I se indica (18) que quiere decir 
que se recuerde la definición dada en este párrafo de lo que se lla
ma reda oblicua á otra.



Cuadro sintético de la Geometría.

GEOMET R IA  PL A X A .

SECCION PRIMERA. 
p r o p i e d a d e s  d e  l a s  f i g u r a s

PU N A S.

I l ib r o  I .

Fú/uras rectilineas.

X iibro  X I.

Fiffuras circulares.

la íb ro  I I I .

Problemas correspi,i»lwnies á 
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APÉNDICE
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GEOMETR IA  D E L  E SP A C IO

SECCION PRIMERA.
DE L A S  F I G U R A S  C O N S I D E R A D A S  
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I i ib r o  I ,

Planos y cuerpos terminados 
por superóles jilanas. 

la ib ro  I I ,

Cuerpos terminadas por su- 
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BK EL ESPACIO.
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(•) V íase al final el Indice de esta obra. 7 para más detalles el iV e - 
que aparte se publica, en el que van insertos todos los enunciado, 

«de los teoremas, corolarios, problemas, <tc.



PRELIM IM RES.

i . El espacio es una idea primera y necesaria que no 
puede definirse, aunque nos lo imaginamos extenso, úni
co, ilimitado, continuo y divisible. Todo cuerpo ocupa 
una porción de este espacio, la cual se llama extensión del 
cuerpo. No se concibe la existencia de un cuerpo, por 
muy pequeño que fuere, sin que sea extenso en todas di
recciones; esto es, sin que ocupe una parte del espacio en 
cualquier dirección que la consideremos.

La geometría hace abstracción de todas las propieda
des de los cuerpos, (porosidad, elasticidad, gravedad, &c.) 
y hasta de la materia que los forma, y sólo considera su 
extensión.

Los límites de los cuerpos se llaman superficies. En el 
espacio pueden concebirse infinitas superficies, porque 
pueden existir infinitos cuerpos.

Los límites de una superficie forman la linea. En toda 
•superficie pueden considerarse infinitas líneas.

La común intersección, ó sea el límite común, de dos 
lineas que se encuentran es c\punto matemático. En una 
•Hnea pueden concebirse infinitos puntos. *'>

2- Ni las superficies, ni las líneas, ni los puntos, tienen 
•existencia real fuera de los cuerpos, y sólo por abstrae- 
■Clones del espíritu se consideran aisladamente. (•)

(•) Siguiendo un drden inverso, suele decirse que el punto ca
rece de dimensiones, que el movimiento del punto engendra la lí
nea, el de esta la superficie, y el de la sup^ r̂ficie el espacio. Cree
mos viciosa esta generación por el movimiento de la nada



3. Aunque el cuerpo es extenso en todas direcciones,, 
se consideran principalmente tres que se denominan di- 
mensiones del cuerpo, y se llaman longitud, latitudypro

fundidad. £  sta se designa también con los nombres de 
altura, espesor ó grueso.

Las superficies, límites de los cuerpos, carecen de es
pesor.

Las líneas, límites de las superficies, carecen de espe
sor y de latitud.

El punto íjo tiene dimensión ni figura; es el cero déla 
cantidad geométrica. Sin embargo, 
en las figuras geométricas para ha
cerlo perceptible se indica por una 
letra colocada en un punto inate- 

1- ó en la intersección de dos lí
neas, como se vé en A , B, C. (Fig. 1)

4. Las cantidades geométricas— líneas, superficies ó 
cuerpos,— comparadas con sus unidades respectivas, dan 
por resultado la medida de stt extensión.

Volumen, es la extensión medida de un cuerpo.
Area, es la extensión medida de una superficie.
Longitud, es la extensión medida de una línea.
Por lo que antecede se comprenderá, que se considera 

bajo tres aspectos la extensión, á saber: de tres dimen
siones (longitud, latitud y profundidad), extensión volu
métrica; de dos dimensiones (longitud y latitud), extensión 
superficial; de una sola dimensión (longitud), extensión 
longitudinal.

5. La línea puede ser recta ó curva.
La línea recta no puede definirse bien. Se dice que es 

la mds corta distancia entre dos puntos, f*)

— 10 —

(*) Algunos geómetras Imn pretendido demostrar esta propic-
dad, considerandola como un teorema. Véase, Mémoire sur ¡a re-  

jorm e de l’enseignement de la Geometrie, par M. O. Faure.



Una línea recta se señala, por consiguiente, con dos de 
sus puntos A y B (Fig. 2), y debe 
considerarse prolongada indefinida
mente en ambos sentidos.

De la definición de la línea rec- Fig. s.
ta, se deduce evidentemente:

1.0 Por dos puntos dados no puede pasar más que una 
sóla ñnea recta.

2. ® Dos rectas son siempre superpnnibles, para lo que 
hasta hacer coincidir dos de sus puntos.

3. ® Si dos rectas se encuentran, no pueden tener más 
que un punto común.

6. La linea curva es aquella en la
que ninguna porción, por pequeña 
que sea, es recta. Por dos puntos, A 
y  B (Fig. 3), pueden pasar muchas 
curvas. fí?, 3,

7. Si varias rectas se cortan de dos en dos, A B C D E , 
(Fig. 4) forman una línea que
brada ó poligonal.

8. La reunión de una ó mu
chas líneas rectas que se cor
tan, con una o varias líneas k í -

curvas que se cortan también, formando en su totalidad 
una línea continua, se llama linea mixta.

9. De todas las superficies la más sencilla es plano 
ó superficie plana, que es una superficie tal, que si una 
recta cualquiera tiene dos puntos en ella, coincide en toda su 
extensión.

10. Superficie curva es aquella en la que una porción 
suya, por muy pequeña que sea, no es plana. (*)

— 11 —

(*) £n algunos tratados de Geometría esta afirmación consti
tuye un teorema.



y>g. 5.

11. Varias superficies planas que se cortan de dos en 
•dos, forman una superficie quebrada.

12. La reunión de una ó más superficies planas y cur
ras, que se cortan de dos en dos, constituye una superfi
cie mixta.

13. Entre las líneas curvas debemos definir la circunfe
rencia. Esta es una linea ABCDpla
na, cerrada, y tal que todos sus pun
tos equidistan de otro interior O lla
mado centro. (Fig. 5)

Circulo es la superficie plana en
cerrada dentro de la circunferencia. 

Cada una de las rectas OA, OB, 
OC... trazadasdel centro á la circunferencia, se llama ra- 
■dio del círculo. Según la definición todos los radios son 
iguales.

Toda recta como la A B  que une dos puntos de la cir
cunferencia sin pasar por el centro, es una cuerda.

Toda cuerda que pasa por el centro como la A C , es un 
diámetro: todos los diámetros son iguales por componerse 
•de dos radios O A  y  O C.

Una porción cualquiera de la circunferencia, como AB, 
B C, CD... se denomina arco de circulo. Si este es igual á 
la mitad de la circunferencia, se llama semicircunferencia 
y  si es la cuarta parte, cuadrante.

14. Las cantidades geométricas— espacios, superficies 
<) líneas— pueden estudiarse bajo dos aspectos: analizan
do las propiedades y descubriendo las leyes de sus diver
sas figuras (figurahilidad), ó comparando sus magnitudes 
con otras de la misma especie que se toman como uuidad 
•ó término de comparación (mensurabilidad.)

Con las ideas que anteceden podemos definir la ciencia 
geométrica de una manera inteligible.

GEOMETRÍA es la ciencia que se ocupa de las propie-

— 12 —



dades y  de la medida de las lineas, superficies y  espacios,. 
6 sea de la extension. (4)

Se divide en geometría plana y  geometría del espacio.
La Geometría plana trata de las figuras cuyos puntos 

están todos en un plano.
La Geometría del espacio trata de las figuras cuyos 

puntos no, están todos en un mismo plano.
15. Todas las ciencias se fundan sobre ciertas verdades 

evidentes por sí mismas llamadas axiomas. Tales son:
1. ® Dos cantidades iguales á una tercera son iguales en

tre íi.
2. '» E l todo es mayor gue su parte.
3. ® E l todo e.s igual á la suma de las partes en gue se 

haya dividido.
4. ® Son iguales dos magnitudes geométricas su

perficies ó espacios), cuando se pueden hacer coincidir en 
toda su extension.

5. ® De un punto á otro no puede trazarse más gue una 
linea recta. (•)

— 13 —

(•) Una de las ciencias más lógicamente construida es la Geo
metría, pues que no se consideran como verdades, sino aquellas 
proposiciones que se apoyan directumtnte en axionins ó en otras 
proposiciones ya demo^tradasJ es decir, que lian adquirido el val«ir 
lógico de un axioma; pero algunos autores, exagerando el método 
demostrativo peculiar á esta ciencia, lian querido deino.strar hasta 
los axiomas. Tul es Mr. Toropson, que en su libro La Oeome/ría 
sin axiomas, por largos y confusos razonamientos trata de probar 
que dos cantidades iguales á una tercera son iguales entre sí, ver
dad que ( ualquier ser racional admite sin ninguna demostración. 
Creemos que es un miel sistema el querer demostrar aquellos prin
cipios de pura tntuícío», que la razón admite como indudaliL-s, y 
que son, y no pueden menos de ser, los cimientos de todas luV 
ciencias.
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GEOMETRÍA PLANA.

S E C C I O N  P R I M E R A
PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS.

LIBRO I.
F I G U R A S  R E C T I L Í N E A S .

C A P I T U L O  I.
ÁNGULOS.

i6. Se llama ángulo (Fig. 6) la porción de plano com
prendida entre dos rectas AB y AE, que se cortan en un 
punto A. Las dos rectas A B  y AE, 
son los lados del ángulo y el punto 
A , el vértice. Un ángulo se indica 
por tres letras, poniendo la del vér
tice en medio: así el ángulo que ve
nimos considerando se indica por 
B A E . Es evidente que dichas dos 
rectas fonnan cuatro ángulos, que son el ya dicho B A E , 
el C A E , el C A D  y el D A B , cuyos cuatro ángulos tie
nen el vértice común A.

Si el ángulo está aislado (Fig. 7), 
puede nombrarse, ó con tres letras, 
como dejamos dicho, ó sólo con la 
letra del vértice A.

Considerando un arcò de círculo 
cuyo centro esté en el vértióe y com- ’•
prendido entre los lados, se puede también indicar elán-

/ ly. S.



guio, esté aislado ó no, por una letra ó un número, colo
cado entre el vértice y diclio arco.

De manera, que el ángulo de la figura 7, se puede de
signar de los siguientes modos: BAC, CAB, A ya .

Es evidente que la magnitud de un ángulo no depende 
de la de sus lados, que siempre se consideran prolongados 
indefinidamente, sino es de su mayor ó menor inclinación 
respectiva, 6 sea de la mayor ó menor parte del plano 
comprendida entre ellos.

17- Angulos adyacentes (Fig. 8) son los que tienen un la
do común D C, y los otros no comu
nes AC y CB, en línea recta. A n 
gulas consecuiivQsson los que tienen 
un lado común; pero los otros no 
están en línea recta.

18. Una recta es perpendicular á 
*■ otra cuando forma con ella dos án

gulos adyacentes iguales (Fig. 9), B A C = C A D , y estos 
ángulos se llaman rectos. Una recta 
es oblicua á otra, si forma dos án
gulos adyacentes desiguales. (Fig. 8)-

T e o r e m .\ i .

Por un punto de una recta no se puede trazar más que 
una perpendicular á esta recta. (Fig. 10) (*) (*•)

— 16 —

(*) En algtiniiR figuras preferiremos este último medio de indi
cación que creemos iná.s sencillo, y que facilita el x>er pronto los 
ángulos designados en las demostraciones, trabajo que suele abur
rir á muchos que empiezan el estudio de la Geometría.

(*•) Se llama teorema una proposición cuya verdad se demues
tra por medio de un razonamiento <5 raciocinio que constituye la 
demostración del teorema, hn la enunciación de todo teorema pue
den siempre distinguirse dos partes principales que son: \n hipóte
sis y la tesis 6 conclusión. La hipóte.sls es lo que se supone en el 
teorema, y la conclusión lo que se vd d demostrar. Así, por ejemplo-.



Siempre es posible trazar desde el punto A  una recta 
que forme dos ángulos B A D  y D A C , iguales entre sí, 
cuya recta será perpendicular; pero cualquier otra recta 
A E , formará evidentemente dos —
ángulos B A E  y E A C , mayor el 
uno y menor el otro que un recto, 
y  por consiguiente (18 ), esta rec
ta será oblicua. Luego,por un pun
to de una recta, Scc. .. ..

Corolario, i**) Z)os ángulos rectos, aunque no sean ad
yacentes, son iguales. (Fig. 11)

En efecto, sean 
los dos ángulos rec- 
tosD A C yD 'A 'C ', 
superpongo la rec
ta BC,sobre la B'C', 
lo que siempre es 
posible (5) de ma
nera que el punto r>í. u.
A  coincida con el A ';  entonces la recta A D  seguirá la

contrp-éndonos al teorema enunciado, la hipótesis es tm punto da
do sobre una recta, y la conclusión que no se puede trazar más ove

versa siempre sobre un supeío que en este teorema es el panto. .
Para más claridad, en este libro, se indican les hipo'tesis de su» 

teoremas con distinto carácter de letra que las conclusiones.
t ) Fara fijar más el enunciado de un teorema, conviene rene- 

tirlo^al concluir su demostración.
 ̂ (̂ o*‘olario, que quiere decir consecuencia, es una proposi- 

c on que se deduce fácilmente de otra. Así es, que no hay diferen- 
entre teorema y corolario, pues en la Geometría casi 

toaos IOS teoremas son consecuencias de los ya demostrados, no 
existiendo en rigor más que un corto número de teoremas y siendo 
toaos .08 demas consecuencias. Sin embargo, se ha convenido en 
considerar como corolarios de cada teorema, aquellas proposiciones 
qne de un modo inmediato, 6 con un raciocinio muy corto, se pne- 

en demostrar. Los corolarios, lo mismo que los teoremas, constan 
de Hipótesis y conclusión, cuyas partes del enunciado van indicada» 
con distinto carácter de letra en este libro. .
Ictio.— u. [ 2 ]
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Fij. 12.

dirección A 'D '; porque desde un punto de una recta no 
se puede trazar más que una perpendicular á esta recta, 
y  por tanto, los ángulos D A C  y D 'A 'C ',  serán iguales.

T e o r e m a  I I .

Por un punto tomado fuera de una recta no se puede 
trazar más que una perpendicular á esta recta. (Fig. 12)

Por el punto C siempre es posi
ble trazar una recta CE, que forme 
dos ángulos iguales A E C , C E B  
y  que sea, por consiguiente, per
pendicular á la AB; pero cualquier 
otra CD, que parta del mismo pun
to C, digo que es oblicua. En efec

to, si la C D fuera perpendicular, haciendo girar la figura 
C D E alrededor de A  B hasta que se vuelva á colocar en 
su mismo plano, la recta EC seguirá la dirección E C ', 
porque por un punto de una recta no se puede trazar más 
que una perpendicular, y por igual razón la C D , seguirá 
la Dirección D C '. Luego por los puntos C y C ' pasarán 
dos rectas distintas, lo que es absurdo. \_Axioma 5.®3

19. Se llama ángulo obtuso el que es mayor que un 
4ngulo i'ecto, y ángulo ayudo el que es menor que un 
recto.

T e o r e m a  I I I .

Ln suma de dos ángulos adyacentes, es igual à dos án- 
gules rectos, (fjg. 13)

Sean los dos ángulos adyacen
tes B A D  y D A C . Trazo por el 
punto A  la perpendicular A E , 
con lo que quedarán formados los 

ítí. 13. dos ángulos rectos B A E  y  E A C .
Ahora vemos que á uno de los ángulos propuestos le

— 18 —



sobra el ángulo a para valer un recto, y que este mismo 
ángulo a le falta á su adyacente para valer también ua 
recto; luego entre los dos valen tanto como dos ángulos 
rectos, que era lo que se quería demostrar.

— 19 —

C o r o l a r i o s .

1.0 La suma de todos los ángulos consecutivos que se pue
den formar á un mismo lado de una 
recta, es igual á dos rectos. (Fig.14)

Porque todos los ángulos B A D ,
EAD, E A P  y CAE, equivalen á 
la suma de los adyacentes B A D  y 
D A C .

F iq . IV.

2.0 La suma de todos los ángulos consecutivos formados 
alrededor de un punto, es igual á cuatro rectos. (Fig-15)

Pues si consideramos prolongada 
-una de las rectas, por ejemplo, la 
D A ,toáoslos ángulos consecutivos 
formados á un mismo lado de DII, 
valen dos rectos, y los formados al 
lado opuesto otros dos ángulos rec» 
tos; luego, &c. «.

3. * Los cuatro ángulos que forman una recta con otra 
á la cual es perpendicular, son rec
tos. (Fig. 16)

Pues siendo C E  perpendicular á 
D B , los dos ángulos C A  D y C A B , 
son rectos; luego sus adyacentes res
pectivos D A E  y E A B ,  lo serán 
también.

4. ® Todo ángulo,^?, menorque dosángulos rectos. (Fig. 17)
Porque si prolongamos uno de sus lado.s CA, por ejem

plo, resultará otro ángulo adyacente B A D , y este con el 
•CAB, valen dos rectos. [Axioma 2.®]

Fig. 18.



20. Dos ángulos son opuestos por el vértice cuando 
lados del uno son prolongaciones de los del otro.

21. Dos ángulos son comphn.entarios, cuando su suma 
vale un ángulo recto, y entonces cada uno se llama com

plemento del otro.
22. Dos ángulos son suplementa

rios, si sumados valen dos rectos, y 
en tal caso cada uno se llama su
plemento del otro. Los ángulos ad- 

í-'s i7- yacentes son suplementarios.
23. Es evidente que dos ángulos que tienen un mismo 

complemento ó nu mismo suplemento son iguales; por
que les falta la misma cantidad para componer respecti
vamente uno ó dos ángulos rectos.
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/  E

T e o r e m a  I V .

Los ányulos opuestos por el vértice, son iguales. (Fig.18) 
Los ángulos B A C yD A E , opues

tos por el vértice, tienen por adya
cente al ángulo o ; luego tienen el 
mismo suplemento, y por consiguien
te, son iguales. (23)

#■>9. 18.
T e o r e m a  V . [Recíproco del 111,]

S! la suma de dos ángulos que tienen un lado común y 
¡os otros á distinta region de esta rec
ia es igual á dos rectos, estos ángu
los son adyacentes. (Fig. 19)

Si la suma de los dos ángulos ABC 
y C B D  es igual á dos rectos, di- 

f i g .  , 9 . go que BD es prolongación de AB; (*)

(*) Se llHinan recíprocos dos teoremas, cuando la hipótesis del 
uno es la conclusion 6 tésisdel otro, y recíprocamente. Asilos teo
remas III y V satisfacen á esta condición, pues tenemos;



pues si no lo fuera, podíamos trazar otra recta BE, que 
lo fuese. En este caso tendríamos que

ABC+CBD =  2 rectos, por la hipótesis de este teorema. 
ABC+CBE = 2  rectos, según el teorema III. 

luego CBD=CBE, lo que es absurdo. \_Axioma 2.°]
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C A P IT U L O  I I .
R E C T A S  P A R A L E L A S  E N T R E  S Í .

24. Se llaman paralelas dos rectas situadas en un mis
mo plano y que por más que se prolonguen no pueden 
encontrarse.

T e o r e m a  V I .
Dos recias perpendiculares á otra y  que están situadas
el mismo plano, son paralelas.

(Fig.20)
Si las dos rectas CD y E F , situa

das en un mismo plano, son perpen
diculares á la A  B . por más que se 
prolonguen no se encontrarán; pues 
si se encontraran, desde el punto de 
unión podrían trazarse dos perpendiculares á la recta AB, 
lo que es im])osible. \_Teorema II.]

25. Siádos rectascualesquiera A B  y CD (Fig.2 1),eor-

Teobemí 111. — La mma de dos ángulos adyacentes es igual á 
do# reoto#.

T eobema V.— Sila suma de dos ángulos que iienen u» lado co
mún y  los oíros á distinta región de esta recta es igual á dos rectos, 
«ato# ángulos son adyacentes.

(*) Hemos demostrado este teorema y el II, por medio de lo 
qoe se llama reducción al absurdo-, es decir, supoaieiido que no se 
■verifica la conclusión del teorema y deduciendo de este supuesto 
una proposición evidentemente absurda, porque se opone á alguna 
verdad ya demostrada, <5, como, sucede en este caso, á un nx'oma. 
Este método demostrativo se emplea con frecuencia en los teore
mas recíprocos 6 inversos; pero como indirecto que c.a no puede cm-i 
picarse en muchas ocasiones para otro# teoremas, y eii to.ios los ca- 
•08 debe preferirse, á ser posible, la demostración directa.

fíp. 20



ta otra tercera E T , que en este caso se llama secante (y 
trasversal, formará ocho ángulos. Los cuatro ángulos 1, 
2, 7 y  8, se llaman externos, porque sus aberturas están 
fuera de la parte de plano comprendida entre las dos rec

tas; y los 3, 4, 5 y 6, internos, porque sus 
aberturas comprenden dicha parte de 
plano.

Considerados de dos en dos estos án
gulos, se denominan:

1. ® Internos de un mismo lado de la 
secante 3 y 5, 4 y 6.

2. ® Externos de un mismo lado de la 
secante 1 y 7, 2 y 8.

3. ® Altemos-internos, los ángulos internos cada uno á 
un lado de la secante y  que no son adyacentes: 3 y 6, 4y 5.

4. ® Altemos-externos, los ángulos externos cada uno á 
un lado de la secante y  que no sean adyacentes: 1 y 8, 2 y 7.

5. ® Angulos correspondientes, son los que se hallan á 
un mismo lado de la secante, uno interno y otro externo, 
y  que no son adyacentes: 1 y 5, 2 y 6, 3 y 7, 4 y 8.

P o s t u l a d o  d e  E u c l i d e s .

Por un punto fuera de una recta, no puede trazarse más 
que una paralela á dicha recta. í*)

T e o r e m a  V I I .
Una perpendicular y  una oblicua á una recta, si están 

en un mismo plaeio, se encuentran 
prolongadas suficientemente. (F.21)

Si las dos rectas A B y C D  que 
son respectivamente perpendicular 
y oblicua a la E F, no se encontra- 

F.J 58 decir, fueran paralelas, po-

(*) Postulado se llama nna verdad que se admite sin demos
tración y que no tiene, sin embargo, la evidencia de un axioma.
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di-íamos considerar tirada desde el punto M una recta 
C ' D ', perpendicular á E F , la que seria también paralela 
á A B  [Tcoremo V I ] ; pero entonces tendríamos trazadas 
por el punto M dos paralelas á la A B , lo que no puede 
ser. \_Po8iulado de Euclides.^

T e o r e m a  V I I I .

Si dos recias son paralelas, cualquier recia que cncuen~ 
iré á una de ellas, suficientemente 
prolongada, encuentra á la otra.
(?ig-23)

Si la recta E F , que encuentra á 
la A  B en el punto m, no encontrara 
á la CD, seria paralela á ella y se 
podría,por consiguiente,por el pun
to m tirar las dos rectas A B , (paralela por hipótesis á la 
CD) y la E F, (por no encontrar á la C D ), lo que es absur
do. [Posiulado de Euclides.'\

T e o r e m a  I X .  [ReciprocodelV!]

Si dos rectas son paralelas, cual- 
quier recta perpendicular á mía de 
ellas, lo es á la otra. (Fig. S4)

Supongamos que la recta E F , 
siendo perpendicular á la A  B no lo 
fuera á su paralela C D , entonces ^ ^

-  23 —

F¡¡. á3.

GrandÍBimoB esfuerzos se han hecho para demostrar este poxfu- 
lado que Euclides, sabio geómetra, no pudo confirmar de manera 
rigorosa. Posteriormente se han dado varias demostraciones más S 
ménoR viciosaa, por lo que admitiremos esta verdad que, annque no 
tiene el carácter de los verdaderos axiomas, In experiencia com
prueba sencillamente. Para los que quieran estu diar la cuestión pro- 
ñindamente, señalaremos los siguientes trabajos:

Teorías de las paralelas, por el coronel de ing. César Lambert. 
Las paralelas sin postulado, por S. Cristian.
Jíemorias sohre la reforma de la Geometría, por M. G. Fauer»



esta seria oblicua, y por consiguiente [TVorema V II ], se 
encontrarian, contra la hipótesis que dice que son para
lelas.

De este teorema resulta, que dos paralelas tienen sus 
perpendiculares comunes.

T e o r e m a  X .

Dos rectas paralelas á otra recta, son paralelas entre si.
CFig.§5)

En efecto, si A B  y CD, son para
lelas á la E F, considerando tirada 
la recta P Q, perpendicular á E F, 
lo será á 1a A  B y también á la C D 
\_Teorema I X ] , luego las dos rectas 

A B  y  C D , son paralelas \_Teorema V I.]

T e o r e m a  X I .

Dos rectas son paralelas:
1 .<* Si cortadas por una secante los ángulos alternos 

internos son iytiales.
2. ° Si los ángulos alteriios externos son iguales.
3. ** Si los ángulos correspondientes son iguales.
4.  ” Si los ángulos internos de nn mismo lado de la se

cante son suplementarios.
6.® Si los ángulos externos de un mismo lado de la se

cante son suplementarios.
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(•) Podiiunos haber considerado los teoremas VII, V i l i  y IX, 
como corolarios del postulado de Euclidesj pero hemos creído más 
ojiortuno enunciarlos como teoremas.

(**) E«fe teorema tiene cinco y una sola conclusión, y
equivale, por con«Ít:uiente, á cinco teoremas con una conclusión co
mún; de roa lera que podrían enunciarse: 1.® Si dos rectas cortadas 
por una secanteforman ángulos alternos internos iguales, dichas dos 
rectas son paralelas. 2.® Si dos rectas cortadas por una secante fo r 
man ángulos alternos externos iguales, dichas dos rectas son para
lelas. Ác., & j. 2>os ba parecido mucho más sencillo formar un sólo



1.0 Si los ángulos a j  1 (Pig. 26) son iguales, digo que 
las rectas A B  y CD son paralelas.Eu efecto,por el punto 
medio O, de la recta F E , trazo una perpendicular M P 
á la A B .y  voy á demostrar 
que lo será también á la CD, 
con lo que el teorema que
dará demostrado [Teorema 
V I]. Para ello hago girar 
la figura OFP alrededor del 
puntoO,en la dirección que 
marca la flecha,y hasta que
O E coincida con su igual O F. En este caso, OP seguirá la 
dirección OM. porque los ángulos en O son iguales por 
opuestos por el vértice, y habiendo coincidido el punto 
E  con el F, la recta F P seguirá la dirección E M, por su
ponerse iguales los ángulos a y á, luego el punto M coin
cidirá con el P, y por tanto, el ángulo OP F s= O M E , que 
es recto; luego la recta MP es perpendicular alas A B y  
C D ; luego estas son paralelas. \_Teorema V I.]

2.“ Si los ángulos alternos externos a y h (Fig. 27) son 
iguales, lo serán también sus 
opuestos al vértice c y rf, que 
son alternos internos, y, por 
consiguiente, las rectas se
rán paralelas, [ l .o ]

3.0 Si los ángulos corres
pondientes a j f i  fueran igua
les, como que a =  c [TVore- 
ma IV ], tendríamos que luego las rectas serian pa
ralelas.

De una manera semejante y muy .sencillamente se de-
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teoreniR, anteponiendo la conclnsion coman y desaues las hipóte
sis distintas que constituyen los diversos casos. Tiimbieii se podría 
haber formado ua teorema del primer caío y considcnir á los de
más como corolarios.



muestran los otros dos casos. Por reducción al absurdo se
ria fácil demostrar que dos rectas no son paralelas, si no 
satisfacen á alguna de las cinco hipótesis de este teorema.
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T e o r e m a  X I I .  [Recíproco del anterior.}

Si dos rectas son paralelas y  están cortadas por una 
secante:

1.0 Los ángulos alternos internos, son iguales.
2.0 Los ángulos alternos externos, son iguales.
3.0 Los ángulos correspondientes, son iguales-
4.0 Los ángulos internos de un mismo lado de la secan

te, son suplementarios.
5.0 Los ángulos externos de un mismo lado de la secan

te, son suplementarios.
1.0 Supongamos que A B  y CD (Fig.28), son paralelas, 

y vamos á demostrar que los 
ángulos alternos internos 
son iguales. En efecto, si es
tos ángulos no fuesen igua
les, por el punto m, podría
mos tirar una recta A 'B ',  
que formase con la CD án-
gulos alternos internosigua- 

les; pero esta recta A 'B ',  seria paralela ala CD [Teorema- 
anterior, l-®],y como por el supuesto A B  es paralela tam
bién á la CD, tendríamos por un mismo punto m, traza
das dos rectas paralelas á la CD, lo que es absurdo. [P oí-  
tulado de Euchdes.~\

De una manera enteramente igual se demuestran los 
otros cuatro casos de este recíproco, apoyándose cada uno 
en el correspondiente caso del teorema directo. (*)

(*) Este teorema tiene una hipótesis y cinco tésis, constituyen
do en tocio rigor cinco teoreiáas con una bipcítesis común. Se pue- 
pen hacer sobre él iguales observaciones que sobre el anterior.
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T e o r e m a  X I I I .

Dos ángulos son iguales:
1. «> Cuando tienen sus lados paralelos y  dirigidos en el 

mismo sentido.
2. ® Cuando tienen sus lados paralelos y  dirigidos en sen

tidos opuestos.
1.0 Si las rectas AB y A 'B ' son paralelas, así como las 

B C y B 'C ' (Fig. 29), digo que los ángulos o ye ,  son iguales. 
Para demostrarlo prolongo la A 'B ' 
hasta la BC y resultará que

ánguloo=:ángulo 6, por correspon-1 
dientes entre paralelas. 

ángulo6=ángulo c,porigualrazon 
Luego ángulo o:=ángulo c, que éralo que' 

se queria demostrar.

2.0 Si los lados de los ángulos son paralelos; pero di
rigidos en sentido inverso como en la (Fig. 30), prolonga
dos los lados de uno cualquiera de ellos, tendremos:

c = J ,  por opuestos al vértice. 
a — c, por lo demostrado anteriormente.

Luego, 6 = c .

Corolario. Dos ángulos cuyos lados son paralelos, pero 
que ambos no están dirigidos en el mismo sentido ni en sen
tido inverso, son suple
mentarios. (Fig. ao)

Sean los ángulos o y d: 
tenemos que a es igual á 
c, según el teorema aca
bado de demostrar; pero 
d es suplemento de c {Teorema I I I ] , luego también lo 
será de su igual a.



-  28 -

Escolio. Dos ángulos que tienen sus lados paralelos, 
son iguales ó suplementarios.

T e o r e m a  X I V .

Dos ángulos que tienen sus lados perpendiculares res
pectivamente. son iguales ó suplementarios. (Fig.31)

Supongamos que los 
dos ángulos a y « '  tie
nen sus lados perpen
diculares. Para demos
trar el teorema, levan
temos por el punto B 
una perpendicular B D 
á la recta BC, y otra 
perpendicular B E  á la 
recta B A : quedará así 

formado un ángulo d, cuyos lados son i'espectivamente 
paralelos á los del ángulo a' \_Teorema V I ]; luego estos 
ángulos d y a' sex'áu iguales ó suplementarios. [Escolio 
del teorema a n ter io r .Pero los ángulos c? y o son iguales, 
por tener el mismo complemento c; por consiguiente, los 
ángulos a y a', son también iguales ó suplementarios.

Escolio. Si los dos ángulos son agudos, serán iguales.

T e o r e m a  X V .

Si dos rectas se cortan, sus perpendiculares respectivas 
también se cortan. (Fig. 32)

En efecto, si D E  y FH  que se 
suponen perpendiculares respecti
vamente á A B  y CD, no se corta
ran. serian paralelas, en cuyo caso 

^ AB y B C serian también paralelas (•)

FÍ3 31.

(• ) Escolio  qu iere  decir observación 6 nota : sirve para ind i
car ia  m ayor 6 m en or extensión que puede darse á ua teorem a, 6 
las d iversas maneras cou  que puede enunciarse, su utilidad, & c., &c.



[Teoremas IX  y V I], lo que es contrario á la hipótesis, y 
por consiguiente absurdo.
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fiÿ. 83-

C A P IT U L O  I I I .

DEFINICIONES DELOS POLÍGONOS.-PRINXIPALES PROPIEDADES 
DE LOS TRIÁNGULOS Y  SU IGUALDAD.

26. Se l l a m a u n a  porción de plano A B C D E F  
(Fig. 33), limitado por varias líneas rectas que se cortan dos 
á dos.

Lados del polígono son las par
tes de rectas A B , BC, CD.... que 
lo forman: vértices^ los ptmtos A ,
B, C... en que los lados se cortan: 
diagonales, se llaman las rectas
A E , A D .....que unen dos vértices
no consecutivos: perímetro es la 
medida de todos los lados del polí
gono, y contorno es la línea que
brada que lo limita.

27. Los polígonos pueden ser 
convexos ó cóncavos.

Los caracteres de los polígonos 
convexos, son los siguientes: l.*> Si se prolonga un lado 
cualquiera E D  (Fig. 33) todo el polígono queda á un lado 
de esta recta. 2.® Todas las diagonales A E , AD... son in
teriores al polígono. 3.® Una recta cualquiera m n, no pue
de encontrar á su perímetro más que eú dos puntos m y n.

Los polígonos cóncavos, tales como el A B C D E F ,  
(Fig. 34) tienen caracteres opuestos. Así vemos: l.®Q,ue el 
lado CDprolongado divide al polígono en dos partes. 2.® 
Que la diagonal E C es exterior al polígono, y 3.® Que la 
recta ad encuentra al perímetro del polígono en los cua
tro puntos o, b, c, d.

F<g. 34.



Los polígonos convexos son los únicos que se estudian 
en la Geometría elemental.

28. Es evidente que eonménos de tres líneas rectas no 
puede limitarse una porción de plano; por consiguiente, 
el polígono de menos lados que puede existir es el írián- 
gvtlo; el cual es necesariamente convexo y no puede tener 
diagonales, porque todos sus vértices son consecutivos. 
Aumentando el número de lados resultan los siguientes 
polígonos: ,
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Ctiadrilátero.. 4
Pentàgono......  5
Exágono......... 6
Egiágono........ 7
Octógono........  8

Eneágono . . . .  9
Decágono.......  10
Endecágono... 11 
Dodecágono... 12 
Eentedecágono. 15

Los demás no tienen nombres particulares y se enun
cian con el número de sus lados; así se dice polígono de 
catorce lados, ó de treinta, &c.

29. Un triángulo se compone de tres lados y de tres án
gulos, que son los seis elementos que lo constituyen.

T e o r e m a  X V I .

XJn lado cualquiera de un triángulo, es menor que la su
ma de los otros dos y mayor que su 
diferencia. (Fig. 35)

En efecto, por la definición de la 
línea recta tenemos que A  B <  A  C 
-H B C, con lo que queda demostra
da la primera parte del teorema.

^  Ahora, por la misma razón, A C
< A B + B C ,  de donde A C — B C < A B ,  ó bien A B >  
A C  — BC.

C O E O L A B I O S .

1 .® Da suma de dos rectas que se cortan en un punto



siéuado mire sus extremidades, es mayor que la suma de 
las dos rectas que unen dichas extremidades. (Fig. 36) 

T enem os A O - } -O C > A C , y 
O D -| -O B > B D . Sumando miem
bro á miembro, resulta: A O + O C  
- 1-O D -l-O  B >  A C + B D , y redu
ciendo A B + C D > A C + B D .

2.*» En todo triángulo si se unen ^
las extremidades de un lado con un punto interior, la su
ma de estas dos rectas es menor que la suma de los otros 
dos lados del triángulo. (Fig- 37)’

Prolongando la recta A  D basta 
el punto E, tenemos, según el teo
rema demostrado:
A D + D E <  A C + C E , y  DB <
D E + E B .  Sumando miembro á 37.

miembro: A D H -D E  +  D B < A C -+ -C E -h D E -}-E B .
Suprimiendo el sumando común D E  de ambos miem

bros y reduciendo los dosB E y EC á su igual BC, resul
ta finalmente, A D -}-D B  < A C -t -B C , que era loque se 
<jueria demostrar.

T e o r e m a  X V I I .

La suma de los tres ángulos de un triángulo, es igual á 
dos ángulos rectos. (Fig. 38)

Sea el triángulo A B C , por amo 
de sus vértices C tiro una paralela 
al lado opuesto A  B y prolongo el 
lado AC.

Tendremos formados los tres án
gulos consecutivos y B C A , cu-
ya suma es iguala dos rectos [^Teorema III, corolario 1."] 
Pero, observando que el B C A  es el mismo ángulo C del 
triángulo propuesto, que ángulo i  =  ángulo B, por alter-
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nos internos entre paralelas, y ángulo fl= ángu lo  A , por 
correspondientes entre las mismas, resultará que ángulos. 
■ ^ + B -| -C = 2  ángulos rectos.

C o r o l a r i o s .

1 .“ Elámjtdo exterior que resulta prolongando un lado 
cualquiera de un triángulo, es igual á la suma de los otros 
dos ángulos no adyacentes. (Fig. 38)

Vemos, en efecto, que el ángulo que resulta se compo
ne de los dos ángulos b y a, que son respectivamente igua
les á B y A  del triángulo.

2 .0  Un ángulo cualquiera de un triángulo, es suplemen
to de la suma de los otros dos. Esta consecuencia es inme- 
diata de la propiedad que indica el teorema.

3.“ Sidos ángulos de un triángulo son iguales respecti
vamente á otros dos de otro triángulo, el tercer ángulo del 
primero, es igual ai tercer ángulo del segundo; porque son 
suplementos de ángulos iguales.

Escolio. Un triángulo no puede tener sus tres ángulos 
obtusos, m rectos, ni dos rectos y uno obtuso, ni dos ob
tusos y uuo recto, ni dos obtusos, ni dos rectos; porque en 
cualquiera de estos casos la suma de sus tres ángulos se
na mayor que dos ángulos rectos.

T e o r e m a  X V I I I .

Si desde un punto tomado en un lado de un ángulo se 
traza una perpendicular al otro lado, 
esta caerá dentro ó fuera del ángu
lo, según que este sea agudo ú ob
tuso. (Pig.39)

Sea, primeramente, el ánguloagu- 
do B A C , si desde el punto m trazo 

íV 3» la perpendicular mn al lado A  C, es
ta tendrá que caer en un punto «  del lado A C , pues si
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cayera en un punto tal como « '  de su prolongación D A , 
quedaría formado un triángulo m A  que tendría un 
ángulo recto en « '  y otro obtuso en A , lo que es absurdo.

De igual manera se demuestra la segunda parte del 
teorema.

Escolio. La perpendicular no puede suponci'se que cai
ga en el punto A , porque entonces el ángulo seria recto.

T e o r e m a  X I X .

Dos triángulos que tienen dos lados tespectivamente 
iguales é igual el ángulo comprendido, son iguales. (Fig.40)

Si tenem os A B = A 'H ',
A C = A 'C ',  y además A = A ',  
podemos superponer A  C so
bre su igual A 'C ',d e  manera 
que los puntos A  y C coinci
dan con A ' y C ', en cuyo ca
so A  IÍ seguirá la dirección r,,.
A 'B ',  y  el punto B coincidirá con B ', coincidiendo por 
consiguiente los tres vértices, y por tanto los tres lados y  
os ríes ángulos de un triángulo, con los mismos elemen

tos del otro. [Aj^ioma 4.o]

T e o r e m a  X X .
 ̂ Dos triángulos que tienen unlado igual adyacente á dos 

ángulos respectivamente iguales, son iguales. (Fig. 41)
OI tenemos A C = A 'C ',  

y  A “ A  , C = :C ', podemos 
superíjoner, A C  sobre su 
igual A 'C ' de modo que 
coincidan sus extremos; en
tonces la recta A  B seguirá 
la dirección A B ',  laC B  la
dirección C 'B ', á causa de ser ¡guales los ángulos, pero 

Bnto.—Vatrai/iricm, II. f 3 1 ■



en tal caso, B y  B ' se confunden y los triángulos son 
iguales. [Axioma 4.®]

Escolio. Dos triángulos que tienen un lado igualy dos 
ángulos iguales, aunque no sean adyacentes los dos, son 
iguales; pues teniendo dos ángulos iguales, tienen los ter
ceros también iguales.

30. Se llama bisectriz de un ángulo la recta que divide 
el ángulo en dos ángulos iguales.
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T e o r e m a  X X I .

Si dos triángulos tienen dos lados respectivamente igua
les, pero el ángulo comprendido por los dos lados del p ri
mero es mayor que el ángulo comprendido por los dos la
dos del segundo, el tercer lado del primer triángulo es ma
yor que el tercer lado del segundo. (Fig.4§)

Si A B = A 'B ',  A C =  
A 'C '; pero A < A ',  digo 
que B C < B 'C '.  Hago 
coincidir AC con su igual 
A 'C '. la recta A B  se
guirá una dirección A'B" 
interior al ángulo A ', 
por ser A < A ' .  Si el 

vértice B cayera en un punto de la recta C 'B ', el teore- 
ina quedaba demostrado; pero supongamos que B cae en 
íin punto exterior al triángulo (lo mismo se demostraría 

. * 1  cayese en un punto interior), y sea B" la posición del 
jmnto B, tirando las rectas A 'B "  y C 'B ", el triángulo 
A 'B "C ', será el A B C ensunueva posición. Ahora tiro 
la bisectriz A 'D  del ángulo B 'A 'B " y tendremos que los 
<lo8 triángulos B 'A D y  D A B " son iguales. \_Teorcma 
’X IX ] , y  por consiguiente B 'D = D B " .

En el triángulo C 'D B " tenemos: C 'D -| -D B "> B "C ', 
<> bien C 'D -l-D B ' >  B 'C ', óen  fin, B 'C ' >  BC.
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T e o r e m a  X X I I .

Dob triángulos son iguales, cuando tienen sus tres lados 
■respectivamente iguales. (Fig. 43.)

Supongamos que A H = A 'B ', A C = A 'C ' y B C = B ' C ', 
<juedará demostrado cl teorema, si probamos que un án
gulo cualquiera A = A ' —
(^Teor. X IX ]. Supon
gamos por un momen
to que A ^ A '.E n e s te  
caso, B O ;^ irC '[J e o - 
»•cmcXXI], lo que es 
contrario á la hipótesis. ;■■>. 43.

31. Se llama triángulo rectángulo, al que tiene un án- 
gu io recto. El lado opuesto á éste se llama hipotenusa, y 
catetos los dos lados perpendiculares entre sí que forman 
dicho ángulo recto.

Se llama triángulo ohiusánguh el que tiene un ángulo 
obtuso, y acuíángulo el que tiene sus tres ángulos agu
dos; los triángulos obtusángulos y  acutángulos, por opo- 
«icion á los rectángulos, se llaman oblicuángulos.

32. Los triángulos rectángulos tienen sus ángulos agu
dos complementarios, pues entre los dos valen tanto como 
un ángulo recto.

T e o r e m a  XXIII .
Dos triángulos rectángulos son iguales;
1 Si tienen iguales la hipotenusa y  un ángulo agudo.
2. '» Si tienen iguales un cateto y  un ángulo agudo.
3. ® Si tienen los dos catetos iguales.
1 .® Si los dos triángulos rectángulos tienen sus hipo

tenusas iguales y un ángulo agudo, también serán igua
les los otros dos ángulos agudos, por complementarios de 
ángulos iguales, y por tanto tendrán un lado igual y los 
dos ángulos adyacentes iguales. \_Teorema X X .]



2. ° Este caso está comprendido también en elanterior»
3. « Si los dos triángulos tienen sus dos catetos igua

les, tienen eyidenteraente dos lados iguales é igual el án
gulo comprendido, y por consiguiente, son iguales. \_2'eo- 
rema X IX .]

Escolio general sobre la igualdad de los triángulos. Dos. 
triángulos son iguales, en general, cuando tienen respec
tivamente iguales tres de los seis elementos que los cons
tituyen (29), siempre que entre estos baya un lado. Si 
los triángulos son rectángulos, como por este solo becho. 
tienen ya un elemento igual, bastará para su igualdad 
que tengan otros dos elementos iguales, siempre que en
tre ellos haya un lado.
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T e o r e m a  XXIV.  [Recíproco del XXIJ

Si dos triángulos tienen dos lados respectivamente igua
les y  el tercer lado desigual, el ángulo opuesto al mayor 
lado, es mayor que el ángulo opuesto al menor.

En efecto, si no fuese mayor este ángulo opuesto al 
mayor lado, seria igual ó menor. Igual no puede ser, por- 
queentonceslos triángulos serianiguales[7(?ortf»?aXIX],. 
y por tanto, lo serian sus tres lados, lo que es contrario á 
la hipótesis: menor tampoco puede ser, porque entonces- 
el lado que según la hipótesis es mayor, seria menor 
\_Teorema X X I]; no pudiendo ser ni igual ni menor, es 
necesariamente mayor.

33. Con relación á la magnitud de sus lados, los trián
gulos se denominan equiláteros, isásceles y escalenos. 
Triángulo equilátero es el que tiene sus tres lados igua
les. isósceles si solo tiene dos lados iguales, y escaleno 
cuando los tres lados son desiguales. En el triángulo isós
celes se llama vértice el formado por los dos lados igua
les y base el lado desigual.
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T e o r e m a  X X V .

En iodo triángulo isósceles los ángulos opuestos á los la~ 
■<los iguales, son iguales. (Fjg. 44.)

Si tenemos A  B = B  C, digo que A = C ; pues si tiramos 
la recta B D  que une el vértice B 
con la mitad del lado opuesto A C , 
los dos triángulos que así resultan 
A B D  y B D C  son iguales [_Teore- 
3>ia X X II], y por consiguiente,
A = C .

C o r o l a  r í o s .
y iy . 4í.

1. ® La recta que une el vértice de un triángulo isósceles 
■con la mitad del lado opuesto, es bisectriz del ángulo y per
pendicular á la base. Esta propiedad se deduce inmedia
tamente de la igualdad de los triángulos A BD y D B C .

2. ® Todo triángulo equilátero, es equiángulo. En efec
to, los tres ángulos serán iguales por oponerse á lados 
iguales. Cada uno de estos ángulos sera igual á g de án- 
:gulo recto. [Teorema X V III.]

T e o r e m a  X X V I .  [Recíprocodel anterior]
Si un triangulo tiene dos ángulos iguales, sus lados 

opuestos son iguales, (pig. 44.)
En efecto, si A = C , trazando la bisectriz BD del án

gulo B, los dos triángulos A B D  y D B C  serán iguales 
\^Teorema X X ]: y por consiguiente, los lados A B  y BC.

-Corolario. Un triángulo equiángulo, es equilàtero.

T e o r e m a  X X V I I .
En todo triángulo, á mayor ángulo, se opone mayor la- 

¿0- (Fig.45.)
•Sujíuesto A > C ,  siempre será posible tirar una recta



A D , que forme con la A C  un ángulo igual á C. Pero ecf 
tal caso AD::r:DC \_Teor. antenor.~^ 

Ahora en el triángulo A D E , te
nemos que A D -f-D 13> A B . Susti
tuyendo en vez de A  D su igual 
CD, tendremos que C D -f-D B > AB^ 
ó bien C B >  A B , que era lo que se- 
queria demostrar.
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Fig M.

T e o r e m a  X X V I I I .  [Recíprocodelaoieriorj
En todo triángiilo, á mayor lado,&B opone mayor ángulo.
Si así no fuese, se opondría un ángulo igual ó menor- 

igual ángulo no puede oponerse, porque entonces los la
dos serian iguales, lo que es contrario á la hipótesis: tam
poco puede oponerse menor ángulo, porque entonces di
cho lado supuesto mayor, seria menor; luego, Scc.

Corolario. La hipotenusa es siempre mayor que cual
quier cateto.

C A P I T U L O  IV.
P R O P I E D A D E S  D E  L A S  P E R P E N D I C U L A R E S ,  O B L I C U A S  

Y  B I S E C T R I C E S .

T e o r e m a  X X I X .
La perpendicular trazada desde un punto á una recta^ 

es menor que cualquier oblicua. (Fig. 46.)

H
 Siendo la A B  perpendicular ála 

BC, el ángulo B del triángulo BAO* 
es recto, y por consiguiente, el án
gulo C agudo; luego AC >  AB [  Teo
rema X X V II], que era lo que se 
quería demostrar.

Escolio. Se llama distancia de un 
punto á una recta, la perpendicular trazada desde estes
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punto á dicha recta. Esta distancia es la línea más corta 
que se puede trazar del punto á la recto, según se acaba 
de demostrar.

El recíproco de este teorema es muy fácil de demos
trar, por reducción al absurdo.

T e o r e m a  X X X .

Si desde un punto tomado fuera de una recta se trazai> 
varias oblicuas:

1. ® Las oblicuas que se apartan igualmente del pié de 
la perpendicular., son iguales.

2. ® De dos oblicuas, la que más se aparta del pie de la 
perpendicular, es la mayor. (Fig. 47)

1 .® Si B C = C D  los dos triángulos 
A  B C y A  C D son iguales [  Teorema 
X X III, caso 3.®]; luego A B = A D .

2.0 Si B C < C E , tomo á partir del 
punto C, una parte C D = B C , y ten
dremos por lo acabado de demostrar, que A B = A D .

Ahora en el triángulo D A E  el ángulo eiiD  es obtuso 
por adyacente de uno agudo; por consiguiente, ángulo I> 
del triángulo A D E  >  ángulo E. Luego, \_Teor. X X V II ], 
A E >  A D , ó bien A E >  A B , que era lo que se quería 
demostrar.

T e o r e m a  X X X I .  [Recípiocodelanierior]
1. ® Si dos oblicuas son iguales, se apartan igualmente 

del pié de la perpendicular.
2. ® Si dos oblicuas son desiguales, la mayor se aparta 

más del pié de la perpendicular.
1.® Si no se apartaran igualmente del pió de la per

pendicular, una se apartarla más que la otra; pero enton
ces no serian iguales \_Teorema X X X , 2.®3> 
surdo, por oponerse al supuesto.

InH.



2.° Si la mayor oblicua no se apartái*a más del pié de 
la perpendicular, se apartaría lo mismo ó menos que la 
menor. Lo mismo no puede apartarse, porque entonces 
las oblicuas serian iguales [^Teorema X X X , 1.®], lo que 
es absurdo; menos tampoco puede apartarse, porque en
tonces seria menor; luego, &c.

C O E O L A R I O S .

1 ° Entre un punto y  una recía, no se pueden tirar más 
que dos rectas iguales que unan dicho punto á la recta; 
j)orque no pueden trazarse más que dos rectas que equi
disten del pié de la perpendicrdar bajada desde el punto 
á la recta.

2.® Dos triángulos rectángulos son iguales, cuando tie
nen un cateto igual y  la hipotenusa.

T e o r e m a  X X X I I .

1. ® Todo punto de la perpendicular trazada á U7ia recta 
en su punto medio, equidista de los extremos de dicha 
recta.

2. ® Todo punto exterior á dicha perpendicular, dista
desigualmente de los extremos.—
(Fig.48̂

I.® Sea el punto F, que está en 
la perpendicular D E  trazada ó la 
AB en su punto medio C. Trazadas 

rectas A F  y BF, los dos trián- 
gulos rectángulos AFC y CFB son 

iguales, pues que el cateto C F es común, y los catetos 
A C y  CB son iguales por hipótesis; por consiguiente, 
A F = F B .

2.® Sea el punto M que está fuera de la perpendicular: 
trazando las rectas A M  y BM  y uniendo F con B; por 
lo  demostrado anteriormente tendremos que A F = F B .

— 40 —



Ahora en el triángulo HFM tendremos [Teorema X V ], 
que B F -{ -F M > M B , ó bien A F -h F M  =  A M >  M b ', 
que era lo que se quería demostrar.

T e o r e m a  X X X T I I .  [Recíproco del anterior]
1. * Todo punto equidistante de los extremos de una rec

ia, pertenece á la perpendicular levantada á ella en su 
punto medio.

2 . ® Todo punto no equidistante de los extremos de una 
recta, tío pertenece àia perpendicular levantada à ella en 
su punto medio.

1. ® Si el punto en cuestión no perteneciera á la per» 
pondicular levantada en su punto medio, no equidistaría 
■de los extremos [Teorema X X X II, 2.<j] ,  lo que es absur
do por oponerse al supuesto.

2. ® Si el punto perteneciera á la perpendicular, equi
distaría de los extremos [Teorema X X X II, l.o], lo que 
no puede ser, por oponerse al supuesto.

34. Regla general para demostrar los teoremas recípro
cos por reducción al absurdo. La mayor parte de los teo
remas recíprocos pueden demostrarse por la reducción al 
absurdo, es decir, suponiendo que la conclusión del teore
ma no es cierta y deduciendo de aquí una conclusión con
traria á la hipótesis.

Así hemos demostrado los teoremas IX , X II, X X IV , 
X X V I, X X X I y X X X III.

h<n los teoremas recíprocos que sucesivamente se enun
cien no pondremos demostración cuando ésta se funde en 
la regla que antecede.

35. Según el teorema acabado de demostrar, todos los 
puntos de la recta D E perpendicular á la A  B en su pun
to medio C, satisfacen á la condición de equidistar de los 
extremos A  y B, propiedad exclusiva á dichos puntos, se
gún el segundo caso del mismo teorema; por consiguien
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te, dicha perpendicular constituye el lugar geométrico de 
los puntos que equidistan de los extremos de la recta A B . 
En general se llama lugar geométrico^ la reunión de todos 
los puntos que satisfacen á una ó Yarias condiciones co- 
muñes á todos ellos.

T e o r e m a  X X X I V .

Si una recta tiene dos puntos equidistantes de los extre
mos de otra, es perpendicular á ella y la divide en dos par
tes iguales. (Fig. 49.)

En efecto, si A  y B equidistan de C y 
D, los dos puntos A  y B pertenecen á la 
perpendicular levantada á la recta CD 
en su punto medio [teorema X X X III ] , 
y como por los dos puntos A  y B no 
pueden pasar dos rectas distintas, esta 
recta A B  se confundirá con la perpendi- 

Fig. 40. cular.

T e o r e m a  X X X V .

Las tres perpendiculares levantadas por los puntos me
dios de los tres lados de un triángulo, 
concurren en un mismo punto que 
equidista de los vértices. (Fig. 50.)

Las dos perpendiculares DO y 
F O  concurrirán siempre [^Teorema 
X V ]. Ahora la recta O A = O C , por 
ser O un punto de la perpendicular 

O F , y O C = O B , por ser O un punto de la perpendicular 
D O ; luego O A = O C = O B .

Pero, si O A = O B , la perpendicular levantada en el 
punto medio E de la recta B A  pasará por O. [Teorema 
X X X III ] .



/
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1.0 Todo punto de la bisectriz de un ángulo, equidista 
de los lados del ángulo. (Fig.51.)

2.“ Todo ptinto interior á un ángulo y  gue no está en la 
bisectriz, uo equidista de los lados del ángulo. (Fig.51)

1.0 Sea el punto M perteneciente á la bisectriz A  M del
ángulo CAI3. Bajando las distancias ó perpendiculares 
\_Escolio del teorema X X IX ] M F y 
M llá lo s  dos lados A B  y A C , que
darán formados los dos triángulos 
rectángulos IIM  A  y M A F  que 
tienen la hipotenusa A M  común y 
los ángulos agudos en A  iguales 
por construcción, luego son iguales »>-
\JTeorema X X III ], y por consiguiente M II =  MF.

2.« Si el punto M está (Fig. 52) fuera de la bisectriz, ba
jo  las perpendiculares M L  y MG 
á los lados del ángulo; y desde el 
punto F en que esta última corta 
á la bisectriz, tiro la F II  perpen
dicular al lado A C , trazando ade
más la recta IIM .

Según el caso 1.® H F = F G . ^
Ahora en el triángulo IIM F  tendremos:

• H F -f  F M > H M  6  bien GF +  F M = M G > IIM .

Pero AIL es perpendicular, y por consiguiente menor 
que H M . Luego si M G >  HM , con mucha más razón 
M G >  LM.

Escolio. Según las magnitudes del ángulo, puede ocur
rir que la perpendicular MG (̂ Fig. 5S) al lado A B , caiga 
en el vértice A , ó en la prolongación de la recta A  B; pero 
en estos casos la demostración es evidente, según el teo
rema X IX .

T e o r e m a  X X X V I .
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l.° Todo punto equidistante de los lados de un ángulo, 
pertenece á la bisectriz del ángulo.

2 .0  Todo punto no equidistante de los lados de un án
gulo, no perteneceálabisectriz de dicho ángulo.

Se demuestra este recíproco por la regla del n.o 3 4 .
Escolio. La bisectriz de un ángulo es el lugar geomé

trico (35) de los puntos equidistantes de sus lados.

T e o r e m a  X X X V I I I .
Si una recta pasa por el vértice de un ángxdo y  tiene un 

punto equidistante de sus lados, dicha recta es la bisectriz.
En efecto, el punto equidistante pertenece á la bisec

triz {\.° del teorema anterior)-, luego la recta tiene dos 
puntos comunes con ella (el del vértice y el equidistante 
de los lados), y por tanto se confunde. [Axioma 5.o]

T e o r e m a  X X X I X .
Zas tres bisectrices de los tres ángulos de un triángulo, 

se encuentran en un punto que equidista de los tres lados 
del triángulo (Fig. 53)

Dos de las bisectrices, A  O, O C, 
desde luego se encuentran en un 
punto, pues si no serian paralelas 
y entonces la suma de los ángulos 
que forma con A C  valdria dos rec
tos, lo que es absurdo; pero el pun

to O en que se encuentran las dos bisectrices A O  y O C , 
equidista eyidenteracnte de los tres lados dcl triángulo 
[^Teorcma X X X V I], luego las distancias ÜF, O D , OE 
del punto O á los tres lados son iguales, y por tanto, te
niendo O un punto equidistante de los lados del ángulo 
B, la bisectriz de este ángulo pasará por O; con lo que 
el teorema queda demostrado.

T eorema X X X V II. [Recíproco del anterior]
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C A P I T U L O  V.
C U A D R I L Á T E R O S .

36. Sollama trapecio un cuadrilátero que tiene dos la
dos paralelos y los otros dos no (Fig. 54). Paralelógramo 
es un cuadrilátero que tiene sus lados opuestos paralelos. 
Rombo ó losange es un paralelógramo que tiene iguales 
sus cuatro lados. Rectángulo es un paralelógramo que tie
ne sus ángulos rectos, y cuadrado se llama si el rectángu
lo tiene todos sus lados iguales.

Figura 51.

T e o r e m a  X L .
La suma de los cuatro ángulos de un cuadrilátero, es 

igual á cuatro rectos. (Fig.55)
En efecto, cualquiera que sea el 

cuadrilátero, tirando una diagonal 
B D, quedará dividido cu dos trián
gulos A B D  y DIÍ C, cuyos ángulos 
evidentemente valen tanto como 
los del cuadrilátero. Pero sabemos [Teorema X V II], que 
la suma de los ángulos de \in triángulo vale dos rectos, y 
por consiguiente, la suma de los ángulos del cuadriláte
ro es igual á cuatro rectos.

Corolario. Sí dos ángulos de un cuadrilátero son rectos, 
6 valen dos rectos, los otros dos son suplementarios. Esto 
se deduce inmediatamente del teorema.

T e o r e m a  X L I .
Líos paralelágramos que tienen un ángulo igual y  los



lados que lo forman iguales, son iguales. (Fig. 56)
Si tenemos A B  =  A 'B ', A D = :A 'D ' y  A = A ' ,  podre

mos hacer coincidir los ángulos iguales. En este caso, el
punto B coincidiría con 
B ' y el punto D con D '; 
pero entonces la BC se
guirá la dirección B 'C ' 
[  Postulado de Eucli- 

des], por igual razón la Í)C  seguirá la dirección D 'C ', y 
por tanto, confundiéndose también los vértices C y C ', los 
dos paralelógramos son iguales. \_Axioma 4.<*]

Corolario. Dos rectángulos que tienen dos lados conse
cutivos, respectivamente iguales, son iguales.
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T e o r e m a  X L I I .

En todo paralelógramo, los lados opuestos son iguales y 
los ángulos opuestos también. (Fig. 57)

■
 1.® Trazando la diago-
.nal B D , resultarán dos 
triángulos AB E y  D B C , 
que tienen el lado B I) co
mún, los ángulos 1 y 2 
igualespor alternos inter
nos entro las p a ra le la s  
A D  y BC, y los ángulos 

3 y  ̂ iguales por alternos internos entre las paralelas 
A B  y C D ; por tonto, dichos triángulos son iguales \Teo-

(•) En a lonas figura«, como se indica en la 56, para llamar 
más la atención del alumno, las lineas <5 angolos sobre que versa la 
hipótesis, las marcaremos con líneas de trazos paralelas á las rec
tas, 6 con arcos que abracen los ángulos. Estas indicaciones nos 
ahorrarán, en algunos casos, el tener que señalar antes de empe
zar la demostración, los puntos de la figura que se mencionan en 
los teoremas; pues ya se habrá podido notar que, buscando siempre 
la mayor claridad, no hemos querido intercalar en el enunciado las 
letras que marcan las partes de las figuras.
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yema X X ]. De la igualdad de los triángulos A D D  y  
B D C , resulta:

A B  =  CD, BC =  AI), A=:C , ángulos 1 -j-3 =  ángulos 2-]-4, 
6 bien Hr=D.

Escolio. Puede enunciarse este teorema: J.aspartesde 
paralelas comprendidas entre paralelas, son iguales.

T e o r e m a  XLIII. [Recíproco del aoierior]
Si un cuadrilátero tiene lados opuestos iguales,^ stos 

lados son paralelos. (F¡g. 57)
En efecto, si A B = C D  y B C = X D , trazando la dia

gonal B D, los dos triángulos A  B D y B D C serán iguales 
[^Teorema X X II ] , y por consiguiente, ángulo 1 = á n gu - 
lo 2 y ángulo 3=ángulo 4. En euyo caso los lados opues
tos son paralelos \_Teorema X I, l.o]

T e o r e m a  X L I V .
Si dos lados opuestos de un cuadrilátero son iguales y  

paralelos, los otros dos también lo son. (F¡g. 58.)
En efecto, tirando la dia

gonal B D .los dos triángulos 
A B I ) y D B G  tienen:

El lado B D  común.
B C = A D  , por el supuesto.
Angulo l= á n g u lo 2 , por 

alternos internos entre para-
f ig .  &H.

Luego, dichos triángulos son iguales \_Teorema X IX ], 
y  por consiguiente:

A B = C I ) ,  ángulo A B D = B D C , y por tanto A B  
paralela á CD. [Teorema X I, l.o]

Corolario. Si una recta une los puntos medios de los la
dos de un paralelógramo, es paralela à los otros dos lados. 
Esto se deduce evidentemente del teorema.



-  48 —

Las diagonales de un paralelógramo, se cortan mùtua
mente en partes iguales. (Fig. 59.)

Los dos triángulos A OD y B O C  son iguales por te
ner: A D = B C  ángulo l=án gu lo  2, por alternos internos

entre paralelas, y los ángulos 
en O iguales por opuestos por 
el vértice. \_Teoretna X IX ].

De la igualdad de dichos 
triángulos se deduce: 

A O =O C  y D O = ()B .
1-.,. bu. 37. El punto O en que se

cortan las diagonales, se llama centro del paralelógramo.

T e o r e m a  X L V I .
Las diagonales de un rombo, se cortan en ángulo recto 

y en partes iguales. (Fig. 60.)
En efecto, siendo todos los lados igua

les, los puntos A  y B equidistan de los 
puntos D y C; luego la recta A  B es per
pendicular á la DC [ Teorema X X X IV ], 
y la divide en dos partes iguales. Tam
bién la DC es perpendicular á la A B  y 

uo. la divide en dos partes iguales.
Escolio. El rombo siendo una variedad del paralelógra- 

mo, tiene todas las propiedades que caracterizan á este.

T e o r e m a  X L V I I .  [Recíprocodelantder]

Si las diagonales de un cuadrilátero se cortan en ángu
lo recio y  mùtuamente en partes iguales, la figura es un 
rombo. (Fig. 60.)

Porque entonces los cuatro triángulos A  OD , A  OC, 
B OD y B O C  son iguales \_Teorema X X III, 3.»], y por 
consiguiente, A D = A C = C B = B D .

T e o r e m a  X L V .
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Las diagonales de un reciá7igulo, son iguales, (pig. gj) 
Los dos triángulos A  C D y BCD 

son rectángulos y tienen el cateto 
CD común y los catetos A D  y 
BC iguales por lados opuestos de 
paralelógramo; por consiguiente,
A  C =  D B, que era lo que se que
ría demostrar. h,  oí.

Escolio 1,® Siendo el rectángulo una variedad del para- 
Iclógramo, tiene todas las propiedades que á este cuadri
látero caracterizan.

Escolio 2.0 El recíproco de este teorema es cierto. 

T e o r e m a  X L I X .
Las diagonales de un cuadrado, sen iguales y se cortan

en ángulo recto. (Fig. 62)
En efecto, por tener sus lados 

iguales, los puntos C y  A  equidistan 
de los B y D; luego, las diagonales 
se cortan en ángulo recto. Además, 
por ser rectos los ángulos del cua
drado, los dos triángulos A D B  y 
A D C  son iguales, luego A C = B D .

T e o r e m a  L .

7s/i todo trapecio la recta que une los puntos medios de 
los lados no paralelos es: 1.« paralela á las bases. 2.» igual 
ásu semi-suma. (Fig. 63)

1 Trazamos por el punto F la paralela N M al lado AC 
del trapecio, y prolonguemos A B  hasta que encuentre en 
M á dicha paralela. Los dos triángulos B M F  y F N D  
tienen los ángulos en F iguales por opuestos por el véiti-
SfWO.— JIulfméítctti. It. L ^ 1

T e o r e m a  X L V I I I .

/■-í- 02-



ce, el lado BF igual al F D  por construcciou, y el ángu
lo l= á n g u lo  2, por alternos internos entre las paralelas

AB y  CD; luego, estos 
triángulos son  ig u a le s . 
^Teorema X X .]

De la igualdad de dichos 
triángulosBMF y F N D , 
se deduce:
IÍM = N D  y F M = F N .

Ahora, el cuadrilátero A M N C  es un paralelógramo, 
porque tiene sus lados paralelos de dos en dos, y la recta 
E F  que une los puntos medios de dos lados opuestos, es 
parálela k igual á A M  y CN. {Corolario del teor. X L IV .] 

a." Siendo la recta E F  igual á las A M  y CN, tendre
mos: E F  =  A B  +  B M  y EF==CD  — N D , de dondesu- 
Tuando estas dos igualdades y teniendo presente que 
B M — N D , por lo que ptieden suprimirse en la suma, por 
tener signos contrarios, resultará:
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'■ bien E F ;

2E F  =  AB-|-CD, 
AB-bCD , que éralo que se quería demostrar.

Es muy fácil demo.strar el recíproco de este teorema, 
npoyándose en el postulado de Euclides.

Escolio general sobre los cuadriláteros. Las propiedades 
<lel trapecio las tiene el paralelógramo, porque éste satis
face á la condición de aquel de tener dos lados paralelos; 
las del trapecio y el paralelógramo las tiene el rombo y el 
a ectángulo; las de todas las especies de cuadriláteros las (•)

(•) Hubiera sido más lágico, atendiendo á las diversas espe- 
e-es de cuadriláteros, comenzar por las propiedades del trapecio, 
«iruiendocon las del paralelógramo, rombo, rectángulo y cuadra
do, de no ex'stir la dificultad de demostrar el teorema b antes de 
t.eáer demostradas las propiedades de los paralelágramos.
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ijposee el cuadrado que es trapecio, paralelógramo, rombo 

rectángulo; porque satisface á las condiciones caracte
rísticas de definición que hemos dado (36) de estos cua
driláteros.

C A P ÍT U L O  IV .
TR O P IE D A D E S  GENERALES DE LOS POLIGONOS CONVEXOS.

T e o r e m a  L I .

Todo poligono puede descomponer en tantos triángulos 
como lados tiene menos dos. (Fig. 64.)

Si desde el vértice A, por ejem
plo, se trazan todas las diagonale.s 
•posibles, vemos que cada uno de los 
triángulos extremos A FE  y ABC 
€n que el polígono queda dividido,
Jibraza dos lados y uno solo cada ¡•v
uno de los demás; luego si llamamos n al número de la
bios del polígono, n—2 representará el número de trián
gulos en que quedará descompuesto.

38. Se llama poligono regular al que tiene todos sus la
dos y ángulos iguales. El triángulo equilátero y el cua
drado, son polígonos regulares.

T e o r e m a  L I I .

La suma de iodos los ángulos de un poligono convexo, 
es igual á tantas veces dos rectos como lados tiene me
nos dos.

Acabamos de demostrar que n— 2 es el número de 
triángulos en que puede descomponer un polígono, trazan
do todas las diagonales posibles desde un vértice. Es evi
dente que la suma de los ángulos de estos triángulos es 
igual ála de los ángulos del polígono (Fig- 64), pero los án
gulos de cada triángulo valen dos rectos, luego la suma
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de todos los ángulos del polígono, será tantas veces dos- 
rectos como lados tiene menos dos.

Si llamamos R el valor del ángulo recto, tendremos que 
esta suma estará expresada por 2 R (n — 2 )= 2  R n 4 R»' 
siendo n el número de lados del polígono.

Corolario. La suma de los ángulos de un polígono con
vexo es siempre un número par de ángulos rectos. Esto se 
deduce inmediatamente de la fòrmula 2 R (n -  2), que tie
ne por factor al 2 R.

Escolio 1.® Dando valores numéricos á n en la fórmula 
antedicha, se obtendrán los valores de la suma de los án
gulos de cualquier polígono. Haciendo n =  3 y n = 4 ,  se- 
detcrmina el valor de la suma de los ángulos de un trián
gulo y de un cuadrilátero, cuya suma sabemos que es igual 
respectivamente á 2 y á 4 rectos.

Escolio 2.® Si el polígono es regular, como todos los 
ángulos son iguales, el valor de uno estará expresado por
2 R (n — 2) jj gl número de lados,

n
T e o r e m a  L U I .

La suma de todos los ángulos externos que resultan pro
longando en un mismo sentido los lados de un polígono con

vexo, es igual à cuatro rectos- (F.65) 
A l prolongar todos los lados, se 

vé que en cada vértice quedan for
mados dos ángulos, uno interno (el 
del polígono) y otro externo, cuya 
suma vale dos rectos. {^Teorema 

Fig.e&. III]. Por consiguiente, la suma de
todos los ángulos del polígono y la de los externos será 
2 R n, siendo R el valor de un recto y n el número de 
lados. Restando de esta suma la de los ángulos internos, 
tendremos por residuo el valor de los externos. Pero efec-
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tuando la resta, vemos que

Suma d« toa inguloa 
del polígono.

2R n_(2 R?t—4R )= 4R , suma de los ángulos externos.

Corolario. Ningún poligono convexo puede tener más de 
tres ángulos agudos; pues si los tuviere, sus adyacentes 
•externos serian obtusos y su suma valdría más de cuatro 
xectos, lo que es absurdo.

T e o r e m a  L I V .

E l niimero toial de diagonales que pueden trazarse des
de un vértice de un poligono convexo de n lados, es igual 
á n—3. (Fij. 66.)

En efecto, desde el vértice A , 
por ejemplo, pueden tirarse diago
nales á todos los demás, menos á 
los adyacentes B y F; luego el nú
mero será igual á n —3.

Corolario. Elniimero toíaldedia- 
ffonales posibles distintas que pueden trazarse en u)i poligo

no convexo, es igual á (Fig. 66.)
Según el teorema, desde cada vórtice se pueden trazar 

n —3 diagonales, luego desde los n vértices del polígono 
de n lados, se podrán trazar n (n —3). Pero observemos 
que así se trazará dos veces cada diagonal; porque si A  C, 
por ejemplo, es una diagonal trazada desde el vórtice A, 
al llegar al vértice C trazaremos la C A  que evidentemen
te se confundirá con ella, y  como lo mismo podemos decir 
de todas las demás, deducimos, en conclusión, que — ^  
expresaelnúmero de diagonales distintas que pueden tra- 
zarse en un polígono.

Escolio. Haciendo aplicación de esta fórmula para el 
<íaso de n=3, es decir, para el triángulo, vemos que se re-
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duce su valor á cero, esto es, que el triángulo no tiene dia
gonales, lo que por otra parte es evidente.

T e o r e m a  LV.
Dos polígonos se confunden, si sus vértices coinciden.- 
Esta proposición es casi evidente, pues coincidienda- 

los vértices se confundirán sus lados, ángulos, y la parte 
de plano circunscrita por los polígonos.

C o r o l a r i o s .

1.0 Dos polígonos reg^tlares de un mismo nicmero de la
dos son iguales cuando tienen un lado igual.

2 .0  Dos polígonos son iguales, si se componen del m ú - 
mo nùmero de triángulos iguales é igualmente dispuestos.

L IB R O  II.
F I G U R A S  C I R C U L A R E S  Y  S U S  C O M B I N A C I O N E S -  

C O N  L A  L Í N E A  R E C T A .

CAPITULO I.
C U E R D A S  S E C A N T E S  Y  T A N G E N T E S .

39. Es evidente que dos circunferencias de igual radio- 
son iguales (13), y por consiguiente que se pueden hacer 
coincidir, para lo que bastará que sus centros coincidan..

T e o r e ma  L V I .
Una recia no puede cortar á una circunferencia máiR. 

que en dos puntos.
Si admitiéramos por un momento que la recta cortase en. 

tres puntos á la circunferencia, tirando radios á dichos tres- 
puntos,tendríamos tres rectas iguales(13) trazadas desde- 
un punto á una recta, lo que es absurdo. [Teor. X X X I.
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Escolio. La circunferencia es una linca convexa.

T e o r e m a  L V I I .

E l diámetro es mayor que cualquier otra cuerda. (P. 6'')
Trazando á las extremidades de 

la cuerda AB los radios AO y OB, 
tendremos que A O H -O B > A B y  
como A O + O B = C D ,  también 
será C D >  A B .

T e o r e m a  L V I I I .
F i j . 07.

Por tres puntos que no estén en linea recta puede pasar 
una circunferencia y no puede pasar más que una. (F. 68) 

Uno los tres puntos A , B y C por medio de las rectas 
A B  y BC, y en sus puntos medios levanto las dos per
pendiculares D O  y KO. El 
punto O de unión de estas per
pendiculares [TVoremflíXV y 
X X X II ] , equidista de los pun
tos A , B y C: luego la circun
ferencia trazada desde O como 
centro y con un ràdio igual à 
O A  pasará por los tres puntos 
dados.

Ahora, cualquier otra circunferencia que pase por di
chos tres puntos tendrá por centro O y por radio O A , 
luego se confundirá con ella. (39)

Corolario. Dos circunferencias no pueden cortarse más 
que en dos puntos, pues si se cortaran en tres se confun
dirían, según acabamos de demostrar.

Escolio. Hemos visto que tres puntos determinan la po
sición y magnitud de un círculo; pero es indispensable 
que no estén en línea rechi; pues si estuviesen en Unen

I Ig. w t .
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recta no podi-ia pasar por ellos una circunferencia. [TVo- 
rema L V I].

T e o r e m a  L I X .

Todo diàmetro divide àia circunferencia y al circulo en 
dos partes iguales. Pues si al doblarla figura por el diá
metro no se superpusiesen las dos partes en que el círcu
lo y la circunferencia quedan divididos, habría algún 
punto de ésta que distaría más del centro que otro, lo que 
es absurdo, según la definición de la circunferencia.

T e o r e m a  L X .

TU radio 6 diàmetro perpendicular á una cuerda la di
vide en dos partes iguales asi como à los arcos que ella 
subtiende, (fij. 69)

Si consideramos doblada la figura por el diámetro OD, 
la recta K B seguirá la direc
ción E A  por serOE perpen
dicular á A B  [Teoremo I ], y 
el punto A  coincidirá con B 
\^Teorema L I X ] ;luego
Recta AE=recta EB i

AC=arco
AD=arco

CB
b d '

f ip. 6̂ .
Escolio. liU recta CD satisface à las condiciones si

guientes: 1.* Ser perpendicidar à A  B. 2.a Pamr por el 
centro del circulo. 3.“ Dividir en dos partes iymles al ar
co A C B . 4.* Dividir en dos partes iguales al arco A D B . 
6.* Dividir en dospartesigualesálacuerdaX'R.ComodiO^ 
de estas condiciones bastan para fijar la posición de la 
recta C D , y las otras tres serian propiedades demostra
bles por ser ciertas y relacionarse todas entre sí; podrán 
establecerse tantos teoremas como combinaciones binarias 
jmeden hacerse con cinco cosas, que por el álgebra so
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5x4— —= i 0  teoremas distintos.
40. Se llama tangente á una circunferencia la recta que 

sólo tiene un punto común con ella, cuyo punto es el de 
contacto: y se denomina secante una cuerda prolongada 
fuera de la circunferencia.

La tangente puede considerarse como el límite de una 
secante cuyos dos puntos de intersección con la circunfe
rencia se unen para constituir un elemento común; por
que si consideramos que la secante A 11 (Fig. 70) gira alre
dedor del punto de in
tersección A en el sen
tido que la flecha indi- 
■ca, irá tomando las po- 
s ic io n e s  A B '. A B ",
A B ” , &cc.,ysu otro pun
to de intersección va
riable irá tomando las 
posiciones a ', o " , o*", ‘•'i' i'i-
&c., que se van ajiroxiniando al A ; luego habrá una cier
ta posición tal que los dos puntos se toquen, en cuyo ca
so la secante se convertirá en la tangente T T '.

T e o r e m a  L X I .

La perpendicular al radio en 
el punto que éste corta á la cir
cunferencia, es tangente á esta 
circunferencia. (Fig. 71)

Siendo la OC perpendicular 
á la A B  será la más corta dis
tancia desde el punto O á la rec
ta A B [^Teorema X X IX ],lu ego

(•) En los ejercicios que para uso de los alumnos ponemos al 
fin de Is« Qeoraetria plana, vau indicados los enunciados de algu
nos de estos diez teoremas.



otro punto cualquiera D tomado en ella, distará del cen
tro mas de un radio, y por tanto estará fuera del círculo^ 
luego la recta A B no tiene más que el punto C común 
con la circunferencia, por lo que es tangente, siendo C 
el punto de contacto.

T e o r e m a  L X I I .  [Recíprocodelanurioi]
La tangente <i una circunferencia, es perpendicular al 

radio del punto de contacto. (Fig 71)
Pues si A  B es tangente en el punto C, éste punto dis

tará menos del centro que cualquier otro de la recta A B , 
por lo que el radio OC será la recta más corta que puede 
tirarse desde el centro á la recta AB, y por tanto, per
pendicular á ella. [Teorema X X IX ].

Corolario. Por un punto de una circunferencia, no se 
puede tirar más que una sola tangente; porque por un 
punto de una recta no se puede trazar más que una sola 
perpendicular. {Teorema I.]

Escolio. Se llama normal k una curva la perpendicular 
á la tangente en el punto de contacto. En la circunferen
cia la normales siempre el radio.

T e o r e m a  L X I I I .
Los arcos de una misma circunferencia comprendidos 

entre recias paralelas, son 
iguales, (Fig.72)

Pueden suceder tres ca
sos: 1.® Que las rectas sean, 
dos cuerdas. 2.° Que sean 
una cuerda y una tangente.
3.® Que sean dos tangentes. 

1.® Si trazamos el diáme- 
F , ¡ .  tro perpendicular á una de

dichas cuerdas MN, lo será á su paralela G il. Ahora, se-
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gun el teorema L X , tendremos que
Arco A R = arco  BR y arco C R=arco DR.

De donde restando estas dos igualdades, arco A R —arco C R =  
arco B R — arco DR, óbien arco AC =  arco BD.

2. “ Si es paralela la cuerda M N à la tangente PQ, en
tonces siendo el diámetro perpendicular á la tangente en 
el punto de contacto L y á su paralela M N en el punto 
medio, se deduce inmediatamente [Teorema L X ]

arco L A = arco  LB.
3. ® Si las rectas paralelas son dos tangentes PQ y EF, 

sus puntos de contacto estarán en las extremidades de un 
mismo diámetro [Teorema IX ], y por tanto

arco LAR =  arco LBR. [Teor. L IX ] 

T e o r e m a  L X I V .

En un mismo círculo ó en círculos iguales: 1.® Si dos 
arcos son iguales, también lo son sus cuerdas. 2.® Si dos 
arcos son desiguales y  menores que mèdia circunferencia, 
á mayor arco corresponde mayor cuerda. (Fig. 73)

1. ® Si el arco A B =arco CD. 
por el punto medio E del arco 
AC trazo el diámetro E Fy con
sidero doblada la figura por él.
En este caso el punto C coinci
dirá con A  (por la construcción) 
y  el punto B con el D, por el 
supuesto, luego [A j ionia 5.®]

cuerda A B z =  cuerda CD .
2. ® Supongamos que arco A Ii> a rco  CD. A  partir del 

punto A  tomemos un arco A B =  arco CD, en cuyo caso (•)
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(•) Si los arcos están en círculos iguales, pueden hacerse coin
cidir dichos círculos.
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■cuerda AB =  cuerda CD. Si trazamos los radios O A .O B  
y  O H , los triángulos A O B y AOH tienen dos lados igua
les por radios, pero el ángulo A O B <A O H , luego

recta AB =  CD <  recta AH [TVor. X XI.]

T e o r e m a  L X V .  [Recíproco del anterior.]

En un mismo círculo ó en circuios iguales: 1 vi cuer
das corresponden arcos iguales. 2 .M  mayor cuer
da  ̂ corresponde mayor arco.

(Demostración por la regla general del n.t>34.)

T e o r e m a  L X V I .

En un mismo círculo ó en círculos iguales; 1.” Dos 
cuerdas iyuales, equidistan del centro. 2.® La mayor de 
dos cuerdas, dista menos del centro que ia menor. (Fig. 74)

1.° Sean las cuerdas AB=CD. 
Trazo las perpendiculares ó 
distancias OF y OH desde el 
centro à cada una de ellas, y  
los radios OA y OC. Los dos 
triángulos rectángulos OF A y  
OCII son iguales, por tener las 
hipotenusas O A = O C , por ra- 

í.,. 14. dios, y los catetos A F = C H ,
por mitades de cuerdas iguales [^Teorema L X ]. Luego 

distancia 0 F =  distancia OH.

2.® Supongamos que la cuerda A E >  cuerda C D , y va
mos á demostrar que OL <  OH. Para ello trazamos á par
tir del punto A  la cuerda A B = C D , que abrazará nece
sariamente un arco A  B <arco A  E [  Teorema anterior'] y (•)

( • )  Si  son arcos  menores que  la semUcircunferencia.
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tendremos [1 ."  caso] O F = O H . Trazando ahora la per
pendicular O L y señalando el punto M en que O F  en
cuentra á la A B , resultará que O L <O M  [Teor. X X IX ],. 
y  O M < O F  [Aj;toma 2.«’] ,  luego con mayor razón

distancia OL<distancia 0 F = 0 H .

T e o r e m a  L X V I I .  [Reciprocodelanteriw]

En un mismo círculo ó en círculos iguales: 1 .o Dos cuer
das equidistantes del centro son iguales. 2.® La cuerda que 
ménos diste del centro, es la mayor.

(Regla del n.° 34.)
Escolio. Las distancias desde el centro de un círculo á 

una cuerda están comprendidas entre cero y el radio. El 
diámetro que es la mayor cuerda no dista nada del centro; 
la tangente que es el límite de las cuerdas, pues se redu
ce á un elemento lineal, dista un radio.

CAPITULO II.
CIRCU NFEREN CIAS SECANTES, TANGENTES, E X T E R IO RE S  

É IN TERIORES ENTRE SÍ.

41. Se dice que dos circunferencias son tangentes, cuan
do tienen un sólo punto común, que se llama punto de 
contacto ó de tangencia.

42. En dos circunferencias cualesquiera se llama linea 
de los centros, la recta que une los dos centros y por tanto 
que mide su distancia.

43. Dos circunferencias son secantes, cuando tienen dos 
puntos comunes, ó se cortan. Ya sabemos que no es posi
ble tengan tres puntos comunes. [Cor. del teor. L V III.]
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T e o r e m a  L X V I I I .
Si dos circun/erenctas son tangentes, el punto de contacto 

está en la linea de los centros. (F. 57) 
Supongamos por un momento que 

el punto A de tangencia estuviera 
fuera de la línea 0 0 '  de los centros 
de las dos circunferencias. En tal 
caso, trazándola perpendicular AB 

ŷ,. 75. á la 0 0 '  7  prolongándola una can
tidad B A '= B A , tendremos que O A = O A ' y O 'A = 0 'A ',  
por oblicuas que se apartan igualmente del pié de la per
pendicular. Luego si A es un punto de una de las dos cir
cunferencias, también lo será A '; y por tanto A ' es pun
to común de ambas circunferencias, que en tal caso serán 
secantes (43) contra la hipótesis, lo que es absurdo; luego 
el punto de contacto está en la línea de los centros.

T e o r e m a  L X I X .
Si dos circunferencias son secantes, la linea de los cen

tros es perpendicular á la cuerda común y  la divide en dos 
partes iguales.

En efecto, los dos puntos de intersección ó sean los ex
tremos de la cuerda, equidistan de los dos centros; luego 
&c. \_Teor. X X X I\ .]

T e o r e m a  L X X .
Si doscircunferen- 

das son exteriores la 
uñad la otra, la dis
tancia de los centros 
es mayor que la su
ma de sus r a d io s . 
Fig. 76.)

,e En efecto, la rec-
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ta O 0 '= O A 4 - 0 'B - I - A B ,  luego 0 0 '>  O A  +  O 'B , 
^ bien llamando D á la distancia de los centros, l i  al radio 
de una de las circunferencias y r al de la otra, D > R -fr .

T e o r e m a  L X X I .

Si dos circunferencias son tangentes exieriormente, la 
distancia de los cen
tros esigualála suma 
de sus radios. (Fig.77)

Estando el punto 
de contacto en la lí
nea de los c e n tro s  
[ T e o r e m a  L X V I I ] ,

es evidente que -a .
A 0  +  A 0 ' =  0 0 ',  óbien, D =  R -fr .

T e o r e m a  L X  X I I .

Si dos circunferencias se cortan, la distancia de sus cen
tros es menor que la suma de sus radios y mayor que su 
diferencia. (Fig. 78)

Uniendo los cen
tros con uno de los 
puntos de contacto 
(que están necesa
riamente fuera de la 
línea de los centros) 
quedará formado el 
triángulo O A O 'e n  el que tendremos [TVorema X V I], 
O 0 '< O A -h O 'A  y 0 0 '> '0 .á — 0 'A ,ó  bien D < R - l - r  y 
D >  R - r .

T e o r e m a  L X X I I T -
Si dos circunferencias son tangentes interiormente, la 

distancia de sus centros es igual á la diferencia de sus ra
dios. (Fig. 79)
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En efecto, es evidente que 

0  0 '  =  O A  — O 'A , ó bien, D =  R — r .

Escolio. Si los radios fueran igua
les, entonces los dos centros coin
cidirían, lo que demuestra la fór
mula hallada, pues si R = r ,  se ha
ce en ella D =  0.

T e o r e m a  L X X I V .
Si dos circunfermcias son 

interiores la una d la otra, la 
distancia de sus centros es 
menor que la diferencia de sus 
radios. (Fig. 8C)

'feneraos, en efecto, que 
prolongada la línea 0 0 ' de 
los centros hasta B, resultará, 
que

0 0 ' = 0 B - 0 ' A  — A B ,
Luego O O ' <  O B — O 'A  (*), y por tanto, D <  R  — r.

Escolio general. Dos circunferencias que están en un 
mismo plano no pueden tener más posiciones relativas que 
las que se enuncian en los cinco últimos teoremas.

Los recíprocos de estos cinco teoremas son ciertos y se 
demuestran por la regla del n.» 34. Como ejemplo, va
mos á demostrar el siguiente:

T e o r e m a  L X X V .  [Redpioco delLXX.]
Si la distancia de los centros de dos circunferencias es 

mayor que la suma de sus radios, dichas .circunferenciaa 
son exteriores la una a la otra.

(*) Porque h1 segando miembro de la igualdad se le ha aumen
tado AB, sin aumentarlo al primero.

h f . SO.



En efecto, si no fueran exteriores no podrían tener más 
que las posiciones relativas siguientes:

1 . « Tangentes exteriores;'pero Qviiontie% D =R -fr, lo que 
es contrarío á la suposición.

2. * Secantes; en tal caso absurdo, por con
trario á la hipótesis.

3. * Tangentes interiores; entonces D=R—r; absurdo por 
igual razón.

4. * Interior la una d la otra; en tal caso D <R —r- id. id.
Siendo absurdo suponer cualquiera de las cuatro posi

ciones antedichas, porque las conclusiones que se dedu
cen se oponen á la hipótesis, las circunferencias'tienen que 
ser exteriores la una á la otra.

Del mismo modo se demuestran los otros cuatro recí
procos, que abreviadamente pueden enunciarse.

; D=R-|-r, las circunferencias son tangentes exteriormente. 
Si < y  D>R—r, las circuíferencias son secantes.

) D=R—r, las circunferencias son tangentes interiormente^
\ D <R —r, las circunferencias son interiores.
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CAPITULO III.
M E D I D A  D E  L O S  Í N G U L 0 8 .

44. Se llama arco correspondiente á un ángulo el traza
do desde el vertice como centro y con un radio cualquie
ra. El ángulo, en este caso, se denomina central ó ángulo 
en el centro, porque su vértice se halla en el centro de la 
circunferencia á que su arco correspondiente pertenece.

T e o r e m a  L X X V I .
1 Si dos ángulos son iguales, sus arcos correspondien

tes descritos con igual radio son iguales. 2.® Si dos d »-
arw*.-.M«>rn<,ÍM,, lU [  5  J



gulos son desiguales, el mayor tiene mayor arco correspon
diente descrito con igual radio. (Fig. 81.)

1.» Si los dos án
gulos B A C yB 'A 'C ^ 
son iguales, trazan
do las cuerdas BC y 
B 'C ', los dos trián- 
gu losA B C yA 'B 'C '

•son iguales \_Teor. X IX ], por consiguiente
cuerda BC=cuerda B'C/ y por tanto \_Teor. LXV] 

arco BC=arco B'C'. (•)
2 .0  Si ángulo B 'A 'C '>  ángulo B 'A 'C *  en los dos 

triángulos A 'B 'C ' y A 'B 'C " tendremos \_Teor. X X ],

cuerda B'C'>cuerda B"C"y por tanto \_Teor. LXV] 
arco B'C'>arco B"C".

T e o r e m a  L X X V I I .  [Reciprocodelanierior]

1 .0  Si dos arcos correspondientes son iguales, los ángu
los también lo son. 2.“ Si dos arcos correspondientes son 
desiguales, al mayor corresponde mayor ángulo. (**)

(Regla del n.» 3 4 .)

T e o r e m a  L X X V I I I .
Bos ángulos son directamente proporcionales á sus ar

cos correspon
dientes descri
tos con igual 
radio. (Fig. 82)

_________ Pueden su-
** ceder dos ca-

(*) Como 8e habra podido observar en varios casos, para mayor 
claridad ponemos la conclusion con distinto carácter de letra, lo 
que nos ahorra el tener que repetir la frase de: que era lo que te 

demostrar tan usada en geometría.
(*•) Se supone que han de estar trazados con igual radio.
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«os 1.“ Que los arcos sean comensurables. 2.<> Que sean 
incomensurables.

1 .0  Si los dos arcos BC y B 'C ' son comensurables, ten
drán una medida común, es decir, que habrá otro arco de 
igual radio que esté contenido un número exacto de ve
ces en B C y  B 'C ': supongamos que la común medida 
está contenida cinco veces enei arco B C ,y  cuatro veces 
en el B 'C '. Tirando radios por los puntos de división, el 
ángulo A  quedará dividido en cinco ángulos iguales, y el 
A ' en cuatro ángulos también iguales [  Teorema anterior~y, 
luego podremos establecer las siguientes proporciones:

Arco BC : arco D'C” : : 5 : 4 
ángulo BAO : ángulo B'A'C' : : 6  : 4

De donde ángulo BAC : ángulo B'A'C' : : arco BC : arco B'C'.

2 .0  Si los ángulos B 'C ' y B 'C " son incomensurables, 
dividamos al B 'C ' en partes iguales y llevemos una de 
estas partes sobre el B 'C * hasta donde sea posible. Sea 
D el último punto de división. Los arcos B 'C ' y D C" son 
comensurables, y  por tanto, según acabamos de demos
trar tenemos que

ángulo B'A'C' : ángulo D A"C" : : arco B'C' : arco D C", 
g ángulo B'A'C' arco W C  

’ ángulo DA'C' -  arco D C

Ahora el punto D puede aproximarse al B ' todo cuan
to se quiera, siendo cada vez menores las divisiones del 
arco B 'C ', pues dicho residuo tiene siempre que ser me-
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(•) Sabemos que dos cantidades de ana misma naturaleza son 
coméHnrabUt, cuando tienen una común medida, esto es, cuando 
bay otra tercer cantidad de igual naturaleza que ellas, que está 
contenida en las dos un número exacto de veces; y dos cantidades 
«on >ncomrneura¿/es, cuando no tienen medida común. La raso* en
tre dos cantidades comensurables, es un número comensurable, y 
ta de dos cantidades incomensurables, es incomensurable también.



ñor que una de estas partes ó divisiones. Por consiguiente
g 'A 'C ^

el limile 1*5 de la cantidad variable es

B^C  ̂ B'’ C'y  el límite de la cantidad variable es ; pero

estas cantidades variables son constantemente iguales 
(cualquiera que sea la aproximación del punto D al pun
to B*); luego sus límites son iguales. De manera que 

B' C *— c omo limites de variables constantemente iguales;
B"A"C" B 'C

y poniendo esta igualdad en forma de proporción resulta 
finalmente

ángulo B'A'C' ; ángulo B' A'C" : : arco B'C' : arco B C". 

T e o r e m a  L X X I X .
El arco correspondiente á tira ángulo recto, es un cua

drante. (Pig.83)
Sea el ángulo recto B AC.
Si trazamos, desde su vértice 

como centro, una circunferencia 
con un radio cualquiera, y pro
longamos sus lados A  C y A  B, en 
los sentidos opuestos A D  y A E , 
resultarán cuatro ángulos en A  
todos rectos, y por consiguiente 

iguales, cuyos arcos correspondientes serán iguales [Teo
rema L X X V I]. Luego
arco E C=arco ED =  arco D B =arco BC =  un cuadrante.
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(•) Limite de una cantidad variable es otra constante, á la cual 
puede aproximarse en ménos de cualquier cantidad, por pequeña 
que esta sea.

Cxtanio dos cantidades oariahles son constantemente iguales, sus 
limites son iguales.

En efecto, supongamos que a y 5 son dos cantidades variable», 
pero de tal naturaleza, que en todos sus estados de magnitud se-
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Escolio. Se puede enunciar esta proposición : dos diá

metros perpendiculares entre sí, dividen á la circunferen- 
«ia  en cuatro partes iguales.

T e o r e m a  L X X X .

La medida de un ángulo central, es la de su arco cor
respondiente-

En efecto, sea A  un ángulo cualquiera y A ' el ángulo 
que se toma por unidad de medida. Llamemos a y o '  los 
arcos correspondientes á estos dos ángulos respectiva
mente; tendremos que {Teorema L X X V III]

ángulo A : ángulo A' : : arco a : arco a'.
Pero si A'se toma por unidad: ángulo A : 1 : ; arco o : arco o',

ó bien, medida del ángulo A =  —  ̂arco a

Si el arco a' se toma como unidad, entonces 
ángulo A =  arco a.

Lo que quiere decir que el mimero abstracto que re
presenta las veces que el ángulo unidad está contenido 
en el ángulo A, es igual al número de veces que el arco 
unidad (que en este caso es el arco correspondiente al 
ángulo unidad) esto contenido en el arco a-

Escolio. La unidad de ángulo que se toma general-

verifica que a=h. Sean A y B los Umitet respectivos de «  y  es 
decir, las cantidade-s constantes 6 fijas á las que Jas variables se 
aproximan indefinidamente, dé tal manera que sus diferencias 
puedan llegar á ser menores que cualquier cantidad dada por pe
queña que esta sea, pero sin que rigorosamente estas diferencias se 
anulen. Siempre se podrá asignar ála cantidad o, y por consiguien
te á é (que es igual á ella), un valor tal que se diferencie de A en 
una cantidad tan pequeña como se quiera; luego A es también lí
mite de J; por consiguiente, A =  B; pues de otro modo una misma 
cantidad tendría dos límites diferentes, lo que es ab.surdo.

(•) Sabemos que medir una cantidad es compararla con otra 
¿e  su misma especie que se toma por unidad.



— T ó 
mente es el ángulo recto, y por consiguiente la unidaá 
de arco es el cuadrante.

Nota. Para facilitar la medida de los arcos, se supone 
la circunferencia dividida en 360 partes iguales llamada» 
grados, cada grado en 60 partes iguales llamadas mina- 
tos, cada uno de estos en 60 partes ó segundos, y cada 
segundo en 60 terceros, &c. Esta es la división sexagesi^ 
mal. De aquí se deduce, que el cuadrante comprende

SO g ra d os= 9 0 x 6 0  minutos =  9 0 x 6 0 x 6 0  segundos, &c.

Los grados, minutos y segundos se indican respectiva
mente por los signos De manera, que un arco de
27 grados, 38 minutos y 14 segundos, se expresará: 27'* 
38' 14 ". Los ángulos se expresan por el valor ó medida de 
su arco correspondiente. Así que un ángulo de 49° 12' 52"' 
quiere decir que su arco correspondiente tiene estamedidn.

También se divide la circunferencia centesimabnente 
400 grados (el cuadrante en 100 grados}, el grado en 100 
minutos centesimales, el mismo en 100 segundos. Para 
expresar esta división centesimal se usa de la inicial g  pa~ 
ra los grados y los minutos y segundos lo mismo que en 
la división sexagesimal. De modo que 49 grados 15 mi
nutos 18 segundos centesimales— 49' 15' 18", que según 
la ley de los números decimales se pueden también escri
bir 49M 518 .

Es evidente que la relación entre un grado centesimal
. , 100 10 y un sexagesimal *

45. Dos arcos cuya suma es igual á media circunferencia 
son supUmentarios, ó suplemento uno de otro (22). Dos 
arcos cuya suma es igual á un cuadrante son complemen
tarios, ó complemento uno de otro (21). Estas definiciones- 
están fundada.s en las de sus correspondientes ángulos;

46. Todo ángulo cuyo vértice no está en el centro ser
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llama excéntrico, y si dicho vértice está en la circunferen
cia y  sus lados son cuerdas se denomina inscripto.

T e o r e m a  L X X X I .

Todo ángulo inscripto tiene por medida la mitad del arco 
comprendido entre sus lados. (Fig. 84.)

Puedensueedertrescasos: 1.®
Que uno de los lados del ángu
lo inscripto pase por el centro 
(que sea un diámetro): ángulo 
B A C . 2.0 Que el centro se ha
lle comprendido entre los lados: 
ángulo B A  E. 3.® Que el centro 
esté fuera del ángulo como en 
el D A B .

1 .0  Trazando el radio OB, tendremos que el ángulo 
B O C es igual á la suma de los ángulos A  y B del trián
gulo B O A  [7Vor. X V II, cor. I.»]; pero en este triángu
lo los lados AO y BO son iguales por radios, luego los án
gulos A y B también son iguales. \_Teor. X X V ]. Por tan
to el ángulo inscripto B A C = i- ángulo en el centro BOC; 
pero BOC tiene por medida el arco BC, luego finalmente

medida del ángulo inscripto B A C= á ̂  C ■ arco comprendido 
entre sus lados.

2.® Sea el ángulo B A E . Si trazamos el diàmetro AC^ 
tendremos evidentemente

ángulo B A E  =  ángulo B A C - f  ángulo C A E .

Pero las medidas de los ángulos B A C  y C A E , según 
acabamos de demostrar son respectivamente las mitadeí^ 
c e  los arcos BC y CE, luego por último

medida del ángulo inscripto B A E = iB C - l -J C E = é B E ..



3.»» Si el ángulo es DAB, trazando el diámetro AC ten
dremos:

ángulo DAB=ángulo DAC—ángulo BAC, 
y  por consiguiente

medida del ángulo D A B = ¿ D C —¿ BC^^DB,  arco 
comprendido entre sus lados.

C o r o l a r i o s .

1.“ Todos los ángulos inscriptos cuyos extremos se apo
yan sobre una misma cuerda y  sus vértices están hácia un 
mismo lado de elluy son iguales. Porque comprenden un 
mismo arco entre sus lados.

2 .0  Todos los ángulos inscriptos que abrazan una semi
circunferencia son rectos. Porque tienen por medida un 
cuadrante. Tales son el A F C  y el A F 'C . (Fig. 84)

T e o r e m a  L X X X I I .

La medida del ángulo form a
do por una tangente y  una cuerda, 
es la mitad del arco comprendi
do entre sus lados. (Fig. 85) 

Pueden ocurrir tres casos: 1.“ 
Que el centro esté en la cuerda 
ángulo TA C . 2.® Que el centro 
esté entre los lados del ángulo, 
como en el T A D . 3.® Que el 

centro esté fuera del ángulo, como en el ángulo T A B .
1.0 El ángulo T A C  formado por la tangente T A  y  el 

diámetro A C  es recto \_Teor. L X II]; luego tendrá por 
medida un cuadrante \_Teor. L X X IX ], que es la mitad 
del arco A B C  (semicircunferencia) comprendido entre 
sus lados.

2 .0  El ángulo T A D , se compone de los ángulos T A C  
y  C A D , pero la medida del
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ángulo T A C = J  arco ABC, según acabamos de demostrar. 

Medida id. C A D = i  arco CD, por inscripto [Tbor.oní.] Luego
medida del ángulo T A D = ¿A B C -{-^ C B = ^ A B C D ,

arco comprendido.

3.'’ Sea el ángulo TA B =ángulo TAC — ángulo BAC.

Medida del ángulo T A C = J  arco ABC.
Id. id. B A C = J  arco B C, por inscripto. Luego

medida del ángulo T A B =  JA B C —¿ B C =  JAB, '
arco comprendido.

T e o r e m a  L X X X I I I .

La medida de un ángulo formado por dos cuerdas, es 
la semi-suma de los arcos com
prendidos entre sus lados y las 
prolongaciones de ellos, (p. 86)

Sea el ángulo A B G . Trazo 
la cuerd a E C, y tendremos que 
el ángulo propuesto es igual á 
la suma de los ángulos E y C,
[^Teorema X V II, corolario l.*>]
Estos como inscriptos tienen ííj. «o.
por medida la mitad de los arcos comprendidos entre sus 
lados. Luego
medida del ángulo ABC=:^ AC-|-¿DE, arcos comprendidos.

T e o r e m a  L X X X I V .

La medida del ángulo cuyo vértice está fuera del circulo, 
es igual á la semi-diferencia de los ángulos comprendi
dos entre sus lados. (Pig. 87)

Pueden suceder tres casos: 1.“ Que los lados sean dos 
secantes. 2.® Que sean una secante y una tangente. 3.® 
Dos tangentes.

1 -O Sea el ángulo en A formado por dos secantes. Tra-
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zo la cuerda D C ,y  tendremos que [TVor. X V II, cor. 1 .®] 

ángulo BCE=ánguIoA-1-ángulo D.
6  bien ángulo A=ánguIo DCE—ángulo D (que son inscriptos)

Por consiguiente
ángulo A =^D E  — ̂ BG (arcos comprendidos por sus lados.)

Fi¡. 87.

2.® Sea el ángulo A ' formado por la tangente A 'B ' y  
la secante A 'D '. Trazóla cuerda B 'D ',y  tendremos que 

ángulo E'B'D'=ángulo A' +  ángulo D',
y por consiguiente,

ángulo A'=ángulo E'BTD'—D'.

Poniendo en vez de estos ángulos sus medidas, resul* 
tará que
medida de ángulo A — ¿B'F'D — iB'C' (arcos comprendidos 

por sus lados.)

3.0  Si el ángulo esta formado por dos tangentes como 
el A ", tirando la cuerda B"C '', resultará que el ángulo 
D*B'’C "= án gu lo  A '+ á n g u lo  C", por tanto, 

ángulo A‘'=ánguloD '3 ’'C"—ángulo C . 
y medida ángulo A"=iB"F''G"— ¿B'E''C'' (arcos comprendi

dos por los lados.)

Escolio general de los ángulos excéntricos. El ángulo 
formado por una tangente y una cuerda se llama del seg- 
mento ó semi-inscripto^ el que tiene su vértice dentro del 
círculo y formado por dos cuerdas se llama interior; exte-



rieres ce llaman los ángulos cuyos vértices están fuera del 
círculo, y si están formados por dos tangentes se denomi
nan circunscriptos.
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CAPÍTULO IV.
POLÍGONOS INSCBIPTOS Y  CIRCUNSCBIPTOS.

47. Se dice que un polígono está inscripto en un circu
lo, cuando todos sus vértices están en la circunferencia, y 
por consiguiente sus lados son cuerdas y sus ángulos están 
inscriptos. En este casóla circunferencia está circunscrip
ta al polígono.

48. Un polígono está circunscripto á un circulo, cuando 
sus lados son tangentes, y en tal caso el círculo está ins
cripto en el polígono.

T e o r e m a  L X X X V .

Todo triángulo, puede inscribirse y circunscribirse á 
un circulo.
(?ig.88.)

1 .0  Sea el 
triángu lo  
ABC, si ti
ram os las 
perpendi
culares DO 
y EO por Fií-M.
los puntos medios de los lados A C  y A B , sabemoa que 
el punto O en que se encuentran, equidista de los vérti
ces A, B y C del triángulo {Teor. X X X V ]; luego si desde 
el punto O con un radio igual á OA se trazo una circun
ferencia. esta pasará por B y C, y por tanto el triángulo 
quedará inscripto en el círculo.



2 .0  Si en el triángulo A 'B 'C ', trazamos las dos bisec
trices A 'O ' y C 'O ' estas se encontrarán en un punto O' 
equidistante de los tres lados del triángulo [Teorema 
X X X IX ], luego si desde O' con un radio igual á la per
pendicular O 'D  , se traza una circunferencia, los tres la
dos del triángulo serán tangentes á ella.

Escobo. Si el triángulo es equilátero, los centros de las 
dos circunferencias se confunden, lo que se expresa di
ciendo que las circunferencias son concénirzeas.

T e o t i e ma  L X X X V I .
7Wo políífOMo regular (39) puede inscribirse y puede 

circunscribirse á un circulo
(FÍB-S9.)

l-° Por los tres vórtices. A, 
B y C, del polígono, siempre es 
posible hacer pasar una circun
ferencia [Teor. L V III], Ahora 
vamos á demostrar que esta cir
cunferencia pasa por los otros 
vértices del polígono regular, 

con lo que quedará demostrado que el polígono puede 
inscribirse. En efecto, tirando los radios O A , OB, OC y 
la recta OD, tendremos que los dos triángulos O A B  y 
O B C son iguales por tener sus tres lados respectivamen
te iguales: y como son isósceles y además los ángulos en 
e l centro O son iguales, por ser iguales los arcos que com
prenden sus lados; deducimos que

ángulo l= á n g u lo  2 = á n g u lo  3 = á n g u lo  4,

lo que quiere decir que cada uno de ellos es mitad de un 
ángulo del polígono regular.

Pero entonces los triángulos OBC y OCD son iguales 
[Teor. X IX ] por tener el lado OC común, el lado B C =
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CD, por hipótesis, y ángulo 4  =  ángulo 5, por mitadee 
del ángulo C. Por tanto, la recta 0 D = C 0  =  radio, y la 
circunferencia pasa por el punto D. Se demostraria de 
un modo semejante que la circunferencia pasa por E, y 
por toáoslos demás vértices del polígono.

2.® Siendo iguales los triángulos OAB, OBC, OCD....
las perpendiculares bajadas desde el punto O á los lados- 
son también iguales; luego trazando desde el centro O con 
un radio ON, igual á una de ellas, una circuiiferencia, los- 
lados del polígono serán tangentes, y por tanto el polígo
no quedará circunscripto.

Escolio. El punto O se llama centro del polígono regu* 
lar. Los radios O A , OB... del círculo circunscripto, ra
dios del polígono regular, y los radios del círculo inscrip
to tal como el O N , apotegmas del polígono. La diferencia 
entre el radio y la apotegma del polígono se llama sagi- 
ta ó Jiecha. Los radios del polígono regular son bisectri
ces de los ángulos del polígono, y las apotegmas son per
pendiculares á los lados y dividen á estos en partes igua
les. Siendo iguales todos los ángulos en el centro forma
dos por los radios del polígono [  Teor. LXX\ II], é igual 
á cuatro rectos su suma \_Teor. III, cor. 2.°], es evidente 
que el valor de un ángulo en el centro de un polígono re-

4
guiar de n número de lados, es — •

T e o r e m a  L X X X V I I .

Si se divide una circunferencia en ire» 6 más arcos igua
les, 1.® Las cuerdas de dichos arcos formarán un polígono 
regu lar in scrip to . 2.® Las tangentes liradas por los pun
tos  de dirisioB, form arán un poligono regu lar c ircu n scr ip 
to . (Fij. 90)

1.® El polígono ABCDEF evidentemente está inscrip
to : además sus lados son iguales \_Tcor. LXIV , 1.*] y to
dos sus ángulos también. [  Teor. LX X I, cor. 1.®] luego, Stc.
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2.0 El polígono A 'B 'C 'D 'E 'F ' se halla circunscripto 
&1 círculo, toda vez que sus lados son tangentes. Aho- 
ra tirando las cuerdas por los puntos de tangencia, todos

-  78 -

F it. 90.

los triángulos M A 'N , N B 'P , P C 'Q .... son iguales por
tener un lado igual ( M N = N P = P Q .....) y los ángulos
adyacentes iguales \Teorema L X X X III] por tener igual 
medida. De la igualdad de los triángulos resulta

ATí +  N B '=  B'P 4- P C '=  C'Q +  Q C'.....
óbien, A 'B '=B'C'=C'D'=D'E'.

ángulo A '=  ángulo B '=ángulo C'=ánguIo D'.... 
Luego el polígono es circunscripto y regular (4 8  y 3 8 )  
Corolario. D ivid itndo en dos p artes iguales los arcos 

com prendidos entre los vértices 6 los puntos de tangencia 
(respectivam ente) de un polígono regular inscripto 6 c ir 
cunscripto d un circulo; resulta un polígono regular ins
cripto ó circunscripto, (respectivamente) de duplo núme
ro de lados que el propuesto.

Esta es una consecuencia inmediata del teorema; pues 
que la circunferencia quedará dividida en doble número 
de partes iguales, y por los puntos de división se habrán 
trazado cuerdas ó tangentes.

T e o r e m a  L X X X V I I I .
S i p o r  los punios m edios de los arcos subtendidos p o r  los 

lados de un poligono regular inscripto á un circulo se tra -



zon tangentes: 1.« Estas formarán un polígono regular cir
cunscripto de igual número de lados que el inscripto. 2 .* 
Cada dos vértices correspondientes de los dos polígonos 
y el centro estarán en linea recta. (Fig. 91.)

1 . ® El polígono que resulta
es circunscripto, porque está 
formado por tangentes,y es re
gular y de igual número de la
dos que el propuesto, porque 
estas se hallan trazadas por 
puntos que dividen á la cir
cunferencia en tantas partes 
iguales como lados tiene el po
lígono inscripto. f'w»*

2. « Trazando la cuerda AC que une dos puntos conse
cutivos de tangencia del polígono circunscripto; tendre
mos que la recta OB tiene el punto O equidistante de A  
y  de C, y  lo mismo el punto B, luego [Teor. X X X IV ] di
cha recta OB es perpendicular á la AC y la divide en 
dos partes iguales; pero entonces \ Teor. L X ] pasará por 
D, punto medio del arco A D C , y por consiguiente los 
dos vértices B y D correspondientes y el centro están en 
una misma línea recta. La misma demostración se puede 
dar para otros vértices correspondientes de los dos polí
gonos.
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LIB R O  III.
P R O B L E M A S  C O R R E S P O N D IE N T E S  X E S T A  SEC C IO N .

C A P Í T U L O  I.
D E F I N I C I O N E S  P R E L I M I N A R E S .

49. Se denomina problema una cuestión que tiene por 
objeto el determinar una 6  más cosas desconocidas, lia-



maclas incóyniíás, por medio de las relaciones de estas con 
otras que se suponen ó son conocidas y quese llaman rfa/oí.

50. En Geometría pueden ocurrir dos clases de proble
mas. Unos se refieren á las j)ropiedades de las figuras y se 
denominan gráficos; porque se reducen á construir me
diante relaciones conocidas (que no son otras que las pro
piedades demostradas en los teoremas), ciertos puntos, lí
neas ó figuras: otros se refieren á la extensión geométrica 
y se llaman numéricos, porque mediante relaciones cono
cidas de magnitud, se determinan numéricamente las in
cógnitas del problema.

51. Resolver un problema es determinar gráfica ó nu
méricamente (según los casos) la incógnita ó incógnitas. 
Un mismo problema puede resolverse por varios medios 
y  la elegancia consiste en elegir el más sencillo.

52. En general dos procedimientos se emplean para re
solver los problemas geométricos: el sintético y  el analítico.

En el primero se dan las reglas prácticas para resolver 
la cuestión, y después se demuestra que el resultado satis
face á las condiciones del problema.

En el método analítico se procede de un modo inver
so; es decir, se supone resuelto el problema, construyen
do mal ó bien, una figura que se supone satisfacer á las 
condiciones del enunciado, y analizando las relaciones que 
ligan á las cantidades geométricas, se trata de descubrir 
la verdadera solución del problema. Es claro, que para 
completar esta, se necesita hacer la construcción verda
dera.

53. Después de resuelto un problema, puede hacerse la 
discusión de él; esto es, examinar las circunstancias va* 
Hables de la cuestión. E l problema puede ser determina
do, indeterminado ó imposible, según que tenga un núme
ro limitado de soluciones (valores ó posiciones de la in
cógnita), un número ilimitado, ó ningún valor, ó solución 
posible.
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SA. En todo rigor cada problema es susceptible de aná

lisis, síntesis y discusión; pero el carácter elemental de esta 
obra y la sencillez de los problemas más elementales, nos 
dispensan de extendemos sobre estos puntos, y solamcji- 
te por via de ejemplo, haremos el análisis, la síntesis y la 
discusión de algunos de los que ponemos en este libro.

55. El número de problemas geométricos es indefinido, 
pero sólo nos ocuparemos de los de más común uso y que 
se hallan íntimamente relacionados con los teoremas de
mostrados.

56. Todos los problemas gráficos de la geometría ele
mental se resuelven con la regla y el compás. La im
perfección que necesariamente tienen estos instrumentos, 
hace que las construcciones geométricas no alcancen la 
exactitud do las relaciones puramente teóricas ó especu
lativas, demostradas por el raciocinio.

CAPITULO II.
K l G U n A S  R K C T I L Í N E A S

P e o bijem a  i . '**1

En un punto de una recia in- 
definida, levantar una perpen
dicular á dicha recta. 9S) 

Método sintético.— Desde el 
punto dado A  tomemos con el 
compás dos distancias iguales 
A B  y AC. Desde los puntos 13 
y C como centros y con un mis
mo radio mayor que A  C descri-

{•) Prescindimos de la descripción de estos instrumentos por ser 
Tul^Brnieiite conocidos.

(• » )  En el enunciado de to d o  probKma entran d o sté rm in o sd is íin - 
ai.llO.—V'rf.m (¿«I. II. [ 6 I



bañaos <1©8 circunferencias. Unamos el punto D en que se 
cortan eon A , y D A  será la perpendicular pedida. En 
efecto, los puntos A  y  D equidistan de B y C, luego 
[^Teor. X X X IV ] la recta D A  es perpendicular á la BC.

Las dos circunferencias descritas desde los puntos B y 
C se cortan necesariamente \_Reúp. del ieor. L X X II ] ,y  
por el otro punto común D ',  pasará la perpendicular 
\_Teorema X X X III ] , loque sirve de comprobación en la 
práctica.

Método analítico. —Supongamos trazada la perpendicu
lar D A á la recta dada en el punto A , todo punto de esta 
perpendicular equidistará de los puntos B y C tomados á 
igual distancia del punto A  \̂ Teor. X X X III]. Luego si 
con una misma abertura de compás haciendo centro en A  
tomamos las distancias iguales A C  y B A , y desde los 
puntos B y C con iguales radios, mayores que AC, traza
mos dos circunfei-encias,los puntos en que estas se encuen
tren serán puntos de la perpendicular, y por tanto unien
do uno de ellos D con A , quedará trazada dicha perpen
dicular. ]‘ll punto D en que también se encuentran las dos 
circunferencias descritas pertenece á la perpendicular.

Discusión.— El problema es siempre posible, pues la 
construcción indicada siempre se puede realizar. La so
lución es única, porque en un punto de una recta no se 
puede levantar más que una perpendicular.

P r o b l e m a  II.

Desde un punto situado fuera de una recta, trazar una 
perpendicular á esta recta. (Pig. 93)

Tracemos desde el punto A un arco de circunferencia
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t o s ,  que ae llam an propuesta, y  soiucion; la propuesta y  la  solución  
d f. los problem as de este libro  llevarán d istin to  carácter de letra .

{• ) H em os querido resolver este problem a por loa dos m étodo« 
j  hacer su discusión, á pesar de su extrem a sencillez, com o ejem 
p lo  de las definiciones dadas en el cap ítu lo  anterior.



■«jue corte á la recta dada. Desde sus puntos de intersec
ción B y C con el mismo radio (ó 
con otro cualquiera con tal que 
sea mayor que la mitad de B C), 
describamos dos arcos que se 
cortarán en D , y unido D con A, 
la recta A  D será la perpendicu
lar pedida.

En efecto, los puntos A y D 
equidistan de B y C, luego la
A  D es perpendicular á la BC y además divide la recta 
B C  en dos partes iguales. Los arcos de circunferencia se
encontrarán necesariamente delteor. L X X I].

P r o b l e m a  H I .
Dada una recta de longitud determinada, dividirla en 

dos partes iguales por medio de una perpendicular. (Fig. 94)
Desde los extremos A  y B de 

la recta y con un radio mayor 
que la mitad de A  B trazo arcos 
îe circunferencia que se corta

rán delteor. L X X lI ]cn
los puntos C y D, tiro la recta 
C D, y esta será la perpendicular 
pedida. [Teor. X X X IV ]. ^

C o r o l a r i o s  d r  e s t e  p r o b l e m a .

1. « Dividir una recta en 4, 8, 16, y  en general, 2" par
tes iguales. Para esto se dividirá primero en dos partes 
iguales, después cada una de estas en otras dos, y asi su
cesivamente.

2. ® Sobre una recta dada como diámetro, trazar una cir
cunferencia. Se divide en dos partes iguales y el punto de 
división es el centro.

— 83 —



3. ® Dividir un arco en dos partes iguales. Se divide 
cuerda y se prolonga la perpendicular trazada hasta el 
arco. [Teor. L X .]

4 . * Hallar el centro de un circulo ó de un arco. Se tra
zan dos cuerdas y se levantan dos perpendiculares en Ios- 
puntos medios, el de intersección de estas perpendicula
res es el centro buscado. \Teor. L X IIL ]

P r o b l e m a  I V .
En el extremo de una recia que no se puede prolongar^ 

levantar una perpendicular. (Fig 95) 
Se traza una circunferencia que 

pase por el punto dado A  y que 
corte á la recta AB: por el punto 
C de intersección se traza el diá- 
metro C D , y uniendo A  con D, la 

D A  es la perpendicular. En efecto, el ángulo A  es ins
cripto y abraza mèdia circunferencia, luego \_Teorema 
lyXXXI, cor. 2.«] es recto.

P r o b i ,EMA V .
Por un punto de una recia, trazar otra que forme con.

ella un ángulo igual á otro da
do. (Fig.96.)

Con un radio arbitrario des
cribo el arco correspondiente 
mn del ángulo dado M, y des- 

>1,. u6. de el punto A  de la recta con
igual radio trazo el arco indefinido B CD , tomando en él 
la parte CB =  mn. Tirando la recta CA, esta formará 
un ángulo igual 4 M, porque sus arcos correspondientes 
descritos con igual radio son iguales.

P r o b l e m a  V I .
Desde un punto dado/tiera de una recia, trazar una pa

ralela á dicha recta. (Fi8*^0
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Desde el punto dado C y con un radio mayor que la 
distancia del punto á la recta trazo el arco indefinido EF, 
liaciendo centro en E  y con igual 
radio trazo el arco DC. Tomo aho
ra el arco E F = C D ,y  uno el pun
to F, así marcado, con C. La recta 
•CF es la paralela pedida.

En efecto, los ángulos alternos y,g.\n.
internos son iguales por serlo sus arcos correspondientes 
trazados con igual radio; luego las rectas son paralelas.

P r o b l e m a  V I I .

Por un punto dado fuera de una recta, trazar otra que 
forme con ella un ángulo igual á uno dado. (Fig. 93)

Por un punto cualquiera C de la 
recta dada D E  tracemos la GC que 
forme el ángulo 1 igual al dado {Pro
blema V], por el punto dado A  tire
mos la paralela A F  á la recta GC 
\_Problema V I ], y A F  será la recta 
pedida; porque los ángulos 1 y 2 fi? w
son iguales por correspondientes entre paralelas.

P r o b l e m a  V I I I .

Construir un triángulo. Dados un lado y  los dos án
gulos adyacentes. 2.0 Dados dos lados y  el ángulo compren
dido. 8.* Dados los tres lados. (Fig. 99)

1.® En uno de los extremos A del lado conocido A C , 
•í**) construyo un ángulo A  igual á uno de los dos dados
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(•) En este problema hay U etp ro p iie s ta t y nna so lu c io n ,j equi
vale en todo rigor i  tres problemas con una solución común, que 
«ala construcción del triángulo.

(**) En algunos problemas marcamos los datos con igual signa



[Pro¿. V ], y en el otro extremo un ángulo C igual al otro 
ángulo dado. E l punto B en que las rectas se encuentran 
determina el triángulo. Para que la solución sea posible

es preciso que la su
ma de los dos ángu
los dados sea menor 
que dos rectos \Teo- 
rema X X II]. Todos 

¡■iy. 9«. los triángulos que se
construyan con los mismos datos son iguales. [  Teore
ma X X .]

2.  ̂ En el extremo A 'd e  una recta indefinida trazo una 
recta A 'B 'q u e  forme con la A 'C 'u n  ángulo igual al da
do. Tomo ahora desde el punto A  las rectas A 'C 'y  A 'B ' 
iguales respectivamente á los dos lados dados, y uniendo 
B 'con  C'quedará formado el triángulo A 'B 'C 'q u e  se 
quería construir.

La construcción siempre es posible y por tanto este pro
blema siempre tiene solución. Todos los triángulos cons
truidos con iguales datos son iguales.

3. ® Desde los extremos de una recta A*C" igual á uno 
de los tres lados conocidos, y con radios iguales respec
tivamente á cada uno de los otros dos, describo arcos de 
circunferencia, y uniendo el punto B" en que se encuen
tran con los puntos A" y C" quedará formado el triángu
lo A "B "C ", cuyos lados serán iguales á las tres rectas da
das. Para que el problema sea posible es preciso que cual
quiera de las tres rectas dadas sea menor que la suma de 
las otras dos, y mayor que su diferencia [  Teor. X V I]; pues 
si asi no fuese la distancia de los centros A"C" no sería 
menor que la suma de los radios y mavor que su difereu-
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que el que nos ha servido para las líneas de las hipótesis en los teo
remas. [Véase la nota del teor. XLI.]
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cia, en cuyo c^so las dos circunferencias no se cortarían.

Satisfecha dicha condición todos los triángulos cons-. 
truidos con los mismos datos serán iguales. [  leor. X X II ]

P r o b l e m a  I X .

Dados dos lados de un iriúnyulo y  el ángulo opuesto a 
uno de ellos, construir dicho triángulo. (Flg. 100)

Llamemos?» y »  los dos lados co
nocidos y N el valor del ángulo 
opuesto al lado «.

Construyamos un ángulo A  igual 
al dado, en uno de sus lados tome
mos desde el vértice una parte A B =  
m, y haciendo centro en B con un
radio igual al lado « , tracemos un arco que, por regla ge
neral, cortará al otro lado en los puntos C y C , los qué 
unidos con el punto B, darán los triángulos ABC y ABC 
que satisfacen á las condiciones déla cuestión, porque

ángulo A = N  opuesto al lado BC — B C = n , 
lado común A B = m .

En este caso vemos que tiene dos soluciones; pero el 
problema merece una detenida discusión, como ejemplo 
de esta parte déla  resolución de todo problema. (53)

Discusión. (Fig, IM) Pueden ocurrir tres casos: 1.« Que 
el lado n opuesto al ángulo N y que sirve de radio en la 
construcción, sea menor que el lado m. 2.® Que « = m .
3.0 Que « >  »».

1 .0  Si »  <  7» : al describir desde el punto B el arco, cor
tará á la recta en los puntos C y C ' equidistantes del pié 
D de la perpendicular BI) \_Teor. X X X I, 1.""]; pero la 
recta C 'I X  A D  ^Teor. X X X I, 2.*]. Uniendo los pun
tos C y C' con B, resultarán los dos triángulos A B C ' y  
A  B C que satisfacen al enunciado dcl problema. (I-iste ea



el caso general que hemos supuesto en la construcción 
gráfica del problema.)

Como caso particular puede suceder que el lado n = B D , 
sea perpendicular. Entonces la circunferencia seria tan-
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Hí. 101.
gente en D \_Teor. L X I ] á la recta, y los dos triángulos 
«e reducirían al A B D , rectángulo en D.

2. ® Si n = m , la circunferencia trazada desde B cortará 
en A  y B, equidistantes de D, á la recta [ 7 W . X X X I, 1.®] 
y  por tanto no habrá más triángulo que el ABC.

Puede ocurrir como caso particular que el ángulo A = N  
sea recto; entonces la circunferencia seria tangente y el 
triángulo se reducirla á la línea BD.

3. ® Si n >  m, los puntos C y C ' en que la circunferen- 
■cia corta á la recta estarán á distinto lado de A  \_Teore~ 
ma X X X I, 2.®], y uniendo estos puntos al B, se forma
rán los triángulos A B C  y A B C '; pero sólo el primero sa
tisface al problema, porque en el A B C ', el lado C 'B = n  
■se opone á un ángulo que no es igual al propuesto, sino 
su suplemento por adyacente.

Si el lado n fuese menor que la perpendicular B D , en 
ningún caso seria el problema posible; porque la circun
ferencia no cortaría á la recta.

Vemos, pues, en este problema que según las circuns
tancias variables de los datos, es susceptible de una, de 
dos, ó de ninguna solución.

P r o k l e m a  X .

Construir un triángulo rectángulo. Dados 1.® Un cale-
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4o y  un ányulo agudo. 2.‘> La hipotenusa y  «n ángulo agudo.
3.» Los dos catetos. 4.“ La hipotenusa y  un cateto.

Los tres primeros casos se resuelven por el prob. V III.
Dada la hipotenusa y un cateto se puede resolver el 

problema por otras dos construcciones gráficas. (Fie-101)
1. * Construyamos un án

gulo recto A  y en uno de sus 
lados tomemos la recta AB 
igual á el cateto conocido, y 
haciendo centro en B con un 
radio igual á la hipotenusa
tracemos un arco que cortará en C al otro cateto: unien
do el punto C con B, el triángulo A  B C es el pedido. <*>

2. * Sobre la hipotenusa conocida B C trazamos una se- 
mi-circunferencia, y haciendo centro en B con un radio 
igual al cateto conocido, describamos un arco que cortará 
la semi-circunferencia en el punto A. El triangulo A B C  
es el pedido.

Todos los triángulos que se tracen con los mismos datos 
son iguales; porque dos triángulos rectángulos son iguales, 
cuando tienen la hipotenusa y un cateto igual \_Teorema 
X X X I, cor. 2.0]

P r o b l e m a  X I .

Constrnir un polífono igual á otro dado. (Fig. 6A.)
Después de haber dividido en triángulos el polígono 

por medio de diagonales, se construye un triángulo igual 
al A B C , después sobre la A C  otro igual al A C D  y así 
sucesivamente hasta el último. Fd polígono que resulta es 
igual al propuesto. \_Teor. LV, cor. 2.**]

(•) Esta conitruccioa no es más que un caso particular de la
del problema IX, 3.*
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P r o b l e m a  X I I .

Circunscribir un circulo d un triángulo cualquiera, 6 á 
un polígono regular.

Por los puntos medios de dos de sus lados se levantan^ 
perpendiculares, y haciendo centro en el punto de concur
so de ellas y con un radio igual á la distancia desde este 
punto á uno de los vértices, la circunferencia trazada que
dará circunscrita al triángulo ó al polígono. \Teoremas 
X X X V  y L X X X V I].

La perpendicular levantada por el punto medio del ter
cer lado del triángulo, ó de un lado cualquiera del polí
gono regular, deberá pasar por el centro, lo que servirá 
para comprobar la exactitud de la construcción gráfica.

P r o b l e m a  X I I I .

Dividir un ángulo en dos partes iguales. (Fig. 103.)
Con un radio cualquiera, desde el 

vértice A como centro, trazo el arco 
1)C correspondiente al ángulo dado 
A; haciendo centro en los puntos 
y C con el mismo radio trazo dos ar
cos que se cortarán en el punto D,. 

[7eor<?n»(í L X X II, rec.] y uniendo A  con D, A D  será la. 
bisectriz.

En efecto, si trazamos las rectas BD y AD, tendremos 
que los triángulos A B D  y A C D  son iguales [^Teorema 
X X II j; luego sus ángulos en A  son iguales.

P r o b l e m a  X I V .
Inscribir un circulo á un triángulo cualquiera, 6 á un 

polígono regular.
Se trazan las bisectrices de dos de sus ángulos y desde 

el punto de unión de ellas con un radio igual á la perpen-

t■>̂. IW.
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dicular bajada desde dicho punto á un lado cualquiera^ 
se describe una circunferencia que quedará inscripta en el 
triángulo ó en el polígono. [? e o r . 'X X X IX  y L X X X V I.] 

Si se construye la bisectriz del tercer ángulo del trián
gulo, ó de otro ángulo cualquiera del polígono regular, 
esta bisectriz pasará por el centro de la circunferencia.

P r o b l e m a  X V .

Dadas dos rectas comensíirahles, hallar su mayor me
dida común y la razón geométrica de sus longitudes. 

Sean las dos rectas comensurables A B  y CD (Fig. 104),

¡•xgure- 104.

llevo la menor sobre la mayor y supongo que está conte
nida dos veces y deja el residuo E B ; coloco oste sobre la 
CD, y está contenido tres veces y deja el residuo F D ; lle
vo este sobre el E B y supongamos que esté contenido 
cinco veces exactamente en él.
El último diviser ò residuo F D será la mayor medida común.

En efecto, establezcamos las igualdades que expresan 
las operaciones de division:
AB =  2CD-i-EB (o), CD=.3EB-1-FD (i), EB =  5FD (c).

Evidentemente F D  divide exactamente á EB (c);lue
go divide é CD (J) y por tanto á A B  (o), luego la

{*) La medida coman de dos rectas, no es otra cosa que el má
ximo común divisor de ellasj así es que se procede de ipual manera 
T fundándose en idénticos principios que en Aritmética. La rasoik 
de las rectas es la del número de veces que la mayor medida co
man está contenida en cada una de dichas rectas.

(••) Toda cantidad que divide al divisor y  al residuo divide a l 
dividendo. (Aritmética.)



F D  divide á las dos rectas dadas. Ahora se puede demos
trar que F D es la mayor medida común, porque si hubie
se otra mayor que ella que las dividiese, por dividir á 
A B y C D (o) dividirla á EB y en tal caso dividirá á 
F D  (S), lo que es absurdo.

Para hallar la razón numérica de las dos rectas; tene
mos sustituyendo en la igualdad (¿) el valor de KB.

CD =  3X 5F1)-|-F ]) =  16FD, 
de donde AB =  2 x  leFB -f-SFD zzSTED .

Estando la medida común FD  contenida 37 veces en 
A B  y 16 en F D , la razón será:

; ^ _ 3 7  Número de veces que FD está contenida en AB.
CD 16 Id. id. que FD está contenida en CD.

C O B O L A R I O S .

1. '* Medir una linea recta. Se halla la ratón entre ella
la unidad.
2. ® Hallar la razón aproximada de dos rectas incomensu- 

rabies. Se procede como si fueran comensurables hasta 
que se llegue á un residuo suficientemente pequeño.

3. » Hallar la medida común y la razón, entre dos arcos 
de un mismo circulo ó de circuios iguales. Se hace la mis
ma construcción que para dos líneas rectas, tomando con 
un compás las cuerdas de los arcos, en vez de estas f  Teo
rema L X V .]

4.0 Hallar la medida común y la razón de dos ángulos. 
Se halla la de sus arcos correspondientes descritos con 
igual radio. [Teorema L X X V III.]
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( * )  Toda can tidad  que divide a l dividendo y  a l d ivitor divide 
a l  residuo. (Aritmética.)



C A P ÍT U L O  III .
f i g u r a s  c i r c u l a r e s .

P r o b l e m a  X V I .

Por un punto dado en una circunferencia, trazarle una 
tangente.

En el extremo del radio que pasa por el punto se le
vanta una perpendicular á dicho radio, que será la tan
gente. \_Teor. L X I.]

P r o b l e m a  X V I I .

Por un punto dado fuera de un c\.rculo, trazar una tan
gente à la circunferencia. (F.105)

Se une el punto dado A  con 
el centro O y sobre la distancia 
O A  como diámetro se describe 
una circunferencia que eviden
temente cortará á la circunfe
rencia dada. Trazando las rec
tas A  C y AC' que unen el pun
to dado con los de intersección /tg.ioo.
de estas circunferencias, dichas dos rectas serán tan
gentes.

En efecto, los ángulos en C y C' son rectos por inscrip 
tos que abrazan media circunferencia, por tanto las rec
tas A C  y A C ' son perpendiculares respectivamente a los 
radios OC y O C 'en los puntos C y  C' \_Teor. L X I], y 
por tanto son tangentes.

El problema tiene dos soluciones.
Las rectas A C  y A C 'son  iguales, por serlo los trián

gulos O A C  y O A C '.
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P r o b l e m a  X V I I I .

Sobre una recta dada construir un arco capaz de un 
ángulo dado. (Fig. 106.)

En uno de los extremos B de la recta dada, trazo la 
rectaB E  que forme con ella un ángulo A B E  igual al án
gulo dado. Levanto ahora la perpendicular O P á la rec
ta dada por su punto medio, y la perpendicular BO á la 

recta construida BE. Estas dos 
rectas se encontrarán [  Teorema 
X V ], y desde su punto de unión 
con un radio igual a OB trazo 
una circunferencia, de la que el 
arco A F B  será el pedido.

En efecto, siendo el radio OB 
perpendicular á la recta E B , 

>>?• iw esta es tangente, luego el ángu
lo A B E , que es igual al propuesto tiene por medida la 
mitad del arco A B  [Teorema L X X V II]; pero todos los 
ángulos inscriptos cuyos vórtices están en un punto del 
arco A F B , tienen también por medida la mitad del arco 
A B , luego el A F B  es el arco capaz del ángulo dado. (•)

(•) Se llama a rco  ca\mz de un ángulo dado, aquel que todos 
los ángulos cuyos vértices están en él y sus Indos pasan por los ex
tremos de la cuerda, son iguales al ángulo dado.
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C A P Í T U L O  I.
L Í N E A S  P R O P O R C I O N A L E S .

T e o r e m a  L X X X I X .

Si se divide una recia cualquiera en partes iguales y  por 
los puntos de división se trazan paralelas en una dirección 
arbitraria y de modo que corlen á otra recta, esta quedará 
dividida en partes iguales entre si. (Pig.107.)

Supongamos que la recta 
M N se ha dividido en partes

A B = lÍ C = C I )  =  nE....

Y  que se han trazado las 
rectas paralelas, A A ',  B B ',
C C ', T>D'......  que encuen
tran 4 la recta P Q en los pun - i-v
tos A ’ ,B ' ,C ', D '......Vamos á demostrar que

A 'B '= B 'C '= C ’ D '=D 'E ’ ......  (fl)

Para ello trazo por los puntos de división de la recta
M N , las paralelas Am, B ti,C p .....á la recta PQ . Los
triángulos A B m , B C «, C D ;i, D E r.....que así resultan
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tienen el lado A B  — B C = C D — D K  por construcción:

ángulo A = B = C = D . . . .  porcorrespondientesentreparalelas.
ángulo j n ~ n ^ p ~ r . . . .  por tener sus lados paralelos y diri

gidos en el mismo sentido.

Todos estos triángulos, son, por consiguiente, iguales 
[Teorema X X ]; luego

Am =  Bn =  Cja =  I )r .....

Pero A m = A 'B ',  B » = B 'C ',  C ;i= C 'D '.....por lados
opuestos de paralelógramos; y por tanto queda demostra
da la igualdad (a).

T e o r e m a  X C .

Si en un trapecio se ¿raza una recia paralela á las bascsy. 
dividirá á los otros dos lados en partes proporcionales.

(Fig.108.)
Pueden suceder dos ca

sos: 1.0 Que las partes en 
que queda dividido el lado 
del trapecio sean comen- 
surables. 2.“ Que no lo 
sean.

1IW. l.° Supongamos que la
paralela á las bases E F  divide á la A  C en despartes 
A E  y EC comensurables; y que la mayor medida común 
esté contenida tres veces en la primera y cuatro veces en 
la segunda, tendremos evidentemente que

A E :E C ::3 :4 . («)

Trazando ahora por los puntos de división paralelas á 
las bases, las B F  y F D  también quedarán divididas ea 
portes iguales [Teor. anterior^ luego se tendrá que

B F : F D : : 3 , : 4 .  (i)



Ahora las proporciones (a) y ( í )  tienen una razón co
mún, luego con las no comunes se podrá formar la pro
porción

A E  : EC ; : B F  : FD.

2 .0  Si trazándola paralela E 'F ',  las partes A 'E ' y E 'C ' 
no son comensnrables, una de ellas, la E 'C ', se podrá di- 
Tidir en partes iguales, y llevando una de estas partes so
bre la otra, supongamos que A " es el último punto de di
vision. Si por él tiramos la paralela A "B " á las bases, en 
el trapecio A "B "C 'D ' se verificará el teorema por estar 
comprendido en el primer caso. Luego tendremos que 

A'E' B"F'
E ' C ' ~ F D ' ’

Como las partes iguales en que se divide la recta E 'C ' 
pueden ser tan pequeñas como se desee, la recta A "B " 
puede aproximarse ala  A 'B ' tanto cuanto se quiera, lue
go las dos cantidades variables déla igualdad (c) perma
necen constantemente iguales, luego sus límites serán 
iguales, y por tanto 

A 'E ' B 'F
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E 'C '“ F 'D " ó bien AE ' : E'C' : : B’ F ' : F'D'.

T e o r e m a  X C I .

Una recta paralela á uno de los lados de un trtányuloy 
divide á los otros dos lados en partes proporcionales.
(Pig.109)

Por el vértice B del triángulo dado 
trazo una paralela BM al lado AC (y 
por consiguiente á la recta E F ), y 
desde un punto cualquiera M trazo 
la paralela MD al lado BC, y prolon
go A C  y E F  hasta que encuentren 
en D y en N, respectivamente, á la recta MD.
Rnuo.—Volímáfícai. II. [  7 1

>V. 109.
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En el trapecio A B M D , tendremos según el teorema 

demostrado que
BE : E A  ; : MN : ND.

Pero á cansa de ser B F = M N  y F C = N D  \_Teorema 
X I I I ] ,  resulta que

BE : E A : : BF ; FC, que era lo que se quería demostrar.

Escolio 1.® De la proporción que acabamos de demos
trar se deducen, comparando la suma de antecedentes y 
consecuentes con los antecedentes ó con los consecuentes 
de cada razón, las siguientes proporciones:

BE +  A E : B E : : B F 4 - F C : B F ,  ó bien reduciendo 
AB : BE : : BC : BF.

BE-+-AE : AE : : B F  +  FC : FC, 6 reduciendo 
AB : AE : : BC : FC.

Escolio 2.® Aplicando á una cualquiera de estas pro
porciones la propiedad fundamental de queel;?ro(/ttc¿o de 
los medios es igual al de los extremos, tendríamos que 
aplicar á las líneas la operación de multiplicarlas entre
sí. Más adelante hemos de ver que también expresaremos 
fórmulas en que hay que dividir unas líneas por otras, ó 
multiplicar superficies por líneas, ó dividir volúmenes 
por superficies, &c. En todos los casos en que tales ope
raciones se presenten, relativas á las cantidades geomé
tricas, debe entenderse que se refieren á los valores nu
méricos, es decir, á los nümeros abstractos que representan 
las relaciones de cada una de estas cantidades geométricas 
con su respectiva unidad. De manera que concretándo
nos (para concluir de aclarar esta idea) á la proporción 

• AB : BE : : BC : BF,
Ó á la igualdad que de ella se deduce A B x B F  =  B E x B C ,  

significan estas expresiones, que los números de veces que 
la unidad lineal está contenida en ellas, son proporciona
les entre sí; y por consiguiente, que el producto de los 
números de los extremos es igual al de los medios.
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T e o r e m a  X C I I .  [Reciproco dsl anterior.]
Si una recia divide en partes proporcionales dos lados 

•rfe un triángulo, esta recta es paralela al tercer lado. (F. 110) 
Supongamos que la recta D E  es 

tal que tenemos la proporción B O 
: DA : : BE : EC, ó bien la que de 
esta se deduce AB : BD : :  BC : BE.
En tal caso digo que DE es parale
la á la AC, porque si no lo fuera no- 
■dnaraos trazar por el punto D una recta D E 'que fuera 
paralela á la A C , pero entonces tendríamos que

AB : BD :: BC : BE , por el supuesto.
AB : BD :; BC : BE', por ser la recta DE' paralela k la AC.
Luego BE =  BE' lo que es absurdo. W

T e o r e m a  X C I I I ,
La bisectriz de un ángulo de un triángulo divide al la- 

■do opuesto en despartes, proporcionales á los lados que 
forman dicho ángulo. (Fig. 111.)

Para demostrarlo trazo la paralela CE 
á la bisectriz BD, y prolongo el lado AB 
hasta que encuentre en E á dicha para
lela. Tendremos que los ángulo.s 1 y 2 
son Iguales por hipótesis, ángulo 3 = á n - 
gulo 1 por correspondientes, y ángulo 
•*=ángulo 2, por alternos internos cu
tre paralelas, por consiguiente

ángulo l=ángulo 2 =  ángulo 3 =  &ngulo h.

Pero en el triángulo CBE si los ángulos 3 y 4 son igua
les, sus lados opuestos BE y BC, también lo serán.

(•) I>e igual manera se demuestra el ncíproco del ieor. XC.
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Ahora en el triángulo AEC tendremos \Teor. X C I]
AD : DC : : AB : BE =  BC; 

que era lo que se quería demostrar.

C A P I T U L O  II .
t e i Xn g t t l o s  y  p o l í g o n o s  s e m e j a n t e s .

54. Dos polígonos son semejantes, en general, cuan
do tienen sus ángulos 
iguales y los lados que 
lo forman proporciona
les; si estos elementos- 
están d is p u e s t o s  en 
igual orden, de mane
ra que se satisfagan las-

'■■ir. ui. relaciones (Fif. 112)
ángulo A =  ángulo A', ángulo ángulo B', áng. C=áng. C'....

AB : A 'B ': :  B C : B’C ': CD : C'D'....

55. Esta relación constante que existe entre los lados 
que forman los ángulos iguales es la razón de semejanza..

56. Vértices homólogos son los de los ángulos iguales:,
el vértice A  es homólogo con el A ',  B con B '.....Lados
homólogos son los que terminan en dos vértices homólo
gos: AB es homólogo con A 'B ' ,  BC con B 'C ', CD con 
C 'D '... Angxdos homólogos los que corresponden á vérti
ces homólogos. Diagonales homólogos las que terminan, 
en dos vértices homólogos: A C  es homologa con A 'C ^  
A D  con A 'D '....

5 7 . Si dos polígonos semejantes tienen un lado homó
logo respectivamente igual, todos los demás también son 
iguales, la razón de semejanza es la unidad y los dos po
lígonos serán iguales.

58. Dos polígonos regulares de igual número de lados^ 
son evidentemente semejantes.



59. Los triángulos semejantes se definen lo mismo que 
los polígonos, es decir, son semejantes dos triángulos si 
tienen sus ángulos iguales y los lados que los forman prO' 
porcionales.

T e o r e m a  X C I V .

Si en un triángulo se traza una recta paralela á uno de 
¿os lados, el triángulo parcial que resulta es semejante al 
propuesto. (Fig.113.)

Los dos triángulos A B C  y D D E tie
nen sus tres ángulos iguales, á saber; B 
¿ngulo común. D=A y  E=C, por corres
pondientes (a). Además, siendo la recta 
D E  paralela á la A E , tendremos

AB : BD :: CB : BC \_Teor. XCI]. f i p .  , , g .

Trazando por el punto E la paralela E F  al lado A B , 
tendremos por igual razou: CB : B lí : ; A C  : A F = D E , 
por lados opuestos de paralelógramo.

Por consiguiente, combinando estas dos proporciones 
■que tienen la razón común CB : BE, resultará que 

AB : BD ; : CB : BE : : AC : DE. (6 )
Por consiguiente los triángulos son semejantes, por

que tienen sus lados proporcionales (5 )  y sus ángulos 
iguales (a) .

T e o r e m a  X C V ,

Dos triángulos son semejantes, st tienen sus tres ángu
los respectit^amente iguales.
(Fig. lU.)

Supongamos que en los 
dos triángulos A B C  y a¿c,  
tenemos ángulo A=ángulo

ángulo B=ángulo b y án
gulo C =ángu lo c.

t ig. iit,
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Tomemos en el lado AB y á partir del punto B una 
parte B D =  a ¿ ; tracemos por el punto D la paralela D E. 
al lado A C . El triángulo D B E  que resulta es igual al 
abe-, porque tienen el ángulo B = ¿ ,la d o  B D = a ¿ y  án
gulo D = A = o .

Pero el triángulo D B E es semejante al A  B C \_Teorema 
aníerior~\, luego su igual abe también lo será.

C O R O L  A R I O S .

1. ® Dos triángulos son semejantes, si tienendos ángulo& 
respectivamente iguales, pues en tal caso los terceros án
gulos también serán iguales.

2. '’ Dos triángulos rectángulos son semejantes, si tie
nen un ángulo agudo igual.

3. “ Dos triángulos isósceles son semejantes, si tienen un 
ángulo igual de los dos iguales, ó el opuesto á la base.

4.0 Dos triángulos equiláteros son semejantes.
En cualquiera de estos casos se puede observar que Ios- 

tres ángulos son iguales.

T e o r e m a  X C V I .

Si dos triángulos tienen sus lados respectivamentepara^ 
lelos, son semejantes.

Los ángulos de estos dos triángulos serán iguales ó su
plementarios \_Teorem(i X III], y la suma de ellos deberá 
ser igual á cuatro rectos [  Teorema X V II]. Por consiguien
te, si llamamos A , B, C, los tres ángulos de uno de los 
triángulos, a, h, c, los dol otro cuyos lados son paralelos,, 
y  R el valor del ángulo recto, no pueden ocurrir más que- 
los siguientes casos:

1. » A -|-«=21t. B -1-6=2R . C -|-c=2R .
2. ® A  +  a = 2 H . B-1-S =  2R. C =  c
3. « A -j-o  =  2R. B = i .  C =  c
4. “ A = a .  B = i .  C = c
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Los dos primeros casos son absurdos, porque la suma 

de los ángulos de ambos triángulos seria mayor que cua
tro ángulos rectos. E l tercer caso está comprendido en el 
cuarto \_Teor. X V II , cor. 3.o]; pero en estos dos casos los 
triángulos son semejantes. \ Teor. anterior.~\

Escolio. Los lados homólogos son los paralelos.

T e o r e m a  X C V I I .

Dos triángulos son semejantes, si tienen sus lados n?«- 
pectivamente perpendiculares.

Los ángulos tendrán que ser en tal caso iguales ó su
plementarios [TVor. X IV ], por lo que la demostración de 
este teorema es igual á la del anterior.

Escolio. Los lados homólogos son los perpendiculares.

T e o r e m a  X C V I I I .

Dos triángulos son semejantes, si tienen un ángulo igual 
y  los lados que lo forman proporcionales. (Fig. 115)

Por hipótesis tenemos que

ángulo B =ángulo h, 
y A B : o Í : : B C : J c  (a).

Tomemos en el lado BA y 
á partir del punto B una par
te =  y tracemos la pa- Fig. iis v na,
ralela DE al lado AC. El triángulo DBE que resulta se
rá semejante al A B C  [TVor. X C IV ], y por tanto

AB : D B = ü 6 :  : BC : BE (6)

Esta proporción tiene tres términos iguales con la (n)» 
luego í c = B E ;  pero en tal caso los triángulos D B E  y  
ahe son iguales \_Teor. X IX ], y siendo el D B E  seme
jante ni A BC, también lo será su igual o i c .
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T e o r e m a  X C I X .

Dos triángulos son semejantes, tienen sus lados res
pectivamente proporcionales. (Fig. 116)

Tomemos la recta B D = a ó  y  tiremos la paralela D E  
al lado A  C: vamos á demostrar que el triángulo DB E es 
igual &\ abe, con lo que el teorema quedará demostrado.

Por el supuesto tenemos que

AB : «6 : : BC : Je (a)
y AB : oJ : : AO : ac (J)

Por ser semejante el triangulo D BE al ABC, resulta que 
AB : DB =  aJ : : BC : BE (e)

y AB : D B = a 6  : : AC : DE. ( ¿ )
Las dos proporciones (o) y (c) tienen tres términos 

iguales, luego ¿ c = B E .
Las dos proporciones (¿) y {d) tienen también tres tér

minos iguales, luego a c = D E .
Por consiguiente, los dos triángulos a c ¿  y  D B E  son 

iguales \_Teorema X X I I ] , y siendo e l D B E  semejante al 
ABC, su igual también lo será.

T e o r e m a  C  .

Dos polígonos compuestos de un mismo número de trián
gulos semejantes y  
semejantemente colo
cados, son semejan
tes. (F)g. 117)

Todos los ángulos 
de los dos polígonos

F.J- 117- . °
son respectivamente 

iguales; porque ó pertenecen á triángulos semejantes co 
mo los ángulos B y ¿ ,ó  se componen déla suma de dos ó 
más ángulos de triángulos semejantes, y semejantemente



colocados como C y c, cuyos ángulos se componen respec
tivamente de m y n, ó de m' y n ', que son iguales entre 
sí, esto es, y n ~ n ' .

Para demostrar ahora la proporcionalidad entre todos 
los lados homólogos de ambos polígonos, vemos que sien
do semejantes respectivamente los triángulos ABC, ACD, 
A D E .... con ach, adc, ade... tendremos las proporciones

AB : o6 :: BC : 5c :: AC  : c c  
A C : o c : : C D : c < f : :  AD : ad 
Al) : flrf :: DE •. de AE : ae.
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Y  teniendo cada una de estas una razón común, podre
mos formar la siguiente;

AB : o5 :: BC : 5c :: CD : c d : :  DE : de....

Luego los dos polígonos son semejantes. (54)

T e o r e m a  CI. [ReciprocodeUnterior]
Do$ polígonos semejantes, pueden descomponerse en 

ignal número de triángulos semejantes y semejantemente 
colocados. (La misma figura)

En efecto, trazando desde los vértices homólogos las
diagonales A C , A D , A E .... y ac, ad, ae.....vemos que
los triángulos ABC y a5<? son semejantes porque tienen el 

ángulo B=ángulo 5 y AB : a5 :: BC : 5c.
Los triángulos A C D  y acd  también son semejantes, 

porque tienen áng. m '= á n g . m, porque son diferencias 
entre dos ángulos respectivamente iguales (áng. C—áng. 
c y áng. « '= á n g .  n); y los lados proporcionales A C : 
a c  : :  DC : de, porque de las dos proporciones

AC : flc :: B C : 5c
BC : 5c :: DC : de,

se deduce
AC : flc :: DC : de.

De igual manera se demostrará la semejanza de los 
Otros triángulos.



T e o r e m a  C I I .
Los perímetros de los polígonos semejantes, son propor

cionales à sus lados ó diagonales homologas.
Sean A B , BC, C D , D E .... los lados de uno de los po

lígonos; ab, be, cd, de.... sus homólogos en el otro, ten
dremos que

A B  : a i : : BC ; 6c :: CD : D E  -.de....

Pero en esta serie de razones iguales se sabe que 
AB-í-D C +  CD-I-DE.... ; o 6 -f  ic  +  cá-fdc.... : : AB : o6.

Ahora siendo proporcionales los lados homólogos con 
los diagonales [2Vor. CI], la segunda parte del teorema 
también es cierta.

Escolio general sobre la semejanza. E l número necesa- 
rio de condiciones para que dos polígonos de n lados sean 
semejantes es (2n  — 4) ;  cuyo número puede disminuir si 
los polígonos tienen ya ciei'tas condiciones particulares.

C A P I T U L O  I I I .
COJÍSECTJENCIAS D E  LA SEM EJAIíZA  D E  TRUÍNGULOS.
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T e o r e m a  C I I I .
Si varias rectas que concurren en un punto encuentran 

á dos paralelas, dividen à estas 
paralelas en partes proporciona
les. (Pig. Ü8.)

Por ser BE paralela á F L , los 
triángulos A B C ,  A C D ,  A D E ,  
son respectivamente semejantes á 
A F G ,  A G H ,  A H L ;  luego tea- 

,18. dremos las séries de razones:

A F : A B : : F G : B C : : A G : A C 1  Luego 
A G :A C : : G H : C D : : A H : A D  ; FG : BC : : GH : CD : : HL : DE. 
A H : A D : : H L : D E : ; A L : A E  )



Escolio. De la série de razones indicada se deduce, que 
también las rectas concurrentes quedan divididas, en par
tes proporcionales, por las paralelas.

T e o r e m a  C I V .

La perpendicular trazada desde el vértice del ángulo rec
to de un triángulo rectángulo á la- 
hipotenusa, es media proporcional (*) 
entre los segmentos de la hipotenu
sa. (Fig. 119)

Los triángulos B A D  y A D C tie
nen sus lados perpendiculares, y por 
tanto [TVor. X C V II] tendremosque rtg. ii»,
BD :A D  : :A D  : DC, que éralo que se quería demostrar.

Corolario. La perpendicular trazada desde xtn punto de 
la circunferencia al diámetro, es me
dia proporcional entre los segmen
tos del diámetro. (Fig. 120)

En efecto, trazadas las cuerdas 
A B  y AC, el triángulo A B C  será 
rectángulo en A.
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t'ig. l iO .

T  E O R E M A  C V .

Si desde el vértice del ángulo recto de un triátigulo rec
tángulo se traza una perpendicular á la hipotenusa: 1.“ 
Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y 
el segmento adyacente á dicho cateto. 2." Los cuadrados 
de los catetos son proporcionales á los segmentos de la hi
potenusa. (Fig. 119 )

Los triángulos B A D  y B A C  son semejantes, porque 
son rectángulos y tienen el ángulo B común, luego 

BC : AB ; : AB : BD. (a)

( • )  S e  d ic e  q u e  u n a  recta  es  m edia p rop orcion a l  e n t r e  o t r a s  d oa , 
c u a n d o  en v a lo r  n n in é r ico  fo rm a  e l  w a i m o  m e d io  d e  u n a  p r o p o r 
c ió n  c o n t in u a , d e  la  q u e  las o t r a s  d o s  son  lo s  e x tre m o s .
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Por igual razón en los triángulos A D C  y B A C ,  ten
dremos

BC : AG : : AC : DC. (6)
2.0 D e las dos proporciones (a ) y (¿) resultan las igual

dades __
A B * = B C x BD y A C*=BC x DC.

Dividiendo estas igualdades ordeixadamente, y supri
miendo el factor común de los segundos miembros BC, 
se deduce la proporción

A'B- : ÁC*: : BD : DC.
Corolario. Si desde un punió de la circunferencia se ba

j a  una perpendicular à un diámetro y  se trazan las cuer
das que unen dicho punió con los extremos del diámetro: l.<> 
Cada cuerda es media proporcional entre el diàmetro y su 
segmento adyacente. 2.® Los cuadrados de las cuerdas 
son proporcionales álos segmentos del diàmetro. (F. 120) 

PU triángulo que así resulta B A C  es rectángulo en A; 
y por consiguiente queda el corolario comprendido en el 
teorema.

T e o r e m a  C V I .  [Llamido dePiiágoias]

En iodo iriángulo rectángulo, el cuadrado de la hipote
nusa es igual à la suma de los cuadrados de los catetos.
(Fie. 119)

liem os demostrado \_Teor. anierior~\ que
A B * = B C x BD y A"C*=BCx DC.

Sumando estas dos igualdades miembro á miembro y 
scpai'ando el factor común BC, resultará

AB*-f AC*=BCCBD -1-DC) =  BC X EC =  BC=,
ó  b i e n

B  G * = A B * - Í " A C - ,  q u e  e r a  l o  q u e  se  q u e r ía  d e m o s t r a r .

De esta igualdad resulta
AB^=B'C»-ÁC*¡



es decir, que el cuadrado de un cateto es igual al cuadra
do de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

Escolio. El teorema de Pitágoras puede servir para de
terminar el valor numérico de un lado de un triángula 
rectángulo, conocidos los valores numéricos de los otros 
dos. En efecto, llamemos a, ¿ y c, los valores de los tres 
lados, siendo a la hipotenusa, tendremos que

y — c*,
y por consiguiente:
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a=)^b*-l-c ’  y bzzl^a*—c*.
60. Se llama proyección de una línea cualquiera sobre 

una recta, la parte de recta com
prendida entre las perpendiculares 
bajadas desde los extremos de aque
lla sobre esta. Así (Fig. ISl) E F es la 
proyección de la línea recta C D so
bre la A  B. Según esta definición es 
evidente que ' v i»‘ -

1. ® Todas las lineas que tengan los extremos comunes 
tienen la misma proyección sobre una misma linea recta. 
Así la curva C M D  tiene igual proyección que la rec
ta CD.

2. ® La proyección de una recta sobre otra que le es pa
ralela, es igual á esta paralela. [Teorema XLII.J

3. " La proyección de una linea recta sobre otra que es 
perpendicular, es un punto.

4. ® La proyección de la hipotenusa sobre cada uno de 
los cafetos es el mismo cateto.

T e o r e m a  C V I I .

£!n todo triángulo el cuadrado de un lado opuesto á un 
ángulo agudo, es igual á la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados, ménos el duplo del producto de uno de 
ellos por la proyección del otro sobre él. (Fig. 1SS)
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Sea el lado A B  opuesto al ángulo agudo C, pueden 

suceder dos casos: 1.« Que la perpendicular B D  caiga en 
un punto del lado AC. 2.®Que 
caiga en la prolongación.

1 ° En el triángulo rectán
gulo A B D  tendremos {^Teore
ma CVI.]

Á B * ^ A Í)* + b"D* (a) 
j'ig. lia. AD =  AC — DC,

y  por tanto
Á D '-Á C * + D C * — 2 A C xD C . (6)

En el triángulo rectángulo DB C ,  tenemos que
I)C*. (c )

Sustituyendo en el segundo miembro de la igualdad 
(a), los valores de Á ^® y que expresan los segundos 
miembros de las igualdades (h) y (c) resultará

ÁB*=AC*+1DC*— 2A C X B C  +  BC* —DC*. ■

De donde suprimiendo los términos iguales y de sig
nos contrarios, resulta

a’ b*=  AC*-1- BC*— 2 a  C X  D C ,

que era lo que se quería demostrar.
2." Si la perpendicular cae en la prolongación de AC, 

tendremos que
A D = D C — AC, 

y elevando al (ruadrado
Á D »=  DC?+ÁC*— 2 A C X D C.

Por consiguiente, el segundo miembro de esta igualdad 
es igual al de la ( i )  y el teorema se demuestra lo mismo 
que en el caso anterior.

(• )  C o n fo r m e  é  la  fó r m u 'a  ( a — & )* = o *  +  6*— 2ab.
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F ig . 133.

(« )

( i )

T e o r e m a  C V I I I .

En iodo triángulo obtmángulo el cuadrado del lado 
opuesto al ángulo obtuso, es igual á la suma de los cuadra
dos de los otros dos, mas el doble 
del producto de uno de ellos por la 
proyección del otro sobre él. (F-123)

Sea BC el laclo opuesto al ángu
lo obtuso A, la perpendicular BD 
caerá fuera de dicho ángulo [  Teore
ma X V III.]

En el triángulo rectángulo D B C  tenemos que \_Teore- 
ma C V I ]  _

B C *=B D *+(D A  +  AC)».

Pero en el triángulo rectángulo D B A  
B Í)*=B A »— irA*, 

y  además sabemos que
(D A  +  A C )* = D A * + ^ * + 2 A C x DA. ( c )

Sustituyendo, como en el teorema anterior, en el segun
do miembro de la igualdad (o ) los segundos miembros de 
las (¿) y (c), resultarán después hechas las reducciones:

BC‘=  B A * - 1 - 2 A C X D A .
Los recíprocos de los tres teoremas últimos son ciertos 

y se demuestran por la regla del párrafo (34).
Escolio. Existiendo una relación constante entre el 

cuadrado de un lado de un triángulo y los otros dos la
dos, cuya relación varía según que el ángulo opuesto sea 
obtuso, recto 6 agudo, se puede conocer por los valores 
numéricos de los lados de un triángulo, á qué clase de án
gulo se opone cada lado. Así llamando o, 6 y c á los tres 
lados y siendo por ejemplo,

0 = 5 , 6 = 4 .  c = 8 ,
tendremos que

8’ =64>5*-l-4*=4i,



por consiguieiitp, el lado e se opone á un ángulo obtu
so, y por consiguiente los otros dos se oponen á ángulos- 
agudos. °

— 112 —

C A P I T U L O  IV .

X b e a s  d e  l o s  p o l í g o n o

61. La extensión medida de una superficie sabemos que- 
se llama área. Se concibe fácilmente que dos figuras de 
muy distintas formas pueden tener igual extensión ó área: 
en tal caso se llaman equivalentes; y es claro que no po
dran coincidir, pero los números que expresan la relación 
de estas figuras con la unidad serán iguales.

62. Para medir las superficies se toma, generalmente,, 
por unidad el cuadrado.

63. En la evaluación de las superficies se llaman lase^ 
de un paralelógramo dos de sus lados paralelos y la altura 
es la perpendicular bajada desde un punto cualquiera de 
una de estas bases á la otra, ó á su prolongación. Es evi
dente que en el rectángulo y el cuadrado, la base y la al
tura son dos lados consecutivos.

64. En un triángulo se toma como lase un lado cual- 
quiera y la altura es la perpendicular bajada desde el vér
tice opuesto á su base ó á su prolongación, si fuere nece
sario. Si el triángulo es isósceles suele tomarse como base 
el lado desigual. En el triángulo rectángulo si se conside
ra como base un cateto el otro cateto será la altura, según 
la definición.

65. En el trapecio se considera como base uno de sus 
lados paralelos, siendo la altura la perpendicular bajada 
desde un punto de este lado al otro.
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T e o r e m a  C I X .

Dos rectángulos que tienen iguales sus bases, son pro
porcionales á  sus alturas. (7ig. 124.)

Pueden suceder dos casos: I.®
Q-ue las alturas AB y  o¿ sean co- 
niensurables. 2.« Que no lo sean.

1.® Si AB y ab son comensura- 
bles, llevemos la medida común so
bre estas rectas, y supongamos que 
está contenida en la A B , m  veces, y en la ab, n veces; ten
dremos la proporción

A B  : c i  : :  m : n.  ( a)

Irazando por los puntos de division rectas paralelas á 
las bases quedarán divididos el rectángulo A B C D  en 
rectángulos iguales, y el abcd  en n rectángulos iguales 
también entre sí y á los primeros \_Teor. X LI, cor.'}, lue
go cualquiera de ellos es medida común de los rectángu
los propuestos, por tanto:

ABC D : abcd :: m : n. (5)

Las dos proporciones (a )  y ( ¿ )  tienen una razón co
mún, luego

ABCD : abcd : :  AB : ab.

2. Si las alturas A B  y o¿ son incomensurables, la de
mostración es igualóla délos teoremas L X X V I I I y X C .

Corolario. Dos rectángulos de igual altura, son propor
cionales á sus bases. Esto se deduce de la definición del 
párrafo (63).

T e o r e m a  C X .
Dos rectángulos cualesquiera, son proporcionales á los 

productos de sus bases por sus alturas.
Sean R y R ' los dos rectángulos: a y a'sus alturas res

pectivas; h y  h' las bases. Supongamos un tercer rectáu-
S n ie .—Msirm^ricai. ||. [  8 ]



guio R ", que tenga la altura a' y la base b, es decir, 
igual altura que R ', é igual base que R.

Según el teorema anterior, los dos rectángulos R  y  R" 
•que tienen igual base, serán proporcionales á sus alturas, 
luego

R  : R": : o : a', (c )

Y  los dos rectángulos R '' y R ' que tienen igual altura 
son proporcionales á sus bases
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R" : R ' : : 6 ; b\

Multiplicando las dos proporciones (a) y (¿) término á 
término y  suprimiendo el factor común R " , resulta

R : R ': : a x b  : a 'xb '. 
que es el enunciado del teorema.

Escolio. Esta propiedad puede servir para hallar la ra
zón de dos rectángulos, conociendo los valores numéricos 
de dos de sus lados consecutivos. Así por ejemplo, si te
nemos

Rectángulo R, su altura a =  22, su base J=:16 
» R ' ,, n '=I2, „  ¿'=14

R ;R ' : :  22X 1 6 :  12x14,  ó bien
R  168

T e o r e m a  C X I .

m  área de u?i rectángulo, es igual al producto de su ba
se por su altura si la unidad lineal es el lado del cua
drado que se toma j)or unidad de superficie.

En efecto, si R  es el rectángulo, a y b sn altura y base, 
C  el cuadrado que sirve de unidad, y l su lado, tendro- 
snos \Teor. CX] (•)

(• )  E s te  e n u n c ia d o  q u ie r e  d e c ir  {Teor. CX, escolio 2."1 q u e  el 
■nufmro abstracto q u e  re p r e s e n ta  la r e la c ió n  e n t r e  la s u p e r fic ie  d e l  
r e c tá n g u lo  y  la umdad superficial, e s  igu a l al p r o d u c t o  d é l o s  nú
meros abstractos q u e  e x p re sa n  lo s  v a lo r e s  u m u é r ico s  d e  la b a s e  v  
la a ltura  c o n  re la c ión  i  la  unidad lineal. ^



^ — Í¿ » P®ro 1/— 1 y í =  1, por consiguiente R = a  X b.

Corolario. E l área de un cuadrado, es igual á la segun
da potencia de su lado.

Siendo el cuadrado un rectángulo cuya base y altura 
son iguales, tendremos que C = a  x  a =  a*, expresando a 
eu lado.

Por eso en aritmética se llama cuadrado al producto de 
. un número por sí mismo, porque representa el valor del 

¿rea de esta figura geométrica. Por una razón análoga se 
llama rectángulo al producto de dos números cualesquie
ra. porque representa el área de esta figura geométrica, 
«iendo la base ó la altura cada uno de los dos números.

T e o r e m a  C X I I .

E l área de un paralelógramo es igual al producto de su 
base por su altura. (Fig. 125)

Sea el paralelógramo A B C D ,  
por los extremos de la base A D , 
levanto las perpendiculares á ella 
A E  y D F hasta que encuentrenal 
lado opuesto o á su prolongación.
Eos dos triángulos A E B  y D F C  tienen A E = D F  y 

CD, por lados opuestos de paralelógramos y el án
gulo en A = á n g u lo  en D, por tener sus lados paralelos 
y  dirigidos en el mismo sentido: luego son iguales \_Teo- 
rema X IX .]

Ahora, si del trapecio A D F B  se resta el triángulo 
D F C ,  queda el paralelógramo propuesto, y si de dicho 
trapecio se resta el triángulo A B E ,  queda el rectángulo 
A  E  F D ; luego el rectángulo y el paralelógramo son equi
valentes (61); pero estos cuadriláteros tienen la misma 
base é igual altura (63). y siendo el área del rectángulo 
e l producto de estas dos líneas \_Teor. C X I], también se
rá el área del paralelógramo.
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De la equivalencia entre el rectángulo y  el paraleló^ 
gramo que tienen igual base y altura, se deducen los si
guientes

C O B O I A R I O S .

1 Dos paralelóiframos de igual base y  altura, son eaui- 
▼alentes.

2.® Dos paralelógramos que tienen iguales bases, son 
proporcionales á sus alturas, y reciprocamente s i  tiê xen 
la altura igual.

3.0 Dos paralelógramos cualesquiera son proporciona
les á los productos de sus bases por sus alturas.

T e o r e m a  C X I I I .

E l área de un triángulo es igual á la mitad del producto 
de su base por su altura. (Fig. 126)

Sea el triángulo A B C ;  por dos de 
sus vértices-B y C, tiro paralelas CE 
y B E  á los lados opuestos y  resul
tará un paralelógramo A B E C d e  
igual base A C  é igual altura B D  

m  qyg gj triángulo (63 y 64); pero los
dos triángulos A B C  y C B E  son iguales [TVor. X X II ] ; 
luego el triángulo propuesto es mitad del paralelógramo^ 
y siendo el área de este el producto de su base por su al
tura [Teor. CXIIJ, el área del triángulo es igual á la mi
tad del producto de su base por su altura.

Siendo mitad todo triángulo de un paralelógramo de 
Igual base y altura, se deducen los siguientes

C o r o l a r i o s .

1-'’ Dos triángulos de igual base y  altura, son equiva
lentes.

2 .0  Dos triángulos de igual base, son proporcionales á  
sus alturas, y reciprocamente si tienen igual altura.
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3.0 Dos triángulos cualesquiera, son proporcionales á 
los productos de sus bases por sus alturas.

Escolio. En wn triángulo rectángulo considerando co
m o base un cateto, la altura será el otro, y por tanto, su 
área es igual d la mitad del producto de los catetos.

T e o r e m a  C X I V .

E l área de un trapecio, es igual al producto de su al
tura por la semi-suma de sus bases.
(Fig.127.)

Trazando en el trapecio la diago
nal A C , quedará dividido en dos 
triángulos ABC y ACD, que si con
sideramos como sus bases respecti
vas las rectas BC y  A D  (bases del **’ •
trapecio), tendrán la misma altura BE que el trapecio 
(63). Ahora tenemos según el teorema anterior

Area del triángulo A B C = B E  X ¿BC 
„ del triángulo A C D = B E  x  JAI).

Sumando estas dos igualdades y separando el factor co
mún B E , tendremos

área del trapecio ABC D =  BE X i(B  C -f AD).

Escolio. Siendo la recta que une los puntos medios de 
los lados no paralelos del trapecio igual á la semi-suma 
de sus ba,ses \_Teorema L ], también puede decirse que el 
área del trapecio es igual al producto de su altura j)or la 
recta que une los qiuntos medios de los lados no paralelos.

T e o r e m a  C X V .

E l area de un polígono regular, es igual á la mitad del 
producto de su apotema por su perímetro.

Sabemos \_Teorema L X X X V I, eacolio~̂ , que todas las 
apotemas de un polígono regular son iguales: luego si con-
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sideramos radios tirados desde el centro del polígono á 
los vértices, quedará dividido en tantos triángulos iguales 
é isósceles como lados tenga. El área de cada uno de es
tos triángulos, si se toma el lado del polígono como base, • 
será igual á la mitad del producto de la apotema por el la
do. Llamando l un lado del polígono, n el número de es
tos, y  o á la apotema, tendremos que

área de uno de los triángulos=^ox?, 
área de todos los triángulos

ó sea del p o líg on o= «x

que era lo que se queria demostrar, pues nX ^es el perí
metro.

Escolio. El área de un polígono cualquiera se determi
na dividiéndolo en triángulos, hallando las áreas de estos- 
y sumándolos.

66. Ahora puede comprenderse bien la denominación 
de do5 dimensiones dada á la extensión superficial; ( 4 )  
pues para medir una superficie, en general, se multipli
can dos líneas que son sus dimensiones. En el paraleló- 
gramo la base y la altura son estas dimensiones, así como 
en el rectángulo y en el triángulo; en el trapecio son la 
altura y la recta que une los puntos medios de los lados 
no paralelos; en el polígono regular la apotema y  el pe
rímetro, kc.
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C A P IT U L O  V .
C O M P A R A C I O N  D E  L A S  Í R E A S

T e o r e m a  C X V I .

Jjüs áreas de dos triángulos que tienen un ángulo común 
ó igual son proporcionales á los productos de los lados qufe 
forman dicho ángulo. (Fig.128.)
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En efecto, sean los dos triángulos AiJC y D B E  que 

tienen el ángulo común B. Trazo la recta A E , y  tendre
mos que si en los dos triángulos 
A B E  y D B E  consideramos como 
bases respectivamente A B  y DB, 
tendrán la misma altura (que será 
la perpendicular bajada desde el 
vértice común E á la recta AB),  y 
por consiguiente sus áreas serán '**'
proporcionales á sus bases [7 W . CXV, cor. 2.“] ,  luego

A BE : D B E  AB : BD. (rt)

Por iguales razones tendremos comparando los trián
gulos A  B C y A B E  que tienen el vértice común A  y sus 
lados opuestos en una misma línea recta

A B C : A B E : : B C : B E .  (i)

Multiplicando estas dos proporciones y suprimiendo el 
factor común A B E ,  resulta el enunciado del teorema

ABC : DBE : : A B x B C  : B D x B E .

Corolario. Silos dos iriánffulos son semejantes, es decir, 
que la recta D E  es paralela á la AC, el triángulo auxi
liar que resulta ABE {después de trazada la recta API) 
es medio proporcional entre los dos triángulos propuestos, 
porque de ser paralela la D P1 á la A  C, resulta

AB : BD : : BC : BE, [Ttw. XCI]

y  por tanto, las dos proporciones (o) y (¿) tienen una ra
zón igual, por lo  que

ABC ; : ABE ABE ; DBE.

T e o k e m a  C X V I I .
Las áreas de dos triángulos semejantes, son proporcio

nales á los cuadrados de sus lados homólogos. (Fig. 129)



Los dos triángulos ABC y abe, siendo semejantes ten
drán sus ángulos homólogos iguales y tendremos por con-

siguiente [Teor. CXVI]

ABC: flác:: AB xBC:  ■.ahy,bc{a)

Pero también tenemos que 
los lados homólogos son pro
porcionales, y por tanto

‘■'•i-129 BC : k  : : AB : ab. (b)

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones y 
suprimiendo el factor común BC de los antecedentes, y 
el ó c de los consecuentes; resulta

ABC : abe : : AB*; ab*. (c)
Corolario. Zas áreas de dos triángulos semejantes^ son 

proporcionales á los cuadrados de sus alturas homologas.
Trazando las alturasBDy¿rf(F¡g.  129),los dos trián

gulos rectángules A B D  y ahd  son semejantes [7 ’eor«- 
ma XCV, cor. 2.®j; luego
AB ■. ab BD : bd, y por consiguiente AB*: a 6* :; BD*:

Esta proporción y la (c) tienen una razón común, lue
go finalmente

ABC : abe : : B ÍI-: bd*.

T e o r e m a  C X V I I I .
Las áreas de dos polígonos semejantes, son proporcio

nales á los cuadrados de sus 
lados y diagonales homologas.
ÍF ig.130)

Trazando diagonales desde 
los vértices homólogos A y a ,  
quedarán descompuestos los 

i-.p.lau. ~  dos polígonos A B C D E F  y
íibcdef en igual número de triángulos semejantes y seme
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jantemente dispuestos \_Teor. CI]. Llamemos T, T ', T "... 
los triángulos del primero y t, i ' , C... sus correspondien
tes semejantes en el segundo. Tendremos \_Teor. anterior]

T : < :: \ Pero siendo semejante» los polígonos:
T’ : : CD* : cd* ( BC : be :: CD : cd : : 1)E : de.... y por tanto
T  : f :: DE* : rf? ( BC* :Tc* : :  CD* : ^  : DE* i"*...
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Teniendo todas las proporciones primeras una razón 
igual, se deduce

T : ¿ : : T ' : ¿ ' : : T ' : r . . . : : B ' c * : 67*.

Luego comparando la suma de todos los antecedentes 
y  de todos los consecuentes con un antecedente y su con
secuente

T -l-r + r .. ..  : : : BC*: Te*

<jue era lo que se quería demostrar.
Siendo los lados homólogos proporcionales á las diago

nales homólogas, es evidente que las áreas de los polígo
nos son proporcionales á los cuadrados de sus diagona
les homólogas.

T e o r e m a  C X I X .

E l cuadrado construido sobre la kipotemtsa de un trián
gulo rectángulo, es equivalente 
Ù la suma de los cuadrados 
construidos sóbrelos catetos.
(Fig.l3i.)

Sea el triángulo rectángulo 
BAC, rectángulo en A; cons
truyamos sobre cada uno de 
€U8 tres lados los cuadrados 
BE, BG y AE tracemos las 
rectas AF y BE y bajemos la i 141

(•) Abreviadamente suelen indicarse los cuadriláteros sólo con 
dos letras pertenecientes á los vértices de los ángulos opuestos.
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perpendicular AD à la hipotenusa del triángulo, prolon
gándola hasta L.

Tenemos que el triángulo BCE es mitad del cuadrado 
AE, porque tienen igual base CE é igual altura, toda vez 
que el vértice B del triángulo está en la misma línea rec
ta que el lado A I  del cuadrado, [Jeor.' CXI y C X III}. 
Por igual razón el triángulo ACF es mitad del rectángu
lo DF, pues tienen igual base CF y la misma altura, por
que el vértice A  del triángulo está en la misma recta que 
forma el lado opuesto á la base del rectángulo.

Ahora los triángulos susodichos BCE y  ACF tienen

lado AC =Iado CE y lado CF=:lado BC, 

por ser respectivamente lados de un mismo cuadrado: 

ángulo ACF =  ángulo BCE,

por componerse cada uno de un ángulo recto y de la par
te común ACB, ó sea el ángulo agudo en C del triángu
lo propuesto.

Por consiguiente, los triángulos BCE y ACF son igua
les [_Teor. X IX ], y siendo uno de ellos equivalente á ía 
mitad del cuadrado A E  y el otro equivalente á la mitad. 
del rectángulo DF, el cuadrado y el rectángulo son equi
valentes entre sí.

Del mismo modo se demuestra, trazando las rectas CE 
y MA, que son equivalentes el cuadrado BG y el rectán
gulo BL, y por tanto la suma de los dos cuadrados cons
truidos sobre los catetos, es equivalente al cuadrado so
bre la hipotenusa.

T e o r e m a  C X X .

E l cuadrado construido sobre la suma de dos recias es (•)

( • )  E s te  te o re m a  se h a  d e m o s tra d o  ta m b ié n  p o r  la  p r o p o r c io 
n a lid a d  d e  la s  líu ea s . \_Teor. de P itágoras.^
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equiralente á la suma de los cuadrados construidos sobre 
cada una de ellas, mas el duplo del rectángulo construido 
sobre las mismas. (Fjg. 133)

Sean A B  y B C las dos rectas dadas, 
es cTidente que su suma será A  C. Cons
truyamos el cuadrado A I sobre la su
ma, el cuadrado A I ’ sobre la A B , y 
prolonguemos E F  y B F  hasta D y TI 
respectivamente. El cuadrado F I será 
el construido sobre BC, y los dosrec- /'i», m. 
tángulos GF y FC, tienen evidentemente por base y altura, 
rectas iguales respectivamente á las dos rectas dadas. A ho
ra podemos establecer la siguiente igualdad: \_Axioma 3 .*’3

cuadrado AI=cuadrado A F  +  cuadrado FI -1- 
reciángulo G Frectángulo  F C;

ó bien:
cuadrado A 1 = 'cuadrado A B-j-cuadrado F I +

2 rectángulo FC.

T e o r e m a  C X X I .

E l cuadrado consíruído sobre la diferencia de dos rectas, 
es equivalente á la suma de los cuadrados construidos 
sobre cada unade ellas, ménos el du
plo del rectángulo construido sobre 
las mismas. (Fig, 133)

Sea A  D la mayor do las dos rec
tas y CDla  menor: la diferencia en
tre las dos será A  C. Construyamos 
el cuadrado A G  sobre la A D , el 
cuadrado L G sobre la L M =  C D, el cuadrado A  L sobre 
la A C  diferencia de las dos rectas, y prolonguemos las rec
tas GE y MB hasta formar el cuadrado R E = cu a d ra d o  
LG . Los rectángulos IIF  y F D  serán iguales y tendrán (*)

— 123 —

n g .  J33.

(*) Este teorema de equivalencias corresponde al teorema ai- 
gebráico (a-f-¿)*=e*-l-é* +  2a¿.
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por base y altura respectivamente las rectas propuesta 

Es evidente que
cuadrado AL=cuadrado A G  +  cuadrado L G_
rectáng. K F — rectáng. F D =  cuadrado A G -|- 
cuadrado L G — 2rectáng. AD X CD.

T e o r e m a  C X X I I .

S i sobre los tres lados de un triángulo rectángulo consi
derados como lados homólogos, se construyen tres polígo
nos semejantes entre si, el polígono construido sobre la hi
potenusa es equivalente àia suma de los construidos so
bre los catetos.

En efecto, llamemos A , B, C, las áreas de los tres po
lígonos construidos, siendo A  la del construido sobre la 
hipotenusa. Sabemos que estas dreas son entre sí como 
los cuadrados de los lados homólogos \_teor. C X V III]; 
pero por ser rectángulo el triángulo tendremos que unen 
é. sus lados la relación. ^Teor. de Pitágoras.^

siendo a la hipotenusa y b, c, los catetos.

Ahora tenemos las proporciones 
A  : B : : a* :
B : C : : 6* : e*.

D éla segunda se deduce que
B +  C : B : ; 5 =  +  0*;S*, 

ó bien, B-j-C : B : : a* :

pero esta proporción y  la primera tienen tres términos 
iguales, luego finalmente resulta que

A = B -1 -C .

(•} E.s-.e teorema corresponde ala propiedadalgebráica(a—
=  a f  —2a6. Por equivalencia de figuras podría también de
mostrarse la fórmula {a-\-b) (a—6) = o-—i*.



L IB R O  II.
E X T E N S I O N  D E  L A S  F I G U R A S  C I R C U L A R E S .
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C A P I T U L O  I.
C U E R D A S ,  S E C A N T E S  Y  T A N G E N T E S .

T e o r e m a  C X X H I .
Los segmentos de dos cuerdas que se cortan en un punto 

interior á ttn circulo, son inversa
mente proporcionales. (Fig.134.)

Si trazamos las cuerdas AC y BT) 
los dos triángulos ACE y BED tie
nen los ángulos en E iguales por 
opuestos por el vértice y el ángulo 
en A = án gu lo  en D, por inscriptos 
que abrazan un mismo arco; por con
siguiente, estos triángulos son seme- 
jantes [Peor. XCV, cor. 1.®], y entre sus lados homólo
gos tendremos la proporción

AE : ED EC : EB, 
que es lo que se queria demostrar.

T e o r e m a  C X X I V .
Dos secantes que parten de un mismo punto exterior al 

circulo, son inversamente propor
cionales á sus segmentos externos.
(Fij. 135.)

En efecto, si trazamos las cuer
das DC y E B , los dos triángulos 
A B E  y A D C  son semejantes, por 
tener el ángulo A  común y los án
gulos B y C iguales por inscriptos 
que abrazan igual arco. ,3-,



— 126 —

F ig.  1 3 C .

De la semejanza de estos triángulos se deduce que 
AB ; A C ; ; AE : AD.

T e o r e m a  C X X V .
SI desde U7i punió fuera de un circulo se ¿razan una 

tangente y  una secante, la tangente 
es media proporcional entre la se
cante y su segmento externo. (F. 136) 

En efecto, si trazamos las dos 
cuerdas BC y BD, los dos triángu
los B A C  y B A D  son semejantes, 
porque tienen el áng.® en A  común 
y  los ángulos en B y en D iguales 
por abrazar un mismo arco. Luego

AD : AB : : AB : AC.

Escolio 1 .® Puede ocurrir como caso particular que 
la secante pase por el centro y que la tangente sea igual 
ni diámetro; en tal caso A B = C D ,y p o r  consiguiente la 
proporción se convierte en esta otra,

AD : CD CD : AC.

Y  se dice que la recta A D  está dividida en media y  
extrema razón, es decir, en dos partes tales que la mayor 
es media proporcional entre toda la recta y la menor.

Escolio 2. 0 Los enunciados de los tres últimos teoremas 
se podrían refundir en el siguiente: E l producto de las 
distancias de un punto interior ó exterior á un circulo, á 
dos plintos de la circunferencia tomados en la misma divi
sion, es un número constante.



C A P ÍT U L O  II .
XELA.CION DE DOS DADOS D E  ADOUNOS POLÍGONOS 

XE G U LA E ES IN 8CEIPTOS CON EL E A D IO .
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T e o r e m a  C X X V I .

Ellado del cxígono regular inscri'pto  ̂ es igual al radio. 
(Fig.137.)

Sea A B  el lado del exágono, tiro los radios O A  y OB 
y  resultará el triángulo A O B . El ángulo en O de este 
triángulo será igual de rectos, 
luego entre los otros dos valdrán 
2 — de rectos, y como son igua
les \_Teor. X X V ], cada uno de ellos 
será igual á ^ de recto. Luego el 
triángulo AOB es equiángulo, y por 
consiguiente equilátero, por tanto

AB =  A O =:B O  =  R.

F r j .  137.

T e o r e m a  C X X V I I .

La razón del lado del cuadrado in»cripto en un circulo 
âl radio, v/2 (Pig.137.)

Supongamos que A B es el lado del cuadrado inscripto, 
en tal caso el ángulo en O es roeto, y en el triangulo rec
tángulo A O B  tendremos [  Teor. de Pilágoraf\

AB»= Á 5*+  BO*=i2K*, llamando 11 al radio.

Luego ^  = 2 ,  ó bien ~  =  \/2. (o)

Escolio. Siendo V2  un número incomensurable, se de
duce que la raxon fentre el lado del cuadrado inscripto y 
el radio es incomensurable. La fórmula ( o )  puede servir 
para hallar el valor del radio conocido, el del lado del cua-
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drado ¡ ^ recíprocamente, pue, de ella se dedu-
cen las dos ecuaciones:

A B = I l  \/2 y  AB v 2
V2~~ 2 "  ■

T e o r e m a  C X X V I I I .

“ “  “ -'■«><» -itn circulo a l  radio, es V z . (Fig 138 ) ^

Trazo el diámetro A C  y la cuerda BC, esta será el la- 
"  do del exágono regular inscripto,

toda vez que A B C  es media cir
cunferencia, y B C = ¿ - — eij.. 
cunferencia. *

Ahora el triángulo A  B C es rec
tángulo en B \_Teor. L X X X I, cor. 
2-®j, y  por tanto

F<g. 138. AB»=AC=— B ^,
y llamando al radio R

Ali— 4 R = _ r >=SB", de donde ^ = 3 ,
y finalmente AB

R '= ^ 3 *

AB^ 
R* '

el I d io " :el ladio son incomensurables.  ̂ ^

Escolio 2 .» L a  apotem a del triángulo eguüálero inecrip-

Z O  T i l e  los ios  triángulos
A D O  y A B C  son semejantes, y por consiguiente

p A 0 : A C : : 0 D : B CPero como
AO =  ¿A C , también ODi=:¿^BC=^R 

T e o r e m a  C X X I X .

es f  nal t i n t '  ™ -  « - “ fores .guai a la parte mayor del radio dividido en media y ez-
trema razón. (Fig. 139.) ^



Sea A B  el laclo del decágono regular inscripto, trozo 
los radios A O y  BO, y la bisectriz AD del ángulo O A B .

En el triángulo OAB tendremos [TVo- 
rema XCIII]

AO : AB : : OD : BB. («)
Pero el ángulo en O vale la décima 

parte de la circunferencia, esto es — | 
de recto, luego entre los otros dos ángu 
los del triángulo OBA valdrán 2— 1=:| 
de recto, y como son iguales por opo- 
ncrse á lados iguales, el valor de cada uno será | de rec
to; pero la A D  es bisectriz, y por tanto ángulo o = á n -  
gulo de recto; luego el triángulo D A O  es isósce
les, esto es, O D = A D .

Ahora en el triángulo A D B  tenemos
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luego
ángulo i  =  i  (le recto; ángulo c = i  de recto; 

ángulo A D A = 2 - | _ * = i r e c t o ;

y por tanto, el triángulo A D B  también es isósceles, de 
donde A D = A B ;  por consiguiente, las tres rectas O D , 
A D  y A B  son iguales.

Si sustituimos en la proporción (c ) en vez de A  O su 
igual OB y en vez de A B  su igual OD , tendremos final
mente:

OB . OD . : OD ; DB.

De modo que el radio está dividido en media y extre
ma razón, y el lado del exágono A B  es igual á la parte 
mayor OD del radio así dividido.

Ri'kio,—l/riri'niiiú'n. 11. [ 9 1
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m e d id a , d e l  c í r c u l o .

L ema I .
Puede inscribirse en un circulo un poligono regular de 

un ninnerò de lados tan grande, que la diferencia entre el
radio del circulo y la  apotema del polígono sea menor que 

ualquier cantidad dada, por pequeña que esta sea. (F. 340) 
bi consideramos un polígono regular inscripto de cual

quier numero de lados, después otro que tenga duplo nú
mero que el anterior, para lo  que 
bastará considerar trazadas las cuer
das que unen los puntos medios de 
los arcos abrazados por el primer po
lígono [Teorema CXVJ; después otro 

número de lados sea duplo que 
 ̂ i™agbiamos que se continua 

«s a división indefinidamente: sabemos qne los lados de 
estos polígonos irán siendo cada vea menores y las apo- 
temas se irán aproximando „1 radio por pertenecer á cuer
das que van disminuyendo [T eorem a  L X X X V I l ,  cor  1

gulo A O C  la siguiente relación entre el lado del poli-

r e »
ABR — r < =A C .

Pero la cantidad u, lado del polígono, puede hacerse tan
pequeña ae quiera, aumentando suficientemente el

rarriem Ó rtoroS .’’™'’''" '''“  ■>“  « P™l¡mi„,
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número de lados del polígono inscripto; luego R— r, que

siempre es menor que y ;  se puede hacer menor que dicha

cantidad, y por tanto menor que cualquier cantidad por 
pequeña que esta sea.

L ema II.

Se pueden 'inscribir y  circunscribir á un mismo circulo 
eios polígonos regulares de igual nùmero de lados y  tales 
que la diferencia de sus perímetros sea menor que cual
quier cantidad por pequeña que esta sea.

Llamemos P , los perímetros del polígono regular 
circunscripto é inscripto, respectivamente, R , r sus apo
temas; sabemos que la apotema del circunscripto es el ra
dio del circulo, esto es, la perpendicular al lado que en tal 
caso es tangente. Estos polígonos serán semejantes (58 ) 
y  por tanto

P ! jí : : R  : r, de donde
V - p  : P : : R _ r  : R, Ó bien, P - p =  I  ( R - r )  (c)

R
Ahora en la igualdad (c) tenemos que R — r, puede ser 

TOenor que cualquier cantidad dada por pequeña que ella
J>

sea \Lema anterior'], y  como es una cantidad*esencial

mente limitada, resulta que también P— p, puede ser me
nor que cualquier cantidad por pequeña que esta sea.

L e m a  II I .
Se pueden inscribir y  circunscribir á un circulo dos po

lígonos regulares semejantes (de igual número de lados), 
cuyas áreas se diferencien en menos de cualquier canti
dad por pequeña que esta sea.

En efecto, si llamamos P y R el perímetro y apotema 
•del polígono regular circunscripto, p y r el perímetro y
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apotema de su semejante inscripto. Tendremos \ Teorema- 
CXV] que

área del polígono circunscripto=¿PR 
Id. del polígono inscripto = ¿ p r .

Ahora la diferencia entre estos dos productos puede lle
gar á ser menos que cualquier cantidad dada, porque R 
puede aproximarse á r, y P á j? todo cuanto se quiera \Le- 
mas I y I I ] , luego sus productos también pueden aproxi
marse cuanto se quiera, y por tanto la diferencia entre 
estos productos será menor que cualquier cantidad dada.

T e o r e m a  C X X X .

La circunferencia es el limite superior de los perímetros 
de los polígonos regulares inscriptos en ella. (Fig.141.)

Sea A  B el lado de un polígono regular inscripto; si di
vidimos su arco en dos partes iguales y trazamos las cuer

das AC y  CB, estas serán los lados 
de un polígono regular inscripto de 
duplo número de lados, [Teorema 
L X X X V II, cor.] y si cada uno de 
los arcos abrazados por estos se di
vide á su vez en dos partes iguales 
y se tiran las cuerdas, estas serán 
los lados de un nuevo polígono de 

i-'is duplo número de lados, y así pode
mos continuar indefinidamente. Pero cualquiera que sea 
el número de lados del polígono inscripto que se conside
re, siempre se puede concebir otro de duplo número de 
lados, y entre estos lados tendremos la relación:

A B<A C-1-CB .

Luego los perímetros de los]poHgonos inscriptos van 
aumentando á medida que crece el número de sus lados..
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Además cualquiera que sea el número de lados tendre

mos que (5)
arco AC>cuerda AC,

y  por tanto, siempre la circunferencia será mayor que el 
perímetro de un polígono inscripto en ella: luego estos 
perímetros se van aproximando á la circunferencia á me
dida que crece el número de lados, y por tanto ella es el 
■limite superior de estos perímetros; porque es una canti
dad constante á la que se aproxima otra variable tanto 
•como se quiera.

T e o r e m a  C X X X I .

La circunferencia es el limite inferior de losperimetros 
■de los polígonos regulares circunscriptos á ella. (La misma fi- 
gnra que el aDterior)

Sean F A  y F B dos medios lados de un polígono regu
lar circunscripto, por el punto medio C del arco A C B , 
tracemos la tangente D E  que será \_Teor. L X X X V III] 
•el lado de un polígono regular de duplo número de lados, 
siendo D A  y E B dos medios lados de este nuevo polígo
no. En el triángulo D F E  tenemos

I)F-1-FE >D E .

Y  sumando á ambos miembros D A y E B  y reduciendo 
F A -f FB>DE-l-DA-}-EB.

Esta igualdad nos manifiesta que dos medios lados, 6  
•sea un lado de un polígono regular circunscripto, es ma
yor que un lado y dos medios lados, ó sean dos lados, de 
un polígono regular circunscripto de duplo número de 
lados que el anterior; luego el perímetro de cualquier po
lígono regular circunscripto es mayor que el de duplo 
-número de lados; y por tanto los perímetros de los polí- 
■gonos regulares circunscriptos disminuyen á medida que 
aumenta el número de sus lados.



Ahora podemos observar que á medida que aumenta, 
este número de lados, la línea quebrada A D E B  se vá 
aproximando á la circunferencia, y por tanto, que este es 
el límite inferior de los perímetros de los polígonos cir
cunscriptos, toda vez que la diferencia entre los períme
tros de los polígonos inscripto y circunscripto puede lle
gar á ser tan pequeña como se quiera [Xemo II ]  y la cir
cunferencia está siempre comprendida entre ambos pe
rímetros.

T e o r e m a  C X X X I I .

En dos círculos cualesquiera, las circunferencias son 
proporcionales á los radios ó á los diámetros.

Si concebimos una serie de polígonos regulares circuns
criptos á una de las dos circunferencias, cuyos lados va
yan siendo duplos, y otra série de polígonos semejantes 
circunscriptos a la otra circunferencia; tendremos entre 
sus perímetros y  apotemas respectivas P, R  y P ',  R ' la. 
proporción

P P'
(a)
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P
■r '

P'
■R'

Pero las circunferencias C yC ' son los límites inferio
res respectivos de los perímetros circunscriptos {Teorema 
C X X X I] y las apotemas R  y  R ' son los radios de dichae

circunferencias; luego y ^  son los límites de las can-

tidades ^  y ^7 , y como estas son constantemente igua

les en sus diversos estados de magnitud, pues siempre s&-

(*)̂  Esta proposición y la anterior podrían haberse demostrado 
tnndandoRe en la siguiente: T oda  Unta convexa  cerrada, c* menor 
que cualquier otra línea que la envuelve; pero la demostración de 
este teorema tal cual se dá en lostratados elementales, no es com
pletamente rigurosa; y aunque la que hemos dado tampoco lo eŝ  
«ene la ventaja, a nuestro entender, de ser más clara.



Terificará la proporción (a), sus límites son iguales; y por 
tanto

ó bien C ; R : : C ' : R ' .

Como los diámetros son duplos de los radios, también 
se verificará que

C :2 K : :C ':2 K ' .............  ( i )

Corolario. Cualquiera que sea el circulo que se considere^ 
la relación de la circunferencia al diámetro es un nú* 
mero constante. Esta propiedad se deduce inmediatamen
te de la proporción (¿) que puede ponerse bajo la forma

2R  2 R '’

la que demuestra que la relación que existe entre una cir
cunferencia y su diámetro es la misma que la de otra cir
cunferencia cualquiera y su diámetro respectivo.

Escolio i.® El número que representa esta relación se 
designa en matemáticas con la letra griega ir y es de gran 
importancia en los cálculos. Se puede demostrar que di
cho número está comprendido entre 3 y 4; porque si 
consideramos el exágono regular inscripto, su perímetro 
\Teor. C X X V I] será igual á seis radios, y la relación de 
este perímetro con el diámetro será el número 3. Si con
sideramos el cuadrado circunscripto, su lado igual al diá
metro, y la relación de su perímetro con el diámetro 
igual á cuatro; pero sabemos que la circunferencia es ma
yor que el perímetro de todo polígono regular inscripto^ 
y menor que el de todo polígono regular inscripto, y por 
consiguiente
ir relación de la circunlerencía al diàmetro >3 , relación del pe

rímetro del exágono regular inscripto con el diámetro, 
ir relación de la circunferencia al diámetro <4 , rdacion del pe

rímetro del cuadrado íárcunscripto con el diáitetta.
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Escolio 2.» De la re la c ió n -= r= 7i , se deduce C =  27tR.
2K

Es decir, que para hallar el valor numérico de una cir
cunferencia, basta multiplicar el duplo del número ir por 
el valor numérico del radio.

T e o r e m a  C X X X I I I .

E l área de un circulo, es igual á la mitad de 1 producto 
de la circunferencia por el radio.

Supongamos que inscribimos polígonos regulares cuyos 
lados van aumentando sucesivamente, y llamemos P el 
área de uno cualquiera de estos polígonos, p  su períme
tro y  r su apotema. Cualquiera que sea el número de sus 
lados tendremos la relación constante \_Teor. C XV ]

P = ip r .

Si llamamos A  el área del círculo, C la circunferencia 
y  R  el radio, es evidente qxie A  será siempre mayor que 
el área del polígono inscripto, y que esta se irá aproxi
mando á la del círculo á medida que crezca el número de 
sus lados; pero también el producto \pr  se irá aproxi
mando á ^C R  todo cuanto se quiera; luego las dos can
tidades variables P y ^ p r  que son constantemente igua
les, tienen respectivamente por límites A  y J C R ; estos 
límites, por tanto son iguales, esto es,

A = i C R ,

que era lo que se queria demostrar.
Siendo C = 2 ir R  [.Escoí. delteor. anterior'], tendremos 

sustituyendo
A =  7tR\ (•)
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(•) Esto es lo que se llama rectificar la circunferencia, es de
cir, hallar una línea recta cuyo valor numérico iguale al de la cir- 
ounferencia rectificada. Siendo el número ir incomensurable como 
se verá más adelante, tal rectificaciou no puede hacerse si no es 
«proximadamente.
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Es decir, que el área de un circulo es igual al cuadrado 

de su radio multiplicado por el número constante -k.
Escolio. La fórmula A = tcR* puede servir para deter

minar cualquiera de las tres cantidades A , R  y tí cuando 
se conoce el valor de las otras dos, pues de ella se deduce 
que

A
’^=R»

R = ñ -
6 6 . Se llama sector circular ó sector de circulo la por

ción de circulo comprendido entre dos radios y el arco.
67. Dos sectores de un mismo círculo ó de círculos igua

les son iguales, evidentemente, si abrazan un arco igual.
6 8 . Dos sectores son semejantes cuando pertenecen á 

circunferencias descritas con radios desiguales; pero que 
abrazan un arco de igual número de grados.

P r o b l e m a  C X X X I V .

E l área de un sector circular, es igual á la mitad del pro
ducto de su arco por el radio.

Según lo demostrado en el Teor. L X X V III, las áreas 
de los sectores que tienen igual radio son proporcionales 
á sus arcos, y por consiguiente el área de su sector será á 
la del círculo como su arco es á la circunferencia, es de
cir, llamando S, A , a, C respectivamente á estas cuatro 
cantidades

S : A :: fl : C.

Multiplicando la segunda razón de esta proporción por 
J R , tendremos

S : A :: a X j R  : C x iR -

Pero sabemos que A = C X é  R[^^o^- anterior] luego

S = f l X i R = i a x f ^ >

que es el enunciado del teorema.



69. Se llama segmento de circulo cualquiera de las dos 
porciones de círculo comprendidas entre una cuerda y ca
da uno de sus arcos.
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T e o r e m a  C X X X V .

E l área de un segmento de circuloy 
es igual á la mitad del producto del 
radio por la diferencia, ó la suma, 
de su arco y la mitad de la cuerda 
del arco duplo, (fjg.

1.® Seaelsegm entoACB menor 
que medio círculo. Es evidente que 
su área se compone de la del sector 
A  O B, menos la del triángulo AOB,.

área del sector A O B =  JAO x  ACB. iTeor. anterior.-]

Si consideramos como base del triánguloÁOB el lado 
, su altura B E será la mitad de la cuerda BF [Teore

ma LXJ del arco duplo; luego

Fig- U 2.

área del triángulo AOB =  J A O x B E .

Restando estas dos igualdades, tendremos que

área del segmento A C B =  ¿  A O {arco A C B -  B E =  
iR (a r c o  ACB — BE).

2 » Se» el segmento A D B  mayor que medio circulo. 
 ̂ evidente que se compone del sector A D B ,  mas el tri

angulo A  O B. Pero tenemos

área del sector A D B ^ J A O x a rco  ADB. 
área del triángulo A O B = z ¿ A O x B E .

Sumando estas dos igualdades, resulta

área del segmento A D B =  J A O (ar:o A D B +  B E =
¿R(arcoADB4-BE).

i
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70. Se llama trapecio circular la porción de plano 

A B C D  (Fig.143) comprendida entre 
dos sectores semejantes; y  corona 
circular ó anillo la parte de plano 
comprendida entre dos círculos con
céntricos.

Es evidente que el área dol tra
pecio es igual á la diferencia entre 
los dos sectores O C D y O A B ,  y l a  
de la corona circular In de los dos 
círculos concéntricos, cuyos radios son OC y O A. Lla
mando á estos radios respectivamente II y r, tendremos

área del trapecio ABCD =  iO C x  QD — ̂ AO X AIÍ — 
i R x C D - i r x A B .

área de la corona =  n 11*—7:r*=T:(R*—r*)="(R  +  r)(I^ r).
Escolio. Si hallamos una media proporcional entre las 

dos rectas Il-4-r y R — r y le llamamos R  i tendremos 
que R '* =  ( R + r )  (R — r), y sustituyendo en la expresión 
del área de la corona circular, resultará 

7r(R-t-r) ( R - r )  =  7:R'*.

Es decir, que el área de la corona es equivalente a la de 
un circulo, cuyo radio sea medio proporcional entre la su
ma y la diferencia de los radios de los dos circuios que de
terminan dicha corona.

T e o r e m a  C X X X V I .
Las áreas de dos circuios, son proporcionales álos cua

drados de sus radios ó de sus diámetros.
En efecto, es evidente que siendo R y r los radios 

•sR- : Tir* : ;  R* ; r*,
pues en esta proporción la primera razón es igual á la se
gunda multiplicada por el número constante r.; pero los 
términos de dicha primera razón indican las áreas de loa 
dos círculos.



Como los diámetros son proporcionales a los radios, y 
3o8 serai-círculos son proporcionales á los círculos, tam
bién se verifican las proporciones

_ ttRs 
2 ■ ~2
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TcR-: Tcr*: : D - : d^ : : R* : : D* : d*.

T e o r e m a  C X X X V I I .
sobre los tres lados de nn triángulo rectángulo se 

construyen tres semi-circulos, el 
área del construido sobre la hipo
tenusa es equivalente á la suma de 
las áreas de los construidos sobre 
los catetos. (Fig. 144)

En efecto, tenemos por el teo- 
/•-y. 1«. rema anterior que las áreas de los

tres semi-círculos serán proporcionales á los cuadrados de 
sus diámetros; pero siendo rectángulo el triángulo ABC,
entre sus lados que son los diámetros de los círculos, exis
te la relación

\_Teor, de Pitágoras.']

Luego entre las áreas existe la misma relación, esto es, 
( s i  llamamos A , B y  C las áreas)

A = B  +  C.
Corolario. SÍ se trazan tres semi-ckrculos sobre los tres 

lados de un triángtilo rectángulo, el área de este es equi
valente a la suma de las áreas de las dos figuras que li
mitan los arcos, llamadas lúnulas de Hipócrates,. (p¡g. 1 44.)

En efecto, si del área del semi-circulo trazado sobre k  
hipotenusa se restan los segmentos A  E B y B G C, queda 
■el triángulo, y si del área de los dos aemÍ-círculos traza
dos sobre cada uno de los catetos se restan dichos seg
mentos, quedan las lúnulas de Hipócrates; luego

área del triáng. ABC=lúnula ADB EA-HlúnuIaBFC GB.
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LIB R O  III.
PROBLEMAS RELATIVOS A ESTA SECCION.

C A P I T U L O  I.
C O N S T R U C C IO N  DE L A S L IN E A S  P R O P O R C IO N A L E S ►

P r o b l e m a  X I X .

Dividir una recia en un número cualquiera de partes 
iguales. (Fig. 145-)

Sea por ejemplo, dividir la rec
ta AB en cuatro partes iguales.
Por uno de sus extremos A trazo 
una recta indefinida A  C que for» 
me con ella un ángulo cualquiera, 
y sobre esta con una abertura de
compás arbitraria á partir del punto A, tomo cuatro par
tes iguales, uno el último punto de division G con B, tra
zo por D (penúltimo punto de division) la paralela DE á 
la CB, y EB será la cuarta parte de AB, por lo que lle
vando la EB sobre la AB, quedará esta dividida en cua
tro partes iguales.

En efecto, por ser ED paralela á BC sabemos \_Teore~ 
ma XCI3 , que

AC : DC : : AB : EB, y como D C = i  AC por construcción; 
también EB =  J A B .

Escolio. Se podrán también trazar paralelas á las CB 
y  DE por los demás puntos de división, y quedará la rec
ta AB dividida en partes iguales. \_Teor. L X X X IX ]

Este problema puede también resolverse fundándose en 
el teorema GUI.
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P r o b l e m a  X X .
D ivid ir recta en partes proporcionales à las de 

Otra recta dada.
Este problema se resuelve por el mismo método que el 

anterior, con la única diferencia de que en la recta inde
finida AC (Fig. 146), se toman partes respectivamente igua
les a las en que está dividida la recta dada.

Como caso particular puede suceder que se tenga que 
dividir una recta en dos partes proporcionales á las en 

que se halla dividida otra (Fig. 146); 
en tal caso puede hacerse uso tam
bién de la siguiente construcción: 

Por los extremos A  y B de la rec
ta dada que se ha de dividir, se tra
zan dos rectas cualesquiera parale- 

entre si y en dirección opuesta. 
Sobre una de ellas se toma una parte A  C =: P R  y so
bre la otra paralela una parte B D ^ R Q ,  se une C con 
U, y en el punto E quedará dividida la recta A B  en par
tes proporci onales á P R y R  Q.

En efecto, los dos triángulos A C E  y E C B  son seme
jantes, luego

A E : E B : : A C : B D ,  ó bien A E : E B ; ; P R ; R Q .

P r o b l e m a  X X I .
proporcional à ire, recias dadas.

Este problema se reduce á construir una línea recta 
Ĵuyo valor numérico forme el cuarto término de una pro

porción geométrica, de la que las tres rectas dadas (ó 
mejor dicho sus valores numéricos) formen los otros tres 
términos. De manera, que si llamamos X  á la recta des
conocida y  M, N, P las tres rectas dadas, se tenga la 
proporción M : N  : : P : X . °



1 .a Construcción. —Se forma un ángulo cualquiera y so- 
Ibre uno de sus lados á contar desde el vórtice y á conti
nuación uno de otro, se toman dos segmentos A B = ;M , 
B C = N ;  en el otro lado se toma el segmento A D = P ,  
se traza la recta B D 
y  por el punto C, se 
tira la recta CE pa
ralela á B D : el seg
mento DE, esla cuar
ta proporcional bus- 
■cada. En efecto, te-
nemos por ser la recta B D  paralela á CE,

AB : BC :: AD : D E , 6  bien, M . N :; P : X .

2. =’ Construcción.—En vez de llevar las dos rectas M y 
N á continuación una de otra, pueden tomarse á partir 
del mismo vértice A ; de manera que A B = M ,  A F = N ,  
A D  =  P ,  trazando la recta B D  y por el punto F la pa
ralela F G , la recta A G  será la cuarta proporcional. En 
efecto, tenemos

AB : AF :: AD : AG, óbien M . N : ; P : X.

Esta construcción es preferible á la anterior, porque la 
ñgura ocupa menos extensión.

3. * Construcción.—Sobre una recta cualquiera y á par
tir de un mismo punto A  tomemos A B = M ,  A C = N , y 
por el punto B tracemos una recta que forme con la A B  
un ángulo cualquiera, tomando en ella B D = P . Unamos 
A  con D y por el punto C trazamos la paralela CE que 
será la cuarta proporcional. En efecto, en los triángulos 
semejantes A B D  y A C  E tenemos

AB : A C : :  BD : CE, óbien M ; N : ; P ; X.
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P r o b l e m a  X X I I .
Construir una tercera proporcional á dos recias dadas.

(Fig.148.)



^ B C A

Este problema no es más que un caso particular del an
terior. pues se reduce á construir una recta que forme el 
ultimo término de una proporción geométrica continua; 
por consiguiente, bastará en las construcciones del proble
ma anterior suponer N = P ; pero conviene en algunos ca
sos emplear otras que vamos á indicar. Supongamos M y 
N las dos rectas dadas.

1.3 Construcción— Sobre una recta indefinida tome-
. m os una parte 
I A B = M , y cons

truyamos sobre 
ella como diáme
tro una semi-cir- 
e u n f e r e n c i a .

«8. el P "“ ío
. p  , A. con un radio
A C — N, tracemos un arco que corte á la semi-circunfe- 
rencia en el punto C; bajemos la perpendicular C D al diá- 
metro A B  y el segmento A D , será la tercera proporcio
nal. hn efecto, sabemos [Teor. CV, cor.] que

A B : A C : : A C : A D , ó  bien M : N : : N ■ X 
2.. Construocion.-En u„ punto cualquiera A  de un, 

lecta levantemos una perpendicular A B = X ,  ydesde el 
mismo punto A  tomemos A C = M ;  uniendo C con B y 
trazando la BD  perpendicular á C B , la recta A D  será la 
tercera proporcional. En efecto, en el triángulo rectángu
lo CBD tenemos {_Teor. C IV ] °

AC : AB :: AB : A D , ó sea M ; N ; : N : X. 

P r o b l e m a  X X I I I .
Construir una media proporcional d dadas.

( f ig -149.)
Llamemos M y N las dos rectas dadas.
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1 . * Construcción.—Sobre una recta indefinida tom c- 
Tuos á continuación una de otra, dos partes A B  =  M y  
B C = N ; construya
mos sobre A C =M H - 
N una semi-circun- 
ferencia y levantan
do en el punto B la 
perpendicular BD al
diámetro,esta será la 140.

media proporcional. En efecto, sabemos [  TVor. CIV, cor.'} 
que

AB : BD : : BD : BC, óbien M : X : ; X : N.

2. * Construcción.—Sobre una recta indefinida tome
mos A B — M y A C = N , sobre AB como diámetro cons- 
truyamo.«» una semi-circunferencia y levantemos por el 
punto C la perpendicvilarCD,la cuerda A D  {Teor. CV,. 
cor.] es media proporcional entre A B  y A C , esto es 
entre M y N.
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P r o b l e m a  X X I V .

Divühr una recta én média y extrema razón. (Fig. ISO) 
En uno de los extremos A  de la 

recta dada A B , levanto la perpen
dicular A O = i  A B , y desde el pun
to O con el radio O A trazo una cir
cunferencia. Tiro la recta BO que 
prolongo hasta C, y  llevando la rec
ta BD sobre la A B , en el punto E ii». 1».
estará A B  dividida en média y extrema razón.

(•) Podrían tainljícn construirBO las onartas, torceras y im'diait 
proporcionales apoyándose en las propiedades demostradas en !<« 
teoremas CXXTII, CXXIV y CXXVj poro las constrnecíonea n o  
serian tan fáciles.
avw o.— Wn>'n«frífa>. II. I 10 I
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En efecto, sabemos [_Teor. C X X V ] que 

BC : AB : : AB : DB,
de donde

BC — AB : AB : ; AB —DB j DB.

Pero por construcción A B ==C D  y D B  = B E , y por 
consiguiente

EB : AB : : A E  : EB, ó bien AB : EB : : EB : AE.

Luego la recta A B  està dividida en medía y extrema 
razón en el punto E.

Escolio. Sabemos también que la secante CB está di
vidida en D en media y extrema razón. [Escolio del teo
rema C X X V ].

C A P ÍT U L O  ir.
liVSCRIPCIOX y  CIRCUN.SCRIPCION DE LOS POLÍGONOS 

REGULARES.

P r o b l e m a  X X V .

Dado un circulo, inscribirle ó circunscribirle un exá
gono regular.

Para inscribir el exágono basta llevar el radio del 
círculo sobre la circunferencia que quedará así dividida 
en seis arcos iguales [Teor. C'XXVI], y  trazar las cuer
das correspondientes á estos arcos.

Si por los puntos de división de la circunferencia se 
trazan tangentes,quedará circunscripto al círculo un exá
gono regular. [Teor. LXXXVII.J

P r o b l e m a  X X V I .
Dado un circulo, inscrihirle ó circunscribirle un trian- 

sa lo  equilátero.

Procédase como para inscribir el exágono regular y trá
bense las cuerdas de los arcos duplos,con lo que quedará



■«n triángulo equilátero inscripto; ó bien trácense tangen
tes por los vértices de este triángulo \Teor. L X X X V II].

P r o b l e m a . X X V I I .
Dados un circulo, inscribirle ó circunscribirle un cua

drado.
Tirando dos diámetros perpendiculares entre si y unien

do por cuerdas sus extremos quedará inscripto el cuadra
do , pues estos diámetros dividen la circunferencia en 
■cuatro partes iguales [Teor. L X X X V I]. Trazando tan
gentes por estos puntos de división se tendrá el cuadrado 
•<*ircun6cnpto.

P r o b l e m a  X X V I I I .
Dado un circulo, inscribirle ó circunscribirle un decá

gono regular.
Divídase el radio en mèdia y extrema razón ^Problema 

X X IV ], llevando la parte mayor de él como cuerda, que
dará dividida la circunferencia en diez partes iguales 
[  Teor. C X X IX ], y  trazando las cuerdas quedará inscrip
to el decágono.

Para circunscribir un decágono regular se tiran las tan
gentes por los puntos de división.

P r o b l e m a  X X I X .
Dado un circulo, inscribirle ó circunscribirle un pen

tágono regular.
Procédase como para el decàgono y trácense las cuer

das de los arcos duplos, con lo que el pentágono quedará 
inscripto.

Trazando tangentes por los vértices de este, quedará 
circunscripto un pentágono regular.

P r o b l e m a  X X X .
Dado un circulo, inscribirle ó circunscribirle un pen- 

tedecágono regular.
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El problema quedará resuelto si dividimos la circunfe
rencia en quince partes iguales, pues trazando las cuer
das que unen estos puntos, ó tangentes por ellos, queda
rán inscripto ó circunscripto, respectivamente, un pente- 
decágono regular. \_Teor. L X X X V II.]

Si se toma sobre el circulo el arco del exágono regular 
que vale | de la circunferencia, y desde uno de sus extre
mos el del decágono [^Prob. X X V III] que vale j ‘5 , la di
ferencia será 1 1 1

"6

es decir, el arco que abraza el pentedecágono, luego si la- 
cuerda de este arco se lleva sobre la circunferencia, que
dará esta dividida en quince partes iguales.

Escolio general. Sabemos que estando inscripto ó cir
cunscripto un polígono regular en un círculo, se puede 
inscribir ó circunscribir otro de doble número de lados 
\_Teor. L X X X V III], por consiguiente, se pueden inscribir 
ó circunscribir en un círculo los polígonos regulares que 
indican las progresiones siguientes:

3. 6, 12, 24, 48, 96....
4. 8, 16, 32, 64, 128....
5. 10, 20, 40, 80, 160....

15. SO, 60, 120, 240, 480....

P r o b l e m a  X X X I .
Dado el valor de un lado del polígono regular inscripto,.

hallar el valor del lado del polígono 
regular circunscripto semejante al 
propuesto. (Fig. 151.)

Sea A B = m  el lado del polígono 
regular inscripto: trazando el radio 
OH  perpendicular á la cuerda, y 

Fiff. 151. tangente D E = »  por el punto
H , esta será el lado del polígono regular circunscripto' 
y  semejante al propuesto. \_Teorema L X X X V III .}
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L o3 dos triángulos OAB y ODE son semejantes y por 

consiguiente \_Teor. X C IV ]

OC : OH : :  AB : DE, 6 bien, OC : R  :: m : n (a)

Pero en el triángulo rectángulo OAC, tenemos que el 
■cateto

Sustituyendo este valor de OC en la proporción (a) ten- 
<lremos

V^R’ —i»»* : R :: m :

de donde despejando finalmente á n, ó sea el valor del 
lado del polígono regular circunscripto

( 6)

Escolio. La relación que expresa la ecuación (¿) pue
d e  servir para hallar una cualquiera de las tres cantida
des, m, n 6 R , conocidas las otras dos, y por consiguien
te con ella pueden resolverse tres problemas distintos.

P r o b l e m a  X X X I I .

Dado el valor de un lado de un polígono regular thícr»^- 
■to, hallar el valor del lado del poligono regular inscripto 
de duplo nùmero de lados. (F. 152)

Sean A B = m  el lado conocido,
A C = :n  el del lado del polígono 

■ de doble número de lados que se 
quiere conocer, y R  el radio del 
círculo que se supone conocido.
El ángulo AOC necesariamente es 
agudo, porque es mitad del AOB f** i«-
£7Vor. II, cor, 4.®], y  por consiguiente, en el triángulo
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AOC la recta A C = n ,  se opone á im ángulo agudo, pox- 
lo que tendremos la relación \Teor. CVII]

^2=Á Ó *+Ó C *— 2 0 C x 0 D , 

o bien sustituyendo los valores convenidos 

n*z=2R»—2 R xO D .

Pero en el triángulo OAD el catetoO D = y'OA®—A D ^  

finalmente w*=2R®— 2 R | / R® ^

y  extrayendo raiz cuadrada \ /  2 R * -2 h ) / r= _ “ ’ -

Escolio. La relación que expresa la ecuación anterior- 
puede servir para determinar una cualquiera de las tres 
cantidades m, n y R , conocidas las otras dos.

P h o b l e m a  X X X III.
Conocidos los valores de los perímetros de dos polígonos 

regulares semejantes, uno inscripto y  otro circunscripto á  
~ mismo círculo; calcular los perí

metros de los polígonos regulares 
inscripto y circunscripto de duplo 
número de lados. (Fjg. 153.)

1.® Sean CD y AB los lados de 
Fig-153. los polígonos semejantes cuyos pe

rímetros P y p  son conocidos; tracemos el radio OE y por 
los puntos A  y B las tangentes A F  y BG y  la cnerda A E . 
Los lados de los polígonos inscripto y circunscripto de 
duplo número de lados serán respectivamente AE y F G - 

Entre los perímetros y los radios de los polígonos c»^ 
nocidos tendremos la proporción

p  : : CO i AO =  OE.
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Pero siendo OF bisectriz dcl ángulo en O, tendremos 

ITeor. X C III],
CO : OE : : CF : FE.

Teniendo estas dos proporciones una razón común, re* 
sulta:
p  : CF : FE, de donde P + j? : 2 ;? :: CF +  F E : 2 F E, («)

Observemos que
C F +F E =C E = la mitad del lado del polígono circunscripto.

2F E =F G = lado del polígono circunscripto de duplo nú
mero de lados que el propuesto.

Pero la relación entre las dos rectas CE y F G , es la 
misma que la de los perímetros P y P ' de los dos polígo
nos circunscriptos (siendo P ' el perímetro del polígono 
de duplo número de lados); porque CE está contenida 
tantas veces en P , como F G  en P '. Por consiguiente, la 
proporción (a) puede ponerse bajo la forma

P-f/) :2p i :V  : P', de donde ........  ("*)

2.® Para calcular el perímetro p' del polígono regular 
inscripto de duplo número de lados que el propuesto, ob
servaremos que los dos triángulos F IE  y A E K  tienen 
iguales sus ángulos, y por consiguiente, son semejantes,, 
de donde resulta

E l : FE  : : A K  : AE.
Pero E l y FE  que son respectivamente mitades de un 

lado de los perímetros p '  y P ' de los polígonos inscripta 
y  circunscripto de duplo número de lados que los cono
cidos, estarán en la misma relación que estos perímetros: 
y  a K y A E  que están contenidas un mismo numero de 
veces, respectivamente en p  y p ',  estarán en la relaciork 
de estos perímetros, luego de la proporción última se de
duce que ___

p ' : P' : : p  : j', de donde p '=  V' P'p



C A P ÍT U L O  I I I .
SEMEJANZA Y  EQUIVALENCIA DE LOS POLÍGONOS.

P r o b l e m a  X X X I V .
S ^ e  una recta dada, comiderada como lado homólogo

de un lado de un tri
angulo  ̂ c o n s t r u i r  
otro triángulo seme
jante á él. (Fig. 154) 

1 .‘  Construcción. 
— Sea la recta dada 
M N . Construyo en 

-lina de sus extremidades un ángulo M = A  del triángulo 
<liido, y en la otra extremidad un ángulo N = B ;  el trián
gulo M P N  que así resulta es semejante al A B C . \Teo- 
rema XCV , cor. 1.»] ^

2.« Construcción.—Sobre la recta A B  (ó sobre su pro
longación si M N > A B )  tomo la recta A D = M N , por
el punto D trazo la paralela D E  aliado CB; el triángulo
A D E  que así resulta es semejante al propuesto A BC ,  y  
tiene un lado A D = M N .  Luego si sobre M N  construyo 
■un triangulo M PN  igual al A D E  [P roí. V III], este 
triángulo será el pedido.

P r o b l e m a  X X X V .
Sobre una recta considerada como lado homólogo de un

polígono dado. Cons
truir un p o líg o n o  
que sea semejante al 
dado. (Fig. 155)

Sea el polígono
___I .ABCDEF, y  la recta

Idada a i , que se con- 
•sidera como Indo homólogo de A B . Trazo las diagonales
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A C , A D  y A E . Construyo sobre o ¿  el triángulo abe se
mejante a l A B C  [Problema on /«rior],y8obreaceltrián- 
§u lo acrf semejante con el A C D ,  yasí  sucesivamente. El 
polígono a b e d e f  que resulta es semejante al A B C D E F  
[Teor. C.]

P r o b l e m a X X X V I .

Dado unpoVffono, construir otro semejanté con él, y tal 
ique las áreas de ellos estén en la relación m : n. (Fig. 156)

Si pudiéramos obtener un lado del polígono que se de
sea construir, el problema quedarla reducido al prece
dente.

Análisis. Sea P el área del polígono dado, X  el del que 
se desea construir, a un lado del primero, y  x su homó
logo en el segundo. Por ser semejantes los polígonos ten
dremos

P : X : : fl* : í*.

y  por el enunciado del problema
P : X : : »1 : n,

luego
m : n  ; : a* : X* (n)

Vemos, pues, que los cuadrados de los lados homólogos 
«on  proporcionales á las cantidades conocidas m y n.

Sintesis. Sobre una recta cual
quiera tomemos á continuación una 
de otra, dos partes A B = » t  y BC 
z=n, y sobre la recta A  C como diá
metro tracemos una semicircunfe
rencia. Tiremos la perpendicular 
B D  al diámetro y las cuerdas A D  y DC.

Ahora desde el punto D tomemos l ) E ~ o  (prolongan
d o  la D A  si fuese necesario) y trazando la paralela E F  
a 1 diámetro, la recta D F  es el lado x  del polígono, ho
mólogo con el lado a.

En efecto, tenemos que [Teor. XC IV .]
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AD : CD : : DE : DF, y por tanto, AD® : CD® : : DE® : DF*  ̂
Pero sabemos que {Teor. CV, cor. 2.«>] 

A D ® ; C D ® : : A B : B C : : m : « .Luego
m \n\\ DE® : DF®, ó bien, m : n : : a® : DF*. (S)

Comparando las dos proporciones (a) y  (¿) vemos que- 
tienen tres términos iguales; luego

jr®=DF® 6 bien, a: =  DF,

lado del polígono que se desea construir.

P r o b l e m a  X X X V I I .

un polígono reducirlo à otro equivalente que ten - 
ga un lado menos. (Fig. 157)

Sea el polígono ABCDEF, trazo 
una diagonal EC que con dos lados 
consecutivos forme un t r i á n g u l o  
E D O . Por el vértice D del triángu
lo tiro la paralela D M  á la diagonal 
EC, y prolongo el lado del polígono 

Fia. 157. F E  hasta que en M encuentre á di
cha paralela.

Trazolarecta C M  y el polígono ABCMF es el quese
desea obtener.

En efecto, los dos triángulos EM  C y E D  C son equi
valentes ITeor. e x v ,  cor. l.o]; p « o  si agregamos cada
uno de estos triángulos á la figura A  B CE F , resultan res
pectivamente los polígonos ABCMF y ABCDEF.

P r o b l e m a  X X X V I I I .  
nado un poligono, reducirlo á triángulo equivalente.
Se reduce el polígono á otro equivalente que tenga ui> 

ado menos, el polígono que resulte á otro equivalente que
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tenga un lado menos, y así se continúa hasta llegar al 
triángulo que será equivalente al polígono propuesto, y  
también á todos los intermedios.

P r o b l e m a  X X X I X .

Dado un triángulo^ reducirlo á cuadrado equivalente.
Se halla una media proporcional entre la mitad de la 

base y la altura del triángulo, y  esta recta será el lado del 
cuadrado.

En efecto, siendo x  la media proporcional hallada en
tre la mitad de la base i  ¿ , y la altura a, tendremos la pro~ 
porción

¿ 5 : X : : X : a, ó bien x * = i b a .

Pero íB* representa el área de un cuadrado cuyo lado ea 
* , y el área del triángulo propuesto.

P r o b l e m a  X L .

Dado tm/Jo%ono, reducirlo á cuadrado equivalente.
Se reduce á triángulo y después éste á cuadrado.

P r o b l e m a  X L I .

Dado unparalelógramo 6 un rectángulo^ reducirlo á cua
drado equivalente.

Se halla una mèdia proporcional entre la base y la al
tura del paralelógramo ó el rectángulo; y el cuadrado 
construido sobre dicha mèdia propoi'cional será el equi- 
Talente.

{•) La deiDOSiracion es i^ual á la del problema XXXIX.
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C A P IT U L O  I V .
B a O B L E M A S  R E L A T I V O S  í  L A  C I R C U N T E R E H C I A  

Y  A L  CÍRCULO.

P r o b l e m a  X L I I .

Hallar la razón aproximada de la circunferencia rectifi
cada con el diámetro.

Sabemos que la relación que existe entre una circunfe
rencia y su diámetro es igual á la de otra circunferencia 
•cualquiera con su diámetro respectivo. De manera, que 
determinada dicha relación para un círculo, el problema 
queda resuelto.

Supongamos un círculo cuyo radio tomamos por uni
dad, y en él inscripto un exágono regular. El perímetro 
de este exágono valdrá 6 [  Teorema C X X  V I ], y la relación 
de este perímetro con el diámetro será | = 3 .

Supongamos inscripto en el mismo círculo un dodecá
gono regular, el valor de su lado podemos calcularlo por 
la fórmula del problema X X X II, la que nos dá

Valor del lado del dodecágono regular inscripto n =  —

Idem id. del perímetro de id. id. />=12]^2 — V s 
Eelacion del perímetro del dodecá

gono al diámetro......... V z

Con el auxilio de la citada fórmula del problema 
X X X II, podríamos hallar el valor del lado del polígono 
regular de 24 lados, inscripto cu el mismo círculo, cuyo 
radio hemos supuesto igual á la unidad, y encontraremos 
que la relación del perímetro al radio será



siendo« el valor del lado del dodecágono regular inscripto.
Continuando este mismo procedimiento, podríamos ha

llar los valores de los perímetros de los polígonos regula
res inscriptos de 48, 96, 192, 384.....lados, y  por tanto,.
sus relaciones con el diàmetro, cuyo valor constante es 2.

Ahora, sabemos queá medida que el número de lados 
de los polígonos inscriptos crece, sus perímetros se van 
aproximando á la circunferencia que es el límite supe
rior de los perímetros de los polígonos regulares inscrip
tos, luego tomando un polígono inscripto de suficiente 
número de lados, la relación de su perímetro coa el d iá -, 
metro (es decir, su semiperimetro) puede tomarse como 
valor de -rt, aproximado hasta donde se quiera.^

Para calcular el error cometido al tomar por valor de 
■Ttla relación entre el perímetro de un polígono inscripto 
con el diámetro, bastará hallar por medio de la fórmula 
del problema X X X I, al valor del lado del polígono regu
lar circunscripto semejante con el inscripto, y la relación 
de su perímetro con el diámetro del círculo; y la relación 
de la circunferencia al diámetro, ó sea el número es
tará comprendida entre dichas dos relaciones.

Así, por ejemplo, si en la sèrie sucesiva de cálculo» 
que hemos indicado, llegásemos al polígono regular ins
cripto de 96 lados, veríamos que el valor de su períme
tro (tomando siempre el radio por unidad), es 6,282, y 
el del semejante circunscripto 6,285, luego

Pelacion del perímetro al diámetro del po
lígono inscripto de 96 lados..................... 3,141

Kelacion del perímetro al diàmetro del po
lígono circunscripto de 96 lados.............  3,142 (•)

— 157 —

(•) M. Legcndrcba demostrado no sdlo la incomensurabilidad 
del número w, sino es también la de su cuadrado. Siendo incoitien- 
gnrab’e la relación expresada por el número w, es evidente que to
dos los valores en que entre diebo número í o d  aproximados.



Relación de la circunferencia al diàmetro
en ménos de una milésima.................... irrrSilAi *̂5

Conviene conocer los siguientes valores aproximados 
del número i: determinados por varios geómetras.

22
A r q ü í m e d e s ................................

355Adriano Meció....................
l i o

n- * 333
.................................... ÍÓ6

Veamos ahora el valor de x , obtenido con aproxima
ción de 150 cifras decimales, y los de su logaritmo, raíz 
■cuadrada, &cc.

Z 3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 6939937510
X=: ) 5820974944 5923078164 0628620899 8628034825 3421170679

( 8214808651 3282306647 0938446095 5058237172 5359408128
log. X =  0,4971498726 9413385435 1268288291

— =  0,3183098861 83791. V 'x = l,7724538.X
P r o b l e m a  X L I I I .

Dado un arco de circunferencia valuado en grados, hallar 
su relación con el radio ó con el diàmetro, tomados por 
unidad.

Siendo x la relación de la circunferencia al diámetro,

ó  de la semi-circunferencia al radio, es evidente que ~  se-

rá la relación del cuadi’ante rectificado al radio; luego sa
biendo la relación que existe entre el arco dado A  y. el 
cuadrante (relación que se expresa por la del número de 
grados, minutos y  segundos que mide el arco comparados (*)

(*) El v.'ilor aproximado de x se puede hallar por el procedi
miento de los polígonos isoperíinetros y por el de las áreas; pero no 
hemos creído oportuno el consignarlos, porque hay otros procedi
mientos inas rápidos y exactos; pero que no pertenecen ála geome
tría elemental: con ellos se ha calculado el valor de w aproximado 
hasta 150 cifras decimales.
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•con los 90® que mide el cuadrante); multiplicando el nú

mero abstracto que representa esta relación por ~  este

producto será la relación del arco rectificado con el ra
dio. De modo, que siendo m esta relación, tendremos

A = m x| .

Ejemplo.— ¿Cuánto será el valor de un arco de 30® to
mando por unidad al radio?

„  . , . 1 30* 1 ,En este caso m es igual a  ̂ ; porque » mego

.....

Si quisiéramos determinar la relación del arco rectifi
cado con el diàmetro, In forma seria

AAz=mx-;-.4
Siendo evidente que en todos los casos el valor del ar

co seria la mitad que si se tomase por unidad al radio.

P r o b l e m a  X L I V .  [Reciproco del anterior]
Conocido el valor de un arco rectificado y  comparado con 

■el radio, hallar su valor en grados.
7TDe la fórmula A = m X  y  obtenida en el problema an

terior se deduce

‘ 2  X

E jemplo .—¿Cuántos grados tendrá un arco cuyo valor 
numérico es 2, es decir, que rectificado es igual al diá
metro?

2X2 360° kkojkc^ = 1 1 4 » , 559156.X 3.141593



a p é n d i c e

D E  L A  G E O M E T E Í A  P L A N A .

CAPÍTULO I.
n o c i o n e s  s o b r e  l o s  e j e s  y  c e n t r o s  d e  s i m e t r í a ,

Simetría. Las figuras que están situadas en un mismo pla-
Z T  T- fifti se fiama L -
tro *  sanetncc: o respecto á unaT-ecta que en tal caso se deno- 
mina de simetría.

<*, en dos partos ,¡,uahs í  telas las rectas pa, pasan por él p  
to,nn.n,tnon oloon^rno de unafpura cualquiera (terminadapeí 
una cuiTa o por lineas rectas), se llama centro de .imetria! 5 
s_^Iemente centro. (Rg. IJg.) Así el punto O es centro del po

lígono A B CD E F , si satisface á la con- 
dicion de que cualquier recta M N que- 
pasa por él queda dividida en dos par
tes M O = O N .

Como consecuencias de esta defini
ción tenemos:

. , Que el centro de curvatura de un
Círculo, es a la vez centro de figura y de simetría.

2. » Que el centro del círculo inscripto 6 circunscripto á un 
polígono regular, de un número par de lados, es centro de sí- 
metria de dicho polígono.

3. " Que el punto de concurso de las diagonales de un pa- 
ralelogramo, de un rectángulo, de un rombo ó de un cuadrado, 
es centro de cada uno de estos cuadriláteros.



Centro de simetría de dos figuras. D o s  f ig u r a s  c u a h s q u ù -  
ra  son sim étricas  resp ecto  á un ó tien en  un cen tro  d e  sim e
tría , cuando cu a lq u ier  recta  qu e p a sa  
p o r  d icho p u n to  y  term ina  en  su  con tor
n o  queda dividida en  dos p a r tes  iyuuies.

(Fig. 159.)
De manera que el punto O es cen

tro de 8¡mcti-ia de lus dos figuras 
ABCD y A'B'(-'D', si cualquier recta , ¡-.y. i;.»,
MN que pase por O y termine en sus contornos satisface á hi 
condición de quedar dividida en dos partes ()M  =  ÜN.

Eje de simetría. D o s  p u n to s  son sim étricos resp ec to  á  un a  
rec ta , 6  tm a  r ec ta  es  e je  de s im etría  de dos qntntos, s i  estos se h a 
llan situados en  la  m ism a  p erp en d icu la r  á  d i

ch a  rec ta  y  á  igu a l d istancia  d e  ella . (Fig. 160.)
De manera que los puntos A y A', K y B'.

C y C', D y D' íce., son simétricos con res
pecto á la recta MN, si se liallan en las per
pendiculares A A', B B'. CC’, DD'.... á dicha 
recta y í  iguales distancias de MN, que lle
va el nombre de e je  de sim etría .

Son simétricos dos polígonos ABCDE y /•». m .  

A'B'C'D'E' con respecto á la recta MN, si lo son sus vértices. 
En tal caso todas las rectas perpendiculares á la M N , que en
cuentren al perímetro quedan divididas en partes iguales pt-r 
dicha recta.

D o s  p a r te s  d e  p o líg o n o  son s im étr ica s  con respecto  á  una r e c 
ta, cuand o las rec ta s  q u e  unen sus vértices  dos ó  dos, son  p e r p e n -  
dicid a res  á ella y  quedan  divididas en dos jn irtes  iguales. (Fig. 161)

La.s porcione.s de polígono ABCD 
y A B C D son simétricas respecto al 
eje MN.

El diátnct7‘0 d e  un  círcu lo  es uno de 
sus ejes de simetría. La bisectriz de un 
á n gu lo  es un eje de simetría de sus la
dos. La línea de los centros de dos 
círculos es e je  de s im etría  de estos dos círculos.
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1

Dos Jiguras simétricas son superponihles.
Todajigura que tiene dos ejes de simetría perpendieulares en

tre sí, tiene por centro de simetría la común intersección de ellos.
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C A P IT U L O  I I .
NOCIONES SOBRE LAS CURVAS. —  ELIPSE, PARÁBOLA

E HIPERBOLA.

Definición general. Las curvas se consideran, en general, 
como líneas quebradas compuestas de infinitos lados, infinita
mente pequeños, cada uno de los cuales se llama un elemento 
de la curva. En tal concepto se considera á la circunferencia 
(única curva que se estudia en la Geometría elemental) como 
un polígono regular compuesto de infinitos lados, infinitamen
te pequeños.

Tangente y normal. La tangente en un punto de una cur
va es la prolongación del elemento de ella en dicho punto, y se 
considera como una secante tal que su.s dos puntos de intersec
ción se reúnen en un sólo elemento infinitesimal. La normal es 
la perpendicular á la tangente.

Círculo osculador. Es evidente que por un punto B (F. 162) 
de una curva se pueden hacer pa.sar muchas circunferencias 

que tengan un elemento común con 
ella y por consiguiente que tengan 
con la curva la tangente común FF', 
que lo es de la curva en el punto B; 
pero entre todos estos círculos hay 
uno que se aproxima á la curva más 
que todos los demás y que por esta 
circun.stancia se llama (Arcalo oscula- 

cuya propiedad fundamental es 
<jue tiene dos elementos consecutivos de la curva común con él; 
por cuya razón tiene dos tangentes consecutivas comunes. De 
modo que siendo DB el diàmetro del círculo osculador de la 
curva ABB', en el punto B existen do.s elementos comunes á 
la curva y al círculo. Como dos elementos comunes determinan 
tres puntos que no están en línea recta, se comprende que en-

i



un punto dado no puede existir más que un círculo osculador, 
para una curva determinada.

R a d io  j  centro  de curvatura . Se llama cetiii'0 de curvatura 
de una curva en un punto cualquiera B (Pig. 162) el centro O 
del circulo osculador, y radio de curvatura del mismo punto al 
radio OB del expresado círculo.

C onvexidad  y  concavidad. £n las curvas convexas y cerra
bas (esto es, que limitan una parte de plano) la tangente no 
corta nunca à la curvaj pero en las cóncavas puede la tangente 
«n un punto ser secante en otro ú otros. La curva A B C I) es 
convexa (Pig. 169) y la A'B'C*!)' cóncava: vemos que la tangen
te M X en la primera es toda exterior á ella, á excepción del 
punto de contacto, y 
en la segunda la tan
gente en el punto m'
€8 secante en los pun
tos })’ y q. Puede tam
bién observarse que 
los radios de curvatu
ra de la curva convexa ______________________________
ABCI) se dirigen há- >■'9
eia la parte interior de la curva, y en la porción cóncava de 
la curva A'B'C'D' (que se halla en las proximidades del punto 
m'), los radios de curvatura son exteriores á la porción de pla
no circunscripto por la curva.

P u D tod e  in flexión . Cuando una curva cambia en un pun
to la dirección de su curvatura, e.sto es, de convexa se trans
forma en cóncava, 6 recíprocamente, 
dicho punto se llama d e /b í/íc íto« ,
(Fig.lW)

El punto a es de inflexión en la 
curva abedef. La tangente en el pun
to de inflexión es secante de la curva 
en otro punto. t>t. n«.

P u n to  de retroceso. El punto b en que una curva hru.sca- 
mente vuelve sobre sí, se llama de retroceso. En c.rte punto la 
tangente debe ser común & las dos ramas.
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 ̂ Puntos multiples. Si In curva pasa más de una vez por uir 
mismo jiunto como en c, este se llama un punto múltiplo. En 
el hay tantas tangentes como ramas tenga la curva. Este es el 
carácter diferencial entre este punto y el de retroceso.

 ̂ Los puntos de inflexion, de retroceso y múltiplos, se deno
minan en general puntos singulares de las curvas.

Asimptota. Hay algunas curvas que tienen la propiedad 
de aproximarse mdeflnidamente á una recta, sin que llegue 
jamás á encontrarla. En tal caso la recta se dice aslmptota de- 
la curva, ó recíprocamente la curva es aúmptota de la recta.

También puede suceder que una curva sea asímntota de 
otra curva.
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ELIPSE.
D e f i m o i o n .  Äs llama elipse ana curva plana tal que la ŝ lma 

(le las fhsfancias de cada uno de sus ¡nmios, M  por ejemplo,
(Fig. 165) á dos puntos fijos F  y  F ” 
es constante é igual á una linea da
da 2 a, mayor que F F ’.

Pocos, ejes y centro. Los dos 
puntos fijos P y F' se llaman fo 
cos, laj recta AA' eje mayor y la. 
L B' perpendicular á ella en su- 

T-, '•/<■«. Plinto medio Hienor de la elip
se. Ivstas dos rectas son ejes de simetría de la curva. El punta 
O en que os ejes se encuentran es el centro da figura ó de si
metría de la curva.

Radie, rector.,. Las rectas FM y F 'M  trazadas desde loa 
dos focos a un punto cualquiera M de la curva se llaman ra- 
(hos vectores, la suma de estos radios vectores es constante se- 
gunja definición, é igual á la recta A A', es decir, al eje mayor.

Excentricidad. La distancia FF' que existe entre los fo
cos se llama excentricidad. Cuando dos elipses tienen igual dis
tancia local se denominan hnmofocales.

Diámetro. Cualquier recta HD' qúe pase por el centro de 
a elipse es un diámetro de ella, y la divide en dos partes igua- 

les. rodo diámetro es menor que el eje mayor AA', y mayor 
que el eje menor BB'.  ̂ ^



T angen te y norm al. La tangente TT' en un punto cual- 
•juiera M de una elipse, es bisectriz del ángulo formado por el 
radio vector M F' y la prolongación dcl otro radio vector F M.

La normal MN es bisectriz del ángulo FM F’ formado por 
jos dos radios vectores.

A rea de la  e lipse, Elárea f/p UiporcÍon de plano encerrado 
jwr la elipse es igtutl al jn-oducfo de sus dos semi-ejcs multiplica
do por la relación de la circunferencia al diáinetro. Es decir, 

área de la e l i p s e = 7 :x A 0 x 0 B .
C onstrucción  de la elipse- Conocido el eje mayor y los fo* 

•eos es muy fácil construir la elipse por un movimiento conti
nuo. En efecto, fijando en los puntos F y las extremidades 
de un hilo fiexible é inextenslble cuya longitud sen igual á A A' 
(cantidad igual á la suma de los radios vectores de un puQto 
cualquiera de la curva) con un lápiz se extiende este hilo y se 
trazan todos los puntos posibles deslizándolo en todas las di
recciones y con la condición que el hilo esté siempre tenso. Cla
ro es que en cualquier posición en que el lápiz señale, la distan
cia de este punto á los focos es igual al eje mayor.

Observaciones sobre la e lipse. La elipse es un i curva con
vexa y limitada en todas direcciones.

El círculo es una elipse cuya excentricidad FF' se reduce 
á cero.

P a r I b o l x .
SefínioioD, La parábola es una curra plana tal qw

■cada uno de stie jmntos M  equidista 
de un jmnta fijo F, llamado fo co , y de 
una recta Jija D 1/ que se denomitia 
directriz.

Eje y vértice. Si desde el foco F 
bajamos á la directriz la perpendicu
lar FC, esta recta se llama el (je de 
la parábola, y es su ye de simetría.
Según la definición el punto medio A 
Í̂e la recta CF es un punto de la cur

va, piles evidentemente equidista del 
foco F y de la recta I) D'. Este punto 
A  es el vèrtice de la curva. ' v
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Radio vector. Cualquier recta FM tirada desde el foco á 
un punto de la curva se llama radio vector.

Construcción de un punto cualquiera. Para construir un 
punto cualquiera M de la parábola; en un punto P del eje, le
vantemos la perpendicular indefinida M M', y haciendo centro 
en F con un radio igual CP ti*acemos una circunferencia que 
cortara, á la recta M M' en los puntos M y M' simétricos con res
pecto al eje,y que distarán igualmente del foco y de la directriz.

. La curva es indefinida en una de sus direcciones y limitada 
en el punto A, ó sea en su vértice, en dirección opuesta. Por
consiguiente, esta curva no es cerrada como lo son el círculo y 
la elipse.

Tangente y normal. La tangente de la parábola es hisectriz 
del ángulo formado por el radio vector y  una paralela al eje tra
zada por el punto de contacto. De manera que siendo TT' tan
gente en el punto M, es bisectriz del ángulo E M F. La normal' 
de un punto cualquiera es bisectriz del ángulo formado por la- 
prolongación del radio vector y  la paralela al eje. De manera 
que siendo MN la normal en el punto M es bisectriz del ángu
lo E M R . ®

La parábola es una curva coiivexa, abierta é ilimitada en una 
de sus direcciones.

H i p é r b o l a .

Definición La hipérbola es una curva plana (Fig. 167) tal 
que la diferencia de las distan
cias de cada uno de szis puntos 
M, á dos puntos fijos F  y  F\ 
llainados focos, es igual á una 
cantidad constante 2a, menor 
que FF".

Ejes, centros y vértices. La
recta X X ' que pasa por los fo
cos b y F' se llama eje transver
so, y la perpendicular á ella YY" 
frazada por el punto medio O 
de F F es el eje no transverso. 
Las dos son ejes de simetría?;
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pero el primero corta á la curva en lo8 puntos A y B, que se 
llaman i>értices, y el YY' no encuentra á la curva. El punto de 
concurso O de los dos ejes es el centro de la curva, y es su cen- 
tro de simetría.

»í.t«nc¡a focal. La porcion de recta F1-'comprendida en
tre los focos es la distancia focal

R.ai».B y forma general d e  la curva. La C u rv a  t ie n e  d o s

ramas simétricas con respecto á los dos ejes, cuyas ramas vuel- 
ven su convexidad al eje no transverso, y se limitan en un sen
tido por los vértices A y B, que son los puntos más cercanos á 
este eje, siendo ilimitadas ambas en sentido opuesto, 6 sea ha
cia donde las ramas vuelven su concavidad.

Conitfuccion de un punto cualquiera. Pata construir un 
punto M de la curva se hace centro en un foco, F por ejem
plo, y con un radio cualquiera, pero mayor que FB, se traza 
un arco de círculo; desde el otro foco F  con un radio que se 
diferencie del anterior en la cantidad constante 2 a, se traza 
otro, y los puntos de intersección de las dos circunferencias 
serán puntos de la curva, según la definición de ella.

Así resultarán los dos puntos M y M'", simétricos con res- 
pecto al eje X X ’; pero trazando circunferencias con los radios 
invertidos, esto desde F con el radio F'M y desde F con el ra- 
dio FM, resultarán otros dos puntos M' y M", pertenecientes 
á la curva. Estos cuatro puntos M, M', M" y M' fonnan por 
consiguiente un rectángulo, cuyos lados son paralelos á lo. 
ejes, y cuyos vértices equidistan del centro . . -,f ,

T .o g e o t e  y norm al. La tangente t f  en un punto M  de la 
curra esbiscctriz del ángulo FMF'formado por loerudxo« rec
tores F ^ f y F 'M  de dicho punto. rMfJ?

La normal M X es bisectriz delánguloadgaccnte F  M ll. 
Ob.erv.cioo general. La elipse, parábola é hii.érbola se 

llaman curcas de segundo grado, porque sus ecuaciones so 
segundo grado, y también llevan el nombre de scoemnes cJm- 
cas, porque resultan de la intersección de un plano con una s
perficie cónica. 1*1 ........... .

(.) Se l la m a  Geonxetria analiiica á la que se ^

son curvas de segundo grado.
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C A P ÍT U L O  I I I .
Í ' - J E R C I C I O S  D E L A  G E O M E T R Í A  P L A N A .  W

T e o r e m a s .

' « o e  <Ie un triinguluí c e l e s  e. p e T , „ d i c „ , „  ,  ^ ^
tes Iguales. [2eor. X I X .]  ^

3. La mayor de las dos diagonales de un paralelógramo, 
a opuesta á los dos ángulos obtusos. [_Teor. X X L ]

Inri polígonos de n lados son iguales sí tienen ( « — 1)
lados consecutivos iguales, y también los ( « - 2 )  ángulos com
prendidos entre ellos. [ Teor. L V .] ^

5._̂  Las perpendiculares bajadas desde los tres vértices de
un nangiilo a sus lados opuestos, se cortan en un mismo 
punto. ITeor. X X X V .]

n o r t l  el centro de una circunferencia y
por el punto medio de una cuerda, e, perpendicular á ella y
pa sa ^ p o r  >o. p u n t o s  m e d i o s  d e  los  arcos  s u bt en d i d o s .  [ T e o r . -

ten r'd i«« -̂̂ COS Sub-
 ̂ -

8. En todo cuadrilátero circunscripto, la suma de dos
lados opuestos es igual á la de los otros dos.

d,. ,m f lados
Í t Z  X C l f2 ’ -nitad.

íiSESSrH-=-r-̂ ^̂ ^̂
enunciados, los teoremas d nroli terminar los

...í. r ..«» .-

damos fo sS n tT tía ^ ^ ^ ^ ^ ^  profundamente, recomen-
y  Z a  F r e L ir ,  Amiot, Ritt
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10. Las rectas que unen los puntos medios de un cuadri
látero, forman un paralelógramo. \_Teor. L.]

11. Los perímetros de los triángulos semejantes, #on pro
porcionales á los radios de los circuios inscriptos y ¿ los de 
los c írouD scriptos.

12. Las áreas de dos triángulos semejantes son propor
cionales á los cuadrados de los radios de los circuios inscrip
to Ò circunscripto.

13. Las sumas de las perpendiculares tiradas desde un 
punto cualquiera interior á un polígono regular sobre cada 
uno de los lados, es una cantidad constante. [ Teor. CXV.]

14. La suma de las áreas de los triángulos que tienen por 
base respectiva dos lados opuestos de un paralelógramo y por 
vértice común un punto cualquiera interior, es una cantidad 
constante é igual á la mitad del ¿rea de dicho paralelógra
mo. [Ifeore?nfl« CXII y CXIII.]

15. En toda recta dividida en mèdia y extrema razón, la 
suma de los cuadrados de la recta total y de su segmento me
nor, es equivalente ¿ tres veces el cuadrado del segmento ma
yor. \_Teor. CXIX y Efc. I.'* del teor. CXXV.]

16. La suma de los cuatro cuadrados construidos sobre 
los cuatro segmentos de dos cuerdas que se cortan perpendi- 
cularmente, es equivalente al cuadrado construido sobre el 
diámetro. [Teor. de Pitágoraa.^

17. Si dos cuerdas se cortan rectangularmcntc, los cua
tro círculos construidos sobre los segmentos de estas cuerdas 
como diámetros, son equivalentes al circulo total dado. [̂ Teo
rema citado anteriormente.1

18. En todo triángulo la suma de loa cuadrados de dos 
lados cualesquiera es igual al duplo del cuadrado de mitad 
del tercer lado, mas el duplo del cuadrado de la recta qu; 
une el punto medio de este lado con el vértice opuesto. \_Tu(h- 
rcnwMCVIIyCVIlI.]

19. En todo cuadrilátero la suma de los cuadrados de sus
lados, esigua! á la tu^a de lo< cuadrados de la« diagonales, 
mas ou «tro veces el cuadrado de la reota que une los puntos 
medios de estas diagonales. [TVor. anterior.^
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20. El área de un triángulo es igual á su perímetro mul
tiplicado por la mitad de su apotema. {Teor. CXIII.]

P r o b l e m a s .

1. Traxar una oircuofeiencia tangente á una recta en un- 
punto dado y que pase por otro punto dado fuera de la recta. 
\_Teoremas LX yLXL]

2. Describir una circunferencia tangente á una recta en 
un punto dado y á una circunferencia dada. \_Proh. anterior.'] 
—Discusión de este problema.

3. Por un punto dado traxar una recta que forme ángu
los iguales con otras dos rectas dadas. [_Te0r. X X V .]

4. Por un punto dado, trazar una reota que equidiste de 
otros dos puntos dados. \_Teor. IX .]

5. Por un punto dado en el interior de un ángulo, traxar 
una recta tal que quede dividida por los lados del ángulo en 
dos partes iguales, siendo el punto medio el dado.

6. Construir un paralelógramo, conociendo SUS diagona
les y uno de sus ángulos. ITeoremas X L IIy  XLV.]

7. Dados dos puntos situados á un mismo lado de una 
recta, hallar un punto sobre la recta tal que la suma de las dls- 
tancias de él á los dos puntos dados sea un mínimo.

8. Dados dos puntos situados á un mismo lado de una 
recta, hallar un punto sobre la recta tal que la diferencia de 
sus distancias á los dos puntos dados sea un mexímo.

9. Dados dos puntos uno á cada lado de una recta, deter
minar en ella otro punto que la diferencia de las distancias á
los dos puntos dados sea un máximo.

10. Un lado de un octógono regular inscripto, Tale 16 me
tros. ¿Cuál será el valor del lado del polígono regular de 1 6  
lados inscripto en el mismo circulo? [Prob. X XII.]

11. Los perímetros de dos exágonos regulares inscriptos 
y circunscriptos valen 32 y 43 metros respectivamente. ¿Cuá
les serán los valores d̂  los perímetro» de los dodecágono, re-
guiares inscriptos y circunscriptos en el mismo circulo fPro- 
b/omaXXXlII.J

12. El valor de una circunferencia rectificada es 3250 me
tros. ¿Cuál será el de un arco de ella de 15« lO ' y 3a*?
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13. Un arco de 28" rectificado vale 16 metros, ¿cuál será 
el valor de la circunrerencia rectificada?

14  ̂ B ailar el área de un oirculo« CUJ’O radio es igual & 
22,3 metros.

15. Bailar el Area de un aeotor de 3 0 °  y 1 5 ',  correspon
diente à un círculo, cuyo radio es de 27 metros.

16. Hallar el área de un tegmento de circulo, que abra
ce 30® y en un círculo cuyo radio es 45 metros.

17. Hallar el área de una corona circular, sabiendo que 
un arco de 46® del círculo mayor vale 15 metros, y un arco de 
60 grados del círculo menor vale 10 metros.

18. »eterm inar el arco que deberá tener un sector, cu
yo área tea á 5  metrot cuadrados, sabiendo que el àrea del 
círculo á que pertenece es 124“ *.

19. El área de un paralelógramo es 13 metros cuadrados.
¿Cuál será la de otro que tenga la base doble que el anterior 
y la altura igual á la tercera parte?

20. El área de un polígono es 234"*. ¿Cuál será el de otro 
poligono semejante con ¿I y tal que sus lados hom ólogos es
tén en la relación con el primero de V^6?
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g e o m e t r ía  d e l  e s p a c io .

S E C C I O N  p r i m e r a .
Ü E  l a s  f i g u k a s  c o n s i d e r a d a s  e n  e l  e s p a c i o .

L I B R O  I.
P L A N O S  y  C U E R P O S  T E R M IN A D O S  P O R  S U P E R F IC IE S  P L A N A S .

C A P I T U L O  I .
P E R P E N D IC U L A R E S  Y  O B L IC U A S  A  U N  P L A N O .

nataraf“ * '™ “  »“ perficie de tal
naturaleza, que si una recta cualquiera tiene dos puntos

lo ™ 1 °  “ n ilimitadas, como
ricas se “ ?  demostraciones geomé-
nca se indican por medio de un paralelógramo, dándo- 

le poi consiguiente limites con el fin de hacerlas pereep-

irada i« * " ' considerarse proion-gacla la superficie indefinidamente-

T e o r e m a  CXXXVIII,
Por tres puntos que no estén en linea recta, I  o  P u e d a

1.0 Sean los tres puntos A , B y  C: tracemos la recta 
q pasa por dos de ellos, siempre será posible hacer



pasar un plano por esta recta (71), y si este plano gira 
alrededor de la recta AB, llegará un momento en que 
pase por el tercer punto C. Luego 
por estos tres puntos A, B y C pue
de pasar un plano. 2.“ Materialice
mos, por decirlo asi este plano, y sea 
elM N  (72); vamos á demostrar que 
por los tres puntos dados no puede 
pasar otro plano. Para ello, uno los 
puntos por medio de rectas, y tendremos que AB, BC y 
AC, serán rectas que todos sus puntos estarán en el pla
no MN. Supongamos por un momento que por dichos 
tres puntos pasaran dos planos, en tal caso, las tres rec
tas AB, BC y AC estarían á la vez en los dos planos: y sL 
trazáramos otra recta cualquiera m n, cortaría en m á la 
recta AB y en «  á la recta AC, luego tendrían dos pun
tos en cada uno de los dos planos, y por tanto dicha rec
ta tendría todos sus puntos en los dos planos. Como lo 
que hemos dicho de la recta m n, se p\iede decir de cual
quier otra, resulta que todas las rectas que estuviesen en 
un plano estarían en el otro, luego los dos planos se con
funden, ó lo que es igual, por los ti’cs puntos A , B y C, 
no pasa más que un sólo plano.

C o r o l a r i o s .

1. <> Dos recias gue secarían, determinan la posición de 
un plano, porque tomando un punto en cada una de ellas 
y el punto común, tendríamos tres puntos que no están 
en linea recta, por los que se puede siempre hacer pasar 
un plano y nada más que uno.

2. ® Dos recias paralelas, determinan un plano; pues 
por su definición sabemos que están en un plano, y ade
más tomando un punto en la una y dos en la otra, se ten
drán tres puntos que no están en línea recta.
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3. ® XJn arco de circulo, 6 dos lados de un polígono, de
terminan nn plano. Por igual razón que en los dos coro
larios anteriores.

4. » La intersección común de dos planos, es una linea 
recta; pues si uo fuese una línea recta, los dos planos 
tendiian tres puntos comunes no en línea recta, en cuyo 
caso se confundirían, lo que se opone á la hipótesis, y 
por consiguiente, es absurdo.

T e o r e m a  C X X X I X .
S i una recta es perpendicular á otras dos que pasan por 

su p ié  en un plano, dicha recta es también perpendicular 
á cualquiera otra quépase por su 
pié y esté situada en el mismo pla
no. (Fig.169.)

Sea la recta AB que suponemos 
perpendicular á las dos rectas BD 
y BC que pasan por su pió en el 
plano MN, vamos á demostrar que 
dicha recta es también perpendi
cular á otra cualquiera BE que 

pasa por su pié B y esté situada en el mismo plano MN. 
Para ello prolongo la recta AB, una cautidad A 'B  =  AB, 
trazo la transversal CD y uno los puntos A  y A ' con los 
tres puntos C, E y D.

 ̂ Los triángulos ABD y A 'B D  son iguales por ser rec
tángulos, tener el cateto BD común y los catetos A B =  
A 'B  por construcción. Luego A D = A 'D .

Los triángulos ABC y  A 'B C son iguales, por igual ra- 
.zon que los anteriores. Luego A C = A 'C .

Pero entonces los triángulos ACD y A 'C D  son igua
les, por tener iguales sus tres lados, y si consideramos su
perpuestos estos dos triángulos, resultará que A E = A 'E .

Poi consiguiente, la recta BE tiene dos puntos (el pun
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to B y el E) equidistantes de la recta A A ', y por consi
guiente \_Teor. X X X IV ] es perpendicular á ella.

Lo demostrado para esta recta DE puede demostrarse 
para cualquier otra que pase por B y que esté en el plano.

T e O E E M A  C X L .
Todas las perpendiculares levantadas á una recta en un 

punto, están en un mismo plano. (Fig. 170.)
Sea la recta AB y  por el pun

to B tracemos las perpendicula
res á ella BC, BD, BE, BF.....
Por dos cualesquiera de estas 
rectas, por ejemplo, BD y BE, 
se puede liacer pasar el plano 
MN, y vamos á demostrar que Fig. no.
todas las demás estarán en dicho plano. Supongamos por 
un instante que una cualquiera, la BC, no esta contenida 
en este plano; en tal caso, podremos hacer pasar un pla
no por las dos rectas AB y B C ; este plano cortará al MX 
en una recta BC' que será perpendicular á la AB [TVor. 
anterior"]', pero como la BC por el supuesto del teorema 
€8 también perpendicular á la AB, tendríamos trazadas 
por un punto B de una recta AB, dos perpendiculares 
BC y BC' en un mismo plano,lo que no puede ser. \_Teo- 
rema I ]

Escolio. El lugar geométrico de todas las perpendicu
lares levantadas en un punto de una recta en el espacio, 
es un plano según acabamos de demostrar.

73. Se dice que una recta es perpendicular á un plano, 
ó  que un plano es perpendicular á una recta, cuando la 
recta es perpendicular á todas las que pasan por su pié 
en dicho plano; y es claro que tal condición quedará sa
tisfecha, si dos de las perpendiculares que pasan por el 
pié de la recta están contenidas en el plano.
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74. Una recta que no es perpendicular, se llama obli
cua al plano, y recíprocamente.

T e o r e m a  C X L I .
Por un punió cualquiera, no se puede trazar más que 

una recta perpendicular á un 
plano. (Fig. 171 .)

Pueden suceder dos casos; 
que el punto esté situado en el 
plano, o que esté fuera de él.

1.0 Sea el punto B, digo que 
por él no puede levantarse más 

Fig. 171. que una recta BA perpendicu-
ar al plano MM. En efecto, si admitimos que otra recta 

cualquiera BC es perpendicular al plano M X , haciendo 
pasar un plano por las dos rectas BA y BC, cortaría al 

en una recta PQ, á la que las dos rectas AB y BC 
«erian perpendiculares (73); lo que es absurdo. \_Teor. I ]

2.0 Si el punto A  se halla fuera del plano, vamos á de
mostrar que tampoco puede trazarse más que una per- 
pendicular A B ; pues si suponemos que hay otra recta 
A D  también perpendicular al plano MN, haciendo pasar 
un plano por las dos rectas AB y  AD, daría una Ínter- 
sección PQ con el M X , á la cual serian perpendiculares 
AB y AD, lo que no puede ser ITeor. II], y como este 
absurdo resulta de suponer dos perpendiculares que par
tan del punto A , se deduce que no puede existir más que 
una perpendicular.

T e o r e m a  C X L I I .

S i desde el p ié de una perpendicular á un plano se traza 
una perpendicular á una recta situada en dicho plano, la 
recta que une el pié de esta segunda perpendicular con 
«n  punto cualquiera de la primera, es también perpen
dicular á la recta situada en el plano. (Fig.172.)
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Sea la recta A B perpendicular al plano M X , y la rec
ta BC perpendicular á la DE 
que está en el plano M X , di
go que la recta C A  que une 
el punto C con un punto cual
quiera de la recta AB, es tam
bién perpendicular ala DE.

Para demostrarlo, desde el 
punto C lomo las partes C E =
D C , y trazo las rectas B D  y BE, A D  y AE.

Las dos rectas BD y B E  son iguales por oblicuas que 
se apartan igualmente dcl pié de la perpendicular BC. 
Luego los triángulos rectángulos A B D  y A B E  son igua
les por tener el cateto A B  común y los catetos BD y BE 
iguales. Por tanto, las hipotenusas AD y AE son iguales.

Pero entonces la recta AC tiene 
El punto C equidistante de los puntos D y E, por construcción. 
El punto A equidistante de los puntos D y C, por ser AD=-4K.

Luego A C  [jTcor. X X X IV ] es perpendicular á D E , 
que era lo que se quería demostrar.

Escolio. Siendo las dos rectas CB y C A  perpendicu
lares á la recta D E  en el punto C, el plano A C B  deter
minado por estas dos rectas [2T?or. CXXX\ III, cor. l.*>] 
es también perpendicular á DE. (73)

T e o r e m .\ C X L I T I .
La perpendicular trazada desde un punto á un plano, 

es menor que cualquiera oblicua ti
rada desde el mismo punto al plano.
(Fíb.173)

En efecto, si desde el punto A 
bajamos la perpendicular AB y la 
oblicua A C  al plano M X , uniendo 
por medio de la recta BC los puntos de ínter, eccioo de
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estas dos rectas con el plano, tendremos que A B  será 
perpendicular á BC, y por consiguiente AC oblicua, lue
go AB <  AC \_Teor. X X IX .]

T e o A tima C X L I V .  [Recípiocodeumerior]

La recta más corta que puede trazarse desde un punto á 
un plano, es perpendicular al plano.

(Regla del número 34.)
75. Se llama distancia de un punto á un plano la per

pendicular bajada desde dicho punto a el.

T e o r e m a  C X L V .
Si desde un punto tomado fuera de un plano se trazan 

la perpendicular y  varias oblicuas, 1.® Las oblicuas que se 
apartan igualmente del pié de la perpendicular, son igua

les. 2.® De dos oblicuas, la que 
más se aparta del pié de la per
pendicular, es la mayor. (F* 1'̂ )̂

1.® Supongamos trazadas des
de el punto A  las dos oblicuas 
AB y AD, que se apartan igual
mente del pié B de la perpen- 

Fi¡. i7», dicular AC, de modo que B C =
C D. Los dos triángulos rectángulos A B C  y A C :^ so n  
iguales, por tener iguales sus dos catetos, luego AB A

2.0 Supongamos C E > B C , y vamos á demostrar que 
A E > A B .  Tomemos sobre la recta C E  una parte 
C D = B C ,  y trazando la recta A D , tendremos por lo de
mostrado anteriormente que A D = A B ;  pero A E > A D  
{T eor. X X X ]; luego AE >  AB.

Corolario 1.0 Un punto cualquiera de la perpendicular
Á un plano, equidista de todos los puntos do la circunfe
rencia descrita desde su pié como centro y con un radio 
«ualquiera.



Ea efecto, si desde el pié C de la perpendicular A C , 
:se traza una circunferencia con un radio B C , todas las 
rectas A B , A D .... que unen dicho punto con los de la 
-circunferencia, serán oblicuas que se apartan igualmente 
del pié de la perpendicular.

Corolario 1.« E l lugar geométrico de iodos los puntos 
que en el espacio equidistan de los extremos de una recia, 
-es un plano perpendicular á ella en su punto medio; 
pues si se une cualquier punto del plano con los extre
mos de la recta, las distancias serán dos oblicuas que se 
-apartan igualmente del pié de la perpendicular.

Escolio. La perpendicular AC se llama eje del circulo, 
ouyo radio es BC.

T e o r e ma  C X L V I .  [Reciprocodelaaierior]
1.® Las oblicuas iguales, se apartan igualm ente del pió 

d e  la perpendicu lar. 2.® La mayor de dos oblicuas, se 
-aparta m ás del p ié  de la perpendicular.

(Regla del número 34).

T e o r e m a  C X L V I I .
Por un punto de una recia, no se puede levantar más 

«pie un plano perpendicular á ella.
<Fig- 175)

Supongamos que por el punto B 
•de In recta A B '’se pudieran trazar 
los dos planos M N  y M P, ambos 
perpendiculares á la rccta'AB en di* «a
cho punto. En tal caso, si hacemos pasar por AB un pla
no cualquiera, este cortará á los'dos planos M N y M P, 
respectivamente, en las rectas B I) y BC que serian per
pendiculares á la AB (73, en un plano, lo que es absur
do. \Teor. I ]

T e o r e m a  C X L V I I I .
Por un punto fuera de una recta, no se puede trazar 

más que un plano perpendicular á ella. (Fií-176)
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P C N

Supongamos por un momento que por el punto C, se- 
pueden trazar dos planos M N  y P Q  perpendiculares á la 

recta A B . Sean B y D los puntos de 
intersección de la recta con los dos 
planos M N  y P Q  respectivamente. 
Ahora si hacemos pasar un plano- 
cualquiera por la recta AB, dará las 
intersecciones BC y DC con los dos 

i'ig. no. planos, cuyas intersecciones serán
perpendiculares á la recta A B , y como estas interseccio
nes y la recta A B  están en un mismo plano (el plano se
cante) tal consecuencia es absurda \Teor. II], absurdo 
que resulta de suponer que por el punto C pueden pasar 
dos planos perpendiculares á la A B ; luego no podrá pasar 
más que uno, que era lo que se queria demostrar.
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C A P IT U L O  I I .
i  N G U L O S  D I E D R O S

76. Cuando dos planos se cortan, dividen al espacio en 
cuatro porciones indefinidas, cada una de las cuales se 
llama un ángulo diedro (Fig. 177). De manera que el ángu

lo diedro puede definirse dicien- 
' do que es la separación ó aber

tura de dos planos que se cor
tan. Caras del ángulo son los 
dos planos que le forman y aris
ta es la común intersección de 
dichos planos.

Un ángulo diedro se designa- 
con cuatro leti-as, una de cada 
una de las caras y las dos de la. 

arista que se colocan en medio. De manera que los cuatro



ángulos diedros formados por los dos planos P Q  y M N  
^Fig.Í77) se designarán así: Q A B N ,  Q A B M ,  P A B M  y 
PABN; cuyos cuatro ángulos tienen la arista común AB. 
Observemos que de este modo quedará perfectamente fija
da la posición de los planos que forman las caras, pues en 
cada uno se toman tres puntos que no están en línea rec
ta, los que determinan la posición de dichos planos. \_Teo- 
rema C X X X V II.]

Si el ángulo diedro está solo, puede señalarse única
mente con las dos letras de la arista, sin que esto induz
ca á error.

77. Angulos diedros adyacentes, son los que tienen una 
cara común y la otra en un mismo plano. Son adyacen
tes (Fig. 177) MABQ con NABU, NABQ con N A BP,& c. 
Se llaman consecutivos dos ángulos diedros, cuando tie
nen una cara común; pero las otras no están en un mis
mo plano.

78. Dos planos son perpendiculares entre íé, cuando 
forman ángulos adyacentes iguales.

79. Dos planos son oblicuos entre íí, si forman ángulos 
.adyacentes desiguales.

80. Los ángulos adyacentes que forman dos planos per
pendiculares entre sí, se llaman ángulos diedros rectos.

81. Todo diedro menor que el recto se llama agudo: y 
obtuso, si el ángulo es mayor que el recto.

82. Si la suma de dos ángulos diedros es igual á un 
diedro recto, cada uno de ellos es complemento del otro: 
-ó bien se llaman complementarios.

Si la suma de dos ángulos diedros es igual á dos rec
tos, se llaman suplementarios estos ángulos, ó bien su
plemento el uno del otro.

83. Dos ángulos que tienen un mismo suplemento 6 
un mismo complemento son iguales, porque les falta una 
misma cantidad para valer dos ángulos rectos ó un án
gulo recto, respectivamente.
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84. Angulos diedros opuestos por la arista, son los que- 
las caras del uno están formadas por las prolongaciones- 
de las del otro. Tales son los ángulos (Fig. 177) MABQ y  
PABN.

T e o r e m a  C X L I X .
Por una recta dada en un plano, no se puede levantar 

más que un plano perpendicular al primero.
(Este teorema se demuestra como su análogo [_Teor. 

de la Geometría plana.)
Corolario. Dos ángulos diedros rectos son iguales, aun

que no sean adyacentes.
(Se demuestra como su análogo de la Geometría plana,. 

\_Teor. I, cor. 1.®])
T e o r e m a  C L .

La suma de dos ángulos diedros adyacentes, es igual á-. 
dos ángulos rectos.

C o r o l a r i o s .

1. ® La suma de todos los ángulos diedros consecutivos- 
que se pueden form ar á un mismo lado de un plano, es 
igual á dos rectos.

2. ® La suma de todos los ángulos diedros consecutivos 
que se pueden form ar alrededor de una recta, es igual á 
cuatro ángulos rectos.

3. ® Los cuatro ángulos que forma un plano con otro al 
que es perpendicular, son rectos.

4. ® Todo ángulo diedro, es menor que dos ángulos, 
rectos.

(Se demuestran, este teorema y sus cuatro corolarios^ 
como sus análogos \_Teor. III y sus cor.®’]  de la Geome
tría plana.)

T e o r e m a  C L I .
Los á/igulos diedros opuestos por la arista, son iguales..
(Demostración igual á la del Teor. IV .)
85. Se llama ángulo plano correspondiente á un diedro*.
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el ángulo rectilíneo formado por dos perpendiculares le- 
Tautadas en un mismo punto de la arista y cada una en 
ima de las caras del diedro.

T e o r e m a  C L I I .
1 . 0  St dos ángulos diedros son iguales, sus ángulos pla

nos correspondientes también lo son. 2.“ Si dos ángulos 
diedros son desiguales, al mayor diedro corresponde ma
yor ángulo plano. (Pigs. 178 y 179)

1 . 0  Sean los dos ángulos diedros ABCD y A ' B ' C ' D '  
(Fig. 178) que suponemos iguales, y sean bac y b'a'c' sus 
ángulos planos correspondien
tes (85), de manera que ab y ac 
sean perpendiculares á la BC en 
el punto o y cada una de ellas 
en una de las caras; es decir, ab 
en la cara ACB y ac en la cara 
BCD del diedro ABCI); y de un 
modo semejante el ángulo pla
no é'a 'c 'en  el diedro A ' B’ C' D '.
Supuesto que los diedros son iguales, se podrán superpo
ner sus caras y su arista, de tal modo, que el plinto a 
coincida con a '; pero en tal caso, ac coincidirá con o e ', 
porque en un punto de una recta en un mismo plano no 
se la puede levantar más que una perpendicular [^Jeor. 1]; 
y por igual razón la recta ab coincidirá con o b' ; luego 

ángulo b a c =  ángulo 'bVc'.
2.® Supongamos que el diedro 

ABCD es mayor que el A'B'C'D'
(Tig. 179)- Hagamos pasar por la 
recta BC un plano BCM que for
me con el ABC un ángulo die- 

■ d roA B C M = A 'B 'C 'D '.IC n ta l 
caso n».

áng. ])lano ¿*<fwa=áng. plano, b'a'c', según el primer caso:
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pero las tres rectas ah, am y  ac, perpendiculares á la BC 
en el punto o, están en un mismo plano [TVor. C X L ], y 
por tanto evidentemente

ángulo Ja7?!<ángulo hac, ó bien ángulo b 'a 'c '< b a c , 
que era lo que se quería demostrar.

Escolio. Como el ángulo plano se puede trazar desde 
un punto cualquiera de la arista, y siempre resultaría de
mostrado el teorema, se deduce que todos los ángulos pla
nos correspondientes á un diedro son iguales.

T e o r e m a  C L I I I .  [Recíproco del anterior]
1.® Si dos ángulos planos correspondiejites á dos diedros 

son iguales, dichos diedros también son iguales. 2.'> Sidos 
ángulos planos correspondientes á dos diedros son desigua
les. al mayor corresponde mayor diedro.

(Regla del número 34.)

T e o r e m a  C L I V .
Dos ángulos diedros, son proporcionales á sns ángulos

planos correspondientes.
(Fig. 180)

Sean los dos d ie dro s  
ABCD y A 'B 'C 'D '; pue
den suceder dos casos: que 
los ángulos planos ACD y 
A 'C 'D ' sean comensura- 
bles, ó que no lo sean.

"* 1-® Siendo comensura-
bl('s los ángulos planos ACD y A 'C 'D ', supongamos con
tenida la medida común de ellos 4 veces en el primero y 
5 en el segundo, tendremos que

ACD : A'C’'D' :: 4 : 5.
llagamos pasar planos por las aristas BC y B 'C ', y 

por las rectas divisorias CE, CF, CG del uno, y C 'E ',
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C 'F ' C 'G ', C 'H ' del otro. De este modo quedará el die
dro A B C D  dividido en 4 diedros parciales, y el A 'B 'C 'D ' 
«n  5. Todos estos diedros son iguales, porque sus ángu
los planos correspondientes lo son; luego 

A D C D  : A'B'C'D': : 4 : 5.

De las proporciones que anteceden, se deduce que 

ABCD : A'B'C'D' : : ACD : A'C'D'

<jue era lo que se quería demostrar.
2.** Si los ángulos planos A C D  y A 'C  D fuesen in- 

comensurables, se demostraria apoyándose en la misma 
propiedad y por el mismo razonamiento que el 2.“ caso 
■del teorema X C.

Corolario. Todo ángulo diedro, tiene por medida su án
gulo plano correspondiente. Este corolario se deduce evi
dentemente del teorema, pues que si se toma por unidad 
para medir los ángulos diedros el diedro i-ecto, la misma 
relación habrá entre el diedro propuesto y la unidad, que 
entre el ángulo plano eorrespondiente al primero y el án
gulo plano correspondiente al ángulo.

T e o r e m a  C L V .

Si una. recta es perpendicular á un plano, todo plano 
que pase por ella es también perpen
dicular á dicho plano. (Fig. 181)

Sea la recta A B  perpendicular al 
plano MN: hagamos pasar por ella el 
plano PQ,, cuya intersección con el 
M N  es la recta P R . Trazo en el pla
no MN la recta CD perpendicular á 
la P R  en el puntoB; y tendremos que C B A  y A B D ,  se
rán los ángulos planos correspondientes á los dos diedros 
adyacentes formados por los dos planos. Pero siendo AB
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perpendicular al plano M N  lo es también á la recta CD 
que pasa por su pié en dicho plano; luego los ángulos 
C B A  y A B D  son rectos; y por consiguiente, los diedros 
M P R Q  y N P R Q  lo son también; luego el plano P Q es 
perpendicular al MN.

Escolio. Como por una recta pueden pasar infinitos 
planos, se deduce que por una recta perpendicular a un 
plano pueden pasar infinitos planos perpendiculares alpri-
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C A P IT U L O  I I I .
P L A N O S  P E K P E N D I C U L A R E S  E N T R E  SÍ .

T e o r e m a  C L V I .

Si dos planos son perpendiculares entre sí, y  en el uncr 
se tira una perpendicular á la intersección, dicha perpen
dicular lo es también al otro plano. (Fig. 181)

Si los planos M N  y P Q  son perpendiculares entre sí 
y la recta A B  es perpendicular á su común intersección, 
tendremos que los ángulos planos C B A  y A B D  deberán 
ser rectos (por corresponder á diedros rectos); luego la 
recta A B  es perpendicular á la CD, y como por el su
puesto lo es también á la P R , resulta que dicha recta 
A B  es perpendicular á las dos rectas P R  y CD que pa
san por su pié en el plano M N, y por tanto es perpendi
cular al plano. (73)

T eoR E M A C L VI I .  [Recíprocodelanierioi]
S i dos planos son perpendiculares entre sí y  en un punto 

de la Í7iterseccÍon se levanta una perpendicular aluno, di
cha perpendicular estará contenida en el otro-. (Fig. 182) 

Supongamos que los dos planos MN y PQ.son perpen
diculares entre sí, y que la recta A  B es perpendicular al
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MN; digo que dicha recta está contenida en el plano PQ. 
Supongamos por un momento que no estuviese contenida 
en dicho plano, sino en otro cualquie
ra P Q ' ;  en tal caso, este plano seria 
perpendicular a l M N  [^Teor. C L V ],y  
como por el supuesto lo es P Q , ten
dríamos por la recta P R  levantados 
dos planos perpendiculares al MN, lo
que es absurdo.

Corolario. E l lugar geométrico de todas las perpendicu
lares á un plano levantadas por los puntos de una recta si
tuada en él, es otro plano perpendicular al primero. Esto 
se deduce inmediatamente del teorema.

T e o r e m a  C L V I I I .
Si dos planos son perpendiculares á un tercero, la inter

sección de los dos primeros planos será perpendicular 
también al tercero. (Fig. 183)

En efecto, si por el punto A , común á los tres planos, 
quisiéramos levantar una perpendicular al plano MN, di
cha perpendicular tendria que 
estar 4 la vez en los dos planos 
PQ y QR que se suponen per
pendiculares al M N  \_Teorema 
anterior~\\ luego esta perpendi
cular seria necesariamente la 
intersección de ellos A Q , que 
por tanto es perpendicular al 
plano M N.

T e o r e m a  C L I X .
Por una recia oblicua ó paralela á un plano, no pueden 

pasar dos planos perpendiculares al primero.
Pues si pasasen, su intersección que sena la recta da

da, habría de ser perpendicular al plano \_Teor. anterior^.
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contra la hipótesis del teorema que dice que la recta es 
oblicua ó paralela á él.

T e o r e m a  C L X .
Si desde un punto tomado en el interior de un ángulo 

diedro se bajan dos rectas perpendiculares á sus caras, el 
ángulo formado por dichas perpendiculares es suplemen
to del diedro. (Fig. 184)

Sean las dos rectas A B  y AC respectivamente per- 
j)cndiculaiesá lascaras M Q  y  M N  del diedro. llagamos 

pasar uu plano por dichas rectas, y 
sean B D  y DC las intersecciones de 
este plano con las dos caras del die
dro. El plano determinado por las dos 
rectas A B  y A C  es perpendicular al 
plano M N  y al M Q , por pasar por 

184. dichas rectas que son perpendiculares
respectivamente á ellos [^Teor, C LV ]; luego, recíproca
mente, los planos M Q y M N son perpendiculares al pla
no A B C D ,  y por consiguiente, también la común inter
sección M R  es perpendicular al plano A B C D  [Teorema 
CT\ III]; pero en tal caso, la M R  es perpendicular é las 
dos rectas B D y  D C que pasan por su pié D en el plano 
A B C D .  Vemos, por consiguiente, que B D C  esel ángu
lo ¡)lano correspondiente al diedro propuesto Q M R N ;  
pero en el cuadrilátero A B C D ,  los ángulos B y C son 
rectos, luego el ángulo A  es suplemento del BDC.
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C A P IT U L O  IV .
D E  L A S  R E C T A S  Y  P L A N O S  P A R A L E L O S .

T e o r e m a  C L X I .
Dos rectas perpendiculares á un mismo plano, son para

lelas entre si. (Fig. 185)



Fig. I S S ,

Sean las dos rectas AB y CD perpendiculares al plano 
MN. Hagamos pasar un plano por las rectas AB y por el 
punto D, este plano será perpendi
cular alM N ,por contener ála i*ecta 
AB \_Teor. CLV], pero la recta BD 
también está en el plano ABD, por- 
q\ie es perpendicular al plano MN y 
está levantada en un punto D de la 
intersección \_Tcor. C L V II]; luego 
las dos rectas AB y  CD están en un mismo plano; ade
más estas rectas no se pueden encontrar por más que se 
prolonguen, pues si se encontrasen, desde el punto de su 
unión se podrian bajar dos perpendiculares al plano MN 
lo que es absurdo; luego son paralelas. (24)

T e o r e m a  C L X I I .

Por  u» punto del espacio, no puede pasar más que una 
paralelad una recta.

En efecto, si se traza otra recta cualquiera que pase 
por el punto, ó estará en el mismo plano que las dos rec
tas paralelas, ó estará en otro plano. Si está en el plano 
no puede ser paralela, porque por un punto en un plano 
no se puede trazar á una recta más que una paralela; si 
está fuera del plano tampoco será paralela, pues dos pa- 
ralelas deben estar en un mismo plano, según su defini
ción. (24)

T e o r e m a  C L X III . [Recíproco del CLXl]

Si una de dos paralelas es perpendicular d un plano. 
también lo será la otra. (Fig. 185)

Supongamos que las dos rectas AB y CD son parale
las, y que la AB es perpendicular al plano M N ; vamos a 
demostrar que la CD también lo será. En efecto, supon
gamos que la CD no es perpendicular al plano; por el

— 189 —



punto D siempre será posible levantar una recta que sea 
j)erpendiculur al plano MN. Esta recta será paralela á la 
AB \_Teor. CCXT]; luego por el punto D tendremos tra
zadas dos rectos paralelas á la AB, lo que es absurdo. 
[_Teor. anterior.']

T e o r e m a  C L X I V .

Si dos recias son paralelas á una tercera en el espacio, 
son paralelas entre si.

Llamemos á las tres rectas A, B y C, y supongamos 
que las rectas A  y B son paralelas á la C. Si hacemos pa
sar un plano perpendicular á la recta C, lo será á sus pa
ralelas A  y B [  Teor. anterior]; luego las dos rectas A  y B 
son perpendiculares á un mismo plano, y, por consiguien
te, son paralelas entre sí. [Teor. C LX I.]

86. Una recta y un plano son paralelos, si prolongados 
indefinidamente no se encuentran.

87. Dos planos se llaman paralelos, si prolongados in
definidamente no se encuentran.
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T e o r e m a  C L X V .

Si una recta es paralela á otra que está situada en un 
plano, también es paralela al plano.
(Fig. 186)

Sea la recta AB paralela á la CD 
que está en el plano MN, vamos á- 
demostrar que dicha recta A B  es 
paralela al plano. En efecto, si por 
las dos rectas A B  y CD hacemos 

pasar el plano ABCD, éste solo tiene común con el MN, 
la recta CD; pero como la AB es paralela por hipótesis á 
C'I), nunca podrá encontrar á esta, ni por consiguiente, 
al plano MN; luego AB es paralela á este plano. (86)
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T e o r e m a  C L X V I .
Do$ ' p l a n o s  'perpendiculares á una recta, son paralelos.

(Fig. 187)
Ea efecto, si los planos MN y PQ 

son perpendiculares á la recta A B , 
no se podrán encontrar; pues si su
pusiéramos que existia un punto O 
en el cual se encontrasen, la recta 
O A  estaría toda en el plano P Q , 
por tener los dos puntos A y  O en /-.s.'»’
él; por igual razón la OB estaría en el plano M Pero 
entonces las rectas O A  y OB serian perpendiculares á la 
A B , lo que es imposible \Teor. II]; luego los planos no 
se encuentran, y por tanto son paralelos. (87)

T e o r e m a  C L \  I I .
Si d dos planos paralelos corta un tercer plano, las in

tersecciones son paralelas. ^
En efecto, las intersecciones son dos rectas que están 

en el plano secante, y no pueden encontrarse por más que 
se prolonguen, por estar situadas en planos paralelos; 
luego dichas rectas son paralelas. (24)

T e o r e m a  C L X V I I I .
Las partes de paralelas comprendidas entre planos pa

ralelos, son iguales. (Fig-188)
En efecto, si hacemos pasar un plano por las parale-

las A B y C D , cortará á los dos 
planos MN y PQ en dos rectas AC 
y BD, paralelas entre sí [^Teorema 
anterior'\; luego la figura A B C D  
es un paralelógramo, y por consi
guiente,

AB =  CD.  ‘8B-



Corolario. 'Todos los punios de «n plano, equidistan d® 
su paralelo; porque todas las perpendiculares bajadas des
de los puntos de x;u plano al otro, son paralelas entre sí 
y por tanto iguales.

T e o r e m a  C L X I X .
Si dos ányulos que están en diferentes planos tienen sus 

lados paralelos y  dirigidos en el mismo sentido, dichos án
gulos son iguales. (Fig. 189)

Tomemos sobre los ángulos BAC 
y E D F  las partes A B = D E  y 
A C = D F ,  y tracemos las rectas 
A l), BE, CF, BC y EF. En el cua
drilátero ABDE, siendo AB igual y  

189. paralela á D E , tendremos [_Teore-
ma X L IV ] que A  D es también igual y paralela á B E , y 
ea el cuadrilátero ACDF, por ser AC igual y paralela á 
D F , lo serán entre sí A D  y CF; luego en el cuadriláte
ro BCEF, BE y CF son iguales y paralelas entre sí, y por 
tanto también BC y EF. Los triángulos ABC y DEF son. 
por consiguiente iguale.«!, por tener sus tres lados iguales;, 
luego ángulo A=ángulo D.

T e o r e m a  C L X X .
Si dos rectas que se cortan son paralelas á otras dos que 

se cortan también, el plano que pasa por 
las dos primeras, es paralelo al que pa
sa por las dos segundas. (Fig. 190)

Sea las rectas AB y BC que determi
nan el plano MN, y las rectas ED y EF 
que determinan el M 'N ' cuyas rectas su
ponemos respecliyamente paralelas (A B  

fig. 190. á la y BC á la EF). Si por el pun
to B bajamos la perpendicular B L  al plano M 'N ' y por 
el pió L de ella trazárnoslas rectas L Q y  L il  respectiya-
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mente paralelas á E F  y  E D ; tendremos que siendo BL. 
perpendicular al plano M 'N ' lo será á las rectas LQ y LK  
que pasan por su pié en el plano; pero por construcción 
LR  es paralela á ED, y por suposición la misma ED es 
paralela á B A, luego B A  y L R  son paralelas [ Teore
ma C LX IV ]; por iguales razones la recta LQ, es paralela 
á la BC; luego si BL es perpendicular á las rectas LO y 
LR (según hemos demostrado) lo será también á sus pa
ralelas AB y BC; pero entonces lo será al plano PQ; de lo 
que se deduce que los planos MN y PQ son paralelos euti o 
sí, por ser ambos perpendiculares á la recta BL.

85. Cuando á dos planos cualesquiera corta un tercero, 
forma ocho ángulos diedros cuyas denominaciones son 
iguales á las que se dan á los ángulos planos formado» 
por dos rectas cortadas por una secante.

T e o r e m a  C L X X I .

Si á dos planos paralelos corla un tercer plano,
1. ” Los ángulos diedros altemos internos son iguales.
2. ° Los ángulos diedros alternos externos son iguales.
3. ” Los diedros correspondientes son iguales.
4. « Los diedros internos de un mismo lado del plano se

cante, son suplementarios.
5. « Los diedros externos de un 

mismo lado del plano secante, son 
suplementarios.

Las intersecciones AB y C D  
(Fig. 191) del plano secante X Y  con 
los planos paralelos P Q y  MN son 
paralelos [Z>or. C LX V II]; luego 
si por un punto O de la intersec
ción AB se troza un plano per
pendicular á ella también lo será 
á la CD. Las intersecciones EF y  t'v-

(•) Corrección.— La X de la parte auperior de esta fig.* debe ser IL
Ri ' s i o. — n.  [  1
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RS de dicho plano con los planos PQ  y RS son perpendicu
lares á la recta AB en el punto O, porque son rectas que 
pasan por su pié O en el plano perpendicular a la recta AB; 
por igual razón las intersecciones GH y RS son perpen
diculares á la CD en el punto L ; luego los ocho ángulos 
que forma la recta RS con las rectas paralelas EF y GH, 
son los ángulos planos correspondientes á los ocho die
dros, formados por el plano secante X Y  y los dos planos 
paralelos MN y PQ. Pero entre los ángulos planos for
mados por dichas dos rectas y la secante se verifican las 
propiedades que indican las cinco tesis de este teorema 
(que son las mismas del teorema X II); luego entre los 
diedros también se verificarán.

T e o r e m a  C L X X I I .
Tres planos paralelos que cortan a dos rectas cuales

quiera, las dividen en partes proporcio
nales. (Fig. 192)

Sean los tres planos paralelos M N , 
PQ, y RS, que cortan á las dos rectas 
AB y CI). Unamos el punto A  con D: 
considerando el plano que pasa por las 
dos rectas AB y AD, las intersecciones 

lOT EF y BD con los planos P Q y  MN serán 
paralelas [2Vor.CLXVH ], así como las intersecciones FG 
y  AC del plano que pasa por ADC con los planos P Q y  RS.

Ahora los triángulos ABD y AEh son semejantes Teo
rema X C IV ] y también los triángulos DAC y DFG; por 
consiguiente, tenemos las proporciones:

AE :E B  A F :F D  i donde AE : EB : :  CG : GD.
C G  : GD A F : FD )

Escolio. Si las dos rectas AB y CD estuvieran en un 
mismo plano, este teorema se reduciria al XC.

88. Se llama proyección de un punto sobre un plano el
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pié de la perpendicular trazada desde el punto al plano; y 
proyección de una línea cualquiera sobre un plano, la lí
nea formada por las proyecciones de sus puntos sobre el 
plano. El plano sobre el que se proyecta una línea se lla
ma plano de proyección.

T e o r e m a  C L X X H I .

La proyección de una recta sobre un plano, es otra rec
ta. (Fig. 193)

En efecto, para determinar la px-oyeccion de la línea 
recta sobre el plano se bajarán perpendiculares desde ca
da uno de sus puntos al plano (86); pero todas estas per
pendiculares A A ', B B ', CC'... están 
en un mismo plano; porque las dos 
rectas A A ' y BB' por ser paralelas 
están en un mismo plano, cuyo pla
no coincide eon el de las dos para
lelas BB' y CC' por tener los tres 
puntos comunes B, B ' y A  \_Teore- 
ma C X X X V III]; y  como lo mismo puede decirse de to
das las perpendiculares bajadas desde los puntos de la 
xecta A  C, queda demostrado que dichas perpendiculares 
están en un mismo plano. Pero la proyección de la recta 
dada sobre el plano M N  es la intersección del plano en 
<jue se hallan las perpendiculares con él, y por tanto es 
una línea recta. \_Teor. C X X X V III, cor. 4.«»]

Escolio. El plano que contienen las perpendiculares 
que proyectan los puntos de una recta sobro un plano, se 
llama plano proyectante, y es claro que es perpendicular 
a 1 proyección, quedando determinada por la recta da
da y una cualquiera de las perpendiculares. Siendo la 
proyección de una recta sobre un plano otra recta, dicha 
proyección quedará determinada, proyectando dos de sus 
puntos. Si la recta tiene un punto en el plano bastará de
terminar la proyección de otro.
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89. Se llama ángulo de una recia y un plano, el que 
forma dicha recta con su proyección sobre el plano.

90. E l ángulo de dos rectas que no se cortan en el espa
cio es el que forma una de ellas, y una paralela á la otra 
en un punto cualquiera de la primera; ó bien el ángulo- 
formado por dos rectas tiradas desde un punto cualquie
ra del espacio paralelamente á las rectas en cuestión.

T e o r e m a  C L X X I V .

E l ángulo de una rectay un plano, es menor que el que 
forma dicha recta con cualquiera que 
pasa por su pié en el plano de proyec
ción. (Fig. 194)

Sea la recta AB: para hallar su pro
yección bajemos desde el punto A  la 

Fin. m. perpendicular AC al plano MN, y BC
será dicha proyección. Tracemos otra recta cualquiera 
BD y  tomemos en ella B D = B C : uniendo el punto A  
con D.

Los dos triángulos AB C y  A B D , tienen el lado A B  
común y el lado B I )= B C p o r  construcción; perosiendo- 
A  C perpendicular, A  D es oblicua, y pof^consiguiente- 
mayor que A C , luego \ Teorema X X IV ] el ángulo ABC <  
ángulo ABD.

T e o r e m a  C L X X V .

Si dos recias son paralelas, sus proyecciones sobre uo. 
mismo plano también son paralelas.

Si desde un punto de cada una de ellas se bajan per
pendiculares al plano de proyección, estas perpendicula
res son paralelas \_Teor, C LX I], y como las rectas lo son 
también, los planos proyectantes de las dos rectas dadas 
son paralelos porque contienen respectivamente dos rec
tas paralelas; luego los intersecciones de estos planos pro-
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jectantes cou el plano de proyección, que son las proyec-. 
•clones de las rectas, son paralelas. \_Teor. .CLXVII]
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CAPITULO V.
B E  L O S  Í K O B L O S  P O L I E D K O S .

91. Se llama ángulo poliedro, ó impropiamente ángulo 
-iólido, la porción indefinida del espacio comprendida en
tre tres ó más planos, que se cortan en un punto. Este 
punto es el vértice del ángulo poliedro, y cada uno de los 
planos que lo determinan se llama cara.

Si el ángulo poliedro está formado por tres planos, ó 
tiene tres caras, se denomina ángulo triedro.

Se designa un ángulo poliedro con la letra de su vér
tice, ó con dicha letra seguida de otra de cada arista; si 
el ángulo poliedro está aislado, y por tanto no puede con
fundirse con otro, se puede designar sólo con la letra del 
vértice.

92. Angulo poliedro convexo es el que una recta no pue
de cortar más que dos de sus caras; ó también el que 
si se considera prolongada cualquiera de sus caras, todo 
-el ángulo queda á un mismo lado de ella.

93. Los ángulos poliedros cóncavos, tienen propieda
des contrarias, pero de estos no nos ocuparemos en este 
tratado.

T e o r e m a  C L X X V I .

Un ángulo plano cualquiera de un ángulo triedro, es: 1 .* 
menor que la suma de los otros dos. 2.” mayor que su di- 
íerencia. (Fig.195)

1.0 Sea T el ángulo triedro y ATC el mayor de sus
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ángulos planos vamos á demostrar que

A T C <A T B  +  BTC. (o)
Para eUo en la cara'ATC trace

mos la recta T D que forme un án
gulo A T D = A T B , y por un punto 
cualquiera D de esta recta tiremos 

f í q . 195. la AC que corte á las aristas TA y
TC, tomando en la otra arista TB una parte T B = T D ,  
y  uniendo por último, A  con B, y  C con B.

Los triángulos ATD y ATB son iguales, por tener do» 
lados iguales é igual el ángulo comprendido; luego A D = : 
A B ; pero en el triángulo ABC tenemos que A C =  A D -j- 
D C < A B -1 -B C ; luego D C < B C . (ú )

Ahora los triángulos DTC y BTC tienen dos lados igua
les, y los terceros lados desiguales ( ¿ ) ;  luego ángulo 
DTC<ángulo BTC, y sumando á esta desigualdad los 
ángulos iguales por construcción ATD y ATB, resultará» 
finalmente

A T D 4 .D T C = A T C  <ATB-1-BTC.

2.® Demostrada la propiedad A T C >  A T B -I-B T C , si 
restamos de ambos miembros A T B  resultará A T C —  
A T B < B T C , ó bien, invirtiendo los términos, BTC>- 
A T C -A T B .

T e o r e m a  C L X X V I I .

La suma de iodos los ángulos planos de un ángulo po*- 
liedro, es menor que cuatro rectos. (Fig.l96)

Sea el ángulo poliedro P, vamos á demostrar que la 
suma de los ángulos planos A P B -f-B P C  +  C P D -f -  
D P E - h E P A <  4 ángulos rectos. Para ello tracemos

(*) Demostrada la propiedad para el mayor de los ángulo» pla
nos, queda demostrada con mayor razón para los otros dos.



im plano que corte á todas las aristas y que determinará, 
un polígono A B C D E  de tantos lados como caras tenga, 
el ángulo poliedro; tomemos en el inte
rior de este polígono un punto O y tra
cemos desde él rectas á todos los vérti
ces. Es evidente que el polígono queda
rá dividido en tantos triángulos como 
vértices, y por consiguiente cada uno 
de sus lados puede considerarse como 
base común de uno de los triángulos del fi¡,. m. 
polígono y de uno de los triángulos laterales; luego el nú
mero de triángulos laterales es igual al número de trián
gulos del polígono sección. Por tanto la suma de todos 
los ángulos de los triángulos O A B , OBC, O C D ... del 
polígono, cuyo vértice común está en O, será igual á la 
suma de los triángulos laterales P A B , P B C , P C D .... 
cuyo vértice común está en P.

Pero observemos que en cada uno de los vértices A , 
B, C... hay formado un ángulo triedro, y que en cada 
uno de ellos, por ejemplo en el B, se verifica según el teo
rema anterior que A B P - j -C B P > A B C ; luego la suma 
de todos los ángulos de las bases de los triángulos latera
les es mayor que la suma de todos los ángulos de las mis
mas bases del polígono A B C D E ; luego la suma de to
dos los ángulos en P (ángulos planos del poliedro) tiene 
que ser menor que la suma de todos los ángulos en O; 
pero esta es igual á cuatro rectos \_Teor. III, cor. 2.°], 
luego finalmente
Suma de los ángulos planos del poliedro <4 ángulos rectos.

94. Dosángulostriedrossellaraaniují/ewen/flríos, cuan
do los ángulos planos del uno son suplementos de los die
dros del otro.

T e o r e m a  CLXXVIII.
Si desde un punto interior á un ángulo trxedro se hnjan
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perpendiculares á sus caras, el triedro que resulta limilado 
por estas recias como aristas, es su
plementario del propuesto. (Fig. 197) 

Sea el ángulo triedro T A B C  y 
desde el punto /  bajemos las per
pendiculares ta , tb y te, respecti
vamente á las caras A T C , A T B  y 
BTC, vamos á demostrar que los 

dos triedros T A B C y  tabe  son suplementarios. (94)
Kn efecto, los ángulos planos bta, b tc  y  cta  son su

plementos respectivamente de los diedros TA, TB, y TC, 
por tener sus lados perpendiculares á las caras que lo 
forman \^Teor. C LX ]; pero también el triedro T A B C  tie
ne sus aristas respectivamente perpendiculares á las ca
ras del triedro tabe; porque los planos A T B  y B T C  son 
])erpendiculares al plano btc  que contiene las dos per
pendiculares tb y  te ó. dichos planos A T B  y B T C , por 
consiguiente la T B  común intersección de estos planos, 
es perpendicular al plano btc, \_Teor. C LV III]; por igual 
razón la arista TC es perpendicular á la cara a te , y  la 
T A  á la cara a tb ‘, luego el triedro T A B C  tiene sus aris
tas perpendiculares á las caras del triedro ¿aée, y p o r  
tanto los ángulos planos del primero son suplementos de 
los diedros del segundo; luego, por último, el triedro T 
es suplementario del triedro i.

—  20 0  —

T e o r e m a  C L X X I X .
I,a suma de los tres ángulos diedros de un triedro, es 

menor que seis rectos y mayor que dos.
Clue dicha suma es menor que seis rectos, es evidente, 

porque no pudiendo ningún diedro llegará valer dos rec
tos, la suma de los tres será siempre menor que seis rectos.

Para demostrar la segunda parte del teorema, llame
mos A , B, C los ángulos diedros del triedro, y a ',b ', c ’ ,
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los ángulos planos del triedro suplementario; tendremos 
según la definición (94)

A = 2 R  —a', B =  2 R - í ' ,  C = 2 R - c ' .

Y  sumando estas tres igualdades miembro á miembro 

A +  B +  C = 6 R — (o + i '4 -c ') .

La suma ( o '+ é '+ c ' )  de los ángulos planos del trie
dro suplementario es menor que cuatro rectos {T e o r e 

m a  C L X X V II], luego

A +  B -}-C ,> 2 R .

Escolio. Un ángulo triedro puede tener un ángulo die
dro recto, ó los dos, ó los tres, llamándose r e c t á n g u lo ,  b i -  

r e c tá n g u lo  ó t r i r e c t á n g u lo , en cada uno de estos casos res
pectivamente.

T e o r e m a  C L X X X .

S i  u n  á n g u lo  t r i e d r o  t ien e  d o s  á tig u lo s  d ie d r o s  ig u a le s ,  

los ángulos planos opuestos también son iguales. (F49S)
Sea el triedro TABC en el que supo

nemos el ángulo diedro T A = T C . Pro
longuemos sus tres aristas en sentido con
trario al suyo, y resultará el triedro TDEF.

Pero en tal caso tendremos que
ángulo diedro T A =  ángulo diedro TF, 

por opuestos por la arista;

ángulo diedro TA=ángulo diedro TC, por hipótesis.

Luego
ángulo diedro TC=ángulo diedro TF. (n)

Por iguales consideraciones se deduce que
ángulo diedro TA=ángulo diedro TD , (J)

fij-
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Ahora coloquemos el triedro TDEF sobre el TABC, 
de manera que la arista TF coincida sobre la TC, en cu
yo caso la arista TD seguirá la dirección TA, por ser 
iguales los ángulos planos ATC y DTF, como opuestos 
por el vértice; las caras FTE y DTE seguirán las direc
ciones CTB y ATB, por ser respectivamente iguales los 
driedros TC y  TA, con TF y TD, según acabamos de de
mostrar (o) ( ¿ ) ; luego la arista TE coincidirá con la TB; 
ó lo que es igual, el triedro TABC coincidirá con el TDEF^ 
de donde se deduce que

ángulo 1 =ángulo 4, y ángulo 2=ángulo 3.

Pero los ángulos 1 y 3 son iguales por opuestos por el 
vértice, luego ángulo i  =  ángulo 2, que era lo que se que
ría demostrar.

T e o r e m a  C L X X X I .

Si un ángulo triedro tiene dos ángulos diedros desigua
les, al mayor se opone mayor ángulo plano. (Fig. 199)

Sea el triedro TABC en el que se supone que el diedro 
T A >T C , y vamos á demostrar que 
el ángulo B TC > ATB.

Tracemos por la arista T A  un pla- 
forme con el ATC un ángulo 

diedro CTAD igual al diedro TC;
Pii. i9o. sea TD la intersección de este pla

no con la cara BTC del triedro propuesto. En el triedro- 
TADC tendremos, según el teorema anterior, que

ángulo ATD =ángulo DTC.

Pero en el triedro TABD, tendremos [  Teor. C LX X XI2 
que

A TD -1-B TD > ATB .
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Y  sustituyendo en vez de A T D  su igual D T C , ten

dremos
D T C + B T D >  ATB, ó bien, BTC > ATB.

T e o r e m a  C L X X X I I .  [ReciprócodelCUM]

Si un ángulo triedro tiene dos ángulos planos iguales, 
los ángulos diedros opuestos son iguales.

(Regla del número 34)

T e o r e m a  C L X X X I I I .  [RecíprocodeiCLXXXl]

Si un ángulo triedro tiene dos ángulos planos desiguales, 
al mayor se opone mayor ángulo diedro.

(Regla del número 34)
95. Dos ángulos triedros que tienen el vértice común 

y las aristas del uno son prolongaciones de las del otro, 
se llaman simétricos.

T e o r e m a  C L X X X I V .

Dos ángulos triedros simétricos tienen sus elementos (án
gulos planos y diedros) respectivamente iguales; pero no 
pueden coincidir si los tres ángulos planos de cada uno son 
desiguales. (Fig. 200)

En efecto, los dos triedros simétricos 
T A B C y  T D E F tienen  todos sus ángu
los planos iguales, por opuestos por el 
vértice, y sus ángulos diedros iguales por 
opuestos por la arista.

Vamos á demostrar ahora, que no pue
den coincidir. En efecto, s i e n d o  desigua-j íip. soo. 
les los ángulos planos del triedro TABC,también lo se
rán sus ángulos driedros opuestos \_Teor. C L X X X III], y 
por consiguiente los del triedro simétrico T D E F .

Si hacemos coincidirel ángulo plano D TF con su igual



A T C , de manera que la arista T E  caiga hacia el mismo 
lado del plano de la figura que la TB (es decir, por la 
parte anterior del plano de la cara A T  C) la arista TD se
guirà la dirección T A  y la arista T F  la dirección TC; 
pero el ángulo diedro T C no coincidirá con el ángulo 
diedro T F  que es igual al diedro T A : por igual razón el 
ángulo diedro T  D no coincidirá con T A; luego los trie
dros no coinciden.

Si hacemos coincidir el ángulo plano DTF con su igual 
A T C , pero de modo que la arista TE  caiga á distinto 
lado del plano A T C  que la arista T B , tampoco pueden 
coincidir los triedros. Vemos, pues, que los triedros simé
tricos tienen iguales respectivamente sus elementos, pero 
dispuestos en distinto orden, y por tanto no pueden coin
cidir.

Escolio. Los triedros simétricos coincidirian, ó serian 
iguales, si el ángulo diedro T C = T A . [Véase el teorema 
C L X X X .]

T e o r e m a  C L X X X V .

Dos ángulos triedros son iguales cuando tienen dos án
gulos planos respectivamente iguales, igualmente dispues
tos, é igual el ángulo diedro comprendido. (Pig. 201)

Sean los dos triedros 
T A B C y T 'A 'B 'C ',en lo s  
que suponemos ángulo a =  
ángulo a', ángulo ¿:=án- 
gulo b', y ángulo driedro 
T B = T 'B '. Coloquemos el 
triedro T 'A 'B 'C ' sobre el 
TB A C , de manera que el 
ángulo a coincida con su 

igual a'-, como los diedros TB y T 'B ' son iguales, el pla
no B 'T 'C ' caerá sobre B TC , y por ser iguales los áu-

— 204 —

f i g . 901.



gulos b' y  hy la arista T 'C ' coincidirá con TC. Luego coin
cidirán las tres aristas del triedro T 'A 'B 'C ' con los del 
TABC.

Escolio. Si los ángulos planos fueran iguales, pero dis
puestos inversamente, los triedros serian simétricos, es 
decir, tcndrian iguales sus elementos (ángulos planos y  
diedros) pero no podrían coincidir.

T e o r e m a  C L X X X V I .

Dos ángulos triedros son iguales cuando tienen m»  án
gulo plano igual y  los diedros adyacentes iguales é igual
mente dispuestos. (Fig. 201)

Supongamos que los dos triedros TABC y T 'A 'B 'C '’ 
tienen; ángulo a=ángulo a', diedro T A r= T 'A ', y diedro 
TB — T 'K '.

Si colocamos la cara A 'T 'B ' sobre su igual ATB, el 
plano B 'T 'C ' seguirà la dirección BTC,y el plano A 'B 'C ' 
seguirá la dirección ATC, por ser iguales los diedros TA  
y TB respectivamente á T 'A ' y T 'B ', luego la arista T 'C ' 
coincidirá con TC; y por consiguiente también los triedros-

Escolio. Si los triedros tienen un ángulo plano igual 
y los diedros adyacentes iguales, pero inversamente dis
puestos, los triedros son simétricos.
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T e o r e m a  C L X X X V I I .

Vos ángulos triedros son iguales si tienen sus tres án
gulos planos iguales é igualmente dispuestos. (Fig. 202)

Sean los triedros TABC y T 'A 'B 'C ',  en los que supo
nemos áng. ATB =  A 'T 'B ', B T C = B 'T 'C ', y A f C =  
A 'T 'C ', y dispuestos do igual manera. El teorema queda
ría demostrado, si pudiésemos hacer ver que uno de los 
ángulos diedros, por ejemplo TA era igual á T 'A ',  pues



en tal supuesto se reduciría este teorema al C LX X XV .
Para ello tomo sobre las aristas las partes iguales entre

sí T A = T B = T C = T 'A ' 
= T 'B '= T 'C ',y t r a z o la s  
rectas AB, BC y AC, A 'B ' 
B 'C 'y  A 'C '. Tendremos 
las igualdades siguientes:

triángulos ATCzrA'T'C', 
B TC =BTC ',

F i,, so* y A T B = A T B '[r . X IX ](«)

Luego también son iguales los triángulos ABCy A 'B 'C ' 
\_Teor. X X II ]

Como todos los triángulos (o) so» isósceles, por cons
trucción, los ángulos que insisten sobre las bases (consi
derando como vértices los puntos T y T ')  son agudos.

Ahora tomemos en las aristas TA y T 'A ' á partir de 
los puntos A  y  A ' las rectas A D = A 'D ',  y construyamos 
los ángulos planos EDF y E 'D 'F ' correspondientes á los 
diedros T A y  T 'A '.  Las rectas DE y DF que forman el 
ángulo plano D encontrarán respectivamente á las AB y 
A C  [7Vor. V II] en los puntos E y F; y por igual razón las 
rectas D 'E ' y D 'F ' caerán en los puntos E ' y F ' interio
res á los ángulos T 'A 'B  y T 'A 'C '.  Tracemos las rectas 
E F  y E 'F '.

Los triángulos rectángulos ADE y ADF son respecti
vamente iguales á A 'D 'E 'y A 'D 'F '[T lsa r . X X II I ,2 .0] ;  
luego

A E = A 'E ', A F = A T ',  D E =D 'E ', DF=rD'F'.
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Pero entonces los triángulos AEF y A 'E 'F ' son igua
les [7«or. X IX ] , y por tanto E F = E 'F '.  Luego, final
mente, los triángulos EDF y E 'D 'F ' son iguales por te
ner sus tres lados iguales, y por tanto



— 207 —
ángulo plano D correspondiente al diedro TA=ángulo plano 

D' correspondiente al diedro T'A',

luego los triedros T A B C  y T 'A 'B 'C ' son iguales.
Escolio. Si los dos triedros tuvieran sus ángulos planos 

iguales, pero no igualmente dispuestos, serian simétricos.

T e o r e m a  C L X X X V I I I .

Dos ángulos triedros son iguales, si tienen sus tres án
gulos diedros respectivamente iguales é igualmente dispues
tos.

Sean T  y T ' los dos triedros propuestos, en los que su
ponemos que BUS ángulos diedros que podemos llamar 
A , B, C, y  A ' , s o n  respectivamente iguales; esto es

diedros A = A ', B =  B', C =C ', (a) é igualmente dispuestos.

Llamemos S y S' los triedros suplementarios de los 
propuestos, y sean a, c, los ángulos planos del primero, 

í ' ,  c\ los del segundo: tendremos

A - f  o =  2R ,B  +  ó =  2R, C +  c =  2R, A '+ o '= 2 R , 
B '+ 6 '= 2 R ,C '+ c '= 2 R . {b)

Pero en atención á lo expuesto en las igualdades (a) 
resulta que
ángulos planos a=a ’, b—b', c=d, é igualmente dispuestos.

Por consiguiente, los triedros suplementarios S y S ' de 
los propuestos, tienen sus ángulos planos iguales é igual
mente dispuestos, y por tanto \Teorema anterior"], son 
Ízales.

Pero siendo iguales los triedros S y S ',  sus ángulos 
diedros serán iguales, y por tanto, los ángulos planos de 
los triedros suplementarios T y T ' [por lo demostrado en 
las igualdades (a) y (é)] son iguales é igualmente dispues
tos; pero en tal caso estos triedros son iguales, según el 
teorema anterior.



Escolio. Si los triedros propuestos tuvieran iguales su» 
ángulos diedros, pero no igualmente dispuestos, serian, 
simétricos.
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C A P IT U L O  V I.
P O L IE D R O S  E N  G E N E R A L .— P IR Á M I D E S .— P R IS M A S .

96. Se llama el espacio circunscripto por va
rios planos que se cortan; estos planos forman las caras 
del poliedro que, por consiguiente, son polígonos. Los la
dos de los polígonos-caras son las aristas del poliedro, y  
los puntos de intersección de las aristas forman los vér- 
iices: que son también vértices de los ángulos poliedros 
del poliedro. Diaconales del poliedro son las rectas qu& 
unen dos vértices no situados en una misma cara; y pla
nos diagonales los que pasan por tres vértices no situados 
en una misma cara.

97. Los poliedros se designan con el número de sus ca
ras: así se llama tetraedro (es el poliedro de menor nú
mero de caras posibles) el que tiene cuatro caras; pen
taedro el que tiene cinco; exáedro el que tiene seis; ep- 
táedro el que tiene siete, &c.

98. Los ̂ o¿j«</ro5 convexos (que serán los únicos que 
han de ocuparnos), son aquellos que' cortados por un pla
no, la sección es siempre un polígono convexo, ó que una 
recta no pueda encontrar á su superdcie más que en dos 
puntos.

99. Un poliedro es regular cuando todos sus ángulo» 
driedros y poliedros son iguales, y las caras que lo for
man son polígonos regulares, iguales entre sí;

T e o r e m a  C L X X X I X .
No pueden existir más que cinco especies de poliedros 

regulares. (Fig. 203)



En efecto, para formar un ángulo poliedro se necesitan 
cuando menos tres planos que se corten, y que los ángu
los planos que forman el ángulo poliedro sean tales que 
su suma no llegue á cuatro rectos. [_Teor. CIvXXVIL]
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l■ 'ìQura 20 3 .

Tetráedro regular. Si consideramosagrupados, forman
do un ángulo triedro, tres ángulos de triángulo equilátero, 
podrá formarse un triedro, porque siendo el valor de cada

9
ángulo plano - -  de recto, el de los tres será 2 rectos; el

poliedro que así resulta (Fig. 203, T) es el tetraedro reyular 
compuesto de cuatro triángulos equiláteros.

Octaedro regular. Agrupando cuatro ángulos de trián
gulos equiláteros, se podrá formar un ángulo poliedro, 
puesto que la suma de sus ángulos planos valdrá

g
- -  recto <  4 rectos.U

Cerrando este ángulo poliedro con otro igual, resulta el 
octáedro regular ( O ) .

Icosaedro regular. Cinco ángulos de triángulos equilá
teros pueden agruparse para formar un ángulo poliedro

de cinco caras, pues la suma de ellos será igual á rec

to < 4  rectos. El poliedro que resulta de cerrar con otros 
tres ángulos poliedios iguales el espacio, es el icosáedi't 
regular, compuesto de veinte triángulos equiláteros. ( I )  

Con seis ó más ángulos del triángulo equilátero no pue«
Rubio.— Ua(rm n (tf» . i1. [ u  J



de formarse ángulo poliedro, porque la suma de las caras 
seria igual á cuatro, ó más de cuatro, ángulos rectos, lo 
que es absurdo.

Exáedro regularó cubo. Tresángulosdecuadradospue- 
den formar un ángulo triedro, pues su suma vale tres rec
tos. El poliedro que así resulta es el exáedro regular ó 
cubo ( E ) ,  compuesto de seis caras que son cuadrados.

Con cuatro ó más ángulos de cuadrado, no puede for
marse ángulo poliedro, porque su suma seria igual, ó ma
yor que cuatro ángulos rectos.

Dodecaedro regular. El valor de un ángulo de un pen-

tágonoregulares-^de rectos; por

tanto, tres ángulos de pentágono 
18regular valen — rectos < 4  rectos,O

y con ellos puede formarse ángulo 
sólido; cerrando esto por la agru
pación de otros tres triedros igua- 
les, resulta el dodecaedro reyulor 

( I ) ) ,  compuesto de doce caras pentagonales.
24Cuatro ángulos de pentágono regular valen—rectos>O

4 rectos, y por tanto con ellos no puede formarse ángulo 
poliedro.

Un ángulo de un exágono regular vale  ̂ = - ^  de rec-O o
to, luego la suma de tres ángulos de exágono regular es 

12igual á — = 4  rectos. Por tanto, con tres ó más ángulos

de exágono regular no se puede formar ángulo poliedro.
Siendo el valor de un ángulo de un polígono regular 

2 R ( » - 2 )  l
-----»--------— ¿ it-------- , vemos que mientras mayor sea el

número «  de sus lados mayor será el valor del ángulo, lúe-
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,go 8i con tres ángulos de exágono no se puede fonnar 
ángulo sólido, porque su suma es igual á cuatro rectos, 
con tres ángulos de eptágono, octógono, eneágono &c., 
regulares, con mayor razón no se podrán formar ángulos 
poliedros; luego no pueden existir más especies de polie
dros regulares que los cinco ya enunciados.

Es útil el tener idea exacta de los

K J . E M R N T O S  O E O M Í - T I U C O S  D E  I .O K  C I N C O  r O L I l - n K O S  U K G l  l . A R E H .
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A o p i l M
d l t d r o f  A s í u l o i  p o l is d r o s .

V a lu r e id e  
u n o  d e  loa 

A n s u lo t  i n g u lo f  
p ltD o a . p la o o a .

V a lo r e a  d e  u n o  
d e  loa

d n g u lo a  diedroa.

T e t r a e d r o . , . . 8  T i ¡e t i lo s .  . .  .  ft 12 6 0 “ 

24  ■ 9 0 “ 

24  ! 6 0 “ 

6 0  1 108 “ 

60  1 6 0 °

7 0 »  3 1 ' 4 3 ' ,  6 

9 0 °

1 0 9 °  2 8 ' 1 6 ' ,  *  

1 1 6 ° 3 ' 1 4 3 ',  2 

1 3 8 ° 1 9 ' 2 2 ' ,2 0

O c t á e d r o ..........

S o d e c á e d r o .  • 

I c o s á e d r o . . . .

12  ’ I )c  c u a t i  o c a r u s  6 

3 0  T i i  t ir o s  . . .  20  

3 0  i D e  c i n c o  c a r a s  12

En todo poliedro, el número de ángulos diedros y do 
aristas es el mismo, así como el número de vértices y de 
ángulos poliedros; pues cada arista supone un ángulo die
dro y cada vértice un ángulo poliedro.

P i r á m i d e s . (Fig. 204)

100. Se llama pirámide el poliedro cuyas caras eon: un 
polígono cualquiera A I3C D E  llamado 
base y todas las demás triángulos ASB,
BSC.... que tienen un mismo vértice S, 
el cual se llama vértice ó cüspide de la 
pirámide.

La perpendicular SF bajada desde el 
vértice á la base, es la altura.

101. Las pirámides se distinguen con / ¡, t«. 
el número de lados que tiene el polígono base; a&í, si es-



ta es un triángulo, un cuadrilátero, un pentágono, &c.» 
la pirámide se llamará respecti v a r a o n t e cua- 
àratiffular, pentaffonal, &c.

EI tetráedro (97) es una pirámide triangular, y se com
pone de cuatro triángulos, pudiendo ser base cualquiera 
de ellos, y la altura será la perpendicular bajada desde- 
el vértice opuesto á dicha base.

102. De la definición de la pirámide se deduce, que si 
todas las aristas de un ángulo poliedro S, son cortadas 
por un plano A B C D , el espacio comprendido desde el 
plano secante al vértice determ in a rá  una pirámide 
SABCDPl, de tantos lados en su base como planos for
men el ángulo poliedro. Así es, que un ángulo triedro 
corlado en sus aristas por un plano, forma un tetraedro 
ó pirámide triangular; un ángulo de cuatro caras deter
minará por su intersección con un plano, una pirámide 
cuadrangular, &e.

103. Pirámif/e regular es la que tiene por base un po
lígono regular y todas sus aristas laterales iguales. De- 
esta definición se deduce: l.o Que todos los triángulos la
terales de una pirámide regular son isósceles é iguales 
[ 7 ’«?or. X X II .] 2.0 Que la altura de la pirámide cae en el 
centro de la base. {Teor. C XLV I.]

104. Si se cortan por un plano todas las aristas de una
pirámide, la porción comprendida entre la base y el pla
no secante se llama pirámide troncada 6 tronco de pirá
mide. A sila  porción de pirámide comprendida entre los 
planos A B C D  10 y abcde  (Fig. 205) es un tronco de pirá
mide. *

T e o r e m a  C X C .

Todo plano paralelo á la base de una pirámide: I .■>
T f í   ̂ y ® en partes proporcionales.
2 . Determina una sección semejante á la base. (Fig. 205)
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1.0 Sea la pirámide S A  B C D E cortadas sus aristas por 
til plano ahcde paralelo á la base. Tracemos por el vértice 
S el plano M N  paralelo á la base de la pirámide (y por 
consiguiente á la sección); tendremos quelot tres planos 
MN, ahcde y ABCDE paralelos entre 
si, dividen á las rectas comprendidas 
entre ellos en partes pro])orcionales 
[7 W . C LX X II], luego

^ _ ^ _ C S  _ S F  
a S ~ & S  c S " "  S /

2.  ̂ Del paralelismo de los dos pía- 
nos ABCDE y ahcde, resulta que es- 
tos dos polígonos tienen sus lados pa- 
ralelos y dirigidos en el mismo senti- ¡-ij,
do; por cuya razón sus ángulos son iguales. Además, 
siendo semejantes los triángulos S A B, con Saé, SBC con 
Sic, &c., por tener un ángulo común y los lados opues
tos paralelos, resulta

S13 : S6 : : AB : a i )  , , . . „  , ^ ,
SB : Si. : : BC , 6« i ‘  ̂ ^

De igual manera se probaria la proporcionalidad de 
los otros lados de los polígonos A B C D E  y ahcde; luego 
estos polígonos tienen sus ángulos iguales y sus lados ho
mólogos proporcionales, y por tanto son semejantes.

105. Conviene estudiar los

ELEMENTOS GEOMÉTRICOS DE UNA PIRÁMIDE CUYA RASE ES I N 
POLÍGONO DE n LADOS.

Caras ............................................  n -p l
Aristas 6 ángulos diedros ........  2'n
Vértices.......................................... n +  1
Angulos triedros...........................  n
Angulos planos ..........................  n -)-3 n  =  4n,
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N o t a .— Si la pirámide es triangular todos los ángulos 
])oliedros son triedros y entonces el número de estos es 
igual al del vértice « 4 -1 .
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P r i s m a s . (Fig. 206)

106. Se llama prisma á un poliedro cuyas caras son 
dos polígonos planos iguales y paralelos, llamados bases, 
y todas las demás paralclógramos en número igual al de 
los lados de cada base; á estas caras se las llama laterales.

De esta deHnicion se deduce que todos los ángulos po
liedros del prisma son triedros.

Altura es la distancia entre las dos bases, ó sea la per- 
j)endicular bajada desde un punto de una base al plano 
de la otra.

Los prismas se distinguen por el número de lados que 
tienen sus bases; asi se llama un prisma triangular, cua- 
drangular,pentagonal, &c., según que sus bases son trián
gulos, cuadriláteros, pentágonos, &c.

107. Si por los vértices de un polígono cualquiera 
A B C D E  (Fig. 206) se tra/^n en una dirección arbitraria 
rectas paralelas é iguales entre sí, A A ', B B ', CC..., que
dará formado un prisma cuyas bases son los polígonos 
A B C D E  y A 'B 'C 'D 'E '; porque los cuadriláteros A B '

B C ', C D ’ .... son evidentementepa- 
ralelógramos \_Teor. XLIVJ, y los 
dos polígonos bases son iguales.

108. Prisma recto es el que sus 
aristas laterales son perpendiculares 
á la base. Las caras laterales son en 
tal caso rectángulos, y la altura del 
prisma es igual á cualquiera de di
chas aristas laterales.

/••í-si», 109. Cuando las bases de un pris-



ma son paralelógramos, toma el nombre de paralelepípedo; 
y se compone de seis caros paralelográmicas. Paralelepí
pedo recto es el que sus aristas son perpendiculares a las 
bases; y paralelepípedo rectángulo si además las bases son 
rectángulos. El paralelepípedo recto que tiene por bases 
cuadrados y las aristas laterales son iguales á Us de la 
base, es el etilo ó exáedro regular, que ya tenemos de- 
finido.

110. Los prismas rectos cuyas bases son polígonos re
gulares se llaman prismas regulares: sus caras laterales 
son rectángulos iguales entre sí.

111. Tronco de un prisma es la porción del prisma 
comprendida entre una base y la sección de un plano no 
paralelo á las bases.

T e o r e m a  CXCI.

Toda sección paralela á las bases de un prisma, es igual 
á dichas bases. (Fig- S06)

Sea MNPUR una sección dada por un plano paralelo 
á las bases. Los polígonos A B M N ,  B C N P ,  C D P Q ...- 
son paralelógramos [^eor. C LXVII], luego AB =  MN, 
B C = N P ,  CD = P Q - ” > además los ángulos del polígo
no ABCDE y MNPQR son iguales por tener sus lados 
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; luego dichos
polígonos son iguales. u r r n ?

Escolio. Es evidente que el prisma total A B C D E ,  
A 'B 'C 'D 'E ', queda dividido porci plano M N P Ü R  en 
dos prismas parciales.

T e o r e m a  C X C I I .

La, cara, laterale, cfue,ta, de an paratelepipedo, son
iguales y paralelas. (Pig. 20?)

En efecto, las aristas AB y EF son respectivamente
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iguales y paralelas í  las D C  y H G , por lados opuestos 
de paralelógramos; luego los dospa- 
lalelógramos A F y  DG son iguales, 
y »demás sus planos paralelos. [TVor. 

De igual modo se demues-
A I I 7  B G son igua< 

les
R ^ H  Escolio. Siendo el paralelepípedo 

nn prisma cuadrangular que tiene 
/-3-207. gyg caras paralelas de dos en dos, 

pueden tomarse como bases cualesquiera de estas dos ca
ras paralelas entre sí; sí oí paralelepípedo es recto se to-
man por bases generalmente las caras que no son rectan
gulares.

T e o r e m a  C X C I I I .
En iodo paralelepípedo rectángulo el cuadrado de cada 

lagonal, es igual á la suma de los cuadrados de las tres 
aristas que forman un ángulo triedro. (Fig. 208)

Sea el paralelepípedo rectángulo AG, si trazamos la 
diagonal E C v la  diagonal de la base AC,tenemos que por 
ser rectángulos losjriángulos ACB y ACE (Twr. de Pilágofdü) 

ÁC"= AÍÍ*+ BC*=Á‘ns+ Áí)*, por ser AD =  BC.

También CE*= ÁC*-f- ÁE*. 
Sustituyendo en la segunda 

igualdad en vez de AC* su valor, 
resulta finalmente

CE-=AB*4.ADi-pAE».
'ím. 112. Estudiemos ahora los

K I . R M K N T O S  O E O M Í . T I n C O S  D E  U X  P R I S M A  D H  «  I . A D D S  E X  S U S  R A S E S .

f'aras .......................................  Q_|_2
Aristas 6 ángulos diedros..........  3 n
Vértices d áagnlos triedros . . .  2n 
Angulos planos...............................  n -f« - j-4 »= 6 n .



N o t a .— Como caso particular está comprendido e n  es
tas fórmulas el exáedro regular ó cubo.
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C A P IT U L O  V IL
I G U A L D A D  D E  L O S  P O L I E D R O S

L e m a .

Si dos poliedros convexos son ¿ales que todos sus vértices 
pueden coincidir, dichos poliedros son iguales.

Esta proposición es casi evidente; pues si los vértices 
de ambos poliedros coinciden, coincidirán las aristas, y 
por consiguiente las caras, y de la coincidencia de estas 
resultará la de los ángulos diedros, y de la de estos la su
perposición de los ángulos poliedros; luego los dos polie
dros coincidirán completamente.

T e o r e m a  C X C I V .

Dos tetráedros son iguales, l.o Si tienen dos caras res- 
pectivamente iguales, igualmente dispuestas, é igual el án
gulo diedro comprendido. 2.® aS"» tienen una cara igual ad
yacente á tres ángulos diedros iguales, é igualmente dis
puestos. 3.0 Si tienen tres cai-as iguales é igualmente dis
puestas. (Fig.2G9)

1-® Supongamos que los dos 
tetráedros TABC y  T 'A 'B 'C ' 
tienen igualmente dispuestas las 
caras ATBz=ATB', ATCz=A'f'C' 

y diedro AT=A'T'.
El ángulo diedro T ' A '  se po

drá hacer coincidir con su igual 
TA  de manera que los puntos T ' n, sow.
y A ' coincidan con T  y A; con cuyo caso los puntos B ' y
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C' coincidirán con B y C, por ser iguales respectivamen
te los triángulos T A C y  T B C con T 'A 'C ' y T 'B 'C '; luego- 
los cuatro vértices de los dos tetraedros coinciden, y por 
consiguiente estos tetráedros son iguales, [iem o .]

2. ® Supongamos que los dos tetráedros dados tienen

cara ATC =  AT'C'
y los ángulos diedros A T = A 'T ', T C = T 'C ' y AC=:A'C'.

Claro es que si hacemos coincidir la cara A 'T ' C ' con su 
igual ATC, las otras tres caras adyacentes coincidirán, y 
por tanto el punto B ' coincidirá con B; luego los tetráe
dros se confundirán. [Lema.']

3. * Supongamos ahora que tienen las

caras ATC=A'T 'C ', A T B = A T B ' y  BTC=BT'C*.

En tal caso, el ángulo triedro T será igual al T ' [Teo
rema C L X X X V H ], y por tanto podrán coincidir; pero 
entonces los vértices A ' , B ' y C '  coincidirán respectiva
mente con A , B y C, luego &c.

T e o r e m a  C X C V .

Dos pirámides son iguales ii  tienen uno de los ángulos 
triedros de la base iguales respectivamente, é iguales las tres 
caras que lo forman.

En efecto, en tal caso por ser iguales las bases de las 
dos pirámides podrán coincidir los vértices de estas bases 
y por ser iguales uno de los ángulos triedros y las caras 
que lo forman, coincidirán las cúspides de las dos pirámi
des; luego las dos pirámides coinciden. [Lema.]

T e o r e m a  C X C V I .

Dos prismas cualesquiera son iguales, si tienen un án-



guio triedro igual y  las tres caras que lo forman iguales é 
igualmente d’.spuestas (F- 210)

Supongamos que los dos 
prismas AH y  A 'I I ' tienen 
igualmente dispuestas las ca
ras

ABCDE=:A'B'C'J)'E',
A BFG =  A'B’F'G'
BCG H =B'C 'G 'H ' 

y el ángulo triedro en B =  B'.
Superpongamos el polígo- f¡g sto. ^

no A 'B 'C 'D 'E ' sobre su igual ABCDF, por ser iguales 
los triedros en B y en B ', las caras A B F G  y B C G H  
coincidirán con A 'B 'F 'G ' y B 'C 'G 'H ', y por ser igua
les dichas caras los puntos F ',  G ' y H ' coincidirán con 
F, G y II; pero en este caso los planos de las bases supe
riores tendrán tres puntos comunes, y por tanto coinci
dirán; luego los otros vértices L ' y K ' también se con
fundirán cou L  y K, y por tanto los dos prismas coinci
den. [i«m o .]

T e o r e m a  C X C V I I .
Dos prismas rectos son iguales, si tienen una base igual 

y  una de las aristas laterales.
En efecto, haciendo coincidir la base igual, todas las 

aristas laterales coincidirán por ser perpendiculares á la 
base é iguales entre sí, luego los vértices de la otra base 
también coincidirán, y por tanto los dos prismas.

113. Descomposición de un poliedro en tetráedros. 
Hemos visto en la geometría plana que u n  polígono pue
de descomponerse en triángulos de dos maneras: ó to 
mando un punto interior y  trazando rectas á todos los 
vértices, ó trazando rectas desde un vórtice del polígono 
á todos los no adyacentes; quedando el polígono descom
puesto en el primer caso en tantos triángulos como lados
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tenga, y  en el segundo en tantos triángulos como lados 
tenga, menos dos. Pues de un modo análogo puede todo 
poliedro descomponerse en tetráedros tomando un punto 
interior, como vértice común de todos los tetráedros, ó 
uno de los vórtices del poliedro, como dicho vértice co
mún; de tal manera que el tetráedro puede considerarse 
como el cuerpo elemental entre los poliedros, así como el 
triángulo lo es respecto de los polígonos.

1.* descomposición. Si consideramos un punto en el in
terior de un poliedro y trazadas por él rectas á todos los 
vértices, quedarán formadas tantas pirámides como caras 
tenga el poliedro, y dichas pínimides tendrán su cúspide 
común. Ahora si se tiran las diagonales de los polígonos 
que forman los caras del poliedro y por cada una de ellas 
y el vértice de las pirámides se hacen pasar planos, es 
evidente que dichas pirámides quedarán divididas en te
traedros, y por consiguiente también el poliedro en cues
tión. Ks fácil establecer una fórmula que exprese el nú
mero N de tetráedros que resultará de esta descomposi
ción, pues llamando n, n ',  n”".... los números de lados 
de cada una de las caras del poliedro, teniendo presente 
que cada una de ellas será dividida por sus diagonales en 
dos triángulos ménos que el número de sus lados, tendre
mos que

N = ( n - 2 )  +  ( n ' - 2 ) +  ( n ' - 2 )  +  (n'”— 2 ) + . . „

Así, por ejemplo, el número de tetráedros que resulta 
de dividir los cinco poliedros regulares en tetráedros to
mando un punto interior, será, sustituyendo en la fórmu
la en vez de « , sus valores, y teniendo presente
que todos estos números son iguales entre sí.

TetrAedro.. =  4 ( 3 - 2 ) =  A  tetráedros.
OctAedro... =: 8(3—2 )=  8 id.
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icosáe<lro.. =  20 (3— 2) =  20 tetraedros.
Exáedro.-.. ^  6(4 — 2)=12 id.
Oo<leoáe(lro~ 12 (d — 2) ̂ 3 6  id.

2.‘  descomposición. Si desde un vértice del poliedro se 
trazan rectas á los vértices de las caras que no concurren 
en él, quedará también el poliedro dividido en tantas pi
rámides como caras tenga menos el númei-o de las que for
man el ángulo poliedro del vértice tomado; trazando des
pués las diagonales de estas caras y por ellas y por el vér
tice común planos, quedará el poliedro dividido también 
en tetráedros. Es fácil comprender que el número de tc- 
tráedros es igual al de los triángulos en que pueden divi
dirse todas las caras, menos las que terminen en el vérti
ce común. De modo, que si llamásemos n, n\ n ".... los 
números que representan los lados de las caras que no 
forman el ángulo poliedro cuyo vértice so toma como 
punto de partida para la descomposición, tendremos
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N = ( n - 2 ) - l - ( n ' - 2 ) - f ( n " - 2 ) - h .

Veamos el número de tetráedros que resultali de divi
dir cada uno de los poliedros regulares, tomando un ver
tice como punto de partida.

T e tra e d ro ..=  (3— 2 ) =  1 telráedro.
Oot¿edro...= 4(3 — 2 )=  4 id.
Ico iA ed ro .. =  15(3 — 2) =  15 id.
Exáedro....= 3(4 — 2 )=  6 td.
Sodec¿edro= 9(5 — 2) =  27 id.

En esta descomposición pueden resultar tetraedros que 
tengan una sóla cara en la superficie del poliedro descom
puesto (que necesariamente será uno de los triángulos en 
que se ha dividido una de las caras del poliedro), á estos 
tetráedros se les llama interiores, ó tetráedros que tengan 
dos ó tres de sus caras en la superficie del poliedro, en cu
yo caso se llaman exteriores.



T e o r e m a  C X C V I I I .
Dos poliedros cualesquiera son iguales, st eslán com

puestos de igual número de Ittr&edros respectivamente igua
les e igualmente dispttestos.

Pues haciendo coincidir dos de los tetraedros respecti
vamente iguales, coincidirán los adyacentes, por estar 
igualmente dispuestos y ser igxiales, y así todos los demás; 
y  por consiguiente, los vértices de ambos poliedros se con
fundirán, y por tanto dichos poliedros serán iguales.

L I B R O  II,
C U E R P O S  T E R M IN A D O S  P O R  S U P E R F IC IE S  C U R V A S .
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C A P fT U T ,0  I.
D E L  C O N O  R E C T O

114. Se llama cono recto (Fig. 211) el cuerpo engendrado 
por un triángulo rectángulo SOB que gira alrededor de 
uno de sus catetos SO. El cateto movible OB evidente

mente engendra un círculo cuyo 
centro está en O y del cual O B es 
el radio; pues en todas las posicio
nes de OB el punto B equidista del 
punto O, y además como OB es 
perpendicular á la SO, la curva en
gendrada está en un plano [Teor. 
C XL]. Dicho círculo es la base del 
cono: altura ó eje es el cateto fijo 
SO, y superficie cónica la engen- 

lif.-iu. drada por la hipotenusa SB  del
triángulo regenerador, l'értice del cono es el punto vS, y
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lados ó generatrices del cono son las posiciones de la hi
potenusa SB , tales son SM, SE, SA , SE '....

Cono truncado ó tronco de cono, es la parte de cono 
comprendida entre la base y un plano que corte á todas 
las generatrices.

115. Se llama plano tangente al cono, el que tiene una 
sola generatriz común con la superficie cónica; dicho pla
no tiene la propiedad de contener en sí, ó ser el lugar 
geométrico, de todas las tangentes tiradas por todos los 
puntos de contacto á todas las curvas que pueden tra
jearse sobre la superficie cónica.

T e o r e m a  C X C I X .

Todo plano qxie pase por el vértice de un cono y  por una 
cuex-da de la base, corta á la superficie lateral del cono en 
dos generatrices. (Fig.211)

En efecto, el plano que pase por S y por E E ', corta á 
la superficie cónica en las dos rectas SE y S E ', que son 
dos generatrices ó lados del cono.

Escolio. La sección total S E E ' es un triángulo. Si el 
plano pasa por el eje dará un triángulo tal como el S A  B 
isósceles, y las dos generatrices en que corte á la superfi
cie cónica se llaman opuestas.

T e o r e m a  C C .

La sección dada á un cono por un plano paralelo á la 
base, es un circulo cuyo centro está en el eje. (Fig. 211) 

Sea la sección F D I. Por el eje y por las generatrices 
SB, SM y S A , hagamos pasar planos, los que cortarán 
á la base y á la sección en rectas respectivamente para
lelas. [Tcor. C LX V H ]; luego los triángulos semejantes 
SOB y SO 'I, SOM y SO 'D, SOA y SO 'F,nos darán las 
proporciones



S O  : SO : : ( ) B ; 0 ' I  j E»tas proporciones tjcMicn sus tres primero» 
SO  : S O ’ : : O M  : O'D > respectivamente iguales; luego

S O :S O ' : :O A :0 ’FÌ 0'I =  0'D =  0'F.
Por consiguiente, la curva F D I... es plana (por ser in* 

terseccion de un plano con el cono) y sus puntos equidis
tan de otro interior; por tanto, dicha curva es una cir
cunferencia y su centro 0 '  està en el eje SO.
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T eorema CCI.

Todo plano que pasa por un lado del cono y  por la tan~ 
gente a la base en el punto en que dicho lado loca á la base  ̂
es tangente al cono.(Fig. gjl)

Consideremos un plano que pasa por SM y por la tan
gente 1 M á la circunferencia de la base en el punto M. 
Como la recta TM no tiene común con la base más que- 
el punto M, el plano en cuestión tampoco tiene con la ba
se más punto común que el punto M, y por tanto dicho 
phano no puede tener común con el cono más que la ge
neratriz SM, luego es tangente. (215)

T e o r e m a  CCII.  [Reciprocodelanlerior]

Todo plano tangente al cono, corta al plano de la base- 
en una recta tangente à dicha base. (Fig. 211)

En efecto, s ie l plano SM Tes tangente, no puede te
ner más que la generatriz SM común con el cono; luego 
su intersección 1 M con el plano de la base no puede te
ner más que el punto M común con la circunferencia de 
la base.

Corolario. P or un punto de la superficie lateral de un co
no, no puede pasar más que un plano tangente; pues dicho 
plano contendrá la generatriz que pasa por dicho punto 
y la tangente á la base tirada por el pié de la generatriz^



y  sabemos que por dos rectas que se cortan no puede pa
sar más que un plano.
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C A P I T U L O  II.
D E L  C I L I N D R O  R E C T O

116. Se llama cilindro recto el cuerpo engendrado por 
un rectángulo (Fig. 212) A B C D  que gira alrededor de uno 
de sus lados A B , que se denomina eje del cilindro. Los 
dos lados A C y  B D  perpendiculares aleje describen dos 
círculos iguales y paralelos, llamados bases del cilindro, 
cuyos planos son perpendiculares á dicho eje A  B; el lado 
CD del rectángulo generador describe una superficie cur
va, que constituye la superficie lateral del cilindro; y ca
da una de las posiciones del lado CD movible, es un la
do, generatriz ó arista del cilindro; tales son CD, G E , 
M N , C 'D '.... Altura del cilindro es la distancia entre sus 
dos bases, y por tanto es igual al eje A B , ó á cualquiera 
de las generatrices.

117. Plano tangente al cilindi'o es un plano que tiene 
con la superficie cilindrica una sóla generatriz común; 
dicho plano posee la misma propiedad que el plano tan
gente al cono, es decir, que contiene, ó es el lugar geo
métrico, de todas las tangentes tiradas por todos los pun
tos de contacto, á todas las curvas que pireden trazarse 
sobre la superficie cilindrica.

T e o r e m a  C C I I L

Todo plano paralelo al eje de un cilindro y  que pasa 
por una cuerda de la base, corta á la superficie cilindrica 
en dos generatrices. (Fig. 212)

Supongamos un plano que sea paralelo al eje A  B y que
B c h o .— II. [ 15 ]



pase por la cuerda EF: dicho plano que pasa por el pun
to E y es paralelo á la AB, debe 
contener á la generatriz E G  que es 
paralela á A B ; por igual razón, pa
sando dicho plano por el punto F, 
debe contener á la generatriz FK; 
por consiguiente, las dos generatri
ces E G  y F K , son las interseccio
nes del plano con la superficie ci
lindrica.

Escolio. Es evidente que la sec- 
fij.siü. oion totalque resulta G F K F  esun

rectángulo, toda vez que las generatrices son perpendi
culares á la base, según la generación del cilindro. Si el 
plano secante pasa por el eje, entonces la sección seria un 
rectángulo D D 'C 'C  doble del rectángulo generador, y las 
dos generatrices CD y C 'D ' se llaman opuestas.
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T e o r e m a  C C I V .
Toda síceion platia paralela á la hase de un cilindro, 

es un circulo igual á los de cada base y su centro está en 
el eje. (Fig. 212)

Sea la sección IISI paralela á las bases; si por el eje y 
las generatrices CD, G E  y C 'D ' hacemos pasar planos, 
sus interscccione.s con las bases y con el plano secante se
rán ])aralclas [Tlsor. C liX Y II]; luegolasfiguras ORD'B,
O S E B ,O I D B ..... serán paralelógramos, y por tanto.
O R = B D ',  O S = B E , O I = B D ... .

Todos los segundos miembros de estas igualdades son 
iguales entre sí, por radios de un mismo círculo; luego los 
primeros lo serán también, y por consiguiente

O R = O S = O I ....
Pero entonces la curva R SIesplanay sus puntos equi-
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distan del punto O, luego es una circunferencia, cuyo' 
centro está en el eje A B .

T e o r e m a  C C V .
Todo plano gue pasa por una generatriz del cilindro y 

la tangente á la base en el pié de esta generatriz, es tan
gente al cilindro. (Pig. 218)

En efecto, el plano que pase por la generatriz NM  y 
la tangente TM de la base en el punto M, no tiene co 
mún con dicha base más que el punto M ; luego todas 
las generatrices del cilindro están fuera de él, á excep
ción de la MN; y  por tanto es tangente, (217).

T e o r e m a  C C V I  . [Reciproca del anierior]

Todo plano tangente al cilindro corta al plano de la base, 
en ima recta tangente á la base en el punto de contacto.

(Se demuestra como su análogo al teorema CCII).
Corolario. Por un punto de la superficie lateVal del ci

lindro, no puede pasar más que un plano tangente; pues 
dicho plano contiene al lado del cilindro que pasa por el 
punto dado, y  á la tangente de la base trazada por el pié 
de dicho lado.

C A P Í T U L O  I I I .
D E  L A  E S F E R A .

118. Se llama esfera el cuerpo engendrado por un 
semicírculo que gira alrededor del diámetro (Pig. 213). En 
este movimiento, un punto cualquiera E del semicírculo 
generador ACB, describe una circunferencia cuyo radio 
es la distancia EM de dicho punto al diàmetro AB, y 
cuyo centro es el punto M. Centro de la esfera es el cen
tro del semicírculo generador; radios de la esfera son las



rectas que van del centro á la superficie esférica; diáme- 
tro es la recta que pasa por el 
centro y termina en la superfi
cie esférica. Todos los radios de
una esfera son iguales; pues son 
los radios del semicírculo ge
nerador: todos los diámetros de 
una esfera son iguales, por com
ponerse de dos radios.

ei¡7.2i3. La propiedad de tener sus
radios iguales, sirve para definir la esfera diciendo : que 
es un cuerpo terminado por una superficie, que todos sus 
puntos equidistan de otro interior llamado centro.

119. De la definición de la esfera se deduce que dos 
esferas del mismo radio son iguales.
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T e o r e m a  C C V II.

La sección que resulta de cortar una esfera por un pla
no, es un circulo cuyo centro està en el pié de la perpen- 
dicnlar bajada desde el centro de la esfera al plano. (?. 214)

Sea la sección plana A B D ; si 
desde el centro de la esfera traza
mos los radios OA, OB, OD......
á los puntos de la sección ABD, 
todas estas rectas serán iguales 
(como radios de la esfera) y por 
tanto se apartarán igualmente 

2t4. del pié C de la perpendicular
OC al plano secante [Teorema C X L V I]; luego todas las
rectos C Á , CB, C D ..... son iguales, y  por consiguiente
la línea A B D  es una circunferencia ( 1 3 ) cuyo centro es
tá en C.

Escoüo. Si el plano pasase por el centro de la esfera, la



— 229 —
«eccion obtenida M N R se llama círculo máximo de la es
fera y tiene un radio igual al de la esfera ó al del semi
círculo generador. Es evidente, que todos los círculos 
máximos de una esfera son iguales.

Los planos secantes que no pasan por el centro de la 
esfera determinan los que se llaman círculos menores de la 
esfera, tal es el A B D .

Si llamamos R  al radio de una esfera, r al radio de una 
aeccion cualquiera A B D  (Fig. 214), y la distancia OC del 
eentro de la esfera al plano de la sección, tendremos en 
el triángulo rectángulo O C D ,

R*=r*+<i*, de donde r=\/R*ZrdT^

cuya fórmula nos demuestra que el radio del círculo se
cante vá siendo menor á medida que el plano secante dis
ta más del centro de la esfera.

TfiOBEMA C C V I I I .

Dos círculos máximos de una misma esfera, se cortan 
entre si en partes iguales.

£n  efecto, pasando por el centro los dos planos de di
chos círculos, su intersección será un diámetro de la es
fera, que á la vez será diámetro de ambos círculos, el cual 
sabemos que los dividirá en partes iguales.

T e o r e m a  C C I X .

Todo círculo máximo divide á la esfera en dos hemisfe
rios ó partes iguales. (Fig. 214)

Si superponemos las dos porciones M P R  y M P 'R  en 
que queda dividida la esfera por el círculo máximo MNR, 
todos los puntos de la superficie de la una deberán coin
cidir con los de la otra; porque los radios de la esfera son 
iguales.



—  23 0  —

T e o r e m a  CCX.

Cuatro puntos que no están en un mismo plano, determi
nan la posición y  magnitud de una esfera. (Fig. 2i5)

Sean los cuatro puntos A , B, C y D. Por los tres pun- 
tos A , B, C, puede pasar un plano y  un círculo, así como 
por los tres puntos A D C . La recta A C  será la intersec
ción de dichos dos planos.

Sean los puntos M y N los centrò» 
de los círculos que pasan por A , B, C, 
y A , D, C, respectivamente. Levan
temos por dichos puntos M y N las 
perpendiculares M O y NO á los pla
nos A B C y A D B ; dichas pcrpendi- 

F̂g. 215. culares se encontrarán, y el punto O
de intersección equidistará de los cuatro puntos A , B, C, 
D; luego la esfera cuyo centro sea O y  tenga por radio 
O D  pasará por los cuatro puntos dados.

Vamos ahora á demostrar que por dichos puntos no 
puede pasar más que una esfera. En efecto, supongamos 
que pasara otra, el centro de esta esfera estaría en la recta 
M O que es el lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de los puntos A , B, C [Teor. CXLV, cor. 1.“] ,  
y por igual razón dicho centro deberá estar en la recta 
N O , luego estaría en la intersección de estas dos rectas 
ó sea en el punto O; por consiguiente, esta esfera tendria 
por centro O y por radio O D , luego se confundirla con la 
anterior. (119)

Corolario. Los vértices de un tetráedro determinan una 
esfera ; este corolario se deduce evidentemente del teorema.

Escolio. Si los cuatro puntos están en un mismo plano 
y  no corresponden á una circunferencia, por ellos no pue
de pasar una esfera, porque la intersección de un plana



con una esfera es un círculo. Si estando los cuatro pun
tos en un plano corresponden á una circunferencia, por 
ellos podrán pasar infinitas esferas; pues cualquier punto 
de la perpendicular levantada por el centro de dicha cir
cunferencia equidista de los cuatro puntos dados.

120. Se llama eje de un círculo de la esfera el diámetro 
perpendicular al plano de dicho circulo (dicho eje pasa 
por el centro del círculo); y polos las extremidades de di
cho diámetro. Según esta definición es evidente que el 
eje y  los polos de un círculo, lo son también de todos sus 
paralelos.

T e o r e m a  C C X I .
Los polos de un círculo equidistan de todos los puntos 

de la circunferencia de dicho 
cireulo. (Fig. 216)

Según la definición de polos 
que acabamos de dar, la recta 
PQ ,es perpendicular al plano 
del círculo A A 'A ", luego las
rectas P A , P A ',  P A "..... son
iguales, por oblicuas qu e se 
apartan igualmente del pió Q pig. sso-
de la perpendicular. Lo mismo se demuestra que el polo 
P'equidista de todos los puntos de la circunferencia 
A A 'A '.

Escolio. Los puntos de la circunferencia de un círculo 
máximo, distan un cuadrante de su polo.

T e o r e m a  C C X I I .  [RecíiirocoddaDierior]

El lugar geométrico de iodos los punios de la superficie 
de una esfera equidistantes de otro punto de dicha superfi
cie, es una circunferencia de circulo del que es polo di
cho punto. (La misma figura.)

En efecto, si suponemos que los puntos A , A , A ......
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equidistan del punto P, tirando el diámetro de la esfera
que pasa por este punto, y  los radios O A , O A ',O A " .....
tenemos que los triángulos O A P , O A 'P , O A "P .....tie
nen sus tres lados iguales, y por tanto son iguales. Si 
desde el punto A  bajamos la perpendicular A  Q sobre la 
1 P y tiazamos las rectas A 'Q , A ''Q .... los triángulos 
APQ ,, A 'P Q , A *PQ ... serán iguales \_Teor. X IX ]; y co
mo el A P Q  es rectángulo por construcción, también lo 
serán los demás. Por consiguiente, todos los puntos A , 
A ',  A ".... están en un mismo plano perpendicular á P P ' 
\_Teor. C X L ], y además equidistan del punto Q, luego 
dichos puntos pertenecen á una circunferencia de círcu
lo, del que es polo el punto P.

121. Se llama plano tangente á la esfera, el que no tie
ne con ella más que un punto común; dicho plano con- 
tiene todas las tangentes trazadas á las diferentes curvas 
situadas en su supei-ficie y que pasan por el punto de 
contacto.

T e o r e m a  C C X I I I .

Todo 2>lo7io perpendicular al radio en el punto en que 
este toca á la esfera, es tangente á la esfera, (fig. §í7)

Siendo el plano MN perpen
dicular al radio O A  en el pun
to A, cualquier recta OB que 
una el centro de la esfera con 
el plano M N es mayor que OA; 
luego el plano M N  no tiene 
mas punto común con la esfera 
que el punto A , y por tanto es 

f'9- 817. tangente á la esfera.
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í ) Esta última parte de la definición que como se es más 
bien nna propiedad, así como sus análogas délos planos tangentes 
alas superficies cdnicasy cilindricas, tiene su demostración, que no 
hemos creído oportuno dar en estos elementos.
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Todo plano tangente á una esfera, ©s perpendicular al 
radio en el punto de contacto. (U misma figuia.)

En efecto, si el plano MN es tangente á la esfera en el 
punto A , el radio OA será menor que cualquier recta OB 
^ue una el centro de la esfera con el plano; luego dicho 
radio OA será perpendicular al plano MN.

Corolario. Por un punto de la esfera, no se puede tra
zar más que un plano tangente á la esfera; porque por 
un punto de una recta no se puede trazar más que un 
plano perpendicular á ella.

122. Sabemos que una esfera puede sor engendrada 
por uno cualquiera de sus círculos máximos que gira al» 
rededor de uno de sus diámetros; por consiguiente, se 
puede deducir la posición relativa de dos esferas de las 
de sus círculos generadores, pues si concebimos que es
tos giran alrededor de la línea de los centros, dichas es
feras tendrán iguales posiciones relativas que los expre
sados círculos.

Por tanto, podemos establecer el'siguiente teorema que 
comprende las cinco posiciones que pueden tener dos es
feras, y que se demuestra como sus análogos los teore
mas L X X  al L X X IV  de la Geometría plana, consideran
do la sección dada por un plano que pase por los centros 
de las dos esferas.

T e o r e m a  C C X V .

1. ® Si dos esferas son exteriores la una á la otra, la dis
tancia de sus centros es mayor que la suma de los radios.

2. ® Si dos esferas son tangentes exteriormente, la distan
cia de sus centros es igual á la suma de sus radios.

3. ® Si dos esferas se cortan, la distancia de sus centros 
es menor que la suma de sus radios y mayor que su di
ferencia.

T e o r e m a  C C X IV . [Rwíproco del CLXIXI]



4.0 Si dos esferas son tangentes interiormente, la dis
tancia de sus centros es igual á la diferencia de sus ra
dios.

5.0 Si dos esferas son interior la una á la otra, la dis
tancia de sus centros es menor que la diferencia de sus 
radios.
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C A P ÍT U L O  IV .
r»E LOS TRIÁNGULOS Y  POLÍGONOS ESFÉRICOS.

123. El valor de un ángulo curvilíneo se aprecia siem
pre por las tangentes tiradas á sus lados en el punto de 
su intersección.

124. Se llama ángulo esférico la separación ó abertu» 
de dos arcos AB y AC (Fig. 218) de círculo máximo que se 
cortan en un punto A , que es eUértiee del ángulo. Lados  ̂
del ángulo son los dos arcos que lo forman.

El valor de un ángulo esfé
rico B A C  se aprecia por el del 
ángulo rectilíneo T A T ' que for
man las dos tangentes AT y A T ' 
trazadas a los lados por el vér
tice A.

Siendo las dos tangentes A T  
y A T ' perpendiculares á la rec- 

218. ta AO en el punto A , T A T ' es
el ángulo plano correspondiente al diedro BAOC formado 
por los planos de los arcos A B y A C , de modo que el án
gulo esférico BAC tiene la misma medida que el diedro 
formado por los planos que determinan sus dos lados.

125. Se llama triángulo esférico la porción ABC de la 
superficie esférica comprendida en tres arcos AB, AC, 
BC de círculos máximos, menores cada uno que média

_ (• ) El recíproco  de este  teorem a es c ierto , y  ee dem nestra  lo
mismo que su análogo de la Geometría plana. ‘o



circunferencia. Lados del triángulo son los arcos que lo 
forman, y vértices del triángulo los de los ángulos esféricos.

Angulo triedro correspondiente á un triángulo esférico 
es el terminado por los radios OA, OB, OC de la esfera 
tirados á los vértices del triángulo; y recíprocamente el 
triángulo esférico A  B C se llama correspondiente al trie
dro O A B C .

126. Podemos observar que los lados AB, AC, BC del 
triángulo esférico son las medidas de los ángulos planos 
AOB, AOC, BOC de su triedro correspondiente \_Teore- 
ma L X X X ], y que los ángulos A , B, C del triángulo es
férico son las medidas, respectivamente, de los diedros del 
triedro cuyas aristas son O A , OB y OC (125); de tal mo
do que las mismas relaciones de magnitud existen entre 
los ángulos diedros y los planos de un triedro, que entre 
los ángulos esféricos y los lados de su triángulo esférico 
correspondiente.

La porción de esfera O A B C  comprendida entre dicho 
triedro y su triángulo esférico correspondiente, se llama 
tetraedro esférico,

127. Se llama ̂ o%ono esférico la porción de superficie
esférica ABCDE (Fig. 219) termi
nada por varios arcos de círcu
los máximos. Si se trazan los ra
dios OA, OB, OC.....que termi
nan en los vértices del polígono, 
queda formado un ángulo sólido 
OABCDE, que se llama corres
pondiente al polígono esférico, 
porque los ángulos planos tienen 
por medida los lados de dicho polígono y los ángulos die
dros los ángulos esférico.'.

La porción de esfera OAUCDE comprendida entre di
cho ángulo sólido y su polígono esférico correspondiente 
se llama piràmide esférica.
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rig. 419.
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T eo  r e m a  C C X V I .

Un lado cualquiera d,  un triángulo esférico, es menor 
5 R6  Is suma de los otros dos y  ma
yor que su diferencia. (Fig. 220) 

En efecto, si unimos los tres 
vértices A , B, C, del triángulo es
férico con el centro O de la esfe
ra, resultará el triedro correspon
diente OABC, en el que sabemos 
\Teor. C LX X V I] que

A 0 B < A 0 C + B 0 C  ) _ ÍAB<AC-|-BC
a o b > a o c - b o c -Í Í a b > a c - b c .

Escollo. Este teorema es cierto también para el polígo
no esférico.

T e o r e m a  C C X V I I .

La suma de todos los lados de un triángulo, Ó de un po- 
hgom esférico, es menor que cuatro rectos.

(La demostración se funda en el teorema C LX X V II.)

T e o r e m a  C C X V H I .

En todo triángulo esférico isósceles, á los lados iguales 
se oponen ángulos iguales.

ITeor. C L X X X .]

T e o r e m a  C C X I X .

En todo triángulo esférico, á mayor lado se opone ma
yor ángulo.

\_Teor. C L X X X L ]
N ota.— Los recíprocos de estos dos teoremas se de

muestran por la regla del número 34.
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La suma de los ángulos de un triángulo esférico, es me
nor que seis rectos y mayor que dos.

[Tfior. C X X IX .]
128. Un triángulo esférico puede tener uno, dos ó tres 

ángulos rectos. El triángulo esférico que tiene un ángulo 
recto se llama rectángulo, el que tiene dos ángulos rectos 
birectángulo, y el que tiene tres trirectángulo.

En el triángulo esférico rectángulo se denominan ca
tetos los lados que forman el ángulo recto, y el lado opues
to hipotenusa.

129. Dos triángulos esféricos son suplementarios cuan
do los lados del uno son suplementos de los ángulos del 
otro.

130. Dos triángulos esféricos se llaman simétricos, cuan
do pertenecen á triedros simétricos.

T e o r e m a  C C X X I .
Los triángulos e^éricos correspondientes á dos triedros 

suplementarios, son suplementarios.

T e o r e m a  C C X X I I .
Dos triángulos esféricos de una misma esfera ó de esfe

ras iguales son iguales, cuando tienen dos lados respecti
vamente iguales, igualmente dispuestos, é igual el ángulo 
comprendido. (Fig. 821)
• Si los triángulos ABC 
y A 'B 'C ' situados en una 
misma esfera ó en esfe
ras iguales tienen

ángulo A =  ángulo A'
lado AB =  ladoA'B’
lado A C =lado A'C', k¡í « i.

T e o r e m a  C C X X .



los triedros correspondientes O A B C  y  O 'A 'B 'C ' serán
ip a le s  [ T e o í - .  C L X X X V ], y por tanto, haciéndolos coin
cidir, coincidirán los triángulos A B C  y A 'B 'C '.

Escolio. Si los triángulos A B C  y A 'B 'C 'tuvieran los 
elementos respectivamente iguales: pero no colocados en 
el mismo orden, sus triedros correspondientes serian si
métricos, y los triángulos también serian simétricos; es
tos triángulos no pueden coincidir aunque sus elementos 
son iguales.

T e o r e m a  C C X X I I I .
Dos triángulos de una misma esfera ó de esferas igua

les son iguales, 5/  ¿ienen un lado igual y  los ángulos ad
yacentes iguales respectivamente é igualmente dispuestos. 
(Fig. 221) ^

T e o r e m a  C C X X I V .
Dos triángulos de una misma esfera ó de esferas igua

les son iguales, si tienen sus tres ángulos iguales é igual- 
mente dispuestos. (Fig.

T e o r e m a  C C X X V .
Dos triángulos de una misma esfera ó de esferas igua

les son iguales, st tienen sus tres lados iguales é igualmen
te dispuestos. (Fif. 221)

T e o r e m a  C C X X V I .

En todo triángulo esférico hirectángulo: l.o  £ 1  vértice 
del ángulo oblicuo es polo del lado opuesto. 2.«» El ángulo 
en el polo tiene por medida el lado opuesto. (Fig. 222)

1." Supongamos que en el triángulo A B C , los án
gulos B y C son rectos. Tracemos los radios de la es-
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«e demuestran fácilmente apo- 
yándose en la igualdad de los triedros correspondientes, como he
mos demostrado el teorema CCXXII.



Fig. f í 5 .

fera OA, OB y OC, que formarán el triedro correspon
diente OABC. Ahora siendo los die
dros OB y OC rectos por serlo los 
ángulos esféricos que son sus medi
das, los dos planos AOB y AOC 
son perpendiculares al plano BOC, 
y por tanto, la común intersección 
AO también es perpendicular [reo- 
rema CCVIII] al plano BOC, luego 
A  es uno de los polos del arco BC.
( 120 ) .

2.® Por ser la recta AO perpendicular al plano B O C  
es perpendicular á las dos rectas OB y OC que pasan por 
8u pié en dicho plano; luego el ángulo plano B O C  es la 
medida del diedro AO, ó bien del ángulo esférico A. (124) 

Corolario. En todo triángulo esférico trirectángulo: 1.“ 
Cada vórtice es polo del lado opuesto: 2." Cada lado es 
medida del ángulo opuesto.

L e m a .
De dos arcos de circuios que tienen una cuerda comxin 

«8 mayor el que tiene menor radio. (Fig. 223)
Sean los dos arcos ACB y ADB descritos respectiva

mente con los radios 0 'A < 0 A .  En los dos triángulos 
A O 'B  y AOB evidentemente el ángulo A O 'B >  A O B , 
luego el número de grados del 
arco A C B >A D B . Pero los va
lores de estos arcos rectificados 
«e expresarán \_Problema X L V ] 
por

A = m X y
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A '= m 'X y .
F i j .  5 « .

Siendo m y  m' las relaciones de los arcos ACA y ADB



con sus respectivos cuadrantes; luego por ser ángulo 
A O '> A O B , resultíi que y por consiguiente»
A <A '.

T e o r e m a  C C X X V I I .

La linea más corta que puede trazarse sobre la superfi
cie esférica entre dos de sus puntos, es el arco menor de 
circunferencia máxima que pasa por ellos.

En efecto, la linea trazada entre los dos puntos dados- 
podrá ser: 1.® Un arco de círculo menor. 2.° Una reunión 
de arcos de círculos máximos. S.“» Una reunión de arcos 
de círculos menores de la esfera de magnitud finita, ó in
finitamente pequeños.

En el primer caso el teorema está demostrado, porque 
el arco de círculo menor, tiene menor radio que el de 
círculo máximo, y por tanto, este es menor que aquel 
\_Lema anterior']. En el segundo caso, la reunión de to
dos los arcos formará un polígono esférico, en el que un 
lado cualquiera (que es el arco de círculo máximo que 
pasa por los dos puntos de la esfera) es menor que la su
ma de todos los demás. Por último, si entre los dos pun
tos dados pasa una reunión de arcos de círculos menores, 
como cada uno de ellos es mayor que el de la circunfe
rencia máxima que pasa por sus extremos, la reunión do 
todos ellos será mayor que la reunión de arcos de círcu
los máximos que pasa por sus extremos.
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C A P IT U L O  V.
DE LOS POLIEDROS INSCRIPTOS Y  CIRCUNSCRIPTOS.

131. Una pirámide está inscripta en un cono, cuando 
el vértice del cono y el de la pirámide coinciden, y la ba
se de la pirámide está inscripta en la del cono. En tal ca
so, el cono está circunscripto á la pirámide.



132. Una pirámide está circunscripta á un cono, cuan
do el vértice del cono y el de la pirámide se confunden y 
la base de la pirámide está circunscripta á la del cono. En 
tal caso, el cono está inscripto en la pirámide y las caras 
laterales de la pirámide son tangentes al cono.

Si se considera circunscripto al cono una pirámide re
gular de infinitos lados en su base, el perímetro de este sé 
confundirá con la circunferencia de la base del cono, luego 
puede considerarse al cono como una pirámide reyidar de 
tnjinilas caras.

133. Un prisma está inscripto en un cilindro, cuando 
las bases del prisma están inscriptas en las del cilindro. 
En este caso, el cilindro está circunscripto al prisma.

134. Un prisma está circunscripto á un cilindro cuando 
las bases del prisma están circunscriptas á las del cilindro. 
En este caso, el cilindro está inscripto al prisma: las ca
ras laterales del prisma son tangentes al cilindro.

Si consideramos un prisma regular inscripto, y supone
mos que el número de lados de las bases se hace infinito, 
el perímetro del polígono de la base se confundirá con la 
circunferencia de las bases del cilindro de donde se sigue 
que el cihndro puede considerarse como un prisma regular 
de U7i número infinito de caras.

135. Por consiguiente, los prismas ó las pirámides es
tán inscriptas ó circunscriptas al cilindro ó al cono, res
pectivamente, cuando sus bases están inscriptas ó circuns
criptas.

136. Un poliedro está inscripto en una esfera, cuando 
todos sus vértices están en la superficie esférica; en cuyo 
caso la esfera está circunscripta al poliedro.

137. Un poliedro está circunscripto á una esfera, cuan
do sus caras son tangentes á la esfera; en tal caso, la es
fera está inscripta en el poliedro.
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Todo poliedro regular puede inscribirse en una esfera.
(FÍ0.2S4)

Sean ABCD.... y A B C 'D '.... dos caras contiguas del 
poliedro regular, desde los centros 
I, r  de estas caras levantemos las 
pei'pendiculares 10, I 'O , que se
rán los ejes de los círculos inscrip
tos ó circunscriptos á los polígonos 
A B C D  y A B C 'D '.... Dichas per
pendiculares se encontrarán en el 
punto O, cuyo punto e q u id is ta  

/■.>- M4 [  Teor. CXLV, cor. 1 .<>] de los pun
tos A , B, C, D , C ', D '.... Como podíamos hacer iguales 
consideraciones sobre otra cara cualquiera contigua, re
sulta que el punto O equidista de todos los vértices del 
jioliedro, y por tanto, considerando este punto como cen
tro de una esfera, cuyo radio sea la distancia de este 
punto á uno de los vértices, el poliedro quedará inscrip
to en ella. (137)

T e o r e m a  C C X X I X .

Todo poliedro regular puede circunscribirse à una es
fera. (La misma figm.)

De la demostración del teorema anterior se deduce que 
todas las perpendiculares OI, OI'.... á las caras del po
liedro son iguales; luego una esfera cuyo centro esté en 
O y  que tenga por radio tina de estas perpendiculares, 
será tangente á todas las caras del poliedro, y por tanto, 
éste quedará circunscripto á ella. (137)

Escolio. I*as rectas tiradas desde el punto O á loi vér
tices del poliedro regular, forman con las caras de dicho 
poliedro pirámides inscriptas ó circunscriptas á las esfe
ras: cuyo vértice común está en el centro O.

T e o r e m a  C C X X V I I L



L I B R O  I I I .
PK0BLEMA8 KELATIVOS k ESTA SECCION.
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C A P IT U L O  I.
PEOBLKMAS REFERENTES k LOS PLANOS Y k LAS LÍNEAS 

SITUADAS EN EL ESPACIO.

P r o b l e m a  X L V .
Desde un punto dado fuera de un plano bajar una per

pendicular á dicho plano. (Fig. 235)
Desde el punto dado A  tírense tres rectas iguales AB, 

A C , A D  hasta el plano M N ; hállese el centro O de la 
circunferencia que pasa por los 
tres puntos B, C y I), y la rec
ta AO será la perpendicular al 
plano MN.

En efecto, siendo iguales las 
tres rectas A B , A C , A D , los 
puntos B, C, D, equidistarán 
del pié de la perpendicular, lue- 2*s.
go  O centro de la circunferencia que pasa por ellos es el 
pié de la perpendicular.

P r o b l e m a  X L V I .

Por un punto dado en un plano, levantar una perpen
dicular á dicho plano. (Fig. 226)

Sea el punto A , para levantar 
por él una perpendicular al pla
no M N ; tomo un punto cual
quiera D fuera del plano, y por 
él bajo la perpendicular C D á 
M N \_prohlema anterior“]-, ahora' 
por el punto A  trazo la recta A  B paralela á C I), y AB 
será perpendicular al plano M N . \_Teor. C LXII.]
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P r o b l e m a  X L V I I .

Dadas dos rectas que no están en un mismo plano, hallar
su más corta distancia.
(Fig. 227)

Sean las dos recta» 
A B  y CD situadas en> 
distintos planos. Por un, 
pxmto D tomado en una. 
de ellas trazo una para
lela D E  á la otra A  B, 
y construyo el plano MN" 
que pasa por CD y DE. 

Por un punto G de la A B  bajo la perpendicular G H  á 
dicho plano, y por el pié H de esta perpendicular trazo 
la H L  paralela a la  recta D E , y por tantoá la A B  [Teo- 
rema C LX IV ]. Si por el punto L trazo la L R  paralela 
á la G H , dicha L R  será perpendicular á las dos rectas 
dadas.

En efecto, por ser paralela L R  á G H  es perpendicu
lar al plano M N , luego [Teor. C L X III] es perpendicu
lar á las dos rectas CD y L H  ó bien á las CD y  A B , 
(pues A B  es paralela á L H .)

Vamos ahora á demostrar que L R  es la línea más cor
ta que puede trazarse entre A B  y CD. Trazo otra cual
quiera PQ, y  por el punto P la paralela PS á la R L . 
Por ser P S  paralela <á la recta R L  es perpendicular al 
plano M N; luego PS < P Q , pero P S = R L ;  por tanto, 
R L < P Q .

Escolio. Esto problema suele enunciarse: dadas dos 
rectas que no están en un mismo plano, tirarles una per
pendicular común.



C A P IT U L O  I I .
PROBLEMAS RELATIVOS i  LA ESFERA.
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P r o b l e m a . X L V I I I .

Dada una esfera hallar su radio por una construcción 
geométrica. (Pig. 228)

Análisis. Si tomamos dos pun
tos A y B sobre la superficie esfé
rica, el centro de la esfera equi
distará de ellos, y este centro es
tará en un plano perpendicular 
en su punto medio á la recta que 
une dichos puntos A  y B, cuyo 
plano determinará un c ír c u lo  F.p. sjs.
máximo RQ.S. Ahora todos los puntos de este plano equi
distarán de los puntos A  y B [ Teor. CXLV, cor. 2.°]; lue
go  los puntos de la circunferencia también equidistan de 
A  y B.

Sintesis. Tomemos sobre la esfera dada dos puntos 
cualesquiera A  y B; con una abertura de compás arbitra
ria (pero mayor que la mitad de la distancia A B) trace
mos desde dichos puntos como centros dos arcos de cir
cunferencia que se cortarán en 11, por ejemplo; determi
nemos por otras dos construcciones análogas (variando 
los radios) los puntos Q. y S, y tendremos fijados tres 
puntos R , Q y S, que pertenecen á una misma circunfe
rencia máxima de la esfera. Si sobre una hoja de papel 
trazamos después un triángulo igual al RQS(para cuyo

{•) Para la resolución de e*toí problema*’, suponemos que se 
hace uso del compás eterico, con el que se pueden trazar circunfe
rencias sobre la auperñcie esférica, npoyaudo una de las puntas y 
marcando con la otra. El centro así determinado es polo del círcu
lo que se traza, según el teorema CCXII.



fin tomamos sus lados ó cuerdas del círculo), el radio de- 
la circunferencia circunscripta á él será igual al radio de 
la esfera.

P r o b l e m a  X L I X .

Describir la circunferencia de circulo máximo que pasa 
por dos punios de la esfera. (F. 229) 

Sean los puntos A y B. Desde 
estos puntos con una abertura 
de compás igual á la cuerda de 
un cuadrante, se describen dos 
arcos de círculo máximo que se- 
cortarán en P, después desde 
este punto como polo y con la 

Kj, « 0. misma abertura de compás tra
cemos la circunferencia A B X , que será la buscada [E s
colto del teor. CCXIJ.

Discusión. Si los dos puntos A y B estén situados en 
las extremidades de un diámetro, las dos circunferencias 
descritas desde ellos como centros coincidirán en todos 
sus puntos; por consiguiente, por dichos dos puntos po
drán pa.-sarinfiiíitas circunferencias de círculos máximos, 
lo que por otra parte es evidènte, pues todos los planos 
que pasen por el diámetro de la esfera que determinan 
dichos dos puntos, darán por sección con ella círculos 
máximos.

P r o b l e m a  L.

Bada una esfera determinar la cuerda de su ctxadran- 
te ó de un arco cualquiera de círculo máximo.

Se determina su radio [Problema X L V III], y cons
truido el círculo máximo de la esfera, en él se toma la 
cuerda del arco que se desea determinar.
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S E C C I O N  S E G U N D A ,
DE LA EXTENSION 

CONSIDERADA EN EL ESPACIO.

L IB R O  I
CUERPOS TERMINADOS POR SUPERFICIES PLANAS.

C A P ÍT U L O  í.
SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS.

138. Dos tetraedros ó dos poliedros, en general, son se
mejantes, cuando tienen sus ángulos diedros respectiva
mente iguales é igualmente dispuestos, y las caras homo
logas que los forman semejantes. Se llaman caras homó
logos las adyacentes á los diedros respectivamente igua
les, aristas homólogas las pertenecientes á estos diedros, 
vértices homólogos los formados por tres o mas caras ho
mólogas, puntos homólogos los que unidos á tres vértices 
homólogos producen tetraedros semejantes, y lineas ho
mólogas las que unen dos puntos homólogos.

139. Según la definición de poliedros semejantes, y de
biendo ser semejantes las caras homologas, sus lados ho
mólogos (que son las aristas de los poliedros) serán pro
porcionales; de donde se deduce que los poliedros seme
jantes tienen todas sus aristas homólogas respectivamente 
proporcionales.

UO. La relación constante que existe entre dos aristas 
homólogas, se llama razón de semejanzas; cuando esta ea 
igual á la unidad, esto es, cuando los dos poliedros sien-



do semejantes tienen una arista homologa igual, los po
liedros son iguales.

141. Si dos poliedros son semejantes á un tercero, son 
semejantes entre sí.

142. Es evidente que dos poliedros regulares de igual 
nombre ó especie son siempre semejantes, pues todos los 
ángulos diedros son respectiys^nente iguales y las caras 
que los forman gemejan^gg
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T e o r e m a  C C X X X .

Si un tetraedro se corta por un plano paralelo á una 
cara, el tetráedro parcial que resulta es semejante al te

traedro propuesto. (Fig.230)
Sea el tetráedro SABC corta

do por el plano,paralelo a la b a 
se, A 'B 'C '. Tenemos que los án
gulos diedros segnn las aristas 
SA, SB, s e  del tetráedro SABC, 
son los mismos que los diedros 
SA ', SB ', SC' del te t rá e d ro  

Fi¡. sao S A 'B 'C ', y los ángulos diedros
según las aristas AB, BC y AC son iguales respectiva
mente á los diedros A 'B ',  B 'C ' y A 'C ' por correspon
dientes entre los planos paralelos ABC y  A 'B 'C '. Luego 
dichos tetráedros tienen todos sus ángulos diedros igua
les é igualmente colocados.

Ahora las caras laterales SAB, SBC y SAC, son res
pectivamente semejantes á las SA 'B ', S B 'C 'y  S A 'C ', 
j)or ser respectivamente paralelas las rectas AB,BC y AC, 
á las rectas A 'B ', B 'C ' y A 'C '; y la base ABC es seme
jante á la A 'B 'C ' \_Teor. CXC]; luego los dos tetráedros 
son semejantes. (138)
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T e o r e m a  C C X X X I .

Dos tetràedros son semejantes, cuando tienen do$ ca
ras respectivamente semejantes^ semejantemente dispuestas, 
é igual el ángulo comprendido. (Fig. S31)

Supongamos que los tetraedros S A B C  y S 'A  B C 
tienen

diedro SA=diedro S'A' 
trián.SAB semejante al trián. S'A'B' 
tríán.SAC id. id. S'A'C'

Tomemos sobre la arista S A 
una parte S D = S 'A ' ,y  por el 
punto D tracemos un plano DEF 
paralelo al A B C . El tetraedro 
S D E F  es semejante al SA B C  yig.rn.
{^Teorema anterior"]; luego si probamos que los tetraedros 
S D E F  y S 'A 'B 'C ' son iguales, el teorema quedará de
mostrado. Pero estos dos tetraedros tienen lascaras S 'A 'B ' 
y  SD E iguales \_Teor. X X ], y también iguales las caras 
SD F  y S 'A 'C ';  además el ángulo diedro comprendido 
por dichas caras SD  =  S 'A '; luego son iguales [Z ’comna 
CXCIV, l.t.]

T e o r e m a  C C X X X I I .

Dos tetraedros son semejantes cuando tienen una cara 
semejante adyacente á tres ángulos diedros iguales y  soné- 
jantemenie dispuestos. (La misma figura)

Supongamos, que
triángulo S A C =  triángulo S A C  ̂̂  

ángulos diedros SA =  S'A', S C = S  C , A C =A  C .

Tomemos sobre la arista SA  una parte SI) =  S A  , y 
tiremos el plano D E F  paralelo al A B C . El tetráedro 
SDEF es semejante con el SABC; luego sí probamos que
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dicho tetráedro SDEF es igual al S 'A 'B 'C ', quedará de 
mostrado el teorema. Pero estos dos tetraedros tienen

diedro SF =S 'C 'Í  ̂ S A B C '

diedroDF=AC=A’C X T » , . .C L X X I ,3 , . ] 'r c l a v :L T r '

T e o r e m a  C C X X X I I I .

sem°^ “™  semejantes cuando tienen sue caras
semejantesJ/ semejantemente dispuestas, (la misma Siura) 

Tomando en la arista SA  una parte S D = S 'A ' v  t¡- 
rando un plano D E F  paralelo al A B C , es fácil demos
trar de un modo analogo á los dos teoremas anteriores, que 
el te raedro S D E F  es igual al S 'A 'B 'C ', por tenei ^  
caras respectivamente Iguales é Igualmente dispuestas.

T e o r e m a  C C X X X I V .
Si una pirámide se corta por „„ plano paralelo d la lase, 

la pirámide parcial que resulta es 
semejante á la piràmide propues
ta. (Fig. 232)

[Este teorema se demuestra del 
mismo modo que el C C X XX .]

T e o r e m a  C C X X X V .

Las bases de dos pirámides se- 
, « í /o n í« ,  son proporcionales à los

(íig 2M) o i  los do sus aristas homólogas.

V A  polígonos ABCDE
y  -íi- a  Kj u  h  , tendremos que [Teor. C X V II]

ABCDE : A 'B 'CD'E ': : AB*: AB**, ( a )

Pero los triángulos semejantes S A B , S A 'B ' y S A j ,
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SA' s ', que tienen los lados comunes SA, S A ', nos dan la 
série de razones iguales.

AB : A'B' ; : SA : SA' : : S« Z S's;

Y  elevando al cuadrado 

AB* : Á 3 ’* : : : ̂ '*•(6)

Entre las (a) y (6) existe la ra

zón común ÀB* : A 'B '*; luego
F ig .  2 i3 -

ABCDE : A'B'C'D'E':: AB* : ÁB"*: : SA*: SA'*:; Ss* : Ss'^

Corolario. Sí dos pirámides de bases equivalentes e igual 
altura se cortan por dos planos paralelos a las bases y 
equidistantes de sus vértices, las secciones que resultan son
equivalentes. (Fig.234)

Sean las dos pirámi
des S A B C D E yS 'P aR  
y consideremos las dos 
secciones A 'B 'C 'D 'E ' 
y P 'Q 'R ' equidif-tantes 
de los vórtices S y S '.

Según lo demo-strado 
en el teorema, tene
mos;

A B C D E : A'B'C'D'E':: S A* : S A'*
P Q R  : P'Q'R'

Pero A B C D E  =  PQS, S A = S 'í', SA '=S 'í', luego 
A 'B 'C 'D 'E '= P ’Q'R'-

' I ’ e o u e m a , C C X X X V I .
Dos poliedros compuestos del mismo numero de tetrae

dros respectivamente semejantes y semejantemente dispues
tos, son semejantes. (Fig. 235)
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Sean los dos poliedros A B C D E F G H  y A 'B 'C 'D 'E ' 

F 'G 'H ',  los que suponemos que se componen de los

tetráedros
/ ABCG semejante á A'B'C'G' 
1 ACGH

ACHD
id.
id.

á A'C'G'H' 
á A'GH'D’

y  semejantemente dispuestos.
'lodas las caras de estos poliedros serán semejantes, 

porque, por ejemplo, las caras A B C II  y A 'B 'C 'H ' se 
componen délos triángulos A B C  y A C H  respectiva
mente semejantes á A 'B 'C ' y A 'C 'H ', por pertenecer á 
tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos.

figura S3S.
Todos los ángulos diedros de los poliedros son iguales, 

pues ó son á ngulos diedros pertenecientes á los tetráedros 
semejantes, ó están formados por la reunión del mismo 
número de ángulos diedros respectivamente iguales, por 
pertenecer a tetráedros semejantes, y semejantemente 
dispuestos. Así, por ejemplo, los diedros según BCy B 'C ' 
son Iguales por pertenecer á los tetráedros semejantes 
A B C G  y A 'B 'C 'G ', y los diedros según las aristas A C  
y A  C son iguales por componerse respectivamente de 
la suma de los diedros B A C G y  G A C H , B 'A 'C 'G ' y 
G 'A 'C 'H ', que son iguales por pertenecer á tetráedros 
semejantes. Además estos ángulos diedros estarán seme-
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jantemente dispuestos, por estarlo por suposición los te
traedros.

Luego los dos poliedros tienen sus ángulos diedros res
pectivamente iguales G igualmente dispuestos, y las caras 
homologas que los forman semejantes (138).

T e o r e m a  C C X X X V I I . [Reciprocodel anitrior]
Dospoliedros semejantes pueden descomponerse en igual 

nùmero de tetraedros semejantes y semejantemente dis
puestos. (La misma figura.)

Supongamos que los dos poliedros A B C D E F G II  y 
A 'B 'C 'D 'E 'F 'G 'H ' son semejantes; tomando como vér
tice común el punto A , descompongamos el primero de 
dichos poliedros en tetraedros (113), y desde el vértice 
A ' homólogo con A , hagamos igual descomposición con 
el poliedro A 'B 'C 'D 'E 'F 'G 'H '-

Los poliedros quedarán divididos en igual número de 
tetráedros {fórmula del nitm. 113), y vamos á demostrar 
que estos tetráedros son semejantes y están semejante
mente dispuestos.

Todos los triángulos en que las caras (no triangulares) 
quedarán divididas, serán semejantes por serlo dichas ca
ras, y estarán semejantemente dispuestos \_Teor. CI)j.

Ahora tenemos que los tetráedros ABCG y A 'B 'C  G 
son semejantes, porque tienen las caras ABC y ABG res
pectivamente semejantes á A 'B 'C ' y A 'B 'G ', y los án
gulos diedros A B = A 'B '.  [_Teor. C C X X X ]. I-os tetrae
dros A C G H  y A 'C 'G 'H ' son también semejantes por
que tienen la cara A C G  semejante á A 'C  G por perte
necer à los tetráedros anteriores que hemos demostrado 
ser semejantes; la ca ra A C II  semejante á A 'C 'H  poi 
triángulos semejantes y semejantemente colocados de las 
caras semejantes de los poliedros, y el ángulo die dro 
A H = A 'i r ,  por serlo de los poliedros propuestos. Lo.s



tetraedros D C G H y  D 'C 'G 'H 's o n  semejantes por te
ner las caras C G H  semejante á C 'G 'H ' y  C D H  seme
jante á C 'D 'i r ,  y el ángulo diedro com])rendido C H =  
C 'H ' por componerse cada uno de ellos de la diferencia 
entre dos ángulos respectivamente iguales á saber:

ángulo diedro ACHB =  áng. f Porángulos diedroshomólogos 
diedro A C H B' (  délos dos poliedros propuestos.

ángulo diedro ACHGzzáng. C ^°*'P®*'t®"ecerrespectivamente 
diedro A'C'H'G' j   ̂ tetraedros semejantes 

C ACH G y A'C'H'G'.
De igual manera podría demostrarse la semejanza de 

todos los demás tetraedros, teniendo presente que las ca
ras de éstos son triángulos semejantes y semejantemente 
dispuestos, y que los ángulos diedros ó son los mismos 
que los de los poliedros y por tanto iguales, ó se compo
nen de la diferencia entre los ángulos diedros homólógos 
de los dos poliedros y uno ó más ángulos diedros respec
tivamente iguales, por pertenecer á tetráedros que se ha 
demosti-ado ya ser semejantes.
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C A P IT U L O  II.
Xk e a s  d e  los p o l i e d r o s .

143. El área de la superficie de un poliedro cualquiera 
es claro que se puede hallar determinando el área de ca
da una de sus caras y sumándolas; pero algunos poliedros 
tienen por área una expresión tan sencilla, que conviene 
conocerla, atendiendo á sus varias aplicaciones.

T e o r e m a  C C X X X V I I I .
E l área lateral de una pirámide regular es igual á la 

mitad del producto del perímetro de su base por la altura 
de uno de los triángulos laterales.

(*) À esta altura se suele llamar apotema de la pirámide.
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Siendo la pirámide regular, la altura de todos los trián

gulos laterales así como las bases son iguales.
Llamemos á la altura de xino de los triángulos laterales 

■a, á su base ¿ y  n al número de triángulos: tendremos

àrea de uno de los triángulos. . . .  i  i «
área de los n triángulos............... i  .

Pero n& es el perímetro de la base, luego el teorema 
■queda demostrado.

T e o r e m a  C C X X X I X .

El área lateral de una pirámide troncada de bases para
lelas, es igual al producto de la altura de uno de los trape
cios laterales por la semisuma de los perímetros de las 
dos bases.

Siendo la pirámide regular, todos los lados de la base 
mayor son iguales entre sí, así como los'de la menor; y 
los trapecios que forman el área lateral son iguales entre 
sí, y por tanto también lo son sus alturas.

Llamemos á la altura de uno de los trapecios a , b y  b' 
las bases, tendremos:

b +  b'
área de uno de los trapecios.... oX  *

b-\-b’ bn-\-h'n
área de todos los trapecios.....oX  2 ’

pero bn y b’ n son los perímetros de las dos ba.scs del tron
co de pirámide; luego queda demostrado el teorema.

T e o r e m a  C C X T ..

E l área lateral de un prisma recto, es igual al producto 
de su altura por el perimetro de una de sus bases.

Siendo recto el prisma las caras laterales son rectángu
los, y tomando como bases de estos rectángulos los lados



de las bases del prisma, sus alturas son las aristas latera
les que son iguales á la altura de prisma.

Llamemos á la altura del prisma a , y &  los lados de una
de las bases b, b', h", h'"..... , tendremos que las

áreas de los rectángulos serán ah, ab' ab" ah'".... 
área lat. del prisma

pero .....eg perímetro de una de las ba
ses del prisma.

T e o r e m a  C C X L I .

E l area lateral de un prisma oblicuo,, es igual al produc
to de una de sus aristas latera
les por el perímetro de su sec
ción recta. (Fig. S36)

Sea el prisma oblicuo A C ', la 
sección recta abode será perpen
dicular á las aristas, luego si to
mamos como base de los parale- 
lógramos queforman las caras la
terales del prisma las aristas late
rales, las alturas respectivas se- 

I rán los lados del polígono abcde. 
yig m. Por consiguiente tendremos

área del paralelógramo A B '= A A ’ xa5 
^el „  B C '= B B 'x 6 c  
del „  C D '= C C 'x c¿
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"V como todas las aristas laterales del prisma son igua
les, el área lateral del prisma A C '= A A '(fl5 -j-¿c-)-erf...) 
— A A  ^perímetro de la sección recta.
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C A P IT U L O  III .
V O L U M E N E S  DE LOS P O L I E D R O S .

144. Volumen de un cuerpo es la medida del espacio 
que este cuerpo ocupa. (4)

Se toma como medida para determinar el volumen de 
un cuerpo un cubo.

145. Es evidente que el volumen de un poliedro cual
quiera es igual á la suma de los volúmenes de los tetrae
dros en que siempre puede descomponerse. (113}

T e o r e m a  C C X L I I .
Los volúmenes de dos paralelepípedos rectos que Uencn 

iguales bases, son proporcionales á sus alturas. (Fig.
1.“ Suponga

mos que los para
lelepípedos EC y 
ec  que tien en  
iguales bases,ten
gan sus a lturas 
A E  y rte comen- 
surables, y que la 
común medida de 
estas alturas se 
baile contenida en ellas respectivamente m veces y n ve
ces, tendremos la proporción

A E : fl e :: »1 t .
Pero trazando por los puntos de división de las altu

ras planos paralelos á las bases, el paralelepípedo EC que
dará dividido en m paralelepípedos parciales, y el para
lelepípedo ec en n; todos estos paralelepípedos pareiale.s 
son iguales, pues son rectos y tienen sus bases y alturas 
iguales, por tanto

[ 17 1
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paralelepípedo EC : paralelepípedo ec m ■. n.

De las dos proporciones anteriores se deduce que 

paralelepípedo E C : paralelepípedo e c :: altura ÁE : altura a e.

á.® Si las alturas fuesen incomensurables, se deraostra- 
ria como los demás teoremas análogos.

146. Se llaman dimensiones de un paralelepípedo rec
tángulo las tres aristas que forman un ángulo triedro, y 
estas tres aristas miden las tres dimensiones de este cuer
po, es decir, su longitud, latitud y  profundidad ó altura 
(4 ). En tal caso puede decirse, atendiendo al teorema an
terior, que los voliimenes de dos paralelepípedos rectángu
los que txenen dos dimensiones iguales son proporcionales 
á sus terceras dimensiones.

T e o r e m a  C C X L I I I .

Los volúmenes de dos paralelepípedos rectángulos que 
tjenm tim. dimensión igual, son proporcionales á los pro
ductos de sus otras dos dimensiones.

ídamemos P y P ' los volúmenes de los dos paralelepi- 
pt-dos rectángulos, y sean a, b, c, las tres dimensiones del 
primero, y a,b' ,  c', las del segundo.

Consideremos un tercer paralelepípedo rectángulo P" 
que tenga dos dimensiones iguales con cada uno de los 
dos propuestos, esto es, que sean sus dimensiones a , b y  c ' .

Según el teorema anterior, tendremos entre los parale
lepípedos P y P" la proporción

Y  por igual razón tendremos entre los dos paralelepí
pedos P "y  P ' la proporción:

P" : P' : : 6 : h'.

Multiplicando estas dos proporciones ordenadamente y



suprimiendo en la primera razón el factor común P , re
sulta el enunciado del teorema, esto es:

P : P' : : b  X  c : b '  X  c'.

T e o r e m a  C C X L I V .

Loi volúmenes de dos paralelepípedos rectángulos cua- 
lesquiera^ son proporcionales à los productos de sus tres 
dimensiones.

Sean P y P ' los volúmenes de los dos paralelepípedos, 
las dimensiones del primero, a, h, c, y las del segundo 
a 'b 'c '.

Si concebimos un tercer paralelepípedo P" que tenga 
una dimensión común con uno de ellos, y las otras dos 
con  el otro, es decir, que sus tres dimensiones sean a  , 

i ' y  c ' , tendremos según los dos teoremas que acabamos 
■de demostrar:
P  : P" : ; 6 X  c  : 2>'X c' ) De donde multiplicando y suprimiendo P', 
P " : P ' : : o : o '  P : P ' : : a X b X  c  : a 'x b 'x c '.
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T e o r e m a  C C X L V .

Si la unidad lineal es el lado del cubo.que sirve de «nt- 
^ad volumétrica, el volumen de un paralelepípedo rec
tángulo es igual al producto de sus tres dimensiones, es
to es, de su base por su altura.

En efecto, sea P el paralelepípedo, a, b, c sus tres d i
mensiones, C el cubo que se toma por unidad y /su lado.

Recordando que el cubo es un paralelepípedo rectán
gulo cuyas tres dimensiones son iguales, tendremos que

P : C : : f l X & X c : P .

Pero siendo l igual á la unidad, de esta proporción re
sulta que

z=.a  X  í» X  Ci q u e  e s  e l  t e o r e m a .
O



Si a es la altura, ¿ X  c es el àrea de la base, de maue- 
ra que el volümen de un paralelepípedo rectángulo es igual 
al producto de su lase por su altura.

Corolario. E l volúmen de un cubo es igual á la tercera 
potencia de su lado; esto se deduce inmediatamente de 
la defimciou del cubo, pues sus tres dimensiones son 
iguales.

T e o r e m a  C C X L V I .

Dos paralelepípedos cualesquiera que tengan iguales ba
ses é igual altura son equivalentes.

Siendo iguales las bases, se puede trasportar el uno- 
sobre el otro de manera que sus bases inferiores coinci
dan; en cuyo caso, por tener igual altura, las bases supe
riores se encontrarán en un mismo plano paralelo á ellas; 
pero entonces pueden ocurrir dos casos, que estas bases 
superiores estén comprendidas entre las mismas parale
las como en la figura 238, ó que tengan una posición re
lativa cualquiera, como en la figura 239.

I.® Sean los dos paralelepípedos A B C D E F G H  v 
A B C D E 'F 'G 'H ' (Pig. §38) en los que se han hecho coin-
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Fijura a » .

Cidir sus bases inferiores, y las superiores caen entre rec-

( •)  D e  Ci*tn p rop ied a íl v ien e  el n o m b re  ile cubo  a n e  se d á  á  1«
b : Z " X T r  v o S n  d e  u r V ;00 c u y o  lado te n g a  por valor dicho n ú m ero .



toa paralelas. Los dos prismas triangulares AEE' D IIH ' 
y B E F ' C G G ' son iguales entre sí por tener un ángulo 
triedro igual, el primero en A , y el segundo en B, y las 
tres caras que los forman respectivamente iguales,á saber:

A E E '= B F F , A D H E = B C G F  y ADH'E'=BCG'F'.

Pero si del volumen total A B C D G 'H E F ' se resta su
cesivamente cada uno de dichos prismas triangulares, 
quedan cada uno de ios dos paralelepípedos ABCDEFGII 
y  A B C D E 'F 'G 'II ', luego estos son equivalentes.

2.® Sean ahora los dos paralelepípedos ABCDEFGH 
y  A 'B 'C 'D 'E F G II  (Fig. 239) cuyas caras inferiores se han 
hecho coincidir y las superiores tienen una posición cual-
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F ig u r a  439.

quiera, pero están en un mismo plano. Como los lados de 
estas bases ABCD y  A 'B 'C 'D ' son paralelos cuatro á 
cuatro; siempre es posible prolongando los lados A  D . 
B 'C 'y  los AB, DC, formar otro paralclógramo A "B ' C D 
igual á los ABCD y A 'B 'C 'D '.

Si consideramos un paralelepípedo que tenga por ba
ses EFGH y A ''B '’ C *D ' (del que no se marcan las aris
tas laterales por no confundir la figura) este pai*alelepí-



pedo, según el teorema anterior, es equivalente á cada 
uno de los dos propuestos; luego estos son equivalentes 
entre sí.

T e o r e m a  C C X L V I I .
Un paralelepípedo ohlictio cualquiera, es equivalente á 

otro paralelepípedo rectángulo de igual altura que él y
cuya base sea equiva
lente á la del paralele
pípedo propuesto.

Sea el paralelepípedo- 
oblicuo ABCDEFGH 
(Fig. §40); por los vérti
ces A , B .C .I), de la ba
se inferior levantemos- 
perpendiculares al pla- 

, '■'i'- no de esta base, prolon
gándolas hasta que encuentren al plano de la base supe
rior en los puntos F /, F ',  G ', II'. Unidos estos puntos 
resultará un paralelógramo E 'F 'G 'IU  igual á los de las 
bases del paralelepípedo propuesto; y por consiguiente 
el paralelepípedo recto A B C D E 'F 'G 'IF  es equivalente 
al propuesto, según el teorema precedente.

Para no confundir la figura, supongamos que este pa
ralelepípedo recto esel A 'B 'C 'D 'K 'F 'G 'i r  (Fig.241). Por 

los vértices A ',B 'd e  la base in
ferior, tiremos perpendicularea 
A 'U  y B 'K ' á la recta A 'B ',  las 
que determinarán un rectángulo 
A 'B 'K 'I ' equivalente al parale
lógramo A 'B 'C 'D '; después por 
los puntos r ,  K ', tracemos I 'F ,  
K'K"paralelas á A 'E ',  B 'F ', y 

« 1. unamos los puntos F ',  F ',  con
los puntos V , K \  en que estas paralelas encuentran á
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G 'H ', resultará uu paralelepípedo rectángulo A 'B 'K T  
E ' F ' K* I" que es equivalente al paralelepipe o rec o 
A 'G '. puesto que puede considerarse como base común
de los L s  el rectángulo A 'B 'E 'F ',  y por altura la recta

L e g o  si el paralelepípedo propuesto ”
equivalente al recto A G ' y este o
es equivalente al paralelepípedo rectángulo A  K este y  
el propuesto son equivalentes, que era lo que q 
demostrar.

T e o r e m a  C C X L V I I I -
E l voUmm de un paralekplfedo oblicuo cualquiera, es 

iaual ai producto de su base por su altura.
En efecto, según el teorenra anterior ^  

oblicuo es equivalente á otro rectángulo de 
y de base equivalente, pero el volúnren de un paralele 
pípedo rectángulo es igual al producto de su base por su 
Lura-, luego el del paralelepípedo oblicuo tambren lo

Escolio. También puede decirse que el volumen de un 
paralelepípedo oblicuo es igual al producto de sus 
dimensiones, entendiéndose que estas son las dos dimen
siones de la base y la altura del paralelepípedo.

C o r o l a r i o s .

1.« Dos paralelepípedos cualesquiera son proporciona
les á los productos de sus bases por sus bases

2.0 Dos paralelepípedos de la misma base ó de bases
equivalentes, son proporcionales á sus alturas.

3.» Dos paralelepípedos de igual altura son pr p
nales á sus bases. in «.íihí-

Estos corolarios se deducen inmediabimen 
valencia entre los paralelepípedos oblicuos > 
gulos de igual altura y equivalente base.
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T e o r e m a  C C L I X .

!»l la mitad de un para
lelepípedo de base doble y de la misma altura. sffi

Sea el prisma A 11D E F H; ppr los puntos B, D, de la 
base inferior, traeemos las rectas BC, DC, respectiva
mente paralelas á A I) y A B , lo que determinará un pa- 
ralelegramo A B O D d ob le  del triángulo base A B D . k r  
c punto C tiremos CG paralela á A E , prolongándola 
hasta que corte en G al plano de la base superior del 
prisma triangular dado, uniendo G con II y con Fresul- 
tará el paralelogramo E F G H  también doble del trián
gulo E b I; y por tanto, un paralelepípedo A  G cuya ba
se es doble de la del prisma triangular y su altura igual 
El teorema quedarla demostrado si hiciéramos ver que 
les dos prismas triangulares ABDEFII y BCDFGH 
equivalentes.

M N pT „ ’ '°  " T T  por un plano
prolonguemos la 

arista K A  tomando A M ' 
= M K , y  tirando por el 
p u n to  M ' un p la n o  
M 'X  P 'Q ' paralelo al 
M N P Q, resultará un pa
ralelepípedo recto M 'P , 
que se halla dividido por 
el plano diagonal HFQ'N' 
en dos prismas triangula
res rectos M 'N ’Q 'M X Q ,

ryy ^  Q N 'P 'Q N P  ig u a le s
l l eor.  CXCVL] Aliom vamos á demostrar que estos dos 
prismas rectos son equivalentes á los dos prismas triangu
lares oblicuos ABDEFII, BCDFGII.

peiTÍ.Wíí,n!‘ ” '  paralelepí-



E q efecto, si imaginamos que el sólido M 'N 'Q 'A B D  
se desliza á lo largo de la arista M' E de manera que el 
triángulo M 'N 'Q ' conservándose paralelo á su primitiva 
posición, viene á coincidir con su igual MNQ., las rectas 
M 'A , N 'B  y Q 'D , seguirán las direcciones M E , N F y 
<ÍH , por ser perpendiculares á un mismo plano, y como 
por construcción M E = A M ',  el punto A  coincidirá con 
E, y por tanto los triángulos iguales A B D  y E F II  que 
estaban en planos paralelos so confundirán. Luego los dos 
prismas triangulares A B D E F H  y M 'N 'Q 'M N Q  son 
equivalentes, por tener una parte común A B D  MNQ. y 
otra parte superponible.

De igual manera se demuestra la equivalencia de los 
otros dos prismas triangulares; pero siendo iguales entre 
sí los dos prismas rectos queda demostrada la equivalen
cia de los dos prismas oblicuos.

T e o r e m a  C C L .
E l volÍLme7i de un prisma cualquiera, es igual al pro

ducto de su base por su altura.
Si el prisma es triangular, el teorema queda demostra

do, pues según el precedente, dicho prisma es mitad de 
un paralelepípedo de igual altura y de base doble, y te
niendo este por medida de su volumen el producto de la 
base por su altura, el del prisma tendrá también por me
dida el producto de la base (mitad de la del paralelepí
pedo) por BU altura.

Si el prisma es de base poligonal, como puede descom
ponerse en prismas triangulares de igual altura, se dedu
ce que el volumen del prisma propuesto (suma de los vo
lúmenes de los prismas triangulares) es igual al producto 
de la base del prisma (suma de las bases de los prismas 
parciales) por la altura.

(*) Obsérvese (jne no Avc\mQ̂ igufildad de los dos pr sinos obli
cuos, pues aunque son equivalentes no son iguales, sino simétricos.
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C o r o l a r i o s .

1. “ Dos prismas cualesquiera que tienen la misma base, 
ó bases equivalentes y  la misma altura, son iguales.

2. ® Dos prismas de iyuales o equivalentes bases, son pro
porcionales á sus alturas.

3.0 Dos prismas de iguales alturas, son proporcionales 
á sus bases.

T e o r e m a  C C L I .

Dos tetraedros que tienen las bases equivalentes é igual 
altura, son equivalentes (Fig. 243)

Sean los dos tetraedros S A B C y  S 'A 'B 'C ' que supo
nemos colocados en un mismo plano horizontal, yjpor eon-

fiyK ra S43.

siguiente que sus vértices están en un mismo plano hori
zontal, que equidistará de las bases una cantidad igual á 
la altura de dichos tetráedros.

Supongamos por un momento que los volúmenes de es
tos tetráedros S y S ' no son iguales y que existe entre ello» 
una diferencia cualquiera 5, tendremos 

S— s '= e ,
y digo que este supuesto es absurdo.



— 267 —
Para demostrarlo, dividamos las alturas iguales en un 

mismo número de partes iguales, y por los puntos de di
visión tracemos planos paralelos á las bases; estos planos 
determinan en los dos tetraedros secciones DEF y D ' E ' í  ' » 
GIK y G 'I 'K '.. ..  equivalentes\Teor. CXC]. Consideran
do á estas secciones como bases, construyamos prismas 
externos ó excedentes al tetraedro SABC y prismas inter
nos 6 deficientes al tetraedro S 'A 'B  C '.

Si comparamos estos prismas, vemos que el primer pris
ma externo á contar del vértice es igual al primero inter
no, por tener bases equivalentes é igual altura; el segun
do externo igual al segundo interno, y así sucesivamen
te, pero el último externo no tiene equivalente entre los 
internos; de donde resulta que la diferencia entre la su
ma de todos los prismas externos que llamaremos P , y lu 
de los interiores que designaremos por P ', es el prisma 
ABCD^, esto es, •

P -P '= A B C D c / .

Pero evidentemente esta diferencia es mayor que la 
que existe entre los dos tetraedros, de modo que 

F _ P '= A B C D e /> S - S '= 3 .

Pero el prisma A B C D c/puede reducirse á una canti
dad tan pequeña como se quiera, dividiendo en un núme
ro suficiente de partes la altura de los tetrácdros, y coma 
S es menor que esta cantidad, en el límite se reduce á 
cero; pero siendo S cero queda demostrado el teorema, 
pues de

S — S '= 0 , resulta S =  S.

T e o r e m a  CCLII.
Elvolúmen de una pirámide cualquiera, es igual al ter

cio del producto de su base por su altura.
Pueden suceder dos casos, que la pirámide sea trian

gular ó que sea poligonal.



I.® Sea la pirámide triangular ó tetraedro SABC(F 244)
Por los vértices A  y C de la base trazo las dos rectas AD 

y CE paralelas é iguales á la SB» 
y uno los tres puntos S, D y E: 
quedará así formado un prism a 
triangular AE que tiene la misma 
base del tetráedro é igual altura 
SO; luego si demostramos que el 
volúraen del tetráedro es la tercera 
parte del volúmen del prisma, el 
teorema quedará demostrado. [  

í-ij. SH. rema CCL].
bm efecto, si del prisma triangular consideramos sepa

rado el tetráedro SABC, quedará la pirámide cuadrangu- 
lar SACDE, y si tiramos el plano SAE esta pirámide 
quedará dividida en los dos tetráedros SADE y SAEC 
que tienen bases iguales y la misma altura, y  por tanto, 
son equivalentes según el teorema anterior. Ahora el te
traedro SAED, considerando su vértice en A , tiene por 
base la del prisma DSE y por altura también la del pris- 
ma, y por tanto es equivalente al propuesto: luego los 

tres tetráedros son equivalentes en
tre sí; y como entre los tres com
ponen el prisma, el tetráedro pro
puesto SABC es la tercera parte 
del prisma triangular, y su volu
men, por consiguiente, igual á un 
tercio del producto de su base por 
su altura.

2.0 Sea la pirámide S A B C D E  
fig. MTi. (Fig. 245), si por su vértice y las dia

gonales de la base consideramos trazados planos, queda
rá dividida en tantos tetráedros como triángulos la ba
se; todos estos tetráedros tienen la misma altura SO. El
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volúmen de cada uno de estos tetraedros es igual a un 
tercio del producto de su base por su altura, luego el de 
la piràmide sera igual al producto de un tercio de su al
tura por la suma de las bases de los tetraedros, que es la 
base de la pirámide.

C o r o l a r i o s .

1. ® Los voliimenes de dos pirámides cualesquiera de ba
se equivalente é igual altura, son iguales.

2. ® Los volúmenes de dos pirámides de bases equivalen
tes, son proporcionales á sus alturas.

3. * Los volúmenes de dos pirámides de igual altura, son 
proporcionales á sus bases.

Estos corolarios se deducen inmediatamente de la ex
presión del volumen de una pirámide cualquiera que aca

bamos de demostrar: V = — en la que V  es el volu

men, B la base y A  la altura.

T e o r e m a  C C L I I I .

L l volúmen de una pirámide troncada de bases parale
las, es igual al tercio de su altura multiplicada por la su
ma de sus bases y de una media proporcional entre ellas.

Pueden suceder dos casos, que el tronco sea de un te
traedro, ó de una pirámide poligonal cualquiera.

1.® Sea el tronco de tetraedro A B C D E F  (Fig. 246), cu
yas bases A B C  y D E F  son paralelas: si por el \ertice 
E y la arista A C  hacemos pasar un plano, quedará seña
lado el tetraedro E ABC que tiene por base la mayor del 
tronco y por altura la misma que este.

Separado este tetraedro qticdará la pirámide cuadran- 
gular EADFC que puede dividirse en dos tetráedros por



el plano E D C. El tetráedro E C D F, considerado su vér
tice en C, tiene por base la menor 
del tronco y por altura la misma 
que este.

Nos queda el tetráedro EADC; 
pero tirando por el punto E  la rec
ta E G paralela á la A D, los tetrae
dros E A D C  3' G A D C son  equiva
lentes, porque tienen la misma ba
se A D C  y  la misma altura, pues 

/•ij. tw. sus vértices están en la línea recta
E G  paralela al plano de su base; ahora en el tetráedro 
G A D C  puede considerarse como vértice el punto D, y  
su altura será la del tronco, y su base el triángulo AGC: 
vamos ahora á probar que esta base es mèdia proporcio
nal entre las dos bases del tronco.

Para ello tracemos la recta G i l  paralela á la E F, y 
por consiguiente á BC. El triángulo A G II  es igual’ al 
D E F , por tener A G = D E  por lados opuestos del para- 
lelógramo, y los ángulos adyacentes respectivamente 
iguales por estar formados por rectas paralelas y dirigi- 
das en el mismo sentido. Pero sabemos [  TVor. CXVI cor.] 
que el área del triángulo A G C  es media proporcional en
tre la de los tiiángulos A B C  y A G I I = D E F .

Por consiguiente, hemos descompuesto el tronco de 
tetraedro en tres tetráedros que tienen por altura la del 
tronco, y por bases respectivas, la mayor del tronco, la 
menor y una mèdia proporcional entre estas; luego el 
teorema queda demostrado.

2.0 Sea ahora el tronco de pirámide cualquiera de ba
ses paralelas (Fig. 247) ABCDEA'B'C 'D 'E ', supongamos 
construida la piramide total SABCDE, y construyamos 
un tetráedro S 'P Q Il que tenga igual altura que la pi
rámide y la base equivalente; claro es que la pirámide y 
el tetráedro son equivalentes.
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í t j .  M 7 .

Si se traza el plano secante P 'a  R ', á igual distancia 
del vértice S 'd c l tetraedro que lo está del de la pirámide 
el A 'B ’ C 'D 'E '.las sec
ciones son equivalen
tes \_Teor. CCXXX^ , 
cor.] .por consiguiente, 
también los volúmenes 
déla piràmide deficien
te S A 'B 'C 'D 'E ' ydel 
tetráedro S'P'Q'H^son 
equivalentes; y por tan
to el volumen del tron
co de piràmide p r o 
puesto es equivalente al volumen del tronco de tetráedro 
PQ R P 'Q 'R '; pero este es igual á un tercio de su altura 
por su base mayor, la menor y una mèdia proporcional 
entre ellas; luego el del tronco de pirámide también ten
drá igual expresión. ^

Si llamamos B y ¿ las bases de un tronco de piramide 
de bases paralelas, A  su altura, y V  su volumen, este se 
expresará por la fórmula 

V =  iA

T e o r e m a  C C L I V .

Todo prisma triangular troncado, es equivalente a la 
suma de tres tetraedros, que tengan por base común la 
del prisma y cuyos vértices son los de la sección del pris
ma. (Fig. 248) , ,

Sea el prisma triangular troncado Al<, tracemos los
tres planos ARO, BDC y AFB que marcan los tres te
traedros EABC, D.\BC y FABC que tienen por base la 
del tronco y por vértices respectivamente E, I) y '  «- 
mos á demostrar que el volúmen del prisma es equivalen
te á la suma de los de estos tres tetraedros.
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Separado del tronco de prisma propuesto el tetraedro 
EABC (que es uno de los tres de la equivalencia) que
da la pirámide cuadrangular EACP’D que puede dividir
se en dos tetraedros EADC y  EDCF por medio del plano 
EDC.

El tetraedro EADC es equivalente al BADC ó DABC 
(uno de los tres de la equivalen
cia que se quiere demostrar)por 
tener iguales bases, y sus vérti
ces E y B en la recta EB para
lela á la  base.

Por último, el tercer tetráedro 
EDFC es equivalente al BDCF 
por tener iguial base y sus vér
tices en la recta EB, equidis- 

 ̂ tante de la base por ser parale-
a, y  este tetráedro B D C F, considerado su vértice en D 

(esto es, DBCF) es equivalente al ABCF, ó bien FABC.
Luego queda demostrada la equivalencia del prisma 

con la suma de los tres tetraedros.
Corolario, m  volúmen de un prisma triangular troncado 

es igual al producto de un tercio de su base por la suma 
de las tres perpendiculares bajadas desde los tres vértices 
de la sección.

Esta es una consecuencia inmediata del teorema.
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C A P IT U L O  IV .
C W í P A R A n o X  D E  L A S  Á R E A S  T  D E  L O S  V O L Ú M E N E S  D E  L O S  

P O L IE D R O S .

T e o r e m a  C C L V .
Las áreas de dos poliedros semejantes, son proporciona

les á los cuadrados de las aristas, diagonales, ó lineas ho
mologas cualesquiera.

Sean A , B, C, D.... las caras de uno de los dos polie-



dros; C ', D '.... las respectivamente homologas en
el segundo, y designemos por a y a '  dos líneas homologas 
cualesquiera en ambos poliedros (aristas, diagonales, &c.) 
que sabemos serán proporcionales respectivamente, y que 
por tanto la misma razón existirá entre a y a '  que entre 
otras dos líneas homologas cualesquiera.

Siendo semejantes las caras de los dos poliedros serán 
proporcionales á los cuadrados de sus lados homólogos, 
y por tanto, tendremos
A : A ':: a*: c** ̂ De donde se deduce que
B : B' : z a* : a** / A : A ' :: B : B 'z : C : C'..............  : : a* : a'*
C : CT : : <z* : o'* 1 ó bien
D : D ': : a* : a*» ) A +  B +  C.: A '+ B '+ C '.... ::  ; a”*
es decir,
área total de un poliedro : es al área total did otro ::  a* : a’*.

T e o r e m a  C C L V I.
Los volúmenes de dos poliedros semejantes, son propor

cionales á los cubos de sus aristas, diagonales, ó lineas 
homologas.

1.® Consideremos primeramente dos tetráedros seme
jantes, sean B y  ó sus bases, A y o  sus alturas. Sabemos 
que

B : i  ; : A® : o*,

y como evidentemente ¿ A  : : : A  : o , tendremos mul
tiplicando ordenadamente estas proporciones 

¿ AB : J a i : : A® : a*.

Pero siendo  ̂A B  y los volúmenes de los dos te
tráedros, queda demostrado que son proporcionóles á lo* 
cubos de sus alturas, y como estas alturas son proporcio
nales á las líneas homologas, queda demostrado el teore
ma para los tetráedros semejantes.

2 .0  Supongamos ahora dos poliedros semejantes cuales-
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quiera: se podrán descomponer en igual número de te
traedros semejantes y semejantemente dispuestos \_Teo- 
rema C C X X X V Il]. Sean V  y V ' los volúmenes de estos 
poliedros, T ,T ', T ' ,  T'“ .... los tetraedros que componen 
el primero, t ' , t " , f .... los que componen el segundo, 
a y o dos líneas homologas cualesquiera (aristas, diago
nales, &c., pues se sabe que la razón entre ellas es igual). 
tendremos la serie de razones iguales
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luego
T : í' : ; T' : : T" : T ....... o* :

X q-'f'-l-T ’'............ ..........................: : o* :

y finalmente
V : V' : : 3=*

LIBRO II.
CÜKRrOS TERMINAnOS P O R  SUPERFICIES C U R V A S .

C A P ÍT U L O  I.
ARICAS D l'.r . C IL IN D R O  Y  D E L  C O N O .

T e o r e m a  C C L V I I .
El área de la superficie lateral de un cilindro recto, es 

igual al producto de la circunferencia de su base multi
plicada por su generatriz ó altura.

En efecto, el cilindro recto puede considerarse como 
un prisma recto regular de infinito número de caras(134); 
y  como el área lateral de un prisma recto, cualquiera 
que sea el número de sus caras, es igual al producto del 
perímetro de su base por su altura [Teor. CCXL], la del 
cilindro tendrá por expresión el perímetro de su base, 
que es la circunferencia, por su altura o generatriz.
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Es evidente que el área total del ciliudro se hallará 

•sumando al área lateral, la de los círculos que le sirven 
■de bases.

Si llamamos R  al radio de las bases del cilindro y  L 
5U lado, generatriz ó altura, el área lateral A , y el área 
íotal T, se expresarán del modo siguiente;

A =  2 t: R x L, T =  27rRxL +  2irR* =  2TTR(L +  R).

Escolio. Puede notarse que el área lateral del cilindro 
-«s igual á la de un rectángulo que tenga por base la cir
cunferencia rectificada y por altura el lado del cilindro. 
Este rectángulo representa el desarrollo de la superficie 
lateral del cilindro sobre un plano.

T e o r e m a  C C L V I I I .

El área de la superficie lateral de un cono recto, es igual 
al producto de la circunferencia de su base por la mitad 
de su arista, generatriz ó lado.

Sabemos (182) que el cono puede con.sidorarse como 
una pirámide regular do infinito número de caras; pero 
el área lateral de una pirámide regular es igual á la mi
tad del ¡iroducto de su perímetro por la altura de uno de 
los triángulos laterales \_Teor. C C X X X V III]; luego el 
area lateral del cono será igual también al perímetro de 
su base (circunferencia) por la altura de una de sus ca
ma (que es el lado del cono.)

Es evidente que el área total del cono se hallará su
mando al área lateral la del círculo de la base.

Sean R y Jj el radio y el lado de un cono recto, el área 
lateral A , y el área total T: tendremos las expresiones

A =:7:R x L, T =  7 :R x L 4 -"R *  =  ’^R(I“ f  R).

Escolio, Puede observarse que el área lateral de un



cono recto es igual á la de un sector circular, cuyo arco 
sea equivalente á la circunferencia de la base del cono,, 
y su radio igual al lado del cono. Este sector circular re
presenta el desarrollo de la superficie lateral del cono so
bre un plano.

Como el drea de un sector es igual á la de un triángulo 
que tenga por base el arco del sector rectificado y  por 
altura el radio del sector, se deduce que el área lateral 
de un cono es también igual á la de un triángulo que 
tenga por base la circunferencia rectificada y por altura 
el lado del cono.

T e o r e m a  C C L I X .

E l área lateral de un tronco de cono debases paralelas y. 
es igual al producto de su lado por la semisuma de las 
circunferencias de sus bases. (Fig. 249)

Sea el tronco A B C A 'B 'C ', supongamos construido 
el cono total SA B C . Es evidente que el área lateral del 
tronco es igual á la diferencia entre las áreas laterales de 
Ids dos conos S A B C  y S A 'B 'C '.

Pero el área lateral del cono SA B C  es igual á la del 
sector SCA , que tiene por radio el lado del cono y por 
arco el equivalente á la circunferencia de la base ABC;

el área lateral del cono S' A ' B ' C' 
es igual á la del sector S C 'A ',; 
luego el área lateral del tronco 
de cono es igual á la del trape- 
ciocircxilarCC'A, A ',. Este tra
pecio circular es equivalente á 
un trapecio rectilíneo cuyas ba
ses sean los arcos CA,, y C 'A '„  

„ 9  rectificados, y su altura CC'; el
cual tendrá por área su altura C C ', multiplicado por la 
semisuma de las bases; luego también el área lateral del
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tronco será igual á su lado CC' por la semisuma de las 
•circunferencias de sus bases.

Si llamamos R  y f  á los radios respectivos de las bases 
ABC y A 'B 'C ' y L aliado CC' del tronco, tendrenios que 
.•su área

A =  (i:R - 1 - r) =  7tL (R 4-»■) •

Escolio general. Las ecuaciones que expresan las áreas 
laterales ó totales de las superficies cilindricas ó cónicas 
y las que acabamos de formular antes, ligan entre sí di
chas áreas con los radios, alturas y lados de dichos cuer
pos; y pueden servir para determinar una cualquiera de 
estas cantidades, conocidas las demás. Así, por ejemplo, 
de la ecuación del área lateral del cilindro A = ii2 1 lX  B 
que nos dá á conocer esta cuando se conocen el radio y 
el lado del cilindro, se deducen estas otras dos despejan
do en ellas el radio ó el lado.
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A
^ - 2 7 tL'

L = A
2tiR '

Que nos durian á conocer el radio si el área lateral y 
« l  lado del cilindro eran conocidos; ó el lado si el área y 
•el radio se conocieran.

C A P IT U L O  II.
ÁREAS np. I,A SUPERFICIE TOTAL Ó PARCIAL DE LA ESFERA.

L e m a  I .
Si una recta de longitud determinada gira alrededor de 

otra que está situada en su mismo plano, el área de la su
p erficie  engendrada por una revolu ción  com pleta de la 
prim era, es igual á su  p royección  sobre la recta  que sir
ve  de eje , m ultiplicada p o r la  circun ferencia  cu yo radio 
es igual á la perpendicular levantada á dicha recta  p or  

.Au punto m edio, prolongada hasta tocar e l e je . (fíg. 250)



Tres casos pueden suceder: Que la recta (AB) no
sea paralela ni toque al eje. 2.® Que la recta (A 'B ') no 
sea paralela y toque en uno de sus extremos al eje. 3.® 
Que la recta (A "B ") sea paralela al eje.
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Fig. 250.

1.® Sea la recta AB, tracemos las perpendiculares AD 
y BE al eje X Y , y por el punto medio de ella C,la per
pendicular CL á dicho eje, y la perpendicular CM á di
cha recta AB, trazando además por el punto A  la recta 
A F paralela al eje. Se va á demostrar que la

auperjicie engendrada 2wr AB  =  I)Ex27tCM.

En efecto, esta superficie es evidentemente la lateral 
de un tronco de cono de bases paralelas, luego \_Teorema 
anterior~\
aup. eng.por AB =  AB X  {‘Jt AI) +  t:BE) =  A B X ^ (AD-|-BE). 

Pero C L = - ^  [Thor. L ] ,  luego

auperjicie engendrada por AB =  A B X  2 tt C,L .

Ahora los triángulos ABF y CLM son semejantes poi~ 
tener sus lados respectivamente perpendiculares, y no& 
darán la proporción

AB : CM : : A F  :*CL,
de donde

A B x C L = A F x C M .
Sustituyendo en la expresión anterior en vez de A B x  

CL, su igual A F x C M , tendremos finalmente 
sup. eng. AB =  AFx2xCM =  UEx2TrCM,porser AF =  DE.



r
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2. ® Sea la recta A 'B ',  tracemos las rectas C 'L ' y C'M ' 

por el punto medio de la A 'B ' y respectivamente perpen
diculares á las A 'D ' y  A 'B '.

La superficie engendrada por la revolución de la rec
ta A 'B ' es evidentemente la lateral de un cono, luego ten
dremos \_Teor. CCLVIII]

super, eng. por A 'B '=  A'B'X 2t:C'L'.

Peroles triángulos A 'B 'D 'y  M 'C 'L ' son semejantes 
por tener sus lados respectivamente perpendiculares, por 
consiguiente

A 'B ': C 'M ':; A 'B '; C'L',
de donde

A 'B 'xC 'L '= C 'M 'xA 'B ’.

Y  sustituyendo en la igualdad anterior, tendremos 

super, eng. por A'B'rrA'D'X 2t:C'M'.

3. “ Sea la recta A "B " que al girar engendrará la su
perficie lateral de un cilindro recto, por tanto, tendremos 
desde luego

superf. eng.por A"B''=A"B"x2irB''E"=D’E'x2TtC"L'.

147. Se llama la porción ÜAB
CD.... de polígono regular comprendida entre dos radios 
y dos 6  mas lados del polígono: hase del sector poligonal 
es la línea quebrada ABCD.... que forman sus lados.

L e m a  I I .

‘S'i un sector poligonal gira alrededor de uno de sus ra
dios, el área de la superficie engendrada por su base, es 
ignal á su proyección sobre el eje multiplicada por la 
circunferencia del circulo inscripto. (Fig. 251)

Sea el sector poligonal A B C D .... que gija alrededor



íM.
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de la recta A A '; según el lema anterior, tendremos

área engendrada por A B =  AP X 2x IO 
id. B C = P Q x 2 xKO
id.. C D = Q R x 2 xLO

luego tendremos sumando y tenien
do presente que IO = K O = :L O ... y 
llamando R  al radio del círculo ins
cripto

área eng.por ABCD...=
(AP +  P Q  +  Q R .....) x 2 x R .

148. Se llama zona esférica, la superficie engendrada 
por un arco de sector circular que gira alrededor de uno 
de sus diámetros: si el arco generador toca por uno de 

sus extremos al eje, este punto se
rá fijo y el otro extaemo describirá 
una circunferencia. En tal caso la 
zona se llama de una sola base. (Fig. 
252) que es el círculo ABD que la 
termina, y se denomina también 
casquete esférico; pero si el arco ge
nerador no toca al eje, los dos pun
tos extremos describen dos circun- 

Í.J a&a. ferencias paralelas PQR y P 'Q 'R '
 ̂ la zona tiene dos bases que son los círculos que la ter

minan. Altura de una zona es la proyección del arco ge
nerador sobre el radio que se toma por eje.

T e o r e m a  C C L X .
El área de una zona esférica, es igual á la circunferen

cia de circulo máximo de la esfera multiplicada por la 
altura de la zona. (Fig. 351)

En efecto, según el Lema II el área engendrado por 
e l sector poligonal ABCD que llamaremos

A = í? /proyección sobre A R x2xO  M,
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Esta igualdad es cierta cualquiera que sea el número 

<3e sus lados; luego si consideramos que el número de la
dos es infinito, el sector poligonal se convertirá en un 
sector circular, la recta OM se confundirá con el radio 
del círculo ABDA', y la superficie engendrada será una 
2 ona esférica; luego

área de la 2o?2ff =  A Ilx2T i0A .

Pero A R  es la altura de la zona y OA el radio de la 
esfera á que pertenece, luego finalmente área do una zona

Z=ax  2 -JtR;

siendo a la altura de la zona, y R  el radio del círculo 
máximo de la esfera.

T e o r e m a  C C L X I .
E l área de la superficie total de la esfera^ es igual al 

producto de su diámetro por la circunferencia del circu
lo máximo.

En efecto, si la esfera se corta por un plano quedará 
dividida su superficie en dos zonas de una base, cuyas 
dos alturas componen el diámetro de la esfera.

Luego llamando á estas alturas a y a ', tendremos que 
las áreas de las dos zonas 7. y Z'-serán

7j~a  X 27tR^ Sumando estas dos zonas tendremos
Z '= íi 'x  2tiR 5 área de la e!¡fera^[a-\~ a’)2x11.

Como o -+ -a '= 2  R, tendremos, por último, llamando A  
al área de la esfera

A =  2R X 2x R = .4 x R*.

Vemos que el área de la esfera es cuádruple de la de su 
círculo máximo.

Iá9. Se llama huso esférico á la parte de superficie es
férica comprendida entre dos semicircunferencias máxi-



mas. Es claro, según esta definición, qxce dos husos esjéri- 
eos son iguales cuando sus ángulos esféricos son iguales; 
pues si se hacen coincidir estos ángulos, las dos semicir
cunferencias máximas de un huso coincidirán con las del 
otro, y por tanto la parte de superficie esférica que abra
zan. También se deduce de la definición que dos círculos 
máximos perpendiculares entre sí dividen á la superficie 
esférica en cuati’O husos iguales entre sí, cuyos ángulos 
son rectos. Como el área de la esfera es 4-7:R ,̂ el de uno 
de estos husos será ir R®, es decir, igual al área del circulo 
máximo de la esfera.
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T e o r e m a  C C L X I I .

Si se toma por unidad de ángulos el ájigulo recto, el 
área de un huso esférico es igualé la dei circulo máximo

de la esfera multiplica
da por el ángulo del hu
so, (Fig. 253)

Sea el huso esférico 
A B A 'C A , tracemos por

H
el centro de la esfera el 
plano B C B ’C ' perpen
dicular al diámetro A A ' 
(intersección de los dos 
pianos de las circunfe- 
rendas que limitan al 
huso). Sabemos que el arco B C es la medida del ángulo 
esférico BAC del huso.

Ahora tenemos evidentemente la proporción

hxiso ABA'CA : área de la esfera : : arco BC : circunf. BCB'C' 
ó bien

huso A BA 'C A  : i  husos rectos : : ángulo K : 4 rectos, 

ó  dividiendo por 4 los consecuentes
huso ABA'CA : huso recto : : ángulo A : 1.
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Y  como el huso recto es igual al círculo máximo de la 

esfera
huso ABA'CA : : : ámj. A : 1,

de donde
7íw5o A B A 'C A = T íR -x á n g . A.

Corolario. Si se toma el uso recto por unidad, el àrea de 
un huso esférico cualquiera está expresada por su ángulo •

En efecto, de la igualdad
huso esférico-=.-K}í}y.iín(j. A,

se deduce suponiendo el área tiR* del huso i'ecto igual á 
la unidad,

área del huso esférico AB A 'C A = ííhc/. esférico A.

T e o r e m a  C C L X I I I .
Dos triángulos esféricos simétricos^ son equivalentes. 

(Pig. 254)
Sean los dos triángulos A B C  y A 'B 'C ', en los que se 

suponen los lados A B = A 'B ',  B C = B 'C ', A C = A 'C ',  
así como los ángulos opuestos; pero dispuestos simétri
camente.

Sea P uno de los polos del círculo menor que pasa por 
los tres puntos A , B, C, y  unamos el punto P con A , B, 
C, por medio de arcos de círculo máximo PA, P B , PC, 
que serán iguales entre sí 
[Tcor. CCXI]. Tracemos so
bre la superficie del triángu
lo A 'B 'C ', un arco de círcu
lo máximo A 'P ' que forme 
con A 'B ' un ángulo esférico 
P 'A 'B ' =  P A B  y tomemos 
A 'P '= A P .  iíM.

IjOs dos triángulos esféricos A P B  y A 'P 'B  son igua
les, por tener A B = A 'B ',  A P = A 'P 'y e l  ángulo com
prendido igual: además son isósceles, pues de A P = P B , 
se deduce que A 'P ' =  P 'B '.



De un m odo análogo se puede demostrar que los trián
gulos esféricos A  P C  y A 'P 'C ' son iguales por tener AP 
= A 'P ' ,  A  C = A 'C ' ,  y  los ángulos P A C  y P 'A 'C ' igua
les por ser diferencia entre dos ángulos respectivamente 
¡guales, siendo además isósceles.

Por último, los dos triángulos PCB y P 'C 'B ', por igual 
razón que los anteriores, son iguales.

Luego cada uno de los dos triángulos propuestosABC 
y  A  B 'C ' se componen de tres triángulos superponibles, 
y  por tanto, son equivalentes.

Escolio. Como el punto P equidista de los A ',  B ', C ', 
se deduce que dicho punto es uno de los polos del trián
gulo A 'B 'C ' \_Tcor. CCXI].

T e o r e m a  CCLXIV .
Tom ando por unidad de ángulos el ángulo recto, el área 

de un triángulo esférico es igual á la del círculo máximo 
multiplicada por la semisuma de los tres ángulos del tri
ángulo disminuida de una unidad. (Fig. 255)

Sea el triángulo esférico 
A B C , vamosá demostrar que 
su área
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Prolonguemos sus tres la
dos hasta que formen circun
ferencias completas. Los dos 

fw. 950. triángulos esféricos A 'B C  y
A B 'C ' son simétricos y por tanto equivalentes. E l huso 
esférico cuyo ángulo es A  se compone del triángulo pro
puesto A  BC y  del B A 'C = A B 'C '; el huso esférico cu
yo ángulo es B se compone del triángulo propuesto y del 
A B 'C ; y el uso esférico cuyo ángulo es C se compone del 
triángulo propuesto y del A C 'B ; pero según el teorema 
CCLXII, tenemos
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T +C 'A B '= i:r*xA  
T + A B  C=7tr*xB 
T+AC 'B=7tr*xC.

Sumando y teniendo presente que el triángulo propues
to A B C = T  con los C 'A B ', A B 'C  y A C 'B  componen la 
superficie de media esfera que es iguala 2 ttR ,̂ tendremos

2 T + 2 xR *= n R » (A-l-B-l-C).

De donde pasando al segundo miembro 2?:R*, sacando 
factor común uR* y dividiendo por 2, tendremos

T=7tR=(A±^_+P_1^

Escolio. El área de un polígono esférico se hallará di
vidiéndolo en triángulos esféricos, y sumando las áreas de 
estos triángulos.

C A P IT U L O  III .
V O L Ú M E N E S  D E L  C I L I N D R O  Y  D E L  C O N O .

T e o r e m a  C C L X V .
E l volümen de un cilindro recto, es igual al producto de 

su base por su altura.
En efecto, el cilindro puede ser considerado como un 

prisma recto de un número infinito de caras laterales; pe
ro sabemos que el volumen de un prisma recto es igual al 
producto de su base por su altura; luego el volúmen del 
cilindro también lo será.

Si llamamos R al radio de la base del cüindi'o y A á la 
altura, tendremos que su volúmen

V =  7tR*xA =  7:R*A.
Escolio. Los corolarios de este teorema son análogos á 

los del Teor. CCL.



T e o r e m a  C C L X V I .

El volumen de tm cono recio, es igual á un tercio del pro
ducto de su base por su altura.

Pudiendo considerarse el cono recto como una pirámi
de regular de infinito número de caras, su volumen ten
drá por expresión el tercio producto de su base por su al
tura, que es la del volumen de una pirámide cualquiera. 
[Teor. CCLII].

Llamemos á la altura del cono A , al radio de su base 
R, su volumen será

v = .iii ’ x .jA = í5 !i^
3

Escolio. Los corolarios de este teorema son análogos á. 
los del CCLII.
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T e o r e m a  C C L X V I I .

El oolúmen de un tronco de cono de bases paralelas, 
es igual al tercio de su altura multiplicado por la suma 
de sus bases y de una mèdia proporcional entre ellas.

Considerando un tetraedro de base equivalente á la del 
cono total y de igual altura, y una sección dada en este 
tetráodro á igual distancia de su base que la altura del 
tronco de cono; el teorema se demuestra como su análogo 
el teorema CCLIII.

Llamemos á los radios de las dos bases del tronco de 
cono II y r, á la altura del tronco A , tendremos que su 
volúinen

V =  A (7 :R = + T :r= + 7 :llr )= ^ (]l*+ r*+ R r), 

porque la mèdia proporcional entre las dos bases será

Escolio general. Puede hacerse respecto á las fórmulas



que hemos hallado en este capítulo, igual observación que 
•la que hicimos en el escolio del teorema CCLXI.
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C A P IT U L O  IV.
v o l O m e n e s  t o t a l  y  p a e c i a l  d e  l a  e s p e r a .

L e m a  I .

Si un triángulo gira alrededor de tina recta exterior á 
él y que pasa por su vértice en su plano, el volumen del es
pacio engendrado por dicho triángulo, es igual al área de la 
superficie descrita por la base multiplicada por el tercio 
de su altura. (?ig. 256)

Pueden suceder tres casos: 1.® Que uno de los lados del 
triángulo coincida con el eje. 2.° Que la base del triángulo

Figura 460.

prolongada encuentre al eje. 3.° Que la base sea paralela 
al eje.

1.® Sea el triángulo ABC que gira alrededor do la x*ec- 
ta X Y , tracemos la altura AK del triángulo y la pcrpeix- 
dicular B D  á la recta X Y .

El volumen engendrado por el triángulo ABC, se com
pone evidentemente de la suma de los conos descritos por 
los dos triángulos 1‘ectángulos ABI) y BDC, los que sabe
mos tienen por expresión \_Teor. CCLXVI], J A T)X tiBD‘‘ 
y U > C X t:BD®, luego __
roluifíen eng. por ABC =  J(AD^- 1)C) Bl)*= ¿ AC X ” B D".



Pero los productos A C x B D  y  A E x  BC son iguales^ 
porque cada uno es doble del área del triángulo ABC, por 
consiguiente, sustituyendo en la igualdad anterior, ten
dremos

volúrnen eiuj.por A ’B 'C '= JAE X iíB D .B C j

pero 7tB D .B C  es el área de la superficie cónica descrita 
por la base B C del triángulo, luego el teorema queda de
mostrado.

2. ® Sea el triángulo A 'B 'C ', prolonguemos su base 
B C hasta que encuentre al eje en D '. El cuerpo descrito' 
por dicho triángulo es la diferencia de los cuerpos descri
tos por los triángulos A 'B 'D ',  y A 'C 'D ', que se hallan en 
el caso anterior; luego

volúrnen eng. por A'B'C'=JA'E'xár€a eng. por b'D'. 
volúrnen eng. por A'C'D'=JA'E'Xárca eng. por C'D';

luego restatido ordenadamente
volúrnen eng. por A'B'C'.-= JA'E'xárea eng. por B'C'.

3. « Sea el triángulo A "B "C ", en el que la base A 'B '%  
es paralela al eje X Y . Tracémoslas perpendiculares A 'D " , 
E "C ", B-’ E" á este eje.

El volumen engendrado por el triángulo se compone 
del cilindro que engendra el rectángulo A '’ B "E ''D ", me
nos los dos conos que describen los triángulos rectángu
los A "D ''C " y Pero sabemos que

cilindro eng. por A 'B''D''E"= tt A^"* x  A"B" 
cono eng. por Ai'D'C =7iA'D"’ x  JD"C" 
cono eng. por B 'C''E ' =7tA'D"^XiC''E"
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(*) Puede ocurrir que uno de los ángulos adyacentes al lado 
AC, sea recto ú obtuso, pero estos casos se demuestran de un mo
do análogo, teniendo presente que si el ángulo es recto engendra
rá un cono, y si uno de los ángulos A <5 C es obtuso, la perpendicu
lar caerá fuera del triángulo, y el volúrnen descrito será la diferen
cia entre los volúmenes de dos conos.



Restando miembro á miembro de la primera de estas 
igualdades, la suma de las otras dos, y teniendo presente
que i  D " C" +  i  C" E " =  J A "B*, resulta

voi. eiig.pw A"B 'C"=7tA"D"»(A"B"-í  A  B")
XIA''B '=  J A"D" X 2t:A 'D A"B".

Pero 27t A ''D " X  A "B " es el área engendrada por la 
base del triángulo; luego el teorema queda demostrado.'*^

] j E M A  I I .
Si un sector poligonal gira alrededor de uno de sus ra

dios  ̂ el volumen del espacio engendrado por dicho sector 
es igual al àrea descrita por la base multiplicada por el 
tercio del radio del circulo inscripto. (Fig. 257)

En efecto, el volumen engendrado por cada uno de los 
triángulos isósceles que componen 
el sector poligonal, según el lema 
anterior, es igual al área descrita 
por la base multiplicada por el ter
cio de su altura (que es el radio del 
círculo inscripto); luego cl volu
men engendrado por el sector su
ma de los volúmenes de los trián
gulos, será igual al área descrita por 
todas las bases de los triángulos j.-,-.
(que forman la base del sector) multiplicado per el ter
cio de la altura de uno de ellos.

150. Se llama sector esférico la parte de esfera engen
drada por un sector circular OAB (Fig. 258), que gira alre
dedor de uno de los radios Ob del semicírculo generador 
de la esfera. El arco A  B del sector circular engendrará en

 ̂{•) También en este caso podrá ocurrir que uno de los ángulos 
A 6 B" sea recto ú obtuso; pero la demostración es extremada
mente Sencilla dado el caso general que acabamos de demostrar.

H. [ 19 1
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8U movimiento una zona esférica que es la correspondien
te al sector esférico.

T e o r e m a  C C L X V I I I .
E l volümen de un sector esférico, es igual al producto 

delárea de la zona correspon
diente, multiplicada por el 
tercio del'radio. (Fig. 258)

El sector circular O AB que 
engendra en su movimiento 
el sector esférico, puede con
siderarse compuesto de infi- 
nitos triángulos isósceles que 

tengan por vértice común el punto O y por bases los ele- 
mentos'del arco A B , constituyendo así un sector poligo
nal de infinito número de lados. Pero sabemos [ ¿ m a l í ]  
que el volumen del espacio engendrado por el sector po
ligonal es igual al área descrita por su base multiplica
da por el tercio del radio; luego el volumen del sector 
esférico tendrá también por expresión este producto.

Si llamamos al área de la zona Z y al radio de la esfe
ra R . tendremos que el volumen del sector esférico 

V = i R x Z .
Y  como el área de la zona Z \_Teor. CCIX] tiene por 

expresión 2 tiR X  a, tendremos también 
V =  §irR’ Xo.

Es decir, que el voliimen de un sector esférico es igual á 
dos tercios del área del círculo máximo multiplicada por la 
altura de la zsna.

T e o r e m a  C C L X I X .
E l voKimen de una esfera, es igual al producto de su 

área por el tercio del radio.
La esfera podemos considerarla engendrada por dos see-
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toreB circulares que compongan al semicírculo generador, 
y  por consiguiente, su volumen será igual al de dos secto
res esféricos, cuyas zonas forman la superficie total de la 
esfera. Si llamamos Z y Z 'las dos zonas de estos dos sec
tores esféricos, tendremos que el volúraen de la esfera, 

V = i R Z + i R Z ' = J R ( Z  +  Z').
Como las dos zonas Z  y Z ' forman la superficie esférica 

-que tiene por expresión CCLXI]| 4 ítR* tendremos 
V = | t:RS

que es el volumen de la esfera en función de su radio. 
Puede escribirse esta expresión del siguiente modo: 

V = 2 R x |tcR*,
■€8 decir, que el volümen de la esfera es igual á su didme- 
■tro multiplicado por los del área del circulo máximo.

Si quisiéramos expresar el volumen de la esfera en fun
ción  del diametro D, tendríamos

 ̂151. Segmento esférico es la porción de esfera compren- 
•dída entre una zona y  la base ó bases que la terminan. 
(Fig. 259) (*)

El segmento esférico puede te
ner una o dos bases, según tenga 
una 6 dos bases su zona corres
pondiente.

Para hallar el volumen de un 
segmento esférico de una sola base 
pueden suceder dos casos: que el 
segmento sea menor que mèdia es
fera ó mayor.

1-® Si el segmento es menor que mèdia esfera como el

(*) Algunos autores llaman segmento esférico al Tolúmen en-



engendrado por A  B P (Fi{. 261) al girar sobre A  A ', su vo
lumen se compone evidentemente- 
del sector esférico engendrado por 
el sector circular O A B , menos el 
volumen del cono engendrado por 
el triángulo O B P .

2.* Si el segmento esférico de 
una sola base es mayor que média 
esfera como, por ejemplo, el engen
drado por A 'C B P , su volumen es 

Fig.iñx. igual al del sector esférico O A 'B ,
mas el del cono engendrado por O B P .

SI el segmento esférico, es de dos bases, como el engen
drado por la figura Q C B P , su volumen será igual á la 
diferencia entre los volúmenes de dos segmentos esféricos 

de una sola base, á saber: el engen
drado por Q C A  y el engendrado por 
P B A , cuyos volúmenes sabemos de
terminar.

152. Se llama casco esférico (Fig. 262) 
la porción de esfera comprendida por 
un huso esférico P A P 'B  y los dos se
micírculos que lo terminan. Por un ra- 

Fig.isi. zonamiento enteramente igual al del

gendradopor un .segmento circular AMB en la revolución del 
círculo generador de la esfera á que pertenece (Fig. 260). Se vé

que este volümen e.s la diferen
cia entre el del sector esférico 
engendrado por el sector circu
lar OAB' y el engendrado por el 
triángulo isósceles OAB', que 
tiene por base la cuerda del arco 
del sector. En los autores fran
ceses es común esta definición 
del segmento esférico, que tiene 
su razón de ser en la circunstan
cia de ser engendrado por un 
segmento circular.
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teorema CCLXII se demuestra que tomando por unidad el 
casco esférico recto (es decir, aquel cuyo huso esférico es 
•recto), el volumen de un casco esférico es igual á el del 
casco esférico recto multiplicado por su ángulo.

El volumen del casco esférico recto, siendo evidente
mente la cuarta parte del de la esfera, estará representa- 
do por de manera que el volumen de un casco es
férico cualquiera se expresará

V =  Í7tR*x A,
siendo A  su ángulo.
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C A P IT U L O  II.
COMPARACION DE LAS ÍREAS Y  DE LOS VOLÚMENES 

DE LOS CUERPOS REDONDOS.

153. Se dá el nombre de conos semejantes á aquellos 
cuyos triángulos generadores son semejantes, y por tanto 
que sus alturas, lados y radios son proporcionales.

154. Se llaman cilindros semejantes los que sus rectán
gulos generadores lo son, y  por tanto sus alturas y radios 
son proporcionales.

T e o r e m a  C C L X X .
Las áreas laterales de dos conos semejantes, son propor

cionales á los cuadrados de los radios de sus bases, álos 
de sus alturas, ó á los de sus lados.

Mamemos R  y  r los radios, A  y a las alturas, L y /  los 
Jados de los dos conos semejantes. Tenemos ( 1 5 3 ) que

. , L : í : : R  : r;
y  evidentemente

TT R : ■?: r : : R : r j
niultiplicando entre si estas proporciones 

xR  L : 7tr/: : R* : r*.

Al cilindro, cono y esfera ae les suele llamar, aunque no con 
«mu h i propiedad, los tres cuerpos redondos.



Pero ttR L  es el área lateral de uno de los conos, x r í  
la del otro, y como los radios, lados y alturas, son pro
porcionales, también lo serán sus cuadrados, luego final
mente

irRL : "Krl : : R* : r’  : : A* : o® : : L* i 

T e o r e m a  C C L X X I .
Las áreas laterales dedos cilindros semejantes, 60'̂  pro

porcionales à los cuadrados de sus radios, ó à los de sus
alturas.

Sean R  y r los radios de las bases, A  y a, las alturas,, 
tenemos (154), que
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y evidentemente
A : o : : R  : r, 

2 iíR  : 27tr ; ; R  : rj

luego multiplicando estas dos proporciones y teniendo 
presente lo dicho en el teorema anterior,

2irRA : 2 «ro  : ; R* : r* : : A® : a*.

T e o r e m a  C C L X X I I .
Las áreas de dos esferas, son proporcionales á los cua

drados de sus radios ó de sus diámetros.
En efecto, tenemos evidentemente que 

4t;R* : 4itr* : : R* : r*.

Y  como los radios son proporcionales álos diámetros,, 
tendremos

4t:R® : 4«r* : ; R* : r* : : D* : d*.

T e o r e m a  C C L X X I I I .
Los vohimenes de dos conos semejantes, son proporcio

nales á los cubos de los radios de sus bases, á los de sua 
alturas, ó á los de sus lados.

En efecto, tenemos que
A ; o ; : R  : r.



Y  evidentem ente

J n R * : Í 7 t r * : ; E * ; r * .

Mültiplicando y atendiendo á la proporcionalidad ya 
sabida

Í7tR*A1  Í7rr*a : :  R* : r» :: A* : : :  L® :

T e o r e m a  CCLXXIV.

Los volúmenes de dos cilindros semejantes, son proper-' 
clónales á los cubos de los radios de sus bases, ó á les 
de sus alturas.

Sabemos que
A  : a : :  R : r,

y como
TtR*:7cr*::R*:r*,

tendremos
7rR*A : Ttr-a ::  R* : r» :: Â  : a».
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T e o r e m a  C C L X X V .

Los volúmenes de dos esferas, son proporcionales á los 
cubos de sus radíos, ó á los de sus diámetros.

Pues tenemos evidentemente

Í7rR3 : -*Trr» : :  R» : r® : :  D* : d».
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L I B R O  I I I .
PROBLEMAS RELATIVOS L ESTA SECCIOÎT.

C A P I T U L O  I.
P O L IE D R O S .

P r o b l e m a  L I .
Conocidas las bases y  la altura de un tronco de telráe- 

dro 6 de pirámide cualquiera de bases paralelas, calcular
la altara de la pirámide 
total y de la pirámide 
deficiente. (Fig. 263) 

Llamemos alas bases 
B y í, á la altura del 
tronco A , y á las altu
ras desconocidas de la 
pirámide total y de la 
deficiente X  y a:; es evi- 

/•i,. 503. dente que X — x = A ..
Ahora sabemos que entre las bases B y y las alturas 

X y ar de las pirámides, hay la proporción \_Teorema 
C C X XX V ],

. B : 6 : : X * : a : ^  de donde V B \ V h : - . X : x .

De esta última proporción se deduce comparando la 
diferencia entre los antecedentes y los consecuentes, con 
sus respectivos antecedentes 6 consecuentes: las dos pro
porciones

V W - V b ' . V ^ : -  X —a: :X  
V'B —  Vb : : : X —x  : x.

De estas proporciones se pueden obtener los valores de 
X  y  X en función de las bases y de la altura del tronco.
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pues X  —  ar=A . Tendremos, pues,

A .V ^Í
V W — V'i v a — V I

Si llamamos C* y c* á los cuadrados equivalentes á las 
■dos bases, estas dos fórmulas se convierten en

X = A . C 
C ~ c ’

A . c
C - c

P r o b l e m a  L I I .

Conocida la ari$ta de un ietráedro regular, hallar su vo
lumen. (Fig. 164)

Sea el tetraedro regular VABC, 
y  su altura VO, que sabemos caerá 
•en el centro O del triángulo equi
látero ABC \_Teor. C XLVI]. Su vo
lumen [7«or. CCLII] será 

V = i V O x A B C .
Pero V  O es un cateto del trián

gulo rectángulo AOV, por consí- ^,,.564.
guiente, llamando a la arista del tetráedro, según el teo
rema de Pitágoras, tendremos

V O =  Va^—KO^

y  Siendo A  O el radio del círculo circunscripto al trián
gulo, tendremos [Teor. C X X V III]

:= V '3 , ó bien = 3 ,  de donde AO*=-^, iAO ■ .........  Ao*

luego sustituyendo en el valor de VO, será

V O = | A Z | = / ? | - ’  =  » ) / | .

Conocida la altura del tetráedro en función de su aris
ta» nos falta hallar el área del triángulo ABC que sabe-



mos tiene por expresión
ABC =  - ^ X A P .2i

Pero AP en el triángulo rectángulo ABP será, temen
do presente que B P = J a ,

luego sustituyendo en el área del triángulo

A B C = | x f

Tomando el valor de la altura VO en función de la 
arista del tetráedro así como el área de la base, tendremos 
el volumen del tetráedro que será

■y, o 1 /  2 «* , -
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C A P IT U L O  II.
C U E R P O S  R E D O N D O S

P r o b l e m a  L U I .
Conocidas las bases y  la altura de un tronco de cono de 

bases paralelas, hallar el valor de la altura del cono total 
y la del cono deficiente.

Este problema se resuelve de un modo análogo al LI, 
y por tanto las alturas incógnitas serán

Y _ A  \/B __ A v^i

Si sustituimos los valores de las bases B y ¿ en función 
de los radios R y r, tendremos,

A  .v _  A  . V^rR«
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Cuyas expresiones pueden transformarse en las siguien

tes, suprimiendo el factor común / i ,
A R  A rX :

V B ? -  V̂ r*

y extrayendo la raiz cuadrada en los dos términos de los 
denominadores

A RX = R - r ’
A r

■R— r ‘

P r o b l e m a  LIV.
Suponiendo esférica la tierra y  saliendo que la circun

feren cia  de círculo m áxim o es igual á  40.0000 kilóm etros, 
determinar sn radio, el área de sn superficie y su yolúmen. 

Para hallar el radio, tenemos
Q

R = - ^ ,d e  donde log R = log ¿C —log7r=:3.803880

y por consiguiente
R=6366,2 kilómetros.

El área de la superficie será
S=47tR*, de donde logS=log4-i-log'it-|-2logR =8.706970. 

8=509296000 kilómetros cuadrados.
El Tolúmen será

V = A ^ R ^

que calculado por logaritmos como el radio y el área será 

V=1080760000 myriámetros cúbicos.



A P E N D I C E
D E  L A  G E O M E T R I A  D E L  E S P A C IO .

C A P IT U L O  I.
DEFINICIONES DE LOS CENTROS, EJES Y PLANOS 

DE SIMETRÍA.

Centro de simetría. Dos puntos 8on simétricos respecto á 
otro que se llama centro de simetría, cuando la línea recta que 
une aquellos puntos pasa por este y queda dividida en dos par
tes iguales. Así, por ejemplo, los puntos {Fig. 265) A  y C', B 

y B', A' y C son simétricos respecto 
al centro O, si tenemos OA =  OC', 
O C =O A ', OB =  OB'.

Dos rectas AC y A'C'son simétri
cas con respecto al centro O si lo son 
sus extremos.

Dos polígonos son simétricos, si 
lo son sus lados, y por consiguiente, 
si lo son sus vértices. 

y''s- 565- Dos poliedros son simétricos, si
lo son sus caras, y por tanto si lo son su.s aristas, ó sus vér
tices.

Dos partes de un mismo poliedro son simétricas si lo son las 
caras que forman estas partes, ó bien sus aristas, ó sus vértices.

Las rectas ó los polígonos planos que son simétricos respec
to á un punto ó que tienen un centro de simetría, son superpo- 
nibles; pero los poliedros simétricos respecto á un punto en ge
neral no pueden coincidir, pues aunque tienen sus elementos 
iguales, están coordinados de distinta manera.

Simetria de posición y de forma. De aquí resulta que para 
los poliedros hay dos clases de simetría, la de posición y la de



a ' < = ^ Ì ^ C '

forma ófù^ura. Así, por ejemplo, en los tetraedros {Fi^. 266) 
T A B C y TA'B'C' que suponemos simétricos respecto al pun
to T, existe la simetría de po- 
sicion que conservarán mien
tras persista la que relativa
mente tienen, y la simetría de 
forma que subsistirá cualquie
ra que sea la colocación de 
ellos. Esta simetría deforma 
que consiste en que los elemen
tos son iguales pero colocados 
en distinto orden, es lo que ha
ce que los poliedros simétricos 
no puedan coincidir, por regla

Los centros de figura de los poliedros regulares son centros 
de simetría de los mismos.

En dos poliedro.« simétricos respecto á un punto se verifica:
1. *' Qw! sm superficies son equivalentes.
2. ° Que sus volúmenes son equivalentes.
Eje de sim etría. Dos puntos A y A' {F ú j .  267) son simé

tricos respecto á una recta, que se llama eje de simetría, cuan
do se hallan en una misma recta 
A A' perpendicular & este eje é 
igualmente distantes, de modo que 
A o = A ' « .

Dos rectas son simétricas res
pecto á un eje cuando lo son sus 
extremos.

Dos polígonos son simétricos, si 
lo son sus lados, y por tanto si lo 
son sus vértices.

Dos poliedros ó dos porciones de poliedro, son simétricas 
respecto á un eje si lo son sus caras, y por consiguiente si lo 
son sus aristas ó sus vértices.

Los poliedros simétricos respecto i  un eje son superponiblcs 
y por tanto la simetría con relación à un eje, solo es de posición.

La altura de una pirámide regular es eje de simetría de es-
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ta piràmide; la recta que une los centros de las bases de un 
pr isma regular es eje de simetría del prisma.

En todo poliedro simétrico con respecto á un eje se verifica:
1. “ Que toda recta perpendicular al eje y que termina en la 

superficie queda dividida en dos partes iguales por él.
2. ® Todo plano que pasa por el eje, divide al poliedro en dos 

partes iguales.
3. ® Todo plano perpendicular al eje determina un polígono 

<]ue es simétríeo respecto al punto de intersección del plano con 
dicho eje.

Plano de «imetria. Dos puntos A y A ' [Fig. 268) son simé
tricos respecto á un plano, cuando se hallan situados en una 

perpendicular á este plano y equi
distantes de él, de manera que As 
=A'a.

Eos rectas son simétricas respec
to à un plano, si lo son sus extre
mos. •

Eos poliedros son simétricos, si 
lo son sus caras, ó sus aristas ó sus 
vértices.

Si un poliedro es simétrico res
pecto à dos planos perpendiculares entre sí, la intersección de 
estos planos es un eje de simetría del poliedro.

Si un poliedro es simétrico respecto á tres planos perpendi
culares entre si, el punto de intersección de estos tres planos 
es un centro de simetría del poliedro.

F i g .  26 8 .

C A P Í T U L O  I I .
NOCIONES SOBRE LAS SUPERFICIES CÓNICAS, CILÍNDRICAS 

T  DE REVOLUCION.

S u p e r f i c i e s  c ó n i c a s .
Generación. Se llama superficie cónica la engendrada por 

una recta S A {Fig. 269) que se llama generatriz, que pasa en 
todas sus posiciones por el punto S apoyándose sobre una lí
nea cualquiera AB CE.... llamada directriz. El punto S sede- 
nomina vértice ó dispide de la superficie cónica.



Varíedade*. Las superfìcies cónicas se distinguen según sus 
directrices, denominándose superficies cónicas circulares, elípti
cas, parabólicas, &c., según que su directriz sea una circunfe
rencia, una elipse, ó una parábo
la, &c.

El plano es un caso particular de 
este género de superficies, pues si la 
directriz fuera una recta, la genera
triz engendraría un plano.

Conos. Si la directriz de la su
perficie cónica es una curva cerra
da y se cortan todas sus generatri
ces hácia un mismo lado del vértice j
por un plano, el cuerpo comprendido entre este plano y la su
perficie cónica es el cono, que tiene por base el plano secante, 
por cúspide la de la superficie cónica y por la altura la per
pendicular bajada desde este punto è la base.

Cono circular recto. El cono que hemos estudiado (engen
drado por la revolución de un triángulo rectángulo) en la geo
metría elemental, no es más que un caso particular; pues si la 
curva ABCD fuera una circunferencia y el punto S estuviera 
en la perpendicular levantado á su plano por su centro, el 
cuerpo SABCD seria un cono circular recto.

Si siendo la directriz una circunferencia el vértice no estu
viera en la perpendicular á la base levantada en su centro, el 
cono seria circular oblicuo.

Propiedadei. Cualquiera que sea la directriz, en las infini
tas especies de superficie cónica, se verifican las siguientes pro
piedades:

1 Todos los planos paralelos determinan secciones semejantes.
2. " Los planos tangentes pasan por una generatriz.
3. ® La sxtperJUñe cónica puede desarrollarse sobre un plano.
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S ü P E B P IC IÍS  CII,{írDRICÁS.

Generación. Se llama superficie cilindrica {Fig. 270) la que 
tiene por generatriz una recta A'B' que se apoya en su movi
miento sobre una línea cualquiera ahed [directriz) conserván
dose en todas sus posiciones paralela 6 una dirección R S.



La superficie cilindrica, puede considerarse como un caso 
particular de las cónicas, porque si en estas se supone el vér

tice en el infinito, las generatrices- 
son paralelas.

Variedades. Las variedades de 
las superficies cilindricas son aná
logas á las de las cónicas; de mane
ra que se llaman circulares, elípti
cas, parabólicas, &c., según que la 
directriz sea una circunferencia, 
una elipse, una parábola.

El plano es también un caso par
ticular de este género de superficies, pues resulta engendrado 
si la directriz es una línea recta.

Cilindros. Si la directriz de la superficie cilindrica es una 
curva cerrada, y se cortan todas sus generatrices por dos pla
nos paralelos ahcd, a'b’cd' {Firj. 271), el cuerpo comprendido 

entre estos y la superficie cilindrica es 
el cilindro, cuyas bases son las seccio
nes planas, y su altura la distancia en
tre la.s dos bases.

Cilindro circular recto. El cilindro 
recto (engendrado por la revolución 
de un rectángulo) es un caso particu
lar; pues si la directriz es una circun
ferencia y la generatriz es perpendicu
lar á su plano, engendrará en su mo

vimiento la superficie lateral de un cilindro recto.
Propiedades. En todas las infinitas especies de superficies 

cilindricas que pueden existir se verifica:
1. “ Que los planos paralelos determinan secciones iguales.
2. ° Que los planos tangentes contienen á una generatriz.
3. ® Que la superficie puede desarrollarse S(d)re un plano. (•)
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Fig. 271.

(•) Las superficies cilindricas y cónicas se hallan comprendi
das en otra generación más general de superficies que se llaman 
desarrollahles, y que tienen por principales caractères ser desar— 
rollables sobre un plano y admitir por generatriz una linea recta,, 
con la condición que en dos de sus posiciones infinitamente próxi
mas, se baile en un mismo plano.
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S U P E R F IC IE S  D E  R E V O L U C IO N .

Generación. Se llama superfcic de revolución la engendrada 
por uña línea cualquiera ABC.... {Fúj. 272) que gira alrededor 
Qe la recta fija XY llamada eje. En este movimiento cada uno 
de los puntos de la generatriz ABC describirá una circunfe- 
rencia cuyo radio será la perpendicular bajada desde él hasta 

eje, y por tanto cuyo centro estará en el eje.
S óm  ó cuerpo de revolución es la porción del espacio cir- 

cunscripu por dicha superficie; cuyo espacio será limitado 6 
tndejin^, según que la generatriz sea una curva cerrada ó 
indefinida. Cuando el sólido es limita
do, se llaman polos á las extremidades 
del eje de revolución.

El cono recto, el cilindro recto y la es
fera, son tres sólidos de revolución cu
yas superficies tienen respectivamente 
por generatrices, una recta que encuen
tra al eje, una recta paralela al eje, y 
una semicircunferencia cuyo diàmetro 
es el eje de revolución.

Weridi.«o.. Todo plano que pasa 
por el eje de una superficie de revolu- 

sección A B C ,  
c,,.. fímétnca respecto al eje, que se llama meridiano de la 

^rficie. Todos los meridianos son iguales.
En la esfera el meridiano es un círculo máximo, en el cilin- 

ro un rectángulo, y en el cono un triángulo isòscele.
«•lelo». Todo plano perpendicular al eje determina una 

ludon" un paralelo de la superficie de revo-

^ ’'1® esfera los paralelos son círculos que van decreciendo 
« a sección que pasa por el punto medio del eje (que es 

un c rculo máximo igual al generador) hasta los polos. La sec
ción mèdia se llama ecuador.

En el cilindro todos los paralelos son iguales.
U . [  2 0  j
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En el cono los paralelos van decreciendo desde la base has

ta el vértice.
Nota general sobre la generación de superficies. Cuando 

una línea cambia de posición, sea quedando idéntica en su di
mensión y forma, sea cambiando su magnitud ó su forma, ó 
ambas; la reunión de todas las posiciones sucesivas de esta lí
nea forma una superficie, de la que es generatriz la línea en 
cuestión.

La ley ó sean las condiciones fijas, en que se verifica el mo
vimiento constituye el modo de generación de la superficie, cuyo 
modo en un graii número de casos lo determina la directriz, 
es decir, otra línea que regula y determina el movimiento ge
nerador.

Eácil es comprender que una misma superficie, puede tener 
varios modos de generación; así hemos visto que las superfi
cies cilindricas y cónicas (circulares) pueden engendrarse ó por 
revolución de una línea recta, ó por el mo^ñmiento de una rec
ta que fija en un punto ó paralela constantemente á una direc
ción dada, se mueve apoyándose en una circunferencia.

Poro un mismo modo de generación no conviene más que á 
un género de superficies, en el sentido de que todas las super
ficies engendradas de un modo igual, tienen muchas propieda
des comunes que se derivan de su generación y délas que go
zan con exclusión de las demás.

Las superficies cilindricas, cónicas y de revolución, que he
mos definido nos dan una idea de esta verdad.

No podemos extendernos en este punto, que sale de los lí
mites de la Geometría Elemental.

C A P IT U L O  III .
N O C I O N E S  S O B R E  L A  H É L I C E .

Defioicioa. Supongamos que la superficie lateral de un ci
lindro recto de base circular BD {Fig. 273) se desarrolla en 
un plano en el rectángulo ADQP.  Dividamos su altura AD



en un número cualquiera de partes iguales AE, EF, FD, y to
memos sobre el lado opuesto una longitud P R  =  A E, tirando 
la recta A R, y sus paralelas E S, F Q. Si se vuelve à enrollar 
el rectángulo A I) QP sobre el cilindro, las rectas AR, ES, FQ 
trazarán sobre la superficie del cilindro una curva continua 
que se llama hélice.

La curva es continua, pues al arrollarse el rectángulo, sus 
dos lados AD y P Q  se confunden en una sóla generatriz, y el 
punto R se confundirá con E, el S con F, el Q con D.

Espira y paso. Cada uno de los arcos déla curva que tiene 
sus extremidades sobre una misma generatriz es una espira de 
la hélice; y se llama paso de la hélice la distancia constante que
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h ' i g i i r t i  87 3 ,

«xiste entre dos puntos de la curva situados en una misma ge
neratriz. Esta distancia es igual á AE =  EF =  F1).

La circunferencia de la base del cilindro rectificado, el paso 
e a èlice y una de las espiras rectificadas forman un trián- 

gu o rectángulo A R P .  Por consiguiente, la hélice será cono
cí a, si se dan dos de estas tres cantidades.

Propiedades. En la hélice se verifica 
!• Que la distancia de un punto de la curva á la base del ci- 

indro es projwrcional al arco de esta cwva comprendido desde la 
base A dicho punto.

2. Que la tani/ente 6 la cunxi en un punto cualquiera forma 
vn ángulo constante con la generatriz del cilindro que pasa por 
dicho punto.



CAPÍTULO IV.
BREVÍSIMAS NOCIONES DE GEOMETRÍA DESCRIPTIVA.
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P R E L I M I N A R E S .

D efin ición . La í/comeíría áe«cn))ííVo tiene por objeto repre
sentar gráficamente, sobre un plano, la magnitud y la posición 
absoluta ó relativa de las cantidades geométricas que se ha
llan generalmente en distintos planos.

P royeooion e*. Entre los métodos que pueden emplearse pa
ra conseguir el fin que esta ciencia se propone, vamos á indi
car el de las proyecciones por ser el más importante en este ra
mo de las Matemáticas, cuya invención es debida en su mayor 
parte al ilustre Monge, uno de los fundadores de la Escuela 
Politécnica de París.

>->w

Planos de projeocíon. Consideremos dos planos perpendi
culares entre sí, uno HH' {̂ Fig 274) horizontal y el otro VV'



vertical, estos planos se llaman de proyección y se cortan en una 
linea horizontal LT que es la linea de tierra. Se llaman proyec- 
■cicne» de un punto A del espacio, sus dos proyecciones {Geo
metría 88) a y a ’ sobre los dos planos de proyección; a es la 
proyección horizontal y a' la vertical.

Las proyecciones de una recta, de una curva, ó de un cuer
po en general es el conjunto de las proyecciones de sus puntos.

Si consideramos una recta AB en el espacio y sus proyec
ciones horizontal y vertical ah, a’b', los planos que debemos 
imaginar por la recta A B perpendiculares respectivamente al 
horizontal HH' y al vertical VV' de proyección, se denominan 
planos proyectantes de la recta, y vemos que las intersecciones 
de estos planos con los de proyección determinan las proyec
ciones de la recta del espacio AB, que, por consiguiente, son 
también rectas.

Trazas de un plano. La proyección de un plano sobre los 
de proyección se determina por medio de las intersecciones de 
aquel con estos, que se llaman trazas horízonUil y vertical según 
ae hallen en el plano horizontal ó en el vertical de proyección.

Superposición de lo* planos de proyección. Como en el úl
timo resultado los problemas de la Geometría descriptiva hay 
que resolverlos en un sólo plano (el de la hoja de papel que sir
ve para las construcciones gráficas) se consideran los dos pla
nos de proyección superpuestos; de manera que el plano verti
cal VV'se supone que gira alrededor de la línea de tierra (se
gún indican las flechas de la figura hasta venir á coincidir con 
el horizontal; así es que trazada la línea de tierra, la parte de 
plano que hay debajo de ella representa la parte anterior del 
plano horizontal y la inferior del vertical, y la parte del plano 
que se encuentra sobre la línea de tierra representa la parte 
posterior del plano horizontal y la superior del vertical; pero 
en la imaginación siempre hay que considerar levantado el pla
no vertical formando los cuatro ángulos diedros rectos que en 
8U verdadera posición resultan de la intersección .con el plano 
horizontal. A estos ángulos diedros se les llama I.*, 2.®, 3.“ y 4.“
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. (*) Se ha cC'Xivenido siempre en acentuar las proyeeoioDes ver-
ticales.



Ei !.•> es el que está formado por la parte anterior del plano, 
horizontal y la superior del vertical HXTV'; el 2.» su adya
cente HLTV'; el 3.0 el opuesto por la arista al primero HLTV' 
y el 4.0  su adyacente V'LTH' y opuesto por la arista al según- 
do, de modo que en resúmen el l.o y 3 .0, 2 .» y 4 .» son opuestos 
por la arista.

Correlación de las proyecciones de un punto. Las proyec- 
cumes de un punió del espacio tienen que estar en ima recia per
pendicular á la linea de tierra. En efecto, siendo {Fiq. 274) «  y 
«' las proyecciones del punto A del espacio, el plano uAo'  es 
perpendicular á los dos planos de proyección y por consiguien
te a la línea de tierra, luego cortará á los planos de proyección 
en dos rectas, am y a’ m perpendiculares á LT en un mismo 
punto m; de donde se deduce que al girar el plano vertical 
para rebatirse en el horizontal el punto «  se rebatirá en o" que
estera en la prolongación m «" de la perpendicular á la línea de 
tierra.

Se puede observar en el rectángulo A « «1«', que la distancia 
de un punto del espacio al plano horizontal es igual á la dis
tancia a'ni de su proyección vertical á la línea de tierra, y que 
la de dicho punto al plano vertical es igual á la distanck de 
su proyección horizontal á la línea de tierra

»eteroiiuacíon de «na recU por proyección«. , ,  co
noce« las proyecciones horizontal y vertical de una recta del es
pacio, en general la recta queda determinada. En efecto, .siendo 
ah y a'h’, las proyecciones de una recta AB que está en el es
pacio, si consideramos por ellas los planos abAii ,  a'b'AB res 
pectivamente perpendiculares á los de proyección (que son los 
planos proyectantes de la recta) estos planos se cortarán según 
la recta A B que es la recta del espacio.

■ Proyección de la, rectas paralelas. Si das rectas son parale- 
las, sus proyecciones horizontales y verticales también la son Los 
planos proyectantes verticales de estas dos rectas son parale- 
los, pues contienen cada uno dos rectas paralelas entre sí que 
son las dos rectas dadas y las perpendiculares al plano hori- 
zontalj luego las intersecciones de estos planos proyectantes- 
con el plano horizontel serán paralelas: pero estas interseccio
nes son las proyecciones horizontales de las dos rectas, luego
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Cuando una recta

queda demostrada la proposición. Lo mismo se demuestra pa
ra las proyecciones verticales.

R e cta  y  p la n o  perpendiculares entre si.
es2'crpendicular á unpla- 
no, las proyecciones de la 
recta son perpendiculares 
á las trazas del plano.
Supongamos que la recta 
A B {Fty. 275) es perpen
dicular al plano QGll.
El plano proyectante 
A B a i  es perpendicular 
al plano horizontal de 
proyección MN, y al pla
no propuesto, luego es 
perpendicular á la común intersección GK, 6 lo que es igual 
la recta G il es perpendicular al plano AB«6¡  pero entonces 
dicha recta G K es perpendicular á la a i  que pasa por su pié 
en el plano; que es lo que se quería demostrar.

Lo mismo se demuestra para la proyección vertical de la 
recta AB.

P royeocíoaes de un  p u n to según su situación  en el espa> 
cío. Sea LT 276) la línea de tierra; en esta figura así
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Fig. 875.

r

.
cu i .0

L : i e ’ i , ? ' t

i u d '  \ f  >

^ k ' o '  \ d  h ____________^
Figura 176.

como en todas las que siguen consideraremos superpuestos los 
dos planos de proyección.

Si el punto está situado en el primer ángulo, su proyección 
vertical estará en la parte superior del plano vertical y la pro-



pccion horizontal en la parte anterior del plano horizontal, 
luego a, a' serán sus proyecciones.

S i  e s tá  e n  e l  s e g u n d o  á n g u lo ,  h a c ie n d o  u n  r a z o n a m ie n t o  
a n á l o g o  v e r e m o s  q u e  s u s  d o s  p r o y e c c io n e s  b, h’ d e b e n  c a e r  e n  
i a  p a r t e  s u p e r io r  d e  la línea d e  t ie r r a .

Cuando el punto está en el tercer ángulo sus proyecciones 
son c, c'

Si está en el cuarto ángulo las proyecciones serán d, d‘.
Si el punto esté situado en el plano horizontal, su proyec

ción vertical estará en la línea de tierra, tal es el e, e'.
Si está en el plano vertical, su proyección horizontal se en

cuentra en la línea de tierra, como/, f .
Por ultimo, 81 el punto está en la misma línea de tierra, sus 

proyecciones se confunden en el hiismo punto, tal es, g,
Froyeocione» de una recta según su posición en el espa

cio. Si la recta tiene una posición cualquiera oblicua á los dos 
planos de proyección, las proyecciones serán [ab,a'b') [Fig, 277)
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\FiguriHm.

Si es paralela aljplano vertical, su proyección |horizontal 
.será paralela á la línea de tierra [Geom. teorema CLXVIIl tal 
es {be, iV.)

Si k  recta es paralela al plano horizontal, su proyección ver
tical es paralela á la linca de tierra (crf, c'd'.)

Si fuera paralela á los dos plems, esto es, á la línea de tíer- 
ra, sus dos {a-oyeccioiies serian paralelas á esta línea, tal e»

(•) Hay que tener presente qne la proyección vertical *e ex- 
pwísarfiompro con la letra acentmute.



Si es perpendicular al plano horizontal, su proyección sobre 
este plano evidentemente es un punto y sobre el otro será per
pendicular á la línea de tierra; lo contrario sucede cuando la 
recta es perpendicular al plano vertical.

Si fuera la recta perpendicular á la línea de tierra, sus dos 
proyecciones serian perpendiculares á esta línea; pues los dos 
planos proyectantes de la recta se confundirian en uno sólo, 
cuyas intersecciones con loa dos planos serian las proyecciones 
de la recta, tal es la recta (e/, c'f.)

Por último, si la recta estuviese situada en uno de los pla
nos de proyección, ella misma seria su proyección en este pla
no en que estaba situada y su otra proyección estaría en la lí
nea de tierra.

Puede observarse, que en todos estos casos la recta queda 
determinada por su proyección, si se esceptúa cuando es per
pendicular á la línea de tierra, en cuyo caso la proyección per
tenece á todas las ínfínitas rectas que pueden trazarse en el 
único plano proyectante.

Trazas de un plano según su posición en el espacio» Sabe
mos que se llaman trazas de un plano, á las intersecciones de 
este plano con los de proyección.

Un plano cualquiera, inclinado con respecto á los de pro
yección, tiene por trazas dos rectas inclinadas respecto á la lí
nea de tierra, tal es el plano 278).
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Figura

Si el plano es perpendicular al horizontal de proyección; su 
traza vertical es perpendicular àia línea de tierra, ieur.



es perpendicular a] plano hori-

Si el plano es perpendicular al vertical, su traza horizontal 
es perpendicular á la línea de tierra: tal es R Q R '.

Si es paralelo al vertical, es evidente que no cortail á este 
plano, y su única traza, la horizontal, será paralela á la línea 
de tierra [Geom. ieor. CLXVII]: plano RS.
_ Si fuera paralelo al horizontal, su única traza, la vertical, se

na paralela á la línea de tierra: tal es S'R'.
1 1 á la línea de tierra, sus trazas serian para-
lelas á dicha línea: plano X  Z , X'Z'.

Por último, si fuese perpendicular á la línea de tierra, sus 
dos trazas serian perpendiculares á esta línea; y por tanto pro
longación una de otra: plano YXY'.

Puede observarse que en todos estos casos el plano queda 
determinado por sus trazas.
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P K O B L E M A S .

1 .“ Dada$ las proyecciones de una recia, haiU r « u . traza» 
con  los planos d e proyección . [Fiy. 279)

Sean las proyecciones (ah) {«'¿'j de una recta (AB) del es- 
pacio.La traza vertical de la recta, siendo un punto de ella que

está en el plano vertical, su 
proj eccion horizontal esta
rá en la línea de tierra. Por 
'gual razón la proyección 
vertical de la traza horizon
tal de la recta, será un pun- 
to de la línea de tierra. Lue
go si se prolonga la proyec
ción horizontal de la recta, 
hasta la línea de tierra s y 
se levanta la perpendicular 

en s'enciipntr **  ̂ dicha línea hasta que
to a' o r r   ̂^  P'‘oy«ccion vertical a‘b’ prolongada, el pun-

terminará la traza horizontal de la recta que es el punfo r.



Si se nos dieran las trazas r y «, de una recta, para construir 
sus proyecciones, bastaría bajar las perpendiculares r /  y a's á 
la línea de tierra y las rs y rV serían las proyecciones bus
cadas.

2.° Dadas las proyecciones de una recta Ihnitada, hallar su 
loDgitud. {Fitj. 280)

Sean las proyecciones (a h)
(o'¿'). La recta del espacio AB 
forma con su proyección hori
zontal ab y con las perpendicu
lares que proyectan los puntos 
a y J, un trapecio vertical, del 
que conocemo.s sus dos bases 
que son estas perpendiculares, 
y el lado ah. Por consiguiente, 
si consideramos que este tra
pecio se rebate sobre el plano t'<8- «o-
horizontal de proyección, las bases serán aA=Ao' ,  5B=^5', 
perpendiculares á ah, y uniendo A con B, AB es la recta del 
espacio en su verdadera magnitud.

Podemos observar que el plano rebatido a iAB,  no es más 
que el proyectante vertical de la recta.

Sí por el punto A trazamos la recta AB' paralela á ab, que
dará formado el triángulo rectángulo ABB', del que conoce
mos AB'=fl6, BB'=y6'. Dicho triángulo rectángulo es muy 
fácil de construir en el plano vertical; para ello se traza por el 
punto a' la recta u’f  paralela á la línea de tierra, y llevando so
bre ella prolongada la distancia/«"= & «, la recta ¿'« ''=A B . 
es la recta del espacio en su verdadera magnitud.

P o r  un punto dado, trazar una recia  paralela  á otra.
Debiendo ser las proyecciones de estas dos rectas paralelas, 

para resolver el juoblema bastará por las proyecciones (n y o') 
del punto dado trazar rectas respectivamente paralelas á las 
proyecciones de la recta dada.

4.® C onttru ir las trazas de un p la n o  que pasa por tres
puntas-dados, 281)

Searf los tres puntos dados (a, a') (6, b') (c, «'), debiendo es
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tos puntos estar contenidos en el plano, también lo estarán las 
rectas que los unen, y las trazas de estas rectas serán puntos
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F i g u r a  281.

délas trazas del plano. Luego si hallamos las trazas N, M' de 
la recta ab, a'h', y la.s de la recta be, h'c', que son M', N', las 
rectas M'N'y MN son la-s trazas del plano.

Como comprobación de que la construcción gráfica está 
bien ejecutada, pueden hallarse las trazas e, e', de la recta 
ac, a'c', que deben ser puntos de la traza del plano.

5. ® H allar las trazas de un p lan o qtte jMsa por un punto y 
una recta.

6. ® H a lla r  las trazas de un p lan o qtus pasa por dos rectas 
paralelas.

Estos dos problemas se resuelven de un modo análogo al 
problema 4.®

7. ® Por un panto Jado trazar un p la n o  p ara lelo  á otro
dado. {Fig. 282)

Sean el plano NMN' y el punto {a, a'). Como los dos planos 
son paralelos, sus trazas horizontales y  verticales serán respec- 
tiTamente paralelas; luego bastaría conocer un punto de cada 
una de las trazas del plano desconocido.



Para ello hagamos pasar por el punto dado una paralela á 
la traza horizontal del plano conocido, esta recta estará conte
nida en el plano que se quiere ha
llar, y sus proyecciones serán para
lelas á las de dicha traza horizon
tal MN, que son esta recta y la línea 
de tierra} por consiguiente, si por 
el punto (a a') se trazan la recta 
ab paralela à M N y la a’b' paralela 
à la linea de tierra, estas serán las 
proyecciones de una recta paralela 
á MN y por tanto al plano NMN', ¡-'¡g. m.
y como dicha recta está contenida en el plano cuyas trazas se 
quieren construir, la traza vertical ó' será un punto de la traza 
vertical del plano.

De un modo anàlogo si por el punto (o,a ') se tira la recta 
{ac, a'c') paralela á la MN', su traza horizontal c será un pun
to de la traza horizontal del plano buscado. Luego trazando 
por los puntos b' y c las rectas P Q' y P Q respectivamente à 
MN' y MN, el plano quedará determinado.

Si la construcción está bien hecha, las dos trazas del plano 
deben encontrarse en un mismo punto P de la línea de tierra.

8. ® Dados dos planos, construir 
la proyección de su común inter
sección. {FÍ0 . 283)

SeanlosdosplanosNMN'yQPQ'. 
cuyas trazas verticales se cortan en 
h' y las horizontales en a ; estos pun
tos evidentemente pertenecen à la 
común intersección y además son las 
trazas de esta recta; luego sí baja
mos desde ¿'y o perpendiculares h'b ng- *83
y aa’ á la línea de tierra, las rectas a'b' y ab son las proyec
ciones de la común intersección de los dos planos.

9. « H«lUr la inteneccioD de una recia con un plano, ( f ’. 284)
Sea la recta {ab,a‘b') y el plano NMN', si consideramos el

plano vertical que ha servido para determinar la proyección 
horizontal a i  de la recta, sus trazas serán la misma recta ah
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y una perpendicular 6?j'á la línea de tierra. Este plano corta
rá al propuesto en una línea que contendrá el punto en que la 
recta {ab,a'b') encuentra al plano NMN'.
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Luego hallando la proyección vertical « '/« ’ de la común in
tersección de los dos planos, el punto ?»'cs la proyección ver
tical del punto en que la recta {̂ oh, o'b') encuentra al plano 
dado, y por tanto su proyección horizontal es ?».

Para com))robar que está la construcción bien hecha, se
puede hallar la proyec
ción horizontal dp déla 
intersección del plano 
que proyecta la recta en 
el vertical de proyección 
con el plano dado; y esta 
proyección horizon, debe 
pasar por el punto ?».

10, Dado vn punto 
fuera de un plano hallar 
la distancia de este pun
to ni plano. 28.').)

Sea el punto (a, a') y



«1 plano N M N', para hallar la distancia del punto al plano bas
tará bajarle una perpendicular hasta que encuentre á dicho 
plano.

Pero sabemos que si un plano y una recta son perpendicula
res entre sí, las proyecciones de la recta son perpendiculares 
á las trazas del plano; luego las rectas a b , a ’b', perpendiculares 
respectivamente á MN y MN' son las proyecciones de la recta.

Hallemos ¡ahora la intersección de la recta {a b , a b )  con el 
plano N W l í ’ lP r o b le m a  a n terio r], y a m , n'/n'serán las proyec
ciones de la perpendicular al plano levantado hasta su punto 
de encuentro con el plano. Su verdadera magnitud am se 
hallará por el problema 2.®

Para comprobar si la construcción está bien ejecutada, pue
de hallarse la intersección del ])lano que proyecta la recta ver
ticalmente, cuya-s proyecciones deben pasar por el punto(»n, w ).

11. D a d a s  las i^ro- ’
yeccion es  de una recia , 
hallar los ángulos que 
forma con los planos de 
projreooioD. {Fiy. 286)

Sea la recta [ah, u'h') 
hallaremos sus trazas 
r y r'. Sabemos que el 
ángulo que forma una 
recta con un plano es 
el que forma con su 
proyección sobre él;
luego el ángulo quefor- hj. ase.
ma la recta del espacio con el horizontal de proyección será el 
que forma dicha recta con pero observemos que la recta 
del espacio forma con rd y con dr' un triángulo rectángulo 
del que conocemos los catetos que son estas rectas. I>uego si 
rebatimos este triángulo rectángulo en el plano horizontal, 
que será rds, el ángulo drs es el que forma la recta con el 
plano horizontal; de un modo anàlogo se halla el ángulo que 
la recta forma con el vertical de proyección.

12. Dadas las jmoycrcioties de- dos recias, hallar lu mái cor
la diitanoÍa-.(J'’íy. 287)
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Sabemos [Geom. problema XLVII] cuales son las construc
ciones que hay que emplear para resolver este problema, y 
sólo se trata de realizar estas construcciones por medio de los 
principios de la Geometría descriptiva] y cada una de ellas es

fácil de ejecutar, pu es 
constituye uno de los pro- 
blem as que hemos re
suelto.

Así, siendo las rectas 
AB y CD (que se darán 
conocidas por sus proyec
ciones) por un punto de 
una de ellas se trazará 
una paralela D E  á la 
otra. iPrób. 3.«>]

Se construirá el plano de las dos rectas CD y D E  [Pro- 
hlema 4.®]

Desde un punto cualquiera de AB se bajará una perpen
dicular á este plano, determinando el pié de esta perpendicu
lar. \_Prob. 10.]

Por este pié H se trazará una paralela á la DE [Proó. 3.®]
Y desde el punto L en que esta paralela encuentre á la C D 

se trazará la paralela R L á G H, y por consiguiente perpendi
cular al plano MN, cuya paralela RL es la recta pedida.
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C A P I T U L O  V.
EJERCICIOS DE GEOMETRIA DEL ESPACIO.

T e o r e m a s .
1. Cuando tres rectas que pa.san por el mismo punto son 

dos á dos perpendiculares entre sí, cada una de e llat et per
pend icu lar al p lano d e las otras dos y los tres planos q u e  ter
m inan son perpendiculares entre si.

2. Dos rectas paralelas form an  ángulos iguales con un  m is 
m o p lano. (*)

(*) Véase la nota de la página 168.



3. Dos planos paralelos forman ángutos iguales coa un 
mismo plano-

4. El plano bisector de un ángulo diedro es el lugar geo
métrico de todos tos puntos equidistantes de sus caras

5. El plano que pasa por la bisectriz de un ángulo perpen
dicular al plano de este ángulo, es el lugar geométrico de to
dos ios puntos equidistantes de sus lados.

6. Si dos prismas son semejantes, la* secciones perpendi
culares á las aristas laterales son polígonos semejantes.

/. Dos pirámides son semejantes, cuando todas SUS aristaa 
son paralelas respectivamente y dirigidas en el mismo sentido.

8. El área lateral del cilindro recto circunscripto á la esfe
ra, es igual al área de la esfera.

9. El volumen del cilindro recto circunscripto á la esfera, 
«* al de la  esfera c o m o  3 es á 2 .

10. Si los diámetros de cuatro esferas son proporcionales á 
los números 3, 4, 5 y 6, el volumen de la mayor es igual á la 
suma de los volúmenes de las otras tres.
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P r o b l e m a s .

 ̂I. ¿Cuál es el lugar geométrico de todos los puntos cuyas 
distancias á dos planos paralelos están en una relación cons
tante»? : »?

2. ¿Cuál es el lugar geométrico de todos los puntos equi
distantes de las aristas de un triedro? [ Teor. 5.®]

3. ¿Cuál es el lugar geométrico de todos los puntos equi
distantes de las caras de un triedro? [Teor. 4.®]

4. El volúraen de un tetraedro regular es HS"'*, ¿cuál será 
«I valor de su arista?

o. Determinar el volumen de un tronco de cono recto, sien- 
<lo el radio de la base 12™, el de la sección paralela á la base 
9™ y la altura 8™. [2 W . CCLXVII.]

6. Determinar el valor de! lado de un cubo que SU volú- 
nien sea duplo del de otro conocido.

<■ Determinar el área de la esfera terrestre, suponiéndola 
esférica, sabiendo que un arco de círculo máximo de 9* es 
1.000 kilómetros. [TVor. CCLXI.]
triio.— II. E ai 1



8. Hallar el área de un triángulo esférico, »uponleado que
SUS tres ángulos son A =  87°, B =  76“ y C =  52“, y el radio de 
la esfera á que pertenece 125“  \_Teor. CCLXIV.]

9. Determinar el área de una roña esférica, que SU altura 
sea igual á la mitad del radio de la esfera, y el valor del cua
drante del círculo máximo de esta esfera igual á 88'“. \_Teore-
ma CCLX .3

10. Hallar el volúmen de un sector esférico, cuya altura
sea igual á un tercio del radio, siendo el área de la esfera a 
que pertenece 68“ *.
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t r i g o n o m e t r í a  R E C T I L I N E A  Y E S F E R I C A .



ADVERTENCIA A LOS ALUMNOS.

Los teoremas, problemas, fórmulas y párrafos de la Trigo
nometría, llevan una numeración correlativa desde el princi
pio hasta el fin, con el objeto de facilitar las continuas citas.

Cuando las referencias pertenezcan á los teoremas, proble
mas ó párrafos de la Geometría, se indicará asi; en otro caso se- 
entenderá que son de la Trigonometría.



T RI GONOME T RI A RE CT I L I NE A.

LIB R O  I.
L Í N E A S  T R I G O N O M É T R I C A S

C A P IT U L O  I.
N O C I O N E S  P R E L I M I N A R E S ,

1. La TrigonometAa tiene por objetóla resolución nu
mérica de loe triángulos, es decir, el determinar los valo
res numéricos de sus ángulos y lados por medio de un nú
mero de datos suficiente.

2. La Trigonometría rectiVinea se ocupa de los trián
gulos rectilíneos, y la esférica de la resolución de los tri
ángulos esféricos.

3. Sabemos por la Geometría que un triángulo rectilí
neo se puede construir dados tres de sus seis elementos, 
con tal que en ellos entre un lado; pero las construccio
nes gráficas que se ejecutan para resolver estos proble
mas, no pueden alcanzar gran exactitud, atendiendo á la 
necesaria imperfección de los instrumentos que para ellas 
se emplean; no sucede así en la resolución trigonométrica 
de los triángulos, en la que los datos y las incógnitas es- 
tán ligadas por ecuaciones que rigorosamente se deducen, 
y  los cálculos se fundan en las leyes generales de la can- 
■tidad, que son de una exactitud completa.

El problema general de la resolución numérica ó tri
gonométrica de los triángulos quedaría resuelto, si se pu
diesen hallar las leyes ó relaciones que ligan los valorea



de los lados de un triángulo cualquiera con sus ángulos? 
pues estas leyes expresadas algebraicamente nos darían 

fórmulas ó ecuaciones, que nos servirían para el fin ex
presado; pero las relaciones entre los lados de un trián
gulo y  sus ángulos son muy complicadas; así es que los 
geómetras en vez de los ángulos ó de los arcos que los mi
den, han introducido ciertas líneas rectas auxiliares, cu
yos valores dependen del que tenga el ángulo v recípro
camente, siendo sus relaciones con los lados del triángu
lo sencillas, y por tanto fáciles de traducir en formulas. 
Estas líneas auxiliares se llaman lineas trigonométricas, y 
a las relaciones que ligan estas con sus arcos funciones cir
culares.

5. Las líneas trigonométricas de un arco cualquiera, 
son: seno, tangente, secante y seno-verso.

6. Se llama seno de un arco, ó de su ángulo correspon
diente, la perpendicular bajada desde un extremo del arco 
ni radio ó diámetro que pasa por elotro extremo.

7. Tangente de un arco es la parte de tangente geomé
trica tirada desde un extremo del arco hasta el radio ó 
diámetro prolongado que pasa por clolro extremo.

8. Secante un arco, ó de su ángulo correspondiente, 
es la recta trazada desde el centro del arco hasta la extre
midad de la tangente.

9. Seno-verso de un arco, es la parte de radio compren
dida entre el pié del seno y  la extremidad de dicho radio.

10. Se llaman coseno, cotangente, cosecante y cosetto- 
rerso de un arco, el seno,tangente,secante y seno-verso de 
su complemento, entendiéndose por complemento de un 
arco, ó de su ángulo, lo que le falta ó sobra para valer 
un cuadrante. Como la idea de ángulos ó arcos comple
mentarios es recíproca, se deduce que el seno, tangente, 
secante y seno-verso de un ángulo, son respectivamente 
coseno, cotangente, cosecante y coseno-verso, de su com ' 
plemento y vice versa.
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H . De manera que las lineas trigonométricas de un ar
co son ocho, á saber; seno, tangente, secante, seno-verso, 
coseno, cotangente, cosecante y coseno-verso: en todo rigor 
no hay más que las cuatro primeras, pues las otras cua
tro pertenecen al arco complementario, y por eso se lla
man co-lineas trigonométricas del arco en cuestión. Kn el 
dia tienen poquísimo uso la secante y el seno-verso,y por 
tanto la cosecante y el coseno-verso, «que son lincas tri
gonométricas de igual naturaleza que las dos anteriores: 
de modo que en definitiva son importantes para la reso
lución de los triángulos dos líneas trigonométricas que 
son el seno y la tangente y sus co-líneaa, esto es, el cose
no y la cotangente.

42. Dadas estas definiciones, indiquemos las lineas tri- 
gonomét.* de losarcos AM, ABM', ABM " y ABM'" (F. §88)
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A rco AM. A rco  ABM' A rco ABM . A rco ABM'".

UDgenle......~  AT
•tClBU........ tm  OT
m o  T erso ...B  A C 
ce tn o v a U D a O C  
GOlaBgrol«...B BR 
eosetanle ... =  OR 
ce*«no-Teraoe±± BD

tsngcDtc......B  AT '
secante........=  OT'
seno Terso.. =  A'C' 
coseno =M 'D b  O C ' 
cotsngeiile... =  BR' 
cosecsnle ... b  OR' 
coseon Terso b  RD

titiicn ii..... B  A T'
secsiilc ....... ..... f)T
seno Terso.. =  À'B' 
coscn o= M 'D B  OC' 
c o u n g e n ie . .»  B R
coaeMnlo. . . B  0  H 
coseno-verso b  A'C'

Ungente......b  A T'
secsnlc.........b  UT'
seno T e r s o . . .  ■* A C 
cosenoBÜi'D 'B  OC 
colsneenlo .. =  B R' 
cosccsnte.... b  O R ' 
coseno-Tirso =  O D '

Puede observarse que 
el coseno es siempre igual 
á la distancia que hay en
tre el pié del seno y el 
centro.

43. A l considerar losar
cos, así como sus líneas 
trigonométricas, debemos
tener presente no sólo sus ___
v a lo re s  absolutos, sino nv.•.»».

(•) Conviene el «lue los principiantes se ejerciten inuclio en



también sus signos; es decir, la posición en que se en
cuentran, haciendo para ello uso del teorema de Descar
tes; esto es, afectüT con signos contrarios las magnitudes 
(hneas trigonométricas, arcos, &c.) queso cuentan en sen- 
üdos opuestos. De este modo las fórmulas adquieren más 
generalidad.

De modo que si convenimos en considerar como posi
tivos los arcos contados en la dirección

A dirección
^  i l  M AI; g SI consideramos como positivas las lineas 
trigonométricas de los arcos del primer cuadrante, serán 
negativas las lineas trigonométricas que tengan posición

contraria.
Así, por ejemplo, los 

valores absolutos del seno, 
tangente, cosenoycotan- 
gente del arco ABM'", son 
respectivam ente Jr'C ,
A l ' ,  CO y B it'; pero 
atendiendo á sus signos 
serán —  M^'C, — A T ', OC 
y — B R '; porque el seno, 

la tangente y la cotangente se hallan en direcciones 
opuestas á las de los arcos del primer cuadrante.

T e o r e m a  I .
E l seno de un arco es mitad de la cuerda del arco du

plo. (Fig.288)
Sea el arco A M , si prolongamos el seno hasta que en

cuentre á la circunferencia en y r ,  por ser O A  perpendi
cular á J IM ', tendremos que [Geotn. teor. L X .] 

seno MC =  i  cuerda MM'" j  areo AM =  J arco M AM"'.

de diferente* arcos, para qne ad-
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T e o r e m a  I I .

Los cosenos de dos arcos iguales y de signos contrarios 
son iguales, y los senos, tangentes y cotangentes son 
iguales y de signos contrarios.

Sean los dos arcos AM y AM'" que suponemos iguales 
en magnitud, pero en dirección opuesta á partir del pun
to A , por el que suponemos que se empiezan á contar los 
arcos, y que en tal concepto se llama origen de los arcos.

Si trazamos las líneas trigonométricas de estos arcos, 
vemos que el coseno OC es comuna los dos arcos, los se
nos M^'C y MC son iguales en magnitud por ser iguales 
los triángulos rectángulos O M C y OM'"C \_Geom. teore
ma X X III], pero se hallan en dirección opuesta; lo mis
mo sucede á las tangentes A T  y A T ' y á las cotangen
tes liR  y B U ', por ser iguales los triángulos rectángulos
O A T  y O A T ', O B ll  y O B R '.

Si llamamos a al arco A M , el AM '" se llamará— a, y 
según lo demostrado tendremos

sen (— =  — sen a. 
tang (—a) = —tanga.

eos (— a ) = C 0 8  a . \ j-.-,
cot (— a ) =  — cot a.) ^

De las definiciones de las líneas trigonométricas de 
un arco y de las de su complemento (10) se deduce, aten
diendo al teorema anterior, que

sen (90®—o) =  eos a v
co3(9(>°— a) =  sen a j rg-j

tang (90°— a) =  cot a í
cot (90°— a) =  tang a )

■sen (90°-l-a) =  eos (—c) =  cos a v
eos (90®-j-a) =  sen (—o )=  — sena f pg-i

tang (90°-l-a) =  cot (—o) =  —cot a 
cot (90®4-o)=tang {—a )= :—tang a
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T e o r e m a  I I I .
Los senos de dos arcos suplementarios son iguales, y  los 

cosenos^ las tangentes y  las cotangentes, son respectivamen
te iguales y de signos contrarios.

Si a representa un arco cualquiera, su suplemento será 
otro arco que sumado con él dé 180°, y por tanto se po
drá representar por 180°— a = 9 0 °-| -9 0 °— a. Pero sa
bemos que
8 en (9 0 * -| -(9 0 '’ —a ) ) = c o s ( - ( 9 0 ° — c ) } =  c o s ( 9 0 ° - o ) =  s e n o  

e o s ( 9 0 ° q - ( 9 0 “ - o ) ) = 8 e n ( — ( 9 0 ° —o ) ) = — B en (9 0 “—o ) = — c o s  a  ^

t — s e n a , 

» ° - a ) = — C o s a / .  
t a g ( 9 0 '’4 ' ( 9 0 ‘’ - a ) ) = c o t ( — ( 9 0 ° -  a ) ) = — c o t (9 0 ° — o ) = — t a g o  r  
c o t ( 9 0 ° - l - ( 9 0 ° — a ) ) = t a g ( — ( 9 0  — a ) ) = _ t a g ( 9 0 ° - o ) = — c o t o  )

15. Según estas fórmulas, toda línea trigonométrica
corresponde á dos ángu
los suplementarios. Si la 
línea trigonométrica es 
coseno, tangente ó cotan
gente,el ángulo será agu
do si lleva el signo posi
tivo, y obtuso si es nega
tivo. El seno de un ángu
lo no determina el valor 
del ángulo, pues puede 
pertenecer á dos ángulos

m m

t i g .  S88.
suplementarios.

C A P I T U L O  I I .
X Í . M I T B S  D E  E O S  V A E O R E S  D E  D A S  L Í N E A S  

T R IG O N O M É T R IC A S .

16. Vamos á e.vaminar cómo varían las líneas trigono
métricas de un arco, cuando este crece desde cero hasta 
€l infinito positivo, ó hasta el infinito negativo.

(•) Un ángulo cualqniera, es siempre menor que dos ángulos



Supongamos (Fig. 588), que siendo A el origen de los ar
cos y  contándose los positivos en el sentido A B A 'B '....»  
el arco se reduce al punto A; es decir,quc sus dos extre
midades coinciden, y por tanto su valor es cero. Su seno 
y  su tangente se reducen á cero; su coseno será OB, es 
decir, el radjo y su cotangente será la tangente geome
trica A  T hasta que encuentre al radio O B ; pero como 
estas dos rectas son paralelas, no se encontrarán si no es 
en el infinito. Tenemos, pues, que si el a r c o = 0

sen 0 = 0 , cosO =R , tang0=0, cot0 =  co.

Si el arco vá creciendo desde A  hasta B, el seno y  
la tangente crecen y el coseno y la cotangente disminu
yen, siendo todos positivos. (13)

Si el arco es AB. es decir, igual á un cuadrante, es fá
cil ver que

sen 90®= R, eos 90®= 0, tang90®=<», cot90®=0.

Si creciendo siempre el arco llega á un punto M ' com
prendido entre B y A ', es decir, que el arco vá crecien
do de 90° á 180®, los valores absolutos del seno y de la 
tangente disminuyen, y los del coseno y la cotangente 
aumentan. Respecto á los signos, el seno es positivo; el 
coseno, la tangente y la cotangente son negativos.

Si el arco es A B A ', es decir, vale dos cuadrantes, te
nemos que
sen 180®=0, eos 180®= — R, tang 180®=0, cot 180°=— x .

Si el arco vá aumentando desde A ' hasta B , esto es, 
desde 180° á 270°, el seno y la tangente aumentan '*> y 
el coseno y la cotangente disminuyen; siendo positivas las

rectos, y por tanto, el arco que le mide nnnea píiode H'-gar á va
ler m¿lia circunferencia; pero las fórmula» trigonométrica» no so
lo se aplican para la resolución de los triángulos, **no también 
para otras cuestiones en las que se consideran arco» posi tivos o ne
gativos de todas magnitudes

(•) Siempre nos referimos á los valoree obsonitos*
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taDgeite, y  las cotangentes, y negativos el seno y coseno.

» a -

S e n 2 7 0 - = _ l l ,  c o s 2 Í O - = 0 ,  t a n g 2 7 0 - = _ „ ,  c o t 2 7 0 ' = 0 .

de 2 7 0 -r 3 6 o “- “ “ “ ‘ '‘ “ '^° A , 6seadesde 270 a 360 , su seno y su tangente disminuyen, y
aumentan su co.,en„ y su cotangente; siendo p os it io  el

coseno, y negativos el 
seno, la tangente y la co 
tangente.

Por ultimo, si el arco 
llega á valer una circun
ferencia, es decir, em
pieza en A  y  concluye 
en el ini.smo punto, sus 
lincas trigonométricas 
son iguales á las del ar-

J-.S evidente que para los arcos m,ayores que una cir- 
unferencia los valores de las líneas trigonométricas van

ferlnck®“ '

>■3. «W.

ARCO AimiiSTA 
d« 0® ó 90®

ARCO DE 90* 
® Í80®

M D .ts ; 0 

CO i.». R

c o t .— » '
1

>en. cree. d cO iR

>>Dg. .. d e O i«e

co .diaiD. de R í o

oot. d c x i o '  
1

•en. die. de R  i  o 
« o g .  ,, d e »  i  0' 

00* cree deO i— R 
ceu „  d e O - »

ARCO OR ISO» 
á S70®

cot. de — s i  0

ARCO DR 870® 
¿  380«

een. die.de - R i  o 
(«ng* d e »  i  0 
COf. anm. de O i R 

coi- -- deOi»

. , , , , , '' ‘ ' “ i- t- yue el mayor valor absolu
to del seno o del coseno es el radio y el menor es cero. 2.* 
Que el mayor valor absoluto de la tangente ó de la cotan
gente es co , y el menor es cero. 3.“ Que cuando crece



una línea trigonométrica de un arco, disminuye su co-li
nea y reciprocamente; de manera que cuando el seno es 
cero (que es el mínimo valor) el coseno es el radio (que 
es el máximo) y recíprocamente; lo mismo podemos de
cir de la tangente y  de la cotangente. 4.® Que los arcos 
que están en el primer cuadrante tienen todas sus lineas 
trigonométricas positivas; los del segundo tienen po
sitivo el seno, y negativos el coseno, la tangente y la co
tangente; los del tercero positivos la tangente y la cotan
gente, y negativos el seno y el coseno; y los del cuarto- 
cuadrante, positivo el coseno y negativos el seno, la tan
gente y la cotangente.

18. Si observamos que en el primer cuadrante, esto es, 
de 0° á 90°, las líneas trigonométricas pasan por todos 
sus estados de magnitud, creciendo el seno desde 0 al ra
dio y la tangente desde 0 hasta el » ,  y que estos creci
mientos son progresivos á medida que el arco crece; po
demos asegurar que dada una cantidad cualquiera positi
va desde 0 hasta el »  , siempre hay en el primer cuadran
te un arco tal que el valor numérico de su íanyente, 6 de su 
cotangente, es igual á dicha cantidad; y que dada una can
tidad positiva comprendida desde 0 al valor del radio, 
sie7npre existe en el primer cuadrante un arco tal que el va
lor de su seno, ó de su coseno, es igual á esta cantidad.

Es evidente, que si á un arco se le añade un número- 
cualquiera de circunferencias positivas ó negativas, esto 
es, contadas en la dirección A B A '—  o A B  A  ...los ex 
tremes de los nuevos arcos que resultan serán iguales, y 
por tanto, sus líneas trigonométricas serán iguales. De 
modo que si llamamos a el valor de un arco cualquiera, 
tendremos (*)
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(*) Se entiende que empiezan en el origen y terminan en e» 
primero, segundo cuadrante, &c.



sen(2A7: +  a ) =  8eno. tang(2¿it4-o)=:tang a  \ 
eos (2A;7c +o)=zco8 a . cot (2A7t +  a ) =  cot o ) ^

Suponiendo el radio igual á la unidad y à /t un nùme
ro entero cualquiera, positivo, negativo ó nulo; de ma
nera que hay una infinidad de arcos que tienen las mis
mas líneas trigonométricas.
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C A P ÍT U L O  I I I .
R K L A C IO N E S  E N T R E  L A S  L ÍN E A S  T R IG O N O M É 'f R IC A S  D E  U N  A R C O .

19. Tomemos á partir del punto A  (Fig. 288) un arco
A M = o ,  positivo y me
nor que un cuadrante, y 
tracemos sus líneas tri
gonométricas. Llamemos 
r al radio del círculo.

Enel triángulo rectán
gulo OM C tenemos 

M C*+OC*=OM *,
ú bien,

'■V. w». sen*a4-cos*a=r*. [6]
Los triángulos semejantes O C M y  O A T , nos dan las 

relaciones
O A : O C : : A T : C M : : O T : O M ,o  bien,

r  : C03 a : : tang, a : sen a : : sec a : r.

De las que se deducen las dos ecuaciones

 ̂  ̂ s e c o = ------  rsieos o •- eos a
Los dos triángulos semejantes O B R y O D M, nos dan 

las relaciones
O B :O D : :B R :D M : :O R :O M ¡

* r sen atang a =  [7]



€8 decir,  ̂  ̂ . coa  ̂ : cosec a : r.

De lasque se deducen las dos ecuaciones

 ̂  ̂ rgl V coseco =  — — [̂ 10]
sen«  ̂ sen«

Tenemos evidentemente:
A C = O A  — OC y BD =  OB — OD.

Y  sustituyendo estas líneas por sus valores, nos darau 
las dos ecuaciones

senver« =  r - c o 8 « [ l l ]  y eos ver «  =  r -s e n  «  [12]

20 Las fórmulas que acabamos de encontrar [6], [7], 
[81, m ,  [10], [ü ]  y [12]. en el supuesto de ser el arco po
sitivo y menor que un cuadrante, son generales; esto es. 
sirven para todos los casos posibles cualquiera que sea su 
magnitud. En efecto, cualquiera que sea el arco (no sien
do múltiplo de un cuadrante), existirán las mismas rela
ciones entre los lados de los triángulos que nos han servi
do para establecer dichas fórmulas; luego entre los valo
res absolutos de las líneas trigonométricas siempre exis
tirán las mismas relaciones. Nos falta probar que estas 
fórmulas son generales, aun teniendo en cuenta los signos
de las líneas trigonométricas.

Supongamos un arco que tennina en el segundo cua
drante, sabemos que en tal caso (16) el seno es positivo
y  el coseno negativo. ,

La fórmula [6] se verificará desde luego. Sustituyendo 
ahora en las fórmulas [7] y [9] de la tangente y la eotan- 
gente, resultará
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r sen « 
tane « = -------- -

— COSA
cot « =

- r  eos « 
sen a

Es decir, que la tangente y cotangente son negativas, 
lo que está conforme con lo que ya sabemos.
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De igual manera se puede comprobar la generalidad de 

las fórmulas para todos los arcos.
Si el arco es cero, ó un cuadrante» ó un múltiplo de 

cuadrante, los triángulos dejan de existir, puesto que la 
tangente ó la cotangente es paralela al radio ó diámetro- 
del origen. Parece, pues, que para estos casos las fórmu
las no deben satisfacer. Sin embargo, vamos á demostrar 
que todavía son aplicables, quedando con esto probada su 
generalidad.

Supongamos, por ejemplo, que el arco es o = 9 0 ° = A B  
(Fig. 288). Sabemos (16) que

sen90°=r. eos 90°=0. tang90®=oe. cot90 '=ü .

Si sustituimos en las fórmulas [ 6] ,  [7], [ 8] ,  [9], [lO],. 
[ 1 1 ]  y [ 12] ,  estos valores, resultarán los siguientes:

0*+^*=r* ( Una identidad.)

O) = ^ - ^ = 0 0  (Id . id.)

sec 90“=  — = 0 0  , ( Siendo la tangente infinita tiene que
O ( serlo la secante.

0 =  —=  0. ( Una identidad. )

í En efecto, siendo la cotangente eí 
( punto B, 0 B = r  es la secante.

En efecto, siendoOB el seno del arca 
de 90®, el seno-verso es OA =  r.

 ̂ Siendo el punto B el coseno, el cose
no-verso se reduce á cero.

cosec 90°= — =  r. 
r

sen ver 90°= r— 0 = r . 

eos ver 90°= r —r = 0 .

Luego estas fórmulas quedan satisfechas para el arco 
de 90.°

De un modo análogo se demostrará la generalidad de 
las fórmulas para dos, tres, ó cuatro cuadrantes.

21. Las relaciones entre las líneas trigonométricas de



un arco, que hemos determinado, componen un sistehia 
de siete ecuaciones distintas, formadas por las ocho lí
neas trigonométricas y el radio, que se supone conocido; 
de manera que dado el valor de una de ellas, resultará.un 
sistema de siete ecuaciones con igual número de incóg
nitas, pudiéndose determinar el valor de estas en fu n 
ción í*) del radio y de la línea trigonométrica conocida.

Siendo ocho las líneas trigonométricas, pueden resol
verse ocho problemas distintos, de los que para que sir
va de ejemplo, ponemos el siguiente:

P r o b l e m a  I .
Conocida la tangente de un arco, hallar los valores de 

las otras lineas trigonométricas en función de dicha tan
gente.

Para resolver este problema bastará seguir uno cual
quiera de los métodos de eliminación conocidos; pero la 
sencillez de las fórmulas permite simplificar mucho la 
eliminación. En efecto, si determinamos los valores del 
seno y del coseno, el problema está resuelto; porque to
das las demás líneas están en dichas fórmulas en función 
del seno y del coseno.

Vemos que las ecuaciones [6  ̂ y contienen á la tan
gente y al seno y coseno. Elevando la [7] al cuadrado ten
dremos . s, , r*sen*atañe® f l = — ¿— j C08* a
que se puede poner bajo la forma

tang* a : r* : : sen* a : eos* a.

De esta proporción resultan las siguientes: 
tag*a : r*4-tag*o:: sen*a: 8en*a-l-co8*a=r* (según la fór. [0 j) 

r**^tag.*o : r* ; : scn'fl-h®®®*®“ *"* ■ C08*fl. ,

(•) Se dice que una cantidad está en/«ncío«de otra, cuando su 
valor depende del de esta otra.
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De la primera proporción resulta despejando 

---------- -- rtAnga___
±  Vr^+tang’^

De la segunda id. id.
[15]

±  tang*a 

Sustituyendo el valor del coseno en la [8] dará
sec a = ±  V̂ r’ +tang* a [16]

Idem ea la [9] los valores del seno y coseno,

COt if =  -
tang a

Idem en la [10] el valor del seno,
-l-r\/r*4-tang*acosec a = -= --------- ------ 2—tang a

Idem en la [11] el valor del coseno,

sen ver a =z r  ■
±  V'f^+tang*a

Idem en la [It] el valor del seno,
r tang a 

±  V^r*+tang*a
cos ver a = r -

[17]

[18]

[19]

[20]
Que son las fórmulas de todas las líneas trigonométri

cas de un arco en función de su tangente. Loa dobles sig
nos que llevan provienen de la resolución de las ecuacio
nes de segundo grado que sirvieron para determinar el se
no y coseno. De ellas se tomarán los que correspondan, se
gún el valor que tenga el arco. (16)

22. Con el objeto de simplifícar las fórmulas, se supone 
que el radio es ig^al á la unidad, en lo que no hay incon
veniente, pues que la unidad es una cantidad arbitraria. 
En este sup^iesto, las ecuaciones de las líneas trigonomé-



tricas de un arco, y estas mismas en función de la tan
gente se transforman así:
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FUNCIONES CIECULA.RE8, SUPONIENDO EE RADIO 
IGUAL X LA UNIDAD.

tan? a
s e n a =  —  ^ °

■±_ V l - f  tang*a
1

sen*o -4- coB*a=l

 ̂ sen atañe a =  —
°  C08 a

1
eos a 
coB a  
see a 

1

COtfl = m

cosec a = -sen a

•senTer a =  1—sen a 

< 0 8  ver o=z 1—sen a

+  V^l+tang*a 
see a =  +  1-|- tan^a

Icot a; tang a
-+■ V^l+tang*acosec a ~  ------

tang*a
, 1 senvera=l —

eos vera = 1  —

±  V 'I + t e ^  
1

m

±  V'l-f*tag*a
23. Si dada una fórmula en el supuesto de ser la uní* 

•dad el radio, quisiéramos transformarla en otra en la que 
el radio fuera una cantidad cualquiera r, bastaría dividir 
cada linea trigonométrica por el radio; porque, en efecto, 
la relación entre una línea trigonométrica de un arco y 
«u radio será siempre constante; de modo que siendo a el 
areo que tiene por unidad el radio y a' otro arco de igual 
número de grados que el c, pero descrito con un radio r, 
•siempre tendremos la relación

sen a 

ó  bien

sen a eos a

sen a

eos o 
r

tang a_tang a’
1

sen n =  — , eos a — ■ tang a_tang o'

T*or ejemplo, si quisiéramos transformar la fórmula ha
llada en el supuesto de ser el radio la unidad,

sen atang a — ----- ,eos a
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en su correspondiente suponiendo el radio igual a r, ten
dríamos sen a

tanga_
r eos o

de la que se deduce suprimiendo el divisor r de los dos 
términos del quebrado del segundo miembro y despejando-

tanga =  — que es la fórmula [7]® eos a

C A P IT U I .0  IV .

VALORES DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS DE ALGUNOS ARCOS 
PARTICULARES EN FUNCION DEL RADIO.

24. Sabemos \_Teor. I ]  que el seno de un arco es la mi
tad de la cuerda del arco duplo; luego si el arco es de 30®,. 
su seno será la mitad de la cuerda de 60°, ó sea la mitad 
del lado del exágono regular inscripto; por tanto

sen 30“=  eos 60“= r 
~2 
rVTi

[23]

cos30“=  sen60“=^- (Mrtadilelladodeltriáng.equilátero.) [24]
¿I

r sen 30“ r _  ̂V3tang 30* (*•)=  cot 60“= eos 30“ V3
[25]

cot 30“=  tang 60“=  — rV ^°  sen 30
l.(**)

El complemento del arco de 45° es otro arco de 45°j 
por consiguiente, el seno y coseno son iguales, asi como- 
la tangente y la cotangente.

la
(•) Esto ea lo que ae Uair.a restahlecer el radio en una f<5rmu- 

, o hacerla homogénea, ea decir, que todos sus términos tengan, 
igual número de factores literales.

(*•) No teniendo importancia para la resolución de los trián
gulos Ins otras cuatro líneas trigonométricas, apenas nos ocupare
mos de ellas en lo sucesivo.
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De modo que tendremos

sen 40®= eos 45“= ^ ^ -^  (Mila'l '«‘i“ cuadiado iiiscriptó.) [17]

tang46-=cot46-="-i??i5=>-. [**]

Determinados los valores de las líneas trigonométricas 
de los arcos de 30°, 60° y 45°, se pueden hallar los de 
sus arcos respectivamente suplementarios 150 , 120 y 
135°, [_Teor. I I I .]  Así resulta que

s e n  1 2 0 ° =  s e n  6 0 ® = ^ ^  [S9]' t a g  1 3 5 ° = — t a g 4 5 ® = — r ' [35] 

c o s l 2 0 ° = - c o s 6 0 ° = - - ^  [ 3 0 ]  | C 0 t l 3 5 ° = — c o t 4 5 ° = — r  [36]
2i 1

tagl20“= -tag60°= -rV /3[3Í] sen 150°=sen 30*=-^ [37]

cot Í2 0 °= -c o t 6 0 °= -^ [3 2 ]  
3

sen 135°= sen 45’=^—̂ ^  [33]z

'cos 135“=-cos45“= - — [34]

eos 150° = - cos30°=-^-^[38] 

tag 150“=^tag 30°=- [39]

cot 150°=-cot30°=-r v̂ 3 [40]

C A P IT U L O  V.
RELACIONES ENTRE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 

DE VARIOS ARCOS.

P r o b l e m a  1 1 .

25. Dado$ los senos y  cosenos de dos arcos, hallar los 
senos y cosenos de la suma y de la diferencia de dichos 
arcos. (Pig. 289)

Sea un arco A B = a ,  y este arco mayor que C B = ¿ ;  
será el arco AC=a-+-b. Si trazamos la perpendicular CM 
al radio OB prolongándola hasta C ', el arco AC = «  h.

K1 seno a y cos a, que se suponen conocidos, son las lí-



F iff. M B .
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n ^ D  y  OD; el seno b y  cos b, que también se suponen

I conocidos, son CM y OM.
I A h o ra  tracemos la& 

rectas C E , M H  y C 'F , 
perpendiculares al radia 
O A , y las rectas GM  y  
C 'L , paralelas á dicho 
radio. Los dos triángu
los rectángulos CG2VÍ y  
M LC', son iguales {^Teo
rema X X l l l ,  l.o j; luego 

. hk , C G = M L  y G M = L C '.
la ( “ + *)■  C 'F = « « n{a— b), O E = c o s  (a -f-¿ )  y O P = c o s  ( a ~ b . )  
dades podemos establecer las siguientes igual-

sen (a +  i) =  CEz= MH-|-CG 
sen(a — 6) =  C'F=MH-CG / 
cos(a-|-¿)=:OE =  OH-GM 
C 08 (a -  =  O F =  O H - j -  GM '

En Ub que los valores que deseamos determinar están 
en función de las cuatro líneas M H , C G , O H y  GM  
laego 81 pudiéramos determinarlas en función del sen" o" 
eos o, sen } y  cos } ,  que son conocidas, así como el radio’' 
r, el problema estarla resuelto.

Los triángulos semejantes OMH y OBD, nos dan las. 
proporciones

M H :s e n « : :c o s é : , - .  OH : eos «  : : co3 í  : r.
De las que se deducen las igualdades

 ̂ r '
Los dos triángolos CGM y OBD son semejantes [ffro - 

mrfrm, Uorana X C V II] y nos dan las proporciones 

CG r cos «  : : sen J : r. q M : sen a ; i sen í  i r.



D e  donde resulta
COS a 86D h
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C G = G M ;
sen o  sen h

r  ■ »■
Sustituyendo estos valores en  las igualdades ( o )  y  su

pon iendo el rad io  igu a l á la unidad, resulta finalm ente

sen (o -|- & )= sen a eos & 4- eos a sen h [41]
sen (o — 6 ) = sen o  eos 5 — eos a sen b [42]
eos (o + 6 ) = eos a eos & -  sen o  sen h [43]
eos (a — 6 ) = eos a eos i  +  sen a sen h [44]

26. Las fórm ulas que acabam os de consignar están b a 
iladas en el supuesto de que la suma de los  dos arcos es 
m enor que un cuadrante; pero vam os á dem ostrar que 
son generales, y  que por tanto son aplicables á todos los  
arcos. D iv id irem os la dem ostración  en  varios casos, fi
jándonos en  las fórm ulas [41] y  [43], pues dem ostrada la 
generalidad de estas, ftc ilm en te  se dem ostrará la  de las

fórm ulas [42] y  [44] .
1 . «  caso. L a s  fó r m u la s  [41] y  [43] se verifican  siendo  

a y  b  p o s itiv o s  y  m en ores qu e un  cu ad ran te , y  su  su m a m a -  

y o r  que un cu ad ran te .
Si llam am os a ' y  b' á los com plem entos d e  o  y  á, ten 

drem os que
sen a '= c o s a , eos a '= s e n  a, sen i '= c o 8  b, eos 6 señó,
sen (o '-l-ó ') =  8en (fl-bS), eos +
A h ora  com o ( a ' + 6 ' )  las fórm ulas [ 4 l ]y [ 4 3 ]s e

verificarán para los  arcos a ' y  b '. L u ego
sen (a '-1-0') =  sen a' eos 6 '4 -eos o ' sen b 
coa (tt'-l-6') =  co8 a' eos ó '— sen o' sen b\

P ero  sustituyendo en  v ez  de estos valores sus corres 
pendientes en función  de las bneas trigonom étricas e 
los arcos com plem entarios a y  b, resulta

sen (a-l-6 ) =  co8 o  sen & -fsen a coa b 
— coa ( « 4- 6) =  sen a  sen 6 — coa a coa h,



que son iguales á los [41] y [43], mudando el signo á los 
dos miembros de la segunda.

2.« caso. Si las fórmulas [41] y  [43] son ciertas para 
dos arcos cualesquiera, también lo serán aumentando 90® 
á uno de dichos arcos.

Sabemos por las fórmulas [3], que
sen (90”-|-a)r=oo8 ( — c) =  cos o \ 
eos (90*+a):=8en (— a ) ~  — sena j

Luego por igual razón tendremos
sen (90®-|-a-f-5)= eos (a-|-5) \ 
eos (90* +  «  +  &)=z —sen (a +  i) ) ^

Por consiguiente, si tenemos por el supuesto que son 
ciertas las fórmulas

sen (a -|- 6) =  sen a eos % eos a- sen b 
eos («4 -i)= :cos a eos b — sen a sen b,

sustitujendo en ellas en lugar de sen (a + 6 ) ,c o s  (a -fé ), 
sen a y eos a, los valores (a) y (b) que acabamos de in
dicar, tendremos variando de signo á los dos miembros de 
la primera

eos (90°-|- a -bft) =  coa (90“-j-a) eos b — sen (OO^+o) sen b
sen (90®-fa-f.ft)=sen (9ü‘’-|-fl) eos i-l-cos (OO -̂fa) sen 

que son las fórmulas [43] y [41].
Lo que acabamos de demostrar para el arco a, puede 

aplicarse al arco y por tanto, como las fórmulas son 
ciertas para dos arcos menores que un cuadrante, tam
bién lo serán para estos arcos aumentados de 90®, y si 
son ciertas para estos, también lo serán para otros que 
tengan 90° más, y así sucesivamente; de modo que las 
fórmulas son ciertas para la serie de arcos

a, a +  90®, a-1-180“, o-|-270®, a-|-360“ ..........
b, J-l-90“, A-j-180“, ¿ -i-270“, ¿-Í-360®........!

es decir, para todos los arcos positivos.
3.**' caso. St lasfírmulas [41] y  [43] son ciertas para 

dos arcos cualesquiera, también lo serán restando de uno 
de ellos 90®.
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-Sabemos \_Teor. I I ]  que
sen (5—90“) = —sen (9a’- 5 ) = —cosò ) ,  ̂
eos ( i—90“) =  cos(90“—i ) =  señó ‘

Y  por consiguiente,
sen (a+^—90“) = —eos 
eos (a+ó—90®)= sen (a+ó)

Luego, si por suposición tenemos satisfechas para los 
arcos a y  b las dos igualdades

sen (o-l-ó)=sen a eos i+ cos a sen b 
eos (a+ó)=cos a coa h—sen a sen h. 

Sustituyendo en ellas los valores tomados de las ecua
ciones (c) y (¿ ) , resultará

eos (c-1-ò—90“) = —sen a sen (ó—90“)-l-cos a eos (ó—90“) 
sen (o-l-5—90“) =  eos a sen (6—90“)-|-sen a eos (6—90“),

que son iguales á las [41] y [43].
Lo que hemos demostrado para el arco h puede demos

trarse para el arco o; luego si las fórmulas [41] y [43] son 
ciertas como hemos visto, para dos arcos a y  b positivos 
y menores cada uno que un cuadrante, también lo serán 
para estos arcos disminuidos de 90®, y si son ciertas para 
estos últimos, lo serán para otros que tengan 90° ménos 
y así sucesivamente; luego son ciertas para la sèrie inde
finida de arcos,

a, n—90“, 0—180“, o—270“, 0—360“..........
h, 0 -9 0 “, 6—180", 6-270“, 6—360“..........

es decir, para todos los arcos negativos.
Queda, pues, demostrado, que las fórmulas [41] y [43] 

son ciertas para todos los arcos positivos o negativos.
Vamos ahora á demostrar la generalidad de las fórmu- 

las [42] y [44]; pero demostrada la generalidad de las fór
mulas [41] y [43] para cualquier valor (positivo ó nega
tivo) de 6, cambiando eu estas b en 6, resulta,

sen (o—6) =  sen o eos 6—sen eos a 1 Que son las f/irimilas 
eos (a—6) = co8 a cosó-f-sen sen 6,) [42] J [44]
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N o t a .— Las fórmulas [41], [42], [43] y [44], son tam

bién ciertas cuando a ó b, ó los dos arcos son iguales á 0,
á 90°, 180°.....ó cuando su suma ó su diferencia es igual
á 0, 90°, 180°.....  W

P r o b l e m a  I I I .

Conocidas las tangentes de dos arcos hallar las tangentes 
de la suma y de la diferencia de dichos arcos.

Sabemos [9] que
tang (g I =  (a+é)_ sen a eos ó+sen h eos o 

eos (a+ó) eos o coB 6—sen a sen 6
Dividiendo los dos ténninos de este quebrado por eos a 

eos resultará

tang (a-\-b) =

■sen g eos b sen b eos a 
eos a eos b ̂  eos a eos b

seno .señ ó  
eos o ~  COB b

COB o eos b_sen o gen i  j  seno sen 6 *
eos o eos b COB b eos b eos o eos b

Pero atendiendo a la formula [7], hallaremos final
mente

tang ( „ + » ) =  [ 45]
1 —tang O tang O

Por igual medio se hallarla que

ta n g (a _4 )= -í5 5 ?_ í= í5 !1 8 i (-45-,
 ̂ l-l-tan gotan g í '-“OJ

Suponiendo el arco o = 4 5 ° y  recordando que tang. 
■ ^ 5 °= r = l [48], estas fórmulas se transforman en

t a „ g ( 4 ó - + 6 ) = l ± ^  [47]

, a „ g ( 4 6 - - 4 )  =  ̂ í | - ‘  [4 8 ]

(•) Aconsejamos á los alumnos sobresalientes que se propon
gan la resolución de estas cuestiones, para adquirir facilidad en los 
cálculos trigonométricos.
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P e o b l e m a  I V .

Conocido el aeno, coseno y  tangente de un arco, hallar el 
seno, coseno y tangente del arco duplo.

Si en las fórmulas [41], [43] y [45], hacemos a = b ,  se
convertirán en

sen (o +  a) =  sen a eos a +  sen o eos a 
eos (a +  «) =  eos «  eos o — sen a sen o 

, , tane a +  tang o
tang (o + o )  i_ ta n g  a tang a

Reduciendo términos semejantes y efectuando los pro
ductos indicados

sen 2 a =  2 sen a eos a 
eos 2<

„ 2 tang rttan g2a= - —

» a =  2 sen a eos «  | r̂ g-i 
Ì a — eos*« — sen*o )

[50]
1—tang* o 

Estas fórmulas resuelven el problema.

P e o b l e m a  V .
Dado elcosenode un arco, hallar el seno, el coseno, la 

tangente y la cotangente de su mitad.
Si en la fórmula [49] hacemos 2 a = A ,  ó bien, o = i A ,

se transformará en
eos A =  eos* i  A — sen* i  A.

Además sabemos, que cualquiera que sea el arco [7], 
tenemos

1 =co8*i A+son
En estas dos ecuaciones conocemos la suma y la dife 

rencia de las dos incógnitas eos í^A y sen ^ A  elevadas a 
cuadrado; luego

1 — eos A
sen*i A = -

f  t  A  —  1eos* i  A = ----- n
[5 1 ]



cot*¿ A _1 +  cos A

De donde resulta [7]

tanghi A  =  t i 2 i A ,  _   ___________
1+  cos A  » 1  _  cos A

Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros en 
«atas cuaü-o ecuaciones, resultan las siguientes que re
suelven el problema
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sen^ A =  ±|,/  I — cos A [52]

cosJA  =  4:|/ l  +  cos A
[53]

tang^A =  ±|//  1 — eos A 
1 -1- cos A [54]

co ti A =  ± j / ' 1 -f- cos A 
1 — cos A [55]

De estos dobles signos se tomarán los que correspon
dan según el valor del ángulo A.

P r o b l e m a  V I .

D ado el seno de un arco, hallar el seno y coseno de sn 
mitad.

 ̂ Para resolver este problema bastará sustituir en las 
fórmulas [52] y  [53] del problema anterior, el valor de 
cos A  en función del sen A, deducido de la primera de 
las fórmulas [21], que nos dá

C08 A =  ±  > / !— sen*A.
De modo que tendremos

[5 7 ]
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P r o b l e m a  V I I .

Convertir la suma 6 la diferencia de dos senos ó de dos 
cosenos, 6B productos.

Sumemos y restemos las dos fórmulas [41] y [43] entre 
sí, y  también las [42] y [44], resultará

se n (o + S ) +  s e n ( o - i ) =  2 sen o eos &
8en(a +  & )-s e n (a -J )=  2 eos o sen fc
eos (o +  6) +  cos ( o - í ) =  2 eos a eos &
eos (fl+ 0) — eos ( a - 6)=— 2 sen a sen h

Estas ecuaciones resuelven el problema; pero vamos a 
darles otra forma. A - f  B

Hagamos =  de donde a =

j  _  A -  B  ̂ tendremos sustituyendo estos valores en las

cuatro últimas fórmulas.
8 e n A + se n B =  2  sen ^  (A +  B) cosi (A — B).
s e n A -s e n B =  2  eos i  (A +  B) sen i  (A -B ) .  
co8 A  +  c o s B =  2 c o 8 Í ( A + B ) c o s é ( A — B) .  
eos A -  eos B =  - 2  sen i  (A +  B) sen i  (A -B ) .

27. Estas fórmulas sin-en para poder aplicar logarit
mos á la suma ó la diferencia de dos senos ó de dos co
senos, convirtiéndolas en expresiones equivalentes calcii- 
lables por logaritmos. Sea. por ejemplo, tomar logarit
mos de la expresión 36», vemos que estono
es posible, porque las expresiones de suma y «s ta  no son 
calculables por logaritmos; pero aplicando In formula 
[59] tendremos

sen 4 8 »-sen  36° =  2 eos 42° sen 6°.

Por tonto
log t8en48»-8en 36°)=log 2-l-,log sen 42°-hlog«en 6“.

Si la expresión fuera la suma ó la diferencia entre un

[58]
[59]
[60] 
[61]
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seno y nn coseno, seria fácil convertirla en dos senos ó 
dos cosenos, tomando sus complementos. Así, por ejem
plo, si se quiere calcular por logai'itmos sen 64° -|-cos 28°, 
poniendo en vez de eos 28°, su igual sen 62°, tendría
mos, según la fórmula [58]

sen 64'’ + sen 62°=2 sen 63® eos 1®; luego Ig (sen 64®+cos 28®)= 
Ig (sen 64® +  sen 62 °)= Ig 2 +  Ig sen 6 3 °+ Ig eos 1°.

Sucede á veces el tener que calcular por logaritmos la 
suma de un seno y un coseno, afectados cada uno de un 
factor, sea el siguiente

P r o b l e m a  V I I I .

Transformar la expresión m sen a~\-n eos a, en otra 
calculable por logaritmos.

Si en dicha expresión separamos el coeficiente de eos 
a, como factor común, resultará

I /  I \m sen a-\~n eos a =  n l sen a -1- eos a l .

Pero sabemos que cualquiera que sea el valor de —

(18) existe siempre un ángulo que tiene por tangente, ó 
por cotangente, dicho valor. Si llamamos á este ángulo a,

tendremos la ecuación-^ =  co t«  W , de la que puede de

terminarse el valor de dicha cotangente, y  por consi
guiente del ángulo a. Ahora sustituyendo en la ecuación 
resulta,

msena-|-ncosa=n (cotaseno.-f- cosa)=;n ^^^^sena-j-cos

— —- —(eos a sen a -l- sen a eos a) =  —̂ — sen (a 4- a). sen a '  sen «  ' (*)

(*) También puede hacerse ~  =  tag a.
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Esta expresión ya es calculable por logaritmos, pues

tenemos
/  I y .\m sen a-j-n eos a = s e n  ( a + c ) .

senA+senB ^ ( A + B ) c o t H A - B ) = g | [ x í Í ) '  ’
so n  A — s e n Bsen A—sen B
8E A ±® E ® =taE  í  (A + B ). 
eos A+cos B
sen A+BenB_ _ ^ „ ^ ^ A -B ) .  
C08 A—eos B

!gg_A-L^»-S^tag^(A-B).
eos A+cos B
sen A—sen B,

de donde  ̂ , reanlog(m8ena+«cosa)=log)n+Iogsen(«+«)-logfien«.[62].

28. Si dividimos cada una de las cuatro fórmulas [58], 
[59], [60] y [61], por las que le siguen en el orden que es
tán colocadas, resultan las seis fórmulas siguientes:

[6Í]

[65]

[66]

[67]

___________ __ _____ ____________ . [68]
eos A—eos B

29. Estas fórmulas, lo mismo que todas las de las ma
temáticas, no son más que expresiones abreviadas-de cier
tas propiedades ó relaciones que se verifican entre las 
cantidades que las forman; por consiguiente, pueden tra
ducirse allenguaje vulgar: por sus muchas aplica
ciones conviene enunciar las del número [63] que nos ex 
presa que

La suma de los senos — — -

r )  Detang cot .«ededucotang«cot«=  1,

<5 bien, cot a=

eos A—eos B 
coa A-l-cos B ̂

-cotJ-(A-l-B).

-  coti(A-i-B) cot J (̂A—B).

C08 a 
1

tn g  a

lle v a m o s  d em ostra d a s .



como la tangente de la semisuma de dichos arcos es á Icr 
tangente de la semidiferencia.
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C A P I T U L O  V I .
CONSTETTCCIOX DE LAS TABLAS XRIGO NO M ÉTEICAS.

30. Las tablas trigonométricas contienen los arcos que 
crecen de 0° á 90°, de 1' en 1 ', ó de 10" en lO ", ó de 
l" e n  1" (según su aproximación), y correspondiéndose 
con estos arcos, sus senos, cosenos, tangentes y cotangen
tes respectivos, ó mejor dicho, los logaritmos de los valo
res de estas líneas trigonométricas. Veamos cómo pueden 
calcularse estos valores: para ello vamos á anteponer las 
propiedades que demostraremos en los dos teoremas si
guientes:

T e o r e m a  I V .

Todo arco menor que un cuadrante, es: 1.® Mayor que 
su seno. 2 .® Menor que su tangente. (Fig. S90)

1.® Sea el arco A B , tiremos la 
cuerda A B y tendremos que por ser 
B D perpendicular á la O A

B D < A B ,
y como

arco AB >  cuerda A B , 

resulta con mayor razón 

arco AB >  BD.

2.® PII triángulo O A E  es evidentemente mayor que eÍ 
sector circular O A B ; pero

áreadelsector O AB=iOAXarcoABj, 
área del triángulo O AE=¿OA X AE )

Fig. W).
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T e o r e m a  V .

E l seno de un arco menor que un cuadrante, es mayor 
que la diferencia que hay entre el arco y la cuarta parte 
del cubo de este arco.

En efecto, según el teorema anterior, tenemos que sien
do a un arco menor que un cuadrante,

ó bien 8 en ifl> ¿a cos  Ja.
cos¿ a

Multiplicando los dos miembros de esta desigualdad por 
2 eos R, se convertirá en

2 sen J a eos i  a > o eos- J c =  a (1 — sen* J a).

Ahora sabemos [49], que 2 s e n i»  co8 j< z= scn a . y

1 —  sen  ̂y  ^   ̂—  T  ’ sen i  «  <  i  a ; luego

seníf > « ^  1 — de donde sena> a — ~  -

Vamos á determinar el valor del seno del arco 1 ̂ . 
l)c  la igualdad

— =  ir, se deduce suponiendo el radio igual á la unidad, — =  i».

Es decir, que el número tt es igual á la semicircunferen
cia rectificada; esto es, arco de 180“=  3,14159 26535.....

Luego, si quisiéramos hallar el valor del arco de 1 , 
bastaría dividir el número rr por el número de minutos 
que tiene el arco de 1 8 0 °= 1 8 0 X 6 0 = 1 0 8 0 0 '.

Por consiguiente,

arco i '_ 3 ,1 ^ ó9 26535^. _  0 8 8 8 2 1 .... <  0,0003.
10800

Pero, según el teorema que acabamos de demostrar 

sen r <  0,00029 088821.... (a)



ó bien
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sen r > 0 ,00029 088821 _  .— (»)

0,00029 088821.....— 0,00000 00000 27.

sen r >  0,00029 08882 (6)

Si tomamos como valor del seno 1 ', el de su arco, ve
mos que está comprendida, {a) (5), entre dos cantidades 
que no se diferencian en las diez primeras cifras decima
les, y que por consiguiente,

sen l '=  0,00029 08882,

con un CTi'or menor de una unidad del undécimo orden 
decimal.

Conocido el seno 1', se puede determinar el coseno por
la fòrmula ________

eos r =  V î — sen* r .

Para hallar el seno y  el coseno de 2 ', emplearemos las 
fórmulas [49] y [50], y tendremos

sen 2 '= 2  sen l'cos  1', eos 2 '=  eos* 1'— sen® 1.

El seno y el coseno de 3 ', se determinan por las fórmu
las [41] y [43], haciendo en ellas a =  2' y 6 = 1 ' .  De mo
do que

sen 3 '=  sen (2'-l- 1') =  sen 2' eos 1 '-j- eos 2' sen 1' 
eos 3 '=  eos (2'-)- 1') =  eos 2' eos 1'— sen 2' sen 1'.

Y así sucesivamente.
Conocidos los senos y cosenos, las tangentes y cotan

gentes se determinarán por las fórmulas

tang a = sen «  ̂ eos a cot a = -----eos a sen a

en las que ya se conocen los senos y cosenos del arco a.

(•) Tomando en vez de arco de 1' el valor 0,0003 que es ma
yor (jue dicho arco, y por tanto satisface con mayor razón la des
igualdad.



Si el radio no fuese igual á la unidad, se multiplíca- 
TÍan los valores de las líneas trigonométricas por el valor 
del radio. E l radio de las tablas, generalmente es 10'®= 
10.000.000.000, y  su logaritmo, por consiguiente, es 10; 
de manera que si los logaritmos de las tablas correspon
den á líneas trigonométricas calculadas en el supuesto de 
ser el radio la unidad, bastará sumarles 10 unidades para 
que se refieran al radio 10'®.

No se calculan más líneas trigonométricas que la de los 
arcos de 0* á 45°, pues para los arcos mayores hasta 90°, 
se hallan las de sus complementos; y los valores absolutos 
de los arcos superiores á 90° son iguales á los del primer 
cuadrante.
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C A r j T U L O  V II .
DISPOSICION Y  u s o  D E  DA.S TABLAS TKIGONOM ÍÍTRICAS.

31. No podemos dar una explicación general de todas 
las tablas, porque la disposición varía en cada autor. Sien
do las del Sr. Vázquez Queipo las más usadas en los Ins
titutos, tomamos de ellas casi literalmente los párrafos 
•que siguen. Debemos advertir que nos referimos á la úl-

( ) Hemos dado cabida á este capítulo para dar ui;a idea de la 
posibilidad de construir las tablas trigonométricas; pero generol- 
mente se calculan por séries convergentes, cuya deducción algebrái- 
<a no podemos insertar aquí, tales son:

sen*=a!-
1 . 2 . 3 + 1 .2 .3 .4 .5

X *

1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 + ...
C08X =  X ------ ---------1-

1 . 2 1 .2 .3 .4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6

En las que se supone x  un arco cualquiera roctiñeado y com
parado con el radio.



tima edición de dichas tablas en la que se supone el ra
dio igual á la unidad, y por consiguiente su logaritmo es 
cero. Todos los ejemplos numéricos que lleva este libro se 
han calculado con dicha última edición; pero son muy 
fáciles de verificar con otras tablas en que el radio sea. 
10’®, porque basta sumar, según hemos dicho, al logarit
mo de cada línea trigonométrica el número 10, y restable
cer el radio en las fórmulas que no sean homogéneas.

Dice el Sr. Vázquez Queipo:
’ ’E x p lica c ión  d e las tablas, Estas tablas se vdjieren á la an- 

iifftta y generalmente se.gìàda división de la circunferencia en .360% 
y no comprende directamente sino los logaritmo.s de los senos, 
cosenos, tangentes y cotangentes naturales de minuto en mi
nuto suponiendo el radio igual á 1.

” Como el seno y tangente de un ángulo son los mismos que los 
de su suplemento, é iguales al coseno y cotangente de su compie- 
íncMÍo,las tablas trigonométricas no se extienden nunca más allá 
de los 45° continuándolas en un sentido inverso hasta los 90°.

’’Para esto debe tenerse presente, que cada dos llanas for
man una sola plana que abraza un grado. A la derecha é iz
quierda de cada llana hay dos columnas señaladas que quie
re decir minutos: la de la izquierda empieza por cero, y ter
mina en la segunda llana por 60, que es el número de minutos 
que tiene un grado. Sirve esta columna para buscar los loga
ritmos de los senos, tangentes, etc., de los grados y minutos 
del arco marcado á la parle superior de cada plana. La de la 
derecha, que sigue un orden inverso, esto es, que se lee de 
abajo arriba, sirve para el mismo objeto respecto de los arcos 
mayores de 45°, que van marcados en la parte inferior de ca
da plana.

Décima Bctiina edición estereotípica, aumentada en un du
plo y enteramente correcta.

(**) Al fínal de este libro transcribimos la parte de las tablas 
que nos ha hecho falta para la conveniente claridad de este capí
tulo; pero los alumnos deben proveerse de ellas para la resolución 
numérica de los triángulos que lleva el texto, y para la de los ejer
cicios que en la clase practiquen.

— 356 —



”  Téngase muy lircsente para el másfácil manejo de las tablas, 
que los ángulos expresados por estas columnas sobre la intsma li
nea horizontal son recíprocamente complementarios. Así se vé 
■que el ángulo de 2° 4' leido en la columna izquierda de los 
nwiutos, corresponde en la columna derecha de los mismos al 
ángulo de 87* 56' que son comjileinento el uno del otro.

’ Condene advertir igualmente que los logaritmos de los senos 
y tangentes van siempre aumentando desde 0* hasta 90®, y que 
al contrano disminuyen sucesivamente los de los cosenos y  co- 
tangcìiies.

” Los logaritmos de los senos, tangentes, cotangentes y co
senos, se encuentran enfrente de cada minuto, y en las colum
nas que van precedidas del nombre de aquellas líneas. Así, 
por ejemplo, el logaritmo del seno 42® 10' se encuentra en la 
plana en cuya parte superior vá marcado el 42* enfrente del 
numero de minutos 10, en la columna encabezada seno-, y será 
1.H26910. Del mismo modo hallaríamos que la cotangente de 
42 5 se encuentra en la plana en cuya parte superior vá mar
cado el 42°, y enfrente del 5' en la columna que en su parte in
ferior lleva las iniciales cotang.-, cuyo logaritmo es 0,044292.

Con el fin de evitar la confusión que resulta de cuajar to
das las tablas con números, sin dejar algún blanco en que se 
repose la vista, hemos expresado solamente la característica de 
5 en 5 minutos, cuando es constante para cada período; de mo
do, que debe entenderse repetida aquella para todos ellos.

Nuestras tablas, como casi todas la.s que se destinan á los 
usos comunes, no contienen directamente sino los logaritmos 
de los arcos expresados en grados y 7ninutos. Para obtener el 
de los segundos, se emplean generalmente las diferencias de 
los logaritmos consecutivos, que se colocan en columnas al la
do de estos. Nosotros hemos preferido otra disposición más 
exacta para los cuatro primeros y últimos grados: reemplazan
do dichas diferencias por las dos columnitas que se hallan en
tre las de los senos y tangentes, cuyo uso explicaremos en el 
párrafo siguiente:

En los demás grados hemos sustituido á las diferencias su 
parte proporcional, por ser este método suficientemente exac-
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to é infinitamente mucho mas expedito que el seguido en ca
si todas las demás tablas. Hemos colocado, pues, tres colum
nas señaladas 1", que es el signo de los segundos: la primera á 
la derecha de los senos, y sirve para estos: la segunda entre las 
tangentes y cotangentes común á ambas líneas, porque siendo 
sus logaritmos reciprocamente complementarios, las diferencias 
entre dos consecutivos de cada columna son iguales: la tercera 
aliado de los cosenos, y sirve para estos, como veremos en el 
párrafo siguiente:

’’Estas partes proporcionales son comunes á todos los loga
ritmos comprendidos entre una de ellas y la inmediata en el 
orden descendente de la plana. Así, por ejemplo, la parte pro
porcional del seno de 42® hasta 42' 10' es 2,33, y esta misma 
también para el seno de su complemento 47° 50' hasta 48°.

’’Uso y manejo de las tablas. Dos problemas generales 
pueden ocurrir en el uso de las tablas trigonométricas, que 
son: l.° Dado un ángtdo hallar el valor del logaritmo de su lí
nea trigonométrica. 2.® Dado un logaritmo de una linea trigono
métrica, hallar su ángtdo.
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P r o b l e m a  1.°

Dado un ángulo, hallar por medio de las tablas el logarit
mo de su seno, coseno, tangente ó cotangente.

"Cuando el ángulo dado no comprende sino grados y minu
tos el logaritmo huscado se halla directamente en las tablas. Bas
ta, pues, considerar el caso en que el ángulo contiene segun
dos. En este supuesto hay que distinguir tres casos: l.° Que el 
ángulo dado esté comjtrendido entre 3° y 87°. 2.“ Que sea me
nor que estos límites. 3.® Que sea mayor.

’’A.«»' caso. Propongámonos hallar ellogdel seno ̂ 2*28'34''. 
Dúsquese en la tabla el logarit. del seno 42° 28' qtte es 1,829407; 
midtipüquese el número de segundos 34 por la parte jyrojyorcio- 
nal 2,30 que está enfrente en la columna 1" correspondiente á los 
senos, y  añádase su producto, despreciando las dos notas decima
les, al logaritmo anterior, su suma 1,829485 expresará el que se 
imsca.



"Fúndase esta regla en que las diferencias de los logaritmos 
de las lineas trigonométricas comprendidos entre los arcos 3 
y 87®, se consideran como proporcionales à los segundos que 
aumenta cada arco.

"Si quisiéramos saber cuál es el logaritmo de la cotangente 
42® 5' 24 ", buscaríamos como antes digimos el logaritmo de la 
cotangente de 42® 5' que e.s 0,044292, multiplicaríamos 24" 
por 4,23 y su producto, descartada la parte decimal, lo res
taríamos del anterior para tener el que se busca que seria 
0,044191.

"La razón de restar el producto y no sumarlo como en el ca
so anterior, es porque las cotangentes y los cosenos van disminu
yendo según el arco aumenta, y j)or consiguiente, el logaritmo 
de la cotangente de 42° 5' 24" es menor que el de 42® 5' en la 
parte que corresponde á 24" que por lo mismo se rebaja.

"a.o caso. Se pide el seno de 2° 6'15". lieduciremos este ar
co á segundos, la que dá 7575", cuyo logaritmo huscado en las ta
blas de logaritmos es 3,879383; sumaremos este logaritmo con el 
6,685478, cuyas tres idtimas ctfras se encuentran enfrente del 
2° 6' en la columnita que está á su derecha, y las cuatro prime
ras en la cabeza de la misma columna, su suma 2,564801 expre
sa el logaritmo buscado.

"Fúndase este método en que los logaritmos comprendidos 
en las dos columnitas que hay enti'e las de los .senos y tangen
tes, expresan respectivamente á unas y otras líneas, la diferen
cia entre sus logaritmos y el que corresponde á su mismo án
gulo expresado en segundos; de suerte, que añadiendo dicha 
diferencia á este último, que se encuentra fàcilmente en la ta
bla délos números, se tendrá el logaritmo del seno del ángulo 
dado.

"Los cosenos de los ángulos menores de 3° difieren tan poco 
entre sí que á la simple vista puede determinarse la parte pro
porcional que debe restarse por el aumento de segundos. En 
efecto, la mayor diferencia entre dos cosenos consecutivos de 
la tabla, que difieren en 60" 6 1' no pasa de 7 unidades; de 
modo que dividiendo 60" esta diferencia, se tiene el número 
de segundos que corres¡>onde á cada unidad.
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"Sí el logaritmo pedido fuese el de la tangente 2'’ 6' 15", 
aciidiré como en los senos á la tabla para reducir este ángulo 6 
segundos y  hallar su logaritmo que sena por lo dicho 3.879383, 
y lo sumaré con el otro logaritmo 6,685769, cuyas cuatro 2»'ime- 
ras cifras están en la cabeza de la columna y  las tres restantes 
enfrente de 2° 6' á la izquierda de la columna de las tangentes. 
La suma ,̂565152 es el logaritmo buscado.

"Si se tratara de una cotangente, se ojicraria sobre la tan
gente del mismo ángulo en los términos que acabamos de indicar 
y tomaríamos el complemento del resultado, que en el caso del án
gulo 2” 6' 15" seria 1,434848.

” 3.«»' caso. Si los ángulos estuviesen comprendidos entre 87“ 
y  90° se reducen á ángulos menores de 3° tomando sus comqdc- 
mentos y- se oqwa sobre las lincas inversas (esto es, sobre lo.s co
senos y cotangentes, si se trata de los senos ó de las tangentes 
y vice versa), en la forma arriba indicada.

"Cuando los ángulos son obtusos, 6 escedan de 90°, sus lí
neas trigonométricas son exactamente las de su suplemento, y 
basta operar sobre estos conforme á las reglas que acabamos 
de exponer para los ángulos agudos.

P r o b l e m a  2.®
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Dad» el logaritmo de una linea trigonométrica, hallar el án
gulo á que pertenece.

"Cuando el logaritmo se encuentra en las tablas, éstas dan 
directamente el ángulo que se busca en grados y minutos-Así 
por ejemplo, si quisiéramos hallar el ángulo del logaritmo tan
gente 1,959769, veríamos recorriendo la columna de las tan
gentes que es 42° 21'.

"Si el logaritmo no se encuentra contenido exactamente en 
las tablas,sino entredós consecutivos de las mismas, hay que 
distinguir dos casos: 1.« Cuando el logaritmo se- encuentre en 
las tres primeras planas; esto es, cuando corresponde á un ángu
lo menor que 3° 6 ìuayor que 87’ . 2.® Cuando el logaritmo cae 
fuera de las tres primeras jdanas, esto es, cuando corresponde á 
un ángulo mayor de Z° y menor rfe87°.



caso. ]'ropongániono8 buscar el ángulo cuyo seno tie
ne por logaritmo 2,625565; buscaré en la columna de los senos 
el logaritmo menor que más se le aproxime que es 2,624965, y 
como este cae dentro de las tres primeras ])lanas, buscaré el 
logaritmo 6,685446 que le corresponde en la columna aitxi- 
liar inmediata de la derecha, y lo restaré del logaritmo dado 
2,625565, su diferencia 3,940119 expresará el logaritmo del 
número de .segundos contenidos en el arco buscado, cuyo va
lor hallaremos por medio de la tabla de los números. En efec
to, encontramos que el logaritmo de 3,940119 corresponde al 
número 8712", ó reduciendo al ángulo 2® 25' 12".

” Si el coseno pertenece á un ángulo menor de 3®, el caso se 
reduce muy fácilmente por la simple inspección de las tablas, 
supuesto que la mayor diferencia entre dos logaritmos conse
cutivos no excede de 7 unidade.s, y puede por consiguiente 
calcularse el número de segundos que corresponde á cada una, 
teniendo presente lo que hemos dicho anteriormente, esto es, 
dividiendo mentalmente los 60" por el número de unidades que 
exprese la diferencia.

’’Resta, pues, el caso en que el coseno corresponde á un án
gulo mayor de 87®, esto es, cuando hay que buscarlo en las co
lumnas ascendentes que son las que llevan à su pié 87°, 88® y 
89°. Como la columna ascendente de los cosenos es la misma 
que la descendente de los senos, se opera entonces con el loga
ritmo dado, como si fuera el de un seno menor de 3°, y se toma 
el complemento del ángulo hallado, el cual está marcado al 
pié de la plana y en la columna derecha de los minutos enfren' 
te del seno hallado.

"Propoiiffámnnos hallar el ányulo del Imj. coseno 2,686408. 
Buscaré en la columna ascendente de los cosenos ó en la des
cendente de los senos el log. menor que más se aproxime al 
dado y operaré como si se tratase de su seno, y hallaré que el 
log. 4.00Î04 expresará el número de segundos que tiene el 
complemento del ángulo que se busca. Este logaritmo corres- 
ponde en la tabla de los números á 10.029", ósea 2® 47' 3", 
cuyo complemento 87* 12' 57® es el ángulo que se busca.

"Hallar el ángulo dd logaritmo tang 2^577942. Buscaré en
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la columna de las tangentes el log. menor más próximo al da
do que será 2,577877 y corresponde á 2® 10'. Restaré del lo
garitmo dado el 6,685782 que está enfrente de este último en 
la tablita auxiliar: su diferencia 3.892160 expresará el logarit
mo del número de segundos del arco buscado, que hallaremos 
en la tabla de los números y será 7801"= 2° 10' 1".

"Cuando el log. tang se encuentra en la columna ascenden
te ó lo que es igual, corresponden á un arco mayor que 87°, se 
opera sobre su complemento que es la tangente de un arco me
nor que 3°. Determinado que sea éste, se hallará el ángulo que 
se busca tomando el complemento del resultado.

”a.o caso. Cuando el logaritmo dado cae fuera de las tres 
primeras planas, esto es, cuando corresponde á un ángulo ma
yor de 3° y menor de 87°, se emplean para hallar los segundos 
las partes proporcionales que van expresadas en las columnas 
marcadas 1", según se vé en los ejemplos que siguen:

"Supongamos que se pide el ángulo del logarit. sen 1,828264. 
Búsquese en la columna de lo.s senos el log. 1,828162 inferior 
y más próximo al dado que corresponde á 42° 19' : para hallar 
los segundos que deben añadirse, tómese la diferencia 102 en
tre ambos logaritmos y divídase por 2,32 que es la parte pro
porcional que le corresponde en la columna 1"; el cociente 
43”, 96 expresará los segundos que deben añadirse al ángulo 
pedido que será 42° 19' 43", 96.

” Se pide el ángulo del logaritmo tangente 0,039356. Como es
ta tangente corresponde á un ángulo mayor de 45°, cuyo log. 
es 0,000000, busco dicha tangente en la columna ascendente 
que lleva á su pié la inicial tang., y tomo el inmediatamente 
menor 0,039216 que le corresponde á 47° 35'. Para averiguar 
los segundos que deben añadirse, tómese la diferencia 140 en
tre ambos logaritmos, y divídase por la parte proporcional 4,23 
que está enfrente en la columna 1"; su cociente 33 dará el nú
mero de segundos buscado, y el ángulo completo será 47°35'33”.

” Si el ángulo que se buscase fuera correspondiente al loga
ritmo de un coseno ó de una cotangente, se procedería de un 
modo igual al de los anteriores ejemplos; pero el número de 
segundos habría que restarlo, puesto que las cotangentes y

—  3 6 2  —



los cosenos de los ángulos menores que 90® van disminuyendo 
á medida que crece el ángulo.

’’También puede tomarse en la tabla el log. cot ó log eos in
mediatamente mayor del propuesto, en cuyo caso en lugar de 
restar se añadirán los segundos al ángulo hallado en las tablas.
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L I B R O  II .

R E S O L U C I O N  DE I-OS T R I A N G U L O S

C A P ÍT U L O  I.

T R I Á N G U L O S  R E C T Á N G U L O S .

I

L

32. Para mayor claridad en las fórmulas, los ángulos 
de los triángulos los indicamos con las letras del vértice, 
y los lados opuestos con las mismas letras minúsculas, 
así en el triángulo ABC (Fig. 291) los ángulos son, A, B y 
C, y los lados opuestos respectivamente son a, b y  c, de 
modo que a = C B , Í = C A  y c = A B . Supondremos que 
el radio de las tablas es igual á la unidad; pues ya sabe
mos cómo pueden transformarse las fórmulas para el caso 
de no serlo.

T e o r e m a  V I .

En iodo íriAngxdo rcctángxdn, un cateto cualquiera es 
igual ala hipotenusa multiplicada por el seno del ángulo 
opuesto, ó por el coseno del ángulo comprendido. (Fig. 291) 

Sea el triángulo ABC, describo con un radio igual á



lu unidad el arco DH y trazo el seno DE de este arco ó 
del ángulo C. Los dos triángu
los semejantes CBA y CDE nos 
dan las proporciones

AB : DE :: CB : CD.
CA : CE :: CB : CD. 

Sustituyendo en estas propor
ciones los valores convenidos, 
se convierten en
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6 : eos C : : a : 1.

b ~ a  eos C. ,[7 0 ]

T e o r e m a  V T I .

¿n  todo triángulo rectángulo, un cateto es igual al otro 
cateto, multiplicado por la tangente del ángulo opuesto, 
ó por la cotangente del otro ángulo agudo. (La misma figura.)

Tracemos la tangente IIF, los dos triángulos rectán
gulos CBA y CFH nos dan la proporción

AB : HF : : CA : CH, ó bien c ; tang C : : i  : I.
De donde

tange. [71]

Como los ángulos B y C del triángulo rectángulo son 
complementarios, la tangente del uno es la cotangente 
<lel otro, y  por tanto, también tenemos 

c= ¿co ta n g B . [72]

Estas fórmulas pueden deducirse de las [69] y [70], 
pues dividiendo estas recíprocamente nos dan

c _a sen C
h a eos C
h a eos C
c a sen C

tang C, de donde e — b tang C, 

=  cot C, de donde ¿ =  c cot C,



33. Los dos teoremas anteriores y el de Pitágoras, sir^ 
ven para la resolución trigonométrica de los triángulos 
rectángulos. Como en estos se conoce el ángulo recto» 
bastará conocer dos de los otros elementos del triángulo 
para que el problema sea determinado, contal que en los 
datos entre un lado. (3)

Esto dá origen á cuatro combinaciones, que forman 
otros tantos casos, que son:

1. ® Dados la hipotenusa y  un ángulo agudo.
2. ® Dados un cateto y  un ángulo agudo.
3. ® Dados los dos catetos.
4. ® Dados un cateto y la hipotenusa.

P r o b l e m a  IX.
Resolver un triángulo rectángulo conocida la hipotenu

sa a, y  el ángulo agudo P.
El cateto b se hallará por la fórmula [69] b = a  sen B,. 

de donde
log 5 =  log « +  log sen B.

El cateto c se hallará por la fórmula [70] c ^ a  eos B» 
de donde

log c = lo g  o +  log eos B. (•)

El ángulo agudo 0 = 9 0 ° — B.
Con lo que quedarán determinados los tres elementos 

desconocidos del triángulo. Pongamos un ejemplo numé
rico para que se vea la disposición de los cálculos.

(*) Si el radio de lus tablas no fuese la unidad, las ecua' iones 
serian
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a sen B a eos B

de donde
logi =  log a +  log sen B—log r, 
log c = log « 4  lo? *0° ®

Igual observación podemos hacer para las otras fórmalas.



EJEMPLO NUMÉRICO.
Datos, a=22750 metros. B=48"28'50".

 ̂ *  =  Í L o g 6 = l o g «  +  l o g s e n B
J^ormulas [ c= ocos1j ) ( i,ogc =  log a +  log cosB

( C =  90“— B.

—  3 6 6  —

Cálculo del cateto h. 

log 22750 =  4,356981 
log sen (48*28' 50")=1,874326

Cálculo del cateto c . 
log 22750 =  4,356981 

log eos (48* 28' 80") =1,821431 
log o -= 8U ìn a  4,178412 

cateto c=15080"', 39.
log &=SMmrt 4,231307 

cateto 5=17086'", 62.

ángulo C =  90* — B =  90 — 48* 28' Ó0"=41* 31' 10".

FármuUis <5? comprobación. (•> a®=6®+ c*.
<;=rtsenC, de donde log sen C = log c  — loga.

P r o b l e m a  X .

Resolver un triángulo conocidos el cateto c y  el ángtilo 
<iyudo B.

Para hallar el cateto 5 tenemos [71]
5 =  ctangB, de donde log 5 =  log c+ lo g  tang B.

La hipotenusa se puede determinar por la ecuación 
c =  «cos B, de la que re.sulta log a =  log c— log eos B.

El ángulo agudo C = 9 0 * — B.

Datos.
EJEMPLO NUMÉRICO. 

c=450  metros. B=47*28'.

( C = 90 * -B . '

(*} En este caso como en todos los demás, conviene comprobar 
la exactitud de los cálculos aritméticos valiéndose de algunas de 
las propiedades demostradas y de las que no se haya hecho uso en 
la resolución del triángulo. En este ejemplo hemos indicado la pro
piedad del teorema de Pitágoras para los Indos, y la de la fórmula 
Í89j; también podríamos aplicar las ecuaciones [70] y [71].
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Cálculo del cateto b.
log 450 =  2,653213 

log tang (47®28') =  0,037440 
log b =  sunia 2,690653 

cateto 5=490'", 51.

ángulo C =  9 0 " - B  =  90“— 47“ 28' =  42’ 32'. 
Fórmulas de comprób.  ̂ a* =  5® +  c*, h — a sen 11.

Cálculo de la hipotenusa a.
log 450 =  2,653213 

log eos (47” 28') =  1,829959 
log a ■=. difervfícia 2,823254 

hipotenusa « =  665’", 66.

P r o b l e m a  X I .

Resolver un triángulo rectángulo conocidos los dos ca- 
tetos h y  c.

El ángulo B se determina por la fórmula b =  c tang B, 
<le la que resulta

log tang B =  log 5 — log c.

La hipotenusa se baila por la fórmula b =  a sen B, de 
<londe

log« =  log5 — log sen'B.

El ángulo C = í9 0 ' — B.

EJEMPLO NUMÉRICO.
Datos. 6=2324 metros c=2532 metros.

( 6 = c ta n g B ) , . ( IgtagB = l g 6—Igc
Fórmulas 6 = 0  sen  ̂B J ( Ig « =  Ig Ig sen B

( C =90 ' — B.
Cálculo del ángulo B. Cálculo de la hipotenusa a.

log 2324 =  3,366236 
log 2532 =  3,403464 

log tag B=rf;/ere«c7a f,962772 
B =  42” 32’ 50 .

C =  90"— B =  90" — 42° 32' 50 ' =  47" 27' iO . 
Fórmulas da comprab.’' «*=6* +  c*, c =  6 tang C.

log 2324 =  3,366236 
log sen (42°32'50")=  1,830074 

log « =  diferencia 3,536162 
hipoteiiusa =  3436,79.
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P r o b l e m a  X I I .

Dados la hipotenusa a y  un cateto b, resolver el triàn- 
guio.

El cateto c puede hallarse por la fòrmula

De donde +
c = V \ a  +  b) {a -b )  

y tornando logaritmos
log c =  ̂ [log (rt +  6)_|-]og (o— è)],

El ángulo B se deduce de la fói-mula b ~ a  sen B.
Y  el ángulo C =90 '^— B.

EJEMPLO NUMÉRICO.

Datos. 0=22750 metros. 5=17034.

Fór- iíg«=é[% («+& )+ lg (o  5)T
3? (log sen B =  log5 — logo.

Cálculo del cateto c. | Cálculo del ángulo B. 
lg(o+5)=lg39784=4,599704 j log.17034 =  4,23130« 
lg(a 5 )_ lg  5716_3,757092 | log 22750 =  4 ,3 5 6 9 8 1  

Suma 8,356796 log sen B=í/i/cr/?n<?¿i f,874327 
log o =  mitad 4,178398 1

cateto c =  15080. |ánguloB=48*28'51".
C =  90' —48' 28'51'’=  ál^Sl' 9'.

Fórmula de comprobación. b =  c tang B.

Elementos de un triángulo rectángulo para que sirva 
de comprobación resolviendo cada uno de los cuatro ca
sos que pueden ocurrir.

a=12520, b = 8 15 0 , c= 9 5 0 4 , B = 4 0 '3 6 '5 0 ',  C = 49 '’ 2 3 '1 0 ',
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CAPÍTULO IL
X R i X n G U L O S  O B L I C t r A K G t J L O S .

34. Las analogías ó ecuaciones que sirven para resol
ver los triáugulos en general, son las que vamos á de
mostrar en los tres teoremas siguientes:

T e o r e m a  V I I I .
En todo triángulo, los lados son proporcionales con los 

senos de los ángulos opuestos. (Fig. 292)
Sea un triángulo cualquiera A B C , bajemos desde uno 

de los vértices una perpendi
cular B D al lado opuesto; pue
den suceder dos casos, que es
ta perpendicular caiga dentro 
ó fuera del triángulo.

1 Si la perpendicular cae ,.ij, -¿ai.
dentro, tendremos en los triángulos A  B D y D B C [  Teo
rema V I]

BD=<?senA, B D = «  sen C,
de donde

a sen C = c  sen A, ó bien, a : c : : sen A : sen C .

2.0 Si la perpendicular cae fuera, tendremos en los dos 
triángulos D B C y D B A

B D =asen  C, B I )= c  sen D AB =  c sen A \_Teor. III], 
y por tanto

«sen C =csen  A, ó bien a : c ; : sen A : sen C.

Este teorema puede también demostrarse directamen
te sin auxilio de loe triángulos rectángulos.

En efecto, sea. A  BC (Fig. 393) un triángulo cualquier«, 
circunscribámosle una circunferencia, y desde su centro.
R m o.—Vnrrm.i({n». II. C 24  ]
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O con'uu radío igual á la unidad tracemos otra A 'B 'C ',

tirando los radios OA, 
OB y OC, y las cuerdas 
A 'B ',  A 'C ' y B 'C '. El 
triángulo A 'B 'C ' es se
mejante al A B  C. Luego 
ABi.VR':; BCs B'C':: AC s A'C' («í

Pei'o el ángulo A = A ' 
tiene por medida la mi
tad del arco B 'C ' {G eo
metría teor. X X X I], lue- 

ijo. go la cuerda B 'C ' es el
duplo del seno de A ' {Teor. I ]; lo mismo podemos decir 
del ángulo B respecto á la cuerda A 'C ' y del ángulo C 
respecto á A 'B ';  por consiguiente, la sórie de razones 
iguales (o) puede escribirse

c : 2 sen C : : «  : 2 sen A : : : 2 sen B, 
ó dividiendo por 2 los consecuentes

c : sen a : sen A :: i  : sen B.

T e o k r m a  I X .

En todo triángulo, el cuadrado de un lado, es igual á la 
suma de los cuadrados de los otros dos, menos el duplo 
del producto de estos por el coseno del ángulo compren
dido. (Fig. 292)

1.® Si el ángulo A  es agudo, sabemos {Geom. teoremn 
r V I I ] , que

=  — X A l).

Pero en el triángulo rectángulo A B D , A D = e c o s  A . 
luego

—2hc eos A.

2.0 Si el ángulo A  es obtuso, sabemos {Geom. teorema 
r V I I I ] ,  que

fl»=5*-l-c*4.2ftxI)A .
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Pero en el triángulo rectángulo A B D , tenemos 

AD =  ccosD A B  = —ccosA  [TVor. I I ] ;
por tanto

ír*=i*+í^— 2ie eos A.

T e o r e m a  X .

En todo triángulo la suma de dos de sus lados es á su 
diferencia, como la tangente de la semisuma de los ángu
los opuestos á dichos lados es á la tangente de la semi- 
diferencia.

Kn efecto, según el teor. VITI, tenemos
a _sen A
h sen B ’

de donde comparando la suma de antecedente y conse
cuente con su diferencia, resulta

 ̂_  sen A - f  sen B 
o — ft^sen A — sen B ‘

Pero sabemos [63] que
sen A -b sen B tang A (A 4- 
sen A —sen B ~ta ’ng ¿ (Á ^ B ) ’ 

por consiguiente,
a +  b _  tang J (A -1- B) 
a — b tang^(A —B) '

que es el enunciado del teorema.
KI teor. V III aplicado á los tres lados del triángulo nos 

dá dos ecuaciones distintas, que con la que indica la pro
piedad de la suma de los tres ángulos de un triángulo, son 
tres ecuaciones distintas, en las que entran los seis ele- 
mentos del triángulo: estas son

a _sen A
b sen B j
a _sen A V
c sen C \

A +  B +  C =  180* y

[73]



El teorema IX , aplicado á cada uno de los lados de ua 
triángulo nos dá tres ecuaciones distintas, en las que en
tran los seis elementos del triángulo, á saber:

— 2& ecosA  I
a*+ c*— 2ac eos B | 7̂4j

— 2o¿*cosC )

El teorema X  nos dá las ecuaciones
fl +  Í _ t a n g í  1
a — h tangí (A — B) 1
a-\-c_tang í  (A -j- C) ( [75]
a — c ta n g í(A — C) \
A +  B-1-C=180’  >

35. Podemos observar que en cualquiera de estos tres 
sistemas entran los seis elementos del triángulo, y por 
tanto, que con uno cualquiera de ellos bastaria para iodos 
los casos de resolución de los triángulos. Además, como 
las relaciones que estas fórmulas expresan son siempre 
ciertas, implícitamente se hallan las propiedades que in
dica un sistema contenidas en los demás; es decir, que 
pueden deducirse unas fórmulas de otras, inclusas las de 
los triángulos rectángulos que no son más que casos par
ticulares de las ecuaciones generales que acabamos de 
formular.

36. Por via de ejemplo vamos á demostrar que del sis
tema [73] de ecuaciones se pueden deducir algebráicamente 
todas las analogías 6 ecuaciones que hemos demostrado; es
to es, las fórmulas [69], [70], [71] y [72], el teorema de Pi- 
tágoras y los sistemas de ecuaciones [74] y [75].

(•) Puede notarse que en el sisteitiA de ecuaciones [73] y [76], 
la tercera ecuación que podía forinularse en ca<la sistema

-  37 2  —

sen H 
sen C

6-4-c tangí(B-j-C)
b — c tangi(B—C)

se deduce de las otras dos ecuaciones del sistema, y por consiguien
te no forman una nueva ecuación.
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aEn efecto, si en la e c u a c i ó n s u p o n e m o s  A  =  

90°, esto es, que el triáng. es rectáng., el sen A = s e n  
90 “ =  r = l ,  luego se transforma en 

1
— —j -p Ó bien................sen B Q u e  s o n  la s  fó r m u la s

[69J [70] [71J y [72]
h sen B

SiendoB-|-C=90°, tendremos c=n cosB 
Dividiendo la una por la otra &=c tag B 
Y por ser B +  C =90“. . . . c=h  cot B

Elevando al cuadrado las dos fórmulas ¿ = o  sen B y 
c = a c o s  B y sumándolas tendremos, recordando que 
sen* B +  eos* B = 1 ,

6*+c*=a* (sen*B-l-co8*B)=a*.
(iue es el teorema de Pitágoras.
Vamos ahora á deducir el sistema de ecuaciones [74]. 

Para ello, de las ecuaciones
sen A sen A A +  B 4.C =180°h sen B c sen C 

deduzco eliminando C entre las dos últimas
c sen A = (I sen (180® — (A + B)) =  a sen (A +  B).

Pero
sen (A-|-B) =  sen A eos B +  sen B 008 A,

luego
c sen A = a sen A eos B +  a sen B eos A. 

Sustituyendo en vez de a sen B, su igual sacado de la 
■ecuación primera b sen A , tendremos

esen A =  osen AcosB-hésen A eos A. 
Dividiendo esta ecuación por sen A  

c = o  cosB +  Jeos A. (o)
La primera de las ecuaciones[73] nos dá sen B.

^e donde sen* B = — ^  y como sabemos que eos B =

¿sen A

V r̂—sen’ B, tendremos

i B = j /eos ¿*sen*A g*— gen*



Sustituyendo este valor de eos B en la ecuación (a)^ 
será

c — V Ò*sen* A +  6 eos A.
De donde

c — h eos A — Va?— 6* sen* A.
Elevando al cuadi-ado

c*— 26c eos A +  6* eos* A =  a*—6* sen* A.
Trasponiendo y teniendo presente que cos*A-l-8en* 

A =  1, resulta finalmente
a*=b*4-c*— 2bc eos A, que es la fórmula [74]

Si en esta fórmula, y en sus dos homólogas, se supone 
que el ángulo es recto, resulta el teorema de Pitágoras 
«*=¿*-+-c*.

Respecto á la transformación del sistema de ecuacio
nes [73], en el [75] ya hemos visto cómo se efectúa. [  Teo
rema X .]

Luego queda demostrada la generalidad del sistema de 
ecuaciones [73], pues que de él se deducen todas las otras 
formulas o analogías de los triángulos rectángulos y obli
cuángulos.

37. A l resolver los triángulos oblicuángulos, pueden 
ocurrir los cuatro casos siguientes:

1. *’ Dados un lado y  dos ángulos.
2. ® Dados dos lados y  el ángulo comprendido.
3. ® Dados los tres lados^
4. ® Dados dos lados y  el áng. opuesto á uno de ellos.

P r o b l e m a  X I I I .
Suponiendo conocidos el lado a y  los ángulos B y C» 

resolver el triángulo.
El tercer ángulo desde luego puede hallarse, pues 

A=180® — (B-l-C).

(*) Hemos creído más oportuno este árden, por ser el de lo más 
fácil á lo más complicado. Igual razón nos ha guindo al clasificar 
los casos en la resolución de los triángulos rectángulos.
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Los dos lados b y c se hallan por las fórmulas [73]

a  sen A a  sen A
h sen B ’ c sen C ’

de las que resultan tomando logaritmos
log5= log  a + lo g  sen B —log sen A, 
logc= log  0-1-log sen C — log sen A.

EJEM PLO NU M ÉEICO.

Datos. 0=1200 metros. B = 45 “38'29 ,5. C=4(T25'35 
A=180“-'(B+C)=180“-(45‘’38'29''5+40“2ó'35')=93‘’55'55 5

\ I o sen B \ ;
^log 5= logo-l-log  sen B— log sen APMmu-lat. sen 

a sen C
’ sen A  

Cálculo del lado b.
log 0=3,079181 

log sen (46*38'29"5) =1,854292

[log c= log  a-1-log sen C— log sen A

Suma 2,933474 

-Igsen (93*55'55'6)=-r,998977
log b-=.diferencia 2,934497 

lado 5=860 metros.

Fórmula de comprob.” Siendo A > B >  C, tiene que ser a >  ¿>  
b _sen B
c — seiTc ’ log i  =  logc-l-log8en B — logsenC.

Cálculo del lado c.
log 0=3,079181 

log sen (40*25*34 ')=T,81189i) 
Suma 2,891071

Ig sen (93*55'56''5)=T,998977 
Dife.rmcia-=.\o^ r =2,892094 
lado 0 =  780 metros.

P r o b l e m a  X I V .
Conocidos los lados a y b y e/ ángulo comprendido C\ 

resolver el triángulo.
Desde luego se conoce la suma de los otros dos ángu

los, porque de la ecuación A -f"D -| -C =  180°, se deduce
A -H B = 1 8 0 ° — C.

Si conociéramos la diferencia do dichos ángulos, se sa»



be que conocida la suma y la diferencia de dos cantidades, 
la mayor es iyual á la mitad de la suma, mas la mitad de 
la diferencia, y  la menor es iyual á la mitad de la suma 
menos la mitad de la diferencia.

Las fórmulas [75] nos van á proporcionar el medio de 
conocer dicha diferencia. En efecto, de

a +  a _ tang^(A +  B) 
a — b tangJ(A — B)

se deduce
log tang i  ( A -  H )=  log (« -i)+ log ta n g  J (A + B )-lo g  (o+6).

En la que podemos determinar ^ (A — B), y por tanto, 
duplicando, el arco (A — B). Luego los dos ángulos A  y 
B quedan determinados, pues sabemos que será el mayor 
el que se oponga al mayor lado, y los dos lados a y  b son 
conocidos.

Podemos observar que la ta n g e n te i-(A + B )= co t^  C, 
porque de

■̂  +  B =  180*— C, se deduce i (A  +  B) =  90® — JC, 
y por tanto

tangi{A  +  B) =  cot¿C.

Así es, que no se necesita buscar en las tablas el loga
ritmo tangente de (A -f-B ), sino el de su igual cotJ^C, 
0 8  decir, el del arco mitad del ángulo conocido.

Conocidos los ángulos, para determinar el lado c te
nemos
a :c  :: sen A : senC, dedondelogc=loga-|-log8en C—log sen A. 

EJKMPLO N U M É RIC O .

Datos. fl= l200, J=860, C = 40 '26 '

[ 7 5 T r ' [ 7 3 ]  í
tomadot Icjariíin«». \ <̂“l-log Sen C^logSCn A.
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V o l a r «  f liu r i /fc r r « ..
( (a — i) =  340.

- . I iC  =  20'’ 13'.
I (« +  6) =  2060.
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Cálculo de los ángulos A y B.
log (a — S)=2,531479 
log cotJC =0,433847 

—log {a-l-& )=—3,313867
-Stt.“o^.=lgtg^(A -B )=l,651459 

i  (A — B) =24“ 8' 28" 
Siendo ^ ( A — B) =69* 47' 
Por ser fl >  5 tendremos 

A=93* 55' 28"
B =  45* 38' 32

Cálculo del lado c.
loga= 3 ,079181 

♦ log sen C = r ,811752 
—log sen A = —1,998979 

Su." alg. =  \og c =2,892154 
lado c= 780 ,l.

Fórmulas de comprohacmi. 
A + B  +  C=180*. 

a : 5 ;: sen A : sen B.

P r o b j . e m a  X V .
Dados los tres lados a, b, c, resolver el triángulo.
Para determinar el ángulo A  emplearemos la fórmu

la [74]
a*=5*-|-c*— 2 i c  eos A .

De la que se deduce
j*_|_ c*— o*

eos A = — ------- .
26c

Esta ecuación resuelve el caso, pues su segundo miem
bro se compone de cantidades conocidas; pero no siendo 
calculable por logaritmos, la vamos á transformar en otra 
que lo sea. Para ello sumemos á sus dos miembros la uni
dad y tendremos

1 +  eos A =  1 +  c » -  g» 26c-t- 6^-f c W _
^  26 c 26c

(6-)-c)*— a* (6-t-c-|- a) (6-p e— a)
2 6 c  26c

Pero sabemos [_Frob. V ] ,  que
1 -peos A = 2  cos*¿-A,

luego

® 26c
Si llamamos al perímetro del triángulo 2/í , tendremos
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i  +  c + «  =  2;j
J +  c— a=2^^— 2a =  2(_^—a).

Sustituyendo estos valores

2 eos* i  A ,
26c be

De donde dividiendo por 2 ambos miembros y extra
yendo raiz cuadrada

eos J A 4 '
p (p  — o)

6c

Aplicando el mismo procedimiento para los ángulos B 
y C, nos dará fórmulas análogas, de modo que tendremos 
el sistema de ecuaciones:

c„ , j a = 1 / £ Í £ ^  i 
I be i

I p6]' « e l

co,  i
f  ab

cuyas tros fórmulas son calculables por logaritmos y de
terminan los ángulos i  A , ¿ B, ^C.

La simetría de estas fórmulas las hace fácilmente re
cordables, pues vemos que el coseno de la mtlad de un á«* 
¡/ulo de un triángtilo, es igual á la raiz cuadrada del pro
ducto del semi-perìmetro por este disminuido del lado opues
to al ángulo, y  dividido por el producto de los dos lados 
que forman dicho ángulo.

38. Sabemos por la Geometría, que para que un trián
gulo exista, se necesita que un lado cualquiera sea menor 
que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

(•) No se pone el doble signo oí radi< al, porque eos siem
pre tiene que ser positivo puesto q ue iA <9 ( P.



Esta condición la podemos demostx'ar por medio de las
fórmulas halladas. En efecto, para que sean reales es
preciso que se verifique

p  — o>0, p — i> 0 , p — c>0,
, V• . , a-4-6+co bien teniendo presente q u e / ) = — —̂

h-\-c— e> 0 , a +  c — 6>0, a-\-b — e>0.
De donde

b-\-c>a, a +  c> ó , a +  ó>c,
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ó bien
b>a  — c, c> b — a, a>b  — c.

Si en la ecuación propuesta y sus análogas en vez de 
sumar la unidad á ambos miembros la hubiésemos res
tado, llegaríamos á las expresiones

sen

sen i  B

sen i  C

i  A  =  1/ ( g - g )  
F be

— g) 
r ac

{ p — a ) { p  —  b)
r ah

[77]

Fórmulas también simétricas y íaciles de retener en la 
memoria.

Si se divide este sistema de fórmulas por sus corres
pondientes anteriores, nos darán

ta ..g iA  =  l / ! £ ^ ) - ( £ = £ )  i
\  i

taagiB =)A í£= ,í> Í£= íi ' P qr p { p - b ^   ̂

r p { p - c )
Cualquiera de los tres sistemas de ecuaciones [76], [77] 

y [78] puede servir para resolver este caso, pues que nos



dan los valores de los ángulos (ó de sus líneas trigono
métricas) en función de sus lados que son conocidos. En 
el sistema [76] hay que hallar siete logaritmos, en el [77] 
seis, y solamente cuatro logaritmos en el [78]; de modo, 
que cuando van á hallarse los tres ángulos de un trián

gulo conocidos los tres lados, es preferible el sistema de 
ecuaciones [78].

En todo rigor, bastaría hallar el valor de dos ángulos, 
pues el tercero será suplemento de la suma de los otros 
dos; pero se halla directamente como un medio de com
probación.

Veamos la disposición de los cálculos en un
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EJEMPLO NUMÉRICO.

a =  57.770. 6=71.577. c =87.811.
irmuin» '  lo g l»n g ^  [ lo g  > - 6 )  _ l o g p _ l o g  (p — o ) ]

[78] j lo g U n g jB — ¿ [ l o g  ( p _ a ) - H o g  ( p - < )  - l o g p - I o g  ( p - 6 ) ]  
r logaritmo,. lo g U n g^ C — ¿ [ lo g  ( p - o )  + lt .g  ( p _ j )  _ io g p _ | o g  ( p - e ) ]

Valores auxil* p  =  1 0 8 S7 9 ,  ( p - a ) - & 0 ,809 ,  ( p - 6 ) = Í 7 0 O T. ( p - e ) - 7 0 . 7 « 8 .

Datos.
Formula $

iotnad(t$

C á lcu lo  del á n g . A .

log  (p  —  » ]  _  4,508K5 
log (p -  t) =  4,3n385 

— I»g p  = —5,035750
— log (p — b) = —4,705941

S t /m o  a íp # 4 r ,= T ,1 4 5 9 S 0  

) g  tg  J  A  =  > ^ ,5 7 1 9 6 5

i  A - 2 0 ®  2 8 '.  

á n g .  A  — 4 0 °  5 6 '.

Cálculo del áng. jy.jCálculo del áng. C.
l o g  ( p  —  B ) =  4,7059411 l o g { p — o ) =  4 ,705944 

l o g í p - « ? ! » »  4,317396^ I o g ( p - 4 ) =  4 ,66 8»S 5

- l o g  p  = - 5 , 9 t ó 7 6 0  - l o g  p  « - 5 , 0 3 5 7 5 0  

— lo g  { p  —  b) = - 4 , 5 8 3 9 4 5  _ l o g  (p  —  e )  = — 4 ,31 73 95

S u m a a l g c 5 r ,= r | 9 9 i 0 ! l  

Igtg^ C =  miVad =T,96I»10

JB=£|2* 23' 55‘ , 56 
áDg. C*=84*47' 5 1 , 52

S u m a  a l g f 4 r . =  l ,4 1 9 3 0 i  

Ig  I g  ^  B  =  rni'fad = 7 ,7 0 9 6 3 0

B =27* 8' íi', 24. 
áng. B=-54° 16' 8 ', 68.

Fónnulas (le comp. A + B + C = 1 8 0 ° , A < B < C ,p o r s e r  a<b<c.

(•) Los alumnos deberán resolver este mismo ejemplo emple.'m* 
do las fárinulas [76] y [77].
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P r o b l e m a  X V I .

Conocidos s. y  h y  el ángulo A  opuesto al primero, re
solver el triángulo.

El ángulo B se puede determinar por la fórmula

de donde
a : i  : : sen A : sen B, 

log sen B =  log h+ log sen A — log a.

El ángulo C = 1 8 0 * — (A  -1-B)*
El lado c se halla por la proporción

de donde
c : a : : sen C : sen A, 

log<j=loga-l-log sen C — log sen A.

Si no quiere hacerse uso del ángulo C, valiéndose úni
camente de los datos del problema, puede calcularse el 
lado c directamente, mediante la fórmula —
2bc eos A  que es una ecuación completa de segundo 
grado con respecto á c, resolviéndola nos dá,

c =  b eos A  ±  V'b* (eos* A — 1) +^*

y como de sen^A +  cos* A =  1, resulta— sen*A =cos* 
A— 1, sustituyendo en la cantidad subradíeal, tendremos 

c =  i  eos A  \/o*—i* sen* A  («)

Esta fórmula no está dispuesta para el cálculo loga
rítmico, por lo que vamos á trasformarla en otra que lo 
esté. Si sacamos a* factor común de la cantidad subradi
cal, tendremos

.  T4  . .  ft*sen*A\.a*— o* 8«n* A  =  a* í 1------ ^ — ) »

pero el segundo término de este binomio no puede ser 
mayor que uno, es decir, que el radio; pues si lo fuera, 
la cantidad radical seria imaginario, el lado c no existí-



riñj y por consiguiente, no habría triángulo. De aquí re
sulta, que se puede siempre hacer (18)
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h sen A-= s e n «  (í)

De donde la ecuación (« ) se convierte en 

eos A-4-CO.S «.

Sustituyendo en esta por b su valor sacado de la ecua
ción auxiliar ( i )  que es

tendremos
a sen « co.s A

r u sen «
i = - — — , 

sen A

sen A
.g(8en« eos A ±  eos «  sen A)

sen A
Pero teniendo presente las fórmulas [41] y [4§], se tras

formará en
a_8_̂  {«4-A ) 

sen A

fórmula calculable por logaritmos, y en la que el valor 
del ángulo a puede hallarse fácilmente mediante la ecua
ción auxiliar

h sen A

de la que resulta
log sen « = lo g  i  +  log sen A — log a.

39. Discusión. El ángulo B hemos visto que se deter
mina por su seno, y como los senos de dos ángulos su
plementarios son iguales, resulta que dicho ángulo es 
susceptible, en general de dos valores. Estudiemos los di
versos casos que pueden ocurrir.

I. el ángulo A >  B, y por consiguiente, B no
podría ser ni recto ni obtuso, luego en este caso no hay 
más que una solución.

t



II. Si a = b , tampoco podría ser B obtuso y  por tanto, 
no hay más que un triángulo isòscele.

III. Si a <  ò , ángulo A  <  B , y por tanto B puede te
ner dos valores suplementarios y ambos mayores que el 
del ángulo A , existiendo en tal caso dos triángulos distin
tos, que satisfacen á la cuestión.

En efecto, la ecuación a sen B = ¿  sen A  que nos ha ser
vido para determinar el ángulo B, prueba que si ff <  6 tie
ne que ser sen B >  sen A , y como de dos ángulos agudos 
es mayor el que tiene mayor seno, se deduce que B > A , 
y por tanto, que el problema tÍene^dos soluciones.

Podemos observar que para que el problema sea posi
ble, es preciso que en la ecuación a sen B = ¿  sen A, sea 
menor que la unidad sen B (pues ningún seno puede ser 
mayor que el radio), de donde se deduce que sen A : 
pero siendo el triángulo A C B  (Fig. 294), vemos que b sen 
A  es el valor de la perpendicular 
C D , y es evidente que el triángulo 
uo podría existir si a no fuera ma
yor que CD.

Si fuera a^=^b sen A = D ,  enton
ces el triángulo del problema seria 
el AGD, pues sustituyendo el valor 
de a en la ecuación que ha servido 
para determinar el ángulo B , ten
dríamos hg.

b sen A sen B =  & sen A, de donde sen 11 =  1.

Es decir, que el ángulo B es recto.
N o t a .— Estos resultados están perfectamente de acuer

do con los que hemos visto en la discusión geométrica de 
este mismo problema.
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A B ' D B



E J E M P L O  N U M É R IC O .

Datos. «=7158. ¿=5777. A = 54 '16 '. (*>

Í log sen B = lo g  ¿+ lo g  sen A —log «
C =  180°— (A 4- B)

log c =  log «4 -log  sen C — log sen A.
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Cálciüo del ángulo S.
Io g S =  3,761702 

log sen A =  1,909419
— log a =  — 3,854792

Su.̂  alff.=lgsen B =  l,816329 
B =40°55' 47".

Cálculo del lado c.
log «  =  3,864792 

log sen C =  1,998211 
—log sen A = — 1,909419

Suma «^ . =  log. 0=3,943584 
c =  8781, 81. 

C=180“-CA-|-B)=84° 48' 13".

Elementos de un triángulo oblicuángulo para que sirva 
ele ejemplo en los cuatro casos:

• 0=28442, 6=17803, c=30338.
A =  66° 38' 12", B=35° 4' 22", C =  78“ 17' 26'.

(•) En este caso no hay más que una solución, jwrque o > 6  y 
por tanto A > B , no pudii-ndo ser B obtuso.



T RI GONOME T RI A  E SF E RI CA.

C A P IT U L O  I.
F Ó R M U L A S  G E N E R A L E S .

40. Sabemos ( 2 )  que la trigonometría esférica tiene 
por objeto la resolución numérica por medio del cálculo, 
de los triángulos esféricos. Para conseguir este fin vamos 
á fijar las relaciones que ligan á los lados y ángulos de 
los triángulos esféricos, ó más exactamente, las relacioues 
que existen entre las líneas trigonométricas de«dichos ele
mentos de los triángulos esféricos.

T e o r e m a  X I .

En lodo triángulo esférico el coseno de un lado, es igual 
al producto de los cosenos de los otros dos, mas el pro
ducto de los senos de estos lados, por el coseno del ángu
lo comprendido.

Admitamos la misma convención que en la trigonome
tría rectilínea para designar los lados y los ángulos, esta 
es, que siendo A B C  el triángulo esférico, A , 5 ,  C desig
nan sus ángulos, y  a,b, c  los lados respectivamente opues
tos á dichos ángulos. Tratamos de demostrar que

eos a =  eos b eos c -j- sen h sen c eos A. (•)

(•) Este teorema suele llamarse fundamental, porque de £I 
pueden deducirse todos los demás ieGTe'caai 6 analogías de la trigo
nometría esférica.
C u sió .— Wstr m a d 'fM , I L  [  2 6  ]



Sea el triángulo A B C  (Fig. 295); supongamos que los 
dos lados b y  c son menores que un cuadrante, pudiendo 
ser el lado a menor ó mayor que un cuadrante. Constru
yamos el triedro correspondiente O A B C, y  desde elcen- 

tro O de la esfera tomemos en el 
radio OA una parte O D  =  l, tra- 
ziindo por el punto D el ángulo 
plano EDF correspondiente al die
dro O A , y  por consiguiente, me
dida del ángulo esférico A . Si uni
mos el punto E con F, tendremos 
en los dos trlánaruloa OEF v DEF 
\_Teor. IX .]
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EF*=OE2-f 0 F » -2 O E x O F co s a . (a) 
fJ^*=  í fF s +  21)E X D F eos A. ( 6 )

l’ ero observemos que en los triángulos rectángulos 
O D R v O D F

(O
/ DE =  tangc, DF=:tang6 \ 
\ O E =: ^   ̂ íOF = V II]

[Tetir. de Pitá</oras.'\

eos c ■ co» h
{ O É * -D É ^ Ó Í)^ = l 
( OF*— DF-=Ó'D*=1

Restando las ecuaciones (o) y (á) y teniendo presente 
estas iiltimas igualdades, tendremos

0 =  2 — 2 0 F x O E c o s « - f  2I>F x D E  eos A.

Dividiendo por2 y sustituyendo los valores de las ecua
ciones (c), resulta

0 =  1--------- , c o s a -l -ta n e i tange eos A.eos « eos e

Multiplicando por eos h eos c, trasponiendo y tenien
do presente que

tangft co.s 6=sen i  y tang fi eos c =  sen c,



resulta en fin
cosa=co8 A cosc +  sen J «en c COR A, (»)

Hemos supuesto que los lados h y  c son menores 
<}ue un cuadrante, pero el teorema es cierto cualquiera 
que sean los valores de estos lados.

1."' caso. Sean ¿ > 9 0 °  ye  < 9 0 ° , (Fig.296). Prolongan- 
■do los lados ¿ y a  hasta su encuentro en C ', el triángulo 
esférico ABC' tiene los dos lado« A C ' v A B , menores 
<iue un cuadrante, y por tanto en él se verificará que

co8a' =  eo.s¿' co8C +  sen¿' sen c eos B A C '.

Pero tenemos que 
¿ '= 180“—¿
< = 180“—a

B AC '=180“— A.
Por consiguiente,

COR ¿ '= — eos b '
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co8< = _cos aUXeor. III]
<;o, I ) A C = _ c„ , a )

Luego sustituyendo en la fórmula correspondiente al 
triángulo C 'B  A, nos dará

ó  bien:
—co8rt = — COR A cose— sen A sen reos A, 

eos í7 =  eos A eos c +  sen A s en c eos A.

2.0 caso. Supongamos en el triángulo A B C  (Fig. 296) 
¿ > 9 0 “ , c > 90°. En este caso el triángulo A B C ' tiene 
«uando menos al lado ¿ < 9 0 °  y por tanto el teorema se 
renficará por estar comprendido en el I . ''  caso: luego 
«ntonces también se verificará para el triángulo ABC*.

3 .* 'caso. Sea ¿ = 9 0 °  (Fig.297). 'fomemos sobre el arco 
A  B una parte A A '= 9 0 °  y describamos el arco de círcu
lo máximo A 'C ; el polo de este arco será A  [_Ge0m. 
ienr, CCXI, eacolio"  ̂ y  por tanto la medida de este ángulo 
1̂ expresado arco A 'b .



Ahora podrá suceder: I.o que el arco A 'C  sea un cua
drante. 2 .0  que el arco A 'C  no sea un cuadrante.

1 .0  Si el arco A ' C es un cuadrante, el punto C espo- 
lo del arco AA 'B , luego también BC es un cuadrante;

pero entonces la ecua
ción (a) se verifica, pues 
siendo eos c = 0 , coa  
5=0 y eos A = e o s  A 'C = 0 , 
tenemos, que dichaecua- 
cion se convierte en

0= 0,
____________  es decir, una identidad.

í  i y .  21 )7 .

2 .0  Si clareo A 'C  no es un cuadrante, como B A ' tam
poco lo es, apliquemos la fórmula (a) al triángulo A 'B C  
[!."■ caso d segu7ido~\, y  tendremos:

eos B C= eos B v\.' eos A'C -|- sen B A' sen A ’C eos B A'C.
Pero tenemos

eos B C =  co.s rt
eos B A '=cos (h;  (OQO—c))=sen  c.
eos A'C =  cos A.
eos B A 'C=cos90®=0.

Luego sustituyendo estos valores en la anterior fór
mula, se convertirá cu

eos a =  sen c eos A.

que es á lo que se reduce la fórmula (a )  suponiendo 
¿ = 9 0 ° .

4.® caso. Si ¿ = 9 0 “ y c —  90“ , el lado a es la medida 
del ángulo A, y como la fórmula (a) se transforma en 
este supuesto en

eos a =  eos A,

esta es una identidad, y la ecuación queda satisfecha.
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Por consiguiente, queda demostrada la generalidad de 
la fórmula («) para todos los valores j)osibles.

Aplicando el teorema que acabamos de demostrar á los 
tres lados del triángulo,tendremos lastres ecuaciones
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eos a =  eos h eos c +  sen 5 sen e eos A 
eos h =  eos a eos c 4 - sen a sen c eos B 
eos c= : eos c eos h -j- sen a sen b eos C

[79]

42. Estas tres ecuaciones son distintas y contienen los 
seis elementos de un triángulo esférico; por consiguien
te, con ellas pueden resolverse todos los problemas de la 
trigonometría esférica; pues conocidos tres de los seis 
elementos del triángulo, tendremos un sistema de tres 
■ecuaciones con tres incógnitas. Sin embargo, vamos á de
ducir de estas ecuaciones otras que son de más fácil apli
cación en algunos casos de resolución de dichos triángu
los. Estas transformaciones del sistema [79] dan origen 
á otros teoremas que pasamos á demostrar.

T e o r e m a  X I I .

En lodo triángulo esférico, los senos de los lados son 
proporcionales á los senos de los ángulos opuestos.

Si elimináramos el lado c en las dos primeras ecuacio
nes del sistema [79], quedarla una relación entre los otros 
dos lados a j b y  sus ángulos opuestos A y  B, la que con
venientemente transformada habría de darnos necesaria- 
tóente el enunciado del teorema.

Para efectuar esta eliminación, sumemos y restemos 
dichas ecuaciones y  tendremos
■C08 c-j-cos ̂ cos c (coso+cos 5)4-sen c (sen h eos A+sen a eos B) 
■cosa—c o s¿ » k;o8 c (c o s ¿ —eo8o)-{-sen e(sen JeosA—sen o eos B).

Que se pueden escribir de este otro modo, sacando 
•eos a-j-cos h factor común en la primera, eos a— eos
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eu la segunda y trasponiendo
(eos a +  eos i) (1 — eos c) =  sen c (sen h eos A +  sen a eos B) 
(eos o — eos h) (1 - f  eos c) =  sen c (sen è eos A — sen a sen B)*

Ahora, si multiplicamos miembro á miembro estas do» 
ecuaciones teniendo presente que

(1 +  cosc) (l — eos c) =  l — co8*c:=8en*c, 

resultará dividiendo por sen* c

(eos rt+cos h) (eos a — eos ¿) =  (sen h eos A-j-sen a eos B) 
(seu b eos A — sen a eos B)

efectuando la multiplicación indicada
eos* a —eos* i  =  sen* b eos* A — sen* a eos* B.

Y  poniendo los valores de los cosenos en función de 
los senos
l-8en*ü—l+sen*&=8en*i-8en*é8en*A-8en*a4-8en*asen*B.

Keduciendo términos semejantes, trasponiendo y ex
trayendo raiz cuadrada

sen b sen A =  sen a sen B.

De donde se deduce la proporción

sen a : sen b : : sen A : sen B.

Aplicando el teorema á los tres lados del triángulo, 
nos dará las tres ecuaciones

sen a : sen b : : sen A : sen B \ 
sen a : sen e : : sen A : sen C > [80j 
sen b : sen c : : sen B : sen C J

T e o r e m a  X I I I .
ICn todo triángulo esférico ¿a cotangente de un lado por 

el seno de otro es igual al coseno de este por el coseno 
del ángulo comprendido, mas el seno de este ángulo por 
la cotangente del ángulo opuesto al primer lado.



Como 80 trata acjuí de hallar una relación entre los 
lados a y  b y  los ángulos A y C, será preciso eliminar el 
lado c entre las ecuaciones l-*y 3.* del sistema [7§3- 

Para ello sustituyo en la primera el valor eos c que 
indica el segundo miembro de la tercera, y tendré

eos a= cos & (cosa cosí +   ̂ C)+sen h sen c eos A.

Ahora para eliminar sen c de esta ecuación, sustituyo
su valor sacado de la segunda ecuación (ó proporción)
del sistema [80]. y  tendremos

, . ,sen«senC .cosa=;co8Í (eos tt C08 6+sen a sen o eos 0)+sen o -

Kt'ectuada la multiplicación indicada y recox’dando que 
eos A
-----= eot A , tendremossen A ’
eos a= COR a eos* ®  ̂  ̂ C-psen u sen C sen h cot A.

Pasando ,al primer miembro eos a cos  ̂b y  sacando fac
tor común eos o, tendremos
cosa (1—COR* í)=sen a sen b cosí eos C-psena sen C sen í  cot A.

«Sustituyendo sen® b en lugar de 1 — eos* í, y dividien
do por sen a sen b, resulta finalmente

cot a sen í  =  eos í  eos C -p sen C cot A,

que es el enunciado del teorema.
Si formamos todas las combinaciones posibles entre 

dos lados, el ángulo comprendido y el ángulo opuesto, 
tendremos las seis ecuaciones:

cot «  sen í  =  eos í  eos C -p sen C cot A 
oot «  sen c ~  eos c eos B +  sen B cot A

■ o t í  sen a =  cosa eos C-p sen C cot B  ̂ j-gjj
▼ot i  sen c =  eos c eos A -p sen A ^ 
cote sen a— eos u eos B -p sen
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I Vy i *  '

1A cot B i
I Ji cot C ' 

t _ . i '  Icot c sea í  =  eos í  eos A -p sen A cot C
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T e o r e m a  X I V .

En todo triángulo esférico el coseno de un ángulo es 
igual á menos el producto de los cosenos de los otros dos, 
mas el producto de los senos de los mismos, por el cose
no del lado opuesto al primero.

En efecto, sea un triángulo cualquiera ABC, (sus án
gulos A , B y C, y sus lados o, c) consideremos el trián
gulo A 'B 'C ' suplementario del propuesto. En este trián
gulo se verificará el teorema X I y por tatito tendremos:

eos a '=  eos h' eos c'-\- sen h' sen c' eos A'.

Pero sabemos que en los triángulos suplementarios los 
lados del uno son suplementos de los ángulos del otro y 
recíprocamente. Luego sustituyendo en esta fórmula por 
los lados del triángulo A 'B 'C ', los ángulos del triángulo 
ABC, y por los ángulos los lados, se transformará en

— eos A =  — eos B x — eos C s e n  B sen CX — coso,

'O'h'ien cambiando los signos
eos A  =  — eos B eos C -j- sen B sen C eos a,

¡fórmula que aplicada á los tres ángulos, nos dá las tres 
ecuaciones:

eos A =  — eos B eos C - f  sen B sen C eos o \
eos B =  — eos A eos C 4- sen A sen C eos b > [82]
eos C =  — eos A eos B -1- sen A sen B eos c )

Los cuatro grupos de fórmulas [79] [80] [81] [82] nos
presentan las quince combinaciones que pueden hacerse 
con los seis elementos de un triángulo esférico (a, 5, c, 
A . B, C) tomados cuatro á cuatro, de manera q u » a r a  re
solver un triángulo esférico, basta elegir aqu ella i^ e  más 
■ convengan al caso por su mayor facilidad, y hacerlas cal
culables por logaritmos si no lo son; lo que siempre es



posible atendiendo á que en todos los casos será un bino
mio que contendrá en uno de los términos el seno y en el 
otro el coseno de un mismo arco \_Prob. V III.]

43. Los cuatro sistemas de fórmulas hallados para los 
triángulos esféricos en general, se simplifican mucho para 
el caso en que el triángulo es rectángulo; asj, suponiendo 
el ángulo A  recto, tendremos:
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eos a s c o s i  eos c

sen h =  sen a sen B 
sen c =  sen a sen C

tang b — tang a eos C \ 
tang b — sen c tang B / 
tang c =  tang fl eos B  ̂
tang (? z= sen tang C '
eos fl =  cotB cot C \ 
eos B = : eos ft sen C / 
eos C =  cos c sen B )

[83]

[84]

[85] 

[86]

Estas diez fórmulas comprenden todas las combinacio
nes que pueden hacerse con las cinco cantidades o, h, c, 
B, C, tomadas de tres en tres y por tanto sirven para to- 
■dos los casos de resolución de los triángulos esféricos rec
tángulos. Todas ellas son calculables por logaritmos.

T e o r e m a  X V .
Los lados de un triángulo esférico rectángulo, son todos 

menores que un cuadrante, ó bien uno solo es menor 
que un cuadrante y los otros dos mayores.

En efecto, si en la ecuación [83] 
eos o =  eos & eos c,

supusiéramos que los tres arcos, o lados del triángulo, 
eran mayores que 90°, sus cosenos serian negativos, y ten
dríamos que el primer miembro de ella seria negativo, y
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el segundo positivo, lo que es absurdo; luego los tres la
dos tienen que ser menores que 90'’ , ó uno menor y  los 
otros dos mayores que 90°, para que los signos de am
bos miembros sean iguales.

T e o k e m a  X V I .

Kn lodo triányulo esférico rectángulo, cada cateto y su 
ángulo opuesto son de la misma especie, esto es, los dos 
agudos ó los dos obtusos.

De la igualdad eos B = c o s  b sen C, [86] se deduce que 
siendo sen C siempre positivo, eos B y eos b, deben tener 
el mismo signo; y por consiguiente, los dos serán mayo
res ó menores que 9ü°.

CAPITULO II.
RKSÜLUCION DK LOS TRIÁNCfüLO.S ESFÉRICOS RECTÁNGULOS.

Un triáugulo esférico puede ser trirectáugulo, pero 
entonces todos sus elementos son conocidos, pues sus la
dos son cuadrantes iGeom. ieor. C CXXV I]; también pue
de ser birectáugulo, pero entonces los lados opuestos á  

los ángulos rectos son cuadrautes, y el tercer lado es la 
medida del tercer ángulo; así es que no debemos ocupar
nos más que de los triángulos uuirectáugulos.

Los ángulos oblicuos del triángulo rectángulo pueden 
ser obtusos, de lo que se deduce que los catetos pueden 
ser mayores que la hipotenusa; al contrario de lo que eñ 
los triángulos rectángulos rectilíneos se verifica siempre.

Como en el triáugulo rectángulo se conoce uno de los 
ángulos que llamaremos A  (Fig. 298), basta conocer otros 
dos elementos para resolverlo. Así es que se pueden com-
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binar de dos en dos dichos elementos, dando lu ja rá  seis 
casos de resolución dis
tintos que dan origen á 
otros tantos problemas 
que son:

1. ® Dados la hipotenu
sa y  un cateto.

2. ° Dados la hipotenu
sa y  un ángulo oblicuo.

3.0 Dados los dos catetos.
4.0 Dados los dos ángulos oblicuos.
o.o Dados un cateto y el ángulo adyacente.
6.0 Dados un cateto y  el ángulo opuesto.

P r o b l e m a  X V I I .

Dados la hipotenusa n y  un cateto b de un triángulo es-
/érico rectángulo, hallar el otro cateto cy  los ángulos B y C.

De la fórmula [83] se deduce inmediatamente el valor
del cateto c, pues tenemos ̂ , eos o

C 08 a =  COR ¿ eos c, de donde c o r  c  —  ’

y  tomando logaritmos:
log eos c ~  log eos a — log eos b.

El ángulo B se halla por la formula [84] 

sen 6 =  sen a sen B, de donde sen B

y  tomando logaritmos:
log sen B =  log aen b -  log sen «.

El ángulo C se determina por la fórmula [85]
, „  tang b

tang6 =  tango CORC, de donde — ►

y  por consiguiente
log COR c  =  log tang b -  log tang «.

sen b



Aunque el ángulo B se determina por su seno, aquí no 
puede haber ambigüedad, pues ha de ser de la misma es
pecie que su lado opuesto h que es conocido [Teor. X V I].

EJEMPLO NUMÉRICO.
Datos. a = 8 6 '’ U '. 5 =  72*40'.

[  log eos c = lo g  eos a — log eos 5 
Fórmulas | log sen B =  log sen 5 — log sen a 

( log eos C = log  tang5— log tanga.
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C á lcu lo  d el cateto  c.
log co* a I 
log  eos b ■.

.2,8<75íí 
í r,4MllS

Dif. =  log eos e =  1,343407

0 = 7 7 “ 15'41".

C álcu lo  dei á n g . l i .

Dif.

log seo ll : 
log sea a I 

: log seo B o

<1,078816

■I,»)««!
T,980755

C =  73“ 4' 8".

C álcu lo  del á n g . C.
log Isg » =  0,505701 

log tig  0 a  1,181539

Dif. =  log eos C =7,3-24162

C =  77“ 49'21". (•)

P r o b l e m a  X V I I I .
Conocida la hipotenusa a y « »  ángulo oblicuo B de un 

triángulo esférico, determinar el otro ángulo C y los dos 
catetos b y c.

Empleando las fórmulas [84] [85] [86], tendremos: 
sen h =  sen c sen B 

tang c =  tang a eos B
eos o =  eot B cot C, de donde cot C= ,

cotB
por consiguiente

log sen 5 =  log sen o +  log sen B 
log tag c =  log tag a +  log eos B 
log cot C =  log eos a — log cot B.

(• ) En este y  los demás ejem plos se han despreciado las fra c 
ciones de segundos que resultan de los cálculos; pues no siendo 
nuestro ob jeto  más que el presentar la disposición de las op era cio 
nes nnm áricas y  el que los alum nos se e jerciten  en el uso y  m an e
j o  de las tab las trigonom étricas, nada im porta el error  com etido.

L a  exactitud  de los valores obten idos puede com probarse em 
pleando alguna de  las fórm ulas halladas para los triángulos que n o  
haya servido para el cá lculo y  en la que entren estos valores, y  
vien do si se convierten  en una identidad. En la trigonom etría  re c 
tilínea  hem os indicado las fórm ulas com probatorias, que en obse
qu io  á la brevedad  no señalamos en los ejem plos de la trigon om e
tría  esférica.
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Las que nos dan los valores de las tres incógnitas en 

función de los datos.

Batos.

EJEMPLO NUMÉRICO.
a = 8 6 “ U '. B =  7 3 U ’ 8 '.

Mog sen 6 =  log sen o -4-log sen B 
Fórmulas | log tang c =  log tang a +  log cos B 

(log  cot C =  log cos a — log cot B.

C álcu lo  del cateto h,

l o g  t e n  a  = T ,9 W 0 6 1  

lo g  lO D  B =  1 ,98 07 55

S u m a ia io g  se n  i  =  1 ,070810

6 =  72* 40'.

C álcu lo  del cateto C.

log Ug a 1,181530 

log  eos B «e

Suma ■«log t«g e =  0,Ct57M

c =  77“ 15’ 41".

C álculo del àn g. O.

log eoe a wm 2,8175tt 

log col B «  1,483409 

Dif. B  log col C C31,334055

C =  77* 49' 20'.

P r o b l e m a  X I X .
Conocidos los dos catetos b y  c, hallar la hipotenusa a 

y los dos ángulos B y G.
Las fórmulas [83] y [85] nos dan despejando en ellas 

las cantidades desconocidas, 
eos o =  cos&cose j , log eos a= log eos i+ lo g co s e

ta„gB =  í? "5 Í

tang C:

sen c 
tange 
sen h

d e W t a n g B ^ l o g t a n g ó  — l o g s e n c
ld o n d e )

f l o g  ta n g  C  =  lo g  ta n g  c  —  l o g  sen  b.

Batos.

EJEMPLO NUMÉRICO.
J =  72"40’. c =  77M5'41'.

. log eos o =  log eos h +  log eos c 
Fórmulas ! log tang B — log tang h -  log sen c 

( log tang C =  log tang c -  log sen h.

C álcu lo  de la  hip.^a.
lo g  c o *  b wm 1 ,474115 

l o g  c o f  e «  1,343415

■ S u m o c  lo g  c o t a  => 9 ,817530

«  =  86' 14'.

C álculo del án g . l ì . 

lof  ̂̂  0,509701 
log M O  c

P i/.ia  log Itng B »  0,51$5S4

B =  73°4 '8 '.

C álculo Jcl áng. C . 

log Ug c »0 ,645789  
log ten b «  1,970816

mf.’B  log Ung C “  0,965946

C = 7 7 ’  49' 20'.
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P roblema  X X .

Las fórmalas [30] en cada una de las cuales no entra 
mas que « «  lado, son muy à propósito para resolver este 
problema. De ellas sacamos:

cos«  =  c o tn c o t C  log eos « = l o g c o t B  + log c o t e
eos h =  ' ‘

sen C
cosc="«^_C

sen B

/  de \ log eos A =  log eos B — log sen C 
^donde)

I log eos c= lo g  eos C — log sen B.

K,TEMPLO NL-.MÉRICO.

Datos. B =  73“ 4'8". C =  7r49 '20 '. 

*̂ 0̂  "  =  log cotB + lo e  co teFonnulas og eos A =  lo| eos B -  lo f  sen C 
' log eos e =  log eos c  -  log sen B.

C á lcu lo  de ia h ip ^ n ,

lo« cot B =7^483468 

lo «  c o i c — TiaswM

S «m a=  lo «  co» o Í .8175«

/7=86'14'.

C álcu lodei catetoA.

lo «  coa B =  M <M SÍ4 

I o « » « n C = -L m i1 7  

Dif. =  lo« coa A =  L474107

¿ = 7 2 “ 40'.

C álculo del cateto  c.

lo« co» C >S T sm iá ? 

loR »«0 B b T.0S07AS 

W  “  lo« coa « •» T ,.'«3407
c =  77“ 15'41".

P roblema XX I.
C o«oM o. un cauto b y  el iaguh adyacente C *  „ „  

De ks fórmela» [85] y  [86] ,e  deduce :

tana a =  *“58:'' .
0 0« C /  J j ‘̂" í ‘ "S “ =  l"gtag i_| og ;co«C

ta.,g '■ =  »«> 4 tang C/ log tag r =  log ,e„ j  +  g

c o » B = c o » J , e n  c '  W  »0« H =  log ce , í  +  l„g  ,e „  C.
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W K M P L O  N l'M B R IC O .

Datos. 6 =  72=40'. C =  7r49'20'.^ 
log tanga =  log tang h — jog coa C 

Fórm ula!^ \ log tang =  ¡og aen 6 -j- log tang L 
( log eos B =  log eos 6 +  log sen C.

C álcu lo  d e  la  h ip  .‘ a.

log UR =  0,50í>70t 

log co» C —  r.!WMH5 

¡Mf. WL lo« l»K « =  0,1«1530

a =  80° 14'.

C álculo del cateto

log »»n «  IjftTflSIB 
log Ug C —  0,6firM6

S M in a =  l o g  l * g  !■ =  0,(M r.76t

r =  77= 15'45”.

C álculo del á o g . Ji-

log co» '' 1»  1,47íl07 

log »en C «  1 ,aWniT

Sumo— log co» B s »  1 .ítMtí*

B =  73= 4' 8 .

P roblem.a. X X I I .

Dados un cateto 'b y el ángulo opuesto B de nn triángu
lo esférico, calcular los dos lados o y c y el ángulo C.

Para resolver este problema aplicaremos las fórmulas 
[84] [85] y [86] que nos dan:

, log sen a =  log sen 6 — log sen B

log sen e = lo g  tang6— log tangB

log senC=logcos B — log eos 6.

sen a — sen b 
sen 5

_tang 6.senc =  ̂ ^^— ^tang B í donde i
,, eos B 1 !aenC =  - ■ .

45. Discusión. Las incógnitas ri, c y C, se determinan 
por sus senos,'por lo que cada uno de estos elementos 
admitirá dos valorea suplementarios; pero el problema 
no es susceptible de ocho soluciones como á primera 
vista parece, sino xmicamente de dos, atendiendo a que 
« »  ángulo oblicuo de un triángulo esférico rectángulo es 
siempre de la misma especie que su lado opuesto, y a que 
los tres lados de un triángulo esfórico rectángulo son 
menorflí que un cuadrante, á.dos mayores que un cuadran
te y el otro menor [7Vor. X^ y  X^ I].



Si 6 <  90®

Si 6 > 90'

De modo que si llamamos o, c, C y a ', c', C ', los va
lores respectivamente pareados y suplementarios de las 
tres incógnitas del problema y suponemos:

a <  90° \ / fl'= 180°— á >  90*
c <  90° I tendremos | c’=  180°— c >  90°
C <  90° ) I C '=  180°— C >  90°

Las únicas combinaciones que pueden hacerse de estos 
seis valores para que satisfagan las condiciones demostra- 
das en los teoremas X V  y X V I son:

1. ‘  o <90,° c< 90°, C <99°.
2. » « '>  90°, c'>  90°, C '> 90*.
1." rt <  90°, c'> 90°, C'> 90°.

a '>  90°, c <  90°, C <  90°.
Y  vemos que en los dos casos (de ser ¿ < 9 0 ° , ó 5 > 9 0 ° )  

solo hay dos triángulos posibles, siendo sus elementos 
respectivamente suplementarios.

La Geometría confirma estas consideraciones analíti
cas, pues si tenemos un triángulo esférico rectángulo

A B C  (Fig. 299) que satis
faga el problema, prolon
gado sus lados C B y  A  B 
hasta que se encuentre en 
B ', resultará otro trián
gulo esférico rectángulo 
en A , que tiene el lado ¿̂  

'■V- común con el anterior y

el ángulo B '= B ;  pero este triángulo esférico A B 'C , tie
ne sus otros dos lados y el otro ángulo suplementarios con 
los del anterior, porque

B'C=180°—o 
B'A=180°— c 

B 'C A =180°-C .
Luego (iai/os un lado de un triángulo esférico reclán' 

guio y  el ángulo opuesto á él, existen dos triángulos que sa~

—  4 0 0  —
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tisj^acen á esta condición, y  sus elementos desconocidos son 
suplementarios respectivamente.

EJEMPLO NUMÉRICO.

Datos. i  =  72U0'. B =  73"4'8". t*)
/  log sen fl =  log sen h — log sen B 

Fórmulas | log sen c =  log tang h — log tang B 
( log sen C =  log eos B — log eos h.

C álcu lo  de la híp.^a.

log seo i  —  1,979816 
log sen B »1,980755

80D a 1,999061

86* W  
93° 46'a = |

C álcu lo  del catetoe.

log Iftg  ̂ 0,508701
log* Ug B «  0,51^94

Dif. sM log htü c *  1,989177

_  i 77° 15' 41" 
‘^ - ¡  102* 44'19"

C álcu lo  del án g . C.

log COI B — T.4S4SM 
log COI b »  1^474116

Ci^. — log leo  C •m'1,99010»

77* 49' 21" 
102* 10' 39'C =

Elementos de Mnía =  86°14', & =  72°40', c =  77*15'41'
triángulo. (A=90* B =  73* 4'8", C =  77°49 21

Elementos del oti
0=93*46', 6=72*40', c=102°44'19‘

90* B =  73* 4'8", c =  102“ 10'39'

C A P ÍT U L O  I IL
RESOLUCION DE LOS TRIÁNGULOS ESFÉRICOS OBLICUANGULOS.

46. Dados tres de los seis elementos de un triángulo 
cualquiera, puede resolverse el triángulo. El problema 
es posible y determinado, siempre que los valores de los 
datos sean tales que puedan satisfacer á las condiciones 
de existencia de dichos triángulos, demostradas en la 
Geometría, es decir:

1.« Que á los lados mayores se opongan los mayores 
ángulos y  reciprocamente.

(•) Riendo b <  90“, las dos soluciones posibles, son
1. » a <90*, c <90*, C <90*
2. ».....a’ >90'', c'>90*, C‘ >90*.

K lk l» .~ W il « in n l i< « ( .  11. ^ ^
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2.* Que la suma de sus lados sea menor que una circun

ferencia.
3.0 Que un lado cualquiera sea menor que la suma de 

los dos y  mayor que su diferencia.
4 .0  Que la suma de sus ángulos sea menor que seis rec

tos y  mayor que dos.
Coa tales condiciones, puede resolverse un triángulo 

con los elementos siguientes:
1.0 Conocidos los tres lados.
2.0 Conocidos dos lados y  el ángulo comprendido.
8 .0  Conocidos dos lados y el ángulo opuesto á uno de

ellos.
4 .0  Conocidos los tres ángulos.
5.0 Conocidos dos ángulos y  el lado adyacente.
6.0 Conocidos dos ángulos y  el lado opuesto á uno de 

ellos.
Estos tres últimos casos pueden refundirse en los tres 

primeros por medio de los triángulos suplementarios.

P r o b l e m a  X X I I I .
Conocidos los tres lados a, b y c de un triángulo esférico, 

determinar sus tres ángulos A, B, C.
Las ecuaciones [79] que contienen cada una los tres la

dos conocidos y uno de los ángulos, son las más feciles de 
aplicar en este caso. La primera de ella nos dá

eos a — eos h cos e 
aen h sen ceos A = («)

Para hacer calculable por logaritmos esta fórmula, va
mos á seguir un método análogo al empleado en el pro
blema X V  de la trigonometria rectilínea. Tendremos, su
mando la unidad á ambos miembros,

__eos a— eos h coa r-^sen h sene__eos a—eos (&-hc) _
1+C0 8 A _  h sene ~~ sen h sen c



r

De donde se deduce según las fórmulas [51] y  [61], su
primiendo el factor 2 común á los dos miembros

i-4-c-l-osen — —— sen —*— '■—. A  2 2eos* —=  ------ , ----------- ---- .
2 sen b sen c

Si se representa por 2p el perímetro a + í + c  del trián
gulo, tendremos que h-\-c— o = ( p — o), luego, sustitu
yendo y extrayendo raíz cuadrada
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O e  ig u a l m a n e ra  

o b t e n d r e m o s

eos ? = 1
/  sen p  sen —o)

2 1 sen b sen c

eos V  =  1
/  sen p sen (p— b)

2 1 sen a sen c

/  sen p  sen {p — c)
2 r sen a sen b

[87]

Si restáramos de la unidad ambos miembros de la ecua
ción (a), obtendríamos

_  1/ sen [p — h) sen {p  — c) 
I sen b sen c

B_1/ sen (p — a) sen (p —c)
2 r sen a sen c

[88]

y  1 / sen (p — o)
5 r sen a

') seji [p—b)
2 r sen a sen h 

Dividiendo miembro á miembro cada una de las tres 
fórmulas [88] por su correspondiente [87] resultará:

Atang

tang

.__sen {j} — b) sen (p — c)
ñenp sen (p—a)

^ _1 / sen (p — c) sen (p — c)
2 r sen j7 sen (p — b)

tang =  ] [ sen(p-a)_ie»(y - f t )
® 2  f sen;» sen (p  —c) /

[89].



47. Cualquiera de estos tres grupos de fórmulas, cal
culables por logaritmos, puede emplearse para hallarlos 
valores de los tres ángulos del triángulo, pero conviene 
emplear el último [89], porque no exige más que cuatro- 
logaritmos, siendo así que el [88] exige seis, y siete el 
grupo [87].

48. Discusión. La discusión analítica de cualquiera de 
estas fórmulas, nos puede demostrar las condiciones geo
métricas de existencia del triangulo esférico, que hemos 
repetidoantes del enunciado de este problema. Tomemos, 
por ejemplo, la fórmula
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eos . _  1 /  senp sen {p— a) 
r sen b sen c

Para que el eos ~  exista, es preciso que su valor no

sea imaginario, lo que á su vez exige que la cantidad 
subradical sea positiva. Cualquier valor que haga nega
tiva la cantidad subradical indicai-á una imposibilidad en 
la existencia del triángulo. Esta cantidad se compone de 
los cuatro factores sen p, sen [p— a), sen b sen c. Si sien
do positivas tres de ellas una es negativa, evidentemen
te la cantidad fraccionaria es negativa. Estudiemos es
tos cuatro casos;

1 Si sen p < 0 , el arco p >  180", y por tanto 2p =  
perímetro del triángulo>360" resultado absurdo. [6 w -  
met. teor. C CXVII.]

2 .0  SisenCp— a) =  sen^''^2 ~ ^ ^ ’ desigualdad

no puede existir más que en los dos casos:

>  180°, dedondeá-f c>360“-po, resultado absurdo.
2

<0 , de donde 6+c>a,tam bién absurdo.

3. * Si sen b<0,
4. ® S isen c< 0 ,

6>  180* 
c>180" Lo que es absurdo.



Por tanto, suponiendo negativo uno cualquiera de los 
«cuatro factores, y  siendo imaginaria en tal caso la canti-

-dad radical, ó sea el coseno el triángulo no puede exis-
M

tir, por entrañar una imposibilidad geometrica en sus 
condiciones esenciales.

Podria sin embargo suponerse, que los dos factores del 
numerador eran negativos, ó los dos del denominador, o 
los cuatro factores, ó uno del numerador y otro del deno
minador, y en cualquiera de estos casos, la cantidad sub
radical seria positiva; pero tales supuestos son absurdos 
según acabamos de demostrar. Por consiguiente, es preci
so para que el triángulo exista, que todos los factores de la 
■cantidad subradical sean positivos.
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KJEMPLO NUMÉRICO.

Datos. a =  80“U'. òrrTOMS'. ;= 5 3 “25'.

F m v -  j  IgUng J a » «  (;»—6)+Iog icn  (p—c)— log scnp— log *en(p—«)3
. ‘ 1 IgliDg jB »»J^iog90D  {p -a )  +  log»en (;>—c)— log »en p—log »fD(p—* ) ]

I g t a n g jc —J [lo g »e n (p -o )  +  I o g s ie n {p -J )-lo g * e n p -lo g «e n (p -o )]

Valores auxiliares. p — io i “ 59'  ( p -a )  « . s i « « ' .  (p -< )  =.48<*3<'.

C álculo del áng. IÌ.C álculo del áng. A .

Ig «íB (p—i ) — T,7»H 0
lg s e n (p —e ] s  1,874903 
Ig íe n p  r.9B040l

— Ig«en (p— r,508IW«

Suma olfeAr.1-0.035783 
Muai^ Ig Ig J  A —0,017895

J A =  46“ 10'4«'’.
A = 9 2 * 2 r 3 6 '.

Ig seo ( p - a } —  l ,U 88r,n 
Ig seo T ,874903

- 'Ig  »en p — —̂^1,990404
—!g »en ( p —6)— 1,750140

Suma alfebr. — 1,7.33515 
.UiW — Ig tg J  B — r,806007

J B  =  36“20' 7". 
B =72“40'14'.

C álculo del án g . C.

Ig sen (p — a)— r,5688Sfl 

Ig sea ( p —8)“  1,750140 
—Ig »en p ——17990404 
—Ig »en (p—« }——!.874903

5u m o algehr. — T.453689 
Mifarf— Ig tg J  C ̂ ,7 1 18 45

J C =  27M5' 2’ .
C =  54* 30' 4 .

P r o b l e m a  X X I V .
R esolver un triángulo esférico , del que se conocen dos 

iodos di g h  y  el ángulo comprendido O.



Los incógnitos son c, A  y  B.
1.*' Para determinar c, tenemos la fórmula

eos c= co8  a eos i - f  sen o sen 5 eos C.

Que vamos á transformar para hacerla calculable por 
logaritmos. Sacando de factor común en el segundo miem
bro eos a, tendremos:

e os  c = c o s  c ^ c o s  sen  h eos C ^ = c o s  o ( c o s  6+tga sen h c o s C )

Hagamos tango eos C = ta n g  a, lo que siempre es po
sible: (18) será

/  7 . sen «  ,\
c o 8 c = c o s o ( c o 8 é  +  t a n g a s e n ò ) = : c o 80 (  " )

(
eos « eos 6 +  sen a sen h\
------------------------------- )*

eos a /
eos a eos (6—a)
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ó finalmente.
C 0 8 C  = eos a [90]

fórmula calculable por logaritmos.
2.® El ángulo A  se puede determinar por la fórmula[81J

cot a sen i  =  cos b eos C +sen C cot A, 

que contiene á los elementos conocidos y á la incógnita 
A : de ella se deduce

cot o sen é — eos b eos Ccot A = - sen C

fórmula que vamos á transformar en otra calculable por 
logaritmos. Separemos en el segundo miembro cot a como 
si fuera factor común, tendremos

cot
cot A = -

a ^sen h — 
sen C

, eos Ceos o-----cot

(•) El ángulo Buxilinr «  se calculará por la ecuación auxiliar 
tang a =  taug a co5 C.

de donde log taiig a  =  log tang a +  log eos C.
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Hagamos ahora como en el caso anterior 

eos C
cot a

=  tang a eos C=tang a,

de donde /  , , sencot o ( sen 6—eos b —
cotoísenfe — cosdtanga)_ \ eos

cot A = ------^ sen C ^
_cot a (sen ¿ eos «  — eos b sen u) _  ̂ ot£ sen (& — «)

sen C eos « sen C eos a
Ahora, si en esta última expresión sustituimos en Tez 

de cot o su valor sacado de la ecuación auxiliar

^ ^ ^ = ta n g a , de donde c o ta = ------- = cosC cota ,
cota ® ’ tanga

resulta finalmente
c „ t A = :5 2 l C « = n j ^ ) ,  

sen a

3.® El ángulo B se determinará análogamente por la 
fórmula [81]

cot h sen o =  eos a eos C +  sen C eos B,
de donde

cot h sen a — eos o eos CcotB = - sen C

de la que por análogas transformaciones y estableciendo 
la ecuación auxiliar

tang g=tang b eos C,
obtendremos p /__co tB =  <^otC«en(q-6j ,

sen o ^

EJEMPLO NUMÉRICO.

Datos. fl =  80°24'. S =  70M 9'. C =  54" 3 0 '1 4 '.

í log C08 C=log COS «+ lg  C08 (í —«)—Ig SCH «
rom r<MT ron l o g c o t A = l o g c o t C + l g s e n ( 6 - a ) -  g s e n a
m  [^ ]  [92] I i o J e o t B = lo g c o t C + lg s e n (a - 6 ) — Ig s e n é

( Ig tg a = lg t g  a + lg e o s  C) de ( «  =  73*29 19" 
ÍÜ™*."* a«*.« I eos c !  (6 =  58*21'54"
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Valores auxiliares, {h — «) =  — 3®10'19", (a — 6) =  21*52'6".

Cálculo del lado c.
lo ^  e o s  a s  ‘1 

Ig e o s  (6 — KJ —  T ,9 0 9 3 3 8  

— l o g  e o s  a  • »  — 1,433634

Su. alj w log . eos 0=1,77522-2

c =  58“ 25' 6".

Cálculo del áng. A.
log col C =  1^853250 

log sen {6—0’. ) =  ‘5,742991 
— log seo a =  —1,014580 

S u .o l j .s i lg  co l Au>i2,014880

A =  92“ 21'36".

Cálculo del áng. B .

log col C—  T,85í 260 
log sen (o—ff )=  T,57109l 

— log sen g = —1,93013T 

Su. alf. d l g  c o l6=1,494211

B =  72“ 40' 12".

P r o b l e m a  X X V .

Resolver un triángulo esférico, riel que se conocen dos 
lados B. y  h, y  el ángulo A  opuesto á uno de ellos.

1.® El ángulo B se obtendrá por la fórmula [80]

de donde
sen a ; sen b : : sen A : sen B,

„  sen b sen A se n B = -------------- --

Como este ángulo se determina por su seno, es suscep
tible de dos valores suplementarios.

2.® El ángulo C se calcula por medio de la fórmula 
cot «  sen ¿= co s  b eos C-j-cot A sen C.

Que para darle una forma propia para el cálculo loga
rítmico dividiremos por eos b y  tendremos

cot a tang b =  eos C +  ^  sen C.eos b

El segundo miembro de esta expresión se transformará 
conforme al problema V III por medio de la ecuación 
auxiliar

cot Atang « =
eos 6

y  tendremos
S0n Acota tang 6 =  eos C +tang n sen C =cos C - ! -C ----- sen C ;® I o ' eos «



de donde finalmente se duduee
cos (C—a)

c o t « t a n g i=  -•

ó  bien _
cos +  (C — a)= cot a tang 6 cos «, [3*̂  J

fòrmula que nos dará el valor del ángulo ±  (C a), y co
mo a es conocido por la ecuación auxiliar, quedará de
terminado C. Ponemos el doble signo al ángulo (C — «) 
porque cos C cos a + s e n  C sen «, es el desarrollo del co 
seno (C— « )ó  del coseno («— C).

3.0 El lado c se puede determinar por la fórmula
cos o =  cosò cose 4 -sen i  sene cos A, 

de la que obtenemos sacando cos h factor común 
cos a= cos Ò (cos c + tang h sen c cos A.)

Ahora vamos á transformar la cantidad encerrada den
tro del paréntesis en un producto [Proá. Y I I l] ,  para lo 
cual estableceremos la ecuación auxiliar

sen 6
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cos 6tangácos A =  tangS=

Y sustituyendo tendremos
sen  6 . c o s  i  c o s  (c— 6 )

c o s a = :c o 8 5 ( c o 8 C - l --------- >8c n c ) —
 ̂ eos  6 eos  6

Luego finalmente
C 0 8 Í C O S (C — 6) ,  ,  ^cos a = ---------- i»—  de donde cos (r—b )_  -  -

COS o  '

Esta expresión nos dará el valor dcl ángulo (c - 
como § es conocido quedará determinado el lado r.

49. Determinado el ángulo P por su seno y siendo sus
ceptible de dos valores suplementarios, vamos á discutir 
este problema que se conoce con el nombre de caao du
doso de la trigonometría esférica. Supongamos que se 
trata de construir sobre la superficie de In esfera « «  trián-

[94]

-S )y



guio del que se conocen los lados a, b, y el ángulo opuesto 
ál primero A.

Para ello, tracemos dos arcos de círculo máximo que 
formen un ángulo igual á A  (Fig. 300), sobre uno de sus 
lados tomemos una parte A C = ¿ ,  y desde el punto C

como polo, con una abertura 
de compás esférico igual á la 
cuerda del lado a, describa
mos un arco que corte al otro 
lado en B, uniendo B con C 
por medio de un arco de cir
c u lo  máximo, el triángulo 

joü. ABC es el pedido; pero si con
sideramos el arco de círculo máximo CDque pasa por el 
punto C y es perpendicular al A B A ' podemos estable
cer preliminarmente los dos siguientes lemas, que nos 
servirán para facilitar la discusión.

Lema I. Si dado un punto C déla superficie esféricUy se 
traza un arco CD perpendicular á otro A D A ' y  dos arcos 
oblicuos CB y  CB' que se apartan igualmente del pié del 
perpendicular, estos dos arcos oblicuos son iguales.

En efecto, en los triángulos rectángulos DBG y D B 'C  
tenemos [83] que

cosB C =cosC D cosI)B , cosB 'C=cos CD eos B D , 

pero siendo por el supuesto D B = D B ',  resulta que 

eos B C = cos B'C, de donde BG =  B'C.

Lema II. Si desde un punto de la superficie esférica se 
tratan dos arcos oblicuos que se apartan desigualmente del 
pié del arco perpendiexdar, siendo el arco perpendicular 
menor que un cuadrante, este arco es menor (pie todos 
los oblicnos, y e! arco oblicuo que se aparte más del pié 
de la perpendicular será el mayor; pero lo contrario se 
verifica si el arco perpendicular es mayor que un cuadran- 
te (Fjg, 300)
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1 .• Si el arco perpendicular CD es menor que 90°, ten
dríamos trazando un arco oblicuo cualquiera W CB, que- 
en el triángulo rectángulo C B D , el ángulo en B es agu- 
do por oponerse á un lado menor que 90° [_Teor. XVIJ, y 
como CB se opone á un ángulo recto {^Geometria teorema 
C C X IX ], D C < C B .

Es decir, que el arco perpendicular es menor que cual
quier arco oblicuo.

Ahora en dicho triángulo rectángulo CBD tenemos 
eos C B = c o 8  CD eos BD,

pero siendo CD < 9 0 °  y constante, los dos arcos CB y BD 
serán ambos menores ó mayores que 90°. Si son ambos 
menores, vemos que á medida que sea mayor B D  su co
seno será menor, y por consiguiente el coseno de CB, 
luego CB aumenta á medida que BD aumenta, es decir, 
que los arcos oblicuos son mayores á medida que se alejan 
del pié del arco perpendicular. Si los dos lados CB y BD 
son mayores que 90°, entonces sus cosenos son negativos, 
y vemos también que CB aumenta ó disminuye, según
que aumente ó disminuya BD.

2.0 Supongamos ahora que el arco perpendicular 
C D > 9 0 ° . En tal caso en el triángulo CBD el ángulo B 
es obtuso, y por tanto mayor que el ángulo D que es rec
to, luego D C > C B .

Es decir, el arco perpendicular mayor que cualquier 
arco oblicuo. En la ecuación eos C B = co s  CD eos , 
siendo C D > 90° uno de los dos arcos CB ó BD tiene que 
ser mayor que 90° [_Teor. X V ]; luego siendo constante el 
valor de CD, cuando BD aumente, CB disminuye y reci
procamente; es decir, que los arcos oblicuos van siendo 
menores mientras más se apartan del pió del arco perpen
dicular. ____ ^

(*J Se Bobreeitiende qne estos arcos son .le círculo máximo.
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Esto supuesto, distingamos dos casos principales: 1.* 
Que el ángulo Asea agudo. 2.“ Que el ángulo A  sea ob
tuso. (Se excluye el caso de ser A = 9 0 ^  porque enton
ces el triángulo seria rectángulo.)

I.® 'caso. Siendo A < 9 0 ° ,  puede suceder que sea 
¿< 90® , = 9 0 ° ,  ó > 9 0 ° , y en cada uno de estos supues
tos puede ocurrir que sea a > ¿ , = ¿ ,  ó < ¿ .

I. Siendo ¿ < 9 0 °  y a > ¿ , en el triángulo rectángulo 
A C D , C I )< 9 0 ° , será el menor de los arcos que pueden 
trazarse \_Lema II]; y la circunferencia descrita desde 
el punto C como polo y con un radio igual á la cuerda 
del arco o, envolverá á los puntos A  y A ' si a > C A '=  
180° ¿, ó envolverá al punto A  pasando por A ',  si
0 = 1 8 0 °— ¿; siendo en ambos casos el problema imposi
ble. Pero si fuese a< 1 8 0 °— ¿, la circunferencia siempre 
envolviendo al punto A  (es decir, quedando A dentro de 
ella), cortará al arco A D A ' en un punto situado entre D 
y A ',  tal como B y el triángulo ACB satisface al proble
ma. Además el ángulo B será agudo, porque en el trián
gulo rectángulo D C B, el lado C D es agudo [  Teor. X V I.]

II. Si a = ¿ ,  la circunferencia descrita desde C como 
polo cortará el arco A D A ' en el punto A  y en otro pun
to B, situado entre D y A '; por tanto habrá una solución. 
En e.ste caso A = B  [Oeom. teor. CCXVIII.]

III. Supongamos ahora que < i<¿: podrá suceder que 
osea menor que el arco perpendicular CD, igual á este 
arco, ó mayor.

IV. Si o <C  D, el problema es imposible, porque desde 
el pùnto C no puede trazar,««e ningún arco menor que CD 
que corte al A D  A ' \_Lema II.]

V. Si 0 =  CD, la circunferencia descrita desde el punto 
C tocará solamente en el punto D al arco A D A ' y por tan
to, el triángulo rectángulo ACD, re.solverá el problema.

VI. Si a > C D  habrá dos intersecciones B y B '. una á
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cada lado del arco perpendicular CD é igualmente dis
tantes de su pié D {Lema I ], y por tanto las dos solucio
nes ACB' y ACB. Los ángulos B y B ' son suplementa
rios, y como B es agudo por oponerse en el triángulo rec
tángulo D B G  al cateto C D < 9 0 ° , el B ' será obtuso.

VIL Supongamos ahora ¿= 90® , en tal caso CA y C A ' 
son cuadrantes, de manera que si a >  ¿ ó a =  ¿ el proble
ma no es posible, porque la circunferencia descrita des
de el punto C como polo envolverá á los dos puntos A  y 
A ' en el primer caso, ó tocará en estos puntos en el se
gundo; pero si o < ¿  siendo o > C D  habrá dos interseccio
nes B y B ', y por consiguiente dos triángulos A C B  y 
A C B ' que satisfacen al problema,siendo los ángulos B y  
B ' suplementarios.

VIII. Si suponemos ¿>90® siendo o > ¿  ó a = ¿ ,  la cir
cunferencia descrita desde el punto C envolverá á los dos 
puntos A  y A ' en el primer caso, ó envolverá á A ' y pa
sará por A en el segundo, siendo por consiguiente impo
sible el problema en ambos casos; pero si o < ¿  y que 
180®— ¿, habrá dos intersecciones, la una entre A  y D, y 
la otra entre D y A ',  con tal que sea « > C D , luego en 
tal caso existen dos soluciones.

IX. Si siendo siempre o < ¿ ,  fuese c=:180®  —  ¿ ó a> 
180® — ¿(Fig. 301), la circunferencia cortaría al arco AD A ' 
entre A  y D y pasaría por A ' 
ó envolvería á este punto; lue
go no habría más que una so
lución A C B  y el ángulo B 
del triángulo seria obtuso; por 
ser suplemento delánguloagu- 
do CBD.

2.0 caso. Siendo A >  90® el 
arco perpendicular C D > 9 0 ‘? y por consiguiente es ma
yor que cualquier arco oblicuo, y de dos oblicuos es me-
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ñor el que más se aparte de su pié D [Lema I I .]  Podría
mos hacer una discusión análoga á la anterior, pero en 
obsequio á la brevedad, en el siguiente cuadro reasumi
mos todos los resultados de la discusión del problema que 
nos ocupa.
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I Valores
Soluqones del ángulo B

A<90V6=90*

6 >90”

A>90‘

o > 5 ,0=180“—5.
\ ó o>  180”— h .......

6<90”  ̂ o > Í , o<180”—h.
a=b ....................
a<h Y o > C I).. .
fl> J....................
o = i ....................
a<h ....................
o> 6 ....................
o = ¿ ....................
o <  i  y o <  180*—h 
a<¿yo=180*—6

6o>18(r—J.........
a>b, 0= 1 8 0 *—i.

ó o <  180“— h.........
a>h, o >  180“—h.
o= J ....................
o < ¿ ....................
a>b ....................
o = ¿ ....................
a<S....................
a>b ....................
a = ¿ ....................
o <6, o >  180*—b. 
a<.h, 0 = 1 8 0 *—b. 

óo<180“—6.........

J<90*

i= 90

¿>90“

nmg.
una. B <90“. 
una. B =A . 
dos. B <90”,
ning.
mng.
dos. B<90*,
ning.
mng.
dos. B<90“, 
una. B>90”.

una. B<90*
dos. B<80”,
ning.
mng.
dos. B<90”,
ning.
mng.
dos. B <90”, 
una. B =A . 
una. B>90*.
ninguna.

B>90“.

B>90“.

B>90“.

B>90’ .

B>90*.

B>90*.

Por consiguiente, antes de resolver un triángulo del 
que se conozcan dos lados a y 5 y el ángulo A  opuesto/á 
uno de ellos, se debe empezar por ver con el auxilio de 
la tabla que antecede, si el problema es ó no posible, y en 
el caso de serlo si tiene una ó dos soluciones.
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K J K M P I.0  N U M É R IC O .

Datos. «=70M 9'. &=53'’ 25'. A=72U 0'14". 1‘ )

Ílog sen B=log sen i  +  log sen A — log sen a. 
log eos (C -  a)=log cot « +  log tg5+lg eos a. 
log eos(c — 6)=logcos«-l-log eos6—Igsen/j.

í  l g t g a = l g c o t A — I g c o s i )  d<* ^ «= 2 T * ’ 3 8  •!" 
F ó rm u U s  flftr." | ig^gg—jg t g  h + l g c o s  A ) ' ^=21“ 5‘2'

C álculo de l í . 

l o g  s e n  > "  1,904111

lo g  s e n  A  «  1 ,9*9 02 5

— l o g  s e n  a v  — 1 ,97 38 52

Sw  .a fp .— 1g se n  n — Í7 s i0 0 8 4

B = 54 “ 30’.

C álculo de C. i C álculo del lado C.
log col a B 
log t»g 6 « 

— log eos a>

1.553M8 
0,120471 

T,947404 ^

log coa «  *  1,527400

log eos 6 "  1,967573
—log eos h «  —1,776240

Su.=1g coa (C-a)=»l,630432jsi<-—Ig eos ( t - g ) = 1,719783

(C— a) =  64“43 '23" 1 (c— é) =  58*22'. 
C =92“ 21’ 26'; c= 80“ U'.

P r o b l e m a  X X V I .
Í7onoct'rfo5 ¿05 tre$ ángulos A, B, C, de un triangulo es

férico, determinar sus tres lados a. h, c.
Este problema puede reducirse al problema XXIII> por 

medio del triángulo esférico suplementario. Pues siendo 
A ' , B ' , C ' , íi' , 5 ' , c' ,1 o8 elementos de este triángulo, tene- 
mos

c '= 1 8 0 “ — A ', 6' =  180“ — B , c '= 1 8 0 “ — C,

luego conocemos en el triángulo suplementario sus tres 
lados. Resuelto éste porlas fórmulas del problema X X III, 
conoceremos sus tres ángulos A ', B , C ', de donde

a = 1 8 0 “ — A ', 6 = 1 8 0 “ — B ', c =  180*— C'.

Quedando así resuelto el triángulo propuesto.
Se puede también resolver este triángulo directamen

te, haciendo uso de la fórmula [82]
eos A =  —  CO.S B eos C -f- sen B sen C eos « . _____

( • )  En este c a s o  A  <90°. 6<90=, « >  Pertan
to  aun hay sola solución, siendo B<90®.



De donde
cos« = ^ ^ - + ‘=°ABco£C_

sen B sen C
Ahora, por medio de transformaciones análogas á las 

empleadas en las fórmulas del problema X X III , que son 
simétricas con la anterior, y haciendo la suma de los tres 
ángulos A 4 -B + C = 1 8 0 ° + 2 E , siendo2 E lo que se lla
ma esceso esférico, es decir, el esceso de la suma de los 
tres ángulos sobre dos rectos [G^eom. ¿eor.CCXX] obten
dremos la fórmula

. P n ^ » - l / g j"E s e n (A -E )
' sen B sen C

— 416 —

Aplic. i  Im  olr«g 
dos fórmulas

[82]
iguales irsnsfór- 

msciones.

sen i  b = Y sen (B -E ) ( [-95J 
' sen A sen C

sen i  c = ] [ «en E sen (C -E )
' sen A sen B

También se pueden obtener las fórmulas siguientes, 
empleando un método igual al indicado en el repetida 
problema X X III,

( B - E ) s e n _ fC ^  
' sen B sen C

eos =  sen (C -E )
'  sen A sen C

eos

[96]

— E) sen (B — E) 
sen A sen B

y dividiendo respectivamentelas primeras por las segundas

tang E sen ( A - E )
r sen (B —E) sen (C— E)

tang i  6  =  1/ — E sen ( B - E )
I sen(A—E)sen(C—E)

tang ¿c  - i / _ « e n E s e n  (C -E )  
r sen (A — 1

[97]

sen(A— E)sen(B — E) /
Cualquiera de estos tres grupos resuelve el problema^
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pero debemos advertir que si han de hallarse los tres la
dos del triángulo, este último es preferible, por necesitar 
solamente cuatro logaritmos.

P r o b l e m a  X X V I I .

Conocidos dos ányulos y  Ti, y  el lado adyacente c, 
determinar el tercer ángulo C y  los otros dos lados a y  i.

Este caso puede resolverse por medio del triángulo su
plementario en el que se conocerán dos lados y el ángulo 
comprendido. [P ro í. X X II .]

1. ® S ise quiere resolver directamente, emplearemos 
para determinar el ángulo C la fórmula [82]

eos Crz— C08 A eos B +  sen Asen B cose.

En la que por iguales transformaciones que las emplea
das en la fórmula [79] que sirvió para resolver el proble
ma X X IV , y que es simétrica con la anterior, tendremos 
suponiendo tang A  eos c= ta n g  a

rgg-,
eos «  -I

2 . * Para hallar el lado a emplearemos la fórmula [81]

cot a sen c r : eos ecos B-|-sen B cot A.

Ahora, despejando cot o y sacando eos c como factor 
común del segundo miembro

, eot A\
___ eos c )

sen c

Estableciendo la ecuación auxiliar =  tang 6
eos c

-^consejamos á los alumnos que hagan aplicación de ella» 
numérico; pues aunque en la práctica pued« 

T,ii>  ̂ \ reducirse este caso al primero por medio del triáugulo su- 
adquirirán facilidad en los cálculos trigonomé-

cota =
eos c ^cos B +  sen B

R v u o . ~ Í 4 a t r m á l i t a t .  II» I 27 J
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tendremos 

de donde
cot a = co t  c (cos B +senB  tang S),

eos S [99]

3 . 0  El lado b se halla por medio de la ecuación 
cot 5 sen <; =  eos ecos A +  sen A cot B,

de la que por idénticas transformaciones que en la ante
rior se deduce

Siendo
[ I C O ]

tan y = eos B 
eos c

P k o k l e m a  X X V I I I .

Conocidos dos ángulos Á. y  "B y  el lado a opuesto á uno 
de ellos, determinar i, C y c.

Con el auxilio del triángulo suplementario este caso se 
reduce al del problema X XV .

Si queremos resolverlo directamente, tenemos:
1.0 El lado b se determina por la ecuación

^_sen A 1 1 , , sen a sen BT~r\ —----- 5  de donde sen i = ----------------sen h sen B sen A

Como este lado b se determina por su seno, admite dos 
valores suplementarios. Así es que este caso es dudoso 
como el del problema X X V  y susceptible de una discu
sión análoga.

2.® El lado c se halla por la ecuación

cot a sen c= co s  c eos B -j-sen B cot A,
ó  bien

cot a sen c —eos c eos B =  sen B cot A.

De donde sacando factor común cot a en el primer



miembro y recordando que tendremos

cot a (sen c — eos c eos B tang o) =  sen B cot A.

Y  haciendo eos B tang o= .tang a, y sustituyendo este
Talor en el anterior, tendremos

sen (c— a) ^ , .c o ta ----- -̂------^=senB cot A.eos a
De donde despejando sen (c — tendremos

sen (c — a) =  sen B cot A eos a tang a, [iW]

fórmula calculable por logaritmos y que nos dará el va
lor del arco (c—  «), y como a es conocido por la ecuación 
auxiliar eos B tang c= a , obtendremos finalmente elladoc.

3.® El ángulo C se determina por la ecuación 
eos A =  — eos B eos C -b sen B sen C eos a, 

que nos dá
eos A = co s  B ( — eos C +  tang B eos a sen C). 

Haciendo
tang B eos a = co t  S, 

tendremos, sustituyendo,
eos A =  eos B (— eos C -b cot 6 sen C),

de donde
.0 , ^ _ c o s B s e n ( C - g )  ̂

sen 6
luego finalmente

eos A sen é 
eos 6

— 419 —

sen (C—é )= í [102]
fórmula que nos dará el valor del ángulo (C — 6), y como 
C es conocido, el valor de C.

Elementos de un triángulo esférico para que sirva de 
comprobación al resolver los seis casos ó problemas que 
pueden ocurrir.

A =  illM 3 ' A\ B =  45*15’ 38". C = 28 ’ 59'52’ . 
a =  41* 9'47'. ó =30° 13'40". c =19*25'40".



APÉNDICE
D E  L A  T R I G O N O M E T R Í A

CAPITULO I.
ANALOGÍAS DE NÉPER Y  DE DELAMBRE Y  SU APLICACION.

Analogías de Néper. El inventor de los logaritmos ha en
contrado las cuatro fórmulas siguientes conocidas con el nom- 
bre de analogías de Néper.

c o s H « ^  tg i ( « + S ) _ co8 Í (A -B )  ^

cotiC  t , í g ^ = , l 4 ^ B j ^ f l 0 6 j

 ̂ Demostración. Para demostrar la primera de estas analo- . 
gias tenemos que

(A + B )_  tang^A-ftang^ B 
cot^C 1 — tang J A tang ̂ B '

{«)

cot^C 1 — tangJAtangJ., 
tang i  A. tang ̂  C +  ^ g  j  B tang^C 

1 — tang ¿ A tang j  B 
Pero sabemos [89] que

tang J A =  1/
' senp sen (p— a)

ta n g  í  —  ] /  g j "  ÍP — « )  sen  ( p ~ c )
' sen  p  s en  (p — b)

ta n g  4 n  —  (P — O') sen ( p ~ b )
'  %en p  s en  { p — c)

Por consiguiente, multiplicando de dos en dos nos dará
tang i  A tang i  B =: —̂  {P~~(¡) 

sen p
tang i  A tang J C =

sen p



tang i  B tang i  C =  ,
sen 2̂

Sustituyendo en la fórmula (a) nos darà
tang^'(A +  B) _  sen [p—g) ^ «en ( y — 

cot i  C sen^j— sen{/> — c)
De donde transformando en producto la suma y la difereii-

-cia de los senos del segundo miembro de esta fórmula [68] y
[69], suprimiendo en el numerador y el denominador el factor
común 2 sen J c que resulta, y hechas todas las reducciones,
tendremos  ̂ w *  , t>\ i /tang A +  B) _  cos^ (a — 6)

cot j e  eos¿^(a-|-6) ’ 
que es la primera de la>s cuatro analogías de Neper.

La segunda se demuestra por transformaciones idénticas: la 
tercera y la cuarta sustituyendo en la primera y segunda res
pectivamente los valores de los ángulos y lados del triángulo 
esférico suplementario. En efecto, si en la primera, por ejem
plo, sustituimos por A, B, C, a y J sus suplementos se con
vertirá en ,  , , .— tang^ (g-f 6)_  C08 j  (A — B)

tang j e  - c o s i  (A -i-B ) ’ 
que es la tercera analogía con los signos cambiados en ambos 
miembros.

Analogiat de Delambre. La.s cuatro analogías de Delam- 
bre son :

T . g g n i j> + j ) _ co s i(A —B )..^-. ĉ o s i(g —&)
íJfin i/* e«ii i n  L J '
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sen je  se n iC  eos Je
^  ,s ^ i ( a - 6 ) _ s e n i { A ^   ̂.cosjr_(_«+J)

se n je  c o s iC  c o s ic
B em ostracioa . Para demostrar la primera tenemos [44] 

eos J (A — B) =  eos i  A eos J B +  sen A sen B, 
sustituyendo en vez de estos senos y cosenos sus valores en 
función de los lados del triángulo esférico [87] y [88], resultará

C08 i  (A  -  B) sen j  C +  5 Í E Í £ = í l  8CT i  C.
sen c '  ■ sen c

De  donde dividiendo por seniCambos miembros, tendremos
c o s i(A  — B )__sen j?+ sen (p —c)

seji  ̂ C sen c



y convirtiendo en producto la suma de los dos senos del nume
rador del segundo miembro, y poniendo el seno e en función 
del seno y coseno del arco mitad, según las fórmulas [58] y [49]

c os^( A— 2 sen {2p  — c) eos j e 
sen J C 2 sen ¿ c eos ¿ c

De donde suprimiendo en los dos términos de este quebra
do el factor común 2 eos ^ c y recordando que

— c) =  (a-j-í-|-<’ — o) =  a-\-b,
tendremos

eos ¿ (A — B)_sen¿ («-l-ó)
sen C sen i  C

que es la primera de las cuatro analogías. De un modo análo
go se demuestran las otras tres.

Aptioacion de las analogías de Néper y de Celambre, 
Pueden aplicarse estas analogías en los cuatro siguientes ca
sos de resolución de triángulos esféricos:

. ^oslados y el ánffuh comprendido.
locen”  ° I ^ ángulo opuesto á uno de elloŝ

3. ® Dos ángulos y el lado adyacente.
4. ® Dos ángulos y  el lado opuesto á uno de ellos.

I.®' caso. Si se conocen los dos lados íi y  h, y  el ángulo com
prendido C, tendremos por las analogías 1.® y 2.® de Néper: 

í  (A-bB) _  eos j- (a — h) tangJ(A— B )_ _8en^(g—h) 
cot^C co s i(a  +  6 ) ’ cos^C ~sení-(o-l.i) *

Con estas dos ecuaciones, calculables por logaritmos, pode
mos determinar los valores de ^ (A+B) y ̂  (A—B), y por tan
to, conociendo la semisuma y la seraidiferencia de los ángulos, 
se pueden conocer los dos ángulos A y B.

Conocidos estos ángulos, el lado c puede hallarse por una 
cualquiera de las dos analogías, 3.® y 4.» de Néper. 
tang^(a-t-5)_ c o s ^ (A —B) tang^(a-ó) s e n ^ fA -B )

tangjc cosi(A -f-B ) tang^c “ senJ(Á-J-B) *
También puede hallarse el lado c por cualquiera de las cua

tro analogías de Delambre, que también son calculables por 
logaritmos, y nos darán el valor del arco J c, y por tanto de su 
duplo el lado c del triángulo.

— 422 —
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a.« caso. Dados dos lados e.yh ,y el ángido A opuesto á uno 

de ellos, se determinará el ángulo B por la ecuación 
sen A sen bsenB: sen a

El áng. C se determina por una de las dos analog.* de Ncper. 
tang j  (A—B) ___ sen^(a—¿) tang^(A-|-B)_  cosí (a—¿) ̂

cot i  C sen i  (a+Í) ’ cot J C eos J (o-j-^)
El lado c puede determinarse como en el caso anterior, esto 

es, por una de las dos analogías 3.* y 4.* de Néper, ó por cual
quiera de las cuatro de Delambre.

3.«*‘ caso. Dados dos ángulos A y B, y cí lado adyacente e, 
las analogías 3.* y 4.'’ de Néper que acabamos de indicar nos 
darán los valores de ^ >’ h que se deduci
rán o y 6. El ángulo C puede hallarse, como en el caso ante
rior, por cualquiera de las dos primeras analogías de Néper 
6 por una de las cuatro de Delambre.

ca«o. Dados dos ángulos A y B, y el lado a opuesto á uno 
de ellos.

■r̂i 1 , , , . , n. 1 T senosenBEl lado o se determina por la íormula sen o = -------- .— .

El lado c por cualquiera de las dos últimas analogías de Né
per (3.* y 4."); y después el ángulo C por las dos primeras de 
Néper ó por cualquiera de las cuatro de Delambre.

CAPÍTULO II.
E J E R C I C I O S  DE T R I G O N O M E T R Í A .

Teoremas.
1. (sen a +  co8 fl)*-j-(sen a — eos o )* = 2 .
2. sen* a — coa* o =  sen* b — eos* a.
3. sec* a — cosec* o= sec* «-l-cosec* a.
4. tang a +  cot o =  sec a cosec a.
5. sen* a — co8*a =  sen*rt — eos*«.
6. sen® a-j-cos® a =  (seii n-l- eos a) (1 — sen a eos «).

(•) Cada fórmula que se indica es el enunciado de un teore
ma expresado ulireviadamente. Así, la primera traducida al len
guaje vulgar, dice: el cuadrada de la suma del seno y el coseno rfe 
«» arco, mas el cuadrado de su diferenña es igual á 2. En estas 
fórmulas se supone el radio igual á la unidad.



Seno.

2.542819

10

11 
12 
1-3 
14

lo
16
17
18 
IO

.546422

.549995

.553539

.557054

2.5G05-JO 479

Tanffent.

2°

6.685  Asngent. Cotang. Coseno.

487 751 2.543084 1.456916 T 999735 60
485
484
482
481

.563999

.567431

.570836
.574214

2.577566

.580892

.584193

.587469

.590721

478
476
475
473

471

2.59394H

.697152

.600332

.60348!)

.606623

4 70 
468 
467 
465

463

20 2.609734

21 .61:823
22 .615891 

.618937 

.621962

462 
460 
458 
4 57

455

453
451
450
448

25

26
27
28 
29

2.624965

.627948 

.630911 

.633854 

.636776

30 12.639680

Co.seno.

446

444
443
441
439

754 I ,54669 
757 I .550268 
760 ' ,563817 
763 I  .557336

782

785
788
792
795

798

802
805
808
812

815

818
822
825
829

833

836
840
843
817

437 851
6.685

766 2.560828

769
773
776
779

.564291

.567727

.571137

.574520

.463309

.449732

.446183

.442664

1,439172

2.677877

.581208

.584514

.587795

.591051

.435709

.432273

.428863

.425480

.999735
.999726
.999722
.999717

1.999713

1.422123

.418792

.415486

.412206

.408949

59
58
57
56

55

.999708 54 

.999704 

.999699 

.999694

1.999689

2.59428311.405717

.597492

.60067

.603839

.606978

2.610094

.402508

.399323

.396161

.393022

.999685

.999680

.999675

.999670

61

50

1.999665

1.389906

.613189 .386811 

.61626: .383738 

.619313, .380687 

.622.343! .377657

2.625352 1.374648

.628340

.631308

.634256

.637184

, 2.640093

.371660

.368692

.36.5744

.999660

.990655

.9996-50

.99964.5

45

1.999640

.999635

.999629

.999624

.999619

1.999614

.362816 .999592 31

1.359907

.999608

.999603

.999597

40

35

1.999586 30

Cotang. iTangent. ! Seno.

87°



t
w Seno.

6.685
Tang;ent. Cotang. Coseno. t

30 2*. 639680 437 851 2.640093 1 3̂59907 ì . 999586 30

31 .642563 435 854 .642982 .357018 .999581 29
32 .645428 433 858 .645855 .354147 .999575 28
33 .648274 431 862 .648704 .351296 .999570 27
34 .651102 430 866 .651537 .348463 .999564 26

35 2.653911 428 869 2.654352 1.345648 T.999558 25

36 .656702 426 873 .657149 .342851 .999553 24
3 1 .659475 424 877 .659928 .340072 .999547 23
38 .662230 422 881 .662689 .337311 .999541 22
39 .664968 420 885 .665433 .334567 .999535 21

40 2.667689 418 889 2.668160 1.331840 T.999529 20

41 .670393 416 893 .670870 .32913( .999524 19
42 .673080 414 897 .673563 .326437 .999518 i8
43 .67575) 412 900 .6762-39 .323761 .999512 17
44 .678405 410 905 .678900 .3211(K .999506 16

45 2.681043 40« 909 2.681544 1.318456 1.999500 l o

46 .683665 406 913 .684172 .315828 .999493 14
47 .686272 404 917 .686784 .313216 .999487 13
48 .688863 402 921 .689381 .310619 .99948] 12
4» .691438 400 925 .691963 .308037 .999175 11

50 2.G93998 398 929 2.694529 1.305471 Ì .999469 10

31 .696543 396 933 .697081 .302919 .999463 9
52 .699073 394 937 .699617 .300383 .999456 8
53 .701589 392 942 .702139 .297861 .999150 7
54 .704090 389 946 .704646 .295354 .999413 6

55 2.706577 387 950 2.707140 1.292860 r .999437 5

56 .709019 385 .709618 .290382 .99913) 4
57 .711507 383 959 .712083 .287917 .999424 3
58 .713952 381 963 .714.734 .28546« .999418 2
59 .716383 379 968 .716972 .283028 .999411 1

60 2.71880(1 376 972 2.719396 1.280604 T.999404 0
t Coseno. 6.685 r Cotanjf. Tangent. Seno. /

87‘
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Seno.

10
11
12
13
14

15

16
17
18 
19

20

21
22
23
24

25

26
27
28
29

3 0

1.825511

.825651

.826791

.825931

.826071

1.826211

.826351

.826491

.826631

.826770

1.826910

.827049

.827189

.827328

.82746

1.827606

.827745

.827884

.828023

.828162

1.828301

.828439

.828578

.828716

.828856

1.828993

.829131

.829269

.829407

.829545

1.829683
Coseno

1.954437

.95469

.954946

.905200

.955454

1.955708

.955961

.956215

.956469

.956723

l .956977

.957231

.957485

.957739

.957993

.958247

.958500

.958754

.909068

.959262

.959516

.959769

.960023

.960277

.960530

.960784

.961038

.961292

.961545

.961799

1.962052 
l'' I Cotang. l"

"47®

"  Cotang Coseno. 1"

0.04556 3 1.87107 3 60

> .04530 ? .87096 59
.04505' .87084 i ® 58
.04480( .87073 ì
.04454f .870611i 56

0.044292 r.87050il 55

.04403r .87039( z 54

.043785 .870276 O 53

.043531 .870161 52

.043277 .870047 51

0.043023 r .869933 50

.042769 .869818 49

.042515 .869704 48

.042261 .869589 47

.042007 .869474 46

0.041753 r .869360 45

.04150(> .869245 44

.041246 .8691.30 43

.040992 .869015 42
.040738 .868900 41

0.040484 r.868785 40

.040231 .868670 39

.039977 .868555 38

.03972.3 .868440 37

.039470 .868324 36

0.039216 ’ .868209 35

.038962 .868093 34

.038708 .867978 CC 33

.0.38455 .867862 32

.038201 .867747 31

0.037948 i .867631 30

Tangent, Seno. 1" t



A2 '-

1 Seno. 1» Tangent. 1" Cotnng. Coseno. 1" 1

30 1.829683 1.962052 0.037941- T .807631 :i0

2931 .829821 .962306 *to .037694 .867515 b

32 .829959 .962560 .03744(1 .867399 28
33 .830097 .962813 .037187 .867283 27
34 .830234 .963067 .036933 .86716V 26

35 1.830372

lo

Ì .963320 0.036680 T 867051 25

36 .830509 .963574 .036420 .866936 24
37 .830646 .963828 .036172 .866819 23
38 .830784 .964081 .035919 .866703 22
39 .830921 .964335 .035665 .866586 21

40 1.831058
t o

1.964588 0.035412 1.866470 20

1941 .831195 g .964842 .03515f .800353
42 .831332 .965095 .03490.: .860237 18
43 .831469 .966349 .034651 .866120 17
44 .831606 .965602 .03439h .866004 16

45 1.831742 r. 966855 0.03414.- r .865887 <D
Ci< 15

46 .831879 .966109 .033891 .866770 14
47 .832015 .966362 .033038 .865653 13
48 .832152 .966616 .03338! .865536 12
49 .832288 .966869 .033131 .865419 11

50 T.832426 r.967123 0.032877 Ì.866302 10

51 .832561
t o
lo .907376 .032624 .865185 9

62 .832697 .967029 .032371 .866068 8
53 .832833 .967883 .032117 .864950 7
54 .832969 .908136 .031864 .864833 6

55 r .83310.5 r.968389 0,031611 Ì .864716 5

66 .833241 .968613 .031357 .864698 b
o »

4
57 .833377 OS .908896 .031104 .864481 3
68 .833512 .909149 .030851 .864363 2
59 .833648 .969403 .030597 .864245 1

60 r .833783 Ì.909656 0.030344 T.864127 0

Coseno 1" I Ootang. 1" Tangent. Seno. 1"
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