
i:





' í '

LECCIOIÍES
BB

ÁLGEBRA



' ( í i i - n j í o a í i t i■ sa
■ I. <' ■ A  ' ........  ’ , J ;  ;■

sisbVJ-̂ -: ; Aâ: ■;- A-i'A'A . ■.■oÂ '--'--̂ ''”
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LECCIONES DE ALGEBRA

PRIMERA PARTE.

S é i r i e s  y  d e ñ ' v a . d S L S .
LECCION PRIM ERA.

i
Da las series en general.—Teoremas relatíros ¿  la coarergencia y divergettcía de Usséri .̂

De l« s  sérica en  general.

4. Se llama sék ie  en matemáticas, la suma algebraica de un nú­
mero infinito de cantidades que se deducen las unas de las otras según 
una ley constante y  determinada. Estas cantidades se llaman términos de la sèrie, y se representan por u ,, u ¡ , . .  u « . . .  La suma de losn primeros términos de una sèrie, se suele representar p o r S » . Tan­to la suma Sn como el término general u» dependen del valor del número n , por lo que se dice que son funciones de este número.2. Las séries pueden ser convergentes^ divergentes é indetermi­
nadas.

S ékie  convergente es aquella en la  cual la  suma de los n  
primeros términos tienden hacia un cierto límite determinado y  fin i­
to, d  medida que n  aumenta indefinidamente.

S erie  divergente  es aquella en la  cual la  sum a de los n  
primeros términos crece indefinidamente, pudiendo ser mayor en va—



lor numérico que cualquier cantidad dada, d  medida que n crece tam~ 
bien del mi»mo modr.SÉRiB INDEFINIDA cs aqvclla quc n i es convergente ni divergente; es decir, que creciendo n  iiidcíinidamente, la suma S« ni crece inde- finidamenle como en las sdiics divergentes, ni tiende hacia un límite determinado y finito como en las convergentes.3 . Según la definición de cada una de estas séries, se tendrá que la suma de los términos de una progresión geométrica prolongada Indefinidamente, será una série; puesto que cada término se forma, según una misma ley, multiplicando el anterior por la razón; ade­más, esta série será convergente (i div(ngeníe, según que la progresión sea decreciente ó creciente; ó lo que cs lo mismo, según que la ra­zón sea menor ó mayor que la unidad.En efecto, en el primer caso la suma de los n  primeros términos de la progresión, cuyo primer término es a y la razón q menor que la unidad, cs

„ a  a
S n = - ------------ ;------í ’*;

&  OB LAS SÉBIBS

i —q ^—qcuya suma, como hemos visto en la Aritmética, número 422, tiene por lím ite, cuando n crece indefinidamente, la cantidad finita; luego la série es convergente.1- qSi q fuese mayor que la unidad, ó la progresión fuera creciente, la suma de los n primeros términos creceria indefinidamente á me­dida que n creciese del mismo modo; luego la série seria divergente.Por últim o, si consideramos la série à que dá origen la division de i  por l + a ; ,  que esy hacemos en e lla a ? = 1, hallaremos la série cuyo término general es 1- f - l — 1+ 1— 1+ . . .la cual es indeterminada, porque la suma de los n primeros términos S» es 0 ó + 1 ,  según que n seo par ó impar. Por tamo, cualquiera que sea el valor numérico de n , la suma Sn ni crece indefinidamen­te, ni tiene por límite una cantidad finita y determinada.4. La teoría de las séries es una de las más importantes y útiles del Análisis; su principal objeto es obtener de una manera rápida y senciila valores numéricos aproximados de expresiones algebráicas y



K )

trascendentes, por cuyo medio puedan someterse unas y otras al cálculo oritmélico. Por esta razón, como las séries convergentes son las que-Uenen la propiedad de que la suma Sn de los u  primeros tér­minos pueda aproximarse cuanto se quiera á un cierto límite finito y determinado, que se llama valor de la sene, de aquí el que solo las séries convergentes tengan hoy una gran aplicación. Y como de tomar una série por convergente cuando no lo es, aunque á primera vista lo parezca, se seguirian errores de gran consideración, y hasta se po- drian obtener resultados absurdos, conviene asegurarse muy bien de la convergencia ó divergencia de las séries, para lo cual nos podrán servir los teoremas siguientes,
T eo rem as re la tiv o s  é  1« co u v ev g e iic lo  y  d iv e rg e n c ia  do lo s  séries.

EN GENEBAL. 7

5. E n  toda sèrie convergente, el término general tiene "por limite 
cero.Para demostrar este teorema basta probar, que el término gene­ral Un de una sèrie convergente, puede ser menor que una canti­dad a por pequeña que sea, siendo n suficientemente grande; por­que en ese caso dicho término general podrá aproximarse á cero cuanto queramos, y por tanto cero será su límite {Arit, 46).Esto supuesto, sea Un el término general de la sèriey puesto que dicha sèrie es convergente, podremos dar á n un valor tal, que haga que las sumas S « - ! ,  S n , Sn+i> S „+2 e tc ., se diferen-acien del verdadero valor de la sèrie en ménos de , siendo « tan pe-2quena como queramos; de modo, que representando poro y d  los va­lores numéricos de las diferencias Sn— S y S—Sn—i, los cuales sonpor hipótesis menores que —, y por tanto su suma se ten-• Mdrá, haciendo abstracción de signos,S „ — S ^ 8, y S — S „ _ , = 8'; de donde Sn— S n - i — ^pero Sft— Sn—1 ;luego « n < « ,que es lo que se quería demostrar.



C onsecuencia. E n toda sèrie convergente, los términos son de- 
crecientes á partir de v/no de dios, que puede ser el primero.6. E n  toda serie convergente, la suma de un cierto número Jinito 
de términos á partir del enésimo disminuye indefinidamente y  Uene 
por limite cero cuando n es suficientemente grande.En efecto, si demostramos que dicha suma, siendo n suficiente­mente grande, puede ser menor que una cantidad « por pequeña que sea, cualquiera que sea el número de términos de que dicha suma se componga, el principio quedará demostrado; pues pudiendo ser menor que y  a pudiendo ser tan poco diferente de cero como se quiera, es claro que la suma tendrá por límite cero.Esto supuesto, siendo la sèrie convergente, podremos dar á n un valor total, que el término general Un y lo s p — ! términos siguientes

asean menores que —, siendo p tan grande como se quiera; de modo, que se tendrá

S DB LAS SÉKIBS

V V Py sumando tendremos Un+p ct

P

M n -H U /»+ i-f-W n + g-h ‘ . .  t-p- -1< ----= « »
Pque es lo que se quería demostrar.7. S i  los términos de una série son constantes 6 crecientes, la série 

no puede s&r convergente.En efecto, si la série fuera convergente, sus términos á partir del enésimo serian decrecientes, y tendrían por límite cero (5), lo cual es contra la hipótesis.8. No se crea que, verificándose en las séries convergentes la condición precisa de ser sus términos decrecientes y tener por lími­te cero, esta condición sea suficiente; una série puede tener sus tér­
minos decrecientes siendo el limite del término general cero, y  sin em­
bargo la sérieno ser convergente.Sea, por ejemplo, la série llamada armónica,, 1 1 1 12 3 4 1 1n -f-1 ncuyos términos se forman dividiendo la unidad por cada uno de los



números de la série natural. El término general — tiende hácia c e -
n

TO h medida queji crece; los términos son por consiguiente decre­cientes y tienen por límite cero, y sin embargo la série no es con­vergente.En efecto, si agrupamos los términos de la série [1] de la manera siguiente;1 1 1 1 1 1 1 1 4  1+  C + 7  +  8 ’ ^ 4 6 ’1 1 1  1

BN GENERAL. »

3 " ^  4 ’
1 7 '^ 1 8 ■ 19"^'** 32’

1
2P 1 +  1 ‘ 2í'“ ^ + 2  ' 2 ^ -* + 3  ' ‘ 2'/’’observaremos que cada grupo consta de un número de términos igual á la milatl del denominador del último, el cual siempre es una potencia de 2; que cada uno de estos términos es mayor que el últi­mo, y por tanto la suma de todos los que constituyen un grupo, es mayor que el último repetido tantas veces como términos hay; esdecir, mayor que n x  —  =  —, cualquiera que sea el num eren, siem-2n Mpreque sea una potencia de 2. A sí, tendremos1 1 1 1 1  1 1 1

i 118-^

1 1 1 1
T > - : ’ T - + - T  +4 2 5 6

1 1 1
■ ^7 6 ^ 2 ’ 1 7 '

1 1

1

" ^ 3 2 ^  2’
i .  12/̂ -1+ 4  2/’- * + 2Luego, si suponemos que el último término que se considera

Pes 2^, y hacemos n = 2 P , se tendrá S „ >  1
M

PLa cantidad 1 + -  puede crecer indefinidamente, á medida que el
2número p  de períodos crece también del mismo modo, y  con más razón S « ; luego la serie armónica, cuyos términos son decrecientes y



10tienen por limite cero, no es convergente, según queríamos demos­trar, y por tanto no es condición suficiente que los términos de una serie tengan por límite cero para que la sèrie sea convergente.9. E n  toda sèrie eonver(jenÍG compuesta de té'imivtos positivoSy el 
producto ü Uq tiene por límite cero d medida que u  aumente indefini­
damente.En efecto, el producto nw,» es siempre positivo ; cuando n cre­ce indefinidamente, Un difmínuyc indefinidamente también, por ser la sèrio convergente; luego dicho producto quedará indeter-. minado. Sin embargo, vamos á demostrar que tiene por límite cero á medida que n crece indcfinidanienle. Porque si no tuviera por lí­mite cero, y si una cantidad cualquiera positiva a , á medida que n creciera, se iría aproximando coda vez más a a , y podríamos ha­cer que, h partir de un cierto valor n , se verificase constantemente 

nun'i>^y siendo p una cantidad mayor que cero y menor que el lí­mite a. De la misma manera se Icndria también

DE LAS SÉBIB3

u, ?
n nde donde sumando, se tendrá •1

Un-l-Wn+1- 1-**. —-f•'(
1

- M :«  -t -  ípero la cantidad que hay dentro del paréntesis, siendo la suma de p  términos consecutivos de la sèrie armónica , puede ser mayor que cualquiera cantidad por grande que sea (8), y lo mismo esta suma multiplicada por la cantidad constante P, y con más razón lo será el primer miembro, que es la suma de/) términos de la sèrie dada; lue­go ésta no seria convergente, lo cual es contra el supuesto, y por tan­to el producto no puede tener otro límite « distinto de cero , según queríamos demostrar.
i  0. Una sèrie cuyos términos son positivos es convergente, cuando 

la suma Su de los n primeros términos conserva un valor finito, aumen­
tando n indefinidamente.Siendo todos los términos de la sèrie positivos, la suma Sn au­menta á medida que aumenta también el número n de términos; y como permanece finita aunque n crezca indefinidamente, se sigue que siendo S „  siempre creciente, á medida q u en aumenta, tenderá hácia un límite finito, del cual no pasará, y por tanto la sèrie será convergente.



EN GENERAL. 11O bservación . Es necesario tener presente que todos los térmi­nos de la série sean positivos; pues si tuvieran signos diferentes, po­dría la suma S,» tener un valor finito, cualquiera que fuese el valor de n , y sin embargo dicha série no seria convergente, como sucede en general en las seríes indeterminadas.11. S i  d partir de un cierto término de una serie, resulta una 
série p%reial convergente, toda la série también lo será.Sea la sérieW l l - j - W n - d - U i j  + t-j—. . .  -]rUn+p-\-... [1] ,de la cual la suma pardalWti-f-Uii+i-h... [2]forma una série convergente, y vamos á demostrar que toda la série [ 1]  es convergente también.En efecto, seas la suma finita y constante de los n —1 primeros términos, y h' la suma constante y finita hácia la cual tiende la série convergente [2]; la suma á (jue tenderá la série [ i]  será evidente­mente S= s-t-S '; y cornos y S' son cantidades finitas, su sumaS también lo será, y por tanto la serie [!]cs convergente.12. Una série qm  tiene su; términos positivos y menores respec­
tivamente que los de otra série convergente de términos positivos tam- 
hien, es convergente.En efecto, la suma S» de los n primeros términos de la primera série, es menor evidentemente que la suma S'« de los n términos de la segunda; pero esta suma S '„  tiene siempre un valor finito cual­quiera que sea n , por ser convergente la série á que pertenece; lue­go la primer suma S« con más razón conservará un valor finito; y en virtud del teorema 10, la série á que corresponde será convergente.CoNSECUExciA. Toda série cuyos términos además de ser positivos 
son menores que los de una progresión decreciente y prolongada hasta 
el infinito, es convergente. Y  según el teorema 1 j , basta que á partir de un término cuahjuiera de una série sean los de otra menores res­pectivamente que los de una progresión geométrica decreciente, pa­ra que esta otra sea una série convergente.13. 8 i en una série de términos positivos, dpartir de un cierto tér­
mino, la relación de uno cualquiera al anterior tiende constantemen­
te hdeia un limite determinado y finito  1, esta série será convergen­te ó DIVERGENTE, ssgun quó el límite 1 sea menor 6 mayor que la 
unidad.



Sea, en primer lugar, l  un número menor que la unidad, y  su­pongamos que en.la sériese verifica que á partir del enési?*io término, la relación de uno cual­quiera al anterior es menor que la unidad y tiende hacia el límile í  menor que 1. Sea k  una cantidad comprendida entre / y 4, es decir, mayor que l  y menor que 1; á medida que n aumente, la relación entre un término y el anterior se aproximará cada vez más al limite 
l , y por tanto irá siendo menor que la cantidad k , de modo que se tendrá

12 d e  l a s  s e r i e s

< k ,
Urt+2

</c, < * , ‘ n+p‘n+p—IDe la primera desigualdad sacaremos la segunda nos day si ponemos en esta en vez de «at-i una cantidad mayor se ten­drá con mayor razón, Un+%<ik-Un>Del mismo modo hallaremosMft + 3^  ̂ . . .  Un-yp'^.kdonde vemos que los términos de la série [ 1] ,  son, á partir del ené  ̂
simOy respectivamente menores que los de la progresión geométrica 
kun'^k^Un-\-k^Un~\-.., la cual es decreciente, por serla razón ; luego la série [1] es convergente. (12 cons.)Sea, en segundo lugar, l un número mayor que la unidad. A partir de un cierto término, las relacionesWn+l ^n+2 ‘'n+pUjt Wrt + l Un+p~iirán aproximándose al límite /, y por tanto llegarán á ser mayores que la unidad, lo cual prueba que los términos irán siendo crecientes, y cada vez mayores; luego la série será divergente, puesto que la suma de sus términos podrá llegar á ser mayor que cualquiera can­tidad dada.Ob se r v a c ió n . S í creciendo el número n , la relación de un tér­mino al anterior tiene por límite la unidad, no se puede asegurar que la série sea convergente ni divergente; para determinarla es ne­cesario recurrir á otras consideraciones.Unicamente en el caso de que la relación de un término al ante—



rr-'

rior fuese corstaiiteineiite igual ó mayor que la unidad, aunque en esle caso tuviese por límite 1, se podría asegurar que la sèrie seria 
divergente; pues los términos serian iguales ó crecientes, y por tanto no tendrían por límite cero, condición necesaria para que la sèrie fuera convergente. Además, siendo dichos términos iguales ó cre­cientes, resultará que, ó partir del w«, serán todos iguales ó mayores que este; de modo que si consideramos la suma de un número p de estos términos y la representamos por S 'p , se tendrá evidentemente S';, =  ó '^pu n\  y comop, lo mismo que p u n , puede ser tan grande como se quiera, S'p puede ser mayor que cualquier cantidad dada por grande que sea; luego la sèrie será divergente.Cuando todas las relaciones son menores que la unidad teniendo por límite \ , ó unas son mayores y otras menores tendiendo siempre al límite I , la sèrie podrá ser convergente ó divergente, y aun inde­terminada; mas para conocerlo hay que valerse de medios especia­les como más adelante veremos.14 Puede suceder que la relación de un término al anterior no tenga por límite un número determinado, como sucede en la sèrie 

\ \ \ i  1 1 1 13'*“^ 2 ^ 3*”^ " 'en la cual la relación de un término cualquiera al anterior es alter- 1 4  , 1nativamente y —; pero como no excede a —, cantidad menor que!a unidad, se podrá asegurar que la sèrie es convergente, lo cual se demostrarla del mismo modo que el teorema 12, primer caso.Sin embargo, no se vaya á creer que es condición precisa para que una serie sea convergente, que la relación de un término al an­terior sea constantemente menor que una cierta cantidad menor que la unidad; porque una sèrie puede ser convergente y no cumplir con esta condición.Sea. por ejemplo, la progresión geométrica decreciente prolon­gada al iuíinito,■^2 A 8 ”^ 1 6"*"32"^64'^12 8 ^  ‘ *que sabemos es una sèrie convergente. Si en ella permutamos los tér­minos de dos en dos, obtendremos la sèrie convergente también 1 4 4 1 1 1 1-4- 1-1— H— -I----- 1-------1------ -4------ h . . .g - r  ^ 8 ^ 4 6 ^ 4 2 8 ^ 6 4 ^

BK GENERAL. 18



en la cual la relación de un término cualquiera al anterior es a1-  
\ternalivamente 2 y —, la cual no permanece siempre inferior á la
Munidad.

{ 4  DB LAS SÉRIES

LECCION II.

Teoremas relativos á la convergreneía y díverorencía de séries enyos términos están afecta­
dos de signos diferentes.—Cálculo del valor de una sèrio.T c O F c m a !i r e la t i v o s  A In  c o i iT e r s e n c I «  y  í l lv e r g e n o la  d e  s é r ic a  e n y o a  t é r ­m in o s  « a tú n  a r o c t iid o s  ü e  s ig n o s  c l l fc r c u t c a .

15. S i  una serie de términos positivos es convergente, la serie que 
resulta de afectar d los términos signos cualesquiera, también es con-~ 
vergente.Sea la sèrie convergente de términos positivos U i—|—tí 2—1-... — j—cuya suma de los n primeros términos es Su, la cual permanece fini­ta cualquiera que sea n, y tiende hacia un límite finito y deter­minado S . Afectemos á los términos de la sèrie de los signos - 1- y — ; representemos por la suma de los positivos que hay en los n pri­meros, y por S ’ q la de los negativos; de modo que tendremos, lla­mando S'u h la suma algebraica de los n primeros términos de la nueva sèrie, —  S ' ,;  y como por hipótesis se tiene queSrt= S '^ -h S'í es una cantidad finita, S',, y serán cantidades finitas que tenderán Inicia ios límites finitos y S^, cuya suma es S ;  por tanto, tendiendo y S ', hacia los límites finitos y determina­dos y S,;, su diferencia S'n tenderá hacia un límite finito y deter­minado, diferencia de estos límites, ci cual representándole por Su, se tendrá S , t = S ^ — luego la sèrie que se obtiene afectando á los términos de lo propuesta, que se supone convergente, los signosH-y — , es convergente también, puesto que la suma de sus términos tiende hacia el límite finito y determinado — Sq.

C o n secu en cia . Una sèrie de términos afectados de signos dife-- 
rentes es convergente, cuando considerados todos con un mismo signo, 
lo sea también.



r '
EN GENERAL. 15La recíproca no es verdadera; es decir, que una serie de térmi­nos de signos diferentes puede ser convergente, sin que lo sea la que resulta de considerar á todos los términos con un mismo signo. La 1 1 4 I Isèrie 1— —T " ^ i r — a *“  convergente, como más adelante

O 4 O t)veremos (16), y sin embargo no lo es la que resulta de considerar á todos los términos con un mismo signo.16. 8 i los términos de una sèrie son, d •partir de uno de ellos, 
alternativamente positivos •y negativos, y  decrecen constante é indefi­
nidamente teniendo por limite cero, la serie es convergente.Sea la sèrie

á iU p Z ^ U p + i^ ...en la cual los términos son, á partir del enésimo, alternativamente positivos y negativos, y además decrecientes, teniendo por límite cero, de modo que lím. u ^ = 0 . Si en esta sèrie prescindimos de los n primeros términos, y probamos que la sèrie «i — es con­vergente, la sèrie propuesta también lo será (11).Para ello representemos en general por S;, la suma de los p  tér­minos, á contar desde lu , y supongamos, para fijar las ideas, q u ep  es un número par, de modo que tendremos la sèrie de igualdades, S ,= w ,S8= U j—Wj
S j= U,-W^+Ws= U, — (t¿4--- Uz )84= « ! — U,~j-Uz — U i=Ut— [iL—lis )—UtS;;=Ul —M¿-hU3 —Ui-^U¡=-Ui — (ííj---U3 ) —(U4---U¡)

Sjp=Ui —Ut-\-üz —UíH-Wj—tíü4-... -hM/1- 1—«p
= u i  — {u.—u 3)— [tu— U3) — . . .  — (w^_2— — Up ;

6 lo que es lo mismo,S i = U iSa=Ml —UjSü = S i  — [u —̂ «3 )S 4 = S s+ (« 3-- U4)85 =  83— (lí 4—U5)S  c= 8  4-l-(u 5—-u (j)
Sjj —Sj:_2-h {% —J—tl|,)



lo cual DOS prueba evidentemente, que las sumas que comprenden un número par de términos van creciendo, y las que comprenden un número impar, decreciendo; es decir, queS i^ S a  ̂ S i s ^ S ,. . ,y S,<CS4<C!S6<^S8'-.<CSp;pero la diferencia de dos sumas consecutivas es siempre el último término; es decir, Sp— S p _í= « p ; y como lím. U p = ü , la diferencia S_p— Sp _i tiene por límite cero. Pero-la suma total de la serie se ha­lla constantemente comprendida entre dos sumas parciales consecu­tivas; luego esta suma es constante y finita, y por tanto la sèrie es convergente.Ob se r v a c ió n . E s condición precisa, para que el teorema an­terior sea cierto, que los términos sean constaíitemente decrecían tes y tengan por límite cero, pues esta última condición no es sufi­ciente.isn efecto, s i los términos de una serie son alternativamente positi- 
vos y  negativos, y  el limite del término genei'al es cero, pero sin que 
por esto se entienda que los términos han de ser constantemente decre­
cientes, es decir, uno cualquiera menor que el anterior, la sène podrá

divergente.Para demostrarlo consideraremos la sèrie de términos alternati­vamente positivos y negativos, y cuyo término general tiene por lí­mite cero.

16 DE LAS S éR lS S

1 1 \ il/ 2 -i-t  / 3 ~ 1  1/ 3 + 1  t / i — 1 1/ 44-14 1 1  1
[ / ^ ^ \  i/ n + 1  / n + l — 1 l / j i + í - r 1en la cual la suma algebráica de un término positivo cualquiera con2el negativo siguiente, es igual á -----siendo n el número que hay1debajo del radical délos términos que se consideran; por tanto, la suma de los 2n primeros términos de esta serie, seráSsn / 1 1 1

n — i n j2 ■ 3 ' 4lo cual prueba que S-2n puede ser mayor que cualquier cantidad da­da, pues la que hay dentro del paréntesis, es la sumo de n términos



BN GENERAL. 17de la sèrie armónica, y ya se ha demostrado que puede crecer inde­finidamente.17. S i en una sèrie cualquiera se verilea, que creciendo n indefinú 
damente  ̂ la raiz enésima del término general Un es constantemente me­
nor que una cantidad a c ^ l, la sèrie es convergente,Seala sérieW|+M2-¡-u 3_ t - . , ,4 -u „_f-«j^ ^ j_l_,,. y supongamos que, á partir del enésimo término, se tiene constantemente

—  n+ly_____ n + 2 .____r Wn<^«, KMn+i<C!*j l' W„+2< ^ a ,..,de donde Wn+^<a” +^, «„+ 2< a ” +2, . . .La sèrie propuesta, teniendo sus términos á partir del enésimo menores que los de la progresión geométrica decreciente «"+«<’ +<-}- *»+24-.,.^  que sabemos es una sèrie convergente, es también con­vergente (12 CONS.), según queríamos demostrar.O b ser v a ció n . S i V  Uq fuese constantemente mayor que i , la sèrie 
de que es término general Un seria divergente.En efecto, siendo n  por su naturaleza un número entero y positi-

Ity---
Y O , y constantemente mayor que 1, los términos u„+<,w„+j, e tc ., serán siempre mayores que la unidad, y por tanto la sèrie será divergente (7).

C á lc a lo  d e l T a lo r d e  u n a  s è rie .

18. Ya hemos dicho que las séries tienen por principal objeto hallar valores particulares de las funciones algebráicas y trascenden­tes. Para ello se desarrolla la función dada en série convergente; es decir, se busca una série cuyo valor sea igual al de la función en ca­da caso particular que se le considere, y entonces, sí se pudiera ha­llar el valor exacto de la série, se tendría también el de la función* pero lo que se hace es hallar el valor aproximado de la série, to­mando por el de toda ella el que expresa la suma algebráica de sus primeros términos, el cual se aproximará tanto más al verdadero va­lor, cuanto mayor sea el número de términos que se sumen, y sobre todo cuanto más convergente sea la série. En las séries poco conver­gentes, hay que tomar un número muy crecido de términos, para obtener valores aproximados convenientes. El error que se cometeT omo II. 2



tomando por el valor de la série el de la suma de sus primeros tér­minos, es precisamente la série que forman los términos que se des­precian, cuya suma es lo que se llama el resto de la série. Si halla­mos un número mayor que el valor que tiene el resto de una série, se tendrá un límite del error que se comete tomando por el valor de la série la suma de sus primeros términos.19, E n  una progresión geométrica decreciente, el error que se co­
mete tomando por el valor de la série la suma de sus n primeros tér­
minos, es igual al último término que se considera multiplicado 
por el cociente de dividir la razón por la diferencia entre ésta y  la 
unidad.Es decir, que en la progresión decrecienteel error que se comete tomando por el valor S de la série, el valor de la suma de sus n primeros términos, el cual se representa en ge-

i 8  r>B LA.S SéRIBS

neral por S„, será aq'
X— qEn efecto, la suma S,i de lös términos de una progresión decre­ciente, es, como ya se sabe,
o _____' "" 1— 9' 1— 9Despreciando todos los términos, á partir del enésimo, despreciá­rnosla suma de los términos de la progresión aq’'-X-aq"'^^-i-aq'’ ^ ^ -i-...

aq^ n—l. 9 expresióncuya suma total es, según se sabe, y—— = a q  ^que está conforme con el enunciado del teorema.20. E n  una série de términos constantemente decrecientes y al­
ternativamente positivos y  negativos, el error que se comete tomando 
por el valor total el de la suma de sus n  primeros términos, es menor 
que elprim&r término que se desprecia.En efecto, hemos vistp (16), que el valor total de la série pro­puesta, se halla constantemente comprendido entre dos sumas par­ciales consecutivas; es decir, quesi la série es— U i - h - W j  — . . .  - \ - U „ ----- U r t + l - H W „ + 2  —  U n + Z- \ - . . .se tendrá S > S n — U;,+i, y S < S n ;  pero la diferencia de estas dos sumas parciales es u „+i ; luego el error que se cometerá tomando  ̂por el valor S la suma S „ , será menor, según queríamos demostrar, que el primero de los términos que se desprecian .



r
EN GENERAL. IS21. En general, para determinar un limite del error que se co­mete al tomar por valor de una série la suma de los primeros térmi­nos, se compara el resto á una progresión geométrica decreciente; y si se prueba que los términos de la série son respectivamente meno­res que losde la progresión, su suma será menor también; y como el valor de la suma de los términos de la progresión es conocido, este será un límite del error que se comete en la série dada.Sea, por ejemplo, la série« i H-«s- 1~M3 i-h--* [1].Supongamos que la relación de un término al anterior es, á partir de un cierto término u„ , constantemente menor que sien­do a una cantidad menor que 1; en este caso el resto de la série será menor que 1Wn •- vi a-J— 1 y ? U n  +l . . .  _¡_i

i — iluego un límite del error cometido en la série [1] , tomando la sumade los n primeros términos, será u^+i  — .1— a22. Si en una série se verifica,á partir de un cierto término u,„  que permanececonstantemente menor que « , siendo a < ;  1, el resto será menor que los términos de la progresión t « + <-f.«» S_^a»+3_|_.. ■4- « ’luego un límite del error que se comete en la série dada, será -—
i— des decir, el error que se comete será menor que esta cantidad.
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LECC IO N  m .

Ejemplos de séries. 

i;|e m p Io s  d e  sé rie s .

23. Sea, en primer lugar, la sèrie armónica 1 1 1  1 1
cuyos términos son todos positivos y constantemente decrecientes teniendo por límite cero, todo lo cual contribuye á creer que la sè­rie pueda ser convergente; la relación de un término cualquiera al anterior, es 1 1  n— 1 1n n—1 n ncantidad menor que la unidad, pero que tiene por límite 1 ; por ton­to , todavía no podemos decir, fundados en estos datos, que la sèrie sea convergente ni divergente.Si recurrimos á la regla de convergencia que hemos dado (9), veremos que el producto en la sèrie armónica, es constantemen­te igual á 1 ; pero si la sèrie fuera convergente, nw„, tendría por lí­mite cero; es así que no tiene por límite cero, luego dicha sèrie ar­mónica es divergente, como ya sabíamos (8).2 Í . Sea, en segundo lugar, la sèrie1 1 1  _ 1 , 1
La relación de un término cualquiera al anterior, es1 1 _  (íí— 1)̂(íj— 1)̂  íi’*cantidad menor que la unidad, pero que tiene por límite 1 ; y por tanto, la sèrie podrá ser convergente ó divergente.El producto nw„ es en este caso n - - = —, que tiene por límite

a  a i  u i i t c i i v i )



EN GENERAL. 2icero, cuando n tiende hácia infinito; luego la sèrie podrá ser conver­gente; y en efecto lo es, como se puede demostrar por medio de la descomposición en grupos; así,4 1 ^ 1 1  i

Formando un segundo grupo con los cuatro términos siguientes, se tendrá evidentemente Î'44̂
í4*
84 5 * ^ ^ “  8*

t i 4 4 4 4 442^52 ^  5 2 ^ 7 4  ^  42 ^ 4 2  ^  424 1Del mismo modo t e n d r e m o s 4 - . . . -y  así sucesivamente; de donde podemos concluir, que la suma total de los términos de la série4 4 1 1  4
es menor que la de la progresión decreciente 4 4 1 14 ■ 2 4 ■ 8 ■y por tanto, dicha série es convergente. 25. Sea la série

X x ‘ X'

ce indefinidamente, hácia el límite ^ = - ^ ;  cuando íres igual ó me-
1 4.2 4.2.3 4 .2 ...  nel término general tiende, cuando x  es mayor que la unidad y n cre-0

ñor que la unidad, entonces tiene por límite cero. Sin embargo, nosotros demostraremos que la sèrie es convergente, cualquiera que sea el valor de x\ en efecto , la relación de un término cualquiera al anterior, es
x ’  ̂ x ” ~ ^  X4 .2 .3 ... n 1 .2 .3 ... (n —la cual tiende hácia cero á medida que n  aumenta, y por tanto la sè­rie es convergente (13), cualquiera que sea x .En esta série los términos serán crecientes al principio, si x  es mayor que la unidad; pero luégo principiarán á ser decrecientes.Si la série es
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X  X* X ”!  2 3 nla relación de no término cualquiera al anterior, será X" X" '  ̂ n—1n * n—t nla cual tiene por límite x , cuando n crece índeflnidamente; por tan­to, la sèrie será divergente ó convergente, según que x  sea mayor ó menor en valor numérico que la unidad; si x  fuese igual 1, se ten­dría la sèrie armónica, que ya sabemos es divergente.26. Sea la serie á que da origen la fórmula del binomio supo­niéndola verdadera cualquiera que sea w , m mím— 4) „ _ m(m—1) (m—2) . . .  (m—n)4 . 2 . 3 . . .  (n — 4)E l límite de la relación de un término al anterior, es en estecaso (m-2) m (m - Í )  (m-2)4 . 2 . 3  ..\n * 4 . 2 .3 . . .( n — í)-n -H l /m-i-1 .--------a?— l ------- — 4m- /m -hi . \n \ nEl límite de esta relación, cuando n=oo , es—x ; luego la série sólo será convergente en el caso de ser x  menor en valor numérico que la unidad, es decir, cuando el valor de x  se halle comprendido entre 4 -1  y —  1 •27. Sea la série
4 41 1 2 “^4" 2 .3cuyo término general u« = 1

la relación de u„
4 . 2 . 3 . . .  (n— 4)es en este caso 4 1

4 . 2 . 3 . . . n ^ ’ “tiene por límite cero;
14 . 2 . 3 . . . n ’ 4 .2 .3 . . . ( n — 4) nla cual tiene por límite cero; por tanto, la sèrie es convergente. Su valor está comprendido entre 2 y 3; en eíecto, este valor es eviden­temente mayor que 2, puesto que se desprecian para obtenerle to­dos los términos, á partir del tercero; el resto es por consiguiente



EN GENEBAL. 23
4 4 14 .2 '" n ^ 2 Í3  1 .2 .3 .., (n— 1)Cada uno de estos términos, á excepción del primero, es menor que el tértnino correspondiente de la progresión■i i   ̂ = 1 -luego el error que se comete, tomando por el valor de la série dada sus dos primeros términos, es menor que \ , y por tanto el numero e es menor que 2-4-1 = 3 .28 E l  númet'O e es inconmensuraMe. Si fuese igual á una cantidad 

Pconmensurable — , se tendría 
9« 4 1  i 4 1

q " ^ 1 ' ’“ 1.2 1.2.3 1 .2 .3 ...g  1-2.3..Multiplicando por el producto 1 .2 .3 ... g los dos miembros de esta igualdad, y representando por N el número entero que resul­ta de la suma de los q-i~i primeros sumandos, que son enteros, se tendrá 1 11 .2 .3 ... (g— 1) X í ) = N 4 -1 ‘^4-1 (^+1) (5-1-2)
pero se tiene 

1

( í + l ) ( ? + 2 )  (? +  3)1 ^
[ i] ;

? + 1  ( ? + 'l)  (? +  2) ( ? + l )  (9 + 2 ) (9 +  3)
1 1 1

Ó lo que es lo mismo,_ i _  , ________  ̂ I ^ m *9-I-I (3+ ^ )  9por tanto, el primer miembro de la igualdad [ 1] ,  que es un número entero, resulta ser igual á un número entero N , más una fracciónjmenor que —, lo cual es absurdo; luego no podemos admitir que el 
9

Pnúmero e sea un número conmensurable —; luego es inconmensu-
9rabie.



29. Si quisiéramos obtener el valor de e con un cierto grado de aproximación, observaríamos que, tomando en esta série la suma de los n-4-1 primeros términos, el error que se comete, será 1 \ ^

DE LAS SÉRIES

1 . 2 . 3 . . .  (n +  1) 1
\ .2 .3 ... n\r 1 . 2 . 3 . . .  (n-4-2] 

\
1 .2 ,3 .. .

1
(«-H3)

\n-\-i (71+1) ( n +  2) ( n + 1) (n+2) (n+3)y según la formula [2] , dicho error será menor que------ --------x - —1 . 2 . 3. . .  n n  *es decir, menor que e! último término que se considera, partido por el número de términos considerados ménos uno.Si queremos obtener el valor de e con doce cifras decimales, prin­cipiaremos calculando cada uno de los sumandos de la série en mé­nos de una unidad del órden catorce, unos por defecto y otros por exceso, y así estaremos seguros que aunque tuviéramos necesidad de considerar cien términos, el error cometido en la suma seria me­nor que una unidad del órden doce {Arit. * 316J. Cuando hayamos lle­gado á un término cuyo valor sea menor que una unidad del órden que marque la aproximación, ya no se calcularán más, y la suma de los calculados será el valor de e, del cual solo se tomarán las doce primeras cifras decimales.Calculando les términos de la série con catorce cifras decimales, veremos que los diez y siete primeros nos dan para valor de e el nú­mero 2,71828182845901, el cual es exacto hasta la cifra del órden trece, y con más razón hasta la doce.
Cálculo del valor de e.1+1 — 2,00000000000000 

~  =  0,50000000000000 la l  — 9,16666666666666 * =  0,041666666666661. 2.. ..4 1L 2.. . .S
11.2.. ..6 
1

=  0,00833333333333 =  0,00138888888888
1.2....7 =  0,00019841269841



Í.2....8
i1.2.. ..9 11.2.. .10 11.2...11 1r .i .1211.2.. .13 
11.2.. .14 
11.2.. .15 1

i

1.2...16

BN GBNBEAL.=  0,00002480158730 =  0,00000275573192 =  0,00000027557319 =  0.00000002505211 =  0,00000000208768 =  0,00000000016059 =  0,00000000001147 =  0,00000000000076 =  0,00000000000005

25

e = S i7=  2,71828182845901 30. Sea, por último, la série1 , 1 , 1 , , 1
1en la cual el término general _ tiene por límite cero;

n(n-^\ )
í / 1 \j del mismo modo se ve, que lím . yriu,, 1= 0, lop dica que la série podrá ser convergente.La relación de un término al anterior, es 

1 1 n—1

cual nos in-
n(n-h1)*(n — l)n  n -|- l ’, Unde donde se deduce facilmente, que lím.

Un-l
= 1;lo cual nos prueba, que la série podrá ser convergente, pero que de­bemos recurrir á medios especiales para descubrirlo.Para ello observaremos, que en cada término de la série dada se verifica I d i l l i   ̂ 11 .2 ”  2 ’ 2.3 2 3 ’ " '  n(nH-l) n n - j - l ’ *’ *de donde deduciremos que la suma de los n primeros términos.será S« n-{~l ; de donde, lím. S„ =  1.
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36 DE LAS SÉRIESPor consiguiente, la sèrie es convergente, y la sunna de sus n primeros términos tiende á valer 4 cuando n crece indefinidamente.

LECCION IV.

Desarrollo de una expresión en série.—Idea general de las séries recurrentes.—De las
séries imaginarias.

D e s a r ro llo  de u n a  e x p re s ió n  e n  s é rie .

3 L  Por medio de las séries se pueden hallar fácilmente valo­res aproximados de expresiones, tales como determinar el logaritmo de un número, el valor de una exponencial, el de una línea trigono­métrica, la relación de la circunferencia al diámetro, etc., los cuales sería muy pesado ó difícil obtener por otros medios. Pero es necesa­rio para esto, saber trasformar la expresión cuyo valor queremosde- terminar, en una sèrie que exprese dicho valor; la cual, como ya sabemos, ha de ser convergente, pues solo las séries convergentes pueden representar un valor determinado y finito.32. Cuando una expresión se trasforma en otra compuesta de un número finito de términos, se obtiene una igualdad en la cual el segundo miembro en genera! es el resultado de las operaciones indi­cadas en el primero, y que por tanto se debe verificar para cualquie­ra que sea el valor que se le dé á cada una de las letras que entran en ella; pero si el segundo miembro se compone de un número in­finito de términos, que satisfacen en su formación á una ley cons­tante, entonces la igualdad no se verifica siempre; está sujeta acier­tas restricciones, que es necesario no despreciar, para no incurrir en graves errores.Sea, por ejemplo, la expresión de que ya nos hemos ocupado anteriormente ----- , la cual, según las reglas de la división, da
{Á lg . elem. 85)
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1 ^+1
[ '1 ] .4— íc ■ ..............  ...................................1— a?Este segundo miembro se compone de un número determinado n de términos, y no es otra cosa que el resultado de la operación in­dicada en el primero; por tanto, deberá verificarse, como en efecto sucede, cualquiera que sea el valor que demos á x\ así, hacien­do ® =2 y n = o , se obtiene la igualdad evidente1 64— i - = - 4 = l - H 2 + 4 - h 8 - h i 6 + 3 2 - H - — - = 6 3  —  64. 

h—2 ‘ — ̂Si el número de términos crece indefinidamente, ó si hacemos n = c o , la igualdad [4] siempre se verificará, pues cualquiera que sea n , se tiene [Arit.  414)
1 ---------- --— ;1—X  1— Xde modo, que sustituyendo este valor en la igualdad [4], se halla la identidad independiente de n,__1_________ 1_ _4— X  \ — XSi al prolongar indefinidamente la división de 1 por 1—x:, pres­cindimos del resto y solo consideramos la série á que da lugar, se obtendrá la igualdad

=  1 [2],4— Xla cual no siempre será cierta. En efecto, si damos á x  valores nu­méricamente mayores que la unidad, el primer miembro se reduci­rá á una cantidad finita positiva ó negativa, mientras que el segundo crecerá indefinidamente en valor numérico; por tanto, cuanto ma­yor sea el número de términos que consideremos, tanto más nos ale­jaremos del valor que tiene la expresión que dió origen á esta serie. Si por el contrario, x  es numéricamente menor que la unidad, cuan­to mayor sea el número de términos que tomemos en la série, tanto más nos aproximaremos al valor de la expresión que la produjo,1pues dicha suma, como ya sabemos, tiene por límite ------ , cuan-
1 —  Xdo x < i 4.33. De lo dicho anteriormente se deduce, que la división puede emplearse, en algunos casos, para desarrollar una expresión en



28 DE LAS SERIESsérie, la cual siendo convergente, podrá servir para calcular valores numéricos aproximados de dicha expresión; pero de ningún modo servirá para este objeto, si la série que se obtiene en el desarrollo es divergente.34. Para desarrollar una expresión en série, se usa frecuente­mente el método llamado de los coeficientes indeterminados, el cual vamos á exponer en pocas palabras, haciendo algunas observaciones ■ necesarias, para no incurrir en inexactitudes á que dicho método podría dar lugar.El principio en que se apoya el método de los coeficientes inde­terminados, es el siguiente: si para cualquier valor de x  se verifica la igualdad 0= A o —1—Aja:— j—Ásíc^—i“ . •. —l-Ana/'‘ '-t—• • • 1»se deben verificar también las siguientes:A o~ 0, A i—0, Ag—0, A „ = 0 , . . .Este principio se demuestra generalmente, diciendo: puesto que la igualdad [ 1] se ha de verificar para cualquier valor de x ,  si hace­mos x —0, se tiene 0= A ^ ; y como el valor de A q es independiente de X , siempre conservará el mismo valor; por tanto, la igualdad [ I ]  se podrá simplificar suprimiendo el sumando A ,̂, que constantemente es cero, y dividiéndo por x ,  de modo que dicha igualdad se conver­tirá en esta otra,0 = Aj — |— .. .  -4—Artíc” -̂4“***la cual es de la misma forma y se halla en las mismas condiciones que la propuesta; por consiguiente, se tendrá también 0 = A i , y de la misma manera se halla A g = 0 ,  A 3= 0. . .  Pero observemos que esta demostración, concluyente cuando el número de términos es finito y finito también el valor numérico de cada coeficiente, deja de serio cuando el número de términos es infinito, ó alguno de estos coeficientes se reduce á infinito; porque en cualquiera de estos ca­sos, al hacer a?=0, la igualdad [1] se convierte en una expresión de la forma 0 = A q-1-ooX 0 , de la cual no se puede deducir que A  ̂ sea ú no cero, pues siendo o o x O  una expresión indeterminada [Alg.  
elem. 262), podrá tener un valor igual á —  A^, en cuyo caso la igual­dad propuesta podrá ser satisfecha sin que se verifique la condición A o = 0 .Para que este principio pueda demostrarse con todo rigor, hay que enunciarle del modo siguiente:



35. S i constantemente se verifica por cualquier valor de x la 
igualdad 0= A A j 2?-4~A 2 • • -4“  • •
siendo los coeficientes A^, A | ,  Aa, .** cantidades finitas^ se verificarán 
también las siguientes: Á ,= 0 , . . .  A „ = 0 , . . .
cualquiera que sea el número de términos de que la anterior igualdad 
se componga.E d efecto, si representamos por Aj>el mayor de los coeficientes A t ,  A 2, As,*** se tendráA iicH -A 2 a ;'^ -l-...+ Á „a 3 « -h ...< A j,a í{l+ íC H -íc 2  +  ...+ a ? .” ~*-t-...)/ 4 a?" \6 AiíP —f“ A 2ÍC*“ H ••• ” 1“  A '*-{"••• <C ApíZ^x I I\ i— X  1—x fdesigualdad que, para valores de x  menores que la unidad, se redu­ce cuando n =  oo , á
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A i 27 A 2¿Ĉ A 3 X^ "4“  •«• ApíC ]!X1 \
\— x'pero la expresión A «x X -----  tiene por límite 0, cuando a ?= 0,

\ — Xpuesto que Ap es una cantidad finita; luego la expresiónAiíC-f-Aaa^^-HAaíí^H-.*.
1que numéricamente es menor que h p X X  ------ , tendrá también porlímite 0, cuando .'t= 0; y por tanto, para el valor de a ;= 0, la igual­dad [ I]  se reducirá á 0= A j,.Una vez probado que A ^ = 0 , se tendrá, como anteriormente he­mos expuesto, 0 = A i  -4-Á3 2;+A3 27®+. • .-H-A« ..de donde deduciremos, de la misma manera, que A , = 0, y lo mis­mo de los demás coeficientes, y por tanto el principio queda demos­trado.

C onsecuencia. S i  se timen dos series ordenadas con relación á 
las potmcias crecientes de x  constantemente iguales cualquiera que 
sea el valor de x , los coeficientes de las mismas potencias de esta le~ 
tra  ̂ que svponmios finitos, son también iguales.Supongamos que para cualquier valor de x ,  se tiene siempre la igualdad ^0+^1 '̂ -+-«2 ̂ *-f~* * *= A„H-A i ¿C-f-A I . .



30 D £ LA.3 SÉRIB3de la cual deduciremos, pasando todos los términos á un sólo miembro, — 03)2;*-)-...y como los coeficientes « i ,  0 2 , . . .  A. ,̂ A , ,  A a ,.. .  son finitos, las diferencias A^—a ,̂ A j— a{ , A2— serán finitas también; y según el principio anterior, se tendráAo—<?g=0, A r— d\ = 0, A2— 02= 0,de donde A^=a¡^t A \—a\  ̂ A2 ~ a - ¡ . . .lo cual queríamos demostrar.36. Esto supuesto, el método de los coeficientes indetermina­dos para desarrollar una expresión E * en série ordenada según las potencias enteras y crecientes de una letra .'c, consiste en igualar di­cha expresión á una série de esta forma, de modo que se tenga la igualdad que podremos llamar hipotéticaE A „+ A l x-^A^  a?®-!-A3 . .+ A  „x  "-f-.. .  [i ],en la cual los coeficientes A ,̂ A r , A s , . . .  son cantidades que hemos de determinar, con la condición de que la igualdad [ 1] se verifique con independencia de los valores de x; después, por medio de tras- formaciones fáciles, se reduce la igualdad anterior á otra de la formacuyos coeficientes P^, P i , P ¿ , . . .  son independientes de .r , pero de­pendientes de A„, A l , A a ,... y de las constantes que entran en la ex­presión dada E *; por tanto, para que el método sea aplicable, es ne­cesario que dichos coeficientes sean finitos, y además las ecuaciones que resultan del principio fundamental (3o), es decir Po~0, P , = Ó , P ¿ = 0 , . . .  sean compatibles, en cuyo caso el desarrollo será posible, y podremos deducir de estas ecuaciones, que llamaremos de condi­ción, los valores de las cantidades A„, A i , Aa,.** las cuales, si siguen en su formación una ley constante y general, darán origen á una sé­rie que será la producida por la expresión dada. Pero se tendrá muy presente, que para hacer uso de esta série en el cálculo numérico de la expresión que la ha producido, es necesario asegurarse primero de que es convergente, pues de lo contrario la igualdad no seria siem­pre cierta, como ya hemos visto que sucede en la división de 1 por
\  — X.Apliquemos este método á algunos ejemplos de las séries recur­rentes.
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S é r l e s  r e c u r r e n t e « .

37. Se llama sene recurrente, aquella en la cual un término cualquiera, á partir del n + í ,  se forma en general de los n términos consecutivos anteriores, multiplicados por las cantidades respectivas 
anX", de las cuales a^, a^, dn, son cons­tantes.Estas cantidades a^x, e tc ., forman lo que se llama en las séries recurrentes escala de relación.Se dice que una série recurrente es de 'primer orden, cuando para formar un término, no se necesita más que del anterior; de segundo 

érden, cuando se necesitan los dos anteriores; y en general del orden n, cuando es menester n términos consecutivos para formar el que sigue.En las séries recurrentes del órden n , los n  primeros términos no se forman según la ley general, la cual principia desde el término
—hxSea la fracción -------------- la expresión que queremos desarro-

a'-\-h’x~\-cx^llar en série; y como se conoce, mediante la división, que el cocien­te será de la forma no habrá inconveniente enestablecer la igualdad
y multiplicando por el denominador, y pasando después los términos del numerador al segundo miembro, se hallará0=A„a^-|-Aia' — a-hA„6' — b

x-^A^a'\x’̂ -^Sza' H-A i6'[ -j-Agí^ +A„c/] ~\~Aid

x^-\-A^af

~\—A'̂ (dLas ecuaciones de condición para que esta igualdad se veriGque con independencia de los valores de x ,  son
A^a’—a = 0 , A ié -^ A Jb ’— 6 = 0 , Á2a^-|-Ai6^-i-A^,í/=0.

A'¿â ~{-A%b̂ ~\—Aid^^0, A4Íi -̂f-A3Í -̂{—Agí/^=0,de donde se saca



/

32 DE LAS SERIESa  ̂ 6 6'A l— — —A a = ----- rAa'
a'

o¡ a 
d

, = _ A ' a . _ 4 a . ,
aJ a’ 

i ’A l, A i = — rAa-----rAa/i' /»'
5' dA „ = ---- rA„_l----- tA„_2,a' a'De estas igualdades se deduce, que la série á que da origen la fracción propuesta, es una série recurrente de segundo orden, en la cual, á partir del tercer término, cada uno se forma de los dos an~

dtenores, multiplicados respectivamente por las cantidades------ - ¿c y

d----- <iue constituyen la escala de relación.
CeSi efectuásemos la división indicada y la prolongásemos indefini­damente, obtendríamos el mismo resultado.

Cl I ice IAplicando el mismo método á la fracción ------- r-:;-----obtendremos también una série recurrente de tercer órden, cuya es-
d  d  álcala de relación será-----tX , ------«**,------ , y por tanto, á partir

a' a' aJdel cuarto término, se tendrá para expresión de uno cualquiera,
V d  áJA„m"= — -£c x A„..iíc'‘“ -̂---- a?^xA„_2ír”“ -̂-----x^ xk .n -

a  a' a!Y en general, una fracción de la forma
a!-\-dx-^dx^~\-... +  k 'x ’̂ ^da origen á una série recurrente del órden n ,  cuya escala de rela-. . . .Clon e s ------X , -----— . . . ------------ y por consiguiente, la expre-

a' a! a'sion del término general, á partir del n + 1 , será 
d  dA„+p«”+ ^ = ------ícxA „+p_^¿c"+P-*----- jX^Xkn^p—

aJ a'
Id
a!38. Si el numerador de la fracción que queremos desarrollar en série, fuese de un grado igual ó superior, con relación á a?, que el denominador , se efectuaría la división, y obtendríamos por co~



dente una parte entera seguida de una fracdon, cuyo numerador seria el resto y el denominador el divisor, esta fracción se hallarla en los casos anteriores, y por tanto podríamos desarrollarla en série re­currente.39. Por lo que llevamos dicho del método de los coeficientes in­determinados, se deduce que es condición indispensable, para su apli­cación, el conocer de antemano la forma de la série que ha de ori­ginar la expresión dada, lo cual no siempre es fácil determinar ¿ 
priori. Así, debemos considerarle como hipotético en la mayor parte de los casos; muy fecundo como método de investigación, pero de escaso rigor matemático; por lo cual no se debe abusar de su fre­cuente aplicación, teniendo cuidado siempre, después que se han ha­llado los valores de los coeficientes Aq. A i , A « ,.. .  ver si la série ob­tenida es convergente, y si realmente expresa el valor de la cantidad que la produjo.40. A  veces nos indica el mismo método, la imposibilidad de desarrollar una expresión dada en una série de la forma ordinaria ■AflH-Aiír-i-AaíC'-i-... lo cual se conoce cuando llegamos-á una ecua­ción de condición absurda, tal [como 8 = 0 , ó hallamos para valores de los coeficientes A ,̂, k t ,  e tc ., valores infinitos,Sea, por ejemplo, la fracción que tratamos de desarrollar eu série, 32a?H-3x®*Aplicando el método de los coeficientes indeterminados, ha­remos

Quitando denominadores y trasponiendo, se hallará0 =  — 3-[_2Ay.x4-2Ai x^-f-^Aa x^-f-2A3 H-3A(jde donde se deberá tener,—  3 =  0, 2 A „= 0 , 2A i H -3A o= 0, . . .  ecuaciones evidentemente incompatibles, por ser absurda la pri­mera.Esto prueba, que la expresión dada no se puede desarrollar en una série de la forma supuesta; lo cual se ve inmediatamente pues sí hacemos xz=0, el primer miembro se reduce á oo , y e) se-TOMO II. 9
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x^-f-SAa x^-f-2A3+  3Ai -i-SA a



34 DE LAS SÉRIEScundo à A^; luego por lo menos uno de los coeficientes seria infini­to, y en este caso el principio fundamental (33) no es rigorosamente exacto.Con todo, si observamos que la fracción propuesta se puede po­ner baio la forma 5 1 3X
y que la fracción 2.r-T-3.£^ Xda sin inconveniente alguno2-I-3JÎ2-1-3a? de donde deducimos A  - 1- A  1 a ? - 1- A  2 - F  A  3 • -

"Hy según el principio fundamental, se hallará
A o = f ’  A , = — | - A o ,  A 2= — - A , , . . .  A „  =  — - A . _ , ;  y por tanto.

0 ^ 2 A o4 - 2 A í x - i -  2Aa—  3 -h  3A q - h 3 A , -h  3A.S

27
■ x'- 162-h3ir 2 4 8tendremos, por último, la série3 3 9 - 2 7  81_ r _ _  — — ____________________ 1---------------X ---------------------2» _ H 3. r ® .  2 4 8 16

3que sólo nos servirá para calcular el valor de la expresión2cuando á a; se le den valores menores que — , condición precisa para que la série sea convergente.
D e  l a s  s é r ie s  I m a g i n a r i a s .41. Se dice que una série de términos imaginarios de la forma es convergente, cuando la suma de los términos reales tiene por límite un número determinado y finito S , y la suma de loscoeficientes d e l ^ ^  tiende dcl mismo modo hacia otro límite de­terminado y finito S ;̂ en cuyo caso el límite de la suma de los tér­minos de la série, se dice que es — 1.



EN GENERA.L. 85De lo dicho se deduce, que las condiciones de convergencia de una série de términos imaginarios, se reducen a las condiciones de dos series reales, en las cuales se descompone la propuesta. En algu­nas ocasiones basta determinar las que se refieren á la serie que for­man los módulos de los términos de la primera y probar que la séne que forman estos módulos es convergente, para que la séric dada lo sea también.

LE CC IO N  V .

De las fnnoiones en general; diferentes clases de funciones.—Modo de representar 
las funciones geométricamente.

De las fau ciones en  general; direrentes olascs d e  fa n c fones«

42. Se da el nombre de variable, á toda cantidad susceptible de recibir sucesivamente, en la cuestión en que se la considera, dife­rentes valores.Si los valores que una variable puede recibir son completamente arbitrarios, se dice que esta variable es independiente", pero si los va­lores de una variable dependen de los que se le den <á otra con la cual esté íntimamente relacionada, la primera se llama dependiente de la segunda, ó más bien, se dice que es una fmeion  de esta segunda.Sea y  una variable cujos valores dependen de los que ó otra va­riable (c se le den y de la séric de operaciones que con esta hay que ejecutar; la variable y  es una función de x ,  y la relación que liga á estas dos variables, se indica por la igualdad y = f { x ) ,  que se lee y  igual á función de x .El símbolo f{x)  expresa la sérte do operaciones que hay que eje­cutar con la variable x ,  para obtener el resultado que nos da cl valor de y .Se llama función expltcila^ aquella en la cual se conoce la séríe do operadfoncs que hay que ejecutar con la variable independiente



S6 DB I.AS FUNCIONESpara hallar el ralor de la función; ó lo que es lo mismo, aquella que se da bajo la forma y=^f{s;).  Cuando la relación que hay entre una función y y su variable independiente x ,  se da por una ecuación de la forma F [x,  j ') = 0 , que se lee función grande de a; é í/ igual cero, y no se conoce la série de operaciones que hay que ejecutar con x  para hallar el valor de y , se dice que la función es implícita. Vara obte­ner la función explícita correspondiente á una función implícita ¥{x,  
y ) = 0 ,  hay que resolver esta ecuación con relación á la variable de­pendiente.Las funciones pueden depender de una ó más variables, las cua­les se suelen representar por las letras x ,  y , u . . .  Una función ex­plícita de más de una variable, se expresa generalmente por«na función implícita de estas mismas variables, se expresará por F(£c, y ,  z ,  u,  v . . . ] = 0 ,cuyas expresiones se leen, y igual funcionde z, u , v , . ,  y junm ngran-
d e d e i L , j , z , u , y . . . i g u a l c e r o .  _Cuando se quiere indicar que dos funciones son distintas, aun que dependan de unas mismas variables, se expresa por la letra di­ferente que se antepone al paréntesis que contiene á estas variables;, así, las expresiones

y  =  f { x , z , u ) ,  y -= ^Y [x ,z , u) , ^  y = = ^ { x , z , u ) ,indican tres funciones distintas de las variables a?, z , tí.Para indicar que en una cierta fundón se han sustituido núme­ros particulares en vez de las variables, no hay más que poner  ̂ en lugar de éstas los números correspondientes, dejando la misma ini­cial de función; así, y = / ( a , 5, o), indica que en la función 
f {x ,  z ,  ti), hemos puesto los números a,  í ,  c, en vez de las vanahles X z  M»43. Las funciones se dividen en dos clases: funciones algcbráicas y  trascendentes.

Función algehráica es aquella que se compone de un numero limitado de términos de la forma , ligados por los signos de las seis operaciones fundamentales de suma, resta, multiplicación, divi­sión, elevación á potencias y extracción de raíces.
Función trascendente es cualquiera función que no viene expre sada por los signos ordinarios del álgebra. La relación que lay entre la función trascendente y la variable de que depende, se e x -
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presa por un signo particular, tal como log a?, sen x ,  are tga?, etcétera.44. Las funciones algebraicas pueden ser racionales ó irracio­
nales.

Funciones algebraicas racionales son aquellas en las cuales la variable x  no viene afectada de exponentes fraccionarios, ni se halla debajo de ningún radical; cuando se verifica una ó las dos de estas condiciones, la función es irracional.Las funciones racionales pueden ser enteras ó fraccionarias.
Funciones racionales enteras son aquellas cuyo variable no viene afectada de exponentcs negativos, ni se halla en ningún denomina­dor; si ocurre algunas de estas condiciones ó las dos, la función es fraccionaria.45. Las funciones tanto algebráicas como trascendentes, puedenser simples o compuestas.
Función simple es aquella que está ligada á la variable por una relación que no es susceptible de descomposición; como y  ^ =  sen íc, etc.
Función compuesta es aquella en la cual entran varias funciones simples, tal como y =  ax^-\-b^— 3sen x .46. Función de función es aquella cuya variable es otra función de una segunda variable. Así, si tenemos u = f { x )  é y = F  (u), y  se­rá una función de función; pues la variable m, de que depende inme­diatamente, es á su vez una nueva función de la variable x .Una función de función se puede siempre representar por una función dependiente de la última variable, sustituyendo la variable por la función que representa y ejecutando los cálculos indicados; así, la función defunción anterior se podrá expresar por 2/ = F [/( íZ?)]47. S ise  da la ecuación F ( a ? ,y ) = 0 , que expresa la relación que hay entre las dos variables x  é y ,  es evidente que dando valores ó una de ellas, corresponderá uno ó más valores para la otra; de modo que cada una se podrá considerar como función de la otra. Sí suponemos resuelta esta ecuación, primero con relación á y , y lu é- go con relación á x ,  se tendrá en general y ~ f [ e )  y x=-^{y)\  y digo en general, porque en cl caso de ser la ecuación simólrica con rela­ción á las dos variables, es decir, en el caso de que ambas variables entren en dicha ecuación de la misma manera, se hallaran las fun­



serán
48.

dones idénticos y = f [ x )  y x = f ( y ) ;  cuando esto no sucede, se dice- que las funciones anterioics y = f { x )  y x = o ( y )  son inversas la una respecto de la otra. Así, las funciones inversas de^=seoar, ^=IogaíZ^, ^ = a r c  tg a:,«ly__
x  =  y  y ,  a;=logaj/, íT=arc seny, x = a ^ , x = t ^ y .Una variable se dice que es continua, cuando no puede pa­sar de un valor á otro, sin pasar por todos los valores intermedios; tal como la distancia que recorre un móvil sobre una línea al pasar de un punto á otro de la misma, que no puede hacerlo sin pasar por todos los puntos intermedios á aquellos cuja distancia recorre.49. Se dice que una función es continua, cuando haciendo va­riar de una manera continua á la variable ó variables de que depen­de, es siempre real y varía también de un modo continuo; es decir,, que al pasar de un valor particular á otro, pasa por todos los inter­medios.Una función puede ser de tal naturaleza que, para valores de la variable ó variables comprendidos entre ciertos límites, sea continua; y deje de serlo cuando á las variables se les den valores que no se hallen entre estos límites.oO. Cuando ó una variable x  se le dan incrementos tan peque- Cos como queramos, pero determinados y fijos, se representan estos por la letra A  antepuesta á dicha variable; así, A x ,  que se lee dife­

rencia x ,  es el incremento, tan pequeño como se quiera, que se le ha dado á x ,  y cuyo carácter especial es el de tener un valor fijo y determinado. Si el incremento que recibe una variable no tiene el carácter de ser fijo y determinado de valor por pequeño que sea, sino que por el contrario, su carácter especial es el ser por su natu­
raleza esencialmente variable, sin representar valor particular alguno, 
y que variando puede ser menor que cualquier cantidad por muy pe­
queña que esta sea, se tiene lo que en matemáticas se llama un INFINITAMENTE PEQUEÑO, el cuai se representa por la letra d  ante­puesta á la variable que recibe incrementos de esta especie; así, 
d x, que se lee diferencial x ,  es el incremento mfnüauienie pequeño, tal como acabamos de difinirle, que recibe la variable x ,  cuyo in­cremento se suele llamar también la diferencial de dicha variable.Para probar que una fundón que es real entre ciertos límites

SS DB LAS FUNCIONES



de la variable de que depende, es continua, basta demostrar que á incrementos infinitamente pequeños de la variable, corresponden a la función incrementos infinitamente pequeños también; porque la función pasará de un valor á otro por grados insensibles, del mismo modo que la variable ha pasado también por grados insensibles de uno á otro valor.Recíprocamente, si la función es continua entre ciertos valores déla variable, á valores infinitamente próximos de esta comprendi­dos entre dichos límites, corresponderán valores infinitamente pró­ximos también de la función; pues si no sucediera así, y á un incre­mento infinitamente pequeño h de la variable, correspondiera a la función un cierto incremento finito esta pasaría bruscamente deun valor á otro sin pasar por todos los intermedios, y no sería conti­nua, lo cual es contra la hipótesis. •*Sea uno función damos á a; el valor y supongamos que para este valor de x ,  y  recibe el valor 6; de modo que se tendrá 6 = / ’ (a).Dando abora al valor a un cierto incremento h, el valor o recibi­rá otro incremento /c, el cual podrá ser positivo ó negativo, y se de­terminará por la relación
Esto supuesto, según lo q u éd ela  continuidad de las funciones llevamos dicho, esta función será continua, si el incremento k  se hace infinitamente pequeño al mismo tiempo que h tiende hácia cero.Cuando decimos una cantidad infinitamente ■ pequeña , no quere­mos decir una cantidad pequeñísima, determinada de valor y * ble por consiguiente, sino un infinitamente pequeño, tal como lo he­mos considerado anteriormente.

OQ
BN GENERAL.

n o d o  de represeotar las fuucioncs geom étrlcam cute

61. Si se tiene una función y— V se quiere representar de una ma­nera 'sensible la relación que existe entre « é y, más bien que dar valores particulares á as y hallar los correspondientes de y, ó ir anotando en for­ma de tablas estos valores y observar la relación que entre ellos hay, con­



40 DE LAS FUNCIONESviene tomar dos rectas X X '  y O T  {Figura\\.'), que se corten, perpen-dicularmente en un punto O , á partir del cual se cuen­ten en la línea X X ' ,  llamada 
e¡e de abscisas, magnitudes que representen los valore« de X, las cuales serán conta­das de izquierda á derecha gi estos valores son positi­vos, y de derecha á izquier­da si son negativos.Sobre la línea O Y , llâ - mada eje de ordenadas, ó más bien sobre perpendiculares á la linea X X ' ,  tiradas por los extremos de las magnitudes que representan los valores de x ,  se to­man porciones iguales á los valores correspondientes de y ,  los cuales se contarán por encima del eje de abscisas X X '  si son positivos, y por debajo si fuesen negativos. Los extremos de estas perpendiculares, llamadas or- deíiaiías, uuidos por trozos de recta, i'ormaráa una línea quebrada de un número de lados tanto mayor, cuanto mayor sea el número de valores que hayamos dado á ¡r; y cada uno de estos lados aer<á tanto menor, cuanto me­nor sea la diferencia que haya entre uno cualquiera de estos valores y el siguiente. D e modo, que si la función es continua, y suponemos que x  re­cibe valores según la ley de continuidad, y variará del mismo modo, y las extremidades de las ordenadas formarán una curva que aera el lugar geo- métrico representado por la función propuesta y —f ( x ) ,  el cual nos mar­cará de un modo sensible la manera de que varía la función, según las variaciones que sufre la variable de que depende.52. Para construir de un modo aproximado el lugar geométrico re­presentado por la función y = f{x ) , se toma, á partir del origen O , una dis­tancia O A ' igual á un cierto valor positivo de »; en el punto A ' so levan­ta una perpendicular, y en ella se toma una longitud que represente el va­lor correspondiente de y = f { 0  A ') , el cual se tomará por encima ó debajo del eje X X ' ,  según que dicho valor de y sea positivo 6 negativo , y de este modo se hallará un punto B ' del lugar que se busca; el cual está determi_ nado por las distancias O A ' y A ' B ', cuyos valores numéricos forman una solución de la ecuación y=/(*), y que se llaman las coordenadas de dicho punto, de modo que se tendrá A ' B' = / (O A ’). De la misma manera ha­llaremos todos los puntos que queramos del lugar geométrico.E l paxnto en que el lugar geométrico corta al eje de ordenadas O  Y , corresponde al valor de x= 0 ,  de modo que se tendrá O B=/(0); de la mis­ma manera, el punto en que el lugar geométrico corta al eje de abscisas X X ' ,  corresponde al valor cero de la función; de modo que se tendrá /(A  O)=0.



BN. 6ENEEÀL. 41üna vez hallados de este modo tantos puntos como queramos, los uni­remos por un trazo continuo, y se tendrá de un modo aproximado la cur­va que expresa el lugar geométrico representado por la f  unción propuesta,
53. Por medio de la representación geométrica de las funciones, no sólo podemos formarnos una idea clara de la relación que existe entre la función y la variable de que depende, sino que puede servir para hacer tangibles, por decirlo así, ciertas verdades que se demuestran analítica­mente, ó sea por medio del cálculo, como tendremos ocasión de ver en el curso de esta obra.Desde luego se ve inmediatamente, que una función continua y ente­ra y—f(x) no puede pasar de un valor positivo á otro negativo, sin pasar por cero; ó lo que es lo mismo, si una función entera y continua, para un cierto valor a de la variable, recibe un valor positivo 6, y para otro valor a' de la misma variable, la función tiene un valor negativo —í>', y además es continua eutre estos dos límites, tiene necesariamente que pasar la varia­ble a; por un cierto valor a'\ que reduzca á cero á dicha función. E n  efec­to, si para el valor a := a = 0  A " , la función toma un valor y = b = Á ."  B " , y  para otro valor x = a ' = 0  A '" ,  la función recibe el valor negativo 

y = —Z>'=—A '"  p, necesariamente, siendo la función continua y entera entre estos dos límites b y  —b', estará representada por una curva conti­nua B "  A  p, la cual cortará al eje X X '  en el intervalo A "  A '" , tal como en un punto A , que corresponderá á un cierto valor O A  de la variable y  como para este valor la ordenada, ó'sea la función, es cero, se sigue que por lo menos hay un valor de x  comprendido entre a y  a', que anula la función; y en general podrá haber un número impar, pues la curva, para pasar de una á otra región del plano con relación al eje X X ' ,  tiene que cortar á dicbo eje por lo menos una vez, y en general un numero impar.Es necesario suponer que la función es continua y además entera, para poder asegurar que, al pasar de positiva á negativa o viceversa, tiene que pasar por cero necesariamente; pues de lo contrario, podría i^asar del uno al otro sentido sin pasar por cero, y sí por infinito.
54. Por medio de la representación geometrica de las funciones, po­dremos también tener valores aproximados de estas, correspondientes á ciertos valores de la variable, y al contrario. En efecto, supongamos cons­truido exacta 6 aproximadamente el lugar geométrico correspondiente a una función y = f(x ) ,  y supongamos que so trata de hallar el valor aproxi­mado de esta función correspondiente á un cierto valor d éla  variable 

x —a. Si a es un número positivo, se tomará á la derecha del origen O una distancia O A ' igual á a; en el punto A ' levantaremos una perpendicular hasta que corte á la curva en un punto B'; se medirá la distancia A  B  , y BU valor será el de la fuacion propuesta, el cual sera positivo ó negativo, según que la perpendicular corte á la curva por encima ó por debajo del eje X X '.Si a fuese un número negativo, se haría lo mismo tomando la distancia á la izquierda del origen.



42 LÍMITESPor Último, si la perpendicular cortase á la curva en más de un punto, seria señal que al valor de a = a , correspondían para la función tantos va­lores como puntos de intersección tuviesen la perpendicular y la curva.Si queremos saber el valor de » correspondiente á un cierto valor de la función, se tomará en el eje O T  una distancia O P igual al valor de la función, por encima ó por debajo de X.' X ,  según que dicho valor sea po­sitivo ó negativo; por el pùnto P  tiraremos la paralela M  N  al eje X  X , y desde los puntos N  M  en que corta á la curva, bajaremos las ordenadas N  Q, M  Q ’ y las distancias O Q, O Q' del origen á los piés de estas orde­nadas, serán los valores de la variable a:. Así veremos inmediatamente, que las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje X ' X , son los valores de x que anulan á la función; y  las ordenadas que corresponden á los puntos en que la curva corta al eje O T , expresan los valores de la función correspondientes al valor particular de »=^0.

LE CC IO N  V I.

liímitea de las funciones—Derivadas de diferentes órdenes. 

X.íiuUc)« de las fiiucloucs.

55. Se ha dicho en aritmética’, que limite de una cantidad va­riable es la cantidad fija á la cual se va aproximando la primera cuanto se quiera, sin que jamás llegue á ser igual a ella; de modo, que pudiendo ser la diferencia que hay entre ambas cantidades tan pequeña como queramos, podremos decir que en el límite son iguales.También allí hemos visto que una cantidad no puede tender á ia vez háda dos límites distintos; y que si dos cantidades variables son constantemente iguales, cualquiera que sea el estado de magni­tud en que se les considere, si una de ellas tiende hacia un cierto lí­mite, la otra también tenderá hácia el mismo límite; porque de lo contrario dejarían de ser iguales cuando fueran aproximándose á sus límites, lo cual es contra la hipótesis.Esto supuesto, si tenemos una ecuación
f { x , y , z , , . . ] = F { x , y , z , . . . )  [1].



cuyosdos miembros son funciones continuas de las variables a;, y , s , . . .  las cuales pueden ser dependientes ó independientes las unas de las otras, y suponemos que dichas variables tienden simultáneamente há- cia los limites respectivos a , ? , y. e tc ., las funciones/"(x, y , s , . . .)  y 
F(a?, y , s ,...)  que forman los dos miembros de la ecuación, tenderán á valer f{x,  p, y F(a, % y >—): í  se supone que estas funcio­nes son continuas y además que están ligadas constantemente por la ecuación [1], cualquiera que sea el estado de magnitud en que se laŝ  considere, se sigue que en el límite también se verificará esta rela­ción, y se tendrá /(“ > ?» Y,’ ***) “  ^ ?’ f ’ *'*)’lo cual prueba, que la misma relación que liay entre las cantidades variables, cualquiera que sea el estado de magnitud en que se las considere, existe también entre los límites de estas variables; y por tanto, j»ara hallar la relación que existe entre los límites de cantida­des variables, conociendo la que hay entre estas variables, no tene­mos más que reemplazarlas por sus límites en la relación que entre ellas existe, y de esté modo se hallará la relación pedida.Cuando se quiere bailarla relación que existe entre ciertas can­tidades y no se puede hallar directamente por medio de las canti­dades que se dan, se eligen otras cantidades variables que tengan con las primeras una relación cualquiera, y que variando según ciertas leyes, puedan tener por límites respectivos las mismas can­tidades propuestas; entonces se*ve cuál es la relación que constan­temente se verifica entre las cantidades variables, y sustituyendo en ella estas por sus límíte.s, tendremos la relación pedida. Es evidente que de la buena elección que se haga de las variables, dependerá que la relación se halle con más ó menos facilidad en cada uno de los casos que se puedan presentar.De la teoría de los límites deduciremos algunos teoremas que en lo sucesivo hemos de necesitar, como son los siguientes:^6. E l  limite de la suma de un número finito de cantidades varia­
bles, es igual á la suma de los limites de estas cantidades.Sea A , B , G , . . .  L  un número fiiiito m  de cantidades variables, que simultáneamente tienden hácia los límites respectivos a , c , . . .  
l . Llamémose, B, X las diferencias que hay entre las cantidades variables, y sus límites, cuyas diferencias podrán aproximarse á valer cero cuanto queramos, y tendremos
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LÍMITESA =  Oi “4“  * C =  C-4-Y
L  =  i + x .Sumando estas igualdades, y haciendo S  =  A -f-  B - h C  +  . . .  - f-  L , y s =  a - i - 5 - f - c - } - . . .  +  /, se tendrá S — . . . - f -x ) .Si ahora representamos por a la mayor en valor absoluto de las diferencias * , p, y , . . .  su suma será evidentemente menor que A H - a 

H - i  H - ••• =  mA. Ahora bien, el factor m es una cantidad finita, y  el otro factor A es un número que puede ser menor que cualquiera cantidad dada por pequeña que sea; luego el producto m\ podrá aproximarse á valer cero cuanto queramos, y con más razón la suma “  H - ? H -  Y -H  ••• H - X; por tanto, la suma S de las cantidades varia­bles tiene por límite la suma s  de los límites de estas variables, se­gún queríamos demostrar.57. E l Umile del producto de un número finito de factores varia­
bles, es igual al producto de sus límites.Sea, como antes, A , B , C , . . .  L , un número finito í»  de factores variables; a, b, c , . . .  l, sus límites; y «, p, y , . . .  x las diferencias que hay entre cada variable y su límite; tendremosA —  o =  «B — 6 C —  c =  Y

L — / =  .XMultiplicando la primera igualdad por el producto B C ...L , la se­gunda por a C .. .L , la tercera por « 6 D ...L , e tc ., y la última por 
a b c...k , se tendrá A B C ...L  — a B C ...L - = « B C ...L  *o B C -.-L — ahC. . . L =  p aC .. .L  a á C .. . L —á5ácD...L=YUÚD...L

abc...JtL—a h c.. .k l ~ \ a b c ...le .Sumando y observando que el sustraendo de cada diferencia en



DB LAS FUNCIONES. 45los primeros miembros se destruye con el minuendo de la igualdad siguiente, tendremosABC. . . L— =  a B C . . . L - r - ^ a C . . . L X O Í C . . . / C .Siendo finito el número de factores de que el producto se com­pone, los productos parciales B C ...L , abc. . .k,  son canti­dades finitas, que multiplicadas respectivamente por los factores « , p, Y ,...X , que tienden á ser cero á medida que las cantidades va­riables tienden á sus límites, darán un número finito de canti­dades etc., que podrán aproximarse á cero cuantoqueramos; y por tanto, la suma expresada por el segundo miembro de la igualdad anterior, podrá representarse por una cantidad s,  la cual podrá aproximarse á cero cuanto se quiera, en cuyo caso dicha igualdad se convertirá en esto otra:Á B C ...L  — a d c ..,l =  s , 6 Á B C ...L  =  a5c..,/-l-s; y como la suma s  puede llegar á ser tan pequeña como queramos, se sigue que el límite del producto A B C ...L , es el producto de los límites al c , . . l .
58. E l  limite de un cociente  ̂ es igual al cociente de los li­

mites.En efecto, sean A y B dos cantidades variables, a y ú sus lími­tes, y Q el cociente de A y B; de modo que se tendrá Q =  —,ó  Q x B= A ;  pero el límite deun producto, es igual al producto de los lími­tes, luego tendremos lím. Q x lfm . B = lím . A , ó lím . Q x ú = a ;  dedonde lím. Q = J ^ ,  según queríamos demostrar. 
h

Observación. Para que los principios 56 y 57 sean ciertos, es necesario tener muy presente la condición de que el número de cantidades variables cuya suma ó producto se va á determinar, sea 
finito; porque sin esta condición, dichos teoremas ó principios de­jan de ser ciertos. En efecto, ambos están fundados en que la sqma de un cierto número de cantidades variables que tienen cero por lí­mite, tiene también por límite cero, lo cual no se verificaría si el número de sumandos fuese iníinllo, aunque cada sumando sea tan pequeño como se quiera; así, dividiendo un número a en un cierto número de partes m tan grande como se quiera, en cuyo caso unade estas partes — será tan pequeña como queramos, se tendrá que 

m



m de estas partes, cualquiera que sea el valor de m , compondrán siempre una suma Cnita a , la cual podrá ser tan grande como se quiera.ün ejemplo de lo que acabamos de decir es el producto de m1 ifactores iguales á — , representado por la potencia I H — I ,m \ w/en el cual no se verifica que el límite del producto sea el producto de los límites, cuando m tiende hacía infiiiilo. En efecto, si así fue­ra, el límite del producto seria 1, igual al producto de los límites de los factores, que se reducen á 1 cuando m =  oo : y como vamos á demostrar, dicho producto no es la unidad, sinoel númeroe, del cual ya hemos hecho mención en el primer lomo de esta obra.59. E l limite de la potencia cuando m tiende hácia.in~

» 1 1 4
finito, es la cantidad e =  1 -4- “i -4- —
' 2 2.3 2 . 3 . 4Supongamos, en primer Iiigbr, que m  sea un número entero y po­sitivo. Según la fórmula del binomio, se tendrám(m— 1) 1 w(m— \'){m— 2) i

46 LÍMITES

( \ —  I =  l-h m  —
\ m f  ni 2m(m— l) ( m — 2 ) ... [m — (n 2 .3•ni 1 .2 . 3 . . . n6 dividiendo los dos términos de cada fracción por la potencia de m que contiene el denominador, para lo cual dividiremos por m cada factor del numerador, hallaremos ( , _ ! ) ( , _ A \

(

1 m \ m I \ ni f1 + 4 2 . 3
2 . 3 . 4 2 . 3 . . . nSi comparamos este desarrollo con la expresión4 4 1 4^  2  ̂ 2.3 2 - 3 . 4 ^  2 .3 . . .nse verá que á excepción de los dos primeros términos, que en ambas expresiones son iguales, todos los demás de la primera son respeeth-



DE LAS FUNOrONES. 47vamcnte menores que los de la segunda; pues teniendo todos un mis­mo denominador, los numeradores son m5s pequeños; además, en el primer desarrollo el número m de términos os finito, mientras que en el segundo no; por consiguiente, la suma de los términos de dicho primer desarrollo es, cualquiera que sea el valor positivo y entero de 
m,  menor que laTsuma de los términos de la segunda expresión; y por tanto, se deberá tener

n/  ̂ \’Ahora bien, aumentando m, la expresión H  H------1 aumenta\  ̂ m jtambién; porque no sólo aumenta el número de términos del desar­rollo, aumentando m, sino que también los factores
( \ — — V . . .  que forman los numeradores de estos términos, van m/

( 1 v*”1 H------1 crece cuando crece m, y
m fsiempre es menor que el número e, según la igualdad [1 ], es claro que tiende hacia un límite que no puede ser mayor que e.  Probemos que este límite es el mismo número c, para lo cual haremos ver que

( 11 _l------ \ y o  puede ser tan pequeña como que-
m framos, à medida que m vaya siendo tan grande como se quiera. Tomemos en ambas expresiones un número n finito de términos á partir del origen, y representemos su suma por S y E , de modo que tendremos

m  \ on f  \ m J2 .3 n—2
m2 .3 .. . ( n - t )4 1}—1— -4—— *4~ ' 2 2 . 3 ^ 2.3 ...(n—1)‘



A medida que n aumenta, E aumenta también; de modo que po­dremos dar á n un valor fijo tal, que haga que la diferencia entre E y e sea tan pequeña como queramos, y por tanto menor que una acierta cantidad sea p  este valor de n.2Esto supuesto, demos á «avalores mayores que p y que cada vez vayan aumentando más, permaneciendo fijo el valor p; la suma S irá aumentando también, á medida que m  aumente; y como consta de un número finito de términos, que en este caso es e! valor p de n , el límite de esta suma sera (56) la suma de los límites de los suman­dos. El numerador de un término cualquiera, siendo el producto de un número finito de factores variables, que á lo más es p—% dejos cuales cada uno tiene por límite la unidad, tendrá por límite (57) el producto de los límites de estos factores, ó lo que es igual, la uni­dad. De donde se deduce, que cuando m aumenta indefinidamente, la súma S tiende á valer el límite E; y por tanto, podremos dar á m un valor tal, que haga que la diferencia entre S y E sea menor

48 LÍMITES

que ^  y tendremos las dos desigualdades fi­que sumadas dan e— - E < 2 E - S < - ,
(

í V m1 + — I es menor que e y mayor que S ; lue-
l + i |  < « .

mí

\ /go con más razón se verificará c— (
Pudiendo ser la diferencia entre e y / 1 \’ H + -\ mf

menor que la can­tidad « , para valores de ííí que van creciendo indefinidamente, y pudiendo ser « tan pequeña como queramos, es claro que el límite¿e \ , cuando m crece indefinidamente, es el número e.Si m es un número fraccionario y positivo ton grande como se quiera, podremos hallar dos números enteros consecutivos n y n + 4  que comprendan á m, y tendremos evidentemente
4 ) " > ( - à i = ( - à r  'X n-{-1



DE LAS FUNCIONES. 49

Si m  crece indefinidamente, n  crece también del mismo modo; luego los límites de ( l  +  i | “ serén, según elcaso anterior, el número e; y como el límite de 1 ----- ----  lo m¡s
mo que el de es la unidad, se tendrá que el límite de

X   ̂ , lo mismo que el dela expresión í i 1-H n-f-1 potencia
siempre comprendida entre estas dos expresio­nes, puesto que es mayor que una y menor que otra; luego si estas dos expresiones tienen un mismo límite e, la cantidadcomprendida entre las dos, tendrá también por límite el mismo nú­mero e.Sea, por último, m un número negativo, pero infinitamente grande en valor numérico, y se tendrá, poniendo el signo___de ma­nifiesto en la expresión cuyo límite buscamos,

( ■ -^ r - ( = = ír - f e r = K ¿ r -

Creciendo m  indefinidamente la expresión1por límite el número e, y 1+ —  ̂ tiene por límite la unidad; luego / 4límite de ( i ------ 1 = e x l = c .\ m fT omo II.



50 l í m i t e s

60 Si consideramos la expresión ( 1 + * )  “ , en la cual « puede ser un número tan pequeño como se quiera, se tendrá también que
llm . ( l + a ) ^ = e .En efecto, si hacemos « = - , «  será infinitamente pequeña, sien- do «  infinitamente grande, y recíprocamente; luego si ponemos en la expresión anterior, en ver de « , su igual , y hallamos ’el li­mite cuando n  crece indefinidamente, tendremos

lím . =® ’que es lo que se quería demostrar.61. E l  limite de la expresión------( l d z !5------ i ,  cuando h = 0> es el nu-
'" '’'En“ ¿fecto, sea, en primer lugar, m un nfimero entero y positivo, yse tendrium^ntando y disminuyendo una un.dad al denom.-

(1 -t-'*)” — '_ _ i i  0  - l - á ) " —lim .--------^  ( 1+ / , ) - !  'pero
luego ------ ~h------ = ™ -Sim es un número fraccionario^ positivo, se tendrá la expre-

( i + f t r - 1.sion cuyo límite queremos hallar ^Hagamos ( 1 + á j’  =  H - « ;  donde ¿ * =— 1, y tendremos



lím.
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lím.-( 14 -  a)? — i  4 -  a) 7 - _ i  í
apero el límite de un cociente es el cociente de los límites (58), y eí límite del dividendo es en este caso p  y el del divisor q ; luego se tendrá ( l 4 _ a ) P ~ ílím. =  Iím. (1 — 1 qsegún queríamos demostrar.Si m  fuera un número inconmensurable , se sustituiría por nú­meros conmensurables que cada vez se le aproximasen más; y en to­dos los estados de magnitud en que se les considerase, se veriQcaria (l+ A )’"'— Ique lím . siendo uno de estos números conmen­surables; luego en el límite también se veriflcaría.Si í» fuese una cantidad negativa cualquiera, se hallaría que4lím. M - H ) - ’" — 1=  lím. i^ + h y —  1 :Iím.-lím .

(-
X

h

( f 4 - A ) « „ íA(l4 - A ] ^
)■El límite dC' (/] -j-A)«»'~  í , . (Í4-Ú )'«— 1 ?í) « ------- ‘  ’ y -------- £--------=  luego(H -A )i(.„ ( i + A ) - ”*— 1----------h----------------- — que es lo que se querrádemostrar; luego cualquiera que sea m , se tiene que el límite de (l-hA)”»— 1-̂------, siendo A = 0 , es el exponente m.

D eriT ad as d e  fllfc re n te s  ordenes.

62. Sea una función y = f [ x ] .  Supongamos que á la variable *  se le’ dá un cierto incremento A, y que á este incremento corres-



g 2  DERIVADAS.ponde á la función eì incremento k;  de modo que se tendrá
y + k  =  f[x-\-h ),de donde se deducirá

k = f  — y ~ f  f  (*)’y dividiendo los dos miembros por A, se tiene 
A“  ASi ahora suponemos que el incremento A tiende á valer cero, la relación t  tenderà á un cierto lim ite, que es la derivada de la fun­ción Asi diremos, que la derivada de una función es el

l im d d e  la razón que hay entre el incr<mento de la funaon y  el m -  
cremento de la vañohle, á medida que este tiende hacia cero. ^63. Aunque el límite de la razón que hay entre los mere mentos de la variable y  función, ó sea la derivada, viene á primera vista bajo la forma indeterminada, como se vé por la expresiónA ^/~ (m +A )— /(a;)  ̂ haciendo A =  0 se tiene lírai-A A ’— puede demostrar, sin embargo, que sí lafundón es continua, este limite no es indeterminado, sino que tiene un 
cierto valor determinado, el cual depende de la naturaleza de la [un-' ^ " V e t ' e T p r i l r  lu gar, una cierta función racimal y entera
L  k  cual los coeücientes Ao, A . , A ^ ,... son constantes, y los expo­nentes m , m— \ , OT—2 ,. . .  son enteros y positivos; a; representa una' ' ' ' S ^ p o r m ^ s '^ ^  en vez de la igualdad [1] se convertirá, re- presenkndopor A el incremento de la función y ,  correspondiente fll incremento Adela variable, en «(x-l-A)”- * + A-Í-Am-1 (a^+Á}-|-A«t.Desarrollaudo por la fórmula del biuómio cada una de las po­tencias indicadas en el último miembro, y ordenando con relación àA, se tendrá



y -\ -k  =  f [ x - ^ k ) = =

+A8X"‘~®+(m-2)Ag®”*“ ^
+ A . - J

)(m-2) Ajíc"“ ®
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A»
+Ara_iic +AmEn este desarrollo se observa, que la primera columna vertical es la misma función propuesta; que el coeficiente de la primera poten­cia de h es un polinòmio del grado con relacfon á x ,  el cual se puede representar por (o?), y se deriva de f\x), multiplicando cada 

término por el exponente de y  disminuyendo una unidad á este ex-
fp.

ponente', que el coeficiente de — es otro polinòmio del grado m— 2,2que se deriva de f  {x), según la regla anterior, y que podremos re­presentar ' p o i f  {x)', que el coeficiente de la potencia que sigue seria otro polinòmio/'^'' (¡r), que se formaría d e ( x ) ,  del mismo modo que este se forma de f  (¿r), y así de todos los demás; el último se formaría según la misma ley, pero nosotros lo hemos puesto simpli­ficado de los factores comunes al coeficiente y al denominador de A*” ; de modo, que haciendo uso de esta notación, el desarrollo anterior se convertirá en
[2]2 .5 ...mde donde deduciremos

k ~ f [ x - ^ h ) . f  (x) =  f  (x) A ri- f  ' [x] ^  r i - f  "  (2̂ ) ~
dividiendo por h y haciendo en seguida A = 0 , se hallaH m .~ / 7 (x );pues todos los términos del desarrollo, á excepción del primero, tienden á valer cero á medida que A decrece indefinidamente, por formarse délos factores respectivos (a?), que para valores



54 DEEIVADAS.S dUos de X son cantidades Coilas, por ser, según su formación, fun-
h /i*cienes racionales y enteras de íc y délos otros fa c to r e s Y » -^ ’ “ *^®cuales se reducen á cero con h\ y por tanto, la suma de todas estas cantidades en número finito, que tienen por límite cero, será (56) también cero.Donde vemos, que en una función racional y entera de x ,  el lími­te de la relación — , cuando h decrece indefinidamente, no es inde- 

hterminada como parecía, sino que es una cierta función dea?, la cual liemos representado por f  (x), y hemos llamado la fundón ded- ó simplemente la derivada de la función propuesta.
fi'iFormándose el coeficiente de — de la derivada f {x) ,  del mismo2modo que este se forma de la función propuesta, concluiremos queel coeficiente de— es la derivada de la derivada de la función, ó sea 

2la derivada segunda de esta función, del mismo modo que el coefi­ciente que sigue, es la derivada tercera ó de tercer órden de la fun­ción propuesta, y así de los demás.C4. Según esto podremos decir, que la derivada de una función racional y entera de una variable, es el coeficiente de la primera potencia de h  en el desarrollo que se obtiene poniendo x-]~h en vez de X  en ía función propuesta, y que esta derivada se halla multipli­
cando cada término del polinomio propuesto por el exponente de x ,  
y  disminuyendo este exponente en una unidad.63. La igualdad [2], que manifiesta el modo de obtener el desarrollo de una función racional y entera de x ,  reemplazando esta Tariable por x-Arh según la ley de las derivadas sucesivas de dicha función, se conoce con el nombre de l e y  d e  t a y l o ii ó  fórm u la  db TAYLOR.66 De lo dicho anteriormente se deduce, que las derivadas de la función racional y entera ?/=/‘[a; )=3y— — 4, son, repre­sentándolas p o r / , y " , ó por f { x ) ,  f \ x ) ,5:p2-i-6.

y  ' = t  ’ (^ j= 72.6?, Para demostrar de immodo general que en una función continua



i  N
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la  razón de lo$ increìtienlos h  ^ k  tienden hacia una cantidad determinada, a 
medida que li tiende hacia cero, consideraremos ima función continua cual­quiera 2í=/(»), la cual podremos suponer está representada por una cierta curva M  Ñ  B  (fig . 2.“) Tomando en el eje O X  una distancia O P  igual áun valor cualquiera de x ,  y levantando en el punto P  la perpendicular P  M , esta re- \  presentala el valor corres­pondiente de la función y , de modo que se tendrá P  M  =  /(O P).Si ahora damos á ¡» un cierto incremento P  Q .= M  B  

= h ,  la función y  recibirá otro cierto incremento NQ,—M P  
2.« * = N K = S:- Tirando la secanteN M S ,  resultará un triángulo’ rectángulo M E N ,  en el cual se verificaque la relación — de los incrementos h j  le, que son los catetos de dichotriángulo, es igual á la tangente del ángulo N  M  E = N  S X ,  que forma la secante con el eje O  X ,  el cual hemos representado en la figura por p.Supongamos ahora que el incremento h disminuye y va aproximándose á cero cuanto se quiera; el punto N  s*e irá aproximando al punto M ; el in­cremento & irá disminuyendo también indefinidamente, y la secante 8 N , girando alrededor del punto M , tenderá á tomar la posición de la  tangen­te T M T ', cuya posición tendrá cuando R = P  Q==0; esto supuesto,

hcualesquiera que sean las magnitudes de y de h, la relación “  es siempreigual á la tangente del ángulo P; pero el ángulo P tiende á valer el ángulo 
te que la tangente á la curva en el punto M , forma con el eje O X ,  a medi-

hda que h  tiende hácia cero; luego la relacien — tiende hácia el limite tg ct. cuando h  tiende á valer cero, y  se tendrá por consiguiente * ^  tg p, y lím. Y “  tg «■
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5a DBRITADAS.

LECCION V.U.

Teoremas relatiyoa á las derivadas de las faaciones qne dependen inmediatamente de nna
variable.

T eo rem as re la tiv o s  ¿  la s  d e riv a d a s  d e  la s  fu n cio n es que d ep en d en  In« 
m ed iatam en te  d e  a n a  v a r ia b le .

68. Según lo expuesto ya (50) respecto á los incrementos de las funciones y variables, convendremos en representar por un in­cremento cualquiera de la variable x ,  cuyo carácter especial es el ser una cantidad tan pequeña como se quiera, pero finita y fija; por d x  se representará del mismo modo un incremento infinitamente peque­ño de la variable x ,  cuyo carácter especial es el ser variable y poder llegar á ser menor que cualquiera cantidad por pequeña que sea. La ventaja de introducir estas cantidades, llamadas diferenciales, en el cálculo, es la de obtener relaciones más sencillas que las que se ob­tendrían sin el auxilio de ellas.69. 8 i Ix variable de una función racional y  entera varia de un 
modo continuo, la función variará del mismo modo ; ó lo que es lo mismo, las funciones racionales y enteras de una variable, son fu n ­
ciones continuas.Sea una función racional y entera y = f[x ) ', si damos á o; un cier­to incremento í^x, se hallará porla fórmula de Taylor, llamando %  al incremento correspondiente de la función, ^
de donde se deduce el valor del incremento de la funciónAy =  f { x  ~ { - l y s )~ f{ x )  =  *(Aa-)’*



El segundo miembro de esta igualdad está compuesto de un nú­mero finito de términos que tienden hácia cero, á medida que se aproxima también á cero; puesto que los factores [ ’{x], etc., son polinomios enteros de ¿c; y por tanto, á valores finitos de x ,  corres­ponden valores finitos también para estos polinomios; los cuales, mul-tiplicados por las cantidades Aa?,—— , etc., que pueden aproximarse
M

k cero cuanto queramos, darán productos que tendrán por límite ce­ro; y como el límite de una suma es igual á la suma de los límites de los sumandos cuando éstos son en número finito (56), se sigue que el límite de la suma del segundo miembro es cero; luego el incre­mento iy  es una cantidad que puede decrecer cuanto se quiera, de­creciendo convenientemente tiX', luego la función racional y entera 
y  =  f(x)  es continua, según queríamos demostrar.70. S i  Ix derivada de una función permanece fin ita  en el interva­
lo de dos valores de la variahle, - la función es continua entre los m is­
mos limites.En efecto, cuando Aíc tiende á valer cero, tiene también porAi/límite cero; porque si no, la relación — , cuyo límite es la derivada,no seria una cantidad finita, como se supone, si al aproximarseAojá cero cuanto quisiéramos, ^y no se aproximase también indefinidamen­te á cero, y sí á una cierta cantidad finita, porque entónces dicha re­lación seria infinita.La recíproca no es cierta; es decir, que una función puede ser continua entre ciertos límites de la variable, sin ser finita la deriva­da para valores de x  comprendidos entre dichos límites. Por consi­guiente, no es condición necesaria que la derivada de una función sea finita entre ciertos límites de la variable, para que la función sea con­tinua; puede serlo siendo dicha derivada infinita, pero dejaria de ser­lo si al hacerse infinita la derivada, la función tomase también un valor infinito para el mismo valor de x . ^* Asi sucede en la fig. 2.*, en el intervalo próximo al punto B, la derivada se Pega á hacer infinita; y sin embargo la curva, ó lo que es igual la función, no deja de ser continua en ese intervalo. Por consiguiente, la derivada puede ser infinita siendo la función continua; pero si suponemos que la función se hace infinita al mismo tiempo que la derivada, en ese caso la función deja da ser continua.
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71. Elincremento de una función es igual al incremento de la 
variable multiplicado por la derivada^ aumentada de una cierta 
cantidad que se reduce d cero al mismo tiempo que este incremento. En efecto, siendo la derivada de una función el valor particular Ayque tiene la relación —  cuando se hace cero, es evidente que no

iiX
Lysiendo Aar igual á cero, —  tampoco será igual á la derivada; entreambas expresiones habrá una cierta diferencia e, la cual podrá ser tan pequeña como se quiera, á medida que A2? se vaya aproximando indeGnidamente á cero. Así, se tendrá
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Ó Ay =  A:c[/‘'(ír)-h 0*

según

Si en esta igualdad suponemos que Ar, en vez de un valor Gnito como ahora representa, pasa á representar un infinitamente peque­ño tal como lo hemos definido (50), y teniendo presente que cuando Aíc llega á su límite & es igual á cero, se tendrá, haciendo uso de la notación convenida,
ÉL
dx72. Una función es creciente 6 decreciente aumentando x , 

que la derivada sea positiva ó negativa.En efecto, de la igualdad anterior hij=Lx[f '(x)~^t]^  se deduce que pudiendo ser e tan poco diferente de cero como se quiera, la cantidad que hay dentro del paréntesis llegará á tener el mismo sig­no que y al multlplicaresta cantidad por el Incremento positi­vo Acc, el resultado tendrá el mismo signo que f'[xy, luego ^y será positiva ó negativa, ó lo que es lo mismo, la función será creciente ó decreciente, según que la derivada f { x )  sea positiva ó negativa, como queríamos demostrar.La recíproca es evidente.73. S i la derivada de una función es constantemente nula, esta 
función es constante.Sea una función y — /‘(a-), cuya derivada f'[x) es constantemente nula; si damos á co un cierto incremento h,  tendremos (71) la igual­dad — f{ x = h \ f{ x ) -\ -^ , siendo s una cantidad que se reduceá cero al mismo tiempo que h.



Por hipótesis tenemos siempre f ' { æ ) ^ Q ;  luego la relación ante­rior se convierte en f{x-^h]— f^x)=hz.Consideremos dos valores cualesquiera y de la variable x ,  de los cuales supondremos ser mayor que dividamos el inter­valo ó diferencia íTi — 03̂ en un número n de partes iguales, y. lla­mando h á cada una de estas partes, se tendrá, cualquiera que sea el valor de n, —x^ = n h .Si ahora representamos por ê , ej, los valores que toma ecuando x  recibe los valores x^ -i-h , tendremos
Í K - i - h ) —M = K *— f{x ^ -\ -^ h )=  hzit
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f i ^ i ) —  ̂ — Ŝti— I ■Sumando estas igualdades y haciendo la reducción y destrucción, se hallará
f{Xi)— f(0¡>^]= á(S(,+ S i+ e 3 + . ■Esto supuesto, si representamos por % la mayor en valor absolu­to de las cantidades y por ^ la menor de dichas cantida­des, y consideramos la diferencia f{x{)— f{x^) en su valor absoluto, prescindiendo del signo, tendremos

ó sustituyendo en vez de hn su valor finito Xt—x^, se tendrá
Estas desigualdades manifiestan, que la diferencia constante de 

f{Xi] y f { x j ,  se halla comprendida entre las cantidades (a;,—  y — ^o^E.j,;y como estas cantidades tienden hacia el límite cerocuando A decrece indefinidamente, la diferencia f{x )̂ f{x^ tiene que ser necesariamente cero,y por consiguiente Y si pa­ra dos valores cualesquiera ¿c, y x̂  ̂ de la variable estas funciones son iguales, es claro que la función no cambiando de valor variando x , es una función constante, según queríamos demostrar.
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Fifr. 3.«

74 También podemos ver geométricamente con claridad la exactitud de este teorema. E n  efecto, sea una función ?/=/(!»), cuya derivada sea constantemente nula, ya sea para valores cualesquiera de la  variable a?,óya para valores de esta variable comprendidos entre ciertos límites.Supongamos construida la curva {fig. 3.*) representada por esta fu n ­ción, y llamemos a el ángulo que forma la tangente á la curva en un punto cualquiera de la  misma con el eje O X ;  de modo, que siendo la de­rivada de una función igual á la tan­gente del ángulo que forma el eje O X  con la tangente á la curva en el punto que se considera, se tendrá r(a:}=tg«.Esto supuesto, siendo f { x )  cons­tantemente nula, ya sea en general» ya para valores de a? comprendidos entre ciertos límites, se sigue que tg  a tendrá que serberò también, y por consiguiente a=0; lo que prueba, que las tangentes á la curva son paralelas al eje O  X , siempre que /'(*) sea igual á cero; y si las tangentes á una curva tiradas por puntos que pueden estar tan próximos como se quiera, son constantemente paralelas al eje O X ,  la curva no puede ser en este caso más que una línea recta M  N  pa­ralela también al eje O X ;  y siendo la ordenada P Q  de cualquiera de sus puntos una cantidad constante, la función también lo es, según queríamos demostrar.75. S i  dos funciones, crecientes 6 decrecientes, iien&n sus deriva­
das desiguales, la que tenga mayor derivada en valor numérico, cre­
cerá 6 decrecerá más rápidamente.Sean dos funciones Y=F{2?) é yz=f[x]\ demos á a? un cierto in­cremento y se hallará (71)iY=Aa;[F(a;)-f-£], ysiendo, como ya sabemos, s y s' cantidades que se anulan cuando Aa?. Restando estas igualdades, se tiene
y como y s—-J es la diferencia de dos cantidades quepueden decrecer cuanto se quiera, el signo de la cantidad que hay dentro del paréntesis grande dependerá del que tenga la diferenciaF^(x)—f [ t )  multiplicada por Aa:; así, si Ax es positiva, se tendrá

aV ^ A í/, según que se tengaluego la función que crece con más rapidez cuando crece x ,  es aque-



ila cuya derivada, con relación à w, tiene mayor valor numérico.La recíproca es evidente.76. S t las derivadas de dos fundones credentes 6 decrecientes 
son igualesy las fundones crecen 6 decrecen con la misma rapidez.En efecto, si las funciones creciesen ó decreciesen con rapidez distinta, la que más rápidamente creciera tendría mayor derivada, lo cual es contra la hipótesis.Con secuencia . Si las funciones F(a;) y f\x] crecen con igual ra­pidez, cuando ¥'{x)—f { x ) ,  es señal que los incrementos aY  y Ay son iguales para un mismo incremento de la variable a;, lo cual prue­ba que las funciones son también iguales ó no se diferencian más que en una constante; serán iguales, si ambas para un cierto valor de X,  adquieren un valor común; y se diferenciarán en una constan­te, si para un valor cualquiera de x ,  adquieren las funciones dos va­lores numéricos que se diferencien en una cierta cantidad la cual será la constante en que ambas funciones se diferencien; pues á par­tir de estos valore^, las funciones aumentan ó disminuyen con in­crementos iguales, y por consiguiente constantemente tendrán que ser iguales, ó constantemente se diferenciarán en la cantidad h.También se puede demostrar esta proposición por reducción al absurdo. En efecto, supongamos que siendo iguales las derivadas de dos funciones, estas no sean iguales, y sea ip(a;) su diferencia; de mo­do que tendremos la igualdad evidente

dando ahora un incremento Aíc á la variable, hallaremos F(a^+¿Lr)=/(a;+Ax)-hí ;restando de esta igualdad la anterior, se hallará 
F(iC-f-A¡c}— F(a?)— /'(¿c+Aic)—  partiendo por Ao?, y haciendo Aa?=0, se hallará (62)

peroF(a;)=/^(ic); luego ( x ) = 0 . Siéndola derivada lafunción será constante (73); luego ó F(a:) =  /'{a;), ó de no ser iguales, se diferencian en una cantidad constante.La recíproca es evidente.
77. Geométricameate puede hacerse 3ompreuder con claridad el teo­rema anterior. E n  efecto, consideremos dos ejes O X , O T  ijig. 4.“), y las
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dos funciones T  — P  (») é cuyas derivadas suponemos son iguales cual­quiera que sea el valor que demos á y vamos á de­mostrar que diclias funcio­nes son también iguales, ó se diferencian en una canti­dad constante. Para ello de­mos á íc un cierto valor { B = a = O P , y podrá suce­der una de dos cosas: que as dos funciones tomen un mismo valor para » =  0, <5 que los valores de estas funciones sean distintos; es decir, que P  (a
ñ a ) , 6 - F { a ) > f ( a )Sea, on primer lugar, P (a ) = / ( a ) = ? , y supongamos que este valor? esté representado por la ordenada M P ; dando un cierto incremento A® =  P P ' á la variable x, las funciones Y  =  F  (®) ó y = f  (») recibirán los incrementos A Y  y A y ,  que serán iguales, pues de lo contra,rio las deriva­das no serian iguales tampoco: siendo iguales A T  y A y ,  al incremento de la variable x  corresponde el mismo incremento para las funciones; luego el punto M ' corresponde á las dos curvas representadas por las funciones dadas: lo mismo sucederá con el punto M "  y con tantos como queramos; luego todos los puntos de la una lo serán también de la otra, puesto que A® puede ser tan pequeña como se quiera; y por consiguiente, las funcio­nes que representan á estas dos curvas que se confunden en todos sus pun­tos, son iguales. .  ̂ >Sea, en segundo lugar, F  (a) > / (a ) , lo mismo se dinasiendo 1 (a) </{a); en este caso, entre el valor numérico F  (a) y/(a) babrá una diferencia fe, la cual estará representada por la diferencia de las dos ordenadas M P  y N P .y  se tendrá p ( a ) - f ( a ) = M ;P - N P = M N = = fe .Dando á ® el incremento A ® = P P ', ambas funciones recibirán incre­mentos iguales, do modo que se tendrá A Y  =  A?/; ó lo que es lo nixsmo, siendo A T = M ’E  y A y  =  ̂ "'S ,se  tendrá M ’R = N 'S ;  los puntos M  yN'serán puntos délas curvas representadas por las funciones dadas, lascuales para este valor de ® =  a +  A®, ó lo que es lo mismo, para el valor de « =  O P ', serán M 'P ' y N 'P ', cuya diferencia esM 'P '—N 'P ' =  M 'E  +  M P —N '3 — N P  =  M P —N P  =  fe, por ser M 'R = N 'S .D el mismo modo veriamos, que para otro valor cualquiera de riable ® =  O P ” , las funciones se diferenciarían en la misma cantidad __ í í " P ” = sM 'P '—N 'P ' =  fe. Luego las funciones so diferencian



oonstantemeute en la cantidad numérica h. T  por tanto, cuando las deri­vadas de dos funciones son iguales, las funciones son iguales también, d se diferencian en una constante h, según queríamos demostrar.
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LECCION VIÜ.

Derivadas de las funciones elementales algebráicas de la variable.—Derivada de la fnncion 
exponencial de la variable.—Derivada de la fnncion logarítmica de la variable.-Deriv» 
das de las fnncionea circulares directas de la variable.—Derivadas de las funciones cir- 
cnlares inversas de la variable.

D e riv ad a s  d e  la s  fu u clo u cs  e le m e n ta le s  a lg e b r d lc a s  d e  la  v a r ia b le .

78. Siendo la derivada de una función cualquiera el límite de la razón del incremento de la función al de la variable cuando este se hace cero, se sigue que:79. La derivada de una constante es evidentemente cero.80. La derivada de la variaUe independiente es igual á la 
unidad.En efecto, si se tiene y — dando h x  un incremento ia?, y  re­cibirá el mismo incremento, y se tendrá

y-\-M jz=zx-\-^x^  Ó \g =  iix;de donde ~  =  1, y lím . — — Itam bien; luego la derivada de la Aa? iixvariable x ,  es la unidad.81. L a  derivada del producto de la variable i/ndependienfe por 
una constante, es igual d esta constante.Sea la función

y  =  mx\dando á ¿r el incremento aai, se hallará restando de esta igualdad la anterior, hallaremos&yAy =  m\Xt de donde —  = m ;As



y pasando al límite, se hallaráAylím. —  =  y ’ -= m ,
^xsegún queríamos demostrar.82, L a  derivada de una potencia de la variable, es igual al ex­

ponente multiplicado por una potencia de la misma variable cuyo 
ezponente viene d%svninuido en una unidad.Sea la potencia de exponente entero

y  =  af'-,dando un incremento á ¡c, se hallará por la fórmula del binòmio,f
restando de esta igualdad la anterior, y dividiendo por Aa;, halla­remos ^  [m . .  • +  ;Ai» -•pasando al límite, cuando se hace cero, los términos de dentro del paréntesis se anulan con Aa;, y lo mismo la suma; por tanto, setendrá lím . ^  =  y' =  m x^ -^;luego la derivada de la potenciase™, cuyo exponente m es entero ypositivo, es según queríamos demostrar.Acabamos de demostrar, que cuando m  es un número entero y positivo, la derivada de * ”• es ma.»-*; pero esto mismo se verifi- ca cualquiera que sea el exponente »J, como vamos á demostrar di­rectamente. En efecto, según la definición de derivada, se tiene
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y' =  lím. (a;4 -Aa:)™— X™ _=  lím . a:*
\xSi hacemos —  =  A, de donde == hx, h se anulará con Air, yse tendrá para valor de la derivada 

y '= .  lím . » ”■ - * x
( 1 4 - A)’



DERIVADAS. 65El factor es independiente de h, y por tanto tiene un cierto va­lor fijo; luego el límite de este producto será(i \

hpero cualquiera que sea el número m, el límite de _____ 1 gg
h ’(61j m; luego se tendráderivada de {y — x ” )̂ =  y' =  según queríamos demostrar.Con secuencia . Si la potencia déla variable x  tuviera un coefi­ciente numérico A , la derivada vendría expresada por

r + - )  -lím . kx''
tiX

U A J ---\ .lím. kx"^-^ I— ;—I-------= m A •
h83. La dmvada de la raíz enésima de la variable independiente X , es igual á esta raíz dividida por nx.En efecto, se tiene, según el número anterior, que la derivada de x ’̂  es, cualquiera que sea el exponente, m x"'-^ ; la raíz enésima

n ,_ ^  ,jde íc, ó sea V x ,  es igual á íc "  ; luego la derivada de será, lla­mándola y ,
i tly--i  \ -  x~-

y ^ = ~ x ^  —— x ^  : x  =  —  =n n nx nxV —n .__ y  XDonde vemos, que la derivada de k a: es , según queríamos demostrar.
D e riv a d a  d e  la  fun ción  exp o n en cial d e  la  va r ia b le .84. L a  derivada de la exponencial , es igual d esta exponen­

cial multiplicada por el logaritmo neperiano de la base a.Sea la función exponencial
y  =  a^^Dando á a; un incremento Aa;, se hallará de donde restando se tendráTono II. r



gg DERIVADAS-
t̂ y =  — a®= O® (a^» — '1);lá relación de los incrementos será%

Hemos visto en el primer tomo de esta obra (74), que o^* tien­de á valer 1, á medida que i x̂ disminuye indefinidamente; de mo­do, que si hacemos a ^ - - \  = « .  « será una cantidad que podrá ser menor que cualquier cantidad por pequeña que sea.De esta relación se deduce =  y tomando logaritmosneperianos, se tendrá
1(1-4-«)Aíclu =  1(1-4“ «) > y áa?- la 1 (1 + « )Sustituyendo por —  1 y ¿o; sus valores respectivos « y  en la relación de los incrementos, hallaremos

iíC a a.\(l
=  a‘ 1( 1̂ )  “  1( 1+ « )

\a «4pero- 1(1 -4-a) =  1( 1-4-« ) “ . y cuando A£C tiende hácia cero, « d is ­minuye también cuanto se quiera, como hemos visto, y l̂a expre­sión (1 + « ) '^  tiende hácia el límite c (60); luego 1(1+ « )  “ tiene por límite le =  1, y por tanto se hallará para valor de la derivada f ,iw a^lalím. —  =  /  =  =Aa? leluego, según queríamos demostrar, la derivada de la exponencial « ' ,e s o - l n ;  es decir, igual á la misma exponencial multiplicadapor el logaritmo neperiano de la base a. , j  i85. Si la exponencial fuera se hallaria para valor de laderivada y^=e'^\e =  e\  puesto que le =  í ,  por ser e la base de sis­tema de logaritmos neperianos. ^
Luego la derivada de la exponencial , es la misma función.



DEBITADAS. 6T
D e r i v a d a  d e  l a  f o n e lo n  *  <1® v a r i a b l e .

86. L a  derivada del logaritmo de la variable independiente, es 
igual d la cantidad reciproca de la variable multiplicada por log e .Sea la función 2/—Dando un incremento á a?, hallaremosy-l-Ay—Iog(a:+ia;), ó A)/—log(a;H-Aa:)—log â .La relación de los incrementos seráAi/ log (aí-í-Aa?)— logit l o g ( l + ^ )

ÙOC hx tkXl^aciendo^— = A , ó tú := h x , se tendrálog (4 + A )  \ \ 1 ^°   ̂ ^  ■̂ =  - X - l o g ( I + f t ) = - X l o g  (1+A )T ;Ai/Aa: hx X Xde donde pasando á los límites, y recordando que {l-f-ft) » tiende al límite e cuando h decrece indefinidamente, se tendráAy 41lím. — = v '' =  — loge.O b se r v a ció n . Si la función hubiera sido y = l ír , se hallaria por1 1derivada y ' = — le = —, puesto que I e = l  ; luego la derivada del lo­
in Xgaritmo neperiano de la variable x ,  es la cantidad recíproca de esta variable; es decir, — .

X

D e r iv o d a s  d e  l a s  fn n c io n c s  c t r c o la r c a  d ir e c t a s  d e  l a  v a r i a b l e .87. L a  derivada del seno de la variable x , es el coseno de í!ct 
misma.Sea g/=sen x .Dando á a? el incremento A ;̂, se hallaráy-|-Ay=sen (a;-}-Ar), de donde Ay=sen — sen x .  La relaciónde incrementos seráAy sen (uj-f-Aa;) —  sena?

^x  Aa? *



g g  D E R IV A D A S ,
pero según la Irigonometria, se tiene, conyirtiendo en producto ladiferencia de los senos, y dividiendo por 2 , los dos términos del que- bradO)

- l - = ---------cosí ir-H— ).^  \ ^ /2
iiX

sen—Cuando tiende hácia cero, la relación tiende hácia
. Tsegún sabemos por la trigonometría; el factor eos tiendeal límite eos a;, cuando luego el límite de la relación de losincrementos, ó sea la derivada, será lím . — =y^=cosa^, según que­ríamos demostrar. , ,  •88. L a  derivada del coseno de la variahle, es el seno de la misma

tomado con signo contrario. / . \Sea la función y = c m  w; el incremento será ^ y = co s  eos £t, y  la relación de los incrementos seráeos (a?+A«)— eos w
De mismo modo que anteriormente, convirtiendo la diferencia de los cosenos en producto, y pasando al límite se hallará

biXsen-r■Ay 2 / .lÍD,. ¿ = / = U m .  ^ X - s e n  - ) sen X.

2Obseuvacion . Si hallárnoslas derivadas sucesivas de sen a:y cosa;, veremos que se reproducen periódicamente de cuatro en cuatro.89. La derivada de la tangente de la variable, es igual á la m i^  
dad partida por el cuadrado del coseno de la misma.Sea la función y = t g  dando un incremento á a;, se hallará para valor del incremento de la función



DERIVADAS. €9Ay—tg(a;-f-i^)—tg iC: y  se tendrá para valor de la derivada
sen AiJ?eos ( íZ ? -{ - ir )  eos cc'

^y , sen ^x , 1lím . — = l í m .------- x l í m . — ;--------;-------- ;Aa; eos {x-\-!ix} eos afpero los límites de los factores del segundo miembro son respectiva- imente la unidad y — luego se tendráCOŜ ÍC Aw , 1I í m . ^ = / = —
&x cos^xsegún queríamos demostrar.90. La derivada de la eotangente de la variable, es igual á menos 

la unidad partida por el cuadrado del seno de la misma.Sea la función y = c o t x ,  de donde se hallarásenA y=co t {íc-Hu?)— cot X--y el valor de la derivada será sen1 HAw sen Aa? ,Hm .— = —lím .-------- x U m .— , ,Aa? tix sen (a:+Aa;) sen̂ a; sen â?*según queríamos demostrar.91. La derivada de la secante de la variable, es igual á la  tan­gente partida por el coseno de la misma.Sea la función y = s e c  x ,  de donde deduciremos2 sen
Ay= s e c  (a?-f-Aa;) — see x = ■

Aa? /  A.c\ Y * e n ( . + - )eos [x-\-^x) eos x
l íXsen —A y__  2 1Aa; ^x ¥

/sen 137+ - — I\ .r .r- -----------7 y lím .— = / = ------;cosce cos(a?+Aa?) ^x  cosa?
tga;luego la derivada de see x  e s ------ , según queríamos demostrar.eos X92. La derivada de la cosecante de la variable, es igual á ménos 

la cotagente partida por el seno de la misma.Sea la función y=cosec x ,  de donde se deducirá



10
■2 eos  ̂ X-

Ay=cosec (ar-f-Aa?) —  cosec x =  Aa?\ ia?
DERIVADAS*

cos( x+ y )—  isen—r - ,2 / 2  „  Aíc •!------ 7--------- -̂------------- = —2 sen — X ---------X ------ ■ ,sen (x-hAa;j sen a? 2 sen a? sen (aj-i-Aa;;sen — -  .  eosAv 2 1^ X --------X ( - t )Ax Aj ? sen X  sen (¿r+Aa;)
cot X

y lím- Ay cot a;A X sen a;
Inego la derivada de cosec x  es- sen X , según queríamos demostrar.

D e r iv a d a s  d e  la s  fu u e le u e s  c ir c u la r e s  lu v c r s a s  d e  l a  v a r ia b le .93. Las funciones circulares inversas de una variable, son aque­llas en las cuales la variable independíenle es una línea trigonomé­trica, y su función es el arco de la misma; así hemos visto (47), que la función inversa de ?/=sen ¿c, es a7= a r c  sen y .Esto supuesto, pasemos á determinar las derivadas de las funcio­nes circulares inversas de aquellas directas cuyas derivadas hemos determinado ya. Para ello observaremos, que siendo la derivada de una función el límite de la razón del incremento de esta función al de la variable cuando este se hace cero, y siendo en las funciones in­versas la variable independiente lo que en las directas es la función y vice-versa, se sigue que si la derivada de una función y , cuya va-A njliable es ¿r, es lím. —̂—, la de la inversa x ,  cuya variable es y , será 
U x¿i colím , — ; luego si la derivada de una función directa y = f [ x )  es f{x)jAy

\la de la inversa x= f^{y)  será ^(y)=-^— , en la cual tendremos queponer, en vez de ¿r, su valor en función de y .94. L a  derivada de la función inversa y  =  are sen x ,íes 1^4— a:»Sea la función y = a r c  sen x ,  de donde « = s e n  y . £n  esta expresión sabemos que se tiene (87)



d e e i y a d à s . 71

òkX Ay ^lim. — =  cos y ;  el de la inversa sera lim. —  = ------ .Ay cosyPero tenemos C03 — sen®y=±:t^'1— luego el valor dela derivada será la expresión
1Aylím .— = = h - _______A¿c //|—en la cual se tomará el signo -f-  si el arco termina en el primero ó cuarto cuadrante, y el signo— si termina en el segundo ó tercero.95. L a  derivada de la función inversa j = a r c .  cos x.—  1

es Sea la función y = a r c  cos x ,  de donde a; =  cos y .Los límites de la relación de los incrementos de la función directa é inversa, son Ao; Ay — 1lím . — = —  sen y , y lím .—  = ------Ay Aa: sen yPoniendo en vez de sen y su igual dz — cos®y = ±  / i  —  a?*, sehallará para valor de la derivada de la función inversa y = a r c  cos x ,
A y  , — 1lím .— = y ' = ±Aa; / l - -ÍC*según queríamos demostrar.96. La derivada de la función inversa y =  are tg x , es  ̂ ^Sea la función y =  are tg 03, de donde deduciremos sucesiva-mente oj =  tg y ,lím. A03 1Ay cos® y Ay .y lím . — =  cos*y.  ̂ Aa?Pero cos®y \ \

\ +  tg®y  ̂ X
■;luegdla derivada de y =  arctgí»,

>será lím . — — y ^ =  — r.Aa? 1 -{-03®97. La derivada de la fundón y =  are cot x , es — 4
4 -{- í  “Sea la función y == are cot x ,  de donde se deducirá

; r
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X ~  cot V, lím . —
Ly

1 Aw ,----- 7— , lím. — =  —  sen*v.sen® y Aa?Pero sen®í/ = \ 1-1 +  cot^y 4 + £ » *  
Aa?

; luego la derivada de y =  are, Aw , 1cot OJ, será lím. — =  y  = 1 +aj®
\98. La derivada de la función y =  are sec x , es —

w V  —  1Sea la función y  =  are sec a?, de donde se hallaráAíc tg w Ay eos y
x  =  SQcy,  l ím .— = ------ , lím . — = -------.

^y eos y  Ax tg y4 4 __________  y ________Pero cosy = ------ — —, tg v =  ± :k sec^w— 1 ~ - ± V — 1; lúe-sec y  Xgo la derivada de la función y  =  are sec x ,  seráAu \lím . — áz —  — .
xV^x^ —  \99. La derivada de la función y =  are cosec x , es ziz Sea la función y  — are cosec x , de donde se tendrá

— 4
xV 'x^—  \

, Ax cot y
X =  cosec y , lím . — -- ------------Ay sen y Ay sen ylira. — --------------- .Ax cot yP e r o s e n y = — —̂ ■ = —, coty = ± K ^ c o s e c V —'4 =±:k^a;® — 4;4cosec y  xluego la derivada de la función inversa y  =  are cosec x, será

Ay , —  4lím . — — y ' = z hAx /x®— 4
RESUMEN.400. Una vez halladas las derivadas de las funciones sencillas, tanto algebráicas como trascendentes, que dependen inmediatamente de una variable, conviene tenerlas muy presentes por el uso frecuen­te que de ellas se hace en matemáticas, para lo cual las reuniremos en el cuadro siguiente:
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LECC IO N  IX .

J)erÍTada de la  sam a algeW áica de varias fuaeiones.—D erivad a de a n  producto de v a ria s  fu n cio n e B .-D e riv a d a d e l cooieute de dos fu n cio n e s .-D e riv a d a  de u n a potencia d e  u n a  función.—D e riv a d a  de una raíz  de una fu n ció n .—Ejem plos de derivadas.
D e riv a d a  d e  la  sum a a ts c b r á lc a  de v a r ia s  fuuclon ea.

101. En todas las derivadas que en esta lección vamos á hallar, supondremos que se conocen las derivadas de las funciones cuya su­ma, producto, etc., se nos dan.102. L<i derivada de la suma algebraica de varias funciones, es 
igual d la suma algebraica de las derivadas de las funciones»

■ J



Atü
\ x

Sea !a suma algebráica de las funciones u, v, w , que depen­den de la variable ¿r,
y = z-\-u—v-\-w .Demos á a; un cierto incremento tkx, y según la notación convenida, hallaremos

restando de esta igualdad la anterior, y dividiendo después por Au», se tendrá
^y Aw
^ x  Ao? A¿r Tomando límites y teniendo presente lo dicho anteriormente (56 y 62), hallaremos

y'=z'-\-u^— u '+ lü ', que justifica el enunciado del teorema.103. De esta regla se deduce inmediatamente, que la derivada de un polinòmio cualquieraen el cual A , B , C , . . .  T, ü ,  son cantidades constantes, y los expo­nentes n , p , . . .  r , pueden ser enteros, fraccionarios, positivos ó negativos, seráEn efecto, este polinomio es la suma de las funciones elementales A®'", B x " , cuyas derivadas son nB«”“ *, fC xP - ^ , . , .según se tiene (82 cons.); y conforme al teorema anterior, la deri­vada de la suma es la suma de las derivadas de los sumandos.

74  • DERIVADAS.

D erivada de un prodneto de varias ranclones.

104. L a  derivada de un producto es igual d la suma de los re- 
suUados que se obtienen multiplicando la derivada de cada factor por 
elproducto de todos los demás.Sea, en primer lugar, el producto de las dos funciones uVy que depende de la variable a?,

y = u v .Dando un incremento á x ,  se hallará
j/-I-a^ = ( u -|-a«) ('ü-4-Atj)=uü-i-vAu+uAv-{-AttxAv.Restando de esta igualdad la anterior y dividiendo por A¿c, se tendrá



DBaiYADAS. 75Av A m At) A m
= ------ v -H — MH-------- Av.

ò,x  A ìB Ai« AiePasando al limite y observando que =  m , y por tanto quelím . siendo lim. Au =  0, se tendráAulim . — Au=0; y por consiguiente,Aie
yf =  u'v-\-iyUf según queríamos demostrar.Sea, en segundo lugar, el producto de varios factoresy  =  «1 . w ,. M; . . . .  Un.Supongamos que el principio se verifique para n —  1 factores, y  vamos á demostrar que también se verifica cuando el numero de factores sea n.El producto propuesto se podrá poner bajo la forma

y  Pm«,haciendo V =  u ^ . % . % .  . . .  « n -i; y según el caso anterior, se ten­drá y ^ =  P^UnH- mC P ; pero por hipótesis se tiene
y  P  =  MjM̂ U. . . . U „ _ i ;luego sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, halla­remos

u \ u ^ . . .U n ~ { - u \ u ^ . . .U n - \ ~  . . .  “ h U ^ n U iU ^ .. .U n - l lluego si el principio es cierto para n  —  4 factores, lo es también para n.Ahora bien, nosotros hemos visto que es cierto para el caso de ser dos los factores; luego lo será también cuando el numero de fac­tores sea tres: siendo cierto para tres factores, lo será también para cuatro, y lo mismo para cinco, seis, etc-, y en general para n facto­res, según queríamos demostrar.OBSERVAcioNts. 1.“ Si la igualdad anterior la dividimos por elproducto y ,  se hallará +  +  +  — ;
y  M ,  M g  M j  Unque prueba, que la relación que hoy entre la derivada de un ‘pro.- 

ducto y  este producto  ̂ es iyual a la suma de las relaciones que hay «ñire Id derivada de cada factor y  este factor.

M
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2.*̂  Si uno de los factores fuese constante, su derivada seria ce­ro, y el producto de esta por el de todos los demás seria cero tam­bién, así, la derivada de y =  av, en cuyo producto a es una constan­te y una función de ¿k, será ai/.

76 DERIVADA.S.

D erivada del eoclcn te de dos fnnetones.105. La derivada del cociente de dos funciones, es igual al pro­
ducto de la derivada del dividendo por el divisor, menos el del divi­
dendo por la derivada del divis(yr, partido todo por el cuadrado del di­
visor.Sea el cociente y  =  -  ; multiplicando por v , se halla

V
vy — u.Tomando las derivadas de ambos miembros, será

vy’ ~\~v'y =  u’ , de donde y ’ =
■ v'y

Sustituyendo en vez de y  su igual —, y multiplicando ambos térmi­nos por V,  tendremos
y.!__ u'v — v’uque justifica la regla.La derivada de una fracción se halla del mismo modo, puesto que toda fracción se puede considerar como el cociente de dividir el numerador por el denominador.

D erivada de iiua potencia de an a  fnnelon.' 106. La derivada de la emésima potencia de una función, es igual 
al exponente m multiplicado por el producto de la potencia m—1 de esta 
función, por la derivada de la misma.Es decir, que la derivada de la potencia y = u ” ,̂ en la que u  esuna función y w un exponente cualquiera, esEn efecto, sea en primer lugar m un número entero; en este caso la potencia u’” se convierte en y = - u u u . . .  cuya derivada, según el nú­mero anterior, será

y ' = u ’ w^-^A-u’ u”̂ -^-{-u’ según queríamos demostrar.
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P *Sea m  un número fraccionario y  entónces se tendrá
y = u ^  Óde donde se deduce evidentemente

p u', o f = ------^ZT"’92/ ?  2/̂,  vP vP p . ,  tpero = —= — = w P -—; luego sustituyendo, sera
y  y u -  ®3, puP—'u' p ,---------- = —U í9 , . 2» - -  9Sea, por último, el exponente m un número negativo — n, ya tenga su valor numérico entero ó fraccionario; se tendrá

y = u ~  “de donde deduciremos (105)
n-u,rnu'‘~^u‘
.u - = —seguo queríamos demostrar.

D e riv a d a  d e  u n a  r a íz  d e  u n a  función*

107. La derivada de la enésima raiz de una función, es igual al 
producto de dicha raiz por la derivada de la función, partido por el 
Indice multiplicado por la misma función. í/l/ VEs decir, que la derivada de K  -y, es

nv
n - _En efecto, de í / = k u  = v ” se deduce (106), que 1 , 1

y ' =  — v  V ' = -----------v = --------- ,non n Vsegún queríamos demostrar.Si consideramos como caso particular la raíz cuadrada y = ] / l í , bailaremos, según la regla anterior, la igualdad
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yfz y^uu'2w 21^ *que expresa que la derivada de la raíz cuadrada de una función,
es igual á la derivada de la función 'partida por e l doble del radical.

E jem p lo s do d e riv a d a s .

Í08. Por medio de las reglas precedentes, y teniendo presente el cuadro de derivadas (100) de las funciones elementales, tanto alge- bráicas como trascendentes, podremos hallar las derivadas de las funciones siguientes:I . Sea, en primer lugar, la derivada del polinomioSu derivada será, según la regla dada (64), ó por la que se deduce del n.° \ 02.
f  (t/)=28y^— 15y2+4y—3.II. Sea, en segundo lugar, hallar la derivada del producto

/(!/)=(3!/^— 5 y + 3 )  (2y*— 3y-h7) ( 2 í / + 4 y — 3 )^Según la regla de la derivada de un producto (104) y la de la poten­cia (106), se hallará
f ( y ) - ( 6 y - 5 )  (2 y ^ -3 y H -7 ) ( 2 . / + % — 3)^-^

(Oy^— 3) (3y^— 5y-f-3) (2y^-í-4y— 
3 (2 y ^ + 4 y -3 )^ (4 y + 4 )  ( 3 / - - 5 y - h 3 )  (2 y 5 - 3 y - h 7 ) =

, , ( 2 y ^ + 4 y - 3 ) ^ [ ( 6 y - 5 )  (2y^-~ 3y-h7) (2 y ^ -H -4 y -3 )+
, (6 y ^ - 3 )  (3 y ^ -5 y -h 3 )  ( 2 í / + 4 y - 3 ) +

3(4y-h4) (3 y ^ -5 y -i-3 )  (2y^— 3y-h7)], 
f ( í / ) = ( 2 i /^ 4 y - 3 ) ^ '[ (2 y ^ H - 4 y - 3 )  {( 6 y - 5 )  (2y3-3,y-1-7>-{- 

3 ( 2 y ^ - 1 )  ( 3 y ^ ~ 3 y + 3 ) ¡ + 1 2 ( y + 1 )  (3y^— 5 y + 3 )  (2 y ^ -3 y + 7 ) ]
2y^— 3 y -h 2Sea la función / ( y ) = ,III. 4y®— 3y2-}-5y Según la regla dada (105), se hallará(4y— 3) (4y^—3y^+5y)—(2i/~3y-f-2) (12y*-

m
-6y-l-S)

IV. (4)/— 3y^H-5y)2Hallar la derivada de la potencia de la siguiente función, .  /(y )= (3 y ^ -S y + 3 )* .Se tendrá (106) f(y)=4(3y2— 5y-4- 5)̂ (6y— 5).

' I f e '



8.DERIVADAS. 79V . La derivada de la raíz 5y4-3» será (107)(14y - 5 ) i^ 7 y ^ - 5 y + 35 (7 /-5 í/-h 3 )V I. Propongámonos hallar la derivada de la expresiónf'{y)=-

/(y)=y^Í!/^+1)(3y— 1 ) + ^  ̂ „ y* -1-2/— 1
Sí cada uno de estos sumandos los consideramos como una función de y , y hallamos sus derivadas, la derivada de y  sera la suma alge- bráica de las derivadas de los sumandos (102); así se hallará3y^— 18y-|-3 — 4y^f(y )= 1 8 y “— 5y‘ -f-12y3— 3y -̂-

\/ a^—y^

X • r
b 3 .________ _

a -----yz:.-+-y (c*— y'^y
y  y

LECCION X.

Derivadas de las funciones de funciones.—Derivadas de las funciones compuestas.—Ejem­
plos de derivadas de funciones de funciones, y de funciones compuestas.

Derivadas d e  lo s  fnnclones de fan clon es .

109. L a  derivada de una función defunción, es igual alprodnic- 
to de las derivadas de cada una de las funciones con relación á  la va­
riable deque dependen inmediatamente.Sea la función u= f{ x\ ,  y la función de función y = F (M )= F [/ ’(a;)]=(])(a;).

■ ' . ' M p

.i I



Dando un incremento ia; á la variable independiente a?, la fun­ción u  recibirá un cierto incremento ìm  y la función de función y=(|>{a?) recibirá también otro, que representaremos por Ay; así, se tendrá 2/-1-ÍJ/= F (m+ A u)= 9  ,
Au=f{x-\-^x]— f {x) ,A^=F(u+ A m)— F(u),

80 DERIVADAS.

lím.
=  f W .

F (« ),Aa? áxAi/ F(«+A w ) — F(w)—  — l í m .-------------------------Au Aumultiplicando estas igualdades, tendremos
= f r { x ) x P { u ),lím . —  X h m .Aíc Au

^u Aypero lím .— X l í m . —  
^x Au

Aylím. —̂  =  y^=o/ (a;); luego Aa?(a;)=F^ (w) X  f  (ai), según queríamos demostrar..S i la  función propuesta fuese una función de función de función, se hallaría, del mismo modo, que lá derivada era igual al producto de las tres derivadas de las funciones, con relación á la variable de que cada una depende inmediatamente. En efecto, sea la función de funciones ’ .s=^(y), siendo y = F  (w), y u=^f { x ) ;  ó lo que es lo mismo, 1 F[A^)J I =  ^ (â )-Según lo que acabamos de demostrar, se tendrájt' (¿c) =  (y) X  9̂  (a?),
(f [w] =  F̂ («) X  f  (a;);luego tendremos

z f = i : f  { x ) = ^ { y )  X 'F ' W  X  f  (a;), que está conforme con el enunciado del teorema.Del mismo modo veremos que dicho teorema se verifica, cual­quiera que sea el número de funciones que se consideren.410. La regla que hemos dado (106) para hallar la derivada de



la potencia de una función u” , es una consecuencia del teorema que acabamos de demostrar. En efecto, se tieneT/—u ™ , y u —f{a)).Donde vemos, que =  y F'(u) =  í?m "-‘ (82); =luego como la derivada de una función de función es el producto de las derivadas con relación á la variable de que dependen inmediata­mente, se tendrá y  =  mu”*” * x  u ', conforme teníamos ya.
D e riv a d a s  d e  la s  fn n clo n cs com puestas.

\ \ \ . En las funciones compuestas entran generalmente diferen­tes funciones que varían con independencia las unas de las otras, ó dependiendo todas ellas de una misma variable x\ en cualquiera de estos casos podemos en último análisis considerarlas como variables, con relación á las cuales podremos hallar las derivadas de la función, cuyas derivadas -se llaman derivadas parciales. Mas como la función se representa generalmente por una letra y , <S por y , js. . .),  es necesario que establezcamos una notación que nos indique estas de­rivaciones parciales, el órden de derivación y la variable con relación á la cual se deriva.Así, convendremos en acentuar la letra y , ó la característica de la función F , con un número de acentos igual al órden de la deriva­ción, poniendo á la primera por subíndice la variable ó variables respecto á las cuales se deriva, con un exponente igual al orden de la derivación que se haya hecho con relación á cada una; y si se usa de la característica de la función, poniendo á las variables con rela­ción á las cuales se deriva, un índice igual al grado de la derivación que con relación á ellas se hace. "Sea, por ejemplo, la función de tres variables
y  =  f [ x ,  u ,  v ) ;

y ' ^ = f { x , , u , v ) ,  y U = ^ f { x , u ^ , v ) ,  y ^ = / ’'(.t , u ,o j ,  indica respectivamente cada una de las derivadas parciales de la fun­ción y  =  / (.«, w, í>), con relación k x ,  w y o; la expresión
en la cual se supone m =  n +  p +  r̂, indica la derivada del órden m de la función y  — f {x ,  u,  v), la cual se ha derivado n veces con relación k x , p  con relación á w, y 9 veces con relación á v.

. Tono I I . n
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Esto bien entendido, pasemos á determinar la derivada de una función compuesta.112. La derivada de una función compuesta de varias fundones de 
una variable independiente x ,  es igual á la suma de las derivadas par­
dales de la fundón con relación á cada una de las componentes, multi­
plicadas por las derivadas respectivas de dichas fundones.Es decir, que sisetienela/uncion v , w ...) , compuesta delas funciones w, v , tv. . .  dependientes de a?, se hallará para la deriva­da de esta función,

f'{u^, V, w . . . ) u ' - ] - f ' {u, v^,  w . . . ) v ' - \ - f ' { u , v ,  .. .En efecto, sea la función y  — f { u ,  v), compuesta de las dos fun­ciones u y  V,  dependientes de la variable x .Supongamos que en una de las funciones v ,  damos á ¿c un cierto incremento ia?, y consideremos por un momento á la función u como constante. A este incremento corresponderá un incremento parcial ó de la función y,e\  cual representaremos por de modo, que se tendrá
—  f { u ,  V ^v] — f { u ,  v].Si ahora suponemos que en la función u,  damos á a? el incremen­to y suponemos como constante á íj -|-Au, se hallará para el se­gundo incremento parcial de la función, debido al incremento de la función u,

^y^:=f[U■ ^^U, V-\-^V)— f(u,y el valor final de la función será
y-\-^y—f{u ^^U , f-H-An), de donde áy:i= f̂\ur-\~iM, «-f-iiu)— f[u,  t'); ó sumando y restando la cantidad f{u,  d+ A ü), se tendrá

Ly=lf{ur^^u, v-hî v)—f(u,v-i-^v]]+lf(u, v-h^n)—f(u, «)].Dividiendo ahora por ^x, y dividiendo y multiplicando al mismo tiempo cada uno de los sumandos del segundo miembro por los in­crementos respectivos áu y Aü, se tendrá 
Ay _ f [ u  
h x

32 DERIVADAS.

-^u, i ' +  Aí;) — /[m, v-\-&v ) _
Aw Aíc

f [u ,  v-irl^v) —  f{u,Ao A¿cSi ahora pasamos al límite cuando a¿c tiende hácia cero, las relacio-

I à



DERIVADAS. 8 3Àu ^vnes-----y -------tienden á valer las derivadas u' y n'.de las funcionestí y ü, que dependen inmediatamente de x.La relación f[u  H - Aw, ü + A v )  —  / ( « ,  V - f -  A f)

Au en la cual se su­pone que v+Au es constante, expresa la relación que hay entre el incremento parcial que recibe la función y  con respecto á w, y el in­cremento de w; su límite será la derivada parcial de y  con relación á u; es decir, f[u^ v), puesto que haciendo A ,r= 0 , es cero también. Del mismo modo vemos que el límite de la relación 
f[u,v-{-hv)— f{u,v)Au ’es la derivada parcial de y  con relación á la función u ; es decir, 

f ( u  Uj); luego la derivada total y’ de la función compuestaj será 
yf=f[u^v)  u ' + f  (u según queríamos demostrar.Sea ahora una función compuesta de otras tres que dependen de una misma variable x ,  y = f [ u ,  u, w).Siguiendo el mismo método que anteriormente, hallaremos 

Ay=/(tí-l-Aií, u-t-Au, to-j-Aío)—/(«, V, w)—
u-f-Au, tü+Ato)—f[u, tü+Aio)]-!-

[f{u, u+Au, —/(w> w-I-Am;)]-!-/(w, u, ^ü~\-^w)— f[u,  u, tü);y la relación de los incrementos podrá ponerse bajo la forma
h l .
A X

/(w4-Aw, u4-Au, JU-j-Aiü)— /(« , u-i-Au, íu-t-Aia) am ,■------------------------------;--------------------------- --  X  ~  rAm Aa?
f[u, u-}-Au, w-f-Aw)—/(w, u, w-hAw) Au

Au X Aa;
f{u, u , w + A w )— / ( m , u , w) AwAW AíCPasando al límite y observando que siendo constantes en la primera relación todas las funciones, á excepción dew, se obtiene la deriva­da parcial de y  con relación á w, puesto que siendo Aa?=0, Au y Áw tam­bién lo son; que el límite de la primera relación del segundo suman­do es la derivada parcial con relación á u, y que el límite de la pri­mera relación del fercer sumando, es la derivada parcial de la fun­ción con relación á tu; y por últim o, que el límite de las relaciones;.



84 DEEIVADAS.£ü _ y son las derivadas respectivas de las funcienes u, v y 
w,  se tendrá

yf =f {u^,  V, w) V,, w) v,  ^ü,)w^según queríamos demostrar.Del mismo modo se vería que el teorema se verifica para cual­quiera que sea el número de funciones.413. Las reglas que hemos dado para hallar las derivadas de una suma, de un producto, de un cociente, e tc ., se deducen in­mediatamente aplicando esta regla general, de la cual aquellas son casos particulares.Así, la derivada del producto será igual á la su­ma de las derivadas parciales con relación á cada uno de los facto­res, multiplicada por la derivada de este factor; es decir,
y '= u \ X U ^ % .. . . - h -  .

Kjcm plos d e  d crlT adasde  ranclones de ranclones,y  de ranclones' 
couipnestns.I .  Sea en primer lugar la función de función y=sen^x .Hagamos w=sen x , de donde y—u^. Siendo u una función de Xyé y  una función de u,  es claro que y  será una función de función, de modo que su derivada será (109)pero 4u®=4sen^a?, y u^=cos x  (87); luegosen^ícxcos x .II. Sea en segundo lugar la función y = v '* , en la cual n y w son funciones de una variable x ;  y es por consiguiente una función com­puesta, cuya derivada será (112) la suma de las derivadas parciales con relación á cada una de las funciones, multiplicadas por las deri­vadas respectivas de estas funciones. Así, se tendráV - 4-u^u“ lo.I I I .  Sea en tercer lugar la función !/=log tg®(l-j-^^)^*Hagamos sucesivamente de dondey = lo g  u 

u = v^  
V= tQ W  

w = t ^



y  según la regla de la derivada de una función de funciones, se ten­drá (109) que y' será igual al producto de las derivadas de estas fun­ciones con relación á la variable de que inmediatamente dependen; es decir, que se tendrá
\ 1

y ’ = - l o g  e X  3 í)^ X — ; - x 2 í X 2 í c ;  
u cos^ioy reemplazando las funciones w, v , w , t, por sus valores, hallaremos por último, haciendo todas las reducciones,/ = 2 4  log e

DEEIVADAS. 85

"sen 2(1IV . Sea, por último,y=l(¿c4 - / í + ^ —are sen X

Haciendo «  =  1 ( 0; v =  are sen s

se tendrá
y —u—v-hWf é y '= u '—Pero según las reglas que anteriormente hemos dado, se tiene1 2,* \ 1

u' =
X

V '= := t
y i + .

X

\ l ' ~z h l / l + í
X

1

■ x̂
\-\-x^

\
x ^ X

V)  ̂=  1̂ 1 -\-x‘̂  - \ - x X
X i-\ -x^ -\ -x^  l4 -2 íc *l/l+a:®Por consiguiente, la derivada de la función propuesta, será 1 1 1-1-2.'»'  ̂ 2(l-l-¿r'^) 1

y ’ 1- 1-a;'2 K ' r r ^ | / l + x 2 1-j-a:*1 2 (1 + .**)l/ í+ x 2  qz Il + a j 2 \ -\-x^



86 DESTVADAS.

LECCION XI.

Deríradas de funcioDes implícitas.—Deriyadaa de fnnciones iüTersas.—Derivadas de una 
combinaron cualquiera de funciones.—Derivadas sucesivas de una función cualquiera.

D e riv a d a s  d e  fu n cio n es Im p líc ita s.

\\h¡. Si tenemos una función implícita
—  [1],en la cual x  es la variable independiente, é y  la función, podremos hallar la derivada de y con relación á a?, sin necesidad de resolver esta ecuación con relación á y , que es lo que se necesita para obtener la función explícita correspondiente.Para ello observaremos, que si imaginamos hallado el valor de y, deducido de esta ecuación, y sea y =  9(i»), sustituyendo este valor en la ecuación [ I J ,  la convertirá en la ecuación idéntica =  0, en la cual, como se vé, x  es una variable, y 9(3?) una cierta función de esta variable, la cual está representada por y; luego la ecuación f { xy )  =  0, cuyo primer miembro podremos representar por 

Zj  nos dará
z ~ f [ x y )  =  0,siendo z  una función compuesta, que constantemente es cero.Además, cuando una función tiene un valor constante, su deri­vada es cero; porque si nó, la función seria creciente ó decreciente (72); luego siendo z  constantemente cero, su derivada z  ̂ también lo 

s e i i .  Esto supuesto, pasemos á determinar la derivada ŷ  de la fun­ción implícita f { x y )  =  0.H  5. La derivada y  de la fundón implícita f(x y) =  0, es igual á 
mmos la derivada pardal con relación á x , partida por la derivada 
pardal con relación á  y , de la fundón propuesta.Es decir, que la derivada de la función implícita f { xy )  =  0 , será
y y  {xyf)



En efecto, la derivada de la fancion compuesta
3 ~ [ { c o y ) ysiendo, como sabemos, y una función de x ,  es

r{x ,  y y  +  f { x  y,)y’=  f ' K  v) +  P{.x y,)y’ \j  como se tiene ^ =  0, será cero también, de modo que se
f ' ( x  y)

P(x,y)+P(x̂ :r̂ '=o, ^y--fFjyysegún queríamos demostrar.Sea, por ejemplo, hallar la derivada de la función implícita délavariable cc, dada por la ecuación6a;®— Aa;y-f-3y®H— 4a; =  0.Según la regla anterior, se tendrá42a;— 4 y + ^  _ 6 x —2y + 2_ 4 a ; + 6 y  2a;— 3ySea, en segundo lugar, la función implícita y , dada por la ecua­ción

DERIVADAS.

x ^ - \ - y  — i  =  O, de la cual deduciremos, según la regla, hy
y ^ = ------------ ;~”í-----* ̂ xy^~'

D crlTttdas d e  fttu clones Inversas-

116. Ya hemos visto al ocuparnos délas funciones en general (47), y de las funciones circulares inversas, que si se tiene una fun­ción entre dos variables x  é y, que ligue de tal modo á estas vana bles, que cada una pueda venir en función de la otra, y suponiendo que esta relación sea F(a: y ) = 0 ,de la cual se pueda sacar indistintamente
y = f { x )  ó a ;= í( y ) ,se dice que una de estas funciones es inversa respecto de la otra.En estas funciones es evidente, que á un cierto incremento ix  de X,  y  recibirá otro cierto incremento iy ; y recíprocamente, al in­cremento Ay, corresponderá el mismo incremento A», los cuales lla­maremos incrementos simultáneos.



d e r iv a d a s .Esto supuesto, si !a relación de los incrementos simultáneos en
LyI  * *Íla primera es — , en la segunda será — = -----; y como los límitesAy ¿yde estas relaciones son las derivadas, se sigue que si la derivada de la función y=f[(s)  es

la derivada de la función inversa x=(^[y)^ será
iy  % </ n«:) ñ ’i(y)Yluego la derivada de una función inversa, es igual á la unidad par­

tida por la  derivada de la fu n d ó n  directa, en la cual se sustituye la 
variable que en ella entra por la fu n d ó n  inversa.Esta misma regla se puede deducir fundándonos en el método para hallar la derivada de una función de función. En efecto, si se tiene y= f(a?) y x  — <̂ [y), y se quiere hallar la derivada de la fun­ción inversa x =  ip{y), suponiendo conocida la de la función directa tendremos

y = f { x ) ,  x = ( f { y ) ,de donde y =  /’[ 9(y)].Como lo que tratamos de hallar es la derivada de 31=9 (y), la va­riable independiente es y,  cuya derivada es 1; la derivada de la fun­ción defunción/"[y (y)] también será I ,  según la igualdad anterior, de modo que se tendrá (109)1 = P { í s ) X ( f { y ) ,
\ \de donde í / f y ) = ------_____________

f ' [x)  / í [ y ( y ) ] ’luego la derivada (y) de la función inversa de y=/'(¿r), es la misma que anteriormente hemos hallado.Por medio de la regla anterior podremos hallar la derivada de una función inversa cualquiera, conociendo la derivada de la función directa correspondiente.Así, la derivada de y = a rc  sen x ,  que es la inversa de a;=sen y ,s e r á y = ~ i - ;eos y ’



peroluego
D E R I V A D A S .eos y = ± \ ^ \ — sen ^ y= ± :l^ i—a?*;y ' = ±

89

1V i . -2Del mismo modo veremos, que y = \ ^ x  es la inversa de la fun­ción x=y'^y  cuya derivada x ’ esny”“ ;̂ luego la derivada de la fun­ción y ,  será 1 n.__
\ y  y  X ■ X - = '

ny"~* n y" nx  Sea, por último, la función t/=Ioga¿c, cuya directa es x = a y .  La derivada a/ es a^\a; luego la derivada de la inversa, será, 1  1 1 1 y — X - = - X l o g a C ,  
aña \a X

\porque lá=loga¿zXj------[Algebra, tom ol, núm. 467); pero lo g a a = l;1 1luego \a= ~ — , de donde— =logaC.logac laLo mismo se diria de cualquiera otra función inversa, de cuya directa conociésemos la derivada.
D e riv a d a s  de u n a  com b in ació n  cu a lq u ie ra  d e  fiin slo n es.117. Si se trata de hallar la derivada de una combinación cual­quiera de funciones algebráicas ó trascendentes, per(J que dependen de una misma variable x ,  se le aplica la regla de derivación (112) correspondiente á las funciones compuestas, cuya regla reduce la cuestión á determinar la derivada de cada una de las funciones componentes que ya son más sencillas que la propuesta. Si estas funciones son á su vez combinaciones de otras, se les aplica la mis­ma regla, y así se continúa hasta llegar al caso de ser todas funcio­nes simples, cuyas derivadas sabemos hallar; ejecutando después las operaciones que hayan quedado indicadas, se obtendrá el resultado final, ó sea la derivada de la combinación de funciones que se nos haya dado.Ejemplos de esto son los que hemos expuesto al final de la lec­ción anterior.



QO DERIVADAS.

D e riv a d a s  sa c es lv a s .d e  un a fu n ció n  cu a lq u ie ra .í  18. Como la derivada/(a;) de f { x )  es á su vez otra función de la misma variable, podremos hallar la d e r i v a d a d e / ^ ( a ; ) ,  que será la derivada segunda ó de segundo orden de la función propuesta. L a  derivada á e f ' { x )  será la derivada tercera ó de tercer orden, y así sucesivamente.El número de derivadas de una función depende en general de la naturaleza de esta función.En las funciones racionales y enteras, el número de derivadas es finito; en las irracionales y trascendentes, son en numero infinito.149. Ya hemos visto (63), que las derivadas sucesivas de un po­linòmio del grado m , son polinomios cuyo grado va disminuyendo de unidad en unidad, hasta que se llega á una última derivada cero, que será la derivada del orden m.4 20. Las derivadas sucesivas de , serán a^la, a « ■'(la)®..-a^(Io) ” . . .Las derivadas sucesivas de e ' ,  serán e^, e^, e ^ ,. .  es decir, todas las derivadas son iguales.Las derivadas de sen x ,  son: eos x ,— sen x ,—eos x ,  sen x ,  eos x ,___sen a ;,... es decir, que se reproducen en períodos de cuatro encuatro; así, la derivada del orden 38, será — sen x .

LECCION XII-

Teorema de Taylor aplicado á una función cualquiera de una variaWe. 

la d e  TaylOP a p lica d o  A u n a  rim elon oualqutcpa d e  u n a  v a r ia b le .

124. El teorema de Taylor tiene por objeto desarrollar una función cualquiera f{x) según las potencias de h,  cuando se sustituye 
X  por el binòmio x-\-h.Ya hemos visto (63), que cuando f(a?) es una función racional y



TEOREMA. DE TAYLOE. 91entera del grado m , si se sustituye x  por el binomio se obtiene fácilmente, cualquiera que sea el valor de á ,

cuyo desarrollo no es otra cosa sino la fórmula de Taylor aplicada á una función racional y entera de ¿c; el cual, componiéndose de un número finito m + 1  de términos, expresa siempre el valor exacto de 422. El teorema de Taylor puede hacerse extensible á una fun­ción cualquiera; pero como no siempre dará en el desarrollo un nú­mero finito de términos cuya suma algebráica sea el valor exacto del primer miembro, sino que en general dará origen á una série com­puesta de un número infinito de términos, será necesario, para poder hacer uso de esta fórmula, apreciar el error que se comete tomando por el valor tota! de la série, la suma de sus n  primeros términos; error que estará determinado por el resto de la série. De manera, que si nosotros podemos determinar el valor, ó simplemente la forma, de este resto, en función de las cantidades ¿c, A y n , número de térmi­nos que se consideran, y de ello podemos deducir que aumentando n indefinidamente, dicho resto tiene por límite cero, es evidente que la série á que da origen la fórmula de Taylor será convergente, y la suma de sus n primeros términos dará el valor del desarrollo, tanto más aproximado, cuanto mayor sea el número de términos que se consideren.423. Para la demostración de la fórmula de Taylor y la deter­minación de la forma del resto, necesitamos anteponer los dos lemas siguientes:424. P r i m e r  L E M A . S i se tienen dos funciones cualesquiera F(x) y  f  (x), de las cuales f  (x) sea siempre creciente ó decreciente  ̂ó lo 
que es lo mismo (72), que su derivada sea constantemente positiva ó 
negativa para todos los valores de x  comprendidos entre x^y  x^-f-h, y

además la relación —̂  sea continua para todos los valores de x com- F(x)
prendidos entre los mismos limites, se verileará la relación



92 TEOREMAF { x „ + h ) -F ( x ,) F (x„+ Q h ) [1 ] ,. , ^i(Xo4-h)— f( x j
siendo o un valor conveniente comprendido entre O y 1.En efecto, supongamos, para fijar las ideas, que f{x) sea crecien­te para valores de x  comprendidos entre y x^-\-h\ ó lo que es lo mismo, que f{x ')  sea constantemente positiva para los valores de x  comprendidos entre estos límites, y sean A y B el mayor y menorvalor que tome la relación ^ p a r a  valores de x  comprendidos en-

f { x )tre los mismos límites x  y  x  -\-h\ de modo, que tendremos
[X] < A ,  y F (̂íc) > B ;

riw) ^   ̂ f ' {x)o quitando denominadores y dejando las desigualdades en el mis­mo sentido, puesto que f'{x) es por hipótesis positiva, se tendrá 
r { x ) < ^ r { x ] ,  y F(a;)>B/^(í^); ó lo que es lo mismo,

r ( x ) — A f ' ( x ) < 0 ,  y W { x ) - - B P { x ) > 0 .Los primeros miembros de estas desigualdades son las derivadas res­pectivas de F(¿c)— Af{x)  y F(a?)—Bf{x);  y como la primera de estas derivadas es negativa y la segunda positiva, la primera función será constantemente decreciente y la segunda creciente, para valores de ^comprendidos e n t r e y  x¿-{-h; de modo, que se tendrá F {x ,+ á )  -  A fív h A )  <  F [ ^ J - Ä f ( ^ J ,de donde fácilmente se deduceF(á;o+A) —r( ô"+" )̂ —  K^o
F '[ xSiendo, como suponemos, la relación -  , -continua para los valo -
r{x)res de x  comprendidos entre x  ̂y x^-^Ji,  y siendo además A y B los valores límites de esta relación, no habrá cantidad que hallándose comprendida entre estos límites, no pueda igualarse á la relaciónF'ía;) dando á ¿c un valor conveniente comprendido entre y

J  (^)^ F(ar„-4-/¿)— F(a?A , ,,Esto supuesto, la cantidad ° que se halla compren-F̂ (o?)dida entre A y B, será uno de los valores que tomará ■ ,;-4 , cuandof { x )



DE TAYLOR. 93demos á a; un cierto valor comprendido entre y x ~̂\-?í,; este valor se hallará comprendido entre estos límites, siempre que 9 sea mayor que 0 y menor q u e ! ;  por consiguiente, podremos admitir que, según las condiciones supuestas en el enunciado del lema, exis­te siempre un valor de 0 comprendido entre 0 y 1, que verifica la re­lación
la cual expresa, que la relación de los incrementos Onitos de dos funciones F(¿c) y/(aí), correspondientes á valores de ¿»comprendidos entro y  x^-\-Ji, se puede siempre expresar por la relación de las derivadas de estas funciones, con tal que se verifiquen las dos condi­ciones de ser f (x)  constantemente de un mismo signo, y la relación F'(.x) continua para valores de x  comprendidos entre y x^-\-Jh, que 
J  ^es lo que se quería demostrar.125. Segundo le m a . 8 i -para vm valor particular de la va­
riables., se verifica que Ichs funciones'^{s) y í { s )  y  sus n— 1 deriva­
das se reducen d cero, y que las relaciones de las derivadas del mis­
mo órden, hasta la del órden n inclusive, son continuas entre los va­
lores mayor y  menor que cada una de estas relaciones recibe, dando d X valores según la ley de continuidad comprendidos entre y  x^-^h, 

paxa lo cual basta que sean continuas entre estos limites cada una de 
las derivadas F^(x) y  í^(x), (x) y  f^^(x)... se tendráF(x„-hh) F(")(x,-Mh) Í2],f(x„-|-h) f(")(x,+oh)
siendo 9 una cantidad comprendida entre 0 y 1.En efecto, si F(¿»o)=0 y f { x ^ = 0 ,  la igualdad [1] se converti­rá en F « -f-A )
siendo pero se tiene, según el lema anterior,
luego si F'(¿»g)=0 y t '[x ^ = 0 , se verificará también

i  rr



94siendo h

TE O B EM A
üh < i\ \  de donde tendremosr(a;,+ft) _  F " K + \ )

f  (x¿+ h ) f"Continuando del mismo modo, y fundándonos siempre en las con­diciones del lema, obtendremos en generalF(a„+/l) )veriflcándose la desigualdad < j t ,  y por tanto pudiéndose repre­sentar hn por oft, siendo o > 0  y < 1  ; de modo que, según queríamos demostrar, se veriíicará la relación [2] enunciada en el ema.126 CossEC^E^-ClA. Si en la fórmula [2] hacemos f ( x ) = [ x - jr „ )  , nos hallaremos en un caso particular comprendido en el segundo le-- ma; pues F ( .)  es la misma, y en f(,x)=(a=-ai„)" se verifica que_fW  y SUS n— 1 derivadas se anulan para el valor particular de ic— Además, las relacioues de las derivadas de un mismo órden son con­tinuas entre sus’ valores mayores y menores respectivos, por serlo cada una de estas derivadas; y por consiguiente tendremosF(ír„-1-Í) _ A” ' l .2 .3 . . .n ’de donde deduciremos
y si en esta fórmula hacemos se tendrá

127. Observación im portante . Esta igualdad [3], deducida de un caso particular comprendido en el segundo lema, tendrá lu­gar siempre que m  yL r o  para el valor particular de / i-O , y además dicha función y  sus n primeras derivadas sean continuas.128. Teo r e m a  DE Ta y l o r . S e a  F(æ+ ^ )  la función que que­remos desarrollar según las potencias enteras y positivas de ft.Escribamos un número n  cualquiera de términos deducidos por la fórmula de Taylor, como si la función fuese racional y entera, y designemos por ® {h) la función de o: y ft, que exprese la diferencia entre F  [x-^h) y los n primeros términos formados, de modo que se tenga
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F{x-\~h)— ¥ (x)— P ( x ) h — F^^{æ)~— P 'f{x]« 2i3-FÎ"-<)(æ)- à"-1
. = 9 m Í4).^2.3...(n— 1)'Si en esta igualdad hacemos h = 0 ,  se hallará c¡>(h) = 0 .Las derivadas con relación á A de los dos miembros de esta igual­dad, son iguales; de modo que se tendrá *

9 ja
h) —  r { x )  — --------------------- ------ . . .2 2.3_  (n —  1 )Ff«-í)(a;) ^2 .3 ...( n ~ l)  que para el valor de h =  0, se obtiene o/{A) =  0.Derivando sucesivamente ambos miembros, hallaremos que çi(A) y sus n— \ primeras derivadas se reducen á cero para el valor par­ticular de A =  0; y por último, que al llegar á efectuar la derivación del órden n de la igualdad [4], se obtiene la relaciónF(«)(^ +  A)r=.y(«)(A) [5].Ahora bien, si F(¿r) y todas sus derivadas son Onitas y continuas para valores de x  comprendidos entre ¿r y -|-*A, se tendrá que <})(A) y sus derivadas serán también funciones finitas y continuas entre es­tos límites de la variable, y como acabamos de ver anteriormente que para el valor de A =  0, 9 (A] y sus n— i primeras derivadas se redu­cen á cero, tenemos que <p(A) se halla en las condiciones que se exi­gen para que se verifique la relación [3], la cual se reduce en este caso á

7,n9(A)=9(«)(oA) 2 .3 .. .nSi en la igualdad [5] ponemos oA en vez de A, hallaremosFW(¿c +  6A)=9W(6A);y sustitujendo este valor en la igualdad anterior, se tendrá9 (A) —  +0A ) 2 .3 ... n

*  La derivada con relación á/t de F(a:-i-ft), es igual á laderivadadeestafun- cion, en la cual se considera como variable al binòmio x -h h ;  es decir, que F'fe (íT-i-ft) =  F'..-+ft(a; +  ft). ’En efecto, sea ^ ft, é y=F(z) =  F(®-)-ft). La derivada p' con rela­ción á ft, será (109) y 'h ^ F 'z  (z)x z ' =  F'z (z) =  F'a:+A(íC-i-ft).



00 TEO BEM ASustituyendo, por último, este valor de ^(A)— que no esotra co­sa que ía expresión de la forma que toma el resto de la séne de lay- lor aplicada á una función cualquiera del mismo modo que se aplica á las funciones racionales y enteras-en la igualdad [4], y trasponien­do al segundo miembro todos los términos del desarrollo, hallaremos la fórmula general de TaylorF(^ +  ^  =  F(^) Y  ‘
+  ( - )  +  ¿ T n129. Esta fórmula, que resuelve en general el problema de des arrollar una función ^ { x ^ h )  según las potencias enteras y positi­vas de una de las dos cantidades, de A por ejemplo, nos manifiesta también en qué casos es posible este desarrollo y en qué casoŝ n̂o.En efecto, si el resto de la série 9(A)=:FW(a; +  oA)tiende hácia cero á medida que n crece indefinidamente, la función es el límite hácia el cual tiende la série obtenida por la fórmula de Taylor, que se expresará en este caso por A“F(* +  /í) =  F(®) +  F'(^)^ +  F " W  -  + . . . +  +  -Mas para que esta série tenga lugar, se necesitan las condiciones exigidas en ios lemas en que este desarrollo se apoya, las cuales, co­mo ya hemos visto (127), se reducen en este caso á las dos siguientes: que sean continuas F(a:) y todas sus derivadas, para valores de ® comprendidos entre a: y x + k ,  y además que la expresión del resto,6 sea F(")(a:-l-97í)5"*^-----  í ' ” ’con la condición de'qü¿ f { x )  y cualquiera de sus derivadas sea finita, para valores de a: comprendidos entre los mismos límites x  y x + k .En efecto, la expresión tiene evidentemente por límitecero, cuando n crece indefinid'a'mente (2S); luego siendo en general ?(»)(.*) una cantidad finita para valores de x  comprendidos entre a: y x-\-h, F("l(a:-l-oA) será una cantidad finita, y el productoFW(^+67i) - — - tendrá por limite cero, según queríamos de- '2 .3 ... nmostrar.
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LECCION x m .

otra  forma del reato en la fórmula de Taylor— Fórmnla de Taylor aplicada á una fundón 
de doa ó tres variables.—Fórmula de Maclaurin.

O t r a  f o r m a  d e l  r e s t o  e n  l a  fó r m u la  d e  T a y lo r .
i  30. La forma que hemos hallado para el resto en la sèrie de Taylor [6], 7¿«2 .3 ... nDO siempre es á propósito para demostrar la convergencia de la série de Taylor en cada caso particular, ó más bien para justificar que esta expresión tiene por límite cero, cuando n  crece indefinidamen­te , y  por tanto que el límite de la suma de ios n primeros términos del desarrollo, es la función que está en el primer miembro; por lo que conviene hallar otra forma para el valor del resto, que evita en general este inconveniente.Si en la fórmula de Taylor [G] reemplazamos ¿c por z ,  y hacemos " —® dicha formula se convertirá en

haciendo, para abreviar,
2■?(̂ )

y(^)=zF(«) [2+0(3;— ^)J
2 .3 ...(n — 1)

[x— 2)"
[ a ] .

•■2.3... nHallando las derivadas con relación á 2 , de los dos miembros de la igualdad [a], se tendrá
2

to>o II.



TBORBMA.Simplificando y sacando el valor de o \ z), hallaremos
( x — s ) "  r r i

Si en la igualdad [a] sustituimos s  por se tendrá ̂ 0 •Haciendo en esta misma igualdad n = l , se tendrá, llamando 6, el va- lor particular de 0 correspondiente á este caso,y reemplazando F  poro, lo cual es posible, por ser cierta[61 de donde se ha deducido, para cualquiera que sea la función,tendrá o{a;l =  o(z)-+-? ^)](^pero en este caso se verifica que =  0; luego tendremos=  S)1 ( « -^ )  W *Además, de la fórmula [h] se deduce/ NT —g —s)] =  — F(")[g-h9,(^ ^)] 2 _3 .,. ( „ _ ! )
ó (a;— £)] =  — F('d[H-0A^—^)] 2 .3 ...(n — 1) ’

0»TO valor sustituido en la fórmula [c], nos dáT(-®) =  F(")[z+o,(¡v—■*)] 2 ,3 . . .( n _ l )Llamando R  á esta expresión, haciendo ® =  ® +  tituyendo después z por m, se tendra para la nueva formadel resto R  =  [B ].y la fórmula de Taylor, haciendo las mismas hipótesis en la igual-
dad [Æ], tomará la nueva forma^  2.3.( 4 _ 0 > - '/ ¿ ” r-71

f 31. Obs6« v a c o n e s . 1 .■ Cuando todas las derivadas de F  W .  inclusa esta función, son Dnitas y continuas para prendidos entro x  y x + ü ,  la fórmula de Tay p
valor aproximado de F (X+/1), tomando para dicho valor



L

délos n primeros términos; y este valor será tanto más aproximado» cuanto mayor sea el número n .2. ‘  S¡ la función F(a?)y sus n primeras derivadas cumplen con la condición de ser finitas y continuas para valores de la variable comprendidos entre a; y y las derivadas del órden superior al érden n pueden ser discontinuas en el mismo intervalo, la fórmula será exacta hasta el término del lugar n; pero podrá dejar de serlo de este término en adelante.3 . *̂ La fórmula de Taylor puede dar origen á una sèrie conver­gente, y sin embargo, ésta no cxprcsarcl valor de la función que la ha producido, lo cual sucederá cuando la expresión del resto no ten­ga por límite cero, creciendo n indefinidamente, y sí una cantidad finita, en cuyo caso, cl valor de la función será el valor do la sèrie mas cl del resto.4.  ̂ La fórmula [G] puede darci límite del error que se comete tomando los íí. primeros términos, para lo cual no hay mós que cal­cular el mayor y cl menor valor que tiene Fi"í(¿c) en el intervalo de 
X  y x-\-h, y el límite del error estará dado, llamando A y B á estos

J¡ndos valores, por —  (A— B).

DB TA.Tl.OB. 9^

2 .3 ...n
V órm n ia d e  T a y lo r  a p lic a d a  á  n n a  ra n cia n  d e  do.« ó  t r e s  v a r ia b le s .132. La fórmula de Taylor puede hacerse cxtcnsiblc á funciones de dos, tres ó más variables; nosotros no consideraremos más que el caso de que tenga dos ó tres variables, y áun estas referidas á fun­ciones racionales y enteras.Sea, en primer lugar, una función de dos variables 

z = f { x ,  y).y veamos en qué se convierte cuando sustituimos en vez de x ó y ,  los binomios x-\-h  6Para esto, supongamos primero que se le dá á y u n  Incremento 
k , permaneciendo x  como constante, en cuyo caso la función z  re­cibirá un incremento parcial Lz,/, de modo que, según el teorema de Taylor para el caso de ser una la variable, tendremos, haciendo uso déla notación indicada ( H i ) , A*

=  f [ x , y - { -  k) ~  f [x ,  y) +  y^)k - h  f"(® , y ,) +  •«2



TEOBEM À.Supongamos ahora constante el valor demos 4 íc el incre­mento 7í, y obtendremos, para valor Anal de la función,+  ’7.)A+
( " i a ^ + 7 i ,y , ) j  +  -  [']■Desarrollando las funciones del segundo miembro por la fórmula de Taylor, se hallará ^̂3

,í(a:+h,y,) =  y,) +/"(®.!/,y» +  (" '(* * )  J  +  f" 2 .3 +  ' ' ”7í*F ( x + A, V,)= y , )+ + r  K v .)  y + •  • •i *f  = /"'(® !/s)+ r K ^ y + - ^ +  -
y ¡usti'tuy¿ndo, finalmente, estos desarrollos en la igualdad [1], se tendrá la fórmula f ( i » + A ,í / + f t ) =  •/¿a

f(s y)+ f ' K  y)á+ f  " K  y) j  +  f  " 'K  ’■') ^ 3  +  ' ' ’
Ah 7¿U
/¿« ,, /¿A:*+  VÙ —  +

+  F (^y3 ) 2.3
3 ^coya ley es bien sencilla y  fácil de retener.133. Conociendo la ley del desarrollo según el teorema de Tay­lor, para funciones de una y dos variables, podremos deducir coma anteriormente la ley de este desarrollo cuando la función tenga tres variables. En efecto, sea la función f{x , y , ¿ ) ;  suponiendo que o; es constante, tendremos /£“

y -^ K  isM -1) t/n
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P-y , — Hh.»Sì ahora damos un incremento ^ á ¿c, se hallará 
f(x -\ ~ k , y -\ -h , z -\ - l)  =

f{x  kf y , z) -i-  t^{x k , y „  z ) k - i-P '{ x  k  ̂ s ) — H - . . .
+  r{ic +  !/, ®i) +  —

P"h !/» -22)-^ +  ***Desarrollando estas funciones, y  sustituyendo todos estos des- -arrollos en la igualdad anterior, hallaremos la fórmula
f [ . x - \ ~ k , y - \ ~  k y Z - \ - l ' )  =

.  A*
f{iOyy,z)-\-P{x^,yyz)k-\-f{is^^ y> +, kk+  /'(a:,y„ « ) 2F(aT„y„ z) "I* . . .

kP
-i-P {x , y, z^)l-\-f^{sCy y .̂ -s ) -^ -í-  •*• 

^ % P \ x ,y y y  2 , ) ^  +  *"
^ k l

+  r^(a?. y .cuya Jey, lo mismo que en el caso anterior, es fácil de comprender y retener, por la grande analogía que tiene con la de las potencias de un binòmio ó trinòmio, según tenga la función dos ó tres variables«
Fórm ula d e  IHaclanrln«134. La fórmula de Maclaurin no es sino una consecuencia de la de Taylor; se obtiene Jiacimdo en esta x  =  0 , y Itdgo canxhianda. Íl 

en X.



1 ( »  APLICACION DE LAS SÉBIESAsí, S i  en la fórmula [6] de Taylor (128) hacemos primero a ;= 0 ,. y luégo sustituimos h  por x ,  hallaremosF(^) =  F(0) +  F ( 0 ) :r +  F^(0) + . . . + F Í « - íí(0) +
F(”)(0¿e) X'

2 .3 .. .  (n — 4)[M].2 .3 ... nDel mismo modo hallaremos, haciendo las mismas sustituciones en la fórmula de Taylor puesta bajo la forma [7],F(œ) =  F (0 )+ F '(0 > r  +  F"(0) FC'-'HO) X,n—1

( 1 - o J n-i¿pn 2 .3 ...( n  — 1)
[W ];2 .3 ...(n— 1)cuyas dos fórmulas, llamadas de Maclaurin, sirven para desarrollar una función cualquiera F(¿r) en serie, según las potencias enteras y positivas de la variable x .En e.stas fórmulas, lo mismo que en las de Taylor, es menester tener presente en su aplicación que el límite de la expresión del res­to sea cero cuando n  crece indefinidamente, en cuyo caso el valor de la séríe expresa el de la función.435. El teorema de Maclaurin puede hacerse extensible á fun­ciones de muchas variables, pero nosotros no nos ocuparemos de «Uo.

LECCION X IV .

Aplieacion de las séries de Taylor y  de Mnclaurin.—Fórmula del binòmio. Série exponen­
cial.—Séries trigonométricas.—Cálculo del número 7T.

A p l i c a c i ó n  d e  l a s  s é r ic a  d e  T a y l o r  y  d e  a i a c la n r ln .436, Las séries de Taylor y de Maclaurin nos suministran el me­dio de convertir cualquier función en série, siempre que ésta resulte convergente, y además el valor finito hácia cl cual tienda sea el de



la funcioD propuesta; para lo cual, una vez probado lo primero, bas­ta demostrar, para que se verifique Io segundo, que la expresión del resto á que la serie de Taylor ó de Maclaurin da origen, tiene por li­mite cero cuando el número n de términos que se considera crece in­definidamente.

inaDB TAYLOR Y MACLA.UBIN.  ̂”

F ó r n i o l a  d c l  b in ó m lo .137. Si en la fórmula [M] de Maclaurin (134) hacemos F(x) =  ( 1 tendremos
Y[x) =  {\ — m(1 . . .  F< )̂(x) —m(m —  1) . . .  (m — n - h  1){1 -HF(0) =  1, F'(0) =  m , . . .  F>)(0a;) =  m(í»—  1). • • )(1 -H a:)’” í

y por consiguiente,( l +  a;)’” =  lH -m a! m(m— 1) ^
2

•2)

...

7n ( m — 1 ) . . . ( m — n - , - ,  ^ ,  _ j _2 .3 ...( ii— 1)— 1)(«i — — » + _ 02 .3 ...nPara que esta sèrie represente el valor de (IH -j :)'“ , es necesario que sea convergente, y además que la expresión del resto
2 .3 ... ntenga por límite cero cuando n crezca indefinidamente.La sèrie obtenida anteriormente de la expresión (l-t-x)-", es la misma á que da origen la fórmula del binòmio aplicada como si m, fuese entero y positivo; pero esta sèrie no puede ser convergente sino para valores de x  comprendidos entre — 1 y -i-1 (26); es decir, para valores numéricos de x  menores que la unidad.Ahora bien, si para valores de a; comprendidos entre — 1 y -p-1, la expresión del resto tiene por límite cero cuando n crece in­definidamente, el valor finito liácia el cual dicha sèrie converge será el valor de (I4-2;)'” » y 1» fórmula del binomio será cierta cualquiera que sea i» , cumpliendo x  con las condiciones enunciadas.Para hallar ei límite liácia el cual tiende el resto R que completa



<04 APLICACION DE LAS SÉRIESel valor de la série, le descompondremos en tres factores de la ma—nera siguiente:R = m [m — 1 ) ... [m— n-j-1)X (12 .3 ...nEl primer factor tiene por límite una cantidad finita, cuando n crece indefinidamente. En efecto, si llamamos i  al número entero in­mediatamente superior á m , dicho primer factor, que representare­mos para abreviar por/ , se podrá poner bajo la forma— i-h l) . J i — — m n— m— 12 .3 ..f = ^ ‘
)■í-|~2 ' nEl primer factor de este nuevo producto es evidentemente una cantidad finita; el segundo factor que está dentro del paréntesis, es el producto de un número de factores menores que la uni­dad; por consiguiente, su producto será tanto menor, cuanto mayor sea el número de factores; luego / e s  numéricamente menorqyg — 1)...(m —íH -l)2.3 ...«queríamos demostrar.El segundo factor (1

y por tanto una cantidad finita, según
9 a?)"'-'*, se puede poner bajo la forma(14-9íc)’”- " = ,-------------- ;

( i -(-92?)y en el caso de ser x  positiva, vemos que esta expresión es cons­tantemente menor que la unidad y tiene por límite cero; en el caso de ser 0 = 0 , se reducirá á la unidad: luego el segundo factor es nu­méricamente menor que la unidad, siempre que x  sea positiva, cual­quiera que sea n.Por último, el tercer factor x"  tiene por límite cero, puesto que 
X  suponemos ser numéricamente menor que 1; luego el producto de estos tres factores tendrá por límite cero, siempre que x  sea positiva y menor que ia unidad.Si a? tiene un valor negativo igual á — x  ̂ menor en valor numé­rico que la unidad, la expresión del resto tiene también por límite cero; mas para demostrarlo tenemos necesidad de recurrir ú la otra forma que hemos dado á dicho resto, la cual en este caso se con­vierte en
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m(m— —n-4-1) . , / i —6,R =  ±   ̂ — 7 7 ^ X {  Í —0.a?)'"-ix  ̂ X x " .
2 .3 .,.(n — 1) \ l — 9jX/En esta expresión de R  se vé fácilmente, que el primer factor es, como en el caso anterior, una cantidad finita; el segundo tam­bién lo es evidentemente; el tercero, ó tiene cero por límite, ó cons-i — o,tantemente es menor que la unidad, é causa de ser ---------< ;  1; por

4—último, el cuarto factor x "  tiene por límite cero, y por consiguiente el producto de los cuatro factores, ó sea el resto R , tiene por límite oero cuando n crece indefinidamente.De donde se deduce, que la fórmula del binòmio de Newton se verifica, y sirve para calcular el valor de la expresión (í4-x)"‘ , cual­quiera que sea r/i, siempre que x  se halle comprendida entre —  4 y - j-  1 ; en los demás casos , á excepción de aquellos en que el expo­nente m sea entero y positivo, la fórmula del binomio deja de ser cierta.Obsebvacion , Como todo binòmio x + o  puede ponerse bajo laforma x ^4 la.potencia de todo binomio puede también/  a \ ^expresarse por x ” í 1 + — Ì ; más para que el desarrollo á que daorigen la fórmula del binòmio sea cierto, cuando m no sea un núme­ro entero y positivo, es menester que se tenga, como anteriormente hemos visto.
a a—>>— 1 y —< C l, de donde x>»a;
X- Xluego a se ha de hallar comprendida entre — x  y H- x ,  siendo como es consiguiente su valor numérico menor que el de x .

Série exponencial.138. Aplicando la série de Maclaurin á la función o ' , hallare­mos (120)F(x)=c[®, F^{x)=a®la, F^^(x)=a^l*o,... F('’l(x)=:a®I'*o, F(0)=1, F^(0)=la, F'/(0):::=1%,... FW[0x]=:afi^. l«a ; y por consiguiente, se tendrá
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a'̂  ■ = \ -^  ̂cc\a-

APLICACION DE LAS SÉRIES-n « -L4 .2 .3 ...(n— 1) 1 .2 .3 ...nEsta sèrie es convergente, cualquiera que sea el valor de x ;  pues
xlala relación de uno de sus términos al anterior, es— , y tiene, comoihse ve, por límite cero: además, el límite del resto R de la sèrie es también cero; porque el factor es constante y necesariamente ü -- l í ' í —  tiene por límite cero, cual-n ito ,y e l  factorquiera que sea x\a (2o); luego el límite del resto es siempre cero, y por tanto el de la série es .139. Si consideramos como caso particular la expresión , ha­llaremos por igual procedimiento

X  X “^ = ' ' + T  +  T 2 1.2.3 1 .2 .3 ...«
S é r ie s  trig o n o m é tricas .

140. Desarrollo en serie de sen x .De la igualdad sen ¿c, se deduce (120)F^(j;)=cos ¿c, F̂ '(j : ) = — sen a?, F'^^(aj)=— eos a;,F '’ (a:)=: sen a:=F(a;), F'' (a?)=F(d;)= COS .t: , . . .  y F ;0 ) = 0 , F ( 0 ] = I ,  F^(0)= 0, F'"(0)— i ,  F -( 0 ) = 0 ;.. .  por con- «iguiente,
X-x^ x^*e '> ® = ^ -^ 7 2 ■ :5 + ï:^ x ^ :5 ..Sn—1

X- 1+1 ^1.2...(2n—1)-eos (Oa;).1 .2 .3 ...(2 n + 1 )Esta série es convergente cualquiera que sea el arco x(16); además~2n+i.e  tiene llm .- ,  , ,  eos (te)= 0 , por hallarse eos (tix) eom-1 .2 .3 ...(2 n -H )prendido entre — 1 y -f-1 , y el factor X,2« + l - tener por lí-  1 .2 .3 ...( 2 n + l)mite cero; luego el valor de la série anterior expresa el de la función sen x\ de modo que se tiene, cualquiera que sea ¿c,



as

DB TAYLOR Y MAOLAUBIH. 

,9 J S

10*7
X.tn—l

s e o  x = x - 4.2.3 4 .2 .3 .4 .S¿r«"+* ■4.2.3...(2n— 1)
i .2 .3 . . .( 2 n + l)4 4 !. Desarrollo en serie de eos x .De la misma manera que anteriormente, hallaremoseos x = \ -

X “ -8n—3 X “1.2  1 .2 .3 .4  1 .2 .3 ...(2 n —2) 1 .2 .3 ...2nOb se r v a ció n . Si en la sèrie exponencial e' cambiamos x  en se obtiene
^  1.2 1.2.3 X’ X

= ( 1-
X ’

1.2
- .. .) + ( x - X1.2.3.4

.3
1.2.3 .4.0
.5

— ...
X . . .y / — 1 ,1 .2 .3 .4  1 ,2 .3  1 .2 .3 .4 .S

ó  e®'^-  ̂=  cos x + t ^ — 1 sen X.Si en esta fórmula cambiamos x  en n x , se tendrá gnx eos n x - f  V '—  1 sen nx;y si la elevamos á la potencia n , hallaremos'/ - '  =  (cos x + k ^ — 1 sen x)", de cuyas dos igualdades se deduce la fórmula de Moivre ( c o s x - h l ^ ^  sen x)"=cos nx-\-V^— \ sen nx.442. Por medio de las séries del seno y coseno de un arco, se puede calcular fácilmente el valor numérico de una cualquiera de estas líneas, conocida la longitud del arco, ó sea la relación del arco al cuadrante valuada en unidades lineales. Así, suponiendo que el radio de una circunferencia es la unidad, la longitud del cuadrante,ó sea del arco de 90“, será — — 1,57079632679489661923.2 7T mSi ahora, en las séries del seno y coseno, hacemos x = —. — , ycalculárnoslos coeficientes con veinte cifras decimales, obtendremos las fórmulas siguientes:



108sen / r. m \ w \f e - - ) = - ( 9 D - . - ) =. 1,57079632679489661923——  0,64596409750624623366^ - f -0,07969262624616704512 - J— 0,00468I7o413o318688104 H-0,00016044118478735982^. — 0,0000033988 4323321209-^ H -0 ,00000005692172921968^*^—  0,00000000066880351093'’-^«15-f-0 ,00000000000606693573—— 0,00000000000004377065f^4-0,00000000000000025714—•0,00000000000000000125—

APLICACION DE LAS SÉRIES/  TT m \ „ m \

1,00000000000000000000— 1,23370055013616982735^+0,25366950790104801364^— 0,02086348076335296087-^ +0,00091926027483942658^ — 0,00002520204237306061-^* +0,00000047108747788182^* — 0,00000000638660308379^^ +  0,00000000006563963115^— 0,00000000000052944002^ +0,00000000000000343774^ — 0,00000000000000001836— +0,00000000000000000008^
1TflLa relación — podemos siempre suponerla menor que —, pues los senos y cosenos de los arcos comprendidos entre 0 y 45^ com­prenden los cosenos y senos de los arcos mayores que 45° y meno­res que 90”.

'iTt ^Siendo la relación —  igual ó menor que —, lasséries anterioresn - 2dan, con un corto número de términos, el valor del seno ó coseno de un arco mayor que 0 y menor que 90®.. , . m 1 2 3 4 1Asi, haciendo sucesivamente — , se od-tendrán^os resultados siguientes:• sen (90®.^)— sen 9® = c o s8 1 ® = 0 ,1564344630sen (90® .^)= sen 18® = co s7 2 ® = 0 ,3090169944 sen (90®.-^)= sen 27® = cos'6 3® = 0.4339904997sen (90®.-J{)= sen 36® =  eos 54®= 0,3877852523

;![ . V



sen (90®.” ) =  sen 45” cos 45”— 0,7071067812 sen 54” “ =  cos(90”.^ )  cos36”=  0,8090169944sen 63” cos (90”. =  cos 27”=  0,8910065242sen 72” = c o s (9 0 ”.^ )  = c o s l 8 ”=0 ,9310o6oI63sen 81” = c o s(9 0 ”. —) =  cos 9”=  0,9876883406O bservació n . Las séries que dan los valores del seno ó coseno de un arco presentan la particularidad de ser periódicas en los valo­res que adquieren, creciendo íb indefinidamente.En efecto, acabamos de ver que por medio de las fórmulas an­teriores podemos hallar los valores del seno ó coseno de un arcocualquiera comprendido entre 0 y 90” , dando a — valores compren->1didos entre 0 y —; pero los valores de los senos de los arcos mayo- 2res que 90° y menores que 180”, son iguales á los de los arcos ma­yores que 0 y menores que 90”, y los cosenos iguales y de signo
m ,  -contrario; luego dando a —  valores mayores que 1 y menores que 2,
nhallaremos los mismos valores para los senos, y los mismos valores, pero negativos, para los cosenos.Lo mismo se verá que dando á — valores mayores que 2 y m e-nnores que 4, se reproducen los mismos valores numéricos de Ios- senos y cosenos, con sólo la diferencia de signos; después, si da-mos á — valores mayores que 4 y menores que 8, obtendremos 

nabsolutamente los mismos valores para la série, y lo mismo sucede­rá si á — se le dan valores comprendidos entre 8 y 12, 12 y 16, 16 
ny 20, etc.; luego las séries del seno y coseno, que son polinómios algebraicos, si bien de un número infinito de términos, dan valores que se repiten periódica é indefinidamente, creciendo a:., í» 1 . . .Así, hemos visto que haciendo , se obtienesen 45”=  0.707I0G7812;

y  si hacemos — =  —, hallaremos que el valor de la série se con- n 2
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sen2,356!94490192- +0,600105880557- +0,006167898123- +0,000011078079 +0,000000003978

sen 13o"=■ 2,180128829084 •0,079092158346 -0,000311291134 -0,000000292865 ■0,000000000097=2,967339332931 — 2,260432371746 =  sen 135'’= :0 ,7 0 7 106781185= sen 45®.Donde vemos, que para los valores — y de la relación—, iasérie da los mismos valores, como debía suceder, pues correspon­den á los valores de los senos de 43° y 133°, que deben ser iguales.143. Desarrollo en série de are tg x .De la igualdad F(a:) =  are. tg æ, se deduce
F '(x ) =  = I -cuya série es convergente, y expresa el valor de F^(æ), siempre quedemos ixæ valores comprendidos entre 0 y 1; además, a valores crecientes de x ,  la série constantemente es decreciente; pero se ob­serva que esta misma série es la derivada de esta otra,

X  x^ a?’’Í “ '*” ’3 ' XÆn + 17 ^ ’ “ ” 2n+1luego esta última série es igual á F(a:)=arc tg a?, ó no difiere mas que en una constante (76, coNS.), que podremos representar por C ,de modo que se tendrár  x^ a?" x"̂- c t g x = C + ^ - 3  +  g - + - ± ^ =  _Si ahora observamos que para el valor de a ;= 0 , are tg x  es igual cero también, se tendrá C = 0 ; y por consiguiente, la série del arcotg X , será „ ,^  a:= a .^ ^  ■a r c g t a : = - - - -  +  - - ^ + - — 2 n + 1 " ^ “ ’Siendo are tg (—x ) = — are tg a:, la igualdad anterior se verifica



DB TAYLOB T MAOLAUEIH.cambiando a: en — a:, no olvidando que el valor numérico de esta variable se ha de hallar comprendido entre 0 y í .
C ó lcu lo  d e l n úm ero IT.

144. Si en la fórmula anterior hacemos a ; = l , y  observamos que are tg 1 , la série es todavía convergente, y da la igualdadi _ l - U  +   ̂ -de la cual podremos deducir el valor de x , aunque con mucho tra­bajo, por ser la série muy poco convergente.Para obtener el valor de tt con mas sencillez, ha sido necesario buscar otras séries más convergentes; muchas son las que con este objeto se han determinado, y muchos los procedimientos que se han seguido; nosotros expondremos tan sólo la série por medio de la cual podremos hallar más fácilmente el valor de tt. Para ello, si hacemos1t g a = - ,
se tendrá tg 2 a = 2 ts a

tg 4a=  120
1—tg^a 2 tg2a

_  5
' 1 Ï *1201— tg^2tt 119’donde vemos, que siendo 7 ^  poco diferente de la unidad, 4a s.c d i-119ferencia muy poco de — ; de modo, que si llamamos b á esta dife— 4rencia, se tendrá 7t—= 4 a — 6, ó b = i a ——; 4 *de donde deduciremos t g 4 a - 1 _ ^ : - 1 ^l + t g 4 a  1+i-^

1De esta igualdad, y de tg 0 = -^ »  se saca 239



ì:

/]'■

4’

1

i n APLICACION DE LAS SÉRIES1 1a —a rc tg —, ycuyos valores, sustituidos en la série del are tg x  (143), dan1 1  1 .  'Ia _ a r c  tg ^ -  g ^ +  g gs 7.57 + " *1 16 = arc tg —r  =  r r r  — 1239 239 3.239^ 5.2395De la primera de estas desigualdades sacaremos el valor deTT4a; y sustituyéndole con el de ò en la expresión— =  4a — o , s&tendrá
7T ,/ 1  1 1 \ / I   ̂ '_______\i ; - * \ r “ 3.8=‘̂ 5.5= " 7  \239 3.239*'^5.239= " I,6  3.8= ' 5.5= I  \239 3.239= ' 8.por cuya fórmula se puede hallar el valor de tt con bastante aproxi­mación y no con mucho trabajo.

LECCION X V .

Sérica logarítmicas.—Conatrueoion de unaa tablas de logaritmos.

e$érlcs lo g a rítm ica s.

145. Desarrollo ensene c/c 1(1+ x ) .De la igualdad F(;c)=l(1 + ^ ) ,  se deduce F  ( x ) = ( l F("-*)(a;)==p l.2 .3 ... (n—2) ( l+ a :) “ «"-'!, FC'‘)(® )= ± 1 .2 .3 ...(n —además,
F ( 0 ) = 0 ,  F ' ( 0 ) = 1 ,  F " (0 )= r — 1 , F " ( 0 ) = 1 . 2 , . . .  

F ( ' - * ) ( 0 ) : ^ r f : l , 2 . 3 . , . ( n — 2 ) ,  F W ( 0 í c ) = ± 1 .2 .3 . . . ( n — 1)



DE TAYLOR Y MACLAURIN. 113

y sustituyendo estos valores en la sèrie [M] de Maclaurin -̂134), ha­llaremos »3 ^ n—!. X  X “ x-' l ( l _ ( _ a ; ) = ----------------------^-1------------- ̂  ̂ 4 2 3 X̂ '
n— 1 n(1-{-0a;) "Para que cl valor de la sèrie exprese el de la función 1 (4-|-a?), es necesario, como ya sabemos, que dicha sèrie sea convergente,y además que cl resto de la misma, ó sea-------------, tenga por lí-n(4n-9x)« ® ^mite cero. Para que la primera condición sea satisfecha, basta que el valor numèrico de x  sea menor que la unidad; en cuanto á la se­gunda, distinguiremos dos casos, según que el valor de x  sea posi­tivo ó negativo.Si el valor de x  es positivo y se halla comprendido entre 0 y 4,

Xse tendrá evidentemente-:--------<<4; y por tanto, la expresión de!resto x" 1 \ -\-Qx( - ------ 1 tendrá por límite cero, Y la sèrie con-
n \ \ ~ i - Q x f  ^ ^vergerà hacia el valor de l(1-f-¿r); de modo, que si x  se halla com­prendida entre 0 y 4, se tendrá,  X  x ’‘

I ( l + x ) = - - - + j — - + . . . ± - z F . . .  [L],Si el valor de x  es negativo y se halla comprendido entrea?”0 y — 4 , la expresión del resto toma la forma — ;------— =
 ̂ n ( i— ox)'‘4 / X  \ ”—l y —~ J  , de la cual no podemos deducir el limite, porque cuan­do n se hace infinito, toma la forma indeterminada.Pero si empleamos la fórmula [¡VP] del núm. 434, hallaremos para expresión del resto, cuando x  tenga un valor negativo — x ,( t  X  / X —(4 4 — \ 1 — 0,0: /Si ahora suponemos que cl valor numérico de x  se halla com-

X — O, o:

R =
prendido entre O y i , la fracción es menor que la unidad;4 — o,£cluego la potencia h — 1 de esta fracción tiene por límite cero, y por consiguiente la expresión del resto tiene también cero por límite, y la série converge hácia cl valor de la función 1(4—x).Tomo 11. 8



OONSTKUCCIOHPor lo tanto, la sórle [L] puede emplearse siempre que à ® se le
i *1___  ̂  t I A V - n .den valores posilivos ó negativos comprendidos entre +  1 y Dando á ¿r el valor —  x ,  se tendrá 4-2- +  . . .  [L ']._ l ( l _ x )  =  -  +  - + - - lO b ser ya co* . Si en las fórmulas [L] y [L '] hacemos 4r =  1, ha- liaremos i { 1 1  1

y +  ® =  1 + - J + 3  +  i  +  g + 6  +lo cual nos prueba, que la igualdad [L] se verifica también para el valor x = \ ,  puesto que la serie todavía es convergente y el limito del resto es cero; la segunda igualdad viene á justificarnos que la sè­rie armónica es divergente.
C o u stru cclo n  d e  u n as ta b la s  d e  logorU m os

146. Las sérics logarítmicas [L] y [L'] iialladas anteriormente son muy poco convergentes, y además S’do pueden servir para calcular los logaritmos de ios números menores que 2, por lo que son muti­les nam calcular unas tablas de logaritmos; pero combinándolas con- venienlcmcnlc, se pueden obtener séries bastante convergentes, por medio de las cuales podemos calcular fácilmente los logaritmos nc- perianos de la serie natural de los números; y una vez hallados estos logaritmos neperianos. podremos obtener los de otro sistema cual­quiera, multiplicando éstos por el modulo correspondiente [Algebra,tomo T, núm. 467). , ,  «„i147. Para obtener una sèrie por medio de la cual podamos cal­cular con facilidad unas tablas de logaritmos, sumemos las dos senes [L ] y [L '] , y tendremos
V\ -l-ic) — 1[1 — íc) = l l-f-í» X  I I \^ =  2 ( x + - - t - g - l - Y + - )X*

Si ahora hacemos
Ì + a :  _  n-\-p 4 —j? n * de donde x  =  ; P



DB TABLAS. H 5vemos que ce se en las condiciones prescritos de ser menor que la unidad, de modo que se tendrá— !n =  9 í — 1
(■ 0 V i f ^ Y +i 2 ,.+/) ' 3 V S ii+ P ,por cuya fórmula podremos conocer el logaritmo de un número cual­quiera n~{-p, conociendo el logaritmo de n; y si en esta formula ha­cemos se tendrá

Por medio de esta serie podremos calcular los logaritmos de los nú­meros naturales 2, 3, 4 , . . .  partiendo de la igualdad conocida 11 =  0 , para lo cual bastará dar á n los valores sucesivos 1, 2, 3 , 4 , . . . ;  pero como estos logaritmos los liemos de obtener con un cierto grado de aproximación, conviene caicular de antemano el error que se come­te lomando por el valor de la série la suma de sus m primeros tér­minos.148. Para calcular el error que se comete tomando por valor de la série la suma de los primeros términos, y poder de aquí de­ducir el número de términos que se ha de tomar para obtener, con una aproximación dada, el logaritmo de un numero, observaremos, que el error que se comete, el cual llamaremos 12, está dado por la suma de los términos restantes de la serie, á partir del í?í - 1 -I; de modo, que se tendrá
y por tanto, tendremos sucesivamente

9  /  i 1E < ._. ______  .(2m-hl ) 1-"'  ̂' V  1 )" (2«-h 0*E < 2

E < ; 2 (2 n + 1 )’- 4(2íi-i-1)^(2m -i-1 ) (2n-l-1 1 1 ] ’E < 1•2(2m4-! ) (n^-HO (2nH-l y como m por lo menos vale 1, si hacemos 2 (2 m -í-í)= 6 , con mfis razón se tendrá



ii6 E < CONSTilUCCIONl6(n*+n)(2n-hiPIm—<luego si el error que se cómele ha de ser menor que  ̂ , se tendréla relación _  j6 ( n ^ - f n ) ( 2 n + ir - ^ < S ’ =  8de donde (2 n + l )-"*“ * ' [3].> (6 n ‘̂ +n)Para saber el número de términos que hay que considerar en lasèrie [2] para obtener en ménos de - -  el logaritmo de un númeron + l , conociendo el de n , no hay más que elevar el número 2 n + l  á sus potencias sucesivas, hasta llegar é una que sea igual ó mayor que S partido por 6(n®-fn)- Sea p  el exponente de esta potencia, ̂ p~\-\en cuyo caso se tendrá 2m—1 = p ,  o m = Sí el valor de m de-ducido de esta fórmula es fraccionario, se tomará el inmediato su perior.1A9. Con lo que llevamos dicho podremos calcular unas tablas de logaritmos con una aproximación dada; así, los logaritmos de los números mayores que 10 y menores que 100, se calcularán en mé­nos de una unidad del décimo órden tomando cuatro términos de la série; los de los números comprendidos entre 100 y 10000, tomando dos términos, y sólo uno para los logaritmos de los números mayo­res que 10000.Si hacemos n = 1  en la série [2], se tendrá2 2 219-------- \_________ t-—^  ~  o  Q 3 ' ¡< QS
23.3® ' 5.3® ' 7.3^ de cuya serie, calculando once términos, hallaremos para valor de 12 el número 0,6931471806, aproximado en ménos de media uni­dad del orden décimo.

Cálculo del numero 12.Para calcular 12, principiaremos por reducir á decimal las frac­ciones que forman los términos de la sèrie, lo cual se consigue faci -  mente dividiendo por 9 la primera y los cocientes sucesivos, y dm -



[

DB TA-BLA.S. 117diendo después cada una por los números respectivos 1 , 3, 5 , . . .  Así, hallaremos con doce cifras decimales,
i -  = 0 ,6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
3 =0,024691358024

3.'í35.3«2 =0,001646090535=0,000130642106
7.3T-1- =0,000011290058
9.3»
. _ ! - . = 0 , 000001026369  ̂ 0,000000096488
13.3132
45.31S2 rO,00000000929247,3172 =0,00000000091149.3«32 =0,000000000090
24.32Í

r0,00000000000912 =0,693147180558 Despreciando las dos últimas cifras y aumentando una uni—dad á la anterior, hallaremos para valor de 12 la expresioa 12=0,6931471806.150. Si en la misma fórmula hacemos n = 2 , se tendrá
2 2 2 I 3 = 1 2 - h - - +0 3.5^ 5.5®Por un procedimiento análogo al anterior, y observando que para hacer las divisiones por 25, basta dividir por 100 y multiplicar por 4, se hallará 13=1,0986122887.El logaritmo de 4 se hallará multiplicando por 2 el logaritmo de 2 hallado con 11 cifras; así tendremos14=1,3862943611El logaritmo de 5 se calculará por la sèrie
2 2 215=14-1- 9 ’ 3.9 >.9'y hallaremos con seis términos de la série15=1,6094379124.El logaritmo de 6 se hallará sumando el de 3 con el de 2; el de



7,se calculará por la fòrmula haciendo n—G, y asi podremos ir de­terminando todos los demás.Í5 1 . Una vez calculadas unas tablas de logaritmos nepe- rianos como anteriormente hemos indicado, no habrá más que multiplicar cada logaritmo por el módulo correspondiente á un sis­tema cualquiera, y se tendrán los logaritmos de los mismos números en este sistema.Así, la serie [2] del número 147 se convertirá, multiplicán­dola por el módulo del sistema decimal, que en este caso es 4— = M , en

118 CONSTRUCCION DE TÀDLAS.

MOlog(Ti+'I)=IognH-2M 1 1 1> + 1  ' 3 (¿n -h i)" ’ 5(2n-hl)"152. Para calcular el valor de 2 M , se observará que siendo 12=0,6931471806 y 13— 1,6091379124, el logaritmo neperiano de 10 será la suma de estos dos; así,110--2,3023830930;y por consiguiente, el módulo J1 será el cociente de dividir la uni­dad por MO, ó sea M :=0,13i29W 819; de donde, 2 M - 0 ,8683889038.lo 3 . Para h a c e r  uso de la fórmula anterior, se principiará por calcular el logaritmo vulgar de 2, mulUpiicando el neperiano por elmódulo M, y se hallarálog 2 = 0 ,3 0 ! 0299936.Una vez calculado el logaritmo de 2, se hallará el de 3 por la fór­mula 251 2M 2Ml o g 3 = I o g 2 + y + ^ - * - f j _ g 3 + " *y por un procedimiento análogo al empleado anl<.‘rÍormcntc, calcula­remos los logaritmos de los demás números, haciendo uso además de lo expuesto en el primer lomo de esta obra, para no calcular los lo­garitmos de los números compuestos, y sí obtenerlos mediante los lo­garitmos de los factores que le formen.Como la serie logaritmica (I5 1 j se hace cada vez m á s  convergen­te á medida que n  crece, cada vez también se necesitará menor nu­mero de términos para calcular un logaritmo dado; asi es, que pa-



PROPORCION LOGARÍTMICA.ando del número 100, se podrán obtener losdecimales lomando tan sólo dos términos de la sene, y con mucmás razón para los números mayores que este limite.
41®

I^CCION  XVI.

Proporción logarítmica; Kmite del error que se comete en el manejo de las tablap.

p ro p o rció n  lo s a r itm lc o ; lim ite  .I d  e rro r  qn e se  co m ete  en  e l m a n cio  tie
la s  tablas»

154. En el uso de las tablas de logaritmos se admite como exac­to el principio de ser las diferencias de los números proporcionales a 
¡as diferencias de sus logaritmos respectivos, cuando los números pa­san de cierto límite y las diferencias son bastante ^mo dijimos al hablar de este asunto, semejante P ^ '" 7 ‘“  f  °rosamente exacto; se comete por consiguiente un error, cujo  limvamos en esta lección á determinar.Desde luégo no debemos olvidar que los logaritmos que hay con signados en la'; tablas no son rigorosamente exactos, sino que se ha­llan aproximados con un error menor que -nedia unidad ^  orden decimal marcado; asi, considerando las tablas 'í® ^  ^  ’  son las más usadas, los logaritmos se hallan en en ménos de media unidad del séptimo órdon ‘ ^

considerarse como una causa de error en to os limitehagan con los logaritmos; por lo tanto, ai tratar de hai del error que se comete por el empleo do la proporcon al calcular los logaritmos de los números, ya sean enteros o dee ma- í L  “ o se hallan comprendidos en las tablas, debemos conside­rar dos causas de error; 1.% la de considerar como exacto el prin­cipio de la proporcionalidad entre las diferencias de los números y logaritmos; 2.“ , de suponer exactos los logaritmos de las tablas. Supongamos, en primer lugar, que los logaritmos son exactos.



y en estfi hipótesis calculemos el límite del error debido al prin­cipio de la proporcionalidad. Para ello, multiplicando las igual­dades [1] y [2] (147) por el módulo M del sistema vulgar, se tendrá
120 PROPORCION LOGARÍTMICA

log(n-hp)— lo g n = 2 M , ^\ 2 n + plog (n-f-1 )—  log n = :2 u ( - ^

P F pi3(2n4-jo)®4 5(2n-|-p)® 4 +
; + . . . >\2nH-l 3(2nH-1]=‘ ^5(2n+1)5 multiplicando ahora la segunda por el número •p, y restando, se ha­llará log (n +  p) — log n — ;)[log(n-|-l) —  log n ]=

m ( - l ----------
\2n-\-p

2M Í- ^
m n - h p f

p
5(2nH-p)“

P
\2n+1 3(2n-M)3”^5(2n-}-l)3Si suponemos que p  es una fracción propia, n-\-p  será un n ú - naero comprendido entre n y 1; de modo, que llamando S á la diferencia entro los logaritmos de los números n-\-p  y n, y A á la de los logaritmos n -f- l  y íí , A será la diferencia tabular, y B la parte que debe agregarse al logaritmo de n para obtener el de n~|-p; par­te que, lo mismo que A, se supondrán estar referidas á unidades del último órden decimal de las tablas, considerado como unidades en­teras. *Si además representamos el segundo miembro por e, se ten­drá 8— Ap=s;de donde, 8 eS=Ap-}-6 , y P = " T ~ T -A ALa primera de estas igualdades manifiesta, que s es el error que se comete tomando por el valor deS la cantidad ^p, que se obtiene por la proporción 1 : pEsto no altera en nada la proporción, pues al considerar los logaritmos como enteros no hacemos más que multiplicarlos por la unidad seguida de siete ceros, sisón siete las decimales con que están calculadas las tablas; sua < ifeioncias aparecerán también multiplicadas por el mismo número, y la ra­zón que entre ellas existe no variará.



LÍMITE DEL BRBOE. 121
gar á n  para obtener el número cuyo logaritmo es logn-f-8, deduci­da de la proporción  ̂ : S : ; 1 :es mayor que la verdadera en la cantidad — ; y por tanto, el errorgque se comete es la cantidad — .Ahora bien, considerando á A como unidades enteras, se tendrá

ee > —;

la segunda indica que la parte fraccionaría que se debe agre­

pero6=2M ' P
■)-o

P P
. . y ,/¿n-hp 3(2rt-f-p)3 ' J  ' 3(2n-f-l)3y observando que todos los términos del minuendo, á partir del se­gundo, son menores que sus correspondientes del sustraendo, ten­dremos, representando la suma de los primeros por S y la de los se­gundos por S ',e=2M P P,2n-|-p 2n-f-l por consiguiente, se tendrá-i-S— S' ) = 2 M - p[\—p)

e > 0  y 6 < ^ í
y  con más razón e < p { ^ ~ v ) ,4n^

(2n-|-p)(2n-¡-'l )
P)(2n-í-p) ( 2 n + ! ) ’

•2M(S  ̂— S);

luego el error que se comete por el uso de la proporción logarítmi­ca, ya para calcular la parte 8 de los logaritmos, ya para calcularp (l—p]la parte p  de los números, es menor que la expresión —
kí'nr155. Supongamos ahora que la proporción es exacta, y calcu­lemos el error que se comete al considerar los logaritmos como nú­meros exactos.Sean, como ántes, n y n-f-1 dos números consecutivos, y n-f-p un número intermedio cuyo logaritmo queremos hallar; represente-



mos por U  y L  los logarilmos de n y tales como están en las labias; es decir, aproximados en ménos de media unidad del sépti­mo orden decimal, y sean r’ y r  lo que les falta á estos logaritmos para ser iguales á los verdaderos: de modo, que tendremos log{n-f-'l)=: L + r ,  log y log (n-j-1)— I o g n = L — — í-'— i + r — / .El número ?iH-p comprendido entre n y n + 1 , tendrá su logaritmo comprendido entre L '+ r '  y L - h ^ ;  por consiguiente, será igual ó L '-j-? ', mas una cierta cantidad incógnita a;, que se determinará por la proporción1 : p  ::  A-f-r— : x ,  de donde x=^p[S.--\-r—r’ ]\ pero en la práctica la proporción que se emplea, es 1 : p : :  á : a?, de donde x = p \ ;  de modo, que el valor dea? determinado por este medio, diferirá del verdadero en p[r—r'), y el logaritmo hallado, que será log (n-H~p)= L'-j-pX, se diferenciará del verdadero en ir  y /  son á lo mas iguales respectivamente a p o r  consiguiente, 
i

p ( r ^ r ')  es menor que —, y el error cometido es menor que 1; luegoel error que se comete al considerar como exactos los logarilmos de las tablas, tiene por límite una unidad del último orden decimal.Por lo tanto, el error final debido al empleo de la proporción lo­garítmica, tiene en general por límitep (l—p)

122 PROPORCION LOGARÍTMICA

E = fexpresando E unidades del séptimo orden decimal; resultado que vie­ne á probarnos, que al determinar el logaritmo de un número n-\-p comprendido entre los números n y n + 1 , se comete en la práctica un error que solo iníluye en la última cifra del logaritmo, pues nun­ca puede llegar á valer dos unidades de esta especie.lo G . Si el problema fuese hallar la parte fraccionaria p que hay que agregar á un número n para obtener el que corresponde á un lo­garitmo dado, que se halla entro los logaritmos de n y n -|-l, repre­sentaríamos como antes por L' y L  los logaritmos que hay en las ta­blas, correspondientes á los números n y n + l  » 'f' Y 1̂^̂ restos de estos logarilmos, L'-po un logaritmo comprendido entro L 'y  L , y últimamente por r" el resto de este logaritmo.



LÍMITE DEL ERROE. *La parle fraccionaria que liay que agregar al número n para ob- íener d  número correspondiente al logaritmo U - W - r ' ' ,  se determi­nará por la proporciónA_l_í— í-̂  : ^   ̂ ; p, de donde p =  '»pero el valor de p ,  que se halla en la práctica por la proporción & : 5 : : 1 es p = —; luego estos dos valores se diferenciarán en
T7------1----------------------o E = —A + r — ák ^ S+ r''-A + r —r ’̂según que se tenga 3+r^'—r' , 8------------, >  o < - .

A + r — ?•' ^Para obtener un límite superior en el primer caso, tenemos que5 1 ~T̂hallar el valor máximo clcl minuendo ? Ymentamos ios dos términos de esta fracción propia en una cier­ta canlidiul, la fracción que resulte sera mayor; por lo tanto, co­mo d  valor numérico de r' es á lo más un medio, se tendrá. Si ahora damos á r "  el mayor valor queAd-7*-+--i A-f-í’  ̂ 1 11 4puede tener, que es +  » y á r el menor, que sera se la arcon más razón—i— 1— > . --------— o ------> ----------
A— A-1-?-— r'  A A + r—luego se tendrá para un límite dd error E,

o - j - i  8  i
En cl segundo caso, es decir, cuando el error E venga dado porla igualdad se hallará d  límite cuando d  sus-
°  ‘ A A-l-7* —r 'traendo sea lo más pequeño posible; así, dando á r' d  valor mayor que puede tener, que es -h é , á d  menor valor, que es — s. y a r  el mayor valor, que es è, se tendrá para d  limite de E ,

5 5 — h—  ̂ 8 8— i 1^ A  A -t-i— è A A A



iU PROPORCION LOGARÍTMICAdonde vemos, que en ambos casos el (imite de! error que se cometeen la parte decimal del número, es menor que —; y como i  expresaAla diferencia tabular, y ésta va disminuyendo cada vez más, el l í -  1mite — va aumentando.
ASegún el límite hallado del error debido al empleo de la propor­ción, vemos que no influye en general ni aun en la última cifra del logaritmo; por lo tanto, se debe considerar como exacta en el ma­nejo de las tablas. La segunda causa de error, que consiste en consi­derar como exactos los logaritmos que hay en las tablas, sólo influye en la última cifra decimal, que puede ser alterada en una unidad á lo más, ya sea por defecto ó exceso, cuando se trate de hallar el lo­garitmo de un número; y si por el contrario se trata de hallar'el nú­mero correspondiente á un logaritmo dado, el error cometido tiene 1por límite la cantidad —.

A157. Si queremos saber en qué cifra debemos parar cuando tra-8 ,temos de convertir en decimales Infracción — hallada porla propor­ción ordinaria, observaremos que, si representamos por 10® la po­tencia de 10 que debe expresar el denominador de la fracción deci-mal obtenida, se tendrá para límite del error hallado — ; y además,
Asuponiendo que en la división cometemos otro error menor que me­dia unidad del orden x ,  se tendrá que el límite del error cometido 1 4vendrá expresado por— |— ;— ; y como este error ha de ser menor A 2.10^que una unidad decimal del órden .r, si hacemos 4 1 =  i A ^A~^2.10®<10"  ̂ A < 2 .1 0 " 'de donde A^2.1C^ A —- " l O '2 >podremos deducir el valor entero de x ,  que expresa el número de cifras decimales que se deben tomar en cada caso; pues si supone—mos haciendo a?=n, se tendrá el límite buscado.
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Máximos y  mínimos de funciones do una variable.

M áxim os y  m ín im os d e  fun ciones d e  u n a  v a ria b le .i 58. Ya hemos dicho en el álgebra elemental, que se llama má­
ximo ó minimo de una función, aquel valor que dicha fundón recibe para un cierto valor a de la variable, mayor ó menor que el que di­cha función recibe para valores inmediatamente superiores e inferio­res á este valor a de la variable.•1 59. Todo valor de la variable de una función continua que reduce 
desta á un máximo ó minimo, reduce á cero á la derivada de la función.Sea a un valor de la variable que reduce á la función y ~ -f{ x )  á un máximo ó á un mínimo. Si para un valor cc=a  la función se re­duce á un máximo, ésta irá creciendo con x  hasta valer f[n], y á partir de este valor decrecerá, siguiendo x  aumentando; luego para el valor x = a —h, la función es creciente, y por tanto la derivada 
f [ a —h) es positiva (72); para el valor cc= a -h h , la derivada es negativa, puesto que la función es decreciente; pero siendo conti­nua la función propuesta, la derivada no puede pasar de positiva 6 negativa, sino pasando por cero en el intervalo tan pequeño como queramos, de a — k al valor a -'^ h  de x\ luego ia derivada se anula para el valor a de la variable que reduce a la función á un máximo. Del mismo modo veremos que si a reduce á un mínimo á la función propuesta, la derivada de esta función tendrá que pasar de negativa á positiva en el intervalo tan pequeño como se quiera de los valores de X comprendidos entre a —  Ji y a +  á; y como la función es con­tinua, la derivada no puede cambiar de signo en este intervalo sino pasando por cero, que es lo que se quería demostrar.460. La recíproca no siempre es verdadera. Es decir, que la de­rivada de una función puede anularse por un cierto valor a de la variable, y sin embargo este valor no reducir á un máximo ni míni­mo á la función. En efecto, si al mismo tiempo q u e / ( « ) = 0 , supo­nemos que f '{a ) = .Q  también, sin que para este valor de x  se reduz­ca á cero la tercera derivada, se tendrá



126 MÁXIMOSEl signo de la cantidad que liay dentro del paréntesis, dependo del que tenga /*'" (a), que suponemos no ser cero; pero estando multiplicada dicha cantidad por/¿\ el segundo miembro cambiará de signo cuando h cambie; por consiguiente, si se tiene
í { a ~ h ^ f { a ) ,  se tendrá /’(a +y por tanto, la función no pasa ni por un máximo ni por un míni­mo, pues para que así sucediese seria menester que siendo h tan pe­queña como quisiéramos, para los dos valores a — 7i y a-\-7t inme­diatamente inferior y superior al valor a de la variable, la función recibiese en ambos casos valores mayores ó menores que f[n]\ luego 

jmede anularse la derivada de una función continua por un cierto va­
lor a de la variable, y  sin embarrjo este valor a no reducir á la fun­
ción ni á un mácimo ni á un mínimo; lo cual, como hemos visto, suce­
derá cuando el v..ilor que anule á la primera derivada, anule también 
d la segunda, sin anular á la tercera.lü l. L.i, iiltía lie lüá máximos y niiíiimos de umi fancion, así como la exacuvud üei teo;ema anterior, ue [aiedo oompreuder perfectameuto por una construccioa geométrica.Sea uua liuücion continua y ~  f{x ) , quo supondremos representada por la curva A B C D E  (fiy. 6.“); admitamos que dando á a; valores

F ig . 5.*crecientes, á partir de un cierto valor o; =  — O A, la función decrece; pero que llega uu momento en que deja de decrecer y empieza á crecer, en cu yo caso habrá uu cierto valor de la función, que será menor que el inme­diatamente anterior y posterior, el cual constitu3'e lo que se llamaunwí- 
nimo. Si continuando siempre creciendo », la función sigue creciendo, y llega a otro valor en el que deja do crecer comienza á ser deereclonte, ose.valor particular de la función, que será mayor (;ue el iumediatamento ¡interior y posterior, es un máximo; y  como esto puedo ocurrir en una f  un-



Y MÍNIMOS 127cion continua cuantas roces queramos, es eUro que dicha función podrá pasar por muchos mínimos y por muchos máximos, verificándose siempre que cada máximo so hallará comprendido entre dos mínimos consecutivos, y cada mínimo entre dos máximos consecutivos también.Además, la tangente á la curva represenlada por esta función, corres­pondiente al valor máximo ó mínimo, será evidentemente paralela al eje de abscisas O X ; es decir, formará con este eje un ángulo cero, y por tanto la tangente trigonométrica de este ángulo será cero también; pero osta tangente trigonométrica es (67) el valor que toma la dei-ivada para el vaio ”do 35, que reduce á la función a u n  máximo <5 mínimo; luego esta 
derivada es nvla para el valor de la variable que reduce á la fundón á un má­
ximo ó niinhnó.Así, si suponemos que dando á a el valor a =  O P, la función toma un cierto valor P O  meuor que los que dicha función recibe para los valores <1 — y n-l-7í-inmediatamente próximos interior y  superior, diremos que el valor de la función y = C P  —f(O P ) será un mínimo. L a tangente á la curva en el punto C  será la perpendicular á la ordenada C P , y por tanto será paralela al eje O X ; es decir, formará con esto eje un ángulo ccro  ̂la tangente trigonométrica será cero también, y por consiguiente la  de­rivada de/(a5) se anulará para el valor 35 =  O P . Lo mi-ino sucederá en el punto L ,  y en todos aquellos en que la función pase i)or uu máximo ó un mínimo.163. Por lo que llevamos dicho vemos que, en genera!, siempre que la función paseporim  máximo ó uu mínimo, la tangente á la curva en eso punto es paríilela al ejo de abscisas O X ; ó lo que es lo mismo, la derivada tiene que anularse por el valor de as, que reduce á la función á un máximo ó un mínimo. Sin embargo, debemos exceptuar ciertas funciones que pre­sentan en sus representaciones geométricas circunstancias especiales, constituyendo lo que en ellas so entiende por puntos singulares, en cuyas funciones puede caer en defecto lo dicho anterionnonte.Supongamos uua curva A B  C  D  (fig. 0."), en la que so verifica que cre­ciendo 85, la función es creciente, y por lo tanto su derivada i)ositiva, lo cual indica que la tangen­te á ia  curva en cualquie­ra do estos puntos, forma un ángulo agudo con el eje do las x. Supongamos que para el valor a =  O P , la función toma un valor P13 mayor que todos los anteriores, y que la tan- o,« gente á lacurvaen el pun­to B , es perpendicular á O X ,  en cuyo casóla derivada so hace iuS.uita



128 MÁXIMOSpara el valor O P  déla variable. Finalmente, admitamos que creciendo la  función, deja de crecer y principia á decrecer, á partir del punto B . To­do esto supuesto, vemos que para los valores inmediatamente próximos a l valor de « = 0  P, la función recibe valores menores que B  P; luego este Talor B P e s  un máximo de la función, pero un máximo singular en el cual no se verifica que la tangente á la curva en el punto B  sea paralela- ai eje O X ,  sino que por el contrario es perpendicular; lo cual sucede siempre en las curvas que presentan puntos de la especie de B , llamados 
puntos de retroceso. Luego puede una función pasar por un máximo ó un mínimo, sin que la derivada pase por cero, y sí por infinito, como acaba­mos de ver; á excepción de este caso, si la función es continua y pasa por un máximo o ion mínimo, la tangente á la curva en ese punto es paralela al eje O X , y  la derivada se reduce por lo tanto á cero.163. E n  la misma curva de la figura 6.‘  podemos observar cómo la tan­gente puede ser paralela al eje O X , sin que el punto de tangencia perte­nezca á un máximo ni mínimo; ó lo que es lo mismo, cómo puede anularse la derivada de una función por un cierto valor a de la variable, y sin em­bargo, este valor a no reducir á la función á un máximo ni á un mínimo. E n  efecto, si á ® damos valores siempre crecientes á partir de O P, la cur­va decrece, la tangente a la  misma en cualquier ponto del intervalo B C  forma con el eje O X  un ángulo obtuso, y por tanto la derivada es nega­tiva; llega á ser x = 0  P ', el valor déla función es en este caso P 'C , en el punto C  la tangente es paralela á O X ,  la derivada por consiguiente es cero. Sigue creciendo x, el valor de la derivada sigue siendo negativo, puesto que las tangentes tiradas á la curva en el intervalo inmediato C  D , continúan formando ángulos obtusos cou el eje O X ; luego la función sigue decreciendo, y por tanto el punto C  en que la derivada es cero, no cons­tituye ni un máximo ni un mínimo; por consiguiente, no basta que la de­rivada se anule por un cierto valor de la variable, para poder concluii- que la función se reducirá por este valor á un máximo ó un mínimo; para que pueda afirmarse esto, es menester agregar la condición de que el v¡ - lor que anule á la primera derivada no anule á la  segunda. E n  la represen­tación geométrica de este caso especial, el punto C en que esto se verifica constituye otro de los puntos singulares que se consideran, llamado punió de in/ca!¿on. Cuando una curva tiene de estos puntos singulares, ya sean de retroceso, ya da inflexión, se dice quo tiene soluciones de continuidad, y el teorema de máximos y mínimos (159) puede caer eu defecto.i6 4 . liemos visto que el carácter distintivo para que una fun­ción pase por un máximo ó un mínimo, es que f{a-\-h) sea menor ó mayor que f{a) para valores de h tan poco diferentes de cero como se quiera, tanto positivos como negativos, lo cual exige que/{(z)=0 y q u e / "  ( « ) >  ó < 0 .llecíprocamenle, f  (a )= 0  y f" (a) j >  ó <^0, la función pro­
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puesta pasará por un máximo ó un minimo, E d efecto, se tiene, pues­to que f  (<z)=0,
donde vemos que f{a-\-h) es mayor ó menor que f{a) cualquiera que sea el signo de A, y por tanto f{a) es un mínimo ó un máximo; de aquí se deduce que para hallar los valores de x  que pueden reducir á la función propuesta á un máximo ó un mínimo, se iguala á cero la derivada, y los valores de .r que verifiquen b .f { x ] — Q, serán los únicos que podrán reducir á f { x )  á un máximo ó á un mínimo; mas para conocer si es un máximo ó un mínimo, ó no sucede ninguna de estas descosas, sustituiremos los valores de x  que anulen á f ( x )  en la segunda derivada, y entonces podrá suceder una de dos cosas: ó que nó se anule ó que se reduzca también á cero para estos va­lores. Si f '{x )  no se reduce á cero para el valor de a?= a , siendo a un valor que anula á f'{x ), la función propuesta se reducirá á un má­ximo ó un mínimo, según que se tenga /'"(a)<C ó >  0. En efecto, si se tiene f" (a ) < i() , seguirá siendo también menor que cero en el intervalo de x = a — h á x = a -\ -h , siendo h infinitamente pequeña pora que entre a— h y a-[-h no haya ningún valor que anule á f" 'x ) ;  y por tanto  ̂ f{x )  será siempre decreciente; luego pasando por cero, deberá pasar de positiva á negativa. Pero cuando la derivada de una función es positiva, la función es creciente; y cuando es negativa, decreciente (72); luego la función es primero creciente y después pasa á ser decreciente, en el intervalo de x = a —h á x=a-\~h; por consi­guiente, pasa por un máximo que corresponde al valor x = a ,  en el cual deja de ser la derivada positiva, y pasa á ser negativa.Del mismo modo se demostrarla, que cuando/'^ (a)>*0, la fun­ción pasa por un mínimo.Supongamos, en segundo lugar, que el valor a de x  anula al mis­mo tiempo que á la primer derivada á la segunda, y que se tiene 

f ( a ) = 0  y f \ a ) = 0 .  En esta hipótesis podrá suceder también una de dos cosas: ó que sea también cero, ó que no lo sea. Si f' '̂{a) no es igual á cero, e! valor a no reduce á la función ni á máximo ni á mínimo (160). Si /^'^(a)=0, se probaria lo mismoque anteriormente, que la función pasa por un máximo ó un mínimo, según que se ten­ga /■'^(n)< ó > 0 .Continuando del mismo modo, veremos que la regla general para
T o u o  I t .  «



saber si el valor a  que anula ó la derivada de una función reduce á ésta á un máximo ó á un mínimo, es mstituir este valor en las deri­
vadas segunda, tercera, cuarta, etc., hasta llegar á la 'primera que no 
se reduzca á cero; si ésta es de grado impar, la función no pasa ni por 
máximo ni mínimo: si la primer derivada que no se reducfi  ̂á cero es 
de grado par, la función propuesta pasará por un máximo ó un míni­
mo, según que d  vhlor que tom» esta derivada sea negativo 6 positivo.

^30 v a l o r e s  d e  e x p r e s i o n e s

LECCION X V III.

Determinación de los valores de nna fnncion cu».ndo tienen la forma — 

en que no es aplicable el teorema de Taylor en la investijfucion de los valores de una ex-
0 *

presión de la forma — .

n etcrm ln isclo n  do  lo s  vo lo rc*  d e  im o fo n elo n  ca o n d o  t ie n e n  la  form aO  ̂ ‘I* , e tc .

165. Ya liemos visto en el Álgebra elemental, que las expre­siones— , O xo o  , 00 — 00 , etc., son en general símbolos de in­determinación; pero no siempre, las cantidades que dan origen á es­tas expresiones son indeterminadas, sino que a veces tienen un cier­to valor determinado, que puede ser finito, cero ó infinito, y este valor es el que nosotros vamos á ver cómo se halla en los casos que sea posible.
Fía?)106. Sea en primer lugar una función — , la cual se reduceá la forma ~  cuando sustituimos m por o . Si V{x) y f(cc) son fun­ciones racionales y enteras, al anularse haciendo a? =  a , ambas se­rán divisibles por el binomio cc —  o; de modo, que efectuando la división y llamando F,(ar) y  f,[x) á los cocientes respectivos, ten­dremos



DB FORMA. INDETERMINADA. 13f
M fÀ ^ ySi alguna de las funciones Fj(o;) ó fi[x)^ ó las dos, no se anulanhaciendo ;c — a, el valor yy-^ expresará el de la función propucs-ta, que será finito, si ninguno de los dos términos de esta fracciónse reduce á cero; y será cero ó infinito, según que el numerador seacero sin serlo el denominador, ó al contrario.

F  (íc) oS¡ se reduce todavía á la forma —, se hará lo mismo queanteriormente; es decir, dividiremos pora? — «í, y se tendrá que laF  {¿c)función propuesta vendrá representada por y y y ,  la cual expre-
Fíx)

fÁ ^ ysarà el valor d e —̂  cuando o? =  a , si este valor de x  no anula àninguno de los dos términos F„(^} y f/®)» ó por lo ménos á uno de ellos; y continuando así sucesivamente, podremos decir; queF(x)
Para hallar el valor de la función —— que se reduce á la form ai(x)• y ,  haciendo x =  o, se dividen las funciones F(x) y  f'x) y  los cocien­

tes sucesivos por el bínó/nio x —  a * , hasta llegar á una fracción en la 
cual uno de sus términos por ¡o menos no sen ya divisible por x  —  a; 
y  el valor que tome esta fracción, suslitugendo en ella \ p o r  a , será el 
valor de la función propuesta, cuyo valor será finito si ninguno de sus 
dos términos se reduce á cero', será cero, si se anula el numerador, è in­
finito si el término que se anula es el denominador.Ejem plo  I. Hallar cl verdadero valor de la fracción F(.r) —  40

f{x)  — 8 x — 16’la cual toma la forma de cuando se hace x  =  2.Dividiendo los dos términos de esta fracción y los cocientes que resulten porci binòmio x  —  2 , bailaremos F,(x) X* — 7x^ 4 -  21 x^ —  32x -h  20 0/, (x) — X* — 4x”̂ —  2x^ +  8x -f- 8 O , haciendo x =  2;
* Estas divisiones se ejecutan fácilmcmo por medio de la regla práctica que. ya conocemos. {Algebra, tomo I, uúm. 89.)



133 VALORES DE EXPRESIONESF,(a?) íĉ  —  — 10 ® V . , o-*L/ — ---------------¡------------------  —, haciendo a? =  2;
f^{x) x^ -\-x^  — 2¿r*—6a;—4 0 ̂-—----------------- ------- =  — =  — , haciendo a; =  2.A (a;) x^ -\-3 x^ -\-^ v-\-2  30 10Luego el verdadero valor de la función propuesta cuando hace-

1mos a; =  2 , es, según acabamos de ver, —.Eje m plo  II. Sea la función que para el valor de a; =  a se redu­ce á la formaF(,^) a;S—“  sc^ -^ a x^ -^ a ^ x^  +  Sa'̂ a;® —  10a'‘x  +  5a  ̂Dividiendo sucesivamente por el binomio x  — o, se hallará
^ x )

íii^ )Fia:)
x ‘̂— 4a®aj -̂h kfd̂ x — a* a;^-S-2í5a’ 3 a V - l - S a la ;  — 5a^

: — , haciendo x  =  a; 
0

ÍA ^ )

ax^— 3a^a?-i-a* 0 n v. • j=  — - =  0, haciendo a; =  u.
X  ̂- i-  3aa;  ̂+ 9a^Luego =  -“  =  0, cuando hacemos x  =  a.Eje m plo  l l l .  Sea, por último, la expresión que toma la formade haciendo x = i ,F (x) (2aH-2)a;»+(ffl'*+4íí:+la;5_3a:i+(a2H-3)^=‘— (3a^+I )x'^-¡-3a^x— â  Dividiendo pora?— 1, se hallaráF .W  .x ^ - ( 2 a + 1 y  +  _  0 haciendo x  =  1 r

f  ̂ (x) x^— ^x^ - h  (a" -h  4 ;íc" —  + a® 0P^a:)^ %ax-\-é‘ — I ^  l̂iür-ipndn íp= 1 .
f l x )  x^— x^-^c^x—i^  0 ^Luego el valor de la expresión dada, que se reduce á la forma jcuando hacemos x = \ , es infinito.467. Cuando las dos funciones que constituyen los dos términosde la fracción que se reduce á — son, como hasta aquí hemos su­puesto, racionales y enteras, puede hallarse el verdadero valor de esta expresión por medio del teorema de Taylor. En efecto, sea co­mo ántes la expresión í — , cuyos dos términos F(a;) f / ( x )  son fun- /{^ )



DB FORMA. INDBTERMINADA. mciones racionales y enteras de a?, las cuales suponemos se reducen á cero haciendo x = a .Si ponemos en esta expresión, en vez de a;, el binòmio ha­llaremos por la fórmula de Taylor, aplicada á funciones racionales y enteras,
Si en esta igualdad hacemos a?=¿z, y observamos que F(í? ) = 0  y 

f [ a ) = 0 ,  se tendrá, dividiendo por h los dos términos de la segunda fracción,
MHaciendo ahora A = 0 , tendremosF(g) 0 r(g )/ ( « ) “  o ' f i e l )Donde vemos, que el valor de la fracción cuyos dos térmi-[2].F(a?)/(^)nos se anulan haciendo x = a ,  viene representado por la fracción que tiene por términos las derivadas respectivas de F(x)y /í^ )-Si la fracción —  se reduce también á la forma de — hacien-

f ' ix )do x = a ,  hallaremos, como anteriormente, que este valor vieneF'^{r)representado por la función -7777- ,  en la que hacemos x = a .  Y  con-
f"{w)tinuando del mismo modo llegaremos necesariamente é una fracción formada por las derivadas de un mismo órden, de las cuales una por lo ménos no se anulará *  ; de modo, que si suponemos que estas de­rivadas son del órden enésimo, se tendrá* En efecto, si todas las derivadas de F{íc) y f  (¡c), ó de una de estas funcio­nes, la primera por ejemplo, se anulasen haciendo x —a, se tendría F{a+h)«=>(L para cualquier valor que diéramos á h, lo cual es imposible*



134 VALORES DE EXPRESIONESF(tíS) 0 F(")(fl) [3 ]./ ( « )  0 /(«)(a)Si ninguno de los dos términos de esta última fracción es cero, el valor finito y determinado que represente, será el de la expresión propuesta; si alguno de estos términos es cero, el valor de la frac­ción propuesta será cero ó infinito, según que sea el numerador ó el denominador el que se reduzca a cero.X .Luego ^ara hallar el verdadero valor de la cuan­

do para un cierto valor x = a  toma la form a indeterminada te

hallan las derivadas simultáneas y  sucesivas de ambos términos, y se 
sustituye en ellas x  por a , hasta llegar á dos, de las cuales una ó las 
dos no se reduzcan á  cero, haciendo x = a ;  en cuyo caso, el valor que 
tiene esta última fracción será el de la expresión propuesta.Aplicando esta regla á los ejemplos anteriores, hallaremos
^ Fi'®) a*—9®‘ +  35®*— 74a;®'t'S4x—40 O .•, naciendo a!=2;/(®) 8/®—3a*—2a:‘‘ +  68-® +  ]2iĈ  —8®—16 0F̂ (®) _  5a.*—36a.* +  l^'5a;*-148®-i-84 __  0_ ~ 6 x '—15a-*—8«' +  18á.*+24®-8'~ O ’ F*'(g) 20®=*—108iB*-f210®—148 0^"(«) ~30®*—60a.*—24a>*+36® +  24~ ü ’ F '” (a) 60®̂ —216®+210 18~  ~  180I I . Fía) 120a*— 180®*— 48®+36 

a*—o»*— 4a*®*+8a*®®—5a*®-i-fi*

i -lü’
ídem;idem;idem.

n i .
/(®) a-' +  aa.*—5a*®*+8a*®*—10u*x+5u*FV® ) 5a*— 4r7X*— 12aV '4-16a*® — 5a*  0/'(®) 5x*-\-éaX^— 15a*y;* +  16a*®—10a* O ’F"(a) 20 J'*—! 2aa*—24o*g+Ifíg* 0 _/''{®)~20x“+12aa*—30o*.r+16a* ~  ISu*F(®) « * .( 2 a + 2 ) » * 4 - { a * + 4 a 4 'l) ® * -( 3 a * 4 -2 a ) » + a *y(®) a.*— 3®'-r-(a *-1-3)®*— ( 3 a * -f l)®'’ H-3a*®— a*F ' í « )  4x^— ^ ( 2 a + 2 ) x - + 2 { a ^ + i a + l ) x — 2o*— '2a

—, haciendo ®=o; 0’ idem;
idem.— , p ara® = l;

/'(®) 5a*—12x*-*-3(a.*-i-3)a*—2(3a'--l-i)a-i-3a’F ' ’(a) 12a*—6f2<»-t-2)a?-i-2{^*-h4.a-(-l) 2c*—4cH-2 id. 
00, id./ ” (») 2oa*-36a*-i-0(a*-+-3)a-2(3a*-f 1) 0Donde vemos, que hemos venido á encontrar por este segundo- método, los mismos valores numéricos que hallamos anteiiormeote^ para las expresiones que se reducían á ° .
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C . . .  e .  , « e  . .  e .  « p l l c .W o  e l  * c « r » m a  d e  T a j l o r  e .  1 .  l . v c . l l * . . ! . »  d e  lo s  v a lo r e s  <le a n a  e x p r e s ió n  d e  l a  fo r m oi 68. El método que hemos seguido para hallar el valor de una expresión de la forma ^ , fundado en el teorema de Taylor, no ofre­ce diGcultad alguna cuando-las dos funciones ^ x ]  y f {x) ,  que cons­tituyen los dos términos de la fracción, son racionales y enteras; porque en este caso, los desarrollos obtenidos por la formula de Tay­lor, son de un número limitado de términos, y las derivadas sucesi­vas de estas funciones son-siempre finitas, dando valores finitos; por consiguiente, no hay dificultad en admitir las igualdades [2] y [31; pero si el número de términos á que da origen el desarrollo fue­se infinito, ó alguna de las derivadas se hiciese infinita para valores finitos de a;, este método seria inaplicable ; pues al hacer se reducirla la fracción del segundo miembro de la igualdad [1], a »a que forman sus dos primeros términos, y en ese caso las igualdades [2] y [3] no serian ciertas.169. Sin embargo, el método que hemos obtenido por la fór­mula de Taylor en el caso de ser F(^) y f  (x) funciones racionales y enteras, es todavía aplicable áun en el caso de ser funciones cuales­quiera, siempre que las derivadas de un mismo órden de arabas fun­ciones, no se hagan infinitas para el valor particular ^ = a ,  que reoduce á la expresión á la formaEn efecto, sean F{x) y f  (a:) dos funciones continuas cualesquiera, que se reducen á cero por el valor x = a .  Sea h una cantidad^ que tiende hácia cero, y según lo demostrado anteriormente (123), se tendrá F(a-l-ú) P{a-\-^h)^

de donde se deduce, que cuando h = 0  y x  tiende hácia el valor a .lira.¥(x) =1im. V'ix) , F(a) F'(a)
lerá

f (x)  ........f ( íc ) ’ f(a) f'(«)Si F'(a) y f'(a) no son cero ni infinitas, el valor que se busca 
F ' ( a )/ ( o ) ‘



Si F'(a)---0 y {a)=Q,  se hallarla del mismo modo, que el va- , , F'(a) . F"(a)lor de se n a ^ iy ^ ; y así sucesivamente.Si suponemos por consiguiente que todas las derivadas, hasta las del orden n \ inclusive, son cero, vendremos á concluir, co­mo anteriormente, que el valor de la expresión indeterminada F(a) 0 ,T T T '^ T T ’ fracción -- . ‘/ W  0 f(n)Si Fí”)(a) y / í “)(a) no son ni cero ni infinito, el valor finito ydeterminado . .  será el de la función propuesta.

VALORES DE EXPRESIONES

F(a)Si una de estas derivadas fuese nula, el valor de — —  sería ceroA • fto infinito, según se tuviese F(«)(«)=0ó /*(«)(a)=0.Ejem plo  1. Hallar el verdadero valor de la 1— eos X expresión
■ , que se reduce á —, cuando x — 0. Aplicando el método anterior, se hallaráF(^) \

F'(^)
eos X o=  —, haciendo a?=0; X  ysen X

2x  eos X
f ' i x )  2

0*0’1
1 *

idem;
idem. 11 ̂ “ COS 00Luego el verdadero valor d e ----- r— , cuando o ;= 0 , es —.^ 2 Ejem plo  II. Sea, en segundo lugar, la expresión cuyo verda­dero valor queremos hallar =  ^ ^ T ^ - h e o s x   ̂cuando ar=ir„

f(_x) i-hsen*¿c-l-cosír Aplicando el método de las derivadas, hallaremos F(a:) sen-^or-i-cos 03 O
f / s  — ]T',----- i~--------- =   ̂ , haciendo íZ!=7r;f {x)  'l-f.sen2;?3-j-cos2? O
¥>{x) eos —.í3—sen x O
/ u í:̂  ■ — , ídem;(^) 2 sen o? eos o;—seno? O__ ' — Isen^o:— coso: — l - | - l2cos^a:— 2 sen^a:— cosx 24-1 =  SI X — -K.



D5. FORMA INDETERMINADA. 13Tn o .  Supongamos ahora que F ( a ) = c c  Y f [ a )  =  <x>, en cuyo 
\ \caso se tendrá r = 0  y = 0 ;  la fundón — - .  se convertí- F (a )  /(«) j [ ^ )r á e n ^ , cuando hagamos x — a.  Esto supuesto, sustituyamos enla fracción propuesta a + / ie n  vez de x ,  y se hallará evidente--mente i

¥{a-hh) /(flH -á)_/(íH -á ) \F{a-há)pero tenemos en general (125),F ( a + A )  F^(a+6á)^/(<!+/») “ / (« -í-e A ) ’luego aplicando esto á la expresión anterior, se hallara
i /'(<H -0/i)F(<z-t-á) f {a-{ -h)
1 'F (a -h 0 á ) ’

¥{a-hh) [¥{a-hbh)f
6 lo que es lo mismo,

F (a + /0 _ /'(g-f-eM.^ [F(a+e/¿)P

Si ahora hacemos 9( á )=  "77“ ^ ^ ^ ’ tendrá/ ( a + á )
--»-SSSKnSS)’ ‘ F'(a-hOá)F'(a+oá) de donde se deduceF (q -l-e A )_ [ o(Q/Q f  ̂  ^/'(a-|-0/i) 9(/í) ' (p(á)Ahora bien, si tiende hacia un cierto límite finito, cuando

fi^ )
X  tiende á valer a, ®(á) tenderá hácia el mismo límite cuando A = 0 ; y si 9(A) tiende hácia un cierto límite finito cuando h tiende á cero,a(eA).̂{eA) tenderá hácia el mismo límite; y por tanto, tenderá a valer la unidad, y la igualdad anterior se convertirá enlím. ^-■^^^-^=lím.^6A)—lím.fjKA);



138 F((H-A)l ím .9 ( A ) = : l ím .- ^ ^ ;  
¥(^) ¥' (a)

VALORES DB EXPRESIONESpero
Donde vemos, que si F'(íi) y f ' { a )  no son nulas ni ¡nflnitas, el valor. F'(a)verdadero de la expresión propuesta sera .

f  Kd)Si las derivadas simultáneas conllnúan haciéndose infinitas para el valor de hasta llegar á dos de un mismo orden, de las que una por lo ménos no sea ¡nfinila, el valor de la expresión propuesta será el que represente la fracción formada por estas dos derivadas, cuyo va­lor será finito, cero ó infinito, según que ninguna de las dos derivadas sea infinita, que lo sea el denominador, ó que lo sea el numerador^ 171. Si las derivadas del mismo orden son siempre infinitas, el método anterior es ineficaz; en cuyo caso lo que se hace para hallar el valor de la expresión propuesta, que para el valor x = a  se reduce á es reemplazar x  por a-\-h, efectuar las operaciones y reduccio­nes que se presenten, y en seguida haciendo A = 0 , se tendrá el valor buscado.Eje m p l o s . Sea la fracción X — 1, la cual se reduce á la forma
y ^ x ^ - i— haciendo a : = l .  Si para hallar su verdadero valor empleásemos el método de las derivadas, veríamos que todas se hacían infinitas por el valor a?= 1; pero si ponemos en vez de x  el valor 1H-A, se hallará

■ T Z X - 1
ó

F ( l + A ) ^/ ( l+ A )  i^ Aó T - r =  = 0 x - 7 — = 0 ;
m  oF(1 +  A ) J W  11/ 2-+-Aluego el verdadero valor de , cuando x = i , es cero.

-1Sea, en segundo lugar, la expresión F(a;) {x — X — h -\ -y  X — a 0' — cuando o j= o .
\/x— a— i/a;--h£^+^^2a ®



Las derivadas sucesivas se hacen infinitas para el mismo valor de ¡c; por tanto, haremos y se t e n d r á __________
IC/a-{-h—b - \ 'V ^  y '  hV' a,-\-h—b-\-\

-----------
V̂^Ía-\-h —  l/SííSi en esta expresión hacemos A = 0 , la fraccióntoma la f o r m a p e r o  si hallamos las derivadas de ambos términos, tendremos, cuando á =  0,

i  1

\/% a + h — \^¥a 2/ 2̂ + A  ^V'Ta=  Iím--------¡— =  0;

DE FOKMA INDETERMINADA. 139

iím. l/á 12 / áluego haciendo en la expresión anterior á =  0 , se hallará para valor F(«) ^de la expresión dada ——  =  . , * =  1 •/ (n) 1 +  0172. Si suponemos que se tienen las expresiones F{¿r) x  f{x)y y para un cierto valor ¡e =  a , se verifica que F(íí) =  0 y f{a)=<x>^ dando origen así á la expresión 0 x  «  , se reducirá inmediatamenteá la forma poniendo en vez de F(a) x  /ín), su igual — ; de mo-Aa)do, que se tendrá F(^) 0F(®) X  f{x) =  p  =  — , cuando x = a .

• /'(»•)Si fuese la expresión F(¿c) —  y para el valor a; =  a se tuvie-»e F(a) =  00 y /((?)= 00 , se tendría evidentemente
\ \F(«)— /l^) = 4 4 f {x)  ¥{x)  O -— L i_í-------=  —, cuando x = a .4 O ’J _  _F(íc) f{x) ¥(x)f{x)Una vez reducidas las expresiones O x «  éoo — 00 á la forma se les aplicará el método ordinario.



SEGUNDA PARTE.

relativos A  las ecuaciones algre* 
eliminación, transformaoion. <i« 

ecuaciones y su reducción»

LECCION X IX .

Clasificación de lus ecuaciones.—Teorema fundamenf*! de la teoría de ecuacionen. 

C lsslfle a e io n  d e  la» een aelo n ea.

473, Las ecuaciones, lo mismo que las funciones, se dividen en dos clases: ecuaciones algebráicas y trascendentes.174. Ecuación  a lg e b r á ic a  es aquella que, reducida á la forma A =  0, c? primer miembro A es una función algebraica de la incógnita 
ó incógnitas que contiene.Si suponemos quitados los denominadores y radicales de una ecuación algebraica de una sola incógnita a:, la podremos escribir ba­jo la formasiendo los coeficientes Ag, A j, A^, . . .  A^„, cantidades reales ó ima­ginarias de la forma a -}- — 1, y el exponente m  un número en­tero y positivo.Si dividimos todos los términos de la ecuación anterior por y representamos los nuevos coeficientes por P ,, P , , . . .  P™, obtendre­mos la misma ecuaciorr, puesta bajo la forma ordinaria
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Para abreviar se representa la primera de estas ecuaciones por F(a?)=0, y la segunda por /(ì» )= 0 .175. E cdacio n  TRASCENDENTE Í5S gwe, yed-itcida a  l a /o r -
ma A — 0, m  su prim er miembro A  existen funciones trasc&ndentes de 
¿a incógnita 6 incógnitas que contiene.176. Se llama raiz  de una ecuación, ya sea algebráica ó tras­cendente, todo valor que puesto en vez de la incógnita satisface á di­cha ecuación.'177. Resolver algebraicamente una ecuación, es hallar, por me­dio de una sèrie de trasformaciones, una fórmula porla que se pue- •dan determinar directamente, en función de los coeficientes y expo­nentes, todas las raíces déla misma.Cuando por métodos particulares ó indirectos se hallan los valo­res que, puestos en vez de la incógnita de una ecuación, la satisfacen, se dice que esta ecuación se ha resuelto numéricamente.Existe una gran diferencia entre la resolución algebraica y nu­mérica de una ecuación. En la resolución algebráica, una vez ha­llada la fórmula que da las raíces de una ecuación, no hay más que sustituir los coeficientes por los valores particulares que tengan en cada caso, y ejecutar las operaciones indicadas; pero en la reso­lución numérica de una ecuación, la determinación de cada una de sus raíces exige un cálculo especial y distinto del que se emplea en las demás.Tanto una como otra resolución están fundadas en una sèrie de principios , que constituye lo que se llama teoria general de ecua­
ciones.

T co ren iu  fu n d am en ta l d e  la  te o r ia  d e  ecu acion es.

178. Toda ecuación algebraica de coeficientes reales ó imagina­

rios de ¡a form a tienepor lo menos una raiz real 6 imagi­
naria de la misma form a. *Sean en primer lugar las ecuaciones binómiasx * " = 1 , 1, 1, x '^ = — 4.* La demostración de este teorema es debida à M. Gauchy.



La primera de estas ecuaciones se verifica siempre por el valor 
i c = Í , cualquiera que sea el exponente m.La segunda ecuación queda verificada por el valor — 1, cuan­do el exponente m es impar. Si el exponente es p ar, dividiéndole por la mayor potencia de 2 que sea posible, y llamando p  al co­ciente, que será un número impar, tendremos m = 2 ” . p , y la ecua­ción podrá ponerse bajo la forma

ó 1.Esta ecuación se verificará evidentemente, si hallamos un valor de X real ó imaginario que satisfaga á la condición
—1 ;pues — 1 elevado á una.potenciap de grado impar, será igual ó — 4.

2n.------Ahora bien, de la ecuación anterior se deduce x —V  — 1 , ysesa- be [Arií .  297) que la raíz 2" de una cantidad, se obtiene por una sèrie de n raíces cuadradas sucesivas; por tanto, principiaremos por ex­traer la raíz cuadrada de — 4, que dará — 4 ; después halla­remos la raíz cuadrada de — 4 , y obtendremos [AJg.  tomo I ,244) una expresión de la forma a-\-b — 1 ; la raíz cuadrada de es­ta expresión será otra de la misma forma, y así sucesivamente; lue­go hallaremos pora valor final de x  la expresión — 1, quesustituida en la ecuación — 4, la verifica; y por tanto, la ecua­ción x ' ^ = —4, en la que m es un número par, tiene una raíz de laforma — 4 .En la tercer ecuación x ’” —-\-i^ — 4 , consideraremos dos casos, según que m  sea impar ó par. Si m es un número impar, tendrá la forma 4n-|-1 ó 4 n + 3 ; pero se tiene, según el álgebra elemental, que (_[-l/— I )■*"+* = 4 - l / — 4 , y (—l/ — 4 4 ; luego latercera ecuación — 1 quedará satisfecha, haciendo a ?= -í-— 4, ó x = — — 1 , según queso tenga m = 4 n 4 -1 , ó m =4n-}-3 .Si m es un número par, se hará como anteriormente m = 2 " . p ,  siendo p un número impar, y la ecuación propuesta tomará la forma
Si ahora hallamos un valor de x  real ó imaginario que verifique á la ecuación x^'^=-\-\/— 1, ó x *-̂ —— — i . según que ;; sea de la forma 4n-j-l 6 4n-{-3, este valor satisfará á la ecuación propuesta;

142 TEORÍA GENERAL



DB E C U A C IO N E S . 143pero el valor de x  que verifica á cualquiera délas ecuaciones anterio­res, se obtiene por medio de n raíces cuadradas sucesivas de —  1 ,que, según ya sabemos, son de la forma « + ?  1 ; luego la terceraecuación tiene por lo ménos una raíz.Del mismo modo demostraremos que la cuarta ecuación 
\ , tiene también una raíz de la forma a + p '/ — 4 .Probado el teorema para las ecuaciones binómias, pasemos á de­mostrarlo para una ecuación cualquiera de coeficientes reales ó ima­ginarios, que representaremos por 

f  - h . . .+ P n  .- f -P « = 0  [1 ].Hagamos en esta ecuación x = y ~ ^ z V ^ — i ,  y hallaremos por la fórmula de Taylor,
y si representamos por A la parte real de este desarrollo , y por B}/— 1 la parte imaginaria, se tendrá

/ { > j+ z  k ' : ^ í ) = A + B '/ : = T = o .Ahora bien, para que una expresión de la forma seacero, es menester que su módulo lo sea; luego la cuestión queda re­ducida á probar que hay por lo ménos un sistema de valores reales yfinitos de 1/ y de z ,  que verifican á la ecuación 1/ a ^-4-B^=0.Para ello observaremos, que la expresión l^A^-f-B' es siempre una cantidad positiva, y que siendo función de j/ y de z ,  cambiará de valor con estas variables, y por consiguiente es susceptible de tener varios máximos y varios mínimos * ; luego si probamos que uno de
*  En efecto, á cada par de valores de y y  de z, corresponde un solo valordel m ódulo/A * —B*; por consiguiente, si sobre un plano, que supondremos horizontal, tomamos dos ejes, y en él determinamos una série de puntos que tengan por coordenadas los diferentes sistemas de valoios que podemos dará 

y  7 poi‘ cada uno de estos puntos levantamos perpendiculares al plano, iguales en magnitud á los valores correspondientes del módulo, los extremos de estas perpendiculares determinarán una superficie convexa que se hallará toda por encima del plano; esUi superficie, que se extiend« indefinidamente, tiene límites do los cuales no pasa, y  las ordenadas de estos límites son precisa­mente los mínimos d e /



TEORÍA GENERALestos mínimos es cero, y que corresponde á valores finitos dey j  de el teorema quedará demostrado.Supongamos que ^ + 3/ ^  no reduce àcero á la expresión y en este caso vamos á probar que siempre podremos dar á X  otro valor de la misma forma, que puesteen laecuacion /’(a;)=0,dé un resultado cuyo módulo sea menor queEn efecto, hagamos siendo .  una cantidadpositiva que puede decrecer cuanto queramos, y t una indetermina­da, de la cual dispondremos convenientemente.Sustituyendo este valor de a; en la ecuación propuesta,j^desar-rollando por la fórmula de Taylor, considerando á comovariable y á eí como incremento de esta variable, hallaremos
En esta igualdad podrá suceder que alguna de las derivadas de

f(x] se anule por el valor de de modo, que si su­ponemos que la de! órden n sea la p ^ e r a  que no ^ n u l a  por estevalor, y h a c e m o s h a c e m o s ,representando por el resultado de / '( y + z / — 1 -1-eí),y por r  la suma de todos los términos en que entra eí ele­vada á una potencia superior á la del órden n,A ' + B ' / ^ = A + b / = ^ + ( M + N  l/ _ l) s » í» + S E « + ‘t” +* [2]. Si ahora damos á ia indeterminada t un vaior de la forma de modo que se tenga f  =  ± 1 ,  la igualdad anterior setrasformará en ____  ____—A + b / — 1 zh S e” +*; yseparando las partes reales y las imaginarias, hallaremos A^=AdzME"+S's” '^^ B '= B zb N s”+ S ' '  de donde se deduce, elevando al cuadrado,a '^ = a ^ + 2 a Me- + s , e- ^ \  b ^'^=b ^ ± 2 b n  e« + s v ';y sumando,ó bien, sacando e” por factor común,A'2_i_B'2=A2+B^H-[±2(AM-l-BN)-hS^E]E” .



Observemos ahora, que siendo e una cantidad positiva, el sig­no de [±2(AMH-BN)-)-SyE]E’‘ es el mismo que el de la cantidad que hay dentro de los corchetes; pero el signo de esta podemos hacer que dependa del que tiene su primer término ±2(AM-}-BN), puesto que S,e puede decrecer con e cuanto queramos; luego to­mando de los dos signos +  y —  el que sea contrario al del binò­mio AM-i-BN, lo que se consigue haciendo ó __ -1, ten­dremos
ó k ^ A ^ M ^ < l / A ^ + B Ssegún queríamos demostrar.Si el binomio AM-4-BN fuese cero, haríamos en la igualdad [2J 

t  ̂=  ± :]/ — l , y  obtendríamos como anteriormenteA^+B' : = : A - h B / ^  ±  M zpN £« ,de donde,
y lo mismo que en el caso anterior, demostraremos que se podrá dar á E un valor positivo tan pequeño, que la suma de todos los térmi­nos que hay después de A®-hB’- sea negativa, haciendo ~  \ \ó l/ — 1, según que AN— BN sea positivo ó negativo; luego también se tendrá

DE ECUACIONES. U 5

Una vez admitido que AM +  BN =  0, no se puede suponer que AN —  BM sea cero también; porque entóneos se tendría evidente­mente (AM - h  BN)' +  (AN — BM)  ̂=  0, de donde se deduce la igualdad(A^-hB^) (M® +  N^) =  0 , que no se puede satisfacer sino haciendo á la vezA =  0 y B =  0, ó M = 0  y N =  0; pero el segundo sistema no se puede verificar, porque en ese caso+  2(^— 1)— 1 . 2 . 3 . +  seria igual á cero, locual es contra lo que hemos supuesto. Si A =  0 y B =  0, entóncesel teorema quedaría demostrado, y se tendría — qLuego queda probado, que si el módulo 1/ a ®~1- B  ̂ no es ceropa-
T « o  H. r



U 6 TEORÍA. GENERALra un cierto valor y  +  s / — 4 de x ,  podemos dar á esta incógnita otro valor de la misma forma tal, que el módulo correspondiente de
f{x) sea menor que el anterior. _________De aquí se deduce, que el menor mínimo de la función es cero. En efecto, ninguna cantidad P mayor que cero puede serlo;puesto que si este valor P corresponde y + 3I/ — 1, podre­mos dar á x  otro valor de la misma forma que dé un nuevo va-lor -h  menor que P; luego el menor mínimo es cero.Ahora únicamente falta probar, que á este mínimo cero, cor­responden valores finitos de rj y de s ;  lo cual es muy fácil, hacien­do ver que, para valores infinitos de una ó de las dos de estas va­riables, corresponden á la función valores infinitos tam­bién.Para ello, si en la ecuación [1] sacamos a?"» por factor común, ha­llaremos / P, P- P« , ny si reemplazamos x  por la expresión 1 , resultará, ha­ciendo f iy  4 - z V — 1) =  A 1) ____/(y “H ^) =  A -h  BV^— 1

El coeficiente del término general de la ecuación [1] es P«, que podrá tener la forma p +  luego el término general de lacantidad que hay dentro de los corchetes de la igualdad anterior,será ____
(y 4- zV'— 1)de donde se deduce {Algebra,  tomo I , números 214 y 215),/p̂ (P = s j

p.»-11'»)

Si suponemos ahora que una de las cantidades y ó 2, ó ambas á la vez, crecen indefinidamente, / P ^  +  Q  ̂ decrecerá indefinidamen­te también, teniendo por límite cero; y por tanto, P y Q se aproxt-



DE ECUACIONES. 147marán á cero cuanto se quiera. Lo que se ha dicho del término gene­ral, se podrá decir de toados los demás, a excepción del primero, que es la unidad; luego la cantidad que hay dentro de los corchetes po­drá reducirse á una expresión de la forma V'  —  'I , en lacual a y 6 se anulan, cuando una de las variables 1/ ó z ,  ó las dos, se hacen infinitas.De manera, que se tendrá- ( y + z  ( lH -a + 6de donde se deduce « X  l/(1 + a )  2 + 6 ^Si suponemos ahora, que una de las cantidades y ó z ,  ó ambas» se hacen infinitas, el factor se hará infinito, el otro fac­tor se reducirá á la unidad; luego el producto, ó seala función tomará un valor infinito para valores infinitosde y y de %. Por tanto, si á valores infinitos de y y de 2, la funcióni/ a ĥ- b  ̂ se reduce á infinito, es evidente que al valor cero de esta función no pueden corresponder valores infinitos de y y de 2, que es lo último que se debia probar; quedando por consiguiente demostra­do el teorema fundamental.

LECCION X X .

Forma y número de las raíces do una ecuación.—Eelaeiones que unen á las rajíces de nn* 
ecoacion algebráica con los coeficientes de la misma.

F orm a j  n úm ero d e  la s  ra íc e s  d e  a n a  een acion .

179. Sise trata de una ecuación trascendente, la forma de sus raíces depende de la naturaleza de la ecuación, y el número de ellas puede ser infinito; circunstancia notable que diferencia á las ecua­ciones trascendentes de las algebráicas, pues en éstas el número de las rafees es siempre finito.



148 TEOKIA GENERALLas rafees de una ecuación algebráica son de la forma a + p l/ — 1 en la cual se hallan comprendidas tanto las reales como las imagi­narias de la forma p V — 1 ; pues no hay más que admitir, que cada una de las cantidades « y p pueden reducirse á cero.180. E l  ‘pi'imer miembro de una ecuación racional y  entera del 
grado m , reducida d la form a ordinaria^ es igual al producto de m 

factores hinómios de primer grado.Sea/(¿t?)=0 esta ecuación. Según el teorema fundamental, ten­drá por lo ménos una raíz por a, y consiguiente su primer miembro será divisible por .r— a {Aig.  tomo I, 91); de modo, que llamando 
f f x )  al cociente, que será un polinòmio del grado m— i ,  tendre­mos/(a;) =  (a:— a)/,(aí).La ecuación /j(¿r)=0, tiene por lo ménos una raíz b; luegoContinuando de la misma manera, se tendrá sucesivamente

f —1(37) “  (.X l) ;de donde se deduce, multiplicando ordenadamente y simplifl- cando,
f { x ) = ( x —a){x— h){x—c).. .(¿c—A)(27— l). Ob se r v a c ió n . Si la ecuación no estuviera reducida á la forma ordinaria; es decir, si su primer coeficiente no fuera igual á la uni­dad, y sí á una cierta cantidad A , el producto de los factores bino­mios de la forma x — a,  vendría multiplicado por A.En efecto, sea la ecuaciónF ( a 7 ) = • .-t-Ta;-l-V= 0.Sacando A  factor común, y representando por f(x)  el polinòmio que resulte dentro del paréntesis, tendremosF(.*)=A/Í;a;);pero — á)(ír—c).. .(x— k)(x— /);luego F(a;)=A(.T—a)(x— b){x—c). . .(x— h){x— l).184. Toda ecuación racional y  enlera del grado m, tiene m ralees, 

y  no puede tener más.En efecto, sea la ecuación f{x)—0.  Según el principio anterior, se tiene
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f (x )= (x — a){(c—d){x-~c).. .{_x—k){x— l).Si hacemos sucesivamente x = a ^  x = b ,  x —c , . . .  el producto f{x) se anulará (Alg.  tomo I , 217); luego la ecuación propuesta tiene m  raíces por lo ménos, y no puede tener más; porque si tuviera alguna otra raíz a distinta de las anteriores, su primer miembro f{x) seria divisible por x —a , lo que es imposible, pues de lo contrario se po­dría descomponer en dos sistemas de /actores primos, lo cual no es cierto (Alg.  tomo 1 ,120).Obseu v a cio n . Si son iguales entre sí algunos de los factores bi­nomios en que el primer miembro de una ecuación se descompone, se dice que ésta tiene ralees iguales ó ralees múltiples. Así, la ecua­ción (x—aY{x-\-b)\x—c )*= 0 , tiene tres raíces iguales á a, dos igua­les á — y euatro iguales á c.182. De los principios anteriores se deducen varias conse­cuencias.1 E l primer miembro de una ecuación del grado m, es igual al 

producto de m factores binomios, que se obtienen restando de x  cada 
una de las m raíces.Por consiguiente, dadas las raíces de una ecuación, podremos formarla igualando á cero el producto de los factores que resultan, restando de x  cada una de las raíces. Así, se verá que la ecuación que tiene por raíces los números 1 ,2  y — 3, es

{ x —\){x—2){a;-f-3)—2.*̂  La unidad tiene m ralees emésimas; ó lo que es lo mismo, hay m expresiones que, elevadas á la potencia m, nos reproducen la 
unidad.

m._En efecto, si hacemos y = V  1, se tendrá, elevando á la poten­cia m y trasponiendo, ?/'"— 1 = 0 ; cuya ecuación queda satisfecha por 
m  valores de y ,  que son las m  raíces emésimas de la unidad. (Véase el 
Algebra elemental, n\im. 195).3.®- No hay más funciones primas de x , que las de primer grado 
con relación á esta variable.183. Toda ecuación algebraica, de coeficientes reales, que tiene 
una raíz imaginaria — i ,  tiene otra conjugada a—En efecto, sea la ecuación f  (;a)=0, que tiene la raíz Sustituyendo en ella este valor, se hallará
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[ m - f " ( 4 ^ + f "  w  ^ - / " W2.3.4■/"‘ H 2 .3 4 .5 .6  pe f - . . . ] 3 l / - l = 0 ;R2 Q4rr(a)—  ̂(a) —  -i-/  ’ (a)---------
V \ }  ¡  ̂  ̂ ^2.3.4.5 "  ̂ '2 .3 .4 .5 .6 .7ó representando por A y B las cantidades reales que hay dentro de los paréntesis, tendremos

Para que esta ecuación se verifique, es menester que se tenga 
A=Oy B = 0 . Ahora bien, si nosotros sustituimos a; por la expresión
a—p — 1, lo que equivale á cambiar en el desarrollo anterior p en —p, tendremos / ( « _  p '/ Z :T )= a — BP 4;y como las cantidades A y B no han cambiado de valor, por no con­tener más que potencias pares de p, seguirán siendo cero, y por con- .siguiente se tendrá A— Bpk^— 1 = 0 ; ó lo que es lo mismo,? ^ ) = 0 ;lo que nos prueba, que a—p V — 4, es raíz de la ecuación propues­ta f [ x ) = Q .CoNSECCENCiA. Las raíces imaginarias de una ecuación alge- bráica de coeficientes reales son conjugadas, y por tanto su número es par.Análogamente se demostraría, que si una ecuación de coeficien­tes conmensurables tiene una raíz de la forma b , tiene otra conjugada a— b.OBSERVACION. Si f { x)  contiene términos imaginarios, A y B no serán reales, la ecuación /‘(a-f-pk^— 4) no se descompondrá como anteriormente en A = 0  y B = 0 , y el teorema anterior no será siem­pre cierto. Pero no se vaya á creer por esto, que una ecuación de coeficientes imaginarios, no pueda tener raíces imaginarias conju­gadas.184. E l  prim er mi&mhro de imcb ecuación algebraica de coefi­
cientes reales, es igual al producto de tantos factores de primer grado 
corno raíces reales tiene, y  de tantos factores reales de segundo grado 
comopares de expresiones imaginarias conjugadas la verifican.



Siendo a. I ,  c , . . .  k , l ,  las raíces de la ecuación/(a:}=0, se ten­drá (182, 1/)
f  [a;)=(a'—a) {x— l/) { x — c ] . . , [x —-k) {x— l).Si todas las raíces son reales, el principio queda demostrado. Si hay raíces imaginarias, éstas se hallarán en número par, y serán con­jugadas de dos en dos; de modo, que si k y l  son dos de estas raíces,se tendrá, representándolas por ,

{x— k) {x— ?)— (a:— ? V — 1) 1 =
donde vemos, que el producto de los dos factores correspondientes á dos raíces imaginarias conjugadas, es de segundo grado y de coefi­cientes reales. Esto se verifica para cualquier otro par de raíces con­jugadas; luego el principio queda demostrado.

DE ECOAOlONES.

Itc la c lo n co  que itiieii ú ln»i m ir e s  clr imn ccuocloi» n lg c ltriilca  con lo s 
co cflo icn ics  de In lulsiua.

186. En toda ecuación reducida á la forma ordinaria 
f  “ t—•' H-P'"] el coeficiente del segundo término es igual d la suma de las raí­

ces, tomada con signo contrario; 2.® el coeficiente del tercer término 
es igual d la suma de sus producios binarios; 3.® el coeficiente del 
cuarto término es igual á la su/m-a de los producios ternarios de las 
raíces, tomada consigno contrario, éter, y  finalmente, el ultimo ter­
mino es igual al producto de todas las raíces tomado con su signo 6 
con signo contrario, según que sea par ó 'impar el grado m  de la 
ecuación.En efecto, sean a, h, c, . . .  k , l, las raíces de la ecuación /(a;) =  0. Según la primera consecuencia del número 182, se tendrá

J \ x ) ~ [ x —a) [x— 6) [x —c). . .  {x—k) [x — pero representando por S, la suma de las raíces, por la de sus productos binarios, y en general por S „  la de los productos de estas raíces tomados de n á n, tendremos {Alg.  tomo I , núme­ro 16o) (íc— a) [x— b) {x—c) . . .  ( x — k) (a::— 1)=



y por consiguiente, identificando, se tendrá, según queriamos de­mostrar,P .= — S „ P , = + S „  P , = - S „  . . .  P„ = ± S „ , . . .  P„, = ± S , « .186. La s  m relaciones que hay entre las m raíces de ima e&aa- 
don y los coeficientes de la misma, no bastan para determinar estas 
raíces.En efecto, como cada una de las raíces entra de la misma ma­nera que las demás en la formación de los coeficientes, si entre las 
m  relaciones eliminamos todas las raíces ménos una, que llamaremos 0, siempre hallaremos la misma ecuación, cualquiera que sea la raíz que dejemos de eliminar; con la sola diferencia de que en cada una de ellas, la incógnita será la raíz que no se ha eliminado; luego esta ecuación final en a, tiene que ser por lo ménos del grado m , puesto que ha de dar las m raíces de la propuesta. Mayor que m no puede ser; porque entónces excedería por lo ménos en una unidad, lo cual probará que además de las m raíces de la ecuación, hay otro valor de a; y como lo mismo sucederia si hubiéramos dejado de eli­minar 6, c, etc ., se sigue que además del sistema de raíces a, h, c , . . .  tendríamos otro sistema distinto oJ, h', c' q u e  se hallaría conte­nido en dicha ecuación final; y por tanto, esta seria por lo ménos del grado lo cual no puede ser; porque si se tuvieran, como acabamos de ver, los dos sistemas anteriores de valores que verifica­sen á las relaciones que hay entre raíces y coeficientes; es decir, si se tuvieran los dos sistemas de ecuaciones. . .  = S , ,  a 6 + a c ...= S ^ , a b c -\ -a b d ...=  ^ . , . . .ahc . . . l  =  Sm  ̂los dos productos

{x—a)[x— h)[x—c ) . . , [ x ~ l )  y {;x~a^){x~¥)[x— d ] . . . [ x ^ V )  serian iguales, y se tendría descompuesto el primer miembro de la ecuación daday^(:i;)=0, en dos sistemas distintos de factores primos, lo cual no puede ser; luego la ecuación que resulta de eliminar to­das las raíces ménos una entre las relaciones que ligan á las raíces de una ecuación con los coeficientes de la misma, es la ecuación propuesta, en la que se ha sustituido la.incógnita x  por la raíz que no se eliminó.Esto mismo se puede comprobar efectuando la eliminación.Sea, para fijar las ideas, la ecuación

TBOKIA GENERAL
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Lasraíces, P,¿c®-h +  Pj^ -h  P * =  0.ecuaciones de condición serán, llamando a , 5, c, c¿, á las. <2—(—6—)—C-^C? — —  P j,
Qb~\~úiC~^dd~\~hc—\~bd~̂ —cd Ps*

abc-\~ahd~\-acd-\-hcd= — P ,̂ 
abcd — P ,.Multiplicando la primera por— a^, la segunda por + a ® ,  la terce­ra por — a , y sumando, hallaremos, después de hecha toda reduc­ción, — íz'^P.a^-hP^a^H-Ra+P^, ó bien a í-f-P ,a“-hP2«"+p5«4-p4= 0;donde vemos, que la ecuación resultante de la eliminación es la propuesta, en la cual se ha sustituido la incógnita x  por la letra o.Del principio anterior se deduce el modo de hallar m números, conociendo su suma S ,, la suma de sus productos binarios, la de los productos ternarios Sg y así sucesivamente y por último el pro­ducto S«i de todos ellos; pues evidentemente serán estos números las raíces de la ecuación187. íSi todas las ralees de una ecuación son enteras  ̂ los coeficien­

tes de esta ecuación sej'án también enteros.En efecto, la suma de números enteros, lo mismo que la de sus productos binarios, ternarios, e tc ., son también números enteros; luego los coeficientes de la ecuación propuesta son enteros.La recíproca no es cierta; porque puede suceder que todos los coeficientes de una ecuación sean enteros, y sin embargo no tenga raíces enteras.
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LECCION XXL

Modo de variar ima fmicion racional y entera/(.c), enandox varía por U ley de continnidad 
entre_y + ® . Eepresentacion {feométrica de esta función.—Ecnacionesnuniáricas, ca­
sos en qne una ecnacion tiene raíces reales.

n o d o  de T u rla r u n a  fu n cio ii ra c io n a l y  e n tera  f{x)> cuan do x  v a r ío  p o r la  
le y  d e  co n tin u id a d  e n tre  V +«> K c p rc se n ta c lo n  « co n iétrica  de esta  
fu n ció n

488. Ya hemos visto anteriormente: 4.° Que si la variable de una función racional y entera varía por la ley de continuidad, la función aumenta ó disminuye según la misma ley (69). 2.° Que esta función es creciente ó decreciente, aumentando x ,  según que la de­rivada sea positiva ó negativa (72). 3 .“ Que una función cualquiera es continua, cuando la derivada es constantemente finita para valo­res finitos de ¿e (70).Esto supuesto, sea la función racional y entera más sencillaEsta función es continua, porque su derivada y ’ — per­manece siempre finita para valores finitos de a:. Además, varía desde 0 Jiasta + 0° í cuando x  varía desde 0 á ±  00 , si m es par; y desde O hasta ±  00 , cuando x  varía desde 0 á =b 00 , si m es impar; de modo, que estará representada gráficamente por una curva de la for­ma de la figura 7.% si m es par; y sí fuese impar, su forma seria la de la fig. 8.^



DE ECUACIONES. 155189. Si consideramos dos fundones de la misma especie, 
y = ' B x ' ' ,  y hacemos que x  varíe desde 0 hasta , la reía-cion —=  variará desde O hasta co , permanecerá constante, ó

y, Ba?"variará desde oo hasta 0 , según que se tenga m = n  ó m<C.n.
y  AEn efecto, si m > n , se tendrá —= —x ”' - ’‘=k!x'^', cuya expresión
Vi Bes cero para ¿c= 0 , é infinito para x —cc , siendo continua entre es­tos limites.

/y ASi - ,  cantidad constante.y A 1Por ultimo, si m <Ín ,—= —><
Vi B A \= —X — : expresión que es igualre"-'" B x'̂

h 00, cuando ¿e=0; é igual á cero, cuando x — <x>.190. De lo dicho anteriormente se deduce, que si se tiene una función raciona! y enteraF(rc)=A(,re'”~l-A,¿c'"— . .-|-Am_£rc-f-Am, ordenada con relación á las potencias decrecientes de x ,  podremos dar á esta variable un valor ta!, que reduzca al primer término de dicha función á una cantidad mayor en valor numérico que la suma de todos los demás; puesto que podremos hacer que la relación de este primer termino á cualquiera de los restantes, sea mayor que cualquiera cantidad por grande que sea.191. Toda función racional y  entera de x de grado par,  conserva 
siempre un mismo signo para valores de x no cojnprendidos entre cier­
tos li mies —V y  1, pudiendo camliar de signo tan sólo para valores 
de X comprendidos entre estos limites.En efecto, supongamos para fijar las ideas, que el primer coefi­ciente A(, de la función A„a:'"-}-Aj¿K’"-^-t—•• sea positivo. Dando á x  valores desde O á h- go , llegaremos á uno l , á partir del cual el signo de la función será siempre el de su primer término, es decir, positivo. Si ahora damos á x  valores que decrezcan desde O á — oo , el primer término, como de grado par, será siempre positivo, y llega­remos á un cierto valor — V, á partir del cual la función conservará el mismo signo que este primer término; es decir, será siempre po­sitivo. Luego la función, á partir de estos valores — V y ? de ¿c, será constantemente positiva é irá creciendo sin límites, á medida que¿r crezca indefinidamente en valor numérico.



Si el primer coeficiente hubiera sido negativo, la función conser— varia el signo negativo en iguales circunstancias.
156 TEORÍA GENERAL

Fig. 9.»En el intervalo de x ~ — l' ó. x = l ,  la función podrá crecer y de­crecer un cierto número de veces, que dependerá del grado de la misma.Una función de esta especie se hallará representada geométrica­mente por una curva {fìg, 9.*), que decrecerá desde -i-cc , para vol­ver á crecer hasta , presentando en el intervalo correspondien­te á dos valores — y ? de la variable x ,  una sèrie de ondulaciones.Si la,función es de grado impar, y hacemos crecer á x  desde 0 á -}-«>, se hallará un cierto valor l , á partir del cual la función será constantemente del mismo signo que su primer término (191), es decir, positiva. Si damos después á x  valores que decrezcan desde 0 á — oo , el primer término será siempre negativo; y á partir de un valor mayor en valor numérico que l', pero negativo, la función ten­drá el mismo signo que su primer término; es decir, será negativo, creciendo en valor numérico hasta infinito. Luego la función será constantemente positiva y creciente, á partir del valor positivo l; y será negativa, pero cada vez mayor en valor numérico, á partir del valor negativo— presentando la circunstancia, como en el caso anterior, de poder crecer y decrecer varias veces en el intervalo de 
x = l  á x = — l'.Así se representará gráficamente por una curva, que crecerá de — 00 á + 0 0  , presentando un cierto número de ondulaciones en el intervalo de x —l á x = — como lo indica la figura 10.
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F iff . 10,192. Hemos dicBo que el número de veces que puede pasar una fun­ción á ser creciente j  decreciente, entre dos límites l y  —l' de la variable, lo cual se representa gráficamente por las ondulaciones de la curva, de­pende del grado de la función. E n  efecto, una función del grado m , 'puede 
crecer y decrecer entre dos límites dados tantas veces como unidades tiene el eX, 
ponente m, y el número de ondulaciones q-ue en su representación podrá tener 
la curva, serám—1.Sea en primer lugar una función de primer grado

y=ax+bisu derivada se rá^ '= a , cantidad constante; luego la función crecerá ó decrecerá constantemente, según que se tenga a >  ó < 0  *; luego la fun­ción no tendrá en su representación geométrica ninguna ondulación; es decir, será una línea recta, tal como A B  (fig. 11), que cortará al eje O X , <5 le será paralela, tal como A ' B ', según que ct> ó < 0 ,  d a = 0 . (72 y 73.)En el caso de no ser a =  0, la función tiene que anularse por un sólo valor de x, que será x  = 0  M  ó 
x= —Ü N , correspondiente al pun­to M  ó N  en que la recta corta al eje.Sea en segundo lugar la fitfLcion de segundo grado

y =  ax^-hbx-hc; su derivada es y '—2ax+b.Si la función y es realmente de
*  Cuando digamoa que una función es constantexente creciente <5 decreciente, se en­

tenderá siempre que ea para valorea crecientes de la variable.



158 TEORIA. GENERALsegundo grado, a no puede ser cero, j  la derivada representará, como acabamos de ver, una recta, que cortará al eje O X ;
Y por tanto, pasará de positiva á negati­va, ó vice-versa: la función tendrá que ser, por con^iguiente, primero creciente y después decreciente, ó al contrario; luego la curva que larepresente tendrá una ondulación, como indica la figura 12, y podrá ser cortada por el eje O X  en dos puntos IM y N , ó en ninguno, como sucede en la curva de puntos. Luego en el intervalo de » = —O L ' a a j= O L , la Fig. ;2.función cambia una vez de sentido, pasando de creciente á decreciente.Si la función es de tercer grado, tal como ?/ =  fla®+ bx^+cx +  d; su de­rivada y'=Sax^+2hs-^c será desegundo.yestará representada por una cur­va que presentará una ondulación, y podrá ser cortada por una recta que tomaremos por eje de las x  en dos puntos, como anteriormente hemos vis­to. Esta derivada podrá pasar, por ejemplo, de negativa á positiva, y luego otra vez de positiva á negativa. L a  función será, por consiguiente, primero decreciente, luego creciente, y después volverá á ser decreciente, presen­tando tres cambios de sentido; la curva que la represente tendrá dos on­dulaciones, pudiendo ser cortada, como lo indica la figura 13, en tres pun­tos P, Q , K ,Continuando del mismo modo, se ve que una fun­ción racional y entera del grado m, puede presentar 
m cambios de sentido en el intervalo comprendido en­tre dos límites, y que la cur­va que la representa puede tener m—1 ondulaciones en este mismo intervalo, dando origen así ápoder ser corta­da por una recta, que supondremos ser el eje á lo más en m puntos, para l(í̂  cuales el valor de esta función es cero; de donde se deduce el teorema que ya conocemos, de que una ecuación no -puede tener más que m 
raíces, que serán las abscisas de estos puntos.O b s e e t a c io n e s . 1.‘  Si la función fuese de un grado infinito, presen­tarla en su marcha un número infinito de variaciones; la curva que la re­presentara tendría un número infinito de ondulaciones, y la función pa­saría por uua serie de valores iguales; y si el polinòmio que representa es­ta función cumple con ciertas condiciones, podrá suceder que estos valo­res iguales porque pasa la función se reproduzcan periódica é indefinida-



DB ECÜAOIONBS. i 59mente, como ha sucedido en los polinomios de grado iníinito que consti- tui' ên las series del seno y coseno de un arco.2.“ Cuando ios límites entre los cuales la curva presenta las ondula­ciones se. van estrechando, estas ondulaciones se van haciendo cada vez más pequeñas; y si estos límites se hacen iguales, las ondulaciones se re­ducen todas á uíia sola. Esto sucede cuando los puntos en que la cu ^ a  corta al eje van aproximándose unos á otros, en cuyo caso las distancias qi;e hay de estos ul origen tienden á ser iguales; pero estas distancias ex­presan las raíces de la ecuación que resulta de igualar la función a cero; luego cuando estas raíces se hacen iguales, las m — 1 ondulaciones se re­ducen á una sola, como ha sucedido en las figuras 7.“ y 8.‘, correspondien­tes á la función y = A x ^ ,  que se anula por m valores cero de x.

K cu aeioaes n um érl ::as; caso!« e n  que u n a  ecu ación  tien e  ra íce s  rea le» .193. Se llama ecuación numérica, aquella cuyos coeficientes y ex­ponentes son números conocidos. Así,— 5j:^+42?—7 = 0 ,es una ecuación numérica de tercer grado.Se dice que una ecuación del grado m es completa, cuando tie­ne todas las potencias de la incógnita, desde la emésima hasta la po­tencia cero\ y faltando alguna, se dice que es incompleta.Toda ecuación incompleta puede hacerse completa, introducien­do las potencias de la incógnita que faltan, afectadas del coeficiente 
cej'o. Así, la ecuación incompleta3 ^ 2 _^ 7 = 0 ,podrá completarse, escribiéndola del modo siguiente: ícH -O  ■ V*H-0 . . 2!-j-7 =  0.Es necesario no despreciar la circunstancia de que la ecuación sea ó no completa, porque podría, en algunos casos, dar origen á errores.194. Si dos números cualesquiera « ^ P, sustituidos en vez efe x e« 
una función f(x}, dan resultados de signos contrarios, la ecuación f^x)=0 
tiene una raíz real })or lo menos, comprendida entre a y y en gene­
ral un número impar.Sea a el menor de los dos números, y supongamos que f{x )  tiene un valor negativo para a: =  a , y un valor positivo para a: =Si ahora imaginamos que x  crece de una manera continua desde « hasta la función variará del mismo modo desde /'(a), que es ne­gativa, hasta fi}) , que es positiva; y como es finita en este interva-



lo , tendrá que pasar necesariamente, una vez á lo ménos, por el va­lor intermedio cero, el cual corresponderá á un cierto valor a de ¿r, comprendido entre « y luego vemos que hay por lo ménos una raíz real de la ecuación f \ x ) = 0 ,  comprendida entre estos dos nú­meros.Si suponiendo que á partir de este primer valor a, que anula á 
/ { x ) ,  hallamos, ántes de llegar á darle á ¿c el valor p, otra raíz real 
b de la ecuación, la función tendrá que pasar de positiva á negativa en el intervalo de x — h— h á x = h -\ -h , siendo h  suficientemente pe­queña para que entre h—h y h-\-h no haya comprendida ninguna raíz de la derivada f'{xy^\  y si para el valor x = h -y -h  la función es negativa como al principio, tendrá que cambiar necesariamente una vez más de signo para que resulte positiva; luego si admitimos dos raíces comprendidas entre a y p, tiene que admitirse necesariamente una tercera raíz c. Si admitida esta tercera, supusiéramos una cuarta raíz d, también en este caso la función pasaria necesariamente de positiva á negativa, en el intervalo de x = -d — h á x=d~\~h; es decir, volvería á tener la función el mismo signo que al principio: y como para el valor de x = ^ ,  ha de tener signo contrario, es menester que cambie necesariamente otra vez más en .el intervalo de x = d  á y así sucesivamente; luego en general, entre a y p habrá comprendi­das un número impar de raíces reales de la ecuación / (¿r)=0.195. S i dos números cualesquiera « 2/ p, com'prenden un número 
impar de raíces reales de la ecuación f ( x ) = 0 , sustituidos en vez de x 
en f  (x), darán resultados de signos contrarios.
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*  Hemos dicho que en el intervalo de x= b —h á x —b+h^ la función pasa de positiva á negativa, para lo cual se ha establecido la condición de que h fuese suficientemente pequeña, con el objeto de que entre b—h y b+h  no haya nin­guna raíz de la derivada de f{x). Cuando esto se verifica, es claro que no hay dificultad; porque no pasando la derivada por cero, no cambia de signo en este intervalo, y por consiguiente la función es constantemente creciente ó decre­ciente, y al pasar por cero tendrá necesariamente que cambiar de signo en este intervalo. Pero si para el valor b que anula la función, se anulase también la derivada, entónces la función pasaría en general por un minirao cero, y la cur­va que representase esta función seria tangente en este punto al eje de las x; lo cual supone que dos puntos de sección se ban reunido en uno sólo, por* lo que se dice que la ecuación tiene en este caso dos raíces iguales. El teorema no cae por consiguiente en defecto, aun suponiendo que f'{x) se anule para el valor 6.



Sean a , 6, c , . . .  l , un número impar de raíces reales de Ja ecua­ción /■(2̂ )=0, que hay comprendidas entre « y p. El polinomio f(x\  se podrá poner bajo la forma '
A ^ ) = { ^ ~ a ) { x ^ h ) { x —c)..,[x— l)<̂  {x), siendo el producto de los factores binómios correspondientes á las demás raíces de la ecuación propuesta.Si sustituimos en vez de x  sucesivamente los números « v a  ten dremos ^

f  (a)=(a— a)(a— 6)(c¡—c)...(a—./(?)—(?— a)(?— — l) 9(3J.Las expresiones i|) (a) y © (p) son de un mismo signo; pues si fue­ran de signos contrarios, los números a y P comprenderían, por lo ménos, una raíz real más de la ecuación propuesta, lo que es contra la hipótesis.Ahora, si suponemos « < p , las raíces íí, b, c , . . .  l , serán mayores que « y menores que p; ios factores (a—a), (a— 6), {a~~G),...{oc~l) serán negativos; y como por suposición son en número impar su producto será negativo; luego /{«) será de signo contrario que ©(a) ó ■ que 9(?). Todos los fáctores (p -a), (p-5 ), (8-c ) ,. . .( p _ / ) , son positi­vos; su producto será, por consiguiente, positivo también; lue ’̂-o /(p)tendrá el mismo signo que 9® : por lo tanto, f{a)  y f{^) tíenen^signos contrarios. ® ̂ 196. S i  c/o.v números cualesquiera « y  p, sustituidos en una /̂ un­
ción entera f(x), dan resultados de un mismo signo, la ecuación f(x )= o  íwne un numero par de raíces reales comprendidas entre a y s ¿ 
tiene ninguna.En efecto, si tuviera una, ó en general un número impar, los re­sultados de sustituir a y p en/(ír) serian de signos contrarios ( ¡ 95) lo cual es contra el supuesto.  ̂ ’197. S i dos números cualesquiera « y p «(? comprenden raíces rea­
les de la ecuación racional y entera f(x)=^0, ó comprenden un nmnero 

p a r, la sustitución sucesiva de estos dos números en f  (x), dará resul 
lados de un mismo signo. ~En efecto, si diera resultados de signos contrarios, a y p com prenderían un número impar de raíces reales (194), lo cual es co ~ tra la hipótesis.

Observación . Los teoremas {194 y 196), lo mismo que sus cíprocos, se veriücan lo mismo para las funciones racionales y ente '̂T omo JI.
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ras que para cualquiera otra función, siempre que tenga la propie­dad de ser continua para valores de a) comprendidos entre a y ? ,  núes en la demostración no se lia exigido otra condición; porconsiguíente, estas propiedades.no pertenecen exclusivamente a las fun­ciones racionales y enteras.198 Por conaideradones geomkriea, se puede yer fáoümeute la e « c -  Hí-nH Ae los teoremas anteriores que acabamos de demostrar.Sea/(®) una función continua cualquiera, que supondremos represtada por una curva N  Q  M  {fid‘ lios puntos de intersec­ción de esta curva con el oje O X ,  corresponderán al valor cero de la  función , y los va­lores de la abscisa x, corres­pondientes á estos puntos, serán las raíces de la  ecua­ción/•(.r)= O í 52). A s í, a lia  curva corta al eje O X  en un punto Q , la  longitud O Q se­rá una raíz d e / (¿r)= 0 .
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Fig. 14.I una raíz a e / W - ^ -  ,  ‘X t . _ f ^ T —REsto supuesto, admitamos que para los valores ír= —O E  = a y  la función tiene signos contrarios L 'M  y —L  N ; pero siendo la función continua, no podrá pasar la curva del purto M  al punto N , sm cortar ne­cesariamente al eje O  X  en un cierto punto Q . . ,Si la curva corta al ejo en varios puntos, como lo indica la linea marca­da de lleno, el número de estos puntos será impar. E n  el caso presenteson tres, 3?, y ^Supongamos abora que ios dos va­lores — 6  L ' =  a .y  0 L  =  ? dé la  va­riable X 15), dan para la función _T. valores de un mismo signo — L  P  y ■ ■' -  E Q . E n  general , la curva irá delpunto P  al punto Q  sin cortar al eje O X  , y  la  ecuación no tendrá nin­guna raíz comprendida entre  ̂ a y ? ;  pero si corta al eje , lo hará^ en un número par de puntos M , N , y la ecuación tendrá un número par de raí­ces reales comprendidas en este interFig. 15. ^^^0-199. Toda ecuación racional y  entera de grado impar, tiene por 
lo menos una raíz real de signo contrario al de su último term Sea la ecuación



DB ECUACIONES. 463* + . .  P ^ = 0 ,cuyo primer término es positivo, y negativo el último.Si damos á x  el valor 0, el resultado será — P^; es decir, negati— vo. Si ahora damos á ¿r un valor /, suficientemente grande, el resul­tado será positivo (1911; luego entre 0 y / hay comprendida por lo ménos una raíz real de la ecuación / ( z ) = 0 , y en genera! un número impar (lO i).Del mismo modo se demostrarla en el caso de ser el último tér­mino positivo.200. Toda ecuación racional y  entera de grado p a r, cuyo último 
término es negativo, tiene por lo minos dos raíces reales, wnapositiva 
y otra negativa, y en general un número imnar de cada clase.En efecto, haciendo x = 0 ,  se obtiene el último término, que por hipótesis es negativo; después, dando á x  dos valores l' y l ,  suficien­temente grandes en valor numérico, uno negativo y otro pCsitivo, se hallarán resultados positivos ('191); luego entre 0 y — /'habrá com­prendida por lo ménos una raíz real, y otra entre 0 y /, y en gene­ral un número impar (194).20 í . Con secu en cia . Si una ecuación no tiene más que raíces 
imaginarias, ent i será de gmdo por, su último término será positivo, y 
el resultado que se obtiene sustituyendo en vez de x un número cualquie- 
Ta, será posUico también.Las tres partes que este teorema comprende, se demuestran fá­cilmente por reducción al absurdo.202. Ob ser v a ció n . La recíproca déla proposición anterior no es siempre cierta, porque puede haber ecuaciones que cumplan con todas las condiciones indicadas, y no contengan- raíces imagina­rias.
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LECCION X X iI.«
Eegla de los siguoa de líeaCMJ^ia.-Limitedel número de raíces imaginarias de una ecnacion. 

K c g l a  «le lo a  a ig u o s  «le l> e » c u v tc s .
203. Se dice que dos términos consecutivos de un polinòmio de coeficientes reales j  ordenado con rel^icion á ¿c, forman una variación cuando están afectados de signos diferentes; y que forman una per­

manencia, cuando tienen signos iguales.Por ejemplo, la ecuación—  k-x^~\-3x^— o x — 7 =  0, presenta dos permanencias y tres variaciones.204. Una ecuación, cuyo primer término supondremos siempre po­
sitivo, presenta un número par ó impar de vaiiaciones, según que el 
último término sea positivo ó negativo.En efecto, para pasar de un término positivo á otro que también lo es, se necesita evidentemente un número par de cambios de sig­
nos; y como cada cambio origina una variación, habrá un número par: si todos ¡os términos son positivos, habrá cero variaciones, y cero se considera siempre como número par.Del mismo modo se vé, que cuando el último término es negati­vo, la ecuación presenta un número impar de variaciones.2ü5. S i  se multiplica, un polinòmio de coeficientes reales y orde­
nado con relación á's., por el binòmio x  — a, siendo a un número 
positivo, el polinòmio que resulte tendrá por lo menos una va/riacwv 
m<fs, y  en gemerai un número impar.Sea el polinomio ordenado con relación á x ,r t  Ajdj'iip ............^  A^x -j- A^,que principia por un grupo de términos positivos, despuessigue otro de términos negativos, luego continúa un tercer grupo de términospositivos otra vez, y así sucesivamente, hasta llegará un ultimo gru-



po que principia en q : en el cual todos los términos sonde un mismo signo —  ó 4 -« Cada uno de estos grupos podrá tener varios términos, ó uno solo. En este polinòmio cada variación se for­mará al pasar de un grupo cualquiera al siguiente, y e! número de las variaciones que presente se hallará contenido entre el primer término y el pues á partir de éste, todos tienen el mismosigno.Efectuando la multiplicación de este polinòmio por .x —  a, ha­llaremos
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Comparándooste resultado con el multiplicando, veremos que desde el primer término hasta la potencia x \  hay por lo ménos tan­tas variaciones como en el polinomio dado; y si hay más, el exceso será un número par; pues el multiplicando y la parte del producto hasta la potencia x^, están terminados por los mismos signos; luego hay en ambas partes un número par de variaciones ó un número im­par (20Í ), y la diferencia de dos números pares ó de dos impares es siempre par. Desdóla potencia ;r’ del producto hasta el último tér­mino hay por lo ménos una variación y en general un número impar, porque para pasar de un término positivo áun negativo ó viceversa, se necesita necesariamente un número impar de cambios de signos; luego si desde el primertérmino del producto hasta la potencia ¿c^hay tantas variaciones por lo ménos como en cl multiplicando, y desde la potencia x ' hasta el último término hay por lo ménos una, es cla­ro que este producto tiene por lo ménos una variación más. Si tie­ne más, el exceso será un número impar; porque ya hemos visto, que el exceso de variaciones que puede haber en el producto desde su primer término hasta la potencia .x'' sobre el multiplicando, es un número par; y agregando á éste el número de variaciones que hay entre x ’’ y el último, que acabamos de veres número impar, tendre­mos la diferencia total de variaciones, que será un número impar.20G. Teorem a  d e  D esca r t es . E n  toda ecuación algebraica de 
coeficientes reales completa ó incompleta^ el número de t'alces positivas 
no es maxjor que el número de variaciones.Sea /(.2?'=0 una ecuación algebráica de coeficientes reales, cu­yas raíces positivas son a , b, c, . . .  l . Representemos por ^(a;) el pro-



TBOBÍA g b n e r a lducto de los factores binomios correspondientes á los demás raíces^ tanto negativas como imagitiarias, y tendremos
f [ x ) ^ { x — a) {x— b) {x—c) . . .  (®— (a:). ^La expresión 9 (5;), que igualada á cero no tiene más que raíces negativas é imaginarias, tiene sus coeficientes reales, y su último término es positivo; pues si fuese negativo, tendría por lo ménos una raíz positiva, lo cual es contra la hipótesis. Ahora bien, si m ul- lipiicamos este polinòmio sucesivamente por cada uno de los bino- mios x — a, x — h, . . .  x — h  que corresponden á las raíces positivas^ cada producto contendrá porlo ménos una variación más que el an­terior; luego el producto final f [ x ) ,  tendrá por lo ménos tantas vanaciones como raíces positivas hay.207. OusíBVACios. S i el nùmero ie  raíces posüwas no es 

igual al númei-o de rariaciones, la diferencia será un numero par. ^En efecto, acabamos de ver, que ®(.*) tiene su ultimo termino positivo; y por tanto, ó no presenta variaciones, ó presenta un nume­ro par (20i). Además, el producto de ®(¡r) por (k —a), (■*-»). ••• 
( x — l), excede en variaciones á f U )  en uu número paró impar se gun que el número de raíces sea par ó impar también, luego c nu mero de variaciones de f{x )  será par ó impar, según que e numero de raíces positivas sea también par ó impar; y por tanto, la diteren- 

c ío  que hay entre el número de ratees positivas de una ecuación y el de variaciones, siendo la diferencia de dos números pares o impa-res, será siempre un número par.908. COSSECCESCIA. /7na ecuación algebraica de coeficientes rea­
les, no puede tener más raíces negativas que variaciones presenta la 
tras formada en—x.En efecto, los raíces de la trasformada son ¡guales y do signos contrarios á las de la propuesta; y por ccusiguieiUe, el numero de raíces negativas de esla, que son las positivas de la trasformada, no será mayor que el número de variaciones de esta trastor-Ciada.209. E l  número de variaciones que presenta una emacion y 
m. trasformada & n ,^ ^ ,n o  es mayor que el grado m  de dicha ecua-

mon.En efecto, si la ecuación es completa y del grado el numero de sus términos será evidentemente m-\-\. Entre cada dos términos habrá una variación ó una permanencia; luego el número de vana



dones, más el número de permanencias, será iguai á m . Ahora bien, cuando se sustituye x  por — x ,  cambian de signo los términos de grado impar, y por consiguiente las variaciones se convierten en permanencias y recíprocamente; luego el número de variaciones de la ecuación propuesta, más el de la Irasformada, es igual al grado m de la ecuación. Si la ecuación es incompleta,.el número de varia­ciones no aumentará, sino que por el contrario podrá disminuir; luego si representamos por u el número de variaciones de la propuesta, y por v' el de la trasformada, se tendrá en general v - ^ v ' =  ó < m .210. Si el número v-Hv' de variaciones que p?'esenta, una ecuación 
y  su irasformada en — x, es menor que el grado m de la ecuación, ésta 
tendrá, por lo menos, m — (v-l-v') ralees imaginarias.En efecto, el número de raíces positivas de ia ecuación , no es mayor que v\ el número de raíces negativas no es mayor que v  , luego el número de raíces reales, que representaremos por r ,  no es mayor que v-\~v'\ es decir, que se tendrá r =  ó <C donde
m —r =  ó > m — (v-|-uO; pei’o «í —í* representa el número de raíces imaginarias; luego el número de estas es igual ó mayor que la dife­rencia que hay entre el grado m de la ecuación y la suma r-f-u de variaciones de la ecuación propuesta y trasformada en x .211. S i  todas las raíces de una ecuación son reales, el número p de raíces positivas es igual al número v de variaciones, y  el nume­
ro n de raíces negativas es igual al número de variaciones de la 
trasformada en — x.En efecto, si todas las raíces son reales, ij+ u' no puede ser me­nor que m, porque cntónccs habría por lo ménos m—(u-f-i;) raíces imaginarias (210 :̂ mayor que m tampoco puede ser (209;; luego será igual, y tendremos

p \-n m) donde p -\-n = v-^ v ',Ahora bien, p  no es mayor que v; luego será igual ó menor: me­nor no puede ser, porque si lo fuera , n tendria que ser mayor que t/, lo cual es imposible (208); luego p —v, y n = u '.Con secuencias . '1 Cuando una ecuación tiene todas sus ralees 
reales y positivas, dicha ecuación es completa, y  su primer miembro no 
presenta más que variaciones. En efecto, si tuviera una permanencia, la trasformada eii — a? tendria una variación que acusaría una raíz negativa, lo cual es contra el supuesto.
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2. 9̂/ todas las raíces son reales y negativas, el primer miembro 
de la ecuación no tendrá más que permanencias; pues si tuviera una variación, la propuesta tendria una raíz positiva.Recíprocamente: '1.“ Cuando una ecuación c o m p l e t a  no tiene 
más que variaciones, todas sus ralees reales son positivas. En efecto, si la propuesta tuviera una raíz negativa, la trasformada tendria por lo ménos una variación, lo cual es imposible; porque una ecuación 
completa que no tiene más que variaciones, su trasformada solo pue­de tener permanencias.2.*̂  Cuando una ecuación c o m p l e t a  ó i n c o m p l e t a  n o  tiene más 
que permanencias, todas sus raíces reales son negativas. En efecto, cualquier número positivo sustituido en vez de la incógnita, dará una suma de cantidades positivas, y por consiguiente nunca podrá ser igual á cero.

lÁinItc del núm ero do raíces iuingiiiarias de una ecuación .212. (Jna ecuación incompleta y su trasformada en —x ,  po­drán presentar un número de variaciones v-{-d , menor que el grado 
m de la ecuación; y en ese caso, según hemos visto anteriormente, dicha ecuación podrá tener un número de raíces imaginarias igual por lo ménos á m— (üh- u').213. lina ecuación incompleta tiene, por lo ménos, tantas raíces 
imagimarias, como unidades hay en la suma de los mayores números 
pares contenidos en la diferencia de los exponentes de cada dos tér­
minos consecutivos de un mismo signo, más el número de unidades 
que hay en la suma de los mayores números pares contenidos en la  
diferencia de los exponentes de cada dos términos consecutivos de sig­
nos coyhtraHos, disminuida en una unidad.En efecto, sea la ecuación-f-Aa:"—" -¡-B.r"'-’»-«' _  0.Representemos por v, d ,  u " ,. . .  los números respectivos de varia­ciones formadas por el primero y segundo término, el segundo y tercero, tercero y cuarto, e tc ., tanto en la ecuación propuesta como en la trasformada en — ,r, y tendremos, llamando V al número to­tal de variaciones,de donde
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m—V —(n —r)'-i-(n  ̂— • •Las diferencias (n—u), (n'—v'), («"— u '') ,... son todas positi­vas*; luego si alguna no es cero, m—V tampoco lo será; y no siendo 
m —Y  cero, habrá por lo ménos tantas raíces imaginarias como uni­dades expresa m—V; ó lo que es lo mismo, como indica la suma de las diferencias n —u, n'— v', n"— etc.Esto supuesto, consideremos dos términos consecutivos de un mismo signo. Si la diferencia n de los exponentes de estos dos té r - ‘ minos es par é igual 2k, el número de variaciones v que forman en la propuesta y trasformada será cero; luego n—v==2k, número de raíces imaginarias que por lo menos tendrá la ecuación. Si n es im­paré igual se tendrá v = \ ,  en cuyo caso n —v = 2 h .  Dondevemos, que en ambos casos el número de raíces imaginarias que acusan dos términos consecutivos de un mismo signo, es igual al ma­
yor número par contenido en la diferencia de sus exponentes.Si los dos términos que se consideran tienen signos contrarios, y la diferencia n de sus exponentes es un número impar 2/c-|-1, estos dos términos presentarán en la Irasformada una permanencia, y ten­dremos u = ]  ; luego n—v = 2 k .  Si la diferencia n  de los exponentos es par é igual 2/¿, se tendrá u = 2 , do donde n~ u=2/c—2; pero si en ambos casos quitamos ó la diferencia n una unidad, y consideramos el mayor número par contenido en el resultado, éste será el menor número de raíces imaginarias que podrá tener la ecuación propues­ta. Luego si conforme al enunciado del teorema, hallamos el núme­ro de raíces imaginarias que acusa cada par de términos consecuti­vos, la suma de todos estos números será un límite inferior de las raíces imaginarias de una ecuación.
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*  Porque el número v do variaciones que presentan dos términos consecuti­
vos cualesquiera en la propuesta y su trasformadaf nunca es mayor que ¡a dife­
rencia n de los exponenles de estos términos. En efecto , si n os un númei'O par» los términos que so consideran serán aniljos de grado par ó impar; en la tras- formada no cambiarán do signo ó ambos caml)iarán, de modo que ao tendrá ü = 0 , o poro n es un número par, que por !o ménos es igual 2; luego v no puedo ser mayor que n. Si n es impar, uno.de los término,s qne se consideran será de grado par, y el otro de grado impar; por tanto, en la trasformada uno sólo cambian’i de signo: de modo, que si en la propuesta presentan estos térmi­nos una vai'iacion ó una permanencia, en la trasformada presentarán una per­manencia ó una variación, y se tendrá ««=•!; pero n es por lo ménos i  también; luego V no puede ser en ningún caso mayor que r .



Sea, por ejemplo, la ecuación¿c®— = 0 .Los dos primeros términos de signos contrarios, manifiestan que la ecuación tiene por lo méuos dos raíces imaginarias; el tercero y cuarto indican otras dos\ luego esta ecuación tiene por lo ménos cua­tro raíces imaginarias.214. M étodo DE S tuem . Sisem 'dlti'plicaunaecuacio'ii'i{^==^, 
por un binòmio x — a, siendo a una cantidad indeterminada, y  el 
producto tiene k  variaciones más ó k  variaciones menos que f  (x), íg 
ecuación tendrá por lo ménos k—1 raíces imaginarias en el primer 
caso, y \  en el segundo.En efecto, supongamos que damos á a un valor positivo, y halla­mos que f { x ) [ x ~ - a ) = 0  tiene k  variaciones más que la ecuación propuesla/(¿c)=0, que supondremos tiene V . La trasformada en x  de esta ecuación tendrá á lomás?w-i-'l— (V-j-fc) variaciones; por consiguiente, /'(a:)=0 no puede tener más de m-f-1— (V-}-/v) raíces negativas, puesto que siendo a positiva, no se introduce en f{x)  
(̂ x— a )= 0  ninguna raíz negativa; pero dicha ecuación no puede te­ner más de V raíces positivas; luego tendrá por lo ménos ni— £ íjz_f_l_(V -h ¿)-l-V ]—¿~ 1  raíces imaginarias.Si damos á a u n  valor negativo, y suponemos que para este valor 
f[x )  {x~a)=^0  tiene k  variaciones de ménos que/(a?)=:0, que como anteriormente hemos supuesto tiene V , la ecuación/'(.r) (a.— a ) = 0  tendrá á lo más V— á. raíces positivas; y como al multiplicar f{x)  por x —a, siendo a < 0 ,  no introducimos ninguna raíz positiva, /■(a;)=0 tendrá también, a l o ma s ,  V— raíces positivas. Fero la  trasforraada e n — a; tiene á lo más m— V  variaciones, y  por tanto el número de raíces negativas no puede ser mayor que m— V; luego el número de raíces imaginarias de f { x ) = 0 ,  será por lo ménos igual á íK—(V—k)—'{m y ) = k .

170 TEOBÍA GENERAL DE ECUACIONES.



TEORÍA DE LA ELIMINACION. m
LECCION XXIII.

Oonaiciones para Quedos ecuaciones racionales y  enteras de a t e n g a n  ra-ces comunes. F o rm a general de u n a ecuación con dos in c ó g n ita s .-P r in c ip io  im portim te re ativo í  es- ta s  ecuaciones.—T eoría de la  elim inación. Casos más sencillos que se pueden pre­sentar.
C o n d i c i o n e s p a riM iu e  d o s  e c u a c i o n e s  r n e i o n a lc s  y c u t e r a »  d e  a t e n g a n

r a íc e s  c o m u n e » .

213. Antes de ocuparnos de la teoría de la eliminación, vamos á examinar qué condiciones se necesitan para que dos ecuacio­
n e s  racionales y enteras de una misma incógnita tengan raíces co­munes.Sean las dos ecuaciones racionales y enteras

f ( x ) = 0  ySi suponemos que estas dos ecuaciones tienen n  raíces comu­nes a , Ò, c , . . .  l , sus primeros miembros/(a:) y serón divisibles por el producto (a:— — Ò) {.x—c) . . . { x — l) de ios factores bino­mios correspondientes 5. cada una de estas raíces comunes; y por consiguiente, dichos primeros miembros tienen un máximo común di­
viso?' relativo del grado n.Recíprocamente, s i los dos primeros miembros f(x) y o(x) de dos 
emaciones f(x )= 0  y 9(x) = 0  tienen un máximo común divisor relati­
vo del grado n, ambas ecuaciones tendrán n raíces comunes.En efecto, sea X „  el m . c. d. del grado n, de los dos polinómios 
f { x )  y ( {̂x); llamemos f , { x )  y 9,(.r) los cocientes de dividir f { x )  y 9(a;) por X« , y tendremos

f {a:)=Xnf , {x)  ylas ecuaciones propuestas se convertirán eu estas otras:
X n f , { x ) = 0  y X«9,(^)=0, las cuales se descomponen evidentemente enX ,.= 0  y / ; H = 0 .  X „ = 0  y %{x)=0.Los n valores de x  que anulan á Xn, son raíces comunes 6 ambas ecuaciones; luego tienen n raíces comunes; y no pueden tener más,



172 TEORÍA DEporque f^{x) y son dos polinómios primos entre sí, y si hu­biera alguna otra raíz a , distinta de las anteriores, /’.(.r) y se­rian divisibles por x  —  a, lo cual es imposible.216. De lo dicho anteriormente se deduce, que para ver si dos ecuaciones racionales y enteras f [ x ) = 0  y ^ > ) = 0  tienen raíces co­munes, se les aplica á sus primeros miembros el procedimiento del m. c. d.  relativo; y si lo tienen, igualándole á cero y resolviendo la ecuación que resulta, tendremos las raíces comunes á ambas ecua­ciones. Si los polinómios f{x) y son primos entre sí, las ecua­ciones propuestas no tienen raíces comunes.217. Sí se quiere quedos ecuaciones racionales y enteras f [ x ) = 0  y o(a?) =  0, de coeficientes indeterminados, tengan n  raíces comu­nes, se les aplicará h sus dos primeros miembros el procedimiento del m. c. d.  relativo, hasta llegará un resto del grado n —  I , el cual haciendo que sea cero con independencia de los valores que se le den á X,  hará que el resto anterior^ que será del grado n, sea un m. c. d.  de i{x) y c {̂x), y por tanto que las dos ecuaciones dadas tengan n raíces comunes. Mas para que este resto del grado n —  1 sea cero con independencia de x,  es menester que sus n coeficientes sean nulos (dü); luego igualando á cero estos coeficientes, se tendrán las ecuaciones de condición que se necesitan para que las propuestas tengan n raíces comunes.218. Sr dos ecuaciones racionales y enteras tienen comunes to­das sus raíces, dichas ecuaciones serán de un mismo grado; y de­biendo ser cada uno desús primeros miembros un divisor relativo del otro, arabos tendrán que ser idénticos, ó ser el uno el resultado de multiplicar ó partir el otro por una constante.
Ei'orm a (^ ciicrA l «le u i i a c s i i n c l o n  c » }i «lo^ ln c » s í» H n n . P r i u c i p t o  I n íp o r t a n t o  

r c i u U v o  A  (‘» t a s  e c u a c i o n e s .219. El grado de una ecuación racional y entera de dos incóg­nitas X 6 y , es la suma de ios exponentes de estas incógnitas en el término en que esta suma es la mayor.Una ecuación completa del grado m  de dos incógnitas x h y ,  de­be contener todos los términos cuyos grados, con relación ó estas dos incógnitas, no excedan á m\ de modo, que ordenándola según las potencias de x ,  se podrá poner bajo la forma. .+ T o ;-H Ü = 0 .



LÀ ELIMINACION. 173En esta ecuación, A es una cantidad independiente de y\ pues sí no lo fuera, el grado de la ecuación sería mayor que mx B es un poli­nòmio de primer grado en y , de la forma 6-{-6, í/, en el cual 6 y 6, son cantidades que no contienen á y: C es un polinomio de la forma y por último, el coeficiente ü  representa en general un polinomio del grado m,  de la formaCuando una ecuación contiene todos los términos posibles des­de el grado cero hasta el m , se dice que es completa', así, la forma de una ecuación completa del grado m con dos incógnitas, ordenada con relación á x , será
+ 6 -l-c.í/ -Hím.sy"'

-hw,yH-u
, =  0.

Toda ecuación que no contiene todos estos términos, se dice que es 
incompleta.El número de términos de una ecuación completa del grado m con dos incógnitas, es evidentemente igual á la suma de los térmi­nos de la progresión de los m-\-\ primeros números enteros conse­cutivos, á partir de 1; así, el número de términos de semejante ecua­ción, será igual á - jSi la ecuación general del grado m con dos incógnitas la dividi­mos por su primer coeficiente, resultarán tantas constantes como términos contiene dicha ecuación ménos uno; es decir, el número de constantes indeterminadas que contiene una ecuación completa del grado í?¿con dos incógnitas, es( m + l ) (■^¿+2)—1 — , m (ík-4-3).220. E l primer miembro de una ecuación general racional y en­
tera de dos incógnitas, no se puede descomponer en factores de primer 
grado, d ménos que no se verifiquen entre los coeficientes de sus dife­
rentes términos ciertas ecuaciones de condición. *Sea la ecuación racional y entera del grado m de dos incógni­tas f { x y ) = 0 .* La demostración de este teorema es debida ¿ M. Comte.



i74 TEORÍA DBSegún lo que hemos visto anteriormente, el número total de constantes indeterminadas que contiene su primer miembro f { x y \  será ¿ m(í?íH-3). Ahora bien, si nosotros suponemos al polinòmio 
f { x  y) descompuesto en dos factores, uno del grado n,  en cuyo caso el otro será del grado m—n, el número de constantes del primero será Jn|n-+-3), el de las constantes del segundo será — n)(m— »H-3);y como por la multiplicación de estos dos factores no aumenta el número de constantes, sino que por el contrario podrá disminuir, se deberá tener ó <C jn(n+3)4-|[í?'*— ") —« + 3 ) ,de donde se deduce m = ó < n ;  lo que es imposible, puesto que 
m '^ n .

T eoría  de  la  eUm lnaclon. Casos sen cillos que se pueden presentar.221. Resolver dos ecuaciones de un grado cualquiera con dos in-’  
edgnitas, es hallar todos los pares de valores de estas incógnitas, que. 
r e r i f  nuer á  Irta d<ys pcuacinnes.Se llama sistema de valores ó solución, cada par de valores de las incógnitas que puestos en las dos ecuaciones las verifican.222. EUm inar entre dos ecuaciones de un grado cualquiera con 
dos incógnitas una de estas, es hallar una ecuación que no contenga 
más que una de las incógnitas, y cuyas raíces, unidas con ciertos va­
lores de la otra, nos den todas las soluciones de las ecuaciones pro­
puestas.Esta ecuación de una sola incógnita, cuyas raíces unidas á cier­tos valores de la otra, nos dan todas las soluciones de las ecuaciones propuestas, se llama ecuación final.223. Para que un valor dado d una de las incógnitas de un sis­
tema determinado de dos ecuaciones, convenga d estas ecuaciones, es 
necesario que sustituyéndole m o m ia s, sus primeros miembros adquie­
ran un dvvisor común función de la otra incógnita; cuyo divisor co­
mún, igualado d  cero, dará una ecuación, cuyas raíces serdn los 
valores correspondientes de esta incógnita.Sean dos ecuaciones con dos incógnitas

f { x y ) = ( S  y ?(a;y)=0,y. sea  ̂un valor dado á y .  Si sustituimos y  por pen estas ecuaciones, sus primeros miembros se convertirán en/(a?p) y p)» cuyos re­



soltados serán en general dependientes de y digo*en general, por­que podrá suceder, que haciendo y = ? ,  ó ©(.-c?) se reduzcan á un número.Ahora bien, es evidente que el valor p de ?/ no convendrá á las ecuaciones dadas mientras que no exista por lo ménos un valor de 
X ,  que reduzca á la vez á cero á las dos expresiones f (x?)  y 
luego estos polinomios deben tener un divisor común dependiente dea^. Además, esta condición es suficiente; porque si llamamos D á este común divisor, y se hace D = 0 , cada valor deducido de esta ecuación, sustituido en/(^?) y 9(a.‘3), reducirá estos poliiiómios á cero; por consiguiente, haciendo á la vez aí—a 6 en f ( x  ¡/)=0 y tp{a;y)=0, estas ecuaciones quedarán satisfechas.224. Puesto que el objeto de la eliminación de una inc('*gn¡ta en un sistema determinado de dos ecuaciones, es hallar la ecuación final con relación ó una de estas incógnitas, se sigue que podrá lle­garse á conseguir esto de muchas maneras, dando origen á diferen­tes métodos de eliminación, de los cuales el más general y sencillo es el que en breve vamos á exponer, fundado en la teoría del máxi­mo común divisor; pero ántes consideraremos algunos casos particu­lares que no exigen recurrir á este método general de eliminación.225. Sea en primer lugar un sistema de dos ecuaciones/(x)==0 y 9(y)=^0,en que cada una no contiene más que una incógnita, y supongamos que se trata de hallar la ecuación final en y.Debiendo esta ecuación final tener por raíces los valores de y, que unidos á los correspondientes de x ,  han de dar lodos los sis­temas de valores que verifican á las ecuaciones dadas, se sigue que si suponemos resueltas ambas ecuaciones, y llamamos a , a',  a " , . . .  á las n raíces de / { x ) ^ 0 ,  y ó, ó', á las m de ®(y)=0, cada va­lor h de la segunda se podrá combinar con los n valores de la prime­ra: luego la raíz b se hallará repetida en la ecuación final Ji veces; es decir, tantas como indica el grado de la otra ecuación, y por tan­to el factor y— 6 se hallará elevado á la enésima potencia. Lo mismo sucederá con los demás factores y— y - 6 ' L . . ;  luego la ecuación final será [?(?/)] " = 0 .Del mismo modo se vería, que la ecuación final en x  seria siendo m  el grado de 9(y )= 0.

LA ELIMINACION. 175



176 TEORÍA DB226. Sea en segundo lugar el sistema determinado de dos ecua­ciones
f [ x  y ) = 0  y <p(i/)=:0.en el que una ecuación contiene las dos incógnitas, y la otra no con­tiene más que una.En este caso conviene hallarla ecuación final con relación á la incógnita que entre sola en una de las ecuaciones; si quisiéramos hallarla con relación á la otra, tendriamos que aplicar el método ge­neral del m. c. d.Si suponemos resuelta la ecuación ¡5j(y )= 0, y sustituimos cada una desús raíces en/ { x  y),  podrá suceder que el resultado de esta sustitución sea un número, cero, ó un polinòmio dependiente de x.  En el primer caso, las ecuaciones son incompatibles; en el segundo son indeterminadas con relación á ¿c, pues quedan satisfechas con independencia de los valores de esta incógnita; por último, en el tercer caso, es decir, cuando la sustitución del valor de y en f { x  xj) dé un polinomio en x ,  el factor binòmio en y se hallará repetido en la ecuación final tantas veces como unidades tenga el esponente de la mayor potencia de,c en el polinòmio que se obtiene.227. Cuando el polinòmio f ( x  y), ordenado con relación á x ,  se reduzca á un número por la sustitución de un valor p de y, deduci­do de ?(?/)=0, todos los coeficientes de a?, menos la cantidad inde­pendiente de esta incógnita, tendrán en f { x  y) el factor común y—y recíprocamente; luego si esto no se verifica, las ecuaciones pro­puestas no pueden ser incompatibles.228. Para que un valor ? de y, deducido de la ecuación 9(y )= 0, reduzca á cero á/’(a? y), es necesario que, ordenando este polinòmio con relación á x ,  los coeficientes de todas las potencias de a; y el poünó- mio ^(y), tengan el factor común y—3, y recíprocamente; luego si estos coeficientes no tienen factores comunes dependientes de y, las ecua­ciones propuestas no podrán ser indeterminadas con relación á x .229. Por último, reduciéndose el polinòmio f (x  y), por la susti­tución de p en vez de y , á otro polinòmio función de x ,  el factor y —  3 no puede ser común á los m — 1 primeros coeficientes, y re­cíprocamente; luego sí ordenando f{x y) con relación á x ,  dichos coe­ficientes no tienen factores comunes en y con el polinòmio ¡f(y), las ecuaciones solo se verificarán por un cierto número determinado de sistemas de valores.



LA ELIMINACION. d77Para determinar en este caso la ecuación final en y, ordenare­m os/(ary) con relación á x ;  de modo, que llamando A., B , C , . . .  T , U , á los coeficientes de las diversas potencias de esta incógnita, que se­rán funciones de y,  se tendráDescomponiendo ahora á ®(í/) en dos factores a y a , de los cuales 
a  sea primo con A , y a no contenga más que factores primos de A*; descomponiendo después a en otros dos factores 6 y el uno primo con B y el otro que no contenga más que factores primos de B; del mismo modo, descomponiendo á p en dos factores c y 7, siendo c primo con C, y 7 una cantidad que sólo contiene factores primos de C , y así sucesivamente, hasta llegar á un factor que ya sea primo con el coeficiente que sigue en el polinomio f{x y); y suponiendo que habiendo descompuesto á 7 en los dos factores cZ y 3, de los cuales d es primo con D, y 3 no tiene más que factores primos de D, el factor 3 es primo con E , se tendrán las igualdades

<p(y)—ax, «==¿3, y = d z ,de donde se deduce ¡j){y) = £ ? . b . c . d . o;de modo, que las raíces de la ecuación o(y)=0, se reducen á las de las ecuaciones parcialesa = 0, 6= 0, c = 0, d—0 , 3 = 0 .Ahora bien, como8 no se compone más que de factores primos en y , comunes á los coeficientes A , B, C y D , toda raíz de la ecua­ción 3 = 0 , sustituida en f(.r y), reducíni esta cantidad á un polinò­mio en X  del grado n— 4, y por tanto la ecuación final deberá conte­ner al factor 3 elevado á la potencia n— 4. De la misma manera se ve­rá que toda raíz de la ecuación d = 0 ,  reduce al polinòmio f {xy]  á otro en x  del grado n—3, y por tanto d  se hallará en la ecuación final, elevado á la potencia del grado n—3.  Por iguales razonamien­tos se verá que c deberá hallarse elevado á la potencia n— 2, el factor 6 á la potencia n— \ , y por último, a á la potencia n; luego la ecua­ción final del sistema propuesto, seráan¿n-lcn-2¿¿n~32n-4_0.
* El factor a será igual al producto de los máximos comunes divisores do A y /■{«/), de A y el cociente Q de dividir f{\j) por el m. c. d. hallado; de A y el cociente Q' de dividir 0 por el m. c, d. anterior, y asi sucesivamente.Tow* n . * 12



n S  TEORÍA DB230. Sea, por último, un sistema de ecuaciones con dos incóg­nitas F(¿cy)=0 y f { x y ) = 0 ,de las cuales una por lo ménos se sabe resolver con relación á una de las incógnitas.Supongamos que de f[x y)~ 0 , se puede deducir el valor de x  en función de 3/, de modo que se tiene x='^{y)»Esto supuesto, si sustituimos 3: por 9(3/) en la ecuación f{x  la reducirá á una identidad, cualquiera que sea el valor de y;  pero esta incógnita y  ha de recibir valores tales, que verifiquen á F(¿cj/)=0 cuando sustituyamos por 9(3/); luego se deberán tomar para valores de y, los que resulten de la ecuaciónque se obtiene sustituyendo x  por ©(y) en la ecuación F(¿c y)—0.La ecuación hallada de este modo, será la ecuación final en y; cuyas raíces, sustituidas en la expresión 37=9 (y), darán á conocer los valores de x .Este método, que ya conocemos con el nombre de método de sus­
titución, exige algunas precauciones que es necesario no despreciar, para no obtener soluciones extrañas á la cuestión. (Véase Álgebra, tomo I , números 357 y 358.)

LECCIO N  X X IV -

Aplicacion de la teoría del máximo comtm dmsor á la elimiiiacion. 

A p l lc a c lo u  d e  l a  t e o r í a  d c l  m á x im o  c o m u u  d lr lA o r  A l o  c lI n i lo a c S o n .
231. Propongámonos determinar la ecuación final de un siste­ma de dos ecuaciones cualesquiera, que representaremos abreviada­mente por Si ordenamos el polinomio M con relación á x .



hallamos el máximo común divisor en y  de todos sus coeficientes, y  dividimos por este m . c. d . ,  que llamaremos Y , se tendrá, represen­tando por M' el cociente, M = Y  Ordenando ahora M' con rela­ción á y , hallando el m . c. d . X  de los coeficientes, y dividiendo por X , tendremos M ^=X A; de manera, que M se hallará descompuesta en tres factores M = Y X A ,que serán funciones respectivas de 2/, de a; y de ¿c ^ y .Del mismo modo se podrá descomponer el polinòmio N , y ten­dremos N = Y ^  V  B .Ahora podrá suceder que los polinómios M y N tengan factores comunes, que podrán ser dependientes sólo de la incógnita y , de la incógnita a? ó de las dos incógnitas x  é y . Los primeros se hallarán en Y  é Y ', ios segundos en X  é X^ y los terceros en A y B; luego sí hallamos los máximos comunes divisores de Y  é Y^ X  y X ' ,  A y B , y los representamos por y los polinómios M y N  podránponerse bajo la forma M==D'D"D"^Y, X , A^N=D'D"D'^'Y^,X^,B^Para que los polinómios M y N se reduzcan á cero, es menester que sea cero uno cualquiera de los factores en que se han descom­puesto; de modo, que las soluciones del sistema propuesto de ecua­ciones, son las mismas que las de los sistemas que se pueden formar combinando cada uno de los factores de M igualado á cero, con to­dos los de N.Esto supuesto, si en los polinómios M y N existen los factores D^ D'^ D '", ó aunque no todos cualquiera de ellos, es señal que las ecuaciones propuestas son indeterminadas. En efecto, todo valor de 
y, deducido de la ecuación D "= 0 , verifica las ecuaciones M = 0  y N = 0 , con independencia de los valores que demos á x ;  luego esta incógnita queda completamente indeterminada. Del mismo modo los valores de x ,  deducidos de la ecuación D ''= 0 , anulan á M y N , que­dando indeterminada la y . Finalmente, si consideramos la ecuación D " '= 0 , el número infinito de sistemas de valores de ¿r é y que la •verifican, satisfacen también á las ecuaciones dadas. De donde se de- 4uce, que si el sistema propuesto de ecuaciones es determinado, na

LA ELIMINACION. 179



p^ede existir ninguno de los factores D ', D " , D '" , y las ecuaciones propuestas se convertirán, como ya hemos visto, enM = Y  X  A = 0 ,N = Y 'X 'B = 0 ,siendo primos entre si los factores Y  é Y ' ,  X  y X ', A y B.Si ahora igualamos á cero cada factor de M , y le combinamos con cada uno de los factores deN  igualado á cero también tendre mos todos los sistemas de ecuaciones cuyas soluciones serán las delos sistemas dados.De estas combinaciones deberemos excluir Y = 0 1  X = 0 1Y ^ = o Í ^ v = o ypor ser incompatibles (246); de modo, que podremos escribir laX = 0

IgQ TEORÍA. DE

M = 0 1  ^N = o j Y = 0 Y = 0 ) x = o
+  B = o l " ^ Y '= 0A =^0l A =  C
~ ^ V = 0 ]

B =  0 +X '= 0 )A = 0 |nue nos indica que 'í¡  reunión de todas las soluciones de ios siste­mas que figuran en el segundo miembro, vienen a con^.tu.r todo los sistemas de valores de las ecuaciones propuestas ¡VI-O y N _ 0 .Ouedando reducida la resolución del sistema dado de ecuaciones 
i  la de los siete sistemas en que se ha descompuesto, y no o recien- L  diflcuuad alguna los seis primeros, por hallarse comprendidos en “ os particulares de que ya nos hemos »»P a^o en U ccc.on an­terior pasaremos á la resolución del sistema A = 0  y B - 0 ,  formado de dos ecuaciones con dos incógnitas, cuyos primeros miembros tie- nen sus coeficientes primos entre sí.232. E l^ ü tem a d e  e o m o b n e s J ¡ .  cuyos primeros miem­

bros k y B  tienen sus coeficientes primos entre s i, se puede reemplazar por c/sistema igualar àcero los dos últi­

mos restos que se obtienen aplicando á los 
dimiento delm.  c.  d. .  siempreque ¡os cocientes oitemdos 
•rentes divisiones sean enteros, sm necesidad de tener que , P 
h s  dividendos por cantidades convenientes.



En efecto, supongamos los dos polinomios A y B ordenados con relación á la incógnita x ,  y dividamos el de mayor grado por el otro; admitamos que se llega á un resto de un grado menor que el di­visor, y que los términos del cociente, que representaremos por Q , son enteros. De modo, que si se ha dividido A  por B , se tendráA ^ B Q + R ,.De esta igualdad se deduce, que todo par de valores d e s é y  que reduzca á cero á los polinomios A  y B , reduce a cero también á R ,; porque siendo B = 0 , y Q una cantidad finita, se tiene B Q = 0 , y porA =  0 | ,  „tanto R ,= 0 ;  luego las soluciones del sistema _  se hallan com-

LA ELIMINACION.

B =  0B = 0 1prendidas en las del sistema | • Recíprocamente, las solucionesdel segundo sistema se hallan en las del primero; puesto que todo par de valores que anula á B y R ,, tiene que reducir á cero al poli­nòmio A; luego el sistema propuesto se puede reemplazar por otro formado de una de sus ecuaciones, y la que resulta de igualar á cero el resto que se obtiene de dividir sus primeros miembros, siendo en­tero el cociente de la división; lo que se expresa por la igualdad A = 0 IB = 0 (  “ ' R . = o Í 'Si ahora suponemos que son enteros también los cocientes que se obtienen dividiendo B por B^ R, por el resto R  ̂de la segunda di­visión, R . por el resto R  ̂ de la tercera, y así sucesivamente, hasta llegar al último resto R „  independiente de x ,  se tendrá que las so­luciones de cada uno de estos sistemas, serán las mismas que las del siguiente; es decir,B = 0  ) _  R ,= 0 1 R = 0  ) _  R = 0 1  R,.-2== 0 | ^  R n _ t =  0R^=0 j “  R ,= 0  i ’ R ,= 0  j R ,= 0  j ’ " '  R , _ i =  0) R„ = 0  de donde deduciremos que las soluciones del sistema propuesto, son las mismas que las del último; ó lo que es lo mismo,■A =  0> R „ _ i= 0 |B =  o/ — R„ = o rsegún queriamos demostrar.En este último sistema, una de las ecuaciones R^ = 0  no contie­ne más que la incógnita y;  por consiguiente, podremos h allarla  ecuación final correspondiente, como ya sabemos (226). Si R „ _ i  fue-



se un polinomio de primer grado, á cada valor de y,  deducido de la ecuación K ^ ^ O , correspoiideria un solo valor de x ,  que seria el que se obtendría de !a ecuación de primer grado R „ _ i = 0 ;  y por consi­guiente, la ecuación fiual del sistema propuesto, seria en este caso R n - 0 .Sì un valor cualquiera p, deducido de la ecuación R„ = 0 ,  susti­tuido en el polinomio R „ _ i , lo redujese h un nùmero, este valor p no seria conveniente, y por tanto la ecuación final no deberá conte­ner el factor (y— p); así, la ecuación R„ — 0, la dividiremos por el factor (y— p).Ningún valor p de y , deducido de la ecuación R „ = 0 ,  puede anu­lar al polinòmio R „_ i; porque sì así sucediera, R „  y R „- i tendrían e! factor común (y—p); este mismo factor se hallaria también en R »_2, 
R„_3,... R ,, B y A ; lo cual es imposible, puesto que suponemos que A y B son primos entre sí.Si el resto R » , independiente de x ,  fuese independiente también de y; es decir, si R,i fuese un número, las ecuaciones R „_i y R« se­rian incompatibles, lo mismo que las propuestas A = 0  y B=^0.233. El principio anterior está fundado en la condición de ser enteros los cocientes que se obtienen al aplicará los polinómios A y B  el procedimiento del m. c. d. ,  sin necesidad de multiplicar los di­videndos respectivos por las cantidades convenientes que para lograr este Objetóse emplean en dicho procedimiento. En efecto , si el co­ciente de la división de A  por B no fuera entero con relación á la in­cógnita y,  que es la que entra en los coeficientes de las potencias de a?, se tendría, reduciendo todos los términos fraccionarios á un co-Cmun denominador, y representando el cociente por — , siendoD una función de y, BC ,,A _ — + R .Si ahora sustituimos a; é y por un par de valores que anulen á los polinómios A  y B , podrá suceder que el valor de y anule también á

182 TEOEÍA DE

D ; en cuyo caso se tiene BC 0D —, cantidad indeterminada que pue- 0de ser diferente de cero, y por tanto no se puede concluir que para estos mismos valares de x  é y, se tenga R = 0 ;  ó lo que es lo mismo,.



LA ELIMINACION. 183A = 0 1que las soluciones de _  . , sean las mismas que las del sistema“  B =  0)B =  0B = 0  'Siendo de absoluta necesidad que los cocientes de que venimos hablando sean enteros con relación á las incógnitas x  é y , necesita­mos, pora llegar al último resto independiente de la letra ordenatriz a;, aplicar á los polinomios Á y B el procedimiento del máximo co­mún divisor, con las modificaciones convenientes para que los co­cientes sucesivos sean todos enteros.Estas modificaciones, que en nada alteran el m. c. á . de A y B, complican considerablemente la ecuación final que vamos buscando, por las soluciones extrañas que se introducen al multiplicar los divi­dendos por las funciones de y, que es menester para que los cocien­tes sean enteros, y por las que se disminuyen al suprimir los facto­res en y, que puedan tener los coeficientes de los restos ántes de pa­sar á ser divisores.234. Sea Y  la cantidad más sencilla porque es necesario multi­plicar el polinomio A para hacer que sean enteros todos los térmi­nos del cociente Q de dividir A por B; llamemos Kj al resto de esta división, y tendremos Y A -^B Q -h R ,.El resto R , ha de pasar á ser divisor; pero sabemos que ántes de­be simplificarse, dividiéndole por el mayor factor común que pue­dan tener ios coeficientes de las potencias de x\ llamando F, á este factor, y R ', al resto simplificado, se tendrá F = F ,  R^,, y la igualdad anterior se convertirá en Y A - B Q + F .R ' , .Ahora bien, según hemos visto ya (232), se tiene B==0) Y A = 0 )F ,R ^ ,= 0 )“  Br=0r
y  como estos sistemas se descomponen respectivamente enB = 0 ) B = 0 1  B = 0 1  Y A = 0 j_ _ A = 0 |  Y = 0 jF ,R ',= o j“ R ' , = o r  F ,= o !  ^ B = 0 p B = 0 Í  ^ B = 0 í ’se tendrá, haciendo la sustitución,B ^ O i  B =  0 ^ A = 0 |  Y=01 

W , = 0 ]  0 B = 0 r  B = 0 )

----
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contienen las soluciones del sistema propuesto Y  =  0i
Esta igualdad nos prueba, que las soluciones de ios sistemasB = 0 j  B =  0

A =  0)g __^|, mas las del sistema extraño ^Siguiendo e! procedimiento del m. c. d. ,  tendremos que dividir B por y si todos los términos del cociente no son enteros, mul­tiplicaremos el polinomio B por una cantidad conveniente Y, para que lo sean; de modo, que llamando Q, al cociente y al resto, se tendrá, representando por el mayor factor común délos coeficieo- tes de R^, y por el resto simplificado,Y ,B = R ^ Q .- i-F ,R ^ ,;  de donde deduciremos, como anteriormente,R \ = 0 |  R ^ = :0 l B Y , =  0,R'^= 0j“^ F , -= oí R ^ =  O r  R ' ,=  0j‘Sumando esta igualdad con la anterior [1], y quitando de ambosB =  0 que resulta común, se
Y =  Ol+ r U 0  [2].

miembros las soluciones del sistema , tendráR ' ^ = 0 j  B = : 0 j  R ' ,=  0 1 _ A  =  0j Y = 0R'^= o r  F . =  o r  F,  =  o r  B = o r  b  =  oUna tercera división según el m. c. d . ,  nos dará, como en las an­teriores, las igualdades y,R ^=R ^Q .-f-F3R ^3,R ^ = 0 )  B = 0 )  R ' .= 0 )  R ' = 0R ' = 0 +
B = o 5 " ^  B := 0

F .= :0 + F . = 0 -h F , = 0A = 0 )  Y = 0 )  Y , = 0 )  Y ,,= 0 [3].R ' ,= 0 i  R ' ,= 0Continuando del mismo modo, llegaremos á un resto , inde­pendiente de X ,  que como no ha de pasar á ser divisor no simplifi­caremos, y tendremos, por último,Yy,_) R̂ p_2 =R^2j—1 Q/j—1 + R p ,R V - í= 0  R , = 0  A = 0 1  Y = 0B =  o r ^ B = 0
B = 0 lF ,= 0 ) R ' ,=  0F „ = 0 ^ F . =  0 ^ “ ' ^ F p—t—0)Y . =  0 Y p _i= 0+  * R ',=  0 R^p-i=0 [P]'



Por esta igualdad vemos, que las soluciones de los sistemas que forman el primer miembro comprenden las del sistema propuesto, yademás las de los otros sistemas extraños que le siguen en el segun­do miembro. Ahora bien, en los polinomios Kp,  F j, . . .  F^,_i, que dependen de la sola incógnita ¿c, se hallan los factores binomios cor­respondientes á las raíces de esta incógnita que han de formar las ecuaciones finales de cada uno de estos sistemas, las cuales, si se quiere, podremos formar como ya se ha dicho (229); por consiguien­te, el producto de estos polinomios, igualado á cero, nos dará una ecuación
r , . f , . f , . f , . . . f ,_^ =  0 i f lcuyo primer miembro estará compuesto del producto de todos los factores binomios de que se ha de componer la ecuación final del sistema propuesto, más una série de sistemas extraños, que son los que siguen á este en el segundo miembro de la igualdad ante­rior [p].

lA  ELIMINACION. iP5

LECCION X X V .

Separación da las soluciones extrañas.—Grado de la ecuación final. Soluciones infinita«. 

S e p a r a c i o u  d é l a s  s o lu c io n e s  e x t r a ñ a s .

235. Acabamos'de ver que la ecuaciónR p . F , . F , . F , . . . F p _ i = 0 ,tiene por raíces los valores convenientes de y ,  que unidos con sus correspondientes de ¿r, han de formar las soluciones del sistema pro- A = 0 1puesto B = 0 ) ’Y = 0B = 0
mas las de otros sistemas extrañosi Y ,= 0 )  Y ,= 0 1  Y j,_ i= 0 )5 ’ R ^ = o i ’Luego si dividimos la ecuación [f] por el producto de los facto­res binómios correspondientes á las raíces de los sistemas extraños, la ecuación resultante tendrá por raíces los valores convenientes de y ,



486 TEORÍA DBque unidos con los respectivos de x ,  darán las soluciones del sis­tema propuesto.236. Esto supuesto, si hallamos el producto de los factores b i- nómios de que se ha de componer cada una de las ecuaciones finales de los sistemas extraños, y dividimos la ecuación \_[\ por cada uno de estos productos, la última'ecuación que resulte sólo contendráA =  0)factores correspondientes á la ecuación final del sistema ^Consideremos uno cualquiera de los sistemas extraños, el primero Y  =  0/por ejemplo n » y como hallar el producto de losfac-B — 0 1tores binómios correspondientes á valores de y, propios á formar so­luciones de este sistema.El polinòmio B es de la forma
h = a x ^ - > r i x " - ~ ~ ' . . . -\-tx-\-u, cuyos coeficientes a, h, c , . . .  son en general funciones de y.

. El polinomio Y , dependiente de la sola incógnita y, está forma­do de factores contenidos todos en el primer coeficiente í?, y además se sabe que ninguno de estos factores puede ser común á los coefi­cientes restantes c, (/, . . .  u.Ahora podrá suceder una de dos cosas: que todos los coeficien­tes, ménos el último u, tengan factores comunes, ó que no los ten­gan. Si no tienen factores comunes, es claro que ninguno de los que entran en Y  podrá estar contenido á la vez en todos estos coeficien­tes; y  por consiguiente, cualquier valor p de y , deducido de la ecua­ción Y = 0 ,  sustituido en B , dará por resultado un polinòmio de­pendiente de X , y la ecuación que se obtiene igualándole á cero, tendrá por raíces los valores de x ,  que unidos con el valor p, forma- . , . . . .  Y  =  0 )ran soluciones del sistema q j !  luego Y será en este caso el pro­ducto de todos los factores binómios correspondientes á los valores de y , que forman soluciones del sistema extraño que se considera; y por tanto, dividiendo la ecuación [,/] por Y , habremos quitado los factores extraños correspondientes á este sistema.Si todos los coeficientes « , 6, c, . . .  í , tienen factores comunes, podrá suceder que todos ó parte de ellos se hallen en Y , ó que no se hallen. Si ninguno de estos factores comunes sehallaen Y , entonces, como en el caso anterior, Y  será la cantidad porque se deberá divi-



LÀ ELIMINACION. 187
dientes al sistema Pero sí los factores que hay comunes enlos coeflcientes fl, 5, c, . . .  í ,  ó alguno de ellos, se encuentra también en Y , en ese caso descompondremos el polinomio Y  en dos factores P  y Q , uno que sólo tenga factores primos comunes á estos coefi­cientes, y otroque sea primo con ellos * , de modo que se tendráY = P  Q; así es, que el sistema que venimos considerando se

dir la ecuación [/"], para quitar las soluciones extrañas^correspon-

P = 0 |  Q = 0descompondrá en estos otros ^ y  j g _ Q . Ahora bien, cual-quier valor de y  deducido de la ecuación P==0, sustituido en B , re­ducirá este polinòmio á un -número; luego las ecuaciones P = 0  y B = 0  son incompatibles. Por el contrario, cualquier valor de y  de­ducido de la ecuación Q = 0 ,  y sustituido en B, dará por resultado un polinomio en a;, y por tanto las raíces de la ecuación Q = 0  seránconvenientes al sistema .  ? ; de modo, que dividiendo la ecua-0 )cion [/ ]  por Q , habremos quitado los factores extraños á este sis­tema.Operando de la misma manera con los demás sistemas, llegare­mos á obtener una ecuación que ya no contendrá más factores pri­mos en y  que los correspondientes á la ecuación final del sistema A =  0propuesto237. J j i  ecuación F j= 0  no •puede dar para y valores e-rtraños al 
sistema propuesto. **

*  Para hacer esta descomposición, hallaremos primero el ni. c. d. M de los coeficientes o, h, c, . . .  t, enseguida el de Y y M, que llamaremos D; dividir  ̂mos después Y por M, y hallaremos elm. c. d. D’ del cociente q y M; se dividi­rá q por D', y se hallará el del cociente q' y M, y asi se continuará hasta llegar á un cociente Q que sea primo con W, en cuyo caso el producto DD D‘ . será el factor P, y el último cociente será elotro factor primo con los coeficientes.** Al decir que =0 no puede dar para y valores extraños al sistema pro­puesto, queremos expresar que todos los valores de y, deducidos de esta ecua­ción, unidos con otros convenientes de ¿c, dan sistemas de valores que ve­rifican á las ecuaciones propuestas A=0, B=0, y por tanto el factor debe hallarse en la ecuación i f] , después de pviv?-da de los factores correspondien-



188 TBORIA DEEn efecto, en el procedimiento que hemos seguido para llegara! resto R^, se obtienen las ecuacionesY A  = B Q  + F ,R ' , ,Y,B - R ^ Q , + F , R ' „y x = R '.Q .+ F 3 R ^ 5 .Y;,„iR'p—2 =  R ^;,_lQ p_!+ Rp.De la primera igualdad se deduce, que todo par de valores de x  
é y  que verifique á las ecuaciones F ,= 0  y B = 0 , tiene que verificaral sistemaA = 0  B =  0 . Y  =  0| B =  0!onecesariamente á uno de los sistemas
^ no puede verificarle; porque como Y  y F̂  son polinomios de­pendientes de la sola incógnita 7/, si pudieran reducirse ambos h ce­ro por un cierto valor y = } ,  ambos serian divisibles por y — y la igualdad primera se coriverliria enBQY'A = 2/ — P F 'R '
y  — p es una cantidad prima con B, luego dividirá á Q; de modo, que llamando Q' al cociente, se tendráY^A =  B Q '4 - r ,R ' , .Esta igualdad nos prueba, que Y no era la cantidad más sencilla porque se debía multiplicar el polinomio A para obtener enteros los términos del cociente; por tanto, si la cantidad Y  cumpleconla con­dición de ser la más sencilla que se puede emplear para que el co­ciente sea entero, no es posible que tenga Y  y F, ningún factor co­mún en y;  pero no teniendo estas cantidades factores comunes, las ecuaciones Y = 0  y F^=;0 son incompatibles (216); luego las solucio-F , =  0) • A =  0nes de } ,  son soluciones del sistema „B = O r  B = 0Este mismo raciocinio, hecho con F„, nos da que las ecuaciones F j = O é Y j — O son incompatibles, y que por tanto las soluciones
tes á los sistemas extraños. Pero no se vaya á creer que en F , no puede haber factores primos correspondientes á estos sistemas extraños, porque podrá suce­der que los contengacuandoelsistema 3  _ q | í  cualquiera de los extraños, tenga soluciones comunes.



de O son soluciones deLA ELIMINACION.B = 0 ¡ J89; pero como las soluciones deeste sistema pueden pertenecer, sin inconveniente, á uno de los dos A =  0) . Y = 0sistemas B =  0i o g  se sigue que puede contener factoresque no correspondan á raíces del sistema propuesto; es decir, F g = 0  
p u e d e  dar soluciones extrañas. Lo mismo sucede con cualquiera de los demás factores Fg, F^, etc.288. Si representamos en general por F̂  ̂ lo que resulta de di­vidir Fn por los factores primos correspondientes á las soluciones que no son del sistema propuesto, y que por esta razón llamaremos ex­traños; por R'p lo que resulta de dividir Rp por los factores de esta especie que contenga Rp, y recordando que Fj no tiene factores ex­traños, la ecuación [f],  privada de factores correspondientes á solu­ciones extrañas, será

RV.F,.F, .F^g. . .F 'p_ i=: .0 [flEsta ecuación tendrá por raíces lodos los valores de y  que pue­den formar soluciones de las ecuaciones propuestas; de manera, que
A =  0)las soluciones del sistema ^  quedan reducidas á las de estos otros:

[a].
W p -i= 0 ) B =  0 ) 01 RV-2-=0 )R'p = o r  F , =  o r  F ^ .=  0 S ” "  F V i = 0 )239. Si se quisiera hallar la ecuación final del sistema pro- A — 0)puesto ^  ^|, hallaríamos las de estos sistemas (226), y el productode todas ellas seria la ecuación pedida.240. Si el producto R'p . F̂  , F'^. F^g. . .  F'p_i es independíentede y, las ecuaciones propuestas A =  0 y B =  0 serán incompatibles. Del mismo modo lo serian si cada uno de los sistemas parciales [a] fuese incompatible; para lo cual bastaría que todos los coeficientes, ménos el último de cada uno de los polinúmios BV-»» R^,, R'jj, . . .contuvieran todos los factores primos en y ,  que entran en los poli- nómios respectivos Wp,  F j, F'^, F 'g ... (236).En efecto, cualquiera raíz de la ecuación F'3=  0 , por ejemplo, sustituida en el polinomio correspondiente R'^, le reducirá á un nú-



190 TEORÍAl d eR' =3=0)mero, y el sistema * ¡ será incompatible, lo mismo que todos losF .= 0 idemás que se hallen en igual caso.
G rado d e  la  ecn a clo u  Gnal. S o ln cio n cs  tnflnlta>».241. Terminaremos esta teoría diciendo dos palabras respecto del grado de la ecuación final de dos ecuaciones con dos incógnitas, y de las raíces infinitas de estas ecuaciones.242. E l  grado d& la ecuación Jinal que resulta de eliminar entre 

dos.ecuaciones con dos incógnitas una de estas, es a lo mas igual al 
'producto de los números que marcan los grados respectivos de estas 
ecuaciones.Muchas demostraciones se han dado de este importante teore­ma; una de las más sencillas, es la que resulta de la aplicación de las funciones simétricas, de la cual nos ocuparemos al tratar de esta teoría.Si las ecuaciones propuestas tuviesen soluciones en que el valor de una de las incógnitas fuese infinito, el método que hemos expues­to para determinarlas seria inaplicable; tendríamos, por consiguien­te, que hallarlas por un procedimiento especial, que consiste en di­vidir cada una de las ecuaciones dadas por la mayor potencia de x  que en ella está contenida, y haciendo después x  =  <x>, obtendre­mos dos ecuaciones independientes de x ,  que serán las que resulten de igualar á cero los coeficientes de las mayores potencias de x  en cada una de las propuestas; cuyas ecuaciones deberán tener por raíces comunes todos los valores de y ,  que unidos con a; =  oo , veri­fican las ecuaciones da'das. Para determinar estas raíces comunes hallaremos el m. c. d,  dp los coeficientes de las mayores potencias de 
X  en cada una de las ecuaciones, le igualaremos á cero, y las raíces de la ecuación que se obtiene serán los valores de y  que vamos bus­cando (216). Si dichos coeficientes son primos entre sí, ó tienen un 
m. c. d.  numérico, es señal que las ecuaciones propuestas no admi­ten para x  valores infinitos.Del mismo modo hallaremos los valores de x  que, unidos con y = 0 0  , satisfacen ú las ecuaciones propuestas.243. Si tenemos que resolver tres ecuaciones con tres incógni­tas X,  y,  z ,  principiaremos por eliminar una de las incógnitas, ^por

y.



LA ELIMINACION. 191ejemplo, entre las tres ecuaciones, lo que dará dos ecuaciones en ar é y , que tendrán por soluciones comunes todos los sistemas de va­lores que, unidos con un cierto valor de z ,  satisfarán á las ecuacio­nes propuestas. De modo, que si suponemos que a y p es una de es­tas soluciones, reemplazando en las ecuaciones propuestas x  è y  por los valores respectivos a y ? ,  hallaremos tres polinomios en s  que de­berán tener un máximo común dhisor, el cual igualado á cero nos dará los valores de z que, unidos con el sistema x  =  x , y = ^ ,  satis­facen á las ecuaciones dadas.Los cálculos necesarios para la eliminación de una incógnita en­tre dos ecuaciones son bastante pesados, y las dificultades aumentan con el número de incógnitas, llegando á ser casi impracticables; por lo que no haremos mención de! caso en que sean varias las ecuacio­nes con igual número de incógnitas, aunque seria fácil hacer exten­sible el método para cualquiera que fuese su número.

LECCION XXVI.

Fíjemplo de eliminación.—EcnacioneH irracionales. 

KJcm|ilo de c lln iin aelo n .

¿44. Habiendo resuelto de un modo general la cuestión de ha­llar la ecuación final que resulta de eliminar entre dos ecuaciones con dos incógnitas una de estas, conviene, para mejor fijar las ideas, aplicar las reglas dadas 5 un ejemplo, que elegiremos de modo que comprenda todos los casos más principales que se - pueden pre­sentar.Ejemplo de tal naturaleza es bastante pesado; pero el alumno debe ejecutar todas las operaciones que no practicamos, porque así no solo comprenderá bien la teoría de eliminación, sino que adqui­rirá práctica en el cálculo algebráico.



192 TBORÍA. DBSean las ecuaciones cuyas soluciones hemos de hallar— %
+ 6

¿c'*+2y® x '̂— — 2y®- 1 3 / - +2?/^ +24y^ -9 9 y ^+368y3+ 2 7 y — 1t'6y®— 18 + 3 7 y + 2 8  It/ — 599y^— 66 — 339y + 1 6 2 + 3 2 8 y+ 6 0
x — 8y^

- \ - W— 25Ci/3 -l-332y^ — 48̂  ̂— 144
» = 0

N =  y  — 6 ¿j;3+4,y2 ^'+3 y^— 18y — 6.1/2— 10 — 46y+ 3 - 2 7 y f  , + 1 0  !Estando ya ordenadas estas ecuaciones con relación é x ,  podre­mos ver si en cada una de ellas tienen algún factor común los coe­ficientes, y hallaremos que tienen respectivamente los factoresS y + 6 , Y ^ = í/ -S .Si dividimos M y N por los factores respectivos Y é Y ,̂ y llama­mos y N' á los cocientes, tendremosM =YM +(1/® ~ Sy+6)M ^ N = Y W = ( ? / — 5)N^ Ordenando ahora á M' y con relación y ,  Y hallando el 
m . c. d . de los coeficientes en cada uno de estos polinomios, obser­varemos que en el primero se encuentra el factor común 5 a:+ 4 , y en el segundo el factor X ’= .x -\-\; de modo, que dividien­do los polinomios W  y N' por los factores respectivos X  y X ', y lla­mando A y B á los cocientes que resultan, tendremosM ^=XÁ=(íc^—5;c+4)A, N ^=X^B =(a;+1 )B;(le dondeM = Y X A = ( í/ — 5y+6)(¿c^— 5¿fí+4)A, N=Y^X^B=(t/— 5)(.«-M)B.Si ahora ordenamos los polinómios A y B con relación á x ,  con objeto de hallar la ecuación final en y , se tendráA=aj?+2y|^® — + 2  1 + 7 y  —5 B=.r^+42'ja;+3?/^

+1 I +5^ — 2X— 2̂ **+ 9 y '- 7 y -  — 6de donde finalmente se deduce M =YX A =(yW ov+6)(a;® — o,-r+4) ¡ ¿c^+2y|a?”“—/+ 2  1 + 7 y  — 5N =  Y'X^B =  {y— 5) {x-\-\} ¡ .■«®+4yW+3i/  ̂)+ 1  I + 5 y  ¡= 0 . — 2 )
= 0



245. Una vez descompuestos los primeros miembros de las ecua­ciones dadas en los factores posibles, y siendo cada uno de los de M primos con sus correspondientes de N , pasaremos á formar todos los sistemas de ecuaciones en que el propuesto se puede descompo­ner, que son, como ya sabemos (231),Y =  0j X = 0 |  X = 0 \  A - 0 |  A=r.0| A =  0j X '= o j’ B =  0i’ Y '= 01 ’ B =  0 j ’ Y '= 0 t ’ X '= 0 ! ’ B = o ! 'Hallando ahora la ecuación Anal en y  de cada uno de estos sis­temas, y las soluciones que les corresponden, el producto de aque­llas será la ecuación final del sistema propuesto, y la reunión de to­das estas serán las soluciones del mismo sistema. Por consiguiente, hallemos las soluciones y ecuaciones finales de cada sistema.
'1.®'’ SISTEMA. Y =^í/^  — 5 y n -6 : := 0 ,  X ^ = :a ; - ! -1 = :0 .Como la ecuación X '= 0  es de primer grado, la ecuación final de este sistema será *St/ + 6 = 0  [1],cuyas raíces son ^ = 2 , y —3; luego las soluciones del primer siste­ma , serán

LA E U illN A C IO N . i9 3

y = : 3 f
X  = [a].

2 .°  SISTEMA. H-1 ¡ -poy > = 0 . “■ ___9 \Siendo la unidad el coeficiente de x -  en la ecuación B = 0 , cual­quiera que sea el valor de y que sustituyamos en IJ. dará por resul­tado un polinomio de segundo grado; luego la ecuación final de este sistema, será (229)
{y'̂ — o'/-|-6)^— 0 [2],Cada raíz de la ecuación Y—0, sustituida en B = 0 . dará para x  dos valores conjugados; de modo, que se tendráy—2, a;^-t-9j;H-20=0, de donde

V—3, 3.T-1-40—0, de donde x =luego las soluciones de este sistema, serán
y = z  2j y=z  2j 3¡ y =  3ií c = — 4)* íc = — 5)’ oi* x = — 8Í

— 3 
—  8

[Ò].
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3.*“̂ SISTEMA. X —3̂’ — =  Y'=:7/—5 = 0 .Siendo X = 0  de segundo grado, la ecuación final en y sera[d]:las soluciones de este sistema, son,  =  5 j .  =  5|
i . »  SISTEMA. x = x “ - 5 a . + i = 0 ,  B = , * ’ + 4 j j * + 3 . / j-p4 I -+-5y ■ — 0.- 2  )Aplicando ix este sistema el procedimiento del maximo común divisor, para hallar la ecuación final, tendremos que este sistema se puede reemplazar por este otro (232)  ̂  ̂  ̂ _ ai . i 0v* +  2 7y'-h  18y =  0, (4y-h 6)a;-h 3y + b y - - 6 - 0 ,y como i a  segunda de estos ecuaciones es de primer grado, la ec^acion final de este sistema, que unida con (4y4-6)r+3rH-»?/da las soluciones del que nos ocupa, seráy'-h40y'^ +  27y^+18y =  0las soluciones serán

y =  o\ ?/=— 3)
ic =  '\y x =  f t ] 'x =  \y 4'

TEORÍA DB
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5.° SISTEMA. A = a:'’-f-2 yj.#  T— 5 V ^ = y— 5 = 0 . — GLa ecuación final en y, será(y—5)^=0 [5].las soluciones se hallan combinando la raíz y = 5  con cada una de las raíces de la ecuación ^114-1 2^2^5o; - 6 G = 0 ,que resulta de sustituir la incógnita y por el valor 5, en la ecuación A = 0 . Estas raíces se hallan fácilmente, observando que desde lue­go <=■* es una de ellas; de modo, que dividiendo por el factor a; — - ,  hallaremos el cociente o ;^ -U a :+ 3 3 , que igualado á cero, dara las oirás (los mices - 3  y - 1 1 :  por tanto, las soluciones de este quintosistema, serán y =  51 y =  6 y =  S I a: =  2)* a ;= —3 ’ x = - i i )



X  —LA ELIMINACION.6.® SISTEMA. A = o ;’ 4-%l¿c-—-h2 I -h7y— 5 X'=ar-f-l = 0 .

Aplicando el método generai del m. c. d .,  hallaremos la ecuación final en y , de este sistema2/®— 5y“H -6y=0 [6]:las soluciones serán
y ~  Oj y =  2|

— 1 ) ’ x = — \ ]7.® SIST E M A .A=a;'’4-2y-1-2' =  0, =  0.
Aplicando á estas ecuaciones el procedimiento del m. c. d .,  ha­llaremos en la primera división el cocieiile entero Q =  ¿c _  2y -f-  1y el resto si„ «eccsiJail demultiplicar el dividemlo A por cantidad alguna.hl resto R, tiene el factor común 4;;/— 1); de modo, que divi­diendo por él, según se sabe, tendremos
Dividiendo ahora B por R ',, se hallarán términos fraccionarios «n el cociente, lo que se evita multiplicando el dividendo por el factor Y ,- ( y - h í) ^Hecha esta multiplicación y dividiendo después el producto que resulte por i í '„  hallaremos el cociente y el resto in-depemliciite 4y^4-8y^-í-y— 2 = f y _ 2 )  ( \ - k - f ) .De modo que, según lo que ya sabemos (234), se tendráY , = 0 1R ,= 0 '  F ,= 0 ¡  C = 0 j  ' ^ I F ,= 0 .r ̂ Siendo R ',= 0  de primer grado en a:, y teniendo los coeficiente* primos entre sí, cualquiera raíz de la ecuación Y ,= 0 ,  sustituida en U \, reiltjcirá esta cantidad á un número, porque V sólo so forma de factores del primer coeficiente de y por consiguiente, el siste-



ina Y  =  0) es incompatible. Luego las soluciones del sistemaA =  0) R ' ,=  0 B = 0 j!, serán todas las de los sistemas „   ̂ y ^B = 0 í ’ R^==0 F,==.0)La ecuación final del primer sistema, esR ^ :^ ( y -2 ) ( iy ^ - l) = 0  [7].Sustituyendo cada una de las raíces de esta ecuación en R ' ,=  0 , y resolviendo las ecuaciones de primer grado que resultan, se hallarán los sistemas de valoresy =  2j ?/=-
x = — o)’ , x = ---- x  =La ecuación final del segundo de estos sistemas, será(//-1)^=0 [8].Sustituyendo el valor y =  1 en B =  0, hallaremos los dos valore» 

x = .— 2 y a ;= — 3; luego las soluciones serán
y =1 1 I y = : 1 )
X — —  2 i ’ x  =  — s j M = 0

196 TEOEÍA DE
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Por consiguiente, la ecuación final del sistema N = 0 , será el pro­ducto de las ecuaciones finales [I], [2], [3]...+  6 - X f y  — ' V x  '?/'* +  ' 0//^+27y^+ ■\S i/)x{y  — 5)^X 
(ŷ  — 6y) X  —  2) X  — 1 ) X  (y — I )“ =  0 ;y las soluciones serán las de lodos los sistemas parciales que hemos considerado, que son- 2 ) y  = y =  2 ) ? / =  2 i y  = 3

X  = i r X  —  —  4  J ’  5 J X  — ---- 0y  = y  =  0 j y  ■ ? y  = — 3=  4 ’ X  = : 4 ) ’ ÍC =  1 } ¿ r =  h ; 1
x ~ 1

O)

a j =  2

y =  3
X  ——8 'y —— fi ¿e— 4 3i l— y =  fil  ? / =  01 y =  21 y =  3 i 3 ) ’ ;r =  - l l  f=  21 y =  y - — ^'. y=2  'I j y =  4 )= — 3 ( ’ ¿?= — 4-)’ ^  ’ ¿ c = - - 2 j ' a í = — 3)*y — 2( y  =

XPor un procedimiento análogo se hubiera bailado la ecuación Anal en x .



LA. ELIMINACION. <97

E cuaciones Irracionales.246. Todos los teoremas en que se funda la resolución de las ecuaciones numéricas, lo.mismo que los procedimientos que se si­guen para hallar las ralees de una ecuación, están fundados en que la incógnila (le la cuestión no venga debajo de ningún radical, ni afectada de cxponeiiles fraccionarios; por corisiguienlc, es muy im­portante saber trasformar una ecuación que contiene radicales en otra que sólo tenga términos racionales.El hacer desaparecer los radicales de una ecuación, no es más que una aplicación de la teoría de eliminación.247. Para hacer desaparecer de un modo general los radicales de una ecuación, se iguala cada uno a una incógnita auxiliar, lo que dará origen á tantas ecuaciones irracionales de condición, como ra­dicales hay; estas ecuaciones se harán racionales elevándolas res­pectivamente á la potencia que marque el indice del radical. Reem­plazando luego ou la ecuación propuesta cada radical por la incógni­ta que lo leprescnta, y suponiendo que es m el número de radica­les, se tendrá un sistema de w -j-l incógnitas, que deberán verificar­se por unos mismos valores; de modo, que eliminando entre ellas las incógnitas auxiliares, la ecuación que resulte será la ecuación de términos racionales que se busca.Sea, por ejemplo, la ecuación+  [1].llagamos y = V  1 - x ,  y de donde elevando respec­tivamente al cubo y cuadrado, haciendo la trasposición,y reem­plazando ios radicales déla ecuación [-1] por las incógnitas y  y tendremos
•1= 0 ,jS— X—2 = 0 ,
1= 0 .De la tercera ecuación se deduce z  — \ — y; la segunda se con­vierte por la sustitución de en y- —  h j —  x —  i =  0; y eliminan­do entre ésta y la primera la incógnita y, por el método del m . c .  í¿ . ,  hallaremos la ecuación final que se busca4 = ( x —2) 7 ) = 0 ,cuyas raíces son

-.r -



198

x —\ - \ V ^ ,  y —t̂ '̂ S .Todas las raíces de esla última ecoaclon vcilficaráná lapropues- ta, siempre que se consideren á Ins radicales que contiene con toda generalidad; jicro podrá suceder que no sea así, si sólo se consideran los valores ariUuéticos de dichos radicales.Así, en el ejemplo precedenlc, solo los dos primeros valores ve­rifican a la ecuación [1], el lercero no; pero sí el segundo radical lo consideramos con el doble signo, por ser de grado par, y tomamos el signo — , obtendremos ia ecuación
^  1— X —  '1 — 0,que será satisfecha por el tercer valor x — \—Luego sí sólo se quieren hallar los valores de x  que satisfacen á la ecuación propuesta, no considerando más que los valores aritmé­ticos de los radicales que contiene, es necesario despreciar todas las raíces de la ecuación trasformada que no verifiquen aquella. En el ejemplo que nos ocupa tendríamos que desechar el tercer valor 

x —\— 8.248. Como los métodos de eliminación son en general muy pe­sados, debemos, eludirlos todas las veces que se pueda.En el caso de que la ecuación no contuviese más que un radi­cal, es muy fácil hacerle desaparecer, aislándolo en un solo miem­bro, y elevafído la ecuación que resulte á una potencia marcada por el índice.249. Elevando á una potencia cualquiera una ecuación racional, la ecuación que resulta tiene más soluciones que la primera, y lo mismo sucede aunque la ecuación sea irracional, .siempre que á los radicales que contenga se les considere bajo el aspecto aritmético; pero considerándolos con toda I.i goiicralidad, la ecuación que resul­ta de elevar la primera á una poicncia marcada por el índice del radical, tiene las mismas scjuciones que esla, y ninguna más.Sea iu ecuación A =1>B  [2],que elevada, para hacer desaparecer ci radical, á la enésima poten­cia, se convierte en ó A«— B=:0 [3].Esto supuesto, si el radical k  li se considera con toda su genera-
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lidad, es decir, que pueda representar cualquiera de sus n valores algebraicos, es claro que todos los valores de las incógnitas que ve­
rifiquen á la ecuación [2], verificarán también á la ecuación [3]. Veamos ahora si reciprocamente toda solución de la ecuación [3 ], lo es también de la primera.Para ello consideremos la ecuación x" — a\ designemos por 

a'^L.. los n valores de K a , y según sabemos (180), se tendrá
[ x —a ')  [x — . . =0.En esta igualdad podremos reemplazar ¿c y a por todas las can­tidades que se quiera; por consiguiente, si llamamos B',los 11 valores del radical i^ B , y ponemos A , B , B', en vez de .r, a, a ', tendremos' A ’̂ ~ B - ( A — B 0 ( A -B '0 ( A -B ^ " ) ...= O .Esta ecuación manifiesta, que la ecuación [3] no puede ser sa­tisfecha sino háciendí A = B ', A  =  B ", A =  i^"^ etc.; pero estas últimas ecuaciones son las que resultan de sustituir en la ecuación

H __[2], cada uno de los valores de V  B; luego las soluciones de la ecua­ción [3], son las mismas que la de la propuesta.250. Cuando una ecuación no contiene más quedos radicales, y el índice de uno de ellos no es mayor que 3, se podrá hacer que desaparezcan elevando sucesivamente la ecuación á potencias conve­nientes.Sea la ecuación que tratamos de hacer racionalA-i-I^B-4-1/C==:0.Pasando al segundo miembro cl radical k C , y elevando después á la enési'iia potencia, hallaremos en el primer miembro un desarro-
3 3 _lio que no contendrá más radicales que K B y l^B -; p<vque los e x -3ponentes de las potencias á que debe elevarse V B , tienen que ser de la forma 3p, 3/)-i-l y 3p-|-2, cuyas potencias darán por resultadoB”, B ’V'^B ó B ív  BA Por consiguiente, la ecuación que resulte será de la forma

I,A ELIMINACION.
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2 0 0 TEORIA DB LA ELIMIXACiO.N.pasando al segundo miembro el tercer término y elevando al cubo, hallaremos
de donde se deduceD^H-E'B-h F'B^-i-SD E I/b í Dh- E ^ D ^ O ;  y reemplazando la cantidad que liay dentro del paréntesis por suigual—F k se tendráI jS-u E^B+F^B'í— 3OEFB==0.Este método es impraclicable cuando !a ecuación contiene más de dos radicales, y aun conteniendo sólo dos, si el de menor grado tiene un índice mayor que 3. Unicamente en el caso de ser de se­gundo grado, podrá hacerse que desaparezcan tres radicales de una ecuación, no conteniendo más que estos tres.

LECCION XXVII.

Diferentes trasformaciones de que es Busreptible una ecuación para resolverla más
fácilmente.

Diferentes trasforuiactoncH de i|<ie c.<3 jvnsrcptible iiua ccu aclou  pora 
rcMolv,.i*lu iuíím fncilm ciite.

251. La trasformacion de que nos vamos á ocupar, tiene por objeto hacer depender la resolución de una ecuación dada/(íc)—0 de la de otra o (y )= 0 , cuyas raíces estén ligadas con las déla pro­puesta por una relación cualquiera, y tengan la ventaja de poderse calcular más fácilmente.La trasformacion de ecuaciones no es otra cosa sino una aplica­ción déla teoría de la eliminación, y está fundada en el siguiente principio:oz. Para hallar una ecuación F  (y )= 0 , cuyas raíces estén liga­
das con las de otra f(x )= 0  -por una relación cualquiera ^(x y ) = 0 , se

Tr«-



t e a s f o r m a c io n  d e  e c u a c io n e s .

elimina h  incógnita x entre f(x )= 0  v í( x  y ) = 0 , y la ecuación final
Que TcsuUc sera la scuwion pedida.Tn cfiicto, la ecuación F (y)=0 que vamos buscando ha de ser tal. que sus raíces, unidas con las do han de verilicar á larelación 9(.® y )= 0 ; pero la ecuación final que resulta de eliminar x  entre ©(.í; .v)=-0 y goza do esta propiedad; luego dichaecuacinii final será la que se pide.Las trasformaciones más principales por su rrccuenle aplicación,son las siguientes: < ^2o3. Dada una ecuación a ’gebi'áica, hallar otra cuyas raíces sean
iguales en valor nu>nérico, pero de signo contrario.Sea la ecuación f[x')=^0. La relación que ligi» las raíces de esta ecuación con las de la traslormiida, e s y =  ~ x ,  de donde x  y, luego dicha trasformada será /'(— y) =  0- Como cl valor numérico de y ha de ser igual al de a?, se deja la misma letra, obteniendo así la ecuación / {—¿k) = 0, que se llama la trasfüTniada.en x.2o4. Para hallar la trnsfurmndü en — \,6 se%  la ecuación cu­
yas ralees son iguales psro de signos contrarios á los de otra ecuación 
dada, no l ay más (¡ue cambiar los signos de Jos termmos de grado
impar si la ecuación es de grado p a r, y los degrado par si fuese de

grado impar.En efecto, al sustituir ^ por — .t:, cambiarán todos los términos de grado impar; luego la primera parte es Cierta. Si la ecuación fuese de grado impar, uno de los términos que camhiariaii de signo seria el primero; de modo, que cambiando los signos á toda la ecua­ción, los términos de grado impar qiicdarian con sus signos primiti­vos. y sólo habrán cambiado los términos de grado par.23o. D  tda una ecincion, hallar otra cuyas rnices sean h s  produc­
tos de las de la propuesta p o r  unnümero conocido k.Sea la ecuación'yí.x) =  ••• +  F ,n—¡X -1-Pm =  0;la relación que liga 'las raíces de esta ecuación con los de la trasfor-.nada, es ./ =  ¿ r ,  de donde =  |  ; P»'' consiguiente, la ecuaciónque se busca será, despi.es de quitados les denominadores,P , +  V ,k Y " -^  =  0.

Observación . Todos los términos de esta trasformada san dei grado m con relación á las letras A c y; luego para multiplicar por



A: las raíces de una ecuación del grado m , se hace ^ue todos sus tér­
minos sean de este grado con relación á k e y, multiplicándolos por una 
potencia conveniente de k.2o6. Dada una ecuación reducida á la forma ordinaria, de coer­
cientes fraccionarios^ trasformarla en otra de la misma forma, pero 
de eoe¡icientes enteros.Sea la ecuación reducida á la forma ordinaria

f[a;) =  a:«* - j-  P.a’”’- !  H- - H . . .  +  P«. =  0,cuyos coeficientes son todos ó en parte fraccionarios. Multipliquemos todas las raíces por el número Indeterminado /¿, y hallaremos la tras­formada
i r  -h  vjcir-^ H- vjchr~-̂ + . . .  h-  p«,/.'” =  o.Dando ahora á k  un cierto valor que reduzca á números enteros todos los coeficientes, se tendrá la Irasformada pedida. Este valor de /¿será por lo ménos igual al producto de lodos los factores primos diferentes que hay en los denominadores, y á lo más igual al míni­mo común múltiplo de estos denominadores. El valor más conve­niente será el menor que se pueda, y no es difícil hallarle en cada caso particular.Sea, por ejemplo, trasformar la ecuación3 2 5 47-

que tiene sus coeficientes fraccionarios y está reducida á la forma or­dinaria, en otra de coeficientes enteros y de igual forma.La ecuación que tiene sus raíces k  veces mayores, será 3/¿ 2/ĉ  .  5/¿3 47/¿‘

•’ 02 TRASFORMACION

!/* — ■ r ■ r y 0.2 ‘ 9 ' 12  ̂ 72Los factores primos diferentes que hay en los denominadores, son 2 y 3; y haciendo /c=: 2 . 3  =  6, se ve que los coeficientes se hacen enteros; luego la trasforraada será 90í/ — 846 =  0.267. Dada una ecuación, hallar otra cuyas raíces sean las de la 
propuesta, disminuidas en una cierta cantidad^.Sea la ecuación la relación dada entre las raíces de lapropuesta y trasformada, esy =  íc— /¿; de donde =  Sustitu­yendo este valor de x  en /(^), y desarrollando poi’ la fórmula de Taylor, se hallara



DE ECUACIONES.

f { y ^ h )  = : = f [ h ) ^ f [ h ) y ^  ^  f \ h )  y^-]-. ■ 203

1.23...nt f^){h]y*Sea, por ejemplo, disminuir en 3 unidades las raíces de la ecua­ción 'c*-f-3ar̂ — lOa:^— 4¿c— G =  0. HaIl«rido las derivadas y sustitu­yendo después x  por 3, tendremos
f  (a?)=a;̂ -{-3.̂ ®— lOa?̂ - 20a:-~//'(a:)=:6a:2-h9a:~10

¿ > ^ ( ^ ) = 4 a :  + 3—  \1.2.3.4' *• '

■ ktX--4 -6 f ( 3 ) = U/■'(3)=t25/ ,r '( 3 ) = 7 lr í^ / '" ;3 ) = i8
Luego la ecuación pedida seráyi-t-l oy^+7'1 2oy4-o4=0.Cuando el número h que se debe dism inuirá cada raíz es un número entero, conviene hallar la trasformada por la regia si­guiente:238. Para disminuir en h unidades las rakes de una ectinaon 
dada^ se halla otra de la forma a ~ ] -b y -[ -C 5 ^ - l- ...- I -u y ““ , cuyos coe­
ficientes a, b, c , . . .  u , son los restos que se obtienen de dividir el pri­
mer miembro de la ecuación dada y ¿os cocientes sucesivos por el bino­
mio X —  h ; el coeficiente u , es el ùltimo cociente.Aplicando a! ejemplo anterior esta regla, hallaremos que las di­visiones sucesivas dan {Álgebra, tomo I , números 89 y 90) a,3_l_6.s2-l-8.r+20+(R, =  54)^2-|_9a:-h33+ ( R .=  ̂ 2o)(R .-=’7'í)1 + ( Q .,- 0 ;luego la ecuación trasformada será, como anteriormente hemos ha­llado, 5 4 + 1 2oy+71 y^+13,̂ =“+ ^ ^Para demostrar esta regla, dividiremos/’̂ )  y los cocientes su­cesivos por X — h, y hallaremos

f { a : ) = { x ~ h ) Q r ' r \
Qt = ( ^ — ^OCla+Ra

Q»i_t—(^ — /i)Qin l“R>n-Multiplicando ahora la segunda igualdad por x- ■ h, la tercera



2 0 4  T R a S F O U M A C I O Npor (.r— A)% etc ., y sumando, con el objeto de eliminar los cocien- te s Q ,, Q , ,  . . .  Q « - i ,  tendremos•/(a?) =  R . •••-Í-R,r.(«;— /i)"“;donde, vemos, que la trusformada en x — h = - y ,  será
2ü9. Trasformnr una ecuación en otra que carezca de uno de sus 

tér})iinos.Sea la ecuación ■ ••-T'Pjü— 9-Üismiiiuyaraos en h unidades la raíces de esta ecuación, siendo 
h un número indeterminado, y tendremos, según el número an­terior,

f { y - h h )  =

Resai roüaiido por la fórmula del binomio cada una de estas po­tencias, y ordenando con relación á y, liallaremos
f{ y ^ h ]—y'”~-[-7nh )h‘'--4-P, i -4-P«

■m—2
+ p . =  0.

Si ahora queremos que desaparezca uno de los términos de osle desarrollo, dispondremos de la indeterminada h, de raudo que re­duzca á cero el coeficiente del término que se quiera.Así, para hacer desaparecer el segundo término, haremos1»n/¿-}-P,=0, de donde ------;mpor consiguiente, poniendo en la relación x —yH-A el valor de 7¿, se tendrá ar= y—— ; expresión que, puesta en la ecuación dada, hace
mdesaparecer el segundo término. De donde se deduce, q m p a ra  hcir- 

cer desaparecer el segundo término de una ecuación, se sustituye su in~ 
cògnita por otra aumentada en el cociente de dividir el coeficiente del 
segundo término tomado con signo contrario, por el grato  m de la 
ecuación.Las raíces de esta trasformada serán ¡guales á las de la propuesta

-t-tx-



b E  ECUACIONES. ro.">
aumentadas ó disminuidas en según sea el signo de P ,. Sea, por ejemplo, la ecuarion

^ -8x'^-'r Ox^— Sx-\- 0.Sustituyendo la incógnita x  pov y + %  obtendremos, por la fórmulade Taylor,
/■(2)=- -26-43-i 80

f  { x )= x ^ — H x ^ ^ tv }— 3 x-^  4 
f ' { x ) = i x ^ - n x ^ ^ \ ^ ^ - ^

±  fff[a:)=e)x^—^ íx-^ Q  
- ^ f ' m x ) = i x — 8(.23'  ̂ 'r í J - / ' ' 'W = ‘Luego la trasformada pedida será,/ „ l8 y '^ -4 3 y — 2 6 = 0 .Si quisiéramos que desapareciera el tercer término de la ecua­ción, haríamos

^m[ni— 1) /í *-!-( Wí— '1 )P / í+ P  2= 6.de donde deduciríamos en general dos valores para h. obteniendo por consiguiente dos trasformadas, correspondientes á estos valores.La desaparición dcl cuarto término depende de una ecuación de tercer grado en A, y así sucesivamente. El valor de h que anula a ultimo término, depende de una ecuación del grado m , que se ob­tiene reemplazando en la propuesta por h, lo que es muy sencillo explicar. En efecto, igualar á cero el último término, es suponer que uno de los valores de y es cero; por consiguiente, la relación x —y-'rA, se convierte en .»=/¿; luego el valor de h es uno de los valores de es decir, una de las raíces de la ecuación propuesta.260. Podrá suceder que el valor de A, determinado con la con­dición de anular á uno de los términos, anule también á otro ú otros varios; pero esto no se verificará sino mediante algunas ecuaciones de condición. Si quisiéramos hallar estas ecuaciones de condición, no habría más que, una vez determinado el valor de h que anula un coeficiente, sustituirlo en ios demás que se han de anular, y obten­dremos las relaciones que se han de verificar entre los coeficientes de ia ecuación propuesta para que desaparezcan á la vez dos ó mástérminos.



La condición para que desaparezcan el segundo y tercer término, será 2;?¿P^=(w —1)P*. ̂ Sea ia ecuación —8x—3—0, cuyos primeros coe­ficientes satisfacen á la condición anterior, pues la reducen á la iden­tidad 6 = 0 ,Haciendo ahora a:—^ —1, con el objeto de anular el segundo término, hallaremos, después de toda reducción, la trasformada y 12^4-8=0, que carece de segundo y tercer término.2G1. Podría creerse que haciendo desaparecer el segundo térmi­no, luégo el tercero, en seguida el cuarto, y así los demás llegaríamos 
h una ecuación que solo contuviese dos términos; pero esto no es cierto, porque cada Operación haría aparecer el término anulado en ia anterior. En efecto, sea la trasformada que ya carece de segundo término, etc. = 0 .Sustituyamos x  pory-t-A , con el objeto de hacer desaparecer el tér­mino del grado m — 2, y hallaremos, después de hecho el desar­rollo, ■ m {m ~ i )/¿̂  +donde vemos, que el valor de ¿que anula a! término del grad os— 2, no puede anular en general al término ; luego al anular untérmino cualquiera, aparece el que se anula en la opcraciuii ante­rior.262. Dada una ecuación, hallar otra cuyas raíces sean una cierta 

potencia de las raíces de la propuesta.Sea la ecuación / (^ )= 0 , y n el exponente de la potencia á que se ha de elevar cada una de sus raíces para obtener las de la trasforina- da; por tanto, la lelacíon que uíie á ir con y, será y = x ^ .  Eliminan­do ahora x  entre las ecuaciones
y—x'^ y fi^x) = 0 ,hallaremos la trasformada pedida.263. Dada una ecuación, hallar otra capas raíces sean recíprocas 

de las raíces de la propuesta.Sea la ecuación f { x ) ^ 0 .  Haciendo * , de donde y
í¡o y '  ^sustituyendo este valor en / ( .r)= :0 , hallaremos la trasformada pedida.

Obsebvacíojí. Para obtener esta trasformada, no hay más que

TBASFORMACIOIf



invertir el órden de ios coeficientes, y imiltiplicarios por la potencia conveniente de y  Así, la ecuación cuyas raíces son reciprocas de ías de 3x 3- 1- 5^-h 2—0, será Si/H-l = 0 .
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LECCION x xv m .

tscnaciones cuyas raíces son una comtinacion dada de las de la propuesta.

K c u a c lo n o a  c u y a s  m i c e s  s o n  « n a  e o n ih S u a c lo n  d n ila  d e  l a s  d e  l a
propuc.sta.

264. Dada una ecuación cualquiera del (¡vado m , hallar otra 
cwjas raíces sean una cierta comíííVíaciOJi de n ralees do la pro- 
puesta.Sea/(a:)= 0  la ecuación propuesta; a , í ,  c, e le ., n raíces cuales­quiera de esta ecuación, y 9 (0, b, c, . . .  í/)=0 la relación que debe verlOcarse entre dichas raíces y cada una de las de la ecuación en y que se busca; de modo, que estas cantidades deberán verilicar si­multáneamente á las ecuaciones

o{a, 5, c , . . .  y ] = 0 ,  / H = = 0 , /(/^)=0, f { c ) = 0 ,  etc.Ahora, si eliminamos las n canlidados a, 6, c, ele. entre estas ecuaciones, se obtendrá una ecuación final F(^ )= 0  que tendrá por raíces todos los valores de y ,  que unidos con ciertos valores de a , b, c, etc., satisfarán á las ecuaciones anlerioros; pero lodos estos valores de a, b, c, etc. no pueden ser sino raíces d e /(a ;}= 0 ; luego la ecuación final F(í/)=0 tendrá por raíces los \alorcs <|ue resultan de todas las combinaciones expresadas por la relación dadaí^(í?, h, 
c , . . .  y ) = 0 ,  entre las n raíces cualesquiera de la ecuación pro­puesta.Apliquemos este problema general á algunos casos particulares, que suelen presentarse con frecuencia en la práctica.



2 6 5 ,  E c u a c i ó n  d é l a s  s u m a s  d e  d o s  r a í c e s . Dada xma ecua- 
m n , hallar olm  cwjas nuces sean las sumas de dos raíces cualesquie­
ra de la propuesta.Sea /■(.t)— 0 !a ccuorion dada del grado ?n; a y 5 dos cuales­quiera de sus raíces, y finalmente, sea y  la incó'giiita de la ecuación pedida.Las ecuaciones de condición que se han de verificar, son^ = íZ -Í-6 ,/(fl)—0, f ( í ) = 0 .De la primera se saca n = y — b, cuyo valor, sustituido cu la segun­da d a /■(?/— í ) = 0 ,  y la cuestión queda reducida á eliminar 6 en­trólas ecuaciones S'  ̂ ^quiera de f [ x ) = í ) ,  será lo mismo que eliminar la x  entre las ecua­ciones

f(cc)^.0  y / (!/ -á ^ )= 0 .La ecuación final será evidcnlemonte del grado porque el nu­mero desús raíces es igual al número de arreglos de dos letras que se pueden formar con m, combinando cada leíra consigo misma y con cada una de las m— i restantes. Pero se podrá reducir á otra del grado m{m— 1), observando que entre las raíces de esta ecua­ción final se bailan las raíces dobles de la propuesta, que correspon­den á los arreglos l>-hb=^b, etc.; luego si formamos laecuación cuyas raíces sean dobles de las raíces de la propuesta (2oo), y dividimos por ella la ecuación final anterior, la que resulte será de! grado m"-— 1),  y Icndni por raíces las sumas que se obtie­nen combinando cada raíz de la pi opuesta con cada una de lasm— I restantes.Se podría evitarla ecuación do las raíces dobles de la propuesta, y obtener directamente la ecuación del grado que tienepor raíces las diferentes sumas que se forman combinando cada raíz con las íJí— 1 restantes, eliminando la entre las ecuaciones /■(¿c)=0 y f { y — a :) - f { x ) = 0 .En efecto, esta última ecuación queda satisfecha evidentemente por j'= 2 a :; luego su primer miembro es divisible p or.y—-2a?, efec­tuando la división y eliminando en seguida la x  entre
f { x )  =  0 y

OQ? TEASFORMACIOl-í

^0,
y —2«se hallará la ecuación dcl grado m(ui— 1), de que anteriormente he­mos hablado.



lista ecuación puede todavía reducirse al grado __ n , gí geobserva que las rafees de esta última ecuación son iguales de dos en «los, pues si tiene la raíz a + 6 , también tendrfl otra igual i-f-a- el primer miembro será por consiguiente un cuaiirado perfecto-'de modo, que estrayendo la raíz cuadrada, se obtendrá la verdadera ecuación lina!, que será, como ya hemos dicho, del grado m(m__ 1)266. Si en esta última ecuación hallada hacemos la ecuacon en z  que se obtiene es la trasformada, cuyas raíces son las me­dias diferenciales entre coda dos de la propuesta.267. Ecuación be  cas nirER Excus de dos raíces , /larfo m a  
ecuación, hallar oh-a que tenga por raicee las diferencias de dos cuales- 
qmera de la propuesta.Sea /•(.r)=0 una ecuación del grado m-, a y b dos cualesquiera de sus raíces, é y  la incógnita de la ecuación pedida, que será la que resulte de eliminar es y ú entre las ecuaciones

y = a ~ b ,  f{a)r^.Q y ■/'(6)^0. ■Para efectuor esta eliminación, saquemos de la primera ecuación el valor de « , sustituyámoslo en la segunda, y quedará reducida la cuestión á eljminar*5 entre las ecuaciones /[¿]=:0 y 0* ycomo b es una raíz cualquiera de la ecuación propuesta, será lo m’is- mo que eliminar la x  entre y f[x~\~y)=.{).Si en vez de eliminar primero « y luego b, hubiéramos princi­piado por eliminar h y después a , habria quedado la cuestión redu­cida á eliminar x  entre las ecuaciones •
f ( x ) = 0  ydonde vemos, que para hallar la ecuación de las diferencias, no hay mas que eliminar la .r entre la ecuación propuesta y la que resulta de sustituir ó x -~ y  en vez de a?. Esto prueba que la ecuación de las diferencias no debe cambiar, sustituyendo y  por — y; luego todos sus términos han de ser de grado par ó de grado impar. Ade­mas, sera como la de las sumas ( 2GS) del grado pero se podrá reducirá otra del grado observando que dicha ecuacióndebe tener w raíces nulas, correspondientes á las m diferencias a—a ¿ - 6 .  etc.; luego dividiendo por el factor y’«, la ecuación que resulte será del grado que evidentemente es par.Siendo la ecuación obtenida últimamente de grado par, todos

OE ECUACIONES. ;¿0<4

T o u »  I I . <4



TRASFOHMACIOISlos término., según hemos visto, serán ‘ » f f  '■ñrári reducirse á otra del grado  ̂ 1), haciendo j  •‘508 La ecuación que por este medio se obtiene en
\ r  i r : : n i t s : ^ S v a . a e . .m X  lgunles á cero, pocUnmos haberla obtenido directamente ei,- minando la a:

quedará reducido á eliminar la *  entre
f [x ) = Q  y -------- -jla ecuación final que resuite será la trasforma.la que se quería' ’“ " S ’ erodo de esta ecuación no os un número par cualquiera 2n; es menester que n cumpla con la condición de reftncir á un cuadra­do perfecto la cantidad 1 + S r ., circunstancia necesarm para que msea un número entero cualquiera.269. HaUnr*n-m. <>oancimi qm tmga. por mices los producios hinor

ríos de las raíces de una ecuación dada. ^Sea ia ecuación del grado m, a y h dos de ^
y  % incógnita de la ecuación podida, que será la que resulte demiuar « y 6 entre las ecuaciones

y= :a b , /(rt)=9 y f { b ] ^ 0 .De la primera so soca (■ Sustituyendo este valor en la segunda,
la cuestión queda reducida á eliminar 6 entre ,/(6)^ 0 y / f
ó lo que es lo mismo, á eliminar é» entre /'(®)--0 yt o mismo que en los casos anteriores, la ecuación resultante se­rá del grado y se podrá reducir al grado observandoque en en ella deben estar como raíces los cuadrados de las ^«í^es de /(a=)=0; de modo, que hallando la ecuación de estos cuadrados



(262), y dividiendo por ella !a anterior, encontraremos la ecuación trasformada de! grado ), que podrá reducirse á un grado mi.-tad, observando que su primer miembro debe ser un cuadrado per­fecto, por tener sus raíces iguales de dos en dos.La ecuación de los productos binarios de las raíces de ia propues­ta se podía haber hallado directameute sin tener que calcular la de los cuadrados, eliminando ia x  entre las ecuaciones

DE ECUACIONES. 2 U

0 0.Pero la segunda queda satisfecha haciendo y  = ;r * , y por tanto es divisible por luego la ecuación que sólo tenga los produc­tos binarios sin contar ios cuadrados, será la ecuación íinal que re­sulte de eliminar x  entre
V-

=  0.SI quisiéramos hallarla ecuación cuyas raíces.fueran las medias proporcionales de dos cualesquiera de la propuesta, haríamos en la ecuación íjnal ol)tetuda iiliiinamcnte,270. ü a lh ir Id ecu icion que Üene por raíces los cocientes de dos 
raíces de una eenacÁon dada.Por iguales proccdimicnlog que en los casos anteriores, veremos que no hay más que eliminar x  entre las ecuaciones/(a?)=z.O y f{ x  í/)^0.La ecuación final tendrá m raíces iguales á la unidad; demodoTque siendo de! grado podrá reducjrso a! grado d), dividiendosu primer miembro por (7 -1)"% ecuación que por tener sus raíces recíprocas dos á dos, podrá reducirse al grado — como ve­remos más adelante.líjE íJi‘1.0. Aplicando las reglas dadas anteriormente'á la ecua­ción 24=^0,liallaremos los Irasformadas siguientes:Kcuaciüii de las sumas de dos raíces cualesquiera de la ecuación propuesU.: 07^— 2 1 0 ^ 0Id. de las diferencias: __ 4 = 0  •Id. de ios cuadrados: 1/— Cj/-4-9y—4 = 0



212 KCUACIONES QUE TIENENIti. de los productos:Id. de los cocientes:27 „ 653
^3_96y3_j_9l Gy— 5 7 6 = 0

y* — r 36 r
336944 653 27_]------- y3------- y ^ \  =  0^  36  ̂ 4

LECCION XXIX.

Ecaacioree que tienen raíces igualrs.-Modo de reducir una ecuación que tiene raíces igua­
les, á Otras cuyas raíces sean diferentes.

E cu a cio n es  que tien en  raíce» igu ale» .

271. Al hablar en la Lección X X  del número de raíces de una ecuación del grado m, hemos visto que su primer miembro f { x )  se puede descomponer en ni factores binomios de primer grado cor­respondientes á cada una de sus w raíces, de modo que se tiene
f { x ) = [ x — a) {x— h) [ x ^ c ) . . .{ x — l); y también se dijo en esta Lección, que cuando algunos de estos fac­tores eran iguales entre sí, ía ecuación f { x ) — 0 tenia raíces iguales ó raíces múltiples, y que el grado de multiplicidad era igual al ex- ponege de la potencia que indica las veces que uno de estos facto­res se halla repetido. Asi, cuando el factor x  por ejemplo, se halla repetido « veces, se dice que la raíz a, es múltiple y su grado de multiplicidad es n.272. Toda raiz múltiple del orden n de una ecuación i(x )= 0 , 

m uía ú las n— I primeras derivadas de su primer miembro, y recl- 
pi'ocamente.Sea a una raíz múltiple del órden n  de la ecuación / (aij ü. Si formamos otra cuyas raíces sean iguales á las de la propuestadisminuidas en o , esta ecuación tendrá evidentemente tantas raícesnulas, como raíces iguales á a tiene la propuesta; es d e cir ,« . Ahora bien, esta Irasformada es (257)



En esta igualdad se tiene por hipótesis / (a )= 0 ;lu e g o  la ecuación trasformada en y ,  tiene la raíz i/= 0 . Si la raíz d, como suponemos, se halla repelida n  veces en/(,í;):=z;0, la trasformada en y  tendrá n raíces iguales á cero, y por tanto su primer miembro será divisible por I/” , lo que exige que sean nulos todos los coeficientes de las po­tencias de y  hasta la del orden n —i ;  pero estos coeficientes son, co­mo indica la igualdad anterior, las derivadas primera, segunda, etc., hasta la del orden n— 1 del primer miembro f  {x) de la ecua­ción propuesta, en las cuales se ha sustituido a por x\ luego si la raíz a se halla repetida en una ecuación n veces, todas las derivadas del primer miembro, hasta la del orden n ~ l , se reducen á cero, para x —a.Recíprocamente, si a es raíz de una ecuacian f [ x ) — 0, y las n —4 jirimeras derivadas de/(a?) se reducen á cero haciendo sin que por este valor se anule la del orden n, la raiz o se hallará repelida en la ecuacian propuesta n veces. En efecto, la trosformada en y  que tiene por raíces las mismas de la propuesta disminuidas en a, tiene 
71 raíces nulas, puesto que siendo f '( a ) = 0 ,existirá el factor común 1/’"; la propuesta tendrá por consiguiente n raíces iguales á a.Co xseci:Ei\C!A 1 Si a es raíz de la ecuación f ( x ) = 0 ,  se verá sí es múltiple y cuál es su grado de multiplicidad, sustituyendo esta raíz aeu  las derivadas sucesivas /'̂ (ít), si no las anula, esseñal que a no es raíz múltiple; pero sí lo será, en el caso de anu­lar á las derivadas sucesivas primera, segunda, tercera, etc.: el índi­ce de la primera que no se reduzca á cero, será el grado de multi­plicidad de la raíz o.Consecuencia  2 .“ ralees múltiples del órdenixde una ecua­
ción f (x )= 0 , son r/iúlliples del orden n— \ de la ecuación derivada f ( x ) = 0 .Sea a una raíz múltiple del orden n de la ecuación f[x ') = Q . Se­gún el principio anterior, «•anulará á f ’ [x), f"[x]^  . . . /‘í'*-’ )(o7), sin anular á pues si anulase también á esta derivada del or­den n, la propuesta tendría n-}-l raíces iguales á a. Ahora bien, co­mo la derivada primera d e ( . r )  e s l a  segunda es./^‘'̂ (¿r), y en general la del orden n—2 es (¿c), vemos que la raíz a de laecuación/ '(¿ r )= 0 , anula á la s n —2 derivadas primeras de f ' { x )y ú ñ  anular á la del orden n— 1; luego según la recíproca anterior, la raíz
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ííse  hallará repetida en la e cu a ció n / '( -t) = 0 , n— ! veces. Por con­siguiente, la raíz m últiple del orden n  de una ecuación /(a?)— 0 ,  lo es del orden n— \ de la derivada f  ( .r ) = 0 .
zTó. Este principio s-e puede (.-ouii render fácilmente xor consideraeio. nt'3 geométricas; más para e!Io obse; varcmi 8, que.eaíre cada dos ¡■ ( •ices cen- 

SbUítivas de icn“ cciiacíim f  (x)=o, hay per lo ■ minos un ', y en general un nú­
mero impar de da ivada 1 ' (  ̂) = 0.:íca /(á»)=(j uua ooua.i>>n cuyo primo;' miembro esfi rcpiesentado gráficamente i or 11 ourva {úg. 16}. Sean— h y  e tres raíces de esta ecua-

2U  ECUACIONES QUE TIENEN

cion, que serán las abscisas—O A , O B  y O E , correspondientes á los puntos A , B  y E , en que la curva corta al eje O X . A  la siin[)le inspección de 1;* figurarse ve que entro cada dos raíces consecutivas de /(® )=0, la curva presenta una ondulación, y  en general un número impar; así, entre A  y B  hay una sola ondulación; en el intervalo de B  á E , hay tres. En cada una de estas ondulaciones hay siempre un jmiito en el que la tangente á la curva es pararelela al eje O X , el cual, como ya sabemos, corresponde en general á un máximo, á un mínimo, y á veces á un punto de inflexión. L a  derivada se reduce, por consiguiente, á cero una vez ]tor lo monos, y eu general un número impar, para valores do -v comprendidos entro dos raíces consecutivas de f(Æ)=0. Así, entre la raíz— a y & d e / (?;) = 0, hay una raíz de f  (ít)= 0; entre las raíces & y e de la primera, hay tres do la se­gunda.Esto supuesto, consiiloremos una ecuación continua cualquiera E  (íc)=:0, cuyas raíces sean a, h, o, d , ... ; representemos gráñc.amente su primer miembro F(z), y supongamos que dá origen á la curva (úg. 17).Acabamos de ver, que entre cada dos raíces de la ecuación. P(a:).=0, hay comprendida, por lo menos, una de la derivada F'(r<5) = 0. Sean c’,.-- estas raíces.Esto supuesto, imaginemos que haciendo vaidar los coeficientes de la
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tiempo / (a )= 0  y / ’(«)=0.I)e la miíma maneTa vereTOOs, que tíi las difereneias fi—a y den hácia cero, tenderá también Uácia cero:_y cuaudo ae tengase tendrá también o-'=h’= a . Por consiguiente, si ia ecuación propuesta tiene tres raíces iguales á «, la derivada primera f  (*)-0  ten­drá dos, y la derivada segunda f"{x)=^0, que tmne una raí. por .-omprendida entre v h\ se hará igual á a. cuando a y h sean también iguales; y por tanto, siendo a una miz triple de /(íc)-O , se deberán ven -car á la vez las ecuaciones
Y  engeneral, aicceawveee.í raíz de la ecuación/* (a:) 0, seti,.ne/;«)=0. /'(a)=0, /(«-P(a)=0.274. S i  una ecuación í{xí : ^ 0 tiene ralees iguales, el primer miem­

bro f(x) y su-derivada. P(x) timen -un máximo común divisor igual̂  al 
producto de todos los factores hinómios correspondientes a las raíces 
múltiples de la ecuación, elevados respectivamente á una potencia cuyo
exponente viene disminuido en una unidad.En efecto, acabamos de ver que si una ecuación f{x)=^0 tiene n raíces iguales á íí, la acr¡vad a.r(^ )= 0  tiene la raíz a repelida n - i  veces- luego todo factor binomio que se encuentre en f { x)  elevado 
k la potencia « , se hallará en ( ’ [x] elevado á la potencia n - \  ; y por tanto, f { x ]  y f { x )  tendrán un divisor común, compuesto de los fac­tores binomios correspondientes á las raíces múltiples, elevados res­pectivamente á una potencia cuyo exponente viene disminuido enuna unidad.



Esta pioposiciun se puede demostrar también direclameiile.Sea una ecuación /(¡2?)=0, que tiene n raíces iguales á a , p ¡gua­les h b, q iguales á c, e tc ., 2 iguales h /c, y una raíz sencilla l,  de modo que se tendrá
f  (.■r)“ (.r—a'f'ix— &)P(£C—c f . . . { x — l i f [ x — i) .Formemos la derivada de f{x)^ y tendremos (104)

f ^ { x \ ~ n [ x —a y —'{w—b y [ x —c y . . . [ x —k ' f { x —l)
- h p { x —ay{x-~~by~'[x—c y . . . [ x —k y { x —l)
-j~q{x—a)”(a;—h ) y x —c y ~ K . . [ x —k y { x —l).......................................................................................—b y { x —c y . . . { x ~ k )  (.»—/)— aY{x— by{x— c y . . . [ x —k y .Todos los sumandos de f '{x)  contienen el factor
[ x —a y —̂ x — c y-~^. . . [x—k),  que podremos representar por D. Este producto se halla también en 

f{x);  luego D es un divisor común á f{x) y/'(¿r).Los cocientes de dividir f {x)  y f ' [x )  pbr D , son/ (^ )

BCUACIONlíS QUE TIENEN

D
f'(x]

■ {x—a)(x— b){x—c ) ... [x— k)[x— /)
D =^n{x— b){x—c)...(¿p—h)[x— /}H-ío(.c— a)[x—c)...(.r— k){x—

-\-q[x—a)(a:—h). . .  {x—k)[x— . .-\-^ (x—a) [x—b). . .  [x—l)-¡-(a?—á][x— b](x— c) . . . {x—k).Ninguno de los factores binomios del primer cociente divide al segundo; por tanto, estos cocientes son primos entre sí; luego no sólo D es un divisor común de f { x )  y f \ x } ,  sino que es el máximo.275. S i una ecuación f('x)=0 no tiene raíces iguales, el primer 
miembro y su derimda no tienen /actores comunes en x .En efecto, si la ecuación propuesta no tiene raíces iguales, los exponentes n, p^ q ,  . . .  serán iguales á la unidad, y el divisor común U se reduce también á la unidad, y por tanto f { x )  y f'{x) son pri­mos entre sí.Recíprocamente, sí/(.'r) y ^{x]  tienen un máximo común divisor en X,  la ecuación f ( x ] ~ 0  tendrá raíces ¡guales; y si dichos polino­mios son primos entre sí ó tienen un factor común numérico, la ecuación propuesta no tendrá raíces iguales.276. De lo dicho anteriormente se deduce, que para ver si unaecuación tiene raíces iguales, se busca el m. c. d.  de f {x)  y
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SU  derivada f '[s] .  Si estos dos poliuómios son primos entre si ó tie­nen un 7?b. c. d.  numèrico, la ecuaciou propuesta no tiene raíces iguales. Si tienen un m. c. d.  de primer grado, la ecuación propues­ta tendrá dos raíces iguales. Si el m. c, d.  es de segundo grado, igualándole á cero dará origen á una ecuación que tendrá dos raí­ces iguales á a , ó dos raíces diferentes a y h\ en el primer caso, la ecuación propuesta tendrá tres raíces ¡guales á a: en el segundo, ten­drá dos raíces iguales á a,  y otras dos iguales h b.Cuando el m. o. d.  es un polinomio D de un grado superior al -egundo, se igualará á cero y obtendremos una ecuación D :=0 , c u - ^as raíces se hallarán en la propuesta repetidas una vez más de las que están en esta. Así, las raíces simples de esta ecuación, serán do­bles en la propuesta; en general, las raíces que se hallen repetidas n veces en D = 0 , se hallarán en la propuesta

RAÍCES rGUALBS.

U.>.1o de rertuclp u a a  e e iia c lo u  «|jic t lc « e  raíce«  Ig im les, A o tra s  c i j a s  
ra íc e s  sea n  «IKcrcntes.277. Para reducir una ecuación f(x )= 0  que tiene ratees iguales, 

á otras cuyas ratees sean distintas ó desiguales, se busca el m- c. d. 
delprimer miembro f(x) y su derivada f(x ); después c.l m. c . d. de D 
y  su derivada D', que llamaremos D ,, y asi coiiímuíí-emos hasta llegar 
á un poUnómio primo con su derivada. E n  seguidu' se divide f(xj pot 
el primer ni. c. d. D; éste por el segundo D ,̂ y asi sucesivamente. Se 
divide, por último, cada uno de estos cocientes por el que le sigue, v/ los 
nuevos cocientes, igualados á cero, serán las ecuaciones pedidas. La  
primera dará las raíces simples, la segunda las dobles, la tercera las 
triples, p en general la enésima las del orden n.Sea la ecuación f { x ] = i ) ,  que tiene raíces múltiples de diferentes ordenes, por ejemplo, raíces simples, dobles, tri¡>les, cuádruples y quíntuples. Representemos por el producto'de los factores binó- raios correspondiente á las raíces simples; por X , el de los factores hinómios que corresponden á las raíces dobles; por X  ̂ el de las tri­ples, etc.; de modo, que si la ecuación es/ ( ^ ) =[a:+3){a;— -1

X,=(a;-l-2j(a;—3){¿c-l-4), "y X̂ —aj-j-S.



Eslo supuesto, la ecuación / (¿r)= 0  se podrá poner bajo la forma/ ■ { .x o - x .x : x : x : x : , _y la cuestión queda reducida á determinar los diferentes polinomios X ,,  X , ,  X 3 ,... que igualados á cero, darán las ecuaciones cuyas raíces serán todas las diferentes de la propuesta, las cuales se hallarán re­petidas en ésta tantas veces como indique el índice del polinòmio á que corresponde; así, toda raíz de la ecuación X ^ = 0 , se hallará re­pelida en la propuesta cuatro veces.Esto supuesto, si buscamos el m . c. d. entre/’(.r) y su derivada hallaremos (274) D = X  X 'X 'X \2 * * ^De la misma manera, el m . c. d. del polinòmio D y su derivada,será D = X X * X ^1 3 4 $ •El del polinomio y su derivada, será, según el mismo prin­cipio, •D = X X * .-• 4 sY finalmente, el m .  c . d. del polinòmio y su derivada, seráD . - X , .Dividiendo ahora cada una de estas igualdades por la siguiente, y después cada cociente por el que le siga, se tendrá

218 ECUACIONES QUE TIENEN

= x . x . x , x . x ,
^ = Q , = x a x a ¡ 1 = " '? ! = Q  = X A X , I I - * = x ,  !!i ! Q ^ _ xí¡Donde vemos que, como la regla anterior lo indica, los polino­mios X ,,  Xy, X j , . . .  se obtienen por una série de máximos comunes divisores, y por dos séries de divisiones.Una vez hallados estos polinomios, la resolución de la ecuación /(x )= 0  queda reducida á la de las ecuaciones parciales X ,= 0 ,  X ,= 0 ,  X ,= 0 .  X ,= 0 ,  X ,= 0 ,



Ka ÍCES ig u a l e s .que ya no tienen raíces iguales. La primera, da !as ralees simples de lo ecuación propuesta; ia segunda, las raíces dobles, y así sucesi­vamente.Eje m p l o . Sea la ecuación de octavo grado 
Buscando el m. c. el. de /(.r) y su derivada f( .r ) , se hallará
Buscando ahora el de D y su derivada D', hallaremos
Siendo este polinomio primo con su derivada, pasaremos á divi­dir cada igualdad por la siguiente, yiuégo cada uno de los cocientes que se obtenga por el que le siga, y tendremos

DD
ü.

= Q  T=:¡r̂ — o.r' -̂i-4 Q
= X .= x - H 'l ■ 'Si ,L. 5- Q

Q.n = :X .= ía

=:X ,.= .^-^-5.r-i-2
Luego la resolución de la ecuación propuesta f ( x ) —d,  se redu ­cirá á la de las tres ecuaciones parcialesX ,— í;'^~3x -|-2:=0,La primera, da la raíz simple x  — —  i ;  la segunda, dos raíces dobles 1 y 2; la tercera, la raíz triple — 1; luego la ecuación pro­puesta tendrá la raíz —  2, dos raíces iguales á I , otras dos iguales á 2, y tres iguales á —  \.278. vna ecuación de coeficientes conmcnsurahles tiene una sola 

r a h  múltiple, esta raíz es conmensurable; si tiene varias 7'akes múlti­
ples, cuyos grados de multiplicidad son todos distintos, estas raíces son 
conmensurables; por último, si hay varias raíces múltiples y sólo una 
del grado n, esta será conmensurable.En efecto, si la ecuación de coeficientes conmensurables sólo tie­ne una raíz múltiple, y cl grado de multiplicidad es n , la ecuación X u = 0  que la contiene será de primer grado, y de coeficientes con­mensurables; luego esta raíz será conmensurable. Si la ecuación tie­ne varias raíces múltiples, pero cuyos grados de multiplicidad son todos distintos, estas raíces serán todas conmensurables, por depen­der de ecuaciones de primer grado y de coeficientes conmensurables



) 1

también. Lo tnisuio sucede sisólo una raíz es degrado n de inultipli- cidad.279. De este principio se (iediice, que /as ecu^c/ones de segundoy 
tercero y quinto grado q ue no tienen ralees conmensurables, no pueden 
tener raíces iguales.En efecto, si la ecuación de segundo grado tuviera sus dos raíces iguales,, estas serian conmensurables, lo que es contra la hipótesis.la ecuación de tercer grado tuviera raíces múltiples, ó fueran las tres iguales, ó dos iguales y una desigual, en ambos casos las raíces serian conmensurables. La ecuación de quinto grado, si tuviera raí­ces múltiples, serian las cinco iguales, nna .simple y cuatro iguales, dos simples y tres iguales, tres simples y dos ¡guales, dos dobles y una sencida, ó por último, una doble y otra triple; pero en lodos estos casos tendría porlo ménos una raíz conmensurable, lo cual es contra la hipótesis.La ecuación de cuarto grado, que no tiene raíces conmensura­bles, puede tener dos raíces dobles; pero en ese caso su primer miembro será un cuadrado perfecto, de modo que, en vez de aplicar­le la teoría de las raíces iguales, se verá si dicho primer miembro es mi cuadrado perfecto: si lo es, extrayendo la raíz cuadrada é igua­lándola á cero, dará dos valores para x\ y repitiendo dos veces cada uno, obtendremos las cuatro raíces de la ecuación propuesta.Prepongamos como ejercicios los siguientes:P ro bliím as. i .°  Tlallar las condiciones necesarias y snflcientcs que deben verificarse entre los coeficientes indeterminados de una ecuación f , x ] — 0,  para que todas sus raíces sean ¡guales.2.° Hallar las relaciones que deben existir entre los coeficientes de una ecuación, para que tenga )i raíces iguales.

Eje m p l o . Hallar las condiciones que deben verificarse entre los 
coeficientes de la ecuación x''-\ -p .v '--{-q x -]-r= ’-), para que tenga dus 
raíces iguales.

2 ¿ 0  EOUACIONKS QUK TIJÌNKN RAÍCBS IGOALliS.
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LECCION XXX.

Krauciones recíprocas y negativamente recíprocas.—Modo de reducir nna ecuación reci­
proca ó negativamente recíproca á otra de nn grado inferior.

K -uaciolics recip roca« y ne^atlvaníeutc reciproca«.

280. Se llaman ecu'zciones reciproco^ ó negativamente redpro-1 ,
cas, aquellas que no cambian reemplazando la incógnita x  por — o1por —

XDe esta detlnicion se deduce, que una ecuación cuyas raíces sean (odas iguales (\ la unidad positiva ó negativa, seri» reciproca; porqueno cambiará reemplazando x  por —. Toda ecuación de grado par cu­yas raíces sean iguales á la unidad, afectada alternativamente dei ^jgjio -i- y — , será negativamente reciproca; porque en ella se verí-
\íkará la condición de no cambiar cuandose sustituya x  por
XSi todas las raíces de una ecuación no son iguales á la unidad, será necesario, para que sea reciproca, que si íiay una raíz « distin­ta de Ja unidad, haya otra recíproca — , que se obtiene dividiendo !aunidad por o-, el número de raíces iguales á la unidad puede ser en estas ecuaciones par,ó impar.Si una ecuación tiene raíces distintas de la unidad, será necesa­rio, para que sea negativamente reciproca, que s¡ hay una raíz a., ba­ya o t r a que se obtiene dividiendo — 1 p o r«; el número doraíces que esta ecuación puede tener iguales á la unidad sera par, la mitad afectadas del signo - h , y la «t»-« mitad del signo — . Tanto en unas como en otras ecuaciones, conviene, ántes de tratar de reducir­



las á Otras de grado inferior por el método que más adelante expon­dremos, suprimir las raíces iguales á di: 1, dividiendo por los facto­res binomios correspondientes á estas raíces.Para mayor claridad nos ocuparemos primero de las ecuaciones recíprocas, y después de las negativamente recíprocas.281. Ecuaciones iíecíprocas. Una ecuación do grada par es re~ 
ciproca, cuando los coeficientes de los términos equidistantes de los ex­
tremos son iguales y  de «« misino signo, ó iguales y  de signos coiiira- 
ríos, con tal que en este segundo caso falte el término medio.Sea en primer lugar la ecuación de grado par P„.T?"-»ihP,rí2«-'dzI»^a.-2^^-2dz...±P„a^” ± .. .± P y d i P ,.a ;d - P ^ = 0 , cuyos términos, equidistantes de los extremos, tienen coeficientes iguales y de un mismo signo.

1Sí cambiamos x  en — hallaremos, despucs de quitados los de­

22á KCÜACI0NE3

nominadores, la misma ecuación profuicsta; luego esta será recípro­ca según la deíinicíon.Del mismo modo se verá que es recíproca toda ecuación de gra­do par, cuyos términos equidistantes de los extremos tienen coe­ficientes Iguales y <lo signos contrarios, y que ademá-i falta el térmi­no medio.282. Toda ecuación reciproca de grado par tiene los coeficientes 
d.e los términos equidistantes de los c.,'tremas iguales y de un mismo 
signo, ó iguales y  de signos contrarios, faltando en este segundo caso el 
término medio.lin efecto, sea una ecuación recíproca cualquiera de grado par

-l'-PáTi-s^í'M'Piii-i'i'-r P¿ii= 0 [1 ] .En esta ecuación el número total de términos es evidentemen­te 2 n -¡-1 . y el término medio que equidista dolos extremos,es P„íb" . 1Sustituyamos x  por —, y hallaremosP «■}n—1 p2íi—í Pon-l -?2n=0imultiplicando ahora por dividiendo después porP¿n, y escri­biendo los términos en un órden inverso, se tendrá

y



Jirt. X ,3h—i RECÍPEOOAS. P2rt—á 2^3

V-ln

Pn ..c^-i- •••
ÜnP P  Pl:;n  P^n "2«, [2].Ahora bien, si la ecuación [1] es recíproca, la ecuación [2 ], que4se obtiene reemplazando x  por , debe ser idéntica á la propuesta,

ccpor tanto se deberán verificar las ecuaciones de condición, , ,  P2rt-1  TI ^'^-2 p —p
Í = P 2n -2, “ = :P 2..- t ,Psn 1 2>t t 2nDe la primera y última relación, se deduce P2„ = ± 1; y sustitu­yendo sucesivamenle cada una de estos valores de V-m en las demás relaciones, hallaremos paraPp— 1 , P ,” P¿)i—1, Pa^Psw—2,**' I'/i — y para P¿n= — '1 >

\\-= 1 , Pj —— 1̂0— — •••Todas ¡as igualiiados de la primera ¡ínea pueden siempre verifi­carse: las de la segunda también pueden verificarse, con la sola con­dición que exige la última P.t-~— Pn» de ser Pn=^0; y todas ellas vienen á juslific;:r, que si una ecuación de grado par es recíproca, los términos etpiiflisíanlcs (le los extremos lieiicn cocficiculcs igua­les y de un mismo signo, ú iguales y de signos contrarios, en cuyo último caso debe í*altar el término medio.283. Del mismo modo se demostrará, que tocl'iecn'icion de grado
impar cuyos términos equidistantes de los extremos tic îcn ios coefi­
cientes iguales y de un wis.no signo, 6 iguales y de signos contrarios, 
es reciproca', y al contrario, que toda ecuación reciproca de grado 
impar • . . .  -{-TxH-U--=0,
tiene los coeficientes de los términos equidistantes de los extreMos igua­
les y de un mismo signo, ó iguales y de signos contrarios.284. licuACJONES r.EGATíVAMENTE UECiiumcAS. Para que una 
ecuación de grado par 2n sea negativamente reciproca, es necesario que 
los coeficientes de las potencias pares de- x equidislnntes de los extre­
mos sean iguales y de un misino signo, y los de las potencias impares



sean iguales y  de signos contrarios^ debiendo faltar el término medio 
en el caso de ser ¿m-yar ed número n; ó bien, sean iguales y de signos 
contrarios los coeficientes yrimeroSy é iguales y de un mismo signo los 
segundos, debiendo fnltur en este caso el término medio, cuando n se- im nùmero par.iVsi, las ecuaciones y — 5^2—son negativamente recíprocas; porque tienen iguales y de un mismit signo los coeficientes de las potencias pares equidistantes de los ex­tremos, é iguales y de signos contrarios los de las potencias impa­res, y adem/ís falta el término medio en la segunda, por ser impar la mitad de su grado.De la misma manera son negativamente recíprocas las ecua­ciones — 1— 0 y 3,'r̂ — b.T''ztx^-\ ox'^-\-?ix— í —0,que tienen iguales y de signos contrarios los coeficientes de las po­tencias pares equidistantes de los extremos, é iguales y de un mismo signo los de las potencias impares, y además falta e! término raedi<- de la primera, por ser par la mitad de su grado.Para justificar esta regla, sustituiremos en la ecuación [1]

‘̂ 2'. KCUACIONKS

j X  por— 1— , y se tendrá
X P P „ P .

t •̂2 /¡—i ' X^
Pa-í—2“i-----"i —!xr

I V —i
l-P2n=0,E! término medio llevará el signo-4- ó el signo según que lamitad n del grado de la ecuación sea par ó impar.Quitando denominadores, haciendo la inversion de términos v dividiendo por P-2n , se hallaráP2/»-l-.Xi r , - i P-’«-22» P2HP, . . . d z Pr,. — í¡Pá«P2.■ X2 _____ í [5].Albora bien, si la ecuación [1] ha de ser negativamente recípro- ca, la ecuación [3], que se obtiene sustituyendo ¿epor----- , debe ser

Xidéntica á la propuesta; y por tanto, se deberán verificar las ecua­ciones de condición



4 = P Pin—í0> Pan = p RBCÍPUOOAS.P2n-2 2?5= p . p«= P n , . . .
A - p . „De la primera y última relación se deduce

V ^ ^ = ± \ ;y sustituyendo sucesivamente cada uno de estos valores de Pa„ en las demás relaciones, hallaremos para P s „ = l ,
Pq— P)=—P2'<-l> Pa=P2«-2, Pj^—P á„_3 , . . .  P „ = d = P „ ;  y para P sn =— 1,Po— P i= P 2 » -í, P g = —P2h_ 2, P n = ^ P « ;Todas las condiciones de la primera línea pueden verificarse siem­pre; á excepción del caso en que n sea impar, que exige para que se verifique la última condición P n = — Pn, que sea P„==0. Del mis­mo modo se verificarán siempre las condiciones de la segunda línea, á excepción del caso en que n sea par, que exige para que la últi­ma P „ = r p P „  sea satisfecha, que se tenga P « = 0 , cuyas condiciones vienen á justificar la regla dada.283. Por un procedimiento análogo se probaría, que ¿as ecua­

ciones de grado impar de coeficientes reales, no pueden ser negativa­
mente reciprocas.

KQdo d e  re d u c ir  u u a  e cu a c ió n  re c ip ro ca  6 u e g a llv a m c n te  re c ip ro c a  á 
o tr a  d e  un g ra d o  In ferio r.

286. Antes de pasar á reducir una ecuación recíproca ó negati­vamente recíproca á otra de grado inferior, por el método general de que en breve nos ocuparemos (287), conviene hacer las siguientes observaciones:
\ T o d a  ecuación reciproca de grado impar, tiene por ¡o menos 

una raíz igual á -f-1 ó — 1.En efecto, siendo la ecuación de grado impar y recíproca, los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos serán iguales y de un mismo signo, ó iguales y de signos contrarios. En el primer caso, quedará satisfecha haciendo a := — 1; porque dos tér­minos cualesquiera equidistantes délos extremos, serán uno de gra­fio par y otro de grado impar; de modo, que al sustituir x  por — | el uno se reducirá á sus coeficientes, y el otro al suyo con signo cara-
Tm * II. (S



biado; y como ambos son iguales en vaior numérico, se destruirán,Y el primer miembro de la ecuación quedará reducido h cero. Ln el L u n d o  caso, el valor verifica evidentemente á la ecuación; luê ô toda ecuación recíproca de grado impar, tiene por lo ménos una” raíz igual 5 4-1 ó - 1 ,  según queríamos demostrar.2 Toda ecmcion reciproca de grado par, que tiene iguales y de 
sianos contrarios los coeficientes de los términos equidistantes de los 
extremos, y  que carece, como ya se sabe, del término medio, queda 
satisfecha por lo ménos una vez por el valor x = + 1 , y otra porX = __ 1.En efecto, haciendo en ia ecuación , el primer miembro se reducirá á la suma algebráica de sus coeflcicntcs; y como estos son iguales de dos en dos y de siguos contrarios, dicho primer miembroserá cero, y la ecuación quedará satisfecha por ,x = 1 . Si hacemos* = — i los coeficientes de las potencias impares cambiarán de sig­no- y cómo éstas se hallan equidistantes de los extremos, permane- ceóán en la suma, siendo iguales y de signos contrarios: los de las potencias pares también lo son; luego su suma algebráica será cero,Y la ecuación quedará también satisfecha por x = ~ \ .  Por consi­guiente, la ecuación propuesta tiene por lo ménos una raíz igual á ' 4 l , y otra igual á — 1. , . t . ,  •

3.a Toda ecuación recíproca que no tiene ^guaUs a la uni­
dad positiva ó negativa, tiene que ser necesariamente de grado p a r,
V los coeficientes de los términos equidistantes de los extrentos serán
i,males y de un mismo signo. ^En efecto de grado impar no. puede ser; porque tendría por lo ménos unu ra'iz igual á +  1 ó - 1 ,  según la observación i luego tiene que ser de grado par. Además, los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos serán iguales y de un mismo signo; porque si fuesen iguales y de signos contrarios, carecería del tèrmi no medio; y según la 2 .“ observación, tendría por lo menos una rala igual á -t- 1, y otra igual à - 1 ,  los que es contra el supuesto.

COSSECUENCIA. S i  SO divide el printer miembro de una ecuacwn 
recíproca por el producto de los factores binómios, correspondientes a  
todas las raíces iguales d +  l é - 1  que dicha ecuación conüene, la 
gue remite de igualar á cero el cociente será reciproca también, e 
grado p a r, y los coeficientes de los términos equidistantes de los catre- 
mos serán iguales y  de un mismo signOé

2^5 ECUACIONES



BECÍPBOCAS. 327Que ha de ser reciproca, es evidente; porque si la propuesta tie­ne una raíz cualquiera a distinta de la unidad, tiene necesariamente 4otra y como estas raíces no se han suprimido, deben hallarse enCf.la ecuación cociente; luego es recíproca. Debe ser de grado par; por­que si fuese de grado impar, tendría por lo raénos una raíz igual á +  1 ó —  4, lo cual no puede ser. Además, los coeíicientes de los términos equidistantes do los extremos serán iguales y de un mis­mo signo; porque si fueran de signos contrarios, tendría por lo mè­nes una raíz igual á -|- 4 y otra igual á —  1 ; lo que tampoco es po­sible, según la hipótesis.287. Hechas las anteriores observaciones, pasemos á reducir una ecuación recíproca á otra de un grado inferior, y sea en primer lu­gar una que no tenga raíces iguales á - h 1  ni á —  1, la cual, como acabamos de ver, será de grado par, y los coeücicntes de los térmi­nos equidistantes de los extremos serán iguales y de un mismo signo; de modo, que podremos representarla de un modo gene­ral, por
Pudiéndose formar con las 2n raíces de esta ecuación, n  grupos que ̂ 4 4 1cada uno contenga dos raíces recíprocas a y —, ó y —, c y — , ecéte-

a ' b cra, cuyo producto es igual á la unidad; si hallamos una trasformada en 2/, cuyas raíces estén ligadas con las de la propuesta por la rela- 1cion — 2/> esta trasformada será evidentemente del grado n , ycada una de sus raíces, sustituida en la relación anterior, dará dos valores para x ,  que se obtendrán por la eco ación— y a ;-f-l= 0 ,ó sea por la fórmula que de esta se deduce,— AÍC =
2Estos valores de x  serán raíces de la ecuación propuesta, y por tanto su resolución dependerá de esta trasformada en y  , que como ya hemos dicho es del grado n, igual á la mitad del grado de la ecuación dada.Para hallar la trasforraada de la ecuación [ l ] ,  cuyas raíces están



228 E C U A C IO N E S  
X

ligadas por la relación no hay más que eliminar la a? en-Ire esta relación y la ecuación propuesta; y aunque podria hallarse la ecuación final por el método del m. c. d ., la obtendremos más fá­cilmente por otro medio especial.Para ello, dividamos la ecuación [\] por ¡t” , y agrupando los tér­minos equidistantes de los extremos, hallaremos
(*"+i ) + + ¿i)+•••+*’”= ®

M 1 í

/ 1 ’\ i  .l y  — la?““ ’de donde se deduce
se hallará, haciendo sucesivamente m = — 1 ,0 , f , 2 , . . .  n,=  3! +  -  =  y,a?” X ’ ^

\ i

Y  sustituyendo los valores de estos binómios en la ecuación anterior, hallaremos la ecuación pedida en y, que como evidentemente se ve, es del grado n , igual á la mitad del grado de la propuesta.De lo dicho anteriormente se deduce, que:288. Para reducir una ecuación reciproca cualquieraá otra de gra­
do inferior, se ve primero si tiene las ralees \ y — \, y si son múl­
tiples, se halla el grado de multiplicidad de cada una (272, cons. 1 
después se divide el primer miemlro de la ecuación por el producto de 
los factores linómios correspondientes a todas las ratees iguales - i - 1 y  —  1, c igualando á cero el cociente, se hallará una ecuación que ya no 
tendrá estas ralees, y  por tanto será de grado par 2n, y se podrá re­
ducir, según el caso anterior, á otra de grado mitad n.Sea, por ejemplo, la ecuación recíproca



Xsta ecuación tiene la raíz -h 1  repetida tres veces, porque i anula al primer miembro y á sus dos primeras derivadas; y la raíz —  í  se halla repetida dos veces, por anular a! primer miembro de la ecuación y á su derivada; de modo, que dividiendo por el pro­ducto
(cc— — 1,  se hallará el cociente, que igualado á cero da la ecuación reci­procaAplicando el método general (*287), hallaremos, dividiendo por y agrupando los términos equidistantes de los extremos,

BECÍPEOGAS. 2 2 9

^ H - 5  lx~\~  —\ + 6 = 0 .\ x f1 1Haciendo ahora ¿ c - h - = y ,  se tendrá — =  y*— 2 ; cuyos
X  Xvalores, sustituidos en la ecuación anterior, darán2/̂ H-5!/-í- 4 = 0 , de donde i/=  y sustituyendo estos valores en la fórmula

y ± \ ^ i f -— 4
— 4

X =hallaremos para y—— 1, para y —— 4,
2

X
— 2 ’ a; == —  2 ±  l / J .Sea, por segundo ejemplo, la ecuación recíproca de grado par 20 „ 74 , 143 .  71 .  20■ 2?5“{_ ---------x^-\- X “ 0 3 + 1 = 0 ,3 4 C ' 4 3En esta ecuación se halla la raíz + I  repelida dos veces; de modo, que dividiendo por ( r— — 22? + 1, se tendrá la nueva ecua­ción recíproca . 44 89 ,  14 . ^

Dividiendo por y agrupando los términos equidistantes de los extremos hallaremos/ o  1 \  14/ 4 \  89



230 ECUACIONESHaciendo ahora y ~ x - \ - —, de donde —2—a:®-}- . .  y sustita- yendo estos valores en la ecuación anterior, hallaremos la trasfor-mada en 2/ 56y~hGfí=0, de donde !/ = |  ¿  
y según la formula x = -------------- , tendremospara y = ~ *

para y = - ,

¿c=
_ ( vx =289. En la reducción de las ecuaciones negativamente recípro­cas, debemos considerar cuatro casos: i Que los coeGcíenlcs de las potencias pares equidistantes de los extremos sean iguales y de un mismo signo, y los de las potencias impares iguales y de signos con­trarios, siendo par la mitad del grado de la ecuación; 2. que sean iguales y de signos contrarios los coeficientes de las potencias pares equidistantes de los extremos, é iguales y de un mismo signo los de las potencias pares, siendo impar la mitad del grado de la ecuación; 3/ que siendo par la mitad del grado de la ecuación, los coeficien­tes de las potencias pares equidistantes de los extremos sean igua­les y de signos contrarios, é iguales y de un mismo signo los de las potencias impares; y i .°  que siendo impar la mitad del grado de la ecuación, los coeficientes de las potencias pares sean respectivamente iguales y de un mismo signo, é iguales y de signos contrarios los de las potencia impares. En estos dos últimos casos debe faltar el tér­mino medio;Los dos primeros casos se resuelven como las ecuaciones recipro­cas, dividiendo por una potencia de a;, cuyo exponeiite sea la mitad del grado de la ecuación, agrupando los términos equidistantes delos extremos; y haciendo en seguida4

X-
Xse elimina la a? entre esta relación y la ecuación anterior, calculando los binomios que en aquella entran por la fórmula general



r e c íp r o c a s .De este modo se halla una ecuación en y , cuyas raíces, sustitui­das en la ecuación = 0 ,  ó en la fórmula que de ella se de­duce, ______Æ = 2darán para cada valor de y, dos valores para a;, que serán raíces regativamente recíprocas de la propuesta.Los casos 3.” y 4-.“ se resuelven eliminando la x  entre la ecua­ción final propuesta y el trinòmio , por el método delm. c. d .;  la ecuación final en y que bailemos será de un grado mitad del que tiene la ecuación dada, y sus raíces, sustituidas en la for­mula anterior, darán todos los pares de raíces negativamente re­cíprocas de la ecuación propuesto. ^El 5." y 4 .” caso también pueden reducirse á uno de los dos pri­meros observando que toda ecuación que en uno de estos ca­sos contiene las r a í c e s y  - / = l ' p o r  tanto su primer miembro será divisible por el binòmio y el cociente igualadoá ceros dará una ecuación que se hallará en uno de los dos prime­ros casos.

LECCION XXXI.

Condiciones á que deben síitisfacer los coeficientes indeterminados de tina ecuación, par» 
qne entre varias de sns raíces se verifiquen ciertas condiciones.-Método general para re- 
dneir nna ecuación & otra de menor grado, cuando existen relaciones entre vanas de sus
»ices.

CondIeloncM ú ijue detoen « atlsfaco r loa co cú c ic n te s  In d eterm in ad o s de 
a n a  e cu a c ió n , p a ra  qu e e n tre  T al la s  d e  so s  ra icea  se  verlO quen  c ie r ta s  
co n d icio n es.

290. Cuando se quiere determinar los coeficientes de una ecua­ción, de modo que tenga varias raíces que cumplan con ciertas con­diciones, se forma con estas un sistema de ecuaciones que deben ser



í

I

satisfechas simultáneamente por unos mismos valores de las incóg­nitas; de manera, que eliminando entre estas ecuaciones m énoslina. todas las incógnitas que contiene menos una, y expresando que la ecuación final y la restante tengan un divisor común de un grado igual al número de combinaciones que se han de formar, hallaremos las condiciones pedidas.291. Sea, por ejemplo, hallar las condiciones d que delen satis- 
facer los coeficientes indeterminados de la ecuación í  [ x ) = 0 , para que 
tenga dos raíces iguales y de signos contrarios.Sean estas raíces a y la relación que se debe verificar entre ellas es —a, y además, como son raíces de / ( a :)= 0 , se tendráe! sistema de ecuaciones que ha de quedar satisfecho por unos mis­mos valores de a y ó, =  0 y m = 0 .Eliminando b entre la primera y segunda, se hallará el nuevo sistema

f { a ) ^ 0  y / • ( - « ) - 0 ,que debe verificarse para un mismo valor de a; pero si estas ecuacio­nes tienen una raíz a común, también tendrán evidentemente otra igual á —  a; luego sus primeros miembros tendrán un factor común de segundo grado, de modo que empleando el procedimiento para hallarlo, y continuando la operación hasta llegar á un resto de pri­mer grado de la forma M a + N , se hará que se reduzca á cero con independencia del valor a, lo cual dará las dos ecuaciones de con­dición M = 0  y N = 0 ,que expresan las relaciones que deben verificarse entre los coeficien­tes indeterminados d e / ( .^ )= 0 , para que dos de susraíces sean igua­les y de signos contrarios,
Obseuvacion. El sistema de dos ecuaciones A —0 y B = 0 , pue­de reemplazarse por el sistemaA -f-B = 0  y A— B = 0 ,que se obtiene sumando y restando las dos ecuacionas dadas; porqu? evidentemente dichos sistemas tienen las mismas soluciones, y por tanto son equivalentes.Ahora bien, si A = / ( a ) = 0  y las ecuacionesA + B ==/(íz)-h/(~ «)=0 y ^«ducen álas que resultan de igualar á cero la suma de los términos de gra o

232 RBDUOOIOSf



DK ECUACIONES.par de la ecuacioa f{a )= 0 , y la suma de los términos de grado im­par de la misma; la segunda es evidentemente divisible por a , que corresponde al valor y como este valor no verifica á la prime­ra ___rt)= 0 , las raíces comunes de las ecuaciones/(æ)—0y /■ (_a)=0, se hallarán también en estas otras:
M + f { - a ] = 0  y ------ 0;es decir, entre las ecuaciones que resultan de igualar á cero la suma de los términos de grado par de la ecuación f[a )—0, y la diferencia de los de grado impar divididos por a; luego para hallar las condi­

ciones que delen verificarse entre los coeficientes indeterminados de una 
ecuación f  (x)::=0, para que dos de sus raíces sean iguales y de signos confranos, no hay más que expresar la condición de que exista un m . c . d. entre la suma de ¡os términos de grado par de la ecuación da­
da, y la de lo i términos de grado impar dividida por s..292. iS'fiíi, en segundo lugar, hallar las condiciones que deben veri­
ficarse entre los coeficientes indeterminados de una ecuación f ( x ) = 0 , 
para que dos de sus raíces a y b satisfagan á la relación p a + q b = r , 
siendo p, q y r, números conocidos.Puesto que £Z y 6 son raíces de la ecuación f  (æ )=0, y además han de verificar á la relación pa-\-qh=r  se tendrá el sistema de ecuacio­nes que se han de verificar simultáneamente 

pa-\-qb—r , f [ a ) = 0  yEliminando b entre la primera y segunda, hallaremos el nuevo sistema
f { a ) = 0  yluego las dos ecuaciones/ ( . i .deben tener la raíz común a, y por tanto sus primeros miembros tendrán un m . c. d . Esto supuesto, aplicaremos k f { x ]  y c - ^ )el procedimiento del m. c. á . ,  y se continuará la operación hasta lle­gar á un resto independiente de a?, que igualado á cero, dará la rela­ción pedida.Si /“(x)= 0  debe tener n pares de ralees que verifique á la relación



234 HEDXICGIONdada p j + ? 2= r ,  el m. c. d. de f{x) y íoberá ser del ene-
simo grado; de modo, que cuando ileguemos á un resto del grado n _ l , se establecerá la condición de que sea cero con independencia de X , lo que dará n ecuaciones de condición, igualando á cero sus n coeficientes (3o).293. Sea, en tercer Ivgar, hallar las condiciones que deben ve­
rificarse entre los coeficientes indeterminados de una ecuación f ( x ) = 0 , para que tres de sus raíces a, b y c , verifiquen á la relación p a + q b -j-r c = s , siendo p, q, r y s númei'os conocidos.El sistema de ecuaciones que deben verificarse á la vez, será 

p a -^ q b -[^ rc= s , f { a ) = 0 ,  f{6 )= 0  y f{ c ) = 0 .Eliminando b y c entre las dos últimas ecuaciones y la primera, se obtendrá una que no contendrá más que la incógnita a , tal como F(a) =  0; esta ecuación y la segunda /(a) — O, deben verificarse por un mismo valor de a; por lo tanto, F(a) y .((a) deben tener un m. c. d. D , cuyo grado será igual al número de combinaciones de tres raíces que satisfacen á la relación dada; de modo, que si no hay más que un sistema que cumpla con esta condición, D será de pri­mer grado.Esto supuesto, apliquemos á F(íc) y f{ir) el procedimiento del m . c. d .,  y continuemos la operación hasta llegar á un resto in­dependiente de X , el cual, igualado á cero, dará la condición pedida.294. Sea, por último, hallar las condiciones á que deben satisfacer 
¿os coeficientes indeterminados de una ecuación f(x )= 0 , para que n de 
sus raíces estén en progresión por cociente.Sean a, b, c, . . .  l ,  las raíces de la ecuación f{x)—0 que han de estar en progresión geométrica, las cuales se podrán representar por a , a q , aq^,  . . .  aq^~^, llamando y á la razón de la progresión.Si ahora trasformamos la ecuación /'(x)—O en otracuyas raíces sean los productos de las de/(¡r)— O por el número q ,entre las de esta trasformada se hallarán aq,aq^, aq ,̂ . . .de las cuales «— 1 son comunes á la propuesta y trasformada; porconsiguiente, entre los polinómios/(¿r) y debe existir un



db  ecuacion es . 235
m . c. d . del grado n— 1 ; si hacemos las operaciones necesarias para hallarlo, y continuamos hasta llegar á un resto del grado n  2 , ha­ciendo que éste sea cero con independencia de x ,  para lo cual igua­laremos á cero sus n— 1 coeficientes, tendremos n —1 ecuaciones de condición que deben verificarse entre los coeficientes indeterminados de la ecuación y la razón q , para que dicha ecuación tenga n raíces en progresión geométrica.Si q no es un número conocido, entónces deberemos eliminarla entre las n— \ ecuaciones de condición halladas anteriormente, para lo cual estableceremos la nueva condición que los dos primero miembros de dos cualesquiera de ellas tengan un divisor común de primer grado en q,  y luégo que este divisor común divida también á todas las demás ecuaciones.Si quisiéramos que todas las raíces de la ecuación del grado m  
f [ x ) = 0 j  estuvieran en'progresión geométrica, haríamos en el pro­blema anterior n ~ m .

M é to d o  generas para rcilnelr una ecuación  d otra  «le m enor g ra do , cuan­
do existen re lacion es entre varias d e  sus raíces.295. Cuando se conocen relaciones particulares entre varias 

raíces de una ecuación, se puede hacer depender la resolución de ésta de la de otra ú otras de grados inferiores. Las ecuaciones en que esto se verifica, se dice que son susceptibles de reílvxcion.296. Sea u m  ecuación f(x)—0, en la m al se verifica que uno ó 
más pares de raíces cumplen con la condición p a-f-q b =r, siendo p, q 
y  r números conocidos.

/ r—Según hemos visto (292), debe haber entre f{x)  y f  Jun máximo común divisor D , que igualado á cero dará tantas raíces como unidades tenga su grado, las cuales, sustituidas en larelación ¿ darán á conocer los valores de otra raíz ó; y
qcada par de raíces « y 6, que por este medio hallemos, lo serán de la ecuación / (íc) = 0, que podrá dividirse por el producto de los fac­tores biBÓmios correspondientes á estas raíces, quedando la ecuación reducida’ á otra de un grado inferior.Si la ecuación/(j?)=0 tiene una raíz a que satisface á la condi-



236cion pa-\~qa~r^ ó se tiene a —

E K D U O CIO IÍ r
v - ^ q

, esta raíz verificará también á
enla ecuación f(^ — ^ ^ = 0 ;  por tanto, deberá hallarse también la ecuación D = 0 .Recíprocamente, toda raíz a de la ecuación D = 0 , será una raíz de la propuesta, para la que habrá otra h, deducida de la relación

b = -------- , ó que satisfará á la condición pa-{-qa=r^  ó a = -------- .
(

r — p x \-------- j —0; por con-
siguiente,-----^ s e r á  una raíz de la ecuación dada/(a?) =  0; si

q
r  /   ̂ \  ' — P ^ \a = --------, se tendrá f {  --------)=:0; pero haciendo en f {  ----------  )

p-hq \p-hq j \  q J

„  . . .  , i  ,/ p r - ^ q r - ~ p r \= 0 ,  a =  ------, se obtiene f  \ -------------- 1 = f  ( ------ ;— ;— —̂  ) =
p-i-i \ q I \  q{p+q) /^ 1 = 0 , que es lo que se quería demostrar. Cuando la ecua-■ \p-\~q/

, r  . . .cion f ( x ) = 0  tiene raíces iguales á ------ , conviene principiar por qui-p^qtar estas raíces, dividiendo por la potencia del binòmiocuyo exponente sea el grado de multiplicidad de esta raíz.297. Si se tiene p = q ,  la relación pa-{~qb=r se convierte en
Ta -l-6 = 5 , haciendo, para abreviar, —= s ;  y la cuestión queda redu-
Pcida á buscar el m . c. d. de los polinómios f { x )  y / { s — a;). Sea D este m , c. d . ,  que igualado á cero dará la ecuación D = 0 .Como las dos raíces a y  ̂ entran de la misma manera en la rela­ción a-\-b—s , la ecuación D = 0  no debe dar la una con preferencia á la otra; debe por consiguiente dar las dos. Además, las raíces de la propuesta que satisfagan á la condición ò a= -|-s , tam­bién se hallarán contenidas en la ecuación D = 0 .Si todas las raíces pueden agruparse de dos en dos, de modo que



DE BCUACrONKS. 237la suma de las dos rafees de cada grupo sea igual á 5, la ecuación 
f [ s — x ) = 0  será la misma que la propuesta/(a:)=0, y no podrá en­tóneos reducirse por este medio á otra de grado inferior. En este caso se podrán disminuir las raíces de f { x ) ~ 0  en s; la suma de las raíces de cada grupo vendrá disminuida en s , de modo que esta suma será cero; luego a— l s = - [ b — ^ s). y por tanto las raíces de la trasformada serán de dos en dos iguales en valor numérico, pero de signos contrarios; por consiguiente, se podrá reducir á otra de un grado mitad.Si la ecuación f { x ) = i )  tiene raíces iguales á - ^ s ,  la trasformada tendrá tantas raíces iguales á cero, como raíces iguales á -¿ s tiene la propuesta.298. Cuando una raíz cualquiera a está ligada con otra p, pormedio de la relación a b = p , las ecuaciones f{x )  =  0 y son idénticas, y no puede efectuarse la reducción por el método ge­neral.En este caso, se representa por y la suma de dos raíces corres­pondientes á un par, y el número de valores de y  será la mitad del número de raíces; por consiguiente, estos valores dependerán de una ecuación de un grado mitad que el de la propuesta.Siendo p el producto de dos raíces de la propuesta, é y la suma de estas dos raíces, la ecuación f{x)==0  deberá ser divisible por el trinomio de segundo grado —yx-{-P‘ Efectuando la división y ex­presando que el resto de primer grado que se obtenga sea nulo in­dependientemente de los valores de x ,  hallaremos dos ecuaciones de condición M = 0  y N = 0 , que deberán verificarse para unos mismos valores de y. Hallaremos por consiguiente el m . c. d . de M y N , y la ecuación que resulte de igualarle á cero, será la que se pide.299. Si las raíces de una ecuación han de ser tales que se pue­dan agrupar de dos en dos, de modo que el producto de las que for­man un grupo sea igual á p , esta ecuación será evidentemente de grado par, de la forma

jp*n_j_p ..,-4 -P „x " ...^ -P 2 » -2 a J '^ + P 2 n -n l^ -l-p 2 n = 0 ^y deberán verificarse entre los coeficientes las relacionesP 2 „= p ” , P 2. - 2— P«+i =pP«- r ,de modo, que la forma general de estas ecuaciones, será



Si ahora dividimos todos los términos de esta ecuación por ar", y agrupamos los equidistantes de los extremos, se hallará+ - + p » = o-pmComo todos los binomios en x  son de la forma — -  si hace-ccmos ¿cH-—= !/ , la incógnita y representará la suma de todos los pa-
Xres de raíces cuyo producto es p; de modo, que eliminando x  entre la ecuación anterior y 1̂  ecuación que resulte será la re-

Xducida que se busca.Pero esta eliminación se puede hacer muy fácilmente, calculan- do los binomios x - \ - ~ ,  x ’̂ -\-—„ , etc., por la fórmula general
X  x^ ̂ + l / ««*\ /  I,™—iN

23 8  BBDUCCION DE ECUACIONES.

’+S i= ( " " + 9 •Conocidos los valores de hallaremos los de x ,  por la fór-mula a? =  -y á z \ ^ — Ap2deducida de la ecuación x^ -~ yx-\-p = 0 .
Obskrvacion . Las ecuaciones recíprocas no son sino un caso particular de este que acabamos de resolver.



TEECEEA PAETE.
I^esoXxacioTX d.© las eoxiacioxxes riu.iaaéi^oas, 

l3î <̂ xaa.ias, •trixxóm.ias y  -tr'ascezid.en'tes.

LECCION XXXII.

Determinación de los límites de las raíces reales de una ecuación numérica.

H etcrm lnaclosi de lo s  lím ite s  do lo s  ra íc e s  r c o lc s  do n n »  e cu a c ió n
m érica .

300. La resolución de las ecuaciones numéricas la divideremos en tres partes: en la primera nos ocuparemos de la investigación de de las raíces conmensurables tanto enteras como fraccionarias; en la segunda, de las raíces inconmensurables; y en la tercera, de las raí­ces imaginarías.Como la resolución numérica de una ecuación se reduce á deter­minar, por medio de sustituciones, los valores de las incógnitas, con­viene que el número de estas sustituciones sea el menor posible; por cuya razón debemos calcular de antemano dos números que com­prendan ó todas las raíces reales de una ecuación, que se llaman li­
mites de las raíces.La investigación de los límites de las raíces reales de una ecua­ción es un problema indeterminado; pues una vez hallados dos nú­meros que comprendan todas las raíces, otros dos números que com­prendan á los anteriores, lo serán también. Así, al hablar de límites de raíces, no se debe decir el limite a de las raíces, sino un limite a. De todos los límites que se hallen, conviene elegir aquellosque com­prendan el menor número de números enteros.



En la investigación de los límites de las raíces de una ecuación, debemos distinguir dos casos, según se trate de hallar los dosnúmeros que comprendan todas las raíces reales tanto positivas como negati­vas, en cuyo caso estos límites son en general de signos contrarios, ó bien se trate de hallar los límites de las raíces positivas y los de las negativas. Desde luégo se ve que el primer caso comprende al se­gundo, pues hallado un límite superior de las raíces positivas, y otro inferior de las negativas, estos dos límites comprenderán todas las raíces reales.Pasemos, pues, á determinar un límite superior de las raíces po­sitivas de una ecuación. Muchas reglas se han dado para determinar este límite; pero las más principales son las siguientes:301. 1 REGLA (del mayor coeflciente negativo). Se obtiene un
limite superior de las raíces de una ecuación reducida á la forma or- 
dinaria, agregando una unidad al valor absoluto del mayor coeficiente 
negativo.Para demostrar esta regla, observaremos que si el primer miem­bro f{x)  de una ecuación/ { x ) = 0 ,  se reduce á una cantidad positi­va por la sustitución de un número L  y por la de todos los números mayores, este número L  será un ¡imite superior de las raíces.Esto supuesto, sea una ecuación reducida á la forma ordinaria. . .  ± Ü = 0  [1],cuyo primer término espositivo, y los restantes pueden ser positi­vos ó negativos.Sea N el valor absoluto del mayor coeficiente negativo. Si supo­nemos que todos los coeficientes son negativos é iguales en valor absoluto al mayor de ellos N , hallamos un valor de x  que verifique la relación

a:’" —  1 2?— 1este valor reducirá evidentemente el primer miembro de la ecuación [1 ] á una cantidad positiva. Ahora bien, esta relación queda satis­fecha haciendo ó > 1 + N ;  porque quitando denominadores, trasponiendo los términos y sacando x"' factor común, se halla1 _ N ] + N =  ó > 0 .Luego un limite superior de las raíces de la ecuación f{x ) ~ Q i  es 4-f-N ; es decir, el mayor coeficiente negativo N tomado positiva­mente, aumentado de una unidad.

2 4 0  LÍMITES DE



La s  r a íc e s . 241302. 2.® REGLA (de la raíz del mayor coeficiente negativo). Se
oltiene m  limite superior de las voices, agregando una unidad á la 
raíz del valor ahsohUo del magar coeficiente negativo, cuyo indice es 
la diferencia entre el grado de la ecuación y  el exponenle del primer 
término negativo.Sea la ecuación

— ± Q .« " '- " - 'z h . . .± U = 0  [2],cuyo primer término negativo no sea el que sigue al término ¿c'” , pues en tal caso esta segunda regla se reduce á la anterior.Supongamos que el primer término negativo sea— y que á partir de éste, pueden ser los demás indiferentemente positivos ó negativos.Representemos como antes por N el valor absoluto del mayor coeficiente negativo.Admitamos también que los términos, á partir del primero nega­tivo, sean todos negativos, y que lleven por coeficientes números iguales al mayor N ; en cuyo caso, si hallamos el número que verifi­que la relación
x " ' = ó  . . . - h N ó a?’” ó ^------

X — \este número liará que el primer miembro de la ecuación [2] sea una cantidad positiva, y por tanto un límite superior.Para hallar este limite, quitemos denominadores en la relaciou anterior, y suponiendo 1, se tendrá N
x^’ lx — 1 )=  ó > » N  —  1)— ----------- N .Sacando x'” factor común, se hallará

X'cuya relación queda satisfecha, haciendo N
X — Ì ---------- r = o > 0 ,  ó 4 )— N =  ó > 0 ;

X n—1si hallamos ahora el valor de x  que verifique la relación( ,^ _i ) )—K=z ú >  o, ó (:c—1 ) « _ N  =  Ó >  o,este valor reducirá, con más razón, á una cantidad positiva el pri­mer miembro de la ecuación propuesta; pero esta última relación severifica haciendo a : ^ ó > 1 - h / N ;  luego un límite superior délasT m o  II.
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raíces de la ecuación [2] , será 4 + 1 ^ ,  según queríamos demos-303. 3.*̂  REGLA (de los grupos). Se obtiene mi limito su-penor
de las raíces, descomponiendo el prim.er miembro de la ecuación en 
yolinámios ordenados con relación á x , que no tengan más que una 
variación, y gwe elpSmm- término de cada una-sea posüivo; se halla 
d  núm&ro que hace que todos estos poUnómios sean positivos, y  se ten­
drá el límite supeHor buscado.Sea./(a;'l=0 la ecuación, ^  W , / ,(*), A  W , . . .  varios polmó- mios ordenados con relación á a , que no tienen más que una vana- cioti, y que sus primeros términos son todos positivos, y además quese tieneSegún la regla de Descartes, cada uno de estos polinomios no puede anularse más que por un solo valor positivo. Para el valor 
■ jo=0, el polinòmio es negativo ó cero; luego hallando un valor de ar que haga positivo á cualquiera de ellos, otro valor mayor también lo hará, y aquel número que haga positivos á todos, hará positivo tam­bién’al primer miembro/(.r) de la ecuación propuesta; y como todo número mayor que él también lo hace positivo, este número es su lí­mite superior. • , . . 7304. 4.°' REGLA (de Newton). Se halla un limite superior de
las raíces de una ecuación í  ( ̂ )=-0, determinando un número que ha­
ga positivas á f  (x) y a todas sus derivadas.En efecto, si hhucc  quesean positivas f{x] y todas sus derivadas, cuaiquier número h ^ k  mayor que 7¿, también hace que /"(a;) lo sea; porque se tiene

f(h ^ k )= --/{h )^ -r  /,)/É_f_.ip(/í)7¿2+ . . .  y c o ra o / (/ i) ,r(/ i) ,r(/ í!. ••• SO" Vor hipótesis positivas,/'(a+A) también lo será; luego A es un límite superior.305'. REGLA (de Bret). Se obtiene un Umita superior de las 
raíces de una ecuación, dividiendo cada coeficiente negativo tomado 
positivamente, por la suma de los coeficientes positivos que le proce­
den, y  agregando una unidad á la mayor de las fracciones ^ue re­

sulten. .Sea, para Gjar las ideas, una ecuación de grado determinado.tal como



— Da;^-;-E,r—F = O tpues lo que de esta ecuación digamos se podrá decir de otra cual­quiera.Se tiene evidentemente, para cualquier valor entero, y positi­vo de n, + ----[-â  + 1 )  (íP—í );ó bien, haciendo x — \ = y ,  efectuando la multiplicación y agregando una unidad á los dos miembros,
Si ahora hacemos esta Irasformacion en lodos los términos posi­tivos de la ecuación propuesta, dejando tal como están los negativos, hallaremos que dicha ecuación se podrá poner bajo la forma

+ B ;/  + B y |  + B y |  + B ¡ / - h B ( _- C  — D I
Dando á y un valor positivo cualquiera, los coeficientes de esta ecuación que no tienen términos negativos, siempre conservarán un valor positivo; luego si igualamos á cero los coeficientes que contie­nen un término negativo y se resuelven las ecuaciones, c! valor ma­yor de y que los verifiiiue ú otro número cualquiera mayor que él, hará que el primer miembro de ía ecuación sea una cantidad positi­va, y por tanto el valor correspondiente de (.2:=?/-í-l) será un lim í­te superior. Así, en la ccuaciun que consideramos so igualarán á cero los coeficientes de x"̂  ̂ de x^ y el lénnino conocido, de modo ^ue se tendrán las ecuacionesA .y + B y -C -0 , A í/+B y-D =:0, A7/-|-B^'~fEy~F=:.0, de las cuales se reducen los valores
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^ A -h B ’ y-
DA -f B r-

Fa - i- b - h eAgregando una unidad a la mayor de estas fracciones, se hallará el valor de (x = í/ -f-l) , qne puesto en la ecuación propuesta, redu­cirá su primer miembro á un número positivo; y como cualquier número mayor también lo hace posilivo, dicha fracción, aumentada en una unidad, será el límite.300. Bailar im Imite inferior de las ratees posUicas de una ecua­
ción f(x )= 0 .



244 LIMITES DE 1Si hacemos en la propuesta x —— , y hallamos por cualquiera
yde las reglas anteriores el límite superior L  de las raíces de la tras-
\ 1formada, se tendrá de donde —•<—=¿c; luego el límite pe-L  ydido se halla dividiendo la unidad por el límite superior de las raí­ces de la trasfurmada, que se obtiene reemplazando en la propuesta 

\
X por —.

y307. Si representamos por N el mayor coeficiente de signo con­trario al del último término de la ecuación /’(¿c)=0, se tendrádzN:í;” ...=F:U=:0;1la trasformada en —, sera
y/ 1 \  't 1/ ■ ( - ) = - . . . ± N - . . . + ü = 0 ;\  y )  T  y"-de donde se deduce N 1

NEl mayor coeficiente de esta ecuación es —; luego el límite supe­rior, según la primera regla, seráN _ ü + Nu ’y por tonto, el límite inferior de las raíces positivas de la propuesta,será -  Así, se tiene un limite inferior de las raíces positivas de

m a ecuación, dividiendo el ùltimo término por la suma aritmètica de 
éste y  del mayor coeficiente de signo contrario.3C8. Los limites superior é inferior de las raíces negativas, se hallan trasformando la ecuación dada en otra cuyas raíces sean igua­les y de signos contrarios; se determinan los límites de las raíces po­sitivas de esta trasformada, y estos límites, tomados con el signo — . serán los de las raíces negativas de la propuesta.Sea, por ejemplo, hallar los límites de las raíces de la ecuación1 2 0 =  0.



JSe tiene, para uno de los límites superiores:Por la regla 1.“, L = 2 0 -}-1 = 2 1 .
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Por la regla 2.^, ro . regla 3 .“ , Por la regiu 4. ’ , Por la regla
L = 1 ^ 2 0 -h l= i-L = 3 .L = 2 .ün límite inferior de las raíces positivas será 7 , según la regla del número (307).Cambiando ahora x  en — x  se hallará la trasformada8^^— 12o:-!-2 0 = 0 .Un límite superior de las raíces positivas de esta, es, según la jtrimera y segunda regla, L — 13. Por la de los grupos y de Newton, se halla L = 3 .  Por la de Bret, L = 4 .

20ün límite inferior, es L = '̂ 0 5_  —  =  “  : luego dos límites 20-H12 32 8 ’ °de las raíces positivas, son 2 y f ;  y dos de las raíces negativas, son —  3 y — ± , Por consiguiente, dos límites de las raíces, serán 2y - 3 .
LECCION XXXIII.

Método para la determinación de las raíces enteras, y aVireí-iacionesdeque es susceptible. 
Invi-stiga-iou délas raíces fraccionarias.

SUétodo p ar»  la  dottírm inacloi» «le !n« ra i *cs e n te ro s , y  a b re v ia c io n e s  do
q u e  e s  s u s c e p t i b l e .

309. Como las raíces de una ecuación numerica no se pueden calcular siempre por medio de una fórmula algebraiiia, en la cual estén consignadas las operaciones necesarias y suQcientes que hay que ejecutar para obtener cada uno de los valores de la iiicógnita, fino que hay que determinarlos por medio de tanteos, sustituyendo números y viendo cuáles satisfacen 5 la ecuación y cuáles no, convie­ne, para que el número de sustituciones sea el menor posible, hallar



246 B A Í£ £ Scaractères á que debe satisfacer un número cualquiera para que sea ó no raíz de una ecuación dada.De estos caracteres, unos indican desde luego los números que no pueden ser raíces y que por tanto no deben someterse á más pruebas, por lo cual se les llama caracteres de e rclusion\ y otros ma­nifiestan por cálculos más sencillos que los de sustitución, qué nú­meros son raíces de una ecuación dada.310. C a r a c t é k e s  d e  E X C L U S IO N .  Un numero entero cualquie­
ra a, no puede ser ra íz  de laecwicion F(.íb) = :ü , si disminuido algebrúi- 
camente en una unidad, no divide á F ( l) . •En efecto, si a fuera raíz de la ecuación F(a:)==0, su primer miem­bro seria divisible por x —a; y llamando al cociente, que seria un polinòmio de coeficientes enteros, se tendría la igualdad F(¿r)=— (a—x)<^(x), que se converliria, sustituyendo x  por 1, en F(a?)=—[a— 1)9(1); y como ©(I)es un número entero, la división de F (l)p o r a— 1 seria exacta, lo cual es contra el supuesto; luego a no puede ser raíz de la ecuación dada.Del mismo modo se demostraría, que un nùmero entero cualquie­
ra a no puede ser 7'aiz de la ecuación F ( x ) = 0 , si aumentado alge~ 
hráicainente en una unidad, no divi le exactamente a F( — 1 ).O b s e r v a c i ó n . Se ha demostrado que si rtq=l no divide á F ( ± l ) ,  
a no puede ser raíz de la ecuación [ '{x )= 0 ;  pero no se vaya á creer que sí lo será en el coso de que la division fuera exacto; porque po­drá suceder que cumpla con esta condición, y sin embargo a no sea raíz de la ecuación.811. C a r a c t e r e s  b e  l a s  r a íc e s  e n t e r a s  d e  ü n a  e c it a c io n . 
Toda raiz entera de una ecuación F { x ) = 0  de coeficientes enteros, d i­
vide al último término; al coeficiente de x , aumentado del cociente 
de la primera division; al co'ficienie de x®, aumentado del cociente d? 
la segunda; y  así sucesivamente, hasta dividir al coeficiente de 
aumentado del cociente de la m— 1 division. Tiste último cociente, 
aumeyitado dal coeficiente del primer término, es igual d cero.Y recíprocamente, lod) nú?iero que satisface á todas las anteiio— 
res condiciones, es i'aiz de la ecuación dada.En efecto, siendo a una raíz de la ecuación *

* Kn toda esta Lección supondremos quo son enteros los coeficientes de la ecuación duda.



ENTERAS.

su primer miembro será divisible por x - d \  de modo, que represen tando el cociente por tendremos ^
F(a;)— (a;— a)(Boác’''-* -{-B ,a !'" = + .. . - l -B m _ 2 3 ;-h B ;.- í ) ,ó efectuando la multiplicación indicada,
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X ---Bm—1®*
Identificando ahora las dos expresiones anteriores de F(íc),hallaremos
A „ _ i = — B ,„_„« + B , _ i  Am -2=---B,„_3<7-4-Bm—2

de donde
a

km-\-- B „ _ l  -p,------------—. = -- Bm—2
aA,„_2—B,„_2
a

-B ._3  [ 2 ] .'
=—B^a + B ,  , A„ =  B„

A.— B. -B,.-  -o . a - b = oLa primera igualdad de la segunda série manifiesta, P^r ser B ._ i  una cantidad entera, que el último término a A„. es divisible por la raiz a de la ecuación; la suma del cociente — B .„_i, con el coeficiente de a;, es también divisible por a , y da el cocienteentero ~ B ,„ _ 2,com o lo indica la segunda igualdad, y así sucesiva­mente; el último cociente— aumentado dol primer coeficiente A„, da c! resultado cero, como lo indica la última igualdad; con locual queda demostrado el teorema.Tara probar la reciproca, es decir, que cm\qx.mr mmero entero a 
qm cumple con todas las condiciones nnleriores, es ra h  de la cuacion, no hay más que eliminar las cantidades B ,̂ entre las ecua­ciones que son las que expresan estas condiciones.Para hacer esta eliminación, mulliplicarcmos la primera ecua­ción por a, la segunda por la tercera por a \  etc.; las dos últimas las multiplicaremos por c r . Sumaremos los productos, y hallaremos !a igualdadA„-l-Am-ífl4-A»._2a^+-"-HA,a'"-'+Áort'"=0,que viene á demostrar, que si a cumple con las condiciones expre­



sadas por las ecuaciones [2], a es raíz de la ecuación [l J ,  según que­ríamos demostrar.312 Las igualdades [2] prueban además, que los cocientes suce­sivos que se hallan dividiendo por a el último término; la suma de agregar al cociente que se halle el coeficiente de la de este se­gundo cociente con el coeficiente de a?-, etc., tomados con signos contrarios, son precisamente los coeficientes sucesivos de los diferen­tes términos del cociente de dividir F(x) por el binomio x —a\ de manera, que al someter el número entero a á las condiciones á que debe satisfacer para que sea raíz de la ecuación dada, no solamente hallamos si es ó no raíz, sino que también, en caso de serlo, encon­tramos el cociente de dividir el primer mierabro de la ecuación pro­puesta por el factor correspondiente x —a\ quedando reducida la ecuación, por este medio, á otra de grado inferior.De lo dicho anteriormente se deduce la regla práctica si­guiente:313. P a m  calcular las raíces conmensurables enteras  ̂ tanto 'po­
sitivas como negativas, de una ecuación, se principia por despojarla 
de todas las raíces iguales d -+-1 y  — 1.

Después se hallan, por cualquiera de las reglas explicadas en la 
Lección anterior, dos límites que comprendan todas las raíces reales 
de la ecuación que resulte; se form arán los divisores simples y com­
puestos del ’último término, de los cuales sólo se tendrán en cuenta 
aquellos que se hallen comprendidos entre dichos límites.

E n  seguida se sustituirá sucesivamente x  por -f-1 y  — 1 en el 
primer miembro de la ecuación, y  hallaremos dos números, que re- 
presentarernos por P ( l ) ? / P ( — 1). Obtenidos estos dos n'úmeros, se 
verá qué factores de los comprendidos entre los limites, disminuidos 
algebraicamente en una unidad, dividen á F  (1), y los que no le di­
vidan se desecharán. De los que queden se despreciarán todos aque­
llos que, aumentados algebraicamente en una unidad, no dividan á F { — 1); y de este modo habremos limitado de una manera conside­
rable el número de factores que hemos de someterá las pruebas ulte­
riores, para saber cuáles son raíces de la ecuación.

Hecho esto, se pasa d ver qué números de estos son definitivamente ' 
raíces de la ecuación dada, y para ello se les somete, en órden de 
magnitud principiando por los más sencillos, á las corídiciones que 
marcan las igualdades [ 2̂J, para lo que se dividirá el último tèrmi-
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V

)io por el factor que se ensaya a; al cociente se le agrega, con el signo 
'¿uè tenga, el coeficiente de x , y la suma algebraica ha de ser divisible 
por aj al nuevo cociente que resulta se le agrega el coeficiente de x ‘‘, y  
¡.a suma ha de ser también divisible por a, y  as%se continua hasta lle­
gar á wn último cociente, que sumado con el coeficiente del primer 
término, dé un resultado cero, en cuyo caso a es raíz de la ecuación-  ̂
pero no lo será si fa lta  alguna de estas condiciones, y  entónces debe 
desecharse.314. Como una vez hallada una raíz debemos dividir la ecuación propuesta por el factor binòmio correspondiente, conviene, en la prócLica, hacer uso de lo que anteriormente hemos dicho ,312); así, principiaremos por escribir en una línea horizontal los coeGcientes de la ecuación con los signos que tengan, cuidando de reemplazar por cero los de ios términos que falten.De modo, que considerando la ecuación [1], se tendrá la sèrie[í^ • • H -  A,„_i A .Sea a uno de los divisores del último término que hemos de so­meter h la prueba, y supongamos que es raíz, en cuyo caso el,primer miembro de la ecuación será divisible por x —a. Así, si rcpresetíta- mos por B ,„ _ j , B „,_a , . . .  B ,, B ,, A ,̂ los cocientes sucesivos hallados según las ecuaciones [2], pero cambiados de signo, la ecuación pri­vada de la raíz a, ó sei el cociente de dividir F {x) por x —o , será
la cual podremos someter á las mismas pruebas que la ecuación propuesta, ya sea para ver si todavía la raíz a la satisface, ya para ensayar otro de los factores b.De modo, que ensayando también el factor b, y luégo el c, d, etc., y suponiendo que todos ellos vayan siendo raíces, iremos ha­llando sucesivamente las séries de coeficientes que indica el siguien­te cuadro, coeficientes que corresponderán á las ecuaciones que re­sulten de dividir sucesivamente por ios factores x —a, x —b, e tc ., el primer miembro_/‘(x) de la ecuación dada.

E N T B B A S .

Ao+A ,-1-^3+A r.+ •Ay-t-C,-i-.Ao-h-
..-|-A,„_i-)-A,„ a6

c

A



La ecuación privada de las raíces a , 6, o, será, siguiendo la mis- raa marcha,Tal es e! procedimiento que debe seguirse para hallar las raíce» enteras de una ecuación; y para que se comprenda mejor lo aplica-t remos á varios ejemplos.E je í i p j ô i . H allar las raíces enteras de la ecuación = pjí_ 2 7 íb-—U ® +120=0.L a  trasformada en — seráy ( _ « )  27«* 4-1 1 2 0 = 0.Según la regla de Descartes, puede tener la ecuación propuesta do» raíces positivas y dos negativas. — ^D n  límite superior de las raíces de esta ecuación, es (S02) l - r V z í ,  o lo que 03 lo mismo. 7; según la misma regla, uu liimte interior, s^ra / .Los divisores del áltimo termino comprendidos entre j y - 7 ,  aon 1, 
2, 3, 4, 5 y 0; los cuales deberemos tomarlos primero con el signo -d-, y lue­go con el —Los resultados de sustituir a? por 4-1 y — 1, son ^/(1)=80, / ( - i:= 1 0 8 ;
V como 4—1=3 no divide á 80, se debe dosecbnr el 4; del mismo modo de­beremos desechar los mimosos -  2 y -  5, que tampoco pueden ser raíces; n u e s - 2 - l  =  - - 3 nodivi.leA 80, ni - 5 - l = - 0  tampoco lo dmde; asimismo se debe desechar el número G, pues 6 +  1 =  7 no divide a 108. Luego los nmueros que se deberán someter á las pruebas finales L3J, son—3, —4,2, 3 y 5. • j  i i • • i.Esto supuesto, dispondremos la operación del modo siguiente;1+0—27—14+120 + X _  L«+ 40+  1— 7 + 10 +  1 -  5 +  1E l cuadro anterior se ha formado escribiendo primero los coeficientes do la ecuación dada: los nú;neros de la segunda línea son los cocientes cambiados de signo que dan hw ecuacieues [2] ,  cuando se eusaya el número — 3 que tiene á su dereclia, cuyos eocieutes se calculan üi-ciendo: _  ^120 dividido por—3, da-40; y cambiando el signo, +40; —4 n -1 4 = -o 4 . - 5 1  dividido p o r-3 , da+18; y cambiando el signo,-1 8 ; + ^ 8 - 2 7 -  9.— 9 dividido por—3, da í- 3; y cambiando el sigLO, — 3; +  3 +  ü - +  d.

3 dividido p o r-3 , d a -  1; y cambiauclo el signo, +  1; luego 3 es raíz. D el mismo modo se calculan todos los demás, y se halla que las raiceade la ecuación propuesta, son—3 ,—1 2 y 5. i i n«,.E je m p l o  I I .  Sea In ecuación cuyas raíces enteras hemos de hallar y-(_g)=a,8_4ají_-25«’ +ü4a;* +  10S»—144=0.

¿ 5 0  R AÍC E S

- 3_ 4
25



ENTBKAS. 2&1Desde luego se ve, que 1 es raíz de esta ecuación; de modo, que divi­diendo por ®—l ,  se hallará la nueva ecuación3a;^-28®-+-36íB+l'±l=0.La trasforiuada en —íc, será. 28a;*—363;+ld4=0.Por la regla de Newton se halla, que 6 es la mayor raíz positiva ente­ra, y  — 4 la menor negativa; de modo, que dividiendo el primer miembro por (»—6)(£c+ 'Í) = * “—2a’—24, hallaremos el cociente »*—a?4-6, queigua- lado á coro, da las otras dos raíces 3 y — 2; luego las cuatro raíces se­rán —4, — 2. 1, 3 y 6.E jemplo I I I .  Sea la ecuación -/ (r)= x * —4Sa;^-h375x*+4700x+7500=0.L a  trasformada en — te, es a*H-48a*+37ija*—4700j?4-7500=0.U n  límite superior de la primera es (301) 49, y un limite superior de la segunda es, según el método de los grupos, 7; luego los límites son — 7 y 49.Los divisores del último término cojuprendidos entre los límites, son - 6, —5, —4, —3, —2, —1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12,15, 20. 25, 30.D e estos factores deberemos excluir—G, —4, 6,12, 15 y 20, porque dis­minuidos en una unidad, no dividen á / ( l) =12.528; y además dehemos ex­cluir los factores 2. 4. 5 y !(', porque aumentados en una unidad, no divi­den á / ( —1)=3224. Luego lOxS factores que debemos someter á la prueba final, son —5, —3, —2, 3, 25 y 30.Escribamos, por lo tanto, los coeficioutes de/(aj), y tendremos lo mis­mo que en el ejemplo piimero, el cuadro1-484-375+4700+7500 +  l — 53+ 640+150U —5—+  500 —3+  1— 55+ 750 —2 -— 05— 250 3+  1— 30 25—
+  ] so­que expresa que los números —5, —2, 25 y 30, son las raíces enteras dela ecuación dada.E je m p l o . I V .  Sea, por último, la  ecuación/•(a:)=i«-7£i*+4a;'+56a;^—803;*+112a:+192=0,de donde / ( —®)=a.«+7a-‘*+4a,*-56aj»—80a:*+112a; +  192=0.Dos límites de las raíces son — 6 y 7. Los factores del último término comprendidos entre estos límites, son —4, —3, —2, —1, 1 , 2, 3, 4 y 6. D e estos se separan, por la regla de exclusión, los factores —4, —3 y 6; d® modo, que los números que someteremos á la prueba, son —2, 2, 3 y 4.Hagamos esto, y hallaremos
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1—7+4-h 56—80-112+192 ^ .l_9 ^ .2 2  f l2 —104+ 96 
+ 1 ^  7 +  8+  28— 48 +  i _  4— 4 +  16 +  1— 0— 4Los números —2, 2, 3 y 4, son raíces de la ecuación propuesta; y la que resalta de dividir por los factores eorrespondientes á estas raíces, sera a*—4=0, de donde » = ± 2;luego las raíces serán dos iguales á —2, dos iguales á 2, 3 y 4.

lu v c s tlg a c io n  d e  la s  ra íc e s  fi a cc lo w a rla s .

315. Para que un número fraccionario -  sea 'raíz de una ecua

don aigehráica de coeficientes enteros, es necesario que el numerador a 
sea un divisor del último término, y  el denominador b , lo sea d e lp n -  
mer coeficiente.En efecto, seaA„a;’" ' + •  • --1-*̂  i a;-hAm —0,una ecuación algebraica de coeficientes enteros. Supongamos que lafracción irreducible j  sea una raír de esta ecuación, de modo quese deberá tener

n -i [']•Si ahora multiplicamos esta igualdad por 6~ ' ,  se podrá poner bajo la forma = —(A "■ -  í -h Á ja '" -^  +  - .. +  "Míy como el segundo miembro es una cantidad entera, el primero tam ­bién lo será; pero b es primo con a , y por tanto con a"‘ ; luego í t ie  ne que dividir al primer coeficiente A^, que es lo primero que debía­mos demostrar.Multiplicando ahora la igualdad [ 1]  por í" " , y dividiendo después por a,  bailaremos ^
El primer miembro de esta igualdad es entero; luego el segundo



también lo será: pero a es primo con í)" ; luego a dividirá necesaria­mente al último término A ,„ , según queríamos demostrar.
C o n s e c u e n c ia . Una ecuación algebraica de coeficientes enteros 

reducida d la form a ordinaria, no puede tener raíces fracciona­
rias.En efecto, el denominador de una raíz fraccionaria cualquiera» debe dividir al primer coefidente; y como éste es la unidad, dicho denominador no puede ser otro que 1. Por consiguiente, la raíz es entera; luego todas las raíces conmensurables son, en este caso, nú­meros enteros.La investigación de las raíces fraccionarias de una ecuación que­da reducida, según el teorema anterior, á la délas raíces enteras. En efecto, sea la ecuación . . .  -H  á„,_i A „ ,= 0 ,cuyas raíces conmensurables podrán ser tonto enteras como fraccio­narías.Si dividimos esta ecuación por su primer coeficiente A „, y des­pués la trasformamos en otra de coeficientes enteros, siendo el pri­mero Igual á la unideid (2o0), tendremos una ecuación de la forma 

y' ^ . . .  +P ,H  = 0 »cuyas raíces conmensurables serán todas enteras. Ahora bien, para
Vllegar á esta ecuación, habremos tenido que hacer x =  luego di-
fCvidiendo todas sus ralees conmet:surabIes por el número k , tendre­mos tanto las raíces enteras como fraccionarias de la ecuación pro­puesta.E je m p l '̂ . H anarlas raíces enteras y fraccionarias de la ecuación S6..’ — 108x"—223.̂ “ GOO®* +  S2 líc®—712»'—32a: 4-160 = 0 .Como e.-íta ecuactoa no e^tá reiuci la á la forma ordinaria, y todos «113 coeficientes no son divisibles por el primero, podrá tener raíces con- ftiensurables fraccionarias; mas para deteriniiiarlas, principiaremos por re» ducirla á la forma ordinaria, y trasformándola despue.3 en otra de la mis­ma forma, pero de coeficientes enteros, para lo cual nos valdremos do la relación y = 6r, hallaremos la ecuación2,1 —18/— 223-, • +  36001/* +  lltíC'J 1/3— 153792?/— 41472y +  12441C0=0, cuyas raíces conmensurables son todas enteras.Aplicándole el procedimiento para hallar las rmees positivas, veremos, «egun el siguiente cuadro,
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?54 1—18—223+ 3600+11661-153792— 41472+1211160RAÍCBS FRACCrONAKIAS.

-21780 -39960--  68256—290304 —622080 2—1408 —621 +9793-124116 —414720 8—14 —279 +  2484 +21600 —67392 —311010 4—
+ 1 —9 —324 +864 +25920 +62208 5—-3648 -6912 9

+ 1 +3 —288 —2592 —5184 12—que ios números 4, 5 y 12 son raíces de esta ecuación trasformada, y  la que résulta de dividir por los factores correspondientes, es ÿ*+3i/3—288?,*—2592?/—'5181=0.Si aplicamos á ésta el procedimiento, para hallar las raíces conmensu­rables negativas, encontraremos para valores de y los números—3 y —12; y la ecuación que resulta de ]?rivar íí la anterior de estas raíces, seráí/* + 12?/-144=0;que resuelta por el método ordinario, dá las dos restantes 6 ±  6 v^ó.Halladas estas raíces, las de la ecuación propuesta serán, según la re­lación ?/=6íb,
12- ,  - ,  2, - -  - 3 ,  1 +^ 5, y

.4 n  V

LECCION XXXIV.

Teorema do Sturm y sus aplicaciones.—Casos en qao la ecuación tiene raíces igrnales. 

T eo rem a  de íitu rm  y «ms oplicacloucs»

316. Para calcular con un cierto grado de aproximación las raíces inconmensurables de una ecuación algebráica, conviene hacer, primero la separación, que consiste en hallar pares de números que sólo comprendan una raíz; y aun cuando esto se puede liacer fácil­mente en algunas ecuaciones, en otras'no se puede saber directa­mente, si la separación de las raíces está hecha; en cuyo caso hay que recurrir al teorema de Slurm, que tiene por objeto hallar el nú­mero de raíces reales de una ecuación que hay comprendidas entre dos números cualesquiera a y El enunciado de! teorema es el si­guiente:

A_____________



317. S i  se aplica al primer mienibro de una ecuación de coefi­
cientes reales f (x )= 0 , y d su derivada í^{x), el procedimiento del m . c. d. * con la condición de cambiar los signos d los restos dntes de 
pasar á ser divisores en la operación siguiente, y ios polinómios que 
remiten, llamados funciones de  Stüem , que representaremos por  f(x), í'(x), X^, X j ,  X j ,  . . .  X ^ , los escribimos en una linea horizon­
tal; después sustituimos en ellos el número « , anotamos la serie de 
signos que dan los resultados, y contamos las variaciones que esta 
presenta; sustituimos luego el número p, y contamos también el nume­
ro de variaciones que presenta la nueva serie de signos, la diferencia 
de los dos números de variaciones serd precisamente igual al numero 
de raíces reales de la ecuación dada, comprendidas entre ct yEn efecto, scon, como hemos indicado, X ,,  X^, X -, . . . X , - ,  los restos de signos cambiados que se obtienen aplicando el procedi­miento del m. c. d. á los dos polinomios f { x)  y Entre estasfunciones se verificarán las igualdades

r { x ) = x ,  Q , - X ,X . = X .  Q , - X ,
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X m—j — X , i  Q i i  — X i i + ix,-_«—X)-_j 0,-1— X ,-.Estas funciones de Slurm satisfacen á ciertas condiciones, que para la demostración del teorema necesitamos conocer, y que se de­ducen inmcdiatamenlc de la hipótesis de no tener raíces ¡guales la ecuación propuesta /’(.r)—0.
Todas las ■ funciones intermedios ^(x), X , ,  X^, . . .X ,- _ i  son 

dependientes d e \ ;  la idtima X , . , es un nùmero. En efecto, los restos que en el procedimiento del m. c. d. aplicado h f { x )  y f*{a:) se obtie­nen, son todos dependientes de a?; el último es un número ó cero: cero no puede ser, porque entonces la ecuación propuesta tendría raíces iguales, lo que es contra el supuesto; luego tiene que ser un número.
* Si para hacer que los coeficientes sean enteros niuUlpliearr.os los divi­dendos por factores convenientes, cuidaremos que éstos sean posiüvus, para que no vengan alterados los signos de los restos.



2. “ Para un mismo valor de x r.o se ptieden reducir d cero dos 
funciones consecutivas. Porque si suponemos que X ,i_ i y X>» se re­ducen á cero pnra un cierto valor a de x ,  este mismo valor armlaria á X „+ i; reduciéndose á cero X . y X „+ ,, se anularía también X„+2, y así sucesivamente veríamos que se anulaban todas las restaiites, in­clusa X r ,  lo que es imposible, según hemos visto anteriormente, pues Xr es un número que no es cero.3 .  ̂ S i  una función intermedia cualquiera Xn se anula para un 
cierto valor de x , las dos funciones que la comprenden Xn_i y Xn+i son 
iguales y de signos contrarios. Así lo demuestra la igualdad X^_i =  XnQrt— X„ + i, pues si suponemos Xn —  0, como Q,j es finito para el mismo valor dea;, se tendtó X „_i =  — X „+i.Esto supuesto, demos á x  el valor « , en cada una de las fun­ciones de Slurm , y escribamos en una línea horizontal los signos de los resultados, lo cual constituirá una sèrie que presenterò cierto nú­mero de variaciones y otro de permanencias. Si ahora hacemos va­riar á X  por la ley de continuidad, á partir del valor a, la sèrie de signos no cambiará mientras no cambie el de alguna de las funcio­nes; mas para que esto suceda, es menester que ónles pase, por cero.Dos casos deberemos considerar: que para un cierto valor de x  se anule una cualquiera de las funciones intermedias, sin anularse 
f {x) ,  ó que se anule f (x) ,  pudiéndose anular al mismo tiempo cual­quiera de las demás.P k i í v i e r  c a s o .  S i  para un cierto valor de x  se reduce alguna dy  

las funciones intermedias d cero  ̂ el numero de vacaciones que pre~ 
senta, la serie de signos no cambia.Sea X„ la función que se anula para el valor x ~ a ' , y según he­mos visto anteriormente, las funciones X „_ i  y X„+i son, para este valor de ¿c, iguales en valor numérico, pero de signos contrarios. Demos á x  los dos valores A =  siendo Aúna can­tidad suficientemente pequeña para que entre a '— A y- a'-hA iio  haya comprendida ninguna raíz de las ecuaciones X „ _ i =  0 y X „+ i= :0 ,d e  modo que los signos de estas funciones no cambien en el intervalo de x —a! — A y x=a'-\-hi, mas para x ~ a ' ,  X„ se anula, y X „ _ i  y X„ + i son de signos contrarios; luego también lo serán para los valores 
x = a ’ ~ h  y a;=f/-|-A; y por tanto, las tres funciones X „ _ i ,  X„ y X«+, presentarán una permanencia y una variación, ó una varíaciou y una
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DB STURM. 25^permanencia; es decir, que entre ellas habrá una variación cuando demos á íc el valor pero esta variación existe también siendo y luego el número de variaciones que presenta lasène de signos de las funciones de Sturm, no cambia, aunque pase por cero ó cambie de signo cualquiera de las funciones intermedias.
S e g u n d o  o a so . Bi-pwea mi cierto valor de x  la primera función  

se reduce d cero, el número de variaciones que presenta la serie de 
signos, d partir de este valor, viene disminuido en una unidad.Sea a una raíz de la ecuación/(»}==0, y k  una cantidad tan pe­queña cuanto sea necesario para que entre a—h y a-|~/¿ no haya comprendida ninguna raíz de la ecuación y por tanto
f^{a h), f\a)  y son siempre de un mismo signo.Esto supuesto, dando á a; el valor a,— h,  se halla
y como se puede hacer á h tan pequeña como queramos, el signo de la cantidad que hay dentro de los corchetes dependerá del que tengasu primer término f\a)\  y como éste viene multiplicado p o r__ h , elresultado, ó sea f[a —K), tendrá signo contrario que f{a)\ y comoy/'((í—/0 son de un mismo signo, f {a—h) y serán designos contrarios.Si ahora cambiamos —h en -\-h, se tendrá

f  {o r^h )=h  [ f\a)-'^f"{a)  ! + / '" ( « )  . . .  ];loque prueba, que f{a-\-h) tiene el mismo signo que/^(a); y como 
f { a )  y f  (fl+A) tienen el mismo signo, /{a-^h)  y f ’(a~\rh) también serán de un mismo signo; luego podremos formar con los signos de y /^(^). el cuadro siguiente:

f{x) f>{x) /(^)' x = a —7i, -o- —  ___ _l_Para o — ó bien 0 -|-( x=a-\~h, — —  -j-  _j_De manera que, según vemos, para valores infinitamente próxi­mos pero inferiores á aquel que anula á f {x) ,  las funciones f l x )  y 
f ’{x) son de signos contrarios, ó lo que es lo mismo, presentan una variación, y ésta se cambia en permanencia para valores inmediata-, mente superiores.To*o II. jy



La variación que había entre la primera y segunda función, se ha perdido en el tránsito de w = a -~ fi á luego hay una va­riación ménos en la série de los signos cuando o; pasa por una raíz de /'(^)= 0 , y solamente se pierde en este caso; pues ya hemos visto que en nada se altera el número de estas variaciones; cuando es una cualquiera de las intermedias la que se anula. Por el cambio de sig­nos de éstas, sólo se altera el órden; mientras que por cada cambio de signo de la primera, desaparece una variación.Si habiendo pasado a: por una raíz de la ecuación, y habiéndose ñor consiguiente perdido una variación de las que forma la série de los signos, suponemos que ^ continúa creciendo, cuantas veces pase por un valor que anule á tantas veces hara fu ""cion L m b ie  designo, y otras tantas variaciones habrá rie; de modo, que se podrá contar el numero de raíces porque ha pasado en el tránsito de « á ?, por el número de vanaciones de mé nos que resulten de la sustitución de p en las funciones de Sturm,respecto de las que había al hacer  ̂ .O b s e r v a c i ó n .  Podrá suceder que una ó vanas de las funcionesintermedias f  (^), X „  X „  . . .  X ._ i ,  se reduzcan á cero para ó en cuyo caso se considerarán las variaciones que presenten los signos de las funciones restantes que no se anulen; porque ya hemos visto, que si una función cualquiera X „ se reduce á cero ha­ciendo si sustituimos en vez de a? cantidades que diñeran po­co d e « , las tres funciones consecutivas X,^_i, y presentan siempre una variación y una permanencia; de modo, que áun cuan do X „ desaparezca, siempre habrá entre X „ _ t  y X„+i una variación,lo mismo que cuando Xn no es cero. *318. Cuando una de las funciones intermed%as X n  íio cambia de
signo dando á  x  vaUrss c o m f  rendidos entre a y  P, el número de raí­
ces reales de la eeuaeim que estos números comprenden rgnal a la 
difermeia de los números de variaciones que presentan los signos de 
las fwmiones de Sturm , contados desde la prrmera hasta la que se

supone que no cambia de signo, j-, \ jyr r \ v  y  laEn efecto, aplicando á las funciones X «, lademostración anterior, hallaremos que siendo siempre X „  de un mis­mo signo, podremos descomponer la série de variaciones en dos grupos: uno las formadas por las primeras funciones hasta X „ , y otro las que se obtienen desde la X „  hasta la ultima X , .  Ahora bien.
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Æn la série de valores que recibe æ desde a hasta p, suceda lo que quiera á las funciones X^+i, X^+g, . . .  X  , siempre darán el mis­mo número de variaciones, y ninguna podrá pasar al que correspon­de al primer grupo, porque X,i no cambia de signo. En cuanto á los que presentan los signos de f {x) ,  f  (x), . . .  X „ , van arreglándose de modo que por cada valor de x  que anule á f{x),  se pierde una varia­ción; luego la diferencia entre los números de variaciones que pre­sentan todas las funciones por la sustitución sucesiva de a y p en vez dea;, es la misma que la de los números de las que presentan las funciones desde la primera hasta la X ,,; y por tanto, en la práctica prescindiremos de las restantes, á partir de la X „ .3 IS . Se podrían formar las funciones de Sturm, considerando por segunda función, no la derivada de la primera, como se ha su­puesto, sino un polinòmio cualquiera, siempre que cumpla con dos condiciones: primera, ser primo con f{x); segunda, adquirir para valores de x  inmediatamente inferiores á aquellos que anulan á f(x)  signo contrario del que tiene esta función. En efecto, con un polinò­mio de estas condiciones y con el. primer miembro de la ecuación dada, podremos formar las restantes funciones de Sturm, que goza­rán de las mismas propiedades, como probaríamos de la misma ma­nera que se hizo anteriormente.320. Por el teorema de Sturm podremos hallar el número de raíces reales que tiene una ecuación. En efecto, si en vez de dos nú­meros cualesquiera « y p, sustituimos dos límites de las raíces 1  y —  L^ la diferencia de los números de variaciones que presenten las dos séries de signos, será igual al número de raíces reales.Pero si recordamos que una función algebraica conserva el mis­mo signo que su primer término para valores de a; que pasan de cier­to límite L , deduciremos que para hallar las raíces reales positivas 
de u m  ecuación, se cuenta las W7Íaoiones que presentan los signos de 
sus últimos términos, que es lo que se obtiene Imciendo x — 0; después 
se resta de este númei'o el de las variaciones que presentan los prime­
ros términos, y se tendrán las raíces positivas.Las negativas se hallaran por la misma regla, cambiando ántes 
X en— ¿»en las funciones de Sturm.321. Por medio del teorema de Sturm se pueden hallar las con­diciones 6 que deben satisfacer los coeficientes de una ecuación para que todas sus ralees sean reales; lo cual se consigue estableciendo las
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200 TEOREMA.necesarias para que de a ;= — á a :^ U  'a sèrie f {x) ,  f \ x ) ,  X „  etcé­tera pierda un nùmero de variaciones igual al grado de la ecuación. Ahora bien, para que la sèrie de los signos que dan las funcio­nes pueda perder m  variaciones, es necesario que haya por lo mé- nos w- porque mal podrían perderse m variaciones, si la sèrie no Uc­ease H en er este número. Esto exige que el número de funciones sea por lo ménos m + l  ; y como la primera es del grado m , y cada una es de un grado menor que la anterior por lo ménos en una unidad, 
el mayor número de estas funciones será m + 'l ; luego f{x),  f ’ ixjy  X  X , X,í han de ser en número m +1  ̂y P®'' tanto sus grados se-Tán los números respectivos m , m —1. m—“2, . . .2 ,  '1 » 0- _Esto supuesto, sea la ecuación reducida á )a forma ordinariaComo á partir de un cierto lim ite, un polinòmio conserva siempre eí mismo signo que su primer término, sólo tendremos en cuenta los primeros términos de las funciones de Sturm. ^El primer término de f {x ) ,  será el d e/'(^ ), sera en-cuanto á los primeros términos de los demás polinomios X ,,  X . , . . ,  serán fanciones de los coeficientes P „ P ,,  P-„ e tc ., las cuales se ob­tendrán por las divisiones sucesivas, según el proced.rmento de 

m.  c. d.  Hepresentemos estas funciones por Z , , / , , y  escrioa mos ordenadamente los m + 1  términosLa cuestión queda, pues, reducida á buscar las condiciones suficien­tes para que la sèrie de los signos que presentan estos términos, pierLn m  variaciones en el intérvalo de « = - L '  á x - U  para lo cual se necesita que la sustitución de x  p o r - L '  no presen c mas que variaciones, y haciendo a i= L , todos estos términos no tengan L s  que permanencias. Pero como los grados de estos términos vate disminuyendo, según hemos visto, de unidad en unidad, se sigue une si para x = h  la sèrie no presenta más que permanencias, la sus­titución de X por - y  no presentará más que variaciones; luego las condiciones que se buscan quedan reducidas á las que son necesa­rias para que esta sèrie no presente más que términos posit^os, es decir, á establecer que se verifiquen las desigualdades / >  r“̂̂ 2 2 ’ ’^to,*'por ejemplo, hallar las condiciones necesarias para que la ecuación ai»-hQa:-l-R=0, tenga sus tres raíces reales.



DB STUBM. 251Calculemos las funciones de Sturm, y se hallaráx , = —2Q:p— 3R,4Q3— 27R2.Por tanto, las condiciones de realidad, serán— 2 Q > 0  y — 4 Q 3 -2 7 R 2 > 0 .Cambiando los signos y observando que la primera condición está implícitamente comprendida en la segunda, tendremos que la condi­ción que debe verificarse entre los coeficientes de la ecuación dada para que tenga sus raíces reales, será4Q'+27R^-<0.
Caso e u  q u e  la  ccn a c lo u  tien e  ra le e s  Ig^ualcs.323. El teorema de Sturm, tal como lo hemos demostrado, sólo os aplicable á ecuaciones cuyas raíces sean todas diferentes; sin em­bargo, se puede demostrar que es igualmente cierto, aun en el caso de que la ecuación tenga raíces iguales.Sea la ecuación que contiene raíces iguales
f { x ) —[ x —a)"{x—'■ dy...[x—k)[x—¿)= 0 .Aplicando el procedimiento expuesto en el caso anterior, j)ara hallar las funciones X ,,  X ^ ,. . .  hallaremos el divisor exacto Xr fun­ción de X,  que será el m. c. d.  de f{x) y f  (¿r); de modo, que divi­diendo por él las funciones de Sturm, y llamando á los cocientes 

fi í )̂> Ti W » ••• tendremos:
fi . . .  ('c—A) {x— l)
ft ( , Í«(^ —^){^— c) . . .  {p—l ) ^ p { x ~ a )  (a:—c) . . .  (¿c—/ tW  —a) (a;—h] . . .  {x— l)~{-[x—a) {x~ • í ) . . .  {x—h)'^ ‘ “ X  ’ ^ ~ x / X'r =  \.Sea a una raíz real de la ecuación/(a:)— 0; hagamos H — [x—h) {x—c) . . .  (t— l)H, — — c ) . . .  (x— ^)-|- . . .  4 -  {x — b). . .  (a;—A), y se tendrá

fi (â )—(a:—a) H, f \  (a;)=nHH-(a:—a ) í í .̂Las funciones/j (x), f \  (a:), H y H ,, tienen sus coeficientes rea­les. Esto supuesto, se ve que variando x ,  podemos hacer que se apro­xime á valer a cuanto queramos; y por tanto, pudiendo ser x — a  tan oco diferente de cero como se quiera, el signo de f  \  {x) podremos



hacerle depender del que tenga H, cuyo signo es evidentemente con­trario al que tiene ^  (íc), cuando a? es inmediatamente inferior al valor a; luego f \  (a;) es un polinomio primo c o n /  (ar), y además ad-- quiere signo contrario al que tiene (a;) para valores de x  inmedia­tamente inferiores á las raíces reales de la ecuación; por tanto, si aplicamos á /(a;) y f \  (x) el procedimiento para hallar las funciones de Sturm, las que hallemos, que no serán otras que los cocientes de dividir por Xr cada una de las funciones X^, X^, . . .  gozarán de las propiedades que ya sabemos, y darán, lo mismo que en el caso anterior, las raíces reales que hay comprendidas entre dos números d ad osayp  (319). Ahora bien, ios cocientes de dividir /(x),/'(x%  X , ,  X „  . . .  por X ,., tendrán los mismos signos que estas funciones,^ ó signos contrarios, según que X^ sea positivo ó negativo; luego las mis­mas variaciones que presente la série de estos cocientes, presentará la de las funciones anteriores; y como la pérdida de variaciones que se obtiene al pasar de á x = ? ,  expresa las raíces reales de/  (¿c) comprendidas entre « y p, esa misma disminución habrá en las séries que producen /(z),/^ (a:), Xj etc., y expresará también, prescindiendo del carácter de multiplicidad, el número de raíces reales de la ecuación f l x ) = 0 ,  comprendidas entre ios dos números 
fit y p; porque las raíces de la ecuación/, (a:;)— 0, lo son también de la propuesta/(íc)=0. Luego se puede aplicar el teorema de Sturm á una ecuación que tenga raíces iguales, teniendo presente que éste sólo indica el número de las raíces distintas, prescindiendo de su grado de multiplicidad.Sea, por ejemplo, la ecuación

8= 0 .Aplicándole el teorema de Sturm, hallaremos
/ '  (x}=: 5x^—32x -̂h73:i!̂ —76x-i-̂ 28 X ¡= x ^ — 5x^-¡-8x— 4,lo cual muestra que la ecuación tiene raíces iguales; y como los- últimos términos de estas funciones presentan dos variaciones, y los primeros no presentan nitiffuna, se sigue que la ecuación tiene dos raíces reales distintas, que fácilmente veremos son 2 y  1, y que 1» primera se halla repetida tres veces, y la segunda dos.
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SE P A R A C IO N  DE L A S RAÍCES- 263

LECCION X X X V .

Separación de las raíces reales de una ecuación. 

iSeparaclon de la s  ra íc e s  re a le s  de u n a  ecu ación .

324. El cálculo de las raíces inconmensurables de una ecua­ción se divide en dos partes: la primera trata de la separación de 
las raices’, la segunda de su aproximación, en ménos de una cierta cantidad.La separación de las raíces reales de una ecuación tiene por ob­jeto determinar para cada una, dos números que comprendan esta sola raíz. Así, cuando se sabe que entre 2 y 3 hay comprendida una sola raíz real de la ecuación f { x ) = 0 ;  que entre 5 y 6 hay otra, y entre 0 y — 1 una tercera; y se sabe además que la ecuación dada no tiene más que estas tres raíces reales, entonces se dice que está hecha la separación de las raíces.325. Ya hemos dicho ('194), que si dos números, sustituidos en el primer miembro de una ecuación, dan resultados de signos con­trarios, estos números comprenden por lo ménos una raíz real de di­cha ecuación,y en general un número impar; y que si dan resulta­dos de un mismo signo, comprenden en general un número par, que puede ser cero (196). Fundados en estos teoremas, y con el auxilio de la regla de Descartes, podremos en muchos casos efectuarla sepa­ración de las raíces reales de una ecuación; en algunos casos no bas­tarán estas reglas, y entonces tendremos necesidad de recurrir al teorema de Rolle (273); y si éste fuese ineficaz, aplicaríamos el de 
Sturm , ó bien el método de Lagrange, que aunque muy pesados y laboriosos, son infalibles y dan siempre por resultado la separación de las raíces, como en breve veremos.326. Cuando se nos da una ecuación y se nos pide la separación 
de sus raíces reales, se principia por sustituir en su primer miembro 
la serie natural de los números enteros comprendidos entre dos límites 
de las raíces; y si obtenemos en los resultados tantos cambios de signo 
como unidades tiene el grado de la ecuación, la separación estará he-



264
cha, y  entre cada dos números que han dado signos contrarios hahra 
una raíz, y no habrá más que una.En efecto, sea una ecuación del grado m , y supongamos que he­mos hallado m  pares de números, que sustituidos en el primer miem­bro de la ecuación, han dado resultados de signos contrarios; en­tre cada dos de estos números habrá por lo ménos una raíz, y no puede haber más; porque entónces la ecuación tendría más de m raíces, lo cual no puede ser.Sea, por ejemplo, la ecuación^4— 4 I = 0 .Dos límites de sus raíces son L —10 y V = — 1 ; sustituyendo los nú­meros enteros comprendidos entre estos límites, hallaremos quepara x ——  1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 , 6, 7, el signo del resultado es - 1- ,  — ,  + ,  + »  — » — » — ’ "1“ »y como hemos hallado ya tantos cambios de signo como unidades tiene el grado de la ecuación, se sigue que la separación de las raí­ces queda efectuada, y resulta que son las cuatro reales, una negati­va y tres positivas: la primera se halla comprendida entre — 1 y 0; las positivas se hallan, una entre 0 y 1, otra entre 3 y 4, y la tercera entre 6 y 7.327. S i  el número de cambios de signo que se obtiene al sustituir 

los números enteros que hay comprendidos entre los limites de las 
raíces, no es igual al grado de la ecuación, recurriremos al teorema 
de Descartes, y  determinaremos un límite del número de raíces reales; 
y si el número de cambios de signo es igual a este limite, la separa­
ción está hecha.En efecto, si por la regla de Descartes sabemos que el número de raíces positivas, por ejemplo, puede ser á lo más n, y hallamos n pa­res de números positivos que dan cambios de signo, es claro que cada uno de estos pares de números comprenderá una raíz, y nada mas que una; luego la separación quedará efectuada.Sea, por ejemplo, la ecuación

— 20= 0.Dos límites de las raíces positivas, son 0 y 4; sustituyendo los núme­ros enteros comprendidos entre estos limites, hallaremos quepara x =  0, i , 2, 3, 4, el resultado lleva el signo — , — , — , -H -h»El número de cambios de signo es uno; y como el grado de la ecua-
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L A S R A IC E S . 265cion es tres, no estamos seguros que la separación esté efectuada; pero según la regla de ios signos de Descartes, el número de raíces positivas no puede ser mayor que uno, pues la ecuación no presenta más que una variación; luego la ecuación propuesta no tiene más que una raíz real positiva, y se halla comprendida entre 2 y 3.La trasformada en — x ,  es la cual, según lamisma regla de Descartes, no tiene raíces positivas; por consiguien­te, la separación de las raíces está totalmente efectuada.328. A veces, por el teorema de Rolle, puede uno conven­cerse de estar hecha la separación de las raíces. En efecto, sea la ecuación Oa;-—20a:— 1 o—0.Dos límites de las raíces positivas, son 0 y 3; sustituyendo los nú­meros comprendidos entre estos límites, hallaremos quepara .T— 0, 2, 3,el signo del resultado es — , — , — , + .El número de cambios de signo es uno, el grado de la ecuación es cinco; luego no estamos seguros si la separación de las raíces posi­tivas está hecha, pues entre 2 y 3, que dan resultados de signo con­trario, puede haber comprendidas una ó tres raíces. La regla de Descartes tampoco nos indica que la separación esté efectuada, por­que sólo sabemos por ella que el número de raíces positivas no es mayor que tres, número de variaciones que presenta el primer miembro de la ecuación; luego entre 2 y 3 puede haber una sola raíz comprendida, ó tres.Si suponemos que hay tres, la ecuación derivada
x'̂ — 3x'^~\-^x— ^ = 0tendrá por lo raénos, según el teorema de Rolle, dos raíces reales comprendidas entre los mismos números 2 y 3; y según el mismo teorema, la derivada de esta2:?=*— 3 ^ + 2 = 0 ,tendrá por lo ménos una raíz comprendida entre los mismos núme­ros; pero aplicando el teorema de Sturm (317), veremos que esta ecuación no tiene más que una raíz real, y esta es negativa; es decir, de signo contrario al de su último término. Luego la ecuación 

x^— 3o: -̂d-4a:—4 = 0  no puede tener dos raíces comprendidas entre 2 y 3, y por tanto la ecuación propuesta sólo puede tener una raíz



real comprendida entre 2 y 3; luego la separación de las raíces posi­tivas se halla efectuada.Para separar las raíces negativas, cambiaremos x  en—a?, y se tendrá la trasformada^5— 5^3—1 20a:-f-l 5=:0 ;que, según la regla de Descartes, no puede tener más que dos raí­ces positivas, de las cuales una se halla comprendida entre 0 y 1̂, y la otra entre 3 y 4; luego la separación de las raíces reales de la ecuación propuesta se halla efectuada, y se tiene que estas raíces están comprendidas, una entre2 y 5, otra entre 0 y— 1, y la tercera entre — 3 y — 4.329. Si ninguna de estas reglas bastase para verificar la separa­ción, se recurre al teorema de Sturm, y por él se halla el número de raíces reales que tiene la ecuación; y una vez conocido este nú­mero, se ve si la sustitución de los números enteros comprendidos entre dos límites de las raíces, da tantos cambios de signos como raíces reales tiene la ecuación, en cuyo caso la separación está efec­tuada; pues entre cada dos números que hayan dado resultados de signo contrario, habrá una raíz comprendida, y no habrá más que una.Sea, por ejemplo, la ecuación— 10.'c-l-4=0.Dos límites de las raíces positivas, son 0 y 6; sustituyendo los nú­meros enteros comprendidos entre estos límites, se halla qpe 0 y 1 , 3 y 4 , dan resultados de signos contrarios.El grado de la ecuación es 4, y el número de raíces que según la regla de Descartes puede tener, es cuatro también; luego no po­demos asegurar que la separación esté hecha.Apliquemos el teorema de Sturm, y hallaremos— 10.57-4-4,/^(a;)=4x3—9a:®+2æ— l 0;X =19a;2— 114,r— 34, 9348a;-h334], C.Sustituyamos en estas funciones los limites de las raíces, y se
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X X. X . x^0 _ -í- .L -h —Luego la ecuación propuesta tiene 3— i = 2  raíces reales positi-



vas; y como hemos hallado anteriormente dos cambios de signo, es­tas raíces se hallan separadas, una entre 0 y 1, y la otra en­tre 3 y 4.Cambiando en la ecuación x  en —x ,  tendremos la trasformada
X^~\-^X^-\-x’‘‘-\-\ 0.CC-|-4=:0,que no tendrá raíces positivas, según la regla de Descartes; y por tanto, la propuesta no tiene raíces negativas.330. Si el número de cambios de signo que se obtiene por la sustitución de los números enteros comprendidos entre los límites de las raíces, es menor que el de estas raíces; es señal que entre dos que han dado resultados de signo contrario, hay más de una raíz real comprendida; ó que entre dos números que han dado resulta­dos de un mismo signo, hay dos raíces por lo menos, por consiguien­te, la separación no está hecha. En este caso se averiguará por el teorema de Sturm, entre qué números se hallan comprendidas las raíces; y después, sustituyendo otros intermedios, se llegará á obte­ner la separación de todas ellas.Sea la ecuación

x^—15 x^ -\-í -2x—2—0.Dos límites de sus raíces positivas, son 0 y 4; sustituyendo los nú­meros enteros comprendidos entre estos límites, hallaremos quep a r a .r =  0, '1, 2, 3, 4, el signo del resultado es — , — , — , — , -h ; donde vemos, que sólo hay un cambio designo correspondiente á la sustitución de los números 3 y 4; pero el grado de la ecuación es 
cuatro, y según la regla de Descartes, tendrá á lo más tres raíces reales positivas; por consiguiente, podrá suceder que entre 3 y 4 ha­ya tres raíces, ó que no haya más que una, pudiendo haber entre dos números que han dado resultados de un mismo signo, dos raíces. Para salir de dudas, apliquemos el teorema de Sturm, y veamos cuántas raíces positivas tiene la ecuación y entre qué números se hallan comprendidas. Las funciones son

f(x]= x^ ~ {bx '^ -{~ ']2^—2, /(æ)=4^^—30æ-M2;
X^=/\ax‘̂ ~ \H x -\ -i, X ,= 9 4 9 ^ — 402, X ,= - t -C .Sustituyendo en estas funciones los números enteros comprendi­dos entre los límites hallados, tendremos

LAS RAÍCES. 267
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34
]
0Luego entre 0 y l hay dos raíces comprendidas, y la tercera se halla entre 3 y 4; esta última se encuentra por consiguiente separa­da. Veamos cómo se separan las que hay entre 0 y 1.Sustituyendo un número comprendido entre estos dos, tal como 0 ,5 , hallaremos que el resultado de,/(a?) es positivo; y como 0 ha dado negativo, y i también, se sigue que la separación queda efec­tuada, habiendo una raíz entre 0 y 0 ,3 , y otra entre 0,6 y 1.La cuarta raíz es negativa, y se halla comprendida entre — 4 y - 5  ,331. Hay un método general para la separación de las raíces rea­les de una ecuación, debido á Lagrange, que rara vez se usa por los cálculos tan laboriosos que hay que ejecutar. Consiste en calcular de antemano una cantidad que sea menor que la menor de las diferen­cias que hay entre dos raíces cualesquiera de la propuesta, y una vez hallada, sustituir en el primer miembro de la ecuación los núme­ros comprendidos entre dos limites de las raíces que se diferencien en esa cantidad, en cuyo caso entre dos números que dan resultados de signos contrarios habrá una raíz, y no habrá más que una, y por tanto la separación estará efectuada.La investigación de esta cantidad, que es la razón de la progre­sión de los números que se sustituyen, exige que se forme la ecua­ción de los cuadrados de las diferencias, la cual, como ya sabemos» se obtiene por cálculos que son bastante pesados.Sea la ecuación /(¿c)= 0 , cuyas raíces reales queremos separar. Si hallamos la ecuación de los cuadrados de las diferencias de las raíces de la ecuación dada, y después un límite inferior de sus raícespositivas, y llamamos á este límile - ,  la menor de las diferencias de

8
\ idos raíces cualesquiera de la propuesta, sera mayor que - r r = - : *K 8 oSi ahora hallamos dos límites / y L  de las raíces positivas de la



ecuación dada, y sustituimos en el primer miembro de la misma la série de números 1 2 3í, í + ^ ,  - L ,entre cada dos números que den resultados de signos contrarios habrá una raíz, y no habrá más que una; porque la diferencia de cada dos números consecutivos cualesquiera, es siempre menor que la de dos raíces reales de la ecuación.Para evitar las sustituciones de números fraccionarios, se halla la trasformada cuyas raíces sean 8̂  veces mayores que las de la propues­ta; en cuyo caso, si las dos raíces cuya diferencia es la menor, sonia y  3, se tendrá a— í > — y en la trasformada cuyas raíces son 8'veces mayores, se verificará al'— \ relación que se deduce de la anterior, multiplicando por 3'. Esto prueba, que la menor di­ferencia de las raíces de la trasforrnada,es mayor que la unidad; lue­go sustituyendo en dicha trasformada los números enteros compren­didos entre dos límites de sus raíces, estaremos seguros que cada dos números que den resultados de signos contrarios comprenderán una raíz, y no comprenderá más que una, y la separación quedará efectuada.Para evitar sustituciones inútiles, conviene parar en el momento que hallemos tantos cambios de signos como raíces reales deba te­nerla ecuación.Este método deLagrange, aunque más pesado, tiene sin embar­go la ventaja de darnos los valores de las raíces con bastante apro­ximación.
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LECCION XXXVI,

Aproximación de las raíces iBconmensura'bles de una ernaoion.—Método do
Lagrange.

A ftroxlm acion  do la s  ra tee s  In con niensurablcs do a n a  cca a c lo n .332. Una vez hecha la separación de las raíces inconmensurable» de una ecuación, podemos pasar á calcular estes raíces con un cier­to grado de aproximación.



Muchos son los métodos que se pueden emplear para conseguir este objeto, de los que sólo expondremos los más sencillos y ele­mentales.Lo primero que se ocurre para calcular con un cierto grado de aproximación las raíces de una ecuación, es sustituir números in­termedios á aquellos que comprenden una raíz, por cuyo medio pue­den hallarse pares de números que vengan diferenciándose cada vez menos y que comprendan á dicha raíz; dé modo, que cuando la d¡-1ferencia que haya entre estos dos números sea por ejemplo y ,  to­mando cualquiera de ellos por el valor de la raíz que comprenden,tse cometerá un error menor que —.sEste método, que como acabamos de ver, consiste en ir hallan­do, por medio de sustituciones intermedias, límites que compren­dan una raíz y que cada vez se vayan aproximando más, se conoce con el nombre de método de las sustancias intermedias, ó método de 
los limites.La marcha general que debe seguirse es la siguiente: Sea la ecuación /’(a;)=0, a y ¿ dos números que comprenden una sola raíz inconmensurable, la cual se quiere calcular con un cierto grado de aproximación. Sustituyamos un número intermedio d, que puede ser un medio diferencial, y por el signo del resultado sabremos si la raíz que vamos buscando, y que llamaremos a , se halla comprendida en­tre í? y c? ó entre d  b. Supongamos que la sustitución del número 
d  en el primer miembro de la ecuación dá un resultado de signocon- trario al que dá el número h, en cuyo caso la raíz a. se hallará com­prendida entre c? y ú; sustituyamos un número d̂  comprendido en­tre b\ veamos por el signo del resultado si « se halla entre d y rf' ó entre d' y 6; supongamos que está entre d y d’ \ sustituyamos des­pués un número d”  comprendido entre d j  d ', y continuemos así hasta obtener dos números d̂  y í¿',que comprendan á la raíz«, y quese diferencien en una cierta cantidad —; en cuyo caso, tomando por

8el valor de cc uno de estos dos números, se cometerá un error m e- 1ñor que —.
8

E j e m p l o . Sea la ecuación — 2 0 = 0 , que tiene, como he­
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LAS R A ÍC E S.mos visto (327), una raíz real comprendida entre 2 y 3, la cual queremos obtener con un cierto grado de aproximación.Sustituyamos en vez de x  el número intermedio 2,5, y hallare­mos un resultado negativo; luego la raíz se hallará comprendida en­tre 2,5 y 3. Sustituyendo nuevamente el número 2,7 comprendido entre estos dos, hallaremos un resultado positivo, y por consiguien­te la raíz se hallará comprendida entre 2,5 y 2,7. Por sustituciones sucesivas se verá que la raíz en cuestión se halla comprendida entre 2,6 y 2,6; entre 2,55 y 2,6; entre 2,67 y 2,6; entre 2,68 y 2,6; en­tre 2,59 y 2,6; entre 2,69 y 2,595; entre 2,69 y 2,592; entre2,391 y 2,592; y así sucesivamente; y como estos dos últimos límites se di­ferencian en una milésima, la raíz que comprenden se diferenciará de cada uno de ellos en ménos de una milésima.
m étodo d e  Ijag^range.333. El método de aproximación de Lagrange consiste en ex­presar en fracción continua cada una de las raíces inconmensurables de la ecuación.La aplicación de este método exige que la raíz inconmensurable que se quiere calcular con un cierto grado de aproximación, se halle sólo comprendida entre dos números enteros consecutivos; así, dis­tinguiremos dos casos: ^.®, que al hacer la separación de las raíces, dos números enteros consecutivos no comprendan más que una raíz; y 2 ^ , que comprendan dos ó más.Primer caso. Sea / [ x ) = 0  una ecuación, a y a-\-\ dos números consecutivos que comprenden la sola raíz inconmensurable a , la cual queremos calcular con un error menor que una cierta cantidad. Hallándose a comprendida entre a y a-\-\ , su parte entera seráevidentemente a ; luego haciendo a=a~\— , y sustituyendo este valor. ^en la ecuación propuesta, la deberá satisfacer; de modo que se ten­drá la trasformada en y

cuyas raíces negativas corresponderán á las raíces de la propuesta menores que a; las raíces positivas, pero menores que la unidad, nos darán las raíces de la propuesta mayores que a-f-1, y las raíces



mayores que la unidad nos darán las raíces comprendidas entre a y ycomo entre estos límites hemos supuesto que no hay com­prendida más que una raíz « , ia trasformada F  (y)= 0  no podrá tener más que una raíz positiva mayor que la unidad.Esto supuesto, sí en la trasformada F (y )= 0  sustituírnosla séríe natural de los números enteros 2, 3, 4, etc. hasta llegar á dos nú­meros b y  b-\-\ que den resultados de signos contrarios, entre estosdos números habrá una raíz de F  (i/)=0, y no habrá más que una;. .]pues si hubiera dos ó más, la relación daría dos ó más raí­ces de la ecuación propuesta/{a^)=0, comprendidas entre a y a + i , lo que es contra el supuesto.Haciendo y — y sustituyendo esta expresión en F  (y)
z= 0 ,  hallaremos una segunda trasformada F ,(s ]= 0 , que no tendrá más que una sola raíz mayor que la unidad; en ella sustituiremos, como ántes, los números 2, 3, 4, etc., hasta llegar á dos c y c -H  que den resultados de signos contrarios, en cuyo caso la raíz que buscamos se hallará comprendida entre estos dos números.Haremos s = c - h ” , sustituiremos esta expresión en F ,( s ) = 0 , y 

uhallaremos la nueva trasformada F/w )=0, con la cual se hará lo mismo que se ha hecho con las anteriores, y así sucesivamente; por cuyo medio obtendremos la raíz a expresada por una fracción con­tinua
\

272 APKOXÍMACION DK

a := .a  — a- 6-h 1
1‘'^ í¿4 -etc .que dará su valor con el grado de aproximación que se quiera.

* No hay necesidad de sustitnir el nùmero ■!; porque como la raíz que se busca ha de ser mayor que 1 , y sólo hay una que cumpla con esta condición, la sustitución de 1 dará siempre un resultado designo contrario al que debe dar un número cualquiera mayor que dicha raíz; y como el signo deeste resa­lado será el del primer término de la ecuación, la sustitución de 1  dará siem pre un resultado de signo contrario al que tiene dicho primer termino.



L A S K A ÍC B S. 273Si deseamos obtener, por ejemplo, la raizen ménosde una ciertacantidad —, se extraerá la-raíz cuadrada de a, se formarán las redu-
0cidas conforme se vayan obteniendo los cocientes incompletos, y cuándo lleguemos á una en la cual el denominador sea igual ó ma­yor que [/§ , esta última reducida será el valor de la raíz con la aproximación pedida.E je m p l o . Sea la misma ecuación cuya raíz hemos hallado en el número anterior, x^-\-x—2 0 = 0 . La raíz cuyo valor vamos á calcular en ménos de una milésima, se halla, como ya sabemos, entre 2 y 3;

1por consiguiente, haremos ¿ c = 2 - h - , cuya expresión, sustituida en
yla ecuación propuesta, dará, ya sea por la fórmula del binomio, ya por la de Taylor, la trasformadaF (í/)= 4  0^ ̂ — '1 —\ =  0.Sustituyendo el número 2, se obtiene un resultado positivo; lue­go el valor de y  se halla comprendido entre 4 y 2.

\Hagamos y=.\-\— ; sustituyamos este valor en la ecuación ante-
z  ^rior, y hallaremos la nueva trasformadaF,(.s)=i 0e '+ 2 5 2 „ 4Por la sustitución del número 2 se ve que la raíz se encuentraentre 1 y 2; por tanto, haremos — , y hallaremos la tras-

uformada F,(u )=1 7u®- 32«— 1 0 = 0 .Sustituyéndolos números 2 y 3, vemos que la raíz de esta ecua­ción mayor que la unidad está comprendida entre 2 y 3; luego ha­remos m= 2-H—, y encontraremos la trasformada
10F,(zü) = 2 2 íü3—80w"'—73?.ü— 15=0, 1que dará para valores de w la expresión io—k-\— ; y la nueva

ttrasformada, F ,( i) = l  79¿=’ —343¿^— 184í— 2 2 = 0 , nos da í= 2 -i— .
T«DO II. i8



2 7 4 APRO XIM ACION  DBPor tanto, el valor de la raíz, será-C=:2 + t- I 1 12-4-" j  4-+ 2H-etc.2 3 5 13 57 427 ^cuyas reducidas son - ,  - ,  ^ ’ T ’ 49 ’  ̂ ultimatiene un denominador mayor que la raíz cuadrada de 4000, nos dará el valor de œ aproximado en ménos de una milésima, de modo que reduciéndola á decimales, hallaremos la fracción 2,591, conforme se encontró por el método de los límites.
S e g u n d o  c a s o . Que entre dos números enteros consecutivos ha­ya comprendidas más de una raíz real de la ecuación propuesto. He­cha la separación de las raíces, supongamos que entre los números^ y a + — se halla comprendida la sola raíz a. cuyo valor queremosdeterminar con un cierto grado de aproximación. Trasformemos la ecuación dada/(a:)=:0 en otra cuyas raíces sean q veces mayores, y entonces la raíza, que en la propuesta se hallaba comprendida en­tre a y a + — , se encontrará en la trasformada entre los números en-teros consecutivos aq y aQ-i-4 ; y por tanto, este segundo caso queda reducido al primero.Sea, por ejemplo, la e c u a c i ó n 1 5 a ? ^ - | - 1 2 ^  2 0, quesegún hemos visto ya (330), tiene dos raíces comprendidas entre 0 y 4, una entre 0 y 0 ,5 , y otra entre 0,5 y 4. Hallemos la ecuación cuyas raíces sean dobles de las de la propuesta, y hallaremos (255) la trasformada yá__60y^-l-96y—3 2 = 0 ,que tendrá una raíz comprendida entre 0 y 1, y otra entre 4 y 2. Se calcularán estas raíces, según el primer caso, con el grado de apro­ximación que se quiera, y las mitades de los números que se hallen serán las raíces de la ecuación propuesta.334. El método de Lagrange, como hemos visto, dá el valor de las raíces de la ecuación propuesta bajo la forma de una fracción



LAS R A IC E S. 2 7 5<;0Dtínua, y en la práctica podra suceder que los cocientes incomple­tos se reproduzcan periódicamente, y esto podrá hacernos creer que la fracción continua sea periódica; pero como no basta que lo crea­mos para darlo ya por hecho, hay que demostrar si realmente es ó no periódica. Para ello recordaremos [Alg.  tomo I , núm. 431), que toda fracción continua periódica es una de las raíces de una ecuación de segundo grado de coehcienles reales, y recíprocamente; por consiguiente, si suponemos que una de las raíces de la ecuación sea la que vamos buscando, su primer miembro y el de la ecuación propuesta deberán tener un divisor común de primer grado. Por tanto, dividiremos/(a?) por y obtendremosun resto de la forma M-r-f-N, el cual deberá reducirse á cero, si en vez de x  ponemos la raíz de que se trata, que será de la forma p; luego hallaremos
cuya ecuación no puede verificarse sino mediante estas des M = 0  y N = 0 ; luego si la fracción continua es-efectivamente periódica, la 4ívision de/(a;) por x ^ ^ p x - ^ q  debe ser exacta, y de ningún modo Jo  será en el caso contrario.

LECCION XXXVII.

Método de aproximación de Newton.—Eeg:!a de falsa posición, ó sea método de aproxima­
ción por partes proporcionales.

M étodo d e  ap ro xim ació n  de .^'cwton.

335. El método de aproximación de Newton exige que la raíz que vamos á calcular se dé ya con una cierta aproximación, por lo ménos de una décima, la cual se puede hallar por cualquiera de los métodos anteriores.Sea a este valor aproximado en ménos de una décima, é y  el va­lor de la corrección, positiva ó negativa, que hay que hacer para ob­tener la raíz, que llamaremos «; de modo, que se tendrá



)■

/ [« ) = / ( íí+ y ) = 0 ;y por tanto, 
de donde

f\<¿) f ’{a)\ 2 ^ '1 .2 .3 ''Esto supuesto, el método de Newton consiste en despreciar todos los términos que van afectados de las potencias respectivas t/, i/ , etcétera, admitiendo que el error que se comete es menor que el cua­drado del error anterior; es decir, menor que j/  ̂ lo cual sucede or­dinariamente, aunque hay casos excepcionales en que no se verifica, por lo que es menester justificar esta hipótesis en todos los casos que en la práctica se emplea.Habiendo supuesto que a se diferencia de a. en ménos de una 
décima, se tendrá y < 0 , l ,  i / < 0 ,0 l ,  i/ < 0 ,0 0 1 , y así sucesivamen­te; de modo, que admitiendo por un momento la hipótesis de ser la cantidad despreciada menor que ó sea menor que 0,01, la fórmula _  f i o )dará el valor de la corrección y  en ménos de una centésima. Re­duciremos, pues, esta fracción á centésimas, y añadiéndola al valor 
a con el signo que tenga, se obtendrá la raíz aproximada con dos ci­fras decimales.Hecha esta corrección, y llamando h al nuevo valor aproximado, é y' á la corrección correspondiente, que en este caso es menor que una centésima, se tendrá por el mismo procedimiento el valor de esta corrección

’  f ' ( p )el cual, según el principio hipotético de Newton, será menor que (0,0t)'^^0,00Ó1.Hecha la nueva corrección, y llamando c al nuevo valor aproxi­mado é yO á la corrección correspondiente, se tendrá por el mismo principio, que el valor hallado por la fórmula
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nos dará una tercera corrección aproximada en ménos de ( 0 ,0 0 0 if=0,00000001, ó sea en ménos de una unidad del órden 
.octavo decimal, y así sucesivamente.Si observamos las fórmulas que dan las correcciones sucesi­vas, veremos que se deducen de la general/(^)
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y-en la cual se reemplaza sucesivamente x  por los números aproxima­dos a, 1), c. etc.336. Hemos dicho que hay casos excepcionales en que la canti­dad que se desprecia al hallar el valor de una corrección, no es me­nor, como el método de Newton exige, que el cuadrado del error con que se halla calculada la raíz; y aunque lo fuera, como se comete un cierto error al reducir á fracción decimal el quebrado ordinario/(«)/ '(«) , que da el valor de la corrección, no podemos estar se­guros de cuál será el grado de aproximación con que se obtiene la raíz en una operación cualquiera para pasar á la corrección siguien­te. Para apreciar el grado de aproximación con que se obtiene una raíz después de hecha la corrección, supondremos que sea r  el valor aproximado que se obiene por el método, el cual se diferenciará por defecto de la raíz a en ménos de una unidad del último órden, si la1 , . . .  sustitución de x  por r + —— , siendo n  el órden de la ultima cifra10”decimal, y r , dan resultados de signos contrarios, y por exceso si son de signos contrarios los resultados de sustituir los números 1y r— —-  . Si la primera y segunda sustitución, lo mismo que lasegunda y tercera, dan resultados de un mismo signo, es señal de que la aproximación no es la marcada por el método, en cuyo caso9 2 3 3se sustituirán los números r — —  y r -r40' 10”e tc ., hasta que lleguemos á obtener un número que dé resultados de signo contrario de los hallados hasta ahora, y entre los dos números diferentes en una unidad del último órden que han dado signos con­trarios, se hallará la raíz; luego uno de estos números expresará el valor de dicha raíz aproxirada en ménos de una unidad decimal del último órden.



Eje m p l o . Sea la ecuación x^-\-x—2 0 = 0 , que como ya sabe­mos tiene una raíz real comprendida entre 2 y 3, y que además he­mos calculado por los métodos anteriores en ménos de una m üési- 
ma. Considerémosla aproximada en ménos de una décima, y conti­nuemos la ’aproximacion por el método de Newlon, para comparar et resultado y la rapidez con que se obtiene.Esta raíz aproximada en ménos de una décima, es 2 ,5; por tan­to, el valor de la corrección que hay que hacer, será /■(2.5) '1,875
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y 0,09;/^(2,5) 19,7oluego la raíz aproximada en ménos de una centésima, será 2,59.Para asegurarnos de que la raíz está aproximada en ménos de una centésima, sustituiremos en la ecuación los números 2,59 y 2,60, y hallaremos dos resultados de signos contrarios; luego la raíz se halla comprendida entre 2,59 y 2,00 y por tanto el número 2,59 se diferencia en ménos de una centésima.La segunda corrección se hallará por la fórmula /(2,59) 0,036021
y = 0 ,0 0 1 7 ;/(2 ,59) 21,1245luego la raíz aproximada, será 2,5917.Para ver si la aproximación eí5tá hecha en ménos de una diez mi~ sustituiremos los números 2,5917 y 2,5918, y hallaremos dos resultados de un mismo signo; sustituiremos 2,5916, y veremos que la raíz se halla entre 2,5916 y 2,5917; luego tomando por valor aproximado el primero de estos dos. números, tendremos la raíz aproximada en ménosde una unidad de cuarto órden decimal. Por una nueva operación hallaremos la raíz aproximada con ocho cifras decimales, y una nueva corrección nos dará diez y seis, y así suce­sivamente.337. E l método de Nevrton puede interpretarse perfectamente por consideraciones geométricas, por cuyo medio se puede demostrar que no sólo 63 aplicable álas ecuaciones algebráicas, sino también á las trascen­dentes, siempre que sean continuas las funciones expresadas por aus pri­meros miembros. También se vé claramente cómo puede caer en defecto' en algunos casos.338. Sea la ecuación F (a ;)= 0 ,de la cual queremos calcular una raíz inconmensurable, que suponemos' 

80 halla comprendida entre dos números oya+f e .  Si la función E(*>



es continua, y suponemos que h es suficientenjente pequeña para que entre a y  a +   ̂ no taya comprendida ninguna raíz de la derivada F ' («)=0, la curva re­presentada por IF (aj)= 0  no ten­drá ninguna ondulación en ese intervalo, y tendrá por ejemplo, la forma marcada en la figura 18; además, como P ' (®) no pasa por cero y es continua también, no cambiará de signo en el mis- mo intérvalo.Sea O P =  a, y P Q = ? t . L a  curva corta en este intérvalo al eje O X  en un punto K , cuya distancia al origen es el valor de la raíz a. que vamos á calcular. Tiremos por ei puuto°M una tangente jVIT, que cortará á O X  en un punto T , determi­nando una distancia PT, que tomaremos por valor aproximado de la cor- ruccion exacta P R  que hay que hacer para obtener la raíz. ^L a  expresión del valor de esta primera corrección, se obtiene inmedia._ _  M Ptamente por el triángulo M P T , el cua  ̂ nos da ~  peroP(a)M P - P ( O P ) — P(a), tgPT M =F'(a); luego P T = - — .U na vez hallado el valor de esta corrección, podremos calcular el de la línea T M , que expresa el valor de P(®) haciendo a5= O T ; hallado este va­lor, podremos hacer una nueva corrección do la misma manera, tirando por ei punto W  la tangente M ' T ’, lo que dará tíiia nueva corrección T  T', cuyo valor, unido al hallado anteriormente, dará otro mas apro­ximado de la raíz, el cual estará representado por la longitud OT , y asi sucesivamente. Donde vemos, que el método de aproximación de iSewton, consiste en reemplazar la curva por la tangente tirada en el punto cuya absci­sa es él número a. , i tvt i. i339. Por el examen de la figura se verá que el método de IN ewton puedeen algunos casos caer én defecto, obteniendo por su medio valores que cada vez se alejen más de la raíz que vamos buscando, si bien es cierto que dándose ya el valor de ésta con un grado de aproximaciou suficiente para que en el intérvalo de a á a + h  no presente la curva ninguna ondulación, en ese Caso el método da siempre valores que se apromman cada vez más; la  primera corrección es la que podrá no ser conveniente, según que se
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Fiss. 19.tire la tiugente en el punto cuya abscisa es a ó o+/i; pero siempre se po­drá elegir éste, de modo que la tangente venga á cortar al eje O X  en un punto T que sea el más próximo al punto E , cuya distancia al origen ex- presa el valor de la  raíz, y con solo inspeccionar la figura 19, en los cuatro casos distintos que se pueden presentar, veremos que dicho punto será el M , cuya abscisa a, sustituida en !P (®) y F "  (®), da resultados de un mismo signo.
R eg:la  do fa in a  p o sicio u  6 m étodo d e  ap ro xim a ció n  por p arte«  

prop orción ale« .340. La BEGLA DE FALSA POSICION S6 define diciendo, que es
aquella en que tomando un número arbitrario, pero conocido, por 
el valor de la cantidad que se busca, y haciendo con él las operacio­
nes indicadas en el enunciado de, un problema, llegamos d obtener 
exacta 6 aproximadamente dicha cantidad, por medio de correcciones 
convenientes.La regla de falsa posición se divide en simple ó doMe, según que sólo se tomen uno ó dos números supuestos.Las ecuaciones que, consideradas como la expresión fiel de todas las condiciones exigidas en el enunciado de un problema, se han de resolver por medio de la regla de falsa posición, supondremos que están reducidas á la forma

[1],siendo f{x) un polinomio formado de todos los términos que están afectados de la inóógnita x ,  y K la reunión de todos aquellos que no contienen dicha incógnita.Si sustituimos en f [ x )  un número a que no es raíz de la ecua­ción [1], dará un cierto resultado diferente de K , en cuyo caso



ílamaremos nwíievo supuesto al número a : errov correspondiente a este supuesto á la diferencia positiva ó negativa —K , y corrección del número a, á la cantidad que agregada algebraicamente á este número, da el valor exacto ó aproximado de la cuantidad que se busca.La regla de falsa posición se funda en que Jos resultados que se 
obtienen sustituyendo en el primer miembro de la ecuación [1] dos nu- 
meros cualesquiera, son proporcionales á estos números.Este principio, exacto cuando f [x)  es de primer grado, puede ser admitido como cierto sin cometer un grande error, cualquiera que sea f{ar^, siempre que esta función sea continua y los números que se sustituyan difieran poco entre sí.341. Admitido como cierto el principio anterior, podemos dedu­cir las reglas siguientes:1. a B n  la regla de fa lsa  posición simple, el número que se husca- 
es igual al cuarto término de la proporción, cuyos tres primeros son f  (a), K  y elnúmero supuesto a.2. *̂ E n  la regla de fa lsa  posición dohle, el número que se busca es 
igual á la diferencia algebraica de los producios de cada supuesto qmr 
el error del otro, dividida por la diferercia algebraica de los errores 
correspondientes.La primera regla es evidente, según el principio admitido; para demostrar la segunda, representaremos por x  el numero que se bus­ca, por o y 6 los dos números supuestos, y por a y (i los errores cor­respondientes; de modo, que se tendrá

a = f { a ] - K  y ?= / (6 )~ K ; pero según la hipótesis, se tiene
f { a ) :  [ f { s ; ) = K ] : : ¿ i : x  y ,/{6)> ::  ú :.t ;de donde

/ { a ) ~ K : l í : : a —x : x  y /’(6)—K :K  : :  á—Siendo iguales los consecuentes de estas proporciones, se tendrá/ (a )—K :/(¿)— K :: a ~ x  : b—x,
6 — x : b — ,r;de donde se deduce, ^  cuya fórmula Justifica !a regla.a—p542. Si representamos por C la corrección que hemos de hacer á uno de los supuestos a,  se tendrá

ab—ai b — a,
C = aj— a = -------:— a ^ — -------X «  [2];
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cuya fórmula, traducida al lenguaje vulgar, manifiesta que conoci­dos dos números supuestos y los errores que producen, la corrección hecha sobre uno de ellos para obtener el número que se busca, es 
igual á menos el cociente de dividí?- la diferencia de supuestos por la 
diferencia de los oTores cor?'espondientes, multiplicado por el e?-ro?- del 
número que se va d corregir.343. Las ecuaciones de primer grado podrán resolverse por la regla de falsa posición, y hallar el valor exacto déla incógnita, puesto que en estas ecuaciones se verifica el principio fundamental. Sea, por ejemplo, el problema II que hemos resuelto en Algebra elemen­tal, página 1 o7, que dice: Una persona tiene impuesta la mitad de su 
capital al 3 por 100; la tercera parte al 5, y  el resto 8; gana en 
lodo 21600 reales al año. Se quiere saber qué capital tiene.Supongamos que sea el capital 3000 rs. Impuesta la mitad al 3 por 100, produce 45 rs.; la tercera parte al 5, da oO rs.; y el resto impuesto al 8, produce 40. Ganancia total, 135 rs.; luego según la primera regla, se tendrá1 3 5 :2 1 6 0 0 :; 3000 :.'c;de donde a:=i80000 rs ., resultado que está conforme.En las ecuaciones de un grado superior no es exacto el principio fundamenta!, por cuya razón no se puede hallar el verdadero valor de la cantidad que buscamos; pero si logramos hacer que esta canti­dad se halle comprendida entre dos números que no se diferencien en mucho, podremos determinar su valor con todo el grado de apro­ximación que se quiera, por medio déla regla de falsa posición doble.Sea, porejemplo, la ecuación 2 0 = 0 , de la que hemos cal­culado ya por los métodos anteriores la raíz que se halla comprendida entre 2 y 3. Si suponemos que sea I el valor dea:, se encontrará el er­ror — 18; suponiendo ahora que el valordeajsea 2, el errorserá— 10.Calculemos por la fórmula [2] la corrección correspondiente alsupuesto 2, y hallaremos C = — - X — '1 0 = ~ = 1 ,25; lo que nos da,suprimiendo la parte decimal, el tercer número supuesto 3. Susti­tuyámoslo, y hallaremos el error correspondiente -h lO , que por ser de signo contrario al que tiene el del supuesto 2, se deduce que entre 2 y 3 hay por lo ménos una raíz (194). Hallemos la correccióncorrespondiente al supuesto 2, y tendremos C = ——X  1 0 = 0 ,5 , luego el cuarto número supuesto será 2 ,5 , el cual da el error
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— 3,975. La corrección de este número será C ——= 0 ,1 , y tendremos 2,6 por quinto número supuesto.Sustituyendo este número, hallaremos el erro r-h O ,173; luego la raíz se encuentra comprendida entre 2,5 y 2,6. Determinando la
0,1corrección del supuesto 2 ,5 , tendremos C =  —  4 ^  ^ ,9 7 5 =0,095; lo que dará el número 2,59 por sexto número supuesto, el cual, sustituido en la ecuación, dará el error— 0,036021; 6 despreciando las tres últimas decimales, se tendrá por error el nú­mero 0,036.La corrección del número 2,59, será0,0'i 0,00036- X — 0 , 0 3 6 = - -=0, 0017;
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0 ,2 0 9 '' 0,209lo que da por valor aproximado de la raíz el séptimo número supuesto 2,5917, que está conforme con el número hallado por los métodos anteriores.344. Este método, que Vailejo vino á deducir partiendo de la regla de falsa posición, j  apoyándose tan sólo en la verificación de muchos ejem­plos de ecuacioues complicadas, hasta llegar á resolver algunas de grados muy elevados, y áuu otras trascendentes, pero que de ninguna manera demostró, tiene sin embargo una interpretación clara por consideracio­nes geométricas; viene á reducirse á la sxistitucion del arco de la curva com~ 
prendida entre dos límites, por la cuerda de este arco-, asi como el método de Newton consiste en reemplazar dicho arco por la tangente tirada en uno de 
sus extremos.En efecto, sea la ecuación E  (*) =  0, de la cual queremos calcular una raíz, y que para mayor sencillez supondremos que se halla sola compren­dida entre los dos números a j h .  Supongamos que el intervalo b o es tan pequeño cuanto sea necesario para que la curva no presente en él ondulación alguna , y no cambie por consiguiente de sentido, pura lo que basta que entre a y & no haya cnmprendida ninguna raíz de E ‘ (x) =  0, y que, por ejemplo; pre­séntela forma que marca la figura 20.Sean O P = a  y O Q  =  &; trace­mos la cuerda M N , que encontra­rá al eje O X  en un punto tal como C; la longitud 0 0  la tomaremos como un valor corregido do la raíz X.L a  corrección hecha por este me-



-dio OS la lonpitíid ? C , cuya expresión vamos á determinar. Para ello consi­deraremos los triángulos M P C  y N C Q , que son semejantes, y dan P M :N Q ::P C :C Q , Ó P M -h N Q : P M :: P Q : PCjpQde donde se deduce P C = — x  PjVI; pero se tiene P Q  =  6—«, —í'(o) y N Q = F ( 6); luego la fórmula anterior se convertirá en= i w k ) "  ^<mya fórmula de corrección es la misma que usaba Tallejo, pues F(fc) y F(a) no son otra cosa que loa errores que se cometen al sustituir ® por a V h en la ecuaciou P(® )=0.Si abora levantamos en el punto C una perpendicular, y calculamos el valor C N ', que no es otra cosa que el valor de P(®) cuando ponemos en vez -de a; la longitud O C , podremos bacer una nueva corrección, lo que dará un valor O C ’ más ax>roximado á la raíz x; y así sucesivamente podremos ir hallando valores que cada vez se aproximen más á la raíz que se busca.345. Examinando los cuatro casos que se pueden presentar, veremos que la corrección hallada por la fórmula anterior dará valores aproxima­dos por defecto ó exceso, según que P'(:?) y F ” (®) sean de un mismo signo •ó de signos contrarios, como se deduce inmediatamente á la sola inspec- •'ion de la figura 21 en los cuatro casos que presenta.
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Fi(?. 21.Así, en el 1." y 3.® caso, en que P'i») y P"(a,’) son de signos contrarios ■en el intervalo t —a, la corrección da un valor aproximado por exceso; ios casos,2.® 5̂ 4,.°, en los que F'(a!) y P"(!») tienen un mismo signo, la cor­rección da valorea aproximados por defecto.346. Si los números que se sustituyen no comprenden ninguna raíz, pero que uno de ellos ó los dos no distan mucho de valer una de ellas, po­dremos hallar una corrección, y lu^go otm, y otras, hasta que lleguemos á conseguir tener una raíz comprendida entre dos números supuestos que ee diferencien en tan poco como se quiera.



LAS HAICKB. ?8&Seaii, por ejemplo {figu­
ra 22), O P = a  y OQ=&  dos números, que susti­tuidos en '̂(a;) dan dos resultados de un mismo signo. Calcularemos la cor- reccion P C  por medio de  ̂  ̂los triángulos Í I P C  y N Q C , que son semejan­tes, y que dan por un procedimiento análogo al anterior.P C =

tí. X i-.
Fi-¿. 22.
h-.-a • X p ( i ? ) ;, ,  ,  - x M P  ó PC=C-¿ jS —  i '  A i — L'Au.)fórmula que sólo difiere de la anterior en el signo, y (jue deberá sumars:- o restarse ai valor «, según que la derivada sea x>ara este valor positiva á negativa, como inmediatamente se ve por la figura.Una vez hecha la primera corrección, podr’emos hacer otras, y llegar 6 tener el valor de la raíz con el grado de a[)roxiuiaeion <juc se quiera.Si la sustitución de dos muner<js dan un jnismo error, la correcciort será infinita; en cuyo caso hay que sustituir otro uúmeio distinto.Este método, si se aplica x¡artiendo del supuesto de que entre dos nú­mero a j  a + h  hay comprendida una sola raíz, que es lo que generalmen­te se exige en los demás, da aproximaciones tan rápidas como el de Newton, y con menos trabajo, como por el ejemplo anterior hemos visto Cuando se aplica principiando por dos números cualesquiera, no tenemos^ BOguridad en las correcciones, iii se puede marcar el grado de aproxima- c:on; por lo que sólo se aplicará «iosiiues de hecha la separación de las raíces.847. Si en la figura 23 com­paramos el método que llamare­mos de las partes proporcionales^ con el de Newton, veremos que el punto E  correspondiente á la raíz, se halla siempre compren­dido entre los puntos T y C , que se obtienen por ambos métodos; de modo, que combinando losdos á la vez, obtendremos con sumarapidez el valor de la raíz que se ......v.., vi vu«i ..ana oicmure vompi-üu-dido entre dos resultados consecutivos obtenidos por ambos métodos; lue­go hi parte común a los dos valores hallado.-í. uno por defecto v otro pon exceso, nos marcará la raíz .aproximada en menos de uua unidad del últi­mo orden.

Xi.-
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LECC IO N  x x x v m .

íJeterminacion de las raíces ímaílnarias por la teoría de la eliminación.—Determinación 
de las raíces imaginarias de una eeiiacion por la de los cuadrados de las diferencias. So­
luciones extrañas.—Divisores conmensurables de segundo grado.

D c te n u l un ción  d e  la s  m ic o s  in ia g iiia r ia s p o r la  te o r ía  de la  
e lim inación-

r  ■'

248. Ya hemos visto cómo se determinan exactamente las raí­ces enteras y fraccionarias de una ecuación, y cómo se simplifica, reduciéndola h otra que carezca de estas raíces. También acabamos de ver en las Lecciones anteriores, cómo se determinan, con el grado de aproximación que se quiera, las raíces inconmensurables; sólo nos queda, para resolver completamente una ecuación, ver el modo de determinar las raíces imaginarias.Sea la ecuación, que no contiene raíces conmensurables, / ( 'c )= 0 , cuyas raíces imaginarias queremos bailar. Siendo las raícesimaginarias de una ecuación racional y entera de la forma — 1,haremos
x = y ^ z V ' — i  [1];siendo y  Y z  cantidades reales, y sustituyendo esta expresión en / (¿c )= 0 , se tendrá un resultado de la forma (183)

Para que esta ecuación se verifique, es necesario que se tenga A = 0 ,  B = 0 , ó A = 0  y z = 0 \  pero siendo y  una cantidad real, z  no puede ser igual á cero, porque entonces x  no representarla una raíz imaginaria. Por consiguiente, se hallarán todas las raíces imagina­rias de la ecuaciony(a;)=0, determinando todos los sistemas de va­lores reales de y  y de z ,  que verifican al sistema de ecuaciones.A = 0 , B-=0.y sustituyendo después todos estos valores en la relación [1]Haciendo la sustitución de x  por — 1, en la ecuación
y(íc)=0, hallaremos (183} que las ecuaciones A=0, B=0, son
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K y ) —  r í ¿ í : í  r ' [ v y + - = o,
ñ y)-ú j/'"^yy-^-nkü f' iyy-ïKàiT7 f - ' y y - ^ - = o.De modo, que eliminando entre estas ecuaciones una de las incóg­nitas y  à z ,  hallaremos una ecuación final que no contendrá más que una incógnita, se determinarán las raíces reales de esta ecua­ción, y sustituyéndolas en A = 0  ó B = 0 , determinaremos los valo­res correspondientes de la incógnita eliminada. Una vez hallados los sistemas de udorcs reales que verifican á estas dos ecuaciones, los sustituiremos en la Igualdad [ I J ,  y obtendremos las raíces imagina­rias de la propuesta.

Uctcrm inaclon de la.s m ice s  íiuag;3iiarins ilc una ccnncioii, por la de 
los cuadrados de ias d iferencias. Soluciones extrañas

3á'9. Sean a, b, c, d , . . .  las raíces reales de la ecuacíon/(.í;)=0,y 1, las raíces imaginarias; hallemos las di­ferencias consecutivas de dos cualesquiera de estas raíces, y tendre- mos cuatro clases distintas, á saber:1, ® Diferencias entre dos ralees reales, tales como a— b, a—e, 
h—c, h— d, etc.2 .  ̂ Diferencias entre dos raíces imaginarias conjugadas, talescomo 1— (p—( ? í / ,  etc.5.* Diferencias entre una ra h rea l y otra imagÍ7iaria, tal como
tí—p— q y'— 'i, a—p-\-q\^— \ , a—p'-{~q'^— 1, b—p —q\/■—^, etc.4,*̂  Diferencias de ¡'alces imaginarias no conjugadas, tales co­mo \ i/ —T ) =  p  — -\~{q —  q’ ) 1^— 1,
p - p " - { - { q —q " ) \ ^ ~ \ ,  etc.Elevando cada una de estas diferencias al cuadrado, se tendrá que los cuadros de la diferencia de las primera especie, son esen­cialmente ni/w^erosposfímcis; los cuadrados de las diferencias de la se­gunda especie son«ep-ciífíjos, é iguales á — kq"̂ , — kq’’̂ , — — etc.; los cuadrados de la tercera y cuarta especie son generalmente eo:- 
presiones imaginarias.Por consiguiente, si nosotros suponemos formada la ecuación de los cuadrados de las diferencias de las raíces de la propuesta, las



raíces reales negativas de esta ecuación son, generalmente, b s  cua­
drados de las diferencias de dos raíces imaginarias conjugadas.Esto supuesto, sean — «, — — y,  — 5, etc ., las raíces negati­vas de la ecuación de los cuadrados de las diferencias, las cuales se podrán obtener según las reglas dadas en las lecciones anteriores; y por lo dicho se tendráde donde se deduce _

q = ± . ^ ' / ^  q’ = á z \ V %Una vez conocidos los valores q , q’ , f ’ , etc., se obtendrán los correspondientes p ,  e tc ., sustituyendo por áz~\/cí,etc ., en las ecuaciones A = 0 , B = 0 , obtenidas anterior­mente, y sus primeros miembros adquirirán por cada una de estas sustituciones un divisor común en y , que igualado á cero dará los valores p , j/ , p " , etc.350. Si aconteciese que alguna de las raíces reales fuera igual á la parte real de una imaginaria, ó que dos imaginarias no conjuga­das tuviesen común la parte real; es decir, que si se tuviera, por ejemplo, a = p  ó p —p\  los cuadrados de las diferencias de estas raí­ces serian cantidades esencialmente negativas, e iguales el uno á ___y el otro á _______ (?— consiguiente,  tomando las mi­tades de las raíces cuadradas de estas cantidades, no hallaremos, co­mo por el método general se ha dicho, valores convenientes de que unidos con otros de y, den las raíces imaginarias de ia pro­puesta.Para conocer si una raíz negativa de la ecuación de los cuadrados de las diferencias dará valores convenientes de 5 , no hay más que sustituirla en las ecuaciones A = 0  y B = 0 ; y si sus primeros miembros adquieren por esta sustitución un divisor común que igua­lado á cero dá valores reales para y , la raíz será buena, y de ningún modo lo será en el caso contrario.También se pueden obtener las solas raíces negativas convenien­tes, observando que si a = p ,  habrá en la ecuación de los cuadrados de las diferencias dos raíces negativas por lo menos iguales á — y si p —p't otras dos por lo menos iguales á —  (^— Sólo las raí­ces simples de esta ecuación serán las convenientes; luego hallando por medio de la teoría de las raíces iguales la ecuación X ^ = 0 , que
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lUAOINAItlAS. 289no contiene más que raíces sencillas de la propuesta, y tomando de ésta las negalius, tendremos Jas cantidades que, igualadas respecti- TSirente á — etc. ,  nos darán los valores q\ q'f, e tc ., que se buscan.
D tT ls o r c B  c o n m c u s n r a b le s  d e  s e g a n d o  g r a d o .3 S l. Se tendría la resolución completa de una ecuación alge- bráíca cualquiera ¿c’” -|-Pj¿c’”*"‘ -l-P 2ir”*~'^-l-etc.=0, si ^ u  primer miembro pudiera descomponerse en el producto de dos factores. En efecto, sea la ecuación propuesta

f { x ) = :0 ,y supongamos que su primer miembro se puede descomponer en el producto de los dos factores X  é Y , en cuyo caso se tendráX Y  =  0.Para que se verifique esta ecuación, es menester que por lo mè­nes se reduzca á cero uno de los factores; de modo, que se podrá descomponer en las dos ecuacionesX := 0 , Y = 0 ,que evidentemente sen de un grado iiifeiior que el dey(ar)=0 .De la misma manera podríamos descomponer cada una de estas en otras dos de menorgrado, y así sucesivamente, de manera que la resolución de la ecuación propuesta vendría á reducirse à la de va­rias ecuaciones de primero y segundo grado, que se saben resolver completamente.Desgraciadamente este método es impracticable, porque en ge­neral se necesita resolver una ecuación de un grado superior que el de la propuesta, para verificar la descomposición de su primer rr.íera- bro en el producto de dos factores, de los cuales uno de ellos sea por lo ménos de segundo grado.En efecto, sea f { x ] = 0  la ecuación del grado m,  cuyo primer miembro queremos descomponer en el producto de los dos factores X  é Y . Representemos X  por el polinomio del grado n, qx"” ^ -h e íc ., y hallemos q, r ,  etc ., con la condición de que Xsea un divisor de f { x ) .Para ello dividamos f ( x )  por X , y continuemos la operación has­ta obtener un resto del grado n—1, el cual, como debe ser nulo con independencia de ¿r, igualaremos á cero sus n coeficientes, lo que nos II. 19



dará n ecuaciones, délas cuales deduciremos los valores de las inde­terminadas p ,  q,  r , . . .Para resolver este sistema de ecuaciones, tenemos que principiar por eliminar todas las indeterminadas ménos una, lo que dará una ecuación final en jo, por ejemplo, que será del grado—2 ) .. .  [m—(n—1)]s T  3 . 4 ..." ñ  ■Porque siendo el primer miembro f(¿c) igual al producto de m facto­res binomios correspondientes á las raíces de la ecuación propuesta, el divisor X = a :" H - ;7x«-'-l-g./;” “ ^-i-etc. será el producto de n dees- tos factores; y como productos den factores se pueden formar tantos como combinaciones se pueden hacer con m cosas' lomadas de n en n , se sigue que habrá un número de estos productos representado por
m[m ^) {‘íít (n 1)] tanto, cada una de las inter-2 . 3 . 4 . . . nminadasp, q , r ,  etc ., tendrá tantos valores como indica ese numero de combinaciones; luego la ecuación que dé uno de estos valores, 
p  por ejemplo, debe darnos los demás, y por consiguiente será del grado que hemos marcado.Ahora bien, sólo cuando demos á n los valores 1 y m —'1, se re- 

m (m  — —(n— 1)]ducirá la expresión ----------- -— ------------------- al valor m; y para
I¿ , ó . . .  flvalores de n comprendidos entre estos dos límites, esta expresión recibirá un valor mayor que m; luego la descomposición del primer miembro de una ecuación en factores, de los cuales uno de ellos sea por lo ménos de-segundo grado, depende de una ecuación de un gra­do mayor que el de la propuesta.352. Si queremos descomponer el primer miembro de una ecua­ción/(a?)=0 en factores conmensurables de segando grado, de la forma x^^-i-px-^q, dividiremos/(.x) por x'^-^px-\-q, y continuare­mos los cálculos hasta llegar á un resto de primer grado, que será de la forma Aa;-{-B; y como este resto debe ser cero con independen­cia de ¿c, igualaremos á cero los coeficientes A y B , lo que dará las dos ecuaciones A=:0 y B==0.Eliminando ahora una de las indeterminadas, q porejemplo, ha­llaremos la ecuación final P==0; que dará todos los valores de p ,  que serán tantos como factores de segundo grado de la forma
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x^-^-px+q  pueden dividir á/(a?); y como estos son tantos como combinaciones se pueden hacer con rrt cosas lomadas de 2 en 2, el grado de dicha ecuación final será Si en vez de elimi­nar q hubiéramos eliminado jo, la ecuación final Q =  0 á que llega­ríamos, sería porla misma razón del mismo grado \Ahora bien, si se tiene m = ‘3 , ^ m (w —•!) será igual 3; y si m es mayor que 3 , la expresión (?n — l)será mayor que m; luego la determinación de una de las cantidades p ó q , dependerá de una ecuación de un grado mayor que m , si el grado de la ecuación pro- puesta/(¿c)=0 es mayor que 3. La descomposición en factores del primer miembro de una ecuación, no es por consiguiente un méto­do eficaz para la resolución completa de las ecuaciones, como á pri­mera vista pudiera creerse.Con todo, si hallamos, por los medios expuestos en las lecciones anteriores, las raíces conmensurables de la ecuación P = 0 . las susti­tuimos en una de las ecuaciones A = 0  y B = 0 , y determinamos los valores conmensurables correspondientes de q , cada uno de los sis­temas que hallemos dará un divisor conmensurable de segundo gradodel primer miembro/(¿c), factor que, igualado á cero, da­rá dos raíces de la ecuación propuesta, la cual se podrá reducir á otra de un grado inferior dividiendo por el producto de todos estos factores.Este método de reducción se emplea con poca frecuencia, por los cálculos tan prolijos que hay que hacer para hallar la ecuación final P ^ O ó Q ^ O .353. Sea, por ejemplo, hallar los divisores de segundo grado de la ecuación de tercero, la cual, privada de su segundo término, po­drá siempre reducirse á la formaíc “  0-Según lo expuesto anteriormente, dividiremos su primer miem­bro por el trinomio x'^-\-pv-\-q, lo que dará el resto de primer grado (p^-hQ—q)x-\-pq-\-'^, el cual, como ya se ha dicho, debe ser cero con independencia de ¡r, y por tanto se deberá tener
/ - h Q — <7=0 y p q -[-^ = 0 .

RD éla segunda ecuación se saca q —------; y sustituyendo este va­lor en la primera, da la ecuación
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de donde deduciremos los valores de p , que sustituidos en la expre- R
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sion q = ------ » darán á conocer los valores correspondientes de q.
VLa ecuación final [1] es la misma ecuación propuesta, en la que se ha reemplazado x  por j)‘, lo cual debe ser así, porque cada divisor de segundo grado debe ser el producto de dos factores de pri­mero, y el coeficiente del segundo término de cada uno de estos fac­tores es la suma de dos raíces de la ecuación propuesta tomada con signo contrario; de modo, que si estas raíces son a , p y y, los diviso­res de segundo grado serán(a;—a ) ( x —?), (a:— a)(a:—y), (ai—?) (a;—y),

y los diversos valores de p  serán— (cc-h?}, — (^-i-7)> —pero puesto que el coeficiente del segundo término de la ecuación propuesta es cero, se tendrá-de donde se deduce7 = — («“!-?)» P==” («+r)* « = — (H -y);luego los valores de p , no son otra cosa que las raíces mismas de la ecuación propuesta, y por tanto la ecuación [4] debe ser la misma ecuación dada a;^-}-Pa;-4-Q=0.354. Sea en segundo lugar la ecuación de cuarto grado privada de su segundo término
Dividiendo su primer miembro por el trinòmio x^-\-px-\-q, lle­garemos á obtener el resto( a — ) a; +S— ,que como debe ser nulo, cualquiera que sea ei valor de ¿c, igualare­mos á cero sus coeficientes, lo que dará los dos ecuaciones
Si ahora eliminamos la indeterminada q entre estas ecuaciones, bailaremos una ecuación final P = 0 ,  que será, como ya sobemos, del grado ^ X 4 x 3 = 6 ;  pero que no contendrá más que potencias pa­res, y por tanto podrá reducirse á una de tercero, haciendo p^—z .  En efecto, si designamos por a , p, y, 5, las cuatro raíces de la ecua­ción propuesta, los valores de p  serán

— ( a - f -3) ,  — (s c -b -y ), — (a -h S ), — (H~y), — (3+^)» —

L



Siendo cero el coeficiente del segundo término, se deberá lene 
de donde •

— (7+ 5) ,  (a - f -7) = — (? -¡-5 ), ( « + S ) = —  lo cual prueba, que los tres últimos valores de p  son iguales 3 de signos contrarios á los tres primeros; luego la ecuación final en p que resulte de la eliminación, no contendrá sino potencias pares de 
pi y por tanto, según hemos dicho, se podrá reducir á un grado mitad.Haciendo la eliminación, hallaremos la ecuación final p6_,_2Q ^i_|_(Q í_4S R - = 0,3a cual se convertirá, haciendo en la de tercer gradojs3 + 2 Q s ^ + (Q — 4S}s~ R ® =0.3o5. Sea, por último, la ecuación completa de cuarto grado. íc‘- t - lV - l- Q x '- h R a ;+ S —0.Si aplicamos á esta ecuación el procedimiento anterior para des­componer su primer miembro en factores de segundo grado de la forma x^-\~px~\-q, las ecuaciones de condición serán? * '-(p ’- + P p + Q ) g '| - S = 0.Sacando el valor de q de la primera, y sustituyéndolo en la se­gunda, hallaremos la ecuación final en p , que será, según sabemos, de sexto grado, pero que so podrá reducir fácilmente á otra de grado mitad. En efecto, sean, como en el caso anterior, a , 7, 5, las cuatro raíces de la ecuación propuesta, entre las cuales se veri­ficará la igualdad

a - h  ? -+- 7Los seis valores de p serán, como en el caso anterior,— (a+ ?), — (==-{-7'.y la suma, tomada con signo contrario, será evidentemente igual al triplo de la suma de las raíces de la ecuación propuesta; pero la su­ma de estos seis valores es igual también al coeficiente del segundo término de la ecuación final en p , lomado con signo contrario, de niodo que si lo representamos por P^ se tendrá= 3(« +  p-f- 7Si ahora trasformamos la ecuación final en p , en otra que ca­rezca de su segundo término, tendremos que lomar una nueva in ­cógnita p \  y hacer p = p '— -^P'; de donde se deducep ' = p + i P \
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294 D IV ISIO N E S C O N M E N SU E AB LE SReemplazando p  por cada uno de sus seis valores, y P' por 3(«-l-p-l-y-l-B), se tendrán los seis valores dep ' ,  que seránP - — i ( «+3) +K7- f - 5) ,■! («+7)h- í ÍH-S) >
p ’ —_ ( a _ | _ 5 j+  i  ( a -H ^ y + 5 )  ' (a-¡_8)-h|(?+7)»p ' =  —(?^“ 7 — - (?+7)H“Í?H-3;+'(=í-1-7),/=-{7-h5)-l-K^-;H>H -7-h3):=.— ¿(y + S H -' (a + ? ) ; donde vemos, que ios tres úUimos valores de p' son iguales y de sig­nos contrarios á los tres primeros; luego ia ecuación en p' que ha­llemos, no deberá contener más que potencias pares de p'; y por tanto, haciendo se hallará una ecuación de tercer grado, cu­yas raíces, sustituidas en la relación anterior, darán los seis valores de p';  y estos valores, sustituidos á su vez en la relación 

p —p'— I (a + ?-f-7 + 3 ), darán á conocer los valores que se bus­can de p.Luego la resolución de una ecuación cualquiera de cuarto grado, puede por este medio, debido á Descartes, reducirse á la de una ecuación de tercero.356. Terminaremos esta lección, indicándola marcha que se de­be seguir en la resolución general de una ecuación algebraica cual­quiera, que es la siguiente:1 . " Se hará racional en el caso de no serlo (247), y se reducirá 
á la forma orditiaria f  x] =  0 (174).2 . ® Si sus coeficientes son fraccionarios, se trasformará en otra ecuación de la misma forma ordinaria, pero cuyos coeficientes sean enteros (256).3 . ® Se hallarán las rafees conmensurables de esta ecuación (313), que serán todas enteras; y sustituyéndolas en la fórmula que ha servido para hallar esta trasformada, obtendremos las raíces con­mensurables de la propuesta, tanto enteras como fraccionarias.4 . * Si la ecuación que resulta después de dividir por los factores conmensurables de primer, grado, correspondientes á las raíces con­mensurables, es de un grado mayor que el quinto, se le aplicará el procedimiento de las raíces iguales; por cuyo medio se reducirá, si es que tiene raíces múltiples, á otras de rafees diferentes (277).5 . ® Se hará la separación de las raíces inconmensurables por ^cualquiera de los métodos explicados en la Lección X X X V .



6 ** Una vez hecha la separación, se procederá á la investigaciónde las raíces con un cierto grado de aproximación por c«alq«¡era de los métodos, ya sea el de los lim iles, ya el de Lagrange (332 y 3 J J J ,  y por ellos se calcula la raíz que se busca con una aproximación me­nor que una décima. ^7 ** Después se continuará la aproximación de esta raíz por emétodo de Newíon 6 por el de l»s p arte  proporcimaks 6 hiea por la combinación de los dos explicados en la Lección X XX\ 11.  ̂ ^S .“ Ultimamente, se pasará á determinar las raíces imaginarias, como se ha dicho al principio de esta lección.

D B  SEGUNDO G E A D O .

L E C C IO N  X X X IX .

trÍQ¿mias. a « n o lu e lo u  a l s t b r á l c a  d e  l a *  c c u a c lo u e s b in ó m i a * .
337. Se llama ecuación binómia ó de dos términos, aquella que por medio de las operaciones ordinarias del Algebra puede reducirseá la ío rm a —A = 0  [^1‘Las raíces de esta ecuación son los diversos valores de cualquiera naturaleza que sean, que elevados 4 la potencia m , reproducenel número A ; es decir, son los diversos valores de la expresión Ahora bien, la ecuación [1], siendo del grado t.ene m rakes (181). y todas son desiguales; porque »"‘ - A ,  y su derivada m x  . no tienen factores comunes. Luego todo radical del emésimo grado tiene m valores diferentes, como se ha dicho ya en el Algebra ele­mental.Sea a uno de los valores de ó lo que es lo mismo, una de I as raíces de la ecuación [1], de modo que se tendrá a’» = A ;  haga-



mos x = a .y ,  sustituyamos este valor de x  en la ecuación, y tendre­mos —A = 0 , ó a ’” y”* = A ;  de donde, dividiendo por la igualdadanterior a ” = A ,  resultará
y ^ — \ = Q  [9 ] ,De aquí se deduce, que para obtener todas las raíces de laecuación propuesta, ó sea para hallar todos los valores de V ' A , se multiplicará uno cualquiera de ellos por las m raíces emésimas de la unidad.3o8. Si suponemos que la cantidad A sea real, y consideramos los dos casos que pueden presentarse, según que sea positiva ó ne­gativa, tendremos que resolverlas dos ecuacionesic'” — A = 0 , ¿ c ^ + A ^ O .Si ahora suponemos que a sea \o. raíz aritmética üq A, y hacemos como anteriormente x —y.\j, la resolución de las dos ecuaciones an­teriores se reducirá respectivamente á la de estasotrasy - — 1 = 0 , í/«^ + 1 = 0 ,á las cuales, por ser recíprocas, se les podrá aplicar el método indi­cado en la Lección X X X .Como m puede ser par ó impar en cada una de las anteriores ecuaciones, tendremos que considerar los cuatro casos siguientes:— í — 0, — 1 = 0 , +Pr im e r  CASO. — 1 = 0 .Siendo esta ecuación recíproca y de grado par, cuyos coeQcien- tes de los términos equidistantes de los extremos son iguales y do signos contrarios, tendrá las raíces reales -f- 1 y — 1 (286—2 .’*), y no podrá tener otras de esta especie; pues cualquiera otra cantidad real distinta de la unidad, positiva ó negativa, elevada á una poten­cia de grado par, dá un resultado positivo distinto de 1.Siendo -4- 1 y —  \ raíces de esta ecuación, su primer miembro será divisible por { y—1) (i/-¡-l)=i/^— 1; de modo, que efectuando esta división, obtendremos una ecuación recíproca, que no teniendo la raíz-l- ! ni —  1, se le podrá aplicar la regla del núm. 288.Eje m p l o . Sea la ecuación biuómia x '—8 = 0 , la que queremos re­solver. Hallando la raíz aritmética^Q 8 , tendremos [Aritmética 297)

t . /“ a _  _  __
V  S = V  V  8 =  1^2. Haciendo ahora ¿r =  y '/  2 , y sustituyendo
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este valor, hallaremos, después de dividir por la ecua­ción / - 1 = 0 .Siendo raíces de esta ecuación-f-1 y —i ,  dividiremos su pri­mer miembro por 1/ — 1, lo que dará la nueva ecuación recí­procaque podrá reducirse á una ecuación de segundo grado, ya sea apli­cándole el método de las ecuaciones recíprocas, ya considerándola como una ecuación bicuadrada; de cualquiera manera que la consi— •deremos, hallaremos para valores de y  las expresiones

BTN0MU8. 297

1/2 “ 2 y los seis valores de la ecuación propuesta guíente+  / 2 , 2
serán por consi-

1 - v / ^
X 2l / 2 x 2 ' ■ ■■■ 23o9. La resolución de la ecuación — 1, puede reducirse á la de otras dos de grado mitad, observando que su primer miembro ef la diferencia de los cuadrados de y 1; de modo, que se descom­pondrá en 3/*''— 1 (y" — = 0 ;y por tanto, la propuesta quedará resuelta cuando lo estén las dos ecuaciones más sencillas y” 1 = 0  é y’* — 1 = 0 .Aplicando este método á la ecuación anterior — 1 = 0 , hallare­mos que las ecuaciones et> que se descompone, son i/ 4 - I= 0  é í/— 1 = 0 ,cuyas ecuaciones dan fácilmente los seis valores de y

. 4 -i/i ::3  H - / — 3 , —i+v/iTa
¿ * 2 2 ’ 2 *y multiplicando estos valores por 1^2, hallaremos los de a? en la ecuación 8 = 0 .SeGDNDO CASO. i/'»»4-l=0.Esta ecuación no tiene raíces reales, y se podrá reducir, según la



298 ECUACIONESteoría de las ecuaciones recíprocas, á otra del grado mitad, dividien-1do por y”  y haciendo después y~\— = z .
yE je m p l o . Sea la ecuaciónAplicatido á esta ecuación la teoría de las recíprocas, hallaremos la trasformada *1 0.1 1Haciendo y-\—  y calculando el valor de y^-\-~, se tendrá

yde donde — 3 ^ = 0 ; r

z = 0 *  z = t ^ 3 ,  z — — y^3.  ______
zá zl^ z —̂ 4Sustituyendo estos valores en la expresión y  remos para ^ = 0 , — 1;

2 halla-
para z = / 3 , r-para z ~ — l / ^ , y. Tercer  caso . — 1 = 0 .

22Esta ecuación tiene evidentemente la raíz+ 1 ,  y no puede tener ninguna otra real.Dividiendo por el factor y — 1, se hallará la ecuación recí­procaque por no tener ya la raíz real ni — 1, se le puede aplicar la regla de las ecuaciones recíprocas para reducirla á otra de un grado mitad.E j e m p l o .  Sea la ecuación 4 = 0 . Partiendo su primer miem­bro por y —4, hallaremos la nueva ecuaciónPara resolver esta ecuación, dividiremos por i/̂ , y agrupando los términos equidistantes de ios extremos, tendremos( : / + 7 ) + ^  = » •



BINOM US. 29 9Haciendo ahora donde (287)t/^+ ,  — 2»
y y« 3 _|_Í-= s 3_3^^ y sustituyendo estos valores en la ecuación ante- rior, hallaremos, después de toda reducción, esta otraque ya se sabe resolver, como más adelante veremos.Cuarto  caso . = 0 .Si hallamos la trasformada en — y, tendremos la ecuación del tercer casoí/^"^*— 1 = 0 ; de modo, que hallando las raíces de esta ecuación según se ha dicho, y tomándolas con signos cambiados, se tendrán las raíces de la ecuación propuesta.E je m p l o . Sea la ecuación / + 1 = 0 .  Cambiando y en — y , se hallará y®— 1 = 0 .Partiendo por y — l> é  igualando el cociente á cero, se tendrá la ecuación = 0 .Aplicando ahora el método de las ecuaciones recíprocas, halla­remos

(-■-íWí / + “ i + ' '  =  0-
y l1 1Hagamos de donde — 2 , sustituyamos

y yestos valores en la ecuación anterior, y hallaremos
De esta ecuación se deducen los valores de z— 1 zb‘^5

2
\los cuales, sustituidos en la expresión y -i— — z ,  dan para valo-
yres de y

- 1 / 5 )  d i  V 10—2 / 5 1 / ^ .Luego las raíces de la ecuación propuesta, serán estos valores tomados con signos cambiados.



300 BCO AC IO N E 8360. Después de suprimidas las raíces reales de la ecuación y“ di:1 = 0 ,  la tras formada en z que resulta de la relación y-f- ^ 
tiene todas sus raíces reales.Eli efecto, sea uno de los valores imasinarios de 2̂ ; elvalor recíproco, será

a + ? i/z r r “  ■Pero siendo — 1 una raíz de la ecuación dada j'"’± 4  =  0 ,« _ 3 t / Ü r 7  será también raíz de esta ecuación^ de modo, que se  ̂ •tendrá
(a—p»/—I )™—ih 1,de donde se deduce[(a-t-pi/— 1 ){ít— — I )]"■= 1 Ó {c¿^-hf] " '= ^ ; y puesto que es una cantidad esencialmente positiva, es nece­sario, para que la igualdad anterior se verifique, que se tenga =  1; luego

— 1 « -+ ? -Sustituyendo estos valores en la expresión que da los de z ,  se tendrá — I H - -------- — i + * — 1 = 2 « ,cantidad esencialmente reai, según queríamos demostrar.
C oudlclones que «Ichc« existir entre lo »  e ip on en tc»  «le d o» c ca acion c« 

Itiiioiulii» pni-u qu j  (tsiignu ra íces co iu u iic» .361. E l número de ralees comunes á las dos ecuaciones hinómiasym__ i = i0 , y “ — \ = 0 ,  es igual al máximo común divisor de ¡os ex­
ponentos m y  ri; de modo, que si este máximo común divisores d, ambas 
ecuaciones tendrán d raíces comunes’, s i m y  n son primos entre si, no 
tendrán más raíz común que la unidad.En efecto, suponiendo que m '> n .  y efectuando la división de t/”’ —  4 por y " — 1, hallaremos los restos sucesivos y” —"— 4, 
ym-'in— — 4̂  etc.; de modo, que si suponemos que n está



contenido exactamente en í w ,  llegaremos á  un último resto y ® — Î  = 0 ,  y por tanto la división será exacta, y probará que todas las raí­ces de la segunda ecuación lo son también de la primera. Sí n no está contenido exactamente en se tendrá m,=nq-\-r^ siendo r  un número menor que n , y la division se podrá continuar hasta llegar al resto t f — t .De la misma manera, si suponemos la division de
yn___1 por y ’’— 1, dará el resto y**— 1 ,y  así sucesivamente. Lue­go si suponemos que sea d  el m. c. d. de los exponentes m y n , el último divisor será yP — i ,  y el resto correspondiente será y“— 1 por consiguiente, las dos cantidades y*^— 1 é tendránel m , c. d. y"* — 1; y las ecuaciones y"*— 1 = 0  é y** — 1 ^ 0 , tendrán 
d  raíces comunes, que serón las de la ecuación — 1 = 0  (215).Si rn y n son primos entre sí, no tendrán más raíz común que la unidad.3C2. S i Oí es una raiz de la ecuación —  1, todas las potencias 
enteras positivas ó negativas de « serán también raíces de esta 
ecuación.En efecto, siendo a raíz de la ecuación y”*— 1, se tendrá a”*==l. Sea n un número entero positivo ó negativo, y tendremos(a™)** =  I ;■pero(a”’) = a ’"’‘ = ( a " ) ’” ; luego (a’V)"‘ = l ,  y por tanto a ” es raíz de la ecuación propuesta.Las potencias de a no pueden dar más de m  raíces diferentes de la ecuación propuesta, y estas corresponderán á los valores den compì elididos entre 1 y m; porque de a”* = 1 ,  se deduceetc.;y si damos a n valores negativos, tendremos« - -  =  «*” X  a-® etc.303. S i el eorponeníe m déla ecuación y '"— 1 = 0  es un número 
prim o, cunlquieraraiza de esta ecuicion, distinta de la unidad, re-  ̂
produce todas los demás elevándola sucesivamente á las potencias pri^ 
mera, segunda, etc., hasta la emósima.En efecto, acabamos de ver, que si a. es raíz de y’” — 1 = 0 , cual­quiera potencia entera-de a tambicn lo es; por lanío, las m  poten­cias que se obtienen elevando a á la primera, segunda, etc ., hasta la ewesíwfl, serón todas ralees de la ecuación dada: ahora sólo fqlta probar que estas m raíces son desiguales; porque si no lo fueran, y
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se tuviera, por ejemplo, a" =cc^' ,  siendo n y  n' menores que m , se tendría también «’»-«' =  1, y por tanto« seria una raíz coraun á las ecuaciones — 1 = 0  é y«-«'— 1 = 0 ,lo que es imposible, pues siendo m un número primo, es primo con 
n  y luego las m potencias de « desde la primera á la enésima, son raíces diferentes de y”* =  l ;  y como esta ecuación no tiene más que w raíces diferentes, es claro que todas se han obtenido por la elevación á potencias de una de ellas a , según queríamos demos­trar.364. S i elerponente m de la ecuación y™ — 1 = 0  se puede desconté 
poner en el producto de varios números primos p, q , r, etc., todas las 
ralees déla ecuación propuesta se obtendrán muUipUcando las de la 
ecuación yp— 1 = 0  por las de — 1 = 0 , los productos de estas dos 
por las de y*"— 1 = 0 , y  asi sucesivamente.Sea en primer lugar m —pg; p y (¡ son dos números primos en­tre sí. Representemos por p una raíz de la ecuación y'^— 1=01 y por 
y  una raíz dej/' — 1 = 0 ; de modo, que se tendrápp— 1 y y ? = 1 ,de donde « p »-i= l y / ? = ! ;y por tanto, p y 7 son raíces de la ecuación propuesta y «= yp ? =  l .El producto py también será raíz de dicha ecuación; porquede las Igualdades anteriores, se deducepr''/Xy^5' =  (py)p?=l.Ahora bien, la raíz 3 tiene p  valores; la raíz y tiene q, y  por tan­to el producto 3y tendrá valores, los cuales vamos á demostrar que son todos diferentes. Kn efecto, sea 3'̂  una raíz de — 1 = 0  di­ferente de 3i y y' otra raíz de —  1 = 0  diferente de y, y supon­gamos que pudiera tenerse py =  3'y^ lín este caso, se tendría también 3"yp=3'"'/^; y puesto que 3 P = p 'p = l, seria yP=y'í'; lue­go J = .\ .  Pero siendo y y  y'̂  raíces déla e c u a c ió n —y'P \  /  /1 = 0 , se tendrá y?=y^5, ¿e donde = 1 ;  luego si los dos pro­ductos py y P Y  fueran iguales, las dos ecuaciones 2/” =  1 étendrían la raíz común ~  ; y puesto que p y  q son primos entre sí, 
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BINOMIAS. 30Sdicha raíz común sería la unidad, de donde se deducirla y = /  (360), lo cual es contra el supuesto. Luego todas lasm  raíces de la ecua­ción y ’^ = iy p i =  1, se obtienen multiplicando las p  raíces de y P = Ü  por las q raíces de y^z=\ , según queríamos demostrar.Del mismo modo se demostrarla que las m raíces de la ecuación 
y ”'z=ypi'^ z=z:\, en que p , $ y son números primos entre sí, se ob­tendrían multiplicando las raíces de j/̂  =  1 por las de \ , y luò­go multiplicando estos producto^por las raíces de y'“—  1, y así su­cesivamente.365. Consideremos ahora el caso general en que se tengasiendo a , p, y 7 números primos. La resolución de la ecuación 
y « — í =zlO equivaldrá, según el número anterior, á la de las ecua­ciones =  / - 1 = 0 ,  1 = 0 ;de modo, que resolviendo estas ecuaciones, la propuesta se tendrá resuelta.Consideremos una cualquiera de ellas

[1],y veamos cómo se resuelve.Hagamos sustituyamos este valor en la anterior, y  seobtendrá esta otraEsto supuesto, sea r una de las a. raíces de esta ecuación, eía«-*valor aritmético de V r  hagamos y—v̂ ŷ . Los valores de y  se ha­llarán, por consiguiente, multiplicando sucesivamente cada uno de los a. valores que puede tener v̂  por los de y^, que no son otra cosa que las raíces de la ecuación -1=02/“ [2] ;porque sustituyendo e! valor =  en la ecuación?/*“ yobservando que íj,““ y que r  es uno de los a valores de s ,  siempre podremos dividir la ecuación que resultepor la igualdad lo que nos da la ecuación y , — 1 =  0;luego, como habíamos dicho, los valores de y  ̂ son las raíces de la ecuación [2]. Por consiguiente, la resolución de la ecuación pro­puesta [1], depende de la resolución de la ecuación [2 ], en la cual
a— 1



804 E C U A C IO N E Sel exponente de « viene disminuido en una unidad. La resolución de la ecuación [2] podrá reducirse, de la misma manera, á la reso­lución de otra ecuación — 4 = 0 ,  en la cual el expolíente de« venga disminuido en otra unidad, y así sucesivamente, hasta llegar ¿ la ecuación —  1 = 0 ,  cuyo exponente « es un número primo, que podremos resolver como ya se ha dicho anteriormeule.Eje m p l o . Sea la ecuación y®— 1 =  0, oy^  — 1 = 0 .Haciendo y^‘ = z ^  y sustituyendo este valor en la ecuación an­terior, hallaremos la nueva ecuación — 1 = 0 , cuyas raíces son y T = — 1. Los valores de u ,, serán22 _  22   / .„ ..„ •■I »u ,=  / l = - H ,  0 ,=  / — 1 = V 1 / — 4 = 1 1|/2
[Algebra^ tomo I ,  núm. 364). Los valores de y  serán, según la rela­ción y=v^y^,

y = y , y  y — y , -------r r —  f3 ,
K 2siendo los valores de y, las raíces de la ecuación — 1 =  0.Para resolver .esta ecuación, haremos y - = z , ,  cuyo valor, sus­tituido en la anterior, dará la nueva ecuación í ;,*— 1 =  0; las raí­ces de esta ecuación son r , = l ,  i \ = — 1. Los valores de serán

v^ = \/\  = + 1 ,  U j= |/ — ] , y los valores de ŷ  serán, según la rela­ción y^—v̂  , _____!/,=!/,. [4-].siendo los valores de ŷ  las raíces de la ecuación y/— 1 = 0 ,  las cua­les son evidentemente y ^ = -j-l é y ^ ~ — 1.Sustituyendo estos valores en las igualdades [4], hallaremos losde y. ____  ____! / ,= + ! »  y ,= — 1, y ,= - !- l^ “  1. ! /, =— 1, que susUluidos en las igualdades [3], dan los valores de y, ó sean las raíces de la ecuación dada
y = -\ -U  y = — U  y ~ - r ^ — \  ̂ y = — l ;y = ----- — - ,  y = ----------;z.— , !/ = ------ •;=— » ----------~;:i— »

1/2 / 2  1^2 [/2   ̂Aplicando á esta ecuación el procedimiento indicado eu el nú­mero 3o9, se hallará la siguiente:



y _ i = ( y ‘— -I )(y‘+ i  ) = { ,/ — i ) ( ,/ + ()que manifiesta que la resolución de la propuesta, se reduce á la de las ecuaciones parciales
BINÓM1A8. 305

y í— 1 = 0 , í/ 2 + 1 = 0 ,Jas cuales dan los valores/—  í- j- t / H ly = ± 1 , y—± V — ] , y = ± ------ ^ , y1^2 |/ ^  que son los mismos que hemos hallado anteriormente.
C c u a s i o n c s  tr ln ó n i la s .366. Se da el nombre de ecuación trinómia ó de tres términos  ̂á la ecuación que puede reducirse, por medio de la*s operaciones ordinarias del Algebra, á la forma [1 j..Las ecuaciones bicuadradas son un caso particular de las ecua­ciones trinómias.Para resolver la ecuación trinómia [IJ, haremos y dichaecuación se convertirá enAy^-1-By+C=0.Sean a y p las dos raíces de esta ecuación; los valores de x  se de­ducirán de las ecuaciones binómias

x""= a . yAhora bien, sí las cantidades « y p son reales, la resolución de estos ecuaciones binómias no ofrece dificultad, y se podrá hacer que dependa de la resolución de la ecuación binómia z"' = ± 1 . Si « y p son imaginarias, podremos obtener la expresión exacta de las raíces de la ecuación propuesta, por medio de los procedimientos algebrái- cos, en el caso de ser m  un número par; en los demás casos hay que recurrir á expresiones trascendentes.La resolución trigonométrica de las ecuaciones binómias y tri- uómias, puede verse en mis Lecciones de trigonometría.

Téa* II.
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LECCION XL.

Eeaolacion alge'bráica de las ennaciones de tercer grado.—Disensión de las i-aíces de la 
üecnacion de tercer grado.—Eesolucion de las ecuaciones de cuarto grado.—Discusión do 

las raíces áe la ebuacion de cuarto grado.

R e s o lu c ió n  a ls c b r á lc n  d e ¡  la s  c c n a c lo n c s  d e  te r c e r  g r a d a .

S67. El caso más sencillo que se puede presentar en la resolu­ción de una ecuación de tercer grado, es aquel en el que la ecuacioa dada sea de la formaen la cual A representa una cantidad real positivo ó negativa.Aplicando á esta ecuación el procedimiento indicado en la lec­ción anterior, tendremos que hacer
£c=ay,siendo a la raíz cúbica de A. obtenida por los procedimientos indica­dos én Aritmética ó Algebra elemental, según que A  sea un número ó un polinòmio; la sustitución de este valor en la ecuación propues­ta, nos dá A óde donde se deduce

^J^=^ ó — 1—0.El primer miembro — 1 de esta ecuación es divisible por y— 1 , y dá de cociente , de modo que la ecuación anterior se po­drá poner bajo la forma depor consiguiente, se obtendrán todas las raíces de la ecuación y ’ — 5 = 0 ,  resolviendo separadamente las dos ecuaciones ^— 1—0, = 0 .La primera da y = 1 ,  y se deduce de la segunda
y — ó bien y =2 ' ■ 2 La unidad tiene por consiguiente, según ya sabíamos, tres ra í-ces, que son 1 , y

2
. Multiplican-



do estas tres raíces cúbicas de la unidad p ora, se tendrán todas !a$ expresiones de la raíz cúbica de A.368. Si representamos por a una de las raíces cúbicas imagina- das de la unidad, y observamos que o? es igual ála otra, las tres ex­presiones de la raíz cúbica de A serán1  ̂k  — a, —xy,  = y } a .369. Pasemos á resolver la ecuación general de tercer grado, que sabemos puede reducirse á la formaEsta ecuación siempre podremos trasformarla en otra que carez­ca de segundo túrmíno; para lo cual haremos (239), y se
óobtendrá una ecuación privada del segundo término, que podremos representar de un modo general por

[1],siendo p y cantidades reales, para lo cual basta que a , ò y e , losean. Ocioso seria el decir que una vez obtenidas las raíces de estaecuación, se Iiallarian las de la propuesta por medio de la relación
a , a

y = x — r ,  o sea por .d 3Entre los diferentes medios que se emplean para resolver unaecua- cion de tercer grado, uno de los más sencillos consiste en formar otra que, como la [ I J ,  carezca de su segundo término, y de la cual co­nozcamos una raíz expresada por indotcrmitiadas, de las cuales nos liemos de aprovechar para identificar ambas ecuaciones.• Si de esta identificación resultan ecuaciones cuya resolución sea conocida, la ecuación de tercer grado se hallará resuelta.Como son dos los coeficientes que conliene la ecuación f1 ] , se necesitarán dos ecuaciones de condición para identificarla con otra déla misma forma, por cuya razón nos valdremos de dos indetermi­nadas para expresar una de las raíces de la ecuación que hemos de formar.Con este objeto, hagamos
[2];y elevando al cubo, tendremos

Reemplazando ahora el binòmio m + n  por x ,  y trasponiendo, se hallará la ecuación

TECCER GRADO. 3 0 7



— 3 m n . x — [3J,que tiene evidentemente la raíz x=7n-i~n, y que por tener la mis­ma forma que la ecuación [1 J, se podrá identificar con ella, y dará origen á las ecuaciones de condición
m n = —p, [4].Elevando la primera de estas ecuaciones al cubo, hallaremos el nuevo sistema wi^-¡-n^=— 2g [5].Por este sistema se conoce el producto y la suma de las cantida­des y n®; luego los valores de estas cantidades serán las raíces de la ecuación de segundo grado, en la cual el coeficiente de segundo término sea 2^, y el último término igual á —p^; de modo que esta ecuación, llamada la reducida, de la ecuación propuesta, será, repre­sentando por z  la incógnita, —p ^=0.Las raíces de esta ecuación son z —— qázV'q^+p^', y como las cantidades rrd y rd entran de la misma manera en las ecuaciones de condición [5], se podrá tomar indistintamente una ú otra de estas raíces para valores de ó n^; así, haciendo — q-{-^q^-\-p^ ,se tendrá y por consiguiente los valores de m y

n  serán m = '/ — q-\-\^q^-\~p^, n = \ J —</—Cada uno de estos radicales tiene tres valores, que serán, repre­sentando el valor aritmético de cada uno por r y (368), 
m = r^  m = a r , m = od r; 
n ^ d y  n = x d ,  n = o d r'.Sustituyendo ahora cada uno de estos valores de m y n en la re­lación [2J, que expresa el valor de una de las raíces de la ecua­ción [3], ó de su idéntica, que es la propuesta, hallaremos evidente­mente nueve valores, mientras que dicha ecuación propuesta no debe tener sino tres.Fácil es explicar por qué es este aumento de valores, y cómo se deben desechar las soluciones extrañas.Para ello observaremos, que las ecuaciones que identifican la ecuación [1] con la [3], y de las cuales debemos deducir los valores d e m  y n , son las ecuaciones [A]; pero los valores de m y n los hemos
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deducido del sistema [o ], eì cual no es equivalente al [4 ], puesto que la primera ecuación de éste expresa que el producto mn es igual 4 —P j mientras que la primera del sistema [5] indica que el pro­ducto mn tiene que ser una de las raíces cúbicas de (— que son, como ya se sabe, —/>, —px, por consiguiente, los valores dem y n que verifican al sistema [o], tienen que verificar á uno de los tres sistemas

TEECEE GHADO. 3 0 9

mn =  — p ( m n =  — p3c mn =  —
— %q_ \ * — 2? ( ’ =  — tqdonde vemos, que el sistema [o] no sólo comprende las soluciones del sistema [!■], que es el primero de los tres anteriores, sino tam­bién las de otros dos sistemas; por cuya razón no nos debe extrañar haber hallado más raíces délas que corresponden á la ecuación pro­puesta. Para obtener las verdaderas raíces de la ecuación [1]. es me­nester elegir entre las soluciones del sistema [o], aquellas que sólo correspondan al [4], lo cual es muy sencillo, observando que el producto de los valores de m y n ha de ser igual á la cantidad real — p.Combinando el primer valor de m  con el primero de n , ha­llamosm n = r r ' = \ / - ^ - + - / f / + p *  =  q '--q ^ -f  = —p;luego una de las raíces de la ecuación propuesta, será, según la re­lación [2],

La solución m = ')\  n = o cr', debe desecharse, puesto que da por producto la expresión imaginaria mn =  a r / = — ccp.Asimismo se deberán desechar las soluciones
r  1 m =  ari m =  ccr\ m =  a V l  m =  x^ r{^í V j ’ n = / j ’ n — ar')* n = r '  J ’ rí — a V )m =  rn =  5£'Sólo deberán sustituirse en la igualdad [2], para obtenerlas raí­ces de la ecuación propuesta, las solucionesm =  ccr n = a V m =  !x r̂ f 

n — ar' )que dan los productos reales é iguales á— p .Las raíces de la ecuación [1] serán por consiguiente
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3 ------ ^ —  3 /---------------  ■

x = x r + c P r ' = z ^ ~ ^ ) J

g ^ a V - h a / = :  J - i ¡ -  ^ - q - V ' f ^ .

D i s c n s lo u  U c  l a s  r a í c e s  ü e  l a  c c n a c io i i  d e  t e r c e r  g r a d o .370. Acabamos de ver que las Ircs raíces de la ecuación de ter­cer grado
x^-\-:ipx-\~'2q =  Q ^llenen por expresión

x  =  r-^r^, x — ar —  cPr\ x  — c P r a r ' \  
ó poniendo en vez de a y a- sus valores (5C8), y efectuando los cálcu» los, tendremos

x ~ r - \ - 7 - ' ,^  =  —  H ' ’ -1- + K '^ ’ —
x ~ — é(í’-rí-') — (̂r — í-^jl/^3.Siendo la ecuación, cujas laíccs vamos a discutir, de grado impar, tendrá por lo menos una raíz real de signo contrario al de su último término; las otras dos raíces podrán ser reales también ó imaginarias. Ya hemos visto por el teorema de SCurm, ú qué condi­ciones deben satisfacer los coeílcienles de una ecuación de tercer grado, para que sus tres raíces sean reales; veamos ahora de qué clase son en cada caso parlicular.Desde luégo podremos observar, que las cantidades r  y r' serán ó- no imaginarias, según lo sea ó no el radical y este radicalserá ó no imaginario, según el signo que tenga la cantidad así, pues, consideraremos los tres can^s siguientes:2 . -. . . . ryí-f-p^=0;3. ̂  . . .

P r im e r  ca so . Si los \aiores de r  y r' son reales jdesiguales; luego la primeia raíz de la ecuación propuesta será real; las otras dos son Imiigínniias, puesto que —?'̂ ) es una cantidadreal diferente de cent, que se haHa afectada del factor imaginario Estas raíces son además, como deben ser, conjugadas.



TERCEn grado .La raíz real será positiva ó negativa, scgan que q sea negativa 6 
positiva (199], lo cua! se ve coni[)robodo también por los l'órninlos; porque si q es, por ejemplo, un número negativo, ■ g serú posilno,
\ J__será una cantidad positiva, \/—q -A ^  q -̂\~P  ̂ ten­drá un valor negativo; pero el mayor de estos números en valor abso­luto es el primero, que es positivo, luego positiva será la raíz. Lo mismo se verá, que si q es positivo, la raíz real será negativo. Secckdo  caso. Cuando los radicales r  y r> son igua»

3les á Y — q\ por consiguiente, las tres raíces se reducen á
3 .—

x = r-\ -T ^ = 2k — q , 
x = — h { r + r ’) = — V '— q ,

x = — \{r-\-r’]— ~ V ~ q .Por tanto, las tres raíces son en este caso reales; dos iguales 6 la mitad de la tercera, y de signo contrario al de esta.Tercer  caso . Si se debe tener ja < 0 , y el valor ab­soluto de mayor que el de q^. En este caso r  y r' son expresiones imaginarias, y por tanto las tres raíces vienen complicadas de imagi­narias, lo cual podría hacer creer que dichas raíces también lo eran; pero no es así.En efecto, siendo la ecuación de grado impar, debe tener por lo ménos una raíz real de signo contrario al de su último lórmirio. Su­pongamos que V y son las determinaciones de los radicales de ter­cer grado, cuya sumar-l-r' represente la raíz real de que acabamos de hablar. Siendo r-fV  una cantidad real, solo falla probar que laparte que se halla en los otros dos valores de a-, debeser real también.Esto es sumamente fácil. En efecto, se tiene evidentementer—r^= ■ rrPero de donde
Z l / g C Ç p .  además, rr^— —p ;  luego la igualdad anterior se conver­tirá en

( r - r r ') H p ’



ECUACIONES DE313y por tanto se tendrá
{r-hr'Y-+p

-3(7^+P»)Ahora bien, se tiene por suposición luego la cantidadque hay debajo del radical es positiva, y los tres valores de x  son por consiguiente reales.Las fórmulas halladas anteriormente son de muy poca utilidad para hallar los valores de las raíces de la ecuación de tercer grado cuando se halla en este tercer caso; porque es necesario para ello desarrollar en série cada uno de los radicales de que se compone, por cuya razón se dice que la ecuación se halla en el caso irreducible cuando se verifica la relación ^^-¡-^^''<0. p„ra hallar los valores de las raíces en este caso, es más fácil recurrir á las fórmulas que se ob­tienen en la resolución trigonométrica de estas ecuaciones.
t t c s o l u c l o u  <lc l a s  e c u a c io n e s  d e  c u a r t o  g r a d o .

371. Para resolver una ecuación general de cuarto grado
x'*- -h  ax^ +  bx> - j-  cx-\~ d  — 0 ,principiaremos por trasformarla en otra que carezca de su segundo término, la cual podrá reducirse á la forma

[ 1] ;después, siguiendo la misma marcha que en las ecuaciones de ter­cer grado, haremos
[2] ,elevaremos esta igualdad al cuadrado, y obtendremos a;- — -f- írt“ +  -f-  k  +  mnj ;ó haciendo la trasposición de los cuadrados,

Elevando de nuevo al cuadrado, se tiene
X ■ — 2(P ■m’ -f- [l'- 4-OT  ̂ =

k[r^ni'“ -f- -|- m̂ rC‘) ~\-^lmn[l-\-m-\-n);de donde reemplazando por x  el trinomio ¿ - l - m + n , y haciendo la trasposición de todos los términos, deduciremos3?̂  — ~í- — 8/mn . x+  4 -  ^  q |-3j _



Identificando las ecuaciones [ !]  y [3], se hallarán- las relaciones de condición
l m n = — q , fA ]

{p  + ííi Ar,cuyo sistema se podra reemplazar por este otro,_[_^2 „  —  2^^
Imn =  — q ,

= p ^  — r ,sustituyendo en la tercer ecuación por su valordeducido de la primera, y simplificando después.Siendo idénticas las ecuaciones [1] y [3], ambas serán satisfechas por unos mismos valores de la incégnita; y como la segunda queda satisfecha haciendo =  la primera también tendrá porraíz la suma y por tanto, la cuestión queda reducida á de­ducir el valor deeslas indelerminadas, por medio de! sistema [4] de ecuaciones de condición.Si elevamos la segunda de estas ecuaciones al cuadrado, se cono­cerá la suma de los cuadrados de l , m y í i ; la suma — r de los productos binarios de estos cuadrados, y su producto de modo,que dichos cuadrados P ,  y n^, serán (í8o) las raíces de la ecua­ción de tercer gradoque se llama la reducida de la ecuación propuesta.Supotigamos que se ha resuelto esta ecuación, y que se han ha­llado las tres raíces z ' , , z '” \ en ese caso se tendrá, que cada unade estas raíces representará indistintamente uno de los cuadrados 
l ’̂ , rrí ,̂ rí ,̂ puesto que entran cada uno, de la misma manera que los demás, en las ecuaciones de condición; así, tendremos, extrayendo la raíz cuadrada,

CUARTO GRADO. 31S

/ = = b l /Tr MSi combinamos los signos de estos radicales de todos las maneras posibles, hablaremos para la suma que expresa una raízcualquiera de- la ecuación [1], ocho valores; por lo tanto, cuatro combinaciones deben desecharse, puesto que dicha ecuación no pue­de tener más que cuatro raíces (181).El aumento de estos cuatro valores de ¿r, que forman una so­lución extraña del sistema [4], proviene de haber elevado al cu a -



:

X -

3 !  4  E C U A C IO N E S  D Edrado la ecuación \mn—— dando origen á la nueva ecuación  ̂ de la cual no sólo se deduce el valor verdadero del pro­ducto lm n =— q , sino también el valor extraño que se introduce al elevar al cuadrado bm i=q\  por tanto, el valor de los tres -radicales que se combinan ha de dar el producto — q, es decir, un resultado igual en valor numérico á cq, pero de signo contrario. Así, cuando q sea positivo, se tomara un número impar de valores negativos; y se tomará un número par de estos factores negativos, cuando q sea po­sitivo. Por consiguiente, se tendrá:
'

l ^ ^ - f /?■— i / ? " '? = - i / 7 ^ h  I
No consideramos el caso en que </=0, porque la ecuación pro­puesta se reduce enlónccs á una ecuación bicuadrada, la cual sabe- mes cómo se resuelve.

Si  5'>*0, ' X: [S];
Si  g < 0 ,

\x-
[6].

D i^ c im lo ii  d e  l a s  r a í c e s  d e  l a  c c i ia c lo u  d c c i i a r t o  g r a d o .
372. Siendo negativo el último termino de la ecuación~ j’)3—7 ^ = 0 , deberá tener un número impar de raíces reales positivas; luego tendrá las (res raíces positivas, una positiva y dos negativas, ó una positiva y dos imaginarlas.
P r im e r  caso . Si las tres raíces z ' , 5 " , z"^, son positivas, las cua­tro raíces de la ecuación de cuarto grado serán reales.
S egundo caso . Si una de las raícesi z ' es positiva y las otras dos negativas, la ecuación propuesta tendrá sus cuatro raíces imagina­rias, sí las dos raíces negativas son desiguales; y dos raíces reales y otras dos im.’ginarías, cuando dichas dos raíces negativas son igua­les. En este último caso las dos rafees reales ofrecen la particulari­dad de ser iguales á ó  — según que se tenga ó < 0 ;

' k - — .



CUARTO GRADO. 315y como no hay otra raíz múltiple del mismo grado de muUiplicjdad^será una cantidad conmensurable (278).Te r c e r  c a s o .  Si una de las raíces z ' es positiva y las otras dos Imaginarias, que podremos representar por
se tendrá, puesto que las raíces cuadradas de expresiones imagina­rias de la forma a-\-bV^— 1 son expresiones de la misma forma,
cuyas expresiones, sustituidas en las fórmulas [5] y [6], darán dos valores reales de a;, y otros dos imaginarios.

LECCION XLI.

Ecuaciones trascendentes. E e a a e lo n c i i  t r a s c e n d e n t e s .
373. La investigación de las raíces reales de una ecuación tras­cendente, lo mismo que la de las ecuaciones algebraicas, se descom­pone en despartes: la primera tiene por objeto hacerla separación de las raíces; la segunda calcular éstas coa un cierto grado de apro­ximación.Como en general no es posible calcular de antemano límite.s que comprendan en número y magnitud las raíces de una ecuación tras- eendente, no es posible ni hacer la separación completa de todas las raíces, ni obtenerlas todas aproximadamente. Por medio de un exa­men detenido hetho en cada caso particular, y con el auxilio de algunos principios comunes tanto á las ecuaciones algebraicas como trascendentes, se llegan á calcular algunas de las raíces leules de estas últimas, en los casos particulares que se pueden pre­sentar.374. Como los teoremas (194 y 196], igualmente que sus recí-



procos, S8 verifican lo mismo para las ecuaciones algebráicas que para las trascendentes, siempre que las funciones que forman el pri­mer miembro de cada una sean continuas, al raénos entre dos lími­tes a y es claro que se podrán aplicar á una ecuación cualquiera que cumpla con esta condición.37o. Esto supuesto, veamos cómo con el auxilio de estos teore­mas y algunas propiedades demostradas respecto A las derivadas, po­demos en muchos casos hallar dos números que comprendan una sola raíz real de una ecuación trascendente.Sea, por ejemplo, una ecuación trascendente/(a;)=0, de la cual queremos calcular una raíz real con un cierto grado de aproxima­ción. Según lo dicho anteriormente, deberemos principiar por hallar dos números que comprendan una sola raíz, para lo cual sustituire­mos [lúmeros particulares en vez de la incógnita, hasta llegar á en­contrar dos a y 6 que den resultados de signos contrarios, eii cuyo caso, si en el intervalo de a á  & es continua/(.x;), entre estos núme­ros habrá comprendida por lo ménos una raíz real, y en general un número impar (197, observ.) . Si la derivada f \ x )  no cambia de signo en el intervalo de f\ a )  á se puede asegurar que entreo y 6 no hay comprendida más que una raíz real de la propuesta. En efecto, siendo,/“'(.r) constantemente positiva ó negativa en el inter­valo de./'(a) á,/''(&), el primer miembro/(íc) de la ecuación pro­puesta será constantemente creciente ó decreciente para valores de x  comprendidos entre y y como en este intervalo pasa de positiva á negativa, ó vice-versa, y además, es continua, tendrá que pasar una sola vez por cero; luego entre íi y ú habrá una raíz real comprendi­da, y no habrá más que una.Si la derivada f \ x )  cambia de signo en el intervalo de ú
f[h)^ no podemos asegurar cuál sea el número de raíces reales déla ecuación propuesta que haya comprendidos entre « y ú, pues podrá ser un número impar cualquiera. En este caso, lo que se hace es sus­tituir números intermedios, teniendo en cuenta tan sólo aquellos que dan resultados de signos contrarios, y cuando lleguemos á dos números que cumplan con esta condición, y además se tenga que la derivada f ’ [x) conserva un mismo signo para valores de x  com­prendidos entre estos números, se tendrá que entre dichas dos números sólo habrá comprendida una raíz de la ecuación pro­puesta.

316 ECUACIONES
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376. Cuando se tenga ya una sola raíz comprendida entre dos nú­meros o y í ,  podremos calcularla con el grado de aproximación que queramos, empleando el método de las sustituciones intermedias, de Kewlon ó de las partes proporcionales, aplicables como son, según hemos visto, á cualquier ecuación/(aT)=0, cuyo primer miembro es una función continua.Como las sustituciones son algo complicadas en las ecuaciones trascendentes, conviene resolver algunos ejemplos para que puedan servir de regla á los alumnos.Ejem plo  T. Ŝea en prim er lugar la ecuación x’^=10.Desde luégo se ve, que los números 2 y 3 dan resultados de signos contrarios; y como la derivada es constantemente positiva entre estos dos límites, se sigue que entre 2 y 3 habrá una raíz real de la ecuación propuesta, y no habrá más que una. Para calcularla con un cierto grado de aproximación, sustituiremos números inter­medios, y con el objeto de que las sustituciones puedan hacerse con facilidad, tomaremos logaritmos de ambos miembros, por cuyo me­dio se trasformará la ecuación propuesta en¿cX lo g a ;— 1, ó / { x ] = x X ] o g x — 1 = 0 .Sustituyendo el número 2,5, hallaremos/ (2 ,5 )= 2 ,5 xlo g2 ,5 —1 =-0,005149975.Sustituyendo el número 2,6, tendremos/'(2 ,6)=2,6xIog2,6—1=0,078930705.Aplicando ahora el método de las partes proporcionales, ten­dremos, llamando C á la corrección que hay que hacer al nu­mero 2,5, 2,6— 2,5 ... 0,0005149978

TRASCENDENTES. 317

=  0,0061.0,084080683Luego un valoraproximado de x ,  será a ;= 2 ,5 C 6 l; sustituyendo este número en la ecuación, se hallará
/ ’(2 ,5 C 6 l} = 2 ,o 0 6 1 x lo g 2 ,5 0 6 'l— 1 = — 0,0000701.Por el método de Newton hallaremos, llamando >j al valor de la corrección que hay que hacer al número 2,5061,/(2,5061) 0,0000701

y = =  0,0000841./''(2,506l) 0,8332929Por tonto, el nuevo valor aproximado será a ;= 2 ,5061841. Apli­cando de nuevo el método de Newton, se halla que son exac­tas las seis primeras cifras decimales, y que la séptima debe



318 ECUACIONBSaumentarse en 2 unidades, lo que nos da el valor aproximadoa::=2,506I843.Sustituyendo esté valor, se halla un resultado negativo; la susti­tución del número 2,3061844, da un resultado positivo; luego el va­lor de X,  aproximado en ménos de una unidad del orden St'‘ptÍmo de­cimal, será ¿c—2,5061843. *
Ejem plo  ÌI. .Sea la ecuación trascendente x — í ¡7 x = 0 , cuya menor 

ro h  positiva queremos hallar.Desde luégo se ve, que haciendo a ;= 0 , la ecuación queda satisfe­cha; pero puesto que tratamos de hallar la menor raíz positiva, de­bemos buscar un arco mayor que cero que verifique á esta ecuación. Para elio observaremos, que si damos á íd un valor a mayor que cero y menor que 90’’ , la tangente de a será siempre mayor que a , y por tanto obtendremos resultados negativos para valores de aí, com­prendidos entre 0" y OO”.Para valores de x  comprendidos entre 90 y 180*’ , la tangente es negalivív; y por tanto, x — tg¿c se reducirá á una cantidad positiva, de modo que esta función ha pasado de negativa a positiva, pero pa­sando no por el valor caro, sino por el valor infinito.Continuemos dando á x  valores mayores que 180*’ y menores que 270'’ , y en este intervalo la tangente vuelve á ser positiva y crece desde cero hasta infinito, la función x —tg¿c volverá á pasar de posi­tiva á negativa, pasando por lo menos una vez por el valor cero.1Siendo la derivada de esta función igual á 1 ------- ypcrmanecien-do finita para valores de x  comprendido entre 180" y 270", dicha1función será continua en este intervalo. Además, como 1---------r“* cos*¿»tiene constantemente el signo negativo en este intervalo, la función al pasar de positiva á negativa, pasará una sola vez por cero, y por tanto habrá un valor de x  comprendido entre 180" y 270*’ , que ve­rificará á la ecuación propuesta, valor que es el que se nos pide, y que vamos á calcular con un cierto grado de aproximación.Los arcos de 180" y 270", reducidos á unidades de radio, son próximamente 180"=3,1 y 2 7 0 "= 4 ,7 .Por tanto, sustituyendo un número intermedio, tal como 4 , hallare­mos que el arco igual á 4 equivale próximamente á 229", y



tg 229'’= t g  49’’= 1 ,'I5 ; por consiguiente, la sustitución del número 4, da un resultado positivo; luego el valor de la raíz se halla com­prendido entre 4 y 4.7.Por medio de sustituciones sucesivas, llegaremos á ver que la raíz se halla comprendida entre 4,4 y 4,5.Para aplicar ahora el mótodo de las partes proporcionales, sus­tituiremos los números .2,4 y 2,5, que equivalen próximamente á 252”,7̂  y 257”,49^ y obtendremos/■(4,4)=4,4 -3 ,0 9 9 1 = 1 ,3 0 0 9 ; /■ (4,5)=4 ,5-4 ,G 317=~ 0,13I7 .Llamando ahora C al valor de la corrección que hay que ha­cer sobre el número 4 ,4 , tendremos, según la fórmula conoci­da (342),
0,1 0,13009

’ -X l,3 0 0 9 :

TRASCENDENTES. 3^ 9

C = :0 ,09;1,4326 "  1,4326cuyo valor, aumentado al número 4,4 nos dá el nuevo valor de æ más aproximado 4,49, que equivale próximamente á 257”, 16'. Sustituyendo este valor en la ecuación, hallaremos /■(4,49)=4,49—4,42o3-=0,0647.Aplicando ahora eí método de las partes proporcionales, ten­dremos
4.5—4,49 no l oonriR.17C '= -------------- -̂-----X/(4,49) = -------- xo,03-17=---------- =0,0032;y(.|,5)_/(4^4y) -I  ̂  ̂ 0.190X O.lü^ l̂y tomando la primera cifra significativa de esta corrección, tendre­mos, por un valor más aproximado de x ,  el número 4,493, que cor­responde próximamente al arco de 237“, 25', 40'^Sustituyendo este número en la ecuación, hallaremos /■(4,493;=:4,493— 4,4839=0,0091.Aplicando á este número el método de aproximación de Newton ó el de las partes proporcionales, hallamos la nueva corrección 0,0004; y por tanto, un valor de œ más aproximado que los ante­riores, será X— 4,4934, que equivale á 257”, 27', 10' ,̂ cuyo numero» sustituido en la ecuación, nos da/■(4,4934)=4,4934— 4,4932=0,0002.Calculando la corrección por el método de Newton, hallaremos el número 0,000009; y por tanto, tendremos por nuevo valor de x ,  el número 4,493409, que equivale próximamente al arco de 27o®» 27', 42". Luego el ángulo, cuyo arco trazado con la unidad por ra­



dio es igual á la tangente, es próximamente de 275®, 27', 12'', cuya longitud viene á ser, con un error menor que una unidad del sexto órden decimal, ¿ c = 4 ,493409.Propongamos para resolverlos ejemplos siguientes:I .  Resolver la ecuación íc=  sen.r-f-sen 3.c.
/íesulia^o: ¿c= l,3 7 0 3  ó ic= 7 8 ”, 30', 44".I I . Resolver la ecuación a7Xl¿c=1100,
Resultado". a ?= 3 ,5 9 7 ...I II . Resolverla ecuación £r=cosa7.
Resultado". ¿ c = 0 ,739085...IV . Resolver la ecuación 2®=¿r tg x .
Resultado: ¿c=:6á®, o l'.

^20 ECUACIONES TRASCENDENTES,



APÉNDICE.

3Ê \a.zicioxies sixxs.ê'tx'icetSj dxfesrexicias fizxi-tas y  d e s c o i x i p o s i c i o n  d e  f r a c c i o x a e s  r a c i o n a l e s  en. fracciones simples»

LECCION XLII.

J^ ciones simétricas.—Determinación de las potencias semejantes de las raicea de una 
ecuación.—Deterninacion de las funciones simétricas dobles, triples, etc., de las raíces 
de una ecuación.

F u n cio n e s  sim étricas .

377. Se dice que una función de varias cantidades es simétrica, cuando no cambia su valor permutando las cantidades que la for­man. Así, los coeficientes de una ecuación son funciones simétricas de las raíces de la misma; porque como todas entran del mismo modo en la formación de cada coeficiente, el valor de estos no cam­biará aunque una raíz cualquiera se sustituya por otra de las demás.Las funciones simétricas pueden ser racionales é irracionales: nosotros sólo nos ocuparemos de las primeras.Una función racional y simétrica, podrá ser entera ó fracciona­ria; pero como esta última se puede considerar como el cociente de dividir dos funciones simétricas enteras, de aquí que no tengamos necesidad de ocuparnos más que de las funciones simétricas raciona­les y enteras.Como las cantidades que constituyen una función simétrica han
Tozo II. 81



de entrar todas del mismo modo en la formación de los términos de dicha función, se sigue que una función simétrica cualquiera de va­rias cantidades ha de ser homogénea, ó ha de estar compuesta de la suma de varias funciones homogéneas, por lo que sólo daremos re­glas para calcular funciones simétricas homogéneas.Por último, en las funciones simétricas homogéneas, podrá suce­der que todos los términos sean de una misma forma ó de formas distintas, en cuyo caso, reuniendo en grupos todos los términos de una misma forma, el conjunto de estos grupos formarán la función propuesta. Cada uno de estos grupos que forma una función simé­trica homogénea y cuyos términos son todos de una misma especie, los llamaremos funciones simétricas elementales.Como lodos los términos se han de formar del mismo modo res­pecto á cada una de las letras que entran en él, se sigue que podre­mos formar una función simétrica elemental, siempre que conozca­mos uno de sus términos y todas las letras que han de entrar en la función. Así, la función simétrica e!cmcfit;il de las letras«, h, c, cu­yos términos son todos de la forma será
aW'-\-a^é-\~¥a V|- 6 V-i-c^a ,y se representa abreviadamente por.S:a^6^); la letra S se emplea para indicar la suma de todos los términos.Cuando cada término se forma de una sola letra elevada á una cierta potencia p, entonces se representa abreviadamente la función simétrica por S/i; de modo, que se tendrá

378. Las funciones simétricas elementales se dividen en orde­nes, según el número de lelras que entran en cada término. Así, S j,—a^+6c_^cí’H - .. .  se dice que es una función simétrica elemental de primer ordeni S(íz’”¿ ”), o s  una función dohle ó de segundo orden;es una función triple ó de tercer orden; en general, si en cada término entran n  letras, se dice que la función es del órden n.Si quisiéramos obtener cl desarrollo de la función de tercer or­den S(a’”í"c.-), seria neccscrio formar ¡as coordinaciones de tres en tres de las letras a, b, c , d, etc ., que deben estar contenidas en la función; en seguida afectaríamos el exponente m h]a  primera letra de cada coordinación; cl exponente n, á la segunda; y el exponente 
p , á la tercera.379. Toda función racional y  simétrica de las raíces de una ecua-
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don, se puede expresar radonalmente por medio de los coeficientes de 
esta ecuación.En efecto, sea la ecuación . .-h P m = 0 .Designemos por a, h, c , . . .  l ,  sus raíces, de modo que se ten­drá (18o) — Pj \

a b + a c + . . .  = + l > ,  I
Si designamos por V una función simétrica y racional de las raí­ces de la ecuación anterior, de modo que tengamos

[2],y eliminárnoslas raíces a, h, c , . . .  l , entre las ecuaciones [1] y [2 ], se obtendrá una ecuación en V , que será de primer grado, puesto que V no tiene más que un solo valor; por consiguiente, V estará ex­presada racionalmente por medio de los coeflcientes P ,, P ,̂ e tc ., de la ecuación.La comprobación de este teorema se halla en los dos problemas que á continuación vamos á resolver.
' Dc(crni3nacIou (lo las pot(^ncia^ spiupjauti'S d e  las ra íces d e  a n »

ccu aclou '

SIMÉTRICAS. 3 2 3

389. Sea la ecuaciónque para mayor sencillez representaremos, como ya se sabe, por 
f[x)z=0, y cuyas raíces supondremos que son a, b, c , . . .  k , l.Esto supuesto, tendremos— 1)P,.'í:”’~^-'1-...-í-2P,!i—2a:+Pwi_i.Por otra parte, como f ix )  es igual al producto de los factores que se obtienen restando de x  cada una de las rafees (182), y la derivada de un producto es igual á la suma de los que resultan de multiplicar la derivada de cada factor por el producto de los demás, se sigue que otra de las expresiones (fb la derivada de f(x)^  será

X  — a X — b X — c X — lpero según las reglas de la división algebraica, se tiene



3?4
fi^ )

X— a
=a?”*~*+a X

FUNCIONES«-8-4-a*
-\-'9,a + P .« "3_j_^3 1̂ 7.4-P^a ”HPs “{“ P/n—-|-Pni—íReemplazando sücesivamente en esta igualdad la raíz a, por cada una de las demás raíces, se tendrá, sumando todos los desarrollos y haciendo uso de la notación convenida,

f ' { x ) = m x ”' " ' + S ,  
-ì-mV^

X ' ’- * + S , 3̂-H n R 3_}_S.+  P>3+ P A4-m P, -hP^Sm—a+ P .- 2 S ,H-w P,„_iComparando las dos expresiones de f^{x), hallaremos, después de toda reducción, las relaciones siguientes:S , + P . - 0  |S ,-h P ,S ,+ 2 P ,= 0[3] S 3 + P , S3-I-P a S ,+ 3 P 5— 0
S „ ^ i+ P ,S „ _ s H - P ,S .- 3 4 - . . .+ P ,„ - 2 S ,+ ( m - l) P „ _ t = 0 .Por medio de estas relaciones se podrán conocer las sumas de las potencias semejantes de las raíces de la ecuación, desde las de primer grado hasta las del grado m— 1. En efecto, la primera da á conocer 

S^, Sustituyendo el valor de S, en la segunda, hallaremos el de Sg. Sustituyendo los valores de S, y Sg en la tercera, hallaremos el de S .;  y asi sucesivamente podremos llegar á obtener el valor de 6 sea la suma de las potencias del grado m— 1 de las raíces de la ecuación.Para obtener las sumas de las potencias cuyo grado sea ma­yor que m— \ , multiplicaremos la ecuación propuesta por ¿c” , y se tendrá
Como las raíces de la ecuación propuesta verifican á esta última, si reemplazamos sucesivamente x  por cada una de las raíces a, 6, «c, e tc ., y sumamos todos los resultados, se tendráSo, + n - 4 - P +  .■.-}-Pm_lS«+ 1 + P m S„=0 [A].



Haciendo ahora sucesivamente n = 0 , 1 ,2 , . . .  y observando que = 1 + 1 H-1 + . hallaremos- i+ P .S ,„ _r 4 - .. .+ P « .- iS ,+ m P ,„  = 0  . .+ P .« - i S ,+ P ,„ S ,= 0  .+ P ,„_ lS ,+ P m  Sg-- 0

SIMÉTRICAS.

L5] 'S .  -f-P ,S  |S„+í-t-P,S,„ - h P ,S „ - i4 - . S«+2+ P ,S „ ._ iH -P ,S . + .
Conociendo por las relaciones [3] las sumas S ,, S .,.** Sm-i» Jsustituyendo sus valores en la primera de las relaciones [o], halla­remos Sb¡; después determinaremos por la segunda S ,«+ i, y así suce­sivamente.Vemos, pues, que mediante las relaciones [3] y [S ], se puede conocer la suma de potencias semejantes de las raíces de una ecua­ción, cuyos exponentes son enteros y positivos, por medio de funcio­nes racionales y enteras de los coeücientes de la misma.Recíprocamente, Si se conociesen 9}̂  sumas de potencias seme­jantes de las raíces de una ecuación, por ejemplo Sj, S ,̂ S - , . . .  S « , se podrían determinar los coeflcientes P ,, P^, P^, e tc ., de dicha ecua­ción, por medio de las relaciones [3] y [5].381. Si quisiéramos calcular la suma de las potencias semejan­tes de exponentes negativos, de las raíces de mna ecuación, daría­mos á n en la fórmula [4] los valores sucesivos — 1, — 2, — 3, etcé­tera, y hollariaraos unas fórmulas por medio de las cuales podría­mos calcular dichas potencias; pero se podrán obtener más fácil­mente, sustituyendo ^ p o r^  en la ecuación propuesta; y  calculandolas sumas de las potencias semejantes de exponentes positivos de es­ta trasformada, se obtendrán las de exponentes negativos de la pro­puesta. .382. Las sumas de potencias semejantes se pueden además ob­tener fácilmente por una simple división de polinómios. En efecto, sea como siempre /"(a:) — 0, una ecuación cuyas raíces supondremos .sean o, b, c, . . .  l . Según lo dicho anteriormente de la derivada, se tendrá la igualdad

f{x) m Además, se tiene — X  —  c X 4



a a-

FUNCIONES______ j _
^  — a X  X “ x'̂reemplazando ahora sucesivamente o por cada una de las demás raíces, y sumando todos los resultados, se obtendrá 
f \ x )  w S, S ,
f { x )  Xo multiplicando por Xy será
xff{x)

x ‘

f[x] X  x^Si ahora, para mayor comodidad en los cálculos, sustituimos X  por -yrepresentam os la f r a c c i ó n p o r  se hallará,,por último. F(2) +  +  +  . . .Donde vemos, que los coeflcientes que resultan para las diferentes potencias de z en la división del polinomio F  ,(z) por F  (z), ordena- aos según las potencias ascendentes de son Jas sumas S , , S , etcé­tera, de las raíces de la ecuación propuesta. *Eje m p l o . Sea hadarlas sumas de las potencias S.as y —¿j.as las raíces de ía ecuación numérica.
x'^—Según las fórmulas [3J y [5], se hallará

\— í = 0 1*— s ,— 2 x 1 4 = 0 s , = 293— Ŝ — 14S,+ 3 x 2 4 = 0 — 294— S ,— U S ,+ 2 4 S ,= 0 §4= 353S ,— U S ,+ 2 4 S ,= 0 — 749Para hallar las sumas de las potencias semejantes de exponen­te negativo, se hará en la ecuación lo que dará la trasfor-mada =  ¿ ja que^'aplicando las mismas f ó r - ‘as, y observando que las potencias de exponente positivo de Jas raíces de esta ecuación son fas potencias de exponente negativo de ía propuesta, tendremos



SIMÉTRICAS. 327S - * =  r,a  61c _^—3 H28163320736 8557248832

2A S_,— 1 4 = 02 iS_a — 14S_i— 2 = 024S-3— 1 4S__2— S _ i— 3 = 0  24S—4— 1 4S_3—S_2 -1 -S _i= 0  S _ 4 =24S-5— 14S_i— S _ 3 + S _ 2 = 0  S_5Por el segundo método hallaremos, que efectuando la divi­sión de F,(2) =  3 — 2s — 14«® por F(«) =  1 — s  — 14,s®-i-245% se tendrá____3 - 2 = : — -  =  3 -h ^ + 2 9 .g » — 29^  ̂+  3S3z'‘ —
1— z —y como en general el coeficiente de expresa la suma de las cnesi- 
mas potencias de las raíces de la ecuación, el coeficiente — 749 será igual á S..Para calcular la suma de las potencias— 5.®® de la ecuación dada, principiaremos por hallar la trasformada — 14¿k®— cuyasraíces son recíprocas de las de la propuesta. De esta deduciremos F j{«)= 72— 28«—s® y F(^)=24— ik-z— y efectuando la di­visión del primer polinòmio por el segundo, hallaremos7 2 _2 8 « — 61 25373 +1728 ’̂ + 1633 6557'2Í8832'-.5.2 4 — 1 4 « — «® -!-«® ” ‘ 12- ' U i -  ■ 1728' ' 207S6Y  como en general se tiene que el coeficiente de co”- expresa la suma S _n  de las potencias semejantes cuyo exponente es— n, se tendrá S _ 5 = “ ^ ,  cuyos resultados están conformes con los halla- dos por e! primer método.

D eterm fuacion  de Iuk fiiurloiicK sim étricas dob les, triples, etc., 
de las ra íces de iiaa ecuación.383. Por medio de las fórmulas [3] y [3], llamadas de NewtOD, por ser este geómetra el primero que las dedujo, sepueden calcular fácilmente las funciones simétricas dobles, triples, etc ., de las raíces de una ecuación.Sean, como siempre, a , ó, c , . . .  las raíces de la ecuación 

y veamos cómo se halla la función doble S(a”6̂  ).Si se multiplican ordenadamente las igualdades
Sp=a/'-\-hp-^cP-^..,



328 FUNCIONESel producto contendrá evidentemente dos clases de términos: unos serán de la forma cuya suma se representará por 3^+^; los otros serán de la forma a^b'\ cuya suma será la función simétrica que se busca S(a'‘¥ ) .  Luego se tendráSfiXS,j=S)i+p-{—S(íí” á^),de donde se deduce S(f l «6- ' )=S„xS, , — [6 jPara calcular la función de tercer órden supondremosefectuado el producto de las dos igualdades. .-f-6 " aP^b^cP-{-.. ,y se tendrán en el producto tres clases de términos: 1/ términos formados de dos letras con los exponentes n-\-q j  p ,  cuya suma será 2.° términos formados de dos letras con los exponentes
p-{-g  y « , cuya suma será 3(0^+?$"); 3.° términos formados de tres letras diferentes, cuya suiha será S'u^á^c'?). Luego se tendrá 

S{a ”  ) X S  5= S ( a ” +í?á? )-|-S(a^+96 « )+ S (a ’̂  bPc'i].Sustituyendo S(íí"6p), S(íi"+íá*') y 3[;aP+í6’ )̂ por sus valores, de­ducidos de la igualdad [6J, y despejando el valor de S(o” 6pc7), halla­remos 3;,+ ,S„+9 (S„^p  ) [7].Del mismo modo se podrían calcular las funciones simétricas cu­yos términos contuviesen mayor número de letras.384. Cuando algunos de los exponentes de que van afectadas las raíces de la ecuación se hacen iguales, es necesario modificar las fór­mulas anteriores.Hagamos n = p  en la función 3(a” áí’), y la fórmula [G] se con­vertirá en S(íí-6 -):= :^{S„2-S ,„) [8].En efecto, 3(¿i"áP) se compone de tantos términos como coordi­naciones de dos letras se pueden hacer con m . Todos estos términos son diferentes cuando n y p son desiguales; pero dichos términos son iguales de dos en dos, cuando n = p ;  y por tanto, haciendo n—p  ̂se tiene S „ x S ^  se reduce á 3 „ x S ,^ - S n \  y S„.,pse convierte en luego S(a«¿«)=É(3„®—Ssn), según he­mos dicho.De la misma manera veremos, que si en la fórmula [7] hacemos primero n = p  y luégo n = p = y ,  hallaremos



S(a” í« c í) =  h (Sn^S^—S2„ Sg— 2S„+5Sn+2S2u+í) [9],y S{aH -c^ ) = ; ){S n ^ -3 S 2 .x S n + '^ ^ B .) [10].En general, cuando se hacen iguales a exponentes, el valor de la función que resulta es igual al de la función general del mismo ó r- * den, dividida por el producto 2 .3 .4 ... a.385. Por las fórmulas halladas anteriormente, se ve que toda función simétrica entera y homogénea de las raíces de una ecuación, se puede expresar racionalmente por los coeficientes de esta ecua­ción; y como según hemos dicho al principio, cualquiera otra fun­ción simétrica y racional, se formará de las consideradas como ele­mentales de un modo racional también, se sigue que este teorema se verifica para cualquiera que sea la función simétrica racional.
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LECCION xmi.

Aplicación de la teoría de las fcncionea simétricas á la formación de las ecuaciones .de las 
diferencias, snmas, productos y cocientes de las raíces de una ecuación dada.—Aplica­
ción de las funciones simétricas á la eliminación. Grado de la ecuación final.

A p ltcn clo n  (le la  teo rin  d e  la s  fiin clo iies  s im é tr ica s  A la  fo rm ació n  d e  laa  
e cu ac io n e s  d e  la s  d ife re n c ia s , sum as, p ro d u cto s y co c lc u tc s  d e  la s  r a l ­
e e s  de u n a  e cu a c lo u  d a d a.

386. Por medio de las funciones simétricas, se puede resolver el problema de dada una ecuación, hallar otra que tenga por ralees una 
corahinacion racional y  determinada de dos, tres, etc,, raíces de la pro­
puesta.Supongamos que, dada una ecuación f [ x ) = 0 ,  se quiere trasfor­mar en otra, cuyas raíces están ligadas con las suyas por la relación 

,x " ) ,  representando x ' y x ”  dos raíces cualesquiera de la propuesta, y<p(a;',a;'0 función racional y» conocida de dichas raíces.Dos métodos se pueden seguir en la resolución de este proble­ma, que son los siguientes:



330 FUNCIONESPniMER MÉTODO. Sean a , c, . . .  Jas m raíces de la ecuación propuesta f ( x ) = 0 ;  las raíces de la nueva ecuación serání) , 9Í^, c], . . .9 ( 6 , a),c^{b c), . . .  9 (c ,a ) , ^{c, b ) , . . .De modo, que si representamos la ecuación que se busca por se tendrá4'(í/)=[y—9{a&)] [?/—9(ac)] . . .  [y—(p (éa)] [y._^(íc)] . . .= 0 .Ahora bien, el primer miembro de esta ecuación es evidente que no cambia, permutando dos cualesquiera de las cantidades a , 6, c , . . .  de modo, que si efectuamos los cálculos y ordenamos elresultado según las potencias de y , el coeficiente de cada una de estas potencias será una función simétrica y racional de las raíces de f { x ) = 0 ;  así es, que calculando estos coeficientes por medio de las fórmulas de Newton, deducidas en la lección anterior, se tendrá el problema resuelto.Segundo método . Consiste en determinar de antemano el gra­do de la ecuación que se busca; y una vez conocido, y suponiendo que sea n, se tendrá que la ecuación buscada será de la forma
. . .Siéndolos coeficientes P ',, P '„  P^,, . . .  cantidades indetermina­das, cuyos valores, una vez determinados, se tiene el problema re­suelto.Para determinar estos valores, usaremos délas fórmulas S ^ , + F - 0 ,S^,-t-F .S^-f-2P^,=0,en las cuales se tiene, que S'̂ , representa en general las potencias del gradojij de las raíces de Ja ecuación que se busca. Por lo tanto, la cuestión queda reducida á calcular S ',, S'^, etc ., en funciónracional de los coeficientes de la ecuación propuesta. Pero siendo es­tas cantidades funciones simétricas y racionales de las raíces de la ecuación f [ x ) = 0 ,  no habrá inconveniente en hallar sus valores por medio de funciones racionales de dichos coeficientes.387. Ecuación de los cuadrados de las diferencias. Va­mos á calcularla ecuación cuyas raíces sean los cuadrados de las di­ferencias de las raíces de una ecuación dada. Sea esta ecuación ̂-h  P , +  P̂  _i- p ^ =  0.Si restamos sucesivamente cada raíz de todas las demás, se ha­llarán evidentemente m-(m— 1) diferencias, que serán iguales y de signo contrario de dos en dos; los cuadrados diferentes de estas dife-



rencias serán por lo tanto hm[m— í ) , y por consiguiente el grado de la ecuación Onal será hM{m — 1), el cual, para mayor sencillez, de­signaremos por íi, y la ecuación buscada será, pues, de la forma + A , _ [ ^ A „  =  0, y todo queda reducido á calcular los coeOcientes indeterminadosÂ 5 Ag, ••• Aft»Representemos por S ,, S ,̂ S ,, etc., las sumas de las potencias se­mejantes de las w raíces a , 6, c, á , etc ., de la ecuación propuesta, y por Sj, s.y e tc ., las sumas de los potencias semejantes de las n raíces (a— (a— c)®, (6—c)^, etc., de la ecuación de los cuadra­dos de las diferencias. Esto supuesto, tendremos que como S ,, Sg, S j, e tc ., se pueden expresar por medio de los coeficientes conocidos Pi» Ps> P3» ••• (380), todo queda reducido á determinar s^, s„, s^, . . .  en función de S ,̂ S ,̂ S5, . . .  ; porque entonces se podrían determinar los coeficientes Aj, A ,̂ A j, etc ., en función dc5j,Sg,  s.y . . .  (381), y por tanto en función de los coeficientes de la ecuación propuesta.Para ello, desarrollaremos cada una de las cantidades (¿t‘- 
-b)' p̂ , etc ., y se tendrá, sumando todos los desarroilos,

(a:— afP  +  {a>~bfp +  {x—cfp  +  . . .  {x— lfP —
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{X
■ ayp,

ma^p-’¿pSyX^P’ -̂
2jf?(2p-i) 2p(2p-1 )(2^-2)1.2 1.2.3Reemplazando ahora sucesivamente x  por a, c , etc., y obser­vando que el primer miembro se convierte en el doble de la suma délas potencias del ('rado p  de las raíces (a—b y , ( a — c)^, de la ecuación de los cuadrau j  de las diferencias, tendremos, haciendo uso de la anotación indicada.

3lSp =mS2;.-2^S,S2j,-iH- 2p{‘2p-^)
~ S S

9p{2p-i){2p-'^) S,S2p^3+...1 .2  1 . 2 . 3En el segundo miembro de esta igualdad, se observa que los términos á igual distancia de los extremos son iguales y de un mis­mo signo; por tanto, si el término medio, 2p(2;i? — 1 ) ....(? ? + 1 ) ^ ,1 . 2 . 3 . . . ^  ^lo representamos por T, se tendrá, haciendo la reducción y divi- xJiendo por 2,
Sp 2^S,Sa^_i-}- 2jo(2j9— 1)

1.2 S ,S ^ _s — ...- f -é T  [ ! ] .



El término T será positivo ó negativo, según que p  sea un número par ó impar.Por medio de la formula [1] se pueden calcular las potencias se­mejantes de las raíces de la ecuación buscada, dando k p  los valores 1 , 2 ,  3, etc. Sustituyendo después los valores de S^, S „  S „  e tc ., en función de P ,, P^, P ., etc., se tendrán expresadas en función de estas mismas cantidades las sumas s ,, s ,̂ etc.; y por último, hallando los valores de A ,, A ,̂ A ., etc., en función de s ,, etc. (380), se tendrá el problema resuelto.388. Para mayor comprensión del método anterior, lo aplicare­mos á un ejemplo, y sea hallar la ecuación de los cuadrados de las diferencias de las raíces de la ecuación de tercer grado
x^-\-px-\-q=(i.La ecuación que vamos buscando será de la formaí:'’-|-A,á;^-|-A,s-hA3—0.Se halla por las fórmulas [3] y [oj del núm. 389,A — Q

k ^ U s ^ - s ^  . [2].Las cantidades s ,, 5 „ 5,, e tc ., se obtendrán en función de S „  S „  S „  etc., por medio de las fórmulas5 ,= 3 s - s ;-«.=3S,~ (4S,S3-H 3S,’̂  [3],5 ,= 3 S ,-  6 S .S ,-h l 5S,S,— 1 OS,® deducidas de la fórmula [1].Haciendo en las fórmulas de NewtonP l-^ 0 , P ,= ^ . P ,^ 9 , P^:z:.0. P ,= :0 , . . .se tendrá S ,= 0 . S ,= - 2 / > , S , = - 3 í ,Sustituyendo ahora estos valores en las igualdades [3 ], halla­remos
s ,= --~ & p , s , =  18jí®, s ,= 6 6 y — 8 I9 '; y sustituyendo, por último, estos valores en las igualdades [2J, ten­dremos Á ,=6i>, A,=9;j® , A,:=A^^H-27g®.Por consiguiente, la ecuación de los cuadrados de las diferencias de la ecuación x^-\-px-\-q={), será
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Si consideramos como caso particular la ecuación ¡r®— 7 x + 7 = 0 , haremos j!?= — 7, q = l ,  y tendremos que la ecuación de los cuadra­dos de las diferencias será2̂ — 42^^+4412— 4 9 = 0 .389. Por un procedimiento análogo se calcularían las ecuacio­nes cuyas raíces fuesen la suma, el producto y el cociente de dos raí­ces cualesquiera de una ecuación dada.
A i>licacloii «le lo s  fu n cio n es s lin é tc ica s  á  lo  e lim in a ció n . Círodo «le lo

ccu ao lo u  fliml.390. La teoría de las funciones simétricas da un medio de hallar ja ecuación que resulta de la eliminación de una incógnita entre dos ecuaciones con dos incógnitas; pero aunque siempre se llegadla ver- dadera ecuación final, los cálculos que es necesario practicar son tan pesados cuando las ecuaciones son de un grado superior al segundo, que casi nunca se emplea este método. Nosotros solo haremos ver en qué consiste, y deduciremos el teorema de Bezout relativo al gra­do de la ecuación final.391. Sean las dos ecuaciones con dos incógnitasx  é y
X"" - h  Awí p|-|h-  . . .  4 -  = 0cuyos grados respectivos son m  y n,  de los cuales supondremos que 

n  no es mayor que m;  los coeficientes A ,, As, A5, . . .  B ,, B ,̂ B ,, . . .  son funciones enteras de y ,  que á lo más son del grado que indica el índice.Supongamos que se ha resuelto la primera de las ecuaciones ¡1] con relación íi x ,  y  sean a,  6, c,  etc., las raíces expresadas en fun­ción de y.  Si sustituimos sucesivamente cada una de estas raíces en la segunda ecuación, se hallarán las vi ecuaciones siguientes, que sólo contendrán la incógnita y: . . .  + B „ = 06 n 4 ^ B / "-^ + B ,6 ’* - 2 + . . . - í - B „ = 0  [2].cH 4 _b ĉ« - '- K B ,c’»-2-i-  . . . - h B n = 0
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Esto supuesto, tendremos que si x= cc  ó y = p  es una solución del sistema propuesto [I] ,  es evidente quet/=^ verificará necesariamen­te á una de las ecuaciones [2]. Por el contrario, todo valor y = p  que



satisfaga á una de estas ecuaciones, tiene que ser un valor conve­niente del sistema propuesto. Porque si ? es, por ejemplo, una raíz de la primera ecuación a” . . .  = 0 ,  y si a es elvalor de que resulta de sustituir ? en vez de y  en la raíz a , los va­lores « = 3 !, satisfarán evidentemente á la segunda de las ecua­ciones del sistema propuesto; también satisfarán á la primera, pues­to que se verifica con independencia á ey  para el valor de x = a .  Lue­go si todo valor de y , deducido del sistema de ecuaciones [2J, es un valor conveniente, que unido con un cierto valor de ¿c dá todas las soluciones del sistema propuesto, el producto de todas estas ecua­ciones será la ecuación final en y  que se busca.3P2. Este método parece que exige en su aplicación el tener re­suella una de las ecuaciones dadas con relación á la incógnita que se quiere eliminar, loque le haría ineficaz para ecuaciones de un gra­do superior al cuarto; pero esto no es así: porque los factores cuyo producto constituye la ecuación final, no varían aunque se permuten entre sí de todas las maneras posibles las raíces a, h, c, etc.; por tanto, el producto será una función racional simétrica de estas raí­ces, y se podrá expresar racionalmente por los coeficientes Aj, A A-, etc., d> la primera de las ecuaciones dadas.393. E l  grado de h  ecuación fim lq ue resulta de la eliminación 
de una incógnita entre dos ecuaciones con dos incógnitas^ es á lo más 
igual al producto de los grados de las dos ecuaciones.El primer miembro de la ecuación final, que, como hemos visto, es el producto de las ecuaciones [2 ], está compuesto de una suma de términos de la forma . . .  = B ,-,B í Bí . . .  . . .y como dicho producto es una función simétrica de las raíces a, b , 
c, e tc ., el coeficiente B B,iB¿. . .  multiplicará á una suma que se compone de términos de la forma . . .  que, como ya sa­bemos, se representa por S . . .) ;  por lo tanto, la cues­tión queda reducida á demostrar que el exponente de y  en el pro­ducto (BaBí B;. . .)x S(u."” *6'*~ V-^ ,.) , no es mayor que m x « .Para esto, tenemos que la primera de las ecuaciones dadas es del grado m , y la segunda del grado n; y por tanto, los coeficientes que entran en cada una de ellas son funciones de y , que no exceden

FUNCIONES



SIMKTRIOAS. 335en grado al índice que llevan; así, es una función de ?/, que á lo más será del grado p , y lo mismo de los demás coeficientes. De aquí se deduce, que el producto será á lo más del gradoAdemás, si recordamos las fórmulas de Newton que dan los valores de S ,̂ S.,, S ,̂ e tc ., se verá queen general Ŝ , no puede ser de un grado superior á/?; luego el producto S„_7íX 3 „ _ a x S;._iX * .*  es á lo más del grado (n—h)-\-[n—7¿)-l-(u— . . .  = n x w i — Por consiguiente, según las fórmulas que dan los valo­res de las funciones dobles, triples, etc., la función será también á lo más del mismo grado w x « —(A -há:+?-í-...); lue­go el mayor exponente de y  en el término general que hemos consi­derado, será á lo más del grado (/í+A+?-|—•según queriamos demostrar.liemos supuesto, al considerar las ecuaciones generales, que la incógnita x  se hallaba en ambas ecuaciones con un exponente igual á los m y n que marcan los grados respectivos; pero el teorema es igualmente cierto aunque esto no suceda: porque una vez demos­trado para cuándo las ecuaciones se consideran en toda su genera­lidad, se verá, que pudiéndose deducir la ecuación firial relativa á ecuaciones que no tienen las mayores potencias de x ,  igualando á cero un cierto número de coeficientes, es claro que esta ecuación no podrá nunca ser de un grado mayor que el de la obtenida en el caso general; lo que podrá suceder es que sea de un grado inferior, y esto <3n nada se opone al enunciado del teorema.
LECCION XLIV.

Difiireacias finitas.—Diferencias de fnuciones. 

D iferencias nnitas.

394. Consideremos una série cualquiera de cantidades
[1],que pueden ó no formarse según una ley constante.



336 DTFEEENCIASSi ahora restamos de cada uno de estos números el que le ante­cede, tendremos formada otra série cuyos términos serán las diferen­
cias 'primeras de las cantidades propuestas. Estos términos se desig­nan con la letra A, antepuesta al número que se resta. Así, se tendrátíjj, Au, = m —̂ . . .  Am„ _ i = ií,i — w„_i.Asimismo, si hallamos las diferencias de la sérieAu,,, A U ,, Aû , Au„ . . .  Au„_i,se tendrán las diferencias segundas ó de segundo órden de la série [1 ], las cuales representaremos por A ,̂ de modo que tendremos A’*U(,=AUj— AUg, A-Mj= A íí„—Au ,, . . .  A^W„_2= A u„ _ i —Am„ _ 2.Continuando de la misma manera, iremos hallando las d ife­
rencias terceras, cuartas, quintas, etc., que se representarán por A ,̂ A ,̂ A”, etc. F,1 término general de la série formada por las dife­rencias del órden n, será A u„, y se hallará ligado con las diferencias del órden n — 1, por la relaciónA''U„=A''-^ w„+1—\"-'Un.Si la série [1] contiene n términos, la de las diferencias de pri­mer órden contendrá n— í ;  la que originan las de segundo, tendrá n— 2; y en general, la de las diferencias del órden n— 1, sólo tendrá un término, y todas ellas se disponen ordinariamente como indica el cuadro siguiente:

u A Â
w. Au„ A®UoAu,Au., A'U.«ÎÎ-1 Aíí,i_i
Un

. . . A « - ' A”

A"- ■‘w,, A«u„
. . . A « - ‘U,
. . .

cuya formación es bien sencilla; pues la primera columna de la iz­quierda es la série de números que se conoce, las demás columnas se forman restando cada número de la inmediata de la izquierda del que tiene debajo, y colocando la diferencia á la derecha enfrente del que se resta.
Eje m plo . Sea hallar las diferencias de los números 3, 7, 9, 20, 31 y 50. Según el cuadro anterior, se tendrá



FINITAS. 337
u A A* A» A‘
3 4 — 2 H — 207 2 9 — 9 179 11 0 820 11 831 1950

37

También se puede disponer el cuadro del modo siguiente?3..........7.......... 9.......... 20.......... 31.......... 50A..........2 .......... H .......... H ...........19— 2..........9 ..........0............ 8f l . . . . — 9.........8— 20........1737395. E l  primer término de Ja sèrie que forman las diferencias de «m orden cua'quiera n,.se obtiene en función de los términos de la sèrie 
dada^por medio de la igualdad simbólicaA"u^=(u— 1}“,
en cuyo segundo miembro se reemplazan por Índices los exponen^ 
tes de u.En efecto, según la definición, se tiene« o -Restando esta igunldad de la siguiente ^u^=u^—w,, se hallará2w, + « q.Si aumentamos en una unidad los índices de esta igualdad, lo que en uada la altera, se tendrá
y  restando de ésta la anterior, hallaremos3a^+3í(,— %.Del mismo modo tendremos— íu -̂\~Gu^— Au.-t-Ug,y en general n(n—1)A"«g=tí,.— íiw„_i -h 1.2

M„_3— [A].Para probarla generalidad de esta fórmula, demostraremos que siendo cierta para una diferencia del orden n— 1, lo es también para
Tomo II. c



338 DIFBEENOIASla del órden n; porque siendo cierta para lo será para j  así sucesivamente.Supongamos que la fórmula sea cierta para la diferencia del ó r- deo n— i , y que se tenga
además se tendrá, aumentando una unidad á los índices,
restando ordenadamente, y observando que —A"-'Wy=A''w„, ten­dremos

Pero se tiene {Alg.  tomo I , núm. 148)
c í : _ , - h c r ; = a ;luego A"w„=w„—nu„_iH -. •’^CnU'’- P z t . .  .zpw ,̂ según queríamos demostrar.396. ü'íi término cualquiera de la serie [1], se obtiene en fundón 

del primer término u  ̂ y  de las diferendas sucesivas iUy, A'̂ û , Â Uo, 
etc-  ̂por medio de la igualdad simbólicaU a= (l+ A )*‘U(.,
en la cual los exponentes de A indican el grado de la diferenda.Desde luégo se tiene, según la definición,“ .= W o + K -Sumando esta igualdad con la siguiente AWj =AWj,-+-a\ ,  se ha­llaráSi aplicamos el mismo raciocinio á la série de las primeras dife­rencias, hallaremos Au^=Aw„-|-2A^u„+A%^,: pero u, = w,-}-Am̂ ; luegoAsimismo se hallaráy en general n(n—1)w„=M^-f-nAUo-}-

1.2
•A^W^-f-.,.-l-C«A^'M^-f-...-j-A''Ug [B j.La generalidad de esta fórmula se demuestra lo mismo que en el número anterior, probando que es cierta para el término w„, su-



FINITAS. 339poniendo que lo es para el m^ i ; porque como para el término w, es verdadera, lo será también para el término y así sucesiva­mente.397. Por medio de las fórmulas [A.] y [B] halladas anteriormen­te, se resuelven los dos problemas siguientes: 1.® Dada una série de m números cualesquiera, hallar la diferencia del orden n. 2.° Dado el 
primer número de una série cualquiera y m diferencias consecutivas, 
hallar un término del orden n de esta série.

Ejem plo  í . Dados los seis números 3, 7, 9, 20, 3 1 ,5 0 , hallar la 
cuarta diferencia.Según la fórmula [A], tendremos1 4u,-hM„==31— 8 0 + 5 4 — 2 8 4 -3 -^ 8 8 -1 0 8 = — 20.

Ejemplo  II. Dado el prim er número 3 de una série y cinco de 
sus diferencias consecutivas 4, — 2, H ,  — 20, 37, hallar el quinto 
término û .Según la fórmula [BJ, tendremos

= 3 + 1 6 — 1 2 + 4 4 — 2 0 = 6 3 — 32= 31.
D ifo rcn elaa  d e  fu n cion es.

398. Si á la variable oí de una función cualquiera u ~ f { x ] ,  da­mos m + 1  valores . . . X m  , la función tomará una série devalores correspondientes u ,̂ . . .  u,n , cuyas diferencias de di­ferentes órdenes podremos calcular como anteriormente hemos ex­plicado.Supongamos, por ejemplo, que los valores de x  están en progre­sión por diferencia, cuya razón es h,  y que dos términos consecuti­vos cualesquiera de esta progresión sean a; y ¿c+A; los valores cor­respondientes de «serán /(.a?) y /(a;+ A ), cuya diferencia/(,c+4) — f {x)  es una nueva función de x ,  que se llama la diferencia prime­
ra de la función propuesta, y se representa por í^f[x). Si en esta función ¡^f[x] reemplazamos sucesivamente cada uno de los m + 1  valores de x ,  hallaremos las diferencias primeras de los términos de la función propuesta.Del mismo modo, si en l f { x )  sustituimos por x  dos números con­secutivos cualesquiera x  y x + ú  de la progresión, hallaremos como



interiormente ana nueva función A /(.r-fA )—A/’(dí], que será la di­
ferencia segunda de la función propuesta, que se designará por y así sucesivamente.Sea, por ejemplo, la función exponencial

u —f [ x ) = a ^ ,déla cual se deduce, según lo dicho anteriormente,Au=a®+'»— a ' =  a'(a'*—  I).0onde vemos, que la diferencia primera da la exponencial a% se ob­tiene multiplicando dicha exponencial por la cantidad constante a*— i .Asimismo hallaremos1)—o"{a* — (o?*—De la misma manera se tendrá — 1)3̂7 en general — 1)".Sea, en segundo lugar, la fundón « = s e n  x .  Dando á x  los dos valores consecutivos a; y x~\-k, hallaremosAw=sen(a?-hAj— sen u := 2  sen i^cos Si la función propuesta fuera y = c o s ir , tendríamos 
\ y =  cos(a:-f-^)—eos ¿p=— 2 sen \ h sen [x-\-\h).Por medio de estas dos igualdades podemos hallarlas diferencias segundas de ambas funciones; así, tendremos A®«r=2sení A x — 2 sen U s e n  sen  ̂j  l  sen(a;+A):— 2 sen h x  2sen i  Acos (o;-|-A)=— 2  ̂sen- í A eos (o:~l-A).Bel mismo modo se hallaráA=’m= - 2  ̂ sen® -> A cos{íc4 -|-A );A®y— 2® sen® I  Aseti(a:H-^A);A *u= 2‘ sen* í  A c o s (a :+ 2  A);A *y= 2* sen* 2 Asen(a:-f-2 A);

DIPEKENCIAS

399i S i  la variable da una función entera del grado m recibe va­
lores en progresión aritmética, la diferencia del orden m de dicha fun­
dón será constante.Sea la función entera del grado m , u~y(¿r); representemos por á el incremento constante que recibe la variable x ,  sustituyamos



FINITAS. 341dos valores conseautívos x  y ¿»h-A , y se tendrá, cualquiera que sea Xt

donde vemos, que la expresión de Au es una función entera del grado 
m— 1; es decir, inferior en una unidad al grado de la función pro­puesta.Siendo la diferencia segunda de u Igual á la diferencia primera de Au, tendrá por expresión
la cual, como se ve, es de un grado inferior en dos unidades al de la función m; la siguiente será de un grad<> m—3; y en general, la di­ferencia del orden n , será del grado m—n. La del orden m, ó sea A” « , será del grado ni—m = 0 ; es decir, independíente de x ,  y por consiguiente constante. Siendo la diferencia del orden m constante, la del orden 1 será nula, y lo mismo todas las de un órden su­perior.400. La expresión de la diferencH del órden ra de una función en­
tera del mismo grado, es A'“ u — 1.2.3...raA„h™.Sea la función enterau= Ao-a;"*A, ¿ r ' " . - H A  « .Siendo esta función Ja suma de los términos que la componen, su diferencia de un orden cualquiera será igual á la suma de las di­ferencias del mismo orden de sus diferentes términos; de donde re­sulta, que la diferencia del órden m de un polinomio del mismo grado, no dependerá sino del primer término, pues la diferencia del grado m de los demás términos es nula, según el número anterior.Esto supuesto, observemos que la diferencia del grado m — 1 de Au, no depende sino del primer término de A«; que la diferencia del órden m— 2 dé A-u, no depende también sino del primer término de Â M, y asi succsivumenle.Ahora bien, el primer término de Au es la derivada del primer término de u multiplicada por h, ó lo que es lo mismo,El primer término de A%, será igualmente—4 ). En general, el primer término de A^u, será



342 m( m— (»a—y por consiguiente, la expresión de la diferencia del drden m  del po­linòmio propuesto será ^según queríamos demostrar.
DIFERENCIAS

LECCION XLV .

ApUcacion de la teoría de las diferencias á la resolución de ecnaciones.-ApHcacion de las 
aiierencias finitas á la formación de tablas numéricas.

A p lic a c ió n  d e  la  te o r ía  d e  la s  d ife r e n c ia s  á  la  r e s o lu c ió n  de ccu a clon eso

401. Fundados en la propiedad que tienen las funciones ente­ras de ser constantes las diferencias del mismo órden que su grado, cuando también es constante la diferencia de los valores de o?, se de­duce un medio fácil de hallar los resultados de sustituir en el pri­mer miembro de una ecuación números particulares que estén en progresión aritmética.Ejem plo  I .  Sea la ecuación 2a;— 1 = 0 , cuyoprimer miembro representaremos por y.Supongamos que para hacer la separación de las raíces de esta ecuación, tenemos necesidad de sustituir en ella la sèrie natural de los números enteros, en cuyo caso vamos á ver que habiendo hecho por el método ordinario tantas sustituciones como unidades tiene el exponente que indica el grado de la ecuación, pueden obtenerse to­das las demás con mucha facilidad por medio de las diferencias.En el presente ejemplo tendremos que hacer, por el método or­dinario, cuatro sustituciones consecutivas, que para mayor sencillez serán las correspondientes á los valores 1,0,1 y 2. Hechas es­tas sustituciones, hallaremos los valores correspondientes de y, que son y = 3 6 , — 1, 12 y 27.La diferencia del órden cuarto será constante é igual á



FINITAS.J .2 .3 .4 = 2 4  (400); por lo tanto podremos formar el cuadro si­guiente:
X y á y aV

— 1 36 — á7 50 — 48 240 — 1 1 3 2
1 12 152 27dremos prolongar indefinidamente este cuadro, ya sea para valores crecientes de x ,  tales como 3 , 4, 5, etc ., ya para valores decrecien­tes ó negativos como— 2, — 3, etc. Para ello observaremos, que su­

mando cada númei'o con el que tiene á izquierda, se halla el inme­
diatamente inferior á este\ así, sumando con — 48 el numero 50 que tiene á su izquierda, se halla el numero 2 que tiene debajo. De aquí se deduce que un nùmero cualquiera, se forma también restando del 
que tiene debajo el que hay á su derecha', así, el número 13 se obtie­ne restando del número 15 que tiene debajo, el número 2 que está á su derecha. Según esto, podremos prolongar indefinidamente el cuadro anterior, y obtener este otro:

X y h y A^y A^y aV
— 4— 3— 2 1287572195 — 715 — 377 — 159 338218122 —120— 96— 72 242424— 1 36 — 37 50 — 48 240 — 1 13 2 — 24 241 12 15 — 22 0 242 27 — 22 24 243456 7

20— 9— 36— 13132
— 29— 2723145

250122 4872 24

en el cual los números que hay en la segunda columna, marcada coa la letra y ,  expresan los resultados de sustituir en el primer miem­bro de la ecuación dada, la s^rie de los números que están á la iz-



344 DIFERENOÍASquierda. Por este cuadro se ve, que las raíces de la ecuación dada se hallan comprendidas una entre — 1 y 0, otra entre 0 y i , otra entre 3 y 4, y la cuarta entre 6 y 7.402. La prolongación indefinida del cuadro, que nos da los re­sultados de sustituir en el primer miembro de una ecuación núme­ros particulares que estén en progresión aritmética, y las diferencias sucesivas de diferentes órdenes de estos resultados, está fundada en que la de un cierto orden es constante, y  podemos repetirla cuantas veces queramos. De esta propiedad gozan, según ya hemos demostra­do, las funciones enteras; pero no es cierta para una función cual­quiera. Sin embargo, se observa en general, que sea cualquiera la función que se considere, á medida que se van hallando diferencias de un órden bastante elevado, estas son cada vez más pequeñas; de modo, que considerándolas como nulas, podemos admitir las del ór- órden precedente como iguales; y aplicando lo que se ha dicho res­pecto de las funciones enteras, hallaremos por este medio vaiores aproximados de la función para una série limitada de valores de la variable.Supongamos, para fijar las ideas, que en una función cualquiera u, damos á la variable la série de valores x^, x^, y halla­mos que las diferencias cuartas, por ejemplo, son muy pequeñas, en cuyo caso podremos despreciarlas y considerar como constantes las diferencias terceras; aplicando entónces el procedimiento de las fun­ciones enteras, podremos, prolongando el cuadro obtenido, hallar los valores w,, etc. ,  hasta un cierto limíte ejemplo. Enestos valores cometeremos evidrnlemente un cierto error que cada vez irá en aumento, y que es necesario tener en cuenta para saber hasta qué punto podremos prolongar el cuadro. Para ello, de vez en cuando se hallarán sustituciones directas, y los resultados se compa­rarán con las obtetiidas por el cuadro; y de esta comparación resul­tará el error que se comete, y deduciremos si se podrá continuât ha­llando valores por medio del cuadro; ó si deberemos hacer otra série de sustituciones directas, y formar otro nuevo cuadro que dé las sustituciones para otro intervalo de valores. Así, una vez hallado por medio del cuadro el resultado de la sustitución ó sea el va­lor u,o, calcularemos directamente esta canlldad, y suponiendo que la sustitución directa da el resultado v,  veremos si la diferencia V— es de un órden superior à la aproximación que se desea, en



FINITAS. 8^5cuyo caso se podráo admitir los cálculos; pero si es del mismo orden, ó de uo orden inferior, es necesario efectuar una nueva série de sus­tituciones sucesivas para obtener un nuevo cuadro que dé por otro cierto intérvalo los valores que se buscan.
A p lieae lo n  d e  la s  d ltereu ela s  flittias  d  la  fo rm ació n  d e  ta b la s  

m ui-érlcBs.403. Por medio de las diferencias Qnitas, se pueden calcular ta­blas numéricas, tales como de logaritmos, trigonométricas, etc.E j e m p l o  I .  Sea hallar la suma de los cuadrados de la série natu~ 
ral de los números desde \ hasta un cierto límite n.Calculando directamente las sumas de los cuadrados de los pri­meros números, y representándolas por Wj, u^, e tc ., tendremosde donde se deducen inmediatamente las diferenciasa«3=4^ ...A^«y=3, a m̂,= 5 ,  nd‘u ^ = l . . ,A \ = 2 ,  Â u^ = 2 ...Siendo, como se ve, constantes las diferencias terceras, é iguales todas á 2, podremos establecer el principio del cuadro con los tres primeros números, y obtendremos

u Au Â m Â u0 1 3 21 45Ahora, según las reglas que tenemos, podremos prolongjy* este cuadro cuanto se quiera; los números de la primer columna serán las sumas pedidas.Si quisiéramos obtener la expresión de una de estas sumas en función del número n , aplícariamos la formula [B] del número 336, que da el valor de un término cualquiera u,x de la série de nú­meros Wy, etc., en función del primer término y las diferen­cias sucesivas; y como en este caso son cero las diferencias de un órden superior al tercero, el desarrollo se reducirá á sus cuatro pri­meros términos; de modo que se tendráu« =  u„H-nAu„4 n {n  — \) n(n— 1)(n—2:
h  . 2 1. 2. 3



Reemplazando ahora las diferencias y el primer término por sus valores, que son « „ = 0 , iu „ = 1 , i \ = 3 ,  i \ = S ,  hallaremos, des- pues de toda reducción,„  I » ( « - l ) ( n - 2 )  < « + 4 ) í2 « - H )1 . 2  1 . 2 . 3  6Por un procedimiento análogo hallaremos que el principio del cuadro, que prolongado convenientemente da la suma de los cu­bos de la série natural de los números desde 1 hasta un cierto lí­m ite, es

3^6 DIFERENCIAS

u Au AH A^u0 1 7 121 8 199 2736Las diferencias de un órden mayor que el cuarto son todas nulas; y por tan to , la fórmula citada anteriormente dará para valor de la suma pedida
n(n —  1) n(n— 1) (n— 2)1 . 2 . 3n(n— l)(n— 2){n— 3 ).,+ -------— ------- A \ ;1 . 2 . 3 . 4y reemplazando los valores del primer término y de las diferencias sucesivas, que en este caso son A \ = 7 ,

a\ = 6 ,  hallaremos
^ • 2  1 . 2 . 3  1 . 2 . 3 . 4t in =  n-

n(n— i)(n-^2)(n— 3) n ^ (n -j-1)*7 n ( n — 1)^— ^+2n(n— 1 )(n— 2)-, -  _ -------------- .^ 4 4Del mismo modo podríamos hallar la suma de las potencias cuar­tas, quintas, etc,, de la série natural de los números enteros desde 4 hasta un cierto límite n.
Eje m plo  II. Formar la suma de las terceras y  cuartas potencias de 

los núrnei'os pares y  positivos.Si representamos por x  un número par cualquiera, quedará la cuestión reducida á determinar los valores de y  deducidos de la ecuaciónPara ello determinaremos directamente cuatro valores consecu-



FINITAS. 347tivos de y , correspondientes álos números pares ¿»^=0, ;» ,= 2 ,a r ,= 4 , * 5 = 6 , y hallaremos ^0=0, )/i=94, y ^ = 3 W ,  ^ 3 = ! 512. De estos valores se deducirán fácilmente las diferencias sucesivas, y la última se obtendrá por la fórmula conocida (400) A*í/(,='1 .2 .3 .4 . 2 *= 3 8 4 . Con estos valores se formará el cuadro siguiente, que podrá prolon-garse cuanto s
X  .

e quiera:
y A y a V A ® y

0 . 0 24 272 624 3842 24 296 896 1008 3844 320 1192 1904 1392 3846 1512 3096 3296 1776 3848 4608 6392 5072 2160 . .10 11000 11464 7232 . . . .12 22464 18696 . . . .
U 41160 1Del mismo modo hallaríamos, que la suma de las terceras y cuartas potencias de los números impares positivos, se obtienen por el siguiente cuadro;

X y Ay aV A^y A*y
1 2 106 536 816 3843 108 642 1352 1200 3845 750 1914 2552 1584 8847 2744 4546 4136 .1968 . . . .9 7290 8682 610411 15972 14786 . . . .13 30758

Ejemplo III. Construcción de unas tablas de logaritmos. Consideremos la función logarítmica 2/=log x ,  y hallando sus di­ferencias sucesivas, tendremos
X  -\—l i  ,  ( ,  ^  \Ay=log(íT-l-A)— log a?=Iog------ = lo g  11-f-— I.

XDesarrollando en sèrie log para lo cual haremos en



3i8 d if e r b n o ia sla série [L ] del núnipro Í 4 S ,  ,  y reemplazaremos en vez de
XI (l-f-arj su i g u a l t e n d r á ,  multiplicando por lo g c .. , M ’ A* A5 \

Aplicando ahora la fúrmula dd mjm. 395, se hallará 
A h j=  log (x -[-2 A )— 2 log (iE -|-A )+Ioga;=[log (ar+ 2/¿J- log x ]  - 2  [log ( x -h h ) ~  log x ] =l o g ( ! + J ) - 2 l o g ( l + i ) ;d desarrollando en série y efectuando la resta,»2 , 2/¿3 7A‘ 6Â  \i2 y = — Io g c (- _  ____1Del mismo modo hallaremos la diferencia de tercer orden^'y='o8(«^+3A)-31og(a;-l-2A)-t-3log(.r-4-A)-log® =[log(aí+3/¿J_]ügaíj-3[lüg(^4-2/¿)~ lng^J-t_3|;iog(3._j_;¿)_|og^j^, „ g ( l ^ ^ j _ 3 , o g ( l + 2 i ) + 3 1 o g ( l + y ;de donde, desarrollando y efectuando los cálculos, se deduce, /2/¿3 9A' 90á  ̂ v& V = l o g e / _ -----------------------—

\ x '  x^ ' IX  ítPor igual procedimiento obtendremos A V =log(.)p+i h)— í  log(® +3A)+6 log(a:+27i)-i lo g ( x + i) + Io g  xios ’de donde '  f \ ^/

, /6A* 48A  ̂ \, a? x ‘Forestas formulas se ve, que las diferencias sucesivas de log *  van disminuyendo muy rápidamente á medida que a; crece; así, par- tiendo del valor particular ^ = 1 0 0 0 ,  se halla, haciendo A = 1 ,  para, valores aproximados de las diferencias de (y =  logar),Ay =  0,000134077479315°A^í/=—0,000íl00i33427410Â í/ =  0,000::0!)00086I693 ' [ I ] ;A V = — 0,000000000002585
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Del segundo miembro de esta fórmula se deben tomar tantos tér­minos más uno, como indica el órden de la primera diferencia que se desprecia. De ella se deduce, que podemos prolongar el presente cuadro hasta llegar al logaritmo del número 1060, obteniendo los logaritmos exactos con siete cifras decimales; pues el error que se comete para este número es mayor que media unidad del órden oc­tavo,. y menor que una.Una vez calculados por el cuadro anterior los logaritmos de los números que hay desde 1000 hasta 1060, se formará un nuevo cua­dro, para lo cual se calculará directamente el logaritmo del número 1060, así como también las diferencias primera, segunda, tercera y cuarta correspondientes, y por él se obtendrán los logaritmos de los números 1061, 1062, e tc ., hasta llegar al límite que indique la fór­mula del error, teniendo cuidado de justiScar de vez en cuando estos logaritmos, calculando directamente de intérvalo en intervalo el de algunos números. Por este medio se pueden prolongar cuanto que­ramos las tablas de logaritmos.

d e  la. INTERPOLACION.

LE CC IO N  X L V I.

D«Itt interpolación.—Fórmnla de Lagrange.—Fórmula de Newton. 

D e la  In tiT polaelon .

404. Se da el nombre de interpolación, á la operación por medio de la cual, cuando se conoce un cierto número de valores de una función y los correspondientes de la variable, se calculan los valores de esta función para otros valores intermedios conocidos de dicha variable.Como en general no se conoce la naturaleza de la función de que se trata, sino un cierto número de los valores que recibe cor­respondientes á otros de la variable, se sigue que los demás valores intermedios no se podrán obtener rigurosamente exactos. Además,



DE LA. INTERPOLACION. 351el problema de la interpolación, que consiste en determinar estos va­lores, DO es determinado; es decir, que puede haber una infinidad de funciones que adquieran los valores dados correspondientes á unos mismos valores de la variable, y que sean diferentes todos los intermediarios. Para comprender esto bien, imaginemos que sobre un eje se toman distancias respectivamente iguales á los valores de la variable, y que en los diferentes puntos obtenidos se levantan or­denadas en las cuales se toman distancias ¡guales é los correspon­dientes de la función, en cuyo caso la cuestión queda reducida á ha­cer pasar una curva por los extremos de estas ordenadas, lo que es completamente indeterminado, porque por estos puntos pueden pa­sar una infinidad de curvas sin tener de común más que dichos pun­tos. Cuando se emplea una curva para efectuar la interpolación, lo cual es muy frecuente y cómodo en la práctica, se procura trazarla de modo que tenga el menor número de sinuosidades.El problema de la interpolación, considerado algebráicamente, consiste en hallar una función entera del grado m , que admita los 
m-\-i valores dados, en cuyo caso la cuestión queda completamente determinada, como demostraremos probando que existe siempre una función entera del grado m que goza de esta propiedad, y que no existe más que una. Hallada esta función, podremos calcular los va­lores que recibe para valores intermediarios de la variable, y estos valores serán, con un cierto grado de aproximación, los de la función incógnita. Desde luégo se comprende que el grado de aproximación será tanto mayor, cuanto mayor sea el número de valores conoci­dos; ó lo que es lo mismo, cuanto más pequeño sea el intérvalo que haya entre estos valores.

F ó r m u la  d e  l .u e ;r a n g e .
405. Sea una función cualquiera u —/ { x ) ,  que se reduce á u«’ . . .  u,„, dando á x  los valores respectivosy tratemos de hallar una cierta función entera del grado m , que admita los mismos valores u„, u ,̂ u ,̂ e tc ., cuando hagamos respecti­vamente X  igual á x^, x^, X̂ y . . .  Xm.-Para ello, principiemos por determinar una función entera del grado m , que se anule para los valores x^y . . .  x ^  de o?, y que se



352  DB LA INTEKPOLACION.convieria en cuando hagamos o;=x^ . Esta fundón, que represen-taremos por X ,̂, debiéndose anular por los valores « j, de la forma ' 7̂711 será

X .= -

X „ =  A (r— a;,) («‘- a í j  . . .  { x ~ x  ).La constante se determinará con la condición de reducirse el polinòmio Xg a u ,̂ haciendo lo que dará la relación(̂ 0— 7̂) (a?o— . . .  ];de donde
A ^ = ~ _____________^ ________________(â o— ••• (^0—Susíítuyendo este valor en el de X^, nos da(a;—a;J (t —x j  . . .  )K — («o— â) •••Del mismo modo hallaremos otro polinomio entero del grado m , que para el valor de a:=a-, se reduzca á y se anule para los de­más, valores ¿Cq, X . , . . .  de X . Este polinomio será por consiguiente

X  — (^— • • • { x ~ X ^  )
Por igual procedimiento se hallarán los polinomios enteros dei grado m  X , ,  X .,  . . .  X ,„ , que para los valores respectivos d e x = x ^ ,  

x = x  , e tc ., toman los valores w,, u „  etc., y que se anulan para los 
tjt valores restantes de;^.Hallados estos polínómíos, y recordando que nosotros nos propo­nemos hallar una función entera del grado m, que para los m~\~i va- Iores^^,'c„ a;„....í7«, de a; adquiera los valores . . .  u « ,se ve inmediatamente que el polinomio que reúne las condiciones exigidas eslu suma de los hallados anteriormente; de modo aue se tendrá ^^ n + X ,- f - X ^ + . . .  +  Xm.En efecto, haciendo x = x ^ ,  todas las funciones se reducen á cero, á excepción de la primera X ,,  que toma el valor«,. En general, para el valor x = x n ,  la función X ,, se reducirá á w„, y las demás se anu­laran para este valor, pues con esas condiciones las hemos determi­nado.Sustituyendo en vez de X „, X ,, X^ , . . .  sus valores, hallaremos la íormula debida á Lagrenge



 ̂ {■ T—x,){x—x^),.,{a;—,x„)  ̂(^0-^j) — (^0-^-) “ (^i-^o) K - ^ .)  —
(^a-^o) K - ^ i )  — “ '*'406. Una vez demostrado que hay una función entera del grado 

m  que cumple con las condiciones enunciadas anteriormente, se puede probar que esta función es única. En efecto, cualquiera otra función entera del grado m que adquiera los mismos m-\-\ valores correspondientes á los de x= x^^  ¿Cj, . . .  es idéntica á la primera* porque si no lo fuera, tendríamos, restando ambas funciones, un po­linòmio del grado m á lo más, que se anularla para w -|-l valores dis­tintos, lo cual no puede ser (181): es necesario por lo tanto que los coeficientes sean idénticos, en cuyo caso lo son también las dos fun­ciones, según queríamos demostrar.

DE LA INTEEPOLACION. 353

Fórninla de IVcwton.

407. La fórmula de interpolación que vamos á determinar, lla­mada de Newton, es ménos general que la de Lagrange; pues esta es verdadera, cualesquiera que sean los m + l  valores que demos á la va­riable, mientras que la de Newton se refiere especialmente al caso en que estos valores estén en progresión aritmética.Sean, pues, los m-j-1 valores que damos á x¿»o» «>0+^* . . .  x^-\-nh, .,.x^-\-mh;supongamos que para estos valores de la variable, la función toma los valores respectivos «ü» 1̂» . . . «m,y que se han hallado las m diferencias sucesivas
Esto supuesto, recordemos la fórmula [B j del núra. 290, que da un término cualquiera Un, en función del primero y de las diferencias sucesivas n(n— \)Wn — WoH“  .1 1.2El segundo miembro de esta fórmula se puede prolongar indefi­nidamente, pues los términos que siguen al último vendrán afec-T««« It. Í3



L

tados del factor n—n = 0 , y por tanto todos los términos que se le agregan serán nulos, de modo que se tendrá
354 DE L4. INTERPOLACION.

—  1 n[n— j)•A®«.. n(n— 1)(n— 2) . . .( n —m-f-1)1.2 " ‘ ■■ ' >1.2.3...mSi ahora llamamos ¿c á un término cualquiera x^-^nh de la pro­gresión aritmética, y u al valor correspondiente de tendremos
x=x^-\-nh\ de donde n = ^este valor mula hde n, sustituido en la igualdad anterior, da la fór-

u = u . — Am„-I-
X — X„ í  X — X

X --------X.

h

h
-x^
Jl

7i
X — -cc„ Â m,

>1.21.2.3
X — X,

Tf- \  h /  \  h J  \  h / I.2 ...W Ícuyo segundo miembro es una función entera del grado m con rela­ción á X . Este segundo miembro goza además de la propiedad de re­ducirse á los m-i-1 valores Wj,, u ,̂ u^, . . .  Um, cuando damos á x  losvalores respectivos x^^-\-A, x¡^-{-^h, etc. En efecto, si damos á x  el valor x —x^-^nJi, lo que equivale á reemplazar — ^ p o r n ,  seha-
hlia otra vez la fórmula, que da el término Un.La fórmula [1] es la que nosotros deseábamos hallar, pues goza délas condiciones exigidas de que para los valores x^, x^-\-h, x^-{-Vi, e tc ., de la variable, toma los valores dados etc., de la fun­ción propuesta, siendo además entera y del grado m como quería­mos. Esta fórmula de Newton vemos que no viene expresada en fun­ción de los valores líp u ,̂ e tc ., que se nos dan, sino en función del primer valor y de las diferencias sucesivas au ,̂ Â u„, etc.; y como estas diferencias decrecen en general con mucha rapidez, podremos despreciar muchos términos del segundo miembro, bastando tan so­lo calcular los primeros.408. Con el objeto desimplificar los cálculos, se hace en la prác- 

~ z ,  en cuyo caso la fórmula [1] se convierte entica
Jl

z  z[z 1) i \ + . . .  + z[z- -1 ) ... (z—m + 1 )  1 .2 .3 ...  m A«m„.



Sí suponemos que z  está comprendida entre 0 y 1, ó lo que es lo mismo, si tratamos de hallar valores de la función para valores de a? comprendidos entre y los coeficientes de las diferencias
A \ ,  etc ., son aíternativamente positivos ó negativos, y van de­creciendo en valor absoluto.Cuando las diferencias de un órden superior al primero sean bas­tante pequeñas que podamos despreciarlas sin error sensible, la fór­mula anterior se reducirá á sus dos primeros términos

u —u^-\-zAu .̂De aquí se deduce, que los incrementos m—u„de la función son proporcionales á los valores de z ;  cuando esto se verifica, se dice que se efectúa la interpolación por partes proporcionales. De esta igual­dad se deduce también el valor de x ,  que reduce á la ecuación dada á una cierta cantidad u , para lo cual se despejará el valor de y ha­llaremos

DE LA. INTERPOLACION. 3 5 §

u — u‘oAm„Si en vez de considerar sólo dos términos tuviéramos en cuenta tres, la fórmula de Newton se converliria en
1.2en cuyo caso el valor de x ,  que reduce á la función á una cierta can­tidad u , se obtiene resolviendo la ecuación de segundo grado en Zy que resulta efectuando las operaciones.409. S i la diferencia h y las cantidades u ., Ao„, A *u ,,. . .  A'̂ u son, , W V •

positivas, Xo-{-(m— 1)h es un limite superior de las ralees positivas de 
la ecuación u = f ( x ) = 0 .Supongamos que la función entera del grado m , u — f { x ) ,  esté representada por la fórmula [ i ] .

X—x„

X — X

K

h
X — X

Au„ X — x^

h
X —

)  1.2

^ V  ^ y  V  ^lo que es posible, según se ha explicado anteriormente; admitamos además que todas las cantidades Au ,̂ . . .  A”*ŵ , sean po­sitivas, y que lo sea también la razón h  de la progresión arit­mética.



Esto supuesto, si damos á íc el valor 1 )/¿, todos los bi­nomios, á excepción del último, se reducen evidentemente duna cantidad positiva: el último se hace cero para este valor de x ;  por consiguiente, componiéndose u de la suma cantidades positivas, será también igual á una cantidad positiva. Si a; recibe un valor ma­yor que — 1)A, todos los binomios, incluso el último, son en­tonces positivos, y por tanto también lo es u ó su igual f { x ) ;  luego si creciendo ai desde el valor a:„+(íM— 1)A, la función [w =/’(a;)]conser- va siempre un valor positivo, la ecuación f i x ) = 0  no puede tener raíz positiva igual ó mayor que la cantidad 4)7¿; por tanto,esta cantidad es un limite de las raíces positivas de la ecuación 
f [ x ) = 0 ,  según queríamos demostrar.410. De aquí se deduce, que para hallar un límite de las raíces positivas de una ecuación / { x ) = 0 ,  se vé cuál es el valor de a: que hace positiva áy(a?) y á todas las diferencias correspondientes; sus­tituyendo después este número en vez de en la fórmulase tendrá el límite buscado.Sea, por ejemplo, hallaran límite superior de las raíces de la ecuación a?*-—10a;̂ -}-24a;2—2 ^ _ l = o .Según vemos por el cuadro relativo á esta ecuación, formado en la página 343, el valor 7 de x  hace positiva á f { x )  y dá el resultado 432; y  por la continuación de dicho cuadro veremos, que las diferen­cias consecutivas relativas á este valor, son todas positivas é iguales respectivamente á 363, 338, U 4  y 24. Por tanto, haciendo en la fórmula anterior y X (,= 7 , se hallará que un límite de las raíces positivas de la ecuación propuesta, será‘ L = 7 -{ -3 = 1 0 .

3 5 6  d e  l a  INTERPOLACION.

LECCION XLVn.

Descompmicion de fracciones racionales en fracciones simples. D c s e o m p o s lc io n  d e  f r a c c i o n e s  r a c i o n a l e s  e n  f r a c c io n e s  s im p le s .441 * Se llama fracción nacional, aquella cuyos términos son po- Hnómios racionales y enteros con relación á una letra x .



DESCOMPOSICION DE FBAOOIONES. 357F(^)Toda fracción racional podemos suponerla siempre írredu- / Woíble; pues en el caso de que no lo fuese, dividiríamos por el pro­ducto de los factores comunes á sus dos términos. Además, siempre podemos suponer que el polinomio del numerador es de un grado inferior al del denominador; porque en el caso de no serlo, efectua­ríamos la división y tendríamos un cociente entero y un resto de un grado menor que el del divisor, y entónces la primera sería igual al cociente entero hallado, más una fracción racional que podemos lla­mar propia. Prescindiendo ahora de la parte entera, consideraremosF(íc)la fracción propia racional —-— , cuyo numerador sea á lo más del/(^)^rado m— i , y el denominador del grado m .En el problema que tratamos de resolver, consideraremos tres casos principales: Que la ecuación resultante de igualar á ceroel denominador/ {x ) , sólo tenga raíces reales desiguales. 2 .“ Que ten­ga raíces iguales. 3 .“ Que tenga raíces imaginarias.
Prim eu  caso . Que f(x )= 0  solo tenga raíces reales desiguales.F(x)412. Toda Ji'acdon]iropia r a c i o n a l cuyo denominador í^x}

sea igual al 'producto de m factores Unómios de primer grado, tales 
como X— a, x—b, x— c , . . .  se puede siempre descomponer en la 5u-A B C
ma de m fracciones simples de la forma ------ , ------- , ------ » etc.,X—a X— b X— c
hiendo A , B , C , etc., cantidades constantes.Sean a, b, c , etc ., las m raíces reales y desiguales de la ecua­ción f  (a?)=0, y hagamosReemplazando ahora x  por a —a), y desarrollando los poli­nomios F(.r) y f [ x )  por la fórmula de Taylor, se tendráF ( ® )= F [a + (¡c -o )]= F (a )+ F '(« )  -)-F"(a) '

Ì(¡r—a")
1.2 ■

{x— «)*
\ 1.2Dividamos la primera igualdad por la segunda, y hallaremos, re­presentando por R el resto déla división, r n/ . M  / ,( “ ) f.[^)



358 DESCOMPOSICIONEl resto R se oblieoe restando de F [x) el producto de f ( x )  por F(a) • IV  ̂ rcomo al efectuar esta resta desaparecerán los términos in­dependientes del binòmio x -~ a ,  dicho resto R será de la forma R =  (a;— a)F,(a;). El polinomio F,(a:) es á lo más del grado m —2; porquesi hacemos se tendrá
fiip ) R —F(â )—A/,(a:);F  (a?) es ó lo más, según la hipótesis, del grado m— 1 ; [x] es evi­dentemente del gradoni— i ,  puesto que/,(a:) es el cociente dedivi- dir/(a;), que es del grado m , por el binomio ¿c—o; luego R será á lo más del grado ni— 1, y  por tanto F.(a:), que expresa el cociente de la división de R por x — a , será á lo más del grado m— 2. Por consiguiente, sustituyendo este valor de R en la igualdad [I] ,  y mul­tiplicando por el divisor/(^), se hallará a)F (̂a,) [2].Dividiendo esta igualdad f { x ) = { x ~ a ) f j^ x ) ,  tendremosF(.r) ¥,{x)_

f { x )  x — a^f^[x)  ’do n de vemos, que la fracción propuesta se halla descompuesta en dos: una que cumple con las condiciones enunciadas en el teorema, F/a?)y forma que la dada, pero de menor grado. Enefecto, esta fracción es irreducible; porque si no lo fuera, sus dos términos serian divisibles por alguno de los factores del denomina­dor, que son, como ya se sabe, X— h ,x —c, etc.: pero ninguno de estos factores puede dividirá! numerador; pues si lo dividiese según la igualdad [2], dividiría también á F(a;), y  la fracción propuesta no seria irreducible como se ha supuesto. Los términos son además de menor grado, porque según hemos visto, el numerador F,(a;) es á lomás del grado m— 2, y el denominador es del grado m__ 1.
F fa;)Aplicando á la fracción-y—-los mismos razonamientos, se ten- drá, haciendo F .W  B/ .W  x ^ 6  /^(a?)’



DE FRACCIONES. 359F.(^)la nueva f r a c c i ó n s e r á  también irreducible, y su denominador
fÁ ^ )del grado m— 2, siendo su numerador á lo más del grado m~~3. Igualmente se hallará C F,(x)^ 

f lx )  x — c fj^x) ’y  continuando del mismo modo, se llegará á una última fracción
f m - í { x )  X ----kSumando ahora todas las igualdades anteriores, se tendrá, des­pués de hecha la reducción, la igualdad% ) _  A___ ^ ^ I ^  ■,

f(x) x —a x —h x —c X—h\que justiüca el enunciado del teorema.413. E l  valor numérico de los numeradores A , B , C , efó., de las ̂ . F(aj)
fracciones simples, son los diversos valores que toma la fracción

cuando se reemplaza sucesivamente x por cada una de las ralees a, b, c , etc., de la ecuación f (x )= 0 .El valor de A hemos visto que se obtiene por la fórmulaF(a?) F(a?)A =
X—aen la cual se reemplaza x  por a. Del mismo modo el numerador B es el valor de la fracción , cuando reemplazamos x  por b; y

X— basí sucesivamente hasta el último K , que es el valor de la fracción F( cc)—-- ■' , cuando se sustituye x  por k.
JM
X — kAunque por estas fracciones se pueden calcular los coeficientes, es sin embargo más cómodo calcularlos por medio de las derivadas,

f{^ )observando que en el caso que nos ocupa /’,( íu ) = ------ , se reduce áx—a



la derivada ff{a) cuando reemplazamos x  por a. En efecto, de 1« igualdad
se deduce, tomando derivadas de ambos miembros,Sustituyendo ahora x  por a, se tendrá' /'^(«)=/,(«),puesto que f\ ( x )  se reduce á una cantidad finita haciendo x = a ,  r  
X —a es cero.Del mismo modo veremos, que fS c ) = f f{ o l  etc.; lue­go las fracciones J J b ) ^ e x p r e s a n  los valoresrespectivos de A , B , C , etc ., se convertirán, poniendo en vez de f ia ) ,  
f¿P)> /t(e), e tc ., sus valores, enA = Í W ‘ n ^ M  r - ' ^ W

n a ) '  m - ñ T y -según queriamos demostrar.41 i .  Una fracción racional no se puede descomponer más que en 
un solo sistema de fracciones simples.En efecto, supongamos que puedan hacerse dos descomposicio­nes de una fi acción racional en fracciones simples, de modo que se tenga ^E(2̂ ) a  , B , C k

DESCOMPOSICION

f { x )  X—a '^x— b —cF(¿c) M  B' C' X ---}cK'
f { x )  x ~ a '~ ^ x ~ U ~ ^ x -~ c '~ ^ ‘ "~ ^ x ~ / d 'Estas dos igualdades, debiéndose verificar para cualquiera que sean los valores de x ,  nos dan-4-..^ " 7 ?  C '*■ x ~ o r x — U ^ x ~ d ~ ^ " ’Multipliquemos por el binomio x —a, y hallaremosA-h(a:— a) ( " - ^ - 1 — —  + . .  .-I----~ \ =

\ x —a x —c x — k j

(x— a)
A' B'

=)■, x — a' x —b’ ■ ' ■ ■ x ~ ~ k ’yDando ahora á ¿í; el valor a , el primer miembro se reduce á la cantidad A, que no es cero, puesto que es el numerador de una de



las fracciones simples en que se descompone la fracción propuesfaj luego el segundo miembro tampoco puede ser cero: más para que el segundo miembro no sea cero, siéndolo uno de sus factores, es ne­cesario que e! otro factor sea infinito; y como los numeradores A ', B ', C ', etc., son números finitos, es necesario que sea cero alguno délos denominadores cuando sustituyamos x  p o r « .  Supongamos que este denominador sea x — en cuyo caso se tendrá o = a '  Ó 
X —a—x — a'; siendo iguales estos factores, la igualdad anterior se convertirá en

A—  se~

DE FRÀCOIONES. 361

■ h ' ' X —k )  ' ' ' \ x —6'Si ahora hacemos Æ = a , se tendrá k ~ k ' ;  y la fracción 
kfrá igual á X—a

X— a'Suprimiendo estas dos fracciones simples que son iguales, se hallaráB C K  W C. . H -X— b X—c ' ' ‘ X—k X— ¥y demostraríamos de la misma manera queX — cB B'
X —h X —y

x - k ' ^,y  lomis-mo de todas las demás; de donde se deduce que ambos sistemas son idénticos; luego una fracción racional no puede descomponerse más que en un solo sistema de fracciones simples, según queríamos de­mostrar.Eje m p l o  I . Sea descomponerla fracción racionalF(.r) x^-^x^~~\kx—24
f [ x )  x"̂ — 6*Resolviendo la ecuación x ‘‘— — 6=0 ,  se hallarán las raíces— \ , 1 , 2 ,  3; y la fracción propuesta se descompondrá en frac­ciones simples de la forma

F { x ) ______^  _ B _   ̂ C _ D
~~ x-\~if [ x)  x-\~í X — 1 X —2 X —3Para calcular los numeradores, determinaremos primero la de­rivada

[x )= íx ^ -r-\  5x®-í~10a:-l-5, y obtendremos después



362 DESCOMPOSICIONF ( ~ 4 ) _ _ 1 0  5 ^ F(I)  — 3612 D =“  / '( i)  iF  (3) — 30/'(3 )9
= —9 158

/ ( - I )  — 24«  F ( 2 ) ^ — 4 0 _  403 “  3por consiguiente, se tendrá — 1 i x —24¿c4_Sa;3_i_g^2_|_g^__Q ¿C+1 ¿C— l ” *"«;— 2Ej e m p l o  I I .  Sea la fracción impropia racional
sc -̂\-3x -̂\~%kíX^— 16íc+96 

—2Efectuando la división del numerador por el denominador, se tendrá
X-

x^-^dx^-V-U x‘̂ — \ C^-h96
=x-{-\- 23a;2— 13¿r+98Descomponiendo ahora la fracción propia racionalF (a;) _  23^^— 13¿g+98

f { x )  íc^+2a;^— a;—2’se hallará, siendo— 2 , - 1  y 1 las raíces de a:®-t-2s^— 2 = 0 ,  F(¿c) _  A B G
f { x )  a ? 4 - 2  X— rLa derivada del denominador es f \ x ) — ^x^-{-ix— 1; luego los valores de los numeradores seránA = ! Í I I ? ) = ? L 8 = 7 2  r _ S = Í ) _ ' ' 3 ' ‘ _  « -F ( 0 _ m  

f '{\]  6y la fracción propuesta se descompondrá ena?*-j-3.r'’-[-24a?^— 16a?-}-96 72 67 18-= ¿ r-F l
X — 2  ■ ■ ' ¿ cH -2  x - \ - i  ' a ;— 1Se g c n d o  c a s o . Que la ecuación f (x )= 0  tenga raíces iguales.415. Toda fracción propia racional “7~ cuyo denominador ffx)f W '  ^

igualado a cero, tiene la raíz a repetida ii veces, se puede descomponer 
en la suma de dos fracciones de la formaF(x) F.(x)f  (x) (x— a ) ~ ( x — a)“-if,(x ) ’



DE FRACCIONES. 363
siendo una constante  ̂ ^i(x) un 'polinòmio racional entero, y fj(x) el 
cociente de dividir f(x) por (x—a)“ , el cual no contiene ya al fac­
tor X— a.En efecto, se tiene evidentemente, cualquiera que sea el valorde A . S f ) F(^) F{x)

{x—aYfSjx] {x—aY  
ó efectuando la resta indicada por las dos últimas fracciones,F(^) V { x ) ~ K J ^ x ) [3].f ( x )  [x—a Y  [x— a Y f (x )Ahora bien, si el denominador de la segunda fracción que está en el segundo miembro, no ha de contener sino la potencia del grado n— \ del binomio x — a ,  es necesario que la diferencia F(a;)— sea divisible por x —o , para lo cual se necesita que se verifique la igualdadF{a)- -A/(tít)=0, de donde /iWEsta igualdad es posible, y nos da para A„ un valor finito distin­to de cero; porque f^{(Y no es cero, por el supuesto: el numerador F(o) tampoco es cero, porque siendo irreducible la fracción propues­ta , no puede contener F(íc) al factor x — a\ luego según hemos dicho,
A • F ( « )A q tiene un valor finito distinto de cero, representado por

ÍSP)Siendo la diferencia F(a?)— divisible por x —a , haremosF(.t)—A / ^ .^ )= (a:r— fl) F, (ai), en COJO caso la igualdad [3] se convertirá en
F{x) n ^ )

f { x )  {x— a)”  {x— según queríamos demostrar.Los polinomios racionales y enteros F,(íc) y f { x )  son primos en~ tre sí; pues si tuvieran algún factor común, dividiendo por él y re­duciendo á un común denominador las dos fracciones que constitu­yen el segundo miembro de la igualdad [4], tendriaraos que la frac­ción propuesta se podría reducirá otra que tuviera un denominador de menor grado, lo cual no puede ser, pues por hipótesis es irre­ducible.Se puede ver fácilmente que el polinomio F,(ít) es á lo más del grado m—2.



Fundados en el mismo teorema, podremos descomponer la se­gunda fracción del segundo miembro de la igualdad [4 ], en otras dos de la forma F,(¿c) ^  A ,
(a:— — í?)”“ * {x— ÍÁ.^)* siendo F j (íc) á lo más del grado m —3, y no teniendo factores coma­nes con/,(a?); la cantidad Á ,=  ~ ~  podrá ser cero, porque F,(a:)y  I í^)podrá,-sin inconveniente alguno, contener el factor x —a.F.fa;)̂ en la igualdad [3 ],h a -

3 6 4  DESCOMPOSICION

Sustituyendo el valor de liaremos F(-^) A„ , ( x — a Y ~ íf^ {x)

K  , F W
f { x )  {x —a Y  (a;— {x—a f - ^ f ^ { x )  Continuando del mismo modo, se obtendrá [5],F ( ^ ) _  A„ A, A n-i y(g)/ (.r)  ( x -a y ^  { x ~ -a f~ ^ ~ ^ ‘ "  “““  f,{x)La fracción es racional é irreducible como la propuesta;

/ Mde modo, que si suponemos que la ecuación /, (.■»)=0 tiene p  raíces iguales á If, se tendrá/(¿c)=(a?— siendo por consiguiente b una raíz múltiple del orden p  de la ecuacíori/(a;)=0. Aplicando á esta ecuación los mismos razonamientos, tendremos y ( .y ) _  Da B, Bp-i
/¡{^) X —b f^[xysiendo B„, B ,, B^, . . .  cantidades ünilas que pueden ser cero, á excepción de B ,̂ que nunca lo es.Sustituyendo este valor en la igualdad [5], hallaremos
F{x ) • +f { x )  ■ {x—a /  {x— ay-^B . B. -h An—1

. . . + X —a ^ {x)
{x— b)P {x— b y - '  ■ ‘ x - b  ' f^ { x )En general, si suponemos que f ( x ) = ( x —x Y { x —b y . . .  ( x —Tf ,  la fracción racional propuesta se podrá descomponer de la manera siguiente:



DE FRACCIONES.
F ( x ) Ao A,1 * 1 j An—{
m (x—aY ' ( ^ _ a ) n - l  ‘ , X—a

Bp-i1
( x -b )P  ' X— b

] 1 irfri1 { x - i y - 1 7 1

365

siendo A , , . . .  A n -i, B j , . . .  L^, L , , . . .  L /_i, cantidadesfinitas que pueden ser cero,, á excepción de A^, B ,̂ . . .  L^, que nunca lo son, y 7r(a;) una función racional y entera.B ( x )
Lüegola/?'accion racional propuesta se puede descomponerI  (X)

en la suma de fracciones simples cuyos numeradores son constantes, y 
que tienen por denominadores las potencias sucesivas de los factores bi­
nomios correspondientes á ¡as ralees diferentes de la ecuación f(x ]= 0 . Clisos mayores exponentes son aquellos á que vienen dichos factores ele­
vados en el denominador f  (x).Podria creerse, que si en vez de principiar por las fracciones correspondientes á la raíz a, hubiéramos principiado por las de otra raíz cualquiera, se llegarla á obtener un desarrollo distinto; pero no es así, como vamos á demostrar.416. Una f'acción racional no se puede descomponer más que en
un solo sistema defracciones simples.En efecto, supongamos que una vez hallado un desarrollo, pudié­ramos por otro medio cualquiera obtener otro diferente, y que ten­gamos los dos sistemas

/ WF > )  / («)
A, B.(a;—fl)"A^ (¿c—a)”“ ‘
K

(x— b y
B'

X - _6)p-i
( x - a ' f  ' (x—a'y~^  ------- ( x ~ b YEstas igualdades deben veriflearse para cualquiera que sean los valores de x ;  por consiguiente, se podrán igualar los segundos miembros, lo que dará una nueva igualdad, que multiplicada por 

(x—a y  y haciendo después en ella x ^ a ,  el primer miembro se re­ducirá á A ,̂ el cual, como ya sabemos, no es cero; pero el segundo miembro se reduciría evidentemente á cero, si alguno de los deno-



366 DESCOMPOSICIONminadores de las fracciones que contiene no fuera una cierta poten­cia del binomio x —a\ luego es menester que algunos de los denomi­nadores de las fracciones del segundo miembro sean potencias del binomio x — a, lo que exige que se verifique la igualdad Siendo a '= a ,  vamos á probar que n  tiene que ser igual á nf; porque si n  fuese, por ejemplo, mayor que n', multiplicando por(¿c—ay*, el primer miembro se reduciría á la cantidad cuando hiciésemos 
x = a ,  mientras que el segundo se anularía, lo cual, como hemos visto, no puede ser. Si n  fuese menor que n ', multiplicando por 
{x— a Y ' y haciendo x = a ,  el primer miembro se anularla, mientras que el segundo se reduciría á Â ,̂, lo cual tampoco es posible; luego se tendrá n = n ^  según queríamos demostrar.Siendo a '= a  y n = n ^  la igualdad de que venimos hablando se re­ducirla, después de multiplicar por (.o?— a)", á

A'o+A^fa?—a } + . . .+ (a ;—a ]" f  ;6')y haciendo ahora x = a ,  se deduce lo cual nos prueba, queA PJlas fracciones ;----- --  y ;------son idénticas en ambos sistemas.
{x — ay* [x—a'YSuprimiendo estas dos fracciones iguales y  haciendo los mismos razonamientos, se vería que las dos segundas fracciones eran tam­bién idénticas, y lo mismo todas las demás; luego los dos sistemas son idénticos, según queríamos demostrar.447. Una vez probado que toda fracción racional irreducible se puede descomponer en la suma de fracciones simples, y que esta des­composición es única, nos resta ver cómo se calculan los valores nu­méricos de los numeradores A^, A , , . . .  B„, B , , . . .  de las fracciones en que se descompone.Muchos son los métodos que pueden seguirse para hallar los va­lores de estas cantidades; uno de los más sencillos es el siguiente:418. Los valores de las cantidades . . .  A n -i, que sirvende

numeradores á las fracciones simples correspondientes á la raíz 
múltiple a , son los m primeros coeficientes de las diferentes potencias 
d e j  , en el cociente de dividir f(x) por fj(x), cuando se reemplaza % 
por a + y .



DE FRACCIONES. 367En efecto, en la igualdad
F(dí) F(.«)
f { x )  [x—a f f ¿ x ysustituyamos ¿c por el binòmio «4-?/» y se convertirá enF fg + y )  F(fl+y)

Efectuemos ahora la división del polinòmio F(a+v) por el poli- nómio t^{a-^y), los cuales supondremos ordenados con relación á las potencias crecientes de y,  y prolonguemos la división hasta llegar al término del cociente del grado n— 1 ; el resto será evidentemente de la forma siendo R un polinòmio entero; de modo, que represen­tando por P„, P j, Pg , . . .  los coeficientes de las potencias de y  en el cociente hallado, se tendrá
Dividiendo esta igualdad por y’̂ , y reemplazando y por su valor 

X—a,  se tiene
'Fix) F(x) P n - . R

[x —a)*^fXx) f { x )  [x—a Y  [x—aY~^ ” "  ‘ x — a ‘ l\{x)'♦ Comparando este resultado con la igualdad [S ], y recordando (416) que una fracción racional irreducible no puede descomponerse en dos sistemas de fracciones simples, los correspondientes á una raíz múltiple a deben ser unos mismos siempre; luego tendremos ^0=^0» ^1—D)» A.^=P^, etc., según queriamos demostrar.Una vez hallados los valores numéricos de los numeradores de las fn.ceiones simples correspondientes á una raíz múltiple ¿r, se hallarán los de las correspondientes á la raíz h, aplicando el mismo procedimiento á la fracción propuesta ó á la fracción más sencilla 
R

m 'Eje m plo . Sea la fracción racional irreducibleF(a;) —x — 6
f { x )  —\ Y { x —■ %)Para hallar los numeradores de las fracciones correspondientes á la raíz — 1, sustituiremos x  por — 1 -\~y en los dos términos de la

fracción =  y tendremos



S68 DESCOMPOSICIONF(— i-l-y )  A + 3 y — y*
\ 2— 16y+7í/®— y®Efectuando esta division, hallaremos que los tres primeros coefi­cientes son I5 y I ; ;  luego las fracciones simples correspondientes á la raíz — i ,  serán 1 2S 35■ x-\-\ 3 ( a ;+ i) 3 " ^ 3 6 ( ^ 1 /  54{a;+1)*Los numeradores de las fracciones simples correspondientes á laF(a?) — X— 6raíz i ,  se hallarán mediante la expresiónla cual sustituiremos a? por \ - ^ y .  Así, f^x)  (a;-h1)3(a;— 2) , en

F(l-h y) 6—y — =  T — r V + e t c ./’i('l-H-y) 8 - í - 4 y — 6 ¡ / 2 _ 5 y 3 _ ^ 4De modo, que las fracciones simples correspondientes á esta raíz múltiple + 1 ,  serán^ 4 3  i(íC— 17 x —\ 4)* 2(;c— 1)*Por último, el numerador de la fracción correspondiente á la
i  •raíz 2, será------ luego la fracción propuesta se

X —2descompondrá en---------6 27(a?~2)’
x ‘- - X - 1 35

(x-\~\ Y {x—4 )̂ (¿r— 2) 
3

3{x-\-iY
4

36(æ?+4)24 U { x + \ )

k{x— \Y  2(a?— 4) 27(^— 2)Te r c e r  c a s o , i Que la ecuación f(x) =  0 tenga ralees imaginarias, 449. Todo cuanto hemos dicho anteriormente respecto al caso de ser reales las raíces de f { x ) = Q ,  es aplicable también á aquel en que esta ecuación tiene raíces imaginarias; aunque conviene hacer algunas ligeras modificaciones, con el objeto de obtener fracciones que no contengan expresiones imaginarias.Consideremos por lo tanto dos raíces imaginarias conjugadas de la ecuación f(x ) —i), tales como — 4 y «— — 4, y supon­gamos que los factores correspondientes á estas raíces no entran más que una vez en f{x).

i



Los numeradores de las fracciones correspondientes á estas raí­ces, estarán dados por las fórmulas
DB FRACCIONES. ^69

A.
l)  . ,  _  F(a— i )

A- olas cuales dan para valores de y expresiones conjugadas de la forma y A— ; por tanto, á estas dos raícescorresponderán las dos fracciones simples.^  A—b/ —4a;—Si ahora sumamos estas dos fracciones, se tendráA-h b / ^  _A — B 1 / ^  _ 2A(a^—g)— '̂ B?ai— - a)^H- 3*Donde vemos, que á un par de raíces imaginarias conjugadas, corres­ponde una fracción real déla formaMjíH-N
x ^ -[-p x ^ q420. Si las raíces imaginarias que hemos considerado, en vez de ser simples, como hemos supuesto, se hallasen repetidas un cierto número n de veces, el trinòmio que expresa el productode los factores correspondientes á estas raíces, se hallaría repetido por factorn veces en el denominador f{.r);  de modo, que podremos establecer la igualdad siendo f^{x) un po­linòmio entero que no contiene al factor x  - \ - p x - ^ .Esto supuesto, pasemos á demostrar que la fracción propuesta se puede descomponer en la suma de fracciones de la forma

f{^)' |61,'(¿c ‘̂ -}-px-\-q)^ {x"^-^px~\-qYMr— t  ̂ E n( )̂
Í Á ^ )x^-\-px-\-qsiendo M,,, N^, M,, N , , . . .  constantes reales, y F«(a:) un polinòmio real y entero.Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, vere­mos que se puede disponer de las indeterminadas y de mane­ra que el polinòmio F{ar)-(M„.^-hNo)A(^)To*# II . ________c: ^



[7].

ST'O * DESCOMPOSICIONsea divisible por para lo cual basta que dicho polinomiose anule haciendo cc=¡x-[-'^\^— 1 y x = c t—^\/— \ .Si reemplazamos x  por cada uno de estos valores, y representa­mos por y por CrbD l^— i los resultados de estas sus­tituciones en los polÍDÓmios respectivos F(a?) y f ¿ x ) ,  tendremos lasrelaciones ____A + B l / ^ - [ M „ ( a + ? l / ^ ) + N J ( C + D l / ^ ) = 0 ,) + N J ( C - D / - 1  ) = 0 ,de las cuales deduciremos, separando las partes reales de las imagi­narias, A = (a C — ?D)M,-hCN,
Estas ecuaciones son de primer grado con relación á y el denominador común 3(C^+D‘̂ ) de estas incógnitas no puede ser cero, porque si lo fuese, se tendría ? = 0 , ó C^-f-D®=0; en el primer caso las raíces no serian imaginarias, lo que es contra el supuesto:en el segundo (¿x) se anularía para los valores x=ac^^\^~~l y a?=a— y por tanto contendría al factor x^-^px-{~q, que también es contra el supuesto; por consiguiente, se pueden deducir de estas ecuaciones valores finitos, reales y determinados para las cantidades y N«.Habiendo hallado valores determinados, reales y finitos de M y Nq que cumplen con la condición de hacer que el polinòmiodivisible por¿c^+p^+?.podremosestable-cer la igualdadr{a:)—(M,.'r+No) f^ { x ) = { x ^ ^ x - { - q )  <p (®), representando por ^{x) el cociente de la división, que será un poli­nomio racional entero y de términos reales.De esta igualdad se deduce, pasando al segundo miembro eltérmino(M,.í:+N,)/;(a7) y dividiendo p o r/(x]= ix^ -h p x-]~ g )Y ,(x) ,

F(x} M^a-l-No_____________5___|__________________________ .
f [ x }  (x^-hPx-i-qy  Del mismo modo se tendrá9 (a:) , K®)

<p(a?)



DE FRACCIONES. 371y así sucesivamente; luego la fracción propuesta se puede descom­poner según indica la igualdad [6].Descomponiendo del mismo modo la fracción y luégo las si-
Á\^)guientes, se tendrá la fracción dada descompuesta en la suma de una série de fracciones simples de la forma indicada.De un modo análogo que en los casos anteriores, demostraríamos que la descomposición es única; ó lo que es lo mismo, que una fracción racional cuyo denominador contiene raíces imaginarias, no se puede descomponer más que en uno solo sistema de fraciones simples.421. Si el denominador /(¿c) de la fracción propuesta'tuviera raíces reales é imaginarias múltiples ó simples, se le aplicaría la des­composición indicada en cada uno de los casos anteriores. Así, si seFía?)tuviera la fracción racional — - , cuyo denominador sea/(^)

f { x ) —{x—a),..{æ —hY...{oc‘-~\-px-\-q)...{x^-\~rx+sy, se tendráF(^) A. , , B. , ,
f(x) X— a {x— 6)“ [x—h)"- -1 X —h

-f- Po«^H-Qo R;í_ i x-t—S.,_ i
422. Esta descomposición será única; pues según los casos ante­riores, las fracciones correspondientes á cada especie de raíces serán siempre las mismas, y por tanto la fracción propuesta no ad­mitirá más que una sola descomposición en fracciones simples de la forma indicada.Ejem plo . Sea la fracción *F(^) x^-h3

/(x)  x^ -\-x^^ x^-\-xSegún lo dicho (421), se tendrá^ _ A  _ B _  M ^ + N
f[x) XSiéndolas raíces de la ecuación/'(a?]=0,0 ,—1 y drl/"— 1, hallaremos para valor de A y B los números



375 DESCOMPOSICION DE FRACCIONES.F[— 1) - 2A - í W - i - q  R/.(O)' i ’ / t - 1 )  - 2 1siendo para el primero y para e! segundoPara calcular las cantidades My N , nos valdremos de las relacio­nes [7] A = (a C -p D )M ,-h C N ,B = (p C -« D )M „+ D N ,en las cuales haremos a = 0 ,  p = 1 , Mq= M  y N ^ = N , de modo que se tendrá A==—D M +C N  B ^  C M + B N  ^Ahora tenemos que calcular los valores de A , B, C y D; para ello tenemos
pero / ( « + p ( / = l ) ^ C + D / - l ;  i í ( « + 3 i / ~ r ) = F ( 3 / - i  ) = —/■, ( « + 3 t / = ? ) = / ; ( j / 3 T ) = - f + p / - i ,de donde
y por consiguienteA ^ 3 , C = — f ,  B = 8 ,ó bien A = 3 , B = - t ,  G = - 1 ,  D = 1 .Las ecuaciones [8] se convertirán por estos valores en 3 = — M— N ,
de donde deduciremos los valores ---2;luego la fracción propuesta se descompondrá en

¥{x) _  3
FIN
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