





LECCIOIIES

ALGEBRA



(fii-njfoafiti

SisbVIN: ; Aa: -

ATAA . mmOAN-A

MyVivwi Mj{A  ei-'>- .

ceoomi/\ -' - -

|r Ny i Ii
- ’-‘T

AAYV,



LECCIONES

DB

ALCXEBRA

POB

BERNARDIIO SANCHEZ VIDAL

CATEDRATICO DE HATBMATIOéS BN BL INSTITUTO DE m SiiCIE.

TOALO 11

SEGUNDA EDICION

MADRID;—1878
IMPRENTA 1>B JOSE CRUZADO
Perién, 7



_Es propiedad del autor, j todos los
ejemplares legUimos, ademas deir rubri-
cados. llevan una contrasefia.

3:/



LECCIONES DE ALGEBRA

PRIMERA PARTE.

Séiries y defi'va.dSLS.

LECCION PRIMERA.

Da las series en general.—Teoremas relatiros ; la coarergencia y divergettcia de Us
Serin

De l«s séricaen general.

4. Se llama sekie en matematicas, la suma algebraica de un na-
mero infinito de cantidades que se deducen las unas de las otras segun
una ley constante y determinada. Estas cantidades se llaman términos
de la série, y se representan por u,, Uj,. u«,.. La suma de los
n primeros términos de una série, se suele representar porS». Tan-
to la suma Sn como el término general u» dependen del valor del
namero n, por lo que se dice que son funciones de este namero.

2. Las séries pueden ser convergentes® divergentes € indetermi-
nadas.

Sékie convergente €s aquella en la cual la suma de los n
primeros términos tienden hacia un cierto limite determinado yfini-
to, d medida que n aumenta indefinidamente.

Serie divergente es aquella en la cual la suma de los n
primeros términos crece indefinidamente, pudiendo ser mayor en va—
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lor numérico que cualquier cantidad dada, d medida que n crece tam~
bien del mi»mo modr.

SERIB INDEFINIDA cs aqvclla quc ni es convergente ni divergente;
es decir, que creciendo n iiidciinidamente, la suma S« ni crece inde-
finidamenle como en las sdiics divergentes, ni tiende hacia un limite
determinado y finito como en las convergentes.

3. Segun la definicion de cada una de estas séries, se tendra que
la suma de los términos de una progresion geométrica prolongada
Indefinidamente, serd una série; puesto que cada término se forma,
segun una misma ley, multiplicando el anterior por la razén; ade-
mas, esta série seré convergente (i div(ngenie, segin que la progresién
sea decreciente 6 creciente; 6 lo que cs lo mismo, segun que la ra-
z6n sea menor 6 mayor que la unidad.

En efecto, en el primer caso la suma de losn primeros términos
de la progresion, cuyo primer término esa y la razon g menor que
la unidad, cs

i—  “—q
cuya suma, como hemos visto en la Aritmética, nimero 422, tiene
por limite, cuando n crece indefinidamente, la cantidad finita

; luego la série es convergente.

Si g fuese mayor que la unidad, ¢ la progresion fuera creciente,
la suma de los n primeros términos creceria indefinidamente 4 me-
dida que n creciese del mismo modo; luego la série seria divergente.

Por ultimo, si consideramos la série a que da origen la division
dei por l+a;, que es

y hacemos en ellaa?=1, hallaremos la série cuyo término general
es
-f-1— 1+ 1— 1+ ...
la cual es indeterminada, porque la suma de los n primeros términos
S» es 0 6 + 1, segln que n seo par 6 impar. Por tamo, cualquiera
gue sea el valor numérico de n, la suma Sn ni crece indefinidamen-
te, ni tiene por limite una cantidad finita y determinada.
4, La teoria de las séries es una de las mas importantes y Gtiles

del Analisis; su principal objeto es obtener de una manera rapida y
senciila valores numéricos aproximados de expresiones algebraicas y
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trascendentes, por cuyo medio puedan someterse unas y otras al
calculo oritmélico. Por esta razon, como las séries convergentes son
las que-Uenen la propiedad de que la suma Sn de los u primeros tér-
minos pueda aproximarse cuanto se quiera & un cierto limite finito
y determinado, que se llama valor de la sene, de aqui el que solo las
séries convergentes tengan hoy una gran aplicacion. Y como de tomar
una série por convergente cuando no lo es, aunque a primera vista
lo parezca, se seguirian errores de gran consideracion, y hasta se po-
drian obtener resultados absurdos, conviene asegurarse muy bien de
la convergencia ¢ divergencia de las séries, para lo cual nos podran
servir los teoremas siguientes,

Teoremas relativos é l« couvevgeiicloy divergencia do los séries.

5. En toda serie convergente, el término general tiene "por lim
cero.

Para demostrar este teorema basta probar, que el término gene-
ral Un de una série convergente, puede ser menor que una canti-
dad a por pequefia que sea, siendo n suficientemente grande; por-
que en ese caso dicho término general podra aproximarse & cero
cuanto queramos, y por tanto cero serd su limite {Arit, 46).

Esto supuesto, sea Un el término general de la série

y puesto que dicha série es convergente, podremos dar 4 n un valor

tal, que haga que las sumas S«-!, Sn, Sn+i> S, +2 etc., se diferen-

a
cien del verdadero valor de la série en ménos de X siendo « tan pe-

guena como queramos; de modo, que representando poro y d los va-
lores numéricos de las diferencias Sn—S y S—Sn—, los cuales son

por hipétesis menores que i y por tanto su suma se ten-

dra, haciendo abstraccién de signos,
§S,—S”~8 y S—S,_,=8;

de donde Sn—Sn-i— N
pero Sft— Sn—. :
Iuego «n<«,

que es lo que se queria demostrar.

ite
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Consecuencia. En toda série convergente, los términos son de-
crecientes a partir de v/no de dios, que puede ser elprimero.

6. En toda serie convergente, la suma de un cierto namero Jinito
de términos a partir del enésimo disminuye indefinidamente y Uene
por limite cero cuando n es suficientemente grande.

En efecto, si demostramos que dicha suma, siendo n suficiente-
mente grande, puede ser menor que una cantidad « por pequefa que
sea, cualquiera que sea el nimero de términos de que dicha suma
se componga, el principio quedard demostrado; pues pudiendo ser
menor que Yy a pudiendo ser tan poco diferente de cero como se
quiera, es claro que la suma tendra por limite cero.

Esto supuesto, siendo la série convergente, podremos dar a n un
valor total, que el término general Un ylosp—! términos siguientes

a
sean menores que — siendo p tan grande como se quiera; de modo,

qgue se tendra

UnH
\ \Y, P P

y sumando tendremos

Mn-HU /»+i-f-Wn+g-h*.. tp -1< ——--=«»
P

que es lo que se queria demostrar.

7. Si los términos de una série son constantes 6 crecientes, la série
no puede s&r convergente.

En efecto, si la série fuera convergente, sus términos & partir
del enésimo serian decrecientes, y tendrian por limite cero (5), lo
cual es contra la hipétesis.

8. No se crea que, verificandose en las séries convergentes la
condicion precisa de ser sus términos decrecientes y tener por limi-
te cero, esta condicion sea suficiente; unasérie puede tener sus tér-
minos decrecientes siendo el limite del término general cero, y sin em-
bargo la sérieno ser convergente.

Sea, por ejemplo, la série llamada armonica,

1 1 1 1 1 1
2 3 4 n-f-1

cuyos términos se forman dividiendo la unidad por cada uno de los

n
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nameros de la série natural. EI término general — tiende hécia ce-
n

TOh medida queji crece; los términos son por consiguiente decre-
cientes y tienen por limite cero, y sin embargo la série no es con-

vergente.
En efecto, si agrupamos los términos de la série [1] de la manera
siguiente;
1 1 1 1 1 1 1 1 4 1
3"A 4 + C+7 + 8’ N46’

1 1 1 1
17'~A18 w9 A 32

1
2P 1+ 1 2™ ~N+2 " 2n-*+3 /A
observaremos que cada grupo consta de un ndmero de términos
igual a la milatl del denominador del ultimo, el cual siempre es una
potencia de 2; que cada uno de estos términos es mayor que el ulti-
mo, y por tanto la suma de todos los que constituyen un grupo, es
mayor que el Ultimo repetido tantas veces como términos hay; es

decir, mayor que n x o = — cualquieraqueseael numeren, siem-
n M
preque sea una potencia de 2. Asi, tendremos
1 1111 111 1 111 1
1> BBt
1 1 1 i 1

mA76~ 27 17" 18~ "ngzn 2

1 1 : 1
2/M1+ 4 20-*+2
Luego, si suponemos que el Ultimo término que se considera

es 2", y hacemos n=2P, se tendrd S,> 1 P

La cantidad 1 + ; puede crecer indefinidamente, a medida que el

namero p de periodos crece también del mismo modo, y con mas
razon S«; luego la serie arménica, cuyos términos son decrecientes y
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tienen por limite cero, no esconvergente, segliin queriamos demos-
trar, y por tanto no es condicién suficiente que los términos de una
serie tengan por limite cero para que la série sea convergente.

9. En toda série eonver(jeniG compuesta de té'imivtos positivoSy el
producto aUq tiene por limite cero d medida que u aumente indefini-
damente.

En efecto, el producto nw» es siempre positivo ; cuando n cre-
ce indefinidamente, Un difminuyc indefinidamente también, por
ser la serio convergente; luego dicho producto quedard indeter-.
minado. Sin embargo, vamos a demostrar que tiene por limite cero
& medida que n crece indcfinidanienle. Porque si no tuviera por li-
mite cero, y si una cantidad cualquiera positiva a, & medida que n
creciera, se irfa aproximando coda vez mas a a, y podriamos ha-
cer que, h partir de un cierto valor n, se verificase constantemente
nun'i>"y siendo p una cantidad mayor que cero y menor que el li-
mite a. De la misma manera se Icndria también

?
n n el
de donde sumando, se tendré

u,

Un-1-Wn+1 1%, Pl ) M
« -t- 1

pero la cantidad que hay dentro del paréntesis, siendo la suma de p
términos consecutivos de la série arménica , puede ser mayor que
cualquiera cantidad por grande que sea 8), y lo mismo esta suma
multiplicada por la cantidad constante P, y con mas razon lo sera el
primer miembro, que es la suma de/) términos de la série dada; lue-
go ésta no seria convergente, lo cual es contra el supuesto, y por tan-
to el producto no puede tener otro limite « distinto de cero, segun
qgueriamos demostrar.

i 0. Una série cuyos términos son positivos es convergente, cuando
la suma Su de los n primeros términos conserva un valor finito, aumen-
tando n indefinidamente.

Siendo todos los términos de la série positivos, la suma Sn au-
menta & medida que aumenta también el nUmero n de términos; y
como permanece finita aunque n crezca indefinidamente, se sigue
gue siendo S,, siempre creciente, & medida quen aumenta, tendera
hacia un limite finito, del cual no pasara, y por tanto la série sera
convergente.
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Observacion. Es necesario tener presente que todos los térmi-
nos de la série sean positivos; pues si tuvieran signos diferentes, po-
dria la suma S,» tener un valor finito, cualquiera que fuese el valor
de n, y sin embargo dicha série no seria convergente, como sucede

en general en las series indeterminadas.
11. Si dpartir de un cierto término de una serie, resulta una

série p%reial convergente, toda la série también lo sera.
Sea la série

WIl-j-Wn-d-U.ij +tj—=. -IrUn+p-\-.. [1],
de la cual la suma pardal
Wti-f-Uii+i-h... [2]

forma una série convergente, y vamos & demostrar que toda la série
[ 1] es convergente también.

En efecto, seas la suma finita y constante de los n—1 primeros
términos, y h' la suma constante y finita hacia la cual tiende la série
convergente [2]; la suma a (jue tendera la série [i] sera evidente-
mente S=s-t-S'; y cornos y S' son cantidades finitas, su sumas
también lo serd, y por tanto la serie [!]cs convergente.

12. Una série gm tiene su; términos positivos y menores respec-
tivamente que los de otra série convergente de términos positivos tam-
hien, es convergente.

En efecto, la suma S» de los n primeros términos de la primera
série, es menor evidentemente que la suma S'« de los n términos de
la segunda; pero esta suma S', tiene siempre un valor finito cual-
quiera que sea n, por ser convergente la série a4 que pertenece; lue-
go la primer suma S« con mas razén conservara un valor finito; y en
virtud del teorema 10, la série a que corresponde serd convergente.

CoNSECUEXxciA.  Toda série cuyos términos ademas de ser positivos
son menores que los de una progresion decreciente y prolongada hasta
el infinito, es convergente. Y segun el teorema 1j, basta que & partir
de un término cuahjuiera de una série sean los de otra menores res-
pectivamente que los de una progresion geométrica decreciente, pa-
ra que esta otra sea una série convergente.

13. 8i enuna série de términos positivos, dpartir de un cierto tér-
mino, la relacién de uno cualquiera al anterior tiende constantemen-
te hdeia un limite determinado yfinito 1, esta série serd convergen-
te 6 DIVERGENTE, ssgun qué el limite 1sea menor 6 mayor que la
unidad.
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Sea, en primer lugar, | un namero menor que la unidad, y su-
pongamos que en.la série

se verifica que & partir del enési?*io término, la relacion de uno cual-
quiera al anterior es menor que la unidad y tiende hacia el limile i
menor que 1. Sea k una cantidad comprendida entre /y 4, esdecir,
mayor que |y menor que 1; & medida que n aumente, la relacion
entre un término y el anterior se aproximara cada vez més al limite
I, y por tanto ira siendo menor que la cantidad k, de modo que se
tendra
<k, UrHr2</c, <*, e

De la primera desigualdad sacaremos

la segunda nos da

y si ponemos en esta en vez de «at-i una cantidad mayor se ten-
dra con mayor razoén, Un+%<ik-Un>
Del mismo modo hallaremos
Mit+3W ... Un-yp'~rk
donde vemos que los términos de la série [1], son, a partir del ené”
simOy respectivamente menores que los de la progresion geométrica
kun'k~Un-\-k Un~\-.., la cual es decreciente, por ser
la razén ; luego la série [1] es convergente. (12 cons.)
Sea, en segundo lugar, | un ndmero mayor que la unidad. A
partir de un cierto término, las relaciones
Wn+l n+2 ‘n+p
Ujt Wi+ Un+p~i
irdn aproximandose al limite /, y por tanto llegaran & ser mayores
que la unidad, lo cual prueba que los términos iran siendo crecientes,
y cada vez mayores; luego la série serd divergente, puesto que la
suma de sus términos podra llegar a ser mayor que cualquiera can-
tidad dada.

Observacion. Sicreciendo el nimero n, la relacion de un tér-
mino al anterior tiene por limite la unidad, no se puede asegurar
que la série sea convergente ni divergente; para determinarla es ne-
cesario recurrir & otras consideraciones.

Unicamente en el caso de que la relacion de un término al ante—
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rior fuese corstaiiteineiite igual 6 mayor que la unidad, aunque en
esle caso tuviese por limite 1, se podria asegurar que la serie seria
divergente; pues los términos serian iguales 6 crecientes, y por tanto
no tendrian por limite cero, condicidon necesaria para que la serie
fuera convergente. Ademas, siendo dichos términos iguales 6 cre-
cientes, resultara que, 6 partir del w, seran todos iguales 6 mayores
que este; de modo que si consideramos la suma de un numero p de
estos términos y la representamos por S'p, se tendra evidentemente
S';,= 6'"pun\ y comop, lo mismo que pun, puede ser tan grande
como se quiera, S'p puede ser mayor que cualquier cantidad dada por
grande que sea; luego la série serd divergente.

Cuando todas las relaciones son menores que la unidad teniendo
por limite \, 6 unas son mayores y otras menores tendiendo siempre
al limite I, la série podra ser convergente ¢ divergente, y aun inde-
terminada; mas para conocerlo hay que valerse de medios especia-
les como més adelante veremos.

14 Puede suceder que la relacion de un término al anterior no
tenga por limite un nimero determinado, como sucede en la série
0\ \ i 1 1 1 1
BHNADNAFIIA
en la cual la relacion de un término cualquiera al anterior es alter-

14 1 .
nativamente y —; pero como no excede a — cantidad menor que

la unidad, se podra asegurar que la série es convergente, lo cual se
demostrarla del mismo modo que el teorema 12, primer caso.

Sin embargo, no se vaya a creer que es condicién precisa para
que una serie sea convergente, que la relacion de un término al an-
terior sea constantemente menor que una cierta cantidad menor
qgue la unidad; porque una serie puede ser convergente y no cumplir
con esta condicion.

Sea. por ejemplo, la progresion geométrica decreciente prolon-
gada al iuiinito,

m~2 A 8""N16"*"32"M64'M128NMN " ¢
gue sabemos es una serie convergente. Si en ella permutamos los tér-
minos de dos en dos, obtendremos la serie convergente también

! 411—4 4 1,4 ]-ZI— h
B R e
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en la cual la relacion de un término cualquiera al anterior es al

\
ternalivamente 2 y —, la cual no permanece siempre inferior & la
M

unidad.

LECCION I1.

Teoremas relativos & la convergreneia y diverorencia de séries enyos términos estan afecta-
dos de signos diferentes.—Calculo del valor de una serio.

TcOFcmalirelativos Alln coiiTersencl«y illvergenola de sérica enyoa tér-
minos «atun aroctiidos e signos cllfcrcutca.

15. Siuna serie de términos positivos es convergente, la serie que
resulta de afectar d los términos signos cualesquiera, también es con-~
vergente.

Sea la série convergente de términos positivos

UiHt2-%-.. —  j—

cuya suma de los n primeros términos es Su, la cual permanece fini-
ta cualquiera que sea n, y tiende hacia un limite finito y deter-
minado S. Afectemos & los términos de la série de los signos -1 y —;
representemos por la suma de los positivos que hay en los n pri-
meros, y por S'gla de los negativos; de modo que tendremos, lla-
mando S'u h la suma algebraica de los n primeros términos de la
nueva serie, — S',; y como por hipétesis se tiene que
Srt=S'~*-hS'i es una cantidad finita, S', y seran cantidades finitas
que tenderan Inicia ios limites finitos y S, cuya suma es S; por
tanto, tendiendo y S', hacia los limites finitos y determina-
dos yS,;, su diferencia S'n tendera hacia un limite finito y deter-
minado, diferencia de estos limites, ci cual representandole por Su,
se tendra S,t=S"— luego la série que se obtiene afectando a los
términos de lo propuesta, que se supone convergente, los signosH-y
—, es convergente también, puesto que la suma de sus términos
tiende hacia el limite finito y determinado  —Sq.

Consecuencia. Una série de términos afectados de signos dife--
rentes es convergente, cuando considerados todos con un mismo signo,
lo sea también.
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La reciproca no es verdadera; es decir, que una serie de térmi-
nos de signos diferentes puede ser convergente, sin que lo sea la que
resulta de considerar & todos los términos con un mismo signo. La

1 1 4 |1 |
serie 1— —T"Nir—a™ convergente, como mas adelante
o 4 "¢ gente,

veremos (16), y sin embargo no lo es la que resulta de considerar &
todos los términos con un mismo signo.

16. 8i los términos de una serie son, d epartir de uno de ellos,
alternativamente positivos % negativos, y decrecen constante é indefi-
nidamente teniendopor limite cero, la serie es convergente.

Sea la série

aiUpZ~Up+in...
en la cual los términos son, & partir del enésimo, alternativamente
positivos y negativos, y ademas decrecientes, teniendo por limite
cero, de modo que lim. u”~=0. Si en esta série prescindimos de los
n primeros términos, y probamos que la série «i — es con-
vergente, la série propuesta también lo serd (11).

Para ello representemos en general por S;, la suma de los p tér-
minos, a contar desde lu, y supongamos, para fijar las ideas, quep
es un nimero par, de modo que tendremos la série de igualdades,

S,=w,

S&Uj—W

S j= UWMWs= U— (ti4— Uz)

84= « ! —U,~j-Uz—Ui=Ut—[iL—lis )— Ut

S;;=Ul —Mi-hU3 —Ui-~U j=-Ui — (iij---UB) — (U4--U})

Sjp=Ui —Ut-\-Uz —UiH-Wj—til4-... -hM/T E—«p

=ui—{u—us)— [tu— ) — ... — (W o— —Up;
6 lo que es lo mismo,
Si=Ui
Sa=MI —Uj

Su=Si—[ur~3)
S4=Ss+(«3—U49
85= 83— (li4—UH
Sc=8 4-1-(u5—u ()

Sii—Sj:_2h{%—3—])
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lo cual DCS prueba evidentemente, que las sumas que comprenden
un nimero par de términos van creciendo, y las que comprenden un
namero impar, decreciendo; es decir, que
SinSanSisnS,..

y S,<CS&CIS&NS8-.<CSp;
pero la diferencia de dos sumas consecutivas es siempre el Gltimo
término; es decir, Sp—Sp_i=«p; y como lim. Up=0, la diferencia
Sp—Sp_i tiene por limite cero. Pero-la suma total de la serie se ha-
lla constantemente comprendida entre dos sumas parciales consecu-
tivas; luego esta suma es constante y finita, y por tanto la série es
convergente.

Observacion. Es condicion precisa, para que el teorema an-
terior sea cierto, que los términos sean constaiitemente decrecian
tes y tengan por limite cero, pues esta Ultima condicidon no es sufi-
ciente.

isn efecto, si los términos de una serie son alternativamente positi-
vosy negativos, y el limite del términogenei‘al es cero, pero sin que
por esto se entienda que los términos han de ser constantemente decre-
cientes, es decir, uno cualquiera menor que el anterior, la séne podra
divergente.

Para demostrarlo consideraremos la série de términos alternati-
vamente positivos y negativos, y cuyo término general tiene por li-
mite cero.

1 1 \ i
I/72-i-t /3~1 ¥ 3+1 t/i—1 ¥ 44-1
4 1 1 1
[/~"N\ i/n+l /n+1—1 |I/ji+i-rl
en la cual la suma algebraica de un término positivo cualquiera con

o . 2
el negativo siguiente, es igual & ----- siendo n el ndmero que hay
1

debajo del radical délos términos que se consideran; por tanto, la
suma de los 2n primeros términos de esta serie, sera

/1 1 1

Ssn 2 m3 "

lo cual prueba que S2n puede ser mayor que cualquier cantidad da-
da, pues la que hay dentro del paréntesis, es la sumo de n términos

4 n— i nj
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de la série armodnica, y ya se ha demostrado que puede crecer inde-
finidamente.

17. Si enuna série cualquiera se verilea, que creciendo n indefin(
damente” la raiz enésima del término general Un es constantemente me-
nor que una cantidad ac”l, la série es convergente,

Seala sérieW|+M2j-u3t-.,,4-u,_f-«j~”j_|_,.. y supongamos que,
a partir del enésimo término, se tiene constantemente
— n+ly n+2,

r Wn<tq, KMn+i<Cl*j I' W2<”a,..,
de donde
Wn+/M<a” +7 «,+2<a’+2...

La serie propuesta, teniendo sus términos & partir del enésimo
menores que los de la progresion geométrica decreciente «"+«<’+<-}-
*»+24-.,. que sabemos es una seérie convergente, es también con-
vergente (12 CONS.), segin queriamos demostrar.

Observacion. Si V Ugfuese constantemente mayor que i, la série
de que es término general Un seria divergente.

En efecto, siendo n por su naturaleza un nimero entero y positi-
I

YO,y constantemente mayor que 1, los términos U, +<,W,+]j,
etc., seran siempre mayores que la unidad, y por tanto la série sera
divergente (7).

Célcalo del Talorde una série.

18. Ya hemos dicho que las séries tienen por principal objeto
hallar valores particulares de las funciones algebraicas y trascenden-
tes. Para ello se desarrolla la funcién dada en série convergente; es
decir, se busca una série cuyo valor sea igual al de la funcién en ca-
da caso particular que se le considere, y entonces, si se pudiera ha-
llar el valor exacto de la série, se tendria también el de la funcién*
pero lo que se hace es hallar el valor aproximado de la série, to-
mando por el de toda ella el que expresa la suma algebraica de sus
primeros términos, el cual se aproximaré tanto més al verdadero va-
lor, cuanto mayor sea el nUmero de términos que se sumen, y sobre
todo cuanto més convergente sea la série. En las séries poco conver-
gentes, hay que tomar un namero muy crecido de términos, para
obtener valores aproximados convenientes. El error que se comete

Tomo 1. 2
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tomando por el valor de la série el de la suma de sus primeros tér-
minos, es precisamente la série que forman los términos que se des-
precian, cuya suma es lo que se llama el resto de la série. Si halla-
mos un nimero mayor que el valor que tiene el resto de una série,
se tendra un limite del error que se comete tomando por el valor de
la série la suma de sus primeros términos.

19, En una progresion geométrica decreciente, el error que se co-
mete tomando por el valor de la série la suma de sus n primeros tér-
minos, es igual al dltimo término que se considera multiplicado
por el cociente de dividir la razén por la diferencia entre éstay la
unidad.

Es decir, que en la progresion decreciente

el error que se comete tomando por el valor S de la série, el valor
de la suma de sus n primeros términos, el cual se representa en ge-

neral por S, sera aq'
X—q
En efecto, la suma S,i de 16s términos de una progresion decre-
ciente, es, como ya se sabe,

(o]

M 1—9 1—9

Despreciando todos los términos, & partir del enésimo, desprecia-

rnosla suma de los términos de la progresidn aq"-X-aq"'-i-aq" " -i-...

aq™ 9 .
cuya suma total es, segin se sabe, y— =aq”_'~’\ expresion
que esta conforme con el enunciado del teorema.

20. En una série de términos constantemente decrecientes y al-
ternativamente positivos y negativos, el error que se comete tomando
por el valor total el de la suma de sus n primeros términos, es menor
que elprim&r término que se desprecia.

En efecto, hemos vistp (16), que el valor total de la série pro-
puesta, se halla constantemente comprendido entre dos sumas par-
ciales consecutivas; es decir, quesi la série es

— Ui-h-Wj— ... -\-U, — Urt+l-HW ,+2 — Un+Z-\ -...
setendraS>Sn—U;+i, y S<Sn; pero la diferencia de estas dos
sumas parciales es u,+i ; luego el error que se cometera tomando "
por el valor S la suma S ,,, serd menor, segin queriamos demostrar,
que el primero de los términos que se desprecian
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21. En general, para determinar un limite del error que se co-
mete al tomar por valor de una série la suma de los primeros térmi-
nos, se compara el resto 4 una progresion geométrica decreciente; y
si se prueba que los términos de la série son respectivamente meno-
res que losde la progresion, su suma serd& menor también; y como
el valor de la suma de los términos de la progresion es conocido,
este sera un limite del error que se comete en la série dada.

Sea, por ejemplo, la série
«iH-«s-1-M8 i-h--* [1].
Supongamos que la relacion de un término al anterior es, a
partir de un cierto término u,, , constantemente menor que  sien-
do a una cantidad menor que 1; en este caso el resto de la série
serd menor que

. o1
Whe via-l— 1ly?Un +l gt
i—i
luego un limite del error cometido en la série [1], tomando la suma

de los n primeros términos, sera u™+i —_
1—a
22. Si en una série se verifica,
a partir de un cierto término u,, que permanececonstantemente
menor que «, siendo a<; 1, el resto sera menor que los términos de
la progresién

Tt <f.«» S Nan+3 | .
-«

luego un limite del error que se comete en la série dada, serd -—

es decir, el error que se comete sera menor que esta cantidad.
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LECCION m.

Ejemplos de séries.

i;lemplos deséries.

23. Sea, en primer lugar, la série armonica
111 11

cuyos términos son todos positivosy constantemente decrecientes
teniendo por limite cero, todo lo cual contribuye a creer que la sé-
rie pueda ser convergente; la relacién de un término cualquiera al
anterior, es

1 1 n—1 1

n n—1 n n
cantidad menor que la unidad, pero que tiene por limite 1; por ton-
to, todavia no podemos decir, fundados en estos datos, que la serie
sea convergente ni divergente.

Si recurrimos & la regla de convergencia que hemos dado (9),
veremos que el producto en la série armonica, es constantemen-
te igual & 1; pero si la série fuera convergente, nw,, tendria por li-
mite cero; es asi que no tiene por limite cero, luego dicha série ar-
monica es divergente, como ya sabiamos ().

21. Sea, ensegundo lugar, la série
1 11 _ 1, 1
La relacién de un término cualquiera al anterion, es
1 1 _ (li—21n
(j— fi™
cantidad menor que la unidad, pero que tiene por limite 1;y por
tanto, la série podréa ser convergente 6 divergente.

El producto nw, es en este caso n --=—, que tiene por limite
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cero, cuando n tiende héacia infinito; luego la série podra ser conver-
gente; y en efecto lo es, como se puede demostrar por medio de la

descomposicion en grupos; asi,
4 17~11 i

Formando un segundo grupo con los cuatro términos siguientes, se
tendra evidentemente

t i 4 4 4 4 4 1 i
427527 BATAN RNA2 N B2 yn g
4 1 4 8

Del mismo modo tendrem o0s4-..-
45*/\/\“ 8*

y asi sucesivamente; de donde podemos concluir, que la suma total

de los términos de la série
4 4 11 4

es menor que la de la progresion decreciente
4 4 11
4 m2 4 m8 m
y por tanto, dicha série es convergente.
25. Sea la série
X X X'
1 42 423 42..n
el término general tiende, cuando x es mayor que la unidad y n cre-

0
ce indefinidamente, héacia el limite ~ = -~ ; cuando ires igual 6 me-

flor que la unidad, entonces tiene por limite cero. Sin embargo,
nosotros demostraremos que la série es convergente, cualquiera que
sea el valor de x\ en efecto, la relacién de un término cualquiera
al anterior, es
X '~ X "~ X
423.n 123. (n—

la cual tiende hacia cero a medida que n aumenta, y por tanto la se-
rie es convergente (13), cualquiera que sea X.

En esta série los términos serdn crecientes al principio, si x es
mayor que la unidad; pero luégo principiardn & ser decrecientes.

Si la série es
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X X* X
2 3 n
la relacion de no término cualquiera al anterior, sera
Xt XN on—1
n *n—t n
la cual tiene por limite x, cuando n crece indeflnidamente; por tan-
to, la série sera divergente 6 convergente, seglin que x sea mayor 0
menor en valor numérico que la unidad; si x fuese igual 1, se ten-
dria la série armdnica, que ya sabemos es divergente.
26. Sea la serie & que da origen la férmula del binomio supo-
niéndola verdadera cualquiera que sea w,
m mim—4) ,, _m(m—1) (m—2)... (m—n)
4.2.3... (n—4)
El limite de la relacion de un término al anterior, es en este
caso

(m-2) m(m-1) (m-2)
4.2.3 .\n *  4.2.3.(n—10)
m- Z_rl_'_lﬂg;_ _'!!:'-_@_4\

n \ n

El limite de esta relacion, cuando n=00 , es—x; luego la série
s6lo sera convergente en el caso de ser x menor en valor numérico
que la unidad, es decir, cuando el valor de x se halle comprendido
entre4-1 y — 1e

27. Sea la série

1 1 4 4
24ng" 2.3 4.2.3.nn'"
1
Srmi = tiene por limite cero;
cuyo término general u« 4.2.3 . (—4
la relacion de es en este caso
4 1 1

4.2.3..n"4.2.3..(n—4 n
la cual tiene por limite cero; por tanto, la serie es convergente. Su
valor estd comprendido entre 2 y 3; en eiecto, este valor es eviden-
temente mayor que 2, puesto que se desprecian para obtenerle to-
dos los términos, & partir del tercero; el resto es por consiguiente
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4 4 1
4.2"n"2103 1.2.3.., (—1
Cada uno de estos términos, & excepcion del primero, es menor
que el tértnino correspondiente de la progresion

mo n =1-

luego el error que se comete, tomando por el valor de la série dada
sus dos primeros términos, es menor que \, y por tanto el numero e
es menor que 2-4-1=3.

28 EI nimet'O e es inconmensuraMe. Si fuese igual a una cantidad

conmensurable 1, se tendria
9
« 4 1 i 4 1
q "~1'12 0 123 1.23..g 1-23.
Multiplicando por el producto 1.2.3... g los dos miembros de
esta igualdad, y representando por N el namero entero que resul-

ta de la suma de los g-i~i primeros sumandos, que son enteros, se
tendra
1 1
1.2.3.. (g—l)Xi):N47,\4_1 (r+1) (5-1-2)

1

il;
(i+1)(?+2) (?+ 3) 1l
pero se tiene
1 1 n
2+1 @+’ @+ 2 (?2+1) (9+2) 9+ 3
1 1 1

Olo que es lo mismo,

i , n I~ m *

9-1-1 3B+N) 9
por tanto, el primer miembro de la igualdad [1], que es un nimero
entero, resulta ser igual & un nimero entero N, mas una fraccién

J .
menor que — lo cual es absurdo; luego no podemos admitir que el
9

. , P .
nimero e sea un nimero conmensurable —; Iuego €S Inconmensu-

rabie.
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29. Si quisiéramos obtener el valor de e con un cierto grado de
aproximacioén, observariamos que, tomando en esta série la suma de
los n-4-1 primeros términos, el error que se comete, sera

1 \ n
1.2.3... (n+ 1) 1.2.3... (n-4-2] 1.2,3... («-H3)
1 \ 1
\.2.3.. N\n-\-i (71+1) (n+2) (n+1) (n+2) (n+3)
y segun la formula [2], dicho error serd menor que------ -------- X-—
1.2.3..n n=*

es decir, menor que e! Gltimo término que se considera, partido por
el nimero de términos considerados ménos uno.

Si queremos obtener el valor de e con doce cifras decimales, prin-
cipiaremos calculando cada uno de los sumandos de la série en mé-
nos de una unidad del 6rden catorce, unos por defecto y otros por
exceso, y asi estaremos seguros que aunque tuviéramos necesidad
de considerar cien términos, el error cometido en la suma seria me-
nor que una unidad del 6rden doce {Arit. * 316J. Cuando hayamos lle-
gado & un término cuyo valor sea menor que una unidad del 6rden
que marque la aproximacion, ya no se calcularan mas, y la suma de
los calculados serd el valor de e, del cual solo se tomaran las doce
primeras cifras decimales.

Calculando les términos de la série con catorce cifras decimales,
veremos que los diez y siete primeros nos dan para valor de e el nd-
mero 2,71828182845901, el cual es exacto hasta la cifra del érden
trece, y con mas razén hasta la doce.

Calculo del valor de e.

1+1 — 2,00000000000000
~ = 0,50000000000000

lal — 9,16666666666666

12 = 004166666666666
sz,s = 0,00833333333333
121. = @,00138888888888

L= 0,00019841269841

12..7
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{5 g= 000002480158730
., = §00000275573192
121i = 00000027557319
1oq1= 0.00000002505211
1
it 0,00000000208768
.- = 0000000016059
.. = 0000000001147
= 0000000000076
115> 000000000000005

e=Si%E 2,71828182845901
30. Sea, por ultimo, la série

1,1, 1, , 1
A 1 . -
en la cual el término general tiene por limite cero;
n(m-"\)
. . 1 .
del mismo modo se ve, que lim. yriu,, 1= 0, lo cual nos in-

dica que la série podréa ser convergente.
La relaciéon de un término al anterior, es
1 1 n—1

n(n-h)*(n—NHn n-|-I’
" Un
de donde se deduce facilmente, que lim. Un-I: 1;
lo cual nos prueba, que la série podra ser convergente, pero que de-
bemos recurrir & medios especiales para descubrirlo.
Para ello observaremos, que en cada término de la série dada se
verifica
I d i I 1 i n 1
1.2” 223 2 3" n(nH-) n n-j-I'**
de donde deduciremos que la suma de los n primeros términos.

sera S« : de donde, Iim. S, = 1.
n-{~I
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Por consiguiente, la série es convergente, y la sunna de sus n
primeros términos tiende & valer 4 cuando n crece indefinidamente.

LECCION 1V.

Desarrollo de una expresion en série.—ldea general de las séries recurrentes.—De las
séries imaginarias.

Desarrollo de una expresion en série.

3L Por medio de las séries se pueden hallar facilmente valo-
res aproximados de expresiones, tales como determinar el logaritmo
de un namero, el valor de una exponencial, el de una linea trigono-
métrica, la relacién de la circunferencia al didmetro, etc., los cuales
seria muy pesado 0 dificil obtener por otros medios. Pero es necesa-
rio para esto, saber trasformar la expresion cuyo valor queremosde-
terminar, en una série que exprese dicho valor; la cual, como ya
sabemos, ha de ser convergente, pues solo las séries convergentes
pueden representar un valor determinado y finito.

32. Cuando una expresion se trasforma en otra compuesta de
un namero finito de términos, se obtiene una igualdad en la cual el
segundo miembro en genera! es el resultado de las operaciones indi-
cadas en el primero, y que por tanto se debe verificar para cualquie-
ra que sea el valor que se le dé & cada una de las letras que entran
en ella; pero si el segundo miembro se compone de un ndmero in-
finito de términos, que satisfacen en su formacién & una ley cons-
tante, entonces la igualdad no se verifica siempre; esta sujeta acier-
tas restricciones, que es necesario no despreciar, para no incurrir en
graves errores.

Sea, por ejemplo, la expresién de que ya nos hemos ocupado

anteriormente --—-- , la cual, segun las reglas de la divisién, da

{Alg. elem. 85)
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/\+1
1

'1].
4—ic | [ -

Este segundo miembro se compone de un ndmero determinado
n de términos, y no es otra cosa que el resultado de la operacion in-
dicada en el primero; por tanto, debera verificarse, como en efecto
sucede, cualquiera que sea el valor que demos a x\ asi, hacien-
do ®=2 y n=o0, se obtiene la igualdad evidente

—il-=-4=I-H 2+4-h8-hi6+32-H -—64-=63 — 64.

h—2 ‘C A

Si el namero de términos crece indefinidamente, 6 si hacemos
n=co, la igualdad [4] siempre se verificara, pues cualquiera que

sea n, se tiene [Arit. 414)

1 —

de modo, que sustituyendo este valor en la igualdad [4], se halla la
identidad independiente de n,
1 1

4 x \— X

Si al prolongar indefinidamente la division de 1por 1—x:, pres-
cindimos del resto y solo consideramos la série a que da lugar, se
obtendra la igualdad
ey " 21

la cual no siempre seré cierta. En efecto, si damos & x valores nu-
méricamente mayores que la unidad, el primer miembro se reduci-
r4 a4 una cantidad finita positiva 6 negativa, mientras que el segundo
crecerd indefinidamente en valor numérico; por tanto, cuanto ma-
yor sea el nimero de términos que consideremos, tanto mas nos ale-
jaremos del valor que tiene la expresion que did origen a esta serie.
Si por el contrario, x es numéricamente menor que la unidad, cuan-
to mayor sea el nimero de términos que tomemos en la série, tanto
mas nos aproximaremos al valor de la expresion que la produjo,

1
pues dicha suma, como ya sabemos, tiene por limite T cuan-

do x<i 4.
33. De lo dicho anteriormente se deduce, que la divisién puede

emplearse, en algunos casos, para desarrollar una expresion en
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série, la cual siendo convergente, podra servir para calcular valores
numeéricos aproximados de dicha expresién; pero de ningin modo
servira para este objeto, si la série que se obtiene en el desarrollo es
divergente.

34. Para desarrollar una expresion en série, se usa frecuente-
mente el método llamado de los coeficientes indeterminados, el cual
vamos a exponer en pocas palabras, haciendo algunas observaciones

mnecesarias, para no incurrir en inexactitudes & que dicho método
podria dar lugar.

El principio en que se apoya el método de los coeficientes inde-
terminados, es el siguiente: si para cualquier valor de x se verifica
la igualdad

0=Ao-3Aja— JAsicA o, FANa/" taee 1»
se deben verificar también las siguientes:
Ao~0, Ai—0, Ag—0, A,=0,...

Este principio se demuestra generalmente, diciendo: puesto que
la igualdad [1] se ha de verificar para cualquier valor de x, si hace-
mos x—0, se tiene 0=A"; y como el valor de Aq es independiente
de X, siempre conservara el mismo valor; por tanto, la igualdad [1]
se podra simplificar suprimiendo el sumando A", que constantemente
es cero, y dividiéndo por x, de modo que dicha igualdad se conver-
tird en esta otra,

0=Aj— = o AAEAtICT g

la cual es de la misma forma y se halla en las mismas condiciones
que la propuesta; por consiguiente, se tendra también 0 =Ai, y de
la misma manera se halla Ag=0, A3= 0... Pero observemos que
esta demostracion, concluyente cuando el nimero de términos es
finito y finito también el valor numérico de cada coeficiente, deja de
serio cuando el nimero de términos es infinito, 6 alguno de estos
coeficientes se reduce & infinito; porque en cualquiera de estos ca-
sos, al hacer a?=0, la igualdad [1] se convierte en una expresion de
la forma 0=Ag¢l-00X 0, de la cual no se puede deducir que A" sea
U no cero, pues siendo 0oxO una expresiéon indeterminada [Alg.
elem. 262), podra tener un valor igual & — A%, en cuyo caso la igual-
dad propuesta podra ser satisfecha sin que se verifique la condicion
Ao0=0.

Para que este principio pueda demostrarse con todo rigor, hay
gue enunciarle del modo siguiente:
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35. Si constantemente se verifica por cualquier valor de x la
igualdad
0= A Aj24-A2 R o
siendo los coeficientes A®, A |, Aa,.** cantidades finitas™ se verificaran
también las siguientes:
A=0,. A,=0,..
cualquiera que sea el nimero de términos de que la anterior igualdad
se componga.

Ed efecto, si representamos por Aj>el mayor de los coeficientes
At, A2 As*** setendra
AiicH-A2a;'"M-1-..+A,a3«-h..<Ajai{l+iCH-ic2 + ..+a?."~*-t-.)

L . ; / 4 ar \
6 AP £ A2IC*H eee”T A "™*{'eee <C ApiZ"X l\i—x 1_Xfl
desigualdad que, para valores de x menores que la unidad, se redu-
ce cuandon= 00, &

\
Aizz A2 A3XN"4 «= ApiC]!X\ X'

1
pero la expresion A«x X --——-- tiene por limite 0, cuando a?=0,
X

puesto que Ap es una cantidad finita; luego la expresion
AiiC-f-Aaa”™-HAalfi"H-.*.

1
que numéricamente es menor que hp X X ------ , tendra también por

limite 0, cuando t= 0; y por tanto, para el valor de a;=0, la igual-
dad [I] se reducira a 0=Aj,.

Una vez probado que A”=0, se tendra, como anteriormente he-
mos expuesto,

0=Ai-4-A32;+A3 27®+ «-H-A«
de donde deduciremos, de la misma manera, que A ,= 0, y lo mis-
mo de los demas coeficientes, y por tanto el principio queda demos-
trado.

Consecuencia. Si se timen dos series ordenadas con relacién &
las potmcias crecientes de X constantemente iguales cualquiera que
sea el valor de x, los coeficientes de las mismas potencias de esta le~
tra™ que svponmiosfinitos, son también iguales.

Supongamos que para cualquier valor de x, se tiene siempre la
igualdad

NO+NL N2 H= A H-Ai (C-f-Al
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de la cual deduciremos, pasando todos los términos & un solo
miembro,

—08)2*-)-..
y como los coeficientes «i, 02,... AN A, Aa,.. son finitos, las
diferencias AA—a", Aj—a{, A2— seran finitas también; y seguin

el principio anterior, se tendra
Ao—<?g=0, Ar—d\= 0, A2—02= 0,

de donde AN=aj™t A\—a\MAz2~a-j...
lo cual queriamos demostrar.
36. Esto supuesto, el método de los coeficientes indetermina-

dos para desarrollar una expresion E* en série ordenada segin las
potencias enteras y crecientes de una letra .'c, consiste en igualar di-
cha expresién & una série de esta forma, de modo que se tenga la
igualdad que podremos llamar hipotética
E A,+Alx-"ANax®!1-A3 LA XL [i1,

en la cual los coeficientes AN, Ar, As,... son cantidades que hemos
de determinar, con la condicién de que la igualdad [1] se verifique
con independencia de los valores de x; después, por medio de tras-
formaciones faciles, se reduce la igualdad anterior a otra de la
forma

cuyos coeficientes P?, Pi, P¢,... son independientes de .r, pero de-
pendientes de A,, Al, Aa,... y de las constantes que entran en la ex-
presién dada E*; por tanto, para que el método sea aplicable, es ne-
cesario que dichos coeficientes sean finitos, y ademas las ecuaciones
que resultan del principio fundamental (30), es decir Po~0, P, =0,
P¢=0,... sean compatibles, en cuyo caso el desarrollo serd posible,
y podremos deducir de estas ecuaciones, que llamaremos de condi-
cion, los valores de las cantidades A,, Ai, Aa,** las cuales, si siguen
en su formacion una ley constante y general, daran origen a una sé-
rie que serd la producida por la expresion dada. Pero se tendra muy
presente, que para hacer uso de esta série en el calculo numérico de
la expresion que la ha producido, es necesario asegurarse primero de
que es convergente, pues de lo contrario la igualdad no seria siem-
pre cierta, como ya hemos visto que sucede en la divisiéon de 1 por
\ - X,

Apliguemos este método a algunos ejemplos de las séries recur-
rentes.
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Sérles recurrentex.

37. Se llama sene recurrente, aquella en la cual un término
cualquiera, & partir del n + i, se forma en general de los n términos
consecutivos anteriores, multiplicados por las cantidades respectivas

anx", de las cuales a”, a" dn, son cons-
tantes.

Estas cantidades a”x, etc., forman lo que se llama en las
séries recurrentes escala de relacion.

Se dice que una série recurrente es de 'primer orden, cuando para
formar un término, no se necesita mas que del anterior; de segundo
érden, cuando se necesitan los dos anteriores; y en general del orden
n, cuando es menester n términos consecutivos para formar el que
sigue.

En las séries recurrentes del 6rden n, los n primeros términos no
se forman segln la ley general, la cual principia desde el término

. —hx .
Sea la fraccion -------------- la expresion que queremos desarro-
a'-\-h’x~\-cx”

llar en série; y como se conoce, mediante la division, que el cocien-

te sera de la forma no habra inconveniente en
establecer la igualdad

y multiplicando por el denominador, y pasando después los términos
del numerador al segundo miembro, se hallara

0=A,a”-|-Aia" x-*"A™a"\x"-"Sza' x"-\-A"af
—a-hA,6' H-Ai6[ -j-Agin
b +A,c/] ~\-Aid ~\A"d
Las ecuaciones de condicion para que esta igualdad se veriGque
con independencia de los valores de x, son
AMa—a=0, Aié-*Alb’—6=0, A2a"-|-Ai6"-i-ANi/=0.
A ~-AA\ATA A0, AdTINF-ASIN{-Agi/~=0,

de donde se saca
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Al——— ,=_A'a._4a,
0j a al a'
i1
Aa-----é,rAa Al, Ai=— ArAa—---era
5 d
A” = - 'rAH_I ----- ﬂ” 2!

De estas igualdades se deduce, que la série & que da origen la
fraccién propuesta, es una série recurrente de segundo orden, en la
cual, & partir del tercer término, cada uno se forma de los dos an~

- . . d
tenores, multiplicados respectivamente por las cantidades------ -y

d
----6e<iue constituyen la escala de relacion.

Si efectuasemos la division indicada y la prolongasemos indefini-
damente, obtendriamos el mismo resultado.

Aplicando el mismo método 4 la fraccion - r-i--—--

obtendremos también una série recurrente de tercer 6rden, cuya es-
d d al

Y en general, una fraccién de la forma

al-\-dx-rdxM~\-... + k'
da origen & una série recurrente del 6rden n, cuya escala de rela-

Clon es------X , ----- — L s y por consiguiente, la expre-
a a
sion del término general, a partir del n+ 1, sera
d d
A,,+p«"+’\:-----J—ich,,+p_"<‘,C"+P-* ----- JXAXknp—
a a

Id

al
38. Si el numerador de la fracciébn que queremos desarrollar
en série, fuese de un grado igual 6 superior, con relacion a a? que
el denominador , se efectuaria la division, y obtendriamos por co~
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dente una parte entera seguida de una fracdon, cuyo numerador
seria el resto y el denominador el divisor, esta fraccion se hallarla en
los casos anteriores, y por tanto podriamos desarrollarla en série re-
currente.

39. Por lo que llevamos dicho del método de los coeficientes in-
determinados, se deduce que es condicion indispensable, para su apli-
cacion, el conocer de antemano la forma de la série que ha de ori-
ginar la expresion dada, lo cual no siempre es facil determinar ¢
priori. Asi, debemos considerarle como hipotético en la mayor parte
de los casos; muy fecundo como método de investigacién, pero de
escaso rigor matematico; por lo cual no se debe abusar de su fre-
cuente aplicacidn, teniendo cuidado siempre, después que se han ha-
llado los valores de los coeficientes Aq. Ai, A«,... ver si la série ob-
tenida es convergente, y si realmente expresa el valor de la cantidad
que la produjo.

40. A veces nos indica el mismo método, la imposibilidad de
desarrollar una expresién dada en una série de la forma ordinaria

mAfIH-Aiir-i-AaiC'-i-... lo cual se conoce cuando llegamos-a una ecua-
cion de condicion absurda, tal [como 8 =0, ¢ hallamos para valores
de los coeficientes AN, k t, etc., valores infinitos,

Sea, por ejemplo, la fraccién que tratamos de desarrollar eu
série,
3
2a?H-3x®*
Aplicando el método de los coeficientes indeterminados, ha-
remos

Quitando denominadores y trasponiendo, se hallara
0 = —3-[_2Ay.x4-2Ai XX FISAARaXRCEI22E3
H-3A(j + 3Ai -i-SAa
de donde se debera tener,
— 3= 0, 2A,=0, 2AiH-3Ac= O, ...
ecuaciones evidentemente incompatibles, por ser absurda la pri-
mera.
Esto prueba, que la expresién dada no se puede desarrollar
en una série de la forma supuesta; lo cual se ve inmediatamente
pues si hacemos xz=0, el primer miembro se reduce a 00, y €) se-

TOMO |II. 9
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cundo a A%; luego por lo menos uno de los coeficientes seria infini-
to, y en este caso el principio fundamental (33) no es rigorosamente
exacto. ) _
Con todo, si observamos que la fraccién propuesta se puede po-
ner baio la forma
5 1 3

X
2r-T-3£~0 X

ue la fraccién _ da sin inconveniente alguno
v 2-1-301

A »1/—\ L7-1A2 -FA3
2-1-32
de donde deducimos
0N2AA-2A1 X-i- 2Aa
— 3-h3Aq -h3A, -h3AS "H
y segun el principio fundamental, se hallara

A o = f A .= = | - A o, A 2: — - AL A, = A
or tanto.
yp 97
1X-
2-h3ir 2 4 8 16
tendremos, por Gltimo, la série
3 3 9 - f 7 81
2, w3 2 4 8 16

gue sélo nos servira para calcular el valor de la expresion

2
cuando & g sele den valores menores que —, condicion precisa para

que la série sea convergente.

De las séries Imaginarias.

41. Se dice que una série de términos imaginarios de la forma

es convergente, cuando la suma de los términos reales
tiene por limite un nimero determinado y finito S, y la suma de los

coeficientes d e I ~ tiende dcl mismo modo hacia otro limite de-
terminado y finito $®; en cuyo caso el limite de la suma de los tér-

minos de la série, se dice que es —1.
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De lo dicho se deduce, que las condiciones de convergencia de
una série de términos imaginarios, se reducen a las condiciones de
dos series reales, en las cuales se descompone la propuesta. En algu-
nas ocasiones basta determinar las que se refieren & la serie que for-
man los médulos de los términos de la primera y probar que la séne

que forman estos modulos es convergente, para que la séric dada
lo sea también.

LECCION V.

De las fnnoiones en general; diferentes clases de funciones.—Modo de representar
las funciones geométricamente.

De las fauciones en general; direrentes olascs de fancfones«

42. Se da el nombre de variable, & toda cantidad susceptible de
recibir sucesivamente, en la cuestién en que se la considera, dife-
rentes valores.

Si los valores que una variable puede recibir son completamente
arbitrarios, se dice que esta variable es independiente”, pero si los va-
lores de una variable dependen de los que se le den €otra con la cual
esté intimamente relacionada, la primera se llama dependiente de la
segunda, 6 mas bien, se dice que es una fmeion de esta segunda.

Seay una variable cujos valores dependen de los que 6 otra va-
riable (c se le den y de la séric de operaciones que con esta hay que
ejecutar; la variable y es una funcion de x, y la relacion que liga a
estas dos variables, se indica por la igualdad y=f{x), que se leey
igual & funcion de x.

El simbolo f{x) expresa la sérte do operaciones que hay que eje-
cutar con la variable x, para obtener el resultado que nos da cl valor
dey.

Se llama funcidn expltcila® aquella en la cual se conoce la série
do operadfoncs que hay que ejecutar con la variable independiente
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para hallar el ralor de la funcién; 6 lo que eslo mismo, aquella que
se da bajo la forma y=~f{s;). Cuando la relacién que hay entre una
funcion y y su variable independiente x, se da por una ecuacion de la
forma F [x, j')=0, que se lee funcion grande de g é i/ igual cero, y no
se conoce la série de operaciones que hay que ejecutar con x para
hallar el valor de y, se dice que la funcién es implicita. Vara obte-
ner la funcién explicita correspondiente & una funcion implicita ¥{x,
y)=0, hay que resolver esta ecuacién con relacion & la variable de-
pendiente.

Las funciones pueden depender de una 6 mas variables, las cua-
les se suelen representar por las letras x, vy, u... Una funcién ex-
plicita de mas de una variable, se expresa generalmente por

«na funcién implicita de estas mismas variables, se expresara por
F(Ec, y, z, u, v...]=0,

cuyas expresiones se leen, y igual funcionde z, u, v,., y junmngran-

dedeil,j,z,u,y...igualcero. _

Cuando se quiere indicar que dos funciones son distintas, aun
gue dependan de unas mismas variables, se expresa por la letra di-
ferente que se antepone al paréntesis que contiene & estas variables;,
asi, las expresiones

y= f{x,z,u), y-=~Y[x,z,u), y=="{x,z,u),
indican tres funciones distintas de las variables a?, z, ti.

Para indicar que en una cierta fundon se han sustituido nime-
ros particulares en vez de las variables, no hay méas que poner”™ en
lugar de éstas los niUmeros correspondientes, dejando la misma ini-
cial de funcién; asi, y=/(a, 5, 0), indica que en la funcién
f{x, z, ti), hemos puesto los nimeros a, i, c, en vez de las vana
hlesX z M

43. Las funciones se dividen en dos clases: funciones algcbraicas
y trascendentes.

Funcién algehraica es aquella que se compone de un numero
limitado de términos de la forma , ligados por los signos de las
seis operaciones fundamentales de suma, resta, multiplicacion, divi-
sion, elevacion & potencias y extraccién de raices.

Funcién trascendente es cualquiera funcién que no viene expre
sada por los signos ordinarios del algebra. La relacion que lay
entre la funcion trascendente y la variable de que depende, se ex-
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presa por un signo particular, tal como log a?, sen x, are tga?,
etcétera.

44, Las funciones algebraicas pueden ser racionales ¢ irracio-
nales.

Funciones algebraicas racionales son aquellas en las cuales la
variable x no viene afectada de exponentes fraccionarios, ni se halla
debajo de ningun radical; cuando se verifica una 6 las dos de estas
condiciones, la funcion es irracional.

Las funciones racionales pueden ser enteras 6 fraccionarias.

Funciones racionales enteras son aquellas cuyo variable no viene
afectada de exponentcs negativos, ni se halla en ningin denomina-
dor; si ocurre algunas de estas condiciones 6 las dos, la funcion es

fraccionaria.
45, Las funciones tanto algebraicas como trascendentes, pueden

ser simples o compuestas.

Funcién simple es aquella que esta ligada a la variable por una
relacién que no es susceptible de descomposicién; comoy
~= sen ic, etc.

Funcién compuesta es aquella en la cual entran varias funciones
simples, tal como y = ax"-\-b~—3sen x.

46. Funcidn de funcion es aquella cuya variable es otra funcion
de una segunda variable. Asi, si tenemos u=f{x) éy=F (u), y se-
ré una funcién de funcién; pues la variable m, de que depende inme-
diatamente, es & su vez una nueva funcién de la variable x.

Una funcion de funcion se puede siempre representar por una
funcién dependiente de la ultima variable, sustituyendo la variable
por la funcion que representa y ejecutando los célculos indicados;
asi, la funcion defuncion anterior se podra expresar por 2Z=F[/ ()]

47. Sise da la ecuacion F(a?,y)=0, que expresa la relacién
que hay entre las dos variables x é y, es evidente que dando valores
6 una de ellas, corresponderd uno 6 mas valores para la otra; de
modo que cada una se podra considerar como funcidon de la otra. Si
suponemos resuelta esta ecuacion, primero con relaciéon & y, y lué-
go con relacién & x, se tendréa en general y~f[e) y x=-~{y)\ y digo
en general, porque en cl caso de ser la ecuacion simolrica con rela-
cion & las dos variables, es decir, en el caso de que ambas variables
entren en dicha ecuacién de la misma manera, se hallaran las fun-
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dones idénticos y=f[x) y x=f(y); cuando esto no sucede, se dice-
que las funciones anterioics y=f{x) yx=o0(y) son inversas la una
respecto de la otra. Asi, las funciones inversas de
N=seoar, ~=logaiZ®, ~“=arc tg a,
seran
dy_

x= vy vy, a=logaj/, iT=arc seny, x=a”", x=t"y.

48. Una variable se dice que es continua, cuando no puede pa-
sar de un valor a otro, sin pasar por todos los valores intermedios;
tal como la distancia que recorre un moévil sobre una linea al pasar
de un punto a otro de la misma, que no puede hacerlo sin pasar por
todos los puntos intermedios & aquellos cuja distancia recorre.

49. Se dice que una funcién es continua, cuando haciendo va-
riar de una manera continua & la variable 6 variables de que depen-
de, es siempre real y varia también de un modo continuo; es decir,,
que al pasar de un valor particular & otro, pasa por todos los inter-
medios.

Una funcién puede ser de tal naturaleza que, para valores de la
variable 0 variables comprendidos entre ciertos limites, sea continua;
y deje de serlo cuando a las variables se les den valores que no se
hallen entre estos limites.

00. Cuando 6 una variable x se le dan incrementos tan peque-
Cos como queramos, pero determinados y fijos, se representan estos
por la letra A antepuesta & dicha variable; asi, A x, que se lee dife-
rencia x, es el incremento, tan pequefio como se quiera, que se le
ha dado & x, y cuyo caracter especial esel de tener un valor fijo y
determinado. Si el incremento que recibe una variable no tiene el
caracter de ser fijo y determinado de valor por pequefio que sea,
sino que por el contrario, su caracter especial es el ser por su natu-
raleza esencialmente variable, sin representar valor particular alguno,
y que variando puede ser menor que cualquier cantidad por muy pe-
quefia que esta sea, se tiene lo que en matematicas se llama un
INFINITAMENTE PEQUENO, el cuai se representa por la letra d ante-
puesta & la variable que recibe incrementos de esta especie; asi,
dx, que se lee diferencial x, es el incremento mfniauienie pequefio,
tal como acabamos de difinirle, que recibe la variable x, cuyo in-
cremento se suele llamar también la diferencial de dicha variable.

Para probar que una fundén que es real entre ciertos limites
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de la variable de que depende, es continua, basta demostrar que &
incrementos infinitamente pequefios de la variable, corresponden a
la funcién incrementos infinitamente pequefios también; porque la
funcion pasard de un valor & otro por grados insensibles, del mismo
modo que la variable ha pasado también por grados insensibles de
uno a otro valor.

Reciprocamente, si la funcion es continua entre ciertos valores
déla variable, & valores infinitamente préximos de esta comprendi-
dos entre dichos limites, corresponderan valores infinitamente pro-
ximos también de la funcién; pues si no sucediera asi, y a un incre-
mento infinitamente pequefio h de la variable, correspondiera a la
funcién un cierto incremento finito esta pasaria bruscamente de
un valor a otro sin pasar por todos los intermedios, y no seria conti-
nua, lo cual es contra la hipétesis. &

Sea uno funcién damos 4 & el valor ysu
pongamos que para este valor de x, y recibe el valor 6; de modo que
se tendra 6=/"(a).

Dando abora al valor a un cierto incremento h, el valor o recibi-
ra otro incremento /c el cual podra ser positivo 6 negativo, y se de-
terminara por la relacion

Esto supuesto, segun lo quédela continuidad de las funciones
llevamos dicho, esta funciéon sera continua, si el incremento k se hace
infinitamente pequefio al mismo tiempo que h tiende héacia cero.

Cuando decimos una cantidad infinitamente 1 pequefia, no quere-
mos decir una cantidad pequefiisima, determinada de valor y *
ble por consiguiente, sino un infinitamente pequefio, tal como lo he-
mos considerado anteriormente.

nodo de represeotar las fuucioncs geométricamcute

61. Sisetiene unafuncién y—  Vse quiere representar de una ma-
nera 'sensible la relacion que existe entre « é y, mas bien que dar valores
particulares & &y hallar los correspondientes dey, 6ir anotando en for-
ma de tablas estos valores y observar la relacion que entre ellos hay, con-
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viene tomar dos rectas X X' y OT {Figura\\."), que se corten, perpen-
dicularmente en un punto
0, & partir del cual se cuen-
tenenlalineaX X', llamada
eje de abscisas, magnitudes
que representen los valore«
de X, las cuales seran conta-
das de izquierda a derecha
gi estos valores son positi-
vos, y de derecha & izquier-
da si son negativos.

Sobre la linea OY, lla™
mada eje de ordenadas, 6 mas
bien sobre perpendiculares
alalinea X X', tiradas por

los extremos de las magnitudes que representan los valores de x, se to-
man porciones iguales alos valores correspondientes de y, los cuales se
contaran por encima del eje de abscisas X X ' si son positivos, y por debajo
si fuesen negativos. Los extremos de estas perpendiculares, llamadas or-
defiaifas, uuidos por trozos de recta, i'ormaraa una linea quebrada de un
nimero de lados tanto mayor, cuanto mayor sea el nimero de valores que
hayamos dado a ir; y cada uno de estos lados aer<atanto menor, cuanto me-
nor sea la diferencia que haya entre uno cualquiera de estos valores vy el
siguiente. De modo, que si la funcion es continua, y suponemos que x re-
cibe valores segln la ley de continuidad, y variara del mismo modo, y las
extremidades de las ordenadas formaran una curva que aera el lugar geo-
métrico representado por la funcion propuesta y —(x), el cual nos mar-
cara de un modo sensible la manera de que varia la funcién, segin las
variaciones que sufre la variable de que depende.

52, Para construir de un modo aproximado el lugar geométrico re-
presentado por la funcion y=f{x), se toma, & partir del origen O, una dis-
tancia O A' igual & un cierto valor positivo de »; en el punto A" so levan-
ta unaperpendicular, y en ella se toma una longitud que represente el va-
lor correspondiente de y=f{0 A'), el cual se tomara por encima ¢ debajo
del eje X X', segun que dicho valor de y sea positivo 6 negativo , y de este
modo se hallard un punto B' del lugar que se busca; el cual esta determi_
nado por las distancias O A'y A' B', cuyos valores numéricos forman una
solucién de la ecuacion y=/(*), y que se llaman las coordenadas de dicho
punto, de modo que se tendra A' B'=/(0 A’). De la misma manera ha-
llaremos todos los puntos que queramos del lugar geométrico.

El paxnto en que el lugar geométrico corta al eje de ordenadas O Y,
corresponde al valor de x=0, de modo que se tendra O B=/(0); de la mis-
ma manera, el punto en que el lugar geométrico corta al eje de abscisas
X X', corresponde al valor cero de la funcién; de modo que se tendra
/(A 0)=0.
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Una vez hallados de este modo tantos puntos como queramos, los uni-
remos por un trazo continuo, y se tendra de un modo aproximado la cur-
va que expresa el lugar geométrico representado por lafuncion propuesta,

53. Por medio de la representacion geométrica de las funciones, no
s6lo podemos formarnos una idea clara de la relacion que existe entre la
funcion y la variable de que depende, sino que puede servir para hacer
tangibles, por decirlo asi, ciertas verdades que se demuestran analitica-
mente, 6 sea por medio del calculo, como tendremos ocasién de ver en el
curso de esta obra.

Desde luego se ve inmediatamente, que una funciéon continua y ente-
ra Y—F(X) no puede pasar de un valor positivo & otro negativo, sin pasar
por cero; 6 lo que es lo mismo, si una funcién entera y continua, para un
cierto valor a de la variable, recibe un valor positivo 6, y para otro valor a'
de la misma variable, la funcién tiene un valor negativo —i>, y ademas es
continua eutre estos dos limites, tiene necesariamente que pasar la varia-
ble g por un cierto valor a'\ que reduzca & cero & dicha funcidn. En efec-
to, si para el valor a:=a=0 A", la funcién toma un valor y=b=A." B",
y para otro valor x=a'=0 A'", la funcion recibe el valor negativo

=—2>'=—A"" p, necesariamente, siendo la funcién continua y entera
entre estos dos limites by —b', estara representada por una curva conti-
nuaB" A p, la cual cortara al eje X X" en el intervalo A" A'™, tal como
en un punto A, que correspondera a un cierto valor O A de la variable
y como para este valor la ordenada, 6'sea la funcion, es cero, se sigue que
por lo menos hay un valor de x comprendido entrea y a', que anula la
funcion; y en general podra haber un nimero impar, pues la curva, para
pasar de una & otra region del plano con relacién al eje X X', tiene que
cortar & dicbo eje por lo menos una vez, y en general un numero impar.

Es necesario suponer que la funcion es continua y ademas entera, para
poder asegurar que, al pasar de positiva & negativa o viceversa, tiene que
pasar por cero necesariamente; pues de lo contrario, podria i®asar del uno
al otro sentido sin pasar por cero, y si por infinito.

54. Por medio de la representacién geometrica de las funciones, po-
dremos también tener valores aproximados de estas, correspondientes &
ciertos valores de lavariable, y al contrario. En efecto, supongamos cons-
truido exacta 6 aproximadamente el lugar geométrico correspondiente a
una funcién y=f(x), y supongamos que so trata de hallar el valor aproxi-
mado de esta funcién correspondiente & un cierto valor déla variable
x—a. Si a es un nimero positivo, se tomara a la derecha del origen O una
distancia O A' igual a a; en el punto A' levantaremos una perpendicular
hasta que corte a la curva enun punto B'; se medira la distanciaA B,y
BUvalor sera el de la fuacion propuesta, el cual sera positivo 6 negativo,
seglin que la perpendicular corte & la curva por encima 6 por debajo del
eje X X",

Si a fuese un niimero negativo, se haria lo mismo tomando la distancia
a la izquierda del origen.
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Por Ultimo, si la perpendicular cortase & la curva en més de un punto,
seria sefial que al valor de a=a, correspondian para la funcion tantos va-
lores como puntos de interseccion tuviesen la perpendicular y la curva.

Si queremos saber el valor de » correspondiente a un cierto valor de la
funcion, se tomaraen el eje O T una distancia O P igual al valor de la
funcién, por encima 6 por debajo de X." X, segln que dicho valor sea po-
sitivo 6 negativo; por el punto P tiraremos la paralelaM N al ejeX X,y
desde los puntos N M en que corta ala curva, bajaremos las ordenadas
N Q, M Q’ylas distancias O Q, O Q' del origen & los piés de estas orde-
nadas, seran los valores de la variable a. Asi veremos inmediatamente,
que las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje X' X, son los
valores de x que anulan ala funcion; y las ordenadas que corresponden a
los puntos en que la curva corta al eje O T, expresan los valores de la
funcion correspondientes al valor particular de »="0.

LECCION VI.

lifmitea de las funciones—Derivadas de diferentes o6rdenes.

X.fiuUc)« de las fiiucloucs.

55. Se ha dicho en aritmética; que limite de una cantidad va-
riable es la cantidad fija & lacual se va aproximando la primera
cuanto se quiera, sin que jamas llegue & ser igual a ella; de modo,
que pudiendo ser la diferencia que hay entre ambas cantidades tan
pequefia como queramos, podremos decir que en el limite son
iguales.

También alli hemos visto que una cantidad no puede tender a
ia vez hada dos limites distintos; y que si dos cantidades variables
son constantemente iguales, cualquiera que sea el estado de magni-
tud en que se les considere, si una de ellas tiende hacia un cierto li-
mite, la otra también tenderd hacia el mismo limite; porque de lo
contrario dejarian de ser iguales cuando fueran aproximandose & sus
limites, lo cual es contra la hipoétesis.

Esto supuesto, si tenemos una ecuacion

f{x,y.z,,..1=F{x,y,z,...) [1].
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cuyosdos miembros son funciones continuas de lasvariablesa;,y, s, ...
las cuales pueden ser dependientes 6 independientes las unas de las
otras, y suponemos que dichas variables tienden simultdneamente ha-
cia los limites respectivosa, ?,y. etc., las funciones/"(x,y, s,...) y
F@?,y, s,...) que forman los dos miembros de la ecuacion, tenderan a
valer f{x, p, y F(a, %y>): i se supone que estas funcio-
nes son continuas y ademas que estan ligadas constantemente por la
ecuacion [1], cualquiera que sea el estado de magnitud en que se ls™
considere, se sigue que en el limite también se verificara esta rela-
cion, y se tendra

J(“>H YRR A Ay
lo cual prueba, que la misma relacidn que liay entre las cantidades
variables, cualquiera que sea el estado de magnitud en que se las
considere, existe también entre los limites de estas variables; y por
tanto, jrara hallar la relacion que existe entre los limites de cantida-
des variables, conociendo la que hay entre estas variables, no tene-
mos mas que reemplazarlas por sus limites en la relacion que entre
ellas existe, y de esté modo se hallara la relacion pedida.

Cuando se quiere bailarla relacidon que existe entre ciertas can-
tidades y no se puede hallar directamente por medio de las canti-
dades que se dan, se eligen otras cantidades variables que tengan
con las primeras una relacidon cualquiera, y que variando segun
ciertas leyes, puedan tener por limites respectivos las mismas can-
tidades propuestas; entonces se*ve cual es la relacion que constan-
temente se verifica entre las cantidades variables, y sustituyendo en
ella estas por sus limite.s, tendremos la relacién pedida. Es evidente
que de la buena eleccidon que se haga de las variables, dependera
qgue la relacion se halle con mas 6 menos facilidad en cada uno de
los casos que se puedan presentar.

De la teoria de los limites deduciremos algunos teoremas que en
lo sucesivo hemos de necesitar, como son los siguientes:

~6. EI limite de la suma de un nimero finito de cantidades varia-
bles, es igual & la suma de los limites de estas cantidades.

Sea A, B, G,... L un nimero fiiiito m de cantidades variables,
gue simultdneamente tienden héacia los limites respectivos a, C,...
I. Llamémose, B, X las diferencias que hay entre las cantidades
variables, y sus limites, cuyas diferencias podran aproximarse & valer
cero cuanto queramos, y tendremos
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A= Q4>

C= C-4-Y

L= i+x.
Sumando estas igualdades, y haciendo S = A-f-B-hC + ... -f-L,
ys= a-i-5-f-c-}-... + /, se tendrd S — o-f-x).

Si ahora representamos por a la mayor en valor absoluto de las
diferencias *, p, y,... su suma sera evidentemente menor que AH-a
H-i H- === mA. Ahora bien, el factor m es una cantidad finita, y
el otro factor A es un nimero que puede ser menor que cualquiera
cantidad dada por pequefia que sea; luego el producto m\ podra
aproximarse & valer cero cuanto queramos, y con mas razon la suma
“H-?H- Y-H e H- X; por tanto, la suma S de las cantidades varia-
bles tiene por limite la suma s de los limites de estas variables, se-
gun queriamos demostrar.

57. El Umile del producto de un numero finito de factores varia-
bles, es igual al producto de sus limites.

Sea, como antes, A, B, C,... L, un numero finito i» de factores

variables; a, b, c,... I, sus limites; y «, p, y,... x las diferencias que
hay entre cada variable y su limite; tendremos

A—o0= «

B— 6

C—c=Y

L—/= X

Multiplicando la primera igualdad por el producto BC...L, la se-
gunda por aC...L, la tercera por «6D...L, etc., y la ultima por
abc..k, se tendra

ABC..L—aBC..L-=«BC...L *
oBC-.-L—ahC...L = paC...L
adC...L —a54acD..L=YUUD..L

abc..JtL—ahc.. .kl ~\abc..le.
Sumando y observando que el sustraendo de cada diferencia en
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los primeros miembros se destruye con el minuendo de la igualdad
siguiente, tendremos

ABC...L— = aBC...L-r-"~aC...LX0IicC.../C.
Siendo finito el nimero de factores de que el producto se com-
pone, los productos parciales BC...L, abc...k, son canti-

dades finitas, que multiplicadas respectivamente por los factores
«, p,Y,..X, que tienden aser cero a medida que las cantidades va-
riables tienden & sus limites, dardn un numero finito de canti-
dades etc., que podran aproximarse & cero cuanto
gueramos; y por tanto, la suma expresada por el segundo miembro
de la igualdad anterior, podra representarse por una cantidad s, la
cual podra aproximarse a cero cuanto se quiera, en cuyo caso dicha
igualdad se convertira en esto otra:
ABC..L—adc.l=s, 6 ABC..L= a5c./-I-s;
y como la suma s puede llegar & ser tan pequefia como queramos,
se sigue que el limite del producto ABC...L, es el producto de los
limites alc,..I.
58. El limite de un cociente® es igual al cociente de los li-

mites.

En efecto, sean A y B dos cantidades variables, a y 0 sus limi-

tes, y Q el cociente de A y B; de modo que se tendra Q= —,0 QxB

=A; pero el limite deun producto, es igual al producto de los limi-
tes, luego tendremos lim. QxIfm. B=lim. A, 6 lim. QxuU=a; de

donde Iim. Q = JQ , segln queriamos demostrar.

Observacion. Para que los principios 56 y 57 sean ciertos, es
necesario tener muy presente la condicién de que el nimero de
cantidades variables cuya suma 6 producto se va & determinar, sea
finito; porque sin esta condicion, dichos teoremas 6 principios de-
jan de ser ciertos. En efecto, ambos estan fundados en que la sgma
de un cierto nimero de cantidades variables que tienen cero por li-
mite, tiene también por limite cero, lo cual no se verificaria si el
namero de sumandos fuese infinllo, aunque cada sumando sea tan
pequefio como se quiera; asi, dividiendo un nimero a en un cierto
ndmero de partes m tan grande como se quiera, en cuyo caso una

de estas partes— serd tan pequefia como queramos, se tendrd que
m
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m de estas partes, cualquiera que sea el valor de m, compondran
siempre una suma Cnita a, la cual podra ser tan grande como se
quiera.

Un ejemplo de lo que acabamos de decir es el producto de m

factores iguales a —1, representado por la potencia IIH — 1,

m w/
en el cual no se verifica que el limite del producto sea el producto
de los limites, cuando m tiende hacia infiiiilo. En efecto, si asi fue-
ra, el limite del producto seria 1, igual al producto de los limites
de los factores, que se reducen a 1 cuandom = 00: y cOmo vamos a
demostrar, dicho producto noesla unidad, sinoel nimeroe, del cual
ya hemos hecho mencion en el primer lomo de esta obra.

59. EI limite de la potencia cuando m tiende hacia.in~

1 1 4
2 23 2.3.4
Supongamos, en primer liighr, que m sea un nimero entero y po-
sitivo. Segln la formula del binomio, se tendra
m(m—1) 1 w(m—\)Y{m—2) i
{\ — 1 = I-hm —
m f ni 2 2.3
mm—1)(m—2)..[m—(n enj 1
2.3...n
6 dividiendo los dos términos de cada fraccion por la potencia de
m que contiene el denominador, para lo cual dividiremos por m cada
factor del numerador, hallaremos

»
finito, es la cantidad e = 1-4- 1 -4-

D) , AN\
1 m \ m | ni f
1+4
( 2.3
2.3.4 2.3...n
Si comparamos este desarrollo con la expresion
4 4 1 4
n 2 ~"N23 2-3.4n 2.3..n

se vera que & excepcién de los dos primeros términos, que en ambas
expresiones son iguales, todos los demés de la primera son respeeth-
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vamcnte menores que los de la segunda; pues teniendo todos un mis-
mo denominador, los numeradores son m5s pequefios; ademas, en el
primer desarrollo el nimero m de términos os finito, mientras que
en el segundo no; por consiguiente, la suma de los términos de dicho
primer desarrollo es, cualquiera que sea el valor positivo y entero de
m, menor que laTsuma de los términos de la segunda expresion; y
por tanto, se debera tener

N

Ahora bien, aumentando m, la expresién <| H------ 1 aumenta
]
también; porque no sélo aumenta el niumero de términos del desar-

rollo, aumentando m, sino que también los factores

(\ — Tny que forman los numeradores de estos términos, van
(l I—l—-—--l-i/”;:rece cuando crece m
Y
m f
siempre es menor que el niumero e, segin la igualdad [1], es claro
gue tiende hacia un limite que no puede ser mayor que e. Probemos
que este limite es el mismo numero c, para lo cual haremos ver que

1
(1_I ------ \ yo puede ser tan pequefia como que-

m f
ramos, a medida que m vaya siendo tan grande como se quiera.
Tomemos en ambas expresiones un numero n finito de términos
a partir del origen, y representemos su suma por S y E, de modo que

tendremos
m \ onf \ m)J

2.3
n—2
m
2.3...(n-t)
1

4
N
H= ) 45 5% 2.3...(n—1)
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A medida que n aumenta, E aumenta también; de modo que po-
dremos dar a n un valor fijo tal, que haga que la diferencia entre E

y e sea tan pequefia como queramos, y por tanto menor que una

a
cierta cantidad 5 sea p este valor de n.

Esto supuesto, demos a «avalores mayores que p y que cada vez
vayan aumentando mas, permaneciendo fijo el valor p; la suma S ira
aumentando también, & medida que m aumente; y como consta de
un numero finito de términos, que en este caso es e! valor p de n,
el limite de esta suma sera (56) la suma de los limites de los suman-
dos. El numerador de un término cualquiera, siendo el producto de
un ndmero finito de factores variables, que & lo mas es p—% dejos
cuales cada uno tiene por limite la unidad, tendra por limite (57)
el producto de los limites de estos factores, 6 lo que es igual, la uni-
dad. De donde se deduce, que cuando m aumenta indefinidamente,
la sima S tiende & valer el limite E; y por tanto, podremos dar & m
un valor tal, que haga que la diferencia entre S y E sea menor

que ~ y tendremos las dos desigualdades fi- -E < > E-S<-,

gue sumadas dan e—
i vm
(1 + —1 es menor que ey mayor que S; lue-
\ /

go con més razén se verificara c—( | * Imli <«.

/ 1V
Pudiendo ser la diferencia entre ey 1 + - o Menoraue la can-

tidad «, para valores de iii que van creciendo indefinidamente, y
pudiendo ser « tan pequefia como queramos, es claro que el limite

ie \ , cuando m crece indefinidamente, es el nimero e.

Si m es un namero fraccionario y positivo ton grande como se
quiera, podremos hallar dos nimeros enteros consecutivos ny n+4
que comprendan & m, y tendremos evidentemente

¢ )'>(-ai=(-ar*

n-{-1
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Si m crece indefinidamente, n crece también del mismo modo;

luego los limites de (I+ i | “serén, segin el

caso anterior, el nimero e; y como el limite de 1 ----- - lo mjs

mo que el de es la unidad, se tendra que el limite de

la expresion i i X ~ , lo mismo que el de
1-H g

potencia

siempre comprendida entre estas dos expresio-
nes, puesto que es mayor que una y menor que otra; luego si estas

dos expresiones tienen un mismo limite e, la cantidad

comprendida entre las dos, tendra también por limite el mismo na-
mero e.

Sea, por ultimo, m un ndmero negativo, pero infinitamente
grande en valor numérico, y se tendra, poniendo el signo__de ma-
nifiesto en la expresion cuyo limite buscamos,

(m-~r-(==ir-fer=K¢r-

Creciendo m indefinidamente la expresion

1
por limite el nimero e,y 1+ — ~ tiene por limite la unidad; luego

/
Iimitede{i ------ 1 =exl=c.

Tomo 1.
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60  Si consideramos la expresion (1+*) “, en la cual « puede
ser un nimero tan pequefio como se quiera, se tendrd también que
lIm. (I+a)~=e.

En efecto, si hacemos « = -, « serdinfinitamente pequefia, sien-
do « infinitamente grande, y reciprocamente; luego si ponemos en

la expresion anterior, en ver de «, su igual , Y hallamos el li-

mite cuando n crece indefinidamente, tendremos

lim. =®’
que es lo que se queria demostrar.

- L 15 e i, = nu-
61. EI limite de la expresmn(IdZ 5 1, cuando h = C>esel

""ET ; fecto, sea, en primer lugar, m un nfimero entero y positivo,
yse tendrium”ntando y disminuyendo una un.dad al denom.-

1-t-"%)"—"' ii 0 -1-4)"—
Ilm(t’2 - (1+??)-! '

pero

luego

Sim es un nimero fraccionario”™ positivo, se tendra la expre-

(i+ ftr-1.
sion cuyo limite queremos hallar N
Hagamos (1+4j’ = H -«; donde , *=

—1, y tendremos
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lim. lim.-
(14-a2—i ™7 a-a)7- i

a
pero el limite de un cociente es el cociente de los limites (58), y ei
limite del dividendo es en este caso p y el del divisor q; luego se
tendra

(14_a)P~i

lim. = lim.
a —1 g

segln queriamos demostrar.

Si m fuera un namero inconmensurable , se sustituiria por na-
meros conmensurables que cada vez se le aproximasen mas; y en to-
dos los estados de magnitud en que se les considerase, se veriQcaria

(I+A)™"—1

que lim. siendo uno de estos nilmeros conmen-

surables; luego en el limite también se veriflcaria.
Si i» fuese una cantidad negativa cualquiera, se hallaria que

4

. —1 .

c  M-H)-"—1  jr+h (f4-A)«,i

lim. ) = lim. ' y :1im.-
A(l4-ATA
li ] X
(- A-j-A)«» h )
El limite dC' ~ . (140)«—1

imite (H_A?j)« ------- Yy e E-eemee- = luego

i, (i+A)-"*—1
r\

— que es lo que se querra

demostrar; luego cualquiera que sea m, se tiene que el limite de
(I-hA)"™»—1
Nememem , siendo A=0, es el exponente m.

DeriTadas de fllfcrentes OFdeNes.

62. Sea una funcién y=f[x]. Supongamos que & la variable
* sele’da un cierto incremento A, y que & este incremento corres-
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ponde & la funcion ei incremento k; de modo que se tendra
y + k = f[x-\-h),
de donde se deducira
k=f —y~f f(*)
y dividiendo los dos miembros por A, se tiene

A" A
Si ahora suponemos que el incremento A tiende a valer cero, la

relacion t tendera & un cierto limite, que es la derivada de la fun-

cion Asi diremos, que la derivada de una funcion es el
limdde larazon que hay entre el incr<mento de la funaon y el m-
cremento de la vafiohle, & medida que este tiende hacia cero. *

63. Aunque el limite de la razon que hay entre los mere
mentos de la variable y funcion, 6 seala derivada, viene & primera
vista bajo la forma indeterminada, como se vé por la expresion
AN/ ~(m+A)—/(a) ™ haciendo A= 0 se tiene lirai-
A A '

puede demostrar, sin embargo, que si la

funddn es continua, este limite no es indeterminado, sino que tiene un
cierto valor determinado, el cual depende de la naturaleza de la [un-

'"""Vet'eTprilr lugar, una cierta funcion racimal y entera

L k cual los coelicientes Ao, A ., A™,... son constantes, y los expo-
nentes m, m—\, O—2,... son enteros y positivos; a representa una

U'SApormAs'AN en vez de la igualdad [1] se convertird, re-
presenkndopor Ael incremento de la funcién y, correspondiente

fll incremento Adela variable, en «

(x-1-A)"-* + A
-I-Am-1 (a~+A}-|-A«t.
Desarrollaudo por la férmula del biuémio cada una de las po-
tencias indicadas enel ultimo miembro, y ordenando con relacion a
A, se tendra
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y-\-k = f[x-"k)==
A»
)Y(m-2) Ajic™* ®
+ABX" ' ~®+(M-2)AgR®™ "

+Ara_iic +A -]

+Am

En este desarrollo se observa, que la primera columna vertical es
la misma funcién propuesta; que el coeficiente de la primera poten-
cia de h es un polindmio del grado con relacfon ax, el cual se
puede representar por  (0?),y se deriva de f\x), multiplicando cada

término por el exponente de  y disminuyendo una unidad & este ex-
fp.
ponente’, que el coeficiente de—2 es otro polindomio del grado m—2,

que se deriva de f {x), segun la regla anterior, y que podremos re-
presentar 'poif {x)', que el coeficiente de la potencia que sigue seria
otro polinomio/*M" (jr), que se formaria de (x), del mismo modo
que este se forma de f (¢r), y asi de todos los demas; el ultimo se
formaria segun la misma ley, pero nosotros lo hemos puesto simpli-
ficado de los factores comunes al coeficiente y al denominador de A*’;
de modo, que haciendo uso de esta notacion, el desarrollo anterior
se convertira en

2.5..m [2
de donde deduciremos

k~f[x-~h) f= f () Ari-f ‘[~ ri-f* @)~

dividiendo por h y haciendo en seguida A=0, se halla
Hm.~/7(x);

pues todos los términos del desarrollo, a excepcién del primero,
tienden & valer cero 4 medida que Adecrece indefinidamente, por
formarse délos factores respectivos  (a?), que para valores
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SdUos de X son cantidades Coilas, por ser, segun su formacién, fun-

h /i
cienesracionales y enteras de ic y délos otros factoresY»-~"" *\®

cuales se reducen & cero con h\ y por tanto, la suma de todas estas
cantidades en numero finito, que tienen por limite cero, sera (56)
también cero.

Donde vemos, que en una funcién racional y entera de x, el limi-
te de la relacion e cuando h decrece indefinidamente, noes inde-

terminada como parecia, sino que es una cierta funcién dea? la

cual liemos representado por f (x), y hemos llamado la fundén ded-

0 simplemente la derivada de la funcion propuesta.
fi'i
Forméandose el coeficiente de > de la derivada f{x), del mismo

modo que este se forma de la funcién propuesta, concluiremos que
el coeficiente deEes la derivada de la derivada de la funcion, 6 sea

la derivada segunda de esta funcién, del mismo modo que el coefi-
ciente que sigue, es la derivada tercera 6 de tercer 6rden de la fun-
cion propuesta, y asi de los demas.

C4. Segln esto podremos decir, que la derivada de una funcion
racional y entera de una variable, es el coeficiente de la primera
potencia de h en el desarrollo que se obtiene poniendo x-]~h en vez
de X en ifa funcion propuesta, y que esta derivada se halla multipli-
cando cada término del polinomio propuesto por el exponente de x,
y disminuyendo este exponente en una unidad.

63. La igualdad [2], que manifiesta el modo de obtener el
desarrollo de una funcion racional y entera de x, reemplazando esta
Tariable por x-Arh segun la ley de las derivadas sucesivas de dicha
funcién, se conoce con el nombre de Iey de tayloii 6 féormula db
TAYLOR.

66 De lo dicho anteriormente se deduce, que las derivadas de la

funcién racional y entera ?/=/1a;)=3y— —4, son, repre-
sentandolas por/, y", 0 por f{x), f\x),
5:p2-i-6.
y'=t '(nN=T2.

6?, Parademostrar de immodo general que en una funcién continua
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la razon de lo$ increitienlos h A k tienden hacia una cantidad determinada, a
medida que li tiende hacia cero, consideraremos ima funcién continua cual-
quiera 4=/(»), la cual podremos suponer esta representada por una cierta
curvaM N B (fig. 2.) Tomando en el eje O X una distancia O P igual &
un valor cualquiera de x, y
levantando en el punto P la
perpendicular P M , esta re-
i N presentala el valor corres-
pondiente dela funciény, de
modo que se tendra P M =

J /(0 P).
Si ahora damos & j» un
ciertoincremento P Q.=M B
=h, lafunciény recibirdotro
cierto incremento NQ,—MP
2« * =NK=S:- Tirando la secante
N M S, resultara un triangulo’ rectangulo M E N, en el cual se verifica

que la relacion — de los incrementos h j le, que son los catetos de dicho

triangulo, es igual & la tangente del angulo N M E=N S X, que formala
secante con el eje O X, el cual hemos representado en la figura por p.
Supongamos ahora que el incremento h disminuye y va aproximandose
acero cuanto se quiera; el punto N seira aproximando al punto M; el in-
cremento &ira disminuyendo también indefinidamente, y la secante 8 N,
girando alrededor del punto M, tendera a tomar la posicion de la tangen-
te T MT', cuya posicion tendra cuando R =P Q==0; esto supuesto,

cualesquiera que sean las magnitudes de vy de h, la relacién“ essiempre

igual & la tangente del angulo P; pero el angulo P tiende & valer el angulo
teque la tangente & la curva en el punto M, forma con el eje O X, a medi-

h
da que h tiende hécia cero; luego la relacien — tiende héacia el limite tg ct
cuando h tiende & valer cero, y se tendra por consiguiente

b ME tgpylimy*“ tg @
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LECCION V.U.

Teoremas relatiyoa & las derivadas de las faaciones gne dependen inmediatamente de nna
variable.

Teoremas relativos ¢ las derivadas de las funciones que dependen In«
mediatamente de ana variable.

68. Segun lo expuesto ya (50) respecto & los incrementos de las
funciones y variables, convendremos en representar por un in-
cremento cualquiera de la variable x, cuyo caracter especial es el ser
una cantidad tan pequefia como se quiera, pero finita y fija; por dx
se representara del mismo modo un incremento infinitamente peque-
flo de la variable x, cuyo caracter especial es el ser variable y poder
llegar & ser menor que cualquiera cantidad por pequefia que sea. La
ventaja de introducir estas cantidades, llamadas diferenciales, en el
calculo, es la de obtener relaciones mas sencillas que las que se ob-
tendrian sin el auxilio de ellas.

69. 8i Ixvariable deunafuncion racional y enteravaria deun
modo continuo, la funcién variara del mismo modo; ¢ lo que es lo
mismo, las funciones racionales y enteras de una variable, son fun-
ciones continuas.

Sea una funcidn racional y entera y=f[x)", si damos & o; un cier-
to incremento i”x, se hallara porla féormula de Taylor, llamando
% al incremento correspondiente de la funcién, N

de donde se deduce el valor del incremento de la funcion

Ay = f{x ~{-lys)~f{x) = *
(Pa)™
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El segundo miembro de esta igualdad esta compuesto de un nu-
mero finito de términos que tienden hacia cero, & medida que  se
aproxima también a cero; puesto que los factores ['{x], etc., son
polinomios enteros de ¢c; y por tanto, & valores finitos de x, corres-
ponden valores finitos también para estos polinomios; los cuales, mul-

tiplicados por las cantidades Aa?,—'v| , etc., que pueden aproximarse

k cero cuanto queramos, daran productos que tendran por limite ce-
ro; y como el limite de una suma es igual a la suma de los limites
de los sumandos cuando éstos son en namero finito (56), se sigue que

el limite de la suma del segundo miembro es cero; luego el incre-
mento iy es una cantidad que puede decrecer cuanto se quiera, de-
creciendo convenientemente tiX', luego la funcién racional y entera

y = f(x) es continua, segun queriamos demostrar.

70. Si Ix derivada de unafuncidn permanecefinita en elinterva-

lo de dos valores de la variahle,-lafuncién es continua entre los mis-
mos limites.

En efecto, cuando Aic tiende & valer cero, tiene también por

. . ., A . .
limite cero; porque si no, la relacién — , cuyo limite es la derivada,

no seria una cantidad finita, como se supone, si al aproximarseAoja
cero cuanto quisiéramos, y no se aproximase también indefinidamen-
te acero, y si & una cierta cantidad finita, porque entonces dicha re-
lacién seria infinita.

La reciproca no es cierta; es decir, que una funcion puede ser
continua entre ciertos limites de la variable, sin ser finita la deriva-
da para valores de x comprendidos entre dichos limites. Por consi-
guiente, no es condicidn necesaria que la derivada de una funcion sea
finita entre ciertos limites de la variable, para que la funcién sea con-
tinua; puede serlo siendo dicha derivada infinita, pero dejaria de ser-
lo si al hacerse infinita la derivada, la funcién tomase también un
valor infinito para el mismo valor de x.

*  Asi sucede en la fig. 2.* en el intervalo préximo al punto B, la derivada
se Pega & hacer infinita; y sin embargo la curva, 6 lo que es igual la funcién,
no deja de ser continua en ese intervalo. Por consiguiente, la derivada puede
ser infinita siendo la funcidn continua; pero si suponemos que la funcién se
hace infinita al mismo tiempo que la derivada, en ese caso la funcion deja da
ser continua.
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71. Elincremento de unafuncién es igual al incremento de la
variable multiplicado por la derivada® aumentada de una cierta
cantidad que se reduce d cero al mismo tiempo que este incremento.

En efecto, siendo la derivada de una funcién el valor particular

: A .
que tiene la relacién T cuando  se hace cero, es evidente que no
1

Ly
siendo Aarigual a cero, — tampoco sera igual a la derivada; entre

ambas expresiones habra una cierta diferencia e, la cual podra ser
tan pequefia como se quiera, & medida que A2 se vaya aproximando
indeGnidamente & cero. Asi, se tendra

O Ay= Ad/*(ir)-h O*

Si en esta igualdad suponemos que Ar, en vez de un valor Gnito
como ahora representa, pasa & representar un infinitamente peque-
fio tal como lo hemos definido (50), y teniendo presente que cuando
Aic llega & su limite &es igual a cero, se tendra, haciendo uso de la
notacién convenida,

EL
dx
72. Unafuncion es creciente 6 decreciente aumentando X, segin
gue la derivada sea positiva 6 negativa.

En efecto, de la igualdad anterior hij=Lx[f'(x)~"t]™ se deduce
que pudiendo ser e tan poco diferente de cero como se quiera, la
cantidad que hay dentro del paréntesis llegara a tener el mismo sig-
no que y al multlplicaresta cantidad por el Incremento positi-
vo Acg, el resultado tendra el mismo signo que f'[xy, luego y sera
positiva 6 negativa, 6 lo que es lo mismo, la funcién sera creciente 6
decreciente, segun que la derivada f{x) sea positiva 6 negativa, como
qgueriamos demostrar.

La reciproca es evidente.

73. Si la derivada de una funcién es constantemente nula, esta
funcién es constante.

Sea una funcién y — /(a-), cuya derivada f'[x) es constantemente
nula; si damos a @ un cierto incremento h, tendremos (71) la igual-
dad —f{x=h\f{x)-\-", siendo suna cantidad que se reduce
4 cero al mismo tiempo que h.
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Por hipodtesis tenemos siempre f'{&)"Q; luego la relacién ante-
rior se convierte en f{x-"h]—f~x)=hz.

Consideremos dos valores cualesquiera vy de la variable x,
de los cuales supondremos ser mayor que dividamos el inter-
valo 6 diferencia iTi— (" en un nimero n de partes iguales, y. lla-
mando h & cada una de estas partes, se tendra, cualquiera que sea
el valor den,

—x”"=nh.
Si ahora representamos por e\ ej, los valores que toma e
cuando x recibe los valores x™-i-h, tendremos

iK-i-h)—M = K *

— f{xA-\-"h)= hzit

fini)— N —Sti—im
Sumando estas igualdades y haciendo la reduccién y destruccion, se
hallara
f{Xi)—f(Oj>"]=a(S(,+ Si+e3+. m

Esto supuesto, si representamos por % la mayor en valor absolu-
to de las cantidades y por ~ la menor de dichas cantida-
des, y consideramos la diferencia f{x{)—f{x) en su valor absoluto,
prescindiendo del signo, tendremos

0 sustituyendo en vez de hn su valor finito Xt—x”, se tendra

Estas desigualdades manifiestan, que la diferencia constante de
f{Xi] y f{xj, se halla comprendida entre las cantidades (a;—

y —~"0"Ej,y como estas cantidades tienden hacia el limite cero
cuando A decrece indefinidamente, la diferencia f{x) f{x" tiene
gue ser necesariamente cero,y por consiguiente Y si pa-

ra dos valores cualesquiera (¢, y X**de la variable estas funciones son
iguales, es claro que la funcién no cambiando de valor variando X,
es una funciéon constante, seglin queriamos demostrar.
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74 También podemos ver geométricamente con claridad la exactitud
de este teorema. En efecto, sea una funcidn ?/=/(»), cuya derivada sea
constantemente nula, ya sea para valores cualesquiera de la variable a?,0ya
para valores de esta variable comprendidos entre ciertos limites.

Supongamos construida la curva {fig. 3*) representada por esta fun-
cién, y llamemos a el angulo que

” formala tangente & la curva en un

punto cualquiera de la misma con el

1 m eje O X; de modo, que siendo la de-

rivada de unafuncion igual & latan-

gente del angulo que forma el eje

O X con la tangente & lacurvaenel

0 A X punto que se considera, se tendra
r(a:}=tg«.

Esto supuesto, siendo f{x) cons-

Fifr. 3. tantemente nula, ya sea en general»

ya paravalores de @ comprendidos entre ciertos limites, se sigue que tg a
tendra que serberd también, y por consiguiente a=0; lo que prueba, que
las tangentes & la curva son paralelas al eje O X, siempre que /'(*) sea
igual & cero; y silas tangentes auna curva tiradas por puntos que pueden
estar tan préximos como se quiera, son constantemente paralelas al eje
O X, la curva no puede ser en este caso mas que una linearectaM N pa-
ralela también al eje O X ; y siendo la ordenada P Q de cualquiera de sus
puntos una cantidad constante, la funcion también lo es, segin queriamos
demostrar.

75. Si dosfunciones, crecientes 6 decrecientes, iien&n sus deriva-
das desiguales, la que tenga mayor derivada envalor numeérico, cre-
cerd 6 decrecerd mas rapidamente.

Sean dos funciones Y=F{2?) é yz=f[x]\ demos & & un cierto in-
cremento y se hallara (71)

iY=Aa;[F(a;)-f-£], vy

siendo, como ya sabemos, sy s' cantidades que se anulan cuando Aa?.
Restando estas igualdades, se tiene

y como y s—-J es la diferencia de dos cantidades que
pueden decrecer cuanto se quiera, el signo de la cantidad que hay
dentro del paréntesis grande dependera del que tenga la diferencia
FA(X)—f[t) multiplicada por Aa; asi, si Ax es positiva, se tendra

aV”™Ai/, segin que se tenga

luego la funcién que crece con mas rapidez cuando crece X, es aque-
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ila cuya derivada, con relacion a w, tiene mayor valor numeérico.

La reciproca es evidente.

76. St las derivadas de dos fundones credentes 6 decrecientes
son igualesy lasfundones crecen 6 decrecen con la misma rapidez.

En efecto, silas funciones creciesen 6 decreciesen con rapidez
distinta, la que mas rapidamente creciera tendria mayor derivada,
lo cual es contra la hipétesis.

Consecuencia. Si las funciones F@g) y f\x] crecen con igual ra-
pidez, cuando ¥'{x)—f{x), es sefial que los incrementos aY y Ay son
iguales para un mismo incremento de la variable a;, lo cual prue-
ba que las funciones son también iguales 6 no se diferencian mas
gue en una constante; seran iguales, si ambas para un cierto valor
de X, adquieren un valor comun; y se diferenciaran en una constan-
te, si para un valor cualquiera de x, adquieren las funciones dos va-
lores numéricos que se diferencien en una cierta cantidad la cual
sera la constante en que ambas funciones se diferencien; pues a par-
tir de estos valore”, las funciones aumentan ¢ disminuyen con in-
crementos iguales, y por consiguiente constantemente tendran que
ser iguales, 6 constantemente se diferenciaran en la cantidad h.

También se puede demostrar esta proposicion por reduccion al
absurdo. En efecto, supongamos que siendo iguales las derivadas de
dos funciones, estas no sean iguales, y sea ip() su diferencia; de mo-
do que tendremos la igualdad evidente

dando ahora un incremento Aic & la variable, hallaremos
F(an+¢Lr)=/(a;+Ax)-hi
restando de esta igualdad la anterior, se hallara
F(iC-f-Ajc}—F(@?)—/'(; c+Aic)—

’

partiendo por Ac? y haciendo Aa?=0, se hallara (62)

peroF(a;)=/"(ic); luego (x)=0. Siéndola derivada la
funcion sera constante (73); luego 6 F(a)= /{a), 6 de no ser
iguales, se diferencian en una cantidad constante.
La reciproca es evidente.
77. Geométricameate puede hacerse 3ompreuder con claridad el teo-
rema anterior. En efecto, consideremos dos ejes O X, OT ijig. 4.), y las
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dos funciones T —P (») é

cuyas derivadas
suponemos son iguales cual-
quiera que sea el valor que
demos & y vamos a de-
mostrar que diclias funcio-

5. B nes son también iguales, 55
se diferencian en una canti-

. S dad constante. Para ello de-
Jf's mos & ic un cierto valor

{B=a=0P, y podra suce-
X der una de dos cosas: que
as dos funciones tomen un
Fig. 4 mismo valor para »= 0, §
gue los valores de estas funciones sean distintos; es decir, que P (a

fa),6-F{a)>f(a)

Sea, on primer lugar, P(a)=/(a)=?, y supongamos que este valor?
esté representado por la ordenada MP; dando un cierto incremento
A®= PP"'a la variable x, las funciones Y = F (® ¢y= f (») recibiran los
incrementos AY y Ay, queseran iguales, pues de lo contrario las deriva-
das no serian iguales tampoco: siendo iguales AT y Ay, al incremento de
la variable x corresponde el mismo incremento para las funciones; luego
el punto M' corresponde & las dos curvas representadas por las funciones
dadas: lo mismo sucedera con el punto M " y con tantos como queramos;
luego todos los puntos de la una lo seran también de la otra, puesto que
A®puede sertan pequefia como se quiera; y por consiguiente, las funcio-
nes que representan a estas dos curvas que se confunden entodos sus pun-
tos, son iguales. .oN >

Sea, en segundo lugar, F (a) >/ (a), lomismo se dinasiendo 1 (a)</{a);
en este caso, entre el valor numérico F (a) y/(a) babra una diferencia fe
la cual estara representada por la diferencia de las dos ordenadas MP y
NP.y setendra

p(a)-f(a)=M;P-NP=M N==fe.

Dando a ®el incremento A® =PP', ambas funciones recibiran incre-
mentos iguales, do modo que se tendraA'Y = A?/; 6 lo que es lo nixsmo,
siendo AT=M'E y Ay=~""'Sse tendra M'R=N"'S; los puntos M y
N'seran puntos délas curvas representadas por las funciones dadas, las
cuales paraeste valor de ® a+ A®, 6lo que eslo mismo, para el valor de
«= OP', seran M'P' y N'P", cuya diferencia es

M'P'—N'P'= M'E+ MP—N'3—NP = MP—NP = fg
porserM 'R=N"S.

Del mismo modo veriamos, que para otro valor cualquiera de
riable ® OP”, las funciones se diferenciarian en la misma cantidad

_{i"P"=sM'P'—N'P"'= fe Luego las funciones so diferencian



DERIVADAS. 53

oonstantemeute en la cantidad numérica h. T por tanto, cuando las deri-
vadas de dos funciones soniguales, las funciones son iguales también, d

se diferencian en una constante h, segun queriamos demostrar.

LECCION VIU.

Derivadas de las funciones elementales algebraicas de la variable.—Derivada de la fnncion
exponencial de la variable.—Derivada de la fnncion logaritmica de la variable.-Deriv»
das de las fnncionea circulares directas de la variable.—Derivadas de las funciones cir-
cnlares inversas de la variable.

Derivadas de las fuucloucs elementalesalgebrdicas de lavariable.

78. Siendo la derivada de una funcién cualquiera el limite de la
razén del incremento de la funcion al de la variable cuando este se
hace cero, se sigue que:

79. La derivada de una constante es evidentemente cero.

80. La derivada de la variaUe independiente es igual a la
unidad.

En efecto, si se tiene y—  dando h x un incremento ia? y re-
cibira el mismo incremento, y se tendra
y-\-Mjz=zx-\-*x* O \g = iix;
de donde ~ = 1, ylim. — — Itambien; luego la derivada de la
Aa? iix
variable x, es la unidad.

81. La derivada del producto de la variable i/ndependienfe por

una constante, esigual d esta constante.
Sea la funcion

y = mx\

dando & ¢r el incremento aai, se hallara

restando de esta igualdad la anterior, hallaremos

&y
Ay = m\Xt de donde — =m;
As
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y pasando al limite, se hallara
Ay
lim, — = y'-=m,
X

segun queriamos demostrar.

82, La derivada de una potencia de la variable, es igual al ex-
ponente multiplicado por una potencia de la misma variable cuyo
ezponente viene d%svninuido en una unidad.

Sea la potencia de exponente entero
y = af-,
dando un incremento & jc, se hallara por la formula del bindomio,
f

restando de esta igualdad la anterior, y dividiendo por Aa;, halla-
remos

Ai» -
pasando al limite, cuando se hace cero, los términos de dentro
del paréntesis se anulan con Aa;, y lo mismo la suma; por tanto, se

tendra
lim. ~ = y'= mx"-7;

luego la derivada de la potenciase™, cuyo exponente m es entero y

positivo, es segun queriamos demostrar.

Acabamos de demostrar, que cuando m es un nimero enteroy
positivo, la derivada de *”e es ma.»-*; pero esto mismo se verifi-
ca cualquiera que sea el exponente »J, como vamos & demostrar di-
rectamente. En efecto, segun la definicién de derivada, se tiene

a;4-Aa;)™M— X™
y' = lim (aid-Ae) = lim. a*
' \Xx

Si hacemos — = A, de donde == hx, h se anulara con Air, y

se tendra para valor de la derivada

(14-A)
y'=. lim. »"m - X
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El factor es independiente de h, y por tanto tiene un cierto va-
lor fijo; luego el limite de este producto sera
@ \
h
pero cualquiera que sea el nimero m, el limite de h 1 g9

(61j m; luego se tendra
derivada de {y — x"N= y'=
segun queriamos demostrar.
Consecuencia. Si la potencia déla variable x tuviera un coefi-
ciente numérico A, la derivada vendria expresada por

. + - -
lim. ke T _) Hm. IiAx"’\-’l ——----- \- mA .
tix h
83. La dmvada de la raiz enésima de la variable independiente

X, es igual & estaraiz divididapor nx.
En efecto, se tiene, segin el numero anterior, que la derivada
de x ™ es, cualquiera que sea el exponente, mx"'-”~; la raiz enésima

n n J

de ic, 6 seaV x, es igual & ic" ; luego la derivada de serd, lla-
mandola y ,
i
tly—
i \ - X~
yA:~XA — XN X= — =
n n nx nx
) n._ yVX_
Donde vemos, que la derivada de k a es , segun gqueriamos
demostrar.

Derivadade la funcién exponencial de la variable.

84. La derivada de la exponencial , esigual d esta exponen-
cial multiplicada por el logaritmo neperiano de la base a.
Sea la funcién exponencial
y= a"
Dando & a; un incremento Aa;, se hallara

de donde restando se tendra

Tono 11.
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ty= —a®= OB(a"™» —"1);
14 relacion de los incrementos sera

%

Hemos visto en el primer tomo de esta obra (74), que o"* tien-
de & valer 1, 4 medida que i"x disminuye indefinidamente; de mo-
do, que si hacemos a”--\ =«. « serd una cantidad que podra ser

menor que cualquier cantidad por pequefia que sea.
De esta relacion se deduce = y tomando logaritmos

neperianos, se tendra

1(1-4-«)

Aiclu= 1(14“«)> y é&a?- la

11+ «)
Sustituyendo por — 1y ¢(0; sus valores respectivos «y

en la relacion de los incrementos, hallaremos

a a\(
c- T A ) 11+ «)
\a «
4

pero- 1(1-4a)= 1(1-4«)“.ycuando ACtiende hacia cero, «dis-
minuye también cuanto se quiera, como hemos visto, y Ma expre-

sién (L + «) '~ tiende hécia el limite ¢ (60); luego 1(1+ «) “ tiene por
limite le= 1, y por tanto se hallara para valor de la derivada f ,
iw ata
M =/ =

luego, segun queriamos demostrar, la derivada de la exponencial
«',eso-In; es decir, igual & la misma exponencial multiplicada

por el logaritmo neperiano de la base a. N
85. Si la exponencial fuera se hallaria para valor de la
derivada y"=e'"\e = e\ puesto que le = i, por ser ela base de sis-

tema de logaritmos neperianos. n

Luego la derivada de la exponencial , esla misma funcion.
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Derivada dela fonelon *A® variable.

86. La derivada del logaritmo de la variable independiente, es
igual d la cantidad reciproca de la variable multiplicada por log e.

Sea la funcién 22—
Dando un incremento a a? hallaremos

y-I-Ay—Ilog(a:+ia;), 6 A/—Ilog(a;H-Aa:)—log a®
La relacion de los incrementos sera
N
A/ log (ai-i-Aa?)— logit tog (I+7)

uxr hx kX
|Naciendo™— = A, 6 tu:=hx, se tendra
A log (A+A) N\ 1 n
N 7 -X-log(l+ft)=-Xlog (1+A)T;
Aa hx X X

de donde pasando a los limites, y recordando que {lI-f-ft) » tiende al
limite e cuando h decrece indefinidamente, se tendra
i Ay 4
lim. — =v" = —Iloge.
Observaciéon. Si la funcidn hubiera sido y=1ir, se hallaria por

1 1
derivada y '= —le= —, puesto que le=1; luego la derivada del lo-
mn X

garitmo neperiano de la variable x, es la cantidad reciproca de esta

variable; es decir, —.
X

Derivodasdelas fnncioncs ctrcolarca directas de la variable.

87. La derivada del seno de la variable x, es el coseno de il
misma.

Sea g/=sen Xx.
Dando & & el incremento A, se hallara
y-|-Ay=sen (a;-}-Ar), de donde Ay=sen —sen x. La relacion

de incrementos sera
Ay  sen (uj-f-Aa;) — sena?
' Aa? *
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pero segun la lrigonometria, se tiene, conyirtiendo en producto la
diferencia de los senos, y dividiendo por 2, los dos términos del que-
brad0)

e cosi ir-H—).
n \ ~NY

iiX
sen—
Cuando tiende hécia cero, la relacién tiende hécia

T
segln sabemos por la trigonometria; el factor eos tiende
al limite eos a;, cuando luego el limite de la relacién de los

incrementos, 6 sea la derivada, sera lim. — =y”~=cosa”, segln que-

riamos demostrar. D, .
88. La derivada del coseno de lavariahle, es el seno de la misma

tomado con signo contrario. / .\
Sea la funcion y=cm w; el incremento sera “y=cos
eos £t, y la relacion de los incrementos sera
eos (a?+A«)—eosw

De mismo modo que anteriormente, convirtiendo la diferencia de
los cosenos en producto, y pasando al limite se hallara

biX
A sen-rm p
II'D,.g,g/:Um,/\x-sen T o) sen X.
2

Obseuvacion. Si hallarnoslas derivadas sucesivas de sen a:y cosa;,
veremos que se reproducen periédicamente de cuatro en cuatro.
89. La derivada de la tangente de la variable, esigual 4 la mi®
dad partida por el cuadrado del coseno de la misma.
Sea la funcion y=tg  dando un incremento a a;, se hallara para
valor del incremento de la funcién
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Ay—tg(a;-f-in)—tg iC: sen A
y—tg(@--")—tg iC: €0s (iz?-{-ir) eos cc'

y se tendra para valor de la derivada

; Ay o, sen”™X 1
lim. —=1lim .-—--- x1lim

" eds {x-\-lix} eosif
pero los limites de los factores del segundo miembro son respectiva-

i
mente la unidad y — . luego se tendra
oosne

o Av 1
lim ~=/=—
&x COS™X
segln queriamos demostrar.
90. La derivada de la eotangente de la variable, es igual a menos

la unidadpartida por el cuadrado del seno de la misma.

Sea la funcién y=cot x, de donde se hallara
Ay=cot {ic-Hu?)—cot x- sen
sen
y el valor de la derivada sera

sen AL 1 H
tix M Sen (a:+Aa) sera; sena?
segln queriamos demostrar.
91. La derivada de la secante de la variable, es igual a la tan-
gente partidapor el coseno de la misma.
Sea la funcion y=sec x, de donde deduciremos

Aa? / A\
2senY *en (.+-)

Ay=SecC (a?-f-Aa;)—sSee X =1
€os [x-\-"*x) eos x

11X
sen'— sen{SF -—1
Ay 2 1

- AN 7y fim—= /"= —— :
Ag; X cosce cos(a?+Aa?) X cosa?
¥
tga;

luego la derivada de see x es--—- X segun queriamos demostrar.
€0s

92. La derivada de la cosecante de la variable, esigual a ménos
la cotagente partida por el seno de la misma.
Sea la funcion y=cosec x, de donde se deducira
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Ay=cosec (arf-Aa?)— cosec x =
Aa?\ ia?

meostx g BeR gy cos(xry )
Z JAN - P ¥ A ¥ A
sen (x-hAa;j sen & 2 sen 2 X sen a?x sen (aj-i-Aa;;
sen —- . €0s
Ay 2 1 (- t) . Ay cot &
Ax Aj? sen X sen rAa) Y M Ax sen a;

. cot x , .
Inego la derivada de cosec x es- , segun queriamos demostrar.
sen x

Derivadas de las fuueleues circulares luvcrsas de la variable.

93. Las funciones circulares inversas de una variable, son aque-
llas en las cuales la variable independienle es una linea trigonomé-
trica, y su funcion es el arco de la misma; asi hemos visto (47), que
la funcidn inversa de ?/=sen (c, es aFarc seny.

Esto supuesto, pasemos a determinar las derivadas de las funcio-
nes circulares inversas de aquellas directas cuyas derivadas hemos
determinado ya. Para ello observaremos, que siendo la derivada de
una funcién el limite de la razon del incremento de esta funcion al
de la variable cuando este se hace cero, y siendo en las funciones in-
versas la variable independiente lo que en las directas es la funcién

y vice-versa, se sigue que si la derivada de una funcion y, cuya va-
AN

liable es ¢r, es lim. UA la de la inversa x, cuya variable esy , sera
X

afss)
Ilim, ;— ; luego si la derivada de una funcién directa y=f[x) esf{x)j
Yy

\
la de la inversa x=f"{y) sera ~(y)=-"—, en la cual tendremos que

poner, en vez de (r, su valor en funcién de y.
94. La derivada de la funcién inversa y= are sen X,

i

IM—a»
Sea la funcién y=arc sen x, de donde «=sen y.
£n esta expresion sabemos que se tiene (87)

es
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o okX . . Ay n
lim. a = cosy; el dela inversa sera lim. — = -—-- .
y

cosy
Pero tenemos CO3 —sen®y=*:t"N"1— luego el valor de
la derivada sera la expresion
Ay 1
lim.— ==h-
A /=

en la cual se tomara el signo -f- si el arco termina en el primero 6
cuarto cuadrante, y el signo— si termina en el segundo 6 tercero.
95. La derivada de la funcién inversa j=arc. cos X.

—1
es

Sea la funcibn y=arc cos x, de donde a;= cos y.
Los limites de la relacion de los incrementos de la funcion directa é
inversa, son

. Ao Ay —1
lim.— = —seny,y lim— = -
Ay Aa: seny
Poniendo en vezde sen y su igual dz —cos®y= = /i —a? se
hallara para valor de la derivada de la funcion inversay=arc cos X,
. Ay i —1
lim— =y'=4% 3
Ag; /1- HC

segln queriamos demostrar.
96. La derivada de la funcién inversay = are tg x, es

Sea la funcion y = are tg 03 de donde deduciremos sucesiva-
mente

a= tgy,
A .
lim. o ! Y lim. Y. cos™y.
Ay cos®y AL
\ \ .
Pero cos®y m;luegdla derivada de y = arctgi»,
TNt gy~ X
serd lim. — —y"= — .
AL 1-{-03®
4
97. La derivada de la fundén y = are cot x, es — A
-{-1i

Sea la funcion y == are cot x, de donde se deducira
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X Vv, i Y iim ’
~cotV, Ilim —  -——- , lim. — = — sen*v.
Ly AR
\ 1 .
Pero = ; luego la derivada de y = are
1+ cotty 4 +Ex*
, . Aw , 1
cot Q) sera lim. —= y = )
AL 1l+aj®
\
98. La derivada de la funciony = are sec x, €s —
wVvV — 1
Sea la funcion y = are sec a?, de donde se hallara
Ac tgw A €0s
x = SQcy, lim.—= 9—----, Iim.—y: ----- y
Ny eosy Ax tgy
4 4 o y
Perocosy = -—--—-—-—— tgv = x:ksec™mw—1~ -+ V —1; lle-
secy X
go la derivada de la funciény = are sec x, sera
Au i \
lim. —az — —.
XVAXN — \
. y o —4
99. La derivada de la funcion y = are cosec X, es ziz
XV'xr—\
Sea la funcion y — are cosec x, de donde se tendra
. AX coty . Ay sen 'y
X = cosecy, lim. — —-----s-m-=- lira, — ----mmeeeemeoe :
Ay seny AX coty
4
Peroseny=—"— m — coty =tK~cosecV—'4 =t:k™a;®— 4;
cosecy X
luego la derivada de la funcién inversa y = are cosec X, sera
. 2 — 4
lim.— —y'=zh
AXx /x®— 4
RESUVEN
400. Una vez halladas las derivadas de las funciones sencillas,

tanto algebraicas como trascendentes, que dependen inmediatamente
de una variable, conviene tenerlas muy presentes por el uso frecuen-

te que de ellas se hace en matematicas, para lo cual las reuniremos
en el cuadro siguiente:
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LECCION IX.

J)eriTada dela samaalgeWaica de varias fuaeiones.—Derivada de an producto de varias
funcioneB.-Derivadadel cooieute de dos funciones.-Derivada de una potencia deuna
funcién.—Derivada de una raiz de una funcién.—Ejemplos de derivadas.

Derivadade la sumaatscbréalca de varias fuuclonea.

101. En todas las derivadas que en esta leccion vamos & hallar,
supondremos que se conocen las derivadas de las funciones cuya su-

ma, producto, etc., se nos dan.
102. L<i derivada de la suma algebraica de variasfunciones, es

igual d la suma algebraica de las derivadas de las funciones»
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Sea la suma algebréica de las funciones u, v, w, que depen-
den de la variable ¢r,
y= z-\-u—v-\-w.
Demos a a; un cierto incremento tkx, y segin la notacién convenida,
hallaremos

restando de esta igualdad la anterior, y dividiendo después por Au,
se tendréa

Ny Aw At

X AD? Ar \ X
Tomando limites y teniendo presente lo dicho anteriormente (56 y
62), hallaremos

y'=z'-\-ur—u'+l0",
gue justifica el enunciado del teorema.
103. De esta regla se deduce inmediatamente, que la derivada

de un polindmio cualquiera

en el cual A, B, C,... T, U, son cantidades constantes, y los expo-
nentes n, p,... r, pueden ser enteros, fraccionarios, positivos 6
negativos, sera

En efecto, este polinomio es la suma de las funciones elementales
A®"™, Bx", cuyas derivadas son nB«”“* fCxP-",.,.
segun se tiene (82 cons.); y conforme al teorema anterior, la deri-
vada de la suma es la suma de las derivadas de los sumandos.

Derivada de un prodneto de varias ranclones.

104. La derivada de unproducto es igual d la suma de los re-
suUados que se obtienen multiplicando la derivada de cadafactor por
elproducto de todos los demas.

Sea, en primer lugar, el producto de las dos funciones uvy que
depende de la variable a?,

y=uv.
Dando un incremento & x, se hallara
j/-1-a” = (u-]-a«) ('U-4-Atj)=uli-i-vAu+uAv-{-AttxAv.
Restando de esta igualdad la anterior y dividiendo por Aic, se tendra
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Av Am At) Am

. = m—V-H— MH-—— Av.

0,X AiB Ai« Aie
Pasando al limite y observando que = m, y por tanto que
Iim. siendo lim. Au= 0, se tendra

Au
lim. ATAu=O; y por consiguiente,
e

yf= u'v-\-iyUf

segln queriamos demostrar.

Sea, en segundo lugar, el producto de varios factores

y=«.w, M...Un

Supongamos que el principio se verifigue para n— 1 factores,
y vamos & demostrar que también se verifica cuando el numero de
factores sea n.

El producto propuesto se podra poner bajo la forma

y  Pmg,

haciendoV = u”™.% .% . ... «n-i; y segln el caso anterior, se ten-
dra y”~= PMUnH- mCP; pero por hipotesis se tiene

y P= MMVWU..U,_i;
luego sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, halla-
remos

ul\ur..Un~{-u\u~..Un-\~ ... “h urnuiu”.Un-Il
luego si el principio es cierto para n — 4 factores, lo es también
para n.

Ahora bien, nosotros hemos visto que es cierto para el caso de
ser dos los factores; luego lo sera también cuando el numero de fac-
tores sea tres: siendo cierto para tres factores, lo sera también para
cuatro, y lo mismo para cinco, seis, etc-, y en general para n facto-
res, seguin queriamos demostrar.

OBSERVAcioNts. 1.” Si la igualdad anterior la dividimos por el
producto y, se hallara

+ + + —

il
y M, Mg Mj un

que prueba, que la relacién que hoy entre la derivada de un pro.-
ducto y este producto” es iyual a la suma de las relaciones que hay
«fire ld derivada de cada factor y este factor.
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2*  Si uno de los factores fuese constante, su derivada seria ce-
ro, y el producto de esta por el de todos los demas seria cero tam-
bién, asi, la derivada de y = av, en cuyo producto a es una constan-
te y una funcion de k, sera ai/.

Derivada del eoclcnte de dos fnnetones.

105. La derivada del cociente de dos funciones, es igual al pro-
ducto de la derivada del dividendo por el divisor, menos el del divi-

dendo por la derivada del divis(yr, partido todo por el cuadrado del di-
visor.

Sea el cociente y = - ; multiplicando por v, se halla
\

vy — u.
Tomando las derivadas de ambos miembros, sera
[V
vy’ ~\~v'y = U’, de donde y’= Y

Sustituyendo en vez de y su igual —, y multiplicando ambos térmi-

nos por V, tendremos
1 u'v—vu
y—
que justifica la regla.
La derivada de una fraccién se halla del mismo modo, puesto
que toda fraccion se puede considerar como el cociente de dividir el
numerador por el denominador.

Derivada de iiua potencia de ana fnnelon.

' 106. La derivada de la emésima potencia de una funcién, es igual
al exponente m multiplicado por el producto de la potencia m—1 de esta
funcién, por la derivada de la misma.

Es decir, que la derivada de la potencia y=u " en la que u es
una funciéon y w un exponente cualquiera, es

En efecto, sea en primer lugar m un nimero entero; en este caso
la potencia u™ se convierte eny=-uuu... cuya derivada, segin el na-
mero anterior, sera

y'=u’ wr-rA-U AU

segun queriamos demostrar.
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P *
Sea m un ndmero fraccionario y entdnces se tendra
y=u~ O
de donde se deduce evidentemente
p u'
0f= - AZT™
= ’ s
, vP VP p . t
pero = —= —=wP-—; luego sustituyendo, sera
y y u-3 ®
, uP—u' ,
P = By
9 ,.»-- 9

Sea, por ultimo, el exponente m un ndmero negativo —n, ya
tenga su valor numérico entero 6 fraccionario; se tendra

“

y=u-~

de donde deduciremos (105)
nuAKF
u -

seguo queriamos demostrar.

Derivada deunaraiz de una funcién*

107. La derivada de la enésima raiz de una funcidn, es igual al
producto de dicha raiz por la derivada de la funcidn, partido por el
Indice multiplicado por la misma funcién.

VAVAY
Es decir, que la derivada de K -y, es iy

n - _
En efecto, de i/=ku =v” se deduce (106), que

1 .1
y'=s —v V'= - V = e ,
n

segun queriamos demostrar.
Si consideramos como caso particular la raiz cuadraday =]/ |1,
bailaremos, segln la regla anterior, la igualdad
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~uu'
yiz y
2w 21 *

gue expresa que la derivada de la raiz cuadrada de una funcion,
es igual & la derivada de lafuncion 'partida por el doble del radical.

Ejemplos do derivadas.

[08. Por medio de las reglas precedentes, y teniendo presente
el cuadro de derivadas (100) de las funciones elementales, tanto alge-
braicas como trascendentes, podremos hallar las derivadas de las
funciones siguientes:

I. Sea, en primerlugar, la derivada del polinomio

Su derivada sera, segun la regla dada (64), 6 por la que se deduce
del n.° \02.
f (t/)=28y"—15y2+4y—3.
Il.  Sea, en segundo lugar, hallar la derivada del producto
I(*N=(3!1/"—5y+3) (2y*—3y-h7) (2i/+4y—3)"
Segun la regla de la derivada de un producto (104) y la de la poten-
cia (106), se hallara
f(y)-(6y-5) (2y"-3yH-7) (2./+ % —3)r-~
(Oy*—3) (3y"—5y-f-3) (2y"-i-4y—

3(2y~+4y-3)M(4y+4) (3/--5y-h3) (2y5-3y-h7)=
o (2yn+4y-3)"[(6y-5) (2y"-~3y-h7) (2y"-H-4y-3)+
, (6y"-3) (3y"-5y-h3) (2i/+4y-3)+

3(4y-h4) (3y"-5y-i-3) (2y"—3y-h7)],
f(i)=(2i/"4y-3)M[(2y"H-4y-3) {(6y-5) (2y3-3,y-1-7>-{-
3(2y"-1) (3y"~3y+3)i+12(y+1) (By"— 5y+3) (2y"-3y+7)]
2yr—3y-h2

4y®— 3y2-}-5y
Segun la regla dada (105), se hallara

(4y—23) (4y—3y"+5y)—(2i/~3y-f-2) (12y*- -6y-I-S)

(4)/— 3y"H-5y)2
IV. Hallar la derivada de la potencia de la siguiente funcion
o /(y)=(3y"-Sy+3)*.
Se tendra (106) f(y)=4(3y2— 5y-4- 5Y6y—5).

I11.  Sea la funcion /(y)=
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V. La derivada de la raiz 5y4-3» serd (107)
. (14y-5)in7y~-5y+3
V=" 5(7/-51/-n3)

VI. Propongadmonos hallar la derivada de la expresion

/(y)=y Ml/~+1)(By— 1)+ ™M y* -1-

2/—1

Si cada uno de estos sumandos los consideramos como una funcién
dey, y hallamos sus derivadas, la derivada de y sera la suma alge-
braica de las derivadas de los sumandos (102); asi se hallara

3yr—18y-|-3 —ayn
f(y)=18y“—5y -f-12y3—3yn- Y 1BV y

LECCION X.

Derivadas de las funciones de funciones.—Derivadas de las funciones compuestas.—Ejem-
plos de derivadas de funciones de funciones, y de funciones compuestas.

Derivadas de los fnnclones de fanclones.

109. La derivada deunafuncién defuncién, esigual alprodnic-
to de las derivadas de cada una de lasfunciones con relacion & la va-
riable deque dependen inmediatamente.

Sea la funcion u=f{x\, y la funcién de funcién

y=F(M)=F[/’@)]FD().

=M op
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Dando un incremento ia; & la variable independiente a2 la fun-
cién u recibird un cierto incremento im y la funciéon de funcién
y=(>{@?) recibira también otro, que representaremos por Ay; asi, se
tendra

2/1-0/= F@tAu)=9
Au=f{x-\-"x]—f{x),
AN=F(u+Am)y—F(u),

A0 ax = fw
F(«<+Aw) — F
lim. _AU — lim . (« W,)Ou (W) F(«),

multiplicando estas igualdades, tendremos
lim.— Xhm. =fr{x)xP{u
e Al {x)xP{u)

N

A X
lim.— Xlim.— lim. -2 = y~=0/ (&); luego
pero lim i im I D y (&); lueg

@)=F*WX f ()
segln queriamos demostrar.

.Sila funcién propuesta fuese una funcion de funcion de funcion,
se hallaria, del mismo modo, que |4 derivada era igual al producto
de las tres derivadas de las funciones, con relaciéon 4 la variable de
que cada una depende inmediatamente. En efecto, sea la funcion de
funciones ’

S="(y), siendo y=F (W), y u=~f{x);
6 lo que es lo mismo,
IF[AN)I 1= N EY
Segun lo que acabamos de demostrar, se tendra
K@= WX NE)
(fW = PXOX f (&)
luego tendremos
zf=i:f {x)=~y) X'F'W X f (&),
gue esta conforme con el enunciado del teorema.

Del mismo modo veremos que dicho teorema se verifica, cual-
quiera que sea el nimero de funciones que se consideren.

410. La regla que hemos dado (106) para hallar la derivada de
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la potencia de una funcién u”, es una consecuencia del teorema que
acabamos de demostrar. En efecto, se tiene
T7—u™, y u—f{a)).

Donde vemos, que = y F'(u)= i?m"-* (82); =
luego como la derivada de una funcion de funcion es el producto de
las derivadas con relacion & la variable de que dependen inmediata-
mente, setendray = mu™ *x u', conforme teniamos ya.

Derivadas de las fnncloncs compuestas.

\\\. En las funciones compuestas entran generalmente diferen-
tes funciones que varian con independencia las unas de las otras, 6
dependiendo todas ellas de una misma variable x\ en cualquiera de
estos casos podemos en ultimo andlisis considerarlas como variables,
con relacion & las cuales podremos hallar las derivadas de la funcién,
cuyas derivadas -se llaman derivadas parciales. Mas como la funcion
se representa generalmente por una letra y, < por Y, js...), s
necesario que establezcamos una notacion que nos indique estas de-
rivaciones parciales, el 6rden de derivacion y la variable con relacion
& la cual se deriva.

Asi, convendremos en acentuar la letray, 6 la caracteristica de
la funcion F, con un nimero de acentos igual al érden de la deriva-
cion, poniendo & la primera por subindice la variable 6 variables
respecto a las cuales se deriva, con un exponente igual al orden de
la derivacion que se haya hecho con relacién a cada una; y si se usa
de la caracteristica de la funcion, poniendo 4 las variables con rela-
cién & las cuales se deriva, un indice igual al grado de la derivacion
que con relacion & ellas se hace. "

Sea, por ejemplo, la funcidén de tres variables

y = f[x, u, v);
y'r=f{x,,u,v), yu=~Af{x,urv), y~r=/"(t, u,0j,
indica respectivamente cada una de las derivadas parciales de la fun-
cibny = 7/ («, w, i>), con relacion kx, wy o; la expresion

en lacual se suponem = n+ p + Y, indica la derivada del 6rden
m de la funcion y — f{x, u, v), la cual se ha derivado n veces con
relacion k x,p con relacién 4w, y 9 veces con relacién av.

Tono I1. n
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Esto bien entendido, pasemos & determinar la derivada de una
funcién compuesta.

112. La derivada de una funcién compuesta de varias fundones de
una variable independiente x, es igual & la suma de las derivadas par-
dales de la fundon con relacion & cada una de las componentes, multi-
plicadas por las derivadas respectivas de dichas fundones.

Es decir, que sisetienela/uncion vV, W...), compuesta de
las funciones w, v, tv... dependientes de a?, se hallara para la deriva-
da de esta funcion,

f'{un, V, w..)u'-]-f'{u,v®, w...)v'-\-f'{u,v,

En efecto, sea la funcién y — f{u, v), compuesta de las dos fun-
ciones uy V, dependientes de la variable x.

Supongamos que en una de las funciones v, damos & ic un cierto
incremento ia?, y consideremos por un momento ala funcién u como
constante. A este incremento correspondera un incremento parcial 6

de la funcion y,e\ cual representaremos por de modo,
que se tendra
—f{u, v ] — f{u, v].

Si ahora suponemos que en la funcién u, damos & & el incremen-
to y suponemos como constante & ij -|-Au, se hallara para el se-
gundo incremento parcial de la funcion, debido al incremento de la
funcion u,

Ay =f[Un AU, V-\-AY)— f(u,
y el valor final de la funcion sera
y-\-*"y—f{u~"U, f-H-An),
de donde ay:i="\ur-\~iM, «-f-iiu)—f[u, t);
0 sumando y restando la cantidad f{u, d+Au), se tendra

Ly=If{ur™u, v-hi™vy—f(u,v-i-~]]+1f(u, v-h™"n—f(u, 1.

Dividiendo ahora por "X, y dividiendo y multiplicando al mismo
tiempo cada uno de los sumandos del segundo miembro por los in-
crementos respectivos au y Au, se tendra

Ay _f[u U, it A)— I[m, v &) _
hx Aw Aic
flu, v-irlv) — f{u,
Ao Aic
Si ahora pasamos al limite cuando ax tiende hacia cero, las relacio-
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nes-----y ------- tienden & valer las derivadas u' y n'.de las funciones

ti y U, que dependen inmediatamente de x.
., f[uH-Aw, G+Av) — /(«, V-f- Af)
La relacion en la cual se su-
Au
pone que v+Au es constante, expresa la relacion que hay entre el
incremento parcial que recibe la funcién y con respecto a w, y el in-
cremento de w; su limite sera la derivada parcial de y con relacion a
u; es decir, f[u® v), puesto que haciendo A,r=0, escero también.
Del mismo modo vemos que el limite de la relacién
flu,v-{-hv)—f{u,v)
Au ,
es la derivada parcial de y con relacién a la funcion u; es decir,
f(u Uj); luego la derivada total y’ de la funcion compuestaj sera
yf=flurv) u '+ f(u
segln queriamos demostrar.
Sea ahora una funciéon compuesta de otras tres que dependen de
una misma variable x, y=f[u, u, w).
Siguiendo el mismo método que anteriormente, hallaremos
Ay=/(ti-l-Aii, utAu, toj-Aio)—/(«, V, w)—
uf-Au, ti+Ato)—f[u, tu+Aio)]-!-
[f{u, u+Au, —/w> w-l-Am)]-!1-
/(w, u, Ni~\-"w)—f[u, u, td);
y la relacion de los incrementos podra ponerse bajo la forma

hi /(wa-Aw, ud-Au, JU-j-Ail)—/(«, u-i-Au, iu-t-Aia) am
A ™ An e '
flu, AU, w-F-Anw)—/(w, u, W-hAW)X Au
Au Ag;
f{u, u, w+Aw)—/(m, u, w) Aw
AW AiC

Pasando al limite y observando que siendo constantes en la primera
relacion todas las funciones, & excepcion dew, se obtiene la deriva-
da parcial dey con relacion aw, puesto que siendo Aa?=0, Auy Awtam-
bién lo son; que el limite de la primera relacién del segundo suman-
do es la derivada parcial con relacién a u, y que el limite de la pri-
mera relacion del fercer sumando, es la derivada parcial de la fun-
cion con relacién a tu; y por altimo, que el limite de las relaciones;.
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£l_ y son las derivadas respectivas de las funcienes u, v y

w, se tendra
yf=f{u”, vV, w) V,, W) v, AU )wA
segun queriamos demostrar.

Del mismo modo se veria que el teorema se verifica para cual-
quiera que sea el numero de funciones.

413. Las reglas que hemos dado para hallar las derivadas de
una suma, de un producto, de un cociente, etc., se deducen in-
mediatamente aplicando esta regla general, de la cual aquellas son
casos particulares.

Asi, la derivada del producto sera igual & la su-
ma de las derivadas parciales con relaciéon a cada uno de los facto-
res, multiplicada por la derivada de este factor; es decir,

y'=u\XU”"% .. .-h-.

Kjcmplos de dcrlTadasde ranclones de ranclones,y de ranclones'
couipnestns.

I. Sea en primer lugar la funcién de funcién y=sen”x.
Hagamos w=sen x, de donde y—u”. Siendo u una funcion de Xy
€ y una funcidon de u, es claro que y serd una funcién de funcion,
de modo que su derivada sera (109)

pero 4u®=4sen”a?, y u~=cos x (87); luego
sen”Micxcos X.

Il. Sea en segundo lugar la funcién y=v'*, en la cual n y w son
funciones de una variable x; y es por consiguiente una funcion com-
puesta, cuya derivada serd (112) la suma de las derivadas parciales
con relacién & cada una de las funciones, multiplicadas por las deri-
vadas respectivas de estas funciones. Asi, se tendra

V -4-u™u lo.
I11.  Sea en tercer lugar la funcién !/=log tg®(l-j-")"™*
Hagamos sucesivamente de donde
y=logu
u=v~
V=tQW

w=t"
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y segun la regla de la derivada de una funcién de funciones, se ten-
dra (109) que y' seraigual al producto de las derivadas de estas fun-
ciones con relacién & la variable de que inmediatamente dependen;
es decir, que se tendra

\ 1
=-logeX 3N"X—_;-x2iX2ic;
u cos™o

y reemplazando las funciones w, v, w, t, por sus valores, hallaremos
por ultimo, haciendo todas las reducciones,

/=24 log e
g "sen 2(1

IV. Sea, por ultimo,
y=I(¢c4-/ i+ ~ —are sen
Haciendo « = 1(G v = are sen
se tendra

y—u—v-hWf é y'zu'—
Pero segun las reglas que anteriormente hemos dado, se tiene

1 2* \ 1
u'=
X yi+
X
n
V'=:=t
X \-\-x2
\ '~
1 \
zhl/1+&k~X
X iI-\-x"-\-x" 14-2ic*
WA= IM-\-XN-\-x X
I/l+a:®
Por consiguiente, la derivada de la funcion propuesta, sera
1 1 1-1-2N 0 2(1H-¢r'n) 1
y 1-1a7 |71+ x2 1-j-a

1 2(1+**)1/1+x2 gz |
I+aj2 \ -\-xA
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LECCION XI.

Deriradas de funcioDes implicitas.—Deriyadaa de fnnciones itiTersas.—Derivadas de una
combinaron cualquiera de funciones.—Derivadas sucesivas de una funcién cualquiera.

Derivadas de funciones Implicitas.

\\hj. Si tenemos una funcién implicita
- [11,
en la cual x es la variable independiente, éy la funcién, podremos
hallar la derivada dey con relacion & a?, sin necesidad de resolver esta
ecuacion con relacion &y, que es lo que se necesita para obtener la
funcién explicita correspondiente.

Para ello observaremos, que si imaginamos hallado el valor de vy,
deducido de esta ecuacién,y seay = 9(i»), sustituyendo este valor
en la ecuacion [1J, la convertird en la ecuacién idéntica
= 0, en la cual, como se vé, x es una variable, y 9(3) una cierta
funcion de esta variable, la cual estd representada por y; luego la
ecuacion f{xy) = 0, cuyo primer miembro podremos representar por
Zj nos dara

z~f[xy) = 0,
siendo z una funciéon compuesta, que constantemente es cero.

Ademas, cuando una funcioén tiene un valor constante, su deri-
vada es cero; porque si ng, la funcion seria creciente 6 decreciente
(72); luego siendo z constantemente cero, su derivada z* también lo
seii. Esto supuesto, pasemos a determinar la derivada y* de la fun-
cion implicita f{xy) = 0.

H 5. La derivaday de la fundon implicita f(x y) = 0, es igual &
mmos la derivada pardal con relacién a x, partida por la derivada
pardal con relacién & y, de la funddén propuesta.

Es decir, que la derivada de la funcién implicita f{xy) = 0, sera

y {xyf)
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En efecto, la derivada de la fancion compuesta
3~[{coy)y
siendo, como sabemos, y una funcion de x, es
r{x,yy + f{xy)y= f'K v) + P{xy)y'\
j como se tiene = 0, sera cero también, de modo que se

f'(x y)
POY)H O r=o, Ny --fFjyy
segln queriamos demostrar.
Sea, por ejemplo, hallar la derivada de la funcion implicita déla
variable cc, dada por la ecuacién
®— Aay-f-3y®H—4a;= 0.
Segun la regla anterior, se tendra
42a—4y+" _6x—2y+2
_4da;+6y 2a—3y
Sea, en segundo lugar, la funcién implicita y, dada por la ecua-
cién

XN-\-y —i = 0,
de la cual deduciremos, segin la regla,
y\/\: ............ ”F--fyk

DcriITttdas de fttuclones Inversas-

116. Ya hemos visto al ocuparnos délas funciones en general
(47), y de las funciones circulares inversas, que si se tiene una fun-
cién entre dos variables x é y, que ligue de tal modo & estas vana
bles, que cada una pueda venir en funcién de la otra, y suponiendo
gue esta relacion sea

F(aiy)=0,
de la cual se pueda sacar indistintamente
y=f{x) 6 a;=i(y),
se dice que una de estas funciones es inversa respecto de la otra.

En estas funciones es evidente, que a un cierto incremento ix
de X, y recibird otro cierto incremento iy; y reciprocamente, al in-
cremento Ay, corresponderd el mismo incremento A», los cuales lla-
maremaos incrementos simultaneos.
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Esto supuesto, si !a relacion de los incrementos simultaneos en

Ly ]

! M e 1 s .

la primera es — , en la segunda sera ™ = -—-;ycomo los limites
y .

Yy

de estas relaciones son las derivadas, se sigue que si la derivada de
la funcion y=f[(s) es

la derivada de la funcion inversa x=("[y)”" sera

iy % < h«) Ai(y)Y

luego la derivada de unafuncién inversa, esigual a la unidad par-
tida por la derivada de lafunddn directa, en la cual se sustituye la
variable que en ella entrapor lafunddn inversa.

Esta misma regla se puede deducir fundandonos en el método
para hallar la derivada de una funcién de funciéon. En efecto, si se
tieney=f(a?) y x —<Yy), y se quiere hallar la derivada de la fun-
cion inversa x = ip{y), suponiendo conocida la de la funcién directa

tendremos
y=f{x), x=(f{y),
de donde y = /[9(y)].

Como lo que tratamos de hallar es la derivada de 31=9 (y), la va-
riable independiente esy, cuya derivada es 1;la derivada de la fun-
cién defuncion/"[y (y)] también serd I, segun la igualdad anterior,
de modo que se tendra (109)

1=P{is)X(f{y),
. \ \
de donde i/fy)=---—--
f'Ix) ynT
luego la derivada (y) de la funcion inversa de y=/'(;r), es la
misma que anteriormente hemos hallado.

Por medio de la regla anterior podremos hallar la derivada de
una funcién inversa cualquiera, conociendo la derivada de la funcion
directa correspondiente.

Asi, la derivada de y=arc sen x, que es la inversa de a;=sen vy,

seray=~i-;
eosy’
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pero eosy=x\"\—senNy==*:|Ni—a?,
I ‘=4t !
uego y =%
g Vi, 2

Del mismo modo veremos, que y=\"x es la inversa de la fun-
cién x=y'"y cuya derivada x’ esny™ % luego la derivada de la fun-
ciény, sera

1 \ X
- )X-: J
ny~* n vy

Sea, por ultimo, la funcion t/=loga;c, cuya directa es x=ay. La

derivada a/ es a@™\a; luego la derivada de la inversa, sera
1 1 1 1

y_aﬁa X—\E-X>I<ogaC,

nx

\
porque la=loga¢zXj------ [Algebra, tomol, num. 467); pero logaa=I;

1 1
luego \a= ~ —, de donde—=logaC.
logac la

Lo mismo se diria de cualquiera otra funcién inversa, de cuya
directa conociésemos la derivada.

Derivadas deuna combinacién cualquiera de fiinslones.

117. Si setrata de hallar la derivada de una combinacion cual-
quiera de funciones algebraicas 6 trascendentes, per(J que dependen
de una misma variable x, se le aplica la regla de derivaciéon (112)
correspondiente & las funciones compuestas, cuya regla reduce la
cuestion & determinar la derivada de cada una de las funciones
componentes que ya son mas sencillas que la propuesta. Si estas
funciones son & su vez combinaciones de otras, se les aplica la mis-
ma regla, y asi se continlGia hasta llegar al caso de ser todas funcio-
nes simples, cuyas derivadas sabemos hallar; ejecutando después las
operaciones que hayan quedado indicadas, se obtendra el resultado
final, 0 sea la derivada de la combinacién de funciones que se nos
haya dado.

Ejemplos de esto son los que hemos expuesto al final de la lec-
cion anterior.
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Derivadas saceslvas.de una funcién cualquiera.

i 18. Como la derivada/(a;) de f{x) es & su vez otra funcién de
la misma variable, podremos hallar la derivadade/”~(a;), que
serd la derivada segunda 6 de segundo orden de la funcién propuesta.
La derivada 4ef'{x) serala derivada tercera 6 de tercer orden, y asi
sucesivamente.

El nimero de derivadas de una funcidén depende en general de la
naturaleza de esta funcion.

En las funciones racionales y enteras, el nimero de derivadas es
finito; en las irracionales y trascendentes, son en numero infinito.

149. Ya hemos visto (63), que las derivadas sucesivas de un po-
lindbmio del grado m, son polinomios cuyo grado va disminuyendo de
unidad en unidad, hasta que se llega & una ultima derivada cero,
que serd la derivada del orden m.

420. Las derivadas sucesivasde |, serana”la, a « m(lQ)®.-
a™(lo) "...

Las derivadas sucesivas de e ', seran e”, e”, e”,.. es decir, todas
las derivadas son iguales.

Las derivadas de sen x, son: eos X ,—sSen X ,—eos X, Sen X, eosx,
__sena;,... es decir, que se reproducen en periodos de cuatro en
cuatro; asi, la derivada del orden 38, sera — sen x.

LECCION XII-

Teorema de Taylor aplicado & una funcién cualquiera de una variaWe.

lade TaylOP aplicado Auna rimelon oualqutcpa de una variable.

124. EIl teorema de Taylor tiene por objeto desarrollar una
funcién cualquiera f{x) segun las potencias de h, cuando se sustituye
X por el binomio x-\-h.

Ya hemos visto (63), que cuando f(a?) es una funcién racional y
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entera del grado m, si se sustituye x por el binomio se obtiene
facilmente, cualquiera que sea el valor de &,

cuyo desarrollo no es otra cosa sino la formula de Taylor aplicada a
una funcion racional y entera de ic; el cual, componiéndose de un
namero finito m+1 de términos, expresa siempre el valor exacto
de

422. EIl teorema de Taylor puede hacerse extensible a una fun-
cion cualquiera; pero como no siempre dard en el desarrollo un na-
mero finito de términos cuya suma algebraica sea el valor exacto del
primer miembro, sino que en general dara origen a una série com-
puesta de un namero infinito de términos, sera necesario, para poder
hacer uso de esta formula, apreciar el error que se comete tomando
por el valor tota! de la série, la suma de sus n primeros términos;
error que estarad determinado por el resto de la série. De manera, que
si nosotros podemos determinar el valor, 6 simplemente la forma, de
este resto, en funcién de las cantidades (¢, Ay n, nidmero de térmi-
nos que se consideran, y de ello podemos deducir que aumentando n
indefinidamente, dicho resto tiene por limite cero, es evidente que
la série 4 que da origen la formula de Taylor serd convergente, y la
suma de sus n primeros términos dara el valor del desarrollo, tanto
mas aproximado, cuanto mayor sea el namero de términos que se
consideren.

423. Para la demostracién de la férmula de Taylor y la deter-
minacion de la forma del resto, necesitamos anteponer los dos lemas
siguientes:

424, Primer LEMA. Si se tienen dos funciones cualesquiera
F(x) y f (x), de las cuales f (x) sea siempre creciente 4 decreciente™ 6 lo
que es lo mismo (72), que su derivada sea constantemente positiva 6
negativa para todos los valores de x comprendidos entre x*y x"-f-h, y

ademas la relacién —’(‘ sea continua para todos los valores de x com-
X

prendidos entre los mismos limites, se verileara la relacion
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F{x,+h)-F(X))  F(x,+Qh)
Ai(Xod-hy— f(x] [11.
siendo oun valor conveniente comprendido entre Oy 1.

En efecto, supongamos, para fijar las ideas, que f{x) sea crecien-
te para valores de x comprendidos entre  y x*-\-h\ 6 lo que es lo
mismo, que f{x') sea constantemente positiva para los valores de x
comprendidos entre estos limites, y sean Ay B el mayor y menor

valor que tome la relacion ‘ ’\)p ara valores de x comprendidos en-
X

tre los mismos limites x y x -\-h\ de modo, que tendremos

_[X]<A, FA(IC)>B;

riw) ~ f'{x)
0 quitando denominadores y dejando las desigualdades en el mis-
mo sentido, puesto que f'{x) es por hipotesis positiva, se tendra

r{x)<~r{x], y F(&)>B/*(i");
6 lo que es lo mismo,
r(x)—Af'(x)<0, y W{x)--BP{x)>0.
Los primeros miembros de estas desigualdades son las derivadas res-
pectivas de F(;c)—Af{x) y F(@@?)—Bf{x); y como la primera de estas
derivadas es negativa y la segunda positiva, la primera funcién sera
constantemente decreciente y la segunda creciente, para valores de
~comprendidosentrey x.-{-h; de modo, que se tendra
F{x,+4) - AfivhA) < F[*]-Af("]),

de donde facilmente se deduce

F(&0+A) —
r(o"+"" — Ko
Siendo, como suponemos, la reIaC|0n - -continua para los valo-

r{x

res de x comprendidos entre x*y x*-"i, y siendo ademas A y B los
valores limites de esta relacidn, no habra cantidad que hallandose
comprendida entre estos limites, no pueda igualarse & la relacion
Fia;) . , :

dando & ic un valor conveniente comprendido entre y
NGO

. F(ar,4-/¢)— F(@@?A
Esto supuesto, la cantidad

que se halla compren-

N
didaentre Ay B, serd uno de los valores que tomara ﬂkl cuando
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demos a a; un cierto valor comprendido entre  y x™\%; este
valor se hallara comprendido entre estos limites, siempre que 9 sea
mayor que Oy menor que!; por consiguiente, podremos admitir
gue, segun las condiciones supuestas en el enunciado del lema, exis-
te siempre un valor de O comprendido entre 0 y 1, que verifica la re-
lacion

la cual expresa, que la relacién de los incrementos Onitos de dos
funciones F(¢c) y/(ai), correspondientes & valores de ;»comprendidos
entro y x™-\-Ji, se puede siempre expresar por la relacion de las
derivadas de estas funciones, con tal que se verifiquen las dos condi-
ciones de ser f(x) constantemente de un mismo signo, y la relacion
e continua para valores de x comprendidos ent/(e y x~-\-Jh, que
es lo que se queria demostrar.

125. Segundo 1ema. 8i -para vm valor particular de la va-
riables., se verifica que Idsfunciones'{s) yi{s) y sus n—1 deriva-
das se reducen d cero, y que las relaciones de las derivadas del mis-
mo ¢érden, hasta la del érden n inclusive, son continuas entre los va-
lores mayor y menor que cada una de estas relaciones recibe, dando d
X valores seglin la ley de continuidad comprendidos entre 'y x/-"*h,
paxa lo cual basta que sean continuas entre estos limites cada una de
las derivadas FMX) y i7(X), ) y X)... se tendra

F(x,-hh)  F(")(x,-Mh) 3
foo--h)  fC)(+oh)y 12D
siendo 9una cantidad comprendida entre O y 1.
En efecto, si F(;»0)=0 y f{x~=0, la igualdad [1] se converti-
ra en
F«-f-A)

siendo pero se tiene, segun el lema anterior,

luego si F'(¢(»g)=0 y t'[x~=0, se verificara también
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siendo h Uh<i\\ de donde tendremos

r(a;+ft) _ F"K+\)

f(x¢+h)

Continuando del mismo modo, y funddndonos siempre en las con-
diciones del lema, obtendremos en general
F(a,+/1) )

veriflcAndose la desigualdad <jt, y por tanto pudiéndose repre-
sentar hn por oft, siendo 0>0 y <1 ; de modo que, segin queriamos
demostrar, se veriiicara la relacion [2] enunciada en el ema.

126 CossECMEN-CIA. Sienla formula [2] hacemos f(x)=[x-jr,)
nos hallaremos en un caso particular comprendido en el segundo le--
ma; pues F(.) es la misma, y en f(,x)=(a=-ai,)" se verifica que_fw
y SUS n—1 derivadas se anulan para el valor particular de ic—
Ademas, las relacioues de las derivadas de un mismo érden son con-
tinuas entre sus valores mayores y menores respectivos, por serlo
cada una de estas derivadas; y por consiguiente tendremos

F(ir,-1-1)

A” '.2.3..n°’
de donde deduciremos

y si en esta férmula hacemos se tendrd

127. Observacion importante. Estaigualdad [3], deducida
de un caso particular comprendido en el segundo lema, tendra lu-
gar siempre que m
Lro para el valor particular de /i-O, y ademas dicha funcion y sus
n primeras derivadas sean continuas.

128. Teorema DE Taylor. sea F(et+”) lafuncién que que-
remos desarrollar segin las potencias enteras y positivas de ft.

Escribamos un nimero n cualquiera de términos deducidos por
la formula de Taylor, como sila funcion fuese racional y entera, y
designemos por ®{h) la funcién de o: y ft, que exprese la diferencia

entre F [x-~h) y los n primeros términos formados, de modo que se
tenga
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F{x-\~h)—¥ (x)— P (x) h— FA"{@)~— P'f{x]
- E .
'F||I'<)(w)\'2.3...(n—1); 9m 14).

Si en esta igualdad hacemos h=0, se hallara ¢f)=0.
Las derivadas con relacién & A de los dos miembros de esta igual-
dad, son iguales; de modo que se tendra *

Wy— r{x) — e

2i3

(n— 1)Ffe-i)(a;) 2.3--'(nA~ )

que para el valor de h = 0, se obtiene o/{A) = 0.

Derivando sucesivamente ambos miembros, hallaremos que ¢i(A)
y sus n—\ primeras derivadas se reducen & cero para el valor par-
ticular de A= 0; y por ultimo, que al llegar a efectuar la derivacion
del 6rden n de la igualdad [4], se obtiene la relacidon

F(Q(M+ Ar=y(<)(A) [51

Ahora bien, si F(¢r) y todas sus derivadas son Onitas y continuas
para valores de x comprendidos entre ¢ry -|-*A, se tendra que A
y sus derivadas seran también funciones finitas y continuas entre es-
tos limites de la variable, y como acabamos de ver anteriormente que
para el valor de A= 0, 9 (A] y sus n—i primeras derivadas se redu-
cen & cero, tenemos que (A se halla en las condiciones que se exi-
gen para que se verifique la relacion [3], la cual se reduce en este

caso a
n

I(A)=9() (e 3' )

Si en la igualdad [5] ponemos oAen vez de A, hallaremos
FW(ic+ 6A)=9W(6A);
y sustitujendo este valor en la igualdad anterior, se tendra

9(A)— +0A) 23 1

* La derivada con relacion &/tde F(a:-i-ft), esigual & laderivadadeestafun-
cion, en la cual se considera como variable al bindmio x-hh; es decir, que
Ffe (iT-i-ft) = F.-+ft(a; + ft). ’

En efecto, sea ft, € y=F(z) = F(®)-ft). La derivada p' con rela-
cion aft, serd (109) y'h~F'z (z)xz' = F'z (2)= Fa:+A(iC-i-ft).
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Sustituyendo, por Gltimo, este valor de ~(A)— que no esotra co-
sa que ia expresion de la forma que toma el resto de la séne de lay-
lor aplicada & una funcion cualquiera del mismo modo que se aplica
a las funciones racionales y enteras-en la igualdad [4], y trasponien-
do al segundo miembro todos los términos del desarrollo, hallaremos
la formula general de Taylor

F(M+ = F(Y oo

+ (-) + ¢Tn
129. Esta férmula, que resuelve en general el problema de des
arrollar una funcién ~{x”h) segln las potencias enteras y positi-
vas de una de las dos cantidades, de A por ejemplo, nos manifiesta
también en qué casos es posible este desarrollo y en qué casos™o.

En efecto, si el resto de la série 9(A)=:FW(a;+ oA

tiende hacia cero a medida que n crece indefinidamente, la funcién
es el limite hécia el cual tiende la série obtenida por la
formula de Taylor, que se expresara en este caso por
A
F(*+ /)= F®)+ F'("™M™+ F"W - + ...+ +
Mas para que esta série tenga lugar, se necesitan las condiciones
exigidas en ios lemas en que este desarrollo se apoya, las cuales, co-
mo ya hemos visto (127), se reducen en este caso & las dos siguientes:
que sean continuas F(a:) y todas sus derivadas, para valores de ®
comprendidos entre a'y x + k, y ademas que la expresién del resto,

6 sea F(")(a:-l-971)5" - (o

con la condicion de'qug f{x) y cualquiera de sus derivadas sea finita,
para valores de a: comprendidos entre los mismos limites x y x+Kk.

En efecto, la expresion tiene evidentemente por limite

cero, cuando n crece indefinid'a'mente (2S); luego siendo en general
?(»)(*) una cantidad finita para valores de x comprendidos entre a
y x-\-h, F("lI(a:-1-oA) serd una cantidad finita, y el producto
FW(~+67i) - — -tendrd por limite cero, segin queriamos de-

'23...n
mostrar.
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LECCION xm.

otra forma del reato en laférmula de Taylor— Férmnla de Taylor aplicada & una fundén
de doa 6 tres variables.—F6rmula de Maclaurin.

Otra formadelrestoenlaférmula de Taylor.

i 30. La forma que hemos hallado para el resto en la série de

Taylor [6],
T«
23..n

DO siempre es & propdésito para demostrar la convergencia de la série
de Taylor en cada caso particular, 6 mas bien para justificar que
esta expresion tiene por limite cero, cuando n crece indefinidamen-
te, y por tanto que el limite de la suma de ios n primeros términos
del desarrollo, es la funcién que estd en el primer miembro; por lo
gue conviene hallar otra forma para el valor del resto, que evita en
general este inconveniente.

Si en la férmula de Taylor [G] reemplazamos (¢ por z, y hacemos
"—® dicha formula se convertira en

2
23.(n—1 =0O fel.
haciendo, para abreviar,
[x—2)"
m23. n
Hallando las derivadas con relacién & 2, de los dos miembros de
la igualdad [a], se tendra

y()=ZF(«) [2+0(3;—")]

to>o Il
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Simplificando y sacando el valor de o\z), hallaremos

(x—s)" rri

Si en la igualdad [a] sustituimos s por  se tendrd
n Qe
Haciendo en esta misma igualdad n = I, se tendra, llamando 6, el va-
lor particular de Ocorrespondiente a este caso,

y reemplazando F poro, lo cual es posible, por ser cierta
[61 de donde se ha deducido, para cualquiera que sea la funcidn,
tendra
ofa)l = o(z)-+-? DG
pero en este caso se verifica que = 0; luego tendremos

= S)1 («-") W*
Ademas, de la formula [h] se deduce

/ N —g—
91= —F(Og-ho.(* M 2.3..(._1

) @—£)]= —F(d[H-0Ar—M)] 23..(n—1) ’
TOvalor sustituido en la férmula [c], nos da
0»
T®= F(")[zto,(v—m)]  2.3..(n_I)
Llamando R a esta expresion, haciendo ®= ®+
tituyendo después z por m, se tendra para la nueva forma
del resto
R= [B].
y la formula de Taylor, haciendo las mismas hipétesis en la igual-
dad [£], tomara la nueva forma

N

2.3.
(4 . 0>-7¢" -1

f31. Obsb«vacones. 1mCuando todas las derivadas deF W .

inclusa esta funcién, son Dnitas y continuas para

prendidos entro x yx+ 0, laformula de Tay p
valor aproximado de F (X+/1), tomando para dicho valor
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délos n primeros términos; y este valor sera tanto mas aproximado»
cuanto mayor sea el nimero n.

2. * §j lafuncion F(a?)y sus n primeras derivadas cumplen con
la condicién de ser finitas y continuas para valores de la variable
comprendidos entre g y y las derivadas del 6rden superior al
érden n pueden ser discontinuas en el mismo intervalo, la formula
sera exacta hasta el término del lugar n; pero podra dejar de serlo
de este término en adelante.

3. " La féormula de Taylor puede dar origen & una serie conver-
gente, y sin embargo, ésta no cxprcsarcl valor de la funcién que la
ha producido, lo cual sucedera cuando la expresién del resto no ten-
ga por limite cero, creciendo n indefinidamente, y si una cantidad
finita, en cuyo caso, cl valor de la funcion sera el valor do la serie
mas cl del resto.

4. N La formula [G] puede darci limite del error que se comete
tomando los ii. primeros términos, para lo cual no hay més que cal-
cular el mayor y cl menor valor que tiene Fi"i(¢c) en el intervalo de

X'y x-\-h, y el limite del error estara dado, llamando Ay B a estos
Jin
dos valores, por — (A—B).
por . — ( )

Voérmniade Taylor aplicada & nnarancian de do.«6 tres variables.

132. La féormula de Taylor puede hacerse cxtcnsiblc & funciones
de dos, tres 6 mas variables; nosotros no consideraremos mas que el
caso de que tenga dos 6 tres variables, y aun estas referidas & fun-
ciones racionales y enteras.

Sea, en primer lugar, una funcion de dos variables

z=1{x, Yy).

y veamos en qué se convierte cuando sustituimos en vez de x0vy,
los binomios x-\-h 6

Para esto, supongamos primero que se le dd d4yun Incremento
k, permaneciendo x como constante, en cuyo caso la funcion z re-
cibira un incremento parcial Lz,/, de modo que, segun el teorema de
Taylor para el caso de ser una la variable, tendremos, haciendo uso

déla notacion indicada (H i),
A*

= f[x,y-{-k) ~ f[x,y)+ yOk-h f'(®,y,) ) + o«
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Supongamos ahora constante el valor demos 4 icel incre-
mento 7i, y obtendremos, para valor Anal de la funcion,
+ 7)A+
lantT7iy)jt - [

Desarrollando las funciones del segundo miembro por la férmula
de Taylor, se hallara ~g

i@+hy)= Y+ @y + (") + 1 234
7|'*

F(x+ AV)= Y, )+ + rKv.)y + e e
i*

f = /"@®Us)+ r KNy + Nt -

y justi'tuy¢ndo, finalmente, estos desarrollos en la igualdad [1], se
tendra la féormula

f(i»+A,i/+ft)= .
/a
f(sy)+ f'K Y)a+ f"K y)j + f"'K whrz+ '
Ah 7:U
[i W/
+ VU -3+t
+ F("y3) ga
coya ley es bien sencilla y facil de retener.
133. Conociendo la ley del desarrollo segin el teorema de Tay-

lor, para funciones de una y dos variables, podremos deducir coma
anteriormente la ley de este desarrollo cuando la funcién tenga tres
variables. En efecto, sea la funcion f{x, y, ¢); suponiendo que o; es
constante, tendremos
y
y-*K ism-1) t/n
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p-
Y, —Hh.»

Si ahora damos un incremento ™ & (¢, se hallara
f(x-\~k, y-\-h, z-\-1) =

f{x kfy, 2)-i-t™{x Kk,y, z2)k-i-P'{x Kk s)— H-..

+ r{ic + Y, ®) + —

P
"h Iy 22)-A + ok

Desarrollando estas funciones, y sustituyendo todos estos des-
-arrollos en la igualdad anterior, hallaremos la formula
fl.x-\~k,y-\~ kyzZ-\-I") =
. A*
f{iOyy,z)-\-P{x"yyz)k-\-f{is*" y> +
, kk
+ /['(any,« ) 2F(aT,y, z) B
kP
-i-P{x, y, zM)I-\-fA{sCy yN -5)-"-{- &%

N%P\X,yyy2 )N + *"
~kl

+ Mm@ y.

cuya Jey, lo mismo que en el caso anterior, esfacil de comprender y
retener, por la grande analogia que tiene con la de las potencias de
un bindmio 6 trinomio, segin tenga la funcion dos 6 tres variables«

Férmula de IHaclanrin«

134. La formula de Maclaurin no es sino una consecuencia de la
de Taylor; se obtiene Jiacimdo en estax = 0, y Itdgo canxhianda. i1
en X.
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Asi, si en la férmula [6] de Taylor (128) hacemos primeroa;=0,.
y luégo sustituimos h por x, hallaremos
F(")= F(0)+ F(O):ir+ FMN0) + .. +Fli«-ii(0) , 4 n— ot

X
FOXG®) , 5 [M].

Del mismo modo hallaremos, haciendo las mismas sustituciones
en la formula de Taylor puesta bajo la forma [7],

n—1
F(@)= F(0)+F'(0>r+ F"(0) FC'-'HO) 2_3___X(n — 1)
(1-0)Mipn [W1:
2.3..(h—1)

cuyas dos formulas, llamadas de Maclaurin, sirven para desarrollar
una funcion cualquiera F(;r) en serie, segln las potencias enteras y
positivas de la variable x.

En estas formulas, lo mismo que en las de Taylor, es menester
tener presente en su aplicacién que el limite de la expresion del res-
to sea cero cuando n crece indefinidamente, en cuyo caso el valor
de la série expresa el de la funcidn.

435. EI teorema de Maclaurin puede hacerse extensible a fun-

ciones de muchas variables, pero nosotros no nos ocuparemos de
«Uo.

LECCION XIV.

Aplieacion de las séries de Taylor y de Mnclaurin.—Férmula del binomio.

Série exponen-
cial.—Séries trigonométricas.—Calculo del nimero 7T.

Aplicacién de las sérica de Taylory de aiaclanrin.

436, Las séries de Taylor y de Maclaurin nos suministran el me-
dio de convertir cualquier funcién en série, siempre que ésta resulte
convergente, y ademas el valor finito hacia cl cual tienda sea el de
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la funcioD propuesta; para lo cual, una vez probado lo primero, bas-
ta demostrar, para que se verifique lo segundo, que la expresion del
resto & que la serie de Taylor 6 de Maclaurin da origen, tiene por li-
mite cero cuando el nimero n de términos que se considera crece in-
definidamente.

Férnioladclbinémlo.

137. Si en la férmula [M] de Maclaurin (134) hacemos F(x) =
( 1 tendremos

Yx) = {\ —m(1 o FY) —
m(m—1)... (m—n-h 1){1 -H
F(O)= 1, F'(0)= m,... F>)(0&) = m(i»— 1). J@A-Ha:)™ i

Y por consiguiente,
m(m—1) ~

(I+ &)”= IH-ma! 2
n(m— 1).,,(m—n-,-2) Nl
2.3..(ii— 1)
— 1) («i— —»+_0
2.3..n

Para que esta serie represente el valor de (IH-j:)™, es necesario
que sea convergente, y ademas que la expresion del resto

2.3..n
tenga por limite cero cuando n crezca indefinidamente.

La série obtenida anteriormente de la expresion (I-t-x)-", es la
misma & que da origen la féormula del bindmio aplicada como si m,
fuese entero y positivo; pero esta série no puede ser convergente sino
para valores de x comprendidos entre — 1y -i-1 (26); es decir, para
valores numéricos de x menores que la unidad.

Ahora bien, si para valores de a comprendidos entre —1 y
-p-1, la expresién del resto tiene por limite cero cuando n crece in-
definidamente, el valor finito lidcia el cual dicha serie converge sera
el valor de (14-2;)" »y 1» formula del binomio sera cierta cualquiera
gue sea i», cumpliendo x con las condiciones enunciadas.

Para hallar ei limite liacia el cual tiende el resto R que completa
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el valor de la série, le descompondremos en tres factores de la ma—
nera siguiente:
_m[m—1)... [m—n-j-1)
B 2.3..n X
El primer factor tiene por limite una cantidad finita, cuando n
crece indefinidamente. En efecto, si llamamos i al nidmero entero in-
mediatamente superior a m, dicho primer factor, que representare-
mos para abreviar por/, se podra poner bajo la forma
—i-hl). Ji— —m n—m—1
2.3.. i-]~-2 ' n L
El primer factor de este nuevo producto es evidentemente una
cantidad finita; el segundo factor que esta dentro del paréntesis,
es el producto de un nimero de factores menores que la uni-
dad; por consiguiente, su producto serd tanto menor, cuanto
mayor sea el nimero de factores; luego /es numéricamente menor
ayg  —1)..(m—iH-1)
2.3.«
gueriamos demostrar.
El segundo factor (1  9a?)"-* se puede poner bajo la forma

(1

y por tanto una cantidad finita, segin

(14-91C)"- " = jemmememmeneee ;

y en el caso de ser x positiva, vemos que esta expresion es cons-
tantemente menor que la unidad y tiene por limite cero; en el caso
de ser 0=0, se reducira & la unidad: luego el segundo factor es nu-
méricamente menor que la unidad, siempre que x sea positiva, cual-
quiera que sean.

Por altimo, el tercer factor x" tiene por limite cero, puesto que
X suponemos ser numéricamente menor que 1; luego el producto de
estos tres factores tendra por limite cero, siempre que x sea positiva
y menor que ia unidad.

Si & tiene un valor negativo igual & — x™ menor en valor numé-
rico que la unidad, la expresion del resto tiene también por limite
cero; mas para demostrarlo tenemos necesidad de recurrir U la
otra forma que hemos dado & dicho resto, la cual en este caso se con-
vierte en



DE TAYLOR Y MACLAURIN. 105

m(m7 —n41) 0.5y / i—é;;\
= — n — " "
53 (ot TR0 8 XX

En esta expresion de R se vé facilmente, que el primer factor
es, como en el caso anterior, una cantidad finita; el segundo tam-
bién lo es evidentemente; el tercero, 6 tiene cero por limite, 6 cons-

tantemente es menor que la unidad, é causa de ser i <; 1; por

altimo, el cuarto factor x" tiene por limite cero, y por consiguiente
el producto de los cuatro factores, 6 sea el resto R, tiene por limite
oero cuando n crece indefinidamente.

De donde se deduce, que la férmula del binomio de Newton se
verifica, y sirve para calcular el valor de la expresion (i4-x)"*, cual-
quiera que sea r/i, siempre que x se halle comprendida entre — 4 y
-j- 1; en los demas casos , & excepcion de aquellos en que el expo-
nente m sea entero y positivo, la formula del binomio deja de ser
cierta.

Obsebvacion, Como todo binomio x+ 0 puede ponerse bajo la
forma X ™4 la.potencia de todo binomio puede también

/ a\"
expresarse por x”i 1+ —1; mas para que el desarrollo a que da

origen la férmula del binomio sea cierto, cuando m no sea un nime-
ro entero y positivo, es menester que se tenga, como anteriormente
hemos visto.

a a
—>>—1y—<Cl, de donde x>»a;
X- X

luego a se ha de hallar comprendida entre — x y H- x, siendo como
es consiguiente su valor numérico menor que el de x.

Série exponencial.

138. Aplicando la série de Maclaurin & la funcién o ', hallare-

mos (120)
F()=c[®, F M {x)=a®la, F M\ (x)=a"*0,... F("I(x)=:a®I'*0,
F(0)=1, F~(0)=la, F'/(0)::=1%,.. FW[Ox]=:afi™. l«a;

y por consiguiente, se tendra
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-n«-L
4.2.3..(n—1) 1.2.3..n

Esta série es convergente, cualquiera que sea el valor de x; pues

xla
la relacion de uno de sus términos al anterior, es—, Y tiene, como

arnt =\ Mo\

se ve, por limite cero: ademas, el limite del resto R de la série es
también cero; porque el factor €s constante y necesariamente (-

nito,yel factor -li'i— tiene por limite cero, cual-

quiera que sea x\a (20); luego el limite del resto es siempre cero, y
por tanto el de la série es

139. Si consideramos como caso particular la expresion
Ilaremos por igual procedimiento
X G
A=+ T+ T2 123 1.2.3..«
Séries trigonométricas.
140. Desarrollo en serie de sen Xx.
De la igualdad sen ¢c, se deduce (120)

F~(j;)=cos ¢c, PN(:)=— sen a?, F"\(aj)=— eos a;,
F"”(a)=:sen a:=F(a;), F" (a?)=F(d;)= 06 t,...
yF;0)=0, F(0]=1, F~(0)=0, F"(0O)— i, F-(0)=0;... por con-

«iguiente,
’ XN XN xS
*¢'>@=N-N"T72m 5+ xN:5 ~1.2..(2n—1)
<. 1+1
-eos (Og).
1.23..(2n+1)
Esta série es convergente cualquiera que sea el arco x(16); ademas
~2n+i
.e tiene Ilm.- |, eos (te)=0, por hallarse eos (tix) eom-
1.2.3..(2n-H)
o<t |

i _ -f- - tener por li-

prendido entre — 1y -f-1, y el factor 12.3..(2n+1)

mite cero; luego el valor de la série anterior expresa el de la funcion
sen x\ de modo que se tiene, cualquiera que sea (c,

ha-
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ad JS X'm_‘
seo X = X - 423 42345 m4.23..(2n—1)
e+
i.2.3...(2n+1)

44", Desarrollo en serie de eos X.
De la misma manera que anteriormente, hallaremos

X -3 X
BOSX=\- 12 1234 12.3..(2n—2) 1.2.3..2n
Observacion. Si en la série exponencial e' cambiamos x en
se obtiene
X’ X
n 1.2 123 1234 12340
’ X3 X3
= 15 1234 VP 453 15345 YT
6 e®”N"N= cosx +t~—1 sen X.

Si en esta férmula cambiamos x en nx, se tendra
gnx eosnx-f V'— 1sen nx;
y si la elevamos a la potencia n, hallaremos
'/-'= (cos x+k”™—1 sen x)",
de cuyas dos igualdades se deduce la formula de Moivre
(cosx-hI~” sen x)"=cos nx-\-V~—\ sen nx.

442. Por medio de las séries del seno y coseno de un arco, se
puede calcular facilmente el valor numérico de una cualquiera de
estas lineas, conocida la longitud del arco, 6 sea la relacién del arco
al cuadrante valuada en unidades lineales. Asi, suponiendo que el
radio de una circunferencia es la unidad, la longitud del cuadrante,

6 sea del arco de 90“, seré?—1,57079632679489661923.

mT m
Si ahora, en las séries del senoy coseno, hacemosx = —. —, y

calcularnoslos coeficientes con veinte cifras decimales, obtendremos
las férmulas siguientes:
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/r. m\ w\ /T m\ » M\
senfe --)=-(9D -.-)=

.1,57079632679489661923— 1,00000000000000000000

—0,64596409750624623366~ — 1:23370055013616982735%

-£-0,07969262624616704512 -)  10,25366950790104801364"

—0,02086348076335296087-"
—0,004681704130318688104

H-0.00016044118478735982~ +0,00091926027483942658"

— 0.0000033988 4323321209-A —0,00002520204237306061-"*

H-0,00000005692172921968"A +0,00000047108747788182"*

—_— NN\
— 0,00000000066880351093"%4 0,00000000638660308379

+ 0, 115~
-f-0,00000000000606693573— 0.00000000006563963115

— 0,00000000000004377065f* 0,00000000000052944002"

N
4-0,00000000000000025714— +0,00000000000000343774

— 0,00000000000000001836—
+0,00000000000000000125—

+0,00000000000000000008"

T ) 1
La relacibn — podemos siempre suponerla menor que —, pues

los senos y cosenos de los arcos comprendidos entre 0 y 45” com-
prenden los cosenos y senos de los arcos mayores que 45° y meno-
res que 90”.

. A i . " - .
Siendo la relacion — igual 6 menor que > lasséries anteriores
n -
dan, con un corto niumero de términos, el valor del seno 6 coseno
de un arco mayor que 0 y menor que 0®

o : . m 1 2 3 4 1
Asi, haciendo sucesivamente — , Se od-

tendran”os resultados siguientes:

e sen (90®"N)— sen 9B =c0s81®=0,1564344630
sen (90® M= sen 18® =c0s72®=0,3090169944
sen (90®.-M)= sen 2M® =c0s'63®=0.4339904997
sen (90®.-{)= sen FB® = eo0s54®=0,3877852523
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sen (0®” )= sen 45" cos 45"— 0,7071067812
sen 54”“ = cos(90”.~) co0s36”= 0,8090169944
sen 63" cos (90”. = cos27’= 0,8910065242
sen 72" =cos(90".~) =c0s18"=0,9310060163
sen 81" =c0s(90”".—) = cos 9”"= 0,9876883406
Observacion. Las séries que dan los valores del seno 6 coseno
de un arco presentan la particularidad de ser periddicas en los valo-
res que adquieren, creciendo ibindefinidamente.
En efecto, acabamos de ver que por medio de las féormulas an-
teriores podemos hallar los valores del seno 6 coseno de un arco

cualquiera comprendido entre 0 y 90”, dando a — valores compren-

3
didos entre O y ?; pero los valores de los senos de los arcos mayo-

res que 90° y menores que 180”7, son iguales & los de los arcos ma-
yores que 0 y menores que 90”, y los cosenos iguales y de signo

. m ) -
contrario; luego dando a — valores mayores que 1y menores que 2,
n

hallaremos los mismos valores para los senos, y los mismos valores,
pero negativos, para los cosenos.

Lo mismo se verd que dando & — valores mayores que 2 y me-
n

nores que 4, se reproducen los mismos valores numéricos de los-
senos y cosenos, con solo la diferencia de signos; después, si da-

mos & — valores mayores que 4 y menores que 8, obtendremos
n

absolutamente los mismos valores para la série, y lo mismo sucede-

r4 si & — se le dan valores comprendidos entre 8y 12, 12y 16, 16
n

y 20, etc.; luego las séries del seno y coseno, que son polindmios
algebraicos, si bien de un ndmero infinito de términos, dan valores
gue se repiten periodica é indefinidamente, creciendo a..

i» 1
Asi, hemos visto que haciendo , Se obtiene
sen 45"= 0.70710G7812;

y si hacemos — = EY hallaremos que el valor de la série se con-
n
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vierte en
sen sen 130"=

2,356194490192- 'W,180128829084
+0,600105880557- °0,079092158346
+0,006167898123- -0,000311291134
+0,000011078079 -0,000000292865
+0,000000003978 ™0,000000000097

=2,967339332931 —2,260432371746 =
sen 135"=:0,707106781185= sen 45®

Donde vemos, que para los valores —y de la relacién—, ia

série da los mismos valores, como debfa suceder, pues correspon-
den & los valores de los senos de 43° y 133° que deben ser
iguales.

143. Desarrollo en série de are tg X.

De la igualdad F(a:) = are. tg e, se deduce

F'(X): = 1-

cuya série es convergente, y expresa el valor de F*(z), siempre
quedemos ixae valores comprendidos entre 0 y 1; ademas, a valores
crecientes de x, la série constantemente es decreciente; pero se ob-
serva que esta misma série es la derivada de esta otra,

X xN & xAn+l

jo wenge 7T ACET 2n+]
luego esta Ultima série es igual & F(a:)=arc tg a?, 6 no difiere mas
gue en una constante (76, coNS.), que podremos representar por C,
de modo que se tendra
r XN XN
-ctgx=C+~-3 + g -+ - % N =

Si ahora observamos que para el valor de a;=0, are tgx es igual
cero también, se tendra C=0; y por consiguiente, la série del arco
tg X, sera woo
a= a'/\/\ [ ]
arcgta:=----+ - -~ + - — 2n+1"r"’

Siendo are tg (—x)=—are tg a;, la igualdad anterior se verifica

N
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cambiando a: en — a:, no olvidando que el valor numérico de esta
variable se ha de hallar comprendido entre 0y i .

Célculo del namero IT.

144. Si en la férmula anterior hacemos a;=1,y observamos
que are tg 1 , la série es todavia convergente, y dala igualdad
i_I-U + N -

de la cual podremos deducir el valor de x, aunque con mucho tra-
bajo, por ser la série muy poco convergente.

Para obtener el valor de wwcon mas sencillez, ha sido necesario
buscar otras séries mas convergentes; muchas son las que con este
objeto se han determinado, y muchos los procedimientos que se han
seguido; nosotros expondremos tan sélo la série por medio de la cual
podremos hallar mas facilmente el valor de . Para ello, si hacemos

1

tga=-,
2tsa _ 5
se tendrd tg 2a= 1—tgha ' 1 i *
2tg2a 120

948= 1 ot 119’

2
donde vemos, que siendo iil’g poco diferente de la unidad, 4a scdi-

ferencia muy poco de —4; de modo, que si llamamos b & esta dife—

rencia, se tendréa

Tt . .
—=4a—6,0b=ia——;
4 *

de donde deduciremos
tgda-1_":-1 1
I+tgda 1+i-» 239

De esta igualdad, y de tg 0=-"» se saca



in APLICACION DE LAS SERIES

1 1
a—arctg—, y
cuyos valores, sustituidos en la série del are tg x (143), dan
i 11 1. l
' a_arctg”™- g N+ ggs 757 +"*
1 1 1
6=arc 19 535= 555 3230n 52305
De la primera de estas desigualdades sacaremos el valor de

m
4a; y sustituyéndole con el de ¢ en la expresion—= 4a—o0, s&
tendra
T /1 1 1 A n ' \

i;-*\a“38"55= "7 \239 3239*'"$239= " |
por cuya férmula se puede hallar el valor de ttcon bastante aproxi-
macion y no con mucho trabajo.

LECCION XV.

Sérica logaritmicas.—Conatrueoion de unaa tablas de logaritmos.

e$érics logaritmicas.

145. Desarrollo ensene ¢/c1(1+ x ).
De laigualdad F(;c)=I(1 +~), se deduce
F )=
F("-*)(a;)==pl.2.3... (n—2) (I+a:)"“ «"-'l,
FC)(®)=%£1.2.3..(n—
ademas,
F(0)=0, F'(0)=1, F"(0)=r— 1, F"(0)=1.2,...

F(C-*)0):~Arf:1,2.3.,.(n—2), FW (0ic)=+1.2.3...(n— 1)
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y sustituyendo estos valores en la série [M] de Maclaurin 7~134), ha-
llaremos
X X« X)-B n I"I—l- XN
1(1_(_a ;)= e N T—

N N4 2 3 n—1 n(1-{-0a) "

Para que cl valor de la série exprese el de la funcion 1(4-]-a?),
€s necesario, como ya sabemos, que dicha serie sea convergente,
y ademas que cl resto de la misma, 6 sea------------- tenga por li-

Nn(4n-9x)«
mite cero. Para que la primera condicién sea satisfecha, basta que el
valor numerico de x sea menor que la unidad; en cuanto a la se-
gunda, distinguiremos dos casos, segun que el valor de x sea posi-
tivo 6 negativo.

Si el valor de x es positivo y se halla comprendido entre Oy 4,

X
se tendra evidentemente-:\---\----)—(<<4; y por tanto, la expresion de!

resto n\(\ _T_é_l tendra por limite cero, Y la serie con-

vergera hacia el valor de I(1-f-;r); de modo, que si x se halla com-
prendida entre Oy 4, se tendra

(14 X )= c-cd j— -4 ... +-7F .. Ll

Si el valor de x es negativo y se halla comprendido entre

y

Oy —4, la expresmn del resto toma la forma————'---—:

n(i—ox)"
4/ X \” . o
—ly—~ ] , de la cual no podemos deducir el limite, porque cuan-
do n se hace infinito, toma la forma indeterminada.
Pero si empleamos la formula [[VP] del nim. 434, hallaremos para
expresion del resto, cuando x tenga un valor negativo —X,

_ (t X /X —
4 4— \1—-00/
Si ahora suponemos que cl valor numérico de x se halla com-
X—Qa .
prendido entre Oy i, la fraccion 4— o es menor que la unidad;

luego la potencia h— 1 de esta fraccion tiene por limite cero, y por
consiguiente la expresion del resto tiene también cero por limite, y
la série converge héacia cl valor de la funcién 1(4—x).

Toro 11 8
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Por lo tanto, la sérle [L] puede emplearse siempre que a®se le
den valores posilivos 6 negativos comprendl&os—en{re + 1y
Dando & ¢r el valor — x, se tendra

(o x) = -+ -+ --1 4-2-+ ... [L.

Obseryaco*. Sien las formulas [L] y [L'] hacemos 4= 1, ha-
liaremos

y + ®= 1+-J+3 + i+ g+6 +

lo cual nos prueba, que la igualdad [L] se verifica también para el
valor x =\, puesto que la serie todavia es convergente y el limito
del resto es cero; la segunda igualdad viene & justificarnos que la sé-
rie armonica es divergente.

Coustrucclon de unas tablas de logorUmos

146. Las sérics logaritmicas [L] y [L'] iialladas anteriormente son
muy poco convergentes, y ademas S'do pueden servir para calcular
los logaritmos de ios nimeros menores que 2, por lo que son muti-
les nam calcular unas tablas de logaritmos; pero combinandolas con-
venienlcmcenlc, se pueden obtener séries bastante convergentes, por
medio de las cuales podemos calcular facilmente los logaritmos nc-
perianos de la serie natural de los nimeros; y una vez hallados estos
logaritmos neperianos. podremos obtener los de otro sistema cual-
quiera, multiplicando éstos por el modulo correspondiente [Algebra,
tomo T, num. 467). <,

147. Para obtener una serie por medio de la cual podamos cal-
cular con facilidad unas tablas de logaritmos, sumemos las dos senes
[L] y [L'], y tendremos

I-f-1» X X 1\
W -l-ic) — 1 —ic) = | N= 2(xt--t-g-l-Y +-)
Si ahora hacemos
I+a: _ n-\-p de donde x = ;

4—p? n *
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vemos que e se en las condiciones prescritos de ser menor que
la unidad, de modo que se tendra

—In= 91— (O
i2,.+/) ' 3VSii+R
por cuya formula podremos conocer el logaritmo de un namero cual-
quiera n~{-p, conociendo el logaritmo de n; y si en esta formula ha-
cemos se tendra

V if™r Y +

Por medio de esta serie podremos calcular los logaritmos de los nu-
meros naturales 2, 3, 4,... partiendo de la igualdad conocida 11= 0,
para lo cual bastara dar an los valores sucesivos 1, 2, 3, 4,...; pero
como estos logaritmos los liemos de obtener con un cierto grado de
aproximacion, conviene caicular de antemano el error que se come-
te lomando por el valor de la série la suma de sus m primeros tér-
minos.

148. Para calcular el error que se comete tomando por valor de
la série la suma de los primeros términos, y poder de aqui de-
ducir el nimero de términos que se ha de tomar para obtener, con
una aproximacién dada, el logaritmo de un numero, observaremos,
que el error que se comete, el cual llamaremos 12 estd dado por la
suma de los términos restantes de la serie, & partir del i7-1-1; de
modo, que se tendra

y por tanto, tendremos sucesivamente

9 / I 1
E<.. .
(2m-hry— I EREANY) " (2«-h 0*
2
E < 4
(2ii-i-1)~
2(2n+1)*
E<: . ,
(2m-i-1) (2n-I-1 1 1]
1

E <
*2(2m4-!) (n~-HO (2nH-I
y como m por lo menos vale 1, si hacemos 2(2m-i-i)=6, con
razén se tendra

mfis
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E< 6(n*+n)(2n-hip™=

luego si el error que se comele ha de ser menor que ~, se tendré

la relacion _
-
6(n™-fn)(2n+ir-~<S’
= 8
ek [3].
de donde (2n+1) >(6n"+n)
Para saber el nimero de términos que hay que considerar en la

serie [2] para obtener en ménos de -- el logaritmo de un numero

n + |, conociendo el de n, no hay mas que elevar el nidmero 2n+1
4 sus potencias sucesivas, hasta llegar é una que sea igual 6 mayor
que S partido por 6(n®-fn)- Sea p el exponente de esta potencia,
VAN |~
; P\ i el valor de m de-

en cuyo caso se tendrd 2m—1=p, om=
ducido de esta férmula es fraccionario, se tomarad el inmediato su
perior. _

1A9. Con lo que llevamos dicho podremos calcular unas tablas
de logaritmos con una aproximacion dada; asi, los logaritmos de los
nameros mayores que 10 y menores que 100, se calcularan en mé-
nos de una unidad del décimo 6rden tomando cuatro términos de la
série; los de los niumeros comprendidos entre 100 y 10000, tomando
dos términos, y s6lo uno para los logaritmos de los numeros mayo-
res que 10000.

Si hacemos n=1 en la série [2], se tendra

2 2 2 2

de cuya serie, calculando once términos, hallaremos para valor de
12 el nimero 0,6931471806, aproximado en ménos de media uni-
dad del orden décimo.
Célculo del numero 12
Para calcular 12, principiaremos por reducir & decimal las frac-
ciones que forman los términos de la serie, lo cual se consigue faci -
mente dividiendo por 9 la primeray los cocientes sucesivos, y dm-
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diendo después cada una por los nimeros respectivos 1, 3, 5,... Asi,
hallaremos con doce cifras decimales,

i- =0,666666666666
3

=0,024691358024
3.'i3

=0,001646090535
53« '

=0,000130642106
73T

é%- =0,000011290058

._!1-.=0,000001026369

~ 0,000000096488
13313

r0,000000009292
4531S

2 =0,000000000911
47317

=0,000000000090
433

2 r0,000000000009
24.321
12 =0,693147180558

Despreciando las dos ultimas cifras y aumentando una uni—
dad 4 la anterior, hallaremos para valor de 12 la expresioa
12=0,6931471806.

150. Si enla misma férmula hacemos n=2, se tendra
2 2 2
I3—12-h-(-)+ 357 55®

Por un procedimiento analogo al anterior, y observando que para

hacer las divisiones por 25, basta dividir por 100 y multiplicar por

4, se hallara
13=1,0986122887.

El logaritmo de 4 se hallard multiplicando por 2 el logaritmo de
2 hallado con 11 cifras; asi tendremos
14=1,3862943611
El logaritmo de 5 se calculara por la série
2 2
9'39 >9'
y hallaremos con seis términos de la série
15=1,6094379124.
El logaritmo de 6 se hallara sumando el de 3 con el de 2; el de

15=14-1-
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7,se calculara por la formula haciendo n—G, y asi podremos ir de-
terminando todos los demas.

I51. Una vez calculadas unas tablas de logaritmos nepe-
rianos como anteriormente hemos indicado, no habra méas que
multiplicar cada logaritmo por el mddulo correspondiente & un sis-
tema cualquiera, y se tendran los logaritmos de los mismos nameros
en este sistema.

Asi, la serie [2] del numero 147 se convertira, multiplican-
dola por el médulo del sistema decimal, que en este caso es
4
— =M, en
MO

1 1
>+ 1 '3(,n-hi)" ’ 5(2n-h)"

152. Para calcular el valor de 2M, se observard que siendo
12=0,6931471806 y 13— 1,6091379124, el logaritmo neperiano
de 10 seréa la suma de estos dos; asi,

110--2,3023830930;
y por consiguiente, el médulo J1 sera el cociente de dividir la uni-
dad por MO, 6 sea

log(Ti+')=lognH-2M

M:=0,13i29W819;

de donde, 2 M -0,8683889038.

l03. Para ..., uso de la formula anterior, se principiara por
calcular el logaritmo vulgar de 2, mulUpiicando el neperiano por el
modulo M, y se hallara

log2=0,30! 0299936.

Una vez calculado el logaritmo de 2, se hallara el de 3 por la fér-

mula

251 2™ 2M
log3=log2+y+~"~-*-fj g3+"*

y por un procedimiento analogo al empleado anl<‘riormcntc, calcula-
remos los logaritmos de los demas ndimeros, haciendo uso ademas de
lo expuesto en el primer lomo de esta obra, para no calcular los lo-
garitmos de los nimeros compuestos, y si obtenerlos mediante los lo-
garitmos de los factores que le formen.

Como la serie logaritmica (151j se hace cada vez mas convergen-
te & medida que n crece, cada vez también se necesitara menor nu-
mero de términos para calcular un logaritmo dado; asi es, que pa-
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.ando del nimero 100, se podran obtener los
decimales lomando tan sélo dos términos de la sene, y con muc
mas razon para los nimeros mayores que este limite.

I"CCION XVI.

- P . comete en el manejo de las tablap.
Proporcién logaritmica; Kmite del error que se

proporcién losaritmlco; limite .1d error gne se comete en el mancio tie
las tablas»

154.  En el uso de las tablas de logaritmos se admite como exac-

to el principio de ser las diferencias de los ndmeros proporcionales a
jas diferencias de sus logaritmos respectivos, cuando los nimeros pa-
san de cierto limite y las diferencias son bastante

mo dijimos al hablar de este asunto, semejante P~ 7 f °
rosamente exacto; se comete por consiguiente un error, cujo lim

N

vamos en esta leccion & determinar.

Desde luégo no debemos olvidar que los logaritmos que hay con
signados en la'; tablas no son rigorosamente exactos, sino que se ha-
Ilan aproximados con un error menor que -nedia unidad "
orden decimal marcado; asi, considerando las tablas 'i® ~ ~
son las més usadas, los logaritmos se hallan en
en ménos de media unidad del séptimo 6rdon ‘
considerarse como una causa de €rror en to os
hagan con los logaritmos; por lo tanto, ai tratar de hai
del error que se comete por el empleo do la proporcon
al calcular los logaritmos de los niameros, ya sean enteros o dee ma-
iL “« o se hallan comprendidos en las tablas, debemos conside-
rar dos causas de error; 1.% la de considerar como exacto el prin-
cipio de la proporcionalidad entre las diferencias de los ndmeros y
logaritmos; 2.“, de suponer exactos los logaritmos de las tablas.

Supongamos, en primer lugar, que los logaritmos son exactos.

limite
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y en estfi hipotesis calculemos el limite del error debido al prin-
cipio de la proporcionalidad. Para ello, multiplicando las igual-
dades [1] y [2] (247) por el modulo M del sistema vulgar, se
tendra

AP F pi
\2n+p  30mMj)® 5@Enp)® "

log (n-f-1)}—logn=:2u(- » 4 4 +

\2nH-1  3@2nH1}="5(2n+1)5

multiplicando ahora la segunda por el nimero <p, y restando, se ha-
llard

log(n-hp)—logn=2M

>

log (n+ p) — log n—;)[log(n-|-I) —log n]=

m (Z-I ----------
\2n-\-p mn-hpf  5(2nH-p)
2Mi- ~ p P
\2n+1  3(2n-M)3""5(2n-}-1)3
Si suponemos que p es una fraccion propia, n-\-p sera un nu-
naero comprendido entre n y 1; de modo, que llamando S & la
diferencia entro los logaritmos de los nimeros n-\-p y n, y Ad la
de los logaritmos n-f-1 y ii, A serd la diferencia tabular, y Bla parte
que debe agregarse al logaritmo de n para obtener el de n~|-p; par-
te que, lo mismo que A, se supondran estar referidas & unidades del
altimo érden decimal de las tablas, considerado como unidades en-
teras. *
Si ademés representamos el segundo miembro por e se ten-
dra
8— Ap-=s;
de donde,
8 e

S=Ap-}-6, _n
y P="A~Tx

La primera de estas igualdades manifiesta, que s es el error que

se comete tomando por el valor deS la cantidad ~p, que se obtiene
por la proporcién

1:p

Esto no altera en nada la proporcion, pues al considerar los logaritmos

como enteros no hacemos mas que multiplicarlos por la unidad seguida de

siete ceros, sison siete las decimales con que estan calculadas las tablas; sua

<ifeioncias apareceran también multiplicadas por el mismo ndmero, y la ra-
z6n que entre ellas existe no variara.
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la segunda indica que la parte fraccionaria que se debe agre-

gar a n para obtener el nimero cuyo logaritmo es logn-f-8, deduci-
da de la proporcion
NS L

es mayor gue la verdadera en la cantidad —; y por tanto, el error

. g
gue se comete es la cantidad —.

Ahora bien, considerando & A como unidades enteras, se
tendréa

e > —;

pero
P P P
/¢n-hp  32rt-f-p)3 l)-O ' 3@nfn3 Yo
y observando que todos los términos del minuendo, a partir del se-
gundo, son menores que sus correspondientes del sustraendo, ten-
dremos, representando la suma de los primeros por S y la de los se-
gundos por S',
P P is—gy=am. PP M — S);
2n-[-p  2n-f-1 @n-]-p)(2n-i-'1)
por consiguiente, se tendra

6=2M"

e=2M

e>0 y 6</Mi i P)
(2n-i-p) (2n+1)’
p{"~v),
am
luego el error que se comete por el uso de la proporcién logaritmi-
ca, ya para calcular la parte 8de los logaritmos, ya para calcular

. . p(l—p]
la parte p de los niameros, es menor que la expresion W

y con mas razén e<

155. Supongamos ahora que la proporcién es exacta, y calcu-
lemos el error que se comete al considerar los logaritmos como nu-

meros exactos.
Sean, como antes, n y n-f-1 dos numeros consecutivos, y n-f-p

un numero intermedio cuyo logaritmo queremos hallar; represente-
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mos por U y L los logarilmos de ny tales como estan en las
labias; es decir, aproximados en ménos de media unidad del sépti-
mo orden decimal, y sean r’ y r lo que les falta & estos logaritmos
para ser iguales & los verdaderos: de modo, que tendremos log{n-f-'l)=:
L+r, log y log (n-j-1)—logn=L— —i'—i+tr—/.
El ndmero ?iH-p comprendido entre ny n+ 1, tendrd su logaritmo
comprendido entre L'+r'y L-h”; por consiguiente, sera igual
0 L'-j-?', mas una cierta cantidad incégnita a;, que se determinara
por la proporcion
1:p:: Afr— :x, dedonde x="p[S--\-r—r'|\

pero en la practica la proporcidon que se emplea, es

1:p::&a:a dedonde x=p\;
de modo, que el valor dea? determinado por este medio, diferird del
verdadero en p[r—r'), y el logaritmo hallado, que sera log (n-H—p)=
L'-j-pX, se diferenciara del verdadero en

r y / son & lo masiguales respectivamente a Ip 0 r consiguiente,
i

p(r~r') es menor que —, y el error cometido es menor que 1; luego
el error que se comete al considerar como exactos los logarilmos de
las tablas, tiene por limite una unidad del ultimo orden decimal.

Por lo tanto, el error final debido al empleo de la proporcién lo-
garitmica, tiene en general por limite

e PU—P)

expresando E unidades del séptimo orden decimal; resultado que vie-
ne & probarnos, que al determinar el logaritmo de un ndmero n-\-p
comprendido entre los nmeros n y n+1, se comete en la practica
un error que solo influye en la Ultima cifra del logaritmo, pues nun-
ca puede llegar & valer dos unidades de esta especie.

loG. Si el problema fuese hallar la parte fraccionaria p que hay
gue agregar & un namero n para obtener el que corresponde & un lo-
garitmo dado, que se halla entro los logaritmos de ny n-|-I, repre-
sentariamos como antes por L' y L los logaritmos que hay en las ta-
blas, correspondientes a los nimeros n yn+1»'f Y Y®restos de
estos logarilmos, L'-po un logaritmo comprendido entro L'y L,y
Gltimamente por r* el resto de este logaritmo.
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La parle fraccionaria que liay que agregar al nUmero n para ob-
iener d nuamero correspondiente al logaritmo U -W -r'', se determi-

nard por la proporcion
Ali— i n N p, de donde p = »

pero el valor dep, que se halla en la practica por la proporcion

&:5::1 es p = —; luego estos dos valores se diferenciaran en
S+r'-
T7 1 o E=—
A+r— & A A+r—rN

segln que se tenga

3+rN'—r' , 8

------------ ,> 0 < -

A+r—2 n

Para obtener un limite superior en el primer caso, tenemos que
51 "

hallar el valor méximo clcl minuendo ?2Y

mentamos ios dos términos de esta fraccion propia en una cier-
ta canlidiul, la fraccion que resulte sera mayor; por lo tanto, co-

mo d valor numérico de r' es & lo mads un medio, se tendra

. Si ahora damos & r" el mayor valor que
Ad-7*-+--i A-f-1’ ] n 11 4
puede tener, que es+ »y &r el menor, que sera se la ar
con mas razén

luego se tendrd para un limite dd error E,

o -j-i 8 i

En cl segundo caso, es decir, cuando el error E venga dado por
la igualdad se hallara d limite cuando d sus-
° A ALT*—r
traendo sea lo mas pequefio posible; asi, dando ar' d valor mayor
que puede tener, que es -hé, a d menor valor, que es—s.y a
r el mayor valor, que es &, se tendra parad limite de E,
5 5—h—~ 8 8—i 1
~A A-t-i—e A A A
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donde vemos, que en ambos casos el (imite de! error que se comete
en la parte decimal del nimero, es menor que X; y comoi expresa
la diferencia tabular, y ésta va disminuyendo cada vez mas, el li-

1
mite — va aumentando.
A

Segun el limite hallado del error debido al empleo de la propor-
cién, vemos que no influye en general ni aun en la Gltima cifra del
logaritmo; por lo tanto, se debe considerar como exacta en el ma-
nejo de las tablas. La segunda causa de error, que consiste en consi-
derar como exactos los logaritmos que hay en las tablas, sélo influye
en la dltima cifra decimal, que puede ser alterada en una unidad &
lo mas, ya sea por defecto 6 exceso, cuando se trate de hallar el lo-
garitmo de un nimero; y si por el contrario se trata de hallar'el nu-
mero correspondiente & un logaritmo dado, el error cometido tiene

1
por limite la cantidad —.
A

157. Si queremos saber en qué cifra debemos parar cuando tra-
8
temos de convertir en decimales Infraccion — hallada porla propor-

cion ordinaria, observaremos que, si representamos por 10® la po-
tencia de 10 que debe expresar el denominador de la fraccion deci-

mal obtenida, se tendra para limite del error hallado 7; y ademas,

suponiendo que en la division cometemos otro error menor que me-
dia unidad del orden x, se tendra que el limite del error cometido
4
1o~
gue una unidad decimal del érden .r, si hacemos
4 1 =i A n
A~"210®<10" ~ A<2.10"

1
vendra expresado porK |—2 ; 'y como este error ha de ser menor

de donde AN2.1CH -"10 "'
2>

podremos deducir el valor entero de x, que expresa el nimero de
cifras decimales que se deben tomar en cada caso; pues si supone—

mos haciendo a?=n, se tendra el limite buscado.
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LECCION XVII.

Maximos y minimos de funciones do una variable.

Méaximosy minimos de funciones de una variable.

i 58. Ya hemos dicho en el algebra elemental, que se llama ma-
ximo 6 minimo de una funcion, aquel valor que dicha fundén recibe
para un cierto valor a de la variable, mayor 6 menor que el que di-
cha funcion recibe para valores inmediatamente superiores e inferio-
res 4 este valor a de la variable.

459. Todo valor de la variable de unafuncidn continua que reduce
desta 4 un maximo 6 minimo, reduce & cero & la derivada de lafuncion.

Sea a un valor de la variable que reduce a la funcién y~-f{x) &
un maximo 6 a un minimo. Si para un valor cc=a la funcion se re-
duce & un maximo, ésta ird creciendo con x hasta valer f[n], y a
partir de este valor decrecera, siguiendo x aumentando; luego para
el valor x=a—h, la funcién es creciente, y por tanto la derivada
f[a—h) es positiva (72); para el valor cc=a-hh, la derivada
es negativa, puesto que la funcion es decreciente; pero siendo conti-
nua la funcién propuesta, la derivada no puede pasar de positiva 6
negativa, sino pasando por cero en el intervalo tan pequefio como
gueramos, de a— k al valor a-'h de x\ luego ia derivada se anula
para el valor a de la variable que reduce a la funcion & un maximo.
Del mismo modo veremos que si a reduce a un minimo & la funcion
propuesta, la derivada de esta funcion tendra que pasar de negativa
& positiva en el intervalo tan pequefio como se quiera de los valores
de X comprendidos entre a—Jiy a+ &; y como la funcién es con-
tinua, la derivada no puede cambiar de signo en este intervalo sino
pasando por cero, que es lo que se queria demostrar.

460. La reciproca no siempre es verdadera. Es decir, que la de-
rivada de una funcion puede anularse por un cierto valor a de la
variable, y sin embargo este valor no reducir & un maximo ni mini-
mo a la funcion. En efecto, si al mismo tiempo que/ («)=0, supo-
nemos que f'{a)=.Q también, sin que para este valor de x se reduz-
ca a cero la tercera derivada, se tendra



126 MAXIMOS

El signo de la cantidad que liay dentro del paréntesis, dependo
del que tenga /*™ (a), que suponemos no ser cero; pero estando
multiplicada dicha cantidad por/;\ el segundo miembro cambiara
de signo cuando h cambie; por consiguiente, si se tiene

i{fa~h~f{a), setendrda /(a+

y por tanto, la funcién no pasa ni por un maximo ni por un mini-
mo, pues para que asi sucediese seria menester que siendo h tan pe-
guefia como quisiéramos, para los dos valores a — 7i y a-\-7t inme-
diatamente inferior y superior al valor a de la variable, la funcién
recibiese en ambos casos valores mayores 6 menores que f[n]\ luego
jmede anularse la derivada de una funcién continua por un cierto va-
lor ade la variable, y sin embarrjo este valor a no reducir & la fun-
cién ni & un macimo ni & un minimo; lo cual, como hemos visto, suce-
dera cuando el v.ilor que anule a la primera derivada, anule también
d la segunda, sin anular a la tercera.

lal. L., iiltia lie 1Ga maximos y niiiiimos de umi fancion, asi como la
exacuvud Uei teo;ema anterior, ue [aiedo oompreuder perfectameuto por
una construccioa geométrica.

Sea uua liuticion continua y ~ f{x), quo supondremos representada por
la curva ABCDE (fiy. 6.); admitamos que dando a g valores

Fig. 5*

crecientes, & partir de un cierto valor g= —O A, la funcién decrece; pero
que llega uu momento en que deja de decrecer y empieza a crecer, en cu
yo caso habra uu cierto valor de la funcion, que serd menor que el inme-
diatamente anterior y posterior, el cual constitu3'e lo que se llamaunwi-
nimo. Si continuando siempre creciendo », la funcién sigue creciendo, y
llegaa otro valor en el que deja do crecer comienza & ser deereclonte,
ose.valor particular de la funcién, que serd mayor (jue el iumediatamento
jinterior y posterior, €s un maximo; y como esto puedo ocurrir en unafun-
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cion continua cuantas roces queramos, es eUro que dicha funcién podra
pasar por muchos minimos y por muchos maximos, verificAndose siempre
que cada maximo so hallara comprendido entre dos minimos consecutivos,
y cada minimo entre dos maximos consecutivos también.

Ademas, la tangente a la curva represenlada por esta funcién, corres-
pondiente al valor maximo 6 minimo, serd evidentemente paralela al eje
de abscisas O X; es decir, formara con este eje un angulo cero, y por
tanto la tangente trigonométrica de este angulo serd cero también; pero
osta tangente trigonométrica es (67) el valor que toma la dei-ivada para
el vaio "do 3 que reduce a la funcion aun maximo $minimo; luego esta
derivada es nvla para el valor de la variable que reduce & lafunddn & un mé-
ximo 6 niinhno.

Asi, si suponemos que dando & a el valor a= O P, la funcién toma un
cierto valor PO meuor que los que dicha funcién recibe para los valores
4— vy nl-7i<inmediatamente proximos interior y superior, diremos que
el valor de la funcion y=CP —f(OP) serd un minimo. La tangente & la
curva en el punto C sera la perpendicular & la ordenada CP, y por tanto
sera paralela al eje O X; es decir, formara con esto eje un angulo ccro®
la tangente trigonométrica sera cero también, y por consiguiente la de-
rivada de/(a5) se anulara para el valor = OP. Lo mi-ino sucedera en
el punto L, y en todos aquellos en que la funcién pase i)or uu maximo 6
un minimo.

163. Por lo que llevamos dicho vemos que, en general, siempre que la
funcién paseporim maximo 6 uu minimo, la tangente & la curva en eso
punto es pariilela al ejo de abscisas O X; 6 1o que es lo mismo, la derivada
tiene que anularse por el valor de & que reduce a la funcién &un maximo
6 un minimo. Sin embargo, debemos exceptuar ciertas funciones que pre-
sentan en sus representaciones geométricas circunstancias especiales,
constituyendo lo que en ellas so entiende por puntos singulares, en cuyas
funciones puede caer en defecto lo dicho anterionnonte.

Supongamos uua curva AB C D (fig. 0."), en la que so verifica que cre-
ciendo & la funcién es
creciente, y por lo tanto
su derivada i)ositiva, lo
cual indica que la tangen-
te dia curva en cualquie-
ra do estos puntos, forma
un angulo agudo con el
eje do las x. Supongamos
que para el valora= OP,
la funcién toma un valor
P13 mayor que todos los
anteriores, y que la tan-

0« gente & lacurvaen el pun-
to B, es perpendiculard O X, en cuyo caséla derivada so hace iuS.uita



128 MAXIMOS

para el valor OP déla variable. Finalmente, admitamos que creciendo
la funcidn, deja de crecery principia a decrecer, & partir del punto B. To-
do esto supuesto, vemos que para los valores inmediatamente proximos
al valor de «=0 P, la funcién recibe valores menores que B P; luego este
Talor BPes un maximo de la funcién, pero un maximo singular en el
cual no se verifica que la tangente & la curva en el punto B sea paralela-
ai eje O X, sino que por el contrario es perpendicular; lo cual sucede
siempre en las curvas que presentan puntos de la especie de B, llamados
puntos de retroceso. Luego puede una funcidn pasar por un maximo 6 un
minimo, sin que la derivada pase por cero, y si por infinito, como acaba-
mos de ver; a excepcion de este caso, si la funcién es continua y pasa por
un maximo o ion minimo, la tangente a la curva en ese punto es paralela
al eje O X, y la derivada se reduce por lo tanto & cero.

163. En la misma curva de la figura 6. podemos observar como la tan-
gente puede ser paralela al eje O X, sin que el punto de tangencia perte-
nezca & un maximo ni minimo; 6 lo que eslo mismo, como puede anularse
la derivada de una funcidn por un cierto valor a de la variable, y sin em-
bargo, este valor a no reducir & la funcién a un maximoni a un minimo.
En efecto, si & ®damos valores siempre crecientes & partir de O P, lacur-
va decrece, latangente ala misma en cualquier ponto del intervalo BC
forma con el eje O X un angulo obtuso, y por tanto la derivada es nega-
tiva; llega 4 ser x=0 P, el valor déla funcion es en este caso P'C, en el
punto C la tangente es paralela @ O X, la derivada por consiguiente es
cero. Sigue creciendo x, el valor de la derivada sigue siendo negativo,
puesto que las tangentes tiradas & la curva en el intervalo inmediato C D,
contintian formando angulos obtusoscou el eje O X; luegola funcion sigue
decreciendo, y por tanto el punto C en que la derivada es cero, no cons-
tituye ni un maximo ni un minimo; por consiguiente, no basta que la de-
rivada se anule por un cierto valor de la variable, para poder concluii-
que la funcién se reducira por este valor 4 un maximo 6 un minimo; para
que pueda afirmarse esto, es menester agregar la condicién de que el vj -
lor que anule & la primera derivadano anule ala segunda. En la represen-
tacion geométrica de este caso especial, el punto C en que esto se verifica
constituye otro de los puntos singulares que se consideran, llamado puni6
dein/cal¢on. Cuando una curva tiene de estos puntos singulares, ya sean
de retroceso, ya da inflexion, se dice quotiene soluciones de continuidad, y el
teoremade maximos y minimos (159) puede caer eu defecto.

i64. liemos visto que el caracter distintivo para que una fun-
cién pase por un maximo 6 un minimo, es que f{a-\-h) sea menor 6
mayor que f{a) para valores de h tan poco diferentes de cero como
se quiera, tanto positivos como negativos, lo cual exige que/{(z)=0
yque/" («)> 6<0.
lleciprocamenle, f(a)=0 y f" @j> 6 <70, la funcién pro-
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puesta pasarapor un maximo 6 un minimo, Ed efecto, se tiene, pues-
to quef (<z2)=0,

donde vemos que f{a-\-h) es mayor 6 menor que f{a) cualquiera que
sea el signo de A, y por tanto f{a) es un minimo é un maximo; de
aqui se deduce que para hallar los valores de x que pueden reducir
a la funcién propuesta & un maximo 6 un minimo, se iguala a cero
la derivada, y los valores de.r que verifiqguen b.f{x]—Q, seran los
Gnicos que podran reducir 4f{x) a un maximo 6 a un minimo; mas
para conocer si es un maximo é un minimo, 6 no sucede ninguna de
estas descosas, sustituiremos los valores de x que anulen a f(x) en
la segunda derivada, y entonces podrd suceder una de dos cosas: 6
que no se anule 0 que se reduzca también & cero para estos va-
lores. Si f'{x) no se reduce & cero para el valor de a?=a, siendo a
un valor que anula a f'{x), la funcion propuesta se reducira & un ma-
ximo 6 un minimo, segin que se tenga /™(a)<C 6 > 0. En efecto,
si se tiene f"(a)<i(), seguird siendo también menor que ceroen el
intervalo de x=a—h & x=a-\-h, siendo h infinitamente pequefia
pora que entre a—h y a-[-h no haya ningun valor que anule a f"'x);
y por tanto”™ f{x) sera siempre decreciente; luego pasando por cero,
debera pasar de positiva & negativa. Pero cuando la derivada de una
funcién es positiva, la funcién es creciente; y cuando es negativa,
decreciente (72); luego la funcion es primero creciente y después pasa
& ser decreciente, en el intervalo de x = a —h a x=a-\~h; por consi-
guiente, pasa por un maximo que corresponde al valor x=a, en el
cual deja de ser la derivada positiva, y pasa a ser negativa.

Del mismo modo se demostrarla, que cuando/'~ (a)>*0, la fun-
cién pasa por un minimo.

Supongamos, en segundo lugar, que el valor a de x anula al mis-
mo tiempo que a la primer derivada & la segunda, y que se tiene
f(a)=0 yfla)=0. En esta hipotesis podra suceder también una de
dos cosas: 6 que sea también cero, 6 que no lo sea. Si f{a) no
es igual & cero, e! valor a no reduce a la funcién ni & maximo ni a
minimo (160). Si /~'~(a)=0, se probaria lo mismoque anteriormente,
que la funcion pasa por un maximo 6 un minimo, segin que se ten-
ga /m'~n)< 6 >0 .

Continuando del mismo modo, veremos que la regla general para

Touo It «
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saber si el valor a que anula 6 la derivada de una funciéon reduce &
ésta & un maximo 6 & un minimo, es mstituir este valor en las deri-
vadas segunda, tercera, cuarta, etc., hasta llegar & la 'primera que no
se reduzca a cero; si ésta es de grado impar, lafuncién no pasa ni por
méaximo ni minimo: si la primer derivada que no se reducfi “a cero es
de grado par, la funcién propuesta pasara por un maximo 6 un mini-
mo, segln que d vhlor que tom» esta derivada sea negativo 6 positivo.

LECCION XVIII.

Determinacion de los valores de nna fnncion cu».ndo tienen la forma —
en que no es aplicable el teoremade Taylor en la investijfucion de los valores de una ex-

0
presiéon de la forma —.

netcrmlinisclon do los volorc* de imo fonelon caondo tienen la forma

oA etc.
165. Ya liemos visto en el Algebra elemental, que las expre-

siones—, Oxo00 , 00—, etc., son en general simbolos de in-

determinacién; pero no siempre, las cantidades que dan origen & es-
tas expresiones son indeterminadas, sino que a veces tienen un cier-
to valor determinado, que puede ser finito, cero 6 infinito, y este
valor es el que nosotros vamos a ver como se halla en los casos que
sea posible.

106. Sea en primer lugar una funcion — °, la cual se reduce

& la forma ~ cuando sustituimos mpor o. Si V{x) vy f(cc) son fun-

ciones racionales y enteras, al anularse haciendo &= a, ambas se-
réan divisibles por el binomio cc— o; de modo, que efectuando la

division y llamando F(ar) y f,[x) & los cocientes respectivos, ten-
dremos
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M fANy
Si alguna de las funciones Fj(0;) ¢ fi[x)" 6 las dos, no se anulan

haciendo ;c — a, el valor yy-” expresard el de la funcion propucs-

ta, que sera finito, si ninguno de los dos términos de esta fraccion
se reduce & cero; y sera cero ¢ infinito, seglin que el numerador sea
cero sin serlo el denominador, 6 al contrario.
F (ic) o 0 . .
Si se reduce todavia & la forma —, se hard lo mismo que

anteriormente; es decir, dividiremos pora? — «, y se tendra que la

. ) F {9
funcién propuesta vendra representada por yyy, la cual expre-
fANyY

. Fix) . .
sara el valor de—2" cuando 0?= a, si este valor de x no anula a

ninguno de los dos términos F, ("} y f/®)» 6 por lo ménos & uno de
ellos; y continuando asi sucesivamente, podremos decir; que

F(x
Para hallar el valor de la funcién % que se reduce & laforma

ey, haciendo x = o0, se dividen lasfunciones F(x) y f'x) y los cocien-
tes sucesivos por el bind/nio x — a *, hasta llegar & unafraccion en la
cual uno de sus términos por jo menos no sen ya divisible por x — a;
y el valor que tome estafraccidn, suslitugendo en ella \por a, sera el
valor de la funcién propuesta, cuyo valor sera finito si ninguno de sus
dos términos se reduce & cero’, seracero, si se anula el numerador, € in-
finito si el término que se anula es el denominador.

Ejemplo I. Hallar cl verdadero valor de la fraccién
F(r) — 40
f{x) — 8x— 16’

la cual toma la forma de cuando se hace x = 2.

Dividiendo los dos términos de esta fraccion y los cocientes que
resulten porci bindmio x — 2, bailaremos
F.(x) X* — 7xN4- 21xN— 32x-h 20 0

. haciendo x = 2;
/, (X) — X*— 4x™n—2x"+ 8x-f-8 O

*  Estas divisiones se ejecutan facilmemo por medio de la regla practica que.
ya conocemos. {Algebra, tomo I, uim. 89.)
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E'(?_?) _ = P =10 @, Naciendo @ = 9.
A ) xN-\-xr—2ir—6a—4 O
N

= —= —, haciendo a;= 2.
A@) x~-\-3x~-\-"v-\-2 30 10
Luego el verdadero valor de la funcién propuesta cuando hace-

1
mos a = 2, es, segun acabamos de ver, —.

Ejemplo Il. Sea la funcion que para el valor de a; = a se redu-

ce &4 la forma
F(Y  as—
*oseN-NaxNM-NfanxN + SAa®— 10ax + 5t
Dividiendo sucesivamente por el binomio x — o, se hallara
~X) XN— 4a®aj™-h kit x — a*
a:~-S-2i5a’ 3aV-l-Sala; — 5a"

:—, haciendo x = a;

iiin) ) .
Fia:) axt— 3a"ari-a* = O - § Wacfenblo = u.
A7) x M- 3+ sart
Luego = & = 0, cuando hacemos x = a.
Ejemplo Ill. Sea, por ultimo, la expresién que toma la forma

de haciendo x =i,
F(x) (2aH-2)a;»+(fflI"*+4ii:+|
a;5_3a:i+(a2H-3)"="— (3an+I )x'"-j-3ax—a*
Dividiendo pora?—1, se hallara

FW x~-(2a+1ly + _ 0 haciendo x = 1r
f X)) xA—""-h (@"-h 4ic" — + a&® 0

Pra:)n %ax-\-¢' — | A Nidr-ipndn ip=1.

flx) xA—xN-AeAX—iN 0 n

Luego el valor de la expresién dada, que se reduce & la forma j

cuando hacemos x =\, es infinito.
467. Cuando las dos funciones que constituyen los dos términos

de la fraccion que se reduce & —son, como hasta aqui hemos su-
puesto, racionales y enteras, puede hallarse el verdadero valor de
esta expresion por medio del teorema de Taylor. En efecto, sea co-

mo antes la expresion i — , cuyos dos términos F(a;) f/ (x) son fun-

/{")
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ciones racionales y enteras de a?, las cuales suponemos se reducen &
cero haciendo x=a.

Si ponemos en esta expresion, en vez de a;, el binomio ha-
llaremos por la formula de Taylor, aplicada & funciones racionales y
enteras,

Si en esta igualdad hacemos a?=;z, y observamos que F(i?)=0 y
f[a)=0, se tendra, dividiendo por h los dos términos de la segunda
fraccion,

Haciendo ahora A=0, tendremos'vI
F(@) 0 r(9) [2]
/(«)* o'fiel) )
Donde vemos, que el valor de la fraccion /Ei) cuyos dos térmi-

nos se anulan haciendo x=a, viene representado por la fraccién

que tiene por términos las derivadas respectivas de F(x)

y/in)-
Si la fraccion — se reduce también & la forma de — hacien-
f'ix)
do x=a, hallaremos, como anteriormente, que este valor viene

on 710
representado por la funcion f{ -), en la que hacemosx=a. Y con-
w

tinuando del mismo modo llegaremos necesariamente € una fraccion
formada por las derivadas de un mismo 6rden, de las cuales una por
lo ménos no se anulard * ; de modo, que si suponemos que estas de-
rivadas son del érden enésimo, se tendra

* En efecto, si todas las derivadas de F{ic) y f (jc), 6 de una de estas funcio-
nes, la primera por ejemplo, se anulasen haciendo x —a, se tendria F{a+h)«=>(L
para cualquier valor que diéramos & h, lo cual es imposible*
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Kt O F((D) 3
/(<) 0 /() 81
Si ninguno de los dos términos de esta Ultima fraccion es cero,
el valor finito y determinado que represente, sera el de la expresion
propuesta; si alguno de estos términos es cero, el valor de la frac-
cioén propuesta sera cero 6 infinito, segin que sea el numerador 6 el
denominador el que se reduzca a cero.

Kuego ~ara hallar el verdadero valor de la ‘ cuan-

do para un cierto valor x = a toma la forma indeterminada te

hallan las derivadas simultaneas y sucesivas de ambos términos, y se

sustituye en ellas x por a, hasta llegar & dos, de las cuales una 0 las

dos no se reduzcan & cero, haciendo x=a; en cuyo caso, el valor que

tiene esta Ultimafraccion sera el de la expresiénpropuesta.
Aplicando esta regla a los ejemplos anteriores, hallaremos

A Fi'®) a*—9® + 35@*— 74a:@'t'S4x—40
/(®) 8®-3a*—2a‘+ JPicr—8R—16
F®) _ *36a*+ IN5a*-148®-i-84 __ 0

o) .
0 e naciendo a!l=2;

i - idem;
~6Xx'—15a*—8«"'+ 184.*+24®-8'~ O’
Fr'(g)  DR*—108iB*f2100—148 0 dem:
N'(«) ~30®*—60a*—24a>*+36®+ 24~ U’ '
F'" () 60@N—216®+210 18 )
- idem.
~ 120a*—180@*— 48®+36 ~ 180 U’
Fia) a*—o»*— 4a*@*+8a*®®— 5a*@-i-fi* .
I, — haciendo ®=0;
/(®) &'+ aa*—Sa*@+8a*®—10u*x+5u* 0’
FV®) 5a*—A4r7x*— 12aV'4-16a*®—5a* 0 id
idem;
/'(®) 5x*-\-éax —15a*y*+ 16a°®—10a* O’
F"(a) 20I*—I2aa*—240*g+Ifig* 0 _ )
idem.

/"{®)~20x"“+12aa*—300*.r+16a* ~ ISu*
. F@®) «*.(2a+2)»*4-{a*+4a4'l)®@*-(3a*4-2a)»+a*
ni. —, para®-=l,
Yy(®)  a*—3®'-r-(a*-1-3)®—(3a*-f)®" H-3a*®— a*
F'i«) 4xN—~N(2a+2)x-+2{a”+ia+l)x—20*—"2a
/'(®) 5a*—12x**-3(a*-i-3)a*—2(3a"--I-i)a-i-3a’
F (@) 12a*—6f2<»-t-2)a™i-2{*-hda-(-) 2c*—A4cH-2
/7 (») 20a*-36a*-i-0(a*-+-3)a-2(3a*-f 1) 0
Donde vemos, que hemos venido & encontrar por este segundo-
método, los mismos valores numéricos que hallamos anteiiormeote”

id.

00, id.

para las expresiones que se reducian & ° .
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C ...e.,«e .. e.«pllc.Wo el*c«rsmade T Tajlore.1.l.vc.ll*.!l.» de

los valores <leana expresiéon de la formo

i 68. EIl método que hemos seguido para hallar el valor de una
expresion de la forma ~ , fundado en el teorema de Taylor, no ofre-

ce diGcultad alguna cuando-las dos funciones ~x] y f{x), que cons-
tituyen los dos términos de la fraccién, son racionales y enteras;
porque en este caso, los desarrollos obtenidos por la formula de Tay-
lor, son de un numero limitado de términos, y las derivadas sucesi-
vas de estas funciones son-siempre finitas, dando valores finitos;
por consiguiente, no hay dificultad en admitir las igualdades [2] y
[31; pero si el nimero de términos & que da origen el desarrollo fue-
se infinito, 6 alguna de las derivadas se hiciese infinita para valores
finitos de a;, este método seria inaplicable ; pues al hacer

se reducirla la fraccion del segundo miembro de la igualdad [1], a »
que forman sus dos primeros términos, y en ese caso las igualdades
[2] vy [3] no serian ciertas.

169. Sin embargo, el método que hemos obtenido por la fér-
mula de Taylor en el caso de ser F(©) y f (x) funciones racionales y
enteras, es todavia aplicable aun en el caso de ser funciones cuales-
quiera, siempre que las derivadas de un mismo 6érden de arabas fun-
ciones, no se hagan infinitas para el valor particular ~=a, que re

0

duce & la expresion & la forma

En efecto, sean F{x) y f (&) dos funciones continuas cualesquiera,
qgue se reducen a cero por el valor x=a. Sea h una cantidad™ que
tiende hécia cero, y segun lo demostrado anteriormente (123), se
tendra

F(a-I-u)  P{a-\-"h)»

de donde se deduce, que cuando h=0 y x tiende hé&cia el valor a.

. ¥(¥) . Vi) . Fa) F'(a)
lira. =1im.

f(x) f(ic)’ f(a) f'(«)
Si F'(a) y f'(a) no son cero ni infinitas, el valor que se busca

, F'(a)
lera
/(0)'
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Si F'(a)---0y {a)=Q, se hallarla del mismo modo, que el va-
.. F(a . Fa ] .
lor de sena”iy”; y asi sucesivamente.

Si suponemos por consiguiente que todas las derivadas, hasta
las del orden n \ inclusive, son cero, vendremos & concluir, co-
mo anteriormente, que el valor de la expresion indeterminada
F@ O ,

A 1 1A e
}'{R/T Ta' fraccién )

Si Fi")(@) y/i“)(@) noson ni cero ni infinito, el valor finitoy

¢

determinado .. sera el de la funcién propuesta.

. . F(a .
Si una de estas derivadas fuese nula, el valor de —(—) seria cero

éfnﬁnito, seglin se tuviese F(«)(«)=006 /*(«)(a)=0.
Ejemplo 1 Hallar el verdadero valor de la expresion

1—eos X ]
1, que se reduce & —, cuando x— O.

Aplicando el método anterior, se hallara

F(™) \ eosX o
= —, haciendo a?=0;

X
F'(™) senX 0 .
2% *0’ idem;
€0s X
1 idem
flix) 2 1 aem.
~ 005 M 1
Luego el verdadero valor d e ——- r— , cuandoo;=0, es —
N 2
Ejemplo Il. Sea, en segundo lugar, la expresiéon cuyo verda-
dero valor queremos hallar = ANATA-heosx “~cuando ar=ir,,
f(x)  i-hsen*;c-l-cosir

Aplicando el método de las derivadas, hallaremos

F(a: sen-~or-i-cos 3 AO h do 7
105 — Vrsemdrjcoss™ ‘o haciendoiz=rr,
¥>{x) e0s — i3—sen x 0

A B o
’ lt’\) 5 sen (eos 0:—seno? O idem;

— Isen”o0:—coso: —1I-|-1
2cos™a— 2 sen™a—CosX 24-1

SI X—-K
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no. Supongamos ahora que F(a)=cc Yf[a) = < en cuyo

\

r=0y

F(a) /(<) _

raen”, cuando hagamos x —a. Esto supuesto, sustituyamos en

la fraccion propuesta a+/ien vez de x, y se hallara evidente--
mente

caso se tendré =0; la fundébn — -. se converti-
irn

i
¥{a-hh) /(flH-4)_
/(iH-4) \
F{a-h&)
pero tenemos en general (125),
F(a+A) F~N(at6a)"

/(<1+/») " [(«-i-eA)’
luego aplicando esto & la expresién anterior, se hallara
i I'(<H-0/i)
F(<z-t-4) f{a-{-h)
1 'F(a-h04&)

¥{a-hh) [¥{a-hbh)f
6 lo que es lo mismo,

F(a+/0_/'(g-f-eM.™ [F(atel;)P

Si ahora hacemos 9(4)= / a’;’g’)‘ tendra

-»3HBKNSS)’ ¢ Fehoy

de donde se deduce
F(g-1-eA)_[o(@QQf » "
/'(a-]-0/1) A7) ' 0@
Ahora bien, si tiende hacia un cierto limite finito, cuando
fin)
X tiende & valer a, ®&@) tendera hécia el mismo limite cuando A=0;
y si 9(A) tiende hécia un cierto limite finito cuando h tiende & cero,

. : : a(en)
~{eA) tendera héacia el mismo limite; y por tanto, tendera a valer

la unidad, y la igualdad anterior se convertira en

lim. N-mANNAz[im A6A)—Iim fjKA);
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F((H-A
pero lim .9 (A)=:|irT$(.—"’);
¥ ¥ (@

Donde vemos, que si F'(ii) y f'{@a) no son nulas ni jnflnitas, el valor
iy . F'(a)
verdadero de la expresion propuesta sera
Si las derivadas simultaneas conlinGan haciéndose infinitas para
el valor de hasta llegar & dos de un mismo orden, de las que una
por lo ménos no sea infinila, el valor de la expresion propuesta sera el
que represente la fraccion formada por estas dos derivadas, cuyo va-
lor seré finito, cero ¢ infinito, segun que ninguna de las dos derivadas
sea infinita, que lo sea el denominador, 6 que lo sea el numerador™
171. Si las derivadas del mismo orden son siempre infinitas, el
método anterior es ineficaz; en cuyo caso lo que se hace para hallar
el valor de la expresidn propuesta, que para el valor x=a se reduce
a es reemplazar x por a-\-h, efectuar las operaciones y reduccio-

nes que se presenten, y en seguida haciendo A=0, se tendra el valor
buscado.

Ejemplos. Sea la fraccion X—= 1, la cual se reduce & la forma
yAXN-i

— haciendo a:=1. Si para hallar su verdadero valor empleasemos el

método de las derivadas, veriamos que todas se hacian infinitas por

el valor a?=1; pero si ponemos en vez de x el valor 1H-A, se hallara

F(l+A)N 1
mTZX-
/(1+A) inA
. F1+ A)JW L 6 T-r= =0x-7—=0;
0 m 0
Y 2-+-A
luego el verdadero valor de , cuando x = i, es cero.
-1
Sea, en segundo lugar, la expresion
F@) {x— . x—h-\-yx—a

cuando oj=o0.
\/x—a—i/a;--hEM"M2a ®
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Las derivadas sucesivas se hacen infinitas para el mismo valor de jc;
por tanto, haremos ysetendra

IC/a-{-h—b-\"V~A y * hV' a-\-h—b-\-\

___________ N
VAla-\-h — 1/5Sii
Si en esta expresion hacemos A=0, la fraccion

toma la formapero si hallamos las derivadas de ambos términos,
tendremos, cuando 4 = 0,

i 1
\/%a+h—\"¥a .2/ 27 +A ~V'Ta
iim. ) = lim-------- i_ = 0;
V!
2/4a
luego haciendo en la expresion anterior 4 = 0, se hallara para valor
L F(«) N
de la expresion dadam: 14 0*: le

172. Si suponemos que se tienen las expresiones F{¢;r) x f{x)y y
para un cierto valor je= a, se verifica que F(ii))= 0 y f{a)=<x>"
dando origen asi & la expresion 0 x « , se reducird inmediatamente

ala forma poniendo en vez de F(a) x /in), su igual — ;de mo-

Aa)
do, que se tendra

F@X 0= 9= 2 cuandox=a.

e /()
Si fuese la expresion F(,c)— y para el valor a; = a se tuvie-
»e F(@)= 00 y /((?)= 00, se tendria evidentemente
\ \
4 X ¥{x) 0 - _
F(<)— /1Y) = ;T [{I_}-4— —, cggndo x=a.

Fio) ) ¥

Una vez reducidas las expresiones O x « é00— 00 & la forma

se les aplicara el método ordinario.



SEGUNDA PARTE.

relativos A las ecuaciones alge™
eliminacion, transformaoion. <i«
ecuaciones y su reduccion»

LECCION XIX.

Clasificacion de lus ecuaciones.—Teorema fundamenf*! de la teoria de ecuacionen.

Clsslfleaeion de la» eenaelonea.

473, Las ecuaciones, lo mismo que las funciones, se dividen en
dos clases: ecuaciones algebraicas y trascendentes.

174. Ecuacién algebraica es aquella que, reducida a la forma
A= 0, c? primer miembro A esuna funcion algebraica de la incognita
0 incognitas que contiene.

Si suponemos quitados los denominadores y radicales de una
ecuacioén algebraica de una sola incognita a:, la podremos escribir ba-
jo la forma

siendo los coeficientes Ag, Aj, A, ... A", cantidades reales 6 ima-

ginarias de la forma a-}- —1,y el exponente m un ndmero en-
tero y positivo.

Si dividimos todos los términos de la ecuacion anterior por
y representamos los nuevos coeficientes por P,, P,,... P™ obtendre-
mos la misma ecuaciorr, puesta bajo la forma ordinaria



TEORIA GENERAL DE ECUACIONES. 141

Para abreviar se representa la primera de estas ecuaciones por
F(a?)=0, y la segunda por /(i»)=0.

175. Ecdacion TRASCENDENTE i5 gwe, yed-itcida a la/or-
ma A—O0, m su primer miembro A existenfunciones trasc&ndentes de
¢a incoégnita 6 incognitas que contiene.

176. Se llama raiz de una ecuacion, ya sea algebraica 6 tras-
cendente, todo valor que puesto en vez de la incognita satisface a di-
cha ecuacion.

'177. Resolver algebraicamente una ecuacion, es hallar, por me-
dio de una série de trasformaciones, una férmula porla que se pue-
«dan determinar directamente, en funcién de los coeficientes y expo-
nentes, todas las raices déla misma.

Cuando por métodos particulares 6 indirectos se hallan los valo-
res que, puestos en vez de la incognita de una ecuacion, la satisfacen,
se dice que esta ecuacion se ha resuelto numéricamente.

Existe una gran diferencia entre la resolucién algebraica y nu-
mérica de una ecuacion. En la resolucion algebraica, una vez ha-
llada la férmula que da las raices de una ecuacién, no hay mas
que sustituir los coeficientes por los valores particulares que tengan
en cada caso, y ejecutar las operaciones indicadas; pero en la reso-
lucidon numérica de una ecuacidn, la determinacién de cada una de
sus raices exige un célculo especial y distinto del que se emplea en
las demas.

Tanto una como otra resolucion estan fundadas en una série de
principios , que constituye lo que se llama teoria general de ecua-
ciones.

Tcoreniu fundamental de la teoria de ecuaciones.

178. Toda ecuacion algebraica de coeficientes reales 6 imagina-

rios de jaforma tienepor lo menos una raiz real 6 imagi-
naria de la mismaforma. *
Sean en primer lugar las ecuaciones binémias

x*"=1, 1, 1, x'""=— 4

* La demostracion de este teorema es debida a M. Gauchy.
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La primera de estas ecuaciones se verifica siempre por el valor
ic=1, cualquiera que sea el exponente m.

La segunda ecuacion queda verificada por el valor —1, cuan-
do el exponente m es impar. Si el exponente es par, dividiéndole
por la mayor potencia de 2 que sea posible, y llamando p al co-
ciente, que sera un ndamero impar, tendremos m=2".p, y la ecua-
cion podra ponerse bajo la forma

) 1.

Esta ecuacién se verificara evidentemente, si hallamos un valor

de X real ¢ imaginario que satisfaga a la condicion
—1.
pues — 1 elevado & una.potenciap de grado impar, serd igual 6 —4.

Ahora bien, de la ecuacion anterior se deduce x —V — 1, ysesa-
be [Arii. 297) que la raiz 2" de una cantidad, se obtiene por una série
de n raices cuadradas sucesivas; por tanto, principiaremos por ex-
traer la raiz cuadrada de —4, que dara —4; después halla-
remos la raiz cuadrada de — 4, y obtendremos [AJg. tomo I,

244) una expresion de la forma a-\-b — 1; la raiz cuadrada de es-
ta expresion sera otra de la misma forma, y asi sucesivamente; lue-

go hallaremos pora valor final de x la expresion — 1, que
sustituida en la ecuacién —4, la verifica; y por tanto, la ecua-
cion x'A=—4, en la que m es un nimero par, tiene una raiz de la
forma — 4.

En la tercer ecuaciéon x” —-\-i*— 4, consideraremos dos casos,
segln que m sea impar ¢ par. Si m es un niamero impar, tendra la
forma 4n-|-1 6 4n+3; pero se tiene, segun el algebra elemental, que

([-/—1)m*=4-1/—4, y (—I/—4 4: luego la
tercera ecuacién — 1 quedara satisfecha, haciendo a?=-i-
—4, 6 x = — — 1, segun queso tengam=4n4-1, 6m=4n-}-3.

Si m es un numero par, se hara como anteriormente m=2". p,
siendo p un numero impar, y la ecuacién propuesta tomara la forma

Si ahora hallamos un valor de x real 6 imaginario que verifique

ala ecuacion x~M'M=-\-\/—1, 6 x**—— — i . segln que;; sea de
la forma 4n-j-1 6 4n-{-3, este valor satisfara a la ecuacion propuesta;
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pero el valor de x que verifica & cualquiera délas ecuaciones anterio-
res, se obtiene por medio de n raices cuadradas sucesivas de — 1,

gue, segun ya sabemos, son de la forma « +? 1; luego la tercera
ecuacion tiene por lo ménos una raiz.
Del mismo modo demostraremos que la cuarta ecuacién

\, tiene también una raiz de la forma a+p'/— 4.

Probado el teorema para las ecuaciones binémias, pasemos & de-
mostrarlo para una ecuacion cualquiera de coeficientes reales 6 ima-
ginarios, que representaremos por

f -h..+Pn ~f-P«=0 [1].

Hagamos en esta ecuacion x=y~~zV~—i, y hallaremos por la

formula de Taylor,

y si representamos por A la parte real de este desarrollo, y por
B}/—1 la parte imaginaria, se tendra

/{>j+zk":~i)=A+B'/:=T=o0.
Ahora bien, para que una expresion de la forma sea
cero, es menester que su modulo lo sea; luego la cuestién queda re-
ducida & probar que hay por lo ménos un sistema de valores reales y

finitos de ¥y de z, que verifican & laecuacion ¥ a~-4-B"=0.

Para ello observaremos, que la expresion I*"A"™-f-B' es siempre
una cantidad positiva, y que siendo funcién de j/y de z, cambiara de
valor con estas variables, y por consiguiente es susceptible de tener
varios maximos y varios minimos *; luego si probamos que uno de

*

En efecto, a4 cada par de valores dey y de z, corresponde un solo valor

del moédulo/A* —B* por consiguiente, si sobre un plano, que supondremos
horizontal, tomamos dos ejes, y en él determinamos una série de puntos que
tengan por coordenadas los diferentes sistemas de valoios que podemos dara
y7 poi‘ cada uno de estos puntos levantamos perpendiculares al plano,
iguales en magnitud & los valores correspondientes del médulo, los extremos
de estas perpendiculares determinaran una superficie convexa que se hallara
toda por encima del plano; esUi superficie, que se extiend« indefinidamente,
tiene limites do los cuales no pasa, y las ordenadas de estos limites son precisa-

mente los minimos de/
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estos minimos es cero, y que corresponde a valores finitos dey j
de el teorema quedara demostrado.
Supongamos que ™~ + 3/ ™ no reduce acero & la expresion

y en este caso vamos a probar que siempre podremos dar
a X otro valor de la mismaforma, que puesteen laecuacion /(a;)=0,

dé un resultado cuyo mddulo sea menor que

En efecto, hagamos siendo . una cantidad
positiva que puede decrecer cuanto queramos, y t una indetermina-
da, de la cual dispondremos convenientemente.

Sustituyendo este valor de g en la ecuacion propuesta,j~desar-

rollando por la férmula de Taylor, considerando & como
variable y 4 ei como incremento de esta variable, hallaremos

En esta igualdad podra suceder que alguna de las derivadas de

f(x] se anule por el valor de de modo, que si su-
ponemos que la de! 6rden n seala p~era que no”~nula por este

valor yh a ¢ e m o s h a ¢c e m o s |,
representando por el resultado de /'(y+z/—1-1-ei),
y por r la suma de todos los términos en que entra ei ele-
vada & una potencia superior & la del 6rden n,
A'+B'/A"=A+b/="+(M+N I/_D)s»i»+SE«+t"+* [2].
Si ahora damos & ia indeterminada t un vaior de la forma
de modo que setengaf = £1, laigualdad anterior se
trasformara en - .
—A+b/ — 1zh S¢'+*
yseparando las partes reales y las imaginarias, hallaremos
AN=AdzME"+S's"'™ B'=BzbNs"+S"'
de donde se deduce, elevando al cuadrado,

a'"=za+2aMe + s,e”\ bN=pM+t2bn &+s v ;

y sumando,

0 bien, sacando & por factor comun,
A'2_i B'2=A2+B"H- [+2(AM -I-BN)-hS~E]E”.
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Observemos ahora, que siendo euna cantidad positiva, el sig-
no de [+2(AMH-BN)-)-SyE]E es el mismo que el de la cantidad
que hay dentro de los corchetes; pero el signo de esta podemos
hacer que dependa del que tiene su primer término £2(AM-}-BN),
puesto que S,e puede decrecer con e cuanto queramos; luego to-
mando de los dos signos + y — el que sea contrario al del bino-
mio AM-i-BN, lo que se consigue haciendo ) _ -1 ten-
dremos

6 k"AM~N<I/AN+BS
segln queriamos demostrar.
Si el binomio AM-4-BN fuese cero, hariamos en la igualdad [2]

th= %:]/—1,y obtendriamos como anteriormente
AN+B' =:A-hB/"*x M ZpN £« ,
de donde,

y lo mismo que en el caso anterior, demostraremos que se podra dar
a Eun valor positivo tan pequefio, que la suma de todos los térmi-

nos que hay después de A®-hB- sea negativa, haciendo ~ \ \

0 I/—1, segun que AN—BN sea positivo 6 negativo; luego
también se tendra

Una vez admitido que AM+ BN = 0, no se puede suponer que
AN — BM sea cero también; porque enténeos se tendria evidente-
mente

(AM-h BN)'+ (AN —BM*= 0,
de donde se deduce la igualdad
(AN-hB™) (MR+ NN = 0,
que no se puede satisfacer sino haciendo & la vez
A=0yB=0 6 M=0 y N= 0;
pero el segundo sistema no se puede verificar, porque en ese caso
+ 2("—1)—1.2 .3 . + seria igual & cero, lo
cual es contra lo que hemos supuesto. SiA= 0y B = 0, entdnces

el teorema quedaria demostrado, y se tendria —aq

Luego queda probado, que si el médulo ¥ a®-1-B” no es ceropa-
T«o H.

r
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ra un cierto valor y + s/ —4 de x, podemos dar & esta incdgnita
otro valor de la misma forma tal, que el médulo correspondiente de
f{x) sea menor que el anterior.

De aqui se deduce, que el menor minimo de la funcion
es cero. En efecto, ninguna cantidad P mayor que cero puede serlo;
puesto que si este valor P corresponde y+ 3I/— 1, podre-
mos dar & x otro valor de la misma forma que dé un nuevo va-
lor -h menor que P; luego el menor minimo es cero.

Ahora Unicamente falta probar, que & este minimo cero, cor-
responden valores finitos de rj y de s; lo cual es muy facil, hacien-
do ver que, para valores infinitos de una 6 de las dos de estas va-
riables, corresponden & la funcién valores infinitos tam-
bién.

Para ello, si en la ecuacién [1] sacamos &% por factor comun, ha-
llaremos

/ P, P- P« , n
y si reemplazamos x por la expresion 1, resultara, ha-
ciendo fiy 4-zvV—1)= A 1) _
/(y“H N= A-h Bv"—1
p,))

-11'»)

El coeficiente del término general de la ecuacién [1] es P«, que

podra tener la formap + luego el término general de la

cantidad que hay dentro de los corchetes de la igualdad anterior,
sera

(y 4-zV'—1)
de donde se deduce {Algebra, tomo I, nimeros 214 y 215),

Si suponemos ahora que una de las cantidades y 0 2, 6 ambas &

lavez, crecen indefinidamente, /P” + Q" decrecera indefinidamen-
te también, teniendo por limite cero; y por tanto, Py Q se aproxt-
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maran a cero cuanto se quiera. Lo que se ha dicho del término gene-
ral, se podra decir de toados los demas, a excepcién del primero, que
es la unidad; luego la cantidad que hay dentro de los corchetes po-

dra reducirse a una expresion de la forma V'— ', en la
cual a y 6 se anulan, cuando una de las variables ¥ 6z, ¢ las dos, se
hacen infinitas.

De manera, que se tendra

-(y+z (IH-a+6
de donde se deduce
«X I/(1+a)2+6"
Si suponemos ahora, que una de las cantidades y 6 z, 6 ambas»

se hacen infinitas, el factor se hara infinito, el otro fac-
tor se reducira & la unidad; luego el producto, 6 sea
la funcion tomara un valor infinito para valores infinitos

de yy de % Por tanto, si & valores infinitos dey y de 2, la funcién

i/ a’™h- b se reduce & infinito, es evidente que al valor cero de esta
funcién no pueden corresponder valores infinitos de y y de 2, que es
lo Gltimo que se debia probar; quedando por consiguiente demostra-
do el teorema fundamental.

LECCION XX.

Formay numero de las raices douna ecuacién.—Eelaeiones que unen & las rajices de nn*
ecoacion algebraica con los coeficientes de la misma.

Forma j nimero de las raices de ana eenacion.

179. Sise trata de una ecuacion trascendente, la forma de sus
raices depende de la naturaleza de la ecuacién, y el nimero de ellas
puede ser infinito; circunstancia notable que diferencia a las ecua-
ciones trascendentes de las algebraicas, pues en éstas el nUmero de
las rafees es siempre finito.
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Las rafees de una ecuacién algebraica son de la formaa+pl/—1
en la cual se hallan comprendidas tanto las reales como las imagi-

narias de la forma pV —1; pues no hay mas que admitir, que cada
una de las cantidades « y p pueden reducirse & cero.

180. EI pi'imer miembro de una ecuacién racional y entera del
grado m, reducida d laforma ordinaria”™ es igual al producto de m
factores hinémios de primer grado.

Sea/(;t?)=0 esta ecuacién. Segun el teorema fundamental, ten-
dra por lo ménos una raiz por a, y consiguiente su primer miembro
sera divisible por .r—a {Aig. tomo I, 91); de modo, que llamando
ffx) al cociente, que sera un polinomio del grado m—i, tendre-
mos/(a;)= (a—a)/,(ai).

La ecuacion /j(;r)=0, tiene por lo ménos una raiz b; luego

Continuando de la misma manera, se tendra sucesivamente

f 3" (X D)
de donde se deduce, multiplicando ordenadamente y simplifl-
cando,
f{x) = (x—a){x— h){x—c)...Gc—AZ—I).

Observaciéon. Si la ecuacién no estuviera reducida & la forma
ordinaria; es decir, si su primer coeficiente no fuera igual a la uni-
dad, y si & una cierta cantidad A, el producto de los factores bino-
mios de la forma x —a, vendria multiplicado por A.

En efecto, sea la ecuaciéon

F (a 7 ) = -e-t-Ta;-l-v=0.

Sacando A factor comun, y representando por f(x) el polinomio

que resulte dentro del paréntesis, tendremos

F(*)=A/la);
pero —a)(ir—c)...(x—k)(x— 1),
luego F(a;)=A(T—a)(x—b){x—c)...(x—h){x—1).

184. Toda ecuacion racionaly enlera del grado m, tiene m ralees,
y no puede tener mas.
En efecto, sea la ecuacion f{x)—0. Segun el principio anterior,
se tiene
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f(x)=(x—a){(c—d){x-~c).. { x—k){x—1).

Si hacemos sucesivamente x=a” x=b, x —c,... el producto f{x)
se anulard (Alg. tomo I, 217); luego la ecuacién propuesta tiene m
raices por lo ménos, y no puede tener mas; porque si tuviera alguna
otra raiz a distinta de las anteriores, su primer miembro f{x) seria
divisible por x—a, lo que es imposible, pues de lo contrario se po-
dria descomponer en dos sistemas de /actores primos, lo cual no es
cierto (Alg. tomo 1,120).

Obseuvacion. Si son iguales entre si algunos de los factores bi-
nomios en que el primer miembro de una ecuacién se descompone,
se dice que ésta tiene ralees iguales ¢ ralees maltiples. Asi, la ecua-
cion (x—aY{x-\-b)\x—-c)*=0, tiene tres raices iguales 4 a, dos igua-

les &— yeuatro iguales & c.
182. De los principios anteriores se deducen varias conse-
cuencias.

1 El primer miembro de una ecuacion del grado m, es igual al
producto de m factores binomios, que se obtienen restando de x cada
una de las m raices.

Por consiguiente, dadas las raices de una ecuacién, podremos
formarla igualando & cero el producto de los factores que resultan,
restando de x cada una de las raices. Asi, se vera que la ecuacion
gue tiene por raices los nimeros 1,2 y —3, es

{x—\){x—2){a;-f-3)—

2* La unidad tiene m ralees emésimas; 6 lo que es lo mismo, hay

m expresiones que, elevadas a la potencia m, nos reproducen la

unidad.
m

En efecto, si hacemos y=V 1, se tendra, elevando & la poten-
cia m y trasponiendo, %/"—1=0; cuya ecuacién queda satisfecha por
m valores de y, que son las m raices emésimas de la unidad. (Véase el
Algebra elemental, n\im. 195).

3® No hay masfuncionesprimas de x, que las de primer grado
con relacién & esta variable.

183. Toda ecuacion algebraica, de coeficientes reales, que tiene

una raiz imaginaria —i, tiene otra conjugada a—
En efecto, sea la ecuacién f (;a)=0, que tiene la raiz
Sustituyendo en ella este valor, se hallara
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_fn N " A _ Y/ m
[m-tr(ar+t"wosf"W L3456

@ ) il @ e t..131/-1=0:
VY 2345 W'Nw34567 ’
0 representando por Ay B las cantidades reales que hay dentro de
los paréntesis, tendremos

Para que esta ecuacién se verifique, es menester que se tenga
A=0y B =0. Ahora bien, si nosotros sustituimos a; por la expresion

a—p —1, lo que equivale & cambiar en el desarrollo anterior pen
—p, tendremos

/(«_p'/Z:T)= a—BP 4;
y como las cantidades A y B no han cambiado de valor, por no con-
tener méas que potencias pares de p, seguirén siendo cero, y por con-.
siguiente se tendra A—Bpk®—1=0; 6 lo que es lo mismo,

?27M)=0;

lo que nos prueba, que a—pV —4, es raiz de la ecuacién propues-
ta f[x)=Q.

COoNSECCENCIA. Las raices imaginarias de una ecuacién alge-
bréica de coeficientes reales son conjugadas, y por tanto su nimero
es par.

Analogamente se demostraria, que si una ecuacion de coeficien-
tes conmensurables tiene una raiz de la forma b, tiene otra
conjugada a— b.

OBSERVACION. Si f{x) contiene términos imaginarios, A y B no
seran reales, la ecuacion /‘(a-f-pk*—4) no se descompondrd como
anteriormente en A=0 y B=0, y el teorema anterior no sera siem-
pre cierto. Pero no se vaya a creer por esto, que una ecuacion de
coeficientes imaginarios, no pueda tener raices imaginarias conju-
gadas.

184. El primer mi&mhro de imcb ecuacion algebraica de coefi-
cientes reales, es igual al producto de tantosfactores deprimer grado
corno raices reales tiene, y de tantosfactores reales de segundo grado
comopares de expresiones imaginarias conjugadas la verifican.
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Siendo a. I, c,... k, I, las raices de la ecuacion/(a:}=0, se ten-
dra (182, 1/)
f [a)=(a'—a) {x—I) {x—c]...[x—k) {x—1).
Si todas las raices son reales, el principio queda demostrado. Si
hay raices imaginarias, éstas se hallaran en niimero par, y seran con-
jugadas de dos en dos; de modo, que si k y | son dos de estas raices,

se tendrd, representandolas por

{xX—k) {x—?)—@— ?V—12 1=

donde vemos, que el producto de los dos factores correspondientes &
dos raices imaginarias conjugadas, es de segundo grado y de coefi-
cientes reales. Esto se verifica para cualquier otro par de raices con-
jugadas; luego el principio queda demostrado.

Itclaclonco que itiieii 0 In»imires clr imn ccuocloi» nlgcltriilca con los
cocfloicnics de In lulsiua.

186. En toda ecuacion reducida & la forma ordinaria

f “t—e'H-P"
1 el coeficiente del segundo término esigual d la suma de las rai-
ces, tomada con signo contrario; 2® el coeficiente del tercer término
esigual d la suma de sus producios binarios; 3® el coeficiente del
cuarto término esigual & la sw/ma de los producios ternarios de las
raices, tomada consigno contrario, éter, y finalmente, el ultimo ter-
mino esigual al producto de todas las raices tomado con su signo 6
con signo contrario, segin que sea par 6 'impar el grado m de la
ecuacion.

En efecto, sean a, h, ¢, ... k, I, las raices de la ecuacién
/(&)= 0. Segun la primera consecuencia del namero 182, se
tendra

I\X)~[x—a) [x— 6) [x—cC)... {x—K) [x—
pero representando por S, la suma de las raices, por la de sus
productos binarios, y en general por S, la de los productos de
estas raices tomados de n & n, tendremos {Alg. tomo I, nime-
ro 160)
(ic—a) [x—Db) {x—c¢) ... (x—K) @—1)=
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y por consiguiente, identificando, se tendra, segun queriamos de-
mostrar,

p=—S,P=+S,P,=-S, ...P,=%S,,... P,,=%8S «.

186. Las m relaciones que hay entre las m raices de ima e&aa-
don vy los coeficientes de la misma, no bastan para determinar estas
raices.

En efecto, como cada una de las raices entra de la misma ma-
nera que las deméas en la formacion de los coeficientes, si entre las
m relaciones eliminamos todas las raices ménos una, que llamaremos
0, siempre hallaremos la misma ecuacién, cualquiera que sea la
raiz que dejemos de eliminar; con la sola diferencia de que en cada
una de ellas, la incognita serd la raiz que no se ha eliminado; luego
esta ecuacion final en a, tiene que ser por lo ménos del grado m,
puesto que ha de dar las m raices de la propuesta. Mayor que m no
puede ser; porque enténces excederia por lo ménos en una unidad,
lo cual probard que ademas de las m raices de la ecuacion, hay otro
valor de a; y como lo mismo sucederia si hubiéramos dejado de eli-
minar 6, c, etc., se sigue que ademas del sistema de raices a, h, c,...
tendriamos otro sistema distinto oJ, h', ¢' g u e se hallaria conte-
nido en dicha ecuacion final; y por tanto, esta seria por lo ménos
del grado lo cual no puede ser; porque si se tuvieran, como
acabamos de ver, los dos sistemas anteriores de valores que verifica-
sen & las relaciones que hay entre raices y coeficientes; es decir, si
se tuvieran los dos sistemas de ecuaciones

...=S, a6+ac..=S”, abc-\-abd..= ~. ...ahc...I= Sm~

los dos productos
{x—a)[x—h)[x—c)...[x~1) y {ix~a®){x~¥)[x—d]...[x V)

serian iguales, y se tendria descompuesto el primer miembro de la
ecuaciéon daday”(:i;)=0, en dos sistemas distintos de factores primos,
lo cual no puede ser; luego la ecuacién que resulta de eliminar to-
das las raices ménos una entre las relaciones que ligan a las raices
de una ecuacion con los coeficientes de la misma, es la ecuacion
propuesta, en la que se ha sustituido la.incognita x por la raiz que
no se elimino.

Esto mismo se puede comprobar efectuando la eliminacién.

Sea, para fijar las ideas, la ecuacion
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P.cc®h + Pj*-h P*= 0.

Las ecuaciones de condicién seran, llamando a, 5, c, ¢, & las

raices,
: 66" 7 ——Pj,
Qb~\~liCdd~\~hc\bd—-ed  Ps*
abc-\~ahd~\-acd-\-hcd= — P
abcd —P,.
Multiplicando la primera por— a”, la segunda por +a®, la terce-
ra por —a, y sumando, hallaremos, después de hecha toda reduc-
cion,
— iz'~P.a”-hP~a"H-Ra+P~,

0 bien ai-f-P,a““hP2«"+p5«4-p4= 0;
donde vemos, que la ecuacion resultante de la eliminacién es la
propuesta, en la cual se ha sustituido la incégnita x por la letra o.

Del principio anterior se deduce el modo de hallar m ndmeros,
conociendo su suma S,, la suma  de sus productos binarios, la de
los productos ternarios Sg y asi sucesivamente y por ultimo el pro-
ducto S«i de todos ellos; pues evidentemente seran estos numeros
las raices de la ecuacion

187. iSi todas las ralees de una ecuacion son enteras™ los coeficien-
tes de esta ecuacion sej'an también enteros.

En efecto, la suma de nimeros enteros, lo mismo que la de sus
productos binarios, ternarios, etc., son también nameros enteros;
luego los coeficientes de la ecuacién propuesta son enteros.

La reciproca no es cierta; porque puede suceder que todos los
coeficientes de una ecuacion sean enteros, y sin embargo no tenga
raices enteras.
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LECCION XXL

Modo de variar ima fmicion racional y enteral/(.c), enandox varia por U ley de continnidad
entre_y + ®. Eepresentacion {feométrica de esta funcién.—Ecnacionesnuniaricas, ca-
S0S en gne una ecnacion tiene raices reales.

nodo de Turlaruna funcioiiracional y entera f{x)>cuando x vario por la
ley de continuidad entre V +«& Kcpresentaclon «coniétrica de esta

funcién

488. Ya hemos visto anteriormente: 4.° Que si la variable de
una funcién racional y entera varia por la ley de continuidad, la
funcion aumenta 6 disminuye segun la misma ley (69). 2.° Que esta
funcion es creciente 6 decreciente, aumentando x, segln que la de-
rivada sea positiva 6 negativa (72). 3.“ Que una funcion cualquiera
es continua, cuando la derivada es constantemente finita para valo-
res finitos de & (70).

Esto supuesto, sea la funcién racional y entera mas sencilla

Esta funcidn es continua, porque su derivada y'— per-
manece siempre finita para valores finitos de a:.. Ademas, varia desde
0 Jiasta + @ icuando x varia desde 0 & £ 00, si m es par; y desde
O hasta =+ 00, cuando x varia desde 0 & =b 00, si m es impar; de
modo, que estard representada graficamente por una curva de la for-
ma de la figura 7.% si m es par; y si fuese impar, su forma seria la
de la fig. 8/
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189. Si consideramos dos fundones de la misma especie,
y='Bx"'", y hacemos que x varie desde O hasta , la reia-

cion —= ” variara desde O hasta co, permanecera constante, 6
Y, '
variard desde oo hasta 0, segin que se tenga m=n 6 m<C.n.

. . A L,

En efecto, si m>n, se tendra y_ —x""-"=kIx'"M', cuya expresion
Vi B

es cero para (c=0, é infinito para x—cc , siendo continua entre es-

tos limites.

A
Si -, cantidad constante.
. . . A 1 A\ ., .
Por ultimo, si m<In,—= —< = —X —: expresion que es igual
vi B re-" B x»

h 00, cuando ;e=0; é igual & cero, cuando x —<e.

190. De lo dicho anteriormente se deduce, que si se tiene una

funcién raciona! y entera

F(rc)=A(re"~I-A¢c"—  ..-]-Am_Erc-f-Am,

ordenada con relacion & las potencias decrecientes de x, podremos
dar & esta variable un valor ta!, que reduzca al primer término de
dicha funcién & una cantidad mayor en valor numérico que la suma
de todos los demas; puesto que podremos hacer que la relacion de
este primer termino a cualquiera de los restantes, sea mayor que
cualquiera cantidad por grande que sea.

191. Toda funcion racional y entera de x de grado par, conserva
siempre un mismo signo para valores de x no cojnprendidos entre cier-
tos limies —Vy 1, pudiendo camliar de signo tan sélo para valores
de X comprendidos entre estos limites.

En efecto, supongamos para fijar las ideas, que el primer coefi-
ciente A} de la funcion Aa"-}-Aj;K"-"-t—ee sea positivo. Dando & x
valores desde O & h-go, llegaremos & uno |, a partir del cual el
signo de la funcion serd siempre el de su primer término, es decir,
positivo. Si ahora damos a x valores que decrezcan desde Oa — oo, el
primer término, como de grado par, serd siempre positivo, y llega-
remos & un cierto valor —V, a partir del cual la funcién conservara
el mismo signo que este primer término; es decir, sera siempre po-
sitivo. Luego la funcion, & partir de estos valores —V y ? de (c, sera
constantemente positiva é ira creciendo sin limites, & medida que;r
crezca indefinidamente en valor numérico.
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Si el primer coeficiente hubiera sido negativo, la funciéon conser—
varia el signo negativo en iguales circunstancias.

Fig. 9»

En el intervalo de x ~ —I' @ x=1, la funcién podra crecer y de-
crecer un cierto numero de veces, que dependerda del grado de la
misma.

Una funcién de esta especie se hallard representada geométrica-
mente por una curva {fig, 9.*), que decrecera desde -i-cc , para vol-
ver a crecer hasta , presentando en el intervalo correspondien-
te 4 dos valores— y ?de la variable x, una série de ondulaciones.

Si la,funcion es de grado impar, y hacemos crecer & x desde 0 &
-}-«>, se hallara un cierto valor I, & partir del cual la funcién sera
constantemente del mismo signo que su primer término (191), es
decir, positiva. Si damos después a x valores que decrezcan desde 0
4 —oo, el primer término sera siempre negativo; y 4 partir de un
valor mayor en valor numérico que |', pero negativo, la funcién ten-
dra el mismo signo que su primer término; es decir, sera negativo,
creciendo en valor numérico hasta infinito. Luego la funcién sera
constantemente positiva y creciente, a partir del valor positivo [; y
sera negativa, pero cada vez mayor en valor numérico, & partir del
valor negativo— presentando la circunstancia, como en el caso
anterior, de poder crecer y decrecer varias veces en el intervalo de
x=1&ax=—I"

Asi se representarad graficamente por una curva, que crecerd de
—Q00 &4 +00 , presentando un cierto nimero de ondulaciones en el
intervalo de x —l &x= — como lo indica la figura 10.
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Fiff. 10,

192. Hemos dicBo que el nimero de veces que puede pasar una fun-
cion & ser creciente j decreciente, entre dos limites | y —I' de la variable,
lo cual se representa graficamente por las ondulaciones de la curva, de-
pende del grado de lafunciéon. En efecto, una funcion del grado m, ‘puede
crecer y decrecer entre dos limites dados tantas veces como unidades tiene el eX,
ponente m, y el nimero de ondulaciones c-ue en su representacion podra tener
la curva, seram—1L1.

Sea en primer lugar una funcion de primer grado

y=ax+bi

su derivada serd”'=a, cantidad constante; luego la funcién crecera 6
decrecerd constantemente, segin que se tenga a> 6 <0 *; luego la fun-
cion no tendra en su representacién geométrica ninguna ondulacién; es
decir, serd una linea recta, tal como AB (fig. 11), que cortara al eje OX,
$le serd paralela, tal como A' B', segin que ct> 6 <0, da=0. (72y 73)
En el caso de no ser a= 0, la
funcién tiene que anularse por un
s6lovalor de x, que serax=0 M 0
= —U N, correspondiente al pun-
toM & N en que la recta corta al
eje.
Sea en segundo lugar la fitfLcion
de segundo grado
y = ax"-hbx-hc;
su derivada es y'—2ax+b.
Si la funcion y esrealmente de

* Cuando digamoa que una funcién es constantexente creciente $decreciente, se en-
tendera siempre que ea paravalorea crecientes de la variable.
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segundo grado, a no puede ser cero,j la

derivada representara, como acabamos

de ver, unarecta, que cortara al eje O X;

Y por tanto, pasara de positiva & negati-

va, 0 vice-versa: la funcién tendra que

ser, por con”iguiente, primero creciente

y después decreciente, ¢ al contrario;

luego la curva que larepresente tendra

una ondulacion, como indica la figura

12, y podra ser cortada por el eje O X en

dos puntos IMy N, 6 en ninguno, como

sucede en la curva de puntos. Luego en

el intervalo de »=—O0L" a aj=0L, la Fig. ;2.

funcion cambia una vez de sentido, pasando de creciente & decreciente.
Si la funcién es de tercer grado, tal como 7= fla®+ bx~+cx + d; su de-

rivada y'=Sax"+2hs-"c sera desegundo.yestararepresentadapor una cur-

va que presentara una ondulacién, y podra ser cortada por una recta que

tomaremos por eje de las x en dos puntos, como anteriormente hemos vis-

to. Esta derivada podra pasar, por ejemplo, de negativa a positiva, y luego

otra vez de positiva & negativa. La funcién sera, por consiguiente, primero

decreciente, luego creciente, y después volvera & ser decreciente, presen-

tando tres cambios de sentido; la curva que la represente tendra dos on-

dulaciones, pudiendo ser cortada, como lo indica la figura 13, en tres pun-

tos P, Q, K,

Continuando del mismo
modo, se ve que una fun-
cion racional y entera del
grado m, puede presentar
m cambios de sentido en el
intervalo comprendido en-
tre dos limites, y que la cur-
va que la representa puede
tener m—1 ondulaciones en
este mismo intervalo, dando
origen asi apoder ser corta-
da por una recta, que supondremos ser el eje alo mas en m puntos,
para I(i” cuales el valor de esta funcién es cero; de donde se deduce el
teorema que ya conocemos, de que una ecuacion no -puede tener mas que m
raices, que seran las abscisas de estos puntos.

Obseetaciones. 1. Si lafuncion fuese de un grado infinito, presen-
tarla en su marcha un nimero infinito de variaciones; la curva que la re-
presentara tendria un nimero infinito de ondulaciones, y la funcién pa-
saria por uua serie de valores iguales; y si el polindmio que representaes-
ta funcién cumple con ciertas condiciones, podra suceder que estos valo-
res iguales porque pasa la funcion se reproduzcan periddica é indefinida-
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mente, como ha sucedido en los polinomios de grado iniinito que consti-
tui*en las series del seno y coseno de un arco.

2 Cuando ios limites entre los cuales la curva presenta las ondula-
ciones se.van estrechando, estas ondulaciones se van haciendo cada vez
mas pequefias; y si estos limites se hacen iguales, las ondulaciones se re-
ducen todas & uiia sola. Esto sucede cuando los puntos en que la cu”a
corta al eje van aproximandose unos & otros, en cuyo caso las distancias
gi;e hay de estos ul origen tienden & ser iguales; pero estas distancias ex-
presan las raices de la ecuacion que resulta de igualar la funcién a cero;
luego cuando estas raices se hacen iguales, las m— 1 ondulaciones se re-
ducen & una sola, como ha sucedido en las figuras 7.“y 8., correspondien-
tes & la funcion y=Ax”, que se anula por m valores cero de x.

Kcuaeioaes numérl ::as; casol«en que una ecuacion tiene raices reale».

193. Se llama ecuacién numérica, aquella cuyos coeficientes y ex-

ponentes son nameros conocidos. Asi,
—5j:"M+42?—7=0,
€s una ecuacién numérica de tercer grado.

Se dice que una ecuacion del grado m es completa, cuando tie-
ne todas las potencias de la incégnita, desde la emésima hasta la po-
tencia cero\ y faltando alguna, se dice que es incompleta.

Toda ecuacion incompleta puede hacerse completa, introducien-
do las potencias de la incognita que faltan, afectadas del coeficiente
cej'o. Asi, la ecuacion incompleta

3N2 ~NT7=0,
podra completarse, escribiéndola del modo siguiente:
fcH-O mv*H-0 . . 21--7= 0.

Es necesario no despreciar la circunstancia de que la ecuacion
sea 6 no completa, porque podria, en algunos casos, dar origen &
errores.

194. Si dos nGmeros cualesquiera « P, sustituidos en vez efe x e«
una funcién f(x}, dan resultados de signos contrarios, la ecuacién f*x)=0
tiene una raiz real })or lo menos, comprendida entreay y en gene-
ral un ndmero impar.

Sea a el menor de los dos numeros, y supongamos que f{x)
tiene un valor negativo para a:= a, y un valor positivo para a: =

Si ahora imaginamos que x crece de una manera continua desde
« hasta la funcién variara del mismo modo desde /'(a), que es ne-
gativa, hasta fi}), que es positiva; y como es finita en este interva-
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lo, tendra que pasar necesariamente, una vez a lo ménos, por el va-
lor intermedio cero, el cual correspondera & un cierto valor a de
¢r, comprendido entre « y  luego vemos que hay por lo ménos una

raiz real de la ecuacion f\x)=0, comprendida entre estos dos nu-

meros.

Si suponiendo que a partir de este primer valor a, que anula a
/{x), hallamos, antes de llegar & darle & (cel valor p, otra raiz real
b de la ecuacién, la funcién tendrd que pasar de positiva & negativa
en el intervalo de x—h—h a x=h-\-h, siendo h suficientemente pe-
quefa para que entre h—h y h-\-h no haya comprendida ninguna
raiz de la derivada f'{xy~\ y si para el valor x=h-y-h la funcién es
negativa como al principio, tendrd que cambiar necesariamente una
vez mas de signo para que resulte positiva; luego si admitimos dos
raices comprendidas entre a y p, tiene que admitirse necesariamente
una tercera raiz c. Si admitida esta tercera, supusiéramos una cuarta
raiz d, también en este caso la funcién pasaria necesariamente de
positiva & negativa, en el intervalo de x=-d—h & x=d~\~h; es decir,
volveria & tener la funcién el mismo signo que al principio: y como
para el valor de x=", ha de tener signo contrario, es menester que
cambie necesariamente otra vez mas en .el intervalo de x=d a
y asi sucesivamente; luego en general, entre a y p habra comprendi-
das un nimero impar de raices reales de la ecuacion / (;r)=0.

195. Si dos nimeros cualesquiera « 2 p, com'prenden un ndmero
impar de raices reales de la ecuacién f(x)=0, sustituidos en vez de x
en f (x), darén resultados de signos contrarios.

* Hemos dicho que en el intervalo de x=bh—h & x—b+h”" la funcién pasa
de positiva a negativa, para lo cual se ha establecido la condicién de que h fuese
suficientemente pequefia, con el objeto de que entre b—h y b+h no haya nin-
guna raiz de la derivada de f{x). Cuando esto se verifica, es claro que no hay
dificultad; porgque no pasando la derivada por cero, no cambia de signo en este
intervalo, y por consiguiente la funcion es constantemente creciente 6 decre-
ciente, y al pasar por cero tendra necesariamente que cambiar de signo en este
intervalo. Pero si para el valor b que anula la funcién, se anulase también la
derivada, entonces la funcién pasaria en general por un minirao cero, y la cur-
va que representase esta funcién seria tangente en este punto al eje de las x;
lo cual supone que dos puntos de seccién se ban reunido en uno sélo, por* lo
que se dice que la ecuacion tiene en este caso dos raices iguales. EI teorema
no cae por consiguiente en defecto, aun suponiendo que f'{x) se anule para el
valor 6.
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Sean a, 6, ¢,... I, un ndmero impar de raices reales de Ja ecua-
cion /m2)=0, que hay comprendidas entre « y p. El polinomio f(x\
se podra poner bajo la forma

AN)={"~a){x*h){x—c)..[x— D<),
siendo el producto de los factores binémios correspondientes a
las demas raices de la ecuacion propuesta.

Si sustituimos en vez de x sucesivamente los nimeros « v a ten
dremos

f (a)=(a—a)(a—6)Cci—c)...(a—
S()—(—a)(— —I) 93l

Las expresiones i) (@ y ©(p) son de un mismo signo; pues si fue-
ran de signos contrarios, los nimeros a y Pcomprenderian, por lo
ménos, una raiz real mas de la ecuacidn propuesta, lo que es contra
la hipotesis.

Ahora, si suponemos «<p, las raicesii, b, c,... I, ser&n mayores
gue « y menores que p; ios factores (a—a), (a—=6), {a~~G),..{oc~I)
serdn negativos; y como por suposicién son en namero impar su
producto serd negativo; luego /{«) sera de signo contrario que ©@) 6

myue 9(?). Todos los factores (p-a), (p-5), B-c),...(p_/), son positi-
vos; su producto sera, por consiguiente, positivo también; lue™-o0 /(p)
tendra el mismo signo que 9®: por lo tanto, f{a) y f{*) tienen”signos
contrarios. ®

~196. Si ¢lvnimeros cualesquiera « y p, sustituidos en una /ur
cion entera f(x), dan resultados de un mismo signo, la ecuacién f(x)=o0
iwne un numero par de raices reales comprendidas entre ays ¢
tiene ninguna.

En efecto, si tuviera una, 6 en general un nimero impar, los re-
sultados de sustituir a y pen/(ir) serian de signos contrarios (j95)
lo cual es contra el supuesto. no

197. Si dos nimeros cualesquiera « y p «(? comprenden raices rea-
les de la ecuacién racional y entera f(x)="0, 6 comprenden un nmnero
par, la sustitucidn sucesiva de estos dos nimeros en f (x), dara resul
lados de un mismo signo. ~

En efecto, si diera resultados de signos contrarios, a y p com
prenderian un ndmero impar de raices reales (194), lo cual es co ~
tra la hipdtesis.

Observacion. Los teoremas {194 y 196), lo mismo que sus
ciprocos, se veriiican lo mismo para las funciones racionales y ente’

Tomo Jl.
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ras que para cualquiera otra funcion, siempre que tenga la propie-
dad de ser continua para valores de @ comprendidos entre ay ?,
ndes en la demostracion no se lia exigido otra condicién; porconsi

guiente, estas propiedades.no pertenecen exclusivamente a las fun-

ciones racionales y enteras.

198 Por conaideradones geomkriea, se puede yer faolimeute la e«c-
Hi-nH Ae los teoremas anteriores que acabamos de demostrar.
Sea/(®) una funcidn continua cualquiera, que supondremos repres
tada por una curva N Q M {fid"
lios puntos de intersec-
cion de esta curva con el oje
O X, corresponderan al valor
cero de la funcion, y los va-
lores de la abscisa X, corres-
pondientes & estos puntos,
seran las raices de la ecua-
cion/«(.r)=0 i52). Asi, alia
curva corta al eje O X en un
punto Q, la longitud O Q se-
ralina Fafz desa=e Flg- 1§ . fAT—R
Esto supuesto, admitamos que para los valores ir=—0E '=ay ~
la funcidn tiene signos contrarios L'M y —L N; pero siendo la funcién
continua, no podra pasar la curva del purto M al punto N, sm cortar ne-
cesariamente al eje O X en un cierto punto Q.
Si la curva corta al ejo en varios puntos, como lo |nd|ca Ia linea marca-
da de lleno, el nimero de estos puntos sera impar. En el caso presente
N
sontres, 3,y Supongamos abora que ios dos va-
lores —6 L'= ay 0L = ? déla va-

riable X 15), dan para la funcién
T valores de un mismo signo —L P y
m - EQ. En general , la curva ird del

punto P al punto Q sin cortar al eje
OX , y la ecuacion no tendra nin-
guna raiz comprendida entre® ay ? ;
pero si corta al eje, lo hara~en un
ndmero par de puntos M, N, y la
ecuacién tendra un namero par de rai-
ces reales comprendidas en este inter

Fig. 15 M)
199. Toda ecuacion racional y entera de grado impar, tienepor
lo menos una raiz real de signo contrario al de su Gltimo term
Sea la ecuacion
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4+ PA=0,
cuyo primer término es positivo, y negativo el altimo.

Si damos a x el valor 0, el resultado ser& — P”; es decir, negati—
vo. Si ahora damos a ir un valor /, suficientemente grande, el resul-
tado serd positivo (1911; luego entre 0y / hay comprendida por lo
ménos una raiz real de la ecuacion /(z)=0, y en genera! un nimero
impar (10i).

Del mismo modo se demostrarla en el caso de ser el Gltimo tér-
mino positivo.

200. Toda ecuacion racionaly entera de grado par, cuyo Gltimo
término es negativo, tiene por lo minos dos raices reales, wnapositiva
y otra negativa, y en general un ndmero imnar de cada clase.

En efecto, haciendo x =0, se obtiene el Gltimo término, que por
hip6tesis es negativo; después, dando & x dos valores I' y |, suficien-
temente grandes en valor numeérico, uno negativo y otro pCsitivo, se
hallaran resultados positivos ('191); luego entre 0 y — /*habra com-
prendida por lo ménos una raiz real, y otra entre Oy /, y en gene-
ral un namero impar (194).

20i. Consecuencia. Siuna ecuacién no tiene mas que raices
imaginarias, enti sera degmdo por, su Ultimo término sera positivo, y
el resultado que se obtiene sustituyendo en vez de x un niimero cualquie-
Ta, sera posUico también.

Las tres partes que este teorema comprende, se demuestran fa-
cilmente por reduccién al absurdo.

202. Observacion. La reciproca déla proposiciéon anterior no
es siempre cierta, porque puede haber ecuaciones que cumplan con
todas las condiciones indicadas, y no contengan- raices imagina-
rias.
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LECCION XXil.

«
Eegla de los siguoa de lieaCMJ”ia.-Limitedel niGmero de raices imaginarias de unaecnacion.

Kcgla «le loa aiguos «le I>e»cuvtcs.

203. Se dice que dos términos consecutivos de un polindmio de
coeficientes reales j ordenado con rel®icion a ¢c, forman una variacion
cuando estan afectados de signos diferentes; y que forman una per-
manencia, cuando tienen signos iguales.

Por ejemplo, la ecuacion

— k-x~\-3x—o0ox—7= 0,
presenta dos permanencias y tres variaciones.

204. Una ecuacién, cuyo primer término supondremos siempre po-
sitivo, presenta un nimero par 6 impar de vaiiaciones, segin que el
Gltimo término sea positivo 6 negativo.

En efecto, para pasar de un término positivo a otro que también
lo es, se necesita evidentemente un nimero par de cambios de sig-
nos; y como cada cambio origina una variacion, habra un ndmero par:
si todos jos términos son positivos, habra cero variaciones, y cero se
considera siempre como nimero par.

Del mismo modo se vé, que cuando el Gltimo término es negati-
vo, la ecuacion presenta un namero impar de variaciones.

205. Si se multiplica, un polindmio de coeficientes reales y orde-
nado con relacién &'s., por el binomio x — a, siendo a un ndmero
positivo, elpolindmio que resulte tendréa por lo menos una va/riacwv
m<fs,y en gemerai un ndmero impar.

Sea el polinomio ordenado con relacién ax,

rt Aidj'iip ~NOANK -j- AN
que principia por un grupo de términos positivos, despuessigue otro
de términos negativos, luego contintia un tercer grupo de términos
positivos otra vez, y asi sucesivamente, hasta llegara un ultimo gru-
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po que principia en q: en el cual todos los términos son
de un mismo signo — 6 4 -« Cada uno de estos grupos podra tener
varios términos, 6 uno solo. En este polindmio cada variacion se for-
mara al pasar de un grupo cualquiera al siguiente, y e! niumero de
las variaciones que presente se hallard contenido entre el primer
término y el pues a partir de éste, todos tienen el mismo
signo.

Efectuando la multiplicacion de este polinomio por x — a, ha-
llaremos

xr...-kq.{ ar~..zjzA, Xxzh k™a.
—AD1 4~Anl ~kga qrAsa

Comparandooste resultado con el multiplicando, veremos que
desde el primer término hasta la potencia x\ hay por lo ménos tan-
tas variaciones como en el polinomio dado; y si hay mas, el exceso
sera un namero par; pues el multiplicando y la parte del producto
hasta la potencia x”, estdn terminados por los mismos signos; luego
hay en ambas partes un nimero par de variaciones 6 un nimero im-
par (201), y la diferencia de dos nimeros pares 6 de dos impares es
siempre par. Desddla potencia ;r’ del producto hasta el dltimo tér-
mino hay por lo ménos una variaciéon y en general un nimero impar,
porque para pasar de un término positivo aun negativo 6 viceversa,
se necesita necesariamente un namero impar de cambios de signos;
luego si desde el primertérmino del producto hasta la potencia ;¢ hay
tantas variaciones por lo ménos como en cl multiplicando, y desde
la potencia x" hasta el Gltimo término hay por lo ménos una, es cla-
ro que este producto tiene por lo ménos una variacion mas. Si tie-
ne mas, el exceso serd un numero impar; porque ya hemos visto,
que el exceso de variaciones que puede haber en el producto desde
su primer término hasta la potencia X" sobre el multiplicando, es un
namero par; y agregando a éste el namero de variaciones que hay
entre x "y el Ultimo, que acabamos de veres namero impar, tendre-
mos la diferencia total de variaciones, que serd un nimero impar.

20G. Teorema de Descartes. En toda ecuacion algebraica de
coeficientes reales completa 6 incompleta” el nimero de t'alces positivas
no es maxjor que el nimero de variaciones.

Sea /(.2?'=0 una ecuacién algebraica de coeficientes reales, cu-
yas raices positivas son a, b, ¢, ... |. Representemos por (&) el pro-
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ducto de los factores binomios correspondientes & los demaés raices™
tanto negativas como imagitiarias, y tendremos
flx)*{x—a) {x—b){x—c) ... ®— (a)."

La expresion 9(), que igualada & cero no tiene mas que raices
negativas é imaginarias, tiene sus coeficientes reales, y su ultimo
término es positivo; pues si fuese negativo, tendria por lo ménos
una raiz positiva, lo cual es contra la hipotesis. Ahora bien, si mul-
lipiicamos este polindmio sucesivamente por cada uno de los bino-
mios x—a, x—h, ... x—h que corresponden & las raices positivas®
cada producto contendra porlo ménos una variacién mas que el an-
terior; luego el producto final f[x), tendra por lo ménos tantas va
naciones como raices positivas hay.

207. OusiBVACios. Si el numero ie raices posiwas no es
igual al nimei-o de rariaciones, la diferencia sera un numero par.

En efecto, acabamos de ver, que ®(*) tiene su ultimo termino
positivo; y por tanto, 6 no presenta variaciones, 6 presenta un nume-
ro par (20i). Ademas, el producto de ®Xjr) por (k—a), (m*-»), eee
(x—1), excede en variaciones afU ) en uu nimero par6 impar se
gun que el nimero de raices sea par ¢ impar también, luego ¢ nu
mero de variaciones de f{x) sera par 6 impar, segin que e numero
de raices positivas sea también par 6 impar;y por tanto, la diteren-
cio que hay entre el nimero de ratees positivas de una ecuacién y
el de variaciones, siendo la diferencia de dos nimeros pares o impa-
res, serd siempre un ndmero par.

908. COSSECCESCIA. /7naecuacion algebraica de coeficientes rea-
les, no puede tener mas raices negativas que variaciones presenta la
trasformada en—x.

En efecto, los raices de la trasformada son jguales y do signos
contrarios & las de la propuesta; y por ccusiguieiUe, el numero de
raices negativas de esla, que son las positivas de la trasformada,
no serd mayor que el nimero de variaciones de esta trastor-
Ciada.

209. El numero de variaciones que presenta una emacion y
m. trasformada &n,~”,no esmayor que el grado m de dicha ecua-
mon.

En efecto, si la ecuacién es completa y del grado el numero
de sus términos sera evidentemente m-\-\. Entre cada dos términos
habrd una variacién 6 una permanencia; luego el nimero de vana
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dones, mas el nUmero de permanencias, sera iguai & m. Ahora bien,
cuando se sustituye x por —x, cambian de signo los términos de
grado impar, y por consiguiente las variaciones se convierten en
permanencias y reciprocamente; luego el nimero de variaciones de
la ecuacion propuesta, mas el de la Irasformada, es igual al grado
m de la ecuacion. Si la ecuacién es incompleta,.el nimero de varia-
ciones no aumentara, sino que por el contrario podra disminuir; luego
si representamos por u el nimero de variaciones de la propuesta,
y por v' el de la trasformada, se tendra en general v-~v'= 6 <m.

210. Si el nimero v-HV' de variaciones que p?'esenta, una ecuacion
y su irasformada en —x, es menor que el grado m de la ecuacion, ésta
tendra, por lo menos, m—(v-I-v') ralees imaginarias.

En efecto, el nimero de raices positivas de ia ecuacién , no es
mayor que V\ el nimero de raices negativas no es mayor que Vv ,
luego el nimero de raices reales, que representaremos por r, no es
mayor que v-\~v'\ es decir, que setendra r= 0 <C donde
m—r = 6 >m —(v-|-uO; pei'o «i—i*representa el nimero de raices
imaginarias; luego el nimero de estas es igual & mayor que la dife-
rencia que hay entre el grado m de la ecuacién y la suma r-f-u de
variaciones de la ecuacion propuesta y trasformada en  x.

211. Si todas las raices de una ecuacion son reales, el nimero
p de raices positivas es igual al nUmero v de variaciones, y el nume-
ro n de raices negativas es igual al nimero  de variaciones de la
trasformada en —x.

En efecto, si todas las raices son reales, ij+ u' no puede ser me-
nor que m, porque cntonccs habria por lo ménos m—(u-f-i;) raices
imaginarias (210" mayor que m tampoco puede ser (209;; luego sera
igual, y tendremos

p\n m) donde p-\-n=v-"v',

Ahora bien, p no es mayor que v; luego sera igual 6 menor: me-
nor no puede ser, porque si lo fuera, n tendria que ser mayor que
t/, lo cual es imposible (208); luego p—v, y n=u".

Consecuencias. 1  Cuando una ecuacion tiene todas sus ralees
reales y positivas, dicha ecuacién es completa, y su primer miembro no
presenta mas que variaciones. En efecto, si tuviera una permanencia,
la trasformada eii —a& tendria una variacién que acusaria una raiz
negativa, lo cual es contra el supuesto.
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2. “Ytodas las raices son reales y negativas, el primer miembro
de la ecuacién no tendra mas que permanencias; pues si tuviera una
variacion, la propuesta tendria una raiz positiva.

Reciprocamente: 'L* Cuando una ecuacidn compieta NO tiene
mas que variaciones, todas sus ralees reales son positivas. En efecto,
si la propuesta tuviera una raiz negativa, la trasformada tendria por
lo ménos una variacion, lo cual es imposible; porque una ecuacion
completa que no tiene mas que variaciones, su trasformada solo pue-
de tener permanencias.

2%\ Cuando una ecuacidn compieta 6 incompleta no tiene MAas
que permanencias, todas sus raices reales son negativas. En efecto,
cualquier nimero positivo sustituido en vez de la incognita, dara una

suma de cantidades positivas, y por consiguiente nunca podra ser
igual a cero.

IAinltc del numero do raices iuingiiiarias de una ecuacién.

212. (Jna ecuacién incompleta y su trasformada en —x, po-
dran presentar un ndamero de variaciones v-{-d, menor que el grado
m de la ecuacién; y en ese caso, segun hemos visto anteriormente,
dicha ecuacién podra tener un nimero de raices imaginarias igual
por lo ménos & m— (uh- u").

213. lina ecuacion incompleta tiene, por lo ménos, tantas raices
imagimarias, como unidades hay en la suma de los mayores nimeros
pares contenidos en la diferencia de los exponentes de cada dos tér-
minos consecutivos de un mismo signo, mas el nimero de unidades
que hay en la suma de los mayores nimeros pares contenidos en la
diferencia de los exponentes de cada dos términos consecutivos de sig-
nos coyhtraHos, disminuida en una unidad.

En efecto, sea la ecuacion

-f-Aa:"—" -j-B.r""-"»-«' _ o

Representemos por v, d, u",... los nUmeros respectivos de varia-
ciones formadas por el primero y segundo término, el segundo y
tercero, tercero y cuarto, etc., tanto en la ecuaciéon propuesta como
en la trasformada en —r, y tendremos, llamando V al nimero to-
tal de variaciones,

de donde
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m—V—(n—rn)"-i-(n"*— oo

Las diferencias (n—u), (n'—v'), («"—u'"),... son todas positi-
vas*; luego si alguna no es cero, m—V tampoco lo serd; y no siendo
m—Y cero, habra por lo ménos tantas raices imaginarias como uni-
dades expresa m—V; 6 lo que es lo mismo, como indica la suma de
las diferencias n—u, n'—v', n"— etc.

Esto supuesto, consideremos dos términos consecutivos de un
mismo signo. Si la diferencia n de los exponentes de estos dos tér-
minos es par é igual 2k, el nUmero de variaciones v que forman en
la propuesta y trasformada serd cero; luego n—v==2k, nimero de
raices imaginarias que por lo menos tendra la ecuacion. Si n es im-
paré igual se tendra v=\, en cuyo caso n—v=2h. Donde
vemos, que en ambos casos el numero de raices imaginarias que
acusan dos términos consecutivos de un mismo signo, es igual al ma-
yor nimero par contenido en la diferencia de sus exponentes.

Si los dos términos que se consideran tienen signos contrarios, y
la diferencia n de sus exponentes es un nimero impar 2/c-|-1, estos
dos términos presentaran en la Irasformada una permanencia, y ten-
dremos u=] ; luego n—v=2k. Si la diferencia n de los exponentos
es par é igual 2/;, se tendrd u=2, do donde n~u=2/c—2; pero si en
ambos casos quitamos ¢ la diferencia n una unidad, y consideramos
el mayor nimero par contenido en el resultado, éste sera el menor
namero de raices imaginarias que podra tener la ecuacion propues-
ta. Luego si conforme al enunciado del teorema, hallamos el nime-
ro de raices imaginarias que acusa cada par de términos consecuti-
vos, la suma de todos estos nimeros sera un limite inferior de las
raices imaginarias de una ecuacion.

*

Porque el nimero v do variaciones que presentan dos términos consecuti-
vos cualesquiera en la propuesta y su trasformadaf nunca es mayor que ja dife-
rencia n de los exponenles de estos términos. En efecto, si n os un ndmei'O par»
los términos que so consideran seran aniljos de grado par 6 impar; en la tras-
formada no cambiaran do signo 6 ambos caml)iardn, de modo que ao tendra
u=o0,0 poro n es un namero par, que por !o ménos es igual 2; luego v no
puedo ser mayor que n. Si n es impar, uno.de los término,s gne se consideran
sera de grado par, y el otro de grado impar; por tanto, en la trasformada uno
sdlo cambiani de signo: de modo, que si en la propuesta presentan estos térmi-
nos una vai'‘iacion 6 una permanencia, en la trasformada presentaran una per-
manencia 6 una variacion, y se tendra ««=e!; pero n es por lo ménos i también;
luego V no puede ser en ningln caso mayor que r.
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Sea, por ejemplo, la ecuacién
(O®— =0.

Los dos primeros términos de signos contrarios, manifiestan que
la ecuacion tiene por lo méuos dos raices imaginarias; el terceroy
cuarto indican otras dos\ luego esta ecuacién tiene por lo ménos cua-
tro raices imaginarias.

214. Meétodo DE Stuem. Sisem'dlti'plicaunaecuacio'ii'i{*==",
por un bindbmio x—a, siendo a una cantidad indeterminada, y el
producto tiene k variaciones mas 6 k variaciones menos que f (x), ig
ecuacion tendra por lo ménos k—1 raices imaginarias en el primer
caso, y \ en el segundo.

En efecto, supongamos que damos & a un valor positivo, y halla-
mos que f{x)[x~-a)=0 tiene k variaciones mas que la ecuacién
propuesla/(;c)=0, que supondremos tiene V. La trasformada en X
de esta ecuacion tendrda & lomas?w-i-'l— (V-j-fc) variaciones; por
consiguiente, /'(a:)=0 no puede tener mas de m-f-1— (V-}-/v) raices
negativas, puesto que siendo a positiva, no se introduce en f{x)
("™—a)=0 ninguna raiz negativa; pero dicha ecuacion no puede te-
ner mas de V raices positivas; luego tendra por lo ménos ni—
£ijz_f 1_(V-h¢)-1-V]—;~1 raices imaginarias.

Si damos daun valor negativo, Yy suponemos que para este valor
f[x) {x~a)="0 tiene k variaciones de ménos que/(a?)=:0, que como
anteriormente hemos supuesto tiene V, la ecuacion/'(.r) (@—a)=0
tendrd a lo mas V—A4 raices positivas; y como al multiplicar f{x)
por x —a, siendo a<0, no introducimos ninguna raiz positiva,
/m(2)=0 tendra también, alomas, V— raices positivas. Ferola
trasforraada en—a; tiene 4 lo mas m—V variaciones, y por tanto
el nimero de raices negativas no puede ser mayor que m—V; luego
el nimero de raices imaginarias de f{x)=0, serd por lo ménos igual
4 iIK—(V—k)—{m y)=k.
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LECCION XXIII.

Oonaiciones para Quedos ecuaciones racionales y enteras de atengan ra-ces comunes.
Forma generalde unaecuacién con dosincégnitas.-Principio importimte re ativo i es-
tas ecuaciones.—Teorfa de la eliminaciéon. Casos mas sencillos que se pueden pre-
sentar.

CondicionespariMiue dos ecuaciones rneionalcs y cutera» de atengan
raicescomune».

213. Antes de ocuparnos de la teoria de la eliminacién, vamos
a4 examinar qué condiciones se necesitan para que dos ecuacio-
»es racionales y enteras de una misma incognita tengan raices co-
munes.

Sean las dos ecuaciones racionales y enteras

f(x)=0 vy
Si suponemos que estas dos ecuaciones tienen n raices comu-
nes a, O, c, ... |, sus primeros miembros/(a:) y serén divisibles
por el producto (a— —0 {x—c) ...{x—1) de ios factores bino-

mios correspondientes 5 cada una de estas raices comunes; y por
consiguiente, dichos primeros miembros tienen un maximo comin di-
viso?' relativo del grado n.

Reciprocamente, si los dos primeros miembros f(x) y o(x) de dos
emaciones f(x)=0 y 9(x)=0 tienen un maximo comun divisor relati-
vo del grado n, ambas ecuaciones tendran n raices comunes.

En efecto, sea X, el m. ¢. d. del grado n, de los dos polinémios
f{x) y ("{x); llamemos f,{x) y 9,(r) los cocientes de dividir f{x) vy
9(a;) por X« , y tendremos

f{a:)=Xnf{x) vy
las ecuaciones propuestas se convertirdn eu estas otras:
Xnf,{x)=0 y X«9,(*)=0,
las cuales se descomponen evidentemente en
X, =0y /;H=0. X,=0 y %{x)=0.

Los n valores de x que anulan 4Xn, son raices comunes 6 ambas

ecuaciones; luego tienen n raices comunes; y no pueden tener mas,
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porque fA{x) y son dos polinébmios primos entre si, y si hu-
biera alguna otra raiz a, distinta de las anteriores, Z(r) y se-
rian divisibles por x — a, lo cual es imposible.

216. De lo dicho anteriormente se deduce, que para ver si dos
ecuaciones racionales y enteras f[x)=0 y ~>)=0 tienen raices co-
munes, se les aplica & sus primeros miembros el procedimiento del
m. c. d. relativo; y si lo tienen, igualandole & cero y resolviendo la
ecuacion que resulta, tendremos las raices comunes & ambas ecua-
ciones. Si los polinémios f{x) y son primos entre si, las ecua-
ciones propuestas no tienen raices comunes.

217. Si se quiere quedos ecuaciones racionales y enteras f[x)=0
y o@) = 0, de coeficientes indeterminados, tengan n raices comu-
nes, se les aplicara h sus dos primeros miembros el procedimiento
del m. c. d. relativo, hasta llegarad un resto del grado n — 1, el cual
haciendo que sea cero con independencia de los valores que se le den
4 X, hara que el resto anterior™ que seré del grado n, sea un m. c. d.
de i{x) y c{x), y por tanto que las dos ecuaciones dadas tengan n
raices comunes. Mas para que este resto del grado n — 1 sea cero
con independencia de x, es menester que sus n coeficientes sean
nulos (di); luego igualando & cero estos coeficientes, se tendran las
ecuaciones de condicién que se necesitan para que las propuestas
tengan n raices comunes.

218. Sr dos ecuaciones racionales y enteras tienen comunes to-
das sus raices, dichas ecuaciones seran de un mismo grado; y de-
biendo ser cada uno desls primeros miembros un divisor relativo del
otro, arabos tendran que ser idénticos, 6 ser el uno el resultado de
multiplicar ¢ partir el otro por una constante.

Ei'orma (~ciicrAl «le uiiacsiinclon c»}i «lo®Inc»si»Hnn. Priucipto Iniportanto
rciuUvo A (»tas ecuaciones.

219. EIl grado de una ecuacién racional y entera de dos incég-
nitas X 6y, es la suma de ios exponentes de estas incognitas en el
término en que esta suma es la mayor.

Una ecuacion completa del grado m de dos incognitas xhy, de-
be contener todos los términos cuyos grados, con relacién 6 estas dos
incognitas, no excedan 4 m\ de modo, que ordenandola segun las
potencias de x, se podra poner bajo la forma )

.+To0;-HU=0.
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En esta ecuacién, A es una cantidad independiente de Y\ pues si no
lo fuera, el grado de la ecuacidon seria mayor que mx B es un poli-
nomio de primer grado en y, de la forma 6-{-6,#, en el cual 6y 6,
son cantidades que no contienen 4y: C es un polinomio de la forma
y por ultimo, el coeficiente U representa en general
un polinomio del grado m, de la forma
Cuando una ecuacion contiene todos los términos posibles des-
de el grado cero hasta el m, se dice que es completa’, asi, la forma
de una ecuacién completa del grado m con dos inc6gnitas, ordenada
con relacion ax, sera

+6 -lI-c.i/
-Him.sy™
,= 0.
-hw,y
H-u
Toda ecuacién que no contiene todos estos términos, se dice que es
incompleta.

El ndmero de términos de una ecuacion completa del grado m
con dos incégnitas, es evidentemente igual a la suma de los térmi-
nos de la progresion de los m-\-\" primeros nimeros enteros conse-
cutivos, a partir de 1; asi, el numero de términos de semejante ecua-
cidn, serd igual &-j

Si la ecuacién general del grado m con dos incégnitas la dividi-
mos por su primer coeficiente, resultaran tantas constantes como
términos contiene dicha ecuacién ménos uno; es decir, el nimero de
constantes indeterminadas que contiene una ecuacién completa del
grado i?;con dos incognitas, es

(m +1) (w+2)—1—, m (ik-4-3).

220. El primer miembro de una ecuacién general racional y en-
tera de dos incégnitas, no se puede descomponer enfactores de primer
grado, d ménos que no se verifiquen entre los coeficientes de sus dife-
rentes términos ciertas ecuaciones de condicion. *

Sea la ecuacion racional y entera del grado m de dos incogni-
tas f{xy)=0.

* Lademostracion de este teorema es debida , M. Comte.
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Segln lo que hemos visto anteriormente, el nimero total de
constantes indeterminadas que contiene su primer miembro f{xy\
sera ;, m(i?iH-3). Ahora bien, si nosotros suponemos al polindmio
f{x y) descompuesto en dos factores, uno del grado n, en cuyo casoel
otro serd del grado m—n, el nUmero de constantes del primero sera
Jn[n-+-3), el de las constantes del segundo ser&  —n)(mM—»H-3);
y como por la multiplicacién de estos dos factores no aumenta el
namero de constantes, sino que por el contrario podra disminuir,
se deberd tener

6 <Cjn(n+3)4-|[i?"™*—") —«+3),
de donde se deduce m =6 <n; lo que es imposible, puesto que
m'An.

Teoria de la eUmlnaclon. Casos sencillos que se pueden presentar.

221. Resolver dos ecuaciones de un grado cualquiera con dos in-'
edgnitas, es hallar todos los pares de valores de estas incognitas, que.
rerifnuer & Irta d<ys pcuacinnes.

Se llama sistema de valores 6 solucion, cada par de valores de las
incognitas que puestos en las dos ecuaciones las verifican.

222. EUminar entre dos ecuaciones de un grado cualquiera con
dosincognitas una de estas, es hallar una ecuacion que no contenga
mas que una de las incdgnitas, y cuyas raices, unidas con ciertos va-
lores de la otra, nos den todas las soluciones de las ecuaciones pro-
puestas.

Esta ecuacion de una sola incognita, cuyas raices unidas & cier-
tos valores de la otra, nos dan todas las soluciones de las ecuaciones
propuestas, se llama ecuacion final.

223. Para que un valor dado d una de las incognitas de un sis-
tema determinado de dos ecuaciones, convenga d estas ecuaciones, es
necesario que sustituyéndole momias, sus primeros miembros adquie-
ran un dvvisor comanfuncion de la otra incognita; cuyo divisor co-
mun, igualado d cero, dara una ecuacion, cuyas raices serdn los
valores correspondientes de esta incégnita.

Sean dos ecuaciones con dos incognitas

f{xy)=(s 'y ?ay)=0,
y. sea ~un valor dado ay. Si sustituimos y por pen estas ecuaciones,
sus primeros miembros se convertirdn en/(a?p) y p» cuyos re-
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soltados seran en general dependientes de vy digo*en general, por-
gue podra suceder, que haciendoy="?, 0 ©(¢?) se reduzcan a
un ndmero.

Ahora bien, es evidente que el valor pde  no convendra a las
ecuaciones dadas mientras que no exista por lo ménos un valor de
X, que reduzca a la vez & cero & las dos expresiones f(x?) y
luego estos polinomios deben tener un divisor comin dependiente
dea”™. Ademas, esta condicion es suficiente; porque si llamamos D &

este comun divisor, y se hace D=0, cada valor deducido de
esta ecuacién, sustituido en/(~?) y 9@'3), reducira estos poliiidmios
a cero; por consiguiente, haciendo & la vez ai—a 6 en f(x j/)=0

y tp{a;y)=0, estas ecuaciones quedaran satisfechas.

224, Puesto que el objeto de la eliminaciéon de una inc(*gnjta
en un sistema determinado de dos ecuaciones, es hallar la ecuacion
final con relacién 6 una de estas incognitas, se sigue que podra lle-
garse a conseguir esto de muchas maneras, dando origen a diferen-
tes métodos de eliminacién, de los cuales el mas general y sencillo
es el que en breve vamos & exponer, fundado en la teoria del maxi-
mo comun divisor; pero antes consideraremos algunos casos particu-
lares que no exigen recurrir & este método general de eliminacion.

225. Sea en primer lugar un sistema de dos ecuaciones

/(x)==0 y 9(y)="0,
en que cada una no contiene mas que una incdgnita, y supongamos
que se trata de hallar la ecuacion final eny.

Debiendo esta ecuacion final tener por raices los valores de vy,
que unidos & los correspondientes de x, han de dar lodos los sis-
temas de valores que verifican a las ecuaciones dadas, se sigue que

si suponemos resueltas ambas ecuaciones, y llamamos a, a', a",... &
las n raices de /{x)"0, y 0, 0', 4 las m de ®(y)=0, cada va-
lor h de la segunda se podra combinar con los n valores de la prime-
ra: luego la raiz b se hallara repetida en la ecuaciéon final Ji veces;
es decir, tantas como indica el grado de la otra ecuacion, y por tan-
to el factor y—6 se hallara elevado & la enésima potencia. Lo mismo
sucedera con los demas factores y—  y-6'L..; luego la ecuacion
final serd
[°CN]"=0.
Del mismo modo se veria, que la ecuacién final en x seria
siendo m el grado de 9(y)=0.
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226. Sea en segundo lugar el sistema determinado de dos ecua-

ciones

f[x y)=0 y <p(i/)=0.
en el que una ecuacién contiene las dos incégnitas, y la otra no con-
tiene mas que una.

En este caso conviene hallarla ecuacién final con relacién a la
incdgnita que entre sola en una de las ecuaciones; si quisiéramos
hallarla con relacion & la otra, tendriamos que aplicar el método ge-
neral del m. c. d.

Si suponemos resuelta la ecuacion B(y)=0, y sustituimos cada
una desus raices en/ {x y), podra suceder que el resultado de esta
sustitucion sea un numero, cero, 6 un polinomio dependiente de x.
En el primer caso, las ecuaciones son incompatibles; en el segundo
son indeterminadas con relacion & ic, pues quedan satisfechas con
independencia de los valores de esta incOgnita; por ultimo, en el
tercer caso, es decir, cuando la sustitucion del valor de y en f{x X)
dé un polinomio en x, el factor binomio en y se hallara repetido en
la ecuacion final tantas veces como unidades tenga el esponente de
la mayor potencia de,c en el polinomio que se obtiene.

227. Cuando el polinomio f(x y), ordenado con relacion a x, se
reduzca a un nimero por la sustitucion de un valor p de y, deduci-
do de ?(?/)=0, todos los coeficientes de a? menos la cantidad inde-
pendiente de esta incégnita, tendran en f{x y) el factor comin y—
y reciprocamente; luego si esto no se verifica, las ecuaciones pro-
puestas no pueden ser incompatibles.

228. Para que un valor ? de y, deducido de la ecuacién 9(y)=0,
reduzca a cero &/°(@?y), es necesario que, ordenando este polindmio con
relaciéon ax, los coeficientes de todas las potencias de a; y el poliné-
mio ~(y), tengan el factor coman y—3, y reciprocamente; luego si estos
coeficientes no tienen factores comunes dependientes de y, las ecua-
ciones propuestas no podran ser indeterminadas con relacion & x.

229, Por ultimo, reduciéndose el polinomio f(x y), por la susti-
tucion de pen vez de y, & otro polinomio funcién de x, el factor
y — 3 no puede ser comin a los m — 1 primeros coeficientes, y re-
ciprocamente; luego si ordenando f{x y) con relacién & x, dichos coe-
ficientes no tienen factores comunes en y con el polinomio if(y), las
ecuaciones solo se verificaran por un cierto nidmero determinado de
sistemas de valores.
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Para determinar en este caso la ecuacién final en y, ordenare-
mos/(ary) con relacion a x; de modo, que llamando A, B, C,... T, U,
a los coeficientes de las diversas potencias de esta incognita, que se-
ran funciones dey, se tendra

Descomponiendo ahora & ®(#) en dos factores a y a, de los cuales
a sea primo con A, y a no contenga mas que factores primos de A%;
descomponiendo después a en otros dos factores 6y el uno primo
con B y el otro que no contenga mas que factores primos de B; del
mismo modo, descomponiendo & pen dos factores ¢ y 7, siendo ¢
primo con C, y 7 una cantidad que solo contiene factores primos de
C, y asi sucesivamente, hasta llegar & un factor que ya sea primo
con el coeficiente que sigue en el polinomio f{x y); y suponiendo que
habiendo descompuesto a 7 en los dos factores &y 3, de los cuales d
es primo con D, y 3no tiene mas que factores primos de D, el factor
3 es primo con E, se tendran las igualdades

Py)y—ax, «==¢3, y=dz,
de donde se deduce
iX=£?.b.c.d.o;
de modo, que las raices de la ecuacidon o(y)=0, se reducen & las de
las ecuaciones parciales
a=0,6=0,¢c=0,d—0,3=0.

Ahora bien, como8no se compone mas que de factores primos
en y, comunes & los coeficientes A, B, C y D, toda raiz de la ecua-
cion 3=0, sustituida en f(.r y), reducini esta cantidad & un polino-
mio en X del grado n—4, y por tanto la ecuacion final debera conte-
ner al factor 3 elevado & la potencia n—4. De la misma manera se ve-
ra que toda raiz de la ecuacion d=0, reduce al polinomio f{xy] &
otro en x del grado n—3, y por tanto d se hallara en la ecuacién
final, elevado a la potencia del grado n—3. Por iguales razonamien-
tos se vera que ¢ debera hallarse elevado a la potencia n—2, el factor
6 a la potencia n—\, y por ultimo, a & la potencia n; luego la ecua-

cion final del sistema propuesto, sera
an¢n-len-2¢¢,n~32n-4 0.

* El factor a serd igual al producto de los maximos comunes divisores
do Ay /) de A y el cociente Q de dividir f{\j) por el m. c. d. hallado; de
Ay el cociente Q' de dividir O por el m. ¢, d. anterior, y asi sucesivamente.

Tow'n. * 12
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230. Sea, por ultimo, un sistema de ecuaciones con dos inc6g-

nitas
F(cey)=0 y f{xy)=0,

de las cuales una por lo ménos se sabe resolver con relacién & una de
las incognitas.

Supongamos que de f[x y)~0, se puede deducir el valor de x en
funcion de ¥, de modo que se tiene x=""{y)»

Esto supuesto, si sustituimos 3 por 9(3)en la ecuacién f{x
la reducira & una identidad, cualquiera que sea el valor de vy;
pero esta incégnitay ha de recibir valores tales, que verifiquen &
F(¢cj/)=0 cuando sustituyamos por 9(¥); luego se deberdn tomar
para valores dey, los que resulten de la ecuacion

que se obtiene sustituyendo x por ©(y) en la ecuacion F(;,c y)—O.

La ecuacion hallada de este modo, serd la ecuacién final en vy;
cuyas raices, sustituidas en la expresion 37=9 (y), daran a conocer
los valores de x.

Este método, que ya conocemos con el nombre de método de sus-
titucion, exige algunas precauciones que es necesario no despreciar,
para no obtener soluciones extrafias & la cuestion. (Véase Algebra,
tomo |, niumeros 357 y 358.)

LECCION XXIV-

Aplicacion de la teoria del maximo comtm dmsor & la elimiiiacion.

Aplicaclou de la teoria dcl maximo comuu dirlAor Alo cliniloacSon.

231. Propongadmonos determinar la ecuacién final de un siste-

ma de dos ecuaciones cualesquiera, que representaremos abreviada-

mente por Si ordenamos el polinomio M con relacion & x.
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hallamos el maximo comun divisor en y de todos sus coeficientes, y
dividimos por este m. c. d., que llamaremos Y, se tendra, represen-
tando por M' el cociente, M =Y Ordenando ahora M' con rela-
cion 4y, hallando el m. ¢. d. X de los coeficientes, y dividiendo por
X, tendremos M~=X A; de manera, que M se hallara descompuesta
en tres factores

M=YXA,

que seran funciones respectivas de Z, de a; y de icy.
Del mismo modo se podra descomponer el polinomio N, y ten-
dremos

N=Y”NV B.

Ahora podra suceder que los polinémios My N tengan factores
comunes, que podran ser dependientes s6lo de la incognita y, dela
incognita & 6 de las dos incognitas x é y. Los primeros se hallaran
enY éY' ios segundos en X é X” y los terceros en A y B; luego si
hallamos los méximos comunes divisores de Y é Y~ Xy X', Ay B,
y los representamos por y los polindmios My N podran
ponerse bajo la forma

M==D'D"D""Y, X, A"
N=D'D"D'MY”" X/ BN

Para que los polinémios My N se reduzcan & cero, es menester
que sea cero uno cualquiera de los factores en que se han descom-
puesto; de modo, que las soluciones del sistema propuesto de ecua-
ciones, son las mismas que las de los sistemas que se pueden formar
combinando cada uno de los factores de M igualado a cero, con to-
dos los de N.

Esto supuesto, si en los polindmios My N existen los factores
D~ D'~ D', 6 aunque no todos cualquiera de ellos, es sefial que las
ecuaciones propuestas son indeterminadas. En efecto, todo valor de
y, deducido de la ecuacion D"=0, verifica las ecuaciones M=0 y
N =0, con independencia de los valores que demos & x; luego esta
incégnita queda completamente indeterminada. Del mismo modo los
valores de x, deducidos de la ecuacion D''=0, anulan &My N, que-
dando indeterminada la y. Finalmente, si consideramos la ecuacion
D"'=0, el nimero infinito de sistemas de valores de iré y que la
everifican, satisfacen también & las ecuaciones dadas. De donde se de-
4uce, que si el sistema propuesto de ecuaciones es determinado, na
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p~ede existir ninguno de los factores D', D", D', y las ecuaciones
propuestas se convertiran, como ya hemos visto, en

M=Y X A=0,

N=Y'X'B=0,
siendo primos entre si los factores Y é Y', X y X', Ay B.

Si ahora igualamos & cero cada factor de M, y le combinamos
con cada uno de los factores deN igualado a cero también tendre
mos todos los sistemas de ecuaciones cuyas soluciones seran las de
los sistemas dados.

De estas combinaciones deberemos excluir

Y=01 X=01
Y~r=ol ~ v=oy
por ser incompatibles (246); de modo, que podremos escribir la

M=01 A Y=0  Y=0) x=o0  X=0
NZoj X'=0)+ B=ol "MY'=0  B=0
A=0]| A =70l A=C
~"V=0]

nue nos indica que 'ij reunion de todas las soluciones de ios siste-
mas que figuran en el segundo miembro, vienen a con”.tu.r todo
los sistemas de valores de las ecuaciones propuestas jVI-O y N _0.
Ouedando reducida la resolucion del sistema dado de ecuaciones

i la de los siete sistemas en que se ha descompuesto, y no o recien-

L diflcuuad alguna los seis primeros, por hallarse comprendidos en
“ os particulares de que ya nos hemos »»Pa”o en U ccc.on an-

terior pasaremos & la resolucién del sistema A=0 y B -0, formado
de dos ecuaciones con dos incégnitas, cuyos primeros miembros tie-

+

nen sus coeficientes primos entre si.

232. ElrUtemade eomobnesJj. cuyos primeros miem-

bros ky B tienen sus coeficientes primos entre si, se puede reemplazar

por c/sistema igualar acero los dos ulti-

mos restos que se obtienen aplicando a los

dimiento delm. c. d.. siempreque jos cocientes oitemdos

erentes divisiones sean enteros, sm necesidad de tener que P
hs dividendos por cantidades convenientes.
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En efecto, supongamos los dos polinomiosA y B ordenados con
relacion a la incognita x, y dividamos el de mayor grado por el otro;
admitamos que se llega & un resto  de un grado menor que el di-
visor, y que los términos del cociente, que representaremos por Q,
son enteros. De modo, que si se ha dividido A por B, se tendra
A~BQ+R,.

De esta igualdad se deduce, que todo par de valores deséy que
reduzca acero & los polinomios A y B, reduce a cero también aR,;
porque siendo B=0, y Q una cantidad finita, se tiene BQ=0, y por

A=0 )
tanto R,=0; luego las soluciones del sistema se haflan com-

. . B 1 . .
prendidas en las del sistema | eReciprocamente, las soluciones

del segundo sistema se hallan en las del primero; puesto que todo
par de valores que anula 4 By R,, tiene que reducir & cero al poli-
nomio A; luego el sistema propuesto se puede reemplazar por otro
formado de una de sus ecuaciones, y la que resulta de igualar & cero
el resto que se obtiene de dividir sus primeros miembros, siendo en-
tero el cociente de la divisién; lo que se expresa por la igualdad
A=0l1
B=0( “'"R.=ol"

Si ahora suponemos que son enteros también los cocientes que
se obtienen dividiendo B por BN R, por el resto R™ de la segunda di-
visidn, R. por el resto R de la tercera, y asi sucesivamente, hasta
llegar al ultimo resto R, independiente de x, se tendrd que las so-
luciones de cada uno de estos sistemas, seran las mismas que las del
siguiente; es decir,
B=0) R,=01 R=0)_ R=01 R,.2==0|”" Rn_t=0
RM=0j“ R,=0i" R,=0]j R,=0j™"R,_i= 0) R, =0
de donde deduciremos que las soluciones del sistema propuesto, son
las mismas que las del ultimo; 6 lo que es lo mismo,

m\= 0 R, i=0]
B= o/ —R, =or

seguin queriamos demostrar.

En este ultimo sistema, una de las ecuaciones R =0 no contie-
ne mas que la incognita y; por consiguiente, podremos hallarla
ecuacion final correspondiente, como ya sabemos (226). Si R,,_i fue-
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se un polinomio de primer grado, a cada valor dey, deducido de la
ecuacion KN~ 0, correspoiideria un solo valor de x, que seria el que
se obtendria de !a ecuacion de primer grado R, _i=0; y por consi-
guiente, la ecuacion fiual del sistema propuesto, seria en este caso
Rn-0.

Si un valor cualquiera p, deducido de la ecuacion R, =0, susti-
tuido en el polinomio R,,_i, lo redujese h un numero, este valor p
no seria conveniente, y por tanto la ecuacion final no debera conte-
ner el factor (y—p); asi, la ecuacién R,, —O0, la dividiremos por el
factor (y—p).

Ningun valor pde y, deducido de la ecuacion R,,=0, puede anu-
lar al polinomio R,,_i; porque si asi sucediera, R,, y R,-i tendrian e!
factor comdn (y—p); este mismo factor se hallaria también en R»_2
R,_3,... R,, ByA; lo cual es imposible, puesto que suponemos que
Ay B son primos entre si.

Si el resto R», independiente de x, fuese independiente también
de y; es decir, si R,i fuese un nuamero, las ecuaciones R,_i y R« se-
rian incompatibles, lo mismo que las propuestas A=0 y B="0.

233. El principio anterior estd fundado en la condicién de
enteros los cocientes que se obtienen al aplicara los polindmios A y
B el procedimiento del m. c. d., sin necesidad de multiplicar los di-
videndos respectivos por las cantidades convenientes que para lograr
este Objetdse emplean en dicho procedimiento. En efecto , si el co-
ciente de la divisién de A por B no fuera entero con relacién & la in-
cognita y, que es la que entra en los coeficientes de las potencias de
a? se tendria, reduciendo todos los términos fraccionarios a un co-

C
mun denominador, y representando el cociente por —, siendoD una

funcién dey,

Si ahora sustituimos a; é y por un par de valores que anulen & los
polindmios A y B, podra suceder que el valor de y anule también &

BC 0 . . .
D; en cuyo caso se tiene 5 E cantidad indeterminada que pue-

de ser diferente de cero, y por tanto no se puede concluir que para
estos mismos valares de x é y, se tenga R=0; 6 lo que es lo mismo,.

ser
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, 1 . .
que las soluciones de B = 0) sean las mismas que las del sistema

B=20
B=0"

Siendo de absoluta necesidad que los cocientes de que venimos
hablando sean enteros con relacion & las incégnitas x € y, necesita-
mos, pora llegar al tltimo resto independiente de la letra ordenatriz
a;, aplicar & los polinomios A y B el procedimiento del maximo co-
mun divisor, con las modificaciones convenientes para que los co-
cientes sucesivos sean todos enteros.

Estas modificaciones, que en nada alteran el m. c. 4. de A y B,
complican considerablemente la ecuacién final que vamos buscando,
por las soluciones extrafias que se introducen al multiplicar los divi-
dendos por las funciones de y, que es menester para que los cocien-
tes sean enteros, y por las que se disminuyen al suprimir los facto-
res eny, que puedan tener los coeficientes de los restos antes de pa-
sar a ser divisores.

234, Sea Y la cantidad mas sencilla porque es necesario multi-
plicar el polinomio A para hacer que sean enteros todos los térmi-
nos del cociente Q de dividir A por B; llamemos Kj al resto de esta
division, y tendremos

YA-"BQ-hR,.

El resto R, ha de pasar & ser divisor; pero sabemos que antes de-
be simplificarse, dividiéndole por el mayor factor comin que pue-
dan tener ios coeficientes de las potencias de x\ llamando F, & este
factor, y R, al resto simplificado, se tendra F=F, R", y la igualdad
anterior se convertira en

YA-BQ+F.R",.
Ahora bien, segin hemos visto ya (232), se tiene
B==0) YA=0)
F,.R~=0)“ Br=0r
y como estos sistemas se descomponen respectivamente en
B=0) B =01 B=01 YA=0j__A=0]| Y=0j

FR'=0j*“ R',=or F,=0! ~ B=0pB=01Ii ~B=07
se tendrd, haciendo la sustitucion,

B~AOi B=0~A=0] Y=01
W,=0] 0 B=0r B=0)
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Esta igualdad nos prueba, que las soluciones de ios sistemas
B =0j B= . . .
contienen las soluciones del sistema propuesto

A= 0) . . = 0i
g _"|, mas las del sistema extrafio "
Siguiendo e! procedimiento del m. c. d., tendremos que dividir
B por y si todos los términos del cociente no son enteros, mul-
tiplicaremos el polinomio B por una cantidad conveniente Y, para
que lo sean; de modo, que llamando Q, al cociente y  al resto, se
tendra, representando por el mayor factor comun délos coeficieo-
tes de R™ y por el resto simplificado,
Y B=R"Q .-i-F,R";
de donde deduciremos, como anteriormente,
R\=0] R~"=:01 B Y, = 0,
R'A= Q0j**F,-=0of R”~=O0r R'= 0j
Sumando esta igualdad con la anterior [1], y quitando de ambos

. . ) B 0
miembros las soluciones del sistema que resulta comun, se

tendra
R'A=0j B=:0] R'=01_A= 0 Y
R'*=or F.= or F,= or B= or b
Una tercera divisién segun el m. ¢. d., nos dara, como en las an-
teriores, las igualdades
y,R"=R~"Q.-f-F3R"3,
R"~=0) B=0) R'=0) R'=0
+ + -h
R'=0 F.=:0 F.=0 F.=0
A=0) Y=0) Y,=0) Y,=0
B=05""B:=0 R'=0i R',=0
Continuando del mismo modo, llegaremos & un resto , inde-
pendiente de x, que como no ha de pasar & ser divisor no simplifi-
caremos, y tendremos, por ultimo,
Yy,) Ry 2 =R"2j—4 Q4+ R p,
RV-i=0 B=0I R'=
R, =0 F.=0) F.
A=01 Y=0 =
B=or"B=0

0 Y = Ol
+rU o0 [2].

0
[3].

=0 AF.= 0 ~*'AF pt—0)
0 Ypi=0
0 RAp-i=0 [P

Y.
+ *
R,
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Por esta igualdad vemos, que las soluciones de los sistemas que
forman el primer miembro comprenden las del sistema propuesto, y
ademas las de los otros sistemas extrafios que le siguen en el segun-
do miembro. Ahora bien, en los polinomios Kp, Fj, ... F~_i, que
dependen de la sola incégnita ¢c, se hallan los factores binomios cor-
respondientes & las raices de esta incognita que han de formar las
ecuaciones finales de cada uno de estos sistemas, las cuales, si se
quiere, podremos formar como ya se ha dicho (229); por consiguien-
te, el producto de estos polinomios, igualado a cero, nos dara una
ecuacion

r,.f, .f, . Ff, ... FfF, =0 ifl
cuyo primer miembro estard compuesto del producto de todos los
factores binomios de que se ha de componer la ecuacion final del
sistema propuesto, mas una série de sistemas extrafios, que son los
que siguen & este en el segundo miembro de la igualdad ante-
rior [p].

LECCION XXV.

Separacion da las soluciones extrafias.—Grado de la ecuacién final. Soluciones infinita«.

Separaciou délas solucionesextrafias.

235. Acabamos'de ver que la ecuacion
Rp.F,.F,.F,...Fp_i=0,
tiene por raices los valores convenientes de y, que unidos con sus
correspondientes de ¢r, han de formar las soluciones del sistema pro-

1 . o
puesto B _ mas las de otros sistemas extrafios

Y=0Ii Y,=0) Y,=01 Yj, i=0)
B=05" R~”=o0i’
Luego si dividimos la ecuacion [f] por el producto de los facto-
res bindmios correspondientes a las raices de los sistemas extrafos,
la ecuacién resultante tendra por raices los valores convenientes dey,
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que unidos con los respectivos de x, dardn las soluciones del sis-
tema propuesto.

236. Esto supuesto, si hallamos el producto de los factores bi-
nomios de que se ha de componer cada una de las ecuaciones finales
de los sistemas extrafios, y dividimos la ecuacién \|\ por cada uno
de estos productos, la ultima'ecuacion que resulte s6lo contendra
. . S . A= 0
factores correspondientes & la ecuacion final del sistema ™

Consideremos uno cualquiera de los sistemas extrafios, el primero

i Y= 0/
por ejemplo B —81»y como hallar el producto de losfac-
tores bindmios correspondientes & valores de y, propios a formar so-
luciones de este sistema.

El polindmio B es de la forma

h =ax”™->rix"-~ ~"...-\tx\-u,
cuyos coeficientes a, h, ¢, ... son en general funciones de vy.

El polinomio Y, dependiente de la sola incognita y, esta forma-
do de factores contenidos todos en el primer coeficiente i?, y ademas
se sabe que ninguno de estos factores puede ser comin a los coefi-
cientes restantes ¢, (/, ... u.

Ahora podra suceder una de dos cosas: que todos los coeficien-
tes, ménos el ultimo u, tengan factores comunes, é que no los ten-
gan. Si no tienen factores comunes, es claro que ninguno de los que
entran en Y podra estar contenido & la vez en todos estos coeficien-
tes; y por consiguiente, cualquier valor p dey, deducido de la ecua-
cién Y =0, sustituido en B, dara por resultado un polindmio de-
pendiente de X, y la ecuacion que se obtiene igualandole & cero,
tendra por raices los valores de x, que unidos con el valor p, forma-

. , oy Y=0 ,
ran soluciones del sistema g ! luego Y sera en este caso el pro-

ducto de todos los factores binémios correspondientes a los valores
de y, que forman soluciones del sistema extrafio que se considera; y
por tanto, dividiendo la ecuacion [/] por Y, habremos quitado los
factores extrafios correspondientes & este sistema.

Si todos los coeficientes «, 6, ¢, ... i, tienen factores comunes,
podra suceder que todos 6 parte de ellos se hallen en Y, 6 que no se
hallen. Si ninguno de estos factores comunes sehallaen Y, entonces,
como en el caso anterior, Y serd la cantidad porque se debera divi-
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dir la ecuacion [/"], para quitar las soluciones extrafiascorrespon-
dientes al sistema Pero si los factores que hay comunes en

los coeflcientes fl, 5, c, ... i, 6é alguno de ellos, se encuentra también
en Y, en ese caso descompondremos el polinomio Y en dos factores
P y Q, uno que sélo tenga factores primos comunes a estos coefi-
cientes, y otroque sea primo con ellos *, de modo que se tendra

Y=P Q; asi es, que el sistema que venimos considerando se

descompondréa en estos otros’F: OyI JQg_g . Ahora bien, cual-
quier valor de y deducido de la ecuacién P==0, sustituido en B, re-
ducira este polindbmio & un -nimero; luego las ecuaciones P=0 y
B =0 son incompatibles. Por el contrario, cualquier valor de y de-
ducido de la ecuacién Q =0, y sustituido en B, darad por resultado
un polinomio en a;, y por tanto las raices de la ecuacion Q=0 seran

convenientes al sistema 03); de modo, que dividiendo la ecua-

cion [/] por Q, habremos quitado los factores extrafios & este sis-
tema.

Operando de la misma manera con los demas sistemas, llegare-
mos & obtener una ecuacién que ya no contendrd mas factores pri-
mos en y que los correspondientes & la ecuacion final del sistema

propuesto

237. Jji ecuacion Fj=0 no epuede dar para y valores e-rtrafios
sistema propuesto. **

*

Para hacer esta descomposicién, hallaremos primero el ni. c. d. Mde los
coeficientes o, h, ¢, ... t, enseguida el de Y y M, que llamaremos D; dividir®
mos después Y por M, y hallaremos elm. c. d. D’ del cociente q y M; se dividi-
rd q por D', y sehallara el del cociente ' y M, y asi se continuara hasta llegar
aun cociente Q que sea primo con W, en cuyo caso el producto DD D* . serd
el factor P, y el ltimo cociente sera elotro factor primo con los coeficientes.
** Al decir que =0 no puede dar paray valores extrafios al sistema pro-
puesto, queremos expresar que todos los valores dey, deducidos de esta ecua-
cioén, unidos con otros convenientes de ¢c, dan sistemas de valores que ve-
rifican & las ecuaciones propuestas A=0, B=0, y por tanto el factor  debe
hallarse en laecuacion if], después de pviv?>-da de los factores correspondien-

al
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En efecto, en el procedimiento que hemos seguido para llegara!l
resto R”, se obtienen las ecuaciones
YA =BQ +F,R',
YB -R~"Q,+F,R",
y x =R".Q.+F3R~5.

Y;.iR'pP—2=R”";_IQp_!+ Rp.

De la primera igualdad se deduce, que todo par de valores de x

é y que verifique & las ecuaciones F,=0 y B=0, tiene que verificar
A=0 .Y=0

0 al sistema
B=0 B= 0O

necesariamente a4 uno de los sistemas

n no puede verificarle; porque como Y y P*son polinomios de-

pendientes de la sola incognita 7/, si pudieran reducirse ambos h ce-

ro por un cierto valor y=}, ambos serian divisibles por y— vy la
igualdad primera se coriverliria en
B
Y'A = Q F'R'
24— P

y — p es una cantidad prima con B, luego dividird 4 Q; de modo,
qgue llamando Q' al cociente, se tendra
Y= BQ'4-r,R',.

Esta igualdad nos prueba, que Y no era la cantidad méas sencilla
porque se debia multiplicar el polinomio A para obtener enteros los
términos del cociente; por tanto, si la cantidad Y cumpleconla con-
dicion de ser la mas sencilla que se puede emplear para que el co-
ciente sea entero, no es posible que tenga Y y F, ningan factor co-
muan en y; pero no teniendo estas cantidades factores comunes, las
ecuaciones Y=0 y F~=;0 son incompatibles (216); luego las solucio-

F=0 . . A= 0
nes de )} son soluciones del sistema Y
B=0OT B=0

Este mismo raciocinio, hecho con F,,, nos da que las ecuaciones

Fj=0éYj—Oson incompatibles, y que por tanto las soluciones

tes & los sistemas extrafios. Pero no se vayaa creer que en F, no puede haber
factores primos correspondientes & estos sistemas extrafios, porque podrasuce-

der que los contengacuandoelsistema 3 _ q| i cualquiera de los extrafios,

tenga soluciones comunes.
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0 . B [ .
de son soluciones de ; pero como las soluciones de

este sistema pueden pertenecer, sin inconveniente, & uno de los dos
. A=0 .Y=0 .

sistemas _ : 0g se sigue que  puede contener factores
que no correspondan & raices del sistema propuesto; es decir, Fg=0
»ueae darsoluciones extrafias. Lo mismo sucede con cualquiera de
los demas factores Fg, F», etc.

288. Si representamos en general por PY lo que resulta de di-
vidir Fn por los factores primos correspondientes a las soluciones que
no son del sistema propuesto, y que por esta razén llamaremos ex-
trafios; por R'p lo que resulta de dividir Rp por los factores de esta
especie que contenga Rp, y recordando que Fj no tiene factores ex-
trafios, la ecuacién [f], privada de factores correspondientes & solu-
ciones extrafias, sera

RV.F,.F,.F~g...F'p_i=:.0 [Tl
Esta ecuacion tendra por raices lodos los valores de y que pue-
den formar soluciones de las ecuaciones propuestas; de manera, que
A= 0

las soluciones del sistema quedan reducidas a las de estos

otros:
Wp-i=0) B= 0) 01 RV-2-=0)
Rp =or F,=0r FA=0S"" FVi=0)
239. Si se quisiera hallar la ecuacién final del sistema pro-

[al].

A—Q .
puesto ~ "1, hallariamos las de estos sistemas (226), y el producto

de todas ellas seria la ecuacién pedida.

240. Si el producto R'p. P, F'A. FAg... F'p_i es independiente
de y, las ecuaciones propuestas A= 0y B = 0 seran incompatibles.
Del mismo modo lo serian si cada uno de los sistemas parciales [a]
fuese incompatible; para lo cual bastaria que todos los coeficientes,
ménos el ultimo de cada uno de los polinimios BV-»»  R™, RYj, ...
contuvieran todos los factores primos en y, que entran en los poli-
némios respectivos Wp, Fj, F'~ F'g... (236).

En efecto, cualquiera raiz de la ecuacién F'3= 0, por ejemplo,
sustituida en el polinomio correspondiente R'?, le reducira & un na-
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mero, y el sistema . * 0 ‘| seréd incompatible, lo mismo que todos los
=0i

demas que se hallen en igual caso.

Grado de la ecnaclou Gnal. Solncioncs tnflnlta>».

241. Terminaremos esta teoria diciendo dos palabras respecto
del grado de la ecuacion final de dos ecuaciones con dos incognitas,
y de las raices infinitas de estas ecuaciones.

242. EI grado d& la ecuacionlinal que resulta de eliminar entre
dos.ecuaciones con dos incognitas una de estas, es a lo mas igual al
‘producto de los nimeros que marcan los grados respectivos de estas
ecuaciones.

Muchas demostraciones se han dado de este importante teore-
ma; una de las mas sencillas, esla que resulta de la aplicacion de las
funciones simétricas, de la cual nos ocuparemos al tratar de esta
teoria.

Si las ecuaciones propuestas tuviesen soluciones en que el valor
de una de las incognitas fuese infinito, el método que hemos expues-
to para determinarlas seria inaplicable; tendriamos, por consiguien-
te, que hallarlas por un procedimiento especial, que consiste en di-
vidir cada una de las ecuaciones dadas por la mayor potencia de x
que en ella esta contenida, y haciendo después x = <, obtendre-
mos dos ecuaciones independientes de x, que seran las que resulten
de igualar & cero los coeficientes de las mayores potencias de x en
cada una de las propuestas; cuyas ecuaciones deberdn tener por
raices comunes todos los valores de y, que unidos con a = 00, veri-
fican las ecuaciones da'das. Para determinar estas raices comunes
hallaremos el m. c. d, dp los coeficientes de las mayores potencias de
X en cada una de las ecuaciones, le igualaremos a cero, y las raices
de la ecuacidon que se obtiene seran los valores de y que vamos bus-
cando (216). Si dichos coeficientes son primos entre si, 6 tienen un
m. c. d. numérico, es sefial que las ecuaciones propuestas no admi-
ten para x valores infinitos.

Del mismo modo hallaremos los valores de x que, unidos con
y =00 , satisfacen 0 las ecuaciones propuestas.

243, Si tenemos que resolver tres ecuaciones con tres incogni-
tas X, y, z, principiaremos por eliminar una de las incognitas, ~por
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ejemplo, entre las tres ecuaciones, lo que dara dos ecuaciones en ar
€y, que tendran por soluciones comunes todos los sistemas de va-

lores que, unidos con un cierto valor de z, satisfaran & las ecuacio-

nes propuestas. De modo, que si suponemos que a y p es una de es-

tas soluciones, reemplazando en las ecuaciones propuestas x € y por
los valores respectivos ay ?, hallaremos tres polinomios en s que de-
beran tener un maximo comun dhisor, el cual igualado & cero nos
dara los valores de z que, unidos con el sistema x = x,y =, satis-
facen & las ecuaciones dadas.

Los calculos necesarios para la eliminacion de una incognita en-
tre dos ecuaciones son bastante pesados, y las dificultades aumentan
con el nimero de incognitas, llegando & ser casi impracticables; por
lo que no haremos mencidn de! caso en que sean varias las ecuacio-
nes con igual nimero de incégnitas, aunque seria facil hacer exten-
sible el método para cualquiera que fuese su namero.

LECCION XXVI.

Fijemplo de eliminaciéon.—EcnacioneH irracionales.

KJcmlilo de cllniinaelon.

¢44. Habiendo resuelto de un modo general la cuestion de ha-
llar la ecuacién final que resulta de eliminar entre dos ecuaciones
con dos incognitas una de estas, conviene, para mejor fijar las ideas,
aplicar las reglas dadas 5un ejemplo, que elegiremos de modo que
comprenda todos los casos mas principales que se -pueden pre-
sentar.

Ejemplo de tal naturaleza es bastante pesado; pero el alumno
debe ejecutar todas las operaciones que no practicamos, porque asi
no solo comprendera bien la teoria de eliminacion, sino que adqui-
rird practica en el calculo algebraico.
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Sean las ecuaciones cuyas soluciones hemos de hallar

(,C'*+2y® X A — 2>® X— 8y"
—% -13/- 422/~ +24y™ -99y™ \-W
+6 +27y —1tey® +368y3 —25Ci/3 5=0
—18 +37y +28 1t/ —399y" -I-332y"
—66 —339y +328y —48™
+162 +60 — 144
N= y d3TY2 Avgya
—6 —18y —612
—10 —46y -27yf
+3 , +10 !

Estando ya ordenadas estas ecuaciones con relacion é x, podre-
mos ver si en cada una de ellas tienen algin factor comdn los coe-
ficientes, y hallaremos que tienen respectivamente los factores

Sy+6, Y~=i/-S.

Si dividimos My N por los factores respectivos Y é YA, y llama-

mos y N'a los cocientes, tendremos
M=YM+(1/®~Sy+6)M~ N=YW =(?/—5)N"

Ordenando ahora &4 M' y con relacion y, Y hallando el
m. c. d. de los coeficientes en cada uno de estos polinomios, obser-
varemos que en el primero se encuentra el factor comun
5a:+4, y en el segundo el factor X'=.x-\-\; de modo, que dividien-
do los polinomios W y N' por los factores respectivos X y X', y lla-
mando A y B a los cocientes que resultan, tendremos

M~A=XA=(icr—5;c+4)A, N~=X~B=(a;+1)B;
(le donde
M=YXA=(i/—5y+6)(¢c—5;fi+4)A, N=Y~X"B=(t/—5)(.«-M)B.
Si ahora ordenamos los polinémios A y B con relacién & x, con
objeto de hallar la ecuacion final en y, se tendra
A=Zaj?+2y| " ®—  X—2™ B=.r"+42'ja;+3?2/"
+2 1 +7y +9y’ +1 1 +57
—5 _ 78/ _ —2
de donde finalmente se deduce
M=YXA=(yWov+6)(a;®—o0,-r+4) jc +2y|a?™—/
+2 1 +7y -0
—5
N= Y'X"B = {y— 5) {Xx-\-\} | .m«®+4yW+3i/")
+1 I +5y {=0.
—2 )
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245. Una vez descompuestos los primeros miembros de las ecua-
ciones dadas en los factores posibles, y siendo cada uno de los de
M primos con sus correspondientes de N, pasaremos 4 formar todos
los sistemas de ecuaciones en que el propuesto se puede descompo-
ner, que son, como ya sabemos (231),

Y= 0j X=0|] X=0\ A-0| A=r0|] A= 0

X'=0]' B= 0i" Y'=01' B= 0j Y'=0t' X'=0!"B=0!"

Hallando ahora la ecuacion Anal en y de cada uno de estos sis-
temas, y las soluciones que les corresponden, el producto de aque-
llas sera la ecuacion final del sistema propuesto, y la reunién de to-
das estas seran las soluciones del mismo sistema. Por consiguiente,
hallemos las soluciones y ecuaciones finales de cada sistema.

'L@" SISTEMA. Y=Ai/A— 5yn-6::=0, X~=:a;-1-1=:0.

Como la ecuacion X'=0 es de primer grado, la ecuacion final de
este sistema sera *

SY¥+6=0 [1],
cuyas raices son *=2, y—3; luego las soluciones del primer siste-
ma, seran
=:3f
' gl
2.° SISTEMA.
H-1 | -poy >=0.
“m 9\

Siendo la unidad el coeficiente de x- en la ecuacién B=0, cual-
quiera que sea el valor de y que sustituyamos en |J. darad por resul-
tado un polinomio de segundo grado; luego la ecuacion final de este
sistema, sera (229)

{yr—o0'/-]-6)*—0 [2],

Cada raiz de la ecuacion Y—O0, sustituida en B=0. dara para x

dos valores conjugados; de modo, que se tendra

y—2, a;™-t-9j;H-20=0, de donde
—3
V—3, 3.T-1-40—0, de donde x = 8
luego las soluciones de este sistema, seran )
y=z 2] y=z 2j 3i y= 3i .
fA— * fA— ’ % — i [O]
ic=—4)* ic=—05) oi* x = —8lI

Tomo Il 1S



TEORIA DB
3*SISTEMA. X—3*— = Y=7/—5=0.
Siendo X=0 de segundo grado, la ecuacion final en y sera
[d]:
las soluciones de este sistema, son
, = 5j.= 3|

i.» SISTEMA. x=x%5a.+i=0, B=,*+4jj*+3 /]
-p4 | -+-5y m—0.
-2 )
Aplicando ix este sistema el procedimiento del maximo comudn
divisor, para hallar la ecuacién final, tendremos que este sistema se
puede reemplazar por este otro (232) N n N a
i . i0ov+ 27y'-h 18y = O, (4y-h 6)a;-h3y +by--6-0,
y como ia segunda de estos ecuaciones es de primer grado, la ec”a
cion final de este sistema, que unida con (4y4-6)r+3rH-»?/
da las soluciones del que nos ocupa, sera

y'-h40y'M+ 27y~+18y = 0 W ;
las soluciones seran
y = o\ ?2/=—3) [di
ic= "\y x= ft]'x= \y 4

5.° SISTEMA. A=a:"-f-2yj# T

VAzy—5=0.
—5

—G
La ecuacion final eny, sera
(y—5)"=0 [5].
las soluciones se hallan combinando la raiz y=5 con cada una de las
raices de la ecuacion
N141272750;-6 G =0,

que resulta de sustituir la incégnita y por el valor 5, en la ecuacion
A=0. Estas raices se hallan facilmente, observando que desde lue-
go <aes una de ellas; de modo, que dividiendo por el factor a;— -,
hallaremos el cociente 0;~-Ua:+33, que igualado & cero, dara las
oiras (los mices-3 y-11: por tanto, las soluciones de este quinto
sistema, serén

y=5 y= 6 y= S|

a= 2*a;=—3"x=-ii)
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6®SISTEMA. A=0;"4-%l;c-— X —

-h2 1 -h7y
—5 X'=ar-f-1 =0.

Aplicando el método generai del m. c. d., hallaremos la ecuacién
final en y, de este sistema
AR—-5y“H-6y=0 [6]:
las soluciones seran
y~ 0 y= 2
— 1) x=—\]
7® SISTEMA.
A=a;"4-2y

12 _ o, = 0.

Aplicando a estas ecuaciones el procedimiento del m. c. d., ha-
llaremos en la primera division el cocieiile entero Q = ¢ 2y -f- 1
y el resto si,, «eccsilail de
multiplicar el dividemlo A por cantidad alguna.

hl resto R, tiene el factor comun 4;;,/— 1); de modo, que divi-

diendo por él, segun se sabe, tendremos

Dividiendo ahora B por R',, se hallaran términos fraccionarios

«n el cociente, lo que se evita multiplicando el dividendo por el
factor

Y,-(y-hi)»
Hecha esta multiplicacion y dividiendo después el producto que
resulte por ii', hallaremos el cociente y el resto in-

depemliciite
Ayn4-8yn-i-y—2=fy 2) (\-k-f).
De modo que, segun lo que ya sabemos (234), se tendra
Y, =01

R,=0" F,=0j C=0j ""IF,=0.r
~Siendo R',=0 de primer grado en a;, y teniendo los coeficiente*
primos entre si, cualquiera raiz de la ecuacién Y ,=0, sustituida en
U\, reiltjcird esta cantidad & un numero, porque V sélo so forma de
factores del primer coeficiente de y por consiguiente, el siste-
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Y =0 . . . .
ina es incompatible. Luego las soluciones del sistema
A= 0) ) . R'=0 B=0]j
1, seran todaslas de los sistemas |, Ny n
B=0f Rn== F==0)
La ecuacion final del primer sistema, es

RA:~(y-2)(iyn-1)=0 [71
Sustituyendo cada una de las raices de esta ecuaciéon en R',= 0, y
resolviendo las ecuaciones de primer grado que resultan, se hallaran
los sistemas de valores

y= 2j ?2/=-
_ — _ i
X=—0) X=-—X=
La ecuacion final del segundo de estos sistemas, sera
(//-1)~=0 [8].
Sustituyendo el valor y= 1 en B = 0, hallaremos los dos valore»
=.— 2y a;=—3; luego las soluciones seran
y=1l 11 y=: 1)
N . [k].
X—— 21" x= —3j

Por consiguiente, la ecuacion final del sistema N=O ' sera el pro-

ducto de las ecuaciones finales [I], [2], [3]..
+ 6-Xfy — "V x ¥+ "0//M+27y"+ m\Si/)x{y — 5)"X
o — )X  — X — DX (y— D*= 0;
y las soluciones seran las de lodos los sistemas parciales que hemos
considerado, que son

-2)  y= y= 2y /= 2i y= 3 y= 3
0 X= i, X——4J’ 5] X—-—0 . —8
y = y= 0j 'y = v= =3 y ——fi
= 4 + X=:4) ic= 1} ¢r= h: X ~ 1 e— 4
— y = fil 2/= 01 y= 21 y= i
aj= 2 3) gr=-11f I
y= 2t y= y -—"oy=2 1jy= 4)
X= —3( {?7=—4-) A ie=--2j'ai=—3)*

Por un procedimiento analogo se hubiera bailado la ecuacion
Anal en x.
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Ecuaciones Irracionales.

246. Todos los teoremas en que se funda la resolucién de las
ecuaciones numéricas, lo.mismo que los procedimientos que se si-
guen para hallar las ralees de una ecuacién, estan fundados en que
la incdgnila (le la cuestion no venga debajo de ningun radical, ni
afectada de cxponeiiles fraccionarios; por corisiguienlc, es muy im-
portante saber trasformar una ecuacién que contiene radicales en
otra que s6lo tenga términos racionales.

El hacer desaparecer los radicales de una ecuacién, no es mas
que una aplicacion de la teoria de eliminacion.

247. Para hacer desaparecer de un modo general los radicales de
una ecuacion, se iguala cada uno a una incégnita auxiliar, lo que
dara origen & tantas ecuaciones irracionales de condicién, como ra-
dicales hay; estas ecuaciones se haran racionales elevandolas res-
pectivamente & la potencia que marque el indice del radical. Reem-
plazando luego ou la ecuacién propuesta cada radical por la incogni-
ta que lo leprescnta, y suponiendo que es m el nimero de radica-
les, se tendra un sistema de w-j-I incognitas, que deberan verificar-
se por unos mismos valores; de modo, que eliminando entre ellas
las incognitas auxiliares, la ecuacién que resulte serd la ecuacion de
términos racionales que se busca.

Sea, por ejemplo, la ecuacién

+ [1].

llagamosy=V 1-x, y de donde elevando respec-
tivamente al cubo y cuadrado, haciendo la trasposiciény reem-
plazando ios radicales déla ecuacién [-1] por las incOgnitas y y
tendremos

-1- 0,

jS—X—2=0,

1= 0.
De la tercera ecuacién se deduce z — \— y; la segunda se con-
vierte por la sustitucion de  eny-— hj—x — i= 0; y eliminan-

do entre ésta y la primera la incognita y, por el método del m . . 1.,
hallaremos la ecuacion final que se busca

4=(x—2) 7)=0,
cuyas raices son
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X—\-\V~, vy —tvvS.,

Todas las raices de esla ultima ecoaclon vcilficarana lapropues-
ta, siempre que se consideren & Ins radicales que contiene con toda
generalidad; jicro podra suceder que no sea asi, si sélo se consideran
los valores ariUuéticos de dichos radicales.

Asi, en el ejemplo precedenlc, solo los dos primeros valores ve-
rifican a la ecuacion [1], el lercero no; pero si el segundo radical lo
consideramos con el doble signo, por ser de grado par, y tomamos
el signo — , obtendremos ia ecuacién

Nl x — 1- 0,

gue sera satisfecha por el tercer valor x —\—

Luego si solo se quieren hallar los valores de x que satisfacen &
la ecuacion propuesta, no considerando mas que los valores aritmé-
ticos de los radicales que contiene, es necesario despreciar todas las
raices de la ecuacion trasformada que no verifiquen aquella. En el
ejemplo que nos ocupa tendriamos que desechar el tercer valor
Xx—\— 8.

248. Como los métodos de eliminacion son en general muy pe-
sados, debemos, eludirlos todas las veces que se pueda.

En el caso de que la ecuacion no contuviese mas que un radi-
cal, es muy facil hacerle desaparecer, aislandolo en un solo miem-
bro, y elevafido la ecuacion que resulte a una potencia marcada
por el indice.

249. Elevando & una potencia cualquiera una ecuacion racional,
la ecuacion que resulta tiene més soluciones que la primera, y lo
mismo sucede aunque la ecuacion sea irracional, .siempre que & los
radicales que contenga se les considere bajo el aspecto aritmético;
pero considerandolos con toda Li goiicralidad, la ecuacién que resul-
ta de elevar la primera @ una poicncia marcada por el indice del
radical, tiene las mismas scjuciones que esla, y ninguna mas.

Sea iu ecuacién

A=1>B [2],
que elevada, para hacer desaparecer ci radical, & la enésima poten-
cia, se convierte en
6 A«—B=:0 [3].

Esto supuesto, si el radical k li se considera con toda su genera-
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lidad, es decir, que pueda representar cualquiera de sus n valores
algebraicos, es claro que todos los valores de las incégnitas que ve-
rifiquen & la ecuacién [2], verificardn también & la ecuacion [3].
Veamos ahora si reciprocamente toda solucion de la ecuacion [3], lo
es también de la primera.

Para ello consideremos la ecuacién x"—a\ designemos por

a'~L.. los n valores de K a, y segin sabemos (180), se tendra
[x—a') [x— ..=0.

En esta igualdad podremos reemplazar (cy a por todas las can-
tidades que se quiera; por consiguiente, si llamamos B',

los 11 valores del radical i“B, y ponemos A, B, B’, en vez de
r,a, a' tendremos

"AN~B-(A—BO(A-B'O(A-B~")..=0.

Esta ecuacién manifiesta, que la ecuacion [3] no puede ser sa-
tisfecha sino haciendi A=B', A= B", A= """ etc.; pero estas
Gltimas ecuaciones son las que resultan de sustituir en la ecuacion

[2], cada uno de los valores de \I/-|§; luego las soluciones de la ecua-
cién [3], son las mismas que la de la propuesta.

250. Cuando una ecuacion no contiene mas quedos radicales,
y el indice de uno de ellos no es mayor que 3, se podra hacer que
desaparezcan elevando sucesivamente la ecuacion & potencias conve-
nientes.

Sea la ecuacién que tratamos de hacer racional

A-i-1"B-4-1/C==:0.

Pasando al segundo miembro cl radical k C, y elevando después
4 la enési'iia potencia, hallaremos en el primer miembro un desarro-
3 3_
lio que no contendra mas radicales que K B y I"B-; p<vque los ex-
3
ponentes de las potencias & que debe elevarse V B, tienen que ser de
la forma 3p, 3/)-i-l y 3p-|-2, cuyas potencias daran por resultado

B”, BB 6 Biv BA Por consiguiente, la ecuacién que resulte sera
de la forma
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pasando al segundo miembro el tercer término y elevando al cubo,
hallaremos

de donde se deduce

D/MH-E'B-hF'BM-i-SDEI/b iDh-E~D ~ O ;
y reemplazando la cantidad que liay dentro del paréntesis por su

igual—Fk se tendra
1jS-uE~B+F"B'i—30EFB==0.

Este método es impraclicable cuando !a ecuacién contiene mas
de dos radicales, y aun conteniendo so6lo dos, si el de menor grado
tiene un indice mayor que 3. Unicamente en el caso de ser de se-
gundo grado, podra hacerse que desaparezcan tres radicales de una
ecuacion, no conteniendo mas que estos tres.

LECCION XXVII.

Diferentes trasformaciones de que es Busreptible una ecuacién para resolverla mas
facilmente.

Diferentes trasforuiactoncH de i]<ie cBjvnsrcptible iiua ccuaclou pora
rcMolv,.i*lu iuiim fncilmciite.

251. La trasformacion de que nos vamos a ocupar, tiene por
objeto hacer depender la resoluciéon de una ecuacién dada/(ic)—0
de la de otra o (y)=0, cuyas raices estén ligadas conlas déla pro-
puesta por una relacion cualquiera, y tengan la ventaja de poderse
calcular més facilmente.

La trasformacion de ecuaciones no es otra cosa sino una aplica-
cién déla teoria de la eliminacion, y estd fundada en el siguiente
principio:

0z. Para hallar unaecuacion F (y)=0, cuyas raices estén liga-
das con las de otra f(x)=0 -por una relacion cualquiera ~(x y)=0, se
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elimina h incognita x entre f(x)=0 v i(x y)=0, y la ecuacion final
Que TcsuUc sera la scuwion pedida.
Tn cfiicto, la ecuacion F (y)=0 que vamos buscando ha de ser

tal. que sus raices, unidas con las do han de verilicar & la
relacion 9(.®y)=0; pero la ecuacién final que resulta de eliminar x
entre €(i; .v)=-0 y goza do esta propiedad; luego dicha

ecuacinii final serd la que se pide.
Las trasformaciones mas principales por su rrccuenle aplicacion,

son las siguientes: < n

203. Dada una ecuacion a’'gebi'aica, hallar otra cuyas raices sean
iguales en valor nu>nérico, pero de signo contrario.

Sea la ecuacion f[x")="0. La relacién que ligi» las raices de esta
ecuacion con las de la traslormiida, esy= ~ x, de donde x Y,
luego dicha trasformada serd /(—y)= 0- Como cl valor numérico
de y ha de ser igual al de a?, se deja la misma letra, obteniendo asi
la ecuacion / {—k) = 0, que se llama la trasfiTniada.en  x.

204. Para hallar la trnsfurmndii en — \,6se% la ecuacion cu-
yas ralees son iguales psro de signos contrarios & los de otra ecuacién
dada, no lay mas (jue cambiar los signos de Jos termmos de grado
impar si la ecuacién es de grado par, y los degrado par si fuese de
grado impar.

En efecto, al sustituir ~ por — &, cambiaran todos los términos
de grado impar; luego la primera parte es Cierta. Si la ecuacion
fuese de grado impar, uno de los términos que camhiariaii de signo
seria el primero; de modo, que cambiando los signos & toda la ecua-
cién, los términos de grado impar giicdarian con sus signos primiti-
vos. y s6lo habran cambiado los términos de grado par.

230. D tda una ecincion, hallar otra cuyas rnices sean hs produc-
tos de las de la propuesta por unniimero conocido K.

Sea laecuacién’

yix) = e+ Fn—X-1-Pm= O;
la relacion que liga 'las raices de esta ecuacion con los de la trasfor-

.nada, es /= (r, de donde = | ; P»" consiguiente, la ecuacion

que se busca sera, despi.es de quitados les denominadores,
P , + V,ky"-~n = 0.
Observacion. Todos los términos de esta trasformada san dei
grado m con relacion a las letras A ¢ y; luego para multiplicar por
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Alas raices de una ecuacion del grado m, se hace ~ue todos sus tér-
minos sean de este grado con relacion a k ey, multiplicandolos por una
potencia conveniente de K.

206. Dada una ecuacion reducida & la forma ordinaria, de coer-
cientes fraccionarios”™ trasformarla en otra de la misma forma, pero
de eogjicientes enteros.

Sea la ecuacién reducida & la forma ordinaria

fla) = a«*-j-P.a"™-! H- -H...+ P«.= 0,
cuyos coeficientes son todos 6 en parte fraccionarios. Multipliquemos
todas las raices por el nimero Indeterminado /;, y hallaremos la tras-
formada

ir -h vjcir-"> H-vjchr—~+ ... h- p«/” = o.

Dando ahora & k un cierto valor que reduzca & nameros enteros
todos los coeficientes, se tendra la Irasformada pedida. Este valor de
/¢sera por lo ménos igual al producto de lodos los factores primos
diferentes que hay en los denominadores, y & lo mas igual al mini-
mo comin multiplo de estos denominadores. El valor méas conve-
niente serd el menor que se pueda, y no es dificil hallarle en cada
caso particular.

Sea, por ejemplo, trasformar la ecuacion

3 2 5 47-

que tiene sus coeficientes fraccionarios y esta reducida a la forma or-
dinaria, en otra de coeficientes enteros y de igual forma.

La ecuacién que tiene sus raices k veces mayores, sera

3 2/ . 543 47/ 0
Ve ol glr e p X p

Los factores primos diferentes que hay en los denominadores, son
2y 3;y haciendo /c=: 2.3 = 6, se ve que los coeficientes se hacen
enteros; luego la trasforraada sera

90i/ — 846 = 0.
267. Dada una ecuacion, hallar otra cuyas raices sean las de la
propuesta, disminuidas en una cierta cantidad”.

Sea la ecuacion la relacién dada entre las raices de la
propuesta y trasformada, esy = ic— /; de donde = Sustitu-
yendo este valor de x en /(»), y desarrollando poi’ la formula de
Taylor, se hallara
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fH{yrh) =:=f[h)~Af[h)y~ A f\h) yrTm g o PO{RDY”

Sea, por ejemplo, disminuir en 3 unidades las raices de la ecua-
cion ‘c*-f-3a™— l0a:"— 4;c— G= 0. Hall«rido las derivadas y sustitu-
yendo después x por 3, tendremos

f (@?)=a{-3"®— 0> 1kiX- -6 f(3)=U
20a- -4 /m'(3)=t25

~//'(a:)=:6a:2-h%a:~10 /r'(3)=71
(>N (M)=4a: +3 rin/';3)=i8
— o\
1234 *=
Luego la ecuacion pedida sera

yi-t-1 oy™+7'1 20y4-04=0.

Cuando el ndmero h que se debe disminuird cada raiz es un
namero entero, conviene hallar la trasformada por la regia si-

guiente:
238. Para disminuir en h unidades las rakes de una ectinaon
dada” se halla otra de la forma a~]-by-[-C5”-I-...-l-uy*, cuyos coe-

ficientes a, b, c,... u, son los restos que se obtienen de dividir el pri-
mer miembro de la ecuacion dada y ¢0s cocientes sucesivos por el bino-
mio X— h; el coeficiente u, es el ultimo cociente.
Aplicando a! ejemplo anterior esta regla, hallaremos que las di-
visiones sucesivas dan {Algebra, tomo |, nimeros 89 y 90)
a,3 1 6.52-1-8.r+20+(R,= 54)
N2-]_9a:-h33+ (R .= "20)
(R.-=7')
1+
(Q..-0;
luego la ecuacion trasformada sera, como anteriormente hemos ha-

llado,
54+120y+71 yN+13=+ AN
Para demostrar esta regla, dividiremos/”) vy los cocientes su-
cesivos por X —h, y hallaremos
f{a:)={x~h)Qr'r\
Qt =(~—"0OCla+Ra

Q»i_t—("—/)Qin FR>n-
Multiplicando ahora la segunda igualdad por x- 1h la tercera
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por (.r—A)% etc., y sumando, con el objeto de eliminar los cocien-
tesQ, Q,, ... Q«-i, tendremos
«/(a?)= R . o
-I-Rr. (— "
donde, vemos, que la trusformada en x — h=-y, sera

209. Trasformnr una ecuacién en otra que carezca de uno de sus
tér})iinos.
Sea la ecuacidn
me-T Pji— 9
Uismiiiuyaraos en h unidades la raices de esta ecuacion, siendo
h un ndmero indeterminado, y tendremos, segin el nUmero an-

terior,
f{y-hh) =

Resai roliaiido por la férmula del binomio cada una de estas po-
tencias, y ordenando con relacién avy, liallaremos
H{y~h]—y"~{7h e T2
-4-P, i
AP« = 0.

+ p.

Si ahora queremos que desaparezca uno de los términos de osle
desarrollo, dispondremos de la indeterminada h, de raudo que re-
duzca & cero el coeficiente del término que se quiera.

Asi, para hacer desaparecer el segundo término, haremos

»n/i-}-P,=0, de donde ~ -—---- -
por consiguiente, poniendo en la relacion x —yH-A el valor de 7;, se

tendrd ar=y——; expresion que, puesta en la ecuacion dada, hace
m

desaparecer el segundo término. De donde se deduce, gmpara hcir-
cer desaparecer el segundo término de una ecuacion, se sustituye su in~
cognita por otra aumentada en el cociente de dividir el coeficiente del
segundo término tomado con signo contrario, por el grato m de la
ecuacion.

Las raices de esta trasformada seran jguales a las de la propuesta

-t-tx-
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aumentadas 6 disminuidas en segun sea el signo de P,.

Sea, por ejemplo, la ecuarion
NBXINTOXM—Sx-\- 0.
Sustituyendo la incognita x pov y+% obtendremos, por la férmula
de Taylor,

f {X)=x —Hx " tv}—3x-" 4 /m(2)=- -26
f1{X)=ixA-nXAA\AA A 43
+ fff[a:)=e)x —~ix-~Q -8
' . 0
-N = J—
(.Zé,m,\x) ix—8
riJ-/""wW ="

Luego la trasformada pedida sera
J,18y'N-43y—26=0.

Si quisiéramos que desapareciera el tercer término de la ecua-

cion, hariamos
Am[ni— 1) /*-1-(W—"))P/ i+ P 2=6.

de donde deduciriamos en general dos valores para h. obteniendo
por consiguiente dos trasformadas, correspondientes & estos valores.

La desaparicion dcl cuarto término depende de una ecuacion de
tercer grado en A, y asi sucesivamente. El valor de h que anula a
ultimo término, depende de una ecuacion del grado m, que se ob-
tiene reemplazando en la propuesta por h, lo que es muy sencillo
explicar. En efecto, igualar acero el Gltimo término, es suponer que
uno de los valores de y es cero; por consiguiente, la relacion x —y-'rA,
se convierte en .»=/;; luego el valor de h es uno de los valores de
es decir, una de las raices de la ecuacién propuesta.

260. Podra suceder que el valor de A, determinado con la con-
dicion de anular & uno de los términos, anule también & otro U otros
varios; pero esto no se verificard sino mediante algunas ecuaciones
de condicion. Si quisiéramos hallar estas ecuaciones de condicion,
no habria més que, una vez determinado el valor de h que anula un
coeficiente, sustituirlo en ios deméas que se han de anular, y obten-
dremos las relaciones que se han de verificar entre los coeficientes
de ia ecuacion propuesta para que desaparezcan & la vez dos 6 mas
términos.



TBASFORMACIOIf

La condicién para que desaparezcan el segundo y tercer término,
sera 2;?;P~=(w—1)P*,

Sea ia ecuacion —8x—3—0, cuyos primeros coe-
ficientes satisfacen & la condicidén anterior, pues la reducen & la iden-
tidad 6=0,

Haciendo ahora a—”"—1, con el objeto de anular el segundo
término, hallaremos, después de toda reduccion, la trasformada
y 1274-8=0, que carece de segundo y tercer término.

2G1. Podria creerse que haciendo desaparecer el segundo térmi-
no, luégo el tercero, en seguida el cuarto, y asi los demés llegariamos
huna ecuacion que solo contuviese dos términos; pero esto no es
cierto, porque cada Operacion haria aparecer el término anulado en
ia anterior. En efecto, sea la trasformada que ya carece de segundo
término,

etc.=0.
Sustituyamos x pory-t-A, con el objeto de hacer desaparecer el tér-

mino del grado m— 2, y hallaremos, después de hecho el desar-
rollo,

- m{m~i "+
donde vemos, que el valor de ;que anula a! término del grados—2,
no puede anular en general al término ; luego al anular un

término cualquiera, aparece el que se anula en la opcraciuii ante-
rior.

262. Dada una ecuacion, hallar otra cuyas raices sean una cierta
potencia de las raices de la propuesta.

Sea la ecuacién /(”)=0, y n el exponente de la potencia & que se
ha de elevar cada una de sus raices para obtener las de la trasforina-
da; por tanto, la lelacion que uiie &ircon vy, sera y=x”. Eliminan-
do ahora x entre las ecuaciones

y—x” y fi~xX) =0,
hallaremos la trasformada pedida.
263. Dada una ecuacion, hallar otra capas raices sean reciprocas
de las raices de la propuesta.

Sea la ecuacién f{x)”~ 0. Haciendo *, de donde ' X
sustituyendo este valor en /(.r)=:0, hallg?emos la trasformada
pedida.

Obsebvacioji. Para obtener esta trasformada, no hay mas que
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invertir el 6rden de ios coeficientes, y imiltiplicarios por la potencia
conveniente de y Asi, la ecuacién cuyas raices son reciprocas de ias
de 3x315"-h2—0, sera

Si/H-1=0.

LECCION xxvm.

tscnaciones cuyas raices son una comtinacion dada de las de la propuesta.

Kcuaclonoa cuyas mices son «na eonihSuaclon dnila de las de la
propuc.sta.

264. Dada una ecuacién cualquiera del (jvado m, hallar otra
cwjas raices sean una cierta comiiiViaciOli de n ralees do la pro-
puesta.

Sea/(a:)=0 la ecuacién propuesta; a, i, c, ele., n raices cuales-
quiera de esta ecuacién, y 9(0, b, c, ... i/)=0 la relacién que debe
verlOcarse entre dichas raices y cada una de las de la ecuacion eny
gue se busca; de modo, que estas cantidades deberan verilicar si-
multaneamente & las ecuaciones

o{a, 5,¢,... y]=0, /H==0, /(/™)=0, f{c)=0, etc.

Ahora, si eliminamos las n canlidados a, 6, c, ele. entre estas
ecuaciones, se obtendrd una ecuacién final F(~)=0 que tendra por
raices todos los valores de y, que unidos con ciertos valores de
a, b, c, etc., satisfaran & las ecuaciones anlerioros; pero lodos estos
valores de a, b, c, etc. no pueden ser sino raices de/(a;}=0; luego
la ecuacion final F(i/)=0 tendra por raices los \alorcs <|ue resultan
de todas las combinaciones expresadas por la relacion dadai”™(i?, h,
Cc,...y)=0, entre las n raices cualesquiera de la ecuacién pro-
puesta.

Apliquemos este problema general & algunos casos particulares,
que suelen presentarse con frecuencia en la practica.
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265, Ecuacion délas sumas de dos raices. Dada xma ecua-
mn, hallar olm cwjas nuces sean las sumas de dos raices cualesquie-
ra de la propuesta.

Sea /#t)—O0 'a ccuorion dada del grado ?n; a y 5 dos cuales-
quiera de sus raices, y finalmente, sea y la incé'giiita de la ecuacion
pedida.

Las ecuaciones de condicién que se han de verificar, son

~=iz-i-6,/(fl)—0, f(i)=0.
De la primera se saca n =y —»b, cuyo valor, sustituido cu la segun-
da da/m—i)=0, yla cuestion queda reducida aeliminar 6 en-

trolas ecuaciones S n n
quiera de f[x)=1), serd lo mismo que eliminar la x entre las ecua-

ciones
f(cc)r.0 y /(1/-4")=0.

La ecuacion final sera evidcnlemonte del grado porque el nu-
mero desUs raices es igual al nimero de arreglos de dos letras que
se pueden formar con m, combinando cada leira consigo misma y
con cada una de las m— i restantes. Pero se podra reducir & otra
del grado m{m—1), observando que entre las raices de esta ecua-
cién final se bailan las raices dobles de la propuesta, que correspon-
den & los arreglos I>-hb="b, etc.; luego si formamos la
ecuacién cuyas raices sean dobles de las raices de la propuesta (200),
y dividimos por ella la ecuacién final anterior, la que resulte sera de!
grado m-— 1), y lendni por raices las sumas que se obtie-
nen combinando cada raiz de la pi opuesta con cada una de lasm— |

restantes.
Se podria evitarla ecuacién do las raices dobles de la propuesta,
y obtener directamente la ecuacion del grado que tiene

por raices las diferentes sumas que se forman combinando cada raiz
con las iJi—1 restantes, eliminando la  entre las ecuaciones
/m(i0)=0 y f{y—a:)-f{x)=0.

En efecto, esta Gltima ecuacion queda satisfecha evidentemente
por j'=2a:; luego su primer miembro es divisible por.y—2a?, efec-
tuando la divisién y eliminando en seguida la x entre

f{x)=0 vy vy "0,
se hallara la ecuacién dcl grado m(ui— 1), de que anteriormente he-
mos hablado.
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lista ecuacién puede todavia reducirse al grado _n,gige
observa que las rafees de esta Gltima ecuacién son iguales de dos en
«los, pues si tiene la raiz a+6, también tendrfl otra igual i-f-a- el
primer miembro serd por consiguiente un cuaiirado perfecto-'de
modo, que estrayendo la raiz cuadrada, se obtendrd la verdadera
ecuacion linal, que serd, como ya hemos dicho, del grado m(m__1)

266. Si en esta Ultima ecuacién hallada hacemos la ecua
con en z que se obtiene es la trasformada, cuyas raices son las me-
dias diferenciales entre coda dos de la propuesta.

267. Ecuacién be cas NIrEREXcCUS de dos raices, /larfoma
ecuacion, hallar oh-a que tenga por raicee las diferencias de dos cuales-
gmera de la propuesta.

Sea /<(.r)=0 una ecuacion del grado m, a y b dos cualesquiera
de sus raices, €y la incégnita de la ecuacion pedida, que sera la que
resulte de eliminar ey U entre las ecuaciones

y=a~b, f{fa)r*Q y m/'(6)"0. m=m

Para efectuor esta eliminacién, saquemos de la primera ecuacion
el valor de «, sustituyamoslo en la segunda, y quedara reducida la
cuestion & eljminar*5 entre las ecuaciones /[¢(]=:0 y o*y

como b es una raiz cualquiera de la ecuacién propuesta, serd lo mis-
mo que eliminar la x entre

y fx~-\~y)=9).
Si en vez de eliminar primero « y luego b, hubiéramos princi-
piado por eliminar h y después a, habria quedado la cuestién redu-
cida & eliminar x entre las ecuaciones .

f(x)=0 y

donde vemos, que para hallar la ecuacion de las diferencias, no hay
mas que eliminar la .r entre la ecuacién propuesta y la que resulta
de sustituir 0 x-~y en vez de a?. Esto prueba que la ecuacion
de las diferencias no debe cambiar, sustituyendo y por — y; luego
todos sus términos han de ser de grado par 6 de grado impar. Ade-
mas, sera como la de las sumas (2GS) del grado pero se podra
reducird otra del grado observando que dicha ecuacién
debe tener w raices nulas, correspondientes & las m diferencias a—a
(-6 . etc.; luego dividiendo por el factor y'«, la ecuacion que resulte
serd del grado que evidentemente es par.

Siendo la ecuacién obtenida ultimamente de grado par, todos

Tou» Il 4
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los término., segin hemos visto, seran ‘» f f
wmirari reducirse a otra del grado » 1), haciendo j .
508 La ecuacion que por este medio se obtiene en

\rir ::n its  :”~ S v a .a e
Igunles a cero, pocUnmos haberla obtenido directamente ei,-

minando la a

m X

quedara reducido & eliminar la * entre

f)=Q y - §

la ecuacién final que resuite sera la trasformala que se queria

v

S ’erodo de esta ecuacién no os un numero par cualquiera 2n;
es menester que n cumpla con la condicidon de reftncir & un cuadra-
do perfecto la cantidad 1+Sr., circunstancia necesarm para que m
sea un numero entero cualquiera.

269. HaUnr*n-m. <oancimi gm tmga. por mices los producios hinor
rios de las raices de una ecuacion dada. n

Sea ia ecuacion del grado m, a y h dos de n

y % incégnita de la ecuacion podida, que sera la que resulte de
miuar « y 6 entre las ecuaciones
y=:ab, /(rt)=9 y f{b]"0.

De la primera so soca (m Sustituyendo este valor en la segunda,

la cuestion queda reducida a eliminar 6entre ,/(6)"0 y / f

6 lo que es lo mismo, & eliminar & entre /'(®)--0 y

t o mismo que en los casos anteriores, la ecuacion resultante se-
ré del grado y se podra reducir al grado observando
que en en ella deben estar como raices los cuadrados de las ~«i”es de
/(a=)=0; de modo, que hallando la ecuacién de estos cuadrados
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(262), y dividiendo por ella 'a anterior, encontraremos la ecuacion
trasformada de! grado ), que podréa reducirse a un grado mi.-
tad, observando que su primer miembro debe ser un cuadrado per-
fecto, por tener sus raices iguales de dos en dos.

La ecuacion de los productos binarios de las raices de ia propues-
ta se podia haber hallado directameute sin tener que calcular la de
los cuadrados, eliminando ia x entre las ecuaciones

0 0.

Pero la segunda queda satisfecha haciendo y =;r*, y por tanto
es divisible por luego la ecuacion que soélo tenga los produc-
tos binarios sin contar ios cuadrados, sera la ecuacion iinal que re-
sulte de eliminar x entre

= 0.
V-

SI quisiéramos hallarla ecuacién cuyas raices.fueran las medias
proporcionales de dos cualesquiera de la propuesta, hariamos en la

270. talhir Id ecu icion que Uene por raices los cocientes de dos
raices de una eenacAon dada.

Por iguales proccdimicnlog que en los casos anteriores, veremos
que no hay mas que eliminar x entre las ecuaciones
/(@?)=z.0 y f{x i/)"0.
La ecuacion final tendra m raices iguales & la unidad; demodoTque

siendo de! grado podra reducjrso a! grado d), dividiendo
su primer miembro por (7 -1)"% ecuacién que por tener sus raices
reciprocas dos a dos, podra reducirse al grado —  como ve-

remos mas adelante.

_ljEQi*10.  Aplicando las reglas dadas anteriormente’a la ecua-
cién

24="0,
liallaremos los Irasformadas siguientes:
Kcuacitii de las sumas de dos raices cualesquiera de la ecuacion
propuesU.: 07~—210"0
Id. de las diferencias: _4=0 -
Id. de ios cuadrados: 1/—Cj/-4-9y—4=0
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Iti. de los productos: "3_96y3_j_91Gy—576=0
Id. de los cocientes:
27 , 653 3369 ] 653 Ve 27
y*—r 36 " 4 ~ 36~ 4

LECCION XXIX.

Ecaacioree que tienen raices igualrs.-Modo de reducir una ecuacién que tiene raicesigua-
les, & Otras cuyas raices sean diferentes.

Ecuaciones que tienen raice» iguale».

271. Al hablar en la Leccién XX del ndmero de raices de una
ecuacion del grado m, hemos visto que su primer miembro f{x) se
puede descomponer en ni factores binomios de primer grado cor-
respondientes 4 cada una de sus w raices, de modo que se tiene

f{x)=[x—a) {x—h) [x"*c)..{x—1);

y también se dijo en esta Leccion, que cuando algunos de estos fac-
tores eran iguales entre si, ia ecuacion f{x)—0 tenia raices iguales
0 raices multiples, y que el grado de multiplicidad era igual al ex-
ponege de la potencia que indica las veces que uno de estos facto-
res se halla repetido. Asi, cuando el factor x por ejemplo, se
halla repetido « veces, se dice que la raiz a es multiple y su grado
de multiplicidad es n.

272. Toda raiz mualtiple del orden n de una ecuacion i(x)=0,
muia U las n— | primeras derivadas de su primer miembro, y recl-
pi‘ocamente.

Sea a una raiz multiple del érden n de la ecuacién /(@j u.
Si formamos otra cuyas raices sean iguales a las de la propuesta
disminuidas en o, esta ecuacidon tendra evidentemente tantas raices
nulas, como raices iguales a a tiene la propuesta; es decir,«. Ahora
bien, esta Irasformada es (257)
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En esta igualdad se tiene por hipdtesis /(a)=0;luego la ecuacion
trasformada en vy, tiene la raiz i/=0. Si la raiz d, como suponemos,
se halla repelida n veces en/(,i;)=z0, la trasformada eny tendra n
raices iguales & cero, y por tanto su primer miembro sera divisible
por 17’7, lo que exige que sean nulos todos los coeficientes de las po-
tencias de y hasta la del orden n —i; pero estos coeficientes son, co-
mo indica la igualdad anterior, las derivadas primera, segunda,
etc., hasta la del orden n—21 del primer miembro f {x) de la ecua-
cion propuesta, en las cuales se ha sustituido a por x\ luego si la
raiz a se halla repetida en una ecuaciéon n veces, todas las derivadas
del primer miembro, hasta la del orden n ~ I, se reducen a cero,
para x —a.

Reciprocamente, si a es raiz de una ecuacian f[x)—0, ylasn—4
jirimeras derivadas de/(a?) se reducen & cero haciendo sin que
por este valor se anule la del orden n, la raiz o se hallara repelida en
la ecuacian propuesta n veces. En efecto, la trosformada en y que
tiene por raices las mismas de la propuesta disminuidas en a, tiene
7L raices nulas, puesto que siendo f'(a)=0,
existira el factor comun ¥'; la propuesta tendrd por consiguiente
n raices iguales & a.

Coxseci:ENC!A 1  Si a es raiz de la ecuacion f(x)=0, se verasi
es multiple y cual es su grado de multiplicidad, sustituyendo esta
raiz aeu las derivadas sucesivas /“\it), si no las anula, es
sefial que a no es raiz multiple; pero si lo sera, en el caso de anu-
lar & las derivadas sucesivas primera, segunda, tercera, etc.: el indi-
ce de la primera que no se reduzca & cero, sera el grado de multi-
plicidad de la raiz o.

Consecuencia 2.“ ralees multiples del drdenixde una ecua-
cion f(x)=0, son r/idlliples del orden n—\ de la ecuacién derivada
f(x)=0.

Sea a una raiz maltiple del orden n de la ecuacién f[x')=Q. Se-
gun el principio anterior, «eanulara a f’[x),f"[x]™ ...Zi"*-")(07),
sin anular & pues si anulase también & esta derivada del or-
den n, la propuesta tendria n-}-I raices iguales & a. Ahora bien, co-
mo la derivada primerade(.r) e s | a segunda es./™"\ip), ¥y
en general la del orden n—2 es (¢c), vemos que la raiz a de la
ecuacion/'(¢r)=0, anula a lasn—2 derivadas primeras de f'{x)yuf
anular ala del orden n— 1; luego segun la reciproca anterior, la raiz



2U ECUACIONES QUE TIENEN

iise hallara repetida en la ecuacion/'(-t)=0, n— ! veces. Por con-
siguiente, la raiz maltiple del orden n de una ecuacion /(a?)—o0, lo es
del orden n—\ de la derivada f (.r)=0.
zT6. Este principio se puede (-ouii render facilmente xor consideraeio.
nt'3 geométricas; mas para e'lo obse; varcmi 8, que.eaire cada dos #( «ices cen-
ShUitivas de icn“ cciiaciim f (x)=o0, hay per lor minos un ', y en general un na-
mero impar de daivada1'(®)=0.
:ica /(&»)=(j uua ooua.i>>n cuyo primo;' miembro esfi rcpiesentado
graficamente i or 11ourva {(g. 16}. Sean— hy etres raices de esta ecua-

cion, que seran las abscisas—OA, OBy OE, correspondientes alos puntos
A, By E, en que lacurva corta al eje OX. A la siin[)le inspeccion de 1*
figurarse ve que entro cada dos raices consecutivas de /(®)=0, la curva
presenta una ondulacion, y en general un nimero impar; asi, entre A y B
hay una sola ondulacion; en el intervalo de B 4 E, hay tres. En cada una
de estas ondulaciones hay siempre un jmiito en el que la tangente & la
curva es pararelela al eje O X, el cual, como ya sabemos, corresponde en
general & un maximo, & un minimo, y & veces a un punto de inflexion. La
derivada se reduce, por consiguiente, & cero una vez Jtor lo monos, y eu
general un nimero impar, para valores do -v comprendidos entro dos raices
consecutivas de f(/&£)=0. Asi, entre la raiz—ay &de/ (%)= 0, hay una
raizde f (it)=0; entre las raices &y e de la primera, hay tres do la se-
gunda.

Esto supuesto, consiiloremos una ecuacién continua cualquiera
E (ic)=:0, cuyas raices sean a, h, o, d,... ; representemos graficamente su
primer miembro F(z), y supongamos que da origen a la curva (ag. 17).

Acabamos de ver, que entre cada dos raices de la ecuacion. P(a:).=0,
hay comprendida, por lo menos, una de la derivada F(r<) =0. Sean

c',-- estas raices.
Esto supuesto, imaginemos que haciendo vaidar los coeficientes de la
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tiempo /(2)=0 y /(«)=0,

I)e la miima maneTa vereTOOs, que tii las difereneias fi—a y
den hécia cero, tendera también Ué&cia cero:_y cuaudo ae tenga

se tendra también o-'=h’=a. Por consiguiente, si ia ecuacion

propuesta tiene tres raices iguales & «, la derivada primera f (*)-0 ten-
dré dos, y la derivada segunda f"{x)="0, que tmne una rai. por
-~omprendida entre v h\ se hard igual 4 a. cuando a y h sean también
iguales; y por tanto, siendo a una miz triple de /(ic)-O, se deberan ven -
car 4 la vez las ecuaciones

Y engeneral, aicceawveee.i raizde la ecuacién/@) O, seti,.ne

/;«)=0. /'(a)=0, /(«-P(a)=0.

Si una ecuacion i{xi: "0 tiene ralees iguales, el primer miem-
bro f(x) y su-derivada. P(x) timen -un maximo comun divisor igual™ al
producto de todos los factores hindmios correspondientes a las raices
multiples de la ecuacidn, elevados respectivamente & una potencia cuyo
exponente viene disminuido en una unidad.

En efecto, acabamos de ver que si una ecuacién f{x)="0 tiene n
raices iguales & ii, la acrjvada.r(”~)=0 tiene laraiz a repelidan - i
veces- luego todo factor binomio que se encuentre en f{x) elevado
k la potencia «, se hallara en ('[x] elevado & la potencia n-\ ; y por
tanto, f{x] yf{x) tendran un divisor comun, compuesto de los fac-
tores binomios correspondientes & las raices multiples, elevados res-
pectivamente & una potencia cuyo exponente viene disminuido en
una unidad.

274.
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Esta pioposiciun se puede demostrar también direclameiile.

Sea una ecuacién /(j2?)=0, que tiene n raices iguales & a, p jgua-
les h b, q iguales & c, etc., 2 iguales h /c, y una raiz sencilla I, de
modo que se tendra

f () (r—a'flix—&PEC—cf.. . {x—Ilif[x—i).

Formemos la derivada de f{x)”* y tendremos (104)

fA{xX\~n[x—ay—{w—Dby[x—Cy...[x—k " f{x—I)
-hp{x—ay{x-~~by~'[x—cy...[x—ky{x—I)
-j~a{x—a)"(@—h)yx—cy~K..[x—ky{x—I)
—by{x—=cy...{x~k) (»—7)
—aY{x—by{x—cy...[x—ky.
Todos los sumandos de f'{x) contienen el factor
[x—ay—x— cy-~"... [x—k),

que podremos representar por D. Este producto se halla también en

f{x); luego D es un divisor comdn & f{x) y/'(;r).

Los cocientes de dividir f{x) y f'[x) pbr D, son
/(™)

o ' AG—Db){x—C).. x—k)x—/)

f'(x]

o = MXx—b){x—c)..(cp—h) [x—/pHo(c—a) [x—C)....r—K){x—
\-q[x—a)@—nh)... {x—k) [x— \-N (x—a) [x—D)... [x—1I)
-i-(@?—a][x—b](x—c)...{x—Kk).

Ninguno de los factores binomios del primer cociente divide al
segundo; por tanto, estos cocientes son primos entre si; luego no
s6lo D es un divisor comin de f{x) y f\x}, sino que es el maximo.

275. Si una ecuacién f('x)=0 no tiene raices iguales, el primer

miembro y su derimda no tienen/actores comunes en X.

En efecto, si la ecuacién propuesta no tiene raices iguales, los
exponentes n,p”~ ¢, ... seran iguales a la unidad, y el divisor comun
U se reduce también & la unidad, y por tanto f{x) y f'{x) son pri-
mos entre si.

Reciprocamente, si/(.'r) y ~{x] tienen un méximo comun divisor
en X, la ecuacion f(x]~0 tendra raices jguales; y si dichos polino-
mios son primos entre si ¢ tienen un factor comin numeérico, la
ecuacion propuesta no tendra raices iguales.

276. De lo dicho anteriormente se deduce, que para ver si una

ecuacion tiene raices iguales, se busca el m. c. d. de f{x) y
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su derivada f'[s]. Si estos dos poliuémios son primos entre si 6 tie-
nen un 7 c¢. d. numerico, la ecuaciou propuesta no tiene raices
iguales. Si tienen un m. c¢. d. de primer grado, la ecuacion propues-
ta tendrd dos raices iguales. Si el m. ¢, d. es de segundo grado,
igualandole & cero dara origen a una ecuaciéon que tendra dos rai-
ces iguales 4 a, 6 dos raices diferentes a y h\ en el primer caso, la
ecuacion propuesta tendréa tres raices jguales a a: en el segundo, ten-
dra dos raices iguales & a, y otras dos iguales h b.

Cuando el m. o. d. es un polinomio D de un grado superior al
-egundo, se igualara a cero y obtendremos una ecuacién D:=0, cu-
~as raices se hallaran en la propuesta repetidas una vez més de las
que estan en esta. Asi, las raices simples de esta ecuacion, seran do-
bles en la propuesta; en general, las raices que se hallen repetidas n
veces en D=0, se hallaran en la propuesta

U.>.1o de rertuclp uaa eeiiaclou «Jjictlc«e raice« Igimles, A otrascijas
raices sean «lIKcrcntes.

277. Para reducir una ecuacion f(x)=0 que tiene ratees iguales,

a otras cuyas ratees sean distintas 6 desiguales, se busca el m- ¢. d.
delprimer miembro f(x) y su derivada f(x); después cl m. c. d. de D
y su derivada D', que llamaremos D,, y asi coiiimuii-emos hasta llegar
a un pouUnoémio primo con su derivada. En seguidu' se divide f(xj pot
elprimer ni. c. d. D; éste por el segundo D® y asi sucesivamente. Se
divide, por ultimo, cada uno de estos cocientes por el que le sigue, W los
nuevos cocientes, igualados a cero, seran las ecuaciones pedidas. La
primera daréa las raices simples, la segunda las dobles, la tercera las
triples, p en general la enésima las del orden n.

Sea la ecuacion f{x]=i), que tiene raices multiples de diferentes
ordenes, por ejemplo, raices simples, dobles, trij>les, cuaddruples y
guintuples. Representemos por el producto'de los factores bind-
raios correspondiente a las raices simples; por X, el de los factores
hindmios que corresponden & las raices dobles; por X~ el de las tri-
ples, etc.; de modo, que si la ecuacion es

/(M)=
[a:+3){a;—1

X,=(a;-1-2j(a;—3){¢c-1-4), "y X>—aj-j-S.
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Eslo supuesto, la ecuacion /(;r)=0 se podra poner bajo la forma
/m { X0-X.X:X:X:X:,
y la cuestion queda reducida & determinar los diferentes polinomios
X, X,, X3,... que igualados & cero, daran las ecuaciones cuyas raices
serén todas las diferentes de la propuesta, las cuales se hallaran re-
petidas en ésta tantas veces como indique el indice del polindomio &
gue corresponde; asi, toda raiz de la ecuacién X~=0, se hallara re-
pelida en la propuesta cuatro veces.
Esto supuesto, si buscamos el m. ¢. d. entre/’'(r)y su derivada
hallaremos (274)
D=X 2X;X;X>\
De la misma manera, el m. c¢. d. del polinomio D y su derivada,
sera
D=XX*X"
1 3 48
El del polinomio y su derivada, sera, segun el mismo prin-

cipio, .
D=X )&*S
Y finalmente, el m. c. d. del polindmio y su derivada, sera
D.-X,.

Dividiendo ahora cada una de estas igualdades por la siguiente, y
después cada cociente por el que le siga, se tendra

= XXX XX,
N=Q =xaxa
Q X a X 1=
21=Q =XAX, I-*=x,
I
i1Q~_x

I
Donde vemos que, como la regla anterior lo indica, los polino-
mios X,, Xy, Xj,... se obtienen por una série de maximos comunes
divisores, y por dos séries de divisiones.
Una vez hallados estos polinomios, la resolucion de la ecuacién
/(x)=0 queda reducida a la de las ecuaciones parciales
X,=0, X,=0, X,=0. X,=0, X,=0,
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que ya no tienen raices iguales. La primera, da !as ralees simples
de lo ecuacion propuesta; ia segunda, las raices dobles, y asi sucesi-
vamente.

Ejemplo. Sea la ecuacion de octavo grado

Buscando el m. c. el. de /(.r) y su derivada f(.r), se hallara
Buscando ahora el de Dy su derivada D', hallaremos

Siendo este polinomio primo con su derivada, pasaremos a divi-
dir cada igualdad por la siguiente, yiuégo cada uno de los cocientes
gue se obtenga por el que le siga, y tendremos

=Q T=ir—or”n-i-4 Q
D
D 1§y LS =:X,.=N-N-5r-i-2
0. =X.=x-H"l

Luego la resolucion de la ecuacién propuesta f(x)—d, se redu -

cira & la de las tres ecuaciones parciales
X,—0;'"A~3x -[-2:=0,

La primera, da la raiz simple x — — i; la segunda, dos raices
dobles 1y 2; la tercera, la raiz triple — 1; luego la ecuacién pro-
puesta tendra la raiz— 2, dos raices iguales & I, otras dos iguales &
2, y tres iguales a — \.

278. vna ecuacion de coeficientes conmensurahles tiene una sola
rah multiple, esta raiz es conmensurable; si tiene varias 7'akes multi-
ples, cuyos grados de multiplicidad son todos distintos, estas raices son
conmensurables; por Gltimo, si hay varias raices multiples y s6lo una
del grado n, esta sera conmensurable.

En efecto, si la ecuacion de coeficientes conmensurables sélo tie-
ne una raiz maltiple, y cl grado de multiplicidad es n, la ecuacion
Xu=0 que la contiene serd de primer grado, y de coeficientes con-
mensurables; luego esta raiz sera conmensurable. Si la ecuacion tie-
ne varias raices multiples, pero cuyosQyrados de multiplicidad son
todos distintos, estas raices seran todas conmensurables, por depen-
der de ecuaciones de primer grado y d& coeficibftes conmensurables
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también. Lo tnisuio sucede sis6lo una raiz es degrado n de inultipli-
cidad.

279. De este principio se (iediice, que /as ecu”c/ones de segundoy
terceroy quinto grado que no tienen ralees conmensurables, no pueden
tener raices iguales.

En efecto, si la ecuacion de segundo grado tuviera sus dos raices
iguales,, estas serian conmensurables, lo que es contra la hipotesis.

la ecuacion de tercer grado tuviera raices multiples, ¢ fueran las
tres iguales, 6 dos iguales y una desigual, en ambos casos las raices
serian conmensurables. La ecuacién de quinto grado, si tuviera rai-
ces multiples, serian las cinco iguales, nna .simple y cuatro iguales,
dos simplesy tres iguales, tres simples y dos jguales, dos doblesy
una sencida, 6 por ultimo, una doble y otra triple; pero en lodos
estos casos tendria porlo ménos una raiz conmensurable, lo cual es
contra la hipétesis.

La ecuacion de cuarto grado, que no tiene raices conmensura-
bles, puede tener dos raices dobles; pero en ese caso su primer
miembro sera un cuadrado perfecto, de modo que, en vez de aplicar-
le la teoria de las raices iguales, se verasi dicho primer miembro es
mi cuadrado perfecto: si lo es, extrayendo la raiz cuadrada é igua-
landola & cero, dara dos valores para x\ y repitiendo dos veces cada
uno, obtendremos las cuatro raices de la ecuacion propuesta.

Prepongamos como ejercicios los siguientes:

Probliimas. i.° Tlallar lascondiciones necesarias y snflcientcs
que deben verificarse entre los coeficientes indeterminados de una
ecuacion f,x]—0, para que todas sus raices sean jguales.

2.° Hallar las relaciones que deben existir entre los coeficientes
de una ecuacién, para que tenga )i raices iguales.

Ejemplo. Hallar las condiciones que deben verificarse entre los
coeficientes de la ecuaciéon x'"-\-p.v'--{-qx-]-r=:), para que tenga dus
raices iguales.
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LECCION XXX.

Krauciones reciprocas y negativamente reciprocas.—Modo de reducir nna ecuacion reci-
proca 6 negativamente reciproca & otrade nn grado inferior.

K-uaciolics reciproca« y ne”atlvanieutc reciprocac.

280. Se llaman ecu'zciones reciproco™ O negativamente redpro-

1,
cas, aquellas que no cambian reemplazando la incognita x por — o

1
por —
X

De esta detlnicion se deduce, que una ecuacion cuyas raices sean
(odas iguales (\la unidad positiva 0 negativa, seri» reciproca; porque

no cambiard reemplazando x por —. Toda ecuacion de grado par cu-

yas raices sean iguales & la unidad, afectada alternativamente dei
Njgjio -i- y —, sera negativamente reciproca; porque en ella se veri-
\

ikara la condicion de no cambiar cuandose sustituya x por
Si todas las raices de una ecuacién no son iguales & la unidad,
Sera necesario, para que sea reciproca, que si fiay una raiz « distin-

ta de Ja unidad, haya otra reciproca —, que se obtiene dividiendo 'a

unidad por o, el nUmero de raices iguales & la unidad puede ser en
estas ecuaciones par,6 impar.

Si una ecuacion tiene raices distintas de la unidad, serd necesa-
rio, para que sea negativamente reciproca, que sj hay una raiz a, ba-

yao t r a que se obtiene dividiendo — 1 por«; el ndmero do

raices que esta ecuacion puede tener iguales a la unidad sera par, la
mitad afectadas del signo -h, y la «t»« mitad del signo —. Tanto en
unas como en otras ecuaciones, conviene, antes de tratar de reducir-
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las & Otras de grado inferior por el método que mas adelante expon-
dremos, suprimir las raices iguales a di: 1, dividiendo por los facto-
res binomios correspondientes & estas raices.

Para mayor claridad nos ocuparemos primero de las ecuaciones
reciprocas, y después de las negativamente reciprocas.

281. Ecuaciones ifeciprocas. Una ecuacion do grada par es re~
ciproca, cuando los coeficientes de los términos equidistantes de los ex-
tremos son iguales y de «« misino signo, 6 iguales y de signos coiiira-
rios, con tal que en este segundo caso falte el término medio.

Sea en primer lugar la ecuacion de grado par

P, T?"-»ihP ri2«-'dzl»a.-2""-2dz..+P,a"+ ...+ PydiP,a;d-P~=0,
cuyos términos, equidistantes de los extremos, tienen coeficientes
iguales y de un mismo signo.

Si cambiamos x en — hallaremos, despucs de quitados los de-

nominadores, la misma ecuacion profuicsta; luego esta sera recipro-
ca segln la deiinicion.

Del mismo modo se vera que es reciproca toda ecuacion de gra-
do par, cuyos términos equidistantes de los extremos tienen coe-
ficientes Iguales y <o signos contrarios, y que ademé-i falta el térmi-
no medio.

282. Toda ecuacidn reciproca de grado par tiene los coeficientes
de los términos equidistantes de los c.'tremas iguales y de un mismo
signo, 6 igualesy de signos contrarios, faltando en este segundo caso el
término medio.

lin efecto, sea una ecuacion reciproca cualquiera de grado par

-I'-PaTi-sNi'M'Piii-i'i*-rP¢ii= 0 [1].
En esta ecuacion el nimero total de términos es evidentemen-

te 2n-j-1. y el término medio que equidista dolos extremos,
es P, ib".

1
Sustituyamos x por —, y hallaremos

p2ii+  Pon-I

- -22n=0i

multiplicando ahora por dividiendo después porPin, y escri-
biendo los términos en un érden inverso, se tendra
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Jirt X131_i P2rt—a . /- e
V-In
P P P
[2].
l::n P™n "2,

Ahora bien, si la ecuacion [1] es reciproca, la ecuacion [2], que
4

se obtiene reemplazando x por , debe ser idéntica & la propuesta,
@

por tanto se deberan verificar las ecuaciones de condicion

. ., P2EL M A2 p —p

[= P -2 “ =:P2.-t,
Psn 124 tn

De la primera y ultima relacion, se deduce P2, = + 1; vy sustitu-
yendo sucesivamenle cada una de estos valores de V-m en las demas
relaciones, hallaremos para

Pp—1, P,” P¢)i—4, Pa“Psw—2**" I'i—
y para Pin= — 1>
\\-=1, Pj—— Yo—— o

Todas jas igualiiados de la primera jinea pueden siempre verifi-
carse: las de la segunda también pueden verificarse, con la sola con-
dicién que exige la ultima P.t-~—Pn» de ser Pn="0; y todas ellas
vienen & juslific;:r, que si una ecuacion de grado par es reciproca,
los términos etpiiflisianics (le los extremos lieiicn cocficiculcs igua-
les y de un mismo signo, U iguales y de signos contrarios, en cuyo
ultimo caso debe i*altar el término medio.

283. Del mismo modo se demostrara, que tocl'iecn'icion de grado
impar cuyos términos equidistantes de los extremos tic’icn ios coefi-
cientes iguales y de un wis.no signo, 6 iguales y de signos contrarios,
es reciproca’, y al contrario, que toda ecuacién reciproca de grado
impar .

... -{-TxH-U--=0,
tiene los coeficientes de los términos equidistantes de los extreMos igua-
les y de un mismo signo, 6 iguales y de signos contrarios.

284. licuACJONES r.EGATIVAMENTE UECiiumcAS. Para que una
ecuacion de grado par 2n sea negativamente reciproca, es necesario que
los coeficientes de las potencias pares de- x equidisinntes de los extre-
mos sean iguales y de un misino signo, y los de las potencias impares
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sean iguales y de signos contrarios™ debiendo faltar el término medio
en el caso de ser ;m-yar ed nimero n; ¢ bien, sean iguales y de signos
contrarios los coeficientes yrimeroSy é iguales y de un mismo signo los
segundos, debiendo fnltur en este caso el término medio, cuando n se-
im numero par.

iVsi, las ecuaciones

y — 52—

son negativamente reciprocas; porque tienen iguales y de un mismit
signo los coeficientes de las potencias pares equidistantes de los ex-
tremos, é iguales y de signos contrarios los de las potencias impa-
res, y adem/is falta el término medio en la segunda, por ser impar la
mitad de su grado.

De la misma manera son negativamente reciprocas las ecua-
ciones

—1-—-0y 3’ —Db.T"ztx™-\ ox"*-\-?ix— i —0,

que tienen iguales y de signos contrarios los coeficientes de las po-
tencias pares equidistantes de los extremos, € iguales y de un mismo
signo los de las potencias impares, y ademas falta e! término raedi<-
de la primera, por ser par la mitad de su grado.

Para justificar esta regla, sustituiremos en la ecuacion [1]

1
X por—? y se tendra

P P P, Pai2 IV
A o
E! término medio llevara el signo-4- 6 el signo seglin que la
mitad n del grado de la ecuacion sea par 6 impar.
Quitando denominadores, haciendo la inversion de términos v
dividiendo por P-2h, se hallara

—i
I-P2n=0,

g B2
> P2H Pa«
P
[ C— 51.
P2 5]

Albora bien, si la ecuacion [1] ha de ser negativamente recipro-
ca, la ecuacién [3], que se obtiene sustituyendo ¢epor----;(, debe ser

idéntica & la propuesta; y por tanto, se deberan verificar las ecua-
ciones de condicién
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Pin— pP2n-2 «
4=Po. L =P =p. P pn ..

A-p .,

De la primera y uUltima relacion se deduce
VAN=+\;
y sustituyendo sucesivamente cada uno de estos valores de Pa, en las
demas relaciones, hallaremos para Ps, =1,
Pq— P)=—p2<1> Pa=P2«2, Pj™—p4, 3, ... P, =d=P,;
y para Psn=—1,
Po— Pi=P2»-i, Pg=—P2h 2 Pn="P«;

Todas las condiciones de la primera linea pueden verificarse siem-
pre; a excepcién del caso en que n sea impar, que exige para que
se verifique la Ultima condicién Pn=—Pn, que sea P,==0. Del mis-
mo modo se verificaran siempre las condiciones de la segunda linea,
& excepcion del caso en que n sea par, que exige para que la ulti-
ma P,=rpP, sea satisfecha, que se tenga P«=0, cuyas condiciones
vienen 4 justificar la regla dada.

283. Por un procedimiento analogo se probaria, que ;as ecua-
ciones de grado impar de coeficientes reales, no pueden ser negativa-
mente reciprocas.

KQdo de reducir uua ecuacion reciproca 6 uegallvamcnte reciproca &
otra de un grado Inferior.

286. Antes de pasar a reducir una ecuacion reciproca ¢ negati-
vamente reciproca a otra de grado inferior, por el método general
de que en breve nos ocuparemos (287), conviene hacer las siguientes
observaciones:

\ T oda ecuacion reciproca de grado impar, tiene por jo menos
unaraiz igual a -f-1 6 — 1.

En efecto, siendo la ecuacién de grado impar y reciproca, los
coeficientes de los términos equidistantes de los extremos seran
iguales y de un mismo signo, 6 iguales y de signos contrarios. En el
primer caso, quedara satisfecha haciendo a:=—1; porque dos tér-
minos cualesquiera equidistantes délos extremos, serdn uno de gra-
fio par y otro de grado impar; de modo, que al sustituir x por — |
el uno se reducira & sus coeficientes, y el otro al suyo con signo cara-

Tm* 11 S
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biado; y como ambos son iguales en vaior numérico, se destruiran,
Y el primer miembro de la ecuaciéon quedara reducido h cero. Ln el
Lundo caso, el valor verifica evidentemente & la ecuacion;
lue™o toda ecuacion reciproca de grado impar, tiene por lo ménos
una’ raiz igual 54-1 6 -1, segln queriamos demostrar.

2 Toda ecmcion reciproca de grado par, que tiene iguales y de
sianos contrarios los coeficientes de los términos equidistantes de los
extremos, y que carece, como ya se sabe, del término medio, queda
satisfecha por lo ménos una vez por el valor x =+ 1, y otra por
X= 1

En efecto, haciendo en ia ecuacién , el primer miembro se
reducira & la suma algebraica de sus coeflcicntcs; y como estos son
iguales de dos en dos y de siguos contrarios, dicho primer miembro
sera cero, y la ecuacién quedara satisfecha por ,x=1. Si hacemos
*= —i los coeficientes de las potencias impares cambiaran de sig-
no- y como éstas se hallan equidistantes de los extremos, permane-
ceddn en la suma, siendo iguales y de signos contrarios: los de las
potencias pares también lo son; luego su suma algebréica sera cero,
Y la ecuacién quedara también satisfecha por x =~ \. Por consi-
guiente, la ecuacién propuesta tiene por lo ménos una raiz igual &
'41,yotraigual & —1. . N .

3.a~ Toda ecuacion reciproca que no tiene ~guaUs a la uni-
dad positiva 6 negativa, tiene que ser necesariamente de gradopar,
Vv los coeficientes de los términos equidistantes de los extrentos seran
i,males y de un mismo signo. n

En efecto de grado impar no. puede ser; porque tendria por lo
ménos unu ra'izigual 4+ 106-1 , segun la observacion i luego
tiene que ser de grado par. Ademas, los coeficientes de los términos
equidistantes de los extremos seran igualesy de un mismo signo;
porque si fuesen iguales y de signos contrarios, careceria del termi
no medio; y segun la 2.“ observacion, tendria por lo menos una rala
igual a -t- 1, y otra igual a- 1 , los que es contra el supuesto.

COSSECUENCIA.  Si Qdivide el printer miembro de una ecuacwn

reciproca por el producto de los factores bindmios, correspondientes a

todas las raices iguales d+ | é - 1 que dicha ecuacion coniiene, la

gue remite de igualar & cero el cociente sera reciproca también, e
grado par, y los coeficientes de los términos equidistantes de los catre-

mos seran iguales y de un mismo signOé
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Que ha de ser reciproca, es evidente; porque si la propuesta tie-

ne una raiz cualquiera a distinta de la unidad, tiene necesariamente
4
otra q y como estas raices no se han suprimido, deben hallarse en

la ecuacion cociente; luego es reciproca. Debe ser de grado par; por-
que si fuese de grado impar, tendria por lo raénos una raiz igual
a+ 10— 4, lo cual no puede ser. Ademas, los coeiicientes de los
términos equidistantes do los extremos seran iguales y de un mis-
mo signo; porgue si fueran de signos contrarios, tendria por lo mé-
nes una raiz igual a-|- 4 y otra igual 4— 1; lo que tampoco es po-
sible, segin la hipétesis.

287. Hechas las anteriores observaciones, pasemos & reducir una
ecuacion reciproca a otra de un grado inferior, y sea en primer lu-
gar una que no tenga raices iguales a-h1 ni a — 1, la cual, como
acabamos de ver, sera de grado par, y los coelicicntes de los térmi-
nos equidistantes de los extremos seran iguales y de un mismo

signo; de modo, que podremos representarla de un modo gene-
ral, por

Pudiéndose formar con las 2n raices de esta ecuacion, n grupos que
- . ] 4 4 1 ,
cada uno contenga dos raices reciprocasay —, 0y 7 cy—, ecéte-

a c

ra, cuyo producto es igual & la unidad; si hallamos una trasformada

en 2/, cuyas raices estén ligadas con las de la propuesta por la rela-
1
cion — 2/ esta trasformada serad evidentemente del grado n, y

cada una de sus raices, sustituida en la relacion anterior, dara dos
valores para x, que se obtendran por la eco acion

—vya,;-f-1=0,
0 sea por la formula que de esta se deduce,
ic= —A
2

Estos valores de x serdn raices de la ecuacidn propuesta, y por
tanto su resolucion dependera de esta trasformada en y, que como
ya hemos dicho es del grado n, igual a la mitad del grado de la
ecuacién dada.

Para hallar la trasforraada de la ecuacion [1], cuyas raices estan
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ligadas por la relacion no hay méas que eliminar la &en-
X

Ire esta relacion y la ecuacion propuesta; y aunque podria hallarse
la ecuacion final por el método del m. c. d., la obtendremos mas fa-
cilmente por otro medio especial.

Para ello, dividamos la ecuacion [\] por jt’, y agrupando los tér-
minos equidistantes de los extremos, hallaremos

(H)+ + (1) teeet"=®
M i

de donde se deduce

/ 1 I\y — ap<s
se hallara, haciendo sucesivamente m =—1,0, f,2,... n,
= 3+ - =y,
& X R A

\ i

Y sustituyendo los valores de estos binémios en la ecuacion anterior,
hallaremos la ecuacion pedida en y, que como evidentemente se ve,
es del grado n, igual & la mitad del grado de la propuesta.

De lo dicho anteriormente se deduce, que:

288. Para reducir una ecuacion reciproca cualquierad otra de gra-
do inferior, se ve primero si tiene las ralees  \'y —\, y si son mal-
tiples, se halla el grado de multiplicidad de cada una (272, cons. 1
después se divide el primer miemlro de la ecuacién por el producto de
losfactores linébmios correspondientes a todas las ratees iguales -i-1 y
— 1, cigualando a cero el cociente, se hallara una ecuacion que ya no
tendra estas ralees, y por tantosera de grado par 2n, y se podra re-
ducir, segun el caso anterior, a otra de grado mitad n.

Sea, por ejemplo, la ecuacion reciproca
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Xsta ecuacion tiene la raiz -h1 repetida tres veces, porque i
anula al primer miembro y & sus dos primeras derivadas; y la raiz
— i se halla repetida dos veces, por anular a! primer miembro

de la ecuacién y & su derivada; de modo, que dividiendo por el pro-
ducto

229

(oc— —1
se hallara el cociente, que igualado & cero da la ecuacion reci-
proca

Aplicando el método general (*287), hallaremos, dividiendo por
y agrupando los términos equidistantes de los extremos,

~H-5 I\x~\~—f\+6=0.
X

1 1
Haciendo ahora (c-h-=y, se tendra — = y*— 2; cuyos
X X

valores, sustituidos en la ecuacién anterior, daran
2/"H5/-i-4=0, de donde i/=

y sustituyendo estos valores en la formula

+\Nif—4
X= y
2
hallaremos
ara y—1, x
paray 2 :
paray —4, a=—=—2% 1/1].
Sea, por segundo ejemplo, la ecuacion reciproca de grado par
20y 74, 143 .\ 71 . 20
s e A Y 03+1=0,
3 4 C "4 3

En esta ecuacion se halla la raiz + | repelida dos veces; de modo,

que dividiendo por (r— — 222+ 1, se tendrd la nueva ecua-
cion reciproca

44 89 , 14 . 0~

Dividiendo por
extremos hallaremos

/o 1\ 14/ 4\ 89

y agrupando los términos equidistantes de los
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Haciendo ahora y~x-\-— de donde —2—a®} .. y sustita-

yendo estos valores en la ecuacién anterior, hallaremos la trasfor-
mada en 2

56y~hGfi=0, de donde !/=] ¢
y segin la formula X = ------- ==--—-- , tendremos
paray=~* (C=

paray = -, X=(V

289. En la reduccion de las ecuaciones negativamente recipro-
cas, debemos considerar cuatro casos: i  Que los coeGcienlcs de las
potencias pares equidistantes de los extremos sean iguales y de un
mismo signo, y los de las potencias impares iguales y de signos con-
trarios, siendo par la mitad del grado de la ecuacion; 2. que sean
iguales y de signos contrarios los coeficientes de las potencias pares
equidistantes de los extremos, é iguales y de un mismo signo los de
las potencias pares, siendo impar la mitad del grado de la ecuacién;
3/ que siendo par la mitad del grado de la ecuacién, los coeficien-
tes de las potencias pares equidistantes de los extremos sean igua-
lesy de signos contrarios, é iguales y de un mismo signo los de las
potencias impares; y i.° que siendo impar la mitad del grado de la
ecuacion, los coeficientes de las potencias pares sean respectivamente
iguales y de un mismo signo, € iguales y de signos contrarios los de
las potencia impares. En estos dos Ultimos casos debe faltar el tér-
mino medio;

Los dos primeros casos se resuelven como las ecuaciones recipro-
cas, dividiendo por una potencia de a;, cuyo exponeiite sea la mitad
del grado de la ecuacion, agrupando los términos equidistantes de
los extremos; y haciendo en seguida

4

X
se elimina la & entre esta relacion y la ecuacion anterior, calculando
los binomios que en aquella entran por la férmula general

X-
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De este modo se halla una ecuacién en y, cuyas raices, sustitui-

das en la ecuacion =0, 6 en la formula que de ella se de-
duce,

daréan para cada valor de y, dos valores para a;, que seran raices re
gativamente reciprocas de la propuesta.

Los casos 3.” y 4-“ se resuelven eliminando la x entre la ecua-
cion final propuesta y el trindmio , por el método del
m. c¢. d.; la ecuacion final en y que bailemos serd de un grado mitad
del que tiene la ecuacion dada, y sus raices, sustituidas en la for-
mula anterior, dardn todos los pares de raices negativamente re-
ciprocas de la ecuacion propuesto. n

El 5." y 4.” caso también pueden reducirse a uno de los dos pri-
meros observando que toda ecuacion que

sos contiene lasr a i c e sy -/=I1'por tanto su primer
miembro sera divisible por el bindmio y el cociente igualado
& ceros dard una ecuacion que se hallard en uno de los dos prime-
ros casos.

en uno de estos ca-

LECCION XXXI.

Condiciones & que deben siitisfacer los coeficientes indeterminados de tina ecuacion, par»
gne entre varias de sns raices severifiquen ciertas condiciones.-Método general para re-

dneir nna ecuacion &otra de menor grado, cuando existen relaciones entre vanas de sus
»ices.

CondleloncM a ijue detoen «atlsfacor loa coclcicntes Indeterminados de

ana ecuacién, para que entre Tallas de sos raicea se verlOquen ciertas
condiciones.

290. Cuando se quiere determinar los coeficientes de una ecua-

cion, de modo que tenga varias raices que cumplan con ciertas con-
diciones, se forma con estas un sistema de ecuaciones que deben ser
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satisfechas simultdneamente por unos mismos valores de las incdg-
nitas; de manera, que eliminando entre estasecuaciones ménoslina.
todas las incdgnitas que contiene menos una, y expresando que la
ecuacion final y la restante tengan un divisor comun de un grado igual
al nimero de combinaciones que se han de formar, hallaremos las
condiciones pedidas.

291. Sea, por ejemplo, hallar las condiciones d que delen satis-
facer los coeficientes indeterminados de la ecuacién i [x)=0, paraque
tenga dos raices iguales y de signos contrarios.

Sean estas raices a y la relacién que se debe verificar entre
ellas es —a, y ademas, como son raices de /(a:)=0, se tendra
el sistema de ecuaciones que ha de quedar satisfecho por unos mis-
mos valores de a y 0,

=0y m=0.

Eliminando b entre la primera y segunda, se hallara el nuevo

sistema

f{a)y~0 y /<(-«)-0,
gue debe verificarse para un mismo valor de a; pero si estas ecuacio-
nes tienen una raiz a comun, también tendran evidentemente otra
igual a — a; luego sus primeros miembros tendran un factor comdn
de segundo grado, de modo que empleando el procedimiento para
hallarlo, y continuando la operacién hasta llegar 4 un resto de pri-
mer grado de la forma Ma+N, se har4 que se reduzca & cero con
independencia del valor a, lo cual dara las dos ecuaciones de con-
dicion

M=0 y N=0,

gue expresan las relaciones que deben verificarse entre los coeficien-
tes indeterminados de/(.~)=0, para que dos de susraices sean igua-
les y de signos contrarios,

Obseuvacion. El sistema de dos ecuaciones A—0 y B=0, pue-
de reemplazarse por el sistema

A-f-B=0 y A—B=0,
que se obtiene sumando y restando las dos ecuacionas dadas; porqu?
evidentemente dichos sistemas tienen las mismas soluciones, y por
tanto son equivalentes.

Ahora bien, si A=/(a)=0 vy las ecuaciones
A+B==/(iz)-h/(~«)=0 vy ~«ducen &
las que resultan de igualar a cero la suma de los términos de gra o
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par de la ecuacioa f{a)=0, y la suma de los términos de grado im-
par de la misma; la segunda es evidentemente divisible por a, que
corresponde al valor y como este valor no verifica & la prime-
ra __rt)=0, las raices comunes de las ecuaciones/(e)—0
y /m(_a)=0, se hallardn también en estas otras:

M +f{-a]=0 vy - 0;

es decir, entre las ecuaciones que resultan de igualar & cero la suma
de los términos de grado par de la ecuacion f[a)—0, y la diferencia
de los de grado impar divididos por a; luego para hallar las condi-
ciones que delen verificarse entre los coeficientes indeterminados de una
ecuacion f(x)::=0, para que dos de sus raices sean iguales y de signos
confranos, no hay mas que expresar la condicion de que exista un
m. c. d. entre la suma de jos términos de grado par de la ecuacion da-
da, y la de loi términos de grado impar dividida por s..

292, iSfiii, en segundo lugar, hallar las condiciones que deben veri-
ficarse entre los coeficientes indeterminados de una ecuacién f(x)=0,
para que dos de sus raices ay b satisfagan & la relacién pa+qb=r,
siendo p, gy r, nimeros conocidos.

Puesto que £y 6 son raices de la ecuacién f (&)=0, y ademés han
de verificar & la relacion pa-\-gh=r se tendra el sistema de ecuacio-
nes que se han de verificar simultdneamente

pa-\-qgb—r, f[a)=0 vy
Eliminando b entre la primera y segunda, hallaremos el nuevo
sistema

f{a)=0 'y

luego las dos ecuaciones

/ (..
deben tener la raiz comin a, y por tanto sus primeros miembros
tendran un m. c. d. Esto supuesto, aplicaremos kf{x] y c oA )
el procedimiento del m. c. &., y se continuard la operacion hasta lle-
gar aun resto independiente de a? que igualado & cero, dara la rela-
cion pedida.
Si /(x)=0 debe tener n pares de ralees que verifique & larelacién
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dadapj+?2=r,elm.c. d. def{x)y iobera ser del ene-

simo grado; de modo, que cuando ileguemos & un resto del grado
n _ I, se establecera la condicién de que sea cero con independencia
de X, lo que dard n ecuaciones de condicion, igualando & cero
sus n coeficientes (30).

293. Sea, en tercer lvgar, hallar las condiciones que deben ve-
rificarse entre los coeficientes indeterminados de una ecuacion
f(x)=0, para que tres de sus raices a, by c, verifiquen a la relacién
pa+qgb-j-rc=s, siendo p, g, r y s nimei‘os conocidos.

El sistema de ecuaciones que deben verificarse & la vez, sera

pa-~qb-[~rc=s, f{a)=0, f{6)=0 y f{c)=0.

Eliminando b y ¢ entre las dos Ultimas ecuaciones y la primera,
se obtendra una que no contendra mas que la incognita a, tal como
F(a) = 0; esta ecuacion y la segunda /(a) — O, deben verificarse
por un mismo valor de a; por lo tanto, F(a) y .((a) deben tener un
m. c. d. D, cuyo grado sera igual al nimero de combinaciones de
tres raices que satisfacen & la relacién dada; de modo, que si no hay
mas que un sistema que cumpla con esta condicion, D sera de pri-
mer grado.

Esto supuesto, apliquemos a F(ic) y f{ir) el procedimiento del
m. ¢. d., y continuemos la operacién hasta llegar a un resto in-
dependiente de X, el cual, igualado & cero, dard la condicién
pedida.

294, Sea, por ultimo, hallar las condiciones & que deben satisfacer
¢0s coeficientes indeterminados de una ecuacion f(x)=0, para que n de
sus raices estén en progresion por cociente.

Sean a, b, c, ... I, las raices de la ecuacién f{x)—0 que han de
estar en progresién geométrica, las cuales se podran representar
por a, aq, ag”®, ... ag™~", llamando y & la razon de la progresion.

Si ahora trasformamos la ecuacién /'(x)—O en otra

cuyas raices sean los productos de las de/(jr)—O por el numero q,
entre las de esta trasformada se hallaran aq,agq”, ag”™,...
de las cuales «—1 son comunes & la propuesta y trasformada; por

consiguiente, entre los polinomios/(¢r) y debe existir un
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m. c. d. del grado n—1; si hacemos las operaciones necesarias para

hallarlo, y continuamos hasta llegar & un resto del grado n 2, ha-
ciendo que éste sea cero con independencia de x, para lo cual igua-
laremos & cero sus n— 1 coeficientes, tendremos n—21 ecuaciones de
condicion que deben verificarse entre los coeficientes indeterminados
de la ecuacién y la razon q, para que dicha ecuacion tenga n raices
en progresion geomeétrica.

Si g no es un nimero conocido, entdnces deberemos eliminarla
entre las n—\ ecuaciones de condicion halladas anteriormente, para
lo cual estableceremos la nueva condicion que los dos primero
miembros de dos cualesquiera de ellas tengan un divisor comun de
primer grado enq, y luégo que este divisor comun divida también &
todas las demas ecuaciones.

Si quisiéramos que todas las raices de la ecuacién del grado m
f[x)=0j estuvieran en'progresion geométrica, hariamos en el pro-
blema anterior n~m.

M étodo generaspararcilnelr unaecuacién dotra «lemenor grado, cuan-
do existen relaciones entre varias de sus raices.

295. Cuando se conocen relaciones particulares entre varias
raices de una ecuacion, se puede hacer depender la resolucion de
ésta de la deotra G otras de grados inferiores. Las ecuaciones en que
esto se verifica, se dice que son susceptibles de reilvxcion.

296. Sea um ecuacion f(x)—O0, en la mal se verifica que uno 6
mas pares de raices cumplen con la condicién pa-f-gb=r, siendo p, q
y r ndmeros conocidos. ,

Segln hemos visto (292), debe haber entre f{x) y f ' J
un maximo comun divisor D, que igualado & cero dara tantas
raices como unidades tenga su grado, las cuales, sustituidas en la

relacion ¢, daran & conocer los valores de otra raiz 6;y

cada par de raices « y 6, que por este medio hallemos, lo seran de
la ecuacion / (c) = 0, que podra dividirse por el producto de los fac-
tores biBOmios correspondientes & estas raices, quedando la ecuacién
reducida’ & otrade un grado inferior.

Si la ecuacidén/(j?)=0 tiene una raiz a que satisface 4 la condi-
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cion pa-\~qga~r~ 6 se tiene a— , esta raiz verificar4 también &
v-~q
la ecuacion f(*— ~~ =0 ; por tanto, deberd hallarse también en

la ecuacion D=0.
Reciprocamente, toda raiz a de la ecuacion D =0, sera una raiz
de la propuesta, para la que habra otra h, deducida de la relacién

b= - , 6 que satisfara a la condicién pa-{-qga=r® 6 a = -—--—---- .

—px\
':____P_f(j —O0; por con-

q
a= p-rhq se tendra f{( —--_-Ah---}_::o; pero haciendo en f{ —-----—B—A}
=0, a= -----, seobtiene f'\i -------------- 1: f{p——r—--l—\cﬁ;’p—r\ =
p-i-i Vg \ P+

N

1=0, que es lo que se queria demostrar. Cuando la ecua-
m\p-\~q/

cion f(x)=0 tiene raices iguales & p;-\-(-:l conviene principiar por qui-

tar estas raices, dividiendo por la potencia del binomio

cuyo exponente sea el grado de multiplicidad de esta raiz.
297. Si se tiene p=q, la relacion pa-{~qb=r se convierte en

T

a-1-6=5, haciendo, para abreviar,—=s; y la cuestién queda redu-
P

cida & buscar el m. c. d. de los polinémios f{x) y /{s—a;). Sea D

este m, c¢. d., que igualado a cero dara la ecuacién D=0.

Como las dos raices a y ” entran de la misma manera en la rela-
cién a-\-b—s, la ecuacion D=0 no debe dar la una con preferencia
a la otra; debe por consiguiente dar las dos. Ademas, las raices de
la propuesta que satisfagan a la condicién 0 a=-|-s, tam-
bién se hallardn contenidas en la ecuacién D=0.

Si todas las raices pueden agruparse de dos en dos, de modo que
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la suma de las dos rafees de cada grupo sea igual & 5, la ecuacién
f[s—x)=0 serala misma que la propuesta/(a:)=0, y no podra en-
toneos reducirse por este medio a otra de grado inferior. En este
caso se podran disminuir las raices def{x)~0 en s; la suma de
las raices de cada grupo vendra disminuida en s, de modo que esta
suma sera cero; luego a— Is=-[b —”s). y por tanto las raices de
la trasformada seran de dos en dos iguales en valor numérico, pero
de signos contrarios; por consiguiente, se podra reducir & otra de un
grado mitad.

Si la ecuacion f{x)=i) tiene raices iguales & -~s, la trasformada
tendra tantas raices iguales & cero, como raices iguales a -; s tiene la
propuesta.

298. Cuando una raiz cualquiera a esta ligada con otra p, por

medio de la relacion ab=p, las ecuaciones f{x) = 0 y

son idénticas, y no puede efectuarse la reduccion por el método ge-
neral.

En este caso, se representa por y la suma de dos raices corres-
pondientes & un par, y el nimero de valores de y sera la mitad del
nimero de raices; por consiguiente, estos valores dependeran de una
ecuacion de un grado mitad que el de la propuesta.

Siendo p el producto de dos raices de la propuesta, é y la suma
de estas dos raices, la ecuacion f{x)==0 debera ser divisible por el
trinomio de segundo grado —yx-{-P‘ Efectuando la divisién y ex-
presando que el resto de primer grado que se obtenga sea nulo in-
dependientemente de los valores de x, hallaremos dos ecuaciones de
condicion M=0 y N =0, que deberan verificarse para unos mismos
valores de y. Hallaremos por consiguiente el m.c. d. deMy N, y la
ecuacion que resulte de igualarle & cero, sera la que se pide.

299. Si las raices de una ecuacion han de ser tales que se pue-
dan agrupar de dos en dos, de modo que el producto de las que for-
man un grupo sea igual & p, esta ecuacion serd evidentemente de
grado par, de la forma

jp*n_j_p vy 4-P x"..N-P2»-2aJ'""+P2n-nI™-1-p2n=0"
y deberan verificarse entre los coeficientes las relaciones
P2,=p”, P2-2— P«+i=pP«-r,

de modo, que la forma general de estas ecuaciones, sera
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Si ahora dividimos todos los términos de esta ecuacion por ar",y
agrupamos los equidistantes de los extremos, se hallara

+ -+ p»= o0
pm
Como todos los binomios en x son de la forma % si hace-

mos ¢(cH—=1/, la incégnita y representard la suma de todos los pa-
X
res de raices cuyo producto es p; de modo, que eliminando x entre
la ecuacion anterior y ™ ecuacion que resulte sera la re-
X

ducida que se busca.
Pero esta eliminacion se puede hacer muy facilmente, calculan-

do los binomios x-\-~, x"™-\-—;, etc., por la formula general
X XN

n +1 / ««*\ / I, ™M—N
+Si=( + + + o =
Conocidos los valores de hallaremos los de x, por la for-
mula
yaz\ " —Ap
-2

deducida de la ecuacion x"-~yx-\-p=0.
Obskrvacion. Las ecuaciones reciprocas no son sino un caso
particular de este que acabamos de resolver.
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LECCION XXXII.

Determinacion de los limites de las raices reales de una ecuaciéon numérica.

HetcrmliInaclosi de los limites do los raices rcolcs do nn» ecuacion
meérica.

300. La resolucién de las ecuaciones numéricas la divideremos
en tres partes: en la primera nos ocuparemos de la investigacion de
de las raices conmensurables tanto enteras como fraccionarias; en la
segunda, de las raices inconmensurables; y en la tercera, de las rai-
ces imaginarias.

Como la resoluciéon numérica de una ecuacidn se reduce & deter-
minar, por medio de sustituciones, los valores de las incégnitas, con-
viene que el nimero de estas sustituciones sea el menor posible; por
cuya razén debemos calcular de antemano dos numeros que com-
prendan 0 todas las raices reales de una ecuacion, que se llaman li-
mites de las raices.

La investigacion de los limites de las raices reales de una ecua-
cion esun problema indeterminado; pues una vez hallados dos nu-
meros que comprendan todas las raices, otros dos niimeros que com-
prendan & los anteriores, lo serdn también. Asi, al hablar de limites
de raices, no se debe decir el limite a de las raices, sino un limite a.
De todos los limites que se hallen, conviene elegir aquellosque com-
prendan el menor nimero de nimeros enteros.
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En la investigacion de los limites de las raices de una ecuacion,
debemos distinguir dos casos, segun se trate de hallar los dosnimeros
que comprendan todas las raices reales tanto positivas como negati-
vas, en cuyo caso estos limites son en general de signos contrarios,
0 bien se trate de hallar los limites de las raices positivas y los de las
negativas. Desde luégo se ve que el primer caso comprende al se-
gundo, pues hallado un limite superior de las raices positivas, y otro
inferior de las negativas, estos dos limites comprenderan todas las
raices reales.

Pasemos, pues, a determinar un limite superior de las raices po-
sitivas de una ecuacidn. Muchas reglas se han dado para determinar
este limite; pero las mas principales son las siguientes:

301. 1 RecLA (del mayor coeflciente negativo). Se obtiene un
limite superior de las raices de una ecuacién reducida & la forma or-
dinaria, agregando una unidad al valor absoluto del mayor coeficiente
negativo.

Para demostrar esta regla, observaremos que si el primer miem-
bro f{x) de una ecuacion/{x)=0, se reduce & una cantidad positi-
va por la sustitucion de un nimero L y por la de todos los niumeros
mayores, este numero L serd un jimite superior de las raices.

Esto supuesto, sea una ecuacion reducida a la forma ordinaria

x0=0 [1]
cuyo primer término espositivo, y los restantes pueden ser positi-
vos 6 negativos.

Sea N el valor absoluto del mayor coeficiente negativo. Si supo-
nemos que todos los coeficientes son negativos é iguales en valor
absoluto al mayor de ellos N, hallamos un valor de x que verifique

la relacion

a"— 1

21
este valor reducird evidentemente el primer miembro de la ecuacion
[1] & una cantidad positiva. Ahora bien, esta relacion queda satis-
fecha haciendo 60>1+ N ; porque quitando denominadores,
trasponiendo los términos y sacando x™* factor comun, se halla

1 N]J+N= 6>0.

Luego un limite superior de las raices de la ecuacion f{x)~Qi es
4-f-N; es decir, el mayor coeficiente negativo N tomado positiva-

mente, aumentado de una unidad.
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302. 2®REGLA (de la raiz del mayor coeficiente negativo). Se
oltiene m limite superior de las voices, agregando una unidad & la
raiz del valor ahsohUo del magar coeficiente negativo, cuyo indice es
la diferencia entre el grado de la ecuacion y el exponenle del primer
término negativo.

Sea la ecuacion

— +Q.«"'-"-'zh..xU=0 [2],
cuyo primer término negativo no sea el que sigue al término ", pues
en tal caso esta segunda regla se reduce & la anterior.

Supongamos que el primer término negativo sea— y que
a partir de éste, pueden ser los demas indiferentemente positivos 6
negativos.

Representemos como antes por N el valor absoluto del mayor
coeficiente negativo.

Admitamos también que los términos, & partir del primero nega-
tivo, sean todos negativos, y que lleven por coeficientes nimeros
iguales al mayor N; en cuyo caso, si hallamos el nimero que verifi-
que la relacion

x"'=6 ...-h N oa& o] Noeeme

este numero liara que el primer miembro de la ecuacién [2] sea una
cantidad positiva, y por tanto un limite superior.
Para hallar este limite, quitemos denominadores en la relaciou

anterior, y suponiendo 1, se tendra
XN Ix—1)= 6>»N —1)— N N.
Sacando x" factor comun, se hallara
X"
cuya relacién queda satisfecha, haciendo
X—i""gg"r\\l:[20>0’ 6 4)—N= 0>0;

si hallamos ahora el valor de x que verifique la relacic’m’

(™) )—K=zU0> o, 6 (c—1)«_N = 0> o,

este valor reducira, con mas razon, a una cantidad positiva el pri-
mer miembro de la ecuacién propuesta; pero esta Gltima relacion se

verifica haciendo a:~6>1-h /N ; luego un limite superior délas
Tmo Il
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raices de la ecuacién [2], sera 4 + 1 ~, segln queriamos demos-

303. 3* REGLA (de los grupos). Se obtiene mi limito su-penor
de las raices, descomponiendo el prim.er miembro de la ecuacién en
yolinamios ordenados con relacién a x, que no tengan mas que una
variacion, y gweelpSmm- término de cada una-sea posiivo; se halla
d ndmé&ro que hace que todos estos poUndmios sean positivos, y se ten-
dréa el limite supeHor buscado.

Sea./(a;'l=0 la ecuacién, ~ W ,/,(*), AW, ... varios polmo-
mios ordenados con relacidon & a, que no tienen mas que una vana-
cioti, y que sus primeros términos son todos positivos, y ademas que

se tiene

Segun la regla de Descartes, cada uno de estos polinomios no
puede anularse mas que por un solo valor positivo. Para el valor
1 jo=0, el polindmio es negativo 6 cero; luego hallando un valor de a
que haga positivo & cualquiera de ellos, otro valor mayor también lo
hara, y aquel ndmero que haga positivos & todos, hara positivo tam-
biénal primer miembro/(.r) de la ecuacién propuesta; y como todo
nimero mayor que él también lo hace positivo, este nimero essu li-
mite superior. . . 7

304. 4° REGLA (de Newton) Se halla un limite superior de
las raices de una ecuacion i (~)=-0, determinando un nimero que ha-
ga positivas &4 f (x) y a todas sus derivadas.

En efecto, si hhucc quesean positivas f{x] y todas sus derivadas,
cuaiquier numero h”~k mayor que 7, también hace que /'(&)lo sea;
porque se tiene

f(h~k)=--/{h)~-r /)/E T ip(/)7:2+ ..
ycorao/ (/i),r(/i),r(/i!. == SO" Vor hipotesis positivas,/'(a+A)
también lo serd; luego Aes un limite superior.

305" REGLA (de Bret). Se obtiene un Umita superior de las
raices de una ecuacién, dividiendo cada coeficiente negativo tomado
positivamente, por la suma de los coeficientes positivos que le proce-
den, y agregando una unidad & la mayor de las fracciones “ue re-
sulten.

Sea, para Gjar las ideas, una ecuacién de grado determinado.
tal como
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—Da;*--Er—F=0t

pues lo que de esta ecuacion digamos se podra decir de otra cual-
quiera.

Se tiene evidentemente, para cualquier valor entero, y positi-
vo de n,

+ —[aM1) (iP—i);

0 bien, haciendo x—\ =y, efectuando la multiplicacién y agregando
una unidad & los dos miembros,

Si ahora hacemos esta Irasformacion en lodos los términos posi-
tivos de la ecuacion propuesta, dejando tal como estan los negativos,
hallaremos que dicha ecuacion se podra poner bajo la forma

+B;/ +By| +By]| +Bj/-hB(_
-C —D |

Dando a y un valor positivo cualquiera, los coeficientes de esta
ecuacion que no tienen términos negativos, siempre conservaran un
valor positivo; luego si igualamos & cero los coeficientes que contie-
nen un término negativo y se resuelven las ecuaciones, c! valor ma-
yor de y que los verifiiiue U otro ndmero cualquiera mayor que él,
hard que el primer miembro de ia ecuacién sea una cantidad positi-
va, y por tanto el valor correspondiente de (2=?/-i-1) serd un limi-
te superior. Asi, en la ccuaciun que consideramos so igualaran &
cero los coeficientes de X" de x™ y el lénnino conocido, de modo
~ue se tendran las ecuaciones

A.y+By-C-0, Ai/+By-D=:0, A7/-|-BN~fEy~F=:.0,
de las cuales se reducen los valores

D F
A~ A-hB Y AfB T aiibene

Agregando una unidad a la mayor de estas fracciones, se hallara
el valor de (x=i/-f-1), gqne puesto en la ecuaciéon propuesta, redu-
cira su primer miembro & un ndmero positivo; y como cualquier
namero mayor también lo hace posilivo, dicha fraccién, aumentada
en una unidad, sera el limite.

300. Bailar im Imite inferior de las ratees posUicas de una ecua-
cién f(x)=0.
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1
Si hacemos en la propuesta x ——, y hallamos por cualquiera
y
de las reglas anteriores el limite superior L de las raices de la tras-
\ 1
formada, se tendra de donde r-<—:¢c; luego el limite pe-
y

dido se halla dividiendo la unidad por el limite superior de las rai-
ces de la trasfurmada, que se obtiene reemplazando en la propuesta

\
X por —.

y . - .

307. Si representamos por N el mayor coeficiente de signo con-
trario al del altimo término de la ecuacién /(;c)=0, se tendra
dzN:f;"..=F:U=:0;
1

la trasformada en —, sera

y

/1Nt 1
/m S-):-...J_rN - AU=0;
\y T y*-

de donde se deduce
N 1

- . N .
El mayor coeficiente de esta ecuacion es —; luego el limite supe-
rior, segin la primera regla, sera
N _a+N
u

y por tonto, el limite inferior de las raices positivas de la propuesta,

sera - Asi, se tiene un limite inferior de las raices positivas de

ma ecuacion, dividiendo el ultimo término por la suma aritmetica de
éste y del mayor coeficiente de signo contrario.
3C8. Los limites superior é inferior de las raices negativas, se
hallan trasformando la ecuacion dada en otra cuyas raices sean igua-
les y de signos contrarios; se determinan los limites de las raices po-
sitivas de esta trasformada, y estos limites, tomados con el signo —.
seran los de las raices negativas de la propuesta.
Sea, por ejemplo, hallar los limites de las raices de la ecuacion
120=0
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JSe tiene, para uno de los limites superiores:

Por la regla 1., L=20-}-1=21.
Por la regla 2.7, L=1720-hl=i-
ro. regla 3.“, L=3.

Por la regiu 4., L=2.

Por la regla

Un limite inferior de las raices positivas sera 7, segun la regla
del nimero (307).

Cambiando ahora x en —x se hallard la trasformada

8M—120:-1-20=0.

Un limite superior de las raices positivas de esta, es, segin la
jtrimera y segunda regla, L—13. Por la de los grupos y de Newton,
se halla L=3. Por la de Bret, L=4.

20 B 0o : luego dos limites
20-H12 32 8’ °
de las raices positivas, son 2 y f; y dos de las raices negativas, son
— 3y —=, Por consiguiente, dos limites de las raices, seran 2

y-3.

Un limite inferior, es L =

LECCION XXXIII.

Método para la determinacion de las raices enteras, y aVirei-iacionesdeque es susceptible.
Invi-stiga-iou délas raices fraccionarias.

SUétodo par» la dottirminacloi» «le In« rai *cs enteros, y abreviaciones do
que es susceptible.

309. Como las raices de una ecuacion numerica no se pueden
calcular siempre por medio de una formula algebraiiia, en la cual
estén consignadas las operaciones necesarias y suQcientes que hay
gue ejecutar para obtener cada uno de los valores de la iiicégnita,
fino que hay que determinarlos por medio de tanteos, sustituyendo
nameros y viendo cuales satisfacen 5 la ecuacién y cuales no, convie-
ne, para que el nimero de sustituciones sea el menor posible, hallar
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caractéres & que debe satisfacer un nimero cualquiera para que sea
6 no raiz de una ecuacion dada.

De estos caracteres, unos indican desde luego los nameros que
no pueden ser raicesy que por tanto no deben someterse a mas
pruebas, por lo cual se les llama caracteres de e rclusion\ y otros ma-
nifiestan por calculos mas sencillos que los de sustitucion, qué nu-
meros son raices de una ecuacion dada.

310. Caractékes de EXCLUSION. Un numero entero cualquie-
ra a, no puede ser raiz de laecwicion F(.ib)=:u, si disminuido algebrui-
camente en una unidad, no divide & F(I). -

En efecto, sia fuera raiz de la ecuacion F(a:)==0, su primer miem-
bro seria divisible por x —a; y llamando al cociente, que seria
un polinomio de coeficientes enteros, se tendria la igualdad
F(¢r)=—(a—x)<™(x), que se converliria, sustituyendo x por 1, en
F(a?)=—[a—1)9(1); y como ©(l)es un namero entero, la divisién
de F(I)por a—1 seria exacta, lo cual es contra el supuesto; luego a
no puede ser raiz de la ecuacién dada.

Del mismo modo se demostraria, que un numero entero cualquie-
ra a no puede ser 7'aiz de la ecuacion F(x)=0, si aumentado alge~
hraicainente en una unidad, no divi le exactamente a F(—1).

Observacion. Se ha demostrado que si rtg=l no divide aF (£1),
a no puede ser raiz de la ecuacion ['{x)=0; pero no se vaya & creer
que si lo seréa en el coso de que la division fuera exacto; porque po-
dra suceder que cumpla con esta condicion, y sin embargo a no sea
raiz de la ecuacion.

811 Caracteres be las raices enteras de Una ecitacion.
Toda raiz entera de una ecuacion F{x)=0 de coeficientes enteros, di-
vide al Gltimo término; al coeficiente de x, aumentado del cociente
de laprimera division; al co'ficienie de x® aumentado del cociente d?
la segunda; y asi sucesivamente, hasta dividir al coeficiente de
aumentado del cociente de la m—21 division. Tiste Ultimo cociente,
aumeyitado dal coeficiente del primer término, es igual d cero.

Y reciprocamente, lod) nd?iero que satisface & todas las anteiio—
res condiciones, es i'aiz de la ecuacién dada.

En efecto, siendo a una raiz de la ecuacion*

* Kn toda esta Leccion supondremos quo son enteros los coeficientes de la
ecuacion duda.
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su primer miembro sera divisible por x-d\ de modo, que represen
tando el cociente por

ten
dremos n
F(a;)— (a;— a)(Boac™-*-{-B,a!"™ =+...-1-Bm _23;-hB;.-1),
0 efectuando la multiplicacién indicada,
x ---Bm—1®
Identificando ahora las dos expresiones anteriores de F(ic),
hallaremos de donde
A ,,_i: _Bm_n«+Bl _i
Am-2=---B,, 3<7-4-Bm-2 T . -B..3 [2]"
A—B
=—BMa +B, , -B.
A, = B2 . a- b=o

La primera igualdad de la segunda série manifiesta, P~r ser
B._i una cantidad entera, que el Gltimo término aA,. es divisible
por la raiz a de la ecuacién; la suma del cociente —B., i, con el
coeficiente de a;, es también divisible por a, y da el cociente
entero ~B,,_2como lo indica la segunda igualdad, y asi sucesiva-
mente; el Ultimo cociente— aumentado dol primer coeficiente
A, da c! resultado cero, como lo indica la ultima igualdad; con lo
cual queda demostrado el teorema.

Tara probar la reciproca, es decir, que cm\gx.mr mmero entero a
gm cumple con todas las condiciones nnleriores, es rah de la cuacion,
no hay mas que eliminar las cantidades B", entre las ecua-
ciones que son las que expresan estas condiciones.

Para hacer esta eliminacién, mulliplicarcmos la primera ecua-
cién por a, la segunda por la tercera por a\ etc.; las dos UGltimas
las multiplicaremos por cr. Sumaremos los productos, y hallaremos
la igualdad B .

A, -I-Am-ifl4-A». 2a™+-"-HAa"'-"+Aort"'=0,

que viene a demostrar, que si a cumple con las condiciones expre-
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sadas por las ecuaciones [2], a es raiz de la ecuacidn [lJ, segin que-
riamos demostrar.

312 Las igualdades [2] prueban ademas, que los cocientes suce-
sivos que se hallan dividiendo por a el dltimo término; la suma de
agregar al cociente que se halle el coeficiente de la de este se-
gundo cociente con el coeficiente de a?-, etc., tomados con signos
contrarios, son precisamente los coeficientes sucesivos de los diferen-
tes términos del cociente de dividir F(x) por el binomio x —a\ de
manera, que al someter el nimero entero a a las condiciones & que
debe satisfacer para que sea raiz de la ecuacion dada, no solamente
hallamos si es é no raiz, sino que también, en caso de serlo, encon-
tramos el cociente de dividir el primer mierabro de la ecuacién pro-
puesta por el factor correspondiente x —a\ quedando reducida la
ecuacién, por este medio, & otra de grado inferior.

De lo dicho anteriormente se deduce la regla practica si-
guiente:

313. Pam calcular las raices conmensurables enteras® tanto 'po-
sitivas como negativas, de una ecuacidn, seprincipia por despojarla
de todas las raices iguales d -+-1y — 1.

Después se hallan, por cualquiera de las reglas explicadas en la
Leccion anterior, dos limites que comprendan todas las raices reales
de la ecuacién que resulte; seformaran los divisores simples y com-
puestos del ultimo término, de los cuales s6lo se tendran en cuenta
aquellos que se hallen comprendidos entre dichos limites.

En seguida se sustituird sucesivamente x por -f-1 y —1 en el
primer miembro de la ecuacion, y hallaremos dos nameros, que re-
presentarernos por P (1)?/P (—1). Obtenidos estos dos n'Umeros, se
vera qué factores de los comprendidos entre los limites, disminuidos
algebraicamente en una unidad, dividen &4 F (1), y los que no le di-
vidan se desecharan. De los que queden se despreciaran todos aque-
llos que, aumentados algebraicamente en una unidad, no dividan a
F{—1); y de este modo habremos limitado de una manera conside-
rable el nimero defactores que hemos de sometera las pruebas ulte-
riores, para saber cudles son raices de la ecuacién.

Hecho esto, se pasa d ver qué nimeros de estos son definitivamente
raices de la ecuacion dada, y para ello se les somete, en 6rden de
magnitud principiando por los més sencillos, & las coridiciones que
marcan las igualdades [*2], para lo que se dividira el altimo térmi-
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Jiopor elfactor que se ensaya a; al cociente se le agrega, con el signo
"tue tenga, el coeficiente de x, y la suma algebraica ha de ser divisible
por aj al nuevo cociente que resulta se le agrega el coeficiente de x“, y
jasuma ha de ser también divisible por a, y as%se continua hasta lle-
gar & wn ultimo cociente, que sumado con el coeficiente del primer
término, dé un resultado cero, en cuyo caso a es raiz de la ecuacién-
pero no lo sera si falta alguna de estas condiciones, y enténces debe
desecharse.

314. Como una vez hallada una raiz debemos dividir la ecuacion
propuesta por el factor bindmio correspondiente, conviene, en la
proclLica, hacer uso de lo que anteriormente hemos dicho ,312); asi,
principiaremos por escribir en una linea horizontal los coeGcientes
de la ecuacién con los signos que tengan, cuidando de reemplazar
por cero los de ios términos que falten.

De modo, que considerando la ecuacién [1], se tendra la serie

[in eH - A, i A

Sea a uno de los divisores del Gltimo término que hemos de so-
meter hla prueba, y supongamos que es raiz, en cuyo caso el,primer
miembro de la ecuacién sera divisible por x—a. Asi, si rcpresetita-
mos por B,, j, B,,_a,... B, B, A" los cocientes sucesivos hallados
segln las ecuaciones [2], pero cambiados de signo, la ecuacién pri-
vada de la raiz a, 6 sei el cociente de dividir F {x) por x—o, sera

la cual podremos someter & las mismas pruebas que la ecuacién
propuesta, ya sea para ver si todavia la raiz a la satisface, ya para
ensayar otro de los factores b.

De modo, que ensayando también el factor b, y luégo el c, d,
etc., y suponiendo que todos ellos vayan siendo raices, iremos ha-
llando sucesivamente las séries de coeficientes que indica el siguien-
te cuadro, coeficientes que corresponderan a las ecuaciones que re-
sulten de dividir sucesivamente por ios factores x—a, x —b, etc., el
primer miembro_/‘(x) de la ecuacion dada.

AO+A -1-"3+Ar +e--|-A,,_I-)-A,,

o

Ay-t-C,-i-.
Ao-h- c
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La ecuacion privada de las raices a, 6, o, serd, siguiendo la mis-
raa marcha,

Tal es el procedimiento que debe seguirse para hallar las raice»
enteras de una ecuacién; y para que se comprenda mejor lo aplica-
t remos & varios ejemplos.

Ejeiipj® i. Hallar las raices enteras de la ecuacion
= pji_27 ib—U®+120=0.
La trasformada en — sera
y(_«) 27«*4-112 0 =0.

Segun la regla de Descartes, puede tener la ecuacién propuesta do»
raices positivas y dos negativas. — N
Dn limite superior de las raices de esta ecuacidn, es (S02) I-rVzi, o
lo que 03 lo mismo. 7; segln la misma regla, uu liimte interior, s*ra /.
Los divisores del altimo termino comprendidos entre j y -7, aon 1,
2, 3, 4,5y 0; los cuales deberemos tomarlos primero con el signo -d y lue-

go con el —
Los resultados de sustituir #por 4-1y — 1, son n
/(1)=80, /(-i:=108;

v como 4—1=3 no divide & 80, se debe dosecbnr el 4; del mismo modo de-
beremos desechar los mimosos - 2y - 5, que tampoco pueden ser raices;
nues-2-1=--3nodivileA 8, ni -5 -1= -0 tampoco lo dmde;
asimismo se debe desechar el nimero G pues 6+ 1= 7 no divide a 108.
Luego los nmueros que se deberan someter & las pruebas finales L3J, son

—3.—42,3y5. . e i i e e |
Esto supugsto, dispondremos la operacion bel modo siguiente;
1+0—27—14+120

+X_ L«+ 40 -3
+ 1—7+ 10 _4
+ 1- 5 2

+ 1 5

El cuadro anterior se ha formado escribiendo primero los coeficientes
do la ecuacién dada: los ni;neros de la segunda linea son los cocientes
cambiados de signo que dan hw ecuacieues [2], cuando se eusaya el
ndmero — 3 que tiene & su dereclia, cuyos eocieutes se calculan Ui-
ciendo: N

120 dividido por—3, da-40; y cambiando el signo, +40; —4n-14=-04.
-51 dividido por-3, da+18; y cambiando el signo,-18; +~8-27- 9
— 9 dividido por—3, da i- 3; y cambiando el sigLO, — 3;+ 3+ U-+ d.

3 dividido por-3, da- 1;y cambiauclo el signo, + 1;luego 3 es raiz.

Del mismo modo se calculan todos los demas, y se halla que las raicea
de la ecuacion propuesta, son—3,—1 2y 5. i i n«,.

Ejemplo Il. Sea Inecuacion cuyas raices enteras hemos de hallar
y-(_g)=a,8_4aji_-25« +iida;*+ 10S»—144=0.
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Desde luego seve, que 1 es raiz de esta ecuacién; de modo, que divi-
diendo por ®—l, se hallara la nueva ecuacion

3a;"-28®-+-36iB+1"+l=0.
La trasforiuada en —ic sera
. 28a*—363;+1d4=0.

Por la regla de Newton se halla, que 6 es la mayor raiz positiva ente-
ra, y —4la menor negativa; de modo, que dividiendo el primer miembro
por (—6)(Ec+ ') =*“—2a—24, hallaremos el cociente »*—a?4-6, queigua-
lado a coro, da las otras dos raices 3y —2; luego las cuatro raices se-
ran —4, —2. 1,3y 6.

Ejemplo I11. Sea la ecuacion -
/ (r)=x*—4Sa;"-h375x*+4700x+7500=0.
La trasformada en —tg es a*H-48a*+37ija*—4700j?4-7500=0.

Un limite superior de la primera es (301) 49,y un limite superior de la
segunda es, segin el método de los grupos, 7; luego los limites son
—7y 49,

Los divisores del Gltimo término cojuprendidos entre los limites, son
- 6,—5 —4,—3 —2,—1,1 2 3 4,5, 6 10, 12,15, 20. 25, 30.

De estos factores deberemos excluir—G, —4, 6,12, 15y 20, porque dis-
minuidos en una unidad, no dividen &/ (1)=12528; y ademéas dehemos ex-
cluir los factores 2. 4. 5y I(*, porque aumentados en una unidad, no divi-
den &/ (—1)=3224. Luego lI0Sfactores que debemos someter & la prueba
final, son —5, —3, —2, 3, 25y 30.

Escribamos, por lo tanto, los coeficioutes de/(aj), y tendremos lo mis-
mo que en el ejemplo piimero, el cuadro

1-484-375+4700+7500

+ |— 53+ 640+150U —5—
+ 500 —3

+ 1— 55+ 750 —2-
— 05—250 3

+ 1— 30 25—

+ ] so-

que expresa que los numeros—5, —2, 25y 30, son las raices enteras de
la ecuacion dada.

Ejemplo. IV. Sea, por Gltimo, la ecuacién

/+(a:)=i«-7Ei*+4a;'+56a;*—803;*+112a:+192=0,
de donde
/ (—®)=a.«+7a-*+4a,*-56aj»—80a:*+1123a; + 192=0.

Dos limites de las raices son —6y 7. Los factores del Gltimo término
comprendidos entre estos limites, son —4, —3, —2,—1, 1, 2, 3, 4 y 6. De
estos se separan, por la regla de exclusion, los factores —4, —3y 6; d®
modo, que los nimeros que someteremos a la prueba, son —2, 2, 3y 4.

Hagamos esto, y hallaremos
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1—7+4-h 56—80-112+192
~N19n 22 fl2—104+ 96
+1~ 7+ 8+ 28— 48
+ i 4— 4+ 16
+ 1— 0— 4
Los numeros —2, 2, 3y 4, son raices de la ecuacion propuesta; y la que
resalta de dividir por los factores eorrespondientes & estas raices, sera
a*—4=0, de donde » == 2;
luego las raices seran dos iguales & —2, dos iguales 4 2, 3y 4.

luvestlgacion de las raices fiacclowarlas.

315. Para que un namero fraccionario - sea 'raiz de una ecua

don aigehraica de coeficientes enteros, es necesario que el numerador a
sea un divisor del Gltimo término, y el denominador b, lo sea delpn-

mer coeficiente.
En efecto, sea

Ag™ r+e o] ja-hAm—O0,

una ecuacion algebraica de coeficientes enteros. Supongamos que la

fraccion irreducible j sea una rair de esta ecuacidon, de modo que

se deberéa tener

n-i
[1e
Si ahora multiplicamos esta igualdad por 6~ ', se podrd poner
bajo la forma
= —(A 'mi-hAja™-~+ -+ "Mi

y como el segundo miembro es una cantidad entera, el primero tam-
bién lo sera; pero b es primo con a, y por tanto con a™; luego itie
ne que dividir al primer coeficiente A", que es lo primero que debia-
mos demostrar.

Multiplicando ahora la igualdad [1] por i"", y dividiendo después

por a, bailaremos n

El primer miembro de esta igualdad es entero; luego el segundo
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también lo sera: pero a es primo con i)"; luego a dividird necesaria-
mente al ultimo término A,,,, segun queriamos demostrar.

Consecuencia. Una ecuacion algebraica de coeficientes enteros
reducida d la forma ordinaria, no puede tener raices fracciona-
rias.

En efecto, el denominador de una raiz fraccionaria cualquiera»
debe dividir al primer coefidente; y como éste es la unidad, dicho
denominador no puede ser otro que 1. Por consiguiente, la raiz es
entera; luego todas las raices conmensurables son, en este caso, nu-
meros enteros.

La investigacion de las raices fraccionarias de una ecuacion que-
da reducida, segun el teorema anterior, a la délas raices enteras. En
efecto, sea la ecuacion

. -H &, i A, =0,
cuyas raices conmensurables podran ser tonto enteras como fraccio-
narias.

Si dividimos esta ecuacion por su primer coeficiente A,,, y des-
pués la trasformamos en otra de coeficientes enteros, siendo el pri-
mero Igual & la unideid (200), tendremos una ecuacion de la forma

y' n ... +PH =0»
cuyas raices conmensurables seran todas enteras. Ahora bien, para

llegar & esta ecuacién, habremos tenido que hacer x = \fé; luego di-

vidiendo todas sus ralees conmet:surables por el numero k, tendre-
mos tanto las raices enteras como fraccionarias de la ecuacion pro-

puesta.
Ejempl'~ Hanarlas raices enteras y fraccionarias de la ecuacion
S6.." —108x"—223/ QOB+ S2lic®—712»'—323:4-160=0.

Como e-itaecuactoa no e™ta reiucilaala forma ordinaria, y todos
«113 coeficientes no son divisibles por el primero, podra tener raices con-
ftiensurables fraccionarias; mas para deteriniiiarlas, principiaremos por re»
ducirla a la forma ordinaria, y trasformandola despue.3en otra de la mis-
ma forma, pero de coeficientes enteros, para lo cual nos valdremos do la
relacion y = 6r, hallaremos la ecuacion

21—18/—223 «+ 30000/ + IItiC') 13— 153792?/—A41472y + 12441C0=0,
cuyas raices conmensurables son todas enteras.

Aplicadndole el procedimiento para hallar las rmees positivas, veremos,
«egun el siguiente cuadro,
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1—18—223+ 3600+11661-153792— 41472+1211160
-21780 -39960-- 68256—290304 —622080 2
—1408 —621 +9793-124116 —414720 8
—14 —279 + 2484 +21600 —67392 —311010 4—
+1 —9 —324 +864 +25920 +62208 5—
-3648 -6912 9
+1 +3 —288 —2592 5184 12—
que ios nimeros 4, 5y 12 son raices de esta ecuacion trasformada, y la que
résulta de dividir por los factores correspondientes, es
y*+3i/3—288?*—25922/—5181=0.

Si aplicamos & ésta el procedimiento, para hallar las raices conmensu-
rables negativas, encontraremos para valores de y los nimeros—3y —12;
y la ecuacion que resulta de ]?rivar ii la anterior de estas raices, sera

i+ 122/-144=0;
que resuelta por el método ordinario, da las dos restantes 6 £ 6v/0.

Halladas estasraices, las de la ecuacion propuesta seran, segin lare-

lacién 2/=6i

1
Bl -YZ--V '3,l+/\5,y

4 n

LECCION XXXI1V.

Teorema do Sturm y sus aplicaciones.—Casos en gao la ecuacién tiene raices igrnales.

Teorema de iiturm y «ms oplicacloucs»

316. Para calcular con un cierto grado de aproximacion las
raices inconmensurables de una ecuacidn algebraica, conviene hacer,
primero la separacién, que consiste en hallar pares de ndmeros que
s6lo comprendan una raiz; y aun cuando esto se puede liacer facil-
mente en algunas ecuaciones, en otras'no se puede saber directa-
mente, si la separacion de las raices estd hecha; en cuyo caso hay
que recurrir al teorema de Slurm, que tiene por objeto hallar el nd-
mero de raices reales de una ecuaciéon que hay comprendidas entre
dos nimeros cualesquiera a'y  El enunciado de! teorema es el si-
guiente:
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317. Si se aplica al primer mienibro de una ecuacién de coefi-
cientes reales f(x)=0, y d su derivada i*{x), el procedimiento del
m. c. d. * con la condicion de cambiar los signos d los restos dntes de
pasar a ser divisores en la operacion siguiente, y ios polinémios que
remiten, llamados funciones de Stuem, (Que representaremos por
f(x), "(x), X™, Xj, Xj, ... X, los escribimos en una linea horizon-
tal; después sustituimos en ellos el nimero «, anotamos la serie de
signos que dan los resultados, y contamos las variaciones que esta
presenta; sustituimos luego el nimero p, y contamos también el nume-
ro de variaciones que presenta la nueva serie de signos, la diferencia
de los dos nimeros de variaciones serd precisamente igual al numero
de raices reales de la ecuaciéon dada, comprendidas entre aty

En efecto, scon, como hemos indicado, X,, X* X-, ...X,-, los
restos de signos cambiados que se obtienen aplicando el procedi-
miento del m. c. d. & los dos polinomios f{x) y Entre estas
funciones se verificaran las igualdades

r{x)=x, Q, -X,
X. =X. Q, -X,

X m—j— X.,i Qii — Xii+i

X~ «—x)-j 0,-1—x -.

Estas funciones de Slurm satisfacen 4 ciertas condiciones, que
para la demostracion del teorema necesitamos conocer, y que se de-
ducen inmcdiatamenlc de la hipdtesis de no tener raices jguales la
ecuacion propuesta /(.r)—0.

Todas las 1 funciones intermedios ~(x), X,, X%, ...X,-_i son
dependientes de\; la idtima X ,., es un numero. En efecto, los restos
que en el procedimiento del m. c. d. aplicado hf{x) yf*{a:) se obtie-
nen, son todos dependientes de a; el Gltimo es un nimero 6 cero:
cero no puede ser, porque entonces la ecuacién propuesta tendria

raices iguales, lo que es contra el supuesto; luego tiene que ser un
namero.

*

Si para hacer que los coeficientes sean enteros niuUlpliearr.os los divi-
dendos por factores convenientes, cuidaremos que éstos sean posilivus, para
gue no vengan alterados los signos de los restos.
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2. “ Para un mismo valor de x r.0 se ptieden reducir d cero dos
funciones consecutivas. Porque si suponemos que X,i_i y X» se re-
ducen a cero pnra un cierto valor a de x, este mismo valor armlaria
a4 X,+i; reduciéndose & cero X. y X,+,, se anularia también X,+2, y
asi sucesivamente veriamos que se anulaban todas las restaiites, in-
clusa Xr, lo que es imposible, segin hemos visto anteriormente,
pues Xr es un ndmero gue Nno es Cero.

3. N Si una funcion intermedia cualquiera Xn se anula para un
cierto valor de x, las dos funciones que la comprenden Xn_i y Xn+i son
iguales y de signos contrarios. Asi lo demuestra la igualdad X~ _i =
XnQrt—X, +i, pues si suponemos Xn — 0, como Q,j es finito para el
mismo valor dea;, se tendtd X, _i = — X, +i.

Esto supuesto, demos & x el valor «, en cada una de las fun-
ciones de Slurm, y escribamos en una linea horizontal los signos de
los resultados, lo cual constituira una série que presentero cierto ni-
mero de variaciones y otro de permanencias. Si ahora hacemos va-
riar & X por la ley de continuidad, a partir del valor a, la série de
signos no cambiara mientras no cambie el de alguna de las funcio-
nes; mas para que esto suceda, es menester que Onles pase, por
cero.

Dos casos deberemos considerar: que para un cierto valor de x
se anule una cualquiera de las funciones intermedias, sin anularse
f{x), 6 que se anule f(x), pudiéndose anular al mismo tiempo cual-
quiera de las demas.

P iivier caso. S1 paraun cierto valor de « se reduce alguna dy
lasfunciones intermedias d cero® el numero de vacaciones que pre~
senta, la serie de signos no cambia.

Sea X, la funcion que se anula para el valor x~a", y segin he-
mos visto anteriormente, las funciones X, i y X,+i son, para este
valor de c, iguales en valor numérico, pero de signos contrarios.

Demos a x los dos valores A = siendo Alna can-
tidad suficientemente pequefia para que entre a'— A ya'-hAiio haya
comprendida ninguna raiz de las ecuaciones X, _i= 0y X,+i=:0,de

modo que los signos de estas funciones no cambien en el intervalo
dex —d—Ay x=a'-\-hi, mas para x~a', X,,seanula, y X, iy X,+i
son de signos contrarios; luego también lo seran para los valores
x=a'~h y a;=f/-]-A; y por tanto, las tres funciones X, _i, X, y X«+,
presentaran una permanencia y una variacion, 6 una variaciou y una
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permanencia; es decir, que entre ellas habra una variaciéon cuando
demos & ic el valor pero esta variacién existe también siendo

y luego el nimero de variaciones que presenta la
séne de signos de las funciones de Sturm, no cambia, aunque pase
por cero 6 cambie de signo cualquiera de las funciones intermedias.

Segundo oaso. Bi-pwea mi cierto valor de x laprimerafuncién
se reduce d cero, el nimero de variaciones que presenta la serie de
signos, dpartir de este valor, viene disminuido en una unidad.

Sea a una raiz de la ecuacion/(»}==0, y k una cantidad tan pe-
quefia cuanto sea necesario para que entre a—h y a|~/; no haya
comprendida ninguna raiz de la ecuacién y por tanto
fMa h), f\a)y son siempre de un mismo signo.

Esto supuesto, dando a a; el valor a—h, se halla

y como se puede hacer a h tan pequefia como queramos, el signo de
la cantidad que hay dentro de los corchetes dependera del que tenga
su primer término f\a)\ y como éste viene multiplicado por__h, el
resultado, 6 sea f[a—K), tendréa signo contrario que f{a)\ y como
y/'((i—/0 son de un mismo signo, f{a—h) y seran de
signos contrarios.
Si ahora cambiamos —h en -\-h, se tendra

f {or~h)=h [A\a)-"~f"{a) 1+ /" («) ¢

loque prueba, que f{a-\-h) tiene el mismo signo que/”~(a); y como

f{a) yf (fl+A) tienen el mismo signo, /{a-"h) y f ’'(a~\rh) también

serdn de un mismo signo; luego podremos formar con los signos de
y /™(™). el cuadro siguiente:

f{x) =>{x) /™)
'x=a—T7i, -o- — _ L
Para o} — 0 bien 0 -|-
( x=a-\~h, — — -

De manera que, segin vemos, para valores infinitamente proxi-
mos pero inferiores & aquel que anula & f{x), las funciones fIx) y
f’{x) son de signos contrarios, 6 lo que es lo mismo, presentan una
variacion, y ésta se cambia en permanencia para valores inmediata-,
mente superiores.

Toro . iy
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La variacion que habia entre la primeray segunda funcién, se
ha perdido en el transito de w=a-~fi & luego hay una va-
riacion ménos en la série de los signos cuando o; pasa por una raiz
de /'(~)=0, y solamente se pierde en este caso; pues ya hemos visto
gue en nada se altera el ndmero de estas variaciones; cuando es una
cualquiera de las intermedias la que se anula. Por el cambio de sig-
nos de éstas, solo se altera el 6rden; mientras que por cada cambio
de signo de la primera, desaparece una variacion.

Si habiendo pasado a: por una raiz de la ecuacién, y habiéndose
flor consiguiente perdido una variacion de las que forma la série
de los signos, suponemos que ~ continGia creciendo, cuantas veces
pase por un valor que anule a tantas veces hara fu""
cion Lmbie designo, y otras tantas variaciones habra
rie; de modo, que se podra contar el numero de raices porque ha
pasado en el transito de « & ?, por el nUmero de vanaciones de mé
nos que resulten de la sustitucién de p en las funciones de Sturm,

respecto de las que habia al hacer n .
Observacion. Podrd suceder que una 6 vanas de las funciones
intermedias f (*), X, X, ... X._i, se reduzcan & cero para 0]

en cuyo caso se consideraran las variaciones que presenten
los signos de las funciones restantes que no se anulen; porque ya
hemos visto, que si una funcion cualquiera X, se reduce & cero ha-
ciendo si sustituimos en vez de & cantidades que difieran po-
co de, las tres funciones consecutivas X, _i, y presentan
siempre una variacién y una permanencia; de modo, que aun cuan

do X, desaparezca, siempre habra entre X,,_t y X, +i una variacion,
lo mismo que cuando Xn no es cero. *

318. Cuando una de lasfunciones intermed%as Xn iio cambia de
signo dando & x vaUrss com frendidos entre ay P, el nimero de rai-
ces reales de la eeuaeim que estos nimeros comprenden  rgnal a la
difermeia de los nUmeros de variaciones que presentan los signos de
lasfwmiones de Sturm, contados desde la prrmera hasta la que se
supone que no cambia de signo, o\ yr\v y la

En efecto, aplicando & las funciones X«, la
demostracion anterior, hallaremos que siendo siempre X,, de un mis-
mo signo, podremos descomponer la série de variaciones en dos
grupos: uno las formadas por las primeras funciones hasta X,,, y
otro las que se obtienen desde la X, hasta la ultima X,. Ahora bien.
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/En la série de valores que recibe & desde a hasta p, suceda lo que
quiera & las funciones X~+i, X"+g, ... X , siempre daran el mis-
mo numero de variaciones, y ninguna podra pasar al que correspon-
de al primer grupo, porque X,i no cambia de signo. En cuanto a los
qgue presentan los signos de f{x), f (x), ... X,,, van arreglandose de
modo que por cada valor dex que anule & f{x), se pierde una varia-
cién; luego la diferencia entre los niUmeros de variaciones que pre-
sentan todas las funciones por la sustitucién sucesiva de a y p en vez
dea;, esla misma que la de los nameros de las que presentan las
funciones desde la primera hasta la X,,; y por tanto, en la préctica
prescindiremos de las restantes, a partir de la X,,.

31S. Se podrian formar las funciones de Sturm, considerando
por segunda funcion, no la derivada de la primera, como se ha su-
puesto, sino un polindmio cualquiera, siempre que cumpla con dos
condiciones: primera, ser primo con f{x); segunda, adquirir para
valores de x inmediatamente inferiores a aquellos que anulan & f(x)
signo contrario del que tiene esta funcién. En efecto, con un polino-
mio de estas condiciones y con el. primer miembro de la ecuacién
dada, podremos formar las restantes funciones de Sturm, que goza-
ran de las mismas propiedades, como probariamos de la misma ma-
nera que se hizo anteriormente.

320. Por el teorema de Sturm podremos hallar el namero de
raices reales que tiene una ecuacién. En efecto, si en vez de dos nu-
meros cualesquiera «y p, sustituimos dos limites de las raices
1 y — L~ la diferencia de los nimeros de variaciones que presenten
las dos séries de signos, sera igual al nimero de raices reales.

Pero si recordamos que una funcién algebraica conserva el mis-
mo signo que su primer término para valores de & que pasan de cier-
to limite L, deduciremos que para hallar las raices reales positivas
de um ecuacion, se cuenta las W7laoiones que presentan los signos de
sus altimos términos, que es lo que se obtiene Imciendo x—0; después
se resta de este nimei'o el de las variaciones que presentan los prime-
ros términos, y se tendran las raices positivas.

Las negativas se hallaran por la misma regla, cambiando antes
X en— ¢»en las funciones de Sturm.

321. Por medio del teorema de Sturm se pueden hallar las con-
diciones 6 que deben satisfacer los coeficientes de una ecuacién para
que todas sus ralees sean reales; lo cual se consigue estableciendo las
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necesarias para que de a;=— & a:"U 'a série f{x), f\x), X, etcé-

tera pierda un numero de variaciones igual al grado de la ecuacion.

Ahora bien, para que la série de los signos que dan las funcio-
nes pueda perder m variaciones, es necesario que haya por lo mé-
nos w- porque mal podrian perderse m variaciones, si la série no Uc-
ease Hener este nimero. Esto exige que el nimero de funciones sea
por lo ménos m +1 ; y como la primera es del grado m, y cada una
es de un grado menor que la anterior por lo ménos en una unidad,
el mayor nimero de estas funciones sera m+'l; luego f{x), f’ixjy
X X, X han de ser en nimero m+1 ?y R®' tanto sus grados se-
Tan los nimeros respectivos m, m—1. m—2,...2, 1» 0- B

Esto supuesto, sea la ecuacidn reducida & )a forma ordinaria

Como & partir de un cierto limite, un polindmio conserva siempre ei
mismo signo que su primer término, sélo tendremos en cuenta los
primeros términos de las funciones de Sturm. n

El primer término de f{x), sera el de/'(), sera en
cuanto a los primeros términos de los demas polinomios X,, X.,..,
serén fanciones de los coeficientes P, P,, P-, etc., las cuales se ob-
tendran por las divisiones sucesivas, segin el proced.rmento de
m. c¢. d. Hepresentemos estas funciones porZ , , / , , y escrioa
mos ordenadamente los m+1 términos

La cuestién queda, pues, reducida & buscar las condiciones suficien-

tes para que la série de los signos que presentan estos términos,
pierLn m variaciones en el intérvalo de « = - L'

a x-U para lo
cual se necesita que la sustitucion de x por-L' no presen ¢ mas
que variaciones, y haciendo ai=L, todos estos términos no tengan
L s que permanencias. Pero como los grados de estos términos vate
disminuyendo, segin hemos visto, de unidad en unidad, se sigue
une si para x = h la série no presenta mas que permanencias, la sus-
titucién de X por - y no presentara mas que variaciones; luego las
condiciones que se buscan quedan reducidas & las que son necesa-
rias para que esta serie no presente mas que términos posit”os,
es decir, & establecer que se verifiquen las desigualdades /> r
nn 2 27'Mto*'por ejemplo, hallar las condiciones necesarias para
gue la ecuacién ai»-hQa:-1-R=0, tenga sus tres raices reales.



DB STUBM. 251

Calculemos las funciones de Sturm, y se hallara
x,= —2Q:p—3R,
4Q3—27R2.

Por tanto, las condiciones de realidad, serén

—2Q>0 y —4Q3-27R2>0.

Cambiando los signos y observando que la primera condicion esta
implicitamente comprendida en la segunda, tendremos que la condi-
cion que debe verificarse entre los coeficientes de la ecuacion dada
para que tenga sus raices reales, sera

4Q'+27R"-<0.

Caso eu que la ccnaclou tiene ralees Ig”ualcs.

323. El teorema de Sturm, tal como lo hemos demostrado, sélo
os aplicable & ecuaciones cuyas raices sean todas diferentes; sin em-
bargo, se puede demostrar que es igualmente cierto, aun en el caso
de que la ecuacion tenga raices iguales.

Sea la ecuacidn que contiene raices iguales

f{x)—[x—a)"{x—"1 dy...[x—Kk) [x—¢)=0.

Aplicando el procedimiento expuesto en el caso anterior, j)ara
hallar las funciones X,, X”,... hallaremos el divisor exacto Xr fun-
cion de X, que sera el m.c. d. de f{x) y f (¢r); de modo, que divi-
diendo por él las funciones de Sturm, y llamando & los cocientes

fi iN>Ti W» e tendremos:

fi o (fe—A) {x—1)

ft (, Tl«(*="){"—0) .. {p—)"p{x~a) (@—c) ... (c—

/ twW —a) (a—n]... {x—D~{-[x—a) {x~ «i)... {x—h)
X'r= \.

N Xt M~ x/
Sea a una raiz real de laecuacion/(a:)—0; hagamos
H— [x—h) {x—C) ... (t—I)
H— —c¢).. x—=")|-... 4-{x—Db)... (@—A),
y se tendra
fi@—@—a) H, f\ (&)=nHH-(a—a)ii"

Las funciones/j (x), f\ (a:), H y H,, tienen sus coeficientes rea-
les. Esto supuesto, se ve que variando x, podemos hacer que se apro-
xime & valer a cuanto queramos;y por tanto, pudiendo ser x— a tan

oco diferente de cero como se quiera, el signo de f \ {x) podremos



262 TEOREMA DE STURM.

hacerle depender del que tenga H, cuyo signo es evidentemente con-
trario al que tiene ™ (ic), cuando & es inmediatamente inferior al
valor a; luegof\ (&) es un polinomio primo con/ (ar), y ademas ad--
quiere signo contrario al que tiene (&) para valores de x inmedia-
tamente inferiores a las raices reales de la ecuacion; por tanto, si
aplicamos a/(a;) yf\ (x) el procedimiento para hallar las funciones
de Sturm, las que hallemos, que no seran otras que los cocientes de
dividir por Xr cada una de las funciones X*, X”, ... gozaran de las
propiedades que ya sabemos, y daran, lo mismo que en el caso
anterior, las raices reales que hay comprendidas entre dos nimeros
dadosayp (319). Ahora bien, ios cocientes de dividir /(x),/'(x%
X,, X, ... por X,., tendran los mismos signos que estas funciones”™ 6
signos contrarios, segin que X~ sea positivo 6 negativo; luego las mis-
mas variaciones que presente la série de estos cocientes, presentara
la de las funciones anteriores; y como la pérdida de variaciones que
se obtiene al pasar de a x=7?, expresa las raices reales de
/ (;c) comprendidas entre « y p, esa misma disminucién habra en las
séries que producen /(z),/"(a:), Xj etc., y expresara también,
prescindiendo del caracter de multiplicidad, el ndmero de raices
reales de la ecuacion flx)=0, comprendidas entre ios dos numeros
fity p; porque las raices de la ecuacion/, (a;)— 0, lo son también de
lapropuesta/(ic)=0. Luego se puede aplicar el teorema de Sturm
& una ecuacién que tenga raices iguales, teniendo presente que éste
solo indica el numero de las raices distintas, prescindiendo de su
grado de multiplicidad.
Sea, por ejemplo, la ecuacion
8= 0.
Aplicadndole el teorema de Sturm, hallaremos
[ (X}=: 5XN—32xXN-h73:i—T76x-i-"\28
Xj=xN—5x"-j-8x—4,
lo cual muestra que la ecuacién tiene raices iguales; y como los-
Gltimos términos de estas funciones presentan dos variaciones, y los
primeros no presentan nitiffuna, se sigue que la ecuacién tiene dos
raices reales distintas, que facilmente veremos son 2y 1, y que 1»
primera se halla repetida tres veces, y la segunda dos.
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LECCION XXXV.

Separacion de las raices reales de una ecuacion.

iSeparaclon de las raices reales de una ecuacién.

324. EIl célculo de las raices inconmensurables de una ecua-
cion se divide en dos partes: la primera trata de la separacion de
las raices, la segunda de su aproximacion, en ménos de una cierta
cantidad.

La separacion de las raices reales de una ecuacion tiene por ob-
jeto determinar para cada una, dos nUmeros que comprendan esta
sola raiz. Asi, cuando se sabe que entre 2 y 3 hay comprendida una
sola raiz real de la ecuacion f{x)=0; que entre 5y 6 hay otra, y
entre 0y —1 una tercera; y se sabe ademas que la ecuacién dada
no tiene mas que estas tres raices reales, entonces se dice que esta
hecha la separacion de las raices.

325. Ya hemos dicho ('194), que si dos numeros, sustituidos en
el primer miembro de una ecuacion, dan resultados de signos con-
trarios, estos nimeros comprenden por lo ménos una raiz real de di-
cha ecuacién,y en general un nimero impar; y que si dan resulta-
dos de un mismo signo, comprenden en general un nimero par, que
puede ser cero (196). Fundados en estos teoremas, y con el auxilio
de la regla de Descartes, podremos en muchos casos efectuarla sepa-
racion de las raices reales de una ecuacion; en algunos casos no bas-
taran estas reglas, y entonces tendremos necesidad de recurrir al
teorema de Rolle (273); y si éste fuese ineficaz, aplicariamos el de
Sturm, 6 bien el método de Lagrange, que aunque muy pesados y
laboriosos, son infalibles y dan siempre por resultado la separacion
de las raices, como en breve veremos.

326. Cuando se nos da una ecuacion y se nospide la separacion
de sus raices reales, se principia por sustituir en su primer miembro
la serie natural de los nimeros enteros comprendidos entre dos limites
de las raices; y si obtenemos en los resultados tantos cambios de signo
como unidades tiene el grado de la ecuacion, la separacion estara he-
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cha, y entre cada dos nimeros que han dado signos contrarios hahra
una raiz, y no habra mas que una.

En efecto, sea una ecuacion del grado m, y supongamos que he-
mos hallado m pares de nimeros, que sustituidos en el primer miem-
bro de la ecuacién, han dado resultados de signos contrarios; en-
tre cada dos de estos niumeros habra por lo ménos una raiz, y no
puede haber més; porque enténces la ecuacion tendria mas de m
raices, lo cual no puede ser.

Sea, por ejemplo, la ecuacion

NM—4 1=0.
Dos limites de sus raices son L—10 y V = —1; sustituyendo los nu-
meros enteros comprendidos entre estos limites, hallaremos que
para x—— 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
el signo del resultado es -, —, +, +» —»— »—" ""»

y como hemos hallado ya tantos cambios de signo como unidades
tiene el grado de la ecuacion, se sigue que la separacion de las rai-
ces queda efectuada, y resulta que son las cuatro reales, una negati-
vay tres positivas: la primera se halla comprendida entre —1y 0;
las positivas se hallan, una entre O y 1, otra entre 3y 4, y la tercera
entre 6y7.

327. Si el nimero de cambios de signo que se obtiene al sustituir
los nimeros enteros que hay comprendidos entre los limites de las
raices, no es igual al grado de la ecuacion, recurriremos al teorema
de Descartes, y determinaremos un limite del nGmero de raices reales;
y si el nUmero de cambios de signo es igual a este limite, la separa-
cion esta hecha.

En efecto, si por la regla de Descartes sabemos que el numero de
raices positivas, por ejemplo, puede sera lo mas n, y hallamos n pa-
res de nimeros positivos que dan cambios de signo, es claro que cada
uno de estos pares de nimeros comprenderd una raiz, y nada mas
que una; luego la separacion quedara efectuada.

Sea, por ejemplo, la ecuacion

— 20= 0.
Dos limites de las raices positivas, son 0 y 4; sustituyendo los nume-
ros enteros comprendidos entre estos limites, hallaremos que
parax= 0, i, 2, 3, 4
el resultado lleva el signo —, —, —, -H -h»
El nGmero de cambios de signo es uno;y como el grado de la ecua-
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cion es tres, no estamos seguros que la separacion esté efectuada;
pero segun la regla de ios signos de Descartes, el niUmero de raices
positivas no puede ser mayor que uno, pues la ecuaciéon no presenta
mas que una variacion; luego la ecuacidn propuesta no tiene mas que
una raiz real positiva, y se halla comprendida entre 2 y 3.

La trasformada en —x, es la cual, segin la
misma regla de Descartes, no tiene raices positivas; por consiguien-
te, la separacion de las raices esta totalmente efectuada.

328. A veces, por el teorema de Rolle, puede uno conven-
cerse de estar hecha la separacion de las raices. En efecto, sea la
ecuacion

0Oa;—20a:— 10—0.

Dos limites de las raices positivas, son 0y 3; sustituyendo los nu-

meros comprendidos entre estos limites, hallaremos que
para . T— O, 2, 3,
el signo del resultado es —, —, —, + .

El ndmero de cambios de signo es uno, el grado de la ecuacion
es cinco; luego no estamos seguros si la separacion de las raices posi-
tivas esta hecha, pues entre 2 y 3, que dan resultados de signo con-
trario, puede haber comprendidas una 6 tres raices. La regla de
Descartes tampoco nos indica que la separacion esté efectuada, por-
que solo sabemos por ella que el nimero de raices positivas no es
mayor que tres, niamero de variaciones que presenta el primer
miembro de la ecuacién; luego entre 2y 3 puede haber una sola raiz
comprendida, 6 tres.

Si suponemos que hay tres, la ecuacién derivada

XN— 3X"N\-"x—"=0
tendrd por lo raénos, segun el teorema de Rolle, dos raices reales
comprendidas entre los mismos numeros 2 y 3; y segun el mismo
teorema, la derivada de esta
2= _37+2=0,

tendra por lo ménos una raiz comprendida entre los mismos name-
ros; pero aplicando el teorema de Sturm (317), veremos que esta
ecuacion no tiene mas que una raiz real, y esta es negativa; es decir,
de signo contrario al de su ultimo término. Luego la ecuacion
xN—30:"-d-4a—4 =0 no puede tener dos raices comprendidas entre
2y 3, y por tanto la ecuacién propuesta solo puede tener una raiz



266 SEPARACION DE

real comprendida entre 2 y 3; luego la separacion de las raices posi-
tivas se halla efectuada.

Para separar las raices negativas, cambiaremos x en—a? y se
tendrd la trasformada

~5—5M"3—1 20a:-f-15=:0;
que, segun la regla de Descartes, no puede tener mas que dos rai-
ces positivas, de las cuales una se halla comprendida entre 0 y ",
y la otra entre 3y 4; luego la separacion de las raices reales de la
ecuacion propuesta se halla efectuada, y se tiene que estas raices
estan comprendidas, una entre2 y 5, otra entre 0 y—1, y la tercera
entre —3y —4.

329. Si ninguna de estas reglas bastase para verificar la separa-
cion, se recurre al teorema de Sturm, y por él se halla el nimero
de raices reales que tiene la ecuacién; y una vez conocido este nu-
mero, se ve si la sustitucion de los niUmeros enteros comprendidos
entre dos limites de las raices, da tantos cambios de signos como
raices reales tiene la ecuacion, en cuyo caso la separacion esta efec-
tuada; pues entre cada dos nimeros que hayan dado resultados de
signo contrario, habrad una raiz comprendida, y no habra mas
gue una.

Sea, por ejemplo, la ecuacion

—10."c-1-4=0.
Dos limites de las raices positivas, son 0 y 6; sustituyendo los nu-
meros enteros comprendidos entre estos limites, se halla qpe Oy 1,
3y 4, dan resultados de signos contrarios.

El grado de la ecuacion es 4, y el nimero de raices que segin
la regla de Descartes puede tener, es cuatro también; luego no po-
demos asegurar que la separacién esté hecha.

Apliguemos el teorema de Sturm, y hallaremos
— 1057-4-4/"(a;)=4x3—9%a:®+2&e— 1 O;
X=19a;2—114,r— 34, 9348a;-h334], C.
Sustituyamos en estas funciones los limites de las raices, y se

X X. X. XN
0 - -i-
L -h —

Luego la ecuacion propuesta tiene 3—i =2 raices reales positi-
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vas; y como hemos hallado anteriormente dos cambios de signo, es-
tas raices se hallan separadas, una entre 0 y 1, y la otra en-
tre 3y 4.
Cambiando en la ecuaciéon x en —x, tendremos la trasformada
XANAXAN-x\-\ 0.CC-|-4=0,
que no tendrd raices positivas, segin la regla de Descartes; y por
tanto, la propuesta no tiene raices negativas.

330. Si el nimero de cambios de signo que se obtiene por
sustitucién de los nimeros enteros comprendidos entre los limites
de las raices, es menor que el de estas raices; es sefial que entre
dos que han dado resultados de signo contrario, hay més de una raiz
real comprendida; 6 que entre dos nimeros que han dado resulta-
dos de un mismo signo, hay dos raices por lo menos, por consiguien-
te, la separacién no estd hecha. En este caso se averiguara por el
teorema de Sturm, entre qué nameros se hallan comprendidas las
raices; y después, sustituyendo otros intermedios, se llegarad a obte-
ner la separacion de todas ellas.

Sea la ecuacion
xN—15x"-\-i -2x—2—0.
Dos limites de sus raices positivas, son 0 y 4; sustituyendo los nu-
meros enteros comprendidos entre estos limites, hallaremos que
para.r= 0, ', 2, 3, 4
el signo del resultado es —, —, —, —, -h;
donde vemos, que sélo hay un cambio designo correspondiente & la
sustitucién de los nameros 3 y 4; pero el grado de la ecuacion es
cuatro, y segun la regla de Descartes, tendrd & lo mas tres raices
reales positivas; por consiguiente, podra suceder que entre 3y 4 ha-
ya tres raices, 6 que no haya méas que una, pudiendo haber entre
dos nimeros que han dado resultados de un mismo signo, dos raices.
Para salir de dudas, apliquemos el teorema de Sturm, y veamos
cuantas raices positivas tiene la ecuacion y entre qué ndmeros se
hallan comprendidas. Las funciones son
f(x]=x~~{bx'~-{~']2"—2, [(&e)=4""—30&-M2;
X~r=/\ax™~\Hx-\-i, X,=949~—402, X,=-t-C.
Sustituyendo en estas funciones los nimeros enteros comprendi-
dos entre los limites hallados, tendremos

a
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X /(A) frix) X,

0 - ~h -i- '+ 3
\ — - H -h 4
2 — + -h

3 — A a4 H oa ]
4 n H- 1- - o0

Luego entre O y | hay dos raices comprendidas, y la tercera se
halla entre 3y 4; esta Ultima se encuentra por consiguiente separa-
da. Veamos como se separan las que hay entre Oy 1.

Sustituyendo un namero comprendido entre estos dos, tal como
0,5, hallaremos que el resultado de,/(a?) es positivo; y como 0 ha
dado negativo, y i también, se sigue que la separacion queda efec-
tuada, habiendo una raiz entre 0y 0,3, y otra entre 0,6 y 1.

La cuarta raiz es negativa, y se halla comprendida entre —4
y-5 ,

331 Hay un método general para la separacidn de las raices rea-
les de una ecuacién, debido a Lagrange, que rara vez se usa por los
célculos tan laboriosos que hay que ejecutar. Consiste en calcular de
antemano una cantidad que sea menor que la menor de las diferen-
cias que hay entre dos raices cualesquiera de la propuesta, y una
vez hallada, sustituir en el primer miembro de la ecuacion los niime-
ros comprendidos entre dos limites de las raices que se diferencien
en esa cantidad, en cuyo caso entre dos nimeros que dan resultados
de signos contrarios habra una raiz, y no habra mas que una, y por
tanto la separacion estara efectuada.

La investigacion de esta cantidad, que es la razén de la progre-
sion de los nimeros que se sustituyen, exige que se forme la ecua-
cion de los cuadrados de las diferencias, la cual, como ya sabemos»
se obtiene por calculos que son bastante pesados.

Sea la ecuacion /(;c)=0, cuyas raices reales queremos separar.
Si hallamos la ecuacion de los cuadrados de las diferencias de las
raices de la ecuacion dada, y después un limite inferior de sus raices

positivas, y llamamos & este limile 3 la menor de las diferencias de

. \ i
dos raices cualesquiera de la propuesta, sera mayor que -rr=-:*
K8 o

Si ahora hallamos dos limites /y L de las raices positivas de la
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ecuacion dada, y sustituimos en el primer miembro de la misma la
série de nimeros
1 2 3
i, 1+, -L,

entre cada dos numeros que den resultados de signos contrarios
habra una raiz, y no habra mas que una; porque la diferencia de
cada dos nimeros consecutivos cualesquiera, es siempre menor que
la de dos raices reales de la ecuacion.

Para evitar las sustituciones de nimeros fraccionarios, se halla la
trasformada cuyas raices sean 8*veces mayores que las de la propues-

ta; en cuyo caso, si las dos raices cuya diferencia es la menor, son
i
ay 3, se tendra a—i>— vy en la trasformada cuyas raices son 8

veces mayores, se verificard al'— \ relacién que se deduce de
la anterior, multiplicando por 3'. Esto prueba, que la menor di-
ferencia de las raices de la trasforrnada,es mayor que la unidad; lue-
go sustituyendo en dicha trasformada los nimeros enteros compren-
didos entre dos limites de sus raices, estaremos seguros que cada dos
nameros que den resultados de signos contrarios comprenderan una
raiz, y no comprendera mas que una, y la separacion quedara
efectuada.

Para evitar sustituciones inutiles, conviene parar en el momento
que hallemos tantos cambios de signos como raices reales deba te-
nerla ecuacion.

Este método deLagrange, aunque mas pesado, tiene sin embar-
go la ventaja de darnos los valores de las raices con bastante apro-
ximacion.

LECCION XXXV,

Aproximacion de las raices iBconmensura'bles de una ernaoion.—Método do
Lagrange.

AftroxImacion do las ratees Inconniensurablcs do ana ccaaclon.

332. Una vez hecha la separacion de las raices inconmensurable»
de una ecuacion, podemos pasar a calcular estes raices con un cier-
to grado de aproximacion.
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Muchos son los métodos que se pueden emplear para conseguir
este objeto, de los que solo expondremos los méas sencillos y ele-
mentales.

Lo primero que se ocurre para calcular con un cierto grado de
aproximacion las raices de una ecuacién, es sustituir nimeros in-
termedios a aquellos que comprenden una raiz, por cuyo medio pue-
den hallarse pares de nimeros que vengan diferenciandose cada vez
menos y que comprendan & dicha raiz; dé modo, que cuando la dj-
ferencia que haya entre estos dos numeros sea por ejemplo yl, to-
mando cualquiera de ellos por el valor de la raiz que comprenden,
se cometera un error menor que %

Este método, que como acabamos de ver, consiste en ir hallan-
do, por medio de sustituciones intermedias, limites que compren-
dan una raiz y que cada vez se vayan aproximando mas, se conoce
con el nombre de método de las sustancias intermedias, 6 método de
los limites.

La marcha general que debe seguirse es la siguiente: Sea la
ecuacion /(a;)=0, a y ¢, dos nimeros que comprenden una sola raiz
inconmensurable, la cual se quiere calcular con un cierto grado de
aproximacién. Sustituyamos un nimero intermedio d, que puede ser
un medio diferencial, y por el signo del resultado sabremos si la raiz
gue vamos buscando, y que llamaremos a, se halla comprendida en-
tre 7y @6 entred b. Supongamos que la sustitucién del numero
d en el primer miembro de la ecuacién da un resultado de signocon-
trario al que da el nimero h, en cuyo caso la raiz a se hallara com-
prendida entre @y U; sustituyamos un nimero d" comprendido en-
tre b\ veamos por el signo del resultado si « se halla entre d y rf
0 entre d' y 6; supongamos que esta entre d y d’\sustituyamos des-
pués un nimero d” comprendido entre dj d', y continuemos asi
hasta obtener dos nimeros d*y i;',que comprendan a la raiz«, y que

se diferencien en una cierta cantidad ?; en cuyo caso, tomando por

el valor de @« uno de estos dos nlimeros, se cometerd un error me-

. 1
fior que —.
a 8

Ejempio. Sea la ecuacion —20=0, que tiene, como he-
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mos visto (327), una raiz real comprendida entre 2 y 3, la cual
gueremos obtener con un cierto grado de aproximacion.

Sustituyamos en vez de x el numero intermedio 2,5, y hallare-
mos un resultado negativo; luego la raiz se hallara comprendida en-
tre 2,5 y 3. Sustituyendo nuevamente el numero 2,7 comprendido
entre estos dos, hallaremos un resultado positivo, y por consiguien-
te la raiz se hallard comprendida entre 25y 2,7. Por sustituciones
sucesivas se vera que la raiz en cuestion se halla comprendida entre
26 Yy26; entre255y2,6; entre 2,67 y 2,6, entre 2,68 y 2,6; en-
tre 259 y 2,6; entre 2,69 y 2,595; entre 2,69 y 2,592; entre2,391
y 2,592; y asi sucesivamente; y como estos dos ultimos limites se di-
ferencian en una milésima, la raiz que comprenden se diferenciara
de cada uno de ellos en ménos de una milésima.

método de ljag~range.

333. El método de aproximacion de Lagrange consiste en ex-
presar en fraccion continua cada una de las raices inconmensurables
de la ecuacidn.

La aplicacion de este método exige que la raiz inconmensurable
gue se quiere calcular con un cierto grado de aproximacion, se halle
s6lo comprendida entre dos nimeros enteros consecutivos; asi, dis-
tinguiremos dos casos: *.®, que al hacer la separacién de las raices,
dos nimeros enteros consecutivos no comprendan mas que una raiz;
y 2”7, que comprendan dos 6 mas.

Primer caso. Sea/[x)=0 una ecuacién, ay a-\-\ dos nimeros
consecutivos que comprenden la sola raiz inconmensurable a, la cual
gueremos calcular con un error menor que una cierta cantidad.

Hallandose a comprendida entre a y a-\-\, su parte entera sera

evidentemente a; luego haciendo a=a~\— , y sustituyendo este valor

N
en la ecuaciéon propuesta, la debera satisfacer; de modo que se ten-
dra la trasformada eny

cuyas raices negativas corresponderan & las raices de la propuesta
menores que a; las raices positivas, pero menores que la unidad,
nos daran las raices de la propuesta mayores que a-f-1, y las raices
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mayores que la unidad nos daran las raices comprendidas entre a
y ycomo entre estos limites hemos supuesto que no hay com-
prendida més que una raiz «, ia trasformada F (y)=0 no podréa tener
mas que una raiz positiva mayor que la unidad.

Esto supuesto, si en la trasformada F (y)=0 sustituirnosla série
natural de los nUmeros enteros 2, 3, 4, etc. hasta llegar a dos nu-
meros by b-\-\ que den resultados de signos contrarios, entre estos
dos numeros habra una raiz de F (i/)=0, y no habrd mas que una;

pues si hubiera dos 6 mas, la relacién daria dos 6 mas rai-

ces de la ecuacion propuesta/{a”™)=0, comprendidas entre ay a + i,
lo que es contra el supuesto.

Haciendo y — y sustituyendo esta expresion en F (y)

=0, hallaremos una segunda trasformada F,(s]=0, que no tendra
mas que una sola raiz mayor que la unidad; en ella sustituiremos,
como antes, los numeros 2, 3, 4, etc., hasta llegar 4dos cy c-H
que den resultados de signos contrarios, en cuyo caso la raiz que
buscamos se hallard comprendida entre estos dos nimeros.

Haremos s=c-h” , sustituiremos esta expresion en F,(s)=0, y
u

hallaremos la nueva trasformada F/w)=0, con la cual se hara lo
mismo que se ha hecho con las anteriores, y asi sucesivamente; por
cuyo medio obtendremos la raiz a expresada por una fraccién con-
tinua
- \
a:=.a—a- 1

6-h 1

“Nigd-etc.

que dard su valor con el grado de aproximacion que se quiera.

* No hay necesidad de sustitnir el numero s porque como la raiz que se
busca ha de ser mayor que 1, y sélo hay una que cumpla con esta condicion,
la sustitucion de 1 dara siempre un resultado designo contrario al que debe
dar un nimero cualquiera mayor que dicha raiz; y como el signo deeste resa-
lado sera el del primer término de la ecuacion, la sustitucién de 1 dara siem
pre un resultado de signo contrario al que tiene dicho primer termino.
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Si deseamos obtener, por ejemplo, la raizen ménosde una cierta

cantidad —, se extraer la-raiz cuadrada de a, se formaran las redu-
0

cidas conforme se vayan obteniendo los cocientes incompletos, y

cuando lleguemos a una en la cual el denominador sea igual 6 ma-

yor que [/8 , esta Ultima reducida sera el valor de la raiz con la
aproximacion pedida.

Ejemplo. Sea la misma ecuacion cuya raiz hemos hallado en el
namero anterior, x*-\-x—20=0. La raiz cuyo valor vamos & calcular
en ménos de una milésima, se halla, como ya sabemos, entre 2y 3;

por consiguiente, haremos ,c=2-h-, cuya expresién, sustituida en

la ecuacion propuesta, dard, ya sea por la férmula del binomio, ya
por la de Taylor, la trasformada
F@/H=4 0r—1 —\= 0.
Sustituyendo el nimero 2, se obtiene un resultado positivo; lue-
go el valor de y se halla comprendido entre 4y 2.

\
Hagamos y=.\-\— ; sustituyamos este valor en la ecuacion ante-
z

rior, y hallaremos la nueva trasformada
F.(s)=i0e'+252,4

Por la sustitucion del niumero 2 se ve que la raiz se encuentra

entre 1 y 2; por tanto, haremos — , Yy hallaremos la tras-
u

formada
F,(u)=1 7u®- 32«~—10=0.
Sustituyéndolos nimeros 2 y 3, vemos que la raiz de esta ecua-
cion mayor que la unidad esta comprendida entre 2 y 3; luego ha-

remos m= 2-HE y encontraremos la trasformada
F.(z0) =2 2 iu3—80w"—732%i— 15=0,
1
que dard para valores de w la expresion io—k—\—t ;¥ la nueva

trasformada,
F.(i)=179%=—343,~— 184i—22=0,

nos da i=2-i— .

T«DO II. i8
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Por tanto, el valor de la raiz, sera

-C=:2+ |
t 1
1
2-4-"
A oHeetc,
2 3 5 13 57 427 n
cuyas reducidasson -, -, AT’ 49’ N ultima

tiene un denominador mayor que la raiz cuadrada de 4000, nos dara
el valor de ceaproximado en ménos de una milésima, de modo que
reduciéndola & decimales, hallaremos la fraccion 2,591, conforme se
encontro por el método de los limites.

Segundo caso. Queentre dos nimeros enteros consecutivos ha-
ya comprendidas mas de una raiz real de la ecuacion propuesto. He-
cha la separacion de las raices, supongamos que entre los ndmeros

Ny a+ — se halla comprendida la sola raiz a cuyo valor queremos

determinar con un cierto grado de aproximacion. Trasformemos la
ecuacion dada/(a:)=:0 en otra cuyas raices sean ¢ veces mayores, y
entonces la raiza, que en la propuesta se hallaba comprendida en-

treaya+ —, se encontrara en la trasformada entre los nimeros en-

teros consecutivos aq y aQ-i-4 ; y por tanto, este segundo caso queda
reducido al primero.

Sea, por ejemplo, laecuaciénlb5a?”~-|-12~ 2 0, que
segun hemos visto ya (330), tiene dos raices comprendidas entre
Oy 4, unaentre0y 0,5, y otra entre 0,5 y 4. Hallemos la ecuacion
cuyas raices sean dobles de las de la propuesta, y hallaremos (255)
la trasformada

ya_60y~-1-96y—32=0,
que tendréa una raiz comprendida entre Oy 1,y otra entre 4y 2. Se
calcularan estas raices, segun el primer caso, con el grado de apro-
ximacion que se quiera, y las mitades de los nimeros que se hallen
seran las raices de la ecuacién propuesta.
334. El método de Lagrange, como hemos visto, da el valor
de las raices de la ecuacion propuesta bajo la forma de una fraccion
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<;0Dtinua, y en la practica podra suceder que los cocientes incomple-
tos se reproduzcan periédicamente, y esto podrd hacernos creer que
la fraccién continua sea periédica; pero como no basta que lo crea-
mos para darlo ya por hecho, hay que demostrar si realmente es 6
no periddica. Para ello recordaremos [Alg. tomo I, nam. 431), que
toda fraccién continua periddica es una de las raices de una ecuacién
de segundo grado de coehcienles reales, y reciprocamente; por
consiguiente, si suponemos que una de las raices de la ecuacién

sea la que vamos buscando, su primer miembro y el
de la ecuacion propuesta deberan tener un divisor comdn de primer
grado. Por tanto, dividiremos/(a?) por y obtendremos
un resto de la forma M-r-f-N, el cual deberd reducirse & cero, si en
vez de x ponemos la raiz de que se trata, que serd de la forma

p; luego hallaremos

cuya ecuacién no puede verificarse sino mediante estas des M=0 y
N=0; luego si la fraccion continua es-efectivamente periddica, la
division de/(a;) por x*"px-~q debe ser exacta, y de ningin modo
Jo seréa en el caso contrario.

LECCION XXXVII.

Método de aproximacion de Newton.—Eeg:!a de falsa posicién, 6 sea método de aproxima-
cién por partes proporcionales.

Método de aproximacién de ~cwton.

335. El método de aproximacion de Newton exige que la raiz
que vamos & calcular se dé ya con una cierta aproximacion, por lo
ménos de una décima, la cual se puede hallar por cualquiera de los
métodos anteriores.

Sea a este valor aproximado en ménos de una décima, é y el va-
lor de la correccién, positiva 6 negativa, que hay que hacer para ob-
tener la raiz, que llamaremos «; de modo, que se tendra
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/[«)=/(ii+y)=0;
y por tanto,

de donde

f\<)) f'{fa\ 2 "123" )m

Esto supuesto, el método de Newton consiste en despreciar todos
los términos que van afectados de las potencias respectivas t/, i/,
etcétera, admitiendo que el error que se comete es menor que el cua-
drado del error anterior; es decir, menor que j/~ lo cual sucede or-
dinariamente, aunque hay casos excepcionales en que no se verifica,
por lo que es menester justificar esta hipétesis en todos los casos que
en la préactica se emplea.

Habiendo supuesto que a se diferencia de a en ménos de una
décima, setendray<0,l, i/<0,01, i/<0,001, y asi sucesivamen-
te; de modo, que admitiendo por un momento la hipétesis de ser la
cantidad despreciada menor que 6 sea menor que 0,01, la

féormula
fio)

dara el valor de la correccién y en ménos de una centésima. Re-
duciremos, pues, esta fraccién a centésimas, y afiadiéndola al valor
a con el signo que tenga, se obtendra la raiz aproximada con dos ci-
fras decimales.

Hecha esta correccion, y llamando h al nuevo valor aproximado,
éy' a la correccion correspondiente, que en este caso €s menor que
una centésima, se tendra por el mismo procedimiento el valor de esta
correccién

' £
el cual, segun el principio hipotétit(:g)de Newton, serd& menor que
(0,0t)'~~0,0001.

Hecha la nueva correccion, y llamando c al nuevo valor aproxi-
mado é yO & la correccion correspondiente, se tendra por el mismo
principio, que el valor hallado por la férmula
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nos dara una tercera correccidn aproximada en ménos de
(0,000if=0,00000001, 6 sea en ménos de una unidad del érden
.octavo decimal, y asi sucesivamente.

Si observamos las formulas que dan las correcciones sucesi-
vas, veremos que se deducen de la general

/(™)

en la cual se reemplaza sucesivamente x por los nilmeros aproxima-
dos a, 1), c. etc.

336. Hemos dicho que hay casos excepcionales en que la canti-
dad que se desprecia al hallar el valor de una correccién, no es me-
nor, como el método de Newton exige, que el cuadrado del error con
gue se halla calculada la raiz; y aunque lo fuera, como se comete un
cierto error al reducir & fraccion decimal el quebrado ordinario

/(<) , que da el valor de la correccién, no podemos estar se-

guros«de cudl sera el grado de aproximacion con que se obtiene la
raiz en una operacion cualquiera para pasar a la correccion siguien-
te. Para apreciar el grado de aproximacion con que se obtiene una
raiz después de hecha la correccién, supondremos que sea r el valor
aproximado que se obiene por el método, el cual se diferenciara por
defecto de la raiza en ménos de una unidad del Gltimo 6rden, si la

1 Co
sustitucion de x por r+ F siendo n el drden de la ultima cifra

decimal, y r, dan resultados de signos contrarios, y por exceso Si
son de signos contrarios los resultados de sustituir los ndmeros

1 . . o .
y r— — . Si la primera y segunda sustitucion, lo mismo que la

segunda y tercera, dan resultados de un mismo signo, es sefial de
que la aproximacién no es la marcada por el método, en cuyo caso

o ) 9 2 3 3
se sustituirdn los nimeros r—— vy r-r

40' 10-
etc., hasta que lleguemos a obtener un nimero que dé resultados de
signo contrario de los hallados hasta ahora, y entre los dos numeros
diferentes en una unidad del ultimo érden que han dado signos con-
trarios, se hallara la raiz; luego uno de estos nimeros expresara el
valor de dicha raiz aproxirada en ménos de una unidad decimal del
Gltimo érden.



278 APROXIMACION DE

Ejemplo. Sea la ecuacién x"-\-x—20=0, que como ya sabe-
mos tiene una raiz real comprendida entre 2 y 3, y que ademas he-
mos calculado por los métodos anteriores en ménos de una muési-
ma. Considerémosla aproximada en ménos de una décima, y conti-
nuemos la'aproximacion por el método de Newlon, para comparar et
resultado y la rapidez con que se obtiene.

Esta raiz aproximada en ménos de una décima, es 2,5; por tan-
to, el valor de la correccion que hay que hacer, sera
y ///\-(25) 1,875 0.09:
(25) 19,70
luego la raiz aproximada en ménos de una centésima, serd 2,59.
Para asegurarnos de que la raiz estd aproximada en ménos de
una centésima, sustituiremos en la ecuaciéon los nimeros 2,59 y
2,60, y hallaremos dos resultados de signos contrarios; luego la raiz
se halla comprendida entre 2,59 y 2,00 y por tanto el numero 2,59
se diferencia en ménos de una centésima.
La segunda correccién se hallara por la formula
/(2,59) 0,036021
y /(259) 21,1245
luego la raiz aproximada, serd 2,5917.
Para ver si la aproximacion e5td hecha en ménos de una diez mi~
sustituiremos los nimeros 2,5917 y 2,5918, y hallaremos
dos resultados de un mismo signo; sustituiremos 2,5916, y veremos
que la raiz se halla entre 2,5916 y 2,5917; luego tomando por valor
aproximado el primero de estos dos. nimeros, tendremos la raiz
aproximada en ménosde una unidad de cuarto érden decimal. Por
una nueva operacion hallaremos la raiz aproximada con ocho cifras
decimales, y una nueva correccion nos dara diez y seis, y asi suce-
sivamente.

337. El método de Nevrton puede interpretarse perfectamente por
consideraciones geométricas, por cuyo medio se puede demostrar que no
s6lo 63 aplicable alas ecuaciones algebraicas, sino también & las trascen-
dentes, siempre que sean continuas las funciones expresadas por aus pri-
meros miembros. También se vé claramente como puede caer en defecto’

en algunos casos.
338. Sea la ecuacién

=0,0017,

F(a;)=0,
de la cual queremos calcular una raiz inconmensurable, que suponemos’
80 halla comprendida entre dos numeros oya+fe. Si la funcién E(*>



LAS RAICES. 279

es continua, y suponemos que h
es suficientenjente pequefapara
que entre ay a+ ™ no taya
comprendida ninguna raiz de la
derivada F' («)=0, la curva re-
presentada por IF (g)=0 no ten-
dra ninguna ondulacién en ese
intervalo, y tendra por ejemplo,
la forma marcada en la figura
18; ademés, como P' (®) no pasa
por cero y es continua también,
no cambiard de signo en el mis-
mo intérvalo.

Sea OP=a y PQ=7t. La
curva corta en este intérvalo al eje O X en un punto K, cuya distancia
al origenes el valor de la raiz a que vamos a calcular. Tiremos por ei
puuto®M una tangente jVIT, que cortara & OX en un punto T, determi-
nando una distancia PT, que tomaremos por valor aproximado de la cor-
ruccion exacta PR que hay que hacer para obtener la raiz. »

La expresion del valor de esta primera correccion, se obtiene inmedia.

o MP
tamente por el triangulo MPT, el cua™ nos da ~ pero

a
MP-P(OP)— P(a), tgPTM=F'(a); luego P T = —( )
Una vez hallado el valor de esta correccidn, podremos calcular el de la
linea TM, que expresa el valor de P(®) haciendo &0T; hallado este va-
lor, podremos hacer una nueva correccién do la misma manera, tirando
por eipunto W la tangente M' T’, lo que dard tiiia nueva correccion
T T', cuyo valor, unido al hallado anteriormente, dara otro mas apro-
ximado de la raiz, el cual estara representado por la longitud OT , vy asi
sucesivamente. Donde vemos, que el método de aproximacion de iSewton,
consiste en reemplazar la curvapor la tangente tirada en el punto cuya absci-
sa es él numero a. i. i
339. Por el examen de lafigurase vera que el método de INewton puede
en algunos casos caer én defecto, obteniendo por su medio valores que
cada vez se alejen més de la raiz que vamos buscando, si bien es cierto que
dandose ya el valor de ésta con un grado de aproximaciou suficiente para
que en el intérvalo de a a a+h no presente la curva ninguna ondulacion,
en ese Caso el método da siempre valores que se apromman cada vez mas;
la primera correccion es la que podra no ser conveniente, segln que se
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Fiss. 19.

tire la tiugente en el punto cuya abscisa es a 6 0+/i; pero siempre se po-
dra elegir éste, de modo que la tangente venga & cortar al eje O X en un
punto T que sea el mas proximo al punto E, cuya distancia al origen ex-
presa el valor dela raiz, y con solo inspeccionar la figura 19, en los cuatro
casos distintos que se pueden presentar, veremos que dicho punto sera el
M, cuyaabscisa a, sustituidaen P@®y F" (®), da resultados de un mismo
signo.

Reg:la do faina posiciou 6 método de aproximacion por parte«
proporciénale«.

340. La BEGLA DE FALSA POSICION S6 define diciendo, que es
aquella en que tomando un namero arbitrario, pero conocido, por
el valor de la cantidad que se busca, y haciendo con él las operacio-
nes indicadas en el enunciado de un problema, llegamos d obtener
exacta 6 aproximadamente dicha cantidad, por medio de correcciones
convenientes.

La regla de falsa posicién se divide en simple 6 doMe, segiin que
s6lo se tomen uno 6 dos nimeros supuestos.

Las ecuaciones que, consideradas como la expresion fiel de todas
las condiciones exigidas en el enunciado de un problema, se han de
resolver por medio de la regla de falsa posicion, supondremos que
estan reducidas a la forma

[,
siendo f{x) un polinomio formado de todos los términos que estan
afectados de la in6dgnita x, y K la reunién de todos aquellos que no
contienen dicha incognita.

Si sustituimos en f[x) un nimero a que no es raiz de la ecua-
cion [1], dard un cierto resultado diferente de K, en cuyo caso
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flamaremos nwiievo supuesto al nimero a: errov correspondiente a
este supuesto & la diferencia positiva 6 negativa —K, ycorreccién del
namero a, ala cantidad que agregada algebraicamente & este niumero,
da el valor exacto 6 aproximado de la cuantidad que se busca.

La regla de falsa posicién se funda en que Jos resultados que se
obtienen sustituyendo en el primer miembro de la ecuacion [1] dos nu-
meros cualesquiera, son proporcionales & estos nimeros.

Este principio, exacto cuando f[x) es de primer grado, puede ser
admitido como cierto sin cometer un grande error, cualquiera que
sea f{ar®, siempre que esta funcién sea continua y los nimeros que se
sustituyan difieran poco entre si.

341. Admitido como cierto el principio anterior, podemos dedu-
cir las reglas siguientes:

1. a Bn la regla de falsa posicion simple, el nUmero que se husca-
es igual al cuarto término de la proporcion, cuyos tres primeros son
f (a), K y elnimero supuesto a.

2. * En la regla defalsa posicion dohle, el nimero que se busca es
igual & la diferencia algebraica de losproducios de cada supuesto gmr
el error del otro, dividida por la diferercia algebraica de los errores
correspondientes.

La primera regla es evidente, segin el principio admitido; para
demostrar la segunda, representaremos por x el numero que se bus-
ca, por 0 y 6los dos nimeros supuestos, y por ay (i los errores cor-
respondientes; de modo, que se tendra

a=f{a]-K y ?=/(6)—~K;
pero segun la hipotesis, se tiene
f{a): [f{s;)=K]::¢i:x y /{6)> aLt;
de donde
/{a)~K:li::a—x:x y /f(6)—K:K :: &—
Siendo iguales los consecuentes de estas proporciones, se tendra
/(a)—K:/(¢)—K: a~x :b—x,
6 —X:b—r;
de donde se deduce, N cuya férmula Justifica 'a regla.

542. Si representamos por C la correccién que hemos de hacer
a uno de los supuestos a, se tendra

) ab—ai b—g
C=aj—a= - — aft—= X « [2];
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cuya formula, traducida al lenguaje vulgar, manifiesta que conoci-
dos dos nimeros supuestos y los errores que producen, la correccién
hecha sobre uno de ellos para obtener el nimero que se busca, es
igual a menos el cociente de dividi?- la diferencia de supuestos por la
diferencia de los oTores cor?'espondientes, multiplicado por el e*ro?>- del
ndmero que se va d corregir.

343. Las ecuaciones de primer grado podran resolverse por la
regla de falsa posicion, y hallar el valor exacto déla incognita, puesto
gue en estas ecuaciones se verifica el principio fundamental. Sea,
por ejemplo, el problema Il que hemos resuelto en Algebra elemen-
tal, pagina 107, que dice: Una persona tiene impuesta la mitad de su
capital al 3 por 100; la tercera parte al 5,y el resto  8; gana en
lodo 21600 reales al afio. Se quiere saber qué capital tiene.

Supongamos que sea el capital 3000 rs. Impuesta la mitad al 3
por 100, produce 45 rs.; la tercera parte al 5, da 0O rs.; y el resto
impuesto al 8, produce 40. Ganancia total, 135 rs.; luego segun la
primera regla, se tendra

135:21600:; 3000 :.'c;
de donde a:=i80000 rs., resultado que esta conforme.

En las ecuaciones de un grado superior no es exacto el principio
fundamenta!, por cuya razén no se puede hallar el verdadero valor
de la cantidad que buscamos; pero si logramos hacer que esta canti-
dad se halle comprendida entre dos nimeros que no se diferencien
en mucho, podremos determinar su valor con todo el grado de apro-
ximacién que se quiera, por medio déla regla de falsa posicion doble.

Sea, porejemplo, la ecuacion 20=0, de la que hemos cal-
culado ya por los métodos anteriores la raiz que se halla comprendida
entre 2 y 3. Si suponemos que sea | el valor dea:, se encontrara el er-
ror — 18; suponiendo ahora que el valordeajsea 2, el errorsera— 10.

Calculemos por la férmula [2] la correccién correspondiente al

supuesto 2, y hallaremos C = —- X —'10=~=1,25; lo que nos da,
suprimiendo la parte decimal, el tercer nimero supuesto 3. Susti-
tuyamoslo, y hallaremos el error correspondiente -h10, que por ser

de signo contrario al que tiene el del supuesto 2, se deduce que
entre 2 y 3 hay por lo ménos una raiz (194). Hallemos la correccién

correspondiente al supuesto 2, y tendremos C=——X 10=0,5,
luego el cuarto ndamero supuesto sera 2,5, el cual da el error
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—3,975. La correccion de este nUmero ser& C——

=0,1, y tendremos 2,6 por quinto niUmero supuesto.
Sustituyendo este nimero, hallaremos el error-h0,173; luego
la raiz se encuentra comprendida entre 2,5 y 2,6. Determinando la

01
correccién del supuesto 2,5, tendremos C= — 4 n N 975=

0,095; lo que dara el ndmero 2,59 por sexto namero supuesto,
el cual, sustituido en la ecuacién, dara el error— 0,036021; 6
despreciando las tres Gltimas decimales, se tendra por error el nu-

mero 0,036.
La correccion del numero 2,59, sera
0,0 0,00036

-X—0,036=- -=0,0017;
0,209" 0,209

lo que da por valor aproximado de la raiz el séptimo nimero
supuesto 2,5917, que esta conforme con el nimero hallado por los

métodos anteriores.

344, Este método, que Vailejo vino & deducir partiendo de la regla de
falsa posicién, j apoyandose tan solo en la verificacion de muchos ejem-
plos de ecuacioues complicadas, hasta llegar & resolver algunas de grados
muy elevados, y auu otras trascendentes, pero que de ninguna manera
demostrd, tiene sin embargo una interpretacién clara por consideracio-
nes geomeétricas; viene & reducirse & la sxistitucion del arco de la curva com~
prendida entre dos limites, por la cuerda de este arco-, asi como el método de
Newton consiste en reemplazar dicho arco por la tangente tirada en uno de
sus extremos.

En efecto, sea la ecuaciéon E (*) = 0, de la cual queremos calcular una
raiz, y que para mayor sencillez supondremos que se halla sola compren-
dida entre los dos numeros a jh. Supongamos que el intervalo b o es
tan pequefio cuanto sea necesario para que la curva no presente en él
ondulacién alguna, y no cambie
por consiguiente de sentido, pura
lo que basta que entre ay & no
haya cnmprendida ninguna raiz de
E‘(x) = 0,y que, por ejemplo; pre-
séntela forma que marcalafigura20.

Sean OP=a y 0Q= & trace-
mos la cuerda M N, que encontra-
ra al eje OX en un punto tal como
C; la longitud 00 la tomaremos
como un valor corregido do la
raiz x.

La correccién hecha por este me-
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-dio C6 la lonpitiid ?C, cuya expresion vamos a determinar. Para ello consi-
deraremos los triangulos MPC y NCQ, que son semejantes, y dan
PM:NQ:PC:CQ, O PM-hNQ: PM::PQ:PCj

de donde se deduce PC=— X PjVI; pero se tiene PQ = 6—«,

—i'(0) y NQ=F(6); luego laférmula anterior se convertiraen

=iw k)" n
<mya férmula de correccion es la misma que usaba Tallejo, pues F(fc) y
F(a) no son otra cosa que loa errores que se cometen al sustituir ®por a
Vhen la ecuaciou P(®)=0.

Si abora levantamos en el punto C una perpendicular, y calculamos el
valor CN', que no es otra cosaque el valor de P(®) cuando ponemos en vez
-de g la longitud OC, podremos bacer una nueva correccion, lo que dara
un valor O C’' méas ax>roximado & la raiz x; y asi sucesivamente podremos ir
hallando valores que cada vez se aproximen mas a la raiz que se busca.

345, Examinando los cuatro casos que se pueden presentar, veremos
que la correccion hallada por la formula anterior dara valores aproxima-
dos por defecto 6 exceso, segun que P'(:?) y F " (®) sean de un mismo signo
«<de signos contrarios, como se deduce inmediatamente a la sola inspec-
<'ion de la figura 21 en los cuatro casos que presenta.

A 2L

Asi, en el 1"y 3®caso, en que P'i») y P"(a,’) son de signos contrarios
menel intervalo t—a, la correccién da un valor aproximado por exceso;
ios cas0s,2®5%4.°, en los que F'(a!) y P"(!») tienen un mismo signo, la cor-
reccion da valorea aproximados por defecto.

346. Si los nimeros que se sustituyen no comprenden ninguna raiz,
pero que uno de ellos 6 los dos no distan mucho de valer una de ellas, po-
dremos hallar una correccion, y lu~go otm, y otras, hasta que lleguemos
4 conseguir tener una raiz comprendida entre dos nimeros supuestos que
ee diferencien en tan poco como se quiera.
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Seaii, por ejemplo {figu-
ra 22), OP=a y 0Q=¢&
dos numeros, que susti-
tuidos en (&) dan dos
resultados de un mismo
signo. Calcularemos lacor-

reccion PC por medio de ™" i X i-.
los triangulos IIPC vy
NQC, que son semejan- Fiy, 2

tes, y que dan por un
procedimiento analogo al anterior.
PC=,, -XxMP 6 PC= h--a “Xp(i?);
CeiS —i" A —L'Au)
formula que s6lo difiere de la anterior en el signo, y (jue deberd sumars:-
o restarse ai valor «, segun que la derivada sea x>ara este valor positiva &
negativa, como inmediatamente se ve por la figura.

Una vez hecha la primera correccion, podremos hacer otras, y llegar 6
tener el valor de la raiz con el grado de a[)roxiuiaeion <juc se quiera.

Si la sustitucion de dos muner<js dan un jnismo error, la correcciort
serd infinita; en cuyo caso hay que sustituir otro uiimeio distinto.

Este método, si se aplica xjartiendo del supuesto de que entre dos nu-
mero a j a+h hay comprendida una sola raiz, que es lo que generalmen-
te se exige en los demas, da aproximaciones tan rapidas como el de
Newton, y con menos trabajo, como por el ejemplo anterior hemos visto
Cuando se aplica principiando por dos niUmeros cualesquiera, no tenemos”™
BOguridad en las correcciones, iii se puede marcar el grado de aproxima-
c:on; por lo que sélo se aplicara
«iosiiues de hecha la separacion
de las raices.

847. Si en la figura 23 com-
paramos el método que llamare-
mos de laspartes proporcionales™
con el de Newton, veremos que Xi.-
el punto E correspondiente & la
raiz, se halla siempre compren-
dido entre los puntos Ty C, que
se obtienen por ambos métodos;
de modo, que combinando losdos
4 la vez, obtendremos con suma
rapidez el valor de la raiz que se .....v.., vi vu«i  .ana oicmure vompi-Uu-
dido entre dos resultados consecutivos obtenidos por ambos métodos; lue-
go hi parte comun a los dos valores hallado.-i. uno por defecto v otro pon
exceso, nos marcara la raiz .aproximada en menos de uua unidad del ulti-
mo orden.
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LECCION xxxvm

iJeterminacion de las raices imailnarias por la teoria de la eliminacion.—Determinacion
de las raices imaginarias de una eeiiacion por la de los cuadrados de las diferencias. So-
luciones extrafias.—Divisores conmensurables de segundo grado.

Dctenuluncién de las micos iniagiiiariasporla teoriade la
eliminacion-

248. Ya hemos visto como se determinan exactamente las rai-
ces enteras y fraccionarias de una ecuacion, y como se simplifica,
reduciéndola h otra que carezca de estas raices. También acabamos
de ver en las Lecciones anteriores, como se determinan, con el grado
de aproximacion que se quiera, las raices inconmensurables; sélo
nos queda, para resolver completamente una ecuacién, ver el modo
de determinar las raices imaginarias.

Sea la ecuacidn, que no contiene raices conmensurables,
/('c)=0, cuyas raices imaginarias queremos bailar. Siendo las raices

imaginarias de una ecuacion racional yentera de la forma —1,
haremos

X=y~rzV'—i [1];
siendo y Y z cantidades reales, y sustituyendo esta expresion en
/(¢;c)=0, se tendra un resultado de la forma (183)

Para que esta ecuacion se verifique, es necesario que se tenga
A=0,B=0, 6 A=0 y z=0\ pero siendo y una cantidad real, z no
puede ser igual & cero, porque entonces X no representarla una raiz
imaginaria. Por consiguiente, se hallardn todas las raices imagina-
rias de la ecuaciony(a;)=0, determinando todos los sistemas de va-
lores reales de y y de z, que verifican al sistema de ecuaciones.

A=0, B-=0.
y sustituyendo después todos estos valores en la relacién [1]

Haciendo la sustitucién de x por —1, en la ecuacién
y(ic)=0, hallaremos (183} que las ecuaciones A=0, B=0, son
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Ky)— ri¢gi:zir'[vy+ -= o0,

Ay)-aj/'""ryy-A-nkiaf iyy-iKaiT7 f-'yy-~-=o.
De modo, que eliminando entre estas ecuaciones una de las incég-
nitasy az, hallaremos una ecuacién final que no contendra mas
que una incognita, se determinaran las raices reales de esta ecua-
cién, y sustituyéndolas en A=0 6 B=0, determinaremos los valo-
res correspondientes de la incognita eliminada. Una vez hallados los
sistemas de udorcs reales que verifican & estas dos ecuaciones, los
sustituiremos en la lgualdad [1J, y obtendremos las raices imagina-
rias de la propuesta.

Uctcrminaclon de las mices fiuag;3iiarins ilc una ccnncioii, por la de
los cuadrados de ias diferencias. Soluciones extrafas

34'9. Sean a, b, c, d,... las raices reales de la ecuacion/(.i;)=0,

y 1, las raices imaginarias; hallemos las di-
ferencias consecutivas de dos cualesquiera de estas raices, y tendre-
mos cuatro clases distintas, & saber:

1, ® Diferencias entre dos ralees reales, tales como a—b, a—e,
h—c, h—d, etc.

2. ~ Diferencias entre dos raices imaginarias conjugadas, tales

como 1—(p—( ? i / , etc.
5* Diferencias entre una rahreal y otra imagi7iaria, tal como
ti—p—aqy'—'i, a—p-\-q\"—\, a—p'-{~q'*— 1, b—p—q\/—", etc.
4*  Diferencias de j'alces imaginarias no conjugadas, tales co-
mo \ i/—T)=p— -\~{q—q)1—1,
p-p"-{-{g—aq")\"~\, etc.

Elevando cada una de estas diferencias al cuadrado, se tendra
que los cuadros de la diferencia de las primera especie, son esen-
cialmente ni/werosposfimcis; los cuadrados de las diferencias de la se-
gunda especie son«ep-ciifijos, € iguales & — kg —kq'™, — — etc;
los cuadrados de la tercera y cuarta especie son generalmente eo:-
presiones imaginarias.

Por consiguiente, si nosotros suponemos formada la ecuacion de
los cuadrados de las diferencias de las raices de la propuesta, las



28« RAICES

raices reales negativas de esta ecuacion son, generalmente, bs cua-
drados de las diferencias de dos raices imaginarias conjugadas.

Esto supuesto, sean — «, — —Yy, — 5, etc., las raices negati-
vas de la ecuacion de los cuadrados de las diferencias, las cuales se
podran obtener segun las reglas dadas en las lecciones anteriores; y
por lo dicho se tendra

de donde se deduce
g=+.2"'"/"™ g=4az\V%
Una vez conocidos los valores q, q', f ', etc., se obtendran los
correspondientes p, etc., sustituyendo  por az~\/ci,

etc., en las ecuaciones A=0, B=0, obtenidas anterior-
mente, y sus primeros miembros adquirirdn por cada una de estas
sustituciones un divisor comdn en y, que igualado & cero dara los
valores p, j/, p", etc.

350. Si aconteciese que alguna de las raices reales fuera igual &
la parte real de una imaginaria, 6 que dos imaginarias no conjuga-
das tuviesen coman la parte real; es decir, que si se tuviera, por
ejemplo, a=p 6 p—p\ los cuadrados de las diferencias de estas rai-
ces serian cantidades esencialmente negativas, e iguales el uno
a_yelotroda __ ("— consiguiente, tomando las mi-
tades de las raices cuadradas de estas cantidades, no hallaremos, co-
mo por el método general se ha dicho, valores convenientes de
que unidos con otros de y, den las raices imaginarias de ia pro-
puesta.

Para conocer si una raiz negativa de la ecuacion de los cuadrados
de las diferencias dara valores convenientes de 5, no hay mas
que sustituirla en las ecuaciones A=0 y B=0; y si sus primeros
miembros adquieren por esta sustitucion un divisor comdn que igua-
lado & cero da valores reales para y, la raiz serd buena, y de ningin
modo lo seré en el caso contrario.

También se pueden obtener las solas raices negativas convenien-
tes, observando que si a=p, habra en la ecuacion de los cuadrados
de las diferencias dos raices negativas por lo menos iguales 4 —

y si p—p't otras dos por lo menos iguales 4 — (~— Sdlo las rai-
ces simples de esta ecuacidén seran las convenientes; luego hallando
por medio de la teoria de las raices iguales la ecuacién X”~=0, que
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no contiene mas que raices sencillas de la propuesta, y tomando de
ésta las negalius, tendremos Jas cantidades que, igualadas respecti-
TSirente a — etc., nos daran los valores g\ q'f,

etc., que se buscan.

DtTlsorcB conmcusnrables de segando grado.

3SI. Se tendria la resolucion completa de una ecuacion alge-

braica cualquiera ¢”-|-Pj¢,c™*™ -1-PAr™*~'~-]-etc.=0, si *u primer
miembro pudiera descomponerse en el producto de dos factores. En
efecto, sea la ecuacidn propuesta

f{x)=:0,
y supongamos que su primer miembro se puede descomponer en el
producto de los dos factores X é Y, en cuyo caso se tendra

XY = 0.

Para que se verifique esta ecuacion, es menester que por lo mé-
nes se reduzca & cero uno de los factores; de modo, que se podra
descomponer en las dos ecuaciones

X:=0, Y=0,
gue evidentemente sen de un grado iiifeiior que el dey(ar)=0.

De la misma manera podriamos descomponer cada una de estas
en otras dos de menorgrado, y asi sucesivamente, de manera que la
resolucion de la ecuacidn propuesta vendria & reducirse a la de va-
rias ecuaciones de primero y segundo grado, que se saben resolver
completamente.

Desgraciadamente este método es impracticable, porque en ge-
neral se necesita resolver una ecuacion de un grado superior que el
de la propuesta, para verificar la descomposicién de su primer rr.iera-
bro en el producto de dos factores, de los cuales uno de ellos sea por
lo ménos de segundo grado.

En efecto, sea f{x]=0 la ecuacion del grado m, cuyo primer
miembro queremos descomponer en el producto de los dos factores
X é Y. Representemos X por el polinomio del grado n,
gx"” ~-heic., y hallemos g, r, etc., con la condicidon de que Xsea
un divisor def{x).

Para ello dividamos f(x) por X, y continuemos la operacion has-
ta obtener un resto del grado n—1, el cual, como debe ser nulo con
independencia de ;r, igualaremos & cero sus n coeficientes, lo que nos

I O
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dard n ecuaciones, délas cuales deduciremos los valores de las inde-
terminadasp, q, r, ...

Para resolver este sistema de ecuaciones, tenemos que principiar
por eliminar todas las indeterminadas ménos una, lo que dari una
ecuacion final en jo, por ejemplo, que sera del grado

—2)... [m—(n—1)]
sT3.4.."A =
Porque siendo el primer miembro f(¢c) igual al producto de m facto-
res binomios correspondientes a las raices de la ecuacidon propuesta,
el divisor X=a:"H -;&«-"-1-g./;"“ ~-i-etc. sera el producto de n dees-
tos factores; y como productos den factores se pueden formar tantos
como combinaciones se pueden hacer con m cosas' lomadas de nen n,
se sigue que habrd un nimero de estos productos representado por

m[m 7 {iit n D] tanto, cada una de las inter-
2.3.4...n

minadasp, q, r, etc., tendra tantos valores como indica ese humero
de combinaciones; luego la ecuacién que dé uno de estos valores,
p por ejemplo, debe darnos los deméas, y por consiguiente sera del
grado que hemos marcado.
Ahora bien, sélo cuando demos & n los valores 1 y m—'1, se re-
- L om(m— —(n—1)]
ducira la expresion -— al
i, 6 .. fl
valores de n comprendidos entre estos dos limites, esta expresion
recibird un valor mayor que m; luego la descomposicién del primer
miembro de una ecuacién en factores, de los cuales uno de ellos sea
por lo ménos de-segundo grado, depende de una ecuacién de un gra-
do mayor que el de la propuesta.

352, Si queremos descomponer el primer miembro de una ecua-
cion/(a?)=0 en factores conmensurables de segando grado, de la
forma x~-i-px-q, dividiremos/(.x) por x'*-“px-\-q, y continuare-
mos los célculos hasta llegar & un resto de primer grado, que sera
de la forma Aa;-{-B; y como este resto debe ser cero con independen-
cia de ¢c, igualaremos & cero los coeficientes A y B, lo que dara las
dos ecuaciones

valor m; y para

A=:0 y B==0.
Eliminando ahora una de las indeterminadas, g porejemplo, ha-
llaremos la ecuacion final P==0; que dara todos los valores de p,
que seran tantos como factores de segundo grado de la forma
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x"N-~-px+q pueden dividir 4/(a?); y como estos son tantos como
combinaciones se pueden hacer con mt cosas lomadas de 2 en 2, el
grado de dicha ecuacion final sera Si en vez de elimi-
nar q hubiéramos eliminado jo, la ecuacion final Q= 0 & que llega-
riamos, seria porla misma razén del mismo grado \

Ahora bien, si se tiene m= 3, *m (w—-¢!) sera igual 3;y si m es
mayor que 3, la expresion (’n—1)serd mayor que m; luego la
determinacion de una de las cantidades p 6 g, dependera de una
ecuaciéon de un grado mayor que m, si el grado de la ecuacion pro-
puesta/(;c)=0 es mayor que 3. La descomposicion en factores del
primer miembro de una ecuacion, no es por consiguiente un méto-
do eficaz para la resolucién completa de las ecuaciones, como & pri-
mera vista pudiera creerse.

Con todo, si hallamos, por los medios expuestos en las lecciones
anteriores, las raices conmensurables de la ecuacion P=0. las susti-
tuimos en una de las ecuaciones A=0 y B=0, y determinamos los
valores conmensurables correspondientes de g, cada uno de los sis-
temas que hallemos dard un divisor conmensurable de segundo
gradodel primer miembro/(;c), factor que, igualado a cero, da-
ra dos raices de la ecuacion propuesta, la cual se podra reducir a
otra de un grado inferior dividiendo por el producto de todos estos
factores.

Este método de reduccion se emplea con poca frecuencia, por
los célculos tan prolijos que hay que hacer para hallar la ecuacion
final PA06Q"O0.

353. Sea, por ejemplo, hallar los divisores de segundo grado de
la ecuacion de tercero, la cual, privada de su segundo término, po-
dra siempre reducirse a la forma

ic “ 0

Segun lo expuesto anteriormente, dividiremos su primer miem-
bro por el trinomio x'*-\-pv-\-q, lo que dara el resto de primer
grado (p™-hQ—q)x-\-pg-\-'~, el cual, como ya se ha dicho, debe ser
cero con independencia de jr, y por tanto se debera tener

/-hQ —<7=0 y pg-[-~=0.
R
Déla segunda ecuacion se saca q—---—--—- ; Y sustituyendo este va-

lor en la primera, da la ecuacion

[11;
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de donde deduciremos los valores de p, que sustituidos en la expre-

. R Lz ;
sion q = --—--- »dardn & conocer los valores correspondientes de g.

La ecua\éic’)n final [1] es la misma ecuacion propuesta, en la
que se ha reemplazado x por j); lo cual debe ser asi, porque cada
divisor de segundo grado debe ser el producto de dos factores de pri-
mero, y el coeficiente del segundo término de cada uno de estos fac-
tores es la suma de dos raices de la ecuacion propuesta tomada con
signo contrario; de modo, que si estas raices son a, pyy, los diviso-
res de segundo grado seran

(@—a)(x—7?), @—a)(a—y), @—?) @—y)
y los diversos valores de p serén
—(cc-h?}, — (Mi-7)> —
pero puesto que el coeficiente del segundo término de la ecuacion
propuesta es cero, se tendra-

de donde se deduce
7 =— («"I-M» P==" («+r)* « = —(H-y);
luego los valores de p, no son otra cosa que las raices mismas de la
ecuacion propuesta, y por tanto la ecuacién [4] debe ser la misma
ecuacion dada a;™-}-Pa;-4-Q=0.
354. Sea en segundo lugar la ecuacién de cuarto grado privada
de su segundo término

Dividiendo su primer miembro por el trindbmio x™-\-px-\-q, lle-
garemos & obtener el resto
(a— )a; +S— ,
que como debe ser nulo, cualquiera que sea ei valor de (c, igualare-
mos & cero sus coeficientes, lo que dara los dos ecuaciones

Si ahora eliminamos la indeterminada ¢ entre estas ecuaciones,
bailaremos una ecuacidn final P =0, que ser4, como ya sobemos, del
grado * X4 x3 =6 ; pero que no contendrd mas que potencias pa-
res, y por tanto podra reducirse & una de tercero, haciendo p"—z.
En efecto, si designamos por a, p, y, 5, las cuatro raices de la ecua-
cion propuesta, los valores de p seran

—(@-1-3 —cby), — (a-hs), — (H~y), —(3+)» —
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Siendo cero el coeficiente del segundo término, se debera lene

de donde .

—(71+ 9, (a-f-7) = — (?-i-5), («+ S )= —
lo cual prueba, que los tres ultimos valores de p son iguales 3
de signos contrarios & los tres primeros; luego la ecuacion final en p
gue resulte de la eliminacién, no contendra sino potencias pares de
pi y por tanto, segun hemos dicho, se podra reducir a un grado
mitad.

Haciendo la eliminacién, hallaremos la ecuacion final

p6_, 2Q7i_|_(Qi_4S R-=0,
3 cual se convertird, haciendo en la de tercer grado
js3+2Qs ™+ (Q—4S}s~R®=0.
305. Sea, por ultimo, la ecuacion completa de cuarto grado.
ic'-t-1V-1-Qx'-hRa;+S—O0.

Si aplicamos & esta ecuacién el procedimiento anterior para des-
componer su primer miembro en factores de segundo grado de la
forma x"-\~px~\-q, las ecuaciones de condicién seran

?2*-(p-+Pp+Q)g'|-S=0.

Sacando el valor de q de la primera, y sustituyéndolo en la se-
gunda, hallaremos la ecuacion final en p, que sera, segun sabemos,
de sexto grado, pero que so podra reducir facilmente & otra de
grado mitad. En efecto, sean, como en el caso anterior,a, 7,5,
las cuatro raices de la ecuacién propuesta, entre las cuales se veri-
ficara la igualdad

a-h ?2-+-7

Los seis valores de p seran, como en el caso anterior,

—(a+?), —(={T.
y la suma, tomada con signo contrario, serd evidentemente igual al
triplo de la suma de las raices de la ecuacion propuesta; pero la su-
ma de estos seis valores es igual también al coeficiente del segundo
término de la ecuacién final en p, lomado con signo contrario, de
niodo que si lo representamos por P~ se tendra

= 3(«+ pAf-7

Si ahora trasformamos la ecuacién final en p, en otra que ca-
rezca de su segundo término, tendremos que lomar una nueva in-
cognita p\ y hacer p=p'— -~P"; de donde se deduce

p'=p+iP\
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Reemplazando p por cada uno de sus seis valores, y P' por
3(«-I-p-l-y-1-B), se tendran los seis valores dep', que seran

P-— i («+3)+K7-f-5),
M«+7)h-ilH-S) >

p'—_(a_|_5j+i(a-H”y+5) '(a-i_8)-h|(?+7)»

p'= —"7 —-(2+7)H"
1?7H-3;+'(=i-1-7),

/=-{7-h5)-1-K~-;H>H-7-h3):=.— ; (y+SH-' (a+?);
donde vemos, que ios tres UUimos valores de p' son iguales y de sig-
nos contrarios a los tres primeros; luego ia ecuacién en p' que ha-
llemos, no deberd contener mas que potencias pares de p'; y por
tanto, haciendo se hallard una ecuaciéon de tercer grado, cu-
yas raices, sustituidas en la relacién anterior, dardn los seis
valores de p'; y estos valores, sustituidos & su vez en la relacién
p—p'— | (a+?-f-7+3), dardn & conocer los valores que se bus-
can de p.

Luego la resolucién de una ecuacién cualquiera de cuarto grado,
puede por este medio, debido & Descartes, reducirse & la de una
ecuacion de tercero.

356. Terminaremos esta leccidn, indicandola marcha que se de-
be seguir en la resolucion general de una ecuacién algebraica cual-
quiera, que es la siguiente:

1. " Se hara racional en el caso de no serlo (247), y se reducira
ala forma orditiaria f x]= 0 (174).
2. ® Si sus coeficientes son fraccionarios, se trasformara en otra

ecuacion de la misma forma ordinaria, pero cuyos coeficientes sean
enteros (256).

3. ® Se hallaran las rafees conmensurables de esta ecuacion (313),
que seran todas enteras; y sustituyéndolas en la formula que ha
servido para hallar esta trasformada, obtendremos las raices con-
mensurables de la propuesta, tanto enteras como fraccionarias.

4, * Si la ecuacion que resulta después de dividir por los factores
conmensurables de primer, grado, correspondientes & las raices con-
mensurables, es de un grado mayor que el quinto, se le aplicara el
procedimiento de las raices iguales; por cuyo medio se reducira, si
es que tiene raices multiples, a otras de rafees diferentes (277).

5. ® Se hard la separacion de las raices inconmensurables por
“cualquiera de los métodos explicados en la Leccion XXXV.
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6 * Una vez hecha la separacion, se procederd a la investigacion
de las raices con un cierto grado de aproximacion por c«alg«jera de
los métodos, ya sea el de los limiles, ya el de Lagrange (332 y 31JJ,
y por ellos se calcula la raiz que se busca con una aproximacién me-
nor que una décima. n

7 * Después se continuara la aproximacion de esta raiz por e
método de Newion 6 por el de I»s parte proporcimaks 6 hiea por
la combinacion de los dos explicados en la Leccion XXX\ 11~ ~

S.“ Ultimamente, se pasara a determinar las raices imaginarias,
como se ha dicho al principio de esta leccion.

LECCION XXXIX.

triQ¢mias.

a«noluelou alstbrélca de la* ccuaclouesbinémia*.

337. Se llama ecuacion bindbmia ¢ de dos términos, aquella que
por medio de las operaciones ordinarias del Algebra puede reducirse
alaiorma

—A=0 [~1
Las raices de esta ecuacion son los diversos valores de cualquiera
naturaleza que sean, que elevados 4 la potencia m, reproducen

el nimero A; es decir, son los diversos valores de la expresién
Ahora bien, la ecuacién [1], siendo del grado tene m rakes
(181). y todas son desiguales; porque »"*- A , y su derivada mx

no tienen factores comunes. Luego todo radical del emésimo grado
tiene m valores diferentes, como se ha dicho ya en el Algebra ele-
mental.

Sea a uno de los valores de 0 lo que es lo mismo, una de
| as raices de la ecuacién [1], de modo que se tendrd a’»=A; haga-
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mos x=a.y, sustituyamos este valor de x en la ecuacién, y tendre-
mos —A=0, 6a”y™=A; de donde, dividiendo por la igualdad
anteriora” = A, resultara
yr—\=Q [o1
De aqui se deduce, que para obtener todas las raices de la

ecuacion propuesta, ¢ sea para hallar todos los valores de V'A, se
multiplicard uno cualquiera de ellos por las m raices emésimas de la
unidad.

308. Si suponemos que la cantidad A sea real, y consideramos
los dos casos que pueden presentarse, segin que sea positiva 6 ne-
gativa, tendremos que resolverlas dos ecuaciones

ic”—A=0, (cM+ANO.

Si ahora suponemos que a sea \araiz aritmética tiig A, y hacemos
como anteriormente x —V.\j, la resolucion de las dos ecuaciones an-
teriores se reducird respectivamente & la de estasotras

y-—1=0, i/«*+1=0,
alas cuales, por ser reciprocas, se les podra aplicar el método indi-
cado en la Leccién XXX.

Como m puede ser par 6 impar en cada una de las anteriores

ecuaciones, tendremos que considerar los cuatro casos siguientes:
—i—0, — 1=0, +

Primer CASO. —1=0.

Siendo esta ecuacion reciproca y de grado par, cuyos coeQcien-
tes de los términos equidistantes de los extremos son iguales y do
signos contrarios, tendra las raices reales -f- 1y — 1 (286—2.%), y
no podréa tener otras de esta especie; pues cualquiera otra cantidad
real distinta de la unidad, positiva 6 negativa, elevada a una poten-
cia de grado par, da un resultado positivo distinto de 1.

Siendo -4- 1y — \ raices de esta ecuacién, su primer miembro
sera divisible por {y—1) (i/-j-1)=i/*—1, de modo, que efectuando
esta division, obtendremos una ecuacion reciproca, que no teniendo
laraiz-1-! ni — 1, se le podré aplicar la regla del nim. 288.

Ejemplo. Sealaecuacion biubmiax '—8 =0, la que queremos re-

solver. Hallando la raiz aritmética®Q 8, tendremos [Aritmética 297)
t AMa _ _
V S=V V 8= 172, Haciendo ahora ¢r= y'/ 2, y sustituyendo
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este valor, hallaremos, después de dividir por la ecua-
cién
/-1=0.
Siendo raices de esta ecuacion-f-1 y —i, dividiremos su pri-

mer miembro por ¥ —1, lo que dard la nueva ecuacion reci-
proca

gue podra reducirse & una ecuacion de segundo grado, ya sea apli-
candole el método de las ecuaciones reciprocas, ya considerandola
como una ecuacion bicuadrada; de cualquiera manera que la consi—
ederemos, hallaremos para valores de y las expresiones
v

2 “ 2
y los seis valores de la ecuacién propuesta seran por consi-
guiente

N 1-v/n
+ /2, 2 2
172x 2 ' mom 2
309. La resolucién de la ecuacién — 1, puede reducirse & la

de otras dos de grado mitad, observando que su primer miembro ef
la diferencia de los cuadrados de y 1; de modo, que se descom-
pondréa en
1 ' — =0;

y por tanto, la propuesta quedara resuelta cuando lo estén las dos
ecuaciones mas sencillasy” 1=0 é y*—1=0.

Aplicando este método & la ecuacion anterior —1=0, hallare-
mos que las ecuaciones et> que se descompone, son

i/4-1=0 é i/—1=0,
cuyas ecuaciones dan facilmente los seis valores de y
4-i/i::3 H-7—-3 , —i+Vv/iTa
¢ * 2 2 ’ 2 *
y multiplicando estos valores por 172, hallaremos los de & en la
ecuacion 8=0.
SeGDNDO CASO. i/'»»4-1=0.
Esta ecuacion no tiene raices reales, y se podra reducir, segun la
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teoria de las ecuaciones reciprocas, & otra del grado mitad, dividien-
1
do por y” y haciendo después y-\— =z.

Ejemplo. Sea la ecuacion
Aplicatido & esta ecuacidn la teoria de las reciprocas, hallaremos
la trasformada

1
0.
) 1 1 ,
Haciendo y-\— y calculando el valor de y~-\-~, se tendra
r
—37=0;
de donde
z=0* z=t"3, z——y”"3.

. ., zazlnzn—4
Sustituyendo estos valores en la expresion y 2 halla-
remos

para =0, —1;
araz=/3, -
p r 2
araz~—I/",y.
p y >
Tercer caso. —1=0.

Esta ecuacion tiene evidentemente laraiz+ 1, y no puede tener
ninguna otra real.

Dividiendo por el factor y— 1, se hallara la ecuacion reci-
proca

gue por no tener ya la raiz real ni — 1, se le puede aplicar la
regla de las ecuaciones reciprocas para reducirla a otra de un grado
mitad.

Ejemplo. Sea la ecuacion 4=0. Partiendo su primer miem-
bro por y—4, hallaremos la nueva ecuacion

Para resolver esta ecuacion, dividiremos por i/~ y agrupando los
términos equidistantes de ios extremos, tendremos

(:/+7)+" =»e
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Haciendo ahora donde (287)t/"+ , — 2»
y

«3_|_I-=s3_3~" y sustituyendo estos valores en la ecuacion ante-

rior, hallaremos, después de toda reduccién, esta otra

que ya se sabe resolver, como mas adelante veremos.
Cuarto caso. =0.

Si hallamos la trasformada en —y, tendremos la ecuacion del
tercer casoi/"'"*—1=0; de modo, que hallando las raices de esta
ecuacion segun se ha dicho, y tomandolas con signos cambiados, se
tendran las raices de la ecuacion propuesta.

Ejemplo. Sea la ecuacion /+ 1 =0. Cambiando y en —y, se
hallard y®—1=0.

Partiendo por y—I>¢é igualando el cociente a cero, se tendra
la ecuacion

= 0.
Aplicando ahora el método de las ecuaciones reciprocas, halla-
remos
yl
1 .
Hagamos de donde — 2, sustituyamos

estos valores en la ecuacion anterior, y hallaremos

De esta ecuacion se deducen los valores de z
— 1zb"5
2

- L -\
los cuales, sustituidos en la expresion y-i— —z, dan para valo-

res dey

-1/5)di V10—2/51/".

Luego las raices de la ecuacion propuesta, seran estos valores
tomados con signos cambiados.
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360. Después de suprimidas las raices reales de la ecuacién
y“di:1 =0, latrasformada en z que resulta de la relacion y-f- ~

tiene todas sus raices reales.

Eli efecto, sea uno de los valores imasinarios de 2% el
valor reciproco, sera

a+?i/zrr* ]
Pero siendo — 1 una raiz de la ecuacion dada j""+4 = 0,

«_3t/Ur7 sera también raiz de esta ecuacion™ de modo, que se
tendra
(a—p»/—1)™—ih 1,

de donde se deduce

[(a-t-pi/— D{it— — DI'm=1 O {ci~-hf]"'=7;
y puesto que es una cantidad esencialmente positiva, es nece-
sario, para que la igualdad anterior se verifique, que se tenga
= 1, luego

—1 «-+?-
Sustituyendo estos valores en la expresion que da los de z, se
tendra

— |H - - — i+ * — 1=2«,
cantidad esencialmente reai, segin queriamos demostrar.

CoudlIclones que «Ichc« existir entre lo» eiponentc» «le do» ccaacionck
Itiiioiulii» pni-u quj (tsiignu raices coiuuiic».

361. EI nimero de ralees comunes a las dos ecuaciones hinémias
ym__i=i0, y*—\=0, es igual al maximo comun divisor de jos ex-
ponentos m Yy ri; de modo, que si este maximo comun divisores d, ambas
ecuaciones tendran d raices comunes, simy nson primos entre si, no
tendran mas raiz comdn que la unidad.

En efecto, suponiendo que m'>n. y efectuando la division
de t/”— 4 por y"—1, hallaremos los restos sucesivos y” —'—4,
ym-'in— — 4" etc.; de modo, que si suponemos que n esta
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contenido exactamente en .. . llegaremos : un altimo resto,e—1 =0,
y por tanto la division serd exacta, y probara que todas las rai-
ces de la segunda ecuacion lo son también de la primera. Si n no
estd contenido exactamente en se tendra m,=ng-\-r™ siendo r un
nimero menor que n, y la division se podra continuar hasta llegar
al resto tf—t.

De la misma manera, si suponemos la division de
yn__1pory”"—1, dara el resto y**—1,y asi sucesivamente. Lue-
go si suponemos que sea d el m. c. d. de los exponentes my n,
el altimo divisor ser&d yP— i, y el resto correspondiente serd y“—1

por consiguiente, las dos cantidades y**—1 é tendran
el m, ¢. d. y*—1; y las ecuaciones y"™*—1=0 é y*— 1.0, tendran
d raices comunes, que seron las de la ecuacibn — 1=0 (215).

Si r y n son primos entre si, no tendrdn mas raiz comun que la

unidad.

3C2. Sidesuna raiz de la ecuacion — 1, todas las potencias
enteras positivas 6 negativas de « serdn también raices de esta
ecuacion.

En efecto, siendo a raiz de la ecuacion y™— 1, se tendra a™*==I.
Sea n un numero entero positivo 6 negativo, y tendremos

(aTM)** = | ’
mpero(@””) =a™"=(a")”; luego (aV)“=1, vy por tanto a” es raiz
de la ecuacién propuesta.

Las potencias de a no pueden dar mas de m raices diferentes de
la ecuacion propuesta, y estas corresponderan & los valores den
compi elididos entre 1y m; porque de a™*=1, se deduce

etc,;
y si damos a n valores negativos, tendremos
«--= " X a-® etc.
303. Si el eorponenie m déla ecuacién y™—1=0 es un namero

primo, cunlquieraraiza de esta ecuicion, distinta de la unidad, re®
produce todas los demas elevandola sucesivamente & las potencias pri”®
mera, segunda, etc., hasta la emosima.

En efecto, acabamos de ver, que si a esraiz de y”—1=0, cual-
quiera potencia entera-de a tambicn lo es; por lanio, las m poten-
cias que se obtienen elevando a & la primera, segunda, etc., hastala
ewesiwfl, serén todas ralees de la ecuacion dada: ahora solo fqlta
probar que estas m raices son desiguales; porque si no lo fueran, y
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se tuviera, por ejemplo, a" =cc”', siendo ny n' menores que m, se
tendria también «'»-«'= 1, y por tanto« seria una raiz coraun & las
ecuaciones
—1=0 ¢é y««'—1=0,

lo que es imposible, pues siendo m un ndimero primo, s primo con
ny luego las m potencias de « desde la primera & la enésima,
son raices diferentes de y™= 1; y como esta ecuaciéon no tiene maés
que w raices diferentes, es claro que todas se han obtenido por la
elevacion & potencias de una de ellas a, segin queriamos demos-
trar.

364. Si elerponente m de la ecuaciéon y™ — 1= 0 se puede desconté
poner en el producto de varios numeros primos p, q, r, etc., todas las
ralees déla ecuacién propuesta se obtendran muUipUcando las de la
ecuacion yp— 1=0 por las de —1=0, los productos de estas dos
por las de y*— 1=0, y asi sucesivamente.

Sea en primer lugar m—pg; p y ( son dos nimeros primos en-
tre si. Representemos por p una raiz de la ecuacion y»~— 1=01 y por
y una raiz dej/' — 1=0; de modo, que se tendra

pp—1 y y?=1,
de donde «
p»-i=l 'y /?=1;
y por tanto, py 7 son raices de la ecuacion propuesta y«=yp?= 1.

El producto py también sera raiz de dicha ecuacion; porquede

las Igualdades anteriores, se deduce
pr'/Xy"5' = (py)p?=I.

Ahora bien, la raiz 3 tiene p valores; la raiz y tiene g, y por tan-
to el producto 3y tendra valores, los cuales vamos 4 demostrar
que son todos diferentes. Kn efecto, sea 3*una raiz de —1=0 di-
ferente de 3i y y' otraraizde — 1=0 diferente de y, y supon-
gamos que pudiera tenerse py= 3'y™ lin este caso, se tendria
también 3"yp=3""/"; y puesto que 3P=p'p=I, seria yP=y'i"; lue-

o J =.\. Pero siendo “raices déla ecuacién—
J yP \N 7/ / vy
1=0, se tendrd y?=y”"5, ;e donde =1; luego si los dos pro-

ductos py y PY fueran iguales, las dos ecuaciones 2= 1¢

tendrian la raiz comin ~ ; y puesto que py g son primos entre si,
7
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dicha raiz comun seria la unidad, de donde se deducirlay =/ (360),
lo cual es contra el supuesto. Luego todas lasm raices de la ecua-
cion y ~=iypi= 1, se obtienen multiplicando las p raices de yP=0
por las g raices de y~z=\, segin queriamos demostrar.

Del mismo modo se demostrarla que las m raices de la ecuacion
y "z=ypi'* z=z\\, en que p, $ y son ndmeros primos entre si, se ob-
tendrian multiplicando las raices de j/*= 1 por las de \, y luo-
go multiplicando estos producto”por las raices de y'— 1, y asi su-
cesivamente.

365. Consideremos ahora el caso general en que se tenga

siendo a, p, y 7 nameros primos. La resolucion de la ecuacion
y«—i %10 equivaldra, segin el namero anterior, &4 la de las ecua-
ciones
= /-1=0, 1=0;
de modo, que resolviendo estas ecuaciones, la propuesta se tendra
resuelta.
Consideremos una cualquiera de ellas
[1],
y veamos cOmo se resuelve.

Hagamos sustituyamos este valor en la anterior,y se
obtendri esta otra

Esto supuesto, sea r una de las a raices de esta ecuacion, ei
a*
valor aritmético de V r hagamos y—vwWY" Los valores dey se ha-
llaran, por consiguiente, multiplicando sucesivamente cada uno de
los a valores que puede tener v* por los de y», que no son otra cosa
que las raices de la ecuacién

s -1=0 [25;
porque sustituyendo e! valor = en la ecuacion?/** y
observando que ij," y quer es uno de los a valores de s,
siempre podremos dividir la ecuacion que resulte
por la igualdad lo que nos da la ecuaciony, * '—1= 0;

luego, como habiamos dicho, los valores de y* son las raices de la
ecuacién [2]. Por consiguiente, la resolucion de la ecuacién pro-
puesta [1], depende de la resolucién de la ecuacion [2], en la cual
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el exponente de « viene disminuido en una unidad. La resolucion
de la ecuacién [2] podra reducirse, de la misma manera, & la reso-

lucién de otra ecuacion —4=0, en la cual el expoliente de«
venga disminuido en otra unidad, y asi sucesivamente, hasta llegar
¢ laecuacion — 1=0, cuyo exponente « es un ndmero primo,

gue podremos resolver como ya se ha dicho anteriormeule.
Ejemplo. Sea la ecuacion y®—1= 0, oy» —1=0.
Haciendo y™=z” y sustituyendo este valor en la ecuacién an-

terior, hallaremos la nueva ecuacion — 1=0, cuyas raices son
y T=—1. Los valores de u,, seran
2 2 / .= >» 1
u=/1=-H, 0=/—1=V1/—4=1
|72

[Algebra”™ tomo I, nam. 364). Los valores de y seran, segin la rela-
cion y=viy”h,

Y=Yy Y=Y err— f3,
K2
siendo los valores de y, las raices de la ecuacion —1= 0.

Para resolver .esta ecuacién, haremos y-=z,, cuyo valor, sus-
tituido en la anterior, dara la nueva ecuaciéon i;*— 1= 0; las rai-
ces de esta ecuacion son r,= 1, i\=—1. Los valores de seran

vr=\/\ =+1,Uj=|/—1], y los valores de y" seran, segun la rela-
cion y —wv» | -
/=1, [4-].

siendo los valores de y“las raices de la ecuacion y/—1=0, las cua-
les son evidentemente y~=-j-1 é y*~—1.

Sustituyendo estos valores en las igualdades [4], hallaremos los
dey. - _
/,=+!»y=—1y=-1-1" 1/ =— 1
que susUluidos en las igualdades [3], dan los valores de y, 6 sean
las raices de la ecuacién dada

y=-\-U y=—U y~-r*"—\WVy=— I

Y= e — - Y T e Z— = e=— » e~ gi— »

1/2 /2 14 [12 ~
Aplicando & esta ecuacion el procedimiento indicado eu el nu-

mero 309, se hallara la siguiente:
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y_i=(y ' —Dy+i)={/—i)(/+()
gue manifiesta que la resolucién de la propuesta, se reduce a la de
las ecuaciones parciales
yi—1=0, i/2+1=0,
Jas cuales dan los valores

/—
y=21l,y—2V -] y=t-—" .,y
12 [/~
gue son los mismos que hemos hallado anteriormente.

Ccuasioncs trinénilas.

366. Se da el nombre de ecuacion trindmia 6 de tres términos®
4 la ecuacion que puede reducirse, por medio de la*% operaciones
ordinarias del Algebra, & la forma
[1j..
Las ecuaciones bicuadradas son un caso particular de las ecua-
ciones trindmias.
Para resolver la ecuacién trinémia [1J, haremos y dicha
ecuacién se convertira en
Ay~-1-By+C=0.
Sean a y p las dos raices de esta ecuacién; los valores de x se de-
duciran de las ecuaciones binémias
x""=a. y
Ahora bien, si las cantidades « y p son reales, la resolucion de
estos ecuaciones binémias no ofrece dificultad, y se podrad hacer que
dependa de la resolucion de la ecuacion bindbmia z"=+1.Si«y p
son imaginarias, podremos obtener la expresion exacta de las raices
de la ecuacion propuesta, por medio de los procedimientos algebrai-
cos, en el caso de ser m un nimero par; en los demas casos hay que
recurrir & expresiones trascendentes.
La resolucion trigonomeétrica de las ecuaciones bindémias y tri-
udémias, puede verse en mis Lecciones de trigonometria.

Téa* Il
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LECCION XL.

Eeaolacion alge'braica de las ennaciones de tercer grado.—Disensiéon de las i-aices de la
uecnacion de tercer grado.—Eesolucion de las ecuaciones de cuarto grado.—Discusién do
las raices ae la ebuacion de cuarto grado.

Resolucién alscbréalcn dejlasccnacloncs de tercer grada.

S67. EIl caso més sencillo que se puede presentar en la resolu-
cion de una ecuacion de tercer grado, es aquel en el que la ecuacioa
dada sea de la forma

en la cual A representa una cantidad real positivo 6 negativa.

Aplicando & esta ecuacion el procedimiento indicado en la lec-
cién anterior, tendremos que hacer

£c=ay,

siendo a la raiz cubica de A obtenida por los procedimientos indica-
dos én Aritmética 6 Algebra elemental, segin que A sea un nimero
6 un polinomio; la sustitucion de este valor en la ecuacién propues-
ta, nos da

A o
de donde se deduce
VA —1—0.
El primer miembro —1 de esta ecuacion es divisible pory—1,
y da de cociente , de modo que la ecuacién anterior se po-

dra poner bajo la forma de

por consiguiente, se obtendran todas las raices de la ecuacién y'—5
=0, resolviendo separadamente las dos ecuaciones
N—1—0, =0.
La primeraday=1, y se deduce de la segunda
y— 6 bien y=
2 ' - 2
La unidad tiene por consiguiente, segln ya sabiamos, tres rai-

ces, que son 1, y . Multiplican-
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do estas tres raices clUbicas de la unidad pora, se tendran todas !a$
expresiones de la raiz cubica de A.

368. Si representamos por a una de las raices cubicas imagina-
das de la unidad, y observamos que 0? es igual &la otra, las tres ex-
presiones de la raiz cubica de A seran

1"k —a, —xy, =y}a.
369. Pasemos & resolver la ecuacién general de tercer grado, que
sabemos puede reducirse & la forma

Esta ecuacion siempre podremos trasformarla en otra que carez-

ca de segundo tarmino; para lo cual haremos ~(239), yse
0

obtendra una ecuacion privada del segundo término, que podremos
representar de un modo general por
[1l,

siendo p y cantidades reales, para lo cual basta quea, 0 ye, lo
sean. Ocioso seria el decir que una vez obtenidas las raices de esta
ecuacién, se liallarian las de la propuesta por medio de la relacion
a
3

Entre los diferentes medios que se emplean para resolver unaecua-
cion de tercer grado, uno de los mas sencillos consiste en formar otra
que, como la [IJ, carezca de su segundo término, y de la cual co-
nozcamos una raiz expresada por indotcrmitiadas, de las cuales nos
liemos de aprovechar para identificar ambas ecuaciones.
< Si de esta identificacién resultan ecuaciones cuya resolucion sea
conocida, la ecuacion de tercer grado se hallara resuelta.

Como son dos los coeficientes que conliene la ecuacién f1], se
necesitaran dos ecuaciones de condicién para identificarla con otra
déla misma forma, por cuya razén nos valdremos de dos indetermi-
nadas para expresar una de las raices de la ecuacion que hemosde
formar.

Con este objeto, hagamos

a )
y:x—a, 0 sea por

[2];

y elevando al cubo, tendremos

Reemplazando ahora el bindbmio m +n por x, y trasponiendo, se
hallara la ecuacion
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—3mn.x— [3,
gue tiene evidentemente la raiz x=7n-i~n, y que por tener la mis-
ma forma que la ecuacién [1J, se podra identificar con ella, y dara
origen & las ecuaciones de condicién
mn=—p, [4].

Elevando la primera de estas ecuaciones al cubo, hallaremos el

nuevo sistema
wiN-j-n*=—2g  [5].

Por este sistema se conoce el producto y la suma de las cantida-
des y n® luego los valores de estas cantidades seran las raices de
la ecuacién de segundo grado, en la cual el coeficiente de segundo
término sea 27, y el dltimo término igual & —p”; de modo que esta
ecuacion, llamada la reducida, de la ecuacién propuesta, sera, repre-
sentando por z la incognita,

—p~=0.

Las raices de esta ecuacion son z——qazV'q~+p”', y como las
cantidades rrd y rd entran de la misma manera en las ecuaciones de
condicién [5], se podra tomar indistintamente una U otra de estas

raices para valores de 6 n”; asi, haciendo —qg-{-"g™-\-p" ,
se tendra y por consiguiente los valores de m y
n serén

m ="'/ —g-\-\\\g™-\~pN, n=\]——

Cada uno de estos radicales tiene tres valores, que seran, repre-
sentando el valor aritmético de cada uno porry (368),

m=r~ m=ar, m=odr;
n~dy n=xd, n=odr"

Sustituyendo ahora cada uno de estos valores de my n en la re-
lacion [2J, que expresa el valor de una de las raices de la ecua-
cién [3], 6 de su idéntica, que es la propuesta, hallaremos evidente-
mente nueve valores, mientras que dicha ecuacién propuesta no debe
tener sino tres.

Facil es explicar por qué es este aumento de valores, y cémo se
deben desechar las soluciones extrafias.

Para ello observaremos, que las ecuaciones que identifican la
ecuacion [1] con la [3], y de las cuales debemos deducir los valores
dem y n, son las ecuaciones [A]; pero los valores de m y n los hemos
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deducido del sistema [0], ei cual no es equivalente al [4], puesto
que la primera ecuacion de éste expresa que el producto mn es igual
4 —Pj mientras que la primera del sistema [5] indica que el pro-
ducto mn tiene que ser una de las raices cubicas de (— gue son,
como ya se sabe, —/> —pXx, por consiguiente, los valores de
m y n que verifican al sistema [0], tienen que verificar a uno de los
tres sistemas
mn= —p ( mn= —px mn= —
—of \* —2?2( = —1tq

donde vemos, que el sistema [0] no s6lo comprende las soluciones
del sistema ['m, que es el primero de los tres anteriores, sino tam-
bién las de otros dos sistemas; por cuya razén no nos debe extrafiar
haber hallado mas raices délas que corresponden & la ecuacién pro-
puesta. Para obtener las verdaderas raices de la ecuacién [1]. es me-
nester elegir entre las soluciones del sistema [0], aquellas que so6lo
correspondan al [4], lo cual es muy sencillo, observando que el
producto de los valores de m y n ha de ser igual & la cantidad
real —p.

Combinando el primer valor de m con el primero de n, ha-
llamos

mn=rr'=\/-"~-+-/f/+p* = q'--qr-f=—p;

luego una de las raices de la ecuacidon propuesta, serd, segun la re-
lacion [2],

La solucién m=")\ n=ocr', debe desecharse, puesto que da por
producto la expresion imaginaria mn= ar/=—ccp.
Asimismo se deberén desechar las soluciones
m=F 1 m= ari m= ccr\ m= aVl m= x~Ar{"
n=%vij n=/7j  n—ar) n=r"1J) ri—aV)
Sélo deberan sustituirse en la igualdad [2], para obtenerlas rai-
ces de la ecuacion propuesta, las soluciones
m= ocr m= XY f
n=aV n—ar')
gue dan los productos reales é iguales a—p.
Las raices de la ecuacion [1] seran por consiguiente
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QY — Y F—— u

X=Xr+cPr'=znr~"))
gnaV-ha/=:J - ij- N-qg-VTEN

Discnslou Uc las raices tie la ccnacioii de tercer grado.

370. Acabamos de ver que las Ircs raices de la ecuacion de ter-
cer grado
x™-\-iipx-\~'2g= Q"
llenen por expresion
X= r*r, x—ar—cPr\ x —cPrar'\

0 poniendo en vez de a y a- sus valores (5C8), y efectuando los calcu»
los, tendremos

X~r-\-7-",

Nz —H"-1- +K'NM—

x ~ —e(’-ri-") — Nr—i-"jI/"3.

Siendo la ecuacion, cujas laiccs vamos a discutir, de grado
impar, tendra por lo menos una raiz real de signo contrario al de su
Gltimo término; las otras dos raices podran ser reales también 6
imaginarias. Ya hemos visto por el teorema de SCurm, U qué condi-
ciones deben satisfacer los coeilcienles de una ecuacién de tercer
grado, para que sus tres raices sean reales; veamos ahora de qué clase
son en cada caso parlicular.

Desde luégo podremos observar, que las cantidades r y r' seran ¢
no imaginarias, segun lo sea 6 no el radical y este radical

serd 6 no imaginario, segun el signo que tenga la cantidad
asi, pues, consideraremos los tres can”s siguientes:

2.-. . . . ryi-f-p~=0;
3N
Primer caso. Si los \aiores de r y r' son reales j
desiguales; luego la primeia raiz de la ecuacién propuesta sera real;
las otras dos son Imiiginniias, puesto que = —?) es una cantidad

real diferente de cent, que se haHa afectada del factor imaginario

Estas raices son ademas, como deben ser, conjugadas.
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La raiz real sera positiva 0 negativa, Scgan que q Sea negativa 6
positiva (199], lo cua! se ve coni)robodo también por los I'érninlos;
porque si g es, por ejemplo, un nimero negativo, m g serd posilno,
\J__serd una cantidad positiva, \/—q-A" ¢™\~P" ten-
dra un valor negativo; pero el mayor de estos nimeros en valor abso-
luto es el primero, que es positivo, luego positiva sera la raiz. Lo

mismo se vera, que si g es positivo, la raiz real sera negativo.
Secckdo caso. Cuando los radicales r y r> son igua»

7 3 - - Ve 7
les & Y —q\ por consiguiente, las tres raices se reducen &
3.—
x=r-\-T"=2k —q,

x=—h{r+r)=—V'—q,

x=—\{r\-r—V~gq.

Por tanto, las tres raices son en este caso reales; dos iguales 6 la
mitad de la tercera, y de signo contrario al de esta.

Tercer caso. Si se debe tener ja<0, y el valor ab-
solutode  mayor que el de g~ En este caso r y r' son expresiones
imaginarias, y por tanto las tres raices vienen complicadas de imagi-
narias, lo cual podria hacer creer que dichas raices también lo eran;
pero no es asi.

En efecto, siendo la ecuacion de grado impar, debe tener por lo
ménos una raiz real de signo contrario al de su dltimo l6rmirio. Su-
pongamos que VYy son las determinaciones de los radicales de ter-
cer grado, cuya sumar-I-r' represente la raiz real de que acabamos
de hablar. Siendo r-fV una cantidad real, solo falla probar que la

parte que se halla en los otros dos valores de a-, debe
ser real también.
Esto es sumamente facil. En efecto, se tiene evidentemente

r—rn=
Lrr

Pero de donde

Z1/gC¢p. ademas, rr*——p; luego la igualdad anterior se conver-
tira en

(r-rr')Hp’
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y por tanto se tendra

-3(77+P»)
{r-hr'Y-+p

Ahora bien, se tiene por suposicion luego la cantidad
qgue hay debajo del radical es positiva, y los tres valores de x son por
consiguiente reales.

Las férmulas halladas anteriormente son de muy poca utilidad
para hallar los valores de las raices de la ecuaciéon de tercer grado
cuando se halla en este tercer caso; porque es necesario para ello
desarrollar en série cada uno de los radicales de que se compone,
por cuya razon se dice que la ecuacion se halla en el caso irreducible
cuando se verifica la relacion "M-j-*\"<0. p,ra hallar los valores de
las raices en este caso, es mas facil recurrir & las férmulas que se ob-
tienen en la resolucion trigonométrica de estas ecuaciones.

ttcsoluclou <Ic las ecuaciones de cuarto grado.

371. Para resolver una ecuacion general de cuarto grado
*-h ax®+ bx>-j- cx-\~d — O,
principiaremos por trasformarla en otra que carezca de su segundo
término, la cual podra reducirse a la forma
(1

después, siguiendo la misma marcha que en las ecuaciones de ter-
cer grado, haremos
[2,
elevaremos esta igualdad al cuadrado, y obtendremos
a-— -f-irt"+ -f-k + mnj;

0 haciendo la trasposicion de los cuadrados,

Elevando de nuevo al cuadrado, se tiene
x 2P my -f- [I- 4-0T" =
K[rni"-f- -|- MYC) ~\-AImn[l-\-m-\-n);
de donde reemplazando por x el trinomio ;-lI-m +n, y haciendo la
trasposicion de todos los términos, deduciremos
N— ~i- —8/mn . x
+  4- a8l
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Identificando las ecuaciones [!] y [3], se hallaran- las relaciones
de condicion

Imn=—q, fA]
{p + i Ar,
cuyo sistema se podra reemplazar por este otro,
1r2, —own
Imn= —q,
=p"N —r,
sustituyendo en la tercer ecuacién por su valor

deducido de la primera, y simplificando después.

Siendo idénticas las ecuaciones [1] y [3], ambas seran satisfechas
por unos mismos valores de la incégnita; y como la segunda queda
satisfecha haciendo = la primera también tendra por
raiz la suma y por tanto, la cuestién queda reducida a de-
ducir el valor deeslas indelerminadas, por medio de! sistema [4] de
ecuaciones de condicion.

Si elevamos la segunda de estas ecuaciones al cuadrado, se cono-

cera la suma de los cuadrados de |, myii; la suma —r de los
productos binarios de estos cuadrados, y su producto  de modo,
que dichos cuadrados P, y n”, seran (i80) las raices de la ecua-

cién de tercer grado

que se llama la reducida de la ecuacién propuesta.

Supotigamos que se ha resuelto esta ecuacién, y que se han ha-
llado las tres raices z', , z'”\en ese caso se tendrd, que cada una
de estas raices representara indistintamente uno de los cuadrados
I™ rriv, ri®, puesto que entran cada uno, de la misma manera que los
demas, en las ecuaciones de condicidn; asi, tendremos, extrayendo
la raiz cuadrada,

/==b1/Tr M
Si combinamos los signos de estos radicales de todos las maneras
posibles, hablaremos para la suma gue expresa una raiz

cualquiera de- la ecuacion [1], ocho valores; por lo tanto, cuatro
combinaciones deben desecharse, puesto que dicha ecuacidon no pue-
de tener mas que cuatro raices (181).

El aumento de estos cuatro valores de ;r, que forman una so-
lucion extrafia del sistema [4], proviene de haber elevado al cua-
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drado la ecuacion \mn—— dando origen & la nueva ecuacion

" de la cual no solo se deduce el valor verdadero del pro-
ducto Imn=— q, sino también el valor extrafio que se introduce al
elevar al cuadrado bmi=qg\ por tanto, el valor de los tres-radicales
que se combinan ha de dar el producto —q, es decir, un resultado
igual en valor numérico a og pero de signo contrario. Asi, cuando q
sea positivo, se tomara un namero impar de valores negativos; y se
tomara un namero par de estos factores negativos, cuando g sea po-
sitivo. Por consiguiente, se tendra:

X-
[

Si 5'>*0, ' [SI;

INN-f/7m— i/?2"'
Si g<0, ) [6].
\R=-i/7"h |

No consideramos el caso en que </=0, porque la ecuacién pro-

puesta se reduce enlonccs & una ecuaciéon bicuadrada, la cual sabe-
mes como se resuelve.

Di~cimloiide las raices de la cciiaclou dcciiarto grado.

372. Siendo negativo el Gltimo termino de la ecuacion
~j)3—77=0, debera tener un namero impar de raices reales
positivas; luego tendra las (res raices positivas, una positiva y dos
negativas, 6 una positiva y dos imaginarlas.

Primer caso. Silas tresraicesz', 5", z"~, son positivas, las cua-
tro raices de la ecuacion de cuarto grado seran reales.

Segundo caso. Si una de las raicesi z' es positiva y las otras dos
negativas, la ecuaciéon propuesta tendra sus cuatro raices imagina-
rias, si las dos raices negativas son desiguales; y dos raices reales y
otras dos im.’'ginarias, cuando dichas dos raices negativas son igua-
les. En este Gltimo caso las dos rafees reales ofrecen la particulari-

dad de ser iguales a ) — segun que se tenga 0<0;
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y como no hay otra raiz multiple del mismo grado de muUiplicjdad™

serd una cantidad conmensurable (278).
Tercer caso. Si una de las raices z' es positiva y las otras dos
Imaginarias, que podremos representar por

se tendrd, puesto que las raices cuadradas de expresiones imagina-

rias de la forma a-\-bV*—1 son expresiones de la misma forma,

cuyas expresiones, sustituidas en las férmulas [5] y [6], dardn dos
valores reales de a;, y otros dos imaginarios.

LECCION XLI.

Ecuaciones trascendentes.

Eeaaeloncii trascendentes.

373. La investigacion de las raices reales de una ecuacion tras-
cendente, lo mismo que la de las ecuaciones algebraicas, se descom-
pone en despartes: la primera tiene por objeto hacerla separacion
de las raices; la segunda calcular éstas coa un cierto grado de apro-
ximacion.

Como en general no es posible calcular de antemano limite.s que
comprendan en nimero y magnitud las raices de una ecuacion tras-
eendente, no es posible ni hacer la separacion completa de todas las
raices, ni obtenerlas todas aproximadamente. Por medio de un exa-
men detenido hetho en cada caso particular, y con el auxilio de
algunos principios comunes tanto a las ecuaciones algebraicas como
trascendentes, se llegan & calcular algunas de las raices leules
de estas ultimas, en los casos particulares que se pueden pre-
sentar.

374. Como los teoremas (194 y 196], igualmente que sus reci-
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procos, S8 verifican lo mismo para las ecuaciones algebraicas que
para las trascendentes, siempre que las funciones que forman el pri-
mer miembro de cada una sean continuas, al raénos entre dos limi-
tesa y es claro que se podran aplicar & una ecuacion cualquiera
que cumpla con esta condicién.

370. Esto supuesto, veamos como con el auxilio de estos teore-
mas y algunas propiedades demostradas respecto A las derivadas, po-
demos en muchos casos hallar dos nimeros que comprendan una sola
raiz real de una ecuacién trascendente.

Sea, por ejemplo, una ecuacién trascendente/(a;)=0, de la cual
queremos calcular una raiz real con un cierto grado de aproxima-
cion. Segun lo dicho anteriormente, deberemos principiar por hallar
dos nameros que comprendan una sola raiz, para lo cual sustituire-
mos [limeros particulares en vez de la incégnita, hasta llegar & en-
contrar dos a y 6 que den resultados de signos contrarios, eii cuyo
caso, si en el intervalo de ad &es continua/(.x;), entre estos nime-
ros habra comprendida por lo ménos una raiz real, y en general un
namero impar (197, observ.). Si la derivada f\x) no cambia de
signo en el intervalo de f\a) a se puede asegurar que entre
0 y 6 no hay comprendida mas que una raiz real de la propuesta. En
efecto, siendo,/*(r) constantemente positiva 6 negativa en el inter-
valo de./'(a) 4/"(&), el primer miembro/(ic) de la ecuacién pro-
puesta serd constantemente creciente 6 decreciente para valores de x
comprendidos entre 'y y como en este intervalo pasa de positiva &
negativa, 0 vice-versa, y ademas, es continua, tendra que pasar una
sola vez por cero; luego entre ii y U habra una raiz real comprendi-
da, y no habra méas que una.

Si la derivada f\x) cambia de signo en el intervalo de u
f[h)™ no podemos asegurar cual sea el nUmero de raices reales déla
ecuacion propuesta que haya comprendidos entre « y U, pues podra
ser un numero impar cualquiera. En este caso, lo que se hace es sus-
tituir ndmeros intermedios, teniendo en cuenta tan sélo aquellos
que dan resultados de signos contrarios, y cuando lleguemos & dos
nameros que cumplan con esta condicion, y ademéas se tenga que la
derivada f'[x) conserva un mismo signo para valores de x com-
prendidos entre estos numeros, se tendra que entre dichas dos
ndmeros s6lo habrd comprendida una raiz de la ecuacién pro-
puesta.



TRASCENDENTES. 317

376. Cuando se tenga ya una solaraiz comprendida entre dos nu-
meros o y i, podremos calcularla con el grado de aproximacion que
gueramos, empleando el método de las sustituciones intermedias, de
Kewlon 6 de las partes proporcionales, aplicables como son, segin
hemos visto, a cualquier ecuacién/(aT)=0, cuyo primer miembro es
una funcién continua.

Como las sustituciones son algo complicadas en las ecuaciones
trascendentes, conviene resolver algunos ejemplos para que puedan
servir de regla & los alumnos.

Ejemplo T. “Seaenprimer lugar la ecuacién x’~=10.

Desde luégo se ve, que los nimeros 2 y 3 dan resultados de
signos contrarios; y como la derivada es constantemente positiva
entre estos dos limites, se sigue que entre 2 y 3 habra una raiz real
de la ecuacién propuesta, y no habrd mas que una. Para calcularla
con un cierto grado de aproximacién, sustituiremos nimeros inter-
medios, y con el objeto de que las sustituciones puedan hacerse con
facilidad, tomaremos logaritmos de ambos miembros, por cuyo me-
dio se trasformara la ecuaciéon propuesta en

i(cXloga;—1, 6 /{x]=xX]Jogx—1=0.
Sustituyendo el nimero 2,5, hallaremos

/(2,5)=2,5xl0g2,5—1=-0,005149975.
Sustituyendo el ndmero 2,6, tendremos

/'(2,6)=2,6xlog2,6—1=0,078930705.

Aplicando ahora el método de las partes proporcionales, ten-
dremos, llamando C & la correccion que hay que hacer al nu-
mero 2,5,

26—25 ... 00005149978 _ 0,0061.
0,084080683
Luego un valoraproximado de x, serd a;=2,5C61; sustituyendo este
ndmero en la ecuacion, se hallara
/’(2,5C61}=2,0061xl0g2,506'l—1 = —0,0000701.

Por el método de Newton hallaremos, llamando > al valor de la

correccion que hay que hacer al nimero 2,5061,

_ /(25061) 00000701 _ (o000,
y /"(2,5061)  0,8332929

Por tonto, el nuevo valor aproximado serd a;=2,5061841. Apli-
cando de nuevo el método de Newton, se halla que son exac-
tas las seis primeras cifras decimales, y que la séptima debe
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aumentarse en 2 unidades, lo que nos da el valor aproximado
a::=2,5061843.

Sustituyendo esté valor, se halla un resultado negativo; la susti-
tucion del nimero 2,3061844, da un resultado positivo; luego el va-
lor de x, aproximado en ménos de una unidad del orden X'ptimo de-
cimal, sera (c—2,5061843. *

Ejemplo Il. .Sea la ecuacion trascendente x—ij7x=0, cuya menor
roh positiva queremos hallar.

Desde luégo se ve, que haciendo a;=0, la ecuacién queda satisfe-
cha; pero puesto que tratamos de hallar la menor raiz positiva, de-
bemos buscar un arco mayor que cero que verifique & esta ecuacion.
Para elio observaremos, que si damos & id un valor a mayor que
cero y menor que 907, la tangente de a sera siempre mayor que a, y
por tanto obtendremos resultados negativos para valores de ai, com-
prendidos entre 0"y 00"

Para valores de x comprendidos entre 90 y 180, la tangente es
negaliviv; y por tanto, x —tgic se reducird & una cantidad positiva,
de modo que esta funcién ha pasado de negativa a positiva, pero pa-
sando no por el valor caro, sino por el valor infinito.

Continuemos dando & x valores mayores que 180 y menores que
270", y en este intervalo la tangente vuelve & ser positiva y crece
desde cero hasta infinito, la funcion x —tg;c volvera & pasar de posi-
tiva a negativa, pasando por lo menos una vez por el valor cero.

1
Siendo la derivada de esta funcion igual & 1------- ypcrmanecien-
do finita para valores de x comprendido entre 180" y 270", dicha
1
funcién sera continua en este intervalo. Ademas, como 1--------- r
* COS*¢»

tiene constantemente el signo negativo en este intervalo, la funcién
al pasar de positiva a negativa, pasara una sola vez por cero, y por
tanto habra un valor de x comprendido entre 180" y 270, que ve-
rificard & la ecuacién propuesta, valor que es el que se nos pide, y
que vamos & calcular con un cierto grado de aproximacion.

Los arcos de 180" y 270", reducidos & unidades de radio, son
proximamente

180"=31 y 270"=47.

Por tanto, sustituyendo un namero intermedio, tal como 4, hallare-
mos que el arco igual & 4 equivale préximamente &4 229", y
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tg 229"=tg 49°'=1,'15; por consiguiente, la sustitucion del nimero
4, da un resultado positivo; luego el valor de la raiz se halla com-
prendido entre 4 y 4.7.

Por medio de sustituciones sucesivas, llegaremos & ver que la
raiz se halla comprendida entre 4,4y 4,5.

Para aplicar ahora el moétodo de las partes proporcionales, sus-
tituiremos los nimeros .24 y 2,5, que equivalen préximamente &
252" 7y 257”,49” y obtendremos

/m(4,4)=4,4-3,0991=1,30009;
/m(45)=45-4G317=~0,1317.

Llamando ahora C al valor de la correccion que hay que ha-
cer sobre el namero 4,4, tendremos, segun la formula conoci-
da (342),

0,1 0,13009
C= * -X1,30009: :0,09;
1,4326 " 1,4326
cuyo valor, aumentado al nimero 4,4 nos da el nuevo valor de &
mas aproximado 4,49, que equivale préximamente & 2577, 16".
Sustituyendo este valor en la ecuacién, hallaremos
/m(4,49)=4,49—4,4203-=0,0647.

Aplicando ahora ei método de las partes proporcionales, ten-

dremos

C'= mmmmrmmncee ”-\----X/p}\49) = ___r_1_9_|_ X0 03-17:-092@'-%? =0,0032;
y(I.5) 7(a~ay) IR "o 190X oduAAT T :

y tomando la primera cifra significativa de esta correccidn, tendre-
mos, por un valor mas aproximado de x, el nimero 4,493, que cor-
responde préximamente al arco de 237“, 25', 40'~

Sustituyendo este nimero en la ecuacion, hallaremos

/m(4,493;=:4,493—4,4839=0,0091.

Aplicando & este nimero el método de aproximacion de Newton
0 el de las partes proporcionales, hallamos la nueva correccion
0,0004; y por tanto, un valor de e mas aproximado que los ante-
riores, serd X—4,4934, que equivale & 257", 27', 10", cuyo numero»
sustituido en la ecuacidn, nos da

/m(4,4934)=4,4934—4,4932=0,0002.

Calculando la correccién por el método de Newton, hallaremos
el nimero 0,000009; y por tanto, tendremos por nuevo valor de x,
el numero 4,493409, que equivale préximamente al arco de 270®»
27', 42", Luego el angulo, cuyo arco trazado con la unidad por ra-
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dio es igual & la tangente, es proximamente de 275®, 27, 12", cuya
longitud viene a ser, con un error menor que una unidad del sexto
orden decimal, c=4,493409.
Propongamos para resolverlos ejemplos siguientes:
I.  Resolver la ecuacién ic= sen.r-f-sen 3.c.
/iesulia”o: ;/c=1,3703 6ic=78", 30", 44",
Il. Resolver la ecuacion a7Xl;c=1100,
Resultado". a?=3,597...
I11. Resolverla ecuacion £r=cosa7.
Resultado". ;¢c=0,739085...
IV. Resolver la ecuacion 2®=;r tg x.
Resultado: ;c=:6a®, ol".



APENDICE.

SEN\azicioxies sixxs.e't<icetS] dxfesrexicias fizxi-tas y
descoixiposicion de fraccioxaes racionales
en. fracciones simples>»

LECCION XLII.

J~ciones simétricas.—Determinacion de las potencias semejantes de las raicea de una
ecuacion.—Deterninacion de las funciones simétricas dobles, triples, etc., de las raices
de una ecuacion.

Funciones simétricas.

377. Se dice que una funcion de varias cantidades es simétrica,
cuando no cambia su valor permutando las cantidades que la for-
man. Asi, los coeficientes de una ecuacién son funciones simétricas
de las raices de la misma; porque como todas entran del mismo
modo en la formacién de cada coeficiente, el valor de estos no cam-
biard aunque una raiz cualquiera se sustituya por otra de las demas.

Las funciones simétricas pueden ser racionales é irracionales:
nosotros sélo nos ocuparemos de las primeras.

Una funcién racional y simétrica, podra ser entera 0 fracciona-
ria; pero como esta Ultima se puede considerar como el cociente de
dividir dos funciones simétricas enteras, de aqui que no tengamos
necesidad de ocuparnos méas que de las funciones simétricas raciona-
les y enteras.

Como las cantidades que constituyen una funcién simétrica han

Tozo II. 81
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de entrar todas del mismo modo en la formacion de los términos de
dicha funcion, se sigue que una funcién simétrica cualquiera de va-
rias cantidades ha de ser homogénea, 6 ha de estar compuesta de la
suma de varias funciones homogéneas, por lo que sélo daremos re-
glas para calcular funciones simétricas homogéneas.

Por dltimo, en las funciones simétricas homogéneas, podra suce-
der que todos los términos sean de una misma forma ¢ de formas
distintas, en cuyo caso, reuniendo en grupos todos los términos de
una misma forma, el conjunto de estos grupos formaran la funcién
propuesta. Cada uno de estos grupos que forma una funcion simé-
trica homogénea y cuyos términos son todos de una misma especie,
los Ilamaremos funciones simétricas elementales.

Como lodos los términos se han de formar del mismo modo res-
pecto & cada una de las letras que entran en él, se sigue que podre-
mos formar una funcién simétrica elemental, siempre que conozca-
mos uno de sus términos y todas las letras que han de entrar en la
funcién. Asi, la funcién simétrica elcmcfit;il de las letras«, h, c, cu-
yos términos son todos de la forma sera

aW'-\-ané-\~¥aV|-6V-i-c"a ,
y se representa abreviadamente por.S:a”6”); la letra S se emplea para
indicar la suma de todos los términos.

Cuando cada término se forma de una sola letra elevada & una
cierta potencia p, entonces se representa abreviadamente la funcion
simétrica por S/i; de modo, que se tendra

378. Las funciones simétricas elementales se dividen en orde-
nes, segin el numero de lelras que entran en cada término. Asi,
Sj,—an~+6c¢_~ci'H-... se dice que es una funcion simétrica elemental
de primer ordeni S(iz”¢"), os una funcién dohle 6 de segundo orden;

es una funcién triple 6 de tercer orden; en general, si en
cada término entran n letras, se dice que la funcién es del 6rden n.
Si quisiéramos obtener cl desarrollo de la funcién de tercer or-
den S(a™i"c.-), seria neccscrio formar jas coordinaciones de tres en
tres de las letras a, b, ¢, d, etc., que deben estar contenidas en la
funcidn; en seguida afectariamos el exponente m h]a primera letra
de cada coordinacién; cl exponente n, a la segunda; y el exponente
p, ala tercera.
379. Toda funcion racional y simétrica de las raices de una ecua-
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don, se puede expresar radonalmente por medio de los coeficientes de
esta ecuacion.

En efecto, sea la ecuacion

.-hPm=0.
Designemos por a, h, c,... I, sus raices, de modo que se ten-
dra (180)
—Pj\

ab+ac+.. =+1>, 1

Si designamos por V una funcién simétrica y racional de las rai-
ces de la ecuacion anterior, de modo que tengamos
[2],

y eliminarnoslas raices a, h, ¢,... |, entre las ecuaciones [1] y [2],
se obtendra una ecuacion en V, que serd de primer grado, puesto
que V no tiene mas que un solo valor; por consiguiente, V estara ex-
presada racionalmente por medio de los coeflcientes P,, P? etc., de
la ecuacion.

La comprobacién de este teorema se halla en los dos problemas
que a continuacion vamos a resolver.

Dc(crni3naclou (lo las pot(“ncia” spiupjauti'S de las raices de an»
ccuaclou’

389. Sea la ecuacion

que para mayor sencillez representaremos, como ya se sabe, por
f[x)z=0, y cuyas raices supondremos que son a, b, c,... k, I.
Esto supuesto, tendremos
— 1P, ~N-"1-..--2P li2a:+Pwi_i.

Por otra parte, como fix) es igual al producto de los factores
que se obtienen restando de x cada una de las rafees (182),y la
derivada de un producto es igual & la suma de los que resultan
de multiplicar la derivada de cada factor por el producto de los

demas, se sigue que otra de las expresiones (fb la derivada de f(x)»
sera

X—a X—b X—c X— 1
pero segun las reglas de la division algebraica, se tiene
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fin) X«-8-4-a* in8 .
=a?"r~*+a -\-'9,a
X—a :
4-P"a +P .«
"HPs
H{E Pm_
-|-Pni—

Reemplazando slicesivamente en esta igualdad la raiz a, por cada
una de las demas raices, se tendra, sumando todos los desarrollos y
haciendo uso de la notacién convenida,

fIxX)=mx™""+S, x'-*+§, 33}S
-I-mvA + P>3
-HnRg +PA -hPASm—a
4-mP,
+P.-2S§,
H-wP,, i

Comparando las dos expresiones de f*{x), hallaremos, después de
toda reduccion, las relaciones siguientes:
S,+P.-0
|S,-hP,S,+2P,=0

$3+P,S3-1-Pas,+3P5—0
[3]

S,Ni+P,S, sH-P,5.-34-..+P,,-2S,+(m-1)P, _t=0.

Por medio de estas relaciones se podran conocer las sumas de las
potencias semejantes de las raices de la ecuacion, desde las de primer
grado hasta las del grado m— 1. En efecto, la primera da & conocer
S”, Sustituyendo el valor de S, en la segunda, hallaremos el de Sg.
Sustituyendo los valores de S, y Sg en la tercera, hallaremos el de
S.; y asi sucesivamente podremos llegar & obtener el valor de
6 sea la suma de las potencias del grado m— 1 de las raices de la
ecuacion.

Para obtener las sumas de las potencias cuyo grado sea ma-
yor que m—\, multiplicaremos la ecuaciéon propuesta por ¢’, y se
tendra

Como las raices de la ecuacion propuesta verifican & esta Ultima,
si reemplazamos sucesivamente x por cada una de las raices a, 6,
«, etc., y sumamos todos los resultados, se tendra
So+ n - 4 - P + .m-}-Pm IS«+1+PmS,=0 [A]
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Haciendo ahora sucesivamente n=0, 1,2,... y observando que
=1+1H-1+ . hallaremos

's. -f-P,S -i+P.S,, _r4-. +P«.-iS+mP, =0
|S,+i-t-PS,, -hP S, -i4- .+P.«-i5,+P,5,=0
5] S«t2+P.S,_iH-PS. +. +P,,_IS,+Pm Sg—0

Conociendo por las relaciones [3] las sumas S,, S.,.** Sm-i» J
sustituyendo sus valores en la primera de las relaciones [0], halla-
remos Shj; después determinaremos por la segunda S,«+i, y asi suce-
sivamente.

Vemos, pues, que mediante las relaciones [3] y [S], se puede
conocer la suma de potencias semejantes de las raices de una ecua-
cidén, cuyos exponentes son enteros y positivos, por medio de funcio-
nes racionales y enteras de los coeticientes de la misma.

Reciprocamente, Si se conociesen 9 sumas de potencias seme-
jantes de las raices de una ecuacion, por ejemplo Sj, SN S-,... S«, se
podrian determinar los coeflcientes P,, P~ P~ etc., de dicha ecua-
cién, por medio de las relaciones [3] y [5].

381. Si quisiéramos calcular la suma de las potencias semejan-
tes de exponentes negativos, de las raices de mna ecuacion, daria-
mos & n en la formula [4] los valores sucesivos — 1, —2, — 3, etcé-
tera, y hollariaraos unas formulas por medio de las cuales podria-
mos calcular dichas potencias; pero se podran obtener mas facil-

mente, sustituyendo “por” en la ecuacion propuesta; y calculando

las sumas de las potencias semejantes de exponentes positivos de es-
ta trasformada, se obtendran las de exponentes negativos de la pro-
puesta. .

382. Las sumas de potencias semejantes se pueden ademas ob-
tener facilmente por una simple division de polinémios. En efecto,
sea como siempre /'(@)— 0, una ecuacion cuyas raices supondremos
.sean o, b, ¢, ... I. Segun lo dicho anteriormente de la derivada, se
tendra la igualdad

f{x) m — X—c x 4
Ademas, se tiene
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a a-

S

N—a X X« xn

reemplazando ahora sucesivamente o por cada una de las demas
raices, y sumando todos los resultados, se obtendra
f\x) w S, S,

f{x) X x
o multiplicando por Xy sera
xff{x)
f[x] X XN
Si ahora, para mayor comodidad en los calculos, sustituimos
se hallara,,

X por -yrepresentamos lafraccionpor

por ultimo.

F(2) + + +

Donde vemos, que los coeflcientes que resultan para las diferentes

potencias de z en la division del polinomio F ,(z) por F (z), ordena-

aos segln las potencias ascendentes de  son Jassumas S,, S , etcé-

tera, de las raices de la ecuacion propuesta.
Sea hadarlas sumas de las potencias S.as y —¢j.as

*

Ejemplo.
las raices de fa ecuacién numérica.
X'N—
Segun las formulas [3J y [5], se hallara
\—i=0 1
*—s5,—2x14=0 s,= 29
3—5"—14S+3x24=0 —29
4-S—US,+24S,=0 §4= 353
S—US,+24S,=0 — 749

Para hallar las sumas de las potencias semejantes de exponen-

te negativo, se hara en la ecuacion lo que dara la trasfor-

mada = ¢ ja queNaplicando las mismas for-*

as, y observando que las potencias de exponente positivo de Jas
raices de esta ecuacién son fas potencias de exponente negativo de
ia propuesta, tendremos
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2AS_—14=0 §.*=
2iS_a— 14S i—2=0 @
245-3—14S 2—S _i—3=0 £ 3 8
2454145 3—S 2-1-Si=0 S _4=
24S-5—14S_i—S_3+S_2=0 S5 0

Por el segundo método hallaremos, que efectuando la divi-
sién de F,(2) = 3— 25— 1&® por F(«) = 1— s — 14,s®-i-245% se
tendra
_ 3-2=:— - = 3-h~+29.g»— 29"+ 3S3z7" —
1 .
y como en general el coeficiente de expresa la suma de las cnesi-
mas potencias de las raices de la ecuacion, el coeficiente —749
serd igual a S..

Para calcular la suma de las potencias—5®®de la ecuacién dada,

principiaremos por hallar la trasformada — 144®— cuyas
raices son reciprocas de las de la propuesta. De esta deduciremos
Fi{«)=72—28«—® Yy F(")=24— ik-z— y efectuando la di-
vision del primer polinomio por el segundo, hallaremos
72 _28«— 61 253 1633 6557 _
24— 14— «@-1-B" 12- ' Ui- TRAI+ oo7ss 208832

Y como en general se tiene que el coeficiente de aj- expresa la
suma S_n de las potencias semejantes cuyo exponente es—n, se
tendraS_5=" ~, cuyos resultados estan conformes con los halla-
dos por e! primer método.

Determfuacion de luk fiiurloiicK simétricas dobles, triples, etc.,
de las raices deiiaa ecuacion.

383. Por medio de las formulas [3] y [3], llamadas de NewtOD,
por ser este gedmetra el primero que las dedujo, sepueden calcular
facilmente las funciones simétricas dobles, triples, etc., de las raices
de una ecuacion.

Sean, como siempre, a, 0, c,... las raices de la ecuacién
Yy veamos cémo se halla la funcién doble S(a”6").
Si se multiplican ordenadamente las igualdades

Sp=a/'-\-hp-~cP-".,



328 FUNCIONES

el producto contendra evidentemente dos clases de términos: unos
seran de la forma cuya suma se representard por 3%, los
otros seran de la forma a”b"\ cuya suma sera la funcién simétrica
que se busca S(a"¥). Luego se tendra

SfiXS,j=S)i+p-{-S(ii"&"),
de donde se deduce

S(fl«6-')=S,xS,,— [6]

Para calcular la funcion de tercer 6rden supondremos
efectuado el producto de las dos igualdades
.-f-6 "aP~b~cP-{-..,

y se tendran en el producto tres clases de términos: 1/ términos
formados de dos letras con los exponentes n-\-q j p, cuya suma sera
2.° términos formados de dos letras con los exponentes
p-{-g y «, cuya suma sera 3(0"+?$"); 3.° términos formados de tres
letras diferentes, cuya suiha sera S'u”~a”c'?). Luego se tendra
S{a” )XS5=S(a”+i?8?)-|-S(a™+96 «)+S(a”bPc'i].

Sustituyendo S(ii"6p), S(ii"+ia*') y 3[;aP+i6") por sus valores, de-
ducidos de la igualdad [6J, y despejando el valor de S(o”6pc7), halla-
remos

3;,+,S,+9(S,p ) [7].

Del mismo modo se podrian calcular las funciones simétricas cu-
yos términos contuviesen mayor namero de letras.

384. Cuando algunos de los exponentes de que van afectadas las
raices de la ecuacion se hacen iguales, es necesario modificar las for-
mulas anteriores.

Hagamos n=p en la funcion 3(a”&’), y la féormula [G] se con-
vertir4 en

S(ii-6-):=:7{S,2-S,,,) [8].

En efecto, 3(;i"4P) se compone de tantos términos como coordi-
naciones de dos letras se pueden hacer con m. Todos estos términos
son diferentes cuando n y p son desiguales; pero dichos términos
son iguales de dos en dos, cuando n=p; y por tanto, haciendo n—p"

se tiene S,XS” sereduce & 3,xS,~-Sn\ y S,.p
se convierte en luego S(a«¢«)=E(3,®—Ssn), segin he-
mos dicho.

De la misma manera veremos, que si en la formula [7] hacemos
primeron=p y luégo n=p=y, hallaremos
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S(a”i«ci)= h(Sn"S"—S2,Sg—2S,+5Sn+2S2u+i)  [9],
y S{aH-c”)=;){Sn”"-3S2.xSn+'""B.) [10].
En general, cuando se hacen iguales a exponentes, el valor de la
funcion que resulta es igual al de la funcién general del mismo 6r-
* den, dividida por el producto 2.3 .4... a.

385. Por las formulas halladas anteriormente, se ve que toda
funcién simétrica entera y homogénea de las raices de una ecuacion,
se puede expresar racionalmente por los coeficientes de esta ecua-
cidn; y como segun hemos dicho al principio, cualquiera otra fun-
cion simétrica y racional, se formara de las consideradas como ele-
mentales de un modo racional también, se sigue que este teorema
se verifica para cualquiera que sea la funcién simétrica racional.

LECCION XMI.

Aplicacién de la teoria de las fcncionea simétricas & la formacién de las ecuaciones .de las
diferencias, snmas, productos y cocientes de las raices de una ecuacién dada.—Aplica-
cion de las funciones simétricas & la eliminacion. Grado de la ecuacion final.

Apltcnclon (le la teorin de las fiincloiies simétricas Ala formacién de laa
ecuaciones de las diferencias, sumas, productos y coclcutcs de las ral-
ees de unaecuaclou dada.

386. Por medio de las funciones simétricas, se puede resolver el
problema de dada una ecuacién, hallar otra que tenga por ralees una
corahinacion racional y determinada de dos, tres, etc,, raices de lapro-
puesta.

Supongamos que, dada una ecuacién f[x)=0, se quiere trasfor-
mar en otra, cuyas raices estan ligadas con las suyas por la relacion
X"), representando x' y x” dos raices cualesquiera de la
propuesta, y<p(a;'a;'0 funcién racional y»conocida de dichas
raices.
Dos métodos se pueden seguir en la resolucion de este proble-
ma, que son los siguientes:
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PniMER METODO. Sean a, ¢, ... Jas m raices de la ecuacién
propuesta f(x)=0; las raices de la nueva ecuacién seran
i), 9in, ¢, ...9(6, a),c™Mb ), ... 9(c,a), Mc, b),...
De modo, que si representamos la ecuacién que se busca por
se tendra
4(i/)=ly—9(a&)] /—9(c)] ... [y—p(Ea)] [y._~(ic)] ...= 0.
Ahora bien, el primer miembro de esta ecuacion es evidente que no
cambia, permutando dos cualesquiera de las cantidades a, 6, c,... de
modo, quesi efectuamos los calculos y ordenamos elresultado segun
las potencias de y, el coeficiente de cada una de estas potencias sera
una funcion simétrica y racional de las raices de f{x)=0; asi es, que
calculando estos coeficientes por medio de las formulas de Newton,
deducidas en la leccion anterior, se tendra el problema resuelto.
Segundo método. Consiste en determinar de antemano el gra-
do de la ecuacion que se busca; y una vez conocido, y suponiendo
que sea n, se tendra que la ecuacion buscada sera de la forma

Siéndolos coeficientes P',, P', P?, ... cantidades indetermina-
das, cuyos valores, una vez determinados, se tiene el problema re-
suelto.

Para determinar estos valores, usaremos délas formulas

SN +F-0,
SA -t-F.S~A-f-2PA =0,

en las cuales se tiene, que S”\ representa en general las potencias
del gradojij de las raices de Ja ecuacion que se busca. Por lo tanto,
la cuestion queda reducida & calcular S*,, S~ etc., en funcion
racional de los coeficientes de la ecuacién propuesta. Pero siendo es-
tas cantidades funciones simétricas y racionales de las raices de la
ecuacion f[x)=0, no habra inconveniente en hallar sus valores por
medio de funciones racionales de dichos coeficientes.

387. Ecuacién de los cuadrados de las diferencias. Va-
mos a calcularla ecuacién cuyas raices sean los cuadrados de las di-
ferencias de las raices de una ecuacion dada. Sea esta ecuacion

~h P, + P _i-p~r= 0.
Si restamos sucesivamente cada raiz de todas las demas, se ha-
llaran evidentemente m-(m— 1) diferencias, que seran igualesy de
signo contrario de dos en dos; los cuadrados diferentes de estas dife-
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rencias seran por lo tanto hm[m— 1), y por consiguiente el grado de
la ecuacion Onal sera hM{m—1), el cual, para mayor sencillez, de-
signaremos por ii, y la ecuacién buscada sera, pues, de la forma

+ A, _ [ ~ A , =0
y todo queda reducido & calcular los coeOcientes indeterminados
A5 Ag, e Aft»

Representemos por S,, SN, S,, etc., las sumas de las potencias se-
mejantes de las w raices a, 6, ¢, a, etc.,, de la ecuaciéon propuesta,
y por Sj, sy etc., las sumas de los potencias semejantes de las n
raices (a— (a—0o)® (6—c)™ etc., de la ecuacién de los cuadra-
dos de las diferencias. Esto supuesto, tendremos que como S,, Sg,
Sj, etc., se pueden expresar por medio de los coeficientes conocidos
Pi» Ps> P3» e (380), todo queda reducido a determinar s®, s,,, s™,... en
funcion de S®, S7 S5, ... ; porque entonces se podrian determinar los
coeficientes Aj, AN Aj, etc., en funcion dc5j,Sg, sy ... (381), y por
tanto en funcion de los coeficientes de la ecuacién propuesta.

Para ello, desarrollaremos cada una de las cantidades (it- 1 ayp,
{X )"y, etc., y se tendra, sumando todos los desarroilos,

(@—afP + {a>~bfp+ {x—cfp+ ... {x—IfP —

2jf2(2p-i 2p(2p-1)(2~-2
manp-ipSyXP A ) (2p-i) p(2p-1)(27-2)
1.2 1.2.3

Reemplazando ahora sucesivamente x por a, ¢, etc., y obser-
vando que el primer miembro se convierte en el doble de la suma
délas potencias del (‘rado p de las raices (a—by,(a—c)® de la
ecuacion de los cuadrau j de las diferencias, tendremos, haciendo
uso de la anotacion indicada.
2p(2p-")_ g 9p{2p-i){2p-")

1.2 1.2.3

En el segundo miembro de esta igualdad, se observa que los
términos & igual distancia de los extremos son iguales y de un mis-
mo signo; por tanto, si el término medio

, 2p(2i?— 1)..(??+1)™,
1.2.3..» n

lo representamos por T, se tendrd, haciendo la reduccién y divi-
xJiendo por 2,

3Sp =mS2;.-27S,S2j,-iH- S,52p"3+..

.o 2jo(9—1)
Sp 288 8ar i T TS SN s— 6T 1],
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El término T sera positivo 6 negativo, segun que p sea un numero
par 6 impar.

Por medio de la formula [1] se pueden calcular las potencias se-
mejantes de las raices de la ecuacion buscada, dando kp los valores
1,2, 3, etc. Sustituyendo después los valores de S®, S, S, etc., en
funcion de P,, PA P., etc., se tendran expresadas en funcion de estas
mismas cantidades las sumas s,, s® etc.; y por ultimo, hallando
los valores de A,, AN A., etc., en funcion de S, etc. (380), se
tendra el problema resuelto.

388. Para mayor comprension del método anterior, lo aplicare-
mos & un ejemplo, y sea hallar la ecuacion de los cuadrados de las
diferencias de las raices de la ecuacion de tercer grado

X™-\-px-\-q=(i.

La ecuacion que vamos buscando sera de la forma

i"-|-A,a;"-]-A,s-hA3—0.

Se halla por las férmulas [3] y [oj del nim. 389,

A— Q
krUsn-sn . [2].

Las cantidades s,, 5, 5,, etc., se obtendran en funcion de S,, S,,
S, etc., por medio de las formulas
5,=3s - s;-
«.=3S5,~(4S,5S3-H3S™" [3],
5,=35,-6S5.5,-h15S,5,— 105®
deducidas de la férmula [1].
Haciendo en las férmulas de Newton
PI-~0, P,=~. P,~9, Pz:.0.P,=:0, ...
se tendra
$,=0. §,=-2/>,S5,=-31,

Sustituyendo ahora estos valores en las igualdades [3], halla-

remos
s,=--~&p, s,= 18ji® s,=66y—8I19";
y sustituyendo, por ultimo, estos valores en las igualdades [2), ten-
dremos
A=6i> A=9;j®, A:=AMH-27¢®.

Por consiguiente, la ecuacion de los cuadrados de las diferencias

de la ecuacion x™-\-px-\-g={), sera
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Si consideramos como caso particular la ecuacién ji®—7x+7=0,
haremosj!?=—7, q =1, y tendremos que la ecuacién de los cuadra-
dos de las diferencias sera

N—42"M+4412—49=0.
389. Por un procedimiento analogo se calcularian las ecuacio-
nes cuyas raices fuesen la suma, el producto y el cociente de dos rai-
ces cualesquiera de una ecuacion dada.

Ai>licacloii «lelos funciones slinétcicas a lo eliminacién. Cirodo «le lo
ccuaolou fliml.

390. La teoria de las funciones simétricas da un medio de hallar
ja ecuacion que resulta de la eliminacién de una incdgnita entre dos
ecuaciones con dos incégnitas; pero aunque siempre se llegadla ver-
dadera ecuacidn final, los calculos que es necesario practicar sontan
pesados cuando las ecuaciones son de un grado superior al segundo,
que casi nunca se emplea este método. Nosotros solo haremos ver
en qué consiste, y deduciremos el teorema de Bezout relativo al gra-
do de la ecuacion final.

391. Sean las dos ecuaciones con dos incdgnitasx éy

X" -h A pl-|
h- ...4- =0
cuyos grados respectivos son m y n, de los cuales supondremos que
n no es mayor que m; los coeficientes A,, As, A5, ... B,, BN\ B,, ...
son funciones enteras de y, que & lo mas son del grado que indica
el indice.

Supongamos que se ha resuelto la primera de las ecuaciones j1]
con relacién ii x, y sean a, 6, ¢, etc., las raices expresadas en fun-
cién de y. Si sustituimos sucesivamente cada una de estas raices en
la segunda ecuacion, se hallaran las vi ecuaciones siguientes, que s6lo
contendran la incognita y:

6n4~B/"-*"+B,6™-2+...-i-B,=0 [2].
cH4 b%«-"-KB,c»-2-F ...-hBn=0

Esto supuesto, tendremos que si x=cc 6 y=p es una solucién del
sistema propuesto [1], es evidente quet/=" verificara necesariamen-
te a una de las ecuaciones [2]. Por el contrario, todo valor y=p que
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satisfaga a una de estas ecuaciones, tiene que ser un valor conve-
niente del sistema propuesto. Porque si ? es, por ejemplo, una raiz

de la primera ecuacion a” ...=0,ysiaesel
valor de que resulta de sustituir ? en vez de y en la raiz a, los va-
lores «=3!, satisfardn evidentemente & la segunda de las ecua-

ciones del sistema propuesto; también satisfaran a la primera, pues-
to que se verifica con independencia 4ey para el valor de x=a. Lue-
go si todo valor de y, deducido del sistema de ecuaciones [2J, esun
valor conveniente, que unido con un cierto valor de (¢ da todas
las soluciones del sistema propuesto, el producto de todas estas ecua-
ciones sera la ecuacién final eny que se busca.

3P2. Este método parece que exige en su aplicacion el tener re-
suella una de las ecuaciones dadas con relacion & la incognita que se
quiere eliminar, loque le haria ineficaz para ecuaciones de un gra-
do superior al cuarto; pero esto no es asi: porque los factores cuyo
producto constituye la ecuacién final, no varian aunque se permuten
entre si de todas las maneras posibles las raices a, h, c, etc.; por
tanto, el producto sera una funcion racional simétrica de estas rai-
ces, y se podra expresar racionalmente por los coeficientes Aj, A
A-, etc., d> la primera de las ecuaciones dadas.

393. Elgrado de h ecuacion fimlque resulta de la eliminacion
de una incAgnita entre dos ecuaciones con dos incognitas™ es & o méas
igual al producto de losgrados de las dos ecuaciones.

El primer miembro de la ecuacién final, que, como hemos visto,
es el producto de las ecuaciones [2], esta compuesto de una suma de
términos de la forma

=B,-,Bi Bi
y como dicho producto es una funcién simétrica de las raices a, b,
c, etc., el coeficiente B B,iB¢... multiplicara 4 una suma que se
compone de términos de la forma ... que, como ya sa-
bemos, se representa por S ...); por lo tanto, la cues-
tion queda reducida & demostrar que el exponente dey en el pro-
ducto

(BaBiB;...)x S(u'™ *6'*~V-" ),

Nno es mayor que m X«.

Para esto, tenemos que la primera de las ecuaciones dadas es
del grado m, y la segunda del grado n; y por tanto, los coeficientes
qgue entran en cada una de ellas son funciones de y, que no exceden
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en grado al indice que llevan; asi, es una funcion de %, que & lo
mas serd del grado p, y lo mismo de los demés coeficientes. De aqui
se deduce, que el producto serd & lo mas del grado

Ademas, si recordamos las formulas de Newton que
dan los valores de SN S.,, SM, etc., se verd queen general $% no puede
ser de un grado superior &/?; luego el producto S, 7iX 3, _axS;._iX*.*
es & lo méas del grado (n—h)-\-[n—7;)-I-(u— L ENXWIi—

Por consiguiente, segun las formulas que dan los valo-
res de las funciones dobles, triples, etc., la funcion
serd también & lo méas del mismo grado w x « —(A-h&:+?-i-...); lue-
go el mayor exponente de y en el término general que hemos consi-
derado, sera a lo méas del grado
(/1+A+?2-|—e

segun queriamos demostrar.

liemos supuesto, al considerar las ecuaciones generales, que la
incégnita x se hallaba en ambas ecuaciones con un exponente igual
alosmy n que marcan los grados respectivos; pero el teorema es
igualmente cierto aunque esto no suceda: porque una vez demos-
trado para cuando las ecuaciones se consideran en toda su genera-
lidad, se vera, que pudiéndose deducir la ecuacion firial relativa &
ecuaciones que no tienen las mayores potencias de x, igualando &
cero un cierto numero de coeficientes, es claro que esta ecuacion no
podrad nunca ser de un grado mayor que el de la obtenida en el caso
general; lo que podréa suceder es que sea de un grado inferior, y esto
< nada se opone al enunciado del teorema.

LECCION XLIV.

Difiireacias finitas.—Diferencias de fnuciones.

Diferencias nnitas.

394. Consideremos una série cualquiera de cantidades

[1],

que pueden 6 no formarse segun una ley constante.
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Si ahora restamos de cada uno de estos niimeros el que le ante-
cede, tendremos formada otra série cuyos términos seran las diferen-
cias 'primeras de las cantidades propuestas. Estos términos se desig-
nan con la letra A, antepuesta al nimero que se resta. Asi, se tendra

tijj, Au, =~ ... Am,_i= ifi—w,_i.

Asimismo, si hallamos las diferencias de la série

Au,, AU, AN Au,, ... Au,_i,
se tendran las diferencias segundas 6 de segundo 6rden de la série
[1], las cuales representaremos por A" de modo que tendremos
A*U(=AUj— Alg, AMj=Aii,—Au,, ... AW, 2=Au, _i—Am,_2

Continuando de la misma manera, iremos hallando las dife-
rencias terceras, cuartas, quintas, etc., que se representardn por
AN AN A ete. FE1 término general de la série formada por las dife-
rencias del 6rden n, sera A u,, y se hallara ligado con las diferencias
del 6rden n—1, por la relacion

A"U,=A"-"w,+1—\"-"Un.

Si la série [1] contiene n términos, la de las diferencias de pri-
mer o6rden contendra n—i; la que originan las de segundo, tendra
n—2; y en general, la de las diferencias del érden n— 1, s6lo tendra
un término, y todas ellas se disponen ordinariamente como indica
el cuadro siguiente:

u A A - A«-' A
W. Au,, AR A"- m, A,
Au, s A «-*U,

Au, A'U.
«I1-1  AIi,ii
un

cuya formacion es bien sencilla; pues la primera columna de la iz-
quierda es la série de nimeros que se conoce, las deméas columnas
se forman restando cada numero de la inmediata de la izquierda del
gue tiene debajo, y colocando la diferencia & la derecha enfrente del
que se resta.

Ejemplo. Sea hallar las diferencias de los numeros 3, 7, 9, 20,
31 y 50. Segun el cuadro anterior, se tendra
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u A A* A» A
3 4 —2 H —20 37
7 2 9 —9 17
9 11 0 8
20 1 8
31 19
50

También se puede disponer el cuadro del modo siguiente?

fl....—9..... 8
—20....27
37
395. E | primer término de Ja série que forman las diferencias de

«m orden cua'quiera n,.se obtiene en funcidn de los términos de la série
dada”por medio de la igualdad simbdlica
A"uN=(u— 1,
en cuyo segundo miembro se reemplazan por indices los exponen”
tesde u.
En efecto, segun la definicion, se tiene

«0-
Restando esta igunldad de la siguiente ~u~=u~—w,, se hallara
2w+ « g
Si aumentamos en una unidad los indices de esta igualdad, lo que
en uada la altera, se tendra

y restando de ésta la anterior, hallaremos
3an+3i(—%.
Del mismo modo tendremos
— fuN\~Gu™— Au.-t-Ug,
y en general
n(n—1)
1.2
Para probarla generalidad de esta formula, demostraremos que
siendo cierta para una diferencia del orden n— 1, lo es también para

C

A"«g=ti,— fiw,_i-h M,_3— [Al.

Tamo Il
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la del 6rden n; porque siendo cierta para lo sera para j
asi sucesivamente.

Supongamos que la formula sea cierta para la diferencia del 6r-
deo n—i, y que se tenga

ademas se tendrd, aumentando una unidad & los indices,

restando ordenadamente, y observando que —A"-'Wy=A"w,, ten-
dremos

Pero se tiene {Alg. tomo I, nam. 148)
ci:_,-hcr;=a;
luego
A"w,=w,—nu,_iH-.’~CnU"-Pzt.. .zpw",
segun queriamos demostrar.

396. 0'fi término cualquiera de la serie [1], se obtiene en fundén
del primer término W y de las diferendas sucesivas iUy, A™w AN,
etc-"por medio de la igualdad simbdlica

Ua=(l1+A)*'U,
en la cual los exponentes de Aindican el grado de la diferenda.
Desde luégo se tiene, segun la definicion,
“=Wo+K-
Sumando esta igualdad con la siguiente AN=AWj-+-a\ , se ha-
llara

Si aplicamos el mismo raciocinio a la série de las primeras dife-
rencias, hallaremos
AuN=AW,-|-2ANU, AN,
pero u,= w-}-An luego

Asimismo se hallara

y en general
n(n—1) ) )
W, =M"-f-nAUO-}- 19 cANNVA-f-, -I-C«ANMA-f-...--A"Ug  [B].
La generalidad de esta férmula se demuestra lo mismo que en
el nimero anterior, probando que es cierta para el término w,, su-
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poniendo que lo es para el m® i; porque como para el término w, es

verdadera, lo sera también para el término y asi sucesiva-
mente.
397. Por medio de las formulas [A] y [B] halladas anteriormen-

te, se resuelven los dos problemas siguientes: 1® Dada una série de
m nUmeros cualesquiera, hallar la diferencia del orden n. 2.° Dado el
primer nimero de una série cualquiera y m diferencias consecutivas,
hallar un término del orden n de esta série.
Ejempilo i. Dados los seis nimeros 3, 7, 9, 20, 31,50, hallar la
cuarta diferencia.
Segun la formula [A], tendremos

1 4u,-hM,,
==31—80+54—284-3-~88-108=—20.
Ejemplo Il. Dado el primer nimero 3 de una série y cinco de
sus diferencias consecutivas 4, —2, H, —20, 37, hallar el quinto

término u
Segun la férmula [BJ, tendremos

=3+16—12+44—20=63—32=31.

Diforcnelaa de funciones.

398. Si 4la variable oi de una funcién cualquiera u~f{x], da-
mos m+1 valores ...Xm , la funcién tomara una série de
valores correspondientes w ... un, cuyas diferencias de di-

ferentes érdenes podremos calcular como anteriormente hemos ex-
plicado.

Supongamos, por ejemplo, que los valores de x estan en progre-
sion por diferencia, cuya razén es h, y que dos términos consecuti-
vos cualesquiera de esta progresion sean a; y ;c+A; los valores cor-
respondientes de «seran /(a?) y/(a;+A), cuya diferencia/(,c+4)
—f{x) es una nueva funcién de x, que se llama la diferenciaprime-
ra de la funcién propuesta, y se representa por i“[x). Si en esta
funcién j~[x] reemplazamos sucesivamente cada uno de los m+1
valores de x, hallaremos las diferencias primeras de los términos
de la funcién propuesta.

Del mismo modo, si en If{x) sustituimos por x dos niUmeros con-
secutivos cualesquierax y x+ U de la progresién, hallaremos como
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interiormente ana nueva funcion A/ (.r-fA)—A/(di], que sera la di-
ferencia segunda de la funcion propuesta, que se designara por
y asi sucesivamente.
Sea, porejemplo, la funciéon exponencial
u—f[x)=an,
déla cual se deduce, segun lo dicho anteriormente,
Au=a®+'»—a'= a'(a*—1).
Oonde vemos, que la diferencia primera da la exponencial a% se ob-
tiene multiplicando dicha exponencial por la cantidad constante
a*—i.
Asimismo hallaremos
1)—o"{a* — (o*—
De la misma manera se tendra
— 3
7 engeneral
— 1"
Sea, en segundo lugar, la fundén «=sen x. Dando & x los dos
valores consecutivos @ y x~\-k, hallaremos
Aw=sen(a?-hAj—sen u:=2 sen i”*cos
Si la funcién propuesta fueray=cosir, tendriamos
\y= cos(a:-f-*)—eos ;p=—2 sen \ hsen [x-\-\h).
Por medio de estas dos igualdades podemos hallarlas diferencias
segundas de ambas funciones; asi, tendremos
A®«r=2seni A x —2 sen Usen sen™j | sen(a;+A):
—2sen hx 2seni Acos (0;-|-A)=—2"sen- i Aeos (0:~I-A).
Bel mismo modo se hallara
Am= - 2" sen® >A cos{icd-|-A);
ARy— 2Bsen® | Aseti(a:H-"A);
A*u= 2‘ sen*i Acos(a:+2 A);
A*y= 2* sen* 2 Asen(a:-f-2 A);

399i Si lavariable da una funcién entera del grado m recibe va-
lores en progresion aritmética, la diferencia del orden m de dicha fun-
dén sera constante.

Sea la funcion entera del grado m, u~y(;r); representemos por
4 el incremento constante que recibe la variable x, sustituyamos
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dos valores conseautivos x y ¢h-A, y se tendra, cualquiera que
sea Xt

donde vemos, que la expresion de Au es una funcion entera del grado
m— 1; es decir, inferior en una unidad al grado de la funcién pro-
puesta.

Siendo la diferencia segunda de u Igual & la diferencia primera
de Au, tendra por expresion

la cual, como se ve, es de un grado inferior en dos unidades al de la
funcion m; la siguiente serd de un grad< m—3; y en general, la di-
ferencia del orden n, sera del grado m—n. La del orden m, 6 sea
A’ «, sera del grado ni—m =0; es decir, independiente de x, y por
consiguiente constante. Siendo la diferencia del orden m constante,
la del orden 1serd nula, y lo mismo todas las de un érden su-
perior.

400. La expresion de la diferencH del 6rden ra de una funcion en-
tera del mismo grado, es A“u—1.2.3..raA,h™.

Sea la funcién entera

u= Ao-a;"*A,r'" . -HA «.

Siendo esta funcién Ja suma de los términos que la componen,
su diferencia de un orden cualquiera sera igual a la suma de las di-
ferencias del mismo orden de sus diferentes términos; de donde re-
sulta, que la diferencia del 6rden m de un polinomio del mismo
grado, no dependera sino del primer término, pues la diferencia del
grado m de los demds términos es nula, segin el ndmero anterior.

Esto supuesto, observemos que la diferencia del grado m—1 de
Au, no depende sino del primer término de A«; que la diferencia del
orden m— 2 dé A-u, no depende también sino del primer término de
AWMy asi succsivumenle.

Ahora bien, el primer término de Au es la derivada del primer
término de u multiplicada por h, 6 lo que es lo mismo,

El primer término de A%, serd igualmente
—4)
En general, el primer término de A™u, sera
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m( m— (ra—
y por consiguiente, la expresion de la diferencia del drden m del po—
linomio propuesto sera

segln queriamos demostrar.

LECCION XLV.

ApUcacion de la teoria de las diferencias a la resolucion de ecnaciones.-ApHcacion de las
aiierencias finitas & la formacion de tablas numéricas.

Aplicacion de la teorfade las diferencias a la resoluciéon de ... .- |oneso

401. Fundados en la propiedad que tienen las funciones ente-
ras de ser constantes las diferencias del mismo 6rden que su grado,
cuando también es constante la diferencia de los valores de 0? se de-
duce un medio facil de hallar los resultados de sustituir en el pri-
mer miembro de una ecuacién nimeros particulares que estén en
progresién aritmética.

Ejemplo |. Sea la ecuacién
primer miembro representaremos por y.

Supongamos que para hacer la separacion de las raices de esta
ecuacion, tenemos necesidad de sustituir en ella la série natural de
los nimeros enteros, en cuyo caso vamos a ver que habiendo hecho
por el método ordinario tantas sustituciones como unidades tiene el
exponente que indica el grado de la ecuacién, pueden obtenerse to-
das las demas con mucha facilidad por medio de las diferencias.

En el presente ejemplo tendremos que hacer, por el método or-

dinario, cuatro sustituciones consecutivas, que para mayor sencillez
10,1 y 2. Hechas es-

2a—1=0, cuyo

seran las correspondientes a los valores
tas sustituciones, hallaremos los valores correspondientes de y, que
sony=36, —1, 12y 27.

La diferencia del 6rden cuarto sera constante é igual
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J.2.3.4=24 (400); por lo tanto podremos formar el cuadro si-

guiente:
X y ay aV

36 - ar 50 —48 24
— 1 13 2
12 15
27

N O

dremos prolongar indefinidamente este cuadro, ya sea para valores
crecientes de x, tales como 3, 4, 5, etc., ya para valores decrecien-
tes 6 negativos como—2, —3, etc. Para ello observaremos, que su-
mando cada numei'o con el que tiene &  izquierda, se halla el inme-
diatamente inferior a este\ asi, sumando con — 48 el numero 50 que
tiene 4 su izquierda, se halla el numero 2 que tiene debajo. De aqui
se deduce que un numero cualquiera, se forma también restando del
que tiene debajo el que hay & su derecha’, asi, el nimero 13 se obtie-
ne restando del nimero 15 que tiene debajo, el nimero 2 que esta
a su derecha. Segun esto, podremos prolongar indefinidamente el
cuadro anterior, y obtener este otro:

X y hy ANy Ay aVv

—4 1287 —715 338 —120 24
—3 572 —377 218 —96 24
—2 195 — 159 122 —72 24

—1 36 —37 50 —48 24
0 —1 13 2 —24 24
1 12 15 —22 0 24
2 27 —22 24 24
3 20 —29 2 48 24
4 —9 —27 50 72
5 —36 23 122
6 —13 145
7 132

en el cual los nimeros que hay en la segunda columna, marcada coa
la letra 'y, expresan los resultados de sustituir en el primer miem-
bro de la ecuacion dada, la srie de los nimeros que estan a la iz-
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quierda. Por este cuadro se ve, que las raices de la ecuacion dada se
hallan comprendidas una entre —1 y O, otra entre O y i, otra entre
3y 4, ylacuartaentre 6y 7.

402. La prolongacién indefinida del cuadro, que nos da los re-
sultados de sustituir en el primer miembro de una ecuacién nime-
ros particulares que estén en progresion aritmética, y las diferencias
sucesivas de diferentes drdenes de estos resultados, esta fundada en
que la de un cierto orden es constante, y podemos repetirla cuantas
veces queramos. De esta propiedad gozan, segin ya hemos demostra-
do, las funciones enteras; pero no es cierta para una funcién cual-
quiera. Sin embargo, se observa en general, que sea cualquiera la
funcién que se considere, a medida que se van hallando diferencias
de un 6rden bastante elevado, estas son cada vez mas pequefias; de
modo, que considerandolas como nulas, podemos admitir las del or-
orden precedente como iguales; y aplicando lo que se ha dicho res-
pecto de las funciones enteras, hallaremos por este medio vaiores
aproximados de la funcion para una série limitada de valores de la
variable.

Supongamos, para fijar las ideas, que en una funcion cualquiera
u, damos & la variable la série de valores X~ x™, y halla-
mos que las diferencias cuartas, por ejemplo, son muy pequefias, en
cuyo caso podremos despreciarlas y considerar como constantes las
diferencias terceras; aplicando entdnces el procedimiento de las fun-
ciones enteras, podremos, prolongando el cuadro obtenido, hallar
los valores w,, etc., hasta un cierto limite ejemplo. En
estos valores cometeremos evidrnlemente un cierto error que cada
vez ird en aumento, y que es necesario tener en cuenta para saber
hasta qué punto podremos prolongar el cuadro. Para ello, de vez en
cuando se hallaran sustituciones directas, y los resultados se compa-
raran con las obtetiidas por el cuadro; y de esta comparacién resul-
tara el error que se comete, y deduciremos si se podra continuéat ha-
llando valores por medio del cuadro; 6 si deberemos hacer otra série
de sustituciones directas, y formar otro nuevo cuadro que dé
las sustituciones para otro intervalo de valores. Asi, una vez hallado
por medio del cuadro el resultado de la sustitucion 0 sea el va-
lor u,0, calcularemos directamente esta canlldad, y suponiendo que
la sustitucién directa da el resultado v, veremos si la diferencia
V— es de un drden superior a la aproximacion que se desea, en
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cuyo caso se podrao admitir los célculos; pero si es del mismo orden,
6 de uo orden inferior, es necesario efectuar una nueva série de sus-
tituciones sucesivas para obtener un nuevo cuadro que dé por otro
cierto intérvalo los valores que se buscan.

Aplieaelon de las dltereuelas flittias d la formaciéon de tablas
mui-érlcBs.

403. Por medio de las diferencias Qnitas, se pueden calcular ta-
blas numéricas, tales como de logaritmos, trigonométricas, etc.
Ejemplo |. Sea hallar la suma de los cuadrados de la série natu~
ral de los nmeros desde \ hasta un cierto limite n.
Calculando directamente las sumas de los cuadrados de los pri-
meros numeros, y representandolas por Wj, u®, etc., tendremos

de donde se deducen inmediatamente las diferencias
a«3=4",.,
AN«y=3, am,=5, mu”"=1..,
A\=2, Au"=2..
Siendo, como se ve, constantes las diferencias terceras, é iguales
todas a 2, podremos establecer el principio del cuadro con los tres
primeros numeros, y obtendremos

u Au A'm AN
0 1 3 2
1 4
5

Ahora, segln las reglas que tenemos, podremos prolongjy* este
cuadro cuanto se quiera; los nimeros de la primer columna seran
las sumas pedidas.

Si quisiéramos obtener la expresion de una de estas sumas en
funcion del namero n, aplicariamos la formula [B] del nimero 336,
que da el valor de un término cualquiera ux de la série de nu-
meros W, etc., en funcién del primer término y las diferen-
cias sucesivas; y como en este caso son cero las diferencias de un
orden superior al tercero, el desarrollo se reducira a sus cuatro pri-
meros términos; de modo que se tendra

n{n —\ n(n— 1)(n—2:
u«= u,H-nAu,4 { ) ( )
h .2 1. 2.3
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Reemplazando ahora las diferencias y el primer término por sus
valores, que son «,=0, iu,=1, i\ =3, i\ =S, hallaremos, des-
pues de toda reduccién,
I »(«-1)(n-2) <«+4)i2«-H)
1.2 1.2.3 6
Por un procedimiento analogo hallaremos que el principio del
cuadro, que prolongado convenientemente da la suma de los cu-
bos de la série natural de los nimeros desde 1 hasta un cierto li-

mite, es

u Au AH  Au
0 1 7 12
1 8 19
9 27

36

Las diferencias de un drden mayor que el cuarto son todas nulas;
y por tanto, la férmula citada anteriormente dara para valor de
la suma pedida
n(n— 1) n(n—1) (n—2)
1.2.3

sucesivas, que en este caso son A\N=7,
a\ = 6 , hallaremos

tin=n-
Ne2 1.2.3 1.2.3.4

7n(n—1) n(n—i)(n-2)(n—3)  n”~(n-j-D*

N 2n(—1(n—2)-, "O—DOD(—3)  nA(n-j:1)

n 4 4

Del mismo modo podriamos hallar la suma de las potencias cuar-
tas, quintas, etc,, de la série natural de los nUmeros enteros desde
4 hasta un cierto limite n.

Ejemplo Il. Formar lasuma de las tercerasy cuartaspotencias de
los ndrnei'ospares y positivos.

Si representamos por x un nUmero par cualquiera, quedara la
cuestion reducida a determinar los valores de y deducidos de la
ecuacion

Para ello determinaremos directamente cuatro valores consecu-
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tivos de y, correspondientes alos nimeros pares ;»"=0, ;»,=2,ar,=4,
*5=6, y hallaremos ~0=0, )/i=94, y"=3W, ~3=!512. De estos
valores se deduciran facilmente las diferencias sucesivas, y la Gltima
se obtendra por la férmula conocida (400) A%/(,='1.2.3.4. 2*=384.
Con estos valores se formara el cuadro siguiente, que podra prolon-
garse cuanto se quiera:

X . y Ay aVv A®Yy
0 .0 24 272 624 384
2 24 296 896 1008 384
4 320 1192 1904 1392 384
6 1512 3096 3296 1776 384
8

4608 6392 5072 2160 .
10 11000 11464 7232 . . ..
12 22464 18696 . . . .

v 41160

1
Del mismo modo hallariamos, que la suma de las terceras y
cuartas potencias de los nimeros impares positivos, se obtienen por
el siguiente cuadro;

X y Ay aV AAy A*y
1 2 106 536 816 384
3 108 642 1352 1200 384
5 750 1914 2552 1584 884
7 2744 4546 4136 .1968

9 7290 8682 6104

11 15972 14786

13 30758

Ejemplo Il1l. Construccién de unas tablas de logaritmos.

Consideremos la funcién logaritmica 2/=log x, y hallando sus di-
ferencias sucesivas, tendremos

. XA (L
Ay=log(iT-I-A)—log a?:log———)—(——:log 11-f-—.

Desarrollando en série log para lo cual haremos en
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la série [L] del nanipro 148, , 'y reemplazaremos en vez de

I (I-f-arj suigual tendr &, multiplicando por logc.

M’ A A5 \

Aplicando ahora la firmula dd mjm. 395, se hallara
Ahj= log(x-[-2A)— 2 log (iE-| -A)+loga;=
[log (ar+2/:J-logx] -2 [log (x-hh)~logx]=

log(!'+J)-2log (l+i);
d desarrollando en série y efectuando la resta,

By=—togc(- X3 TAL A\

Del mismo modo hallaremos la diferencia de tercer orden

Ny="08(«"+3A)-31og(a;-1-2A)-t-3log(.r-4-A)-log®=
[log(ai+3/¢J)_Jugaij-3[lug(~4-2/¢)~Ing™NI-t_3|;iog(3._j_;¢)_oghjr

W (I j_3,0g(1+2i)+310g(l+y;

de donde, desarrollando y efectuando los célculos, se deduce

, /2/i3  9A' 90an v
&V = Ioge/_ ----------------------- —
\ XN it "

Por igual procedimiento obtendremos
AV=log(.)p+ih)—i log(®+3A)+6 log(a:+27i)-i log(x+i)+log x

ios '
de donde ' f \
/6A*  ABAN \

, & X'

Forestas formulas se ve, que las diferencias sucesivas de log *
van disminuyendo muy rapidamente a medida que a; crece; asi, par-
tiendo del valor particular ~=1000, se halla, haciendo A=1, para,
valores aproximados de las diferencias de (y= logar),

Ay = 0,000134077479315°
ANi/=—0,000i100i33427410

A¥/ = 0,000::0!)000861693 ' [I];
AV =—0,000000000002585
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Del segundo miembro de esta formula se deben tomar tantos tér-
minos mas uno, como indica el 6rden de la primera diferencia que
se desprecia. De ella se deduce, que podemos prolongar el presente
cuadro hasta llegar al logaritmo del nimero 1060, obteniendo los
logaritmos exactos con siete cifras decimales; pues el error que se
comete para este nimero es mayor que media unidad del 6rden oc-
tavo,. y menor que una.

Una vez calculados por el cuadro anterior los logaritmos de los
nameros que hay desde 1000 hasta 1060, se formard un nuevo cua-
dro, para lo cual se calculard directamente el logaritmo del niamero
1060, asi como también las diferencias primera, segunda, tercera y
cuarta correspondientes, y por él se obtendran los logaritmos de los
ndmeros 1061, 1062, etc., hasta llegar al limite que indique la for-
mula del error, teniendo cuidado de justiScar de vez en cuando estos
logaritmos, calculando directamente de intérvalo en intervalo el de
algunos nimeros. Por este medio se pueden prolongar cuanto que-
ramos las tablas de logaritmos.

LECCION XLVI.

D«ltt interpolacion.—Férmnla de Lagrange.—Férmula de Newton.

De la IntiTpolaelon.

404, Se da el nombre de interpolacion, a la operaciéon por medio
de la cual, cuando se conoce un cierto nimero de valores de una
funcién y los correspondientes de la variable, se calculan los valores
de esta funcion para otros valores intermedios conocidos de dicha
variable.

Como en general no se conoce la naturaleza de la funcién de
que se trata, sino un cierto nimero de los valores que recibe cor-
respondientes & otros de la variable, se sigue que los demas valores
intermedios no se podran obtener rigurosamente exactos. Ademas,
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el problema de la interpolacion, que consiste en determinar estos va-
lores, po es determinado; es decir, que puede haber una infinidad
de funciones que adquieran los valores dados correspondientes a
unos mismos valores de la variable, y que sean diferentes todos los
intermediarios. Para comprender esto bien, imaginemos que sobre
un eje se toman distancias respectivamente iguales a los valores de
la variable, y que en los diferentes puntos obtenidos se levantan or-
denadas en las cuales se toman distancias jguales é los correspon-
dientes de la funcion, en cuyo caso la cuestion queda reducida & ha-
cer pasar una curva por los extremos de estas ordenadas, lo que es
completamente indeterminado, porque por estos puntos pueden pa-
sar una infinidad de curvas sin tener de comin mas que dichos pun-
tos. Cuando se emplea una curva para efectuar la interpolacion, lo
cual es muy frecuente y cémodo en la practica, se procura trazarla
de modo que tenga el menor nimero de sinuosidades.

El problema de la interpolacion, considerado algebraicamente,
consiste en hallar una funcién entera del grado m, que admita los
m-\-i valores dados, en cuyo caso la cuestion queda completamente
determinada, como demostraremos probando que existe siempre una
funcion entera del grado m que goza de esta propiedad, y que no
existe mas que una. Hallada esta funcion, podremos calcular los va-
lores que recibe para valores intermediarios de la variable, y estos
valores seran, con un cierto grado de aproximacién, los de la funcion
incognita. Desde luégo se comprende que el grado de aproximacion
sera tanto mayor, cuanto mayor sea el nUmero de valores conoci-
dos; 6 lo que es lo mismo, cuanto méas pequefio sea el intérvalo que
haya entre estos valores.

Formula de l.ue;range.

405. Sea una funcién cualquiera u—/{x), que se reduce &
u« ... U,,, dando & x los valores respectivos
y tratemos de hallar una cierta funcién entera del grado m, que
admita los mismos valores u,,, u®, u?, etc., cuando hagamos respecti-
vamente X igual & x*, x*, XYy ... Xm-

Para ello, principiemos por determinar una funcién entera del
grado m, que se anule para los valores xy ... XN de 02y que se
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convieria en cuando hagamos o;=x”. Esta funddén, que represen-
taremos por X7, debiéndose anular por los valores «j, 'AT711 serd
de la forma

X,= A (r—a,) («-aij ... {x~x ).
se determinara con la condicién de reducirse el

La constante
lo que dara la relacion

polindmio Xg a u”, haciendo

"0—"7) @— ... ;
de donde ¢ N ]
AN=~ AN
(@o— oee (N0—
Susiituyendo este valor en el de X”, nos da
y =. @—ad(e—xj .. )
K —  («0—"a) e

Del mismo modo hallaremos otro polinomio entero del grado m,
que para el valor de a:=a-, sereduzcad y se anule para los de-
mas, valores (&, X.,... de X. Este polinomio sera por consiguiente

X — ("— e {x~X")

Por igual procedimiento se hallaran los polinomios enteros dei
grado m X, X., ... X,,, que para los valores respectivos dex=x",
X=X , etc., toman los valores w,, u, etc., y que se anulan para los
tjt valores restantes de;™.

Hallados estos polinémios, y recordando que nosotros nos propo-
nemos hallar una funcién entera del grado m, que para los m~\~i va-
lores™n'c, a;,...[I7«, deaadquiera los valores LUk,
se ve inmediatamente que el polinomio que reune las condiciones
exigidas eslu suma de los hallados anteriormente; de modo aue se
tendra n

An+X,-f- XA+ 0+ Xm.

En efecto, haciendo x=x”, todas las funciones se reducen & cero,
a excepcion de la primera X,, que toma el valor«,. En general, para
el valor x=xn, la funcién X,, se reducird a w,, y las demas se anu-
Iargn para este valor, pues con esas condiciones las hemos determi-
nado.

Sustituyendo en vez de X,,, X,, X",...
iormula debida & Lagrenge

sus valores, hallaremos la
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A{I T—X,){X—XA),.,{a;—,X,,)A

("0} —(10-2) 1 (N0 KN —
(/\a_l\o) K N |) _ i 1%t
406. Una vez demostrado que hay una funcién entera del grado

m que cumple con las condiciones enunciadas anteriormente, se
puede probar que esta funcidn es Gnica. En efecto, cualquiera otra
funcién entera del grado m que adquiera los mismos m-\-\ valores
correspondientes & los de x=x"" ¢(, ... €s idéntica a la primera*
porque si no lo fuera, tendriamos, restando ambas funciones, un po-
linomio del grado m & lo méas, que se anularla para w-|-I valores dis-
tintos, lo cual no puede ser (181): es necesario por lo tanto que los
coeficientes sean idénticos, en cuyo caso lo son también las dos fun-
ciones, segun queriamos demostrar.

Férninla de IVcwton.

407. La formula de interpolacion que vamos a determinar, lla-
mada de Newton, es ménos general que la de Lagrange; pues esta es
verdadera, cualesquiera que sean los m +1 valores que demos a la va-
riable, mientras que la de Newton se refiere especialmente al caso
en que estos valores estén en progresion aritmética.

Sean, pues, los m-j-1 valores que damos a x
PO «>0+N* ... X*-\-nh, ., x"-\-mh;
supongamos que para estos valores de la variable, la funcién toma
los valores respectivos
«» M» ... «m,
y que se han hallado las m diferencias sucesivas

Esto supuesto, recordemos la férmula [Bj del ndra. 290, que
da un término cualquiera Un, en funcion del primero y de las
diferencias sucesivas

‘ n(n—\)
VWh—WVoR' 1.2
El segundo miembro de esta férmula se puede prolongar indefi-
nidamente, pues los términos que siguen al Gltimo vendran afec-

T It i3



354 DE L4. INTERPOLACION.
tados del factor n—n=0, y por tanto todos los términos que se le
agregan seran nulos, de modo que se tendra
n[n—;j n(n—1)(n—2) ...(n—m-f-1
_ (=1 ("—1(—2) ...( )

1 1.2 " o >1.2.3.m
Si ahora llamamos ¢ a un término cualquiera x~-"nh de la pro-

gresién aritmética, y u al valor correspondiente de tendremos

x=x"-\-nh\ de donde n=%

este valor de n, sustituido en la igualdad anterior, da la for-
mula

X— X, 0 X— X A,
u=u — Am,-1-
h 7 1.2
X X -XA X— G,
h J 1.2.3
X_ X
T \ h / \ h J \ h /1.2. Wi

cuyo segundo miembro es una funcién entera del grado m con rela-
cién & X. Este segundo miembro goza ademas de la propiedad de re-
ducirse a los m-i-1 valores W, u®, u”,... Um, cuando damos & x los
valores respectivos XM-\-A, xiN-{-"h, etc. En efecto, si damos & x

el valor x—x”~-"nli, lo que equivale a reemplazar —~p orn, seha-
h

lia otra vez la formula, que da el término Un.

La férmula [1] es la que nosotros deseabamos hallar, pues goza
délas condiciones exigidas de que para los valores x”, x*-\-h, x*-{-Vi,
etc., de la variable, toma los valores dados etc., de lafun-
cién propuesta, siendo ademas entera y del grado m como queria-
mos. Esta formula de Newton vemos que no viene expresada en fun-
cion de los valores lip u”, etc., que se nos dan, sino en funcion del
primer valor  yde las diferencias sucesivas au” A\, etc.; y como
estas diferencias decrecen en general con mucha rapidez, podremos
despreciar muchos términos del segundo miembro, bastando tan so-
lo calcular los primeros.

408. Con el objeto desimplificar los calculos, se hace en la préac-

tica ~z, en cuyo caso la formula [1] se convierte en

Z Z|z - - J—
[ b i\ + ...+ 2lz- 1) (z—m+1) A«m,.
1.23..m
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Si suponemos que z estd comprendida entre 0 y 1, ¢ lo que es lo
mismo, si tratamos de hallar valores de la funcidn para valores de &
comprendidos entre y los coeficientes de las diferencias

A\, etc., son aiternativamente positivos é negativos, y van de-
creciendo en valor absoluto.

Cuando las diferencias de un 6rden superior al primero sean bas-
tante pequefias que podamos despreciarlas sin error sensible, la fér-
mula anterior se reducird a sus dos primeros términos

u—u-\-zAun,

De aqui se deduce, que los incrementos m—u,de la funcién son
proporcionales & los valores de z; cuando esto se verifica, se dice que
se efectlia la interpolacion por partes proporcionales. De esta igual-
dad se deduce también el valor de x, que reduce a la ecuacion dada
& una cierta cantidad u, para lo cual se despejara el valorde vy ha-
Ilaremos

u—ug
Am,

Si en vez de considerar s6lo dos términos tuviéramos en cuenta

tres, la férmula de Newton se converliria en

1.2
en cuyo caso el valor de x, que reduce & la funcién & una cierta can-
tidad u, se obtiene resolviendo la ecuacién de segundo grado en Zy
que resulta efectuando las operaciones.

409. Si ladiferencia hy las cantidades uyAORA*U,,... A" son
posi’ti’vas, Xo-{-(m—1)h es un limite superior de las ralees positivas de
la ecuacion u=f(x)=0.

Supongamos que la funcién entera del grado m, u—f{x), esté
representada por la férmula [i].

X—X,, X— xn
h h ) 1.2
X— X X—X X —
lo que es posible, segin se ha explicado anteriormente; admitamos
ademéas que todas las cantidades Aun ... A™\ sean po-

sitivas, y que lo sea también la razén h de la progresion arit-
mética.
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Esto supuesto, si damos a ic el valor 1)/;, todos los bi-
nomios, a excepcién del altimo, se reducen evidentemente duna
cantidad positiva: el altimo se hace cero para este valor de x; por
consiguiente, componiéndose u de la suma cantidades positivas,
sera también igual & una cantidad positiva. Si a; recibe un valor ma-
yor que — 1)A, todos los binomios, incluso el altimo, son en-
tonces positivos, y por tanto también lo es u 6 su igual f{x); luego si
creciendo ai desde el valor a:,+(iM—1)A, la funciéon [w=/"(a;)]conser-
va siempre un valor positivo, la ecuacion fix)=0 no puede tener
raiz positiva igual 6 mayor que la cantidad 4)7;; por tanto,
esta cantidad es un limite de las raices positivas de la ecuacién
f[x)=0, segun queriamos demostrar.

410. De aqui se deduce, que para hallar un limite de las raices
positivas de una ecuacion /{x)=0, se vé cudl es el valor de a: que
hace positiva 4y(a?) y & todas las diferencias correspondientes; sus-
tituyendo después este numero en vez de  en la férmula

se tendra el limite buscado.

Sea, por ejemplo, hallaran limite superior de las raices de la
ecuacion @—10aM}-24a.2—2 ™ |1=o0.

Segun vemos por el cuadro relativo a esta ecuacién, formado en
la pagina 343, el valor 7 de x hace positiva 4f{x) y da el resultado
432; y por la continuacion de dicho cuadro veremos, que las diferen-
cias consecutivas relativas a este valor, son todas positivas é iguales
respectivamente 4 363, 338, U4 y 24. Por tanto, haciendo en la
féormula anterior y X(,=7, se hallard que un limite de las raices
positivas de la ecuacion propuesta, sera'L=7-{-3=10.

LECCION XLVn.

Descompmicion de fracciones racionales en fracciones simples.

Dcseomposlicion de fracciones racionales en fracciones simples.

441* Se llama fraccion nacional, aquella cuyos términos son po-
Hndémios racionales y enteros con relacién & una letra x.



DESCOMPOSICION DE FBAOOIONES. 357

L . F(® : .
Toda fraccion racional ) podemos suponerla siempre irredu-

oible; pues en el caso de qu/ev¥10 lo fuese, dividiriamos por el pro-
ducto de los factores comunes & sus dos términos. Ademas, siempre
podemos suponer que el polinomio del numerador es de un grado
inferior al del denominador; porque en el caso de no serlo, efectua-
riamos la division y tendriamos un cociente entero y un resto de un
grado menor que el del divisor, y entonces la primera seria igual al
cociente entero hallado, méas una fraccion racional que podemos lla-
mar propia. Prescindiendo ahora de la parte entera, consideraremos

9 o F(ic) . .
la fraccion propia racional ——, cuyo numerador sea & lo mas del

/é’\)
~rado m—i, y el denominador del grado m.

En el problema que tratamos de resolver, consideraremos tres
casos principales: Que la ecuacion resultante de igualar a cero

el denominador/{x), sélo tenga raices reales desiguales. 2.“ Que ten-
ga raices iguales. 3.“ Que tenga raices imaginarias.
Primeu caso. Que f(x)=0 solo tenga raices reales desiguales.

F(x
412. Todali'acdon]iropiaracio n(a) | cuyo denominador i™x}

sea igual al 'producto de m factores Undmios de primer grado, tales
como X—a, Xx—b, x—c,... se puede siempre descomponer en la 5u-

A B C
ma de m fracciones simples de la forma , , » etc,,
X—a X—b X—c

hiendo A, B, C, etc., cantidades constantes.
Sean a, b, c, etc., las m raices reales y desiguales de la ecua-

cion f (a?)=0, y hagamos

Reemplazando ahora x por a —a), y desarrollando los poli-
nomios F(.r) yf[x) por la férmula de Taylor, se tendra
F(®)=F[a+(jc-0)]=F(a)+F'(«) i -)-F"(a) 19 !

(jr—a) {x—«*
\ 1.2

Dividamos la primera igualdad por lasegunda, y hallaremos, re-

presentando por R el resto déla division,

rn
/M) M)
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El resto R se oblieoe restando de F [x) el producto de ff\}() por
F(a) . nr
como al efectuar esta resta desapareceran los términos in-

dependientes del binomio x-~a, dicho resto R sera de la forma R =
(g—a)F,(a;). El polinomio F,(a:) es & lo mas del grado m—2; porque

si hacemos se tendra

fiip)
R —F@Y)y—A/ (2a);
F (@) es 6 lo mas, segun la hipétesis, del grado m—1; [X] es evi-
dentemente del gradoni— i, puesto que/,(a:) es el cociente dedivi-
dir/(a;), que es del grado m, por el binomio (c—o; luego R serd &
lo méas del grado ni—1, y por tanto F.(a:), que expresa el cociente
de la division de R por x—a, serd & lo més del grado m—2. Por
consiguiente, sustituyendo este valor de R en la igualdad [I], y mul-
tiplicando por el divisor/ ("), se hallara

Fa) [2]

Dividiendo esta igualdad f{x)={x~a)fj~x), tendremos
F(r) ¥{x)_
f{x) x—anf*[x) "’
do nde vemos, que la fraccion propuesta se halla descompuesta en
dos: un? c)]ue cumple con las condiciones enunciadas en el teorema,
F/a?

y forma que la dada, pero de menor grado. En

efecto, esta fraccion es irreducible; porque si no lo fuera, sus dos
términos serian divisibles por alguno de los factores del denomina-
dor, que son, como ya se sabe, X—h ,x—c, etc.: pero ninguno de
estos factores puede dividird! numerador; pues si lo dividiese segun
la igualdad [2], dividiria también & F(a;), y la fraccién propuesta no
seria irreducible como se ha supuesto. Los términos son ademas de
menor grado, porque segun hemos visto, el numerador F,(a;) es & lo
mas del grado m—2, y el denominador es del grado m__ 1.
F fa)
Aplicando a la fraccién-y—Ilos mismos razonamientos, se ten-

dra, haciendo

F.W B

/W  x"6  /N@?)
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la nuevafracci 5,'ﬁ/\9e ra también irreducible, y su denominador
N
del grado m—2, fspi\en)do su numerador & lo méas del grado m~~3.
Igualmente se hallara
C F,e"
flx) x—c ff™)’
y continuando del mismo modo, se llegara & una ultima fraccion

fm-i{x) X -k
Sumando ahora todas las igualdades anteriores, se tendra, des-
pués de hecha la reduccion, la igualdad

9% )_ A_/\ N I A~ m
f(x) x—a x —h x—c X—h\
que justitca el enunciado del teorema.

413. EI valor numérico de los numeradores A, B, C, efé., de las
N
fracciones simples, son los diversos valores que toma la fraccién

cuando se reemplaza sucesivamente x por cada una de las ralees a, b,
c, etc., de la ecuacion f(x)=0.
El valor de A hemos visto que se obtiene por la formula
F@@) F@)
A=

X—a
en la cual se reemplaza x por a. Del mismo modo el numerador B

es el valor de la fraccion , cuando reemplazamos x por b;y

X—b
asi sucesivamente hasta el altimo K, que es el valor de la fraccién

—F(-E)CL, cuando se sustituye x por k.
IM
X—k
Aunque por estas fracciones se pueden calcular los coeficientes,
es sin embargo mas comodo calcularlos por medio de las derivadas,

. f .
observando que en el caso que nos ocupa /,(Iu)=;(—-—--, se reduce &
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la derivada ff{a) cuando reemplazamos x por a. En efecto, de 1«
igualdad

se deduce, tomando derivadas de ambos miembros,

Sustituyendo ahora x por a, se tendra
L IN(=1(<),
puesto que f\(x) se reduce & una cantidad finita haciendo x=a, r
X—a es cero.

Del mismo modo veremos, que fSc)=ff{ol etc.; lue-

go las fracciones JJb) ~ e x p r e s a n los valores

respectivos de A, B, C, etc., se convertiran, poniendo en vez de fia),
f¢P)> /t(e), etc., sus valores, en

A=iw * n~rM r-"~Ww
na)' m - A Ty -
segln queriamos demostrar.
41i. Una fraccion racional no se puede descomponer mas que en

un solo sistema de fracciones simples.

En efecto, supongamos que puedan hacerse dos descomposicio-
nes de una fiaccion racional en fracciones simples, de modo que se
tenga n

E@ a , B , C k
f{x) X—a x—b —c X ==
F(¢c) M B' c' K

f{x) x~a'~"x~U~~x-~c'~N'"~"x~/d'
Estas dos igualdades, debiéndose verificar para cualquiera que
sean los valores de x, nos dan

-4-..
AT C “m x~orx—UAx~d~~"
Multipliquemos por el binomio x —a, y hallaremos
Ah(@—a)("-"-1— — + . deeem \ =
\x—a x—cC X—Kj
A B'
(x—a)

X—a' x—b = --x~~k’:30.
Dando ahora a §; el valor a, el primer miembro se reduce 4 la
cantidad A, que no es cero, puesto que es el numerador de una de
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las fracciones simples en que se descompone la fraccidn propuesfaj
luego el segundo miembro tampoco puede ser cero: mas para que el
segundo miembro no sea cero, siéndolo uno de sus factores, es ne-
cesario que e! otro factor sea infinito; y como los numeradores A',
B', C', etc., son numeros finitos, es necesario que sea cero alguno
délos denominadores cuando sustituyamos x por«. Supongamos
que este denominador sea x—  en cuyo caso se tendra o=a' O
X—a—x —a'; siendo iguales estos factores, la igualdad anterior se
convertira en

th' " X—k) T \Xx—6

A
Si ahora hacemos A& =a, se tendrd k~k'; y la fraccion . se~

—a
kf
ra igual &
X—a'

Suprimiendo estas dos fracciones simples que son iguales, se

hallara
B C K w C
X—b X—c ' HTx—k x—¥ x—c x-k'n
B B'

y demostrariamos de la misma manera que X—h X—y ,y lomis-
mo de todas las demas; de donde se deduce que ambos sistemas son
idénticos; luego una fraccién racional no puede descomponerse mas
que en un solo sistema de fracciones simples, segln queriamos de-
mostrar.

Ejemplo |. Sea descomponerla fraccion racional
F(.r) XN-NAXNA~~\kx—24
f[x) X"— 6*
Resolviendo la ecuacion x ‘“— —6=0, se hallaran las

raices—\, 1,2, 3; y la fraccion propuesta se descompondra en frac-
ciones simples de la forma

F{x)__ ~ _ B_~C _ D

f[x) ~x\~i X—1 X—2 X—3

Para calcular los numeradores, determinaremos primero la de-
rivada
[X)=ix"-r-\ 5x®-i~10a:-1-5,

y obtendremos después
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F(~4)__10 5 ~ O R()  —36
= —9
/(-1) —24 12 “ /() i
« F(2)"—40_ 40 D_F(3) —30 15
3 3 /'(3) 8
por consiguiente, se tendra
—1ix—24 9
¢c4.5a;3.i 972 | g7 _Q ¢C+1 LIl "M—2
Ejemplo Il. Sea la fraccion impropia racional
SCA\-3XM\~%kiX— 16ic+96
—2

Efectuando la divisién del numerador por el denominador, se

tendra

XA-AdxA-V-UxA—\C"-h96 2302 13,r+98
=x-{-\- =

Descomponiendo ahora la fraccion propia racional
F@)_ 23"—13;9+98

f{x) ich+2a;N—a—2’
se hallard, siendo—2 ,-1 y 1 las raices de a®t-2s"— 2=0,
F(c) _ A B G
f{x) a?4-2 X—r

La derivada del denominador es f\x)— ~x~-{-ix—1; luego los
valores de los numeradores seran

A=1111?)=?2L8=72 r_S=1)_"3"  «-
F(O_m
f'{\] 6
y la fraccion propuesta se descompondra en
ars-j-3.r'-[-24a?— 16a?-}-96:>: Lr-Fl 72 67 18
X— 2 mm' ;cH-2 x-\-i "a—1

Segcndo caso. Que la ecuaciéon f(x)=0 tenga raices iguales.

415. Toda fraccién propia racional “7~ cuyo denominador ffx)
fw' N

igualado a cero, tiene la raiz a repetida ii veces, se puede descomponer
en la suma de dosfracciones de la forma

F() F.(0)
f(x) (x—a)~ (x—a)“-if,(x)’
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siendo  una constante™ ~i(x) un ‘polindmio racional entero, y fj(x) el
cociente de dividir f(x) por (x—a)“, el cual no contiene ya al fac-
tor X—a.
En efecto, se tiene evidentemente, cualquiera que sea el valor
de A.
Sf) F(™) F{x)
{x—aYfSjx] {x—aY
6 efectuando la resta indicada por las dos Ultimas fracciones,
F(™) V{x)~KJ*x)
() [x—a¥Y [x—aYf(x) [3]
Ahora bien, si el denominador de la segunda fraccién que esta
en el segundo miembro, no ha de contener sino la potencia del
grado n—\ del binomio x —a, es necesario que la diferencia
F(a;))— sea divisible por x —o, para lo cual se necesita que se
verifique la igualdad

F{a)- -A/(tit)=0, de donde
/iW

Esta igualdad es posible, y nos da para A, un valor finito distin-
to de cero; porque fA{(Y no es cero, por el supuesto: el numerador
F(0) tampoco es cero, porque siendo irreducible la fraccion propues-
ta, no puede contener F(ic) al factor x—a\ luego segiin hemos dicho,
F (<)
iSP)

Siendo la diferencia F(a?)— divisible por x—a, haremos

F(t)—A/~N)=(ar—fl) F, (ai),
en COJO caso la igualdad [3] se convertira en
F{X) n /\)
f{x) {x—a)” {x—
segun queriamos demostrar.

Los polinomios racionales y enteros F,(ic) y f{x) son primos en~
tre si; pues si tuvieran algin factor comun, dividiendo por él y re-
duciendo a un comun denominador las dos fracciones que constitu-
yen el segundo miembro de la igualdad [4], tendriaraos que la frac-
cion propuesta se podria reducira otra que tuviera un denominador
de menor grado, lo cual no puede ser, pues por hipétesis es irre-
ducible.

Se puede ver facilmente que el polinomio F,(it) es & lo mas del
grado m—2.

,&qtfene un valor finito distinto de cero, representado por
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Fundados en el mismo teorema, podremos descomponer la se-
gunda fraccién del segundo miembro de la igualdad [4], en otras dos
de la forma

Fie) ~ A
@a— — i * {x— ANy
siendo Fj(ic) 4 lo méas del grado m—3, y no teniendo factores coma-

nes con/,(a?); la cantidad A ,= ~ ~ podra ser cero, porque F,(a:)
y1im)
podréa,-sin inconveniente alguno, contener el factor x—a.
F.fa;
Sustituyendo el valor de ',)’\ en la igualdad [3],ha-
(x—aY~if*{x)
liaremos
F(-™) A K : FW
f{x) {x—aY (a— {x—af-~"{x)
Continuando del mismo modo, se obtendra
F(M). A A An-i @ o
/(.r) (x-ay” {x~-af~n~nw ue f.{x) '
La fraccion es racional é irreducible como la propuesta;
/M
de modo, que si suponemos que la ecuacién /, (m»)=0 tiene p raices
iguales & If, se tendra/(;c)=(a?— siendo por consiguiente b

una raiz multiple del orden p de la ecuaciori/(a;)=0. Aplicando a
esta ecuacion los mismos razonamientos, tendremos

y(y)_ Da B, Bp-i
/i{™) X—b  fA[xy
siendo B,, B,, B",... cantidades Unilas que pueden ser cero,

& excepcién de B” que nunca lo es.
Sustituyendo este valor en la igualdad [5], hallaremos
F{x) An—1
ot -h
f{x) » {x—a/ {x—ay-~ X—a
B. B. N x)
Lo
{x—Db)P {x—by-' m “ x-b A {X)
En general, si suponemos quef(x)=(x—xY{x—by... (x—Tf,
la fraccion racional propuesta se podra descomponer de la manera
siguiente:
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F(x) Ao As 1 i AnH
m (x—ay = (h_a)n-l X—a
, Bp-i
(x-b)P ! X—b
1 . -k 7 dirfr
{x-iy
siendo A,, ... An-i, Bj,... L~ L,,... L/_i, cantidades

finitas que pueden ser cero,, & excepcion de AN B”, ... L que nunca
lo son, y 7r(&) una funcién racional y entera.

B
Liegola/?'accion racional propuesta ) se puede descomponer
I (X)

en la suma defracciones simples cuyos numeradores son constantes, y
que tienen por denominadores las potencias sucesivas de los factores bi-
nomios correspondientes a jas ralees diferentes de la ecuacion f(x]=0.
Clisos mayores exponentes son aquellos & que vienen dichos factores ele-
vados en el denominador f (x).

Podria creerse, que si en vez de principiar por las fracciones
correspondientes a la raiz a, hubiéramos principiado por las de otra
raiz cualquiera, se llegarla & obtener un desarrollo distinto; pero no
es asf, como vamos & demostrar.

416. Unaf'accion racional no sepuede descomponer mas que en
un solo sistema defracciones simples.

En efecto, supongamos que una vez hallado un desarrollo, pudié-
ramos por otro medio cualquiera obtener otro diferente, y que ten-
gamos los dos sistemas

A, B.
/W (a—fh)" (cc—a)™ (x—by  x-_6)p-i
F>) AN K B’
/(@ (x-a'f ' (x—a'y=" - (x~bY

Estas igualdades deben veriflearse para cualquiera que sean los
valores de x; por consiguiente, se podran igualar los segundos
miembros, lo que dard una nueva igualdad, que multiplicada por
(x—ay y haciendo después enella x”~ a, el primer miembro se re-
ducird a A" el cual, como ya sabemos, no es cero; pero el segundo
miembro se reduciria evidentemente a cero, si alguno de los deno-
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minadores de las fracciones que contiene no fuera una cierta poten-
cia del binomio x —a\ luego es menester que algunos de los denomi-
nadores de las fracciones del segundo miembro sean potencias del
binomio x—a, lo que exige que se verifique la igualdad
Siendo a'=a, vamos & probar que n tiene que ser igual a nf; porque
si n fuese, por ejemplo, mayor que n', multiplicando por(;c—ay*,
el primer miembro se reduciria & la cantidad cuando hiciésemos
x=a, mientras que el segundo se anularia, lo cual, como hemos
visto, no puede ser. Si n fuese menor que n', multiplicando por
{x—aY" y haciendo x=a, el primer miembro se anularla, mientras
que el segundo se reduciria & A™, lo cual tampoco es posible; luego
se tendran=n" segln queriamos demostrar.

Siendo a‘'=a y n=n” la igualdad de que venimos hablando se re-
ducirla, después de multiplicar por (o—a)", &

A'o+ANfa?—al}+ .. +(a;—a]"f ;

6)
y haciendo ahora x=a, se deduce lo cual nos prueba, que
A PJ
las fracciones ;----- -y - son idénticas en ambos sistemas.
{x—ay* [x—a'Y

Suprimiendo estas dos fracciones iguales y haciendo los mismos
razonamientos, se veria que las dos segundas fracciones eran tam-
bién idénticas, y lo mismo todas las demas; luego los dos sistemas
son idénticos, segun queriamos demostrar.

447. Una vez probado que toda fraccion racional irreducible se
puede descomponer en la suma de fracciones simples, y que esta des-
composicién es Unica, nos resta ver como se calculan los valores nu-
méricos de los numeradores AN, A, ,... B, B,,... de las fracciones en
que se descompone.

Muchos son los métodos que pueden seguirse para hallar los va-
lores de estas cantidades; uno de los mas sencillos es el siguiente:

418. Los valores de las cantidades ... An-i, que sirvende
numeradores a las fracciones simples correspondientes & la raiz
multiple a, son los m primeros coeficientes de las diferentes potencias
dej , en el cociente de dividir f(x) por fj(x), cuando se reemplaza %
por a+y.
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En efecto, en la igualdad

Hdi) H9
f{x) [x—affixy
sustituyamos ¢c por el bindomio «4-?/» y se convertira en
Ffg+y) F(fl+y)

Efectuemos ahora la division del polinomio F(a+v) por el poli-
némio t™a-"y), los cuales supondremos ordenados con relacion a las
potencias crecientes de y, y prolonguemos la divisién hasta llegar al
término del cociente del grado n— 1; el resto sera evidentemente de
la forma siendo R un polindmio entero; de modo, que represen-
tando por P,, Pj, Pg,... los coeficientes de las potencias de y en el
cociente hallado, se tendra

Dividiendo esta igualdad por y” y reemplazando y por su valor

X—a, se tiene
"Fix) F(x) Pn-. R

[x—a)*MXx) f{x) [x—aY [x—aY~" " " ‘x—a ‘' N\{x)'
¢ Comparando este resultado con la igualdad [S], y recordando
(416) que una fraccién racional irreducible no puede descomponerse
en dos sistemas de fracciones simples, los correspondientes & una
raiz mualtiple a deben ser unos mismos siempre; luego tendremos
~0="0» ~1—D)» AN=PA, etc., segun queriamos demostrar.

Una vez hallados los valores numéricos de los numeradores de
las fn.ceiones simples correspondientes & una raiz maltiple ¢r, se
hallaran los de las correspondientes & la raiz h, aplicando el mismo
procedimiento & la fraccion propuesta ¢ & la fraccion mas sencilla

R

m

Ejemplo. Sea la fraccion racional irreducible
F(&) —Xx —6

f{x) —\Y{x—1%

Para hallar los numeradores de las fracciones correspondientes
& laraiz —1, sustituiremos x por —1-\~y en los dos términos de la

fraccion = y tendremos
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F(—i-l-y) A+3y—y*
\ 2— 16y+7i/®—y®

Efectuando esta division, hallaremos que los tres primeros coefi-
cientes son 15y 1;; luego las fracciones simples correspondientes
4 la raiz—1i, seran

1 28 35
mx-\-\ 3(a;+i)3""36(~1/ 54{a;+1)*

Los numeradores de las fracciones simples correspondientes a la
raiz i, se hallaran mediante la expresion F(e?) —X=6 . en
f~Ax)  (a-h1l)3(a—2)

la cual sustituiremos &por \-~y. Asi,

F(l-h 6—y—
ﬁ(('I-HE/y)) 8-|’-4y—6i>;2_5y3_"4 = T—rV+etc
De modo, que las fracciones simples correspondientes & esta raiz
multiple + 1, serdn
n 4 3 i
(iC—17 x—\ H*  2(Gc—D*
Por ultimo, el numerador de la fraccidon correspondiente & la

i
raiz 2, sera------ Iuggo la fraccion propuesta se
x— 27(a?~2)’

descompondra en
R Gl 1 35
NNY{X—ANr—2)  3{x-\-iY  36(=2+4)2 U{x+\)
3 4 4
k{x—\Y 2@—4) 27("—2

Tercer caso,i Que la ecuacién f(x) = 0 tenga ralees imaginarias,

449. Todo cuanto hemos dicho anteriormente respecto al caso
de ser reales las raices de f{x)=Q, es aplicable también a aquel en
que esta ecuacién tiene raices imaginarias; aunque conviene hacer
algunas ligeras modificaciones, con el objeto de obtener fracciones
gue no contengan expresiones imaginarias.

Consideremos por lo tanto dos raices imaginarias conjugadas de

la ecuacion f(x)—i), tales como —4y «— — 4,y supon-

gamos que los factores correspondientes a estas raices no entran mas
gue una vez en f{x).
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Los numeradores de las fracciones correspondientes a estas rai-
ces, estaran dados por las formulas

n ., F(a— i)
A Ao
las cuales dan para valores de y expresiones conjugadas
de la forma y A— ; por tanto, a estas dos raices
corresponderan las dos fracciones simples.
n A—b/ —4
a—
Si ahora sumamos estas dos fracciones, se tendra
A-hb/ N A—B1/n™  _2A@—Q)—"B?
a— -a)"H-3*
Donde vemos, que a un par de raices imaginarias conjugadas, corres-
ponde una fraccion real déla forma

MjiH-N
x™-[-px”q
420. Si las raices imaginarias que hemos considerado, en vez de
ser simples, como hemos supuesto, se hallasen repetidas un cierto
namero n de veces, el trindbmio que expresa el producto

de los factores correspondientes & estas raices, se hallaria repetido
por factorn veces en el denominador f{.r); de modo, que podremos
establecer la igualdad siendo fA{x) un po-
lindbmio entero que no contiene al factor x -\-px-~.

Esto supuesto, pasemos & demostrar que la fraccion propuesta se
puede descomponer en la suma de fracciones de la forma

f{ay e "FPXA-QT {XM-px-\-gY

Mr— t "En(® |61
XA\pX\-g  [AN)
siendo M,, N~ M,, N,,... constantes reales, y F«(a:) un polindmio

real y entero.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, vere-
mos que se puede disponer de las indeterminadas y  de mane-
ra que el polinomio

F{ar)-(M,,~-hNo)A(")
™

To*# 11.
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sea divisible por para lo cual basta que dicho polinomio
se anule haciendo cc=jx-[-""\"*—1y x=ct—"\/—\.

Si reemplazamos x por cada uno de estos valores, y representa-
mos por y por CrbDI™— i los resultados de estas sus-
tituciones en los polIDOmios respectivos F@?) y f;x), tendremos las
relaciones -

A+BI/N-[M , (a+?21/™)+NJ(C+DI/"™)=0,
)+NJ(C-D/-1)=0,
de las cuales deduciremos, separando las partes reales de las imagi-

narias,
A=(aC—?D)M,-hCN,
[7]

Estas ecuaciones son de primer grado con relacion a vy el
denominador coman 3(C”+D*) de estas incOgnitas no puede ser cero,
porque si lo fuese, se tendria ?=0, 6 CA-f-D®=0; en el primer caso
las raices no serian imaginarias, lo que es contra el supuesto:

en el segundo (;x) se anularia para los valores x=ac \"~~| y

a?=a— y por tanto contendria al factor x~-“px-{~q, que
también es contra el supuesto; por consiguiente, se pueden deducir
de estas ecuaciones valores finitos, reales y determinados para las

cantidades y N«
Habiendo hallado valores determinados, reales y finitos de

M y Ng que cumplen con la condicidn de hacer que el polinomio
divisible por¢cM+p”~+?.podremosestable-

cer la igualdad
r{a)—(M.'r+No) fA{x)={x""x-{-q) P(®),

representando por ~{x) el cociente de la divisién, que serd un poli-
nomio racional entero y de términos reales.

De esta igualdad se deduce, pasando al segundo miembro el
término(M,.i:+N,)/;(a7) y dividiendo por/(x]=ix~-hpx-1~g)Y,(x),

F(x} M~a-l-Ng )
f[x} (xN-hPx-i-qy
Del mismo modo se tendra
9(a) , K®)
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y asi sucesivamente; luego la fraccion propuesta se puede descom-
poner segun indica la igualdad [6].

Descomponiendo del mismo modo la fraccién i\ y luégo las si-
A N

guientes, se tendra la fraccién dada descompuesta )en la suma de
una série de fracciones simples de laforma indicada.

De un modo analogo que en los casos anteriores, demostrariamos
que la descomposicion es Unica; ¢ lo que es lo mismo, que una
fraccién racional cuyo denominador contiene raices imaginarias, no
se puede descomponer mas que en uno solo sistema de fraciones
simples.

421. Si el denominador /(;c) de la fraccion propuesta‘tuviera
raices reales é imaginarias multiples 6 simples, se le aplicaria la des-

composicién indicada en cada uno de los casos anteriores. Asi, si se
Fia?)
tuviera la fraccion racional — -, cuyo denominador sea
/(M)
f{x)—{x—a), {&e—hY..{oc~~\-px-\-q)..{x*-\~rx+sy, se tendra
F™Y A B : .

f(x) X—a {x—6)* [x—h--1 X—h
Po«™H-Qo

R;i_ix-t—S., i

422, Esta descomposicién serd Unica; pues segin los casos ante-
riores, las fracciones correspondientes & cada especie de raices
seran siempre las mismas, y por tanto la fraccién propuesta no ad-
mitird mas que una sola descomposicion en fracciones simples de la
forma indicada.

Ejemplo. Sea la fraccion *

F(™) x~-h3
/(x) XN -\-XAAXA-\-X
Segln lo dicho (421), se tendra
AA B_ M~+N
f[x) X
Siéndolas raices de laecuacién/'(a?]=0,0,—1y drl/"—1,
hallaremos para valor de A y B los niUmeros
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A-iW -i-q R =1 -2
/.(0)' i ' /t-1) -2
siendo para el primero y para e! segundo

Para calcular las cantidades My N, nos valdremos de las relacio-
nes [7]
A=(aC-pD)M,-hCN,
B=(pC-«D)M,+DN,
en las cuales haremos a=0, p=1, MM y N~=N, de modo que se
tendra
==—DM+CN
B~ CM+BN N
Ahora tenemos que calcular los valores de A, B, C y D; para
ello tenemos

/(«+p(/=1)"C+D/-I;
pero ii(«+3i/~r)=F(3/-i)=—

m(«+3t/=)=/;(j/3T)=-f+p/-i,
de donde

y por consiguiente
AN3, c=—f, B=8,
0 bien
A=3,B=-t, G=-1, D=1.
Las ecuaciones [8] se convertirdn por estos valores en
3=—M—N,

de donde deduciremos los valores
-_-2;
luego la fraccidon propuesta se descompondra en
¥{x) 3

FIN
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