ELEMENTOS

NEDACTXDOS
con aHe”™ <a™Uo tamn- eYréiffNjat/o ~taio ~  tMexiiccon tz “n”"iedo

m f/ Pava/

POR EL PROFESOR DEL MISMO,

Ceilciiti i? "ftirntwa,

SAN FERNANDO:

Imprenta y LiV-rcriu ICspnfiola. calle Real, mim. 17.

1864.






ELEMENTOS

REDACTADOS
CON ARREGLO AL PROGRAMA DESIGNADO PARALA OPOSICION;
RCR B PROFESCRCAL. GOLEAI0 MVAL MUTAR

TENIENTE DE NAVIO,

D. RAFAEL MARTINEZ Y CANO.

San VeriiaiuAo.

Imprenta y Libreria Espafiola, oalle Real, nara. 47.
1864.

—






Al redactar el presente Tratado elemental de aU
gebra, solo he procurado reunir todas las teorias in-
dispensables, siguiendo el programa mandado obser-
var por el Gobierno en el examen de oposicién para
ingreso en el Colegio Naval Militar, para facilitar el
estudio de los diversos ramos que deben completar la
instruccién de sus alumnos.

Para ello, me he valido de la doctrina espuesta
por diversos autores tenidos a la vista como Meunier-
Joannet, Franemur, Lista, Montojo, Cirodde y en al-
gunos casos por lo que me ha dictado la esperien-
cia de mas de treinta afios dedicados & la ensefianza.

Mi objeto principal ha sido presentar las teorias
sin salir de ios limites mas elementales, y sus de-
mostraciones y auiilisis todo lo mas condensado po-
sible, & fin de que teniendo presente las premisas,
sea facil a los alumnos deducir las consecuencias, sin
distraer su imaginacién con razonamientos demasiado
largos, que les hacen & veces olvidar la idea princi-
pal del raciocinio.



A la esposicion dela parte doctrinaria, seguira un
apéndice de ejemplos por el 6rden en que se han pre-
sentado las teorias, para ejercicios de los alumnos,
y dando el resultado final para que les sirva de com-
probacion. También van como ejercicio algunos pro-
blemas, y separadamente algunos de bastante uso en
la practica de la Cosmografia y navegacion.

Sin pretensiones de ningldn genero presento &
mis discipulos este tratado”™ todos mis deseos quedaran
satisfechos si encuentra una acogida benévola, y si
llena el objeto que rao he propuesto en su redaccién.
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ALGEBRA.

1>efinic\ones y pviueivios convencionales.

4, Algebra es aciuella ciencia que espresa, por medio
de caractéi'cs generales, las operaciones qiie deben hacerse con
las cantidades dadas en ei enunciado de un problema, para
deducir los valores de las que se buscan, segun las condi-
ciones de la cuestion.

2 Datos son las cantidades conocidas del problema, é
incognitas las que se tratan de encontrar.

3 Los simbolos de que usa el algebra, para representar
las cantidades y generalizar los resultados de las cuestiones,
son las letras de los diferentes alfabetos, ligadas por medio de
los signos (jue indican las diversas operaciones (jue lian de
ejecutarse con ellas; y esto constituye todo el artificio algebraico.

4 Para indicar las operaciones usa el algebra de los mis-
inos signos que la aritmética, y de algunos otros, como da-
remos & conocer mas adelante.
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El signo mas indica 'a adicion: asi, para esprcsar que
a se ha de sumar con b, se escribe
a b
y se lee a mas b.
El signo — menos indica !'a sustraccién: para esprcsar
gue de a se lia de restar b, se escribe
a b

y se lee a menos b.

Observaciones. 1/ Los signos + y — sirven también
para indicar el carécter positivo ¢ negativo de las cantidades,
como luego veremos.

2* A toda cantidad que va sin signo se le supone el
signo -{-

El signo di, llamado de ambigliedadyindica que una can-
tidad ha de ser sumada con otra, 6 restada de ella: asi, a+ 6
se lee a mas menos b.

El signo X , 6 la colocacion de una letra & continuacion
de otra con un punto entre ellas, 0 sin signo alguno, indica
la multiplicacién; asi, para cspresar que a se lia de multipli-
car por b, se escribe

aXb; a.b\ 6 a

leyéndose, en todo caso, a multiplicado por b.
El signo : 6 — indica la divisién: asi, para espresar
que a se ha de partir por b, se escribe

a,b » y

y se lee a dividido por b.
El signo iX indica la estraccion de raices, colocandose
entre sus ramas el nimero que indica el grado de la raiz,
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escepto en la del segundo grado, cuyo ndmero se llama in-
dice ¢ esponente del radical: asf,

3 n
I/7fl, i/a, \/a

significa que de a se ha de estraer la raiz cuadrada, cubica
0 del grado n; y se leé, raiz cuadrada de a, raiz cubica de
a, raiz n 6 del grado n de a.

El signo = es el de igualdad: la cantidad que le ante-
cede se llama primer miembro, y la que le sigue segundo
miembro-, asi, para esprcsar que a vale tanto como b, se escribe

a=b
y se lee a igual b.

Los signos >, que se llama de mayoria, y el < que
se llama de minoria, indica que la cantidad escrita entre las
ramas es mayor que la que estd en el vértice 6 punta; asi,

para espresar que a es mayor que b, 6 (jue a es menor que
b, se escribe

fl>6y <6

y se lee, a mayor que b, ya menor que b.

Ambos signos sirven para esprcsar lo que se llama des-
igualdad 6 inecuacion; llamandose también primer miembro la
cantidad que precede al signo > U <, y segundo miembro
&4 la que le sigue.

El paréntesis ( ) se usa para espresar (jue la cantidad
contenida dentro de él ha de someterse & la operacién indi-
cada por el signo que le precede; 6 lo que es lo mismo, que
la operacién, indicada por el signo, afectaal resultado délas
operaciones indicadas dentro del paréntesis. Se usa también,
en lugar del paréntesis, del vinculo, quees una simple raya
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puesta sobre los términos que debiera abrazar el paréntesis;
asf,
1. = ({ii-j6y+c—i/) 6 U-\-b~\~c—d
2. '= a~{c—d) 6 a~c—d
3. ‘= (a4-6}xc, 6 (a-j-6)c
4, *= Ja~b)x(c-d}, 6 (rt+6) (c~d), 6 a—bXc ~d
5. *= [a—b):{c~\-d] 6 a—6:c-f-ri
{aby 6 W
7.'r= i/(a’-6') o

La ~.* quiere decir iiue & la suma de a con b se iia de
agregar la diferencia entre cy d\ la2 ({uc de a se ha do
restar la diferencia entrec y d\ la 3.\ que la suma de ay b
se ha de multiplicar por ¢, y asi de los demas,

5 Udamasc coeficiente de una cantidad algebraica al
factor numérico colocado a la izquierda, y manifiesta las veces
que dicha cantidad entra como sumando. Entiéndese también,
en general, por coeficiente de una cantidad todo lo (jue la mul-
tiplica, sea nimero, letra 0 cualquiera espresion algebraica,
mas & menos complicada.

Asi, en las espresiones hnnz, ylz,

son respectivamente coeficientes de z, las canlidailcs
4mn. tiP zd1l vy 7

Observacion. A toda cantidad que no lleva coeficiente
esproso, se le supone que lleva el coeficiente 1.

6 Se llama esponente do una cantidad al ndamero 6
etra colocada & su derecha y un poco elevado, y esprosa las
veces (pie esta cantidad entra como factor.
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Obsermcion. A loda caiilidad (juo no lleva esponente
cspreso, se le su|>one el esponente 1.

7 Se llaman términos las oantid.idcs comprendidas en-
tre los signos H- {) —

Monomios son Jas espresiones que constan de im solo
término.

Se da el nombre de binomio & la espresion algebraica
(jue consta de dos términos; de trinomio” si consta de tres
lérniinos; y, en general, se llama polinomio, & la espresion
algcbraica que pasa de dos términos.

Observacion.  El signo ipie afecta & cualquier termino es
siempre el que le precede por su izipiierda; si le afectase el
signo -f-, el termindse llama positivo, si el signo,—, el tér-
mino se llama negativo.

8 Por dimensidn de un término se entiende cada uno
de los factores litci'ales de que consta; y grado, ai nimero de
dimensiones, quy es igual & la suma do los esponentes de
dichos factores.

Cuando lodos los eléi'minos de un polinomio son de un
mismo grado, se dice que son homogéneos.

0 Ordenar un polinomio con relacién & una misma
letra, es disponer sus términos de modo ipie los esponentes de
dicha letra vayan disminuyendo desdo o' primer término hasta
el Ultimo, o vayan aumentando desde el primero hasta el Gltimo.

En el primor caso el polinomio se dice que estd ordenado
en sentido decrecente, y en sentido crecente en el segundo.

También puede estar ordenado un polinomio al mismo
tiempo en sentido crecento respecto de una letra, y decrccentc
respecto de oird; y si en este caso, permutandose las letras
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ordenatrices, no se alterasen los polinomios, se dice que son
simétricos.

Observacion. La letra por la cual estd ordenado un po-
linomio se llama letra principal G ordenalriz.

10 Llamase identidad la esprcsion de la igualdail de
dos cantidades numéricas, 6 de dos cantidades que perma-

necen iguales, cualesquiera (pie sean los valores (pie se den a
las letras que en ellas entren.

Asi, 9-1-3 =
{a~\-by = a'-\-2ab -{-b* son identidades.
1 i Por ecuacidn so entiende la esprcsion de la igual-

dad de dos cantidades, que no pueden ser iguales sino en el
caso de (pie se den & ciertas letras, que cu ellas entren, va-
lores particulares.

Asi, ix= 32
es una ecuacion; porque solamente dando 4 a el valor nu-
mérico 8 se puede verificar, y entonces se convierte en la
identidad

48= 32."

Las letras que, como la X, deben recibir en una ecua-
cion valores particulares, para que pueda existir la igualdad
entro las dos partes separadas por el signo =, se llaman in-
cognlias de la ecuacion.

12 Las partes situadas & derecha 6 iztpiicrda del sig-
no =, se llaman miembros de la ecuacion.

13 Lldmanse formulas las espresiones () resultados fi-
nales de las soluciones de los problemas; é indican las ope-
raciones, que han de hacerse con los datos para tener el va-
lor de las incognitas.
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14 Dos son las principales ventajas del algebra; laprimera,
que simplificando los raciocinios que hay (jue hacer sobre las
cantidades, estiende el dominio de las matematicas & las cues-
tiones mas complicadas: la segunda, que el resultado alge-
braico 6 la férmula sirve de regla para resolver todas las cues-
tiones de la misma especie; pues tengan los datos el valor que
tuvieren, las férmulas indican las operaciones que deben ha-
cerse sobre ellos para tener los valores de las incognitas.

15 La traduccion de las férmulas del lenguagc algebraico al
lenguage ordinario 6 social, constituyen las reglas practicas
establecidas para resolver las cuestiones mateméticas 6 con-
signar un teorema.

16 Llamase valor numeérico de una espresion algebraica,
al nimero que se obtiene sustituyendo a las letras de esta es-
presion los valores particulares (pie se le asignen.

17 Cuando una cantidad depende su valor de los de
otras cantidades, se dice que esta cantidad es una funcién de
las otras.

Asi, = —, X es una funcién de a y b.

48 Llamanse términos semejantes los que constan de
un mismo numero de factores literales @ iguales, auiK(iie sus
signos y coeiicienles sean desiguales.

z

19 Para reducir los términos semejantes & uno solo, se

observaran las siguientes reglas:

1. * Si los términos que se han de reducir tuvieren un

mismo signo, se suman sus coeficientes, y a la suma se le
pone el mismo signo y los mismos factores literales.
2. ' Si tuvieren signos contrarios, se restara del coeficiente
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mayor el menor, y ai residuo se le pone el signo del mayor
y los mismos factores literales.

3. Si hay varios términos positivos y negativos, se reuni-
rdn en uno solo todos los positivos, en otro todos ios nega-
tivos; se restara el menor coeliciente del mayor, y al resi-
duo se le pondra el signo del mayor y la misma parte lite-
ral comun.

lajcnuilos.

Reducir lostevniinos seuiejunles de las espresiones siguientes.

Resultado—
2.* 4o*;—oa*a-f-3a*6-}-8a*;—Iba**
Rcsultado=-'5a*;

CaitUAaiAes \iosUi\as y Hcgalivas.

20 La generalidad con que el algebra considera la can-
tidad, exige que en ella se tenga en cuenta, no solo su va-
lor respecto de una unidad cualquiera, sino también su modo
de ser 6 de influir en el resultado & que se aspira en el pro-
cedimiento; por tanto las cantidades han de considerarse bajo
el doblo concepto de la cantidad y de la cualidad: asi, para
apreciar los grados de temperatura, no solo conviene saber
cuantos son, sino también si estdn por encima 6 por debajo
del cero del termometro: para fijar la situaciéon de un capi-
tal, hay ((ue saber si las partidas o cantidades del balance
corresponden ai haber 6 al deber; y para calcular la posi-
cion (le un movil os preciso conocer, ademas de su velocidad,
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la direccién de su movimienlo con relaciébn & un punto fijo
de partida.

21 Bajo este concepto, se dividen las cantidades en;>o0-
fifivas y negalims. Lldmansc positivas las que tienen un modo
de ser determinado; y negativas las que tienen un modo de
ser contrario 4 ellas. Si a representa los grados de calor so-
bre cero, 0 la partida que corresponda al haber, o la dis-
tancia andada hacia la derecha de un punto, —a espresara los
grados de temperatura bajo cero, o la partida correspondiente
al deber 6 las deudas, 6 la distancia andada hacia la izquier-

da del punto.

22 Para espresar el cardcter positivoy negativo de las
cantidades, se emplean los dos signos -}- y —* oaG sirven
para indicar la adicion y sustraccion. (4, Observacion 1.*)

23 Las denominaciones de positivo y negativo son pu-
ramente relativas, y no denotan mayor escelencia de lo prime*
ro sobre lo segundo. Estas denominaciones se cambian cuando
se muda de objeto en la consideracion algebraica; asi, cuando
consideramos el haber de un capital, es negativo el deber o la
deuda; y cuando consideramos el deber 6 la deuda, es ne-
gativo el haber que antes era positivo: de modo que una can-
tidad, bajo su concepto absiduto de cantidad y sin relacién
con ninguna otra, no es positiva ni negativa.

24  Ue las ideas atribuidas & las cantidades positivas
y 4 las negativas, resulta que debemos distinguir dos clases
de cero: el cero absoluto, simbolo de nada; esto es, de la
carencia absoluta de cantidad alguna, y que no puede hallar-
se, por consiguiente, cosa inferior 6 menor que él; y el cero
LIMITE, que es el punto de partida de las cantidades2 de una



40 algebra.

misma especio, ya sean positivas, ya negativas. Tal es, por
ejemplo, el cero del termémetro.

20 Esto supuesto, si se imaginan todas las cantidades
<e una misma especie, cualquiera que esta sea, dispuestas por
orden de magnitud en una misma linea desde cero hast.i el
>n/,mlo positmo-, es decir, liasta el limite de las cantidades
positivas, yendo <e izquierda & derecha; y desde cero hasta
el tnjimio negativo, yendo de derecha & izquierda, se deducira:

* Que toda cantidad negalha es menor que cero.

) 2 Om de dos cantidades negalivas, es menor k que
tiene mayor valor absoluto.

Afldcion y sustvaccion.

20 La adicion y la sustraccién do las cantidades alge-
braicas no se efectian, solo se indican. "

Axiomas. 1.“ Una suma permanece la misma cual-

(juiera que sea el orden de los sumandos.

2. “ Una diferencia 6 un residuo no se altera, aunque a
minuendo y suslraendo se le sume 6 se le reste una misma
cantidad.

3. ~ Un polinomio no cambia de valor cualquiera que
sea el orden on (pie se escriban sus términos; y el valor dd
polinomio se llalla, reuniendo los Icrminos positivos, hacien-
do lo mismo con los negativos, restando ilcl resultado mayor
el menor, y dando al residuo el signo del mayor.

s

Aaicioii 6 suma.

27 So llama adicién 6 suma algebraica <e varias
espresiones & lo que resulta reuniéndolas con sus mismaos signo.s.
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28 Para sumar los polinomios se escriben los unos ;i
continuacion de los otros, conservando cada uno de sus tér-
minos sil propio signo, iiaciéndose antes ¢ después ia reduc-
cion de términos'semejantes, si los hay.

Sumar los polinomios.

( Sa'-|a& _26*-f)

( ai4-26»"_4c>+i)
Suma = 7ft'— \c'-f-J.

29 Ic la regla dada para suinar espresiones algebraicas,
se deduce

'm  Que para sumar a una cantidad la suma de otras
varias, hay (jue agregar sucesivamente cada una de estas.

En efecto, si queremos sumar & la cantidad a la suma
(64~c-j-d), tendremos, segun la regla de sumar

if j-fi-l-f= n-l-§ cn

z

2. Que para sumar & una cantidad la diferencia de
otras dos, hay que sumar & la cantidad dada la que hace
de minuendo, y de esta suma restar después la (Jue hace de
sustraendo.

En efecto, si queremos suniar & la cantidad a la dife-
rencia (6—r), tendremos, segin la regla,

a“l-6— c)= a-j-¢—=c.
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7

Sut”~lvacciou 6 resia.

30 Restar un polinomio P de otro polinomio P', es ba-
llar un tercero tjue, sumado con P, reproduzca P'; y siendo
esta operacion inversa de la adicidn, se sigue que la regia
debe ser también inversa; esto es, (jue para restar un po-
linomio de otro, se escribe el minuendo, a su continuacién
el sustraendo con los signos cambiados, haciendo después la
reduccion de los términos semejantes, si (os hay.

Demostracion.  Supongamos que se quiere restar {b—c)
de a.

Se sabe que el residuo noso altera, aunque a minuen-
do y & sustraendo se le sume 6 se le reste una misma can-
tidad; sumando, pues, la cantidad ¢ al minuendo a y ai sus-
traendo [b—c), el minuendo se convertird en (ii+ c); y el
sustraendo en (6— c-\-cC)—b\ tendremos,

« (6_c)=(a-i-c)—6=a-f-c—/i=cE—6-I-c;

y como este procedimiento es general para toda clase de can-
tidades se sigue que para restar una espresion algebréaica de
otra, se escribe el minuendo, y & conlinuacion el sus-
traendo con ;os signos cambiados, haciendo desptie™ la re-
duccién de los términos semejantes, si los hay.

31 Conviene muchas veces escribir una espresion al-
gebréica déndole & su conjunto el signo - ; y atendiendo a
gue este signo indica una sustraccion, se*escribira esta es-
presion dentro de un iiaréntesis, cambiando los signos de lo-
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dos sus términos, y escribiendo el signo — fuera del parén-
tesis; asi, la espresion
a—h c¢c—d—m
puede espresarse asi; t—@¢—c+ d+ m).
y también de este otro modo a — b — (—c-]rd-\-m)

de vestav.

Minuendo = 7a’' + Sa'6 — 4a6* -|- 4>
Sustraendo= ia®+ 2a'b — 4a// + 56’
Residuo = 1la’+6a'6 -6"

32 De la regla dada para restar espresiones algebraicas
se deduce que fara reslarde una cantidad la suma de oiras
varias, hay que restar sucesivamente cada una de estas.

En efecto, si queremos restar de la cantidad a la suma
{b-\-c-\~d), tendremos, segun lo dicho

a~ (" \~djVa—~b—c~~d.

'Mu\ii\'44caclon

33 mSe UamamultipUcacion algebréaica, aquoUa ope-
Yacion (juc tiene por objeto reunir en una sola espresion, lla-
mada producto, todos los factores que entran en el nmitiplicando

y multiplicador.
34 Teorema. Para multiplicar una suma por una

cantidad, se multiplica cada uno de los sumandos por esta
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cantidad y se suman después todos los productos parciales;
t/Siu ¢S, (U6

A+ ¢m= am-\-hm~\~cm,

Kn efecto, si mes entero, tendremos

/] i ®H*"“Ic
(a”b-\~c)m=\ J*a-\-b-\-c
f a b c

hasta m veces
pero

«+ fl+ a .... liasla m veces es = ma
¢+ + ¢ .... hasta m veces es = mb

y asi sucesivamente; luego

{a+ b+ c)m==ma+mh-\-mc= am+ bm+ cm.

Si m es fraccionario, esto 6 s=-t, serd preciso divi-

dir r« + i+c) por g, y multiplicar el resultado por o; asi
tendremos, dividiendo {a+ b+ ¢) por g, ' ’

? ? ?2 N T
multiplicando ahora este resultado por p, serg;
p = (a+/,+ c)e, = ¢ , ~ qi.
4 1 qg”™ q’
resultado conforme con el enunciado del teorema.
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IVcgla i\c \os signos.

35 1. EIl producto de dos cantidades de un mismo sig-
no es positivo.

2. El producto de dos cantidades de signos contrarios
es negativo.

Estas dos reglas se enuncian generalmente diciendo; mas
por mas, 6 menos por menos, dan mas\ mas por menos, 6 me~
nos por mas, dan menos.

Demostracion. Es evidente jjue + a X da+ a6;
porijue esto fpiiere decir (pie a se ha de sumar consigo mismo,
tantas veces como espresefr; esto es;

hasta b (veces) = -f-a X b= -{~ab.

Vamos & demostrar (pie (-{-a) X {—b]== ~ ab.

En efecto, a multiplicada por cero da cero-, luego podra
escribirse.

{-aCl-b—Db=Q ()
pero como para multiplicar la suma algebraica {-+¢ b — b) por
a, es menester multiplicar cada una de sus partes por a y el
cuociente debe ser ademés cero, como lo manifiesta la ecuacion
tendremos, pues, -|- a por h, d4 -j- a 6; -j- a por— ¢,de

be ser — ab. para cpie la (‘cuacion (!) pueda reducirse & cero;
pues este producto debe- ser tal (pie, sumado con ab, dp
cero por suma, y ningdn otro puede ser sino ~ ab: luego
m}- por — produce —; y puesto (lue + por — da —, es evi-
dente (luo —por  da también —

Finalmente — a por — b, da -j- ab: se tiene evidente-
mente

—a({fe» —6)==0. (2
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Para multiplicar la suma algebraica (-]- b— h) por — a, es pre-
ciso multiplicar caila una de sus partes por — 0, y la suma de
estos productos debe ser nula; el producto de — a por la
1/ parte -j- b, dd@ — ab, luego el producto do — a por — b
debe ser + ab, ]>araque sumado con — ab, se reduzca & cero,
y se verifique la ecuacién (2): luego — por — da
Observacion.  Supuesto (fue - f por -{- da -f*y ~ po*
—da  seinfiere que (+ «) {+ «) = 4- Y (— « ("
— -ha*: de donde se sigue que si se pide la cantidad que, ele-
vada al cuadrado, dé a', se hallaran dos que satisfaran & esta
condicion; & saber: g-ay — a; esto es, |[/a*— £: &, y en
general, siendo m una cantidad tal que sea m' — p, se tendra
[/ p= £ 7 estoes, {uoextrayendo la raiz cuadrada de
una cantidad, se hallan para su raiz dos valores, que solo difie-
ren en el signo.

1\cs\as i\e \a muH\\>Ucac\on.

30 Para multiplicar entre si dos potencias distintas de
una misma letra, deben sumarse los esponentes de esta letra.

Asi a" X a"-=

a"= a.a.a. a.... basta m veces.
= a

En efecto a" La.a. ae. basta n veces.

luego a™ X a" = {a.a.a.a ... hastamveces) X (a.a.a....

hasta n veces); la letra a entrard, pues, como factor en el segun-
do miembro (m n) veces; por consiguiente a™

37 Para multiplicar dos monomios, se multiplican pri-
mero los coeficientes; las letras desiguales se escriben unidas,
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y 5 hay lilla niishid tclrd 'on amiiés'tactordy so smim
esponente», (Jandole cii fin al producto ei sigiio que icU'corrés"™
ponda; s'eguri la'iW a piejos
'UH-. "iS.ICnif»108. i

J.° T7ihi/*c ;. X3aV/my»t = 24 rtV/cjn«>"

2. 2a*hX (- 2a¢= - 4a“bc. """

38 Para-.-iaulliplioar dos poliiiomio3 .se multiplwai™ cada
término del uno por todos 103 del otro, y, la suma algebraica de

estos producfos parciaiés jjara h\ protUiclo total.
En efecto; su[yongamos que se trata de, multiplicar

(a-}*b~— 6) (d — m — n)\

supongamos que a -f-b4~c = A,y tendremos
'di- =, . fir m'el -Jpn
=AMy n~ A{d—m-r n} n;
pero : r ' ' , = mw.
A{d— tn—ni)~ Ad — Am —An, "’
y siistHuyendo por A el polinomio ec’iyalegle serda > i,

. . («.+/" -/) d
Ad — Aw — AR = 4*2« 9~ —n'(—»0
m4"(N + a—0) (—n)

pero . e i di >00 I0:) i
(«4-;—0jfi , ™ ad-\-hd td;- ;' m'in

- {a 4*  —c)i(y w) =i — ayj! “Ne'bm -+
(«-p. ¢ 4 W, i> fh

luego sumando estos'pdiinémiosi‘prodlilitoS’jiai’cialfeS,

{a-\-b-c){d~m-n)==ad-j~bd~-cd—am--bm-{-om~an~~bu”cn""
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39 Para sacar una cantidad ciia”uiera como facloc co-
mun encina espri'sion aliel?i:aica polinoaiia, se escribird esta
cantidad'Tuera de un paréntesis, y tleiUro de,él, la suma alsCr
bréica de los cuocientes do cada uno de los términos de! poli-
nionio por la cantidad tomada:por factor comun.

Asi: m

3aA—2c4-abe—.3a I

t>««seeiieiieias i\c IUttVWvW cacitm.
i0 t.* SiinultipUcamos (a * pl- v se bailara -jj,
oji-i". ax - 2/ii*¢V'- - u,

Esta espresion nos diceqye” cua;r~d(”de
representa la suma do dos céanlidados, es igual al cuadrado de
su primeia'parle; nias-"ei difplo"\te” lit prinleifa pOr\a st”linda,
mas el cuadrado déla segunda; o bien, & la suma do los cua™

di-ados de sus”dos téi;upjipSj mmniael Nupio™ de los
mismos términos. . . ,
2/ Si maUipli‘céife frt — A] pdF(rt —  sé"teii(i™ '
ra'-""ftr= a*/— ,2rt;+M,
la— J4=5=al'-h — 2ab.

Esta espresion nos dice que el cuadrado de un l)inomio (lue-'j
representa la siupa de xlAs ‘cailidailes, es igual ai-cuadrado de
su primera monos el. duple:-.(la\U-primeiaép</f la segun-
da, mas el cgadrfulQ. dc- la>segunila;v,0 -bien, a la sfHiia de los
cuadrado™e §p/dc|N JénTtij)QN-trenos el dphle. prpdgc”.ale Jud:;

mismos férminos. , I.



%

S*" 'Si siurtaiiibs la espi'esion de la de {&—hby
se'tendra: ' . - "0 m -
e+ B Ari(i* T7r, M) rffA('*'j'+ommi.  "Min,

Este resultado nos drcp, “NiGr €l cliSidrado lielb™sii~a"(¢
dd9 cantida:des; mas el euadi'arlo’ de'Ma difcroncia*dc hi» mis-
mas es ijual al ddiilp-jde|_lainnia de-Jos cuadrados de dichas
cantidades.

4.*  Si ‘H'Stiuiios de la espresion (IC[(/4")* lo*de («—6)*

1o e 1 g 175D s

se londrd’' :
I i )Tom i

Este resultado nos manifiesta,i;que'el euadi'adb do-hrstiWa
dN doscanlidiidMi menos ul olailrado’-do su dtlierrilcia oS'ijiual
al cuadruple del producto de dichas cautidude.'™ o mmm

0.V 'Si inulliplicaiuos”™(a-I-/)). por {a—b), ip_iteudr &"

Lu-2-b){t h a—h*
Este VesuUajro*hids ‘(Téi.mies'tra, (juc la suma de dos can-

tidailcs luuliiplic.adii por iii diferencia de las mismas produce
la difemieia de los cimiidiilps"dfi dichas cantidades.

@ -f. " — ful
(/2+1y+r+5){/j+7-r-8) [i/j+7)+(r+5j].[(?*-h-").—

fi." Si multiplichmos (t+ ¢I* [Kir (ft+ 6), se hallara;

m by= fitr - '3fi6* - B¢



iff’

EsUl expresion din<ii)B.elcul)o de la suma dedos
eantidades (de un binomio) es igual al cubo de sij. uriiuera
parle, mas triplo del cuadrado de la primera parte por la se-
gunda, mas lIriplo-i'dé I& primera por el ‘cuadrado de la se-
gunda, m” el cubo de™la segunda. , [ ]

7/ Si multiplicamos (a,- hy por (a- 6), se .tendr&

{a~by~a*~ Sa'b+'3iii*~b\

m De esta® espresion se deduce, que el cubo iie la dife-
rencia de dos cantidades! os igual al cubo de su primera pau-
te, menos triplo del cuadrado de lagirimera parte por la'se-
gunda, mas triplo tt; la pririiera por el cuadrado de la segunda,
menos el cubo de. ia segunda.

8. Si elevamos al cuadrado el polinomio {a-"b-\-c-d-{~e—f)
se obtendra

@@+ b+t c-d +e-fy=a+ I})+ ¢+ d+ e'+1I'
+2rté+2ac~2rti;4-2He—2ii/"
-h~bc—Ud-"-~be-Uf,

—;de-\-2df
-9% ef

Espresion que nos dice, (jue. el cuadrado de un polino-
mio es igual & la suma de los cuadrados de todos sus tér-
minos, mas el duplo de cada término por cada uno de los

que .le siguen. ; - me
0. Si multiplicamos'las espresiones
ii.n @+ 6fi+ (a-¢)*

é-j-vfe.-t:ig'y'-ric-¢r
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ss.djimaréa segu«Miau>onsecuenda'i>/ ' j*>o i
.- mL
AL Cl)- e ‘M e i et ) = v
y segun las conseeuenciias 3. y 4/ . .. hau-
ri j-jnjjviruti "

10.* Si se multiplican. varioS'factores l)iDomios,i -ciya pniiicra

piarte, sea constante,;y la .segunda diferente, como - .ot!
- B T B VAR P + A |
o1 H AV s - [ [

sm,pvoduclo, d”pues de ordéaados sus términos con relacion'a las
potencias de x, y limitandolo &cuatro factores, serd e: 'Y

., ~(.alfC'jrab(l-{-acd-{-bcd; .

fisto producto, como se vé, es‘iaci!, atendida la ley'dd su'forma-
cion, escribirlo desde luego sin .pec|,sidad de ejecutarlo,, observando las
siguientes reglas: ' - '

' *1/~ liVprimer término de! producto es la'primera parlc'del 1)j-
nomio elevada & la potencia que indica el nimero dé factores binomi6#
que hay. . 5>l

2. * El UlHing término es el producto de todas las segundas par-
tes de los factores binomios. v

3.* Habra tantos térmrn'os «oino factot'es liay rD” tino, contan-
dose'como un solo término todos aquellos en que &) iénga un mismo
espouente.

i ® Eos espolienles de la primera parle van disininuyeridb en
todos los demas términos de unidad en unidad, hasta el ultimo éd"quc*
sera ceroy y desaparecera la primera parte.

b» El coeficiente del segundo término es la suma todas las se-
gundas partes.

6.* El cocliciente dcl tercer término es la suma de lodos los pit>-

‘
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duelos binarios, 6 de dos en dds, quese pueden formar con las segun-
das parles.

7/-- El coeficiente del cuarlo término es ia suma deiodosios pro-
ducios ternarios, 6 de tres 8n.tres, que se pueden formar con las se-
gundas partes. m ' o

coefidente det quinto término es la suma de los produc-
tos cualem”arios, 6 de, .cuatro en cualro, que se puedan formar con la"
segundas parles, y asi sucesivamente.

Si en el ejemplo propuesto,hacemos las segundas parlés de'Us bi-
nomios iguales, seria lo mismo que proponer shaHar'uHa poifeitcia cual-
quiera de un binomio, cuya ley de forgiacign podre.mos deducir & jm -
teriori de la encontrada para el caso anterior.

En efeglo para estecaso, se tentlm haciendo iguales las édébridife

parles de los binomios .. oo
(r-f-a) (EP+) (4j+d).... t = ( wire M {x+a) n
Liraitcandonos a cuatro fd'ctores tii'prodacto representara una cuar-
ta potencia ;de),|)momio (5?-4-a,j; jesto.es: -—
14

y razjOBaidq sqlu'f; .clla deducireipos,« poslemri la ley, dé fonu&cion
para cgalquicr polencia en general, esto es, para (irrf.n),

Segun la regla 1.* el primer término sera x'";y segin lat2.*, op
allimo tjirmmo, que,?eria el prodvpl,o de las-segundas partes a., ;».'c:rf...,

cuando estas sean iguales, sera rt'«. .
El segundo lérmipo, queenjCl producto.,,(1), es [a-h.br~c-\-.d)x\
para el case de lacuajla poleucia ,(2] en g,ne;q==6-=c=1ii, sera iax*.

1 Este coefictentc se deduce facilmente del primer término,; multi—
plicaqdp €)|esponente cjeia priipera parle por su coeiicientenumérico, y
pa’pepdo.j™l ~rodqgclo ,por el, nyumrp qup .indique, el lugar eje 6rdgn que
ocupa dicho término:lesto es,' ' | , pitra Ia'boléiigja m sera

. Ao . L

— m, y el segundo termino de la potencia m sera max'*
am- 1. = A
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tei‘cer 1""'rmiDo,".que en el™[>roducto ‘{1/9>¢&s"
' " lal)+ac"nd-+}c-\-hil-"cd); r* |

para el caso déla cuarla.potenciaen que a=.b = c=d, seraSaV
Este coeficiente, corno el anterior se deduce por la misma ley del

término que le precede ioa™*; ésto es/ 3 6; y para la potencia m

en gufi ej lerming~aptertof/es. sera A el tercer tér-
- If

mino 77, 'a’

(MiseWaiiio eiila’'misfria fey para la iormacion de los respectivos,
coe(icieiilc.s y ateliiliendo a quielOS esponentes dé la primera parté'rtis-
mingyen de unidad en unidad desde m hasta cero, y los de la segunda
parte auraent™n|epjpltmismo 6fdendesdecirahasta m, setendia '

’(|’T-'fa)’ni =X " -\-mxT“V"z:lL".\?}.!yn}_m_)g ax
—if» 0
il iil >fii' ™,
tmeee + -M TITTr-r-Tf

A esta formula sela da el nondjre dé binomio de Newton, y sirve
para hallar cualquier potencia de un poiléOmio cualgniera.

De. lo espuestq se .dedujje erapiripamenle la si2uienlc regla pa-
ra'aéWr nii'fiinhillib'a\ina'polencla 'cualquiera.”" '

Ei Nirmev iévmino sfré-ia ~vtéldéi bimviih ekudddidus" -

ponente de la potencia que se pide; el Ultimo sera la misma JUjie(!inde
la segunda parte del fin los términos intermedios la primera
parte ira disminuyendo su espoHenfe "'tk ithidadM unidad, y en la segunda
parte va aumeniando en elmismo orden. E| coeficiente que corresponda a ca-
datérmt9Q ae_foi in<g)"&-iffiiitifiJicaji(i6 el esponente que tmga”*primera
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te del birmiio en el dlldmct térmmo hallado potf'M cocfieimte‘del mimo,
y este producto se pa/rtira por el,nimero que indique el lugar de 6rde'n
de dicho término.

— i il .1 ni) @G> 1') Rirg

ivb yn! liji-'im izl -in snnbnij «»> eipir)inr. le)<N’ *ele] {Hn)) oici
A “TuiyMil fi jiing /! AoMiGu| ni "mip ofiinnal
44.r. Se d&ion algehiiUca- fi ia operacionUpiii‘fee

hace para obtener por resuUaiJo upa esprcsion que, multiplicada
porla esprcsion divisor, reprodtvzcala'eépifedfan divitienilo™

ge (lice que la division os”exacta,,.j6 que el .diyidQiilOi es
divisible por d divisor, cuando no deja residuo alguno™ -

Si designamos con D el dividendo, con dél divwoi','Con 'C"
elcuociente y coa r €l residuo', 'sé (iene evidentemente' * "M

Si r=0, sediceque la division es exacta, 6 que D es dj-
Nsible por d. n

42. Para dividir entre si los potencias de una misna
letra, se restara el esponente[de la Iptra divisor del esponente
de Ia’ letra dividendo: esto es, qué

Mi>y ,mVno7 oh le» «h ..f'i- slimno'i i;i>- /

ith roi el;m ;i rofifj

férque en toda /livisiaii el dividendbes iguaf,ai producto del

cuoxfiectti por eldivisor; luego siel verdadero cuociente es a
deheremods lerei’i’

1, .
a»=ap-<i>""q

p-g-i-a

pero v Ulegod”™inMla es. exacta» ‘rh
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Comecuenrias. ”~* Toda cantidad elevada & cero es
igual & la unidad

. 't
porque siendo -

. . p-p
siendo p —q, se tiene a = a
y

i
luego ii°=4

2* Toda cantidad, cuyo esponente es negativo, csigual &
la unidad partida por la misma cantidad con esponente pitsitivo

porque siendo fie_
a4
—t
cuando sea g=p-\-t, sera .
api - ~
también a¥ _ ap
a'.(r a
luego iT™ 1
a
43, De lo dicho se intiere que puede pasarse un factor

cualquiera del lulmerador al denominador, y de este a aijuel,
cambiando el signo a su esponente

26*7?,

asr.
Smn-' 3a*m

44. Para dividir un monomio por otro, se parten prime-
4



2G ALGEBRA.

I'0O SUS co("ficicnlcs, y se restan los esponentes de las letras igua-
les; las desiguales del dividendo apareceran en el cociente; y pa-
ra el signo (Jue debe aicctar al cuociente se observaran las re-
glas siguientes: si dividendo y divisor tienen signos iguales, se
dard al cuociente el signo si tuvieren signos contrarios,
se le dard el signo menos; pon]uc el signo del cuociente debe
ser tal que, multiplicado por el del divisor, reproduzca el del
dividendo.

Asi,

ia'h : ha*h —hah
2a 12a~ 24 :gér —"ah

45 Si en ambos monomios luibiese letras distintas, y
el coeficiente del dividendo no fuese mudltiplo del coeficiente del
divisor, se deja entonces la particion indicada en forma de (Juc-
brado, simplificando esta espresion todo lo posible, con la su-
presion de los factores comunes a los dos términos: asi

A0aiiCxigvin SflcVi*
Sod'gTh’ ~lgw

46 Para partir un polinomio por un monomio, se di-
vide cada uno de los términos del polinomio por el monomio
divisor.

47 Para partir dos polinomios se observaran las reglas
siguientes.

1 Ordenar ambos polinomios con relacién & las po-
tencias decrecentes ¢ crecentes de una misma letra, si no lo
estuvieren.

2*  Dividir el primer término del dividendo por el pri-
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mero del divisor, y el resultado serd el primer término dcl
cuociente pedido.

3 * Muiliplkar el divisor por el término obtenido en
el cuociente, y reslar este producto del dividendo, lo que nos
dara el primer residuo.

4, *  Dividir el Driincr término de este residuo por el
primero del divisor, y el resultado de esta particiones el se-
gundo término del cuociente pedido.

5. * Multiplicar el divisor por el segundo término ha-
llado para cuociente, y reslar este producto del primer resto
oi)lcnido, lo ([ue nes dard un segundo residuo.

6.* Dividir el primer término del segundo resto por el
primero del divisor, el resultado de esta division es el tercer
término del cuociente; y asi sucesivamente hasta llegar a un
residuo cero, *en cuyo caso la division es exacta, 6 hasta llegar
& un residuo cuyo \m\mv término no sea divisible por el pri-
mero del divisor; esto es, un residuo en que la letra que or-
dena tenga menor esponente en su primer término (Jue en el
primero del divisor, en cuyo caso la particion es inexacta, y
el cuociente es una serie do términos indefinida.
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tljcmplos.
4«*—20ft';'-h20(i6"— \%a"-oab'-\-W
1 ha™-\-Wb'— 4% 2a*+5fl,’—26’
+101iiT—4a'6'- 25ft6'+20a6'—46'
-40aT+25qV -1Qfle"

—4rt6'+1006“—46’
+4Q9'6’-10fl6'+i6" -

q"-6* [f—t
a>+,(*6+q6'+ 6’
a'6-6"
_q*6+/\*/\*
fi'6'-6
—a’'6 -f-'""6’
a6’ -6”"
-a6’'+6"

0

Adverienaa, Si la letra (jue ordena se hallase con un
niisjno esponente en varios términos, pucdtm considerarse to-
dos ellos como si fuese uno solo, lomando por coeficiente de
dicha letra, ([ue serd su laclor comdn, la suma de todas las
cantidades (lue la iiiultipliiiucn.
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48 Para que un polinomio sea divisible exactamente por
un monomio, es preciso que cada término del polinomio lo sea
por el monomio propuesto; para lo cual es necesario que los
coeficientes de cada término del polinomio sean midtiplos del
coeficiente del monomio divisor, y que las letras del divisor
estén contenidas en cada uno do los términos del dividendo.

_ N7a%hy_\_N\
b3 Za*bx-\-"az

Cousceuencitvs i\c \a division.

49 1 La diferencia do dos potencias partida por la
diferencia do sus raices tld& un cuociente exacto y de la for-

ma siguiente:
i1 m-=2 m—3 m—4
am—1Ir - 4 b-\-a b-~\-a //+
a—b
m_3 m—2 m—", .
-]-a’h \-b ()

Demostraciéon.  Verificando la division, tendremos;
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Este primer residuo, puesto bajo la segunda forma, tie-
ne un factor (jue representa, como c! dividendo, la diferencia
de dos potencias; luego si este factor es divisible por (n — b)
también lo sera [@~—Db™].

rartiendo el primer residuo por el divisor, so tendrg;

m—1

ba —kr)n a—b

m~I| m—9
6a -\-a 6 3 n 2®térm. del cuo.

. m—9 m / m—9 m—2
2®residuc « a h —b=b*{a —6

Este segundo residuo tiene la misma forma (jue el an-
terior; esto es, (jue tiene un factor que representa la diferen-
cia de dos potencias; luego si este factor es divisible por (a—6),
también lo sera (@" — 6").

Partiendo el segundo residuo por el divisor, tendi-emos:

m—3

”» - m—3 lu—3 \
3/" residuo « 6*a

m /
—6 ==&ja —b

Si continuamos la division hallaremos residuos de la mis-

ma forma, esto es, (juc contendran un factor (jue represen-
ta la diferencia de dos potencias.
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Examinando los rc'siduos liallados, so tieno

Primer residuo « h{a —b

Segundo residuo « h'{a

. . 3 1—3
Tercer residuo o //i « —h
ote. etc. etc.

Observando la ley de su formacién, se vo facilmente (Jue
el residuo que se obtenga al cabo do {Av— 1) particiones, ten-
drd la forma

W—i / ni—(m—1) m—(n— 1) m1
b (a —b b la-¢1:

al dividir este residuo por (a— b), resultara de cuociente b
(le residuo cero, y la division estd terminada; luego la dife-
rencia de dos potencias partida por la diferencia do sus raices
dd un cuociente exacto y de la forma espresada.

2. Si en la espresion .(a)

«ni /m ni—1 i—4 s m—i
" = a + « b+a b'+a A+
a—h

3 m2

ijjacemos 6 =1, resultara
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M4 0 la—2 n—3 )
Lofl 40~ = 4l 4o AN
0_
m4 N3 *-3 ithe

= 4 A L O*-|-0*-|" eee ‘F® 4N 4N '4®

Esta espresion nos dice, que si una potencia, disminuida
en una unidad, se divide por su raiz disminuida también en
una unidad, resultara cuociente exacto é igual a la unidad
sumada con las potencias sucesivas de la raiz, desde la pri-
mera liasta la que tiene un esponenle menor en una unidarl
gue el que dicha raiz tiene en el dividendo.

I")cinDAos.

3*_\

1* Dada la espresion " pf>enos decir desde lue-

go que

3*-1- 143+ 3-1-3 -1-3*
3-1

2. * Dada la espresion
1-4-4+4* + V |
podemos desde luego decir que

r-1
i+4-h4°-1-4°= 4 ~

3.* 14-<,+ *+9°'+ 9-?2 £~
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~ 3. Si un polinomio™ ordenado con respecto & mia letra
se'divide por of binomio x —a\ el resto de la particion
serd el mismo polinomio, susliluyendo en €l ala letra que lo
ordena la letra a. - o' i
Demoslracion. Sea el polinomio

h-fil'i |, 0i-i
o i A(d! THe .. +T7'"H-y
-h, jlo -2 .-.

dividido por el liindiiiio.

dara por residuo el polinomio propuesto cambiando la X en a.

‘ En éfeclo, Ejecutando la divisién, se bailara cierto mi-
mero de términos en el cuociente, que representaremos poi
0, y un residuo independiente de x, (jue llamaremos 7i; y
se tendra

—2

A-CX - .. FTV-EVE(>(r-AfD)+/1 @

—1

. m
Ax -\-Bx

T como en la anterior igualdad x puede tener im valor
cualquiera, susistird aquella aunque se reemplace X por n,
sin que Jt vario,; porijer indepeiidienlo .de X\ y entonces se
tiene i

m—1 \n—2 R
Ali -\-Ba -j-Cn + ... 4-Trtd-F=0(«—?)+V? (2l
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y como a” Oy ol bogundo inieiiibio sei'd 7;, oslo es, Mae

a

m m—i m—:
Aa 4Ba -\Ca + . . . . -\-Ta-{-V=R

ycomo 7ienla (1) esigual al /fon la (*), el polinomio

1 o » )i onity- »)
Aa -{~Ba -{-Ca + m - 1" axr-\-T-aA-V"1
‘{Tf fr-
es el residuo (jue se pide, igual al polinomio j)i'opueslo,

cambiando la ic en a, segln se pediiLdesmostrar.
Fundado en este Icorema, se demuestra la primera con-

secuencia; oslo es, Ja divisibilidad de x"™—a™ por x —a\
pues, segin dejamos demostrado, sera cF residuo
/i= fim — 0, nq 'tli
i,/iirn;  >undnrf
esto es, que dara division e x acta..nr/nu;! e ‘j{i?

i.* La diferencia de dos potencias pares dividida-por la
suma de sus raices da cuociente exacto.

Fundados en la consecuencia 1.*, siendo en la espresion
@ m par y b negativa, resultara

/.m /m m—i m—2 ra—3 m—* ,
L-ZLL=a — nt hA’\a b'-~a "‘/4\-
at+ 6 Cit o Cyjic © o
nB>e Yf HJ
\Nab —b "



36 ALGEBRA.

formula que no difiere de )a («) sino en (jue los signos son
alternativamente positivos y negativos.

Asi.
Tk ok
T @ Ka-fxa—ar
Xela
5. La suma do dos potencias impares dividida por la

suma de sus raices da cuociente exacto.
Haciendo en la férmula (@ m impar y 6 negativa. sera

a»J_Am «H m-2

B-3. fi4
— b-\-a b*—a 6%4-
a-ho

* . . . . —gb6 -f- 6

espresion, que no difiere de la anterior sino en que el ullimo
término es positivo, siendo negativo en la precedente, por
ser par el nimero de sus términos, y en esta impar.

Asi,

=it*— 0N+ fIV — (i*ir-i-a*

6. Lastima de dos potencias pares ola diferencia de
dos potencias impares dividida por la suma de sus raices, no
da cuociente exacto, y su ultimo residuo serd respectivemen-
te + 26" .
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En efeclo, la esprcsion b segun la consecuen-

cia 3* no da cuociente exacto, y su ultimo residuo

fi  6M4- ==+ 2

(jue sera + segun que m sea par 6 impar.
En efecto;
/m _i_ km m—l —3 a—3
2-+L =a +a b+ta A+ .
—0
m2 ma
+ e tag — 7(cons.3.
¢ fZ'io( )

Cambiando el signo de la &, siendo m par, la esprcsion

anterior se convertird en *
t.m  t_/ni m—1 m—2 ni—3 , m—e ,
IL+L =a -a b+a b'-a b'+
0+ 6
m—2 m—1 OAmM
+ . . . . +o0A -6 + M

a—h

y siendo m impar, se convertira, siendo b negativa, en

,m AID —1 2 3 4
g 0-0" b+a b'-a  h'+
0+ 6
m2 mle *h Gy
+ ... "ab +6 - aAb

esto es, que el residuo serd £26™, segin  sea par 0 impar.
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&>ivisi(>i\U\iu\ de las ttsiu'esloncs algebraicas.

50 Se dice que una espresion algebraica A es divisi-
ble por otra fi, 6 (Jue B es factor de A, cuando la division
(le A por B no deja residuo alguno.

Ejemplo. Se quiere saber si la espresion %b-\-bc~c* es
divisible por (6-j-c).

Verificando la division se halla el cuociente exacto {¥h—o\
luego el trinomio propuesto es divisible por (/i-f-c); y por
consiguiente,

-Ahc — — (b~ c){b-\-c).
&”"sV»rc8loncs algebraicas bvlinas y coniimeslas.

54 Se dice que una espresion algebraica es prima, cuan-
do no es divisible sino por si misma o por la unidad: asila
espresiones

@y {a-\-b), iA~—q) son primas.

52 Una espresion algebraica es compuesta, cuando ade-
mas de ser divisible por si misma y por la unidad, lo es
también por algun otro factor.

La espresion

x*—a)= {x-\-a) {x—a\

es compuesta, portiue ademas de ser divisible por si misma
y por la unidad, lo es también por ((c— d) y por (a;-f-a).
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i>ctcvm\uacton Ae\os factovcs s\m\i\cs y CQi\\\me9-
tos i\c una esvvcsVon algclivaica.

33 Los monomios pueden considerarse como espresio-
nes descompuestas en sus factores simples y compuestos, por-
(Jue lodos estan & la vista.

Los faclorcs ¢imples del monomio

son

1.* Los factores simples 6 primos de 27.

2.“ Los factores literales a, 6, ¢, d.

Los factores compuestos del mismo monomio son todos
los productos (jue |)uedeii foi'inarse con sus diversos factores
simples.

34 Los polinomios no pueden descomponerse siguiendo
una regla lija; solo la mucha j)raclica en tomar facloi‘es co-
munes es lo Unico rpie puede facilitar la descomposicion. m

Kjcn\v»\os.*
1.* Descomponer en factores el binomio
MOhx — 3a;:

lomando e! factor comin 36, sera

10hx — iinh— 36 (2-r — a)
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2* Descomponer en factores el binomio x—a\
Como X* = (@* y «*=(«*)*, el binomio propuesto es la
diferencia de dos cuadrados; tendremos, pues,

= (x*fr-a") {xr*—a’);

y como (x* — a*) es también la diferencia de dos cuadrados,
sera

X ~ &)= (+ a} {x-I-r) (x —a).

M éaximo iVivisoveonmn (\o\as C8v»*<*sioiios
uigcbré&icas.

55 Se llama maximo] divisor comin de dos 6 mas es-
presiones algebraicas, & una espresion que divide exactamente
a4 las propuestas, sin que en los cuocientes quede ningun fac-
tor comudn, de modo que dichos cuocientes sean primos entre si.

De aijui se sigue <iue el maximo divisor comun de dos
0 mas espresiones algebraicas es el producto de todos los fac-
tores comunes & ellas.

56 Para liallar el maximo divisor comun de dos ¢ mas
monomios, se descomponen los coeficientes numéricos en
sus factores simples; y el producto de las menores potencias
de todos los factores simples numéricos y literales comunes
& los monomios, serd el maximo divisor comin de los mo-
nomios propuestos.
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Uallar ol méaximo divisor comin de los monomios
SaW , Ua™bcd, 1liaW
M.c.,a= gaVtc

57 Para hallar el méaximo divisor comin entre dos po-
linomios se tendran presentes estos dos principios:

1 Si un polinomio es divisible por un factor indepen-
diente de la letra que lo ordena, este factor debe aparecer
en todos los términos del polinomio.

2® Siendo el méximo divisor comin de dos & mas po-
linomios el producto de todos sus factores comunes, se sigue
que:

Si un polinomio tiene un factor comin que no lo sea dél
otro, se puedo dividir dicho polinomio por este factor comun,
sin (jue por esto se altere el maximo comudn divisor do am-
bos polinomios.

Un polinomio puede multiplicarse 6 partirse por cualquier
cantidad ({ue no sea factor del otro, sin (Jiie por esto se al-
tere el maximo divisor comin de ambos; pues no introducien-
do la multiplicacién, ni suprimiendo la particion ningun fac-
tor comdn & los dos polinomios, no so podra alterar el inaxi-
mo comun divisor, (pie es ¢! producto de los factores comunes.

58 De lo espuesto se deduce, (jue para hallar el méxi-
mo comin divisor de dos polinomios, seobservaran las reglas
siguientes:

1 So ordenaran ambos polinomios oon respecto a una
misma letra.
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2.* Si hay algun factor comun independiente de la le-
tra que ordenti, se dividen ambos polinomios por 0i, y se pon-
dra a parte, para formar luego parle del imiximo comdn divisor.

3. * Héllese el maximo divisor comun dependiente de la
letra que ordena por el método de la sucesiva particién, como
se ensefid en la aritmética, preparandolos del modo siguiente:

Dividase uno de los polinomios por cualquier factor co-
man que tenga, y no lo sea del otro.

, Para que el primer termino del dividendo sea siempre
exactamente divisible por el primer término del divisor, se mul-
tiplicaré todo el dividendo por el factor conveniente, con tal que
este factor no lo sea del otro polinomio.

Se continua la division, reiterando los calculos do pre-
paracion, basta que la letra que ordena tenga en el residuo
menor esponente que en el divisor; en cuyo caso, €l divisor
pasard & ser dividendo, y el residuo divisor; y asi sucesiva-
mente.

La operacion termina cuando se llega & un residuo cero,
en cuyo caso, el ultimo divisor, multiplicado por el factor in-
dependiente, si lo buho, serd el méximo comdn divisor que
so pedia; pero si la letra (Jue ordena llega & desaparecer en
algn residuo, esto manifiesta que los polinomios propuestos
no tienen méaximo comudn divisor dependiente de la letra que
ordena, y no tendran, por tanto, mas factor comdn que el in-
dependiente, si lo hubo.

E.5cm|>\os.
Reducir & minimos términos el ([uebrado
6a* —Qa'y -f-
\%a'— ioay-\-3y"
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No hay factor independiente; suprimo en el denomina-
dor el factor 3, y queda en

4a* — hay-\-y*.

Multiplico el numerador por % para cpie su primer tér-
mino sea divisible por 4a*: el numerador quedaré en

12a* — 12a*y+ 4a/— 4,
Partiendo, tengo el cuociente 3a y el resto serd
Za'y-\-af

Multiplicolo por 4 para que su primer termino sea divi-
sible por 4a* vy es

\%ay-\-"ay' — 16y*.
Parto, y el cuociente es 3y y el resto
19ay* — 19y*.
Como en este tiene la letra que ordena menor esponente
([ue en el primer término del divisor, partiré el divisor por

ef resto, suprimiendo anlcs en este el factor independiente 19y*.
Partiendo, pues,

4a*-5a-|-i/* por a—y,
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sale el cuociente exacto 4aluego a—y es el mayor
divisor comdn de los términos de la fraccion propuesta: par-
tiéndolos por él quedard reducida a

6a* +
1ta — Zij m

«

muuUivvVo.

59 Se llama minimo multiplo de varios nimeros, al me-
nor niuiero que es divisible por todos ellos.

Es evidente, segin hemos visto en la aritmética, que el
minimo maltiplo de varios numeros es el producto de las ma-
yores potencias de lodos los distintos factores simples de di-
chos ndmeros.

60 Para hallar el minimo maltiplo de varios nimeros
0 de varias espresiones algebraicas por medio de los factores
simples, se prescinde de los ndimeros o de las espresiones que
sean divisores de todos los demas; se descomponen los res-
tantes en sus factores simples, y'cl producto de las mayo-
res potencias de lodos los distintos factores simples tjue haya
producido la descomposicién, es ¢l minimo multiplo de ios nu-
meros O espresiones algebraicas propuestas.

BjcniDlo.
Hallar el minimo mdltiplo de

24a*6‘'c, 45a*6V , .36ftGift
M. m. = 3G0aV/cV
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61 Para hallar el minimo multiplo de dos 6 mas nu-
meros O espresiones algebraicas por medio del maximo divi-
sor comun, se multiplican dichos numeros 6 espresiones, y el

producto se parte por'el maximo divisor comdn.
Eicinvlo.

Hallar el minimo multiplo de los polinomios
22®— WB—2, y 13a*—a—>50

M.m. = (S®- 5a’'-f 3a- 2) (13a:+25)
Fracciones 6 quebrados iUcralcs.

62 Las fracciones algebraicas se calculan por las mis-
jnas reglas que las numeéricas.

63 La simplificacion de los quebrados literales se hace
lo mismo que la do los numéricos*, esto es, suprimiendo los
factores comunes al numerador y al denominador, 6 dividiendo
el numerador y el denominador por su maximo divisor comun.

6a* — Ba*jy+2ay* — 2y*
123’ — 15ay+3y*

Dividiendo numerador y denominador por su maximo co-
muan divisor, sera
6a +2/.
12a — Sy

el quebrado simplificado.
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EiciM\>\os de opcvaeloncs cow los iiuclivados.

a, ¢ ad-\-bc
6iTA !

ac-\-b mqg+p {ac-]r b) {nig-\-p)
(«tt ) (om AN B cq

W . 3<”™ %be,
60* * 5oc“ 48a*’

o—2a ba-{-x— 20 30,\a,

o-l-

|_ N
y dp™y
N 3 _
30- 7~ oy-M
fl+~r~ 0+6
Vi val 12¢

mI*X 3m:—mr;

o+ 6\ px —a—»b

»=-—  ):? = — —_

Ecuaciones ilc Dviincv geado con una sola
incognita.

64 Se llama ecuacion de primer grado aquella
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en que el mayor esponente de la incdgnita es uno', de se-
gundo grado, acliiclla en que el mayor esponente de ia in-
cognita es dos\ do tercer grado, cuando el maximo es-
ponente do la incégnita es tres, y asi sucesivamente; y en
general, se llama grado de una ecuacién el mayor espo-
nente (Juc la incognita tiene en dicha ecuacion, después de
haber despojado a la ecuacién de sus denominadores.

60 EIli toda ecuacion se designan comunmente las can-
lidades conocidas 06 dalos con las primeras letras del alfabeto,
a, b, ¢, etc; y las cantidades desconocidas ¢ incognitas con
las ultimas letras del alfabeto, x, y, z, u.

66 Se llaman raices de una ¢ de varias ecuaciones
& ios valores de las incgnitas que entran en dichas ecua-
ciones.

67 Resolver una ecuacién es determinar los va-
lores particulares que debea tener las incAgnitas, para que
la sustitucion de estos valores en lugar de las incognitas con-
vierta la ecuacion en identidad.

68 Axiomas. 1® Se puede sumar 6 restar a los dos
miembros de una ecuacion una misma cantidad, sin alterar
los valores de* las incognitas: asi,

A= B

es lo mismo rfue

de donde se infiere, que se podrd suprimir do ambos miem-
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bros de una ecuacion cualquier cantidad comin a ellos.
2."“ Se pueden multiplicar 6 partir los dos miembros de

una ecuacién por oualfiuier cantidad, sin que por esto se al-

teren los valores de las incOgnitas; asi, de la ecuacion

se deduce
Am= B/n

y también

De donde se sigue, (pie si luibiera en una ecuacion al-
gun factor comdn & sus dos miembros, se puede suprimir
este factor, ya sea entero, ya”[fraccionario.

MoAo de veso\vcr \os pvoMemas y las ecuaciones
del \»vimee $rado con una sola IncéguUa.

69 Para resolver un problema, es necesario, primero;
hallar una ecuacidon en cpie estén indicadas las relaciones de
la incognita con las cantidades conocidas; segundo, deducir
de esta ecuacién el valor de la incdgnita.

70 Poner el 'problema en ecuacion es cifar en una ecua-
cién las relaciones entre incégnitas y dalos.

7-1 Despejar la incdgnia 6 resolver la ecuacion



ALGEBRA. 49

llar el valor de la ineégnitay deducido de k ecuacion del
problema.

72 Para poner el problema en ecuacion deben indicar-
se con la incégnila las mismas operaciones que se harian
con su mlor fiumérieo, fuera conocido, pura comprobar
las condiciones del problema.

73 Para despejar la incognila ¢ resolver la ecuacion,
siendo esta dol primer griKlo, se observaran los preceplés si-
guientes.

1. ° Si liay quebrados en la ecuacion, redizcanse estos
4 un mismo denominador, (por medio del minimo multiplo siem-
pre que sea posible), y suprimase este; esto no altera la ecua-
cion, porque equivale & multiplicar ambos miembros por el de-
nominador comun.

2.* Pésense & un miembro todos los términos que con-
tienen la incognita, y al otro todos los que no la contengan,
mudando el signo al término' que pase de uno & oti'o miem-
bro: esto no altera la ecuacién, porque equivale & sumar 6
& restar de ambos miembros una misma cantidad.

3. ® Si hecha la trasposicion de los términos queda la
incognita con algdn muiiliplicador numérico 6 algebraico, la
incognita sera igual al otro miembro dividido por dicho mul-
tiplicador.

K”~eiu|>\o.

Sea la ecuacion

1 T W3 T k1D g iC-hlO.



50 ALGERRA.

Observando que el minimo multiplo de los denominado-
res es 24, despéjese do quebrados y escribanse tan solo los
nuevos numeradores; y resultara

i8a— 20"+ 72+ 16ai= 2HOI+ 40a— 24a;4-240.
Trasponiendo
i 8a: — 20a:-|- 46a: — 21la: — 10a; + 24a:= 240 —72.

Reduciendo
7x=168.

Partiendo por el coeficiente de x

X= -y-=24

Otvo eSeuiDlo.

a—b , a-\-b 2(a*+6’
-— 7054 MH-ai—-i— —
a-\-b a—b a—b

Siendo el minimo mdltiplo {a* — b*), despéjese de que-
brados, y se tendra

(@a—b)x4-(@d-byx = 2@ 4-") («4-
sacando factor comdn x

A(«- by 4-{«4-m = 2(a'+ b) {a4-b)
6 12(a* 4~b")xe=2(a* 4" (") («+ b)

y T iB«ad"n
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74 Teorema. En una ecuacién de primer grado la
incégnila solo puede tener un valor\ esto es, una raiz.
Demostracidon. Sea la ecuacién general del primer gra-
do ya despejada de quebrados

axb —exd 1)
y supongamos que sea X="m\ sustituyendo, tendremos:
am-\-b = d 2
Supongamos que también sea X = n, sustituyendo, tendremos;
anb==end ©)
Restando la (3) de la (2) tendremos,
a(fn—w) = cliw—n)
reduciendo & cero, sera
afm —n)—e{m —n) =s 0
sacando factor comin («*—«), dard
(»—n) (@*c) =0

Para que esta ecuacion se verifique es preciso que

fii—n= = w
6 bien a—c=s0>/a c
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Pero (s— c) IK) puede scr igual & cero, porque siendo
entonces a=xc, la ecuacién propuesta se reduciria & 6="id
y no habria en ella incognita, luego habrd de verificarse pre-
cisamente la segunda condicién, estoes, m~n — 0, 6 m= n,
es decir, que y n representan un mismo valor, y por tan-
to solo la cantidad w, sustituida fsor k'incégnita, satisface
a la ecuacion.

Otra demostracion del teorema anterior.
i0 -f-

75 Toda ecuacién do primer grado, después do despe-
jar de quebrados, trasponer y reducir adijuicre la forma

Ax=" B,
de donde se deduce
~ B
X = A

division que, evidcnlemente» idd m solo valor para el cuo-
ciente de B dividido por A.

Disension lic las ccnacioncs ilcl \>rimcv grailo con
unnsoia inenguita,

76 Sea la ecuacion general del primer grado cott tnia
sola incégnita, ya despejada de quebrados

ax+ b= cx-\-d @
de donde se deduce

d~b
<
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Esta formula admite cinco casos esencialmente dislinlos,
a saber;

1. que sea X = -\-A, esto es, positivo,
2" X — — A, esto es, negativo,
3. X = N

4/ X o

5.« X — 0

Examinemos que condiciones de relacion debe haber en
el valor! do

_d—>b
iv) a—c'’
entre las cantidades a, b, ¢, d, para que el valor dox re-

sulte de una de las formas espresadas, y lo que representa

en cada uno de estos casos el problema de que depende la
ecuacion.

1.” Para que X resulte positivo es necesario que sea

. 6 bien
con a>c)

pero siendo entonces el numerador y el denominador de la
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férmula ambos positivos, 6 ambos negativos, el valor de x
serd positivo, valor que satisface al enunciado directo del pro-
blema.

2® Para que X sea hegativo, es preciso que sea

dyh) ~ {d<J}
con a<n ®(a>c

pues teniendo en este caso el numerador y denominador de
la espresion de X, signos contrarios, el valor dex resultara
negativo; y cuando ocurra en la resolucién de un problema
manifiesta que el problema es imposible.

Mas como esto valor negativo ha de satisfacer algebraica-
mente & la ecuacidn, si en ella variamos el signo de X, esto
es, si sustituimos — a; en lugar de ¢cen la ecuacion (1), sera

—a¢c-|-6= — cx-\"\d,

ecuacion posible, aunque perteneciente a otro problema dis-
tinto del que espresa la ecuacién (1).

Luego siempre que el valor de la incognita resulte ne-
gativo, no resolvera el problema propuesto, que dara por
imposible; sino otro, cuya propuesta se inferira de la ecua-
cion, mudando en ella solo elsigno de x, 6 esclusivamente
el signo de las cantidades conocidas.
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3.“ Para que x resulte de la forma de —o"=0, es

necesario que sea
con a”c

En este caso el valor de x es cero, y manifiesta que
el problema de donde procede es un absurdo, porque vol-
viendo & la ecuacion (1)

ax-{~b=i cx-\-d,
siendo por la hipétesis b—d, se reduce 6

ax”™bx

y partiendo por X ser4,

a—¢C

luego la condicion de d= b, incluye necesariamente la de
a—¢C, para que pueda existiria ecuacién; luego las dos con-
diciones establecidas como necesarias para que el valor de x

tenga la forma de son incompatibles, 6 no pueden exis-

tir & untiempo; y esta incompatibilidad manifiesta que el pro-
blema es un absurdo.

4.“ Para que X resulte de la forma de esto es,
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gque SU denominador sea Cero, es preciso que sea

d™b

con a=cC

y como el valor de x, deducido de la ecuacion (l)seré en-
tonces
d—b
X= O

y esta es la espresion del infinito, es evidente que la ecua-
cién (1) es imposibloj si al mismo tiempo que sea a~C, ho
se tiene también d = b; luego las condiciones supuestas son
incompatibles; luego el valor infinito de la incé/jnla declara
absurdo el ‘problema.

5. Para que X sea de la forma de “ habra de ser
d=b
con a= ¢

La espresion representa todos los ndmeros posibles,

porque todo nudmero, multiplicado por el divisor cero, produ-
ce el dividendo, que es cero. Luego si el valor de la in-

clgnita es , cualquier valor que se dé & x satisface & la
-ecuacioTi, y el problema tendra infinitas soluciones; esto es,
que la espresion serd indicio de la indeterminacién del

problemao
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Mas no siomprc la espresion-" es indicio cierto ¢ simbo-

lo (lo indeterminacion; pues esta espresion puede provenir de
algan factor comin (pie existo en la fracion que representa el
valor de ic, y que, reduciéndose a cero por la hip6tesis hecha,
reduce & cero los dos términos'de la fraccion.

De esto se deduce ([ue, para asegurarse de la verdadera sig-

nificacion del simbolo, se investigara si hay en la fraccion

algtn factor coman al niimerador y al denominador, (jue se re-
duzca & cero con la hipétesis hecha; se parten por él los dos
k‘rminos del (juebrado, y haciendo la misma hipétesis sobre el
nuevo resultado, hallaremos la verdadera significacion del va-
lor de X en el problema de que procede la ecuacion.
Supongamos fpic de la solucién de un problema hubiéra-

mos deducido
a™-hn

-b'

Si hacemos a = b, estaespresion tomara la forma ’Q :

simbolo del infinito, o de la existencia de algin factor comin &
los dos términos del (luebrado, (pie se reduce a cero por la su-

posicién de a = 6 y que reduce por tanto « -y la espresion pro

puesta.
Mas examinando atentamente la espresion dada., se vé que
puede transformarse del modo siguiente:

) ira-b){a'+ah-\-h")
(«—¢) (@ H-6)
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en la cual aparece el factor {a—b) comdn al numerador y de-
nominador, que se reduce & cero por la suposicion a~b.

Dividiendo los dos términos del (juebrado por dicho factor,
resultara

_a-\ab\b®
atb

y haciendo en este resultado a=b, se hallara

rt-f-« 2a 2

valor de la fraccion propuesta, cuando a=b.

I"cnaciones i\c\ tvviincv gt*ai\o con \av\as
incégnitas.

77 Se llama sistema de ecuaciones la reunion de dos 6
mas ecuaciones, que deben ser satisfechas o verificarse simul-
tdncamonte; esto es, a4 un mismo tiempo con los mismos valores
de las incégnitas.

78 Se llama solucién de un sistema de ecuaciones el con-
junto tle valores de las incognitas que veriiican 6 satisfacen a to-
das las ecuaciones del sistema.

79 Resolver un sistema de ecuaciones, es hallar todas
sus soluciones.

80 Llamase sistema determinado al que solo admite un

numoio limitado de soluciones; 6 indeterminado au <] caso con-
traria.
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8L Se (lael nombro (le sistemas equivalentes a aquellos
qguo lionon las mismas soluciones: de donde se sigue que puedo
siisiiluirse un sistema de ecuaciones por otro equivalente.

82 Eliminar una incognita entro dos 6 mas ecuaciones,
es deducir de ellas otra U otras ecuaciones (jue no contengan &
dicha incognita, conservando las demas incognitas los mismos
valores que en las primitivas ecuaciones.

83 Tres son los principales métodos de eliminacion: el
e, igualacion, el de sustitucion y el de adicion o sustraccioii,
gue también se llama de combinacién.

84 Para eliminar una incognita entre dos 6 mas ecuacio-
nes por el método de igualacion, (jiie también se llama do com-
paracion, se despeja una misma incognita en todas las ecuacio-
nes, é igualando sus valores dos a dos, resultard una ecuacion
menos y una incognita menos. Repitiendo la misma operacion
sobre las ecuaciones (jue resulten, so llegara 4 una sola ecua-
cion con una sola incognita. Se despeja esta incognita con lo cual
se obtiene su valor, (lue, sustituido en una de las ecuaciones
precedentes, determinara el valor de otra incognita, y asi suce-
sivamente.

85 Para eliminar una incognita por el método de sustitu-
cién, se despejara en una de sus ecuaciones umide las incognitas,
y sustituyendo su valor en laschunas ecuaciones, llegarémos por
este medio & obtener una ecuacién menos y una incognita me-
nos. Repitiéndola misma operacion sobre las ecuaciones resul-
tantes, se llegard & una sola ecuacion con una sola incognita,
como en el método anterior,

& Para eliminar una incégnita entre dos ecuaciones por
| iiiétodo de adicion 6 sustraccidn, multipliqiese cada ecuacion



6)i’ AL'GERftA."

por el coeficiente que dicha incognita tiene en la otra; asi re-
sultaran'dos ecuaciones en que dicha iticognila tendrd un mis-
mo coeficiente; y restdndolas si los términos que contienen la
incégnita tuvieren un misino signo, o sumandolas, si los tuvie-
sen contrarios, desaparecerd dicha incégnita, y resultar4d una
sola ecuacion con una sola incégnita, que so puedo despejar.

87 Si hubiere mas de dos ecuaciones se eliminard una
misma incdgnita, entre cada dos ecuaciones, y asi quedara una
ecuacion menos y una incognita menos.

& Tambicn en el caso do mas de dos ecuaciones se Jue-
de dar un mismo coeficiente a los términos (juc contienen & la
incognita (lue se trata de eliminar, por un procedimiento analo-
go al que se emplea para reducir ipiebrados 4 un comdn deno-
minador, multiplicando-cada ecuacion por el producto de los coe-
ficientes que tenga dicha incOgnita en las otras ecuaciones; y
restando o sumando después dos a dos estas ecuaciones, segun

tengan un mismo signo o signos contrarios los términos de la in-
cognita que se trata de eliminar.

89 K1 método llamado de Hczoiit, o de los coeficieTiios
indeterminados consiste en multiplicar cada una de las ecua-
ciones menos una por una indeterminada distinta; se suman las
ecuaciones multiplicadas, y de esta suma se resta la ijue no so
multiplic; el resultado serd una ecuacion en que entraran todas
las incognitas cuyos coeficientes estaran espresados en funcion
de las indeterminadas introducidas; é igualando & cero los coe-
fiQenlesdc todas las incognitas menos una, resultara una sola
ecuacion con una sola incognita, fiue sabremos despejar.

90 De las ecuaciones de condicion que se forman igualan-

do & cero los cooficienlos de todas las incOgnitas menos una. se
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.(loduccii los valores <e las indolerminadas; y susliluyendo estos
valores en lacspresion de la incognita despejada, nos dard el va-
or de esta en funcién do los datos del problema.

ol AvUcaeion i\c toflo \o expuesto.
Igualacion 6 comparacion.

Primer método.—Sean las ecuaciones del primer gra-
do con dos incognitas

ax+ by=s) ..
a'x-\-li'y=s) '

Despejando & x en ambas ecuaciones, so tiene
s-by \
s—hyi

X —

igualando estos dos valores de X, se halla
s—by s'—Dby
de donde a's —a'by = as’—ab'y

trasponiendo, da ab'y— a'by — as' —sa’'

y reduciendo, sera  y{ab' — ba’) — (fs' —sa'
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despejando 4y _as'—sa’

AN ab'—ba'

Para obtener el valor de ® en funcion de las cantidades oo6no-
cidas, sustituyo el valor hallado de y en una do las ecuaciones
W yen ella despejo & x-, 6 bien sustituyo el valor dey en uno
de los valores hallados (6, y simplilico después do ejecutadas
las operaciones indicadas.

Tomemos el primer valor (i) y sera, poniendo cu lugar de
y su valor °

18 —sa
ab'—ba'
efectuando

s {ab'— ba') — bjas' —sa’)
ah'—ba'

sab'—sbai—bas'-\~ bsa'
af{ab'— ba'")

X sab'—bas’ __ a(sb'—hs")

sb' —Dbs'
ab'— ba'
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Los valores de las incognitas son, pues,

B sb' — os'
T ab'—ba'
_as'—sa'
N~ ab'—ba']

Sustitucidn.

Segundo meétodo.=Sean las mismas ecuaciones

ax-\-by—s
@

a'x-\-b'y= sn

Dtispejandod x enuna de las primeras ecuaciones v. g. en
la primera, tcndi‘émos;

©

a

sustituyendo su valor en la segunda, se tiene;
a"ﬁz_:’\hfj‘\+ b'y="y

efectuando
a's— ahy + = as'
trasponiendo

ab'y —a'by = as'—sa’
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reduciendo

y(ah'— ba') =as' --*sa

as — sa
ab'— ba'

Para obtener el valor de & en funcion de cantidades cono-
cidas, podemos repetir estas mismas operaciones, hallando pri-
mero el valor de y en una de las ecuaciones (a), y sustituyen-
do su valor en la otra, despejar a Xx; 0 bien, sustituir el valor
de y enel de x (c), como lo hemoS; ejecutado antes, y tendre-
mos

sb' — bs'
ba'— ba’

por este método obtendrémos también para X y para y las es-
presiones (i)

Tercer método.—Suma 0 resta. Sean las mismas
ecuaciones

ax-{-by= s\
{a)
a'x b'y—s\

multiplicando la pnimera'.ecuacion {a) por a’', la segunda por a,
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y restando estas ecuaciones resiiltauldos mici”bro &’iiilenilji'o y
término & termino, tcndrémos
| '
aa[x~\-bay=sa

a'lx-"ab'y= as'

1 H 9
y por tant TR
y [oh'—ha’)= os* aa' S
(le dotule
_as’ - sa'
y~ a)i_ ba «! O iO*

Si (juisiéramos eliminar la y (u' las'ecuaciones (a) y (les=
pejar & x, imiUiplicariamos la primera por //. la kigimiia por b,

y vestariamos las (los'ecuacionea resultanieé;'y"g liallahi:
ee)ir. .-iUDifdlurj

ab-'x-\- bb'y ==sh’
ba'x-\-bb'y — bs'
x[ab'~ ba") = sh'— hs'

sb'- bs'
ab'—ha' |, -

También se vé (pie.este método nos conduce a los va-
lores [\g X é y representados en las espresiones (A).

Cuarto método.—Afi'/odo Humado de Bezoul 6 de coe-
ficientes indelerminados.
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Sean las iinsnias ecuaciones

ax-"by —s j

«
flic4“b'y= s i “

mullipHcanclo la primera ppr la indeterminada w, y restando doj
rcsullatlo la segunda, sera

amx — a'x-\-bmy -b'y = sm—s¢'
reduciendo

x{am—a")~{-y(bm — b')==sm —s' ®).

Para despejar a X, eliminaré & y igualando & cero ,su
coeficiente, esto es, haciendo

bw—h= 0
resultai'a
sm—s. ,/
=G

Deduciendo el valor de m de la ecuacién de condicion

se halla
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y ausliliiyenclo el valor de m en la ecuacién (c), resullai'a

sb'— hs'
. ab' — ba'

Operando del mismo modo para eliminar dxy despejar &
y en la ecuacion [b), haremos

um—a'= O,

lo que™da

sm—s ,n

Despejando la indeterminada m en la ecuacion de condicion

am—a'= 0
se halla

m= eili

y sustiluyendo osle valor de  en la ocuacion {d) so tendia
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O cambiando el signo,de sii numeriidor y denomituidor para fiar
la misma forma & este denominador (juc al de! valor de X, so
liallara
as' —sar—
Y ad'— ha'

En este método vemos también los dos valores de las incog-
nitas X é i/ representados por las espreaiones (A).'

92 Hagamos aplicacién do este ibétodb a ires ecuaciones
con tres incognitas.

Sean las tres ecuaciones de primer grado con tres incog-
nitas

ax-\-h y-\-cz=s i .
a'x-\-b'y-{-c'2;=s ( P -
anx -}- b"y-l c'z= s" I'

Multiplicando la primera ecuacioén por la indeterminada
la segunda por n, sumando estas dos ecuaciones resultantes, res-
tando de esta suma la tercera ecuacién, no multiplicada, miem-
bro & miembro y termino a término, y escribiendo el resultado
final bajo la forma de producto, tendremos los siguientes resul-
tados

amx+ bmy c¢Ymz= sm
anX-.i-h'ny cnhz~s'n

sm~\~s'n

x{am-~a'n) -{- y{omT~h'n) + z{c?nc'n)

1l
an

aIIX + buy + ' c"z
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efectuando !a resta y simplilicamio sera;
(@mirtfi—a") XAbm\-b'n-"AU Ty \{m\-cn—c) z= n-t:-5n— O,

Si en esta ecuacidon hacemos a la vez igual a cero los coefi-
cientes de dos cualesquiera de las tres incognitas, quedaran dos
do ellas eliminadas, y la ecuacion resultante, contendra una sola
incdgnita, cuyo valor estara espi-esado en funcién do las canti-
dades conocidas y de las indeterminadas m y n, cuyos valores
se deduciran de las ecuaciones do condicion, formadas al igualar
a cero, los coeficientes de dos de las incognitas.

Si queremos hallar el valor dex, eliminaremos & 7y & z,
igualando Acero sus coeficientes en la ecuacién {g) y tendremos,

hm+ h'n—b"'= 0) bm-f-b'n= b")
16 hien . 1 {n

cm-j-c'n —c" = 0) em ch=¢c")
y la ecuacion (7) se convertira en
(am-{-a'n-—a") x ~siK-\-s'n-~s"

de donde

I'ara hallar, los valores de m y n, comparo las ecuaciones
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(r) con las ecuaciones («) y lendrémos

__h"0—bp'C i

" be' —cb'

_ be"—b¥c
he'-¢c h'

que sustituidos en la ecuacion (n) , nos dard el valor de x en
funcién de las cantidades conocidas y tendrémos,

b'c'- b'c” ,bc"—h*c "

efectuando,y,ordenando con relacién a los tildes, y alternando
los términos positivos con los negativos, se liallara

sc'é"—sbh'c" -\-hs'c" —es'h" -\~cb's" — Ac's"
X a.(:lbll _ahlcll halcll _Calbll_/\cblall _belall
y del mismo modoliallariamos

_ac's" —as'c"+ sa'c" —ca's'+ cstat —sc'at ()
N\ aC'b'l _abicll + balcll - Ca'bll + Cblall _belall

as'h" —ah's" + ba's"— sa'b" + sb'ol'—hs'a"
ac’b" —ah'c" -|- ha'c" —ca'b"+ eb'a"—he'a"

93 Examinando con atencion las formulas (i) y (p"), ¥
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coniparaiidolna con las respeclisas ecuaciones tic que. se lian de-
ducido, & saber, los sistemas (@) y (p) hallé Cramer por induc-
cioén las siguientes reglas practicas para formar, sin calculo [re-
vio, las formulas ijue resuelven un niimero cualquiera de ecua-
ciones con igual namero de incégnitas.

Estas reglas son las siguientes:

1 A la derecha del coeliciente a de la primera incog-
nita. escribase el coeficienle b de la segunda; inviértase el or-
den de las letras, é interpdngase el signo,— entre los dos pro-
ductos «/»y ba; asi quedara formado el binomio

ab—ba

A la derecha de cada uno de los téiinitios de este biho-
mio escribase el coeficiente ¢ de la lei’cera incognita, y en se-
guida hagase pasar este coeficiente por todos los lugai'es, yen-
do d& derecha & izquierda, y teniendo cuidado de cambiar (
signo cada vez quo'el ¢ cambie'de lugar; asi se forma el poli-
nomio do tres letras 6 de tres dimensiones.

abe — ach-{-cab — bac-"bea—cba.

Si hubiere cuatro incégnitas, escribase do la misma ma-
nera el coeficiente d de la cuarta incognita & la derecha de ca-
da término del polinomio anterior; liagaselo luego pasar suce-
sivamente por todos los lugares yendo de dcieclia & izquierda,
y teniendo cuidado de cambiar el signo cada vez (juc d cambie
de lugar: asi se hallar4 el polinomio siguiente de cuatro letras
0 de cuatro dimensiones, y que conlendra 24 términos

nhed — abde -j- adbc —dacb aM —acdb
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y asi se contimiara itasla cjue se baya empleado el coeficienl«!
do la viltima incégnita. ,

Hedi6 esto, pongase, en cada término del polinomio resid-
fante un tilde & la segunda lelra, dos tildes ii la ierceruy y asi
sucesivamente; y de esto modo se obtendra el denominador co-
min de lodos los valores de todas las incdgnitas.

2.' Para obtener el respectivo numerador de la espresion
década incognita reemplacese, en cada término del denomina-
dor comun, la letra eoceliciente de la incégnita cuyo valor se es-
cribe, por la cantidad conocida, conservando el mismo indice y
el mismo lugar.

I>\se\\su>« (le_\i\s iVices ilc las o.cuncloncs ilc
VHVmci* grailo cou rtas Incognitas.

9 No nos dctemirémos muclio en la discusion de las rai-
ces de las ecuaciones de primer grado con dos incognitas; exa"
minaremos solo el caso .en ijue una de las raices se presente ba-

jo la formade~ , a causa de las particularidades notables

(Jue nos liara conocer.
Sean las ecuaciones

N

ax-\-hy —s

De ellas se deduce, como hemos visto,

sb'-"bs'
X ab' — ba'
as' —sa

Y= ab'— ba'
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Supongamos, por ejompio, ipio la riiiz ile y se presente lia-

jo iii forma ( | e ; lendréraos las igualdades siguientes:
rts'A'a’ — 0 4
i’ —ha'==1) (2)

La segunda de astas igualdades mauifiesla (pm la raiz de &

sera entonces de la formay , puesto ({ue se t(‘p(Ini’

— B
0

Vomo,9ahora a hacer™ver que esta rah s-i preaenia /am-

blen bajo la forma de /

En efecto, de las ecuaciones (1) y (2) se deduce

as — sa {. mh ;10 ;
ah' — ha' »
ipiP mtdliplicadas en cruz dan .

as'’ba’ = sa'ah',
y supruniendo los factores comuiu's a y n\ se tiene
sh= sb':

s'b—sh'—sb'— s'b'=e0 :
10
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Es, pues, nulo el numerador de ic, luego la raiz do x se
presenta taiiibien bajo la forma de

Luego en un sistema de ecuaciones de primer grado con
dos incognitas, si una de las raices se presenta bajo la forma

(/cA ~la olease presentara también bajo la misma forma

95 Se puede ver ademas, im este caso, que una de las
ecuaciones es tan solo una transformacion de la otra, y que,
propiamente liablando, en lugar de tener dos ecuaciones distin-
tas, no se tiene en realidad mas que una.

En efecto; de las igualdades anteriores (1) y (2) se deduce

dividiendo los dos miembros de la primera por a's' y los de la
segunda por a‘h' resultara

a's'~ a's'
ab' ba'
de donde se deduce
u S
al «
a n
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y por consigniesilo .
Kk b 6.
a b 5
Si lianmmos K @esta razon constante, tendremos
n b
h' . s' ~
de donde se deduce
a= «A', /=¢éA, V—s'K (/<)
Volviendo & considerar las ecuaciones dadas
ax-"by s \
f f
ax-"~bly=ns'
si multiplicamos la S(5umla por A, sera
a'kKx + b'h'y= s'K;
y &f causa de las igualdades (w) se transiormaiv» en ; bH

ax by~ s

esto es, f)ue la segunda ecuacion no 'es otra cosa »rk (Jue la
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iransforiDacioinle la primera, y las dos ecuaciones propuestas
estan representadas en este caso por una sola ecuacion.

96 Observacioiies: 1.* Facil es cerque si se tiene que
resolver una sola ecuacidon con dos incégnitas, sus valores se-
ran indeterminados.

En efecto, sea
ax+ by=s

la ecuacion unica (lue’ se (luiere resolver y (jiie contiene dos in-
cégnitas X Q.

Si damos & o, los valores arbitrarios l, ’2, 3....w, la
ecuacion propuesta dard lugar a las siguientes:

a-f- bij—s
la 4 by = 6
oft 4 bij — i
ma-\~by —s

las cuales, siendo todas del primer gi'ado con una incognita, ca-
da una de ellas dard un solo valor; tendréraos, pues, paray los
valores siguientes

5 a s—la s—Sa 0—ina
e A I AT & ~r~
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y como & cada valor de y corresponderd un nuevo valor para
X, se sigue (Jile para ambos habra una iniinidiui de valores.
2* El ndmero ilinitado de valores deducidos de una

sola ecuacién con dos incognitas, esplica como la forma ,

dada para una raiz y deducida por la otra en la primera parle
de esta discusion, nos ha conducido & deducir que una de las
ecuaciones dadas entraba inpHcitainenle en la otra.

3/ Consideremos siempre la resolucién de una sola ecua-
cion con dos incognitas

(IX. by- S,

y supongamos que el término enteramente conocido sea unis;

cnUmeos las raices en ndmero ilimitado presentan la parti-

cularidad de (luc su razén es constantemente la misma.
Hn efecto, bajo tal suposicion, se-tendra.

ux -{- hy — 0}

Sean « y ™ un sistema de valores do x. € y dados por
la ecuacién precedente; oslas raices « y  lieberan satisfacer
4 dicha ecuacion, y se tefira

rta-j- /3= O

de donde se tiene

ax = — hfi

(
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y por consiguionlc

VY como la razén 3 do las cantidades congtantes 6v es

constante, iiueda dcniosli'ado (d principio enunciado.

4. Kn la resolucion de las ecuaciones con dos in-
cognitas,

ax-\-/jy —s )

liemos visto que los valores atribuidos & x eran arbitrarios-,
y de ellos liemos deducido por sustitucion en la ecuacion (l)
los correspondientes de .

De afpii resulta, que los valores variables de y depen-
den (le los valores independientes y arbitrarios de X.

En este baso se dice (jue x es una variable indepen-
diente, es decir, (juc puede recibir cualquier valor arbitrario
en tanto (pie y, cuyo valor depende del valor asignado & X,
0s una variable dependiente.

La ecuacion ax-\-by = s, resuelta con respecto 4 y da

ux
U=

A(pn' se & (fiie la "wei«id)ic dependiente y esta ospresa-
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da por medio de la variable independiente x, y se dice (jue
y es una funcion de x.
0.* La espresion algebraica

ax by=s

en la cual x éy son variables, estd espresada, como se Vvé,
por medio de estas variables, y entonces se dice (Jue la cs-
presion es una funcién de dichas variables.

97 En general, se llama funciéon de muchas variables
tina espresion algebraica en la cual entran estas variables.

i~cuixcVottes |Ae c\>mUc\ou.

98 Llamase ecuacion de condicién aquella igualdad (jue
manifiesta que los valores de las incégnitas, deducidos de un
sistema de ecuaciones, satisfacen & oli-a ecuacion, iiue no es
necesaria para la determinacion de estos valores, y <ue con-
tiene el mismo ndmero de incdgnitas (juo el sistema.

99 Hemos visto antes (Jue si se da un sistema de m
ecuaciones, conteniendo m incdgifitas, se llegara, por cual-
quiera de los cuatro métodos esplicados, & determinar los va-
lores de las m incognitas; de donde se infiere (Jue, para de-
terminar el valor de cierto nimero de incognitas, es nece-
sario tener igual nimero de ecuaciones.

100 Hemos visto ademas, que si no se damas que una
sola ecuacion con dos incognitas, se hallaran una infinidad de
valores para estas incognitas: este principio es general, esto
es. (pie si se dan m ociiaclonos conteniendo m— n incégnitas.
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(vncaiilrarini ima infmidad de valores para las #2— n incég-
nitas.

101  kxainineni'is alluni el caso en iiiic» para detcnninar
cierto ninnerd de incognitas, se nos diesen mas ecuaciones (pie
incognitas.

102 Sin esicndenios demasiado eii este punto, pues solo
(ploremos dar una idea, supongamos ipie se haya de resolver
un sistema de tres ecuaciones en que solo entren dos incognitas

ax by=c C).
n'x+ b'y= ¢ @
Ir=c @3

Combinando las ecuaciones (1) y (2) por uno de los
métodos espuestos, se halla

ch'— br ac — ca'
1" ab*-ba‘’
103 Segun la indole de la cuestién (pie ha conducido

al sistema de "ecuaciones (1J, (2) y (3), estos valores de
a é V deben satisfacer a las tros ecuaciones dadas; y estando
seguros que satisfacen & las (1) y (2), de donde se han de-
ducido estos valores, scril preciso, para que satisfagan tam-
bién a la (3), que , sustituidos enella en lugar de x t y
transformen la ecuacion (3) en una identidad.

Deberd, pues, tenerse

ch' - he"\
ab’'— ha' ab' - ha

a
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lilmVtes.

104 Existen problemas que, & primera vista, parece«
indeterminados, & causa de contener dos 6 mas incognitas en
una sola ecuacion, y, sin embargo, pueden determinarse los
valores de estas incognitas, descomponiendo la ecuacion pro-
puesta en dos 6 mas, segin los casos, por ejemplo: la ecuacion

(2y~ _3ii-5) + {6i/ -4 ir-4)= 0
no puede tener lugar mientras no se verifiquen las condiciono»

=0
Qy-_4i:_4,=0

Gomo se vé, ya la cuestion es determinada, toda vez
gue vemos dos ecuaciones con dos incégnitas; pues por cualquiera
de ios métodos de elimiuacio.n se podran obtener los "valores
de z éy.

105 Facilmente se comprende que la cuestion podré ser
indeterminada, determinada, o mas que determinada, segln
~ue la ecuacién propuesta se pueda descomponer en menor,
igual 6 mayor ndmero de ecuaciones que incégnitas contenga
la primitiva.

100 Entre estos casos existe uno de gran importancia
por el frecuente uso que de él hacemos, en el cual la ecua-
cion propuesta se descompone en dos.

107 Antes de tratar de él, diremos que se IIar_nIa can-
i
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tidad conslanie aquella que tiene un valor fijo y detormina-
do; y cantidad variable la que no lo tiene.

108 Por limite de una cantidad variable se entiende
una cantidad constante, & la que puede aproximarse la variable,
tanto como se (juiera, sin ser nunca igual 4 ella; de modo
gue cuando una magnitud variable A — « se puede ir aproxi-
mando & otra A, en términos (juo su diferencia « vengad
ser menor que cualquier magnitud dada, sin que por ello lle-
gue & desaparecer % ser rigorosamente nula, entonces se dice
gue la constante A, es limite de la variable A — «.

109 Ahora bien; mempre que los elementos de una
cuestion estén enlazados por la ecuacion

enlacual A y B representan cantidades constantes, a y ~
variables y disminuihles & voluntad simulléineamenie, pero wvm
denar de existir la ecuacién establecida, ha de haber forzo-
samente igualdad entre las crmildades constantes y éntrelas
variables™ esto es:

Supongamos por mi momento (pie i y ~ no son igua-
les, en cuyo caso existira entre estas cantidades una diferen-
tg:ia algebraica, (pie llamaremos K, esto es.

n
A-B =K
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Si en la ecuacion n-

Ad»a=s5+ S
h
pasamos al primer miembro las conslantes y al segundo las
variables, tendremos in

A-i? = |S—a

Pero como A — B — K en virtud de la suposicién be-
cha. resultara

z

Y despejando a cualquiera de las variables, se tendra
/3=.iT+«

Ecuacién (lue nos dice (jue /3 no puede disminuir todo lo (jue
se quiera puesto que ba de ser igual 4 { K y estando
esto en oposicion con la hip6tesis sobre la naturalezade a y @3
«lue pueden disminuir sin limites, la ecuacion anterior serd ab-
surda; luego no puede existir una diferencia K entre A y B:
luego deberd ser i r=0 y por consiguiente,
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/kttUcaclou de este \>vtuclp\o.

<10 <* Se lia demostrado en la aritmética que el pro-
ducto de dos cantidades comensurables no varia, cualquiera
que sea el orden de los factores; y vamos & demostrar aho-
ra que tampoco varia el producto de dos factores incomen-
surables, aun cuando se altere el orden de los factores; esto
es, que

V/aX t/6 = X /a
«
siendo t/a y Yy'b raices inexactas 6 incomensurables.

En efecto, |/a tendrd un valor aproximado que llama-
remos A; y entre este valor y el verdadero existira una di-
ferencia a, cantidad variable y disminulble cuanto mayor sea
el grado de aproximacion de i; de modo que tendremos

Va—A d
Del mismo modo, representando por B el valor aproxi-

mado de y por la diferencia entre este valor y el
verdadero, y bajo las mismas condiciones anteriores, sera

ji/A=5H-i3
Despejando en ambas & A y se tendra.

Ars |/a — a
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y siendo
AXB~"~BXA
sustituyendo en ambos miembros sus valores, se tiene
(I/7a-aj (t/i>-i13) = (/&"™ Q (/rt—«)

Efectuando la multiplicacion, conservando en olla el orden
de colocacién en los factores, dara

I/a. 1/6«/ [/ aX t/Nel/«-f3« - X

Los términos \/a.\/0 y y'h.y'a son productos de
cantidades constantes, los demas términos son productos de
cantidades constantes por variablos, que dan resultados va-
riables- y representando para mayor sencillez la suma do los

términos variables del primer miembro por a‘', y la de los
del segundo por |3, se tendra

/Al V- = n

a la que aplicando el principio ya demostrado, se tendra

Va*y/b~ N a

411  nirrt aplicacion.  Propongariioniia haliar Vafefepre-
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'sion generatriz de una fraccion periodica pura, lai conio
0,545454......= 0,[54]
Llamandola S y tornando dos periodos, sera
0,5454+.0,0000[54]
Hagamos /C= 0,0000[54] y tendremos

5= 0,5454 + ir:

S — 0,5454 = 0,54 -f 0,0054

inullipiicando por 100 ambos miembros de esta ecuacion, re-
sulta

100S— 100A'== 54,54

y restando de esta ecuaciin la anterior

99Ss™ U9A= 54— 0,0054 @

Si examinamos ahora esta Ultima ecuaci m, veremos que
99S es una cantidad constante, y 99/ una cantidad varia-
ble; puesto que AT varia segun se loma mayor 6 menor nu-
mero de periodos.
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Ueprosenlando, pues, por « la variable del primer miem-
bro, y por B a 0,0054, variable del segundo miembro, la
ecuacion (a) estard cspresada por

90S- a= 54- [S

y segun el principio de los limites, se deduciid que

99S==54
de donde
ALY . .
- 99 espresion generatriz.

luecuacioues.

142 Se llaiiia inecuacion o designiildad & la relacién
de magnitud entre dos cantidades, esprosada por medio del
signo >, en cujo Vértice o punta se escribe la cantidad me-
nor: asf rt>6 se leea mayor que £y «<g, se lee a me-
nor que b.

113 La mayor de dos cantidades es la (jue se separa mas
de cero en el sentido positivo. 6 la fjue se separa menos de
cero en el senticld6 negativo.

114 De esto se deduce, 1/ que toda cantidad yosiliva
€S mayor que cero: 2. (jue toda cantidad negativa es menor
(ue cero: 3® que de dos cantidades positivas es mayor la
gue tiene mayor valor numérico: 4® que de dos cantidades
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ne(jatims es mayor la que tiene menor valor numérico: 5.
(jue de dos cantidades, una positiva y otra negativa, la posi-
tiva es siempre mayor que la negativa.

La teoria de las ecuaciones 6 desigualdades se funda en
el principio siguiente:

Si ayb, se tendra i—6 O y viceversa si a—»>0,
se tendra a>;>.

Pueden ocurrir tres casos en gue « sea mayor que 6

le® Que a y & sean positivos.

2. Que a y b sean negativos.

1" Que a sea poivo y & hegativo.

No puede suponerse que a sea negativo y b sea positivo,
portine entonces no se verificaria la condicién fundamental de
ser pues entonces seria a<”b.

Primer caso.-Si a y & son positivos y a>b, es"evi-
dento que debe ser a—¢'>>0.

Segundo caso.—Si a y Bson negativos y a>b, el valor
numérico de a serd menor (pie el valor numérico de b; por
tanto, (a-”) serd positivo 6 mayor que cero, porque el sig-
no de b se cambia al restarlo de a.

Tercer caso.—Si o es positivo y b negativo, es evi-
dente (fue (a— b) debo ser una cantidad positiva 6 mayor que
cero, porque el signo de b cambia al restarlo de a.

115 Una inecuacion ¢ desigualdad no se altera suman-

7

do 6 restando & sus dos miembros una misma cantidad.
En efecto, supongamos (Jue se tiene

a>6 6 a—6>0

Como la diferencia entre dos cantidades no se altera su-
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marulo 6 reslancio una misma cantidacl ¢ & minuendo y sus-
traendo, tendremos

{azc)-"{bx~">0
6 bién
{azxc)> {bzc). —_—

446 De esto se deduce que cualquier término de una
desigualdad puede pasar de un miembro a otro, con tal t[ue
se le cambie el signo, sin que se altere la desigualdad.

Asi la ecuacién

ogili

o,r|—6> c—d
dard pasando b al segundo miembro v d al primero
a-*d—c—»b

417 Si & todos los términos de una desigualdad se
les cambia de miembro, 6 lo que es lo mismo, si se cam-
bian los signos de lodos los términos de una desigualdad,
resultara una desigualdad en sentido invei'so.

Asi, la desigualdad

a—6> c—d

da, pasando todos ios términos de un miembro a otro, ¢ caiu>

12



90 ALfiEBRA

biande los signos & todos los términos,

—cCc+i¢>—aH>

418 Una desigualdad no no se altera multiplicando 6
partiendo sus dos miembros por una cantidad positiva-, pero
si esta cantidad es negativa, se debera invertir el signo de
la desigualdad.

En efecto: sea la desigualdad

a>6.

Sea m un factor; si > O, esto es, si m es positivo
digo que. sera

ma'>mb v ~ > —

En efecto; de la desigualdad

a> g
se deduce
nt—/> o
por consiguiente
—mb> 0
y @)

iI— A>0
m m
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De estas desigualdades se deduce

ma > O \

>

i i
m m

"Oque demuestra la primera parte.

Si el factor m fuere meoor que cero, esto es, si m fuese
negativo, siendo a > B los valores absolutos 6 numéricos de

f«c y son respectivamente mayores que los mb y ~

por consiguiente las inecuaciones (x) seran en sentido inver-
S0; esto es,

ma—affi<o

6 bien am< On

119 Se pueden sumar 4 los dos miembros de una ine-
cuacion los dos miembros analogos de otra, 6 bien restar de
los dos miembros de.una inecuacién los dos miembros inverti-
dos de otra, sin alterar el sentido de la inecitacion.
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a>b, y . a'>;"

d (i— 6>0 y

gue pueden también espresarse del modo siguiente

a“b=zcc*\:

I
U'-b>"cc’™™\

W
porNjuta* y a'™* spn cantidades esencialmente positiTas.

Sumando las ecuaciones precedentes se halla
= a*+ «'V
6 bien (i+«)-{7(4 > 0.

a4-fi > p4-6:

o

lo que derauesti;a la primera parto.
Para demostrar la segunda parte, consideremos las inecua-

ciones

a>b

Seglm Id ljue sé acaba de demostrar, se tiene
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pasaudo de uu miembro a oU*o las cantidades &' y se bailara
a—6">6 —a ;
y pasando de un miembro & otro las cantidades a y 6, se hallara

a—b> —rt

lo que demuestra la segunda paite.
Si se multiplican miembro & miembro varias inecuaciones

en un mismo sentido, con ta™de que sus miembros sean todos

positivos, resultard inecuacion en el mismo sentido; pero si

fueren todos negativos, resultara inecuacion en sentido inverso.
En efecto; siendo las inecuaciones

ayb v cyd

a<h c<Cd

es evidente que acybd
ac <ibd

pues, siendo los primeros miembros del primer caso mayores
que los segundos, el primer producto es mayor que el segundo:
y por la misma razon en el segundo caso el primer producto
es menoi- que el segundo; con lo que queda demostrado la pri-

mera parte.
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Si teneiiiDS para la segunda parte de la preposiciéon la
inecuacion

—«> —¢ y —c>—d

) —a< —0 y -c¢c<—d

siendo en el primer caso los valores absolutos de los primeros
miembros menores que los de los segundos, el producto de los
primeros miembros, que resultara positivo, sera menor que e*
producto (positivo) de los segundos; esto es, que en el primer
caso resulta

ac< 6;

y aplicando el mismo raciocinio en el segundo caso, el produc-
to de los primeros miembros que resultara positivo, sera mayor
gue el de los segundos, también positivo; esto es, que en el se-
gundo caso resulta

ac'™> hd

120 si se elevan & una misma potencia los dos miem~
hros de una desigualdad, si son positivos, resultara otra des-
igualdad en el mismo sentido: si los dos miembros son negati-
vos y la potencia de grado impar, tampoco variara el sentido
de la inecuacion resultante-, pero si los dos miembros son ne-
gativos y la potencia de grado par, se cambiard el sentido de
| a inecuacién resultante.
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En efecto: sean las inecuaciones
fl> 6, a'> 6, fi'r>0"etc.

siendo a,a',a" b,b'f/'e\c, cantidades positivas.
Multiplicando miembro & miembro las inecuaciones prece-
dentes se hallara

y suponiendo
a="a'="a". . . . a=
tendremos

ff* > |If

Se]pieden\dimdir tosidos niiembros de una ine-
cuacion, sin agleraria, por los dos miembros invertidos de
otra, siendo positivas las cantidades que en ellas entran.

En efecto; de a> 4, y a' > b’, siendo a, b, a' y h' can-
tidades positivas 6 negativas, no puede deducirse que F > 4&‘ »
_’ ¢ o . : .
ni que ; pues segun sea el cociente de — mayor éme-

fior que e, be yb , Se podra establecer desigualdad en el mismo

sentido 6 en sentido inverso.
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Sia>; vy ya sabemos quo aa''>bb’, siendo po-

sitivas las cantidades a, a\ b, y b": y de aqui se sigue que
siendo

aa'y'hb'

dividiendo ambos miembros por a' b> se tendra

i22 Si se extrae laraiz de grado par de los dos miem-
bros de una desigualdad, siendo dichos miembros positivos,
pues si son negativos no tienen raiz real, resultard unaine-
cuacion en el mismo sentido.

En efecto; cstrayendo la raiz del grado %m de los dos
miembros de la desigualdad a > é, es evidente que tendremos

wa > {7b ; poi'que « y Bse consideran como potencias, y a
menor potencia corresponde menor raiz.
Tengase presente ([ue aun cuando toda raiz de grado par
debe tener el signo + aqui solo consideramos la raiz positiva*
El mismo principio se estiende & la raiz de grado impar de
toda desigualdad cuyos miembros fuesen positivos; esto es, si
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Va\«ws rte incoisnitwseu l<s \noeni\eAoives.

123 Lo valores de las incogiiilas en las inecuaciones se
deducen por las mismas reglas (iiie las ecaiaciones.

<124 Toda inecuacion determina un limite para cualquie-r
ra de las cantidades que en ella eiUi‘an; asi

a;>|. indica que W limite inferior 6 minimo valor
admisible para a;, se puede aproximar cuanto se (juieraa -+ sin
gue jamas pueda igualarle.

No lenienilo otra inecuacion que limite el maximo valor de
x, queda indeterminado el limite superior, y por consiguiente
todo valor de X mayor que es admisible.

125 Si hay mas datos Gcondiciones con que poder for-
marse mas de una inecuacién en que entre la misma incégnita,
pueden ocurrir varios casos en la diversidad de limites que se
le fijen.

Podemos tener

1.* dos limites inferiores del valor de la incognita.

2.* dos limites superiores del valor de la incognita.

3.* un limite superior y otro inferior, siendo el 1.* mayor
que el 2.

4.® un limite superior y otro Inferior, siendo el 1.* nié-
nor que el 2,®

En el primer casil, basta ate6der al mayor de los dos li-
mites, Unico que queda determinado: v. g. si tenemos 0:>6 y
x>12 solo queda determinado el mayor limite inferior 12: con
efecto, lodo valor de x que sea mayor que 12, necesariamente ha
deser > 6

En el segundo caso, solo hav qtie atender al menor de los
13
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dos limites: v. ¢. si tenemos ic< 4 y a:<8 claro es ([ue todo
valor de X que sea menor que 4 sera <

En el tercer caso, todos los valores intermedios son admi-
sibles para x.

En el cuarto caso, se escluyen mutuamente ambos limites,
¢ indican que el problema encierra condiciones contradictorias,
y no hay valor admisible para o: v. g. si la resolucion de un
problema nos diese para la incognitas. los valores z,r>9 y a;< 5,
desde luego se diria que el problema es absurdo, porque no hay

ningin numero que pueda ser & la vez menor que 5v mavor
que 9.

£4em|k\os.
Se pide un ndmero entero cuyo triplo menos 7 sea mayor

gue el mismo ndmero mas 1,

Sea X el ndmero que se pide: del enunciado del problema se
deduce la inecuacion

o 7> a4-41
trasponiendo y reduciendo

3a—a>l1ll +7
Za; > 18

a > 9

Esta inecuacion nos fija el limite inferior, y nos dice que
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todo ndmero mayor (jue Osatisface 4 la condicion propuesta.
Si el nimero buscado hubiere de satisfacer ademas a ia
inecuacion siguiente:

3(@a— l)>|’c-|-g

6 2 ®&—2 >x-fi5
0 2X—Xx >5+2
0] X >7

tendriamos asi otro limite inferior comprendido en el ya. deter-
minado; de suerte que la nueva condicion esta contenida en la
primera y en nada contribuye al conocimiento del nimero que
se busca

Si en vez de la Ultima condicion se nos diese la siguiente

3a; 2>4/F-13
caa; 4a:>--43-f-2
— —H

Xx< 11

en tal caso solo se podrian satisfacer & las condiciones del pi‘o-
blema con los nimeros enteros comprendidos entre 9 y 11;
y como entre estos ndmeros solo existe el 40, este sera el nd-
mero que se buscay (jue satisface, & las condi'Mones del proble-
ma; por lo tanto @10
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Finaimeiile, ¢i & 'a condicion primera nos dio ic> 9
se agrega la siguiente

3@—1 > —2)
» 3a—3 > ix—S
9
n ' 3
6 A oA>_5
« a:<5,

que da \m limite superior menor que el superior ya hallado, c]
problema seria un absurdo, poripie las condiciones son contra-
dfctonas. toda vez que no hay ningin ndmero (Juo pueda ser ai
mismo tiempo mayor que Oy menor que .

Observacién.  Si en el caso en (jue hemos encontrado
~= 10 porque los limites eran a:>9 y x < 17, no se hubiera
especificado la condiciéon de ser x un nimero eniero, entonces
pudiera tener x todos los valores fraccionarios comprendidos
entre 9y M, como 9,1 9,2 93......... ~etc. los cuales sa-
tisfacen al problema.

Vvobtciuas i»(\etenn'uiaaos.

126 Llamanse problemas indelerminados aquellos en
gue hay mas iiicignilas que ecuaciones.

127 Ecuacién indeterminada es aquella en (jue hav mas
de una incognita, v. g.

W 1hjj =V
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128 Para resolver una ecuacion indeLerminada con
dos incégniias en mimcros enleros, los coejidenles de dichas
mcognilas deben ser primos enlre s;.

Demosti‘acion. Sea la ecuacién iudetermitiada con dos
incogniias

fix+ bg= c

Los cneficienles a y It deben ser primos cnti-e si, pues si no
lo fuesen y tuvieren un factor comin d, que no lo fuese del
segundo miembro r. se tendria

Como y -j. son coleros, si X ¢ y fuesen enteros taml)ien,

el primer miembro seria entero, no siéndolo el segundo, se-
gun la liipdtesis, lo (jue es absurdo; luego a y 6 no puedo te-
ner facloi' comun, esto es, (pie bao de ser enlre si primos,
para (pie @ é y puedan ser muiKUOS enteros.

llEloAo de rcso\ue\«ii.

129 Para resolver un problema indeterminado 6 ha-
llar los valores de las mcdgnilas en nUmeros enteros, esto
es. hallar uva solucion entera did problema, se seguiran las

reglas siguientes.
1* Despéjese la incognita (pie tenga menor coeilciente.
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2/ Saquese del valor de la incognita la parto entera
y la fraccionaria.

3. * gualese la parte fraccionaria o resto & un entero
cualquiera.
4. “ En esta nueva ecuacion despéjese la incégnita que

tenga menor coeficiente, sa(juese a su valor la parte entera,
y la fraccionaria iguédlese a otro nudmero entero.

5. “  Procédase del mismo modo con esta hueva ecuacion
y las que vayan resultando, hasta llegar & una ecuacién en
gue la incognita que se ha de despejar no tenga coeficiente
alguno, y su valor sera por consiguiente entero, y en fun-
cion de la dltima indeterminada supuesta.

6. ‘ Déandose un valor arbitrario a esta UGltima indeter-
minada se'hallara el de la penudltima, y con el de esta se
hallara el de la anterior, y siguiendo asi sucesivamente en
el orden inverso, llegaremos & encontrar el valor de las in-
cognitas del problema en ndmeros enteros, y'este resultado
eserd una solucion del problema en ndmeros enteros.

130 O bservacidn.el valor de la dltima in-
determinada es arbitrario, facilmente se concibe que, & cada
nuevo valor (jue le asignemos corresponderan nuevos valores
enteros a las incognitas del problema y el nimero de solu-
ciones sera infinito.

131 Con el objeto de no tenei que repetir todas estas
operaciones para hallar cada una de las infinitas soluciones que
puede tener el problema, vamos & hallar férmulas para que.
dada una solucién del problema en ndmeros enteros, se pue-
dan hallar en funcion de una sola indeterminada todas las
demas.
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En efecto; supongamos la ecuacion indeterminada con dos
incdgnitas, y cuyos coeficientes sean primos entre si,

ax-\-hy —c (1)

Sean X = <X 'valores obtenidos en una solucién,
es claro que sustituidos en ia ecuacién {l} la deben satisfa-
cer. y se tendrd

n«+ 63= f (2)
Restando de la (4) la (2) sera

nx—«4-ely—@©= 0

Despejando a x

X = 5\3)

Y como X ha de ser nimero entero, el segundo miembro

debera serlo también y Vi término sera entero- y no
a

pudiendo ser h divisible por a por p-mos enlre si, lo sera
el factor y—jS;

haciendo y—" -y,
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se deduce (jue

@

y sustituyendoen la (3) Xx—x—ht

Las formulas (4) nos dan todas las soluciones enteras po-
sitivas y negativas de una ecuacion indeterminada con dos in-
cognitas, con solo dar valores enteros arbitrarios positivos o
negativos ii la indeterminada |, conocido un sistema de valo-
res para x é

$90\UCIOUCS

132 A veces las condiciones del problema escluyen to-
da solucién que no sea positiva, y ya en tal caso no se pue-
den lomar en las ecuaciones (4) todos los valores enteros de
t, sino solo aquellos que nos den soluciones enterasy positi-
vas, para lo cual es preciso determinar los limites entre los
cuales han de estar comprendidos los valores de la indetermi-
nada t por medio de las inecuaciones

a—ai>0

Ahora, pues, segun lo dicho (120), 1.* Si estos limites son
en un mismo sentido se reducen & uno solo, y la cuestién ad-
mite un ndmero infinito de soluciones, siendo preciso entonces
que los coeficientes a y 6 sean de contrario signo en la ecua-
cion propuesta, para que pueda verificarse con los valores ha-
llados. 2* Si dichos limites son en sentido inverso, sefialan
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entonces los valores intermedios que puede admitir t; el ni-
mero de soluciones es limitado, y asi queda definido: x crece
disminuyendo y, 0 viceversa, para lo cual es necesario que
los coeficientes a j b tengan un mismo signo.

Si estos limites se escluyen mutuamente, la cuestion no
se puede resolver en numeros enteros y positivos.

Observaciones.-—i Cuando alguno de los coeficientes
de las incAgnitas tenga un factor comun con la cantidad co-
nocida, se simplifica la solucién, haciendo la incognita, cuyo
coeficiente no tiene factor comun con la cantidad conocida, igual
& otra incognita multiplicada por el factor comun, y sustituyen-
do este valor en la ecuacion dada resultard otra mas sen-
cilla y de facil solucion.

Ejemplo, 1200x-67y = 1000

El coeficiente de ay la cantidad conocida <000, tienen el fac-

tor comin 200 haciendo, pues, y = 200y' vy sustituyendo
sera:

1200a:-67 X200i/' = 1000
6 Ge—67i/'= 5
que fécilmente d&
my= -5, y=-1000, ,.ic= — 55
y por consiguiente la solucién completa (131, férm. 4)
55 + 67i

<000+1200i
14
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2* Citando alguno de los coeficientes es un submdalti-
plo exacto de la cantidad conocida, se obtiene inmediatamente
la primera solucién, haciendo la incégnita no afectada de dicho
coeficiente igual & cero.

Ejemplo 3c+ l7y= 27

El coeficiente de x es submdltiplo de la cantidad conocida 27;
haciendo, pues, y = 0, se tentrd ic= 9 y por consiguiente

la solucién completa serd: (131, form. 4)

17/
y::0+ ¥

ApUeaclou Acestas teorias a varios ejempios.

Sea la ecuacién

X y _°
6 A+ 7/= 58
<lespejando a y, sera
_58—1lu o 2 — dic

y como el segundo miembro ha ile ser entero, la fraccion

lo serd también.,
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Igualandola, pues, i una nueva indeterminada t, se™a

2—4a 124

de donde
1—7i A
y haciendo la fraccién igual al entero i', sera
— 0 i= 2
2
i= 4- %l
Haciendo ahora
i'=0
se tiene i=1
£C= —2

Hallada ya una solucién en valores enteros, 6 lo que
es lo mismo, un sistema de valores enteros para X €Y, po-

demos hallar las formulas que nos den todas las SQlucigges
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enteras en funcién de una sola indeterminada i.
Tenemos para ello las formulas generales .(4)

X*ssoc — o6i

gue para este caso particular y teniendo hallada la solucion
X -3, y= 13

sera

Xx= - 3—7f

2

13+ 117

En estas formulas se vé que dando & t sucesivamente
ios valores 0 l, 2, etc, se tendrdn infinitas soluciones del
problema, 6 valores enteros positivos y negativos para x €y.

Pero si solo se tratase de hallar las soluciones enteras
y positivas que tiene el problema, estableceriamos las con-
diciones gue son consiguientes con los valores ae x é y k

saber:
—3-72>0

13+ 11.>0

Estas dos inecuaciones me dardn dos limites para la in-
determinada t (125)
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Despejando & | en ambas inecuaciones, da

e - 3>17/

41i> — 13

» > - T

esto nos dice que hay para t dos limites, uno inferior y otro
superior: de modo (Jue para obtener soluciones enteras y po-
sitivas del problema de (Juien depende la ecuacion, solo po-
dremos dar a t los valores enteros comprendidos entre ambos
limites, y este es —

El problema (pieda limitado en este caso & un solo va-
lor para I, y por tanto solo tiene una solucién entera y po-
sitiva.

Siendo /. —

sei'a X = |

El problema queda, pues, para esta solucién determinado.
Sea la ecuacion

Zx-\~hy — 25

Siendo el coeticiente de y factor del segundo miembro se ha-
lla inmediatamente una solucién en ndmeros enteros, haciendo
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g=; 0 que reduce la ecuacion &

5= 25

o
(o]
1

ol

Sustituyendo en las férmulas (4) se tendran dispues-
tas para obtener todas las soluciones enteras del ()roblema de
gue dependa la ecuacion, y sera

a= — 5i
y= 5+ 3i

haciendo ¢ = 0 l, % etc., se tendran las infinitas solucio-

nes (lue se pedian en funcién de una sola indeterminada.
Hallando los limites para i, tendremos como en el an-

terior el ndmero de las soluciones enteras y positivas

- 5i>0' t<o0
o+3i>0" i>~Y

Siendo estos dos limites superior c¢ inferior compatibles, nos
dice (pie el problema tiene una solucion entera y positiva.

Potencias y raices de ios monomios.*

133 Para elevar un monomio a una potencia cualquie-
ra se elevardn sucesivamente cada uno de sus factores & di-
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cha potencia. Para esto se hallaran las potencias de sus coefi-
cientes numéricos, segin se ha dicho en la aritmética; y res-
pecto (i las letras se elevardn con facilidad multiplicando el
esponente de cada letra por el de la potencia. Si el esponen-
te de la potencia fuera do grado impar la potencia llevara el
mismo signo que tenga la cantidad que se eleva & la raiz,
pero si es par llevard siempre el signo mas; porque una can-
tidad positiva 6 negativa, multiplicada por si misma un ndme-
ro par de veces, dad por producto siempre una cantidad posi-
tiva; y multiplicada un numero impar de veces el producto
lleva siempre el signo de la cantidad propuesta.
En efecto,

= ihanben) (£2a’'6c) (x2a*k*) (x2a*ic*)

{£%ahcy ™ {¥<¢a*bc™) (x2ii'Ac') (£3fl*6r*)

= +Sa”~hy
135 Si el monomio fuere una fraccién, se elevaran se-
gun la regla anterior el numerador y el denominador,

Asi,

/  ZoN 8laV
46rfV 7 256//rf

27fl*c
m ') — 64¢*d"
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Kaiees.

136 Se sabe que estraer la raiz de una cantidad es ha-
llar otra cantidad que, elevada a la 1 potencia de igual grado
gue el indice del radical, reproduzca ia cantidad subradical.

137 Para deducir el signo que debe llevar la raiz, nos
fundaremos en lo que hemos dicho sobre los signos de las po-
tencias; por lanio tendremos

1. Que la raiz de grado par de toda cantidad posi-
tiva tendrd el doble signo +, esto es, que podrd ser positi-
va 0 negativa.

Si designamos por el indice general de las ralees de
grado par, por a la cantidad de que se quiere estraer U raiz,
y.con r el valor numérico de esta raiz, se tendra

pa

Y+ a= porque (+ r) = + «

2. Que la raiz de grado impar de toda cantidad ten-
dra el mismo signo que dicha cantidad.

Si designamos con (2n—{—1) el indice general de las raices
de grado impar, se tendra

AH

I/+a=+r, porque (-f-r) = + a

&H S
—fl= —r, porque (—r) —a
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3 Que la raiz grado y'or de toda cantidad nega-

tiva, & saber, i/ ~ , indica una operacion imposible, ponpie
no bay cantidad alguna, ya sea positiva, ya negativa, ([ue,
elevada & una potencia par, dé resultado negativo; por cuya
razén se llaman imaginarias las raices de grado pat de las
cantidades negativas; y cuando ocurren en la resolucién de un
problema, manifiestan que el problema es un absurdo.

138 Se llaman cantidades reales & las raices que pue-
den hallarse exacta d aproximadamente; y, en general, a todas
las que no son imaginarias.

139 Siendo la extraccion de raices una operacion inver-
sa & la de elevar a potencias, se deduce (lue para eslraer una
raiz malquiera de un monomio, se estrae pnmero la de;j
coeficiente numeérico, dividiendo después los esponentes de las
letras por el indice del radical; y el signo que ha de lle-
var se deducird de la regla anterior

+ Heh*— £ iah
porque {£M'I>Y=-xSa"¥ “egun se ha demoslradiK

140 Si el monomio fuere un quebrado se le estraeia
la iaiz d.I numerador y del ilenominador y se partird la pri-
mera por la_segunda.

141§ el coeficiente numérico no fuese ue® potencia
exacta del mismo grado que el indice de la raiz, o el espo-
lienle de cada letra no fuese divisible por dicho indice, la
raiz no se podra efectuar, y solo se dejara indicada™ simpli-
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ficamlo {sla esta osp.esion todo !o pnslliie.

Simv'»iVci\ciftw (le los iwiUealos.

142 l'ai-a simplificar mia cantidad radical se dividen
ios esponentes do los factores suhradicales por el indice del
radical, ipiedando por coeficiente de este las letras con el cuo-
ciente entero, por espoliente, y debajo del radical las mismas
letras con el resto por espoliente. Si la cantidad subradical tu-
viese coeficiente mimérico, se descompone si es posible, en
dos factores, uno de los cuales tenga rai / exacta; se lees-
tiae y se pone esta raiz por coeficiente de! radical, dejando
debajo de él al factor irracional.

iX %®/V=i 3rt*6 i/rtc — aWwe* i/ ah'r"

143 Si conviniere hacei- desaparecer c! coeficiente de
un radical, no habra mas (Juc elevarle & la potencia del mis-
mo grado que el indice del radical, y multiplicar esta poten-
cia por la cantidad subradical.

1/ 3rt= 1/ rt/iy*3rtx  1/12a°/r
144  Si los esponentes de las letras y el indice del ra-

dical tuvieren algin factor comudn, se partiran por él; lo que
no altera el valor del radical
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KaAlcales seiuejautcs.

145 se llaman radicales semejantes los que tienen un
mismo indice y la misma cantidad subradical (antes 6 después
(le simplilicados), diterenciandose solo en el signo y coeficiente
(juc los acompafien.

, 146 Los i'adicales semejantes se reducen a-uno solo como
los deméas términos semejantes; esto es, sumando algebraica-
menle sus coeficientes, cuya suma serd el coeficiente del radical.

Asi.

i A/ —i Y ¥ =4 1 avp

2<\/ab' —b]/ab' \c—b) \/ab'~{"a—6+ c—b)]/a-

(2ii— 26+ )1/ <6

Calenlo i\c viulicalcs.

147 I’ara multiplicar dos radicales de un mismo gra-
do, se multiplican las cantidades subradicales, y al produc-
to se le pone el mismo signo radical; esto es, que

y/a. \/b~ / ah
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En efecto, supongamos

m m
r= n.]/h

y= Vah

Elevando & la potencia/« estas ecuaciones, sera

= an
VARUE: A
luego rM—y“ nbien 'C= V 0 bieii sus valores
n n m
= fifs
Observacion.— principio nianiliesta (lue «a raiz de

un producto es igual al producto de las raices del mismo
grado de sus factores.»

148 Segln este principio se tiene (luc

m m m lo
\ a"/>=sj/a™. )/ bssa.v' h

Espresion que nos dice {pie «si una cantidad a estd mul-
tiplicada por un radical, se !'a puede pasar como factor de-
bajo del radical, elevandola a la potencia del mismo radical»
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1i9  Para partir dos radicales de un misino grado, se
parten las cantidades subradicales, y al cuociente se le pone
p!l mismo signo radical; esto es. que

t/a m/ «
m
vh v A
Supongamos
m
_/tf
1= «= \/t

Elevando & la potencia /4 ios dos miembros de estas

ecuaciones, sera

luego jro _ ,ra & hien 6 bien sus valores

ni

Obsermaon.-\)e aqui se deduce que «la raiz de un
cuociente es igual al cuociente de las raices del mismo indi-
ce de los factores dividendo y divisor» 6 que «la raiz de un
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quebrado es igual a la raiz del numerador partido por la i,

dei denominador.
ibO  Seguii este principio se tiene, que

* — V(i

V" - iim

Esta espresion nos inaniilesla <Jue para dividir un radical
«por una cantidad /? se puede dividir la cantidad subradical
por la cantidad /? elevada & la potencia del mismo imlicc del
radical.»

Asi:

~3
: A ;

(l+«*)

Un radical no vana de valor cuando el esponenle
de la raiz y el de las cantidades subradicales se multiplican
por una misma cantidad: pues esto equivale a elevar la can-
tidad subradical a una potencia y estraerle luego al resul-
tado la raiz del mismo grado, esto es,

mil

1
1/ I/7A”

I/A“= \/A
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se AN absoluto,

elevando & la potencia m los dos miembros, sera,

(1/78)™”

Eslrayendo de ambos miembros la raiz mn, serj,

= \YA
varia d fv?' n e o
cintil 1’ ? sspeiienle de la raiz v el délas
cantidades subradicales por una misma .mmuiced '
VS, uy S,.,CC 0

RcUiecio« >lo v;uv,cales i. , ,
fii*i\rto.

die« »'becales & un mismo in-
"ce o grado se multiplican el de cada radical por el pro-
"ijc o \le los indices de los demas radicales elevandose la can-

* suhiadical a la potencia del grado de este producto; esto
¢ se rnultip ican los esponenfes de los factores snbradicales
y lcl radical por el producto de los indices de los demés

bicales; esto no altera el radical, pues equivale & elevar a
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ima potencia y estraerle la raiz de! ini™“mo orden que Bmmi
fiesta el factor por quien se multiplica.

KlemiUos.

Reducir & un mismo indice

i/a" I/t

En efecto, elevando el primer radical a la potencia p y
estrayéndole la raiz del grado p sera

m mp
y elevando el segundo radical a la potencia m y eslrayéu-
dole la raiz del mismo grado no alterara su valor, y se tendra

tu mj__ _

Y = V/
en donde se vé que las dos equivalencias resultantes de los

radicales propuestos, son radicales de un mismo grado.
Del mismo modo

Jax y [/h efjuivalen & / y ’

También puede efectuarse esta operacion por medio del
minimo multiph, hallando el correspondiente & los indices de
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los radicales propuestos y este sera el indice comin; parto luego
el minimo maltiplo por el indice do cada radical, y el cuo-
ciente sera la potencia a gno ha de elevarse la cantidad sub-
radical, 6 el factor por quien ha de multiplicarse el esponento
de los factores literales y el del radical.

Reducir & un mismo indice los siguientes radicales.

u. 2 4
an. 1/C*

El minimo multiplo de los indices de los radicales es 24,
por tanto se multiplicara el esponenle del radical y de la can
tidad subradical del primero por el factor 3, el del segundo
por el factor 2, y el del tercero por el factor 6, lo que dara
las siguientes equivalencias espresadas en radicales de un mis-
mo grado

u Si 2
/

y ¢

Huma, resta, nuiUlpticaclon y particion de los ra-
dicales de distintos grados.

154 Los radicales se suman y restan como las demus

cantidades algebraicas simplificAndolas lodo lo posible.
16
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* G + 2-U»/2-1/2

1.
2. [/ 12+ 21/274-31/75—9/48= 2/ 3+ 01/ 3 +
+ 73/ 3—30/ 3= 47i/3

3/ Gi/rt—5/ n+ 7/ - 41/fl= 4/ a
4/ 4ifa*c+ 4/ rtTc+/rt//c-4aVac+ 4ftii/ac +
+1.*/ fir=(4rt+  +//)i/ac=(2«+6)* / ««
- /[ oT -/ = / rtV= (a*-7/)/a&
0. V¥ 18av/+ 7 iioftv/ = 3ir, / 2aé+ 5a6 / 2iiiv=
=/ fIft{3a+5) / %ib
155 Para multiplicar 6 partir radicales de distintos gra-

dos se reducirdn a uno mismo; se mulliplicaran o partirén

fuego las cantidades subradioales y a! producto 6 cuociente se
se les dara el radical comun.

V>5emp\os.

i/TX \/T~ i/i/xXi/F-i/2%/
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1% Para elevar iin radical & una potencia, se eleva-
r4 a dicha potencia la cantidad subradical, poniéndoie d mismo
signo radical; y si le acompafare algun codicienle se elevard
también este: 0 bien so dividira el indice dd i'adical por d
espononte de la potencia, cuando la division sea posible.

En efecto

n

u
(1/A)™"= 1//1 X 1/A X I/d . . .

=N AXAXA

= i/.1

asi

(37 avx*)*= 9 rtver

2 t/a- 6= 4i/(a- 6F= 41/a- 6

157 Para estraer la raiz de un radical se multiplicara
el indice dd radical propuesto por d de la raiz, permane-
ciendo la misma cantidad subradical, y si le acompafare a~
gun coeficiente se le cstraera, si la tuviere exacta, ¢ se in-
troducira debajo dd radical si fuere inexacta.
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En efecto,

me m

elevando ambos miembros a la potencia n, se tendra
m im

i/ a)

luegoj/™ V/T cantidad que, elevada a la pu.tihoia m n,

produce A; y por tanto sorta la raiz mn de A: luego

m
\/ \sT A
o
\/ ah' - “\/9 n 3
a b
\/a \"Tc be

158 Observaciones. 1/ Si el esponente de una po-
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lancia es <lesconiponiblo en iaclores, se poilrd efectuar osla ope
racion elevando sucesivamente !a cantidad & la potencia (pie in-
<ii(juecada uno de los factores del esponente

asi

= (A"

Segunda. Si el indice de un radical fuera liosconponi-
ble en factores, se podra extraer .sucesivamente do la can-
tidad propuesta la raiz indicada por cada uno de los facto-

res del esponentc del radical propuesto
asi

mnp m

Es|vonentiis fvaccionavios y uegaUyos.

159 La regla de los esponentes para la estraccion do
raizes da cuando son divisibles

Y si convenimos en la equivalencia de estas espresiones
aunque mno sea divisible por n, tendremos (jue toda canli-
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-

dad con esponenle fraccionario es ec/uwalenle G /a misma
cantidad elevada a la potencia que indica el numerador y
eslraida de ella la raiz que indica el denominador.

160 Kn las consecuencias déla particion se lia hecho
ver que toda cantidad con esponenle negativo es igual a la

unidad dividida‘ por la misma cantidad con esponente posi-
tivo.

161 Estas transformaciones nos proporcionan los me-
dios de ejecutar la multiplicacién, particion, elevaciéon & po-
tencias y eslraccion de raices con cantidades de esponcnles
negativos O fraccionarios; y nos prueban ademas (lue las re-
lativas a los esponeutes, sean estos enteros, O fraccionarios,

7

positivos 0 negativos, son generales.

asi
o
AT’
\.=a xa =
porque
= t/«
£
q n P
a =i/a

luego
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127
tj n m q p iiq
« X =/ « X |/ a= iXan»gx «»p =
nig+np
= I/rt""i+«P=1i
—m —p —ml
2. =fl X fl
ponjue
_m <
K = 1
a"
luego
—m o -n 1 i 1 —n-n
« Xrt = _ X = L = )\n4+'ii = ﬂ
4'.alcu\o rte Vas cnuUdadcs ree. sc$;vm-

Ao si'arto.

<62 Sellaman caniii/aiicA'de segundo gra-
dn, & la raiz cuadrada de una canlidad negaliva.

Rslas canlidailes pueden someterse & las leves del calen-
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lo (le las cantidades reales y de su combinacién se obtienen
rasuUados muy importantes.

163 Toda cantidad imaginaria de segundivgrado se pue-
de reducir & la reforma de a — 1, esto es & la raiz cua-
drada de la cantidad subradical, considerada como positiva,
multiplicada poi\ j/— 1:
porque

v/

164 Los resultados de las cuatro operaciones funda-
mentales con las espresioncs de la forma a i/—1 son las si-
guientes:

1* = al/
ot = (U/—1—/V —I=(rt~6)i/—1

3. ale—1xft/ —1=:aQ)/ —1ly=abx ——"ab

—1 _ a
h

»
5 =
ng

De lo que antecede se sigue que, la mma Yy diferencia
de dos cantidades imaginarias de la forma indicada a t/—1
son espresiones imaginarias de la misma forma; el produc-
to y el cociente son cantidades reales.

i6U Si se tratase de multiplicar varios factores imagi-
narios ¢ hallar la potencia n de uno de ellos, la determina-



Xl«u k a . 4219

oio» del resultado dependeria de los valores de las diferentes
potencias de V—1
porque

aXt/—i X1/ —cXt/" rfXVAY *n - - o
==ip'a6cdffi{'UN—1)*

(ai/=4)"=fl*(v/* 4"

Hallando, pues, estas potencias de / —1, se tiene:

(17-4)= -4

(V/_i)'= + 1

Las cuatro potencias siguientes se hallaran multiplicando
+ 1lporla 1 2" 3*y4.: ycomo esto se repetiria inde-
finidamente también se repetirian indefinidamente los valores
hallados / —i, —4 ,—t/—4,+4.

De aqui se sigue, que para hallar arta de las cuatro
primeras potencias de \/—\ equivalente a otra cualquiera
potencia dada™ se partird su esponente por 4, y el resi-
duo de la particion sera el esponente dela potencia equi®
valente; y cuando este residuo sea cero, su equivalente serd

la cuarta.
17
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asi

166 Si las espresioncs imaginarias van acompafiadas de
un siimahdo como laespresion A -f- Bi/ —1, su suma,
resta, productoy cociente son también espresiones imagina-
rias de la misma forma; asi

1) (c+ /V -i)=Acj nn
=\AC-BT))-{~(BC-{-AD)\/-i
i*=(A+«t/ -1): (c+ /)i/-i)=g |~

A+j9v -1 C-~W -|
"CH+T7?2M/-1 *C M vit-N\

C' +J3*

AC+19Z) . BC-ADA”y

CO7 Si enel producto tercero suponemos A=sf7 y DB
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se tendra

168 La raiz cuadrada de !a sutna de dos cuadrados
esto es, v/(i4*-I-fi*)se llama movw/o de |a expresion imagi-
naria A-A-By—\. Asi el modulo de

1+ / —1 sera N/1-f1= |/2

(mddulo de)

4j3/ —1= v/r+3*=1/16+9=/ 25= 5

169 A dos espresiones imaginarias de la forma
A+fil/~1y A— 1, que solo se diferencian en elpigno
del coeficiente de i/ —1, se les da el nombre de imaginarias
conjugadas.

Be lo espuesto se deduce que el produelo de dos ima-
ginarias conjugadas es una cantidad real é. igual f la 5w
ma de los cuadrados de ja parle real de djehas espresip-
Nesft. y que la suma de dos cantidades se puede dpcqfppp3™gf
en el producto de dos factores de la forma dos ftjiagi-
narias conjugadas, igles que la parte real £<)a cua-
drada de una de dichas cantidades, y la parle imaghij~riq
la otra multiplicada por i/ —i.
asi
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4 + (\/A—
(|/A+~"—B) 5)
CuadraAos y ralees cuadradas de \os polinomios.
470 Se sabe que (a-]-¢)*="a*4-2a;-j-;*

Del mismo modo (o+6—|—c)*, haciendo 6|—c::/>, se
tendré;

(a+ &-]-c)*=i(ad-p)*—a*-f-2aj?H-Y =a’'-h2a(6+c)+(a4"' "y
=a* 4-2a&H-2ac4-&*+26¢-i- ¢’

gue también se puede escribir
ax+a* 4 ¢ 4-m 2ac4-26¢.

174 Es evidente que con este procedimiento obtendria-
mos el cuadrado de un polinomio, cualquiera que fuera el nd-
mero de sus términos, y de su generalizaciéon se deducird la
siguiente regla préctica.

El cuadrado de un polinomio e$igual al cuadrado de
su primer término, mas el doble producto del primer térmi-
no por todos los que le siguen, mas el cuadrado del segun-
do', mas el doble producto del segundo por todos los que le
siguen, mas el cuadrado del tercero, y asi se continla hasta
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cuadrar el Uhiino) observando la regla de los signos. La
regla anterior se puede enunciar también como .sigue:

Bicuadrado de un polindmio es igual6la sima de los
cuadrados de cada uno de sustérminos, mas el duplo de ca-
da término por todos los que les siguen.

172 Observaciones, i.* Si un polinomio y su cuadrado
se ordenan con respecto & una letra, el primer término del
cuadrado sera el cuadrado del primer término del polinomio;
y el dltimo del cuadrado sera el cuadrado del Gltimo término
del polinomio.

2.* Si del cuadrado del polinomio a b c¢4-d
cuyos términos a, 6, €. etc. supondremos ordenados con re-
lacién & las potencias descendentes de una letra X, so resta
el cuadrado del primer termino, d sea a\ el residuo sera

%ab-\-"2ac4-b' + 26¢c4-c*

en el cual, teniendo la letra (jue ordena mayor esponente en
a que en 6, y en estamayor que en c, es evidente que en
2 ah tiene mayor esponente (Jue en los términos siguientes; y
por tanto 2 ah es el primer término del rosto ordenado con re-
lacion & la misma letra x: luego si se parte este término por
el duplo de la raiz hallada, el cuociente sera el segundo tér-
mino del polinomio raiz, esto es, b.

Si cuadramos este binomio halladoy lo restamos del po-
linomio cuadrado propuesto, rpicdara por residuo.

2ac 4-"bc~{~c\

fti el que, por igual razén que en el anterior, el término 2 ac
serd el primer término del resto ordenado con relacién a las
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potencias descendentes de X; y asi de todos los demas.

De aqui se deduce la siguiente reglapara U estraccion
de la raiz cuadrada de un polindmio.

i73 Regla. Para extraer raiz cuadrada de un poli-
nomio, después de ordenado con respecto & una letra en
orden descendente, se estrae la vais de su prmer término y
se tendra el primer léermmo de la raiz; portase el segundo
término por el duplo de la rai0 hallada y el cuociente se-
ra el segundo término de ja raiz. Cuadrese el binomio ha-
llado, restese del polindomio propuesto, y el residuo que re-
sulte, ordenado con respecto a la misma letra, se considera
como dividendo, cuyo divisor sera el duplo de la raiz halla-
da; el cuociente que resulte de esta particion sera el tercer
término de la raiz, cuyo término multiplicado por el divisor
y suméndole el cuadrado del cuociente se restara del divi-
dendo.

Esta operacion so repetird hasta destruir todos los tér-
minos del polinomio propuesto, en cuyo caso se tendra la raiz
exacta; O hasta que resulto un residuo en que la letra que
ordena tenga menor esponente que en el primer término del
divisor, en cuy i caso la raiz serainexacta; y si se continua
la estraccion, resMtard una série de términos indefinida.

-4a*
1" resto _4a*4-a"-1-8a‘-4 a’4-4 (ia*—a*)Xa*
—a*
2 * resto -j-80*—A4i**+4 (4a*—2ii'H-2)x 2

—8a*4-ia*—4 2
3*. resto 0
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I"cuacioues <@ segundo grado.

ni Lldmase ecuacion de segundo grado aquella en que
el méximo esponente de la incognita es 2. E~tas pueden ser
completas 6 incompletas.

175 Se dice que son cowp/e/as cuando contienen tér-
minos en que la incégnita va afectada del esponente 2; tér-
m.nos en que lleva la unidad por esponente, y términos en-

teramente conocidos,
asi

Ax'-{-Bx-\-C—0 (D)

es una ecuacion completa del segundo grado.

476 Se llama ¢weomp/ctocuando le falta el término en
que la incAgnita tiene por esponente uno, 6 cuando carece del
término enteramente conocido; esto es, el término en que se
puede considerar la incégnita elevada a cero.
asi

Ax'-\-Bx=0 (2)
AX'~\-C =0 (3

son ecuaciones incompletas del segundo grado.

177 Comosevé, lasecuaciones (2) y (3,)noson masque
casos particulares de la ecuacion general (].) haciendo suce-
sivamente en ella J7—0.

178 £s evidente que toda ecuacién completa del se-
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gundo grado se puede reducir ii una de las formas siguientes;

Ax*-~Bx-{'C=0
Q)

aj*4~/"x+"=0

reuniendo en un solo término todos los que dependan de x'\
en otro los que dependan de X, y en otro todos los térmi-
nos conocidos; de este modo se tendrd la general.

Ax*~\-Bx-\-C=0

y partiendo por el coeficiente de x*, se tendra

y suponiendo

se obtiene

179 En toda ecuacion de segundo grado puesta bajo la
forma de
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ar q=

La incdgnita es igual & la niilad del coeficiente del se-
gando I€Tinino cambiado et signo, ¢ la raiz cuadrada del
cuadrado de dicha mitad sinnado con el tercer término mu-
dado el sino.

Esto c» (HP

—Pasando /al segundo iniemhi' i se Viene:

1 X*\-px==—q [b)

Para reducir esta ecuacion al primer grado y obtener el va-
lor de X es necesario que el primer mieitibro sea cuadrado
perfecto para poderla extraer la raiz; y como un bin6inio no
puede ser nunca cuadrado perfecto, sera -])reciso completarlo
agregandole el término que le falla. Paraesto observemos que
considerando & x como la primera parle de! binomio raiz, te-
nemos los dos primeros términos de su cuauiado dependiente
de la primera parle representados por a;*-{-pa:, Yy solo falla
bailar el tercer término del trinomio cuadrado fjue se busca: y
como el cuadrado de la segunda parle es siempre el cuadrado
de lamitad del coeficiente de la prinmeia en el segundo término,
sera en este caso

i'l;?)* 6 bam -\p'

Si afiadimos a ambos miembros de la ecuacion {b)ip*.
sera

{x+ ipy="ip‘~g
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esiraymlo la raiz cuiuii-ada Ua ambUMtiiemliros, séra;

y Hfspejamio a (r. so lonrira:

180 El doblo si“no + antepuesto al radical nos dice que
roda ecuacion de ser/undo grado /iene dos raices, 6 dos sola-
liones', esto es, dos oaior”s para la incdgnita.

En efecto, tomando separadamente los dos signos + y —.
se tiene para valores de la incégnita x los sigiiionies;

@i>:

ixieuinVo.

Hallar las raices ¢ valores de la incognita que satisfacen
a la ecuacién

lrr—12it— 4= 0
i’onicndo esta ecuacion bajo la forma Uo

J*-Ir-;er-)-f/= o
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tipli(ami<) las formulas Imiladas. se teiidra
W, - 7
Vcev\ttcactsw Ac i*a\ccN.
1S1  Si suslituimos en la ootiacion
X* jia™{ O
cualquiera de las dos raices 6 valores hallados para X, la

convertirdn en una identidad. En efecto sustituyendo el primero
de losvalores I5) resultara

i-ip + 1/(P'~<if+V [—iP+V" )m+?2= 0

de donde se deduce, verificando las operaciones indicadas

gue es una identidad.

182 Si en vez de sustituir el primer valor (5) sustitui-
mos el segundo, obtendriamos un resultado analogo.

183 Toda ecuacién de segundo grado puede ser satis-
fecha por dos distintos valores de la incognita’, esto es, que
puede tener dos raices.

Aun cuando al resolver la ecuacién general de segun-
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do grado x* henos visto que habia dos
raices ¢ valores para +, vamos a dar una demostracion espe-
cial de este principio.

demostracion.— la ecuacion general desegundo grado.

r-*-f-p®-I- /= 0 (m)

1
y supongamos que X a\ susiituido este valor en la

ecuacion la satisfard, y se tendra
a'-\-ap-\-gni\ (ft)
de donde 1

fi= —a*—ap (¢

Rwlarnhi de la ecuacion™ w ila(n) sera
IT-- a*~\-px—ap= 0

0 a)=0
0 (x—a) {x-]~a-r-p)—0
Ksla ecuacion solo puede satisfacerse, con
A «=*0, * il
0 lo que es.lo iniéPm,..con,’

X== 0 x=-T-a—iji
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vaiw».

<8i 1* La auma de las raices de una ecuacion de se-
flundo grado es igual al coeficiente def segundo término mu-
dado el signo =.

En efecio; si llamamos .ii' y X" ji catla uno lie los. va-
lores (le ¢c, () & oaila una ile las raices de la ecuacion ge-
neral
tendremos

Sumando se tienp
X X" —g\

esto es, el coeticiente del segundo (('mmino mudado el signo,

2.' El producto de las mices de una ecuacién del se-
gundd grado, es igual al tercer término, t(irmino conocido,
independiente de x. [

En efecto, siendo

multiplicando estas dos ecuaciones se tiene.

XX N —nt —ap= <,

ijue ei térniifiu conocido, segun la ecuacion (rj
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185 Estas mismas propiedades hubieran podido deducirse
de las verdaderas raices de la ecuacién

-r'-fpic-fr/=o0
Se tiene, en efecto.
n Y OP--7
{)
x"==-{p-

Sumando estas dos ecuaciones sera

oslo es, el coeficiente del segundo término con e! signo cam-
biado, como se bailé antes.

Para deducir la segunda propiedad, pongamos para mayor
facilidad las ecuaciones («) como sigue

Ocal_-v~ \/y — lkq
2

Multiplicando estas dos ecuaciones, y observando {Jue
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el j>roducto de ios sogmuioi miembros es el jjrotinclo de la
suma de dos cantidades pur la diferencia de las mismas, que
es la diferencia de los cuadrados de dichas cantidades, se
tendra:

X'r

tei'cer’ término, como antes.’

186. Ohsen)aciones.~" La notable relacion (Jue he-
mos eiiconirado entre las raices de una ecuacion dei segun-
do grado reducida & la forma de

x*-\-px-\-g= 0

nos d& medios sulicienles pai-a poder resolver varios pro-
blemas.

Hallar dos ndmeros, conocida su suma y su producto p.
A'o puede caber duda alguna (pie las dos cantidades que
se piden son las raices de la ecuacién.

a* —

Porque si llamamos Xx'"'*x" las dos raices de esta ecua-
cién. segun lo deducido en las consecuencias |.* y 2.* se
tendra

X'~\-x""N ~ {—s)= a

% X-= p
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V resuella la ecuacién temircmos los dos valores ile la inc6g-

nita flue seran los dos niumeros pedidos esto es;

y 1+ 5*— 4p

2* Toda ecuacion del segundo grado reducida a la /or-
motic' ~x + = 0, esigual al “rodnclo de dos factores bino-
mios, cuya primera parle es la incégnuay lasegunda cada una
de sus ratees tomadas con signos conb'arios.

En efecto, sea la ecuaeioii

X* ~{-px-\- = (i 4

y sean ic' y ic" sus raices.
Segun lo demostrado se tiene.

X = —p.... (D
X'X"""q. L (2)

Sustituyendo cu la ecuacion {A) los valores de /) yq, dedvi-
cidos de las ecuaciones (1) y i) resultara

X'"Mpx -I-9°AT* — (X' ~{-.T(/)x-\-X"x»

= X*—X.r' — TX" -\-x"x'
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segundo mieinl>ro. y — x* en los dos ultinios. ser»
X+ 7= x{r- ")- x"(x~.t")
y sanando el laclor comdn (.r —.r") resiik.'ird
X5 ~{-px-\~f/ ~ (r—x") (X —x"-

d. Examiiuida la consecuencia 3.* (juo nos da la l'or-
ma bajo la cual se puede pouoi’ una ecuacién del segundo gra-
do, en la que el coelcienlc de x* sea la unidad, so vé la po-
sibilidad (le dividir cualquier poliiunnio del segundo grado en
dos factores del primero.

En efecto: sea el polinomio

Ax'-\-n.T-{-r

en (pie.r represente una (cantidad variabi«*.
Si en é sacamos A por faidor coimm se Uent

Ax'+1lix+C==a(x" +!L @

Busf[uemos abora los valores de X qgiu® i‘cduzcan & cero el
H c .
factor A O6logne es !l mismo, resolvamos la

ecuacion

19
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y supongamos que sus raices sean a y /3 no hay duda (jue po-
dremos escribir la siguiente equivalencia

A A
y la ecuacion (1) se convertird por esta sustitucion en
Ax*-\-Bx-\-C~A{x —ot)(x—

con lo que quedara el polinomio propuesto reemplazado por el
producto de dos factores del primer grado

I>\sens\ott \a ecuacién de segundo gvado.

Siendo las raiees de osla ecuacion

vemos que pueden ser reales ¢ imaginarias, segin ([ue
/L p*—7 lo sea; y esto depende del valor y signo de q en
la ecuacion, cualquiera que sea el signo que en ella tenga —p,
pues siempre \p* sera positivo.
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Asi pues, siendo positivo 6 negativo p, y g positivo en
ia ecuacion, puede suceder (jue

< sea

\: Si

cantidad subradical sera positi-
va. el radical sera real v

las dos raices de la ecuacion seran
reales, desiguales y de un mismo signo; porque siendo e! va-
lor del radical esencialmente menor que el del término este
rior 1p enla suma algebraica habra d& dgmifar este
sifino. ) . ) ) ) )
2* Si g>ip'™ lacantidad subradical ser4 negativa,

y el radical imaginario,’ luego las dos raices de la ecuacion se-
ran imaginarias. . i i
*= gj — entonces el radical sera cero, y las

dos raices de la ecuacion son reales € iguales ambas & -~{p:
esto es a la mitad del coeficiente dehegundo término con el
signo mudado. _ _ ..,
4' Si 9 fuere negativo en la ecuacion, cualquiera

que sea su valor respecto al de \ f, la cantidad subra-

dical sera positiva, y el valor del radical serareal y mayor
gue el término esterior “p- luego lasdos raices de la ecua-
cién seran reales, deaguales y de siynos contranos; pues en-
tonces en la suma algebraica de estos valores dominara el do-
ble signo del radical.
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Kii el'cclo. uara wle raso la ecuiicion gcncraUrra
X'tpx —[(—0
X= M2px Yy
5" Si g fuese igual & cero, el valor del radicai sera
y yor tanto una de las raiceé sera cero, y otra T-p', eato es,
el coeficiente del segundo iennino con elsigno mudado.

Para este caso la ecuacion generai sera la incompleta por
carecer de tercer termini»

-t px—0

r=Tip

I+

i/'=i=IP

X'—{) y x"—Tp

f/ Si p— 0. con d)i0/ilivo 6 negativo, entonces
las dos raices de la ecuacion seran reales y de signos contra-
rios, si g es negativo en ia ecuacion, e imaginarias si q fue-
re positivo en la ecuacion.

Para este caso la ecuacién general serd la incompleta
por carecer de segundo término.

rq=f/=:0

3=+ o+
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UesoiuHon rtc V\ecuaclow gcuevaAtie ‘A* iEvarto.
ffi’4-,C+ i= 0

INopongamos allora resoivci' !a ecuacion generai Hel se-
gundo grado conservando el coeticienle de r*

ax*-\-hx~\-c «=0 (»0
multiplicando por i a siis dos miembros, sera

\a' 4rti» T+
ira*x* \-"iibx = —4ac
'Sumando A* a andms miimibros, se tendra
Frtvi'-]-iabv h*= h*—1 ac

«;+ NfF=b*- iac
cstravendo raiz cuadrada nera

+ + {/ b*—Ihoc
y tinalm(Inte despejando U x tendremos

> ii,isssr — h zii y' n

— b+ i" h*—\ac

(n)
2n
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En ella se vé que considerando el doble signo del radi-
cai en cl numerador separadamente, da lugar & los dos dis-
tintos valores de x, que designandolos por x' 'y ¢u", serd

, —a-1- i/ & — 4ac

) — \/ b* — kac

La férmula (n) no$ dice que en toda ecuacién de segundo
grado, de laforma ax* 1 “bx-\-c=0, laincognita esigual
al coefiaenle del segundo término con signo contraifio mas 6rne-
nos la raiz cuadrada del cuadrado de dicho coeficiente, me-
nos el cuadruplo producto del coefcienle de x'por el término
conocido, dividido todo por el duplo del coeficiente de x'.

Ejemplo.
Sea la ecuacion de segundo grado
IXx'" —MIx—4=0
Resuelta segun la regla anterior, se tiene
X'= 2; a'= - f

»lscnslow'.Ae la ecuacién ile segunOo gvaAo.

ux* hx-\-c— 0O
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Las raices ttola ecuacion de segundo grado
estan dadas, segin hemos visto, por las formulas siguientes (i*),

A+ 1/ B— dac
Xo== 20

Observando atentamente estas raices, se vera

1. “ Que si 6 — 4rtc> 0, esto es, positiva, el radical
serd real y l6s dos valores de ta ecuacién, o las dos raiees
seran iguales f de un mismo signo.

2. * SiB —i«c— Ojas dos raiees seran iguales a
Sif
3/ i Qi < 0 esto es. negativa, el radical se-

rd imaginario, y las dos raices de la ecuacién también wni—
ginarias.

VicuaciowcH W c«iuUHu\i\h.

187 Llamansc ecuaciones bicuadradas aquellas f[ue des-
pués de preparadas convenientemente loman la lorrtia de

Ax“+ Cx'-\-E=0

0 la de
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188  Eadlas ecuacionee Sii rcsueUeii-poi' la» mismes;, for-
muias que hemos hallado para resolver las del segundo gra-
do, comovamos & manifeslar.

En efecto; haciendo ysustilurendoenla ecuacion (1)
se tendra

de donde

ipt f/ Iv'—fi
0 bien
~IP+V \p~r~g
Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros sera
Vr--h>x / -}p'~q]

0 bien
= I\N/-pt

0 bien poniendo esta lurmula en funcién de ios coeficientes
de la ecuacion propuesta, sera

y/j-~t+ t/C*—4AZi] D)
N\
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489 Usla tonnula contiene cuatro valores distintos para
X, que dan lugar a las cuatro raices siguientes:

/*

vV
=1/ _Ip_U S LA TN

las cuales, como facilmente se vé. soniguales y de signos
contrarios, .

490 Observacion.--~Lr férmula /2, nos dice ijue para
obtener los valores de x,.se debe exti'ag)' la raiz maaraaa
de un binomio compuesto de dos términos, de los cuales el uno,

C, esracional y elolro, i/C* —kA~E es, en general, vna
cantidad irracional del segundo grado pero como el “alorde
este término irracional solo se puede obtener aproximadamen-
te, es evidente que los valores de x estardn afectados de dos
causas de error. Si pudiésemos transformar la espresion do x
en otra, cuyos dos valores fuesen entro si inilc, iiidientes, extra-
yendo una raiz por escéso y la otra pm defecto, si estos ra-
dicales tuviesen signos semejantes, O extrayendo las dos ral-
ees eii el mismo sentiilo. si los radicales tuviesen signos con-
trarios, se compensarian en parte los errores cometidos en las
dos raices, y asi se obtendrian con mas exactitud los valo-
res de X.

Sea, pues, A-\~ i/ B iacantidad cuya raiz cuadrada se pi-
de, y vamos & buscar dos nimeros racionales x é tales,
que se tenga

NB NN/ y
80



ir>i AlGKUHA.

ecuacion que iiucoiiUcuc abaUfilo; porque »i »cclesau
sus dos miembros al cuadrado se tiene

Ad- =g d-il-r2(l xy @
Ksla ecuacion puede subdividirso en dos ;109
A= imly/ N Y —ay/xy v
la ecuacion (6 (s la lonnada <e los téianiiios racionales; y la
la formada de los términos iju-aeionales; poniue si A no fue -

se igual a X 4 ty, existiria una diferencia rf, y se lemlria

A= T4- 24"

sus'ituyendo en (f) sera

x-\-y-{-il  \/nn=xX y-{-'iy Xy
i\ bien
vd Y y--27 ay
elevando al cuadrado
*a-2(Y fiae~
de donde
N kxy —d ™ ti

resultado absurdo; pues siendo v/5 una cantidad irracional,
sena igual a otra racional; Inego también es im absurdo que
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4y T+ Y piioila existir diferencia alguna; por tanto las
ecuaciones {/>> (r) se verifican, y nos dan a conocer la su-
ma y el producto de ic é .

Elevando la ecuacién (c) al cuadrado, da

fi= i

esto es, el producto de x é #/
A= v-\-n p)

y como las ecuaciones 6 y (d) nos dan conocidos el productoy
la suma de dos cantidatles, se puede formar una ecuacién do se-
gundo grado, cuyas raices sean oslas mismas cantidades. (185,

Observacion \ *)
Los valores de ;ré //seran, pues, las raices de la ecuacién

del segundo grado,
cuyas dos raices x € y seran

A-i- i/A»- H A- YV - P?
X v 2

y por consiguiente
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vemos que los dos i-adicales de segando grado, deben tener
sign(>s semejantes; pues si nd, elevando este segundo miembro al

cuadrado, no se reproduciria el término 4- \ / L o contrario
sucedexia si i/ fuese precedida del signo — ; luego

().

En estas ecuaciones sevétiue, sila cawtidad subradical.
{A'-'B)no es un cuadrado perfecto, las férmulas que aca-
bamos de hallar serdn mas complicadas que lasque se que-
rian sustituir; y entonces serd mas conveniente efectuar di-

rectamente el calculo indicado por la formula [/ 1.

OU'as ecuaciones que se resuelven hmodo de
las del segundo grado-

tO'f Sea la ecuacion
A X t/i" —0
0 bien
X+pi/x-\-q=0 (3"

estas ecuaciones se pueden resolver también por las férmulas
de las del segundo grado.

En efecto: haciendo

Xezy. sera y "~ W
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y sustituyendo estos valores en la ecuaciun (3), se tendra

vV +ra+ /= o0
de donde

V= -iptk'1/)e-?

y sustituyendo t/ pory sera

y x=N ~ipx Vip'- ¢

elevando al cuadrado, sera

Razone» y proporciones.

19; Se ilaina razon la iviacion que existe entre dos can-
tidades de una misma esfjecie. y puede ser (je dos modos:
nrilmélica \ geométrica.

~93 So dice que la razén e* unioiiVica. cuando se trata
de hallar el'Cscesn que lleva una do las cantidades & la otra:
y geométrica, cuando se trata de hallar las veces <{ue la una
contiene 4 la otra.

i94 La cantidad que se compara, se llama antecedente,

y aquella con quien se cempara consecuente.
195 Se llama valor de la razon, esponente de tarazén,

6 simplemente razén, al mimbro quo empresa el resultado de
la comparacién.
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196 La razon aritniélica se baila restando del antece-
dente cl consecuente. A este resultado se le da el nombre de
jsponenle de la razan aritmética.

197 La ra?n geo ;étrica se balla partiendo el ante-
cedente poi' el consecuente. A este resultado se le llama es-
ponenfe de la razén geométrica.

19S Se dice (jue una razén es inversa con relacién a
otra, cuando se comparan sus términosen sentido contrario; asi
7a razén nritmélioa oirtre las- cantidades « y ir siendo fi > Ase
espresa

a. h\ h. a
i directa I versa:
) —an

y siendo d el residuo absoluto entre a y bel esponente de la
directa seria -f  ytd do la inversa —d.

199 De! mismo modo la razén geométrica entre a y h,
siendoa > Aseespresa asi

. | .
directa: inversa.
\

y siendo q el cuociente de a partido por h, o esponeikte de
la directa sera g, y el de iainversa

200 Es evidente gue la suma de dos razones aritmé-
ticas inversas es igual & cero, y (pie el producto de dos razo-
nes geométricas inversas es igual k h unidad.
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tO\ Lu razén n relaciun eiilru dos nuiiieios 6 canti-
dades incoinensLirabios € irracio.iales esla de sus valores aproxi-
mados. Algunas veces esta relacion es racional 6 coinensu-
rable. En efecto: la relacion entro las dos cantidades inco-
mensurables \/\2 v |/3c>

M 2 1/i

Puesto que la razon aritmética no es otra cosa (jue
la diferencia entro dos cantidades, y la geométrica el cuocien-
te de ambas cantidades, pueden aplicarse & la primera lo-
dos los teoremas adalivos a la resta, y & la segunda todos los
esplicados péaralos quebrados-

Proporciones la igualdad de dos razones de la mis-
ma especie; si estas fueren arilinélicas, la proporciom se lla-
ma afilnu'lica; si fueren geométricas, la proporcion loma e
nombre de geomefrtca, y se espresan asi:

La aritmética, a.h‘c.d

U en forma de ecuaciéon, a —b= c¢— d. En este caso se lalla-
ma (Hjuidiferencia.
l.a geométrica se espresa

a by cld

6 a> forma de ecuacion
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El 1’y i." Iénniiiu se llaman esiremos. y el i *y 3.“
medios.
203 La proporcion se llama directa, cuamio lotios sus

términos son diferenles; y continua cuando los. dos términos
medios 0 los dos estrcmos son iguales: asi,*

a.If b.c os aritmética continua
y a:h:i h:c es geométrica continua

.Jue so acostumbran & o-scribir ahreviailamenlc con tres térmi -
nos precedidos de este signo t en la aritmética, y do este otro
+H enlageométrica: asi,

Propiedad fundamental de la proporcién arit-
mética.—J?n todaproporcién aritmética la suma de estremog
es igual a la suma de medios.

Demostracion.—'Sdi la proporcion aritmética

puesta en ecuacion sera

a”™ h=*c—d
cambiando de miembro los consecuentes, sera

a d”™ h ¢
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204 En Caia ecuacion, conocidos tres Iénninos, se pue-
de despejar e! cuarto:
asi para liallar 4 d se tendr<a

La ecuacion (1) y (2) nosdicen que para hallar c\ tér-
mino desconocido, sieste es un estremo, se suman los medios
y de la suma se resta el estremo conocido; y si es un medio, se
suman los estremos y de la suma se resta el medio conocido.

205 Aplicando la propiedad fundamental & la propor-
cién continua

rna.h.e. 0 a\h\

nos dai'a 6-f c = 02// (]_)
de donde Dy @
0 c= 26 —nt ©)

La ecuacion (4) nos dice ijue en/Oik/iro/jorcfoji
(hnta la suma de estremos es igual al duplo del Iérmino medio.
La (2) nos dice que el termino medio esigual & la se-

ynisuma de los estremos.
21
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Y la (3) que un estremo es igual al duplo del término
medio menos el estremo conocido.

206 Hallar un medio aritmético 4 un medio proporcional
aritmético entre dos cantidaded, eslomismo quo hallar el tér-
mino medio de una proporcion continua, cuyos estrcmos son
las dos cantidades dadas.

207 Hallar una tercera proporcional aritmética™ es lo
mismo que hallar un estremo de una proporcion continua, en
la que una de las cantidades es el estremo conocidoy la otra
el término medio.

208 Consecuencia.—De dossumas iguales se puede
formar una equidiferencia, cuyos ostremos seran los dos su-
mandos de una de las sumas, y cuyos medios serdn los dos
sumandos de la otra.

En efecto; siendo

a-j-d 6ic

cambiando de miembros & las cantidades d y 6 se tendra
«

«—¢= c—d

gue es una equidiferencia.

209 Fundados en el principio general de la proporcion
aritmética 6 equidiferencia, so pueden variar sus términos con tal
que siempre se veriiique que la sima délos estremo” sea igual &
lade los medios-, y las distintas combinaciones que de estas va-
riaciones resultan se denominan alternar, invertir y permutar.

Asi» pues; cambiando los medios, 6 lo que es !o mismo:
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comparando el antecedente de la 1* razon, al antecedente de
la 2* corno el consecuente dola 1.'al consecuente de la 2.,
ei lo que se llama comparar allernando.

Cambiando los estrefiios en medios y estos en estrefiios,
0 lo que es lo mismo; cada consecuente ésu antecedente, es
lo que se llama comparar inviniendo.

Cambiando el lugar de las razones, esto es; poniéndola
segunda razén en vez déla primera y esta en lugar de la se-
gunda, es loque se llama comparar permiilando.

Asi, la proporcion aritmética

« . ; c.d seconvierto
alternando, en a c\b.(
invirtiendo, en b a\d.ctc
permutando, en c d\a.b

210 Consecuencia. - De lo demostrado se iniiere que
pueden hacerse en una proporcién arilmdlica 6 en una equidi-
ferencia las siguientes operaciones, sin que (h'jc de existir la
proporcién 6 equidiferencia.

Sumar 6 restar una misma cantidad & cada término de
la equidiferencia.

Sumar 0 restar una misma cantidad & los términos de nna
de las razones.

sumar O restar una misma cantidad 4 los dos anteceden-
tes de la equidiferencia.

Sumar 6 restar una misma cantidad & los dos consecuen-
tes de la e(Juidiferencia.
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Ponjuii en todos estos casos se verifica fjuc la sumailc
los estrefiios es igual & la de los medios.

%\ Propiedad fundamental de la proporciéon
geométrica.—  ioda proporcién geomcirica el producto de
estrefiios es igual al de medios.

Demostracion.—Ew la proporciéon geométrica

a hy.c d

liuesla en ecuacion
a_¢c¢
h~ a

siendo estos ([uebrados iguales, sus productos en cruz son igua-
les; luego

ab = cd

212 Conocidas en esta ecuacién tres de las cuairocan-

tidades que en ella entran se puede hallar la cuarta: asi para
hallar 4 d se tendra

6= (2)

La ecuacion (1)y(2) nosdice que para hallar el tér-
mino conocido, si esto es un estremo, se multiplican los me-
dios y el producto se parte por el estremo conocido; VY si es
un medio, se multiplican los eslremos y el producto se parte
por el medio conocido.
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213  Aplituiulo esla propiedad & la coiUimi.i

a Olc 0 t b:: h'cg
nos <lara
ac=h' (1)
de donde
6= ah )
(©)

La ecuacién (1) nos dice que en loda proporcion con-
liniui geométrica, el producto de estrefiios es igual al cuadrado
del término medio.

La (2) nos manifiesta (pie el término medio es igual &
la raiz cuadrada del producto de los estremos.

\ la (3 (jue un eslremo es igual al cuadrado del tér-
mino medio partido por el eslremo conocido.

214 Hallar un medio geométrico, 6 una inedia propor-
cional geométrica entre dos cantidades, es lo mismo que ha-
llar el término medio de una proporcion continua cuyos es-
trefiios son las dos cantidades dadas.

215 Hallar una terceraproporcional geométrica es lo
mismo que hallar el tercer término de una proporcion continua
en la que una de las cantidades es el eslremo conocido y la
otra el medio.

216 Pe dos productos iguales so puede formar una pro-
pon-ion geométrica, cuyos dos ostremos seran los dos fado-
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res de uno de los dos productos, y cuyos dos medios seran los
dos factores del otro producto.
Asi, siendo

flX d= 6x<c

partiendo por b x d, serd

axd b ¢
~bXd ~bX d

(jue es una proporcién geométrica.

247 Fundados enei principio general de la proporcién
geométrica, se pueden variar sus términos con la! (Jue siem-
pre so verifunie (pieci producto de eslrcinos sea igual al de
los medios y las varias combinaciones (pie resultan se deno-
minan alternar, imerAir y permutar.

Asi, pues, cambiando- los medios, 6 lo que es lo mismo,
antecedente de la primera razon al antecedente de la segunda,
como consecuente de primera a consecuente de segunda, os lo
gue se llama comparar alternando.

Cambiando los estrefiios en medios y estos en estrefiios,
6 lo que es io mismo; cada consecuente & su antecedente, se
llama comparar invirtiendo.

Cambiando las razones, esto es poner la primera razon
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en lugar de la segunda y esta en lugar de aquella, se llama
comparar permulando.

asi la proporcion  "a  h \\ ¢ \ d se convierte,

alternando a\c\\b\d
invirtiendo b al\d\c
permutando c \d a\b

Consecuencias.—1.* Délo demostrado se infiere que
pueden hacerse en una proporcién geométrica las siguientes
operaciones, sin que deje de existir la proporcion.

Multiplicar 6 partir por una misma cantidad todos los tér-
minos de la proporcion.

Multiplicar 6 partir por una misma cantidad los dos tér-
minos de una de las razones.

Multiplicar 6 partir por una misma cantidad los dos ante-
cedentes déla proporcion.

Multiplicar 6 partir por un mismo nimero los dos conse-
cuentes de la proporcién. Porque en todos estos casos se veriiica
(jue el producto de estremos, es igual al de medios.

2* Para hacer desaparecer los denominadores de
una proporcion, cuando algunos de sus términos sea frac-
cionario, después de reducir el entero, si lohay, a la es-
pecie del quebrado, se vera fécilmente que siel término irac-
cionario es un antecedente, basta multiplicar los dos antecedentes
0 toda la razon por el denominador.

Si el término fraccionario os un consecuente, basta mui
tiplicar toda la razén ¢ los dos consecuentes por el denomi-

nador.
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Si los dos términos de una razén rucsen fraccionarios, sft
reducen & un comin denominador y se comparan solo los ante-
cedentes.

Xcovculas \n\vovtautes.
T Si dos proporciones lienen tina razén comun, las otras

dos forman proporcion.
Sean las proporciones

a:by, c:d y alby m:n )]

que tienen comun la razén a : h] difi0 que sera
iIc dy miln

En t'fecto; las proporciones (4) pueden escribirse como

1 C
b d

Vi
N

\*"b”"™ n

y como dos cosas iguales & una misma son iguales entre si, ten-
dremos

e 6bienc (y m\n luego etc.

o >

n

Il Si los antecedentes 6 los consecuentes de dos propor-
ciones son iguales, habra proporcion éntrelos otros cuatro idr-
minos.
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Sean las proporciones
a:h::c:d\Vya:m:xc:n (4
cuyos anlecetlonles son iguales; digo (pie sera
hid: m:n

Kn efecto; alternando los medios, en las proporciones (4),

se tendra
a:c::b:d; y a:c::m:n

de donde se deduce por el teorema I,
6:d::w:tt luego etc.

Del mismo modo se baria la proporcion si fuesen igua-
les los consecuentes.

M  Sise multiplican ordenadamente los términos de va-
rias proporciones, los productos formaran una proporcion que
se llama compuesta.

Sean las proporciones

a \b~ c td\
a:p cC:di (1)
a': bt c"id)

digo fjueserd;

aX n X «"; b« X/ =X Xr' 94X X <Im
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liHi dedo; & esciib.mos las pi‘oporcioiics (1) en for-
ma (le cciurioit, tendremos

h e~ a7/

Muilij)licamlo ordenadamente, isto es, miembro & miem-
bro, resalai'a

~ X X n"
h X &#X &

SI
-+~ 0
> X

de donde se (I
itX ft X ft":hX &GX h"::cxc'x e":dx d X d» lue-oele.

D™ mi modo miAlofio se diMmieslra que si se dividen or-
denadamenU', los ItM'mino; de varias proporciones, los euocieii -
les [«(snlUnles formaran proporcion.

las poleadas d hs ralees de un mismo grado de los
cuatro términos de una proporcmi forman también p/'o;jo/-
Cion; 6 loque eslo mismo, se pueden elevar todos los térmi-
nos de una proporcion ii una misma potencia, 6 someterlos &
la eslracdion de una misma raiz sin que deje de haber pro-~
porcion.

le® S(‘a la proporcién

albi; c:d
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lilcva,..10 ainl.os micnbn.s de esta ecacioii & la polen-
Cia (lei grado w, serd

" ' N luego etc.

2. Si cslraemosla raiz del grado », de loodos ndnn-
lilos de la ecuacion (1) setendra

»> ni _
( Yr
virnsa a0 mis HL
Vb i/d
) m n
N X/'a. i/¢ i \/c \/d luego etc.

~ En toda Jm]m'clnn la sania ¢ diferencia de los dos
primeros (erininos es & la suma'é diferencia de los do”~UI-
mos, como el segundo al cuar/o. é como el primero

Sea la proporcion o

LI
I,

S
'C R
d

o

n

a
n h""‘

sumando + : 4 los'dos mleinliros sera:

1
h
>
>
©
I+
o
o
s
I+
[
©

6 iL~>
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y aUernando los medios

a+ b\ex d\\b d (@
Alternandolos medios de la proporcion'(l), sera
n\c\\b\d ©)
Las proporciones (2) y (5) dan porci teorema  (I)
atx ¢ :cxd:ra:c 4

Las proporciones (4) y (2) dejan demostrado el teo-
rema.

VI Enloda proporcion la suma de los dos primeros lér-
minfis es & su diferencia, coipo la suma de los dos Ultimos es &
2u diferencia.

Sea la proporcion

a'by,c'.d.-

Segun el teorema V se deduce
a b:c dy a:c
a—h\c~ dy a\c

y segun el 1

a h\Na—by ¢ d | —d luegoetc.
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Vil  !in toda proporcion la suma 6 la diferencia de aii-
lecedenies es a la suma 6 diferencia de consecuenies, como un
antecedente & su respectwo consecuente, y la suma de anléce-
denles es a su diferencia, como la suma de consecuentes es &
su diferencia.

Sea la [)roporcion

a'h\W\c\d

alternando los meilios
a\c\ b\d

Aidicando & esta proporcion los teoremas V y VI dardn
a ¢c¢lb d\a\ll), o6 Illcld

a~c¢c h dy. a:b y, ¢ \d
de donde
c:6+ i:6—d luego etc.

Yin  En una serie de razones iguales” la suma de lodos
los antecedentes es & ja suma de todos los consecuentes, como
un antecedente es a su consecuente.

Sea la serie de razones
a:hy c:dy e:fy (\i

6 hien
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Si suponemos ~ = (, todas las demés fracciones serén

iguales & 7, pues todas son iguales & 7 ; se tendra

) a= b(; c= d(f\ e= f<j- (j™hq

Sumando ordenadamente, esto es, miembro a miembro.
seia

a-\-e-\-e-~q = [h-\-d-\-f-\-h)q

de donde

a= "+ g4-g+ g
6+ f+ /4-A

y como (j os igual a cualrpiiera de las fraccioiies. sera

~N+og-tg-|- a

h  d-\~f i )}
a+c+ fiH-7:bil-\-f~h Il a:b lucgo&c.
IX En toda propoi‘cion lasiupm o diferencia del primer

antecedente y de su consecuente es al mismo antecedente ¢ con-
secuente, conto la siwui 6 diferencia del seyuiido antecedente y
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su conseciienle es al mismo aiilecedente 6 coiisecuenle.
Sea la proporcion

allernando loa medios
«:c::h:d
Aplicando i osla proporcion el teorema VIi. se tiene
(ixf*:c £d ::a:c6;;b:d
y alternando los medios
«x ¢ (**c+ d;c luego &c.
Nai tbiict d:d

Kn este teorema se fundan los medios de comparacion
amados, comparar componiendo y comparar dividieudo.
Comparar componiendo es comparar la suma de ante-

cedente y consecuente de cada razbn al mismo antecodente o
al mismo consecuente.

Comparar dividiendo es comparar la diferencia de ante-
cu uite y consecuente de cada raz6n a! mismo antecedente o
id mismo consecuente.
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Prosvesvoncs.

Se llama p'ogresion ii una serio de términos (jue,
(le uno (M otro y sin intennision, van creciendo ¢ disminu-
yendo formando iina série de proporciones continuas.

El primer lIérmino de una /progresion es el (Jue estd mas
4 la izquierda, y dltimo é (jue estd mas & la derecha.

La progresion se dice que es ascendente cuando sus tér-
minos van aumentando desde el primero al Gltimo; y descen-
dente, cuando van disminuyendo en el mismo sentido.

La progresion puede ser aritmética i por diferencia, y
geométrica 6 por cuociente.

I*vogvcs\on avUméUca.

Lldamase progresion ariimética () por diferencia una série
de términos tales, que entre cada dos consecutivos haya una

misma diferencia: esto es, una série de términos que, de uno
en otro y sin intermisién, van creciendo o disminuyendo en

una cantidad constante, llamada, diferencia, razén ¢ exponente
de laprogresion.
Tales son las siguientes:

W 4.7.10. 13. 16
i 16-".13. 10.7.4.1

(ine se leen respectivamente 14447 &c.; 16ul3410 &c.
Para formar nna progresion aritmética cuando se conoce
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ei primer lérmiiio y la razén, se suma al primer termino la ra-
z6n, y se obtiene el segundo; al segundo se le ; uma la razén
y (la el tercero, y asi sucesivamente.

La razon & esponente do una progresion aritmética se ha-
lla restando de un término cuah{aiera el (pie le procede in-
mediatamente: si la diferencia es positiva, la progresion es as-
cendente; y si es negativa sera descendente.

Toda progresion aritmética puede continuar sin limite as-
cendiendo hasta una cantidad intinitamente grande positiva, y
descendiendo hasta una cantidad infinitamente grande nega-
tiva.

Es evidente que toda progi’csion aritmética ascendente se
convierte en descendente, o ai contrario, con solo considerar
al primer término como Ultimo, y & este como primero; y tam-
bién con solo cambiar el signo de la razon.

Xeovemas twndivnwnitiiVes rtc Vas i”*voisvesiones
avUméVicas.

f  Un término cualquiera de una progresion avil mélica es
igual al primero mas lanias veces la raz6n como términos baya
antes de éh 6 como términos tenga la progresién menos uno.

Demostracion. — la progresién aritmética

"a.b.c,f p.g.r,u
Si suponemos que i/ es la razén constante entre cada dos

ti'rminos consecutivos, y que 9 es el nimero de términos déla
progresion, tendremos las (n—l) ecuaciones de los Agn—l)
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Uni:inoD (lo la progresion, paos oi primor ldritiino se supon?
(lado, lalos romo sijiiien:

‘ + i/
r=6-j-.1
/- e + (
( —si-i-(
m—(+
7 = mj- (

Sumando oslas ecuaciones miombi' j & miembro, y lérmi-
no & ldrinino, lendremos

y como lodos los términos de la progresién, menos el primeroy
of ultimo, son comunes & ambos miembros, podréan suprimirse™
sin (lile por esIn se altere la ecuacion, y sera

«= «+ («—l)rf (l)
ospnsion ijue representa el Iérmino genef'al tjeh progresion,

y sirvo para hallar cuabpiipr término de una progresion aril-
inéliea, sin ni'cesidad de ealnilar lodos los intermedios.



AUIKHKA. 179

il in tolla jtrogrcsim ariliitélk-a (asuma délos Urmi-
nos estrefiios esi'gudl a la de otros dos cualesquiera equidis-
Innhes de los estrefiios; y si los términos de la p'ogresion es
impar la suma délos eslremos esigaalal duplo deltérmino medio.

Sea la pi'ogrcsion arUmética

a. P- V.

enlaciui! aya son los lérmiiiod exlremos; pyq dos ter-
ininos de la progresion ctiuidislanles de los estrefiios; esto es,
(jue antes de p liaya n— 1 términos, incluso el primero a,
y después de q baya también n—1 términos, incluso el
altimo u.

Si consideramos la progresion desde a basta p, segun el
teorema anterior tendremos

p=a--(n—1
y considerando la progresion desde ( basta u,
u=q [A—\d
Restando estas dos ecuaciones resultara la eipiidiferencia
) p—M a—q

y cambiando de miembros a u y 0.

lo que demuestra la primera parte.
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Si el nimero de términos de ia progresion es impar, la po-
demos representar como signe, y bajo las mismas condicio-
nes (jue en la anterior

considerando la progresién desde a hasta se tendra
i)=a-\- {n—\)d
y considerando la progresién desde p hasta il serd
n {it~ i)d
restando las [dos ecuaciones
p—n-a —p
iF\-p= 24= «+ u

Con loque queda demostrada la segunda parte del teo-
rcma.

1. La suma de iodos los términos de una progresion
aritmética es igual & la suma de los estrefiios multiplicada por
la mitad del nimero de términos.

Demostracion. | a progresion



AUIEIIBA. i81

Si sumamos ‘odos sus torminos y llamamos S aesla su-
ma, se tendra
S'= rt-]-6+ ¢ - o o m Vi
y escribiendo esta suma en orden inverso, sera

S= i -4~ .. -c-j-6-f-a

Sumando estas dos ecuaciones miembro & mieml}ro, y tér-
mino & término, sera

2S=(a+li)+(/i+tr)+(c+?2)+ ..+ (i/+r)+('m+")+(«t")

Cada término de esta ecuacion representa la suma de los
estreraos de la pri)gresion propuesta 0 la do dos términos equi-
distantes; y como, segin se lia demostrado, son estas sumas
iguales & la suma de los ostremos, el segundo miembro es
equivalente & tantas veces la suma de los estrefiios {a-\- u)

como términos nay oOn la progresion que es 7»; por Unto

2 = (rt-f-%)n
S = (a-h?201I' (2

espresion del término sumalorio de una progresién aritméti-
ca, en funcion del primer término, a. el dltimo 7%, y el nu-
mero de términos de la progresién, n.
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Si en i ecuacion (i) susliliiiiiitij poi' u la -edpi‘esion

(l) se tiene

(¢]
1

[rt~ fi-i- (ii—1) i/] |

an-\-~n{n~-\)d 3

formula que da también la suma de todos los términos de
una progresion arilinélica en funcién del primer termino a,
(le! ndmero de términos n y de la razén d.

Si en la ecuacion f3) despojamos @ n, se hallara

S = aw-j- 4-rfn*—

15 W

féormula (JUC d& el ndmero de términos de una progresion
aritmética en funcion del primer término a, de la razén d

y de la suma S detodos los términos de la progresion.

1nic aelou

Se llama interpolacién 6 intercalacién, & una e
racion que tiene por objeto introducir entredds nimeros da-
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ilnj; un nduicro cual(Jiiiera de Iérniinos. do modo (jue entro to-
dos foniion una progre&ion.

inlerpolar o un inunoro p do medios arilmé-
licos entro dos numeros a y %, cs formar una progresion
aritmética cuyos estremo.' sean a y y entre los cuales
liaya p ténninos en [)rogresion aritmética. Supuesto (jue se
conoce el primor téminino a dola progresion, solo falta cono-
cer ia razon d. que, sumada con.cl primer ténnino daria el
segundo, sumada al segundo daria el Ici'iMro, y asi sucesiva-
nienlo liasta llegar al Ultimo v.

7

Para determinar & d, bastard despejarla en la ecua-
cién (1), lo que nos dara

n—i o)

y como el nimero de términos n de (jne ha de constar la
pi'ogresion, sma el ndmero de términos p ((ue se han de
interpolar, mas el primero y dltimo que so dan conocidos,
sera

H= 4P
ijue sustituido en la ecuacion (3), daia

| = n—a
(= p+i (6)
formula que nos da la razén de la progresion en funcion de!
primer término, dltimo y numero de términos que se han de
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interpolar; de donde se infiere; »luo para hallar la razon se
resta del lilimo término el primero, y él residuo se parle
por el ndmero de términos que se han de interpolar mas
uno.

Asi pues, conocidos tres de los cinco elementos fine cons-
tituyen una progresion aritmética, & saber; el primer término,
el daltimo, la razon, el nimero de términos, y la suma de
todos ellos, se pueden hallar losotros dos; poniue constituyén-
dose con estos cinco elementos las dos ecuaciones fundamen-
tales (l) y (2) el poblema serd determinado, pues habra tan-
tas ecuaciones como incognitas.

W oW emas so\n*c \as Vosi'esiones avUmellcas.

iHallar el octavo término de la progresion cuyo pri-
mer termino sea 5 y la razén 8

Resolucion, A9 = 26.

2. * Hallar la suma de los 20 primeros términos tie la
progresién, cuyo primei’ término es 1 y la razén 2

Resolucion, S = 400.

3. * Hayan el nimero de términos de una progresion cu-
yo primer término es H, larazon - 2 y la suma de lodos
sus términos es 32.

Resolucion, %= 8

*i.* Interpolar cinco medios aritméticos entre 7 y 40.

Resolucién, i/= 0,5 vy la progresion sera

~7,7.5. 8 8,0.9. 9.5. 40
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Progresiones geométricas 6 vov cuociente.

218 Progresion geomeétrica 6 por cuociente, es una serie do
términos tales, que entre cada dos consecutivos haya una uiis-
ma razon geométrica; m bien es una serio de términos cada
uno de los cuales contiene al que le precede 6 esta conteni-
do en él un mismo ndmero de veces — Este nimero de veces se
'lama razon 6 espoliente de la progresion

Tales son T3:6:12:24: 48 &c.
n-48 1 24:12 1 6: 3 &c.

219 Para formar una progresion geométrica cuando se co-
noce el primer término y la razén, se multiplica el primer tér-
mino por la razén y se obtiene el segundo; se multiplica es-
te porlarazon y se tiene el tercero, y asi s,.lesivamente.

220 Larazdn 6 esponente de unaprogresién geométrica se
baila diiidiendo un término cualquiera por el que le precede in-
mediatamente; si te razon es mayor (pie la unidad la progre-
sibn serd ascendente; y descendente si fuere menor que la

unidad.
221 Toda progresion geométrica puede continuar sin limites

ascendiendo hasta una cantidad infinitamente grande, y des-
cendiendo hasta una cantidad infinitamente pequefia.

222 Es evidente guetoda progresién geométrica ascendente
se convierte en descendente con solo considerar el Ultimo térmi-

no como primero; y también con solo cambiarla razén en un
24
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guebrado cuyo numorador sea la unitlail y cuyo dcnoniinailor
sea el esponente de la progresion ascendenle-

Yoovomas f'uudiimentales (le\as \uogivsle-
we» iseoiuélvicrts.

I (Jn término cualquiera de una progresion geométrica
es igual al primero mulliplicado por la razén elevada a la po-
tencia indicada por d ndmero de términos, que le preceden ¢
como términos tenga la progresién menos uno.

Demoslrarion.—'3Ql la progresion geométrica

0:¢:r: p Xlu

Si suponemosque g es la razn constante entre cada dos
[énninos consecutivos, y que N es el numero de términos de
la progresién, tendremos las («— m®) ecuaciones de los (W—l)
términos do la progresion, escoplo la del primero que se supone
conocido: Vv seré

b *= ag

c”™ bg
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nuilliplioaiuio eatas ecuaciones mienibio & miembro, y obscr
vando que (j entra (n— 1, veces como factor, lertdremos:

6c. . . . y.u=ajf. 1 1

y como lodos los términos de la iirogresiou menos el pri-
mero y ultimo son factores comurtos & ambos miembros, pue-
den suprimirse sin que se altere la igualdad, y sera

espresion (juc representa e! lénnhio f/eneral de la progresion
geomeétrica, y sirve para bailar un término cualquiera do ella,
sin necesidad de calcular lodos los intermedios.

Il En toda progresion geométrica el producto do los es-
tremos es igual al de dos lérmmos cualesquiera equidislan-
les de los estrefiios, si el nimero de términos de la progresion es
par-, y si fuere impar, el producto de los estremos es igual al
cuadrado del término medio.

Demostracién.  Sea !a progresion geométrica

enlacual a y ii son los términos estremos; pyr, dos tér-
minos de la progresién Cfiuidislanles de los estremos: esto os, que
antesde p haya (ii— 1) lérmmos, incluso el- primero a\ y
después de r haya también (n -1) Iérininos, incluso el dl-
timo wu.
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Si consideramos la progresion desde a hasta p, ten
drcmos segin el teorema anlerioi-,

p= a7~

y considerando la progresion desde r hasta u; sera

A= rg

partiendo estas ecuaciones, se tendra

de donde

lo que demuestra la primera parte.
Haciendo las mismas consideraciones en la progresiéon si-
guiente:

IT a: VA
se tiene
p~oa q
«= >(
y partiendo
u p
de donde
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con lo ijue queda demostrada la segunda.

I1i M suma de lodos los términos de una progresion, geo-
métrica es igual al lillimo término multiplicado por la razon
menos el primero, dividido por la razén menos la unidad.

t)emostracio7i.—'didL la progresion geométrica

ira 0 c¢ p\r\u

designando por > la suma de, lodos sus términos, sera

5— ¢ C+ i
inullipiicando por g los dos miembros de esta ecuacion, y te-
niendo presente que cada término multiplicado pol- la razon
dé el siguiente, resultaré

Sq= b c¢#+d . . . -|—fH t~"
y restando ordenadamente estas ecuaciones y sitjiplificando sera

Sq—S=uqg —a

de donde

espresion del término sumai07io de una progresion geométrica
en funcién del primer término, el liltimo y la razén.
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Sien la ecuacion (2) sustituimos por u su valor (1) ten-
dremos;

g~\

q-\ ©)

espresion del términosumatorio en funcién del primer término,
la razon y el numero de términos de la progresion.

Si la espresion de S (3) se (juisiera deducir directamente,
procederiamos como sigue.

Sea la progresién geométrica, en funcién del primer tér-
mino y la razon

~ al\aq :aq':aqgq"': . . . ag""\ag~"\ag™~'
Llamando S & lasuma desus términos, sera
S=~a + ag-\~aqg'-\-aq'-\-. . ag™~"
ub5=afl + Ne-2 4
el factor (lue esta dentro del paréntesis es igual é(49.Consec. 2.*)

v—1
9-1

luego sustituyendo, serj,

0)
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;|U0era lo quo se pedia.
La ecuacion anterior (4) puede escribirse como sigue

c aq" a

Si la progresion geométrica es descendente, la razén (
sera una fraccion propia, y por tanto menor que la unidad; (
tendra laforma ~ * 79" laforman .

A medida (Jue aumenta el nimero de términos de la pro-
greskin, aumenla n, y q" 6 su igual disminuye; cuando
el nimero de los términos sea inilnito, serd

-= N
n-=cO\q XD
y la ospresion anlericfi' se convertird en
5= 2
- 7-1 T-~r
formula que da el valor de la suma de los términos de una

progresién descendente, cuando es infinito el namero de tér-

minos.

IV El produclo de lodos los lermmos de una progresion

geométrica, es igual a la raiz cuadrada del producto de
estrefiios elevado & la potencia indicada por el mimero de

términos.

los
los
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Dmostracion. - Sea la progresion geométrica

a'b'cld . . . plr slu
I

Tendremos llamando P al producto de los n términos
de la progresion,

P ax XexdX 1 . . XpXr xsxu

y escribiendo este producto invertido, serk
P=~uXsXrXpX =« . . Xin~Xcx""rt

Multiplicando estas dos ecuaciones ordenadamente, sera

/ {ax ii). {bXs) .(cXr) . {pxd), . \

I {p X rf). (c X ). {¢X 5). (@aX <

Este segvindo miembro, es un producto que consta de n
factores, iguales todos & (aX«)” porgue todos son pro-
ductos de tci'iuinos eriuidistantos de los estremos; luego, (ax w)
entra n veces como factor, y el segundo miembro sera por

consiguiente igual & («X«)"; sustituyéndolo, pues, en la
ecuacion  {x) serd

X «)“

y P=i/(a. w)"“ )
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liiler\)o\s\c\on.

22i Interpolar ¢intercalar un nimerop de medios geoiné-
Iricos enlre dos nimeros ayu es formar una progresion geo-
meétrica, cuyos estrcmos sean ay u, y entre los cuales ha-
ya V términos en progresion geométrica.

Suponiendo conocido el primer término de la progresion
a, solo falta conocer la razén 7 nuc, mvdtiplicada por el
primer término dard el segundo, multiplicado este por la ra-
zon dara el lerc(?ro, y asi sucesivamente hasta llegar al ul-
timo n.

Paj'a determinar & 7 bastara despejarla en la ecuacion
(l), y tendremos

= ©

y como el nimero de términos de la progres’on menos uno,
es igual al ndmero de léiininos que se han de itderpolar mas
uno, sera

n—1::;>+ 4

y la ecuacion (G) sera

p+>

férmula que nos da la razén de la progresion en funcion del
primer término, Ultimo y ndmero de términos que se han do

interpolar; de donde se deduce; ipie, para hallar la razon
28
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$e parte el dltimo término por el primeroy al cuociente se
leestrae la raiz del grado que indique el ndmero de términos
guese hayan de interpolar mas uno,

225 Asi pues, conocidos tres de ios cinco elementos que
constituyen una progresion geomeétrica, & saber; el primer térmi m
no, el dltimo, la razén, el ndmero de términos y la suma de
todos ellos, se pueden hallar los otros dos: porque constitu-
yéndose con estos cinco elementos las dos ecuaciones funda-
mentales (l) y (2) el problema serad determinado.

V'voWcmas soln’c \as \u*ogvcsioncs geomec-
tvicas.

1* Hallar el octavo término de la progresion por cuo-
ciente cuyo primer término es 3y la razén 4.

2, " Hallar lasuma de los ocho términos de la progre-
sion anterior.

3.® Hallar la suma de todos los términos de la progresién
geométrica descendente é ilimitada,

\ O+ +

© Ae gt etc.

Resolucién, S i3-.
4/ Hallar la suma de todos los términos de la progre-

sibn geométrica descendeate Gilimitada,

ﬁ!li'Z‘.%*'.Q;:%TT: etc.

Resolucion, 2.
5.« Interpolar cinco medios geométricos entre 2 'y 4458,
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ljogariinios.

227 Logaritmos son unos numeros en progresion arit-
mética que corresponden, término & término, a otros términos
en progresién geométrica, pero siempre con la condicién que
el primer término de la progresion geométrica sea 1 y el de
la aritmética sea cero.
Los términos de la progresién geométrica son los nume-
ros, y los correspondientes de la progresién aritmética son
los logaritmos de dichos nimeros.
Si tenemos dos progresiones, una geométricay otra arit-
mética, & saber;

Progresién geométrica 6 de los nimeros, i

HV 3: 9 :27 :81 :.243 ;729etci/
Q)

Progresién aritmética 6 de los logaritmos. 1

A 0. 1. 2. 3. 4 5 Betc. !

estas dos progresiones consti/uyen un sistema de logaritmos.
Kn este sistema, el logaritmo do 3 es 1; el de 9 es 2;
el de 27 es 3, etc. lo cual se espresa asi, log. 3= 1,
log. 9= 2;etc,

228 Se llama base de un sistema dé logaritmos al ni-
mero cuyo logaritmo es la unidad; esto es, al término déla
progresion geométrica que corresponde al término ~ de la
progresion aritmética.
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En el sistema de logaritmos expresado por las dos pro-
gresiones (1), la base del sistema es 3, que es también el
ndmero que lia servido de razon para formar la progresion,
geométrica.

229 Es evidente (pie puede haber infinitos sistemasde
logaritmos, porque son infinitos los ndmerosque se pueden elC*
gir para base 0 razon de la progresion geométrica; asi es que
un mismo logaritmo corresponde & varios ndmeros en diver-
sos sistemas, y & un mismo ndmero corresponden distintos lo-
garitmos en diferentes sistemas.

Por ejemplo; si se toma por basé de un sistema de lo-
garitmos el nUmero 9, tendremos:

Progresion geométrica ¢ de (0s nimeros.
N1 9, 8 0 729 ;) ete
Progresionarilmélica 6 délos logaritmos.]

i- O\ 1. 2. 3. etc.

En este sistema, 2 es el logaritmo de 81; y en el sis-
tema anterior 2 es el logaritmo de 9. En el segundo siste-
ma el logaritmo de 729 es 3; y en el primer sistema el lo-
garitmo de 729 es 6.

230 Para distinguir uno deotro, varios sistemas de logarit-
mos, basta expresar la base decada uno de ellos; esto es, el ni-
mero (pie, en cada sisiemn. tiene por logaritmo !i unidad.

231 Labase, como (piees arbiiraria. pir deser entera, frac-
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cionaria, iiioomensurable; en una palabra, puede ser la can-
tidad fjue so {Juiera: pero en todo sistema de logaritmos, el lo-
garitmo de lamidad es siempre cero, ij dde la base uno, co-
mo se deduce de la simple inspeccién de las progresiones.

232 Las progresiones fundamentale™ de un sistema de
logaritmos no dan mas que los logaritmos de los términos que
constituyen la progresion geométrica; y paia hallar los lo-
garitmos de todos los niimcros, se intercala entre cada dos
términos de la progresion geométrica un medio geométrico 6
por cuociente, y entre cada dos términos de la progresion
aritmética un medio aritmético 6 por diferenci: ; repitiéndola
misma operacion con las progresiones que resulten, se lle-
gard al fm & una progresion geométrica en (pie se encontra-
ran todos los nimeros enteros 6 cxactameide n con toda la
aproximacién que se ([uiera, y & una progresion aritmética
cuyos términos seran los logaritmos de los términos correspon-
dientes de la geométrica.

Si de la progresion geométrica se toman todos los nu-
meros enteros y se escriben en una columna, y de la pro
gresion aritmética se loman los términos correspondientes y se
escriben en otra, rcsul/ar4 formada una tablado logaritmo de
los nUimeros enteros en el sistema representado por las dos pro-
gresiones fundamentales.

233 Como la interpolacion necesaria para obtener los
logaritmos de todos los nimeros en!?ros produce, en general,
nimeros mistos cuya parte fraccionaria so espresa en deci-
males, se puede decir, en general, que todo logaritmo consta
de una parte entera que se llama caracteristica, una frac-
cién decimal que se llama mantisa.
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116 Las dos progresiones (1j, & saber,

1 :3 ;9 ;27 :81 :2i3 :729 ; 2187 etc.

N~ 0.1, 2 3. 4 5. 6. 7. etc.
pueden escribirse como sigue:

Hr 3 :3:3:3 3:3:3 et

T0v:1.2.3.4 5.6.7 etc.

y bajo esta forma nos dan una segunda definicion de los lo-
garitmos, 4 saber: el logaritmo de un ndmero es el esponente
de la potencia a que es preciso elevar la base para producir
dicho numero.

En efecto; se tiene evidentemente, tomando un termino
-cualquiera v. g. 3%

3%“= 243 i
5= log. 243
de donde se deduce
3 log2« ~|243;

y como esto mismo se verifica en cualesquiera términos cor-
respondientes de las.progresiones, resulta que si designamos
con b la base de un sistema do logaritmos, con n un ni-
mero y con g; el logaritmo de este nimero 6 log. n, so tendra

0gD. ==, .
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ecuacion que nos dard todas las propiedades de los logaritmos,
como lo vamos a ver.

D\scas)ioii (le\i\ecuacion esivonenclal.

—n 6 b =r n.

Tomemos la ecuacion exponencial

br= n;
y tendremos
4* Si damos 4 x los valores 0 l, 2, 3, etc., en pro-

gresion aritmética, resultardn para n los siguientes en progre-
sién geométrica

b, b, h etc.

Esta progresion geométrica es la série de los nimeros,
y los valores de x la de los logaritmos de estos nimeros.

2.® En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la
unidad es cero, y el de la base es uno: en efecto; cualquiera

que sea U, siesic= , resulta n= \\ estoes, log. 1=+0
ysies ic= 1, resulta w— 0, estoes, /o~ 6= 1.
3. ® Sila base BGes > 1, los logaritmos de los nu-

Meros mayores que 1 seran positivos; y los de los numeros
menores que 1 seran negativos: en efecto; si hacemos

x=0, 1, 2, 3, 4, etc!

resultara

i, 6§ 6, b\ 6 et



200 ALGERKA

y si_hacemos
X —1,—2,—3, — 4, ele’
resultara
—6>wm b & i
4* Si la base Bes < 1 pero positiva, los logaritmos

de los ndmeros mayores (jue 1 seran negativos, y los de los
ndmeros menores que 1 seran poslivos: en efecto, si 6< 1,

podemos representar & b por una fraccion jr , y sera
6 g
1

Si en esta ecuacién hacemos

resultara
;1 1 i. Mpl
Y S
6 n=1 b\ aetc.;

y si_hacemos

X==—1t, — 2, — 3, — 4, etc.
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resultara

n= b' b>' etc.

n= 6 etc,

5.® Si ia baso b es positiva, las cantidades negativas
no tienen logaritmo; porque cualquiera que sea el valor que
se dé & X, ya sea positivo, ya sea negativo, jamas resulta-
rd un valor negativo para n en la cuacion b*= n.

6* Ssilabase b es negativa, las cantidades positivas
tendrédn logaritmos pares, y las cantidades negativas logarit-
mos impares; en efecto, si b es negativa, podemos represen-
tar & b por la cantidad (—p ); Yy laecuacién

an= 1
se convertira en
{—ip)r= 12
La simple inspeccion de esta ecuacion nos hace vei' (Jue
con valores pares de x obtendremos resultados positivos-para
n; y con valores impares de x obtendremos resultados ne-

gativos para n.
7® Si b= 1, resulta n = meon cualquiera valor de X.

Propiciares ie ios iogarUmos.

Teoremas.

I El logaritmo de un prodneto es igual & la suma de los

logaritmos de los factores.
26



I.
202 ALGBRRAm

Sean m y n dos nudmeros cualesquiera; b la base de un
sistema de logaritmos; y log. m, log. n los logaritmos de m
y de n enel sistema cuya base es ¢ ; se tendra, en virtud de
lo dicho,

m= h

n= 6 -

Miiiliplicando estas dos ecuaciones; se tiene

y por la segunda definicion de los logaritmos,
log. m. n = log. m-}- log. n.
Il El logaritmo de un cuociente es igual al logaritmo del
dividendo menos el logaritmo del divisor,

t Si dividiidos la primera do las ecuaciones (A) por la se-
gunda tendremos

mm in—@&n
fi" "7 '

y por ia segunda definicion de los logaritmos,
log. ~ log m —log. n

Ili EIl logaritmo de una potenciaes igual al esponente
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de la folenda muUiiticada por d logaritmo del nimero que
se eleva.

Si elevamos a la potencia p una cualquiera de las ecua-
ciones fi) vi g. la primera, resulta

ini* =

y por la segunda definicion de los logaritmos,

logg = log.m.
IV. EIl logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de
la cantidad subradical dividida por el indice de la raiz.
Si eslraemos la raiz del grado r de'una cualquiera de
las ecuaciones (4), v. g. de la primera, resulta

r log. m

I/m = b r

y por la segunda definicion de los logaritmos.

r-—- lgg
log. I/m = — .

230 De los teoremas (jue so acaban de demostrar se
deduce que los logaritmos simplifican mucho los célculos; pues
reducen la multiplicacion & suma, la division & resta, la ele-
vacion a potencia & multiplicacion, y la cstraccion de raiz &
division.

Neper, gran gedmetra escocés, fue el inventor de los lo-
garitmos.
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Sistema Ae logavUmos vulgaves 6 talmlaves.

237 Para sacar de la invencién de los logaritmos to-
da la utilidad posible, el malemalico Briggs adopt6é por base
de un sistema de logaritmos el nimero 10, que es la base de
nuestro sistema de numeracién; y & estos logaritmos se ha
dado el nombre de logaritmos vulgares, logaritmos de Mggs 6
logaritmos tabulares, porque son los contenidos en las tablas
usuales de logaritmos.

Las dos progresiones ¢.indamenlales dcl sistema de lo-
garitmos tabulares 6 de Briggs, son

H * :10: 100 : looo : i0o,000 : efc.
-fo‘:l: 3 3 i : etc

En este sistema, como en lodos, ellogaritmo déla uni-
dad es cero, y el de la base es tmo.—Ademas, los logaritmos
son los exponentos do la potencia & que se eleva la base para
producir el ndmero; de modo que, para un ndmero cuakjuic-
ra, v. g. 100, se tiene

10

Las dos progresiones precedentes que determinan el sis-
tema de logaritmos tabulares 6 de Briggs, dan solamente los
logaritmos de los nimeros que son potencias sucesivas de 10;
para obtener los logaritmos de todos los demas humeros en-
teros, se interpolan entre cada dos términos de la progresién
geométrica muchos medios geométricos; y entre cada dos lér-
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minos de la progresiéon aritmetica ¢l mismo numero de me-
dios aritméticos; de este modo apareceran en la progresién geo-
métrica todos los ndmeros natnrales, y en la progresion arit-
mética sus correspondientes logaritmos. Si escribimos los pri-
meros en una columna, y los segundos en otra, resultara for-
mada una tabla do logaritmos como la de Callet.

238 Ademéas de las propiedades fundamentales de los

7

logaritmos, que son comunes a todos los sistemas, los loga-
ritmos tabulares ¢ de Briggs tienen las siguientes, que se de-
ducen facilmente de la simple inspeccion de las progresiones.

1 El logaritmo de la unidad seguida de ceros tiene
una caracteristica igual a tantas unidades como ceros siguen a
la unidad, y cero de mantisa.

2. “ El logaritmo de todo ndmero mayor que 1,
una caracteristica igual & tantas unidades menos una como cifras

hay en los enteros.

lleno

3. * El nimero correspondiente & un logaritmo positivo,

tiene tantas cifras do enteros mas una como unidades tiene la
caracteristica.

4. * Para multiplicar ¢ dividir un ndmero por 10,

1000, etc. basta sumar O restar a la caracteristica de su lo-
garitmo 1, 2, 3 etc., unidades, porijue el logaritmo do 10 es
t; el de 100 es 2; el de 1000 es 3 etc.

5. “ Ea manlisA del logaritmo de un ndmero no
auiiffue se agreguen 6 se (piitcn ceros & la derecha del nime-
ro, ni aumitic el signo decimal se corra de derecha aizquier-

7

da 6 de izquierda & derecha; porque esto equivale a multipli-

car ¢ diviilir el nimero por 10. 100, 1000, etc., y esta Ope-
racion no afecta mas ipic & la caracteristica del logaritmo.

100,

varia
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V5»0 de Vas taVVAS.

PROBLEMA 1I.

239 Dado un numero, hallar su logaritmo.
Primer caso. Si el ndmero es entero y esta compre-
hendido en la tabla, pdngase una caracteristica que contenga
tantas unidades menos una como cifras tenga el ndmero; bus-
guese la mantisa en las tablas, y escribase a la derecha dela
caracteristica.

Segundo caso. Si el nimero es enteroy no estd eompre-
hendido en la tabla, péngase una caracteristica que™ contenga
tantas unidades menos una como cifras tenga el nimero; se-
parense con un punto de la derecha & la izquierda del nimero
tantas cifras cuantas sean bastantes para que las de la iziiuier-
da compongan un nudmero contenido en la tabla: hallesela man-
tisa del nimero resultante & la iziiuicrda, y la diferencia D en-
tre esta mantisa y la del namero siguiente, y férmese una pro-
porcién diciendo:

Si una unidad do diferencia en los numeros produce la
diferencia D entre las mantisas do los logaritmos, las cifras
separadas & la derecha, consideradas como decimales ;quédi-
fcrencia x poduciran en el logaritmo?

El cuarto término de esta proporcion se suma & las Ul-
timas cifras déla mantisa que setomo de las tablas, y el re-
sultado serd la mantisa del ndmero dado.

El corto célculo de esta proporcion se puede evitar ha-
ciendo uso de las tablas de parles proporcionales que traen las
tablas do Callel.
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Adveriencia—Tmgm presente que siempre que en un
célculo se ornila alguna cifra decimal de la derecha de un
numero, si la cifra omitida cs S 6 mayor que 5, se debe au-
luenlar una unidad a la Ultima cifra que se conserva.

Tener caso. Si el numero dado es mixto de entero y
fracciébn comun, se incorporan el entero y el quebrado, y so
obtiene un (juebrado impropio que puede considerarse como
una divisién, y cuyo logaritmo se baila restando del logarit-
mo del numerador el logaritmo del denominador.

Cuarto caso. Si el nimero dado es mixto de entero y
fraccion decimal, pdngase la caracteristica atendiendo solo &
los enteros*, y para bailar la mantisa, prescindase del signo
decimal del ndmero, considerando & este como entero.

Quinto caso. Si el nimero dado es una fraccién comun
propia, su logaritmo puede obtenerse bajo tres formas distin-
tas; por ejemplo; se pide el logaritmo de la fraccion propia.f.

Primera forma.

Como toda fraccion se puede considerar como una divi-
sion cuyo dividendo es el numerador y cuyo divisor es el, de-
nominador, réstese del logaritmo del numoi‘ador el logaritmo
del denominador; y como el suslraendo es mayor (Jue el mi-
nuendo, el logaritmo resultante serd negativo, y se usa poco.
Tendremos, pues,

3= 04771213

log. 7 =0,8450980

log, 1==-0,3679767
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Segunda forma.

Para hacer posible la sustraccion anterior evitando el lo-
garitmo negativo, agreglense & la caracteristica del logaritmo
minuendo las unidades necesarias para que resulte mayor
qgue el logaritmo sustraendo, Yy verifijuese la resta. El lo-
garitmo resultante sera el que se pide aumentado en las uni-
dades (lue se agregaron & la caracterislica del logaritmo mi-
nuendo; y para obtener el logaritmo cpie se desea, sera pre-
ciso anteponer al logaritmo obtenido el mismo ndmero de uni-
dades, precedido del signo nwios\ tendremos pues,

loj. 3= 04774213
— log. 7= 0,8450980
%.f= - 1+ 06320233
ijjue también se escribe asi

1,6320233.
Terceraforma.

En vez de restar del logaritmo del numerador el loga-
ritmo del denominador, simese el logaritmo del numerador con
el complemento aritmetico del logaritmo del denominador y te-
niendo presente (pie el coraplemoiUo aritmético de todo nume-
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ro va precedido de la unidad seguida de lautos ceros como
cifras tiene el nimero; tendremos

log. 3= 04771213
c. a. log. 7= — 10+ 9,1549020
log. 3= _ ,jo-h 9,6320233

Estos logaritmos se llaman complementarios, y son los que
mas se usan.

Cuando la parte-negativa de la caracteristicaes — 40,
se omite el anteponerla al logaritmo: en este caso, la carac-
teristica del logaritmo resulta aumentada en 10 unidades. A
los logaritmos expresados de este modo se les llama logarit-
mos aumentados & de caracteristica aumentada-, y para distin-
guirlos de los logaritmos efectivos, se escribe el signo decimal
hkcia la parte superior de la caracteristica, del modo signiente.

tog. -f= 9'6320233.

Observacion. —Es facil ver que para pasar de! logarit-
mo de la segunda forma al de la tercera, basta sumar
4 las parles negativa y positiva de la caraclerisca el nimero de
unidades convenientes.

Sesto caso. Si el niumero esima fraccion decimal pro-
pia, su logaritmo puede obtenerse también bajo tres formas
distintas; por ejemplo, se pide el logaritmo de la fraccion deci-
mal propia 0,00275.
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Primera forma.

Poniendo esta fraccion decimal en forma de fraccién co-

mun, tendremos la fraccion IC)207I\%O ) logaritmo se ha-

ya restando del logaritmo del numerador el logaritmo del de-
nominador. El logaritmo que se obtengaserd negativoy se usa
poco; tendremos, pues,

log. 275 = 24393827
log. 100000 = — 50000000
log. 2° = 25606673

Segunda forma.

Para hallar el logaritmo de una fraccion decimal pro-
pia, pongase una caracteristica negativa que contenga tantas
unidades mas una como ceros hay entre el signo decimal y la
primera decimal significante; en seguida el signo mas, un cero,
el signo decimal, y la mantisa correspondiente al humero con-
siderado como entero.

En efecto; supongamos cjue se pide el logaritmo de la frac-

cion decimal propia 0,00275.
Si  multiplicamos y dividimos esta fraccién decimal por la

unidad seguida de tantos ceros mas uno como ceros hay entre
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el signo decimal y la primera decimal signifioanle, tendremos

0,00270

bajo esta forma so tiene

log. 0.00275 = 2,75— log. 1000

= 3 05-393327;

y como el mismo procedimiento es aplicable & toda fraccién
decimal propia, cualquiera que sea el numero de ceros que
tenga entre el signo decimal y la primera decimal significante,
resulta demostrada la regla.

Terceraforma.

«Vaia hallar el logaritmo de una fraccion decimal pro-
pia, pdngase una caracteristica negativa que contenga tantas
decenas mas una como decenas justas de ceros haya entre el
signo decimal y la primera decimal significante; el signo mas,
una caracteristica positiva igual & la diferencia entre el nu-
mero de ceros que siguen al signo decimal y la caracteris-
tica negativa disminuida en una unidad; y la mantisa corres-
pondiente al nimero dado considerado como entero.»

En efecto; el logaritmo de 0,00275 bajo la segunda for-
ma es

toff. 0,00275 = - 3 -f 0,4393327.
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Agregando & las partes negativa y positiva do la carac-
teristica siete unidades, nimero necesario para (jue la parte
negativa consto de decenas justas, tendremos

log. 0,00275= - 10+ 7,439 3327;

y como el mismo procedimiento es aplicable & todos los casos,
resulta demostrada la regla.

Cuando la parte negativa de ia caracteristica es — 10,
se omite el anteponerla al logaritmo; el logaritmo aumentado que
resulta lleva el signo decimal en la parte superior.

Advertencia.—Téngase presente:

i.* Qqe los logaritmos de los nimeros enteros y de ios
ndmeros Mixtos son positivos.

2® Que los logaritmos de las fracciones propias comu-
nes O decimales son negativos, pero que pueden expresarse
con caracteristicas de la forma — a -|]-O, obien — 10+
0 con caracteristica aumentada.

3® Que la dltima cifra de todo logaritmo es, en general,
inexacta; y se puede decir que lodo logaritmo lomado de las
tablas tiene, en mas 6 en menos, un error cuyo limite es me-
dia unidad de la dltima clase decimal.

PravoN\ti.

240 Dado un logaritmo hallar el hnmero & que corresponde.

Lo pi'imero {{ue debe hacerse si la caracteristica tiene J)ar{o
positiva y parte negativa, es hacer entre dichas parles lare-
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duccioii que indican Jos signos. Si el resultado es positivo, es-
cribase el logaritmo con la caracteristica positivas si el resul-
tado es negativo, déjese el logaritmo tal como se ha dado, sim-
plificAndolo hasta traerlo & una de las formas

—aH-0 6 -10 +

Hecho esto, veamoslos distintos casosque pueden ocurrir.
Primer caso. Si la mantisa se halla exactamente en las
tablas, escribase el nimero (jue le corresponde.

Segundo caso. Si la mantisa no so llalla exactamente
en las tablas y se (juicre un resultado aproximado, véase en-
tre qué mantisa estd compreUendida, y escribase el ndmero
correspondiente 4 la mantisa de las tablas que difiere menos
de la dada.

Tercer caso. Si la mantisa no se halla exaclamonleen
las tablas, y se quiere un resultado exacto, hasla donde las la-
bias pueden darlo, véase entre qué mantisas estd comprchen-
dida; escribase la préxima menor y el niUmero que le corres-
ponde; héllese la diferencia d entro diciia mantisa préxima
menor*y la dada, y también la diferencia D entre las dits man-
tisas de la tabla que comprenden a la dada. Después de esto,
férmese la pi‘oporcion siguiente:

Si la diferencia D entre dos mantisas succesivas de la
tabla produce una unidad en los mimeros, la diferencia d en-
tre la mantisa dada y la préxima menor ;qué diferencian pro-
ducira?

El cuarto término de esta proporcién, expresado en de-
cimales. se une & la ilcrecha del ednmro corr-cspondicnte & la
mantisa préxima menor.
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En ia reduccion 4 deciaiales del término x, se llevara la
aproximacion & tantas cifras menos luia como cifras tenga la
diferencia tabular 2), porcjuc son las Unicas (jue pueden mi-
rarse como exactas.

El corto célculo de esta proporcion puede evitarse ha-
ciendo uso de las tablas de partes proporcionales que traen las
tablas de Callet.

Advertencia.~ Si la mantisa del logaritmo dado es cero,
el nimero correspondiente es la unidad.

Después que se ha operado con la mantisa, atenderemos
a4 la caracteristica, observando las reglas siguientes que se <le-
muestran con sunia facilidad.

i * Si la caracteristica es positiva, el nimero ha de te-
ner enteros. Separense & la izquierda del manero hallado tan-
tas cifras mas una cuantas unidades tenga ia caracteristica, y
pongase €l signo decimal 4 la derecha de las cifras sepa-
radas.

Si las cifras que se han de separar para enteros son mas
que las de que consta el nimero hallado, se supliran con ce-
ros & ia derecha las cifras que faltan. En este caso.no se
puede saber por las tablas el verdadero valor de las cifras
gue se han suplido con ceros.

2.* Si la caracteristica es negativa, el nimero no ten-
dra enteros, porque debe ser menor (pie la unidad. Escriban-
se a la izquierda del nimero hallado tantos ceros cuanta sea
la diferencia entro la parte positiva de la caracteristicay la
parte negativa disminuida en una unidad; a la izciuierda de es-
tos ceros cologuese el signo decimal, y un cero en los en-
teros.
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3.* Si el logaritmo es aumentado, escribanse A la izquier-
da del numero tantos ceros como valga la diferencia ji g de
la caracteristica; & la iztjuicrda deestos ceros coloquese el signo
decimal, y un cero en los enteros.

4* Si todo el logaritmo os negativo, el nimero debe ser
menor que la unidad. Prescindase del signo del logaritmo, y
hallese el nimero correspondiente, fjue puesto por denomina-
dor de un (juebrado cuyo numerador es la unidad, dara el
numero correspondiente al logaritmo negativo.

Aitvcrtcwcias generales.

1. ‘ Ks conveniente, en la practica, expresarlos loga-
ritmos de las fracciones de modo que la parle negativa de la
caracteristica sea 40 6 un mudltiplo de 10.

2* Es muy conveniente operar con los logaritmos efec-
tivos; si se sigue este consejo, se evitardn muchas equivoca-
ciones.

*

Si el logaritmo final de una operacion tiene parle

positiva y parte negativa en la caracteristica, y ambas fue-
sen muy crecidas, conviene simplificarlas todo lo que se pue-

da. de modo que la parle negativa sea el menor multiplo po-
sible de 10.
4, * Gomo para extraer la raiz de un ndmero es pre-

ciso dividir el logaritmo del ndmero por el indice de la raiz,
si la caracteristica del logaritmo tiene parte negativa y esta no
es divisible exactamente por el indice de la raiz, resultarduna
caracteristica fraccionaria. Para evitar las caracteristicas frac-
cionarias, se agregan, antesde dividir por el indice de la raiz,
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a las partes negativa y positiva de la caracteristica tantas uni-
dades 0 laiitas decenas como sean necesarias para (juc el cuo-
ciente de la parte negativa de la caracteristica por el indice
del radical sea un nimero entero, 6 el menor multiplo posible
de 10.

Si la parle negativa do la caracteristica es — iO, 0 la
caracteristica es aumentada, basta agregar tantas decenas me-
nos una como unidades tiene el indice del radical.

ejcvcicio.

I, Hallar el valor dex dado porla expresion

X ac a-\-b.

Siendo
rt»= 0, 007
6= 0,0004.

2® Siendo

a = 0,000000000000075 \

b = 0, 0000000000000004)

II. Hallar el valor de x dado por la expresion
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Vi~ 0,0000Q007&j™"'t 1N

h= 0.000004 n
2.* Siendo

a = 0,l000tG0000(jfeo75 )
h = O, 0000000000000004."( -eeli

Héaganse los calculos direciamenle y por compleincnlos
Il Haltar enaloT (fe x dado p6f'la é:fpesjon-

[ <c=(0,00D0U004),.%;fi
Hallar el valor de x dado por la expresién MOy

x = i/ '0,00000000000000i 75T ..m

Hallar el vedor de x dado por la expresién 11

1/52678,47

.. mo

IVesuUado, x=1,2;0917G
Vi.

Hallar el valor de'x dtdo i>0r la expresion, »

y / 0,00038474"

\ / 724674 i/0,A0IMVIT2T?A

ResuUamlo, x = 0,0127860.
D>1 2«
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VII. Hallar el valor de x dado for la expresion

X-. /\9/\

v/ ( 828

Resultado, «=»1,00278.

VIII. Hallar con toda la exactitud que dan las tablas el
logaritmo de la fraccion decimalperiddica 0 [260].

Resolucién.—Hallese la fraccion comun correspondiente,
y busquese su logaritmo.

Moan\o de un sistema de logaeltmos.

Modo de pasar dellogaritmo de un sistema al logaritmo de

otro sistema.

242 Teorema. Si designamos con la indicacién
al logaritmo de un numero m tomado en el sistema cuya base
es b; y con la indicacién L. m al logaritmo del mismo numero
men el sistema cuya base es  digo que sera

En efecto; designando cqiv 6 labas~deun sistema délo-
garit-mos, se tiene en virtud de la segunda definicion de estos

b m
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Tomandolos logaritmos de los dos miembros de esta ecua-
cibn en un sistema cuya base sea |3 tendremos

de donde se deduce

que era lo que se queria demostrar.

243 La ecuacion (B) nos dice que el logaritmo de un na-
mero m tomado en el sistemacuya base es b, es igual al lo-
garitmo del mismo nimero m tomi"do en el sistema cuya ba-
se es f3 dividido por el logaritmo de la base b tomado en el
sistema cuya base es A3 ..

244 Elfactor guesirve para pasar del logaritmo del sis-

ma cuya base os P el logaritmo del sistema cuya base es
b, se llama wioiimio del sisieMade logciTittno cuya base es b.

245 En virtud del teorema (jue se acaba de demostrar» es
muy facil hallar el logaritmo de un nimero en un sistema cuan-
do se conoce el logaritmno del mismo ndmero en otro sis-
tema. "

Supongamos, por ejemplo, que se tiene una tabla de lo-
garitmos vulgares 6 de. ®i;iggs cuya base es P=>40; en ella
se halla

¢p. 8 = 0,9030900.
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Si queremds liallki'-él logaritmo dtil mismo mimero 8en
el sistema cuya base es b = 2, tendrémosen virtud de la ecua-
cion (fi), ;W == X m.urtA

~ _ 0, 9030900

Uu.S-
2 0, 3010300

" Noso\we\bi¢Ni\c tias cciiacloucs csv'o'~ciicValcs.

2i6 sollama eci¢ac/o™ éii/lone?i«a/a' toda ecuacion en
que la incégnita entra como exponenle.

247 Para resolver las ecuaciones exponenciales Is preciso
"tomarlos logaritmos de los dos miembros do la eeiiacioii, pro-
cediendo después & despojar la incognita.

Kjemvlos.
-<r>W' . =
vy ~ . Despejar & a: en la ecuacion

n an==xc.
Tomando los logaritmos de ambos miembros, se halla

XX lo(j.a= log. c

eifi :il. i.difei ntiU fer-. .. TU
hIlY i — A
log. a

2.* Despejafj,y™.®,etv la ecuacion
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Tomando los logaritmos de ambos miembros, se halla

miC X iog- ¢ = log.a -“{n X —\)X log. b\
N f N

de donde so deduce

log. g --16'g. h
n m.iog. c —n. log. b

3.* Despejar & x cula ecuacién

Tomando los logaritmos de ambos miembros, se halla

In—nlog. b="mx.log. c+ [x-p)log.f.

N Veritcando las operaciones indicadas y despejando de
brados, se halla

(m.log.c™log.f)x'~iplog.f+n.log.b)x-i-a.log.b”0O;
ecuacion de segundo grado que se sabe resolver.
ProMemas.

* Las espi'esiones de! término general y del término
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sumatorio en una progresion aritmética son respectivamente

~h (w—1) i)
" .0l X(C).
5= i » (i,-1- in)]

248 Como dos ecuaciones no pueden determinar mas que
dos incégnitas, se sigge que por,igedio de las ecuaciones (iz se
pueden determinar dos de las cinco cantidades que entran en
ellas cuando se conozcan las otras tres. Las ecuaciones (C)
resuelven, pues, el segundo problema:”

«De estas cinco cosas; el primer término, el dltimo, la
razon, el nimero de términos y la suma de todos los térmi-
nos de una progresion aritmdtica, dadas tres, deteniTinar las
otras

2° Las espresiones del término general y del término
sumatono en una progresién geométrica son respectivamente

‘n— it =
c A (D).
- a-\
249 Como dos ecuaciones no pueden determinar mas que

dos incdgnitas, sesigile quepor mediode las'éctifeclonés (D) se
pueden determinar dos de las cinco cantidades que entran en
ellas cuando se conozcan las otras ires.'Las ecuaciones (2))
resuelven, pues, el siguiente problema:

«Do éstas cinco cosa»;' el primer término, el dltimo, la ra-
z6n. el ndmero de términos y lasuma de todos los términos
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de una progresion geométrica, liadas tres, determinar las otras
dos.»

250 Propongamonos, como ejemplo, determinar, por me*
dio de las ecuaciones {D), larazén q y el nimero do términos n de
una progresién geométrica cuando se conocen el primer tér-
mino , el dltimo M, yla suma 5de todos los términos déla
progresion.

La segunda ecuacion {D) da desde luego,

S JR—
ecuacion que determina la razén

Para determinar & n, la primera ecuacion (/)) da, toman-
do los logaritmos de ambos miembros,

{n —i) log. q= log. la-- log. ti
log. v.

log. ta — log. Ij
log. (s—ti) - log. {s—Ila)

FIN DE LA PUIMERA PARTE.
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